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TRAITÉ
DESTIXB A FAIRE SOITE A« TUAITÉ KES SECTIONS CONipES,
Par G. SALMON,
Professeur a l'UniyersUé de Dublin,
PRÉFACE DE LA DEUXIÈME ÉDITION
La première édition de ce Traité était épuisée depuis quelques années et j^avais eu, pendant quelque temps, la pensée de ne pas le réimprimer. Cet Ouvrage avait été rédigé à une époque où l'Algèbre supérieure moderne était encore à son enfance : aussi fallait-il des changements importants pour le mettre au niveau de la Science actuelle et, comme je n'avais pu préparer une nouvelle édition avant ma nomination au poste que j'occupe à présent, il me paraissait impossible d'en publier une maintenant que d'autres devoirs ne me laissaient plus le loisir de me tenir au courant des découvertes mathématiques récentes ou même de garder présentes à ma mémoire mes connaissances antérieures. Mais, comme les années s'écoulaient et que mon Traité restait toujours l'unique Ouvrage anglais ayant la prétention de fournir un aperçu systématique de la théorie moderne des courbes, je commençai à me demander s'il ne serait pas possible d'en faire l'objet d'une publication nouvelle et si je ne pourrais pas me faire aider par déjeunes mathématiciens ayant la compétence voulue pour rédiger les Sections additionnelles destinées à faire connaître les derniers progrès de la Science. Ayant consulté M. Cayley, je fus très agréablement surpris de le voir m'offrir lui-même le concours que je désirais. Il est inutile dédire avec quel plaisir j'acceptai une proposition si bien faite pour donner une très grande valeur à l'Ouvrage; le seul scrupule qui me vint à l'esprit,
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c'est la crainte que le temps et le travail de M, Cayley, ainsi consacrés à l'œuvre d'un autre, ne pussent priver, pour quelque temps au moins, le monde mathématique de l'ouvrage qu'il aurait pu lui-même écrire sur le même sujet. Dans mon plan primitif, M. Cayley devait seulement me donner quelques sections ou chapitres nouveaux, dont il prendrait l'entière responsabilité; tandis que je me contenterais de reviser la portion du texte ancien qui aurait été conservée; en conséquence, le premier Chapitre fut toutentier rédigé parM.Cayley. Mais je trouvai qu'en procédant ainsi il serait impossible de donner à ce Livre l'unité qu'il devait avoir; et actuellement notre publication a été combinée de telle manière qu'il est bien difficile d'attribuer nettement à chacun de nous ce qui lui revient. M. Cayley a travaillé le manuscrit tout entier et il existe à peine une page qui ne se ressente de l'influence de ses conseils; d'autre part, j'ai complètement refondu quelquesunes de ses contributions, soit pour les mettre mieux en harmonie avec le reste de l'Ouvrage, soit pour apporter quelques simplifications à ses procédés ou faire quelques additions à ses résultats. C'est ainsi que j'ai effectivement agi avec quelques-uns des documents manuscrits qu'il a été assez bon pour mettre à ma disposition, de même qu'avec les Mémoires qu'il a publiés et dont j'ai introduit les résultats dans le texte. En jetant un coup d'œil sur ces pages, les parties que je reconnais avoir empruntées à M. Cayley avec peu ou pas de modifications sont le Chapitre I, les notions sur les points triples, n°« 40, 47, l'ex. 6, n° 55; les n«« 56 à 58, 87 à 89, 138, 139, 151, 189, 243, 270, 282 à 291, 407, 408. En outre, je me suis servi dans le Chapitre III d'un manuscrit de lui sur les enveloppes, comprenant la théorie des développées, des quasi-développées et des courbes parallèles ; dans un autre, j'ai puisé mes connaissances sur la théorie de la résiduation de Sylvester; et j'ai tiré parti d'un Mémoire sur la classification des quartiques et d'un autre sur les bitangentes
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à ces courbes. Les additions au Chapitre de la première édition sur la transformation des courbes sont presque entièrement extraites d'un Mémoire de M. Cajlej; les numéros de 370 à la fin lui sont empruntés presque sans modifications. Les n°^ de 401 à 406 ont également pour origine un manuscrit de lui sur la théorie des courbes polaires de Steiner.
La première édition du présent Ouvrage renfermait un Chapitre sur l'application du Calcul intégral à la théorie des courbes; je l'ai supprimé principalement à cause de l'extension que ce sujet a prise depuis lors. Pour pouvoir sembler prétendre être complet, un pareil Chapitre devrait contenir un résumé des applications que le regretté Clebsch, continuant les recherches de Riemann, a fait des intégrales elliptiques et abéliennes à la théorie des courbes. Mais il paraît impossible de traiter ces sujets comme ils le méritent ailleurs que dans un Ouvrage où il serait principalement question de Calcul intégral. Comme les Traités de ce genre renferment généralement des Chapitres consacrés à la théorie des courbes, j'ai cru pouvoir sans inconvénient laisser de côté cette branche de la théorie dans le présent Traité.
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COORDONNÉES DE POINT
1. Le plan renferme une droite toute spéciale, la droite de l'infini; sur celle-ci sont situés deux points particuliers (imaginaires) : ce sont les points circulaires à l'iafini. Un théorème de Géométrie peut n'avoir aucun rapport avec cette droite et ces points : on dit alors qu'il est descriptif; dans le cas contraire, il est métrique,
2. Les coordonnées dont on fait usage pour déterminer la position d'un point dans un plan sont les coordonnées cartésiennes (rectangulaires ou obliques) ou les coordonnées trilinéaires ; ces dernières comprennent toutefois les premières comme cas particulier. D'une manière générale, nous pouvons dire que les coordonnées cartésiennes (rectangulaires) sont celles qui se prêtent le mieux à la discussion des propriétés métriques ; tandis que les coordonnées tri-
(*) Ce Chapitre a été rédigé par M. Cayley. S, — Courbes planes.
linéaires conviennent mieux à l'étude des propriétés descriptives. Cependant, quand il s'agit de propriétés métriques, il y a souvent un avantage sérieux à employer la notation des coordonnées trilinéaires ; Téquation d'une courbe affecte alors la forme d'une équation homogène en {Xjy, z), dans laquelle x, y sont les coordonnées rectangulaires ordinaires et où z est égal à l'unité. Il convient d'étudier avec quelques détails la théorie des systèmes de coordonnées dont i] vient d'être question.
3. Les coordonnées trilinéaires, telles qu'on les a définies dans les Sections coniques (n** 62), sont les distances perpendiculaires (/?, ^, r^ d'un point à trois droites données; on admet que ces droites constituent un triangle (c'està-dire que deux d'entre elles ne sont pas parallèles). Si l'on appelle a, b^ c les côtés de ce triangle, A son aire, et si l'on convient de plus de regarder les coordonnées (/?, q^ r) comme positives quand le point est dans l'intérieur du triangle, les coordonnées [p, q, r) vérifient la relation (Sections coniques, n^ 63)
ap -\- hq -\- cr ■=. 1 L,
Cette relation permet de rendre homogène une équation qui ne l'était pas primitivement; nous supposerons toujours cette opération effectuée et, par le fait, les équations dont nous nous servirons seront toujours homogènes.
4. Il est toutefois avantageux d'avoir une définition plus générale des coordonnées trilinéaires ; ainsi, sans fixer aucunement les grandeurs absolues des coordonnées (^,j", 2), nous pouvons les prendre égales à des multiples donnés {^^p^^q^'^r) des coordonnées trilinéaires primitives (/?, q, r). Si l'on remarque que la distance d'un point à une droite mesurée suivant une direction donnée est un multiple donné de la perpendiculaire abaissée du point siir la droite, on peut
donner à la définition les diverses formes qui suivent et qui ont le même degré de généralité : les coordonnées trilinéaires (oo^y^ z) d'un point du plan sont proportionnelles à des multiples donnés des distances perpendiculaires
des multiples des distances mesurées suivant des f ^^ point
directions données. . * . \ à trois
des multiples donnés des distances mesurées droites suivant une seule et même direction donnée. . \ données, aux distances mesurées suivant des directions
données
Les trois droites données, par exemple les droites ^ = o, )/ r=: o,^ = O; sont appelées les axes de coordonnées, ou simplement les axes; et le triangle qu'elles constituent a reçu le nom de triangle fondamental, triangle de référence, ou simplement de triangle.
Remarquons que^, tant que les quantités {x^y^ i;) restent indétei-minées, en ce qui regarde leur grandeur absolue, il ne peut exister de relation identique qui les lie les unes aux autres ; et, comme les équations dont nous faisons usage sont nécessairement homogènes, elles expriment des relations «ntre les rapports mutuels des coordonnées.
5. Il n'y a pas, en général, d'avantage à fixer les grandeurs absolues des coordonnées ; mais nous pouvons le faire, si nous voulons, et spécifier que les quantités (^, jk, z) seront respectivement égales à (ap, ^q^ yr). Dans ce cas, les coordonnées sont liées par la relation
ax by cz ^
cette relation sert à déterminer les grandeurs absolues des coordonnées (^, y^ z) d'un point particulier quelconque, quand leurs rapports sont connus.
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Il est à peine nécessaire de faire remarquer que la distance d'un point à une droite est considérée comme changeant de signe, quand le point passe d'un côté à l'autre de la droite. On peut, pour chacune des droites, choisir à volonté le côté positif et le côté négatif; cependant il est commode, en général, de les fixer de telle sorte que pour un point situé à l'intérieur du triangle les rapports (x ', y l z) on les coordonnées (x, jK, z) (quand ces dernières sont déterminées en grandeur absolue) soient positives.
6. Si nous choisissons les droites œ= o, jk=o,^=o pour droites données, les valeurs des rapports œ'.ylz dépendent de celles des constantes implicites a, [3, y et par conséquent ne sont pas encore complètement déterminées ; mais nous pouvons les fixer de telle manière que, pour un point donné,, les rapports (ce \y : z) aient des valeurs données. Par exemple, si, pour le point dont les distances perpendiculaires sont P\') <^\i J^\-> ces rapports doivent avoir les valeurs données ^ilyil^iy la détermination des coordonnées se trouve complète; car nous avons
Pi Çi ^
Nous pouvons aussi (ce qui revient à peu près au même) choisir nos coordonnées de manière qu'une équation linéaire
donnée
A^ + BjM-Gx;=:o
représente une droite donnée. Et en effet, si l'équation de la droite donnée en fonction des coordonnées (/?, q, r) est
nous aurons les relations
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En général, il n'y a pas avantage à faire usage des équations que nous venons d'écrire ; le procédé le plus commode consiste à considérer les coordonnées comme fixées de telle sorte que le point (i : i : i) soit un point donné de la figure, ou que la droite
^ + JK -+- -2 = O
soit une droite donnée de cette même figure.
7. Il faut remarquer que nous pouvons, sans incorrection, parler du point (a, (3, y); nous entendrons par là le point dont les coordonnées ont leurs rapports mutuels xiy\z égaux à a: ^ : v. Et quand nous dirons que les coordonnées d'un point sont (a, [5, y), ou que les I^Xy^jZ) sont égaux à (a, p, y), nous ne ferons cju'exprimer la même chose; c'està-dire que nous ferons seulement connaître que les rapports de ces quantités sont égaux, pour la raison toute simple que les grandeurs absolues sont indéterminées. Ainsi, dans le numéro précédent, au lieu de parler du point (i:i:i) nous aurions pu dire le point (i, i, i).
8. Le point (i, I, i) et la droite ^ +r + ^ ==:o, ou plus généralement le point (a, p, y) et la droite
ont, par rapport au triangle fondamental, une relation géométrique bien connue. Si le point en question est O (/ig» i)? la droite correspondante LMN est celle qui joint les points d'intersection des côtés du triangle fondamental ABC avec les côtés du triangle DEF ; ce dernier est formé par les points où les droites, qui joignent O aux sommets du triangle ABC, rencontrent les côtés opposés. Réciproquement, étant donnée la droite LMN, nous pouvons construire le point O en joi*
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gQant les points L, M, N, où la droite coupe les côtés du triangle ABC, aux sommets opposés de ce triangle ; ces droites forment un nouveau triangle et les droites qui joignent ses sommets aux sommets correspondants du triangle
Fig. ï.
fondamental se coupent au point O. Par le fait, le point et la droite sont des éléments harmoniques, et nous montrerons dans la suite qu'ils sont dans la situation de pôle et polaire par rapport au triangle considéré comme courbe du troisième ordre ou, comme nous pouvons le dire plus simplement, par rapport au triangle. Si donc l'on donne l'un des deux éléments, point ou droite, l'autre est connu; et il revient au même de supposer que le point (i, i, i) soit un point donné, ou que la droite
soit une droite donnée.
Si nous regardons la droite x -hjk +^ = o comme une droite donnée, nous avons en tout quatre droites données ; et si nous posons pour plus de commodité
(c'est-à-dire, si nous considérons w comme remplaçant — X — y — 5), les coordonnées se trouvent déterminées de
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telle manière que
^r=zO, J m: O, -S ^= O, (^ip m: O
sont des droites données.
9. Les coordonnées peuvent être choisies de telle sorte que le point (i, i, i) soit le centre de gravité du triangle et
que la droite
soit la droite à l'iniini. Si nous nous reportons à l'équation
ap -\- bq -\- cr ■= 2 A,
ceci revient à supposer
X *, y \ z ■=: ap \ bcj \ cr,
c'est-à-dire que, si nous joignons le point aux trois sommets, en divisant ainsi le triangle fondamental en trois triangles, les coordonnées x^ jk, z sont proportionnelles à ces trois triangles composants (ou, ce qui revient au même, chaque coordonnée est proportionnelle au quotient de la perpendiculaire abaissée du point sur un côté et de la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur le même côté). On peut remarquer que, si nous fixons les grandeurs absolues des coordonnées et si nous posons
ap bq cr
c'est-à-dire si nous prenons x^ y^ z égaux aux rapports des triangles composants à la surface du triangle fondamental, la relation que vérifient les coordonnées est
10. Le triangle fondamental équilatéral constitue un cas particulier; dans ce cas, si x^ y, z sont proportionnels aux
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8 CHAPITRE ï.
perpendiculaires abaissées d'un point sur les côtés du triangle de référence, le point (i, i, i) est le centre de ligure et ^ -f- r + ^ = o représente la droite à rinlîni. Si, pour fixer les grandeurs absolues, nous prenons {x, y, z) égaux aux perpendiculaires abaissées sur les côtés, et si de plus nous choisissons comme unité de longueur la perpendiculaire abaissée d'un sommet quelconque sur le côté opposé, les
coordonnées du centre de figure sont i^-, ^? ^J et celles
d'un point quelconque sont liées par la relation
Dans le cas actuel, où le triangle fondamental est équilatéral et où x-^y-^z-=o est l'équation de la droite à l'infini, les coordonnées des points circulaires à l'infini sont
^ ; j/ • ^ z.— I * co : to^ et
^ : j/ : ^ r= I : w^ : to,
to étant une racine cubique imaginaire de l'unité. En efi'et, six et Y sont des coordonnées cartésiennes (rectangulaires), si l'origine est placée au sommet (,r = o, jk = o) du triangle et si l'on compte les X suivant le côté ^ =: o, on a
Xv/3— Y 2— Xv/3— Y
Mais, pour les points circulaires à l'infini, X et Y sont infinis
et X dz ? Y = o ( i est égal à y-— i , comme d'habitude) ; par conséquent,
— j ZTz is^/Z ^ — I dz isJZ
— i\f^ ^ . —1-4- isj?»
œ\ y: z-=zi
Si nous posons co = ^> et par suite to^
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cette suite de rapports équivaut à
^ ; j/ : ^ z=: I : CO • 0)2 ou à ^ '. y l Z := 1 l 0)^ l to,
IK Supposons que l'un des axes, celui des z par exemple, soit la droite à l'infini ; la distance r a dans ce cas la valeur 00 , qui doit être regardée comme une constante infinie; vr est donc une constante que nous pouvons supposer finie et égale à l'unité, sans nuire à la généralité de nos raisonnements. Nous avons alors les relations
^ { j : ^ nz a/j> : p ^ : I .
Les coefficients a et (3 peuvent être déterminés de telle manière que ap et ^q représentent les distances d'un point aux droites .7; = o et 7 = 0, ces distances étant mesurée^ chacune parallèlement à la direction de l'autre droite ; c'est-à-dire que, si X, Y sont les coordonnées cartésiennes du point, nous avons
ou, ce qui revient au même, si nous fixons les grandeurs absolues des coordonnées, Xyj et z {= 1) seront les coordonnées cartésiennes du point rapporté à deux axes quelconques de coordonnées.
12. Dans tout ce qui précède nous nous sommes seulement servi de la droite à l'infini, mais nous n'avons fait aucun usage des points circulaires à l'infini; aussi les coordonnées cartésiennes résultantes sont-elles généralement obliques; elles peuvent cependant être rectangulaires; en effet, si nous prenons pour les droites ^ == o et y =: o deux droites en relation harmonique avec les points circulaires à l'infini, ou, ce qui revient au même, deux droites perpendiculaires l'une sur l'autre, les coordonnées seront rectangulaires. La relation harmonique à laquelle nous faisons allusion consiste en ce
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que les deux droites coupent la droite à l'infini suivant un couple de points formant avec les points circulaires à l'infini un groupe de quatre points harmoniques; ou, ce qui est la même chose, les deux droites en question et celles qui joignent leur point d'intersection aux points circulaires à l'infini constituent un faisceau harmonique. (Voir Sections coniques, n° 356. )
13. Il peut y avoir avantage dans quelques cas à faire usage des coordonnées imaginaires \=. x -\~ iy^ -f\z= x — iy et ^ =: I ; on peut leur donner le nom de coordonnées circulaires.
POINTS CIRCULAIRES A L'INFINI
14. Etant donné un système déterminé de coordonnées trilinéaires, on peut trouver les coordonnées des points circulaires à l'infini de la manière suivante. Supposons d'abord que les coordonnées x^ y, z représentent les perpendiculaires abaissées d'un point sur les côtés du triangle fondamental. Prenons une origine arbitraire O et un système d'axes rectangulaires OX et OY. Si /?, q, r sont les perpendiculaires abaissées de O sur les côtés du triangle et \^ [a, y les angles qu^elles font avec l'axe des X, les relations qui lient les deux systèmes de coordonnées (^, /, z) et X, Y
sont
^=:XcosX H-YsinX — /?,
j/ m X ces [x + Y sin \x — q^
^ = X cosv -h Y sinv — r.
Pour abréger, posons
cosX + i sinX (ou e^^)=r L , cos[JL + i sin{jL(ou^'i*)=i M, cosv + i sinv (ou e^"* )=zz N ,
faisons X et Y infinis et X dz i*Y = o. Nous obtenons pour
les deux points circulaires les relations
œ:y:z~-=zL : M :■ N, 00 :y:^
Soient A, B, G les angles du triangle fondamental; nous avons entre A, B, G et X, [x, v un système de relations telles que
A = TT 4- [J- V
B = — ÎT + V —1, G = TT -1- X
Posons
il vient alors
ces A -f- i sinA(oue''^)r= a,
CCS B 4- i sin B ( ou e^^ ) = P?
ces G -H isinG(oue^^') = Y)
apY =: — I
et les coordonnées des points circulaires à Finfini deviennent ainsi
et
Il est évident que les expressions de chaque système de coordonnées sont identiques en vertu de la relation apy = — i . Les mêmes formules s'appliquent évidemment au cas où les coordonnées ^, JK? ^5 au lieu d'être égales aux perpendiculaires abaissées sur les côtés du triangle, leur sont seulement proportionnelles ; ce sont donc les formules qui se rapportent au système de coordonnées dans lequel l'équation
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f2 CHAPITRE I.
de la droite à l'infini est
X sin A -f- j sin B + iJ sin G = o.
15. On peut ajouter que le système piimitif de relations entre x^ jk, ^ et X, Y donne
(/ + ^)(-s -f- r)sin A H-(^ + r)(^ -h/?)sinB
H- ( ^ 4- /> ) ( j -h ^ ) sin G = sin A sin B sin G ( X^ -h Y^ ) ;
ou, ce qui revient au même, on a
/^ sin A H- ^^ sinB +^j sin G
= sin A sin B sin G (X^ 4- Y^) 4- (une fonction linéaire de X, Y, i);
c'est-à-dire que l'équation
/^ sin A -j- ^^ sin B H- ^/ sinG = o
est l'équation d'un cercle qui évidemment est circonscrit au triangle fondamental. La formule subsistant dans le cas où ^, JK, z sont proportionnels aux distances perpendiculaires d'un point aux côtés du triangle de référence, les points circulaires à l'infini sont alors les intersections du cercle
yz sin A H- ^ .3? sin B H- xy sin G = o
avec la droite à l'infini
^ sin A -}- y sin B H- ^ sin G = o
(comparez Sections coniques, n^ 359). Il est facile de vérifier que les coordonnées des points circulaires à l'infini, données plus haut, satisfont effectivement à ces deux équations. Remarquons aussi que l'équation générale d'un cercle est
(j)^^ sin A 4- .^^ sin B -h ^y sin G )
P^ 4- Q/4- R5)(^sinA 4-/ sinB 4- ^ sin G) =: O
P, Q, R étant des coefficients arbitraires.
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COORDONNÉES. l3
16. Dans le système de coordonnées où les quantités ^,jk, z sont proportionnelles aux perpendiculaires abaissées sur les côtés du triangle de référence, multipliées chacune par le côté correspondant, et où Téquation de la droite à l'infini est
X -\- y -\' z ^=^ o^ nous n'avons qu'à remplacer dans ce qui
précède x. r, z respectivement par -^ — -r :> : ^y — — -^* JLes ^ ' ^' ^ ^ smA smB smC
coordonnées des points circulaires sont alors données par
les relations
sinA. * sinB ° sinC * y
et
sinA ' sinB * sinC ' ' * p
=: - : — I la
et l'équation générale d'un cercle est
{yz sin^A + zx sin^B 4- xy sin^G)
H- (P^ + Q/-hR5) {x -\- y -v-z)-=o.
COORDONNÉES DE DROITE
17. Les coordonnées considérées ci-dessus sont des coordonnées destinées à déterminer la position d'un point; on dit que ce sont des coordonnées de point. Nous avons aussi des coordonnées de droite (coordonnées tangentielles, voir Sections coniques j n^ 70) pour déterminer la position d'une droite; si, par exemple, dans un système quelconque de coordonnées trilinéaires {x, y, 2), l'équation d'une droite est \x -r- ^y + Çs =: o, nous avons alors un système corres-
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l4 CHAPITRE I.
pondant de coordonnées de droite, dans lequel on dit que (?,'/i, Ç)sontIes coordonnées (coordonnées tangentielles) delà droite en question. Observons que, d'après cette définition, (^,71, ^) sont données seulement en ce qui regarde leurs rapports et que leurs grandeurs absolues sont indéterminées ; elles ressemblent par là aux coordonnées ponctuelles prises dans leur sens le plus général.
18. Les coordonnées (ç, T^, Ç) se rapportent à une droite; une équation linéaire a^ -}- br\ -|-c!^r=z: o entre ces coordonnées s'applique à toute une série de droites telles que les coordonnées de l'une quelconque d'entre elles vérifient cette équation; mais toutes ces droites passent par un même point : c'est le point dont les coordonnées dans le système correspondant de coordonnées ponctuelles (^, JK, ^) sont (a, b, c); en effet, l'équation linéaire a? -}- Z?7) + cÇ = o exprime que l'équation en coordonnées ponctuelles ^^ + y]jK -\~ 'Çz = o est satisfaite quand on y remplace (^, jk, ^) par (a, b, c). On en conclut que l'équation a ^ -|-^y|H-c5^r=:oen coordonnées de droite (Ç, rj, 'Ç) représente un point; c'est celui dont les coordonnées trilinéaires dans le système correspondant sont (a, Z>, c). Et, en général, toute équation homogène en coordonnées de droite (^,71, Ç) représente la courbe qui est l'enveloppe de toutes les droites \x + y\y + Ç^ = o dont les coefficients (^, tj, Z) vérifient la relation en question. On dit que cette relation est l'équation tangentielle de cette enveloppe. En d'autres termes, l'équation tangentielle d'une courbe est l'équation entre (?, rj, Ç) qui exprime que la droite ^x ~\- 'f\y -\- ^z z= o est une tangente à la courbe.
19. Dans ce qui précède, les coordonnées de droite (^, 7], ^) sont définies au moyen d'un système correspondant de coordonnées trilinéaires (^, jk, -s), et la signification des rapports ^ : v) : Ç se trouve par là même complètement déter-
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COORDONNÉES. i5
riiinéé ; c'est la marche la plus commode à suivre. Cependant il convient de donner du système de coordonnées de droite une définition quantitative indépendante, moins pour les applications dont elle est susceptible que pour établir d'une manière plus complète l'analogie qui existe entre les deux genres de coordonnées. Nous pouvons dire que les coordonnées trilinéaires (?, 7], Ç) d'une droite sont proportionnelles à des multiples donnés des distances, mesurées suivant des directions données, de la droite à trois points donnés. Supposons, pour fixer les idées, que nous prenions ces coordonnées proportionnelles aux distances perpendiculaires de la droite aux trois points donnés. Si nous rapportons la figure à des coordonnées cartésiennes, les coordonnées des points sont (a, P), (a^, P'),(a'^, P'^) et l'équation de la droite est
AX 4- BY + G =z o.
Nous avons alors les relations
?: '0 : ?==Aa-l-Bp-HG : Aa'-H Bp^-h G : Aa^^+BjB^^+G,
ou, ce cjui revient au même, l'équation de la droite est
Les coefficients de ^, t,, !J sont ici des fonctions linéaires données de (^, y^ i); si nous désignons ces coefficients par {x^y, z); nous aurons (^, JK; ^) comme système de coordonnées trilinéaires, et l'équation sera ^.2? -}- r\y -\-Z^z. = o '^ cette définition concorde donc avec celle qu'on a donnée plus haut. Nous pouvons, exactement comme au n° 7, déterminer les coordonnées de droite (i, 7], t^) de manière que la droite ( I : I : i) soit une droite donnée, ou que le point ^ -|- yj -j- Ç ==: o soit un point donné de la figure.
ï6 CHAPITRE ï.
20. Il peut être bon d'indiquer ici quelques systèmes particuliers. Si a, p, Y représentent respectivement les distances, comptées suivant une direction donnée, de la droite variable aux points A, B, G {fig, 2), par exemple
les coordonnées \,^r\^\ peuvent être prises proportionnelles à
Fi^^ 2.
ces distances, ^ : 7] : Ç = a .* P : y. Imaginons que le point G s'éloigne à Pinfini suivant la direction donnée ; y a une valeur infinie qui doit être regardée comme une constante ; et,
si nous posons \\'f\l -==a: P:i, nous pouvons, au lieu des
coordonnnées primitives |,7], Ç, prendre comme coordonnées
\ Ti, -y c'est-à-dire a, p, i. Nous avons ainsi un système de
deux coordonnées a, [3 qui sont respectivement égales aux distances, comptées suivant une direction donnée, de la droite aux deux points fixes.
De même, danslay^^\ 3, nous avons a Ap p Bq
ou bien^ ce qui est la même chose,
Ap 'Bq * ^ ' ~ Gp ' Cq
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Imaginons que A, B s'éloignent à l'infini en suivant respectivement les directions pd et qC] Ap, Bq ont des valeurs infinies qui doivent être regardées comme des constantes ; et, au lieu de coordonnées proportionnelles à a, p, y, nous pouvons prendre des coordonnées proportionnelles à t— 't7~' YÎ
Fig. 3.
c'est-à-dire que nous pouvons choisir comme coordonnées 7T-? 7T-? I. r*»Jous avons ainsi un système de deux coor-
Lp Lq -^
données qui sont respectivement les inverses des distances, comptées suivant deux directions données, de la droite à un point ûiLe,
22. On a peu d'occasions de faire un usage explicite des coordonnées de droite; mais la théorie en est très importante; elle sert en effet à prouver que, en démontrant en coordonnées ponctuelles un théorème quelconque de nature descriptive, nous établissons en même temps le théorème corrélatif qu'on peut en déduire par la théorie des polaires réciproques (ou celle de la dualité géométrique ). Par le fait, nous ne prouvons pas l'un des théorèmes, pour en déduire ensuite l'autre, mais nous les démontrons tous les deux en même temps. Nos (^,J , z), au lieu d'être des coordonnées ponctuelles, représentent des coordonnées de droite, et la démonstration se trouve être, dans cliacune de ses parties, une démonstration du théorème corrélatif.
S. — Courbes planes. 2
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l8 CHAPITRE I.
23. De la même manière, si un théorème est établi en coordonnées de droite, on possède par là même la démonstration de son corrélatif; la seule différence qui existe ici consiste en ce que nous passons de la théorie des coordonnées de droite, qui nous est un peu moins familière, à celle plus usitée des coordonnées de point. La transition se trouve rendue plus claire si nous considérons les coordonnées primitives de droite (^, r,, î^) comme les coordonnées ponctuelles du point qui est le pôle de la droite par rapport a la conique ^^ _j_^'2 _j_ ^2 ._ q^
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Section I. — Du nombre des termes dans l'équation générale.
24. Le premier pas à faire pour connaître les propriétés générales des courbes du n^^^^ degré consiste à déterminer le nombre des termes contenus dans l'équation générale. Etant donnée une équation quelconque du n^^^^ degré, nous pourrons ainsi, en comptant simplement le nombre des constantes indépendantes que renferme cette équation, savoir si la forme donnée est ou n'est pas l'une de celles auxquelles on peut ramener toutes les équations du 71'®"^^ degré. Par exemple, l'équation générale du second degré contient cinq constantes indépendantes. Si donc on nous donne une autre équation quelconque du second degré contenant cinq constantes, par exemple
ou
[(œ~~aY-^{y-?yr^[(œ-u')-^iy^nr
nous pouvons la développer; et, en comparant cette équation (voir Sections coniques^ n^ 77) à l'équation générale du second degré, nous obtiendrons un nombre d'équations suffisant pour déterminer a, jâ, ..., en fonction des coefficients de l'équation générale. Nous voyons alors qu'une équation quelconque du second degré peut, en général, être réduite à l'une des formes ci-dessus, et nous pourrions établir ainsi les
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propriétés des foyers et de la directrice. L'équation
eontient sept constantes indépendantes. Par suite, le problème qui consiste à les exprimer en fonction des coefficients de l'équation générale est indéterminé; ce résultat est évident géométriquement, puisque l'on peut mettre l'équation sous cette forme en prenant
a'x -f- b'y + c' = o, a"x -+■ b^'y -h c" :=zo, pour représenter deux tangentes quelconques et
aoù -\- by -4- c = o
pour leur corde de contact. Les équations
{ax -h- byY ^=.cx -\- dy -\- e,
{ax -h by -h i){a'x + b^y -^ i) = 0
ne contiennent chacune que quatre constantes indépendantes et doivent, par conséquent, renfermer implicitement une autre condition; ou bien, en d'autres termes, l'équation générale ne peut être mise sous l'une de ces formes, sans qu'une autre condition ne soit vérifiée. Ceci est géométriquement évident, puisque la première équation représente une parabole et la seconde deux lignes droites. L'équation générale
du cercle
ne contenant que trois constantes explicites, doit renfermer implicitement deux autres conditions; c'est-à-dire que l'équation générale ne peut être mise sous cette forme à moins que deux autres conditions ne soient remplies. De même, l'équation
S-/rS'=:0
(où S et S' sont des fonctions quadratiques données des
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coordonnées) ne contient qu'une constante explicite; elle doit donc entraîner quatre conditions implicites; c'est du reste ce qui a lieu, comme on le sait, puisque la conique représentée par cette équation passe par quatre points fixes.
25. Il faut agir avec quelque circonspection quand on applique ces principes. Par exemple, l'équation
{x — a)2 H-(j— ^f — ax ■+- by~^c
paraît contenir cinq constantes et, par conséquent, être une forme à laquelle on peut ramener une équation quelconque du second degré. Cependant, en effectuant les développements, nous verrons que les constantes ne figurent pas dans les termes du degré le plus élevé dans l'équation et que nous n'avons réellement par le fait que trois équations pour déterminer a, p, . . . . L'équation ne peut donc être mise sous cette forme, à moins que deux autres conditions ne soient satisfaites. De la même manière, l'équation
a Si -h &S2 + CS34- <r/S; + eSs-f/Sg-^o,
où S|, ... sont six coniques, est une forme à laquelle on peut ramener l'équation d'une conique quelconque. Supposons néanmoins que trois des équations de ces coniques soient liées entre elles par la relation
83= /fSi 4-/82-,
en remplaçant S» par cette valeur dans l'équation précédente, on trouverait que cette équation ne renferme plus que quatre constantes indépendantes, et l'équation générale ne pourrait être réduite à cette forme à moins de satisfaire à une autre condition.
26. Après avoir ainsi cherché à donner au lecteur une idée de la nature des avantages qu'on peut retirer de la con-
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naissance du nombre de termes de l'équation générale du ^^lème (jgoT^^ nous ailons nous livrer à l'étude de ce problème. L'équation générale du 7i'^^^ degré entre deux variables peut
s'écrire
Pa:'' 4- Q œ''-^f -f- . . . 4- Ra'/'^-^ -f- S y'' = o,
et le nombre des termes de cette équation est évidemment la somme de la suite i + 2 + 3 + . . . +(/i + i); il est par conséquent égal à ^(/z -j- i) (/2 + 2), comme on l'a déjà prouvé (Sections coniques^ n^ 78).
Nous écrirons quelquefois l'équation générale sous la forme abrégée
ifo H- ifi ~h ^/2 + • • . + f^hi = o;
Uq représentera le terme absolu et ?^i, 112-) . . • , Un les termes du premier, du second, . • . , du ji^^^^ degré en x ety.
Quelquefois aussi nous nous servirons de l'équation en coordonnées trilinéaires, qui ne diffère de celle qu'on vient d'écrire que par l'introduction d'une troisième variable z^ destinée à rendre l'équation homogène ; par exemple,
UqZ'' -h Ui Z"~^ --h ... -h iln-i Z + Un =0.
Le nombre des termes est évidemment le même que dans le cas précédent {Sections coniques^ n° 289).
27. Le nombre de conditions nécessaires pour déterminer une courbe du ^i'^°^® degré est d'une unité moindre que le nombre des termes de l'équation générale; il est donc égal à ^ /^(/^ H- 3). En effet, l'équation représente la même courbe, si on la multiplie ou si on la divise par une constante; nous pouvons donc diviser tous les termes par A, et la courbe
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sera définie d'une manière complète, si nous pouvons déterminer les ^ /^(/^ + 3) quantités ^ ' t ' ' * * *
Ainsi, une courbe du /z'^"'*' degré est en général déterminée quand on donne {7i(n -}- 3) de ses points; en effet, en substituant dans Féquation générale les coordonnées de chacun des points par lesquels passe la courbe, nous obtenons une relation linéaire entre les coefficients. Nous aurons donc ^ 7i(n -+~ 3) équations du premier degré pour déterminer Lin nombre égal d'inconnues ; ce problème n'admet en général qu'une seule solution. Nous voyons ainsi qu'on peut décrire une courbe du troisième degré, quand on connaît neuf de ses points, une courbe du quatrième degré quand on en a quatorze points, et qu'en général par ^n{n + 3) points on peut décrire une courbe du degré n et une seule.
28. Quand nous disons que ^ /? (zz -j- 3) points déterminent une courbe du 7^i^'"« degré, nous n'entendons pas affirmer qu'ils déterminent une courbe propre de ce degré. Tout ce que nous avons démontré, c'est qu'il existe une équation du a'^"^« degré vérifiée par les coordonnées des points donnés ; mais celte équation peut être le produit de deux ou plusieurs autres expressions de degré moindre. Par exemple, cinq points déterminent en général une conique; mais, si trois d'entre eux sont situés sur une ligne droite, la conique dégénère en la courbe du second degré formée par cette droite et par la droite qui joint les deux autres points. Et, d'une manière générale, il est évident que si, parmi les \n{ii + 3)points, il V en a plus de np sur une courbe de degré/? (/? étant moindre que n)y on ne peut, par ces points, faire passer une courbe propre du n'^"^^^ degré; car nous serions alors conduits à cette absurdité que deux courbes de degré n et p se coupent en pbis de 7ip points (Sections co /tiques^ n^ 238). Le système de degré n mené par un pareil système de points se compose
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d^une courbe du p^^^^^ degré et d'une courbe du [n — pY^^^ degré passant par les points restants.
Nous pouvons même fixer une bmite inférieure du nombre de points, déterminant une courbe propre du /^'^'"^ degré, qui peuvent se trouver sur une courbe de degré/?, et nous pouvons faire voir que ce nombre ne peut être plus grand que /ip — ^(/? — i) {p — 2). En effet, si nous supposons qu'un point de plus [c'est-à-dire np — ^(p — i) (p — 2)4-1] est situé sur une courbe du /?'^™« degré, en retranchant ce nombre de^^(^-|-3), nous trouverions que le nombre de points qui restent est ~{n — p){n — />-i-3); en conséqueuce, on peut, par ces points, faire passer une courbe du(/z —/?)^®"^® degré. Cette courbe, jointe à celle du degré />, constitue un système du degré n qui passe par Jes points donnés; et ce que nous avons dit dans le numéro précédent fait voir qu'il est généralement impossible d'en faire passer un autre par ces mêmes points.
29. Il y a cependant des cas où la solution du n° 27 est en défaut; un exemple bien simple suffit pour le montrer. Il faut neuf points pour déterminer une cubique ('); mais neuf points ne déterminent pas dans tous les cas une cubique unique. En effet, deux cubiques se coupent en neuf points et par conséquent il passe deux cubiques par ces neuf points; nous allons faire voir que par ces points il passe par le fait une infinité de cubiques. L'explication de ce fait est la suivante : bien que m équations linéaires suffisent en général pour déterminer m inconnues, ces équations peuvent n'être j)as toutes indépendantes ; dans ce dernier cas, elles seront insuffisantes pour permettre de trouver les inconnues. Les
(*) Pour abréger le langage, nous désignons ici, et dans la suite de cet Ouvrage, par cubiques, biquadratiques om quartiques ... les courbes du quatrième degré.
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points donnés sont alors insuffisants pour déterminer la courbe, et Fon peut faire passer par ces points une infinité de courbes du degré n. Il est nécessaire d'expliquer géométriquement comment de pareils cas peuvent se présenter.
Pour plus de simplicité, prenons d'abord pour exemple des courbes du troisième degré. Soient 11= o, V = o les équations de deux de ces courbes, qui passent toutes les deux par huit points donnés ; l'équation d'une courbe quelconque du troisième degré passant par ces mêmes points doit être de la forme U — /fV = o. En effet, d'après sa forme même, cette équation représente une cubique passant par les huit points donnés, et elle renferme une constante arbitraire k que l'on peut déterminer de telle manière que la courbe passe par un neuvième point quelconque. Par le fait,
nous aurons dans ce cas /: = yf7> U^ et V étant les résultats
que Ton obtient en substituant les coordonnées du neuvième point dans U et V. Cette relation fournit pour k une valeur bien déterminée dans tous les cas sauf un, celui où le neuvième point est à la fois situé sur U et V. En effet, comme deux courbes de degré m et n se coupent en mn points, U et V se rencontrent non seulement suivant les huit points donnés, mais encore suivant un autre point. Pour les coordonnées de
ce point, k prend la valeur -; et en effet la forme de l'équation montre suffisamment que toute courbe représentée par l'équation U — A^ V = o passe par toutes les intersections de U et V. Nous déduisons de là ce théorème important : Toutes les courbes du troisième degré qui passent par hait points fixes passent aussi par un neuvième point. Et nous voyons que neuf points ne sont pas toujours suffisants pour déterminer complètement une courbe du troisième degré; car nous pouvons faire passer une courbe du troisième degré par les intersections de deux courbes de ce même degré et par un dixième point.
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30. Le même raisonnement s'applique aux courbes de degré quelconque. Étant donné un nombre de points inférieur d'une unité à celui qui détermine la courbe [^7i[n-\-3) — i], l'équation U — kY = o (U et V désignant deux courbes particulières du système) est l'équation la plus générale d'une courbe du /?/^"'« degré passant par ces points. En effet, elle renferme une constante arbitraire à laquelle nous pouvons assigner une valeur telle que la courbe passe par un autre point quelconque et par suite soit complètement déterminée. Mais la forme de l'équation montre que la courbe doit passer par tous les 7i^ points communs à U et V, et par conséquent non seulement parles |n(^ + 3) — i points donnés, mais encore par un nombre d'autres points tel qu'on en ait 7i- en tout. Donc, toutes les courbes du n^^^^ degré qui passent par ~ n(n-i-3) — i points fixes passent aussi par ~ (n — i) (n — 2) autres points fixes.
31. L'énoncé suivant est une conséquence utile du théorème qui précède : Si^ parmi les n'^ points d^ intersection de deux courbes du n^^^^ degré^ np se trouvent sur une courbe de degré p {p étant moindre que n)^ les n {n — p) points restants seront situés sur une courbe de degré (n — p). En effet, décrivons une courbe du [71 — pY^"^^ degré qui passe par ^(/z — />) (^ — /^ + 3) de ces points restants; cette courbe, jointe à celle de degré /?, forme une courbe du 72'^°^® degré passant par |(/z — p) (71 — p + 3) + 7îp points; et, comme ce nombre [égal à — ^/z(/z + 3) — i +^(/> — i)(/> — 2)] ne peut être moindre que |/^(/^ + 3) — i, cette courbe passera par tous les autres points restants; or il est évident qu'aucun de ceux-ci ne se trouve sur la courbe du ^■'^"^° degré ; par conséquent ils sont tous sur la courbe de degré (n — p).
Dans ces théorèmes relatifs aux intersections de courbes du n'^^"^ degré, il est bien entendu que rien n'exige que les
Hosted by
courbes en question soient des courbes propres de ce degré ; en effet, la démonstration du n^ 30 subsiste également, même quand U et V peuvent se décomposer en facteurs. Comme application du théorème de ce numéro, nous ajoutons la proposition suivante : Si un polygone de in côtés est inscrit dans une conique^ les 7i[n — i) points où chaque côté impair coupe les côtés pairs non adjacents seront situés sur une courbe du {n — iY^^^^^ degré. En effet, le produit de tous les côtés impairs forme un système du n^^^^^ degré, et le produit de tous les côtés pairs en constitue un autre; les deux systèmes se coupent en n'^ points (puisque chaque côté impair a deux côtés pairs adjacents et n — 2 autres côtés pairs non adjacents), qui sont les in sommets du polygone et les n [n — 2) points qui sont l'objet du présent théorème. Mais comme, par hypothèse, les m sommets sont sur une conique, les n [n — 2) points qui restent sont, d'après ce numéro, sur une courbe du [n — 2)'^'"® degré.
32. Le théorème de Pascal est un cas particulier de celui que nous venons d'établir; mais, comme il importe que le lecteur comprenne bien clairement le principe des démonstrations qui précèdent, nous croyons utile de répéter en d'autres termes la démonstration que nous avons déjà donnée.
Représentons les côtés de l'hexagone par les six premières lettres de l'alphabet, A =0, ...; l'expression AGE — ABDF==o est alors l'équation d'un système de courbes du troisième degré qui passent par AB,BC, CD, DE, EF, FA et aussi par AD, BE, CF. Si les six premiers points sont sur une conique S, la courbe du système, déterminée par la condition qu'elle passera aussi par un septième point de la conique S, doit nous donner ACE — A"^BDF = SL, car cette courbe ne peut être une courbe propre du troisième degré, puisque aucune courbe de cette espèce ne peut avoir plus de six points communs
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avec S. La ligne droite L contiendra donc les trois points AD, BE, CF.
Nous pouvons ajouter que c'est cette démonstration qui conduit le plus facilement aux théorèmes de Steiner et de Kirkman [Sections coniques. Notes). Soit, par exemple,
SL
dans cette relation, 12 désigne la droite qui joint les sommets I, 2, ... ; et par conséquent L représente la droite qui passe par les points d'intersection des côtés opposés,
Soit encore
1 2 . 34 . 56 — 36 . 25 . 1 4 = SiM ;
nous avons évidemment alors
c'est-à-dire que la droite de Pascal fournie par la dernière équation passe par l'intersection des deux autres.
On peut cependant remarquer que le théorème du n° 31 dans le cas en question (/i = 3), est un cas particulier du théorème du n"^ 30. En effet, le système des trois côtés impairs est l'une des cubiques U =: o, V = o du n^ 30, et le système des côtés pairs est l'autre cubique. Nous pouvons déduire directement le théorème de Pascal de cette proposition; en effet, si nous considérons la conique qui passe par les six points sommets et la droite qui joint deux des trois autres points d'intersection, cette conique et cette droite constituent une cubique qui passe par huit de ces neuf points, et conséquemment par le neuvième. C'est-à-dire que la droite passe par le troisième des points d'intersection des côtés opposés; autrement dit, ces trois points sont en ligne droite.
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33. Bien que deux courbes du n'®°'® degré se coupent en n- points, on a cependant démontré que ii^ points, pris arbitrairement, ne seront pas les intersections de deux de ces courbes; mais que, n- — ^(/i — 0 (^^ — ^) d'entre eux étant donnés^ le reste sera déterminé. Il existe un théorème semblable pour les np points d'intersection de deux courbes, Tune du degré n^ l'autre du degré p. Ainsi, bien qu'une courbe du troisième degré coupe une courbe du quatrième en douze points, cependant, par douze points pris arbitrairement sur une courbe du troisième degré, il sera, en général, impossible de décrire une courbe propre du quatrième degré. En effet, la ligne du quatrième degré qui passe par ces douze points et par deux autres points ne sera, ea général, rien autre chose que la courbe du troisième degré et la droite qui joint les deux points. Et généralement, toute courbe du n^^^^ de gré ^ menée par np — | {p — 0 {p — ^-) points situés sur une courbe du degré p {p étant moindre que n)y rencontre cette courbe en- (p — i)(p — i) autres points fixes. En effet, dans le n° 31, nous avons eu occasion de voir que
np — \{p—i){p--'i)-^\(^n~p){n--p-\-l)~\n{n-^Z)--\.
Donc (d'après le n*" 30) tout système du /i'^""® degré mené par les points donnés et par~(/^ — />)('^ — /> + 3) autres points passe encore par ^ (/2 — 1)(^ — ^) autres points fixes.. Or un svstème du yi^^°^® degré pouvant passer par les points est la courbe donnée du degré/? et une autre courbe de degré (/2 — p) passant par les points additionnels. Les ^(/i — i)(/z — 2) nouveaux points doivent donc se trouver, les uns sur l'une de ces courbes, et les autres sur l'autre. Et il est évident que ces points doivent être distribués entre elles de telle manière que le nombre total des points soit np dans le premier cas et n [n — p) dans le second. Ceci démontre l'exactitudje du théorème énoncé.
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3o CHAPITRE II,
34. M. Cayley a donné à ce théorème une extension pius grande. Toute courbe du degré r (r étant plus grand que m, ou /i, mais pas plus grand que ni-\-n — 3 ) qui passe par tous les mn points d^ intersection de deux courbes des degrés m et n, sauf ^ {m -\- n — r — i) (m-\- n — r — 2), passera aussi par tous les autres points.
Le lecteur comprendra mieux l'esprit de la démontsration générale que nous allons donner, si nous faisons d'abord une application de ce théorème à un cas particulier ; « Toute courbe du cinquième degré qui passe par quinze des points d'intersection de deux courbes du quatrième degré passera aussi par le seizième. )) En effet, prenons arbitrairement deux points sur chacune des courbes du quatrième degré. Ces quatre points, joints aux quinze points donnés, constituent un total de dix-neuf points ; si plusieurs courbes du cinquième degré passent par ces points, elles passeront aussi (n" 30) par six autres points fixes. Mais chaque courbe du quatrième degré et la droite qui joint les deux points arbitraires pris sur l'autre courbe forment un système du cinquième degré passant par les dix-neuf points. Donc toutes les intersections des courbes données du quatrième degré sont sur une courbe du cinquième degré passant par ces points; ce qu'il fallait démontrer.
De même, en général, prenons j [r — m) (r — m + 3) points arbitraires sur une courbe du n^^^^ degré, et par ces points faisons passer une courbe du degré (r — m)\ prenons aussi {(r — n) [r — n-\-Z) points sur la courbe xie degré m et, par ces points, faisons passer une courbe du degré (r — n)\ prenons enfin parmi les mn intersections autant de points qu'il en faut pour arriver au nombre de^7'(r — 3) — i avec les points arbitraires : comme les courbes du degré [r — m) et m constituent alors un système du degré r passant par les points, et que les courbes du degré (r — n) et n en forment un autre, les points d'inter-
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES. 3l
section de ces deux systèmes seront communs à toute courbe du degré /rqui passera par ces points. Mais
■lr(r^3) ~ 1 — l(r ~m){r ~ m-i- 3) —{(r — n){r — n-{-3) = mil — \<yTn-\- n — r — i ) ( m -\- n — r — 2 ),
comme le lecteur peut le vérifier sans difficulté. L'exactitude du théorème se trouve ainsi démontrée. Pour que notre raisonnement soit applicable, il faut que r soit au moins égal au plus grand des deux nombres m et n\ il faut aussi que (r — m) soit moindre que n\ car, s'il en était autrement, il ne serait pas possible de faire passer, par les points pris sur ]a courbe du 7^'^"'® degré, une courbe de degré (r — m) distincte de la courbe de degré /z, ou qui ne la contînt pas comme partie intégrante; et comme le théorème est illusoire pour r ^=^m -\- n — 1 on in-\- n — 2, la condition à remplir consiste en ce que r ne doit pas être plus grand que
(') Euler paraît avoir remarqué le premier ce paradoxe que deux courbes du /i'^™* degré peuvent se couper en un nombre de points plus considérable que celui qui suffit pour déterminer une pareille courbe (voir un Mémoire dans les Transactions de Berlin pour 1758 : Sur une contradiction apparente de la théorie des courbes), La même difficulté est indiquée par Cramer dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques, publiée en 1750. Cependant c'est à une date relativement toute récente qu'on a remarqué les importants théorèmes de Géométrie qui dérivent de ce principe. En 1827, Gergonne a donné le théorème du n*" 31 {Annales, vol. XVII, p. 220). Le théorème général du n*' 30 a été trouvé à peu près à la même époque par Plucker {Entwickelungen, t. I, p. 228; Gl Annales de Gergonne^ Tome XIX, p. 97 et 129). C'est quelques années après qu'on a é udié la relation qui existe entre les points d'intersection de courbes et de surfaces de degrés différents (comme dans le n° 33). Ces cas ont été discutés dans deux Mémoires envoyés en même temps pour êLre publiés dans le Journal de Crelle, Tua par Jacobi (t. XV, p. 286) l'autre par PlUcker (t. XVI, p. 47)- En outre des articles qu'on vient de mentionner, le lecteur peut aussi consulter un Mémoire de M. Cayley. {Journal matkéniatique de Cambridge, t. lïl, p. 211). La notice liis-
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Section II. — De la nature des points et tangentes multiples des courbes.
33. La manière la plus simple de présenter au lecteur la théorie des points singuliers et des droites singulières des courbes paraît être la suivante : faire comprendre d'abord par des exemples particuliers la nature de ces points et de ces droites; poser ensuite des règles qui permettent d'en découvrir l'existence en général.
Nous emploierons Féquation en coordonnées cartésiennes donnée dans le n^ 26. Si nous rapportons cette équation à des coordonnées polaires en remplaçant x et y par p cos 9 et p sinQ (ou par mp et /zp, si les axes ne sont pas rectangulaires; voir Sections coniques^ n° 136), nous obtenons une équation du n'^'^^ degré en p, dont les racines sont les distances de l'origine aux ii points où la courbe est rencontrée par une droite issue de l'origine et faisant un angle 9 avec l'axe des x.
36. Si dans l'équation générale le terme absolu A est égal à zéro, l'origine est un point de la courbe; en effet, l'équation est évidemment satisfaite par les valeurs x = Oy j' =: Oy c'est-à-dire par les coordonnées de l'origine. On déduit le même résultat de l'équation exprimée en coordonnées polaires
(B cos6 -hC sine) p
+ (Dcos^- 6-1- EcosG sinô -f- F sln^6) p'- -]-... ~ o.
En effet, cette équation étant divisible par p, une de ses
torique donnée dans la présente note est empruntée à Pliicker^ Théorie des courbes algébriques, p. i3. (Note dl l'Autl:iî[i).
On trouvera également une discussion complète de ces théorèmes dans l'Ouvrage de M. Cvemona {Introduzione ad una Theovla geometrica délie curve piajie) .
racines doit être p = 0, quelle que soit la valeur de 9, et, dans ce eas, l'un des n points suivant lesquels une droite quelconque menée par l'origine rencontre la courbe coïncidera avec l'origine elle-même. Les {n — i) autres points seront en général distincts de l'origine ; il existe cependant une valeur de S pour laquelle un second point coïncidera encore avec Torigine; ce cas se présentera quand 8 sera tel qu'on ait
BcosO 4- G sin6 = o.
L'équation devient alors
(Dcos^Ô +E cosGsine -h F sin^O) p2 4-...™ o ;
elle est divible par p- et, par conséquent, deux de ses racines ont pour valeur p = o. La droite qui correspond à cette valeur de 9 rencontre donc la courbe en deux points qui coïncident; autrement dit, elle est la tangente à rorigine.
Comme nous n'avons qu'une seule équation pour déterminer tang 9, nous voyons qu'en un point donné d'une courbe on ne peut en général mener qu'une seule tangente. Son équation est évidemment
p ( B ces 0 -h G si n 0 ) -— o ou \^x-\-Cy'—o,
Donc, si r équation d'une courbe est U\ + u-i -{-... = o \V origine étant un point de la courbé), V équation de la tangente à V origine est u^ = o.
Si B==:o, l'axe des x est une tangente; si G = o, c'est l'axe des r.
37. Supposons maintenant que A, B, G soient tous nuls; le coefficient de p sera égal à zéro, quelle que soit la valeur de 9. Donc, dans ce cas, toute droite menée par l'origine rencontre la courbe en deux points qui coïncident avec l'origine. On dit alors que l'origine est un point double.
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INoLïs pouvons encore voir ici, exactement comme dans l;e numéi^o précédent, que dans ce cas l'on peut mener par Torigine des droites qui rencontrent la courbe en trois points coïncidents. En effet, supposons que 9 soit tel qu'il annule le coefficient de p^, ou que
D cos-O-f- EsinOcosô 4-Fsin^ô = o,
l'équation devient alors divisible par p^, et trois des valeurs de p sont égales à zéro. Comme nous avons une équation du second degré pour déterminer tangO, il s'ensuit que par un point double on peut mener deux lignes droites rencontrant chacune la courbe en trois points qui coïncident. Leur équation est
^^{\y cos^ 0 -f- E ces 0 sin 6 -f- F si n"^ 0) = o, ou
D^^-l-E^.;X-hFr2=r.o.
Ceci nous montre que, bien que toute droite menée par un point double r.:ncontre la courbe en deux points coïncidents, il y a cependant deux de ces droites dont le contact avec la courbe est plus intime que cekii des autres droites; on a pour cette raison l'habitude de dire qu'en un point double d'une courbe on peut mener deux tangentes. Si l'équation de la courbe (l'origine étant un point double) est mise sous la forme u^ 4- u^ +... = o, ii^ = o est alors l'équation du couple de tangentes à l'origine.
38. Il est nécessaire de distinguer trois espèces de points doubles, suivant que les droites représentées par l'équation Wo = o sont réelles, imaginaires ou coïncidentes.
i" Dans le premier cas, les tangentes sont toutes deux réelles; le point double ou nœud est tel que le représente la seconde figure (n*^ 39). Un simple examen de la courbe montre que le nœud est le point d'intersection de deux branches dont chacune a sa tangente propre; et l'équation du
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second degré qui précède détermine par le fait les directions de ces deux langentes; un point de ce genre est nommé un nœud en croix o\\ point crunodaL
On se trouve en présence d'un exemple simple de points doubles de cette sorte, quand l'équation donnée est le pro- • luit de deux équations de degrés moindres, c'est-à-dire quand U =: PQ. L'équation U = o représente alors les deux courbes P =: o et Q = o. Mais si l'on considère ces deux dernières comme constituant ensemble une courbe du /i'*""® degré, on doit dire que cette courbe a pq points doubles (ce sont les points où P coupe Q), et en chacun de ces points il y a évidemment deux tangentes (les tangentes à P et à Q).
2" L'équation u^ = o peut avoir ses deux racines imaginaires. Dans ce cas, il n'y a pas de point réel consécutif à l'origine, qui est alors appelée Kn\ point conjugué ow acnodal. Ses coordonnées satisfont bien à l'équation de la courbe, mais il ne semble pas être situé sur cette courbe ; et, par le fait, on ne peut seulement faire ressortir géométriquement l'existence de points de cette espèce, qu'en montrant qu'il existe des points tels que toute droite menée par eux ne peut rencontrer la courbe en plus de (/z — 2) autres points.
3^ L'équation i/2 peut être un carré parfait; dans ce cas, les tangentes au point double coïncident et la courbe prend la forme représentée dans la quatrième figure (n^ 39). Des points de ce genre sont appelés/?om^5 Ci/.5:/>i:c/at^^ onpointsde rebroussement. On les appelle aussi quelquefois />om^5 stationnaires ;eïieïïel^ si nous imaginons que la courbe soit engendrée par le mouvement d'un point, en tout point cuspidalle mouvement qui s'effectue dans un sens déterminé éprouve un arrêt et se change en un mouvement dans le sens opposé.
Le lecteur pourrait se figurer qu'il est facile de donner des exemples de ces points, comme dans le numéro précédent, en supposant que la courbe U se décompose en deux autres courbes P et Q tangentes entre elles; car tout point de
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contactseraunpointdoiibleoLilestangentescoïncident(y?^.4) Mais un pareil point doit être classé parmi les singularités d'un ordre plus élevé que celles que nous considérons mainte- . nant ; en effet, la tangente en ce point ren-
>^^ , contre la courbe complexe en quatre points
^-^^^"""^^ consécutifs, c'est-à-dire en deux points situés sur chacune descourbessimples, tandisqu'aux points cuspidaux que nous considérons nous v\. y y' avons vu que la tangente rencontre générale-
ment la courbe en trois points consécutifs seulement. Pour que la tangente en un point cuspidal rencontre la courbe en quatre points consécutifs, il est nécessaire que non seulement u^ soit un carré parfait, mais que de plus sa racine carrée figure comme facteur dans W3 ; c'est-à-dire que l'équation doit être de la forme
Des points de ce genre proviennent de la réunion de deux points doubles, comme le lecteur s'en rendra facilement compte, d'après l'exemple que nous avons déjà donné. En effet, lorsque les deux courbes P et Q sont tangentes^ leur point de contact remplace deux points d'intersection.
11 convient de remarquer que le nœud (en croix) et le point conjugué sont des variétés du nœud et que ces variétés ont la même généralité; la seule différence qui existe entre eux est celle du réel et de l'imaginaire. Dans l'étude que nous venons de faire, le point cuspidal s'est présenté à nous comme un cas particulier du nœud. Cependant, c'est réellement une singularité distincte; cette remarque se justifiera dans ce qui suit.
39. Comme le lecteur éprouvera probablement quelque difficulté à se faire une idée de la relation qui existe entre les points conjugués et la courbe, nous allons élucider ce sujet
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par Texemple suivant. Prenons la courbe
Dans cette équation, nous supposons que a est plus petit et c plus grand que b. Cette courbe est évidemment symétrique par rapport à Taxe des x, puisque chaque valeur de x donne des valeurs àe y égales et de signe contraire. La courbe coupe Taxe des ,x aux trois points x-=^a^ x^b^ x^c. Tant que X est moindre que a, y^ est négatif et par suite r est imaginaire. jK^ devient positif pour des valeurs de x comprises
Fis. 5.
entre a et b, puis devient de nouveau négatif pour des valeurs de X entre b el c] et enfin il est positif pour toutes les valeurs de x plus grandes que c. La courbe {fig- 5) se compose donc d'un ovale situé entre A et B, et d'une branche qui commence en G et qui s'étend indéiîniment au delà. Supposons maintenant Z?==c; Téquation deviendra
r^ =: {x ~ a){x —- bf,
où b est plus grand que a. Le point B se confond maintenant
Fis. 6.
a^^ec le point C; B s'approchant de C, l'ovale et la branche infinie prennent une forme en pointe en marchant l'un vers l'autre; et, quand enfin les deux points B et G sont réunis,
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Tovale a rejoint la branche infinie et le poinl B (/ig. 6) est devenu un point double avec des branches qui se coupent sous un certain an^le.
Supposons au contraire b = a. L'équation devient alors
où a est moindre que b. L'ovale se réduit au point A et la courbe a la forme ci-contre (/ig- 7)»
Cet exemple montre suffisamment l'analogie qui existe
Fig. 7.
entre les points conjugués et les points doubles pour lesquels les tangentes sont réelles. Si nous supposons a^=.b^=^c^ l'équation devientj^- = [x — a)'% le point A [fig- 8) devient
Fig. 8.
un point cuspidal, comme dans le § 3^ du numéro précédent, et la tangente en ce point rencontre la courbe en trois points coïncidents A, B, C.
40. Si, dans l'équation générale, A, B, C, D, E, F étaient tous égaux à zéro, l'origine serait alors un point triple, et toute droite menée par l'origine rencontrerait la courbe en trois points coïncidents. Il est facile de voir, comme précédemment, qu'en un point triple il y a trois tangentes qui sont les droites représentées par l'équation U'^ = o. Nous pouvons aussi, comme ci-dessus, distinguer quatre espèces de points
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triples, selon que les trois tangentes sont {^fig- 9) * \ci) toutes trois réelles, et (i) toutes trois distinctes, (2) deux coïnci-
dentes, (3) toutes trois coïncidentes, ou bien {h) cju'il y en a une réelle et deux imaginaires.
Un point triple peut être considéré comme provenant de la réunion de trois points doubles : dans les cas (a), ce sont: (i) trois nœuds en croix, (2) deux nœuds en croix et un point cuspidal, (3) un nœud en croix et deux points cuspidaux; c'est ce c[ue montrent les figures ci-contre ( /i^'. 9), Cjui représentent les trois points doubles sur le point de se réunir pour former un point triple. Le cas (3) diffère d'une manière à peine visible d'un point ordinaire de la courbe; mais, quand la figure est dessinée avec soin, il y a quelque chose d'un peu anguleux dans la courbe en ce point singulier. Dans le cas(Z?), il y a de la même manière une brandie réelle qui vient passer par un point conjugué ; mais, à l'œil, le point singulier ne paraît pas différent d'un autre point quelconque de la courbe.
Nous pouvons, d'une manière analogue, rechercher les conditions pour que l'origine soit un point multiple d'un degré quelconque plus élevé A*. Les coefficients de tous les termes de degré inférieur à k s'annuleront et Fécjuation sera de la forme
Uk 4- Uk^^ -f- . . . irz: O. .
Au point multiple en question on peut mener k tangentes représentées par Téquation ^^^^ = o ; et la nature du point multiple variera selon que les racines de cette équation seront
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toutes réelles et inégales, ou que deux ou plusieurs d'entre elles seront égales ou imaginaires.
Un point multiple de l'ordre k peut être considéré comme résultant de la réunion de ^ k{k — i) points doubles. On peut, comme exemple, considérer le cas de k lignes droites qui doivent être regardées comme formant un système ayant \k{k — i) points doubles, à savoir les intersections mutuelles de ces droites. Mais, si toutes les droites passent par le même point, ce point devient dans le système un point multiple de l'ordre k et prend la place de tous les points doubles. Le principe est le même, que les lignes qui se coupent soient droites ou courbes. Une courbe peut, par le croisement mutuel de k branches, avoir |/c(/c — i) points doubles; mais, si toutes ces branches passent par le même point, ces points doubles sont remplacés par un point multiple d'ordre k.
41. Savoir qu'un point particulier est un point double d'une courbe équivaut à trois conditions.
En effet, si nous prenons ce point pour origine, trois termes de l'équation s'annulent (n° 37), et nous avons à notre disposition trois constantes de moins que dans le cas général. Si, de plus, on nous donne les tangentes au point double, ceci équivaut à deux conditions de plus; car, maintenant, en outre de A = o, B=o, G = o, nous connaissons aussi les rapports D : E, D : F.
Donner un point triple équivaut à six conditions; car, en le prenant pour origine, les six termes de degré^ inférieur disparaissent; et de même, en général, donner un point multiple de l'ordre k équivaut à ~ k(k + i) conditions.
42. Il existe une limite pour le nombre de points doubles que peut posséder une courbe du n^^^^ degré, quand elle ne se décompose pas en d'autres courbes de degré moindre.
PoP exemple, une courbe du troisième degré ne peut avoir
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deux points doubles ; car si cela était, la droite qui les réunit devrait être considérée comme coupant la courbe en quatre points ; or il ne peut y avoir sur une droite plus de trois points d'une courbe du troisième degré, à moins que la courbe ne se compose de cette droite et d'une conique.
De même, une courbe du quatrième degré ne peut avoir quatre points doubles; car, s'il en était ainsi, la conique déterminée par ces quatre points et par un cinquième point de la courbe devrait être considérée comme rencontrant cette courbe en neuf points (^) ; tandis qu'aucune conique, distincte de la courbe, ne peut la rencontrer en plus de 2 x 4 ^^^ 8 points. Et, en général, une courbe du n'^'^^ degré ne peut avoir plus de -!^(/i — i)('^ — ^) Points doubles; car, si elle en avait un de plus, par ces^(7Z — i)(n — 2)4-1 points et
(*) Si un point d'intersection de deux courbes est un point double sur l'une d'elles, cette intersection doit être comptée pour deux points, et les courbes ne peuvent plus se couper qu'en n — 2 autres points. Si c'est un point double sur toutes les deux, l'intersection doit compter pour quatre points. Et, en général, si sur l'une des courbes, le point d'intersection est un point multiple de degré k, et sur l'autre un point multiple de degré Z, l'intersection doit être comptée pour kl points. Ainsi, par exemple, un système de k lignes droites rencontre un système de l lignes droites en kl points; mais si toutes les droites du premier système passent par un point situé sur une droite du second, le point évidemment compte pour A" intersections et les droites ne se coupent plus qu'en k {l — i) autres points. Et si chacune des droites des deux systèmes passe par le même point, ce point compte pour kl intersections et les droites ne se rencontrent plus nulle part ailleurs.
Si deux courbes sont tangentes en leur point d'intersection, le point de contact comptera aussi pour deux intersections, puisque ces courbes ont en commun deux points qui coïncident. Si le point d'intersection est un point multiple sur l'une des courbes ou sur toutes deux, et si l'une des tangentes au point multiple est commune aux deux courbes, nous devons ajouter une unité au nombre des intersections, auquel équivaut le point multiple, ainsi qu'on l'a montré . En effet, en outre des points qui leur sont communs, comme on l'a démontré, elles ont un point consécutif commun sur une des branches qui passent par le point multiple.
Le lecteur n'aura aucune difficulté à reconnaître l'effet d'une combinaison quelconque de tangentes et de points multiples.
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[n — 3) an 1res de la courbe, nous pourrions décrire une courbe du degré {n — 2) (n^* 27), qui devrait être considérée comme coupant la courbe donnée en ^[^(/i — \)[n — 1)-\- \'\-\- n — 3 ou n(^7i — 2)+ I points; ce qui est impossible, si la courbe donnée est une courbe propre du degré n. Parle fait, la démonstration que nous venons de donner montre seulement que les courbes ne peuvent avoir plus d'un certain nombre de points doubles, mais elle ne prouve pas (ce qui est réellement le cas) qu'elles puissent toujours en avoir autant.
43. Si la courbe a des points multiples d'ordre plus élevé, le même critérium s'applique et chaque point multiple d'ordre k doit être compté comme équivalent à ^k{k — i) points doubles. Mais la possibilité de remplacer un certain nombre de points doubles par un point multiple d'ordre plus élevé est soumise à des restrictions. Ainsi une courbe du cinquième degré peut bien avoir six points doubles, et il est possible de remplacer trois d'entre eux par un point triple; mais, dans ce cas, les trois autres points doubles ne peuvent plus être remplacés par un second point triple, puisque la droite qui les joindrait rencontrerait la courbe en plus de cinq points. D'une manière générale, si une courbe a un point multiple de l'ordre n — 2, elle ne peut avoir d'autre point singulier d'ordre plus élevé qu'un point double et, conformément au critérium, elle ne peut avoir plus de n — 2 de ces derniers.
44. Nous appellerons déficience ou genre d'une courbe le nombre D qui exprime combien elle a de points doubles en moins du nombre maximum qu'elle en peut posséder; ce nombre joue un rôle important dans la théorie des courbes. SiT> z=^ o, c^ est-à-dire si une courbe a son nombre maximum de points doubles, les coordonnées dhin point quelconque de la courbe peuvent s^ exprimer sous forme de
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fonctions algébriques rationnelles d\ui paramètre variable (^). En effet, les |(/i — \){n — i) points doubles et ji — 3 autres points pris sur la courbe équivalent ensemble à :^(/i-f- i)(ai — 2) — ï points, c'est-à-dire à autant de points moins un qu'il en faut pour déterminer une courbe de degré n — 2; nous pouvons donc faire passer par ces points un svstème de courbes de ce degré qui seront comprises dans l'équation U = )vV. Si maintenant nous éliminons une des variables entre cette équation et celle de la courbe donnée, nous avons, pour déterminer l'autre coordonnée des points d'intersection, une équation du degré n(n — 2) dans laquelle \ entre au /z'^'"^ degré. Or, dans cette équation, toutes les racines sont connues, excepté une ; car les points d'intersection des courbes se composent des points doubles comptés deux fois, des n — 3 points qu'on a cboisis et d'un autre point seulement, puisque
Si donc, par la division, nous enlevons les facteurs connus de l'équation, il ne reste que la seule racine inconnue, déterminée comme fonction algébrique du n^^^^^ degré en x.
Réciproquement, si les coordonnées peuvent être exprimées sous forme de fonctions rationnelles d'un paramètre, la courbe a son nombre maximum de points doubles. Les courbes de cette nature sont appelées courbes unicursales. Si nous connaissons x^ jk, z et si ces quantités sont respectivementproportionnellesà a\'^ -f- . . . , a'X'^-h . . . , a!'\'^-{- . . . , l'élimination de \ s'effectue facilement par la méthode dialytique. Ecrivons les trois équations sous la forme
et multiplions successivement chacune d'elles parX,l-, .. .,A''~^ ; (*) Voir Hermite, Cours d'Analyse {'^. 244 et sniv ).
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nous aurons ainsi 3 /z équations, c'est-à-dire le nombre d'équations exactement suffisant pour éliminer linéairement les
quantités 6, 9X, ...,)., X^ L'équation de la courbe se
trouve mise alors sous la forme d'un déterminant de l'ordre 3/1, mais dont n lignes s-eulement renfermeront les variables; la courbe sera donc du n'^"'® ordre et son équation contiendra les coefficients a^ h^ ... au degré in. Tout ceci se comprendra mieux si nous indiquons ici le résultat pour le cas où n = 2. Nous avons alors les trois équations
^x — aX'^
Multiplions chacune d'elles par \ et éliminons ensuite linéairement les quantités 6, 9)., 1^, À^, \ entre les six équations, le résultat se présente sous la forme du déterminant
45. Il résulte du n° 41 que trois points quelconques pris arbitrairement peuvent être des points doubles d'une courbe du quatrième degré; car ces trois points n'équivalent qu'à neuf conditions. Mais les tangentes en ces points doubles ne peuvent pas être prises arbitrairement ; car, donner les trois points doubles et ces trois couples de tangentes équivaudrait à quinze conditions, c'est-à-dire à une condition de plus qu'il ne faut pour déterminer la courbe. Il doit donc exister une certaine relation entre ces tangentes, et, en effet, nous démontrerons plus loin que ces six tangentes sont toutes tangentes à une même conique, de sorte que, cinq d'entre elles étant données, la sixième est déterminée.
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Vingt conditions déterminent une courbe du cinquième degré. Nous pouvons donc prendre arbitrairement six de ses points doubles ainsi que le couple de tangentes en l'un d'eux; mais la courbe se trouve alors complètement déterminée^ et par conséquent il en est de même des couples de tangentes aux cinq autres points doubles.
Vingt-sept conditions déterminent une courbe du sixième degré. Il semblerait donc, à première vue, qu'on pourrait décrire une pareille courbe ayant pour points doubles neuf points pris arbitrairement. Mais il n'en est pas ainsi; car ces neuf points déterminent une cubique U = o et une courbe du sixième ordre avant les neuf points pour points doubles et, en général, la seule courbe de cette espèce est U - == o, c'est-à-dire la cubique répétée deux fois. Il n'est même pas possible, dans ce cas, de prendre arbitrairement huit des neuf points doubles.
11 en est de même pour les courbes de degrés plus élevés ; quand elles ont leur nombre maximum de points doubles, ou même quelquefois un nombre moindre que le maximum, il doit exister certaines relations qui relient ces points entre eux. Excepté pour le cas de courbes du quatrième degré, nous n'avons pas connaissance qu'on ait fait de tentatives pour donner à ces relations une expression géométrique ; et il doit encore rester à découvrir une classe fort étendue de théorèmes de cette nature.
46. Ce qu'on vient de dire suffit pour permettre au lecteur de se faire une idée de la nature des points multiples des courbes. Nous allons montrer maintenant qu'une courbe peut également avoir des tangentes multiples; ou. en d'autres termes, qu'il peut exister des droites qui soient tangentes à la courbe en deux ou plusieurs points, ou qui aient avec elle \\\. contact du second ordre, ou d'un ordre plus élevé. Les poinh qu'on nomme généralement points singuliers des courbes
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peuvent se ranger en deux classes : les points multiples et les points de contact de tangentes midtiples. Nous avons fait connaître au lecteur les points multiples en examinant le cas particulier où l'origine était un point multiple; il sera aussi plus simple de commencer notre discussion des tang-entes multiples en cherchant la condition pour que l'axe des .r ( K = o) soit une tangente multiple.
Nous trouvons en général les points où cette droite rencontre la courbe en faisant r=: o dans l'équation générale, ce qui nous donne
cette équation peut se mettre sous la forme
où a^ b^ c^ ... sont les valeurs de x pour les points où l'axe rencontre la courbe.
L'axe en question sera une tangente à la courbe si deux de ces points coïncident, c'est-à-dire s'il existe entre les racines une seule égalité a = 6. L'équation devient ainsi
L'axe est alors tangent à la courbe au point ^=za,j = o. Si A =r o, B = o, l'axe est tangent à la courbe à l'origine. Nous considérons seulement le cas où a est réel, parce que, l'équation éta t réelle, une égalité a^=.h entre deux racines imaginaires entraînerait nécessairement une autre égalité c = 6/ entre les deux autres racines imag-inaires conjuguées.
L'axe est une tangente double, s'il existe entre les racines les deux égalités c== a, ^= b ; l'équatio devient alors
V {x — af {x — bf{x~c)...:=:io, et nous avons alors les deux cas suivants :
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i^ a el b étant tous deux réels [Jig- lo), l'axe est tangent à la courbe aux deux points réels ^ = a, ^ = 6. Il est évident qu'une pareille tangente, coupant la courbe en deux couples
de points coïncidents, ne peut passe rencontrer dans une courbe dont le degré est inférieur au quatrième.
2" a et 6 sont imaginaires, c'est-à-dire l'équation est
P (.z'' + px -^ (])- {.X — ■ c) . . .-=1 o;
nous avons une tangente double, dont les deux points de contact sont imaginaires.
Si nous avons entre les racines une égalité a = b = Cj Téquation prend la forme
P ( ^^ — a'f {œ — a) , . .-zzzo^
où a doit être supposé réel.
L'axe rencontre la courbe en trois points consécutifs. En général, si nous prenons trois points consécutifs sur une courbe, la droite qui joint le premier et le second est une tangente et celle qui joint le second et le troisième est la tangeute consécutive. Donc, dans le cas actuel, deux tangentes consécutives coïncident.
Par suite aussi, dans un cas de ce genre, l'axe peut être appelé une tangente stationnaire; en effet, si nous considérons la courbe comme Ven^eloppe d^ une droite mobile, deux positions consécutives de la droite mobile coïncident dans ce cas. Le point de contact d'une tangente stationnaire est appelé point cVinflexlon.
Si A = o, B = o, D = o, l'origine est un point d'inflexion
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eiy=zo est la tangente en ce point (/%. 1 1), puisque
Fig. II.
l'équation est alors de la forme
47. Le point double et le point conjugué (n° 38) correspondent précisément à la tangente double à contacts réels et à la tangente double à contacts imaginaires ; le rebroussement ou point stationnaire lui aussi correspond à la tangente stationnaire. Mais il n'existe aucune correspondance dans les théories analytiques; en effet, pour le point de rebroussement, nous avons une égalité a=^ b qui est un cas particulier des valeurs inégales {a, b) correspondant au point double ordinaire et au point conjugué; pour le point d'inflexion, nous avons une double égalité a =: ^ = c, mais cette relation est essentiellement distincte par sa nature des égalités a = ^, (? = (^^ qui sont relatives à la tangente double à contacts réels ou imaginaires. Nous avons étudié les points doubles au moyen des coordonnées ponctuelles; pour faire correspondre les théories analytiques, il aurait fallu discuter les tangentes doubles au moyen des coordonnées tangenlielles ; la tangente stationnaire se serait alors présentée à nous comme un cas particuber de la tangente double. Mais, dans ce qui précède, la tangente stationnaire apparaît comme une singularité distincte de la tangente double; d'une manière analogue, en employant les coordonnées tangentielles, le point cuspidal se serait présenté comme une singularité distincte du point double ; c'est en ayant égard à cette particularité que l'on avait fait la remarque (n"" 38) que le point euspidal est réellement une singularité distincte. Les singula-
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rites se correspondent alors mutuellement ainsi qu'il suit :
Un point double ou nœud (nœud \ ^^ ^ . j i i / . .
^ . ^ . . \ Une tangente double (contacts
crucial ou. point conjugue) cor- '
respond à.
réels ou imaginaires).
Un point cuspidal, point de re- \ ,, . .
, ^ r ^r ^ Une tangente stationnaire, ou tan-
broussement ou point station- ^
naire, correspond a.
gente en un point d'inflexion.
Et c'est seulement en se plaçant à un certain point de vue que le rebroussement est un cas particulier du point double, et à un point de vue différent (le point de vue réciproque) que la tangente stationnaire est un cas particulier de la tangente double.
Si nous considérons la courbe comme décrite par un point qui se meut le long d'une droite, tandis que cette droite pivote en même temps autour du point, le mouvement présente une particularité réelle pour le point de rebroussement; le point devient d'abord stationnaire, puis son mouvement change de sens; d'une manière analogue, en un point d'inflexion la droite devient d'abord stationnaire et son mouvement change ensuite de sens. En un point double, il n'y a rien de particulier dans le mouvement du point mobile; il arrive seulement que ce point, dans son déplacement, passe deux fois par la même position; de même, pour la tangente double, la droite dans son mouvement passe deux fois par la même position sans que son mouvement offre rien de particulier à signaler. Le rebroussement et la tangente stationnaire sont des singularités, dans un sens plus précis que le point double et la tangente double.
48. Dans les cas ordinaires, la courbe est située tout entière d'un même côté de la tangente ; mais, en un point d'inflexion, elle coupe la tangente et se trouve en partie d'un côté et en partie de l'autre de cette droite. Ce n'est là qu'un cas particulier du théorème suivant, plus général : Deux S. — Courbes planes. 4
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courbes, qui ont en commun un nombre pair de points, sont tangentes sans se couper; celles qui ont un nombre impair de points communs se coupent mutuellement en leur point de rencontre ,
Soient jK = f (^)î J>^ = ^ (^) les équations des deux courbes et supposons qu'elles se coupent au point [x=za)\ d'après le théorème de Taylor, les valeurs des ordonnées des deux courbes, pour le point (^ = a + A), sont alors
d^ da;^
où (p, (];,-7^, ... sont les valeurs de ç(^)? 'l(^)? ^ - . . .
pour X = a. Mais, par hypothèse, o = ^^ puisque les courbes se coupent au point œ = a; donc
__ /do d^\h /d^> _^4>n 7^ ^'' "" ^"'^ ~ \Éc ~~ Tx) 7 "^ V ^ ~ d^^) 772
\dx'^ dx'^ ] 1.2.3***'
Or, d'après les principes du Calcul différentiel, quand h est
infiniment petit, le signe de la somme de cette série est le
même que celui de son premier terme; mais le signe de ce
terme change en même temps que celui de A ; si donc, en
un point infiniment voisin (^ = a + A), l'ordonnée de la
courbe cp est plus grande que celle de la courbe ^, elle sera
moindre au point (^ == a — li), Donc^ si deux courbes ont
un point commun, en général, celle qui est au-dessus de
l'autre d'un côté de ce point sera au-dessous de l'autre côté.
do d^ ^ • . j
Supposons mamtenant que -y^ = --i-, le premier terme de
la série sera alors ( j-^ — -^^ j j qui ne change pas de
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signe quand h en change. Donc la courbe qui est au-dessus, d'un côté du point donné, restera également au-dessus de
l'autre côté. Or, quand -^ = -^ 5 les courbes sont manifeste-
ment plus rapprochées l'une de l'autre que dans le cas précédent, puisque la difTérence des ordonnées ne renferme plus la première puissance de h. On exprime géométriquement cette condition sous forme équivalente en disant que les courbes ont deux points consécutifs communs. On peut aussi démontrer ce résultat comme il suit : x' , y'^ x" , j>^'^ étant les coordonnées rectangulaires de deux points d'une courbe,
~j — ^ est évidemment la tangente trigonométrique de l'angle
que la corde qui les joint fait avec Taxe des x] mais, si les
dy deux points coïncident, nous voyons que la valeur de -~~
pour le point donné exprime la tangente trigonométrique de U angle que la droite qui joint ce point au point consécutif (c^ est-à-dire la tangente en ce point) fait avec Vaxe des x\ conséquemment, si deux courbes ont un point commun et si, pour ce point, -j- est le même pour les deux
courbes, il en résulte que le point consécutif est aussi commun à ces courbes.
49. Si les deux courbes ont trois points consécutifs communs, nous aurons -— ^ = -^ ; le premier terme de la série pour
r, —y, est i^^ - a^ j r:^' q^" ^^^^g^ ^^ ^igne avec h ; il en résulte, par conséquent, comme ci-dessus, que les courbes se coupent au point donné. De même, en général, si le développement de y^ — jk,^ commence par une puissance paire de /i, il ne changera pas de signe avec h et les courbes se toucheront sans se couper; mais s'il cQmîiience
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par une puissance impaire de h, le signe de la différence changera avec celui de h et, par suite, les courbes se couperont au point donné.
Le lecteur a déjà rencontré un exemple de ce fait dans le cas du cercle osculateur d'une conique en un point quelconque; ce cercle, ayant en général trois points communs avec la courbe, lui est tangent et la coupe en même temps (Sections coniques, n^239); mais, aux extrémités des axes, le cercle osculateur passe par quatre points consécutifs et est tangent à la courbe sans la traverser,
La même étude s'applique au cas où l'une des courbes devient une ligne droite. Par conséquent, une tangente en un point d'inflexion, ou une droite qui rencontre la courbe en un nombre impair de points consécutifs, est coupée par cette courbe ; mais, si cette tangente rencontre la courbe en un nombre pair de points consécutifs, la partie voisine de la courbe se trouve située toute d'un même côté de cette droite.
SO. L'axe j^ = o sera une tangente triple, si l'équation qui détermine les points où il rencontre la courbe est de la forme
Il est évident qu'une pareilletangente ne peut passe rencontrer pour des courbes dont le degré est inférieur au sixième. Nous pouvons, comme dans le n^ 40, distinguer quatre espèces de tangentes triples selon que les points de contact sont réels et distincts, que Tun est réel et les deux autres imaginaires, que l'un est réel et les deux autres coïncidents, ou enfin que tous trois coïncident. Nous nous trouverons dans ce dernier cas, si l'équation est de la forme
P (^ — a)*(^-- Z?) . . . — o; l'axe rencontre la courbe en quatre points coïncidents; le
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point de contact d'une pareille tangente est appelé point d'ondulation. Il peut de même exister des tangentes multiples d'ordres plus élevés, ou bien encore des points d'ondulation d'ordres supérieurs qui proviennent de ce qu'une droite rencontre la courbe en plus de quatre points coïncidents. Cramer appelle les points où la tangente rencontre la courbe en un nombre impair de points consécutifs points de visible inflexion^ pour les distinguer des points de serpentement ou points d'ondulation qui, à l'œil, ne diffèrent pas des points ordinaires de la courbe.
51. Nous n'avons jusqu'ici examiné que le cas où l'origine est un point multiple, ou encore celui où l'un des axes est une tangente multiple, il est évident, cependant, que la forme de l'équation pourrait de même faire reconnaître l'existence de points et de tangentes multiples situés d'une manière quelconque.
i^ Par exemple, si l'équation est de la forme
acp -h p-j; =zz O,
OÙ a, p sont des fonctions linéaires et (p, (j; des fonctions quelconques des coordonnées, ajî est un point de la courbe. L'équation de la tangente en ce point est
çp', tj;' étant les valeurs que prennent cp et (|;, quand nous y introduisons les conditions a=o,[3 = o. En effet, si nous cherchons les /z — i points où une droite quelconque menée par ap, (a — k^), rencontre la courbe, nous obtenons une équation de la forme
p[A-(cp'-t-Mi3 4-Np2-i- ...)-4-(f 4-M'p-i-N'|32 4- ... )]=zo,
et, pour qu'une seconde racine de cette équation soit [3 = o^ nous devons avoir A'cp'+ tj;' ==: o; par conséquent, en rem-
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plaçant k par sa valeur ^ 5 nous obtenons pour l'équation de
la tangente
acp' -t- ^^' =0.
2** En général, la courbe représentée par l'équation
a^yS . . . =zaipiYiOi . . .
passeparlespointsaa^,aP^,aY^,...,Pi3^, Py,, ^Sj , ..^^vy,,
3^ Si l'équation est de la forme
nous voyons (comme dans les Sections coniques^ n'^232)quea est la tangente au point aj3, car deux des points où cette droite rencontre la courbe coïncident; ou bien encore, si l'équation de la courbe est
^,, ... sont les tangentes aux n points où j3 rencontre la courbe. La forme de Féquation montre que, si les points de contact de n tangentes se trou\>ent sur une droite p, les autres points oit ces tangentes rencontrent la courbe sont situés sur une courbe ^de degré [n — 2 ). 4^ Si l'équation est de la forme
et si nous cherchons les points où une droite quelconque (a=: A-p) menée par a[3 rencontre cette courbe, nous trouvons que deux d'entre eux coïncident toujours avec a [3 et que par conséquent ce point est un point double. On voit précisément, comme dans 1° et dans le n® 37, que les tangentes en ce point double sont
OÙ cp', tj;', y^ sont les valeurs que prennent ces fonctions pour les coordonnées du point (a = o, [3 = o).
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5^ De même, si l'équation est de la forme
le point a|î est un point triple; les trois tangentes sont fournies par l'équation
6° Si l'équation est de la forme
a est une tangente double aux points a[3, ay. 7*^ Si l'équation est de la forme
acp H- p3(}; — o, a^ est un point d'inflexion et a est la tangente en ce point,
52. Nous allons d'abord faire une application du numéro précédent en montrant comment l'équation nous permet de reconnaître la nature des points de la courbe situés à distance infinie. L'équation trilinéaire est (n^ 22)
Les directions des n points à l'infini sont données (en faisant z=zo dans l'équation) par l'équation Un = o; cette équation, résolue par rapport ky \x^ est de la forme
Une courbe de degré n a généralement n asymptotes ; ce sont les tangentes aux n points où ^, la droite à l'infini, rencontre la courbe. Nous pouvons trouver leurs équations facilement, comme il suit, quand l'équation ^^^^ = o a été résolue par rapport k y : x. Il résulte' de 3*^ du numéro précédent que, si l'équation était ramenée à la forme
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^1,. . . seraient les /2 asymptotes. Mais réqiiation donnée
(/ — m^cc) {y — ni^x){y' — m^x) . . . -\-zUfj^^i-\-z'^Ufi-^-\~ ... =0
peut toujours être mise sous la forme
(7 — Jii^x -^ l.]^z){y ~ m^x -^\^z) . . . -zziz^-^.
En effet,' les termes du it^^^ degré en x et j^ sont évidemment les mêmes pour les deux équations, et les n arbitraires Xi, X2, . . . que contient la seconde peuvent être déterminées de manière à rendre identiques les n termes du degré (/2 — ^1) dans ces deux équations.
Le lecteur n'éprouvera aucune difficulté à comprendre cette méthode, s'il cherche à l'appliquer à un exemple particulier. Soit, par exemple, l'équation
( a?-l-j)(2 x-\-y){6 ^-^-j) -h 17^^-1- 1 I ^j4-2 J-+ I 2 X-\- 1 ojH-36=o,
que Ton désire mettre sous la forme
(^-h-/H-Xi)(2^H-7H-X2)(3^-f-7 4-X3)-l-A^ + Br-}-C = o.
Pour déterminer \^^ )v2, )v3, nous aurions ainsi les trois équations
6X1+3X2-1-2X3=17, 5X1-1-4^2+3X3=111, Xi -hX2 -1-X3 = 2; et l'équation peut être ramenée à la forme
Remarquons que les valeurs \^^ 7^2, X3 sont telles que nous avons identiquement
1 7 ^^ H- 1. 1 ^7 4- 2 ;)'^ Xi X2 ^3
(^.4_j)(2.r + 7)(3^- + 7) oc-^y ix-\-y Zx-^y
et de même, en général, les valeurs de )h, ^^2? • • • sont déterminées par la décomposition de — ^^ en fractions simples.
53. Si deux racines de l'équation u,i = o sont égales (m4 = m^)^ cette équation générale prend la forme
(7 — 7?Zi^)2cp + ^i{; = o;
deux des points où z rencontre la courbe coïncident, et par conséquent la droite à l'infini est une tangente à la courbe.
Si trois racines sont égales, la droite à l'infini coupe la courbe en trois points qui coïncident, et par conséquent elle lui est tangente en un point d'inflexion.
Si, dans l'équation générale, le coefficient de j^'^ est égala zéro, l'axe des y, passe par un point à l'infini, et nous n'avons évidemment plus qu'une équation A\x{n — i^ème deg^é pour déterminer les autres points où il rencontre la courbe.
Si le coefficient de 7"~^ s'annule aussi, l'axe desjK est une asymptote.
54. Dans une prochaine Section, nous montrerons comment, en général, on peut trouver les points singuliers d'une courbe. Mais, comme l'application des méthodes générales est habituellement une tâche assez laborieuse, les exemples donnés par les traités de Calcul difi'érentiel sont en grande partie des cas où l'existence du point singulier se révèle très facilement par un simple examen de l'équation; nous indiquons ici les plus difficiles de ces exemples, pour servir d'application aux théories contenues dans les numéros qui ^^véchàeni, {Y o'w Exemples de Gregory, p. 170, e'c.)
Exemple I.
x^ — ax'^y -\- hy^ = o.
Exemple II,
x'-* — iax'^y-\- ix'^y^-^- ay^-\- r^=^o.
Dans ces deux cas, l'origine est un point double. Dans le premier, les tangentes sont données par Téquation x'^y= ^7^? 6t, dans le second, par l'équation 23727 =73. D'après le n*" 43, aucune de ces deux courbes ne peut avoir d'autre point multiple.
Exem^ple III,
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L'origine est un point double, dont les tangentes sont fournies par l'équation ay^ zb bcc^ = o. Si l'on prend le signe positif, l'origine est un point conjugué.
Exemple IV,
(^2 — a^y=a/y^(iy-h3a), ou {x — ay (x -h ay = oy^ (2^ -h 3 a)
Ici évidemment (x — ci,J^) et (x ~h a, 7) sont des points doubles. Pour obtenir les tangentes au premier, nous devons faire a? = a, r=o dans les termes multipliés par (ii? — <^)^j/^; il vient ainsi
De même, pour les tangentes à l'autre point double,
La courbe a un troisième point double dont on peut montrer l'existence en mettant l'équation sous la forme
x^(x'^ — ia^) = a(iy — «)(jK -+- cty»
Par suite, (^,JK-H«) est un point double et les tangentes en ce point sont
Ayant trouvé ces points, nous savons, par le n" 42, que la courbe ne peut pas avoir d'autre point multiple.
Exemple V.
{by — cxy = (a — a)^.
Le point {by — ex, x — a) est un rebroussement dételle espèce que la tangente en ce point rencontre la courbe en cinq points consécutifs.
Exemple VI.
L'origine est un point double, et la tangente en ce point rencontre la courbe en quatre points consécutifs. Il y existe à l'infini un point triple, auquel la droite à l'infini est la seule tangente. La droite x-h b est tangente à la courbe au point où elle rencontre l'axe des^r; elle lui est également tangente en un point d'inflexion à l'infini.
Exemple VII,
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L'équation débarrassée des radicaux devient
et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement l'existence de six rebroussements; chacun des points oii l'axe des ce rencontre /2 ^ ^2 est un point double, et l'axe des x est la seule tangente en ce point. Il en est de même pour (7, cc^-h z^) et (^, x^-\-y^). Mais tous les rebroussements sont imaginaires.
La courbe a aussi quatre points doubles qui sont
x±y — o, X àz z =^ o.
On peut le démontrer en posant
par suite,
y—uzhx, z = çihx.
En portant ces valeurs dans l'équation donnée, elle prend la forme
11^ ^ -\- UÇ ^ -\- p2y.
On trouve que les tangentes en un quelconque des points doubles sont données par l'équation
11^ =h wp -}- p2 — Q
et, par conséquent, les points doubles en question sont des points conjugués; par le fait, ce sont les seuls points réels de la courbe. L'équation peut encore être écrite sous la forme
Si nous posons elle devient
Il est bon de faire connaître par quelques exemples
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comment on peut déterminer graphiquement la forme d'une courbe donnée par son équation. Si nous attribuons une valeur numérique quelconque (a) à l'une des variables x^ l'équation numérique résultante peut être résolue (au moins approximativement) par rapport à j, et elle déterminera les points où la droite ^ =: a coupe la courbe. En répétant cette opération pour des valeurs différentes de x (voir Sections coniques^ n° 16), nous obtiendrons un certain nombre de points de ta courbe; et en faisant passer une ligne continue par ces points, nous aurons une idée suffisante de sa forme. Si nous avons égard aux valeurs de ^ qui rendent imaginaires des valeurs de y, nous pourrons découvrir l'existence d'ovales, ou bien reconnaître si la courbe est limitée suivant une direction quelconque; nous avons déjà indiqué (n*' 52) comment on peut distinguer si la courbe a des branches infinies, et comment on en détermine les asymptotes. Dans le Chapitre suivant, nous ferons voir comment on trouve les points multiples et les points d'inflexion de la courbe. La valeur de -j- en un point quelconque donne la direction de la tangente en ce point (n° 48); et, en cherchant pour quels points -^ == o ou = oo , nous aurons
les points où la direction de la courbe est parallèle ou perpendiculaire à l'axe des x.
Dans la pratique, nous devrons évidemment mettre à profit toutes les simplifications que pourra suggérer l'équation de la courbe. Par exemple, si nous considérons une série de droites parallèles à l'une des asymptotes (ou une série de droites passant par un point de la courbe), l'équation qui détermine les points où chacune d'elles rencontre la courbe sera d'un degré inférieur d'une unité à celui de cette courbe. Si l'équation montre que la courbe a un point double ou multiple, il sera avantageux de considérer une série de droites issues de ce point, puisque le degré de
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l'équation en question se trouvera diminué de deux ou plusieurs unités.
Il n'y a guère d'exercice qui soit plus profitable pour un élève que de tracer des courbes, et, plus particulièrement, celles dont l'équation contient un ou plusieurs paramètres susceptibles de recevoir une suite de valeurs différentes. Quand il n'y a qu'un seul paramètre, on peut se le représenter comme l'ordonnée z d'une figure à trois dimensions dans l'espace*, et le problème envisagé sous cet aspect consiste à trouver la forme des différentes sections d'une surface par des plans parallèles.
Il nous suffira d'ajouter ici quelques exemples à ceux qui se présenteront incidemment dans la suite de cet Ouvrage. Nous renverrons le lecteur qui désirerait plus de détails aux traités de Géométrie analytique et particulièrement à l'Ouvrage dans lequel tous le sauteurs modernes ont largement puisé, kV Introduction à V Analyse des courbes de Cramer,
Exemple L
x^ — ax'^ y H- by^ = o.
(\oir Ex.I, n'^U.)
L'origine étant ici un point triple, il est avantageux de considérer
une série de droites issues de ce point. Po-
Fig. 12.
sons y ■= mx, nous trouvons
X = rn{a^ bm-)\
quand m passe de o à =b co , c'est une fonction qui croît depuis o, pour m = o jusqu'à un maximum, qui a lieu quand a — 3 bm"^ = o ; elle , décroît ensuite, s'annule quand a — bm^ = o, et a une valeur indéfiniment croissante négativement, quand m croît au delà de la valeur ci-dessus. La courbe (/ig. 12) est manifestement symétrique par rapport à l'axe des y. C'est donc celle que représente la figure ci-contre.
Exemple IL
(:r2— «2)2:= ar2(3a + 2;/).
{VoiiEx.IV, n°54.)
On a ___^______
La courbe est évidemment symétrique par rapport à l'axe des 7. Elle a, de chaque côté de cet axe, deux branches qui correspondent aux deux signes que l'on peut donner au radical. Les deux branches se coupent quand j ~ o et, par conséquent, nous voyons qu'il y a, sur l'axe des x, deux points doubles à la distance a? = ifc a de l'origine. Quand/ croît positivement, le radical croît indéfiniment; donc la valeur de x^ qui correspond à l'une des branches, croît indéfiniment; celle qui correspond à l'autre décroît jusqu'à ce que nous arrivions à la valeur de/ qui correspond à la seule racine positive de l'équation 2a73_j_3<22/2 _ <^4 ^27 = a),
au delà de laquelle cette branche ne peut plus monter. Pour des valeurs négatives de/, le radical croît jusqu'à une valeur maximum qui a lieu
Fig. i3.
pour 7 -H a = o; alors l'un des couples de branches se coupe en un point double sur l'axe des/ et l'autre couple esta sadistancemaximum de cet axe. Aucune des branches ne peut évidemment descendre plus bas que la valeur 3a-f- 27 = o. La forme de la courbe est celle de la figure ci-contre.
Exemple IIL — Étant donnés la hase ic d'un triangle et le rectangle m^ des côtés, le lieu du sommet est un ovale de Cassini; en prenant pour origine le milieu de la base, V équation de cette courbe est
Le diagramme ci-joint {fig- i4) représente la forme qu'affecte la courbe pour différentes valeurs de m. Le trait le plus gras donne 1;j figure de la courbe pour m—c\ c'est la lemniscate de Bernoulli. Quand m est moindre que c, la courbe de Gassini se compose de deux
ovales conjugués, compris dans les deux boucles de la précédente courbe; quand m est plus grand que c, on a Fovale continu qui lui est extérieur.
Fig. t4.
Exemple IV. — Sur le rayon vecteur mené d'un point fixe 0 à une droite fixe MN, on prend un segment RP de longueur donnée et on le porte de chaque côté de la droite. Le lieu géométrique du point P est une courbe appelée conchoïde de Nicoméde ; elle a été inventée par le géomètre de ce nom pour résoudre le problème qui consiste à trouver deux moyennes proportionnelles
Soient (/i^. i5) OA =/>, RP = m\ l'équation polaire de la courbe
Fig. i5.
est (p zfc wi)cos to =/> et l'équation en coordonnées rectangulaires
La droite MN (/> =7) est tangente à la courbe en un point singulier à l'infini, et elle y rencontre cette courbe en quatre points consécutifs.
Le point 0 est aussi un point double; les tangentes en ce point sont données par l'équation
Hosted by
Ge sera un nœud, un point conjugué ou un rebroussement, suivant que m sera plus grand, plus petit, ou égal à />. La ligne pleine se rapporte au cas où m est plus grand que/>; la ligne ponctuée à celui où il est plus petit.
Exemple V. — De la même m,a?iière, sur le rayon vecteur d'un cercle et à partir d'un point de la circonférence j on porte de chaque coté de cette circonférence un segment de longueur donnée. V équation polaire de la courbe ainsi déterminée est p =: j9 coswziz7?2; son équation en coordonnées rectangulaires est
(.272— j2 —pxy =z 77l2(^2_,_j2).
L'origine est évidemment un point double, noeud ou point conjugué, suivant que p est plus grand ou plus petit que m. Si jo = m, l'origine est un point cuspidal ; la courbe a la forme d'un cœur et est appelée la cardioïde {fig- i6). Elle est représentée par le trait plein
Fig. 16.
de la figure; les lignes ponctuées intérieures et extérieures correspondent respectivement aux cas des formes avec un nœud omin point conjugue.
Exemple F/#
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Nous supposons que h est moindre que a. Quand c = o. la courbe se compose de quatre points conjugués zh a, ± b. Les figures qui suivent représentent les cas suivants : {fig- i)c moindre que b\ {fig. 2) Fig. 17 el iS.
c égal à b ; (fig. 3) c entre b el a; {fig, 4) c ~ a; (fig . 5) c > a,
< y/ô^-i- 6* ; (/t^. 6) c = \/a* -H è*. Quand c a une valeur plus grande,
S. — Courbes planes. 5
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la courbe a une forme similaire, mais sans point conjugué à l'origine. Qaand c = a = b,ldi courbe se décompose en deux ellipses (/Ig- 7).
56. Si une courte passe par l'origine et si l'origine est un point ordinaire de cette courbe, y peut être développé suivant la forme jK = A^4- B;z?2 +. ... Si l'origine est un point singulier, le développement prend la forme j)^=A^°^ + B^P-|-. . . ; ici a est positif et p, ainsi que tous les exposants qui suivent, est plus grand que a. Pour déterminer la nature du point singulier et la configuration de la courbe dans son voisinage, il est très utile de trouver au moins le premier terme de ce développement; car, dans le voisinage de l'origine, la forme de la courbe ressemble à celle de la courbe dont l'équation est y=zAx^, et il est facile de construire cette dernière. Pour effectuer le développement dont il s'agit, nous pouvons recourir au procédé donné par Newton (^) et qui peut être employé de la manière la plus commode sous la forme qui suit. Dans l'équation, posons y = Aa^^ et déterminons la quantité positive a par la condition que les exposants de deux ou plusieurs termes soient égaux et moindres que l'exposant de l'un quelconque des autres termes. Ceci peut toujours se faire par tâtonnements, en égalant les exposants de chaque couple de termes et en examinant si la valeur de a est positive et si les exposants égaux ne sont pas plus grands que les exposants d'un autre terme quelconque. Ayant ainsi trouvé a, nous déterminons A en égalant à zéro la quantité qui multiplie les termes qui ont le même exposant. Nous pouvons ensuite, si besoin en est, continuer le développement en remplaçant y par l'expression Ax^ -f- B^^, dans laquelle
( ' ) Voir Methodus fiuxionum et serierum infinitarum, etc., sous le titre : De reductione affectarum equationum {Opusc, éd. Castillon ^ol. I, p. 37). Voir aussi un Mémoire de M. de Morgan, Quarterly Journal, vol. ï, p. I, et Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. IX p. 608. Newton donne la règle, au moyen d'un diagramme de carrés, sous une forme un peu différente de celle qui précède.
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A et a ont les valeurs déjà trouyées, et où ^ et B seront déterminés par un procédé analogue au précédent. Soit, par exemple, la courbe
Torigine est un point double qui a pour tangentes les deux axes de coordonnées. Si nous posons j^ = A^^, l'équation
devient
^3_|_ ^3^3a_|_ ^aAœ'^^^=:o,
Il faut maintenant que nous rendions deux exposants égaux entre eux. Essayons d'abord 3 = 3a ou a= i ; nous rejetons cette valeur, parce qu'elle fait prendre aux exposants égaux des valeurs plus grandes que celle de l'exposant a+ i de l'autre terme. Si nous essayons ensuite 3 = a + i ou a = 2, nous trouvons que cette valeur rendra les exposants égaux moindres que celui du troisième terme. L'équation deviendra
ainsi
(i — 3aA)^^H- A^^^ — o,
et, si nous déterminons A de manière à annuler le coefficient de x^^ nous voyons que l'équation pourra être écrite sous la
forme r := ts— ^^ + . . • ; ici les exposants des termes restants
sont plus grands que 2, et nous voyons de la sorte que la forme d'une branche de la courbe à Torigine ressemble à celle de la parabole 3ay = œ^. En troisième lieu, si nous égalons les exposants 3a, a + i, nous trouvons a = ^. Ici encore les exposants égaux sont les plus petits, et les coefficients des deux termes sont A^, — 3aA; nous en déduisons A = y/3a, et l'équation de la branche que nous étudions
est JK =:y/(3a)^^ + . . . ; par suite, près de l'origine, sa forme se rapproche de celle de la parabole j^^ = iacc. Nous n'avons pas besoin pour l'exemple actuel de pousser plus loin le développement; cependant, si cela était nécessaire, nous substi-
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tuerions yz=i ~- X'-^-'Bx^. Les termes les moiDs élevés se-
raient alors
^4+p_3^B.rP^-i = o.
Nous pouvons maintenant rendre les exposants de deux Fig. 19. termes égaux entre eux et moindres que
celui du troisième terme en prenant (^=5,
ce qui donne B = pr — r« Nous avons montré
Fig. 20.
de cette manière que si, dans le voisinage de l'origine, nous traçons les deux paraboles 3 ay =^ X', y^ := i ax , nous obtenons approximativement dans cette région la figure de la courbe qu'il s'agissait de construire (ftg' 19).
57. Le même procédé nous permettrait de déterminer les branches infinies de la courbe. Dans ce cas, nous aurons à développer y suivant les puissances décroissantes de ^, et la seule différence dans le procédé consiste en ce que nous devrons maintenant nous arranger pour que les exposants égaux soient plus grands que celui d'un autre terme quelconque. Ainsi, dans l'exemple déjà donné, en égalant les exposants 3 et 3a, nous avons a = i et leur coefficient est A^ + i . Si nous avons seulement égard aux valeurs réelles de A(=: — i), nous remplacerons y par y = — X -^Bx'^ et nous trouverons de la même manière [3 = o, B= — a. Nous obtenons ainsi l'expression y=: — X — a + . . . et nous voyons que la ligne x-{~ y-\-a=^o est une asymptote. La figure de la courbe est celle que nous indiquons ci-dessus {/ig- 20).
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58. Dans le cas du rebroussement simple dont nous avons déjà donné un exemple (n° 39), les deux branches qui se lencontrent au point cuspidal se trouvent de part et d'autre de la tangente commune et ont leurs convexités opposées l'une à l'autre; mais il existe une espèce de rebroussement (qui est une singularité d'ordre plus élevé) pour lequel les branches sont situées d'un même côté de la tangente. Soit, par exemple, la courbe
il est clair que toutes les valeurs positives de x donnent des valeurs réelles de y, et, si nous écrivons l'équation sous la forme
-^ ) comme le dernier terme est moindre que le pré-
cèdent quand x est très petit, nous voyons qu'en prenant soit le signe supérieur, soit le signe inférieur, la valeur de y sera positive pour de petites valeurs de x. L'axe des x est donc une tangente à la courbe et les deux branches sont situées audessus de cet axe. Nous donnons ci-dessous {fig. ai) la figure
rifj. 21.
de la courbe. Ces deux sortes de rebroussements ont respectivement reçu les épithètes de kératoïde et ramphoïde, à cause de leur vague ressemblance avec les formes d'une corne et d'un bec d'oiseau. Nous avons vu (n"" 40) que les points multiples ordinaires d'ordre supérieur peuvent être considérés comme résultant de la réunion d'un certain nombre de
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points doubles. M. Caylej a montré ( Quarterly Journal, Tome VII, p. 212) qu'une singularité quelconque d'ordre supérieur peut être regardée comme équivalente à un certain Qombre de singularités simples qui sont le nœud, le rebroiissemenL ordinaire, la tangente double et le point d'inflexion.
Fig. 22.
Ainsi, un rebroiissement du genre décrit dans le présent numéro est équivalent à un nœud, à un rebroussement, à une tangente double et à une inflexion, comme le montre la fig. 22, qui représente le nœud et le rebroussement sur le point de s'unir pour former la singularité d'ordre supérieur dont il s'agit.
Section IV. — Pôles et polaires.
59. La méthode dont nous allons actuellement faire usage afin de rechercher les conditions pour qu'une courbe ait des points ou des tangentes multiples, et pour déterminer leur position, est la même que celle que nous avons déjà employée dans le cas où la courbe passait par l'origine. Nous considérerons une série de rayons vecteurs issus d'un point donné; nous formerons l'équation qui détermine les coordonnées des n points où l'un quelconque de ces rayons vecteurs coupe la courbe, et nous chercherons les conditions pour que un ou plusieurs de ces points puissent coïncider avec le point donné lui-même. Pour déterminer les coordonnées de ces n points, nous nous servirons de la méthode de Joachimsthal, exposée dans les Sections coniques^ n^ 290.
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Puisque les coordonnées trilinéaires d'un point quelconque situé sur la droite qui réunit deux points [x'y' z')^ [x^'y" z") sont de la forme \x' + \kx'' ^ \y' + \^y' , 'kz' -\- az'^, les points où la droite en question rencontre une courbe quelconque se trouveront en remplaçant respectivement ^5 j'^ z
par ces valeurs et en déterminant ensuite le rapport - au
moyen de l'équation résultante. Pour faciliter les recherches ultérieures, il sera nécessaire, au préalable, de discuter soigneusement les fonctions qui se présentent dans le résultat de cette substitution.
Supposons que U soit une fonction homogène du ^ième Qp(]pg Q^ x^ y, z; remplaçons-y x^ 7, z par "X^ + p^', Ay -\~ iJ.y , \z -\- \},z' : il est évident, d'après le théorème de Taylor, que le coefficient de\'^ sera U, et que celui de X'^'^ [x sera
dU ,dV ,dU
dx ^' dy dz
ou
^'Ui + /U2H- ^'Us ou ^'.L 4-/M H- ^'N,
en nous servant des abréviations U|, Uo, U3 ou L, M, N (suivant le cas) pour représenter les coefficients difi'érentiels. Nous ferons usage du symbole A pour indiquer l'opération
dx dy dz
le coefficient de \^~^ ^ peut alors être écrit sous la forme AU. De la même manière, le coefficient de V'~- [i,- sera la moitié de
dx^ "^ dy- dz-
^^U dH] r^U
-H 2 yz -j—j- -\-izx -, — ; ~ o^xy -,- — --
dydz dzdx " dxdy
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Nous pourrons l'écrire sous la forme
Les quotients différentiels du second ordre s'écrivent souvent aussi avec des indices doubles Un jU22jU33,U23?U3j ^'Vi \^] mais nous trouvons plus avantageux de nous servir des lettres a, b^ c, /, .g\ h et de mettre ainsi A-U sous la forme que nous avons employée pour exprimer l'équation générale d'une conique
ax'^ 4- by^^ ■^- cz'^ -\- 2 fyz + 2 gzx -\- 2 Jixy.
De la même manière, le coefficient de \'^~^ p-^ dans le développement est ^ A^U, et ainsi de suite, le dernier coeffi-
cient étant A'^U. Il est toutefois évident, d'après la
symétrie de la substitution, que ce coefficient sera U^ et, en
général, que les coefficients de deux termes correspondants
c[uelconques, )^^[ji.^, \^\k^j ne différeront que par l'échange
des lettres accentuées et non accentuées. Nous voyons ainsi
que A'^~MJ ne diffère que par un facteur numérique de
et d'i.ne manière générale que
\f d.-^ ^ dy^ " d^ "' °'
{^^dœ'^^dy^'dl^) ^
ïie diffèrent que par un facteur numérique. Nous pouvons f.erire la dernière fonction AU^, l'accent joint à U servant à marquer qu^on a échangé entre elles les lettres accentuées et les lettres non accentuées.
60 La courbe du [n — i )^^°^^ degré AU = o s'appelle la
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première polaire du point [x' ,y^z') pdirraupiporlèil]. On dit de même que A^U est la seconde polaire, et ainsi de suite; le degré des courbes polaires successives diminue régulièrement d'une unité, la (n — o.y^^^ polaire est une conique et la (n — I )'^°^® une ligne droite. D'après la remarque qu'on vient de faire, il est évident que les équations de la droite et de la conique polaires sont respectivement
d d <^ \tt/ f d d d W,.
Puisque A^U s'obtient en effectuant l'opération A sur AU, il est évident que la seconde polaire de x' , y\ z' , par rapport à U, est la première polaire du même point par rapport à AU, et, d'une manière générale, il est clair que la courbe polaire d'un rang quelconque est aussi la polaire du même point relativement à toutes les courbes polaires de rang inférieur au sien. Ceciressort évidemment de l'équation A^*(A^U)=: A^+^U.
Quand le point que l'on considère est l'origine, x^ et y sont nuls; l'opération A se réduit à la diflférentiation par rapport à z. Si l'équation cartésienne ordinaire est rendue homogène par l'introduction de l'unité linéaire z {Sections coniques^n'^ 69), on peut l'écrire
u*z,, 4- u^zT,^ H- u^z-;- + . . . =zo,
et, en dififérentiant par rapport à Zj nous trouverons sans difficulté que les équations de la droite, de la conique, etc., polaires de l'origine sont
IIUqZ + U^ =: G, 2 '^('^ — l)".)-^^ 4- (^?' — l) i^i^ + «2 = O, ....
61. Le lieu de tous les points dont les droites polaires passent par un point donné est la première polaire du point.
L'équation x\]\ +rUo -h ^U^ =o exprime une relation
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entre les coordonnées ^, j', z d'un point quelconque de la droite polaire et les coordonnées x\ y'^ z' du pôle. Et si (comme dans les Sections coniques, n° 89) nous indiquons que les premières coordonnées sont connues et les dernières variables, ce qui se fera en accentuant les premières et effaçant les accents des dernières coordonnées, l'équation deviendra alors
Il y a (/z — 1)2 points dont les droites polaires par rapport à U coïncideront avec une droite donnée quelconque, on, plus brièvement, toute droite a{ii — i)'^ pôles. En effet, si nous prenons deux points quelconques sur cette droite, les pôles de la droite doivent se trouver sur la première polaire de chacun de ces points; par conséquent, ce sont les points d'intersection de ces deux courbes. Ainsi les premières polaires de tous les points d'une droite ont [n — lY points communs] ce sont les (/i — j)^ pôles de la droite. De la même manière, le lieu des points dont les coniques polaires passent par un point donné est la seconde polaire de ce point; et ainsi de suite.
Si la droite polaire (ou une autre polaire quelconque) d'un point passe par ce point, ce dernier sera situé sur la courbe. En effet, si, dans l'équation delà polaire, nous remplaçons x^ JK7 z par x', y, z\ elle devient identique avec l'équation de la courbe, pnisqu'en effectuant l'opération
d cl d ^ • 1
X -, — \~y -1- -4-5 -r sur une fonction homogène on retrouve
la même fonction à un facteur numérique près.
62. Si une courbe a un point multiple de V ordre k, ce point sera un point multiple de V ordre (k — i) sur chacune des premières polaires, de r ordre (k — 2) sur chacune des secondes polaires, et ainsi de suite. En effet, si l'origine se trouve au point multiple, les termes de l'ordre le moins
élevé en x ety seront du degré A*; dans la première polaire, qui ne contient que les quotients différentiels du premier ordre de U, les termes de l'ordre le moins élevé en œ el y seront du degré (A" — i), et par conséquent l'origine sera un point multiple de cet ordre; l'équation de la seconde polaire, contenant les quotients différentiels du second ordre de U, renfermera x^ y au degré [k — i), et ainsi de suite. Si deux tangentes en un point multiple de la courbe se confondent, cette tangente coïncidente sera une tangente à la première polaire. En effet, le terme Uj, du degré le moins élevé est de la forme a-bcd^ a, b^ c^.». représentant des fonctions linéaires^ et par conséquent le terme de moindre degré dans la polaire contiendra a comme facteur. Et, en général, si, en un point multiple de la courLe, / tangentes coïncident, (/ — i) d'entre elles seront des tangentes coïncidentes au point multiple de la première polaire, ( / — 2 ) seront des tangentes au point multiple de la seconde polaire et ainsi de suite. Car si u/( renferme un facteur à la /'^°^'' puissance, celui-ci sera facteur du(Z — i)'^""® degré dans tous les quotients différentiels du premier ordre de Uk, du (/ — 2)'^°^'^ degré dans tous les quotients différentiels du second ordre, etc.
Section Y. — Théorie générale des points et tangentes multiples.
63. Nous allons maintenant appliquer la méthode indiquée dans le n° 59 à la recherclie des points et tangentes multiples des courbes. Pour trouver en quels points la droite qui joint les points (^^y, z'), [x^\ y\ z^') rencontre la courbe, nous remplacerons dans l'équation x par \x^ + ^x'' ^ ... et
nous obtiendrons, pour déterminerlerapport -? une équation
que nous pouvons désigner par A =: o et qui peut s'écrire
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r6 CHAPITRE II.
Nous supposons ici que dans les quantités AU^, . . . ,qui ont le sens dont nous sommes convenus précédemment, nous avons remplacé ^, r, z par œ", y\ z^\ Pour qu'un des points \x' 4- ikx^\ \y -^ l^7^\ ^^' + H"-^^' coïncide avec ^^, y,' z\ il faut évidemment qu'une des racines de l'équation A = o soit [ji = G. Mais ce cas ne se présentera évidemment que si U^ = o; et il est, d'autre part, évident que la condition pour que (x^ ^ y j z') soit sur la courbe consiste en ce que ses coordonnées substituées dans l'équation de la courbe doivent vérifier cette équation.
64. Deux des points suivant lesquels la droite rencontre la courbe coïncideront avec (^', y ^ z') si l'équation ci-dessus est divisible par [jl^ ; c'est-à-dire si non seulement U'=: o, mais aussi si AU^ = o : or il est évident que, si la droite c[ui joint le point .(^', y, z') de la courbe avec {x"^y'^ z^') rencontre cette courbe en deux points qui coïncident avec x^ ^ y , z\ le point (x" , y" , z") doit se trouver sur la tangente [ou les tangentes, quand il y en a plus d'une que l'on peut mener à la courbe au point [x' , JK^ z')'\ ; mais nous venons d'établir que, dans ce cas, (^^^, y^ z") doit satisfaire à l'équation
Donc, en général, en un point donné d'une courbe, on ne peut mener qu'une seule tangente, et son équation est celle qu'on vient d'écrire. Il résulte aussi de là que la droite polaire cC un point situé sur la courbe est la tangente en ce point.
Toutes les courbes polaires du point [x\y^ z') seront tangentes à la courbe en ce point. En effet, on a démontré (n" 60) que la droite polaire du point relativement à la courbe U sera aussi la droite polaire de ce point par rapport à chacune des courbes polaires; or (n° 61) les coordonnées (x^, jK^ z') vérifient l'équation de chacune des courbes po-
laîres; donc, d'après ce qu'on a démontré, la droite polaire par rapport à l'une quelconque d'entre elles coïncidera avec la tangente.
65. Les points de contact des tangentes menées à une courbe par un point quelconque sont situées sur la première polaire de ce point. Ce théorème est un cas particulier de celui qu'on a démontré au n° 61 ; mais on peut aussi l'établir directement de la même manière. On a montré que l'équation de la tangente au point [x^ -, y -, ^^) est
en échangeant entre elles les lettres accentuées et celles qui n'ont pas d'accent, nous indiquons que les coordonnées du point sur la tangente sont considérées comme connues et que celles du point de contact ne le sont pas; et nous voyons que ces dernières doivent satisfaire à l'équation
La courbe et sa première polaire se coupent évidemment en n (^n — i) points, et comme, en chacun de ces points d'intersection, les équations U = o, AU==:o seront vérifiées, nous voyons que d^un point donné on peut mener n[n — i) tangentes à une courbe du n^^^^ degré. Ou bien encore (Sections coniques j n° 303) le degré de la polaire réciproque dhine courbe du n^^^^ degré est en général égal à n (n — i).
66. Si cependant la courbe a un point double, on a établi (n° 62) que la première polaire d'un point donné quelconque doit passer par ce point double. Le point double (voir la note du n° 42) compte pour deux parmi les intersections de la courbe avec sa première polaire. Toutefois la droite qui joint le point [x'^ , y" , z") au point double n'est pas une tangente dans le sens ordinaire du mot, quoiqu'elle soit comprise parmi les solutions du problème que nous avons dis-
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cuté [à savoir : mener par {x!' ^ ^ ^ z") une droite qui rencontre la courbe en deux points coïncidents]; en effet, nous avons montré que toute droite issue d'un point double doit être considérée comme y rencontrant la courbe en deux points qui coïncident. Or le nombre total des solutions de ce problème étant toujours égal à /^(/^ — i) (c'est-à-dire au nombre des points d'interseclion de U et AU), le nombre des tangentes pro])rement dites qu'on peut mener à la courbe se trouve diminué de deux unités par chaque point double situé sur la courbe; autrement dit, le degré de la polaire réciproque d^une courbe du n^^^^ degré ayant S points doubles est n[n — t) — 2 S.
67. Si la courbe a un point de rebroussement, nous avons démontré (n^62) que non seulement la première polaire passe par ce point, mais encore qu'elle a pour tangente la tangente au point de rebroussement. Par conséquent (voir la note du n° 42) ce point de rebroussement compte pour trois unités dans le nombre des intersections de la courbe avec sa première polaire, et le nombre des intersections qui restent se trouve diminué de trois unités pour chaque point de rebroussement que possède la courbe. Donc le degré de la polaire réciproque dhine courbe ayant S points doubles ordinaires et x rebroussements est
(*) Suivant Poncelet, Waring est le premier qui se soit occupé de chercher quel nombre de tangentes on peut mener d'un point donné à une courbe du n^^*"® degré {Mlscellanea analytica, p. 100). Il fixa ce nombre à n} au plus. Poncelet a montré {Annales de Gergonne, tome VIII, p. 21 3) que cette limite était trop élevée; que les points de contact se trouvent sur une courbe de degré {n — i) et que leur nombre ne peut dépasser n{n — i). Enfin Pliicker indiqua des cas où ce nombre est moindre que n {n — i) et expliqua complètement (comme nous le ferons plus loin) pourquoi on ne peut mener que n tangentes à la réciproque d'une courbe du ^^"^® degré, quoique cette réciproque soit, en général, du degré n {n — i).
68. Les mêmes principes nous permettraient de reconnaître quel est l'effet d'un point multiple d'ordre supérieur quelconque sur le degré de la polaire réciproque. Un point multiple, de l'ordre k^ serait (n°62) un point multiple de Tordre [k — i) sur la première polaire, et par conséquent le nombre des intersections qui resteraient, et par suite le degré de la réciproque, seraient diminués de k[k — i) unités.
Nous avons montré (n^^ 40) qu'un point multiple de l'ordre A" équivaut k~k[k — i) points doubles, et que chacun d'eux diminuerait de deux unités le degré de la réciproque. Le résultat auquel nous venons d'arriver peut s'énoncer ainsi : Un point multiple produit sur le degré de la réciproque le même effet que le nombre équivalent de points doubles. Ainsi, en général (voir le n° 58), pour un point multiple équivalent à S' points doubles, x^ rebroussements, t^ tangentes doubles et inflexions, le degré de la réciproque se trouve diminué de 2 S^ + 3 y/ unités.
69. Nous avons déjà vu que la droite joignant (^^, y' ^ z') et i^x" ^ y" ^ z") rencontrera la courbe en deux points qui coïncideront avec (^^y, z') si U^ =r o et si [x" ^ y" ^ z") est choisi de manière à vérifier l'équation
Mais s'il arrive que les coordonnées x\ y ^ z^ satisfont en même temps aux trois équations Ui == o, U2 = o, U3 = o, ia seconde condition d'\]\ -\- y^'\y^-\- z^^\]\^-:=.o sera vérifiée quels que soient x^^ ^ y" ^ z" . Le point {x\ y\ z') est alors un point double et toute droite menée par ce point rencontrera la courbe en deux points coïncidents.
Nous voyons ainsi que la courbe représentée par l'équation générale en coordonnées cartésiennes ou trilinéaires n'aura de points doubles que si les coefficients sont liés par une certaine relation. En effet, les trois courbes
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U^ = o, U2 = o, U3 = o n'auront en général aucun point commun, et par conséquent les fonctions U^ U2, U3 ne pourront toutes s'annuler en même temps. Si nous éliminons x^y,z entre ces trois équations, nous obtiendrons une relation entre les coefficients, qui sera la condition pour que ces trois polaires se coupent, ou pour que la courbe U ait un point double. Cette condition est appelée le discriminant de la courbe. Par exemple (Sections coniques, n^ 292), nous avons trouvé le discriminant d'une conique en éliminant X, y, z entre les trois équations
a.x -h hy -^ gz =.0. hx -f- h y -hfz = o, gx -h/y H- c^ = o,
dont chacune doit être vérifiée par les coordonnées du point double si la courbe en a un, et nous avons obtenu
abc + 2 /*^-A — ap — bg^ — ch^ = o.
En général, le discriminant sera du degré 3(n — i)^ par rapport aux coefficients de l'équation donnée (voir Algèbre supérieure, n° 76); en effet, puisque les trois équations dérivées sont chacune du degré n — i, leur résultante contiendra les coefficients de chacune à'' e\le^ au degré (/2 — i)-, et les coefficients des équations dérivées sont chacune du premier degré par rapport aux coefficients de l'équation (voir aussi V Algèbre supérieure^ n° 105).
70. Nous pouvons appliquer ces principes à l'examen des conditions qui doivent être satisfaites quand la première polaire d'un point A, {x' ^ y' , z')^ a un point double. Diffère ntions l'équation
et employons pour représenter les dérivées secondes la notation du n° 59 ; nous voyons que, s'il existe un point double B. ses coordonnées doivent satisfaire aux trois équations
ax^-\-hy'-{-gz'^=iOj hx'-^by' -^fz' -=.0, gœ' ^Jy'-^cz' :=:zo.
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Ce sont là trois relations qui lient les coordonnées x' ^y' j z' du point A aux coordonnées x, y^ z du point double B, dont a, è, . . . sont chacune des fonctions du degré (/z — 2). Mais si nous comparons ces équations à celles que nous avons rappelées dans le numéro précédent, nous voyons qu'en écrivant la conique polaire du point B sous la forme
ax*^ -\- by^ 4- cz"^ -h '^.fyz -f- 2 gzx 4- 2 hxy =r. o.
ces trois relations sont exactement les conditions qui doivent être remplies pour que A ou (x^, y, z') soit un point double de la conique polaire. Nous concluons de là que, si la première polaire d^ un point quelconque k, a un point double B, la conique polaire de B a un point double A, et réciproquement.
Entre les trois équations ci-dessus, nous pouvons éliminer x\ y' , z' . et nous obtenons la relation
abc + "ifgh — aj^ — bg'^ — cA^ := o,
qui doit être vérifiée par x, y, z.
Cette équation est ainsi le lieu du point B, et il résulte de ce que nous avons dit qu'on peut le définir comme le lieu des points qui sont des points doubles sur les premières courbes polaires, ou bien comme le lieu des points dont les coniques polaires se décomposent en deux droites. Puisque les quotients différentiels du second ordre a, 6, c,... sont chacun du degré n — 1 en x, y^ z^ l'équation qu'on vient d'écrire est du degré 3(/i — 2). La courbe qu'elle représente a des rapports importants avec la courbe donnée, dont elle est un covariant {Algèbre supérieure, n^ 93). On l'appelle la hessienne de U, parce qu'elle a été étudiée pour la première fois par Hesse.
Si nous avions éliminé x^ y^ z entre les trois équations précédentes, l'équation résultante en x' , y' ,z' donnerait le lieu des points A; on peut le définir soit comme le lieu des points S. — Courbes planes. G
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dont la première polaire a un point double, soit comme le lieu des points qui sont des points doubles sur les coniques polaires. Nous appellerons ce lieu \^ steinérienne de U, parce qu'il a été étudié parle géomètre Steiner. Pour effectuer réellement Félimination dans un cas quelconque, il serait nécessaire d'écrire a, è, . • . sous forme explicite ; mais nous pouvons voir facilement que l'équation résultante est du degré 3(/z — 2)-, puisqu'elle est le résultat d'une élimination entre trois équations, dont chacune est du degré (71—2) et qui contiennent chacune ^, JK, z au premier degré.
71. Revenons maintenant à l'équation A=:o; nous voyons qu'elle aura trois racines [x égales à zéro, ou que la droite en question rencontrera la courbe en trois points coïncidents, si les trois conditions U^ = o, AU^ r=z o, A^ U^ = o sont vérifiées. Considérons d'abord le cas où x^ ^ y, z' est un point double; nous avons vu qu'alors U^ et AU' s'annulent quelles que soient les valeurs dex", y, ^", et la troisième condition exprime que le point (x'^,y'^yZ'^) doit être sur la conique polaire de (x'^ y, z'). Mais il est évident que le point [x" , y y ^'')peut être un point quelconque de l'une ou l'autre des deux tangentes au point double, puisque chacune d'elles rencontre la courbe en trois points qui coïncident. Donc la conique polaire de {x^y ^ z') doit être identique avec ces deux droites, ou, en d'autres termes, l'équation du couple de tangentes au point double est A^U' = o, ou bien
a^r- 4- h' y- -!- c^ z^ -h ^/'/^ -+- 2 g' z.-jc -h 2 h' xy ~ o.
Le point double étant un des points dont la conique polaire se décompose en deux droites, comme on vient de le démontrer, c'est un point de la hessienne et nous pouvons établir directement qu'il satisfait à cette équation. En effet, d'après le théorème des fonctions homogènes d'Euler, les trois équations U', = o, U2 = o, U3 = o, qui sont vérifiées
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pour le point double, peuvent s'écrire
et, en éliminant x^ , y' ^ ^', nous voyons que l'équation de la liessienne est satisfaite pour le point double.
72. Le point double sera un rebroussement, si l'équation qui représente les deux tangentes est un carré parfait, c'est-à-dire si bc =/^, ca ■= g-, ab == A-. Ces trois équations n'équivalent qu'à une seule condition nouvelle, car, si l'une quelconque d'entre elles est vérifiée et si les coordonnées x^ ^ y y z' du point double ont des grandeurs finies quelconques, les autres doivent aussi être satisfaites. En effet, en
résolvant successivement par rapport à —, ? "47 chaque couple
des équations données à la fin du Chapitre précédent, nous avons
hf~bh _ bc—f __
fg — ch
~^ ab — h^ "~ hf— bg "
S-l^-af
_ g h — af__ fg — ch _ ab~h^ hf—bg
ca — g'^
gh - ar
si donc ah = h'^ et si aucun des rapports n'est infini, le numérateur et le dénominateur de chacune de ces fractions doivent s'annuler en même temps.
73. L'origine sera un point triple, si tous les quotients différentiels du second ordre a^b^. . . s'annulent, car A^ U est alors nul quels que soient ^'^, y'^^ z^' \ et si les coefficients différentiels du second ordre s'évanouissent, le théorème des fonctions homogènes montre qu'il en est de même pour ceux du premier ordre et par suite pour AU^ Donc toute droite issue de x\ y' , z^ rencontrera la courbe en trois points
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coïncidents, et il est évident que les trois tangentes en ce point seront données par l'éqaation A^U^= o.
Il n'y a aucune difficulté à étendre les mêmes considérations aux points multiples d'ordre supérieur. Le point (^^, y' , z') est un point multiple de Tordre k, si les coefficients difi'érentiels de l'ordre k — i s'annulent pour ce point, et les tangentes au point multiple sont données par l'équation
74. Examinons maintenant dans quel cas on peut mener une droite par un point i^x' , y'^ z') d'une courbe (qui ne soit pas un point double) de manière qu'elle rencontre la courbe en trois points qui coïncident avec [x' , y' y z')] pour fixer les idées, nous pouvons, dès l'abord, supposer que la courbe n'a pas de points multiples. Nous avons vu (n° 71 ) que tout point d'une pareiHe droite doit satisfaire aux conditions AU'=o, A2U^z=o.
La première de ces équations indique que la droite doit coïncider avec la tangente en [x\ y' , z')^ comme cela est évident géométriquement; la seconde exprime que tout point de la droite satisfait à l'équation de la conique polaire. L'équation de la conique polaire A-U' doit donc, dans ce cas, contenir l'équation de la droite AU' comme facteur; par conséquent, le point (^x\ y' j z') doit être un des points dont les coniques polaires se décomposent en facteurs, autrement dit, il doit être un point de la hessienne (n° 70). Et réciproquement, tout point où la hessienne rencontre U est un point où l'on peut mener une droite qui rencontre la courbe en trois points coïncidents : en d'autres termes, c'est un point d'inflexion. En eff'et (n^ 64), la conique polaire de tout point de U est tangente à U en ce point; et si le point est également situé sur la hessienne H et si, par conséquent, la conique polaire se décompose en deux facteurs, l'un de ces facteurs doit être la tangente en {x' , y ^ z'). Tout point de la
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tangente satisfera donc aux deux conditions AU'==ro, A^ U^= o. Il en résulte alors que tout point d'intersection des courbes U, H sera un point d'inflexion sur U, et, comme H est du degré 3(^ — 2), une courbe du degré n a en général '5n(n — 2) points d^ inflexion.
75. Si cependant la courbe a des points multiples, le nombre des points d'inflexion subira une réduction. Nous avons déjà fait voir (n° 71 ) que tout point double de la courbe est un point de la hessienne; nous allons démontrer maintenant qu'il est aussi un point double sur cette dernière courbe, et plus généralement que tout point multiple de l'ordre k sur la courbe est un point multiple de l'ordre i k — 4 sur la hessienne. La manière la plus commode d'établir ce théorème consiste à supposer que le point multiple a été pris pour origine et que, par conséquent, l'équation ne contient aucun terme en X' et jk de degré inférieur à k. Cherchons quel est le degré des termes du degré le moins élevé en œ et y dans les quotients différentiels du second ordre : il est bien clair que partout où l'on aura diff'érentié deux fois par rapport à X ou j^, l'ordre des termes de moindre degré sera k — 2 ; que dans les expressions differentiées une seule fois par rapport k X ou y, et une seule fois par rapport à z, l'ordre sera k — I, et que quand les deuxdifférentiations auront été faites par rapportai, l'ordre seraA^; on voit ainsi que les ordres des termes où le degré est le moins élevé seront respectivement
dans a, b, c, /, g^ h.
En combinant ces résultats, nous reconnaissons que l'ordre des termes du degré le moins élevé dans chaque terme de
abc H- "^fgh — ap ~ bg'^ — ch^ sera 3 /c — 4 •
Hosted by
Mais nous disons, de plus, que toute tangente en un point multiple de U sera aussi une tangente au point multiple de H. En effet, supposons que la droite ^ = o soit une tangente à l'origine, et que, par suite (n° 40), les termes de moindre degré en ^ et y contiennent tous ce comme facteur; il est clair alors que x entrera aussi comme facteur dans les termes de moindre degré de chacun des quotients différentiels du second ordre où il n'y a pas eu de différentiation par rapport à ^; c'est-à-dire que^ figurera comme facteur dans è, c elf. Or un simple examen montre que chaque terme de
abc -h ^fgh — cif'^ — %'^ — ch^
contient ou b, ou c, ou/ (^ ).
76. Nous sommes maintenant en mesure de calculer de combien d'unités sera diminué le nombre des points d'inflexion, quand U aura des points multiples. Si U a un point double, celui-ci sera aussi un point double sur H et les deux tangentes seront communes aux deux courbes; mais (voir la note du n" 42) quand deux courbes ont un point double commun ainsi que les tangentes à ce point, ce dernier compte pour six unités dans le nombre de leurs intersections. Pai' conséquent, le nombre des intersections de U et H distinctes du point double sera réduit de 6, et nous en concluons que^ si une courbe a S points doubles, le nombre de ses points dinflexion sera 8/2(72 — 2) — 6S.
D'une manière analogue, si U a un point multiple d'ordre k, nous avons vu qu'il figurera comme point multiple de l'ordre ik — 4 s^^i' H et que ces deux courbes auront k tangentes communes. Le point multiple comptera donc parmi les inter-
(*) Comme exercice utile sur le n° 56, nous recommandons au lecteur de démontrer que la hessienne et la courbe touchent les tangentes de cotés différents (Clebsch, Vorlesungen, p. 325).
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sections pour
k{3k~^)-+-k = 6 x^sk{k — i) imités.
Or, nous avons vu (n° 40) que le point multiple en question équivaut à ^k(k — i ) points doubles; donc le résultai que nous venons de trouver peut s'énoncer comme il suit : Le point multiple a exactement le même effet, pour ce cjui le garde la réduction du nombre des points d inflexion, que le nombre équivalent de points doubles,
77. Le cas où il existe un rebroussement sur U exige une étude spéciale. Prenons ce point pour origine et supposons cjue x-=^o soit la tangente, de manière à mettre l'équation sous la forme
nous verrons alors que les ordres des termes du degré le moins élevé dans les quotients différentiels du second ordre sont o, I, 2, 2, I, I respectivement. En effet, les termes dont nous avons à nous occuper sont
a =z 2Z'^-'-, b r=: ^ 5'^"^ C = ( Al _ 2) {71 -3)œ''z^-'%
ay
/ — (;^_3) _^ ^/^-^.^ g^2{n — 2)xz''-', h~ ' -"-'
dy .' ^ ' '' ' dxdy ^ *
Nous trouverons ainsi que l'ordre des termes du deg-ré le moins élevé dans
abc ^ '2.fgh — o/^ — bg''-' — cA^
est égala trois et que c'est seulement dans les termes abc et bgque l'ordre est aussi peu élevé; or chacun de ces termes contient^- comme facteur. Donc, s'il existe un point de rebroussement sur U, ce point sera un point triple sur H et deux des tangentes en ce point triple coïncideront avec la tangente au point cuspidal. Mais quand deux courbes ont un
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point commun, double sur l'une et triple sur 1 auire, ce point compte pour six intersections, et si, de plus, deux tangentes au point double sont aussi tangentes au point triple, les courbes ont en commun deux points consécutifs de plus, et par conséquent ce point compte en tout pour huit intersections. Donc, si une courbe a S points doubles et x rebroussements, le nombre de ces points d'inflexion sera égal diZn[n — 2) — 6 S — 8x.
78. Nous ferons voir plus tard comment on peut faire usage de l'équation A = o pour discuter les conditions relatives aux tangentes doubles ; mais, cette recherche étant un peu difficile, nous la laissons de côté pour le moment. Nous allons montrer actuellement que les résultats déjà obtenus, combinés avec la théorie des courbes réciproques, sont suffisants pour déterminer indirectement le nombre des tangentes doiubles d'une courbe du /z'^™® ordre.
L'équation du système de tangentes que l'on peut mener à la courbe d'un point quelconque [x\ y' ^ z') peut se déduire de l'équation A = o par la méthode déjà employée {Sections <coniques, n^^ 92, 294). Un point quelconque situé sur l'une de ces tangentes jouit évidemment de la propriété que la droite qui le joint à {x\ y\ z^) rencontre la courbe en deux points consécutifs, et, dans ce cas, l'équation A =: o aura deux racines égales. Nous formerons donc l'équation du système des tangentes en égalant à zéro le discriminant de l'équation A considérée comme une forme binaire en )v, [x.
Supposons, par exemple, que U soit une courbe du troisième ordre. Alors A est
Ici, pour abréger, nous avons écrit A^ et A à la place de AU' et AU. Le discriminant de A égalé à zéro est
(27UU^2+4a'3_ iS ^^'U)l] ■=.{^'^— ^M]')^\
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U, A, A^ sont respectivement du troisième, du deuxième et du premier degré en Xy y, z] et, comme l'équation qui précède est du sixième degré, on voit que par (^', y', z') on peut mener six tangentes à U, comme nous le savions déjà.
La forme de l'équation montre qu'elle représente un lieu tangent à U aux points où A rencontre cette courbe. Les autres points où U coupe le lieu sont situés sur la courbe A^2 — 4^U'= o, T^ono, ^ si d' un point quelconque on mène six tangentes à une courbe du troisième de gré ^ leurs six points de contact se troussent sur une même conique à, = o et les six autres points où ces tangentes rencontrent à nouveau la courbe sont situés sur une autre conique A^^ — 4 AU' = o; ces deux coniques ont évidemment un double contact aux points A = o, A' = o.
• Si x' ,y' ^ z' est sur la courbe, U' est égal à zéro, A se réduit àl^ ^ _|_ \^l:^ _j_ [jl2U : en égalant à zéro le discriminant, nous avons pour résultat A^rzr 4^^ U; c'est une équation du quatrième degré en xyz. Donc, par un point d'une courbe du troisième ordre, on ne peut en général mener que quatre tangentes à cette courbe. La tangente au point de contact compte par le fait pour deux tangentes.
Il en est de même en général. Le discriminant de A ou
de
[Ji^^ U + [x'^-i X A 4- fx'^-^ X2 A2 + . . .
est du degré n {n — 1 ) en ^, JK, z ; il est [Algèbre supérieure^ Q° m ) de la forme /f U + (A)2cp ; icicp est le discriminant de A privée de son premier terme. Donc le lieu est tangent à U en ses points d'intersection avec A, comme il est évident que cela doit être.
Chacune des n{n — 1 ) tangentes rencontre de nouveau la courbe en (/i — 2) points, et la forme du discriminant montre que ces n{n — 1) (^^ — 2) points sont situés sur une courbe cp de Tordre [n — ^){n — 2). De plus cp est lui-même delà forme
go CHAPITRE II.
A'^A + (A^)- ^. Donc les deux courbes cp et A sont tangentes entre elles aux points où la première et la seconde polaire de (x^j y, z') se coupent.
Écrivons A sous la forme \^\]' -\-V^~^ [xM -^ . . . ^ nous voyons que le discriminant peut aussi se mettre sous la forme /rU^+ (A')2cp; donc, ^\{x^ , y' , z') est situé sur la courbe et si par suite U' = o, le discriminant contient le facteur double (A^)2; autrement dit, le système des tangentes se compose de la tangente en(^x' ^y'^ z') comptée deux fois et de {n- — ?i — i) autres tangentes représentées par l'équation ^ =:o. De même o est lui-même de la forme hM -^{M')-ij, Si alors l'origine est un point double et, par conséquent, si non seulement U est nul, mais si A^ est aussi égal à zéro, cp, qui était déjà du degré [n'^ — n — 2),contient le facteur double (A'-)-; c'est-à-dire que, parmi les n- — n — i tangentes, figurent les deux tangentes au point double,, comptées chacune deux fois, et il ne reste par conséquent que n- — n — 6 autres tangentes représentées par ^ =: o. Et nous pouvons prouver de même que le nombre des tangentes qu'on peut mener d'un point multiple de l'ordre k est n- — n — k{k -{- 1).
La théorie donnée précédemment sur l'effet des points multiples relativement au nombre des tangentes qu'on peut mener d'un point quelconque à une courbe nous montre que le discriminant de A (qui, en général, représente les n [n — i) tangentes) contiendra comme facteurs le carré de la droite qui joint {x\ y, z') à chaque point double de la courbe, le cube de la droite qui le réunit à chaque rebroussement, la sixième puissance de la droite qui le joint à chaque point triple, el ainsi de suite.
Section YI. — Courbes réciproques.
80. Nous avons yu. (Sections coniques^ n° 305) que le degré de la courbe réciproque est toujours le même que la classe de la courbe donnée, et inversement. Il est évident aussi qu'à
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un point double sur Funedes courbes correspondra une tangente double sur Tautre ; qu'à un point stationnaire de l'une correspondra une tangente stationnaire sur l'autre; et, en général, qu'à un point multiple de l'ordre k correspondra une tangente multiple de même ordre; que les k points de coQtact de la tangente multiple correspondront aux k tangentes du point multiple; et que, si une ou plusieurs de ces dernières coïncident avec d'autres tangentes, il en sera de même pour les points de contact correspondants.
81. Nous avons vu aussi que l'équation générale en coordonnées cartésiennes ou trilinéaires représente une courbe qui n'a aucun point double ou multiple, à moins que certaines conditions ne soient remplies. En effet, les abscisses des points où la courbe est rencontrée par une droite yz=:ax-\-h s'obtiennent en portant dans l'équation de la courbe la valeur de y déduite de la dernière équation; et comme nous avons deux constantes arbitraires a el b dont nous pouvons disposer, nous pouvons les déterminer de telle manière que l'équation résultante satisfasse à deux conditions quelconques à notre choix. Avec une seule constante à notre disposition, nous pouvons astreindre l'équation à vérifier une seule condition : par exemple, à avoir un couple de racines égales. Le problème suivant : Etant donné a^ déterminer b de man ièreqiie r équation ait deux racines égales^ n'est autre que le problème qui consiste à mener à la courbe une tangente parallèle à yz=^ax. Si nous pouvons disposer de deux constantes, nous pourrons imposer à l'équation la condition d'avoir deux couples de racines égales, ou trois racines égales entre elles. Le premier cas correspond au problème des tangentes doubles, le second à celui des tangentes stationnaires ou des points d'in- (lexion. Ainsiles tangentes doubles et stationnaires peuventêtre rangées parmi les singularités ordinaires d'une courbe dont l'équation est exprimée en coordonnées ponctuelles, les tan-
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gen tes et points multiples d'ordre supérieur sont des sin giilarités extraordinaires qu'une courbe ne possédera que pour des valeurs spéciales des coefficients de son équation. Mais le contraire a lieu si l'équation est exprimée en coordonnées tangentielles. Ainsi la courbe représentée par l'équation générale dans ce système a ordinairement des points doubles, stationnaires, cuspidaux, mais pas de tangentes singulières. Donc les points doubles et stationnaires d'une part, les tangentes doubles et stationnaire s d'autre part, peuvent être rangés , au même titre, parmi les singularités ordinaires des courbes; elles sont de telle nature que, si une courbe possède l'une de ces singularités, sa polaire réciproque aura l'autre.
Nous représenterons par
m le degré de la courbe ;
n sa classe;
S le nombre de ses points doubles ;
T le nombre de ses tangentes doubles;
X le nombre de ses points stationnaires ;
i le nombre de ses tangentes stationnaires.
Les nombres correspondants pour la courbe réciproque s'obtiennent en échangeant entre eux m et /i, S et t, i et x. Nous avons déjà trouvé (n°^ 67, 77) les valeurs de n et de t, en fonction de m, S, x; par conséquent, la courbe réciproque nous fournira les valeurs de m et x en fonction de /2, t, \\ et de ces quatre équations (qui équivalent, comme on va le voir, à trois équations seulement) nous pouvons déduire la valeur dcT exprimée en fonction de m, S, x, et celle de S en fonction de 72, t, i. Nous obtenons ainsi les six équations de Pliicker, qui sont les suivantes :
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( +48(§_i) -f-i2Sx+9x(x — i),
Si, entre les équations (i) et (2), nous éliminons S, ou bien si entre les équations {/\)qI (5) nous éliminons t, nous arrivons dans les deux cas au même résultat
(7) t — x = 3(/2 — jn),.
Ceci démontre que nos équations sont équivalentes à trois équations seulement. Ce résultat peut aussi s'écrire sous Jes formes suivantes :
3 /?i — X r= 3 /i — t, ou bien Z?n-\~ t = 3 /i -f- x.
Retranchons membre à membre les équations (i)el (4), nous
obtenons
et, si nous remplaçons (i — x) par sa valeur déduite de (7), nous avons
L'avant-dernière équation, où Ton remplace n et i ou 111 et X par leurs valeurs, donne les équations précédentes (3) et (6).
Des équations (7) et (8) nous déduisons aussi
(10) |(7?1 — l)(7?l — 2)— 0 — X=:i|(/l— l)(/l — 2) — T— l, (il) m- 28 — 3 X 1= 7Z- — 2 T — 3 l = 772 -f- 7Z.
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Le système entier de ces équations équivaut par le fait à trois équations seulement; étant données trois quelconques des six quantités /n, 72, S, y., t, t., nous pouvons, à l'aide de ce système, déterminer les trois quantitésVestantes ; par exemple, connaissante, S, x, nous calculerons ii par (i), t. par (2) ou plus facilement par (y) et t par (3) ou plus facilement par (8).
Exemple. — Supposons qu'on nous donne m = 6, S — 4? "'^ — ^ j alors, d'après ( i ), /i — 4 5 par suite, m — ji =z i^n — m = — 2 ; donc (5) i — •/ = 6 ou t = o,
n -^ m — 9 — I ; par suite t — 0 = — i, donc t = 3.
83. Quand une courbe est donnée, sa réciproque est déterminée par là-même ; il est donc évident que le même nombre de conditions doit suffire pour déterminer cbacime d'elles. Savoirqu'une courbe a Spoints doubles équivaut à 8 conditions. Par exemple, une conique est déterminée par cinq conditions ; mais si elle a un point double, c'est-à-dire si elle se réduit à un système de deux droites, elle est déterminée au moyen de quatre conditions seulement, par exemple au moyen de deux points situés sur chacune des droites. De même, quand on sait qu'une courbe a un point de rebroussement, ceci équivaut à deux conditions. Donc (n^ 27) une courbe du /n'C'»® degré avec S points doubles et x rebroussemenls est déterminée par 4 in{m -1- 3) — 8 — ax conditions et sa réciproque pari72(7Z + 3) — T — 2 {.conditions. Et l'équation précédente (9) montre qu'en effet ces deux nombres sont égaux.
L'équation (10) trouvée ci-dessus démontre que la déficience ou le genre (n° 44) est le même pour une courbe et sa réciproque. Dans un prochain Chapitre nous ferons voir que cette proposition est vraie pour toutes les courbes dérivées les unes des autres, de telle manière qu'à un point de Fune il ne corresponde qu'un seul point ou une seule tangente de l'autre.
Si (avec M. Gayley) nous posons
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nous pourrons tout exprimer au moyen de (7?i, n^ a) et nous
aurons
Dans le Chapitre suivant, nous apprendrons ce que signifiel'équation (i i).
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84. Si une courbe dépend d'une manière quelconque d'an seul paramètre variable, de telle sorte qu'en donnant à ce paramètre une suite de valeurs nous ayons une suite de courbes, toutes ces courbes sont tangentes à une certaine courbe qu'on appelle V enveloppe du système. Chaque courbe est coupée par la courbe consécutive en un certain nombre de points qui dépendent du paramètre, et le lieu de ces points est l'enveloppe. (Voir Sections coniques, n° 283 . . ., où le problème des enveloppes a été traité dans le cas où la courbe variable est une ligne droite. )Analytiquemeiît, l'équation de la courbe peut contenir un seul paramètre' variable, ou bien elle peut en renfermer deux ou plusieurs liés par une ou plusieurs équations, de manière qu'il ne subsiste effectivement qu^un seul paramètre réellement variable. Ces deux cas sont essentiellement équivalents *, toutefois il est souvent avantageux de traiter le second d'une manière différente, en faisant usage de la méthode de multiplicateurs indéterminés, que nous allons exposer. La forme sous laquelle le second cas se présente le plus fréquemment est celle où l'équation d'une courbe contient les coordonnées d'un point variable, astreint lui-même à se mouvoir sur une courbe déterminée; ou, en d'autres termes, c'est le cas où la courbe variable dépend d'un point paramétrique qui se meut sur une courbe paramétrique donnée. Par exemple, on a montré (Sections coniques, n^ 321) que le problème consistant à former la polaire réciproque d'une courbe donnée par rapport kx^-j-y^ H- z^
est le même que celui où il s'agit de trouver l'enveloppe de a ;; -f- Pj/ -i-yZy a, p, Y devant vérifier l'équation de la courbe donnée. Ici l'équation de la droite variable contient les deux paramètres variables a : y, P • y? et ces deux rapports sont liés par l'équation de la courbe donnée.
85. Supposons d'abord que l'équation de la courbe, que nous représenterons par T = o, ne contienne qu'un seul paramètre variable t. Les courbes qui correspondent aux valeurs consécutives t, t -]- dt peuvent être représentées par les équations T = G, Ti = o. Ces équations, ou les équations équivalentes T = o, 1\ — T = o, déterminent par conséquent les coordonnées des points d'intersection des deux courbes consécutives. Nous avons
Ti— T -i-diTch-^ ...
ou bien
T,-~T ^d,Tdt-+- ....
Ici; dt étant un infiniment petit du premier ordre, les termes qui suivent le premier peuvent être négligés. Les équations deviennent alors T = o, dT = o; elles déterminent un système de points qui dépendent du paramètre t] si donc nous éliminons t entre ces équations, nous obtiendrons l'équation du lieu de tous les points d'intersection des courbes consécutives du système, c'est-à-dire l'équation de l'enveloppe.
Un cas important à considérer est celui où l'équation est une fonction rationnelle de t; nous pouvons alors, sans nuire à la généralité, prendre pour Tune fonction entière en même temps que rationnelle par rapport à t, et le procédé qu'on vi^nt d'indiquer pour trouver l'équation de l'enveloppe revient à former le discriminant de T considéré comme fonction de t et à l'égaler à zéro. Par exemple, si a, ^, c, ... sont des fonctions quelconques des coordonnées, et si T est l'expression
s. — Courbes planes. 7
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les équations de l'enveloppe pour les cas qui se rencontreni Iç plus souvent, à savoir /i = 2, 3 et 4? sont respectivement (Alg, Slip., n'' 193, 195, 207)
{■2) ac — b^z=io,
(3 ) a\P -f- 4 ac^ -h^^b^d — dabcd ~ 3 h'' c^ — o,
(4) {ac — 4 l^d -{- 3c^y^ — 2'] {ace H- 2bcd — ad^ — b^e — c'^)'^=ro..
Prenons la dernière de ces équations et supposons que nous voulions connaître son ordre en fonction des coordonnées et que nous sachions d'avance à quel degré elles figurent dans ^, a, ... ; il sera alors utile de nous rappeler que, lorsque l'équation est développée, les termes contenant c^ et c'* bd peuvent se réduire, en sorte qu'il pourra arriver que l'ordre de l'enveloppe soit moindre que celui de l'un des deux termes qui constituent l'équation ci-dessus.
Si nous introduisons dans T les coordonnées d'un point quelconque et si nous résolvons l'équation résultante par
rapport à t^
a' t"-\- nb' t"-^ -^ . . .—o,
nous aurons évidemment n solutions; autrement dit, le système des courbes représenté par T est de telle nature que l'on peut déterminer n d'entre elles de manière qu'elles passent par un point fixe ; et, d'après ce qu'on vient de dire, il est clair que, si le point fixe est sur l'enveloppe, deux de ces courbes coïncideront.
Le cas où T dépend d'un point paramétrique peut se ramener au cas qu'on vient de considérer, si la courbe paramétrique est une droite, une conique ou une autre courbe unicursale ; en effet (n^ 44), les coordonnées du point paramétrique peuvent s'exprimer sous forme de fonctions rationnelles d'un paramètre.
Exemple 1. — Trouver V enveloppe de at^±btP-\-c = o; ici, comme clans les autres exemples, nous supposons que a^ b,, . . sont des fonctions quelconques des coordonnées.
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Combinons l'équation donnée avec sa dérivée par rapport à t\ nous avons
nat^^-p -^ pb = Oj {n — p)btP -h ne == o,
et, en éliminant t, nous obtenons
n'i aP c'^-P zt pP (n — pY^-P^ b^^ = o.
Nous devons ici prendre le signe -h quand n est impair et le signe — quand il est pair.
Exemple 2. — Trouver Venveloppe de a cos'^Ô h- ^ sin'^ 0 = c, 0 étant le paramètre.
Nous avons
- ^. T rrr — a cos'^-i 0 S î H Ô -h ^ sin«-i 6 cos 6 — o,
d'où tangO = — ^ — , cosO = . , sinO — — -— — — .
Portons ces valeurs dans l'équation trigonométrique connue et effectuons les ^'éductions, nous trouvons pour l'équation de l'enveloppe
En particulier {Sections coniques, n° 283), l'enveloppe de
a cos6 -f- ^ sin 0 — c est a^ -H 6^ = c^. Réciproquement, toute tangente à la courbe
peut s'exprimer sous la forme
ircos '" 6 -i- ;k sin "^ 0 =:=: c et les coordonnées du point de contact sont
X ^=^ c cos"^ 6, jK == c sin '■' 0,
On aurait pu présenter cet exemple comme un de ceux où une enveloppe dépend d'un point paramétrique situé sur une courbe unicursale. En effet, si nous posons cosO = a, sinô = p, les quantités a,
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p sont alors les coordonnées d'un point situé sur le cercle a^ -\- ^^ = ï et, comme le cercle est une courbe unicursale, ces coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre.
Par exemple, si t est. égal à cos 6 + i sin 6, nous pouvons remplacer y. ou cos 0 par n^-h-jet^ousinÔ par —-(i — - ) • Si nous prenons comme exemple l'équation aa-h b^ = c, elle devient
(a — bi) P' — 2Cif 4- (a -h bi) = o, et son enveloppe, déterminée comme on l'a dit plus haut, est {a-\-bi){a — bi)=^ c'^ ou «2 -f- è^ = c^.
Si nous voulions éviter les imaginaires, nous pourrions poser tan g -T 9 = ? et (comme dans les Sections coniques, n*" 283) exprimer cosQ et sin 6 rationnellement en fonction de t.
Exemple 3. -- Supposons que la courbe soit
(^ cos 2 6 -H è sin 2 Ô -f- c cos 6 + <isin6 -f- e = o.
Posons ^ = cos6 -t- isinô : cette équation devient
,(,._, }^J-bi(t^~f^+c(t + 1) -di{t - 1
ou bien
(^ __ bi) t^ -\- (c — di) t^ -h 2et^ -h (c -h di) t-\-{a.-^- bi) = o.
Et en appliquant ici la formule donnée précédemment pour le discriminant d'une forme du quatrième degré dont les termes sont affectés des coefficients du binôme, nous aurons
[«2 + 62 - { (C2 + ^/2) _|_ 1 e2 JS ^ 2y [i (.«2 _|_ ^2) g _,„ ^ ( c2 + ^2) e
~\a{c^-d^)-\bcd-i,e^]\ ou, en chassant les dénominateurs,
-i^a{c'^ — d'') — ^^bcd—^e-^\K
Ici encore il est utile de remarquer que le résultat développé ne contiendra aucun des termes e^ (c2 4- d^-) e'*«
Exemple 4. — Trouver Venveloppe des cordes de courbure des points d'une conique.
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L'équation de la corde est {Sections coniques, n" 2M, Ex. 1)
— cos a — T sina = cos2a;
son enveloppe est donc
x^- r2 ,y' fx^ Y
Exemple 5. — Trouver V équation de la courbe parallèle aune conique, c'est-à-dire de la courbe obtenue en portant sur chaque normale ci la conique, et à partir de cette courbe, une longueur constante égale à r.
On a déjà résolu ce problème {Sections coniques^ n° 31^, £^x. 2) en considérant la courbe parallèle comme le 'lieu du centre d'un cercle de rayon constant tangent à la conique donnée. Mais il est facile de voir que la courbe en question peut aussi être considérée comme l'enveloppe d'un cercle de rayon constant dont le centre se meut sur la conique donnée; autrement dit, nous aurons à chercher l'enveloppe de
quand le point paramétrique est situé sur la conique; et comme cette dernière courbe est unicursale, le problème se ramène au cas qu'on a déjà discuté. Supposons que l'équation de la conique soit
et remplaçons a par a cos 6, p par è sinÔ ; l'équation
a2_4- p2 — 2a^ ^ 2p/-4-572 -}-/2 — r^ ~ o devient («2 — b^-)cos2^—iaxcos^ — ibysm^-{-i(x^-\-y^)-^a^-hb^ — r^ = o,
Cette forme se trouve comprise dans le cas traité dans le dernier exemple; en procédant d'une manière analogue, nous obtiendrions un résultat dont le développement est identique avec celui qui a été donné dans les Sections coniques, n'^ 372.
86. It convient d'étudier plus attentivement le cas où T est une fonction algébrique par rapport à t, et où cette expres-
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sîon renferme les coordonnées courantes au premier degré de manière à représenter une ligne droite; il s'agira donc dans ce cas de trouver l'enveloppe de
at"^ H- nbt"^-^ +. . . ,
oi\ a, b, c, ... sont des expressions linéaires par rapport aux coordonnées. Dans ce cas, l'enveloppe est évidemment une courbe de la ^^ ™^ classe, puisque (n° 85) on peut, par un point pris arbitrairement, lui mener n tangentes; et, comme le discriminant de aV" + . . . est de l'ordre a (/2 — i ) par rapport aux coefficients a, è, ... (Alg. sup,, n^ lOS) qui contiennent chacun les coordonnées au premier degré, l'ordre de l'enveloppe est 2(n — i). On peut obtenir facilement deux autres caractéristiques de l'enveloppe. Ordinairement elle n'a pas de points d'inflexion ; car, en un pareil point, deux tangentes consécutives coïncident, et par suite T = o et dcT = o doiventreprésenter lamême droite. Mais, pour que deux équations linéaires puissent représenter la même droite, elles doivent satisfaire à deux conditions ; et il ne sera pas possible, en général, de déterminer le paramètre unique t dont nous disposons de manière à vérifier ces deux conditions en même temps.
Le nombre des points de rebroussement de l'enveloppe est 3(/i — 2). De même que la tangente en un point d'inflexion d'une courbe contient trois points consécutifs, de même réciproquement un point de rebroussement est le point d'intersection de trois tangentes consécutives. Donc, pour un point de rebroussement de Fenveloppe, les trois équations T= o, dtT ==0, J-T = oseront vérifiées en même temps; on peut facilement ramener ces conditions aux suivantes :
Tu — a^«-2-+-(/z— 2)^^^^«-3 + -|(/i— 2)(^i — 3)c/«-*+ . .. =0, T22= ct"-^-i-{n — 2)dl''-^-hl{n — 2){n — S)ef'-^-^ . . . =0,
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Ti 4 , Ti2i T22 étant les trois quotients différentiels du second ordre de T considéré comme une forme binaire rendue hojuogène par l'introduction d'une seconde variable. Si entre ces équations nous éliminons maintenant œ et y qui entrent au premier degré dans chacune d'elles, l'équation résultante en t sera du degré i(n — 2). Si nous écrivons T sous la forme ^U + jrV -h ^ W, les quantités U, V, W ne contenant que t et des constantes, nous avons évidemment le déterminant
qui nous donnera les valeurs de t correspondant aux 3(/2 — a) points de rebroussement.
Le problème qui a pour objet de trouver le nombre de points doubles de l'enveloppe est le même que celui où il s'agit de déterminer l'ordre du système de conditions pour que T ait deux couples distincts de racines égales {Alg. sup.^ n^ 264) et le problème où l'on cherche le nombre de tangentes doubles revient à celai où il faut trouver l'ordre du système de conditions pour que T représente la même droite pour des valeurs différentes de ^; en d'autres termes, il s'agit de déterminer de combien de manières nous pourrons trouver un couple de valeurs ^, t!' qui nous donnent l'égalité de rapports
Mais nous n'avons pas besoin de traiter ces problèmes directement, puisque les équations de Plûcker (n^ 82) nous fournissent déjà plus de conditions qu'il n'en faut pour déterminer S et T. Si donc nous écrivons dans ces équations que 2 (n — i) et n sont l'ordre et la classe de la courbe en question et si nous y faisons 1=0, nous trouvons
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87. Considérons maintenant le cas où l'équation renferme A" paramètres liés par k — i équations. Pour fixer les idées, supposons qu'il s'agisse de l'équation 11 = 0, contenant les trois paramètres a, [3, y liés entre eux par les deux équations V = 0, W== o. Nous pouvons, si nous voulons, regarder [3 et y comme des fonctions de a, définies par ces deux équations V=: o, W = o. Le procédé, dans sa forme originale, consisterait donc à éliminer a entre les équations données et
d\} d\] r/B d\j dy
(ia d^ doL c/y da
Ici -7^ et -^ sont des fonctions de a définies par les équa-
dyi
doL
tions
dV d^
dY d^i d^{ dy
d\\ drj.
dy.
dW d^i d-( dy
Ces trois équations nous donnent \7 ; dU dV dU
c, ou
dy
dy
dY
aY
dy
dW
dYV
dy
et nous aurons le résultat final en éliminant a, p, y entre U = o, V = o, W= o, Y = o. Mais y = o est évidemment le résultat de l'élimination de )., [x entre les équations
d\} ■ dY dW dy dy dy
d\J dY dYV
dl] ^ dY ^ dYV _ d^ ^ dy ^ dy
de sorte que le résultat cherché peut s'obtenir en éliminant a, [3, y, X, [i. entre ces trois dernières équations et celles qu'on a données tout d'abord. C'est la méthode dite des multiphcateurs indéterminés à laquelle on a fait allusion
(nVS4).
88. Le cas où U est homogène par rapport à A" + i paramètres liés par k — i autres équations homogènes présente une certaine importance. Il se ramène en réalité au cas précédent, puisque les A: + i paramètres peuvent être remplacés par les rapports que l'un quelconque d'entre eux forme avec les k autres. Mais il est plus symétrique de garder toutes les k -\- i équations que fournit la méthode des multiplicateurs indéterminés ; en vertu du théorème des équations homogènes, ces équations sont liées par une relation qui les rend réellement équivalentes à k équations seulement. Supposons, par exemple, que U soit une fonction homogène des coordonnées a, (3, y d'un point paramétrique qui se meut sur la courbe paramétrique V = o ; outre les deux équations primitives, la méthode des multiplicateurs indéterminés nous donne
d\] , clY d\] , dY d\5 , d\
do^ dci (f/p dp «Y «Y
Mais ces trois dernières équations n'équivalent réellement qu'à deux, puisqu'en les multipliant respectivement par a, p, Y nous aurons mU + X^V = o, et cette relation résulte implicitement des équations U = o, V = o. Nous avons ainsi quatre équations ; en raison de leur homogénéité, nous pouvons éliminer entre elles les quatre quantités a, (3, y, "k et obtenir de cette manière l'équation de l'enveloppe.
Exemple. Trouver V enveloppe de
U =^(Aa)'«-}-(B|3y«-H(GY)'^ =o,
a, p, Y étant liés par la relatioji
La méthode des multiplicateurs indéterminés nous donne
m A'« a'^-i + X na^ a^-» = o, m B'^^ j3''i-i -4- X ^^^^ |3'^--i = o, ni G'^^ Y'^^"^ + ^ ^^'^ T'*"^ — ^'
Pour abresrer posons — = — \k'f^~^, il vient
Portons ces valeurs dans U, et nous avons l'équation de l'enveloppe cherchée,
m Ti m II m n
89. M. Caylej a considéré le cas où il s'agit d'une courbe U = o dont l'équation contient deux ou plusieurs paramètres indépendants. Supposons, par exemple, qu'il y ait deux paramètres a et [3; éliminons ces quantités entre les équations
^U cm
et nous aurons l'équation d'une enveloppe. Mais remarquons qu'entre ces mêmes équations nous pouvons éliminer les coordonnées {oc^y) et que les équations impliquent ainsi une relation ^(a, P) = o entre les paramètres. Ceci nous donne dans le double système de courbes U = o un seul système où les paramètres vérifient cette relation. Si nous prenons une courbe quelconque du système double et la courbe consécutive qui correspond aux valeurs a + <fa, j3 + rfjâ des paramètres, ces deux courbes se couperont suivant un système de points qui dépendra en général de la valeur du
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rapport d^ : doL des accroissements infiniment petits des paramètres. Mais, si la courbe appartient au s^^stème simple, le système de points sera indépendant du rapport en question; les coordonnées des points d'intersection vérifieront les
TT d\} d\j ^ , ^ ., ,
équations U ==: o, —j- ■=. o, -y^ = o et consequemment 1 equa-
lion U -f- -7— d^ + -T^ c/p = o, quelle que soit la valeur du rap-
ci CL Cl ô
port d^ : d'à. Et nous voyons ainsi qu'une courbe de la série simple est rencontrée par chaque courbe consécutive de la série double en un seul et même système de points et que le lieu de ces points est l'enveloppe. Dans le cas où il existe un paramètre unique, l'enveloppe est le lieu d'une suite de points situés sur chaque courbe du système, et on peut lui donner le nom à^ enveloppe générale. Dans le cas 011 l'équation contient deux paramètres, l'enveloppe est le lieu d'une série de points qui ne sont plus situés sur chacune des courbes du système, mais seulement sur les courbes du système unique oùles paramètres satisfont à l'équation (p(a, (3)== o; on peut l'appeler une enveloppe particulière. Une théorie semblable s'applique au cas d'un nombre quelconque de paramètres : il y a toujours un seul système résultant de courbes.
89 (a). M. Cayley a donné l'explication d'une difficulté que l'on rencontre dans la théorie des enveloppes telle que nous l'avons exposée au n° 84.
Dans ce numéro, nous avons considéré une enveloppe comme le lieu des intersections d'une courbe variable avec les courbes consécutives du système. Mais chaque courbe a en commun avec la courbe consécutive un certain nombre de tangentes communes, qui dépend de son paramètre, et l'enveloppe de ces droites constitue aussi l'enveloppe ; autrement dit, chaque tangente commune à la courbe et à celle qui
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liii est consécutive est une tangente à l'enveloppe en un point commun à ces deux mêmes courbes. Or, si la courbe variable est de l'ordre m et de la classe 72, le nombre des points communs est égal à m?' et celui des tangentes communes à /i^ ; et cependant les points et tangentes communs doivent se correspondre entre eux deux à deux. L'explication de cette particularité dépend des singularités de la courbe variable. Supposons qu'elle ait en général S points doubles, X points de rebroussement, t tangentes doubles et t. points d'inflexion ; on voit facilement alors que la courbe rencontre la courbe consécutive en deux points infiniment voisins de chaque point double, en trois points infiniment voisins de chaque point de rebrou ssement (ce qui donne ainsi qS + 3x points d'intersection) et en outre en mP' — 2 S — 3x points; réciproquement, la courbe considérée et la courbe consécutive ont en commun deux tangentes contiguës à chaque tangente double, trois tangentes contiguës à chaque tangente stationnaire (soit ainsi 2T + 3 i. tangentes communes) et de plus elles ont encore ^2 — 2T — 3 1, tangentes communes; mais nous avons (voir n° 82)
mP' — 2 S — 3 Z rzr /^2 — 2 T — 3 t := A7Z -f- /2 .
Chacun des m? — 28 — 3x points est (non pas un point de contact mais) un point d'intersection ordinaire des deux courbes, mais il a dans son voisinage immédiat une des n^ — 2T — 3 1. tangentes communes aux deux courbes; et l'enveloppe est simultanément ainsi le lieu desm^ — 28 — 3x (ou m-\-n) points, et l'enveloppe des rî^ — 2t — 3t. (ou m -h n) tangentes.
Nous pouvons ajouter que l'enveloppe complète de la courbe variable se compose de l'enveloppe proprement dite, ainsi qu'on vient de l'expliquer, et en outre : i^ du lieu des points doubles compté deux fois; 2^ du lieu des points de
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rebroiissement compté trois fois ; 3° de l'enveloppe des tangentes doubles comptée deux fois et 4° de l'enveloppe des tangentes stationnaires comptée trois fois.
Dans tout ce qui précède, les nombres m, n, S, t, x, ij se rapportent à la courbe qui correspond à la valeur générale du paramètre variable; pour des valeurs particulières de ce paramètre, la courbe variable peut acquérir oa perdre des singularités ponctuelles ou tangentielles; les différents nombres subissent alors des changements en conséquence.
COURBES RÉCIPROQUES
90. Supposons qu'il s'agisse de ciiercher l'enveloppe d'une droite a^-j-(3jK-l-Y^= o, sachant que a, [3, y sont liés par une relation S=o. En d'autres termes, supposons qu'on donne l'équation tangentielle S = o d'une courbe ou son équation en coordonnées de droites, et qu'on demande de passer à l'équation en coordonnées de points. Nous avons ici les deux équations S = o,a^-}-[âjKH-Y^ = o, et la méthode du n^ 88 nous montre que le résultat s'obtiendra en éliminant a, [3, y, X entre les équations données combinées avec les équations
— hA^=:0, -— --hArr^O, ~j hA^=::0.
doL d^ " d-(
La solution du problème réciproque, étant donnée l'équation ponctuelle S = o, passer à l'équation tangentielle, dépend d'une élimination exactement semblable; il faut en effet éliminer ^,j^, 3, ). entre
et
dx (^h "^
Ce système d'équations découlerait lui-même tout nalurcllc-
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ment de cette considération que si a ^ + [3^ ~|- y ^ = o est
identique avec la tangente au point o^yz, laforme bien connue
de l'équation de la tangente (n** 64) fait voir que a, [3, y
, . . . ' ^ y <^S dS dS
doivent être respectivement proportionnels a -j-, -j-, -,- •
Nous avons indiqué (n^ 84 et Sections coniques, n^ 321) que le problème qui consiste à passer de Téquation ponctuelle d'une courbe à son équation tangentielle est le même que celui auquel conduit la recherche de sa polaire réciproque par rapport k x- -{- y- -i- z- = o .
Exemple. — Former V équation tangentielle de
{axy''-^{by)"^ -^{cz)»' — o.
Nous avons ici
(a.r)'«-iH ^'^ - =: o, (6r)'"-i-}- — V ~ o, (czyf'-^'\ '^ == o.
^ ^ ma ' ^ y ' m o m c
Nous en déduisons immédiatement
91. La méthode que nous venons d'indiquer n'est cependant pas toujours la plus commode pour former l'équation de la réciproque. Supposons que l'équation de la courbe soit
Ufi -f- U,i_^ Z -f- W/i_.2 ^^ -f- . . . := o.
Éliminons z au moven de l'équation
a^-h Pj-+-Y-2 = o et nous obtenons
T" W/. — T~^ (a^' + Pj) ^^/^-l + r~'(a^ -1- P r)' "/.-2 4- ... — o,
qui est maintenant homogène en x el y; son discriminant (orme en la considérant comme une forme binaire donne, quand on l'égale à zéro, l'équation de la courbe réciproque multipliée par le facteur y^'i'i-^).
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Soit proposé, par exemple, de trouver la réciproque de
^3 _|_ yi _|_ ^3 _^ 6mxfz z=: o.
Eliminons ^, il vient
{ax -f- ^yY -H 6mxf^^{c(,x ■+■ p/) — y^{x^ -f- j^)=i: o ou bien (a^— Y^ a2p4-27?iaYS ap^ 4- 2 77ipf-, P^ — 7^^, j)^— o {').
Quand on a divisé le discriminant par y^, le quotient donne
a6 + p6 _^ .,G _ (2 _|_ 32,^^3 ) ( 0^3yi _^ ,^3,^3 _^ .^3^3)
— 24m2apY(«' 4- P' 4- Y^)~(24m -i- 48m^)a^-p^Y- = o.
On peut trouver exactement de la même manière les réciproques des courbes du troisième ou du quatrième degré représentées par leurs équations générales ; les résultats en seront donnés tout au long dans les Chapitres suivants.
92. Un des avantages principaux que présente la méthode précédente pour former l'équation de la réciproque, c'est qu'elle nous permet d'écrire immédiatement l'équation de cette réciproque sous la forme symbolique indiquée (^/^èôr^ supérieure^ Ghap. XIV). Si nous ramenons une forme ternaire à une forme binaire en éliminant z au moyen de l'équation ax -^ (^y -]^ yz = o^ nous avons immédiatement les règles suivantes pour exprimer les différentielles de la forme binaire prises par rapport à ^ et y^
dx dx
-~,-di^
dy ~ dy
y dz
{') Nous employons la nolalion(a, b, c, .. . X^j XÏ^ pc>ur la forme binaire écrite avec les coefficients du binôme, soit ax"^ -f- nbx^~^y -j- . . . ; nous réservons la notation {a, b^ c, ... )(^, y) pour le cas où la forme est écrite sans les coefficients du binôme {Alg. sup., n° 104).
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Appliquons ces règles au symbole (12) qui représente
d cl d d
dxy dy\ clx^ dy\
il devient
\dy^ clz2 dy2 dz^J
\dz^ dx.2 dz^ dx^
f cl d cl d ''
\dxi dy^ dx^_^ dy^) _
En d'autres termes, ce symbole appliqué à la forme binaire ne diffère que par le facteur y du symbole de contravariance (a 12) appliqué à la forme ternaire. Donc, si une droite a.x -\- ^y -\- yz coupe une courbe de telle manière que les points d'intersection satisfassent à une relation d'invariance dont la forme symbolique soit connue, nous pouvons immédiatement écrire sous la même forme l'équation tangentielle de son enveloppe. Par exemple, on sait que la forme symbolique du discriminant d'une cubique binaire est (12)2 (34)^(1 3) (24). Donc, si une droite ax -^ ^y -\~^z coupe une courbe du troisième degré en trois points dont le discriminantsoitniil, c'est-à-dire si elle est tangente àlacoiirbe, noLis devons avoir (ai2)2(a34)-(a T3)(a24)= o. On sait de même que le discriminant d'une forme binaire du quatrième degré est de la forme S^ = 27 T^, S et T étant deux invariants dont les formes symboliques sont respectivement.
(12)^ et (i.)^(23)M3ir.
Il en résulte que l'équation de la réciproque d'une courbe du quatrième degré est de la forme 8^=27X2; ici S est égala (a 12)'^ et T à (a i2)-(a23)2(a3 i )- ; S = o représente la courbe de la quatrième classe, enveloppe des droites qui coupent la courbe du quatrième degré en quatre points pour lesquels l'invariant S s'annule; et T = o est l'équation de la
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courbe de la sixième classe, enveloppe des droites divisées hai^moniquementpar la courbe et pour lesquelles, par conséquent, l'invariant T s^ annule.
93. Nous avons déjà donné (n*^ 78) une méthode qui permet de former l'équation des tangentes menées à la courbe par un point {x\ y' ^ z')\ mais le problème se trouve résolu effectivement quand nous possédons l'équation de la réciproc[ue ou, en d'autres termes, cjuand nous avons la condition pour que la droite olo: -\- ^y -}- y^ = o soit tangente à la courbe. En effet, nous n'avons qu'à remplacer dans cette condition a, [3, y respectivement ])ar yz^ — zy', zx' — ccz'^ xy' — yx'^ et nous aurons la condition pour que la droite qui unit les points (^^, y^ y), (^, y^ z) soit tangente à la courbe ; cette condition doit évidemment être satisfaite quand (^, JK? ^) est un point d'une tangente quelconque issue de {œ^^y, ^^)(voir Sections coniques y n^ 294).
Réciproquement, l'équation du système de tangentes, trouvée par le procédé indiqué au n° 63, s'obtient aisément sous forme d'une fonctionhomogène de (^yz^ — ^ ^ )? ( ^^' — ^' ^) et de {œy — yz') égalée à zéro; en remplaçant ces quantités par a, pv y, nous aurons l'équation de la courbe réciproque.
94. Nous avons immédiatement ainsi un théorème qui correspond à celui du n** 92, à savoir que, lorsque nous avons l'équation tangentielle d'une courbe, nous pouvons écrire de suite l'équation symbolique du lieu d'un point tel que le système de tangentes menées de ce point à la courbe satisfasse à une relation donnée d'invariance. En posant 2= o dans l'équation du système de tangentes, nous obtenons Féquation du système des droites parallèles issues du point xy qoi vérifient la même relation d'invariance. Mais^ d'après la
S. — Courbes planes. 8
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méthode même que nous avons donnée pour former l'équation du système. de tangentes, nous avons
d _ , d dx •^ d^
^ d?' dy
donc, comme ci-dessus,
dxi dy^ dx^ dy^
"ZIIL Z
d% dyj
d d \ C?Y2 daj
doL^ d^.j, da^ d'^i
et nous en déduisons immédiatement cette règle : chaque facteur tel que (12) qui entre dans la relation symbolique d'invariance à laquelle doit satisfaire le système de tangentes devra être remplacé par (ce' 12) et nous n'aurons plus qu'à opérer sur l'équation de la courbe réciproque.
93. Quand l'équation d'une courbe est exprimée en coordonnées polaires, on peut trouver directement celle de sa réciproque par rapport au cercle dont le centre est le pôle. Sur un rayon vecteur quelconque OP, prenons un segment OP^ égal au rayon vecteur consécutif OQ ; nous avons évidemment
??'== ^p, FQ rrz pdu,, tangOPQ = ?^
et la quantité p sinOPQ est la longueur de la perpeadiculaire
abaissée du pôle sur la tangente. Soit p'^^ a^cosmo) la
courbe donnée; prenons-en la différentielle logarithmique,
nous obtenons
dp j doi
— ^ := — tanff mcot/co, 0 -j~ -=1 — cot77iw;
p ^ ^ dp
si 9 est l'angle aigu que forme le rayon vecteur avec la tangente,
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0 = 90° — mco et la perpendiculaire abaissée sur la tangente est égale à p sinQ ou à p cosmco. L'angle compris entre la perpendiculaire et le rayon vecteur est égal à miù] celui que forment la perpendiculaire et la droite à partir de laquelle (o est mesuré est (772 + i )co. Mais le rayon vecteur de la courbe réciproque est l'inverse de la perpendiculaire abaissée sur la tangente; d'après cela il est facile de voir que l'équation de la courbe réciproque sera aussi de la forme p'^ r= a^'cosmw,
le nouvel m étant ésral à — - — — ■- Cette famille de courbes ^ m -]-i
renferme plusieurs espèces importantes ; par exemple, le cercle (m = i ), la ligne droite (m = — i ), la lemniscate ordinaire (/?2 = 2), l'hyperbole équilatère (m = — 2), la cardioïde (?n =7), la parabole [m = — i)- • • •
CONDITION DE CONTACT ENTRE DEUX COURBES
96. On a fait remarquer (n° 90) que le problème aucjuel conduit la recherche de l'équation de la courbe réciproque est le même que celui qui consiste à trouver la condition pour (ju'une droite soit tangente à la courbe donnée; la solution de ces deux problèmes revient à trouver l'enveloppe de ax -\- py -i-yz ^= Oj où a, [3, y sont des paramètres qui satisfont à l'équation de la courbe. Plus généralement, le problème qui consiste à trouver la condition pour que deux courbes U, V soient tangentes est le même que celui où .1 s'agit de trouver l'enveloppe de l'une d'elles, les coordonnées étant regardées comme des paramètres variables qui vérifient aussi l'équation de l'autre. En effet, si les deux courbes sont tangentes, les coordonnées du point de contact a, p, y vérifient l'équation de chacune d'elles, et comme les tangentes sont aussi les mêmes, il faut qu'en ce point les quotients différentiels de U soient respectivement proportionnels à ceux
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de V. La condition de- contact s'obtient donc en éliminaDt a, [ï, y, ). entre
dV , d\ d\] , dV dU , r/V (2 a aa <:/p «r/p ay ay
or ces équations sont précisément celles qu'on a données (n"" 88) pour résoudre le problème de l'enveloppe.
97. Soient /7?, m^ les degrés respectifs de U et V et proposons-nous de déterminer l'ordre auquel les coefficients de l'une des deux courbes, de V par exemple, figurent dans la condition de contact. Soient a^ b', c\ ... les coefficients de V et prenons une autre courbe W du même ordre, dont les coefficients soient a" ^ b" ,c" ^ .... Si, dans la condition de contact, nous remplaçons chaque coefficient a! par a' -\- ka" ^ . . . nous obtiendrons la condition pour que V + A W soit tangente à U; cette relation contiendra évidemment k k \m\ degré égal à l'ordre auquel les coefficients de V entrent dans la condition de contact. Ce dernier ordre est donc le même que le nombre de courbes de la forme V -|- /c W qu'on peut mener de manière qu'elles soient tangentes à U. Mais, comme dans ce qui précède, le point de contact doit satisfaire aux équations
Éliminons k et \j nous en déduisons
Ui Y, W,
Ih V3 W^
Les intersections de y ^vec U déterminent les points de U qui peuvent être des points de contact avec les courbes de la formeV-f-A'W.Commeles ordres de U|,V,,Wi sont respec-
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r,ivement/?2 — i, ni! — ï ^m' — i, l'ordre de y est m -f- 2 m' — 3 et le nombre des intersections est wi[in ~{- ini' — 3). C'est donc l'ordre auquel les coefficients de V figureront dans la condition de contact; de la même manière ceux de U y entreront à l'ordre m' {m' -{- -i m — 3). En faisant m! == i nous retrouvons un résultat déjà obtenu : la condition pour que y.x -f- ^y -{- v^ = o soit tangente à une courbe contient a, p, Y au degré m(m — i ) et les coefficients de la courbe au degré 2{m — i). Voir aussi Sections coniques^ n^ 372. Si U a un point double, nous avons déjà vu que les courbes Ui, U2, U3 passent par ce point, et si ce point est un point de rebroussement, elles y ont même tangente; les mêmes déductions sont vraies pour y, et nous voyons que Tordre de la condition de contact, en fonction des coefiici'ents de V, doit être diminué de deux unités pour chaque point double, et de trois pour chaque rebrousse ment de U. L'ordre en question est donc
m ( /?^ + 2 m' — 3 ) — 2 § — 3 x ou n -h 2 m {771' — i ) .
98. On aurait pu obtenir ces résultats d'une autre manière ainsi qu'il suit. Prenons une droite arbitraire a^-f- 6/ + c^ = o et égalons à zéro le déterminant
Cette équation représente le lieu d'un point tel que ses polaires par rapport à U et V se coupent sur la droite en question. Mais, en un point commun à U et V, les polaires sont les deux tangentes qui se coupent au point commun; il n'y a donc évidemment que les deux cas suivants où un point commun à U et V puisse aussi se trouver sur y : ou bien la droite choisie passe par une intersection de U, V, ou bien en
Va
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ce point les deux courbes ont une tangente commune. Si donc nous effectuons l'élimination entre y, U, V, le résultant contiendra comme facteurs la condition pour que ax -\- by -\- cz=:io passe par un point d'intersection de U, V, et la condition pour que U et Vsoient tangentes. Or, comme la résultante de trois équations renferme les coefficients de chacune d'elles à un ordre égal au produit des ordres des deux autres équations, et comme les ordres y, U, V sont respectivement m -\- m! — 2, m, m', l'ordre auquel a, b, c figurent dans la résultante est m mJ j celui des coefficients de U est
et celui des coefficients de V, m{im! -{-m — 2). D'une manière analogue, les ordres de la résultante de ax + by -f- cz^ U, V en fonction des différents coefficients sont respectivement m m! , m, m! , En retranchant ces nombres des précédents, nous trouvons comme ci-dessus que la condition de contact est de l'ordre m' {1 m -{- m' — 3) par rapport aux coefficients de U et de l'ordre m(2m' -i- m — 3) relativement à ceux deV.
99. Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que de théorèmes descriptifs, et nous avons laissé de côté la considération des questions appartenant à la classe de celles qu'on nomme métriques (n° 1). La relation de perpendicularité rentre dans cette dernière catégorie, car nous avons expliqué (Sections coniques^ n^ 356) que deux droites perpendiculaires peuvent être considérées comme des droites divisant harmoniquement la droite qui joint les deux points circulaires à l'infini. Il convient de ne pas exclure de ce Chapitre la discussion de quelques cas importants d'enveloppes dans lesquels intervient la relation de perpendicularité; les théorèmes qui en décou-
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lent peuvent être rendus descriptifs en substituant aux deux points circulaires à l'infini deux points I, J pris arbitrairementet en remplaçant les droites perpendiculaires entre elles, qui peuvent intervenir dans nos théorèmes, par des droites qui divisent I, J harmoniquement.
Un des cas d'enveloppe qui compte parmi les plus importants et parmi ceux qui aient été étudiés les premiers, c'est celui des développées des courbes* Nous avons défini la développée d'une courbe (^Sections coniques, n*' 248) comme le lieu des centres de courbure de la courbe; mais on peut aussi regarder la développée comme V enveloppe de toutes les normales de la courbe. En effet, le cercle de courbure est le cercle qui passe par trois points consécutifs de la courbe, et son centre est l'intersection des perpendiculaires élevées par les milieux des côtés du triangle formé par ces points. Or les droites qui joignent le premier et le second point, le second et le troisième sont deux tangentes consécutives de la courbe, et les perpendiculaires dont on vient de parler sont deux normales consécutives ; le centre de courbure est donc le point d'intersection de deux normales consécutives, et le lieu de tous les centres de courbure doit être le même que l'enveloppe de toutes les normales.
Exemple J. — Trouver la développée de —- -\- -,~ — \ ,
La normale est {Sections coniques, n° 180)
Si nous posons x' = a coscp, y = ôsincp, elle devient
ax by
coscp sincp '
c'est une équation de la classe étudiée (n** 85, Ex. 2) et dont l'enveloppe est, par conséquent,
ir>.Q CIIAIMTRE ni.
EXEMPLE 2. — La normale à la parabole est {Sections coniques,
ou
ly"^ -^{p'^ — '^p^)y' — />^^ — o.
'Test une équation cle la classe étudiée (n*" 85, Ex. 1); /' étant le [;aramètre, son enveloppe est
Ext'MPLE 3. — Trouve?^ la développée de la parabole semicu-
hique pr'^ =x^.
L'équation de la normale est
3ir'2(j — y')-^ '^py' {^ — ^') — o-
Remplaçons y' par sa valeur en x déduite de l'équation de la 1 1
courbe; et divisons par x"^ ; si nous posons x''^ = t, l'équation devient
_i_ 3^^ + ipt^ — 3p^ yt — ipx = o,
dont l'enveloppe est
p(p^iSxy=^{5l,px-^Wy'-^P'y*
Exemple 4. — Trouver la développée de la parabole cubique
L'équation de la normale est
'Ix^'-^y — ^j')-f-/>^(^ x') — Çi ou 3a7'5 3/?2j^'2 4_p4^' pk^ — Q
Or l'enveloppe de
af^ -^ \o df^ -^ 5 et -h/— o
ost
{afi— iQ.d^' ey -^ i'iS{ie^ — 3 d/){ae^ — adef — c)d^) = o.
Dans le cas actuel Tenveloppe cherchée est donc
Exemple 5, — Trouver la développée de la cissoïde
Cette courbe est unicursale; si nous écrivons l'équation sous la
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foi^me {a — ^)jr2 — ^3^nous voyons de suite qu'elle est vérifiée parles valeurs :r=-^^,, y ^ ^^-!^y
Nous trouvons facilement que l'équation de la tangente au point en question est
aG'j — 3 62^-4-a — :r = o.
L'équation de la normale est donc
OU bien
aO'^^-f-SO^/ — îO^aM-O/ — a = o.
En formant le discriminant, nous voyons aisément qu'il contient en facteur {x -^\aY+y^\ le facteur qui reste donne l'équation de la développée proprement dite, qui est
Exemple 6. — Trouver la développée de x^ -^ y^ ^=^ a^ . Pour un point quelconque de cette courbe, nous pouvons poser (voir n° 'm, Ex. 2)
x' ~ a cos^ Oy y "= et sin^ çp.
la tangente en ce point sera
coscp ' sincp '
et la normale
a?coscp — /sincp = acosacp, ou bien {x -f-j)( coscp — sincp )-|-(^ — j)( coscp -4- sincp )= 2a(cos2cp — sia-cp),
ou encore
sin(cp+|^ cos^cp-i--
dont l'enveloppe est, comme on Fa vu (n° 85, Ex. 2),
{x -^yy^-^{x —y)'^ — -la^ .
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100. Les recherches qui suivent conduisent aux expressions des coordonnées du centre de courbure et du rayon de courbure qu'on donne ordinairement dans les Traités de Calcul différentiel. Dans ce numéro et le suivant, nous employons les coordonnées cartésiennes rectangulaires. Si a et [3 sont les coordonnées d'un point quelconque de la tangente, x etj^ celles de son point de contact, l'équation de cette droite est
la quantité -—•> que nous appellerons/? pour abréger, se déduit de l'équation de la courbe. En effet, la tangente passe par le point {Xj y) et fait avec l'axe des x un angle dont la tangente trigonométrique est égale à /? (n° 38). La normale étant perpendiculaire à cette droite au point (^, jk), son équation est
Nous avons maintenant à trouver l'enveloppe de cette droite dont l'équativjn renferme les paramètres x etjK;ie dernier y est donné en fonction de x par le moyen de l'équation de la courbe. Différentions maintenant par rapport k x ^l posons
-^ = q^ nous voyons que le point de contact de la droite
avec son enveloppe se trouvera en combinant l'équation (i) avec sa dérivée
Résolvons ces équations par rapport à a — ^ et ^ — jk, nous
avons
et le rayon de courbure est donné par l'équation
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Les valeurs que Ton vient d'obtenir pour les coordonnées du point d'intersection de deux normales consécutives auraient pu se trouver en considérant ce même point comme le centre de courbure.
Prenons l'équation d'un cercle quelconque
En la différentiant deux fois, nous avons
Mais si le cercle est oscalateur à la courbe en un point, les
quantités ■—--> -~ ont en ce point la même valeur pour les
deux courbes. Nous pouvons donc, dans ces équations, remplacer les coefficients différentiels par les valeurs àe p et q déduites de l'équation de la courbe ; nous arriverons ainsi à des équations identiques aux équations (i) et (2), qu'on a déjà déduites d'autres considérations.
101. Dans la pratique, jk n'est pas donné explicitement en fonction de x^ mais ces deux quantités sont liées par une équation U=o-, il sera donc commode de remplacer les expressions contenant/? et q par d'autres qui renferment les coefficients différentiels de U. Posons, comme plus haut,
dx ' dy ' dx^ ' dy'^ ' dxdy
Les coefficients de x et y dans Téquation de la tangente étant respectivement égaux à L et M, l'équation de la normale est
Nous en déduisons, en différentiant,
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riais Féquation de la courbe nous donne L + M -^ == o el, en remplaçant -^- par sa valeur, nous avons
(2) (Le — M/0(a — ^)— (L/i — Ma)(P— 7) + L2 4-M2=:o. Résolvons maintenant les équations (i) et (2); il vient
par suite
aM' — 2hLM-[-ùL'' ^ ^' aM' — 2hLM-+-bL^'
Rr
a M' — 2ALM + bL^
102. Si l'on introduit ici l'unité linéaire z, on peut faire ;)rendre à cette expression une forme plus symétrique, de îiianière à donner à l'équation la forme trilinéaire. En effet^ en vertu du théorème des fonctions homogènes,
{n— i)h-=:aœ -h hy -\- gz, {a— i)M^r=.hx -\- by ^fz, (n— î)N — gœ-i-fy-^cz; on en déduit
{n — ï){bL — hU) = {ab — h'^) ce +■ {bg- —fk) z, {n — i)(aM— /i L)z=: ab — h^)y -f- {af-'gh)z.
Multiplions la première équation par L, la seconde par M et additionnons-les membre à membre; il vient
{n — i){bU—2 ALM 4- aM^)
= {ab-h^){œh-^yM)-^z[{bg-/h)h~i-{a/-gh)My,
mais, comme l'équation de la courbe donne
^L 4- jM 4- -S N = o, le second membre de l'égalité précédente devient égal à
-z[{/h - bg)\.-\-{gh — a/)M +(aè - /i-^)N].
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Reiitplaçons L, M, N par leurs valeurs données ci-dessus, nous aurons
(^_j)2(^L2 — 2/iLM-haM^-)
z= — z^{ abc -h 2/^/1 — ap — h g''- -— chP- )-=z-^\\ ^\
et l'expression qui fournit le rayon de courbure devient
R = zt
Pour tout point dont les coordonnées satisfont à l'équation H = o, le rayon de courbure devient infini et le centre de courbure est à une distance infinie. Cette particularité se produira quand trois points consécutifs de la courbe seroîil situés sur une li^ne droite; en effet, le cercle qu'ils déterminent devient alors une droite et son centre se trouve à une distance infinie. Au moyen de cette valeur du rayon de courbure, nous pourrions donc, indépendamment du n^ 74-, arriver à cette conclusion que les intersections de U et de H soiil des points d'inflexion. D'après l'équation précédente, pour que deux courbes soient osculatrices, il faut que, en outre de la condition de contact ordinaire, elles vérifient les deux relations L = 0 L', M z=: 9M' et par conséquent que l'on a^t
H _ enr
Le double signe qui figure dans la valeur du rayon de courbure est analogue à celui qu'on trouve dans la valeur de ia perpendiculaire à une droite (^Sections coniques, n^ 34), et si nous convenons de prendre le signe -f- quand le rayon de courbure (et par suite la concavité de la courbe) est dans une direction, nous devrons prendre le signe — pour la direction opposée. Comme toute fonction algébrique change de signe en passant par zéro, nous voyons qu'en un point d'inflexion le ^ayon de courbure change de signe et qu'en passant par
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un parei. point la concavité de la courbe se transforme en convexité, et réciproquement (voir /?^\ du n"45).Enun point
double^ le rayon de courbure prend la forme -? et sa valeur
doit se déterminer par les règles ordinaires usitées en pareil cas. Par le fait, chaque branche de la courbe a sa propre courbure en ce point. On trouvera que le rayon de courbure s'annule en un point cuspidal.
103. La longueur dhin arc quelconque de développée est égale à la différence des rayons de courbure à ses extrémités.
Menons trois normales consécutives à la courbe : soient C le point d'intersection de la première avec la seconde, G' le point d'intersection de la seconde avec la troisième; à la limite nous aurons CR= CS, G^S=:C^T; CG^,qui est la variation infinitésimale de l'arc de développée, est donc aussi celle du rayon de courbure.
Si donc on imagine un fil flexible enroulé sur la dévelop-
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pée et qu'on le déroule, chacun de ses points décrira une développante de la courbe GC^, c'est-à-dire une courbe dont GG' est la développée. G'est à ce point de vue que Huygens, l'inventeur des développées, les a tout d'abord considérées et c'est ce qui leur a fait donner ce nom de développées.
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104. Nous ajouterons ici une formule qui est quelquefois utile pour trouver le rayon de courbure d'une courbe représentée par une équation en coordonnées polaires. L'équation polaire p =/(ca)) peut se transformer en une autre de la forme p = /(/>); ici p est la perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente et sa longueur est donnée par les équations (n*^ 9o)
/)=:psinO, tangO — p-^-
Soient Pi la distance du pôle au centre de courbure et R le rayon de courbure ; nous avons alors
p^=zrp^-f-R2_2R/?.
Si nous passons au point consécutif de la courbe donnée, p, et R demeurent consta«ts et, en différentiant, nous obtenons
]{ = p — ^ : c'est Texpression demandée du rayon de courbure.
(^uand on a ainsi exprimé R en fonction de p et de/?, si l'on élimine p etp entre les équations
p^Ap). Pl = P'^R'-2j\p, p\ = f-p\
dont la dernière est toujours vraie, on obtient la relation qui subsiste entre les quantités p^ ei p\ relatives à la développée; mais il n'est pas toujours facile de passer de là à la relation entre les coordonnées polaires pj et w, de cette développée.
Comme exemple prenons la courbe p"* -- a^ cosmo) ; nous trouvons ici que la relation qui lie p et/? est /? =: p cosmca et par suite p'^^"^^ = a^p. Le rayon de courbure est alors
{/n -h i)/> (m-h i ) p" Les équations
PI = p2 _^ R2 — 2 R/?, /?? — p' •
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donnent bien les quantités p^,/>^ exprimées chacune en fonction de p, et par suite on a théoriquement l'équation de la développée sous la forme Ci = cp {P\)^ ^^^is l'élimination ne peut réellement s'effectuer.
Il est cependant facile de trouver l'équation de la réciproque de la développée par rapport à un cercle décrit autour du pôle comme centre. Prenons, pour plus de commodité, le rayon du cercle = a] soit pa le rayon vecteur de la courbe réciproque, et (O2 son inclinaison sur une droite perpendiculaire à celle à partir de laquelle w est mesuré : nous avons alors /?, = p sin/?iCL), et par suite
ces ni(M sin /?zcl)
De plus (d'après le n° 9o), 0J2 = {m + i) w; par conséquent la relation entre p2 et too, ou l'équation de la réciproque de la développée, est
p 2 ces — sm'^^
On verra facilement que le lieu de l'extrémité de la sowtang ente polaire (Sections coniques, n^ 192) d'une courb(j quelconque est la réciproque de la développée de la courbe réciproque. Ainsi ce lieu est une ligne droite pour les coniques focales, puisque la développée de la réciproque se réduit à un point.
105. Si l'on nous donne l'équation tangentielle d'une courbe u = o, nous pourrons obtenir directement les coordonnées tangentielles de la normale et l'équation tangentielle de la développée. En effet, si (a', [B', y') sont les coordonnées tangentielles d'une tangente,
du/ du' du'
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est l'équation du point de contact; et si ^ = 0 est l'équation tan g-entielle d'un couple de points IJ, alors
d^^ ^ cW ch'
est l'équation du pôle de la tangente donnée par rapport à IJ ; en d'autres termes, c'est l'équation du conjugué harmonique par rapport à ces points du point où la droite IJ est rencontrée par la tangente donnée. Si I, J sont les points circulaires à l'infini, la seconde équation représente le point à rinfîni sur la normale, et les deux équations, considérées ensemble, déterminent les coordonnées tangentielles de la normale. Si entre ces relations et l'équation de la courbe nous éliminons a/, P^, Y, nous aurons l'équation de la développée. i3ans le système de coordonnées tangentielles qui corres- [)ond aux coordonnées rectangulaires ordinaires, l'équation ([ui représente les points circulaires I, J est a- -{-^'^ ±= o (voir Sections coniques^ n° 383), et la seconde équation
dv' ^ dv' d^'
est la condition bien connue de perpendicularité arjj + 9,^' — o.
Exemple. — Former l'équation de la développée d'une conique à centre donnée par son équation tangentielle (voir Sections coniques, n° 169) a^a^ -+-62^ = i.
Ici les deux équations qui déterminent les coordonnées de la normale sont a^aa'^ 6"^ p^' = i etaa'+pp' = o; nous en déduisons
Remplaçons a' et P' par leurs valeurs dans a'^ci!^ -\- b^^''^ ^ i\ nous obtenons l'équation tangentielle de la développée qui est
S. — Courbes planes. 9
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106. Nous donnons ci-après quelques exemples du problème plus général qui renferme celui des développées. Il consiste (n° 96) à trouver l'enveloppe de la conjuguée harmonique de la tangente à une courbe par rapport aux droites qui joignent son point de contact à deux points fixes I, J. Cette droite peut être appelée la quasi-normale et son enveloppe la quasi-développée.
Exemple 1. — Supposons que la courbe soit une conique.
Prenons la droite IJ pour base du triangle de référence et supposons que le sommet soit le pôle de cette ligne par rapport à la conique; l'équation de cette courbe sera alors de la forme
et celle d'une tangente quelconque sera
^'^{ax -^ y) — i^z -^{x -T- bj)= o.
L'équation d'une droite qui, jointe à cette dernière et aux droites x et jK, détermine sur z une division harmonique, sera de la forme
^'^(ax—y)-h(x~bf)= Mz.
Nous déterminerons M en considérant que la droite en question doit passer par le point de contact pour lequel nous avons
^{ax-hy) = Zj ^z = X -^ by; par suite,
_ z(b ~^^) _^(ae2 — i)
^~~ \i{ab- i")'- ^ ~ ()(ab — i)' ■et nous trouvons
'''- (ab--i)O Si nous posons alors
ax—y = Y, x-—by = X, Sz—(ab — i)Z, î'équation de la quasi-normale devient
aO'^Z-f- 403Y-4-40X — ^^Z = 0,
et Ferveloppe est une courbe de la quatrième classe dont l'équation est
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el4e représente une courbe du sixième degré ayant les points XZ, YZ pourpoints de rebroussement, Z étant leur tangente commune; elle a en outre quatre autres points de rebroussement aux intersections deaèZ2+4XY et de aX2— ^>Y2.
Exemple 2. — Supposons que la conique passe par un des points I, J, ce que nous pouvons exprimer en disant qu'elle est semicirculaire*
Nous aurons alors 6 — o ; ^7^ est sur la courbe et x est la tangente. L'équation de la quasi-normale devient alors
ae3Z4-4e2Y-f-4X = o;
l'enveloppe est de la troisième classe seulement; son équation est
64Y3-i-27a2XZ2:=.o;
c'est une cubique qui a YZ pour point de rebroussement et XY pour point d'inflexion.
Si la courbe passe à la fois par I et J, en faisant a et 6 égaux chacun à zéro, nous voyons que l'équation de la quasi-normale se réduit à Ô^X-h Y = o; la droite passe donc par un point fixe, qui est l'intersection de X, Y, les deux tangentes en I, J.
Exemple 3. — Admettons que la conique soit tangente à la droite IJ.
Les droites de référence les plus commodes sont cette droite et les deux autres tangentes qui passent parlet J, et l'équation de cette conique est
^2 _j_j^2 _4_ ^2 — lyz- — 1ZX — ixy — o ou
z{ix + 2J -— z) =^{x —7)2.
L'équation de la tangente est alors
IX -\- iy — z 2Ô(a7 — J')-f- 62^ = o
et nous avons pour le point de contact
37—7 = 6^, ix-^iy — ^ r= Ô2^. L'équation de la quasi-normale est alors
03^ — 0(2^7 -i-27 -h^)H- 2(iP — r) = O.
Hosted by
l32 CHAPITRE m.
L'enveloppe est aussi de la troisième classe; c'est la cubique cuspidale dont l'équation est
Exemple 4. — Les exemples qui précèdent auraient aussi pu se traiter en supposant la conique donnée par son équation générale. La tangente en un point quelconque ol^^ étant
(aa-H h^ -h ^y)^ -H (A a -h b^ -H/T)7-H(^a -f-/P -i-cy)^ = o,
l'équation de la quasi-normale est
7[(aa^-Aj^-l-^Y)^— (Aa-f-Z>p-i-/Y)7]=:(aa2— ^>p2^_^aY— /Py)^-
Nous sommes ainsi conduits à former l'enveloppe de la droite
azf - bz^^-^{fy ~ gxYC^ '^{hy — fz — hx)^^( -\-{hy ^ gz — ax)^(a(, = O5
dans laquelle a, p, y sont des paramètres qui vérifient aussi la condition
aa^-\-b^^-hc^(^-h 2/Py + ig^oL-^'ihy.^ — o.
Nous obtiendrons l'équation de l'enveloppe (n"* 96) en suivant la marche indiquée {Sections coniques, n*" 372) pour former la condition de contact de deux coniques. Nous aurons donc à déterminer les invariants de ce système de fonctions quadratiques, et le discriminant de la première est 2^ S, où S est égal à
-^ 'ib{gh — af)yz — :La{hf — bg)xz.
Nous aurons
0 =z — {ab — h'^){ax^-~'>Jixy-^by'^) -f-(3 a/2 -I- 3 bg^ — 4 abc — ifgh)z'^ -h{^bgh — labf— ifh^)yz-h{iabf — 'labg — igh^)xz.
0' s'annule et l'enveloppe est, par suite^ 2y^z^S^ = Q^ ; elle est du sixième degré, comme ci-dessus, avec six points de rebroussement, dont deux sont situés sur ^. Supposons d'abord que z soit une tangente à la conique; alors ab — A^ — q^ g qi 0 prennent la forme L^, M^, L et M étant des fonctions linéaires; l'enveloppe devient ^L^ = M^ : c'est une cubique cuspidale ayant z comme tangente stationnaire. En second lieu, admettons que la conique passe pari ou 7-^ : alors a = b, S devient b(hy'-h gz)^ et 0 prend la forme {'hy -\-~^gz)M.
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L'équation devient divisible par { hy -]- ^^y et l'enveloppe a une équation de la forme z^{hy -{- gz) — M^. On remarquera que hy -h ^-5 est la tangente à la conique au point I et que c'est une tangente d'inflexion de l'enveloppe.
En général, comme Fa fait remarquer M. Cayley
si L^ -]- My -{- N^ est la tangente en un point x'y'z' ^ et si a^y, cf!^'^' sont les coordonnées de I, J, l'équation de la quasinormale est
(La^+Mp^+Ny')
(La-hMp H-Ny)
En effet, les deux déterminants, que nous appellerons pour le moment A, A', représentent individuellement les droites qui joignent ;r y >5^à I et J, et, comme la tangente passe par leur intersection, nous devons avoir une identité de la forme hx 4- M/ H- N^ r= AA — BA'. En remplaçant dans celte identité xyz successivement par a^PY, a(3y, nous trouverons pour A etB des quantités proportionnelles à La^ + M(3^+ Ny^ et La-]- M^ -h Ny; par conséquent, l'équation de la conjuguée harmonique de la tangente par rapport à A, A^ est de la forme écrite ci-dessus.
108. Examinons plus particulièrement le cas où Tun des points a, p, y est sur la courbe et, pour simplifier, supposons que ses coordonnées soient (i, o, o). Cela revient à dire que nous supposons que ce point est yz et que nous prenons la droite z pour tangente en ce point; nous allons démontrer que l'équation de l'enveloppe contient z comme i acteur. Nous pouvons é^s^alement, sans porter atteinte à la
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généralité de nos raisonnements, supposer que le second point soit xy ou que ses coordonnées soient o, o, i. Faisons p = o, Y = o, a^=: o, [5'= o dans l'écjuation précédente; elle devient
Supposons maintenant que x\ y' ^ z' soient exprimés en fonction d'un paramètre t etque le point (a, [3, y) corresponde à la valeur î = o ; nous devrons avoir t comme facteur dans l'expression de y' et V^ dans celle de z^ pour que l'équation de la tangente puisse se réduire à ^ = o. En général, comme la tangente est la droite qui joint le point (x' , y' , z') au point consécutif (^^ + dx' , y' + dy' , z' + dz')^ son équation est
x{y' dz' — z' dy')-^ y{z' dx' — x' dz')-\- z{x' dy — y' dx')—o.
L, M, N sont les coefficients de x, y, z dans cette équation et t est facteur dans M et t^ dans L. Si donc on ordonne l'équation de la quasi-normale suivant les puissances croissantes de ^, on trouvera cpi'il n'y a pas de terme indépendant de t et que z est facteur à la fois dans les coefficients de / et t^ . Mais le discrim inant d'une fonction A + B <Ç -j- C T^ + . . . est de la forme A + B^tj; {Algèbre supérieure^ n"" 107) et, par conséquent, un facteur qiii figure en même temps dans A et B sera aussi facteur dans le discriminant. Si donc nous faisons B =r o dans ce dernier, l'expression restante sera de la forme A( A + C'^tj;) ; nous voyons ainsi que l'enveloppe aura z pour tangente d'inflexion [voir n^ 99, Ex. 4).
109. On a fait remarquer [Sections coniques^ n° 385) que la relation de perpendicularité peut être généralisée en remplaçant les points I, J par une conique ii^e et en regardant deux droites comme perpendiculaires quand chacune passe par le pôle de l'autre relativement à la conique. Dans cette nouvelle acception, l'élément qui correspond à la normale
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est la droite qui joint un point quelconque de la courbe au pôle de sa tangente par rapport à la conique fixe; ou, en d'autres termes-, la droite qui unit le point en question au point correspondant de la polaire réciproque par rapport à la conique fixe.
Ainsi la courbe et sa réciproque ont les mêmes normales. Par exemple, si nous prenons pour la conique fixe x'^ +JK^ + ^^ , les coordonnées du pôle d'une tangente quelconque à la courbe sont L, M, N et l'équation de la droite qui correspond à la normale est
^(M^' — Ny)-hj(N^' — L^')-}-5 (L/— M^^)~o;
si la courbe était une conique, cette équation serait du second degré en x\ y ^ z' et l'enveloppe se déterminerait comme dans V Exemple 4 (n^ 106).
110. Les remarques qui suivent constituent un préliminaire utile à la recherche des caractéristiques de la développée d'une courbe. Lanormaleen un point situé à V infini sUr une courbe coïncide avec la droite de V infini elle-même , Nous avons déjà fait remarquer (n^ 103) que nous pouvons généraliser la conception d'une normale en substituant aux deux points circulaires de l'infini deux points I, J à distance finie, que si la tangente en un point quelconque P rencontre IJ en M, et si M^ est le conjugué harmonique de M par rapport à I, J, la droite PM^ peut être regardée comme la normale. De cette construction il résulte immédiatement que, si le point P est situé sur la droite IJ, VW coïncidera avec cette droite. Le cas où le point P coïncide avec I ou J fait ronrefois exception; les pointsM et M^se correspondent alors et la normale coïncide avec la tangente (voir Sections coniques^ n^ 382, note). Donc, si la courbe passe par Vun des points circulaires ci Vinfini^ la normale en ce point coïncidera avec la tangente.
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111. Nous allons maintenant déterminer la classe de la développée d'une courbe donnée, ou, en d'autres termes, le nombre de normales (tangentes à la développée) qu'on peut mener d'un point quelconque à cette courbe. D'après la loi de continuité, le nombre de normales sera le même quel que soit le point par lequel elles passent. Il suffît donc d'étudier le cas où le point est à l'infini. Mais le nombre de normales, distinctes de la droite de l'infini elle-même, qu'on peut mener parallèlement à une droite donnée, est égal au nombre des tangentes qu'on peut mener parallèlement à la droite donnée, c'est-à-dire à la classe de la courbe. Et nous avons vu dans le numéro précédent que les m normales qui correspondent aux m points de la courbe situés à l'infini coïncident avec la droite de l'infini et, par suite, passent aussi parle point en question. Donc le nombre de normales qu^ on peut mener à la courbe par un point quelconque est égal à la somme de V ordre et de la classe de la courbe, ou, ce qui est la même chose, à la sommée des ordres de la courbe et de sa réciproque. Si la droite à l'infini est une tangente à la courbe, le nombre des tangentes à distance finie qu'on peut mener par un point à l'infini est évidemment d'une unité moindre que dans le cas général, et par suite le nombre des normales est aussi moindre d'une unité. Ainsi, on peut en général d'un point donné mener quatre normales à une conique ; on ne peut en mener que trois à une parabole.
De même, si la courbe passe par un des points circulaires, nous avons vu (n° 110) que la normale en ce point ne coïncide pas avec la droite de l'infini ; par conséquent, chaque fi^is que la courbe passe par un point circulaire, le nombre des normales est d'une unité moindre que dans le cas général. Par exemple, dans le cas du cercle qui passe par les deux points I, J, le nombre des normales menées par un point est diminué de deux, et il est effectivement de deux au lieu d'être de quatre. De même, si m et /? sont le degré et la
Hosted by
classe d'une courbe qui passe/ fois par un point circulaire et est g fois tangente à la droite de l'infini, la classe de la développée sera
Nous aurions pu obtenir également ces résultats en remarquant que si, dans l'équation delà normale M (a — ^) = L(P — y\ nous supposons a, [3 donnés et x^ y variables, nous aurons l'équation d'une courbe du iit^^^ degré, dont l'intersection avec la courbe donnée détermine les points dont les normales passent par a, p. Si la courbe n'a pas de points multiples, le nombre des intersections sera évidemment rri^ ou m -|- 72, et il n'est pas difficile de montrer que, dans le cas général où il y a S points doubles et x points de rebroussement, l'ordre est m^ — 2 S — 3x, c'est-à-dire m + n,
112. Nous allons examiner quel sera le degré de la développée, et ici encore il suffira de chercher le nombre de points suivant lesquels la droite à l'infini coupe cette courbe. Si deux normales consécutives de la courbe primitive sont parallèles, les tangentes correspondantes coïncideront; donc les points à l'infini sur la développée proviendront en général des points d'inflexion de la courbe donnée. A ces points il faudra ajouter ceux qui proviennent de points à l'infini sur la courbe donnée, points qui (n° 111) donneront aussi naissance à des points à l'infini sur la développée. Nous disons de plus que ces derniers seront des points de rebroussement de la développée et qu'ils auront pour tangente la droite à l'infini. Soient M un point quelconque de la droite IJ et M^ son conjugué harmonique; nous avons vu que la droite qui correspond à la normale en M est la droite IJ; mais si les points consécutifs de la courbe qui précèdent et suivent M sont L et N, leurs normales seront LM\ NM^ Donc M' est un point par lequel passent trois tangentes consécutives de la
Hosted by
l38 CHA PITRE III.
développée : c'est donc un point de rebroussement ayant IJ pour tangente. Mais, comme la tangente en un point de rebroussement rencontre la courbe en trois points consécutifs^ les m points à l'infini de la courbe donnée font naître le même nombre de rebroussements sur la développée et donnent 3 m intersections de cette courbe par la droite de l'infini. Si à ces derniers nous ajoutons ceux que nous avons déjà obtenus, nous trouverons que le degré de la développée est égal à z; -+- 3 m, c'est-à-dire au nombre que nous avons appelé a (n° 83).
Si la courbe passe par l'un ou l'autre des points I, J, nous avons vu que ces derniers ne donnent pas de points à l'infini sur la développée, et par conséquent le degré se trouvera diminué de trois unités. Si la droite IJ est tangente à la courbe, les normales aux deux points consécutifs où elle rencontre la courbe coïncideront avec IJ; nous aurons ainsi deux tangentes successives de l'enveloppe qui coïncident, c'est-à-dire un point d'inflexion sur l'enveloppe et dont IJ est la tangente. Comme cette singularité remplace deux des rebroussements que nous obtenons quand IJ rencontre la courbe suivant des points distincts les uns des autres, le degré de la développée diminue de trois unités, et si nous employons les lettres /et g en leur donnant le même sens que dans le dernier numéro, nous avons pour le degré de la développée
Les valeurs qu'on vient de donner montrent que le degré et la classe de la développée d'une courbe sont les mêmes que ceux de sa réciproque, comme le n° 109 pouvait nous le faire prévoir.
(') Quelques exemples particuliers montrent qu'on doit modifier ces formules quand I ou J est un point multiple o\\. deux ou plusieurs tangentes coïncident. Ainsi, si l'un d'eux est un rebroussement, la diminution du degré est 4 et non 6.
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H3. Il n'y aura pas, en général, de points d'inflexion sur la développée, car, s'il existait un point de ce genre, les deux tangentes consécutives à la développée (normales à la courbe) coïncideraient; or il est évident, à l'inspection de la figure, que deux normales consécutives ne peuvent coïncider que si les tangentes correspondantes coïncident avec leurs normales et coïncident entre elles; ceci ne pourrait arriver que dans le cas exceptionnel où la courbe primitive aurait une tangente d'infliexion passant par I ou J.
Si cependant la courbe est tangente à IJ, nous avons vu (n** H2) qu'il y a un point d'inflexion à l'infini et, si la courbe passe par I ou J (n^ 108), que la développée a une tangente d'inflexion qui passe par le même point. Nous avons de cette manière un nombre suffisant de conditions pour déterminer toutes les caractéristiques de la développée, à savoir :
772'= a- 3 (/H- ^), n'^jn-^n—{f-hg), ^' = {f-\-8')' Nous en déduisons, par les formules de Pliïcker,
x' = 3a-3(mH-/i)-5(/+^-), a'=:=3a-8(/4-^),
et nous pouvons de la même manière écrire le nombre des points doubles de la développée et de ses tangentes doubles ; ces tangentes doubles sont, cela est bien évident, des normales doubles de la courbe primitive.
Le genre (n" 44) de la développée est le même que celui de la courbe primitive, comme on peut le vérifier en se servant de l'expression de ce genre : ^ [a — 2(/?z + /i)]-{-i. (En général, le genre de deux courbes est le même si l'on fait dériver l'une de l'autre de telle manière qu'à un point de l'une d'elles corresponde un seul point sur l'autre.)
H4. On peut aussi chercher directement combien la développée possède de points de rebroussement. Nous obtiendrons un point de rebroussement sur la développée, quand trois de
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ses tangentes consécutives (c'est-à-dire, des normales à la courbe) se couperont en un même point; ou, en d'autres termes, quand quatre points consécutifs de la courbe primitive seront situés sur un même cercle. S'il en est ainsi_, le rayon de courbure restera constant quand nous passerons au point infiniment voisin. Si donc nous difFérentions l'expression donnée (n"" 102), nous aurons
(L2+ M^) (" ^ 6/^+ ^ 6//^ =: 3H[(aL+/zMy/^ +( A^
Eliminons dxeidy au moyen de FéquatlonL 6/x + M dy = o, nous obtiendrons
(L2 + M2)('m^ -L^^ =:3H[(a-Z?)LM -f- A(]VP- L^)].
H est de l'ordre Z{m-— 2), L et M sont chacun de l'ordre m — I et a, b, h de l'ordre m — 2 ; cette équation représente donc une courbe de l'ordre 6 m — 10, dont les points d'intersection avec la courbe donnée sont les points où le cercle oscillateur a avec cette courbe un contact du troisième ordre (*).
Si la courbe n'a pas de points multiples, ces 7n{6m — 10) points, joints aux m points à l'infini, donnent naissance à (6m — 9) points de rebroussement sur la développée; ce nombre est d'accord avec les formules précédentes.
Nous pourrions de la même manière rechercher les caractéristiques de la développée, en considérant cette courbe dans le sens plus général que l'on a indiqué dans le n° 109, et nous trouverions que les formules que nous avons déjà obtenues
(') Dans la suite de cet Ouvrage, nous étudierons d'une manière plus complète la question des coniques qui ont avec la courbe un contact d'ordre supérieur au second, et nous donnerons une formule pour calculer l'aberration de courbure ou la quantité dont la courbe s'écarte de la forme circulaire.
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sont encore applicables;/ sera alors le nombre des contacts de la courbe avec la conique fixe ; il n'y aura pas de singularité correspondant à g\
Ho. Comme exemple de développées, nous dirons quelques mots des caustiques, dont la recherche appartient entièrement à la théorie des courbes, quoiqu'elle ait été suggérée aux mathématiciens par la science de l'Optique. Ce sujet a quelque intérêt, au point de vue historique, car les caustiques figurent avec le problème des enveloppes parmi les premières questions qu'on ait étudiées ( ^ ).
Quand la lumière tombe d'un point quelconque sur uue courbe, le rayon réfléchi s'obtient en menant une droite qui fasse avec la normale un angle égal à celui que fait le rayon incident avec cette même droite : l'enveloppe de tous ces rayons réfléchis est la caustique par réflexion.
Il est facile de former l'équation générale du rayon réfléchi. Soient T = o, N = o les équations de la tangente et de la normale au point d'incidence; l'équation du rayon incident
est
T'N — TiTz=o,
P, N^ étant les résultats de la substitution des coordonnées du point lumineux dans T et N; le rayon réfléchi, qui constitue un faisceau harmonique avec ces trois droites, aura alors pour équation
T' N + TN^ = o,
et l'on pourra former l'équation de son enveloppe au moyen des règles précédentes^
(') Les caustiques ont été mentionnées pour la première fois par Tscliirnhausen [Acta erudltorum^ 1682).
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Exemple. — Trouver la caustique par réflexion d'un cercle.
Soient a, p les coordonnées du centre lumineux, les équations de la tangente et de la normale sont respectivement
a? cosG H- j^ sin6 — r =^ o et a? sinO — jk cos6 = o.
Le rayon réfléchi est, d'après ce qui précède,
(acosG -f- [3 sin6 — r)(a7sin6 — y cosô) -+-(a?cos6 -^y sin 6 — 7')(asin0 — j^cosO) = o ou bien
(a)^-+-pa?)cos26 + (P7 — a^)sin294-A'(^^-a)sin6 — r(/-l-p)cos6 = o, dont l'enveloppe est {Ex. 3, n*' 8o)
U (a2 -V p-2)(^2 _^^2) _ ;.2 [(^+ a;2+ (;kH- P)2] ?
H6. Au lieu de chercher directement Fenveloppe du rayon réfléchi, M. Quetelet a donné une méthode, plus commode dans la pratique, pour ramener le problème à celui des développées, car la caustique serait suffisamment déterminée si nous connaissions la courbe dont elle est la développée :
Si nous prenons successivement chaque point de la courbe réfléchissante pour centre et sa distance au point lumineux pour rayon, et si nous décrivons une série de cercles, V enveloppe de tous ces cercles sera une courbe dont la développée sera la caustique cherchée.
L'énoncé suivant (dû à M. Dandelin) est l'expression du même théorème sous une forme plus commode ;
Si du point lumineux O nous abaissons une perpendiculaij^eOV sur la tangente et si nous la prolongeons de manière que PR=:OP, la caustique sera la développée du lieu de R.
En effet, RT est évidemment la direction du rayon réfléchi, et, si nous menons le rayon consécutif, comme OT, TV, OP, T'V font des angles égaux avec TT', nous aurons OT + TV==Or + T'V {Sections coniques, n« 392); par conséquent, VR = VR^ et par suite VR est une normale au lieu du point R,
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Le lieu de P, pied de la perpendiculaire abaissée sur la tangente, s'appelle la podaire de la courbe donnée. Le lieu du point R est évidemment une courbe semblable à la podaire
Fig. 24.
et son équation peut toujours s'écrire immédiatement quand on connaît l'équation de la réciproque de la courbe donnée
prise par rapport à O; il suffit de remplacer p par - dans Féqua-
P lion de la réciproque exprimée en coordonnées polaires. Ainsi la caustique par réflexion d'un cercle est la développée du limaçon [Ex, 5, n^'SS); son équation (le point lumineux étant le pôle), trouvée par la règle qu'on vient de donner, est de la forme
p =/?(i -i- e costo).
117. Si la lumière tombe d'un point quelconque sur une courbe, le rayon réfracté s'obtient en menant une droite qui fasse avec la normale un angle dont le sinus soit dans un rapport constant avec le sinus de l'angle que le rayon incident fait avec cette même normale; l'enveloppe de tous ces rayons est la caustique par réfraction,
M. Quetelet a ramené de la même manière la recherche de ces caustiques à celle des développées, au moyen du théorème suivant, dont on reconnaît facilement l'exactitude :
Si de chaque point de la courbe réfractante pris comme centre, avec une longueur qui soit dans un rapport constant
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a<^ec la distance de ce point au point lumineux comme rayon, nous décrivons une série de cercles, V enveloppe de ces cercles sera une courbe dont la développée donnera la caustique par réfraction.
En effet, la méthode infinitésimale montre que, par suite de la loi de réfraction, les accroissements infiniment petits des rayons incident et réfracté sont liés par la relation jYido -\- d^' =■ o . Il en résulte que si, sur le rayon réfracté prolongé, on prend TR=:7n.0T, T^R^=m.OT', on aura VR = VR^ et, par conséquent, le rayon réfracté sera normal au lieu du point R.
Nous donnons ici quelques considérations géométriques qui se rapportent à deux cas intéressants de caustiques par réfraction.
i" Trouver la caustique par réfraction d'une ligne droite.
Abaissons une perpendiculaire sur la droite {fig. 25), prolongeons-la de manière que AP = PB et décrivons un cercle qui passe par A, B et le point d'incidence R; soit LR le rayon réfracté; cette droite est évidemment la bissectrice de l'angle ALB
et nous avons AL -h LB : AB : : AL : AO : : sin AOL : sin ALO. Mais AOL est l'angle que le rayon réfracté fait avec la normale à la surface et ALO = BLO — BAR est l'angle de rayon incident fait avec cette même droite ; le rapport de AL -f- LB
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à AB est donc donné; par conséquent, le lieu de L est une ellipse, dont A et B sont les foyers, à laquelle LRest normale et dont, par suite, la caustique est la développée.
2° Trouver la caustique par réfraction d'un cercle.
Décrivons un cercle passant par A (yïg'. 26), le poi n tlumineux, par R, et le point d'incidence, et de manière qu'il soit tangent
à OR ; le point B est alors donné puisque OA X OB = OR . Le rapportRA: RBest, par les triangles semblables, égal aurapport donné OA: OR. Le rapport RA:RMestégalàsinRBA:sinRBM. Mais RBA est égal à PP\.A, l'angle que le rayon incident fait avec la normale à la courbe, et RBM est égal à PRM, l'angle que le rayon réfracté fait avec la même normale; donc le rapport RA : RM est aussi donné. Mais
AM X RB + MB X AR = RM X AB ;
si nous représentons par p et p' les distances de M à A et B, ces distances seront liées par la relation
RB
RM ^
RA RM
p'-zrAB.
Or une cartésienne est définie comme le lieu d'un point dont
les distances à deux foyers donnés sont liées par la relation
7?2p -}- /ip^ == c ; et l'on démontre, exactement de la même ma-
S. — Courbes planes, 10
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nière que dans les Sections coniques (n^ 392), que la normale à une pareille courbe divise Tangie que font les deux rayons focaux en deux parties dont les sinus sont dans le rapport de m\n. Donc le lieu de M est une cartésienne dont A et B sont les foyers; il est évident aussi que MR est normale à ce lieu et que par conséquent la caustique est la développée de cette courbe ( • ).
L'ellipse dans (i) et la cartésienne dans (2) sont des courbes qui coupent à angle droit les rayons réfractés : la courbe qui coupe normalement les rayons réfractés ou réfléchis s'appelle la caustique secondaire.
COURBES PARALLÈLES ET POD AIRES NÉGATIVES
118. Il nous reste à dire quelques mots d'une ou deux autres classes d'enveloppes. Nous avons déjà parlé du problème qui consiste à trouver la courbe parallèle à une courbo donnée. Cette question peut se traiter en cherchant l'enveloppe d'une tangente parallèle à chacune des tangenles de la courbe donnée, et située à une distance donnée de chacune d'elles, c'est-à-dire l'enveloppe de la droite
On peut encore, comme nous l'avons déjà vu, regarder ce problème comme se ramenant à celui-ci : Trouver V enveloppe d^un cercle de rayon donné
dont le centre {cf..^ ^) satisfait à récjuation de la courbe ; on encore, ce qui revient au même : Trouver la condition pour que ce cercle soit tangent à la courbe donnée. Le résultat sera évidemment une fonction de A*^. Dans quelques cas ex-
(') Cette démonstration m'a été communiquée par le D*" Atkins,
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ceptionnels que nous allons faire connaître ici, le résultat peu l se décomposer en facteurs ; par exemple, la courbe parallèle à un cercle et à une distance k de ce cercle se compose d'un couple de cercles dont les rayons sont a± k. Mais ordinairement une décomposition de ce genre n'est pas possible, et les deux tangentes situées à la distance ± k d'une tangente quelconque de la courbe donnée seront toujours tangentes à la même courbe parallèle. Par conséquent, le nombre de tangentes qu'on peut mener à cette dernière parallèlement à une direction donnée est double du nombre des tangentes qu'on peut mener de la même manière à la courbe donnée, en d'autres termes n' =^ ^n. De même, à chaque tangente inflexionnelle de la courbe donnée correspondent deux tangentes de même espèce sur la courbe parallèle, c'est-à-dire que !.^= 11, Pour trouver l'ordre de la courbe parallèle, il suffit de faire A' = o dans son équation, ce qui n'affectera pas les termes du degré le plus élevé dans l'équation; mais on a démontré pour les coniques (Sections coniques, n° 372, ^a^. 2), et ceci est vrai en général, que le résultat obtenu en faisant /{• = o dans l'équation de la courbe parallèle se compose delà courbe originale comptée deux fois et des deux systèmes de 71 tangentes menées à la courbe par les points I, J.
L^ordre cherché est donc i[m -\- n). Il n'y aura aucune difficulté à trouver les modifications que subissent ces nombres quand la courbe originale est tangente à la droite de l'infini ou passe par les points I, J. Nous arrivons de cette manière aux formules de M. Gayley :
m' -=-2 {m + n) — ■%{/-+■ g), n^ ^=.in^ t' — 2 t =: — 67^^ -|- 2 a, >^'=2a — 6(/-}-<^), f-=:.i{n—g), g'^'ig
La courbe parallèle et la courbe originale ont les mêmes normales et la même développée ; mais toute normale à la courbe parallèle est généralement normale en même temps en deux endroits qui correspondent aux valeurs ±: k.
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Exemple 1. — Trouver la courhe parallèle àVellipse ou à la parabole, (Voir Sections coniques^ n° 372.)
Exemple 2. — Trouver la courbe parallèle à x^ +jk^ = a'^ . L'équation d'une tangente quelconque est {voir\i° 99) ^ eos cp -H j^ sin cp = a sin cp cos cp. Donc la droite parallèle située à une distance k est X coscD -Hj^sincp =:. k -\- a sincp coscp
et son enveloppe est {voir n° 85^ Ex. 3)
C'est là un des cas où les courbes parallèles qui correspondent aux valeurs ± k sont des courbes distinctes et non des branches différentes d'une même courbe.
La courbe dont on vient de former l'équation est l'enveloppe d'une droite sur laquelle deux droites fixes déterminent un segment de grandeur constante. Si ces droites sont rectangulaires et si on les prend pour axes, on voit immédiatement que l'équation d'une droite de longueur a et qui fait un angle cp avec l'axe des x sera
X sin o -h y cos cp = a sin cp cos cp,
dont l'enveloppe est ^^+jK^=a^.
Considérons pour un instant un diamètre d'un cercle et une corde qui lui soit parallèle; il est évident que, si une droite de longueur a sous-tend un angle droit en un point quelconque, une droite parallèle située à la distance \a coscp sera coupée suivant un segment a sincp par un couple de droites comprenant un angle cp et également inclinées sur les droites rectangulaires. Il est donc évident que l'enveloppe d'une droite sur laquelle deux axes obliques interceptent un
segment de longueur égale à a sincp est une courbe parallèle ( qui
correspond à la valeur /c=-acoscpj à l'enveloppe ^"^ -i-r^ = a-^
étudiée dans le cas des droites rectangulaires.
H 8. Si OLX -{- pjK + Y est une tangente à une conrbe (dont Féquation est exprimée en coordonnées rectangulaires ordi-
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Tiaires), il est évident que clx -\-^y -\- ^ -\- k \J cf.- -\- ^' est une tangente à la courbe parallèle; il résulte immédiatement de là que, si nous avons Féquation tangentielle d'une courbe donnée^ nous obtiendrons celle de la courbe parallèle en y remplaçant y par y + A-p, oii p = y/a^+ p^. L'équation tangentielle de la courbe parallèle à une courbe dont l'équation tangentielle est V = o sera donc
^ ch( 1.2 a Y
Nous débarrasserons l'équation des radicaux en faisant passer dans un même membre toutes les puissances impaires de p et élevant au carré. Nous obtiendrons ainsi une équation dont l'ordre sera double de celui de l'équation tangentielle primitive : ce résultat s'accorde avec ce qu'on a démontré dans le numéro précédent.
Exemple 1. — Trouver V équation tangentielle de la courbeparal-
L'équation tangentielle de l'ellipse est {Sections coniques^ n* 163, Ex. 1 ),
par suite, celle de la courbe parallèle sera
ou bien
Exemple 2. — Former V équation tangentielle de la courbe parallèle à la parabole y'^ =: pcc.
L'équation tangentielle correspondante est /?|32 = 4aY.
Celle de la courbe parallèle sera donc
(p [32 _ 4 ay )2 = 4 /:2 a2 ( «2 + p ).
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Exemple 3. — Trouver V équation tangentielle de la courbe parallèle à un cercle.
L'équation tangentielle du cercle dont le centre est au point [a, b) et dont le rayon est égal à c est {Sections coniques, n° 86)
celle de la courbe parallèle sera donc
(aa-f- ^>p-f- Y-i- /cp)2= c2p^ Elle se décompose en facteurs et donne
aa -f- è P -f- Y + A:p = ± c p, ou, en faisant disparaître les radicaux,
Cette équation représente un couple de cercles concentriques dont les rayons sont respectivement c d= ^, comme cela est évident géométriquement.
H9. En procédant de la même manière que dans le dernier exemple, nous démontrerons que, si l'équation tangentielle d'une courbe est de la forme i/-(a- + P^)= ^^? l'équation de la courbe parallèle se décomposera en deux facteurs de même forme que la courbe primitive ; les courbes parallèles correspondant aux valeurs ± k seront des courbes distinctes et non des branches différentes d'une même courbe. En effet, supposons que, en remplaçant y par y + A'p, u devienne
et qu'il en soit de même pour v] u^p^z=z ç- deviendra alors
Cette équation se décompose en facteurs qu'on peut rendre séparément rationnels et qui donneront le résultat
[w4- a"k''f-^,..±.{v'k-^v"'k^p^^..,)Yf
^[^>+ v" k^f ^ . . .±i{u' kf -^ u" k^ p'* -^ , , .)'\\
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A^insi l'équation donnée pour la courbe parallèle à une conique présente la forme considérée dans ce numéro, et il est facile de vérifier que la courbe parallèle à cette parallèle menée à la distance k' se compose des deux parallèles à la conique aux distances k -^ k' , comme cela doit évidemment
être. Reprenons la courbe déjà considérée, ^'^ +jK^ = <^<^^? dont l'équation tangentielle est (a^ -+- P^)^'^ = a^a- p^ ; cette dernière ayant justement la forme que nous considérons, nous trouvons que la courbe parallèle se décompose en facteurs. L'équation tangentielle de cette courbe parallèle est en effet
Si nous prenons pour u et ^ respectivement les fonctions les plus générales du premier et du second degré en a, p, y, a-p2 r=; (;2 représentera une courbe de la quatrième classe qui a deux tangentes doubles, et qui par suite est du huitième ordre. Mais nous pouvons choisir ces fonctions de telle sorte que les tangentes doubles deviennent des tangentes stationnaires, et que la courbe puisse avoir une autre tangente double ou stationnaire ; nous pouvons de cette manière formel l'équation d'une courbe du troisième ou du quatrième ordre dont les parallèles se résolvent en facteurs. C'est à ce genre qu'appartient la réciproque d'une cartésienne, comme on le montrera plus tard.
120. Si nous avions employé des équations en coordonnées trilinéaires au lieu de nous servir de coordonnées rectangulaires, nous aurions trouvé [Sections coniques , n^ 61) que l'équation d'une parallèle à clx -\- ^y -{-^z, et à distance constante de cette droite, est de la forme
a^ H- Py + Y^ -}- /?i(.r sin A -H/sinB -h z sinG)y/S :— o,
S étant la c[uantité
a^ -f- P'^ 4- Y^ ■ — 2 Py cos x\ — 2 yj^ cos B — 2 ajii ces G,
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et nous en concluons que si dans l'équation tangentielle d'une courbe nous remplaçons ol, p, y respectivement par
a H- ^7z sin A \/S, p -h 7?2 sinB yS, -^ -^ m ûnd y^ ,
nous aurons Téquation tangentielle d'une courbe parallèle. Nous avons vu que [Sections coniques, n" 382) S = o est l'équation tangentielle des pointsi, J; etil vient immédiatement à la pensée que, si S = o est l'équation tangentielle de deux points quelconques, elax -^ hy -\- cz = o celle de la ligne qu i les joint, en considérant les points circulaires à l'infini comme remplacés par les deux points en question, l'enveloppe de a^ + ^y + Y^ et celle de a^ + j3jK + Y-^ + (<^^ + ^f H- cz) ^/S sont des courbes quasi-parallèles.
121. Nous avons appelé (n^ IIQ) podaire d'une courbe donnée le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée d'un pôle ou centre donné sur la tangente à la courbe. Après avoir trouvé la podaire, nous pouvons former la podaire de cette dernière . . . , et nous avons ainsi une série de seconde, troisième, . . . podaires de la courbe donnée. Nous pouvons au contraire continuer la série dans le sens iaverse, et considérer la courbe dont la courbe donnée est la podaire comme la première podaire négative, et ainsi de suite. Le problème qui consiste à trouver la podaire négative revient à la recherche de l'enveloppe d'une droite menée perpendiculairement à l'extrémité du rayon vecteur; ou, en d'autres termes, à trouver l'enveloppe de
OÙ a, [3 satisfont à l'équation de la courbe. Nous veaons de voir que la recherche des courbes parallèles se ramène à celle de l'enveloppe de
cette droite étant soumise aux mêmes conditions; c'est en se
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fondant sur cette analogie que M. Roberts a fait remarquer que les deux problèmes géométriques conduisent tous deux au même problème d'Analyse, celui où il s'agit de trouver une enveloppe de la forme
et que, si nous avions l'équation de la courbe parallèle, nous en déduirions celle de la podaire négative, en y posant ^2 — - J.2 4-^2 Qi Qj^ remplaçante etj>^par ~x et ^y. Généralement, il faut le dire, la recherche de la courbe parallèle est la plus difficile des deux; mais cette méthode donne immédiatement la podaire négative de la ligne droite ou du cercle. En effet, la courbe parallèle à une droite est le couple de deux droites parallèles équidistantes, et la parallèle au cercle de rayon a se compose de deux cercles concentriques de rayons a±k. Ainsi, dans l'un et l'autre de ces cas, l'équation de la courbe parallèle peut s'écrire sans calcul, et la podaire négative s'en déduit en suivant la marche qu'on vient d'indiquer.
122. Etant donnée une courbe quelconque, si l'on prend sur chaque rayon vecteur OP, et à partir d'une origine arbitraire ou centre d'inversion O, une longueur OP^ égale à l'inverse de OP, le lieu du point P^ est dit la courbe inverse de la courbe donnée. De cette définition on conclut aisément que la podaire d'une courbe est l'inverse de sa polaire réciproque, et que la première podaire négative est la polaire réciproque de son inverse, la construction des courbes réciproques s'effectuant par rapport à un cercle décrit autour de l'origine ou centre d'inversion pris comme centre.
On peut sans difficulté, au moyen de raisonnements analogues à ceux qu'on a employés dans d'autres cas similaires, déduire les caractéristiques de la courbe inverse d'une courbe donnée, puis celles de la podaire négative; il nous suffira de
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donner les résultats. Nous employons/ et ^' dans le même sens que plus haut, pour indiquer combien de fois la courbe passe par un point I ou J ou est tangente à la droite IJ ; f et g^ indiquent les singularités réciproques, c'est-à-dire combien de fois la courbe est tangente à une droite 01 ou OJ, ou bien passe par l'origine;/) et ^représententle nombre de coïncidences de tangentes, quand l'origine ou quand un point I ou J est un point multiple (par exemple, nous aurions /? =: i si l'origine était un rebroussement) et/>^ et q^ s'appliquent aux singularités réciproques. Nous avons alors les relations suivantes pour la courbe inverse :
Nous déduisons de là pour la podaire
F=2«-2^o._/', G=p', F:=./, G'=«-/', Pz..^', Q=/,
et pour la podaire négative
M^n-\-2m — 2{f-^g') — {f'-{-g)-\-p + q,^r=z2m-~f—g' F ^q, G = m-f, ¥'^2m-f-2g', G'=p, F^ = g, OJ^f.
Exemple 1. — Trouver la podaire négative de la parabole, en supposant le pôle au foyer {}).
Soit j2 — 4 (^^-H ^^) réquation de la parabole. Nous pouvons représenter les coordonnées d'un point quelconque de la courbe par
X -\- m = \^ 7n, y = 2\/?i; l'équation ax -^ ^y =z ol^ -^ ^^ devient
(') Il est facile de voir que ce problème est le même que celui où Ton cherche la caustique par réflexion, dans l'hypothèse où les rayons lumineux sont perpendiculaires à l'axe.
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Les invariants de cette équation du quatrième degré en X sont
8 = 3 (^-4-4//i)2, T ==(^-i- 4m)3 — 547n(a72-Hj2).
Le discriminant S^ — 27 T^ devient divisible par x'^ +JK* et nous donne l'équation
{x ~^r l\nxf ~- 27 w(^'2 -+-JK^).
C'est l'équivalent de l'équation polaire p*^ cos 0 ^ — ^^"^ qu'on aurait
pu obtenir autrement; en effet, il résulte du n° 95 que, si l'équation d'une courbe quelconque peut s'exprimer sous la forme
p^'i =r a'^^ cos /?zto,
les équations de sa podaire et de sa podaire négative sont de la
même forme, les nouveaux m étant respectivement et •
On peut remarquer que l'équation de la tangente à une courbe parallèle à cette courbe est
Son enveloppe est du cinquième ordre, et les courbes qui correspondent aux valeurs dz k sont distinctes. Et de môme, en général, pour les courbes dont la tangente a pour équation
( X2 — I ) ^ -H 2lf = O (1),
Ijs courbes parallèles seront unicursales. Si nous prenons cp(X)= ml^, nous obtenons une courbe de la troisième classe et du qîjatrième ordre, tangente à la droite de l'infini et passant par les pDints I, J.
x^ y- ExEMPLE 2. — Trouve/^ la podaire négative de — 4-*--= i, en
supposant que le pôle soit le centre.
Ecrivons comme d'habitude les coordonnées d'un point sous la forme a coscp et b sincp; nous aurons à trouver l'enveloppe de la droite
ax cos cp -+- by sin cp = a^ cos^ cp h- ^2 sin2 ^ = l(a2 4-62)_^i(^^2 _62)cos2cp.
Par suite, en posant pour un instant 4- (<^^ -4- ^2) = w, ^{a- — b^)^ /i, l'enveloppe est {voir n° 85, Ex. 3)
-H [9 (m — '6n)a-x^- -^ ^{m-{- jn)b^y'^ — %7n{m^- — 9/1^)]- = o.
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Consulter aussi la Géométrie à trois dimensions (n'' 4Si) pour voir la solution que M. Gayley a donnée de ce même problème.
Exemple 3. — Trouver la podaire négative de V ellipse en supposant le pôle au foyer.
La coordonnée .-r mesurée à partir du foyer est c-}-acoscp et le rayon vecteur focal est a -I- ccoscp. Nous aurons donc à chercher l'enveloppe de la droite
x{c -^- a coscp) -\- yb ûno — {a-^ c coscp)^
ou bien
c2 cosacp -h a(4 c — ix) coscp — 2 6j^ sincp + (aa^ -+- c^ — 1 ex) ~ o.
L'enveloppe est
[3b^-(x^--^r^)—-{ia^--\-cxfY H- [9^2 (a2 — ex -i- ic^)(x^ -i-J^) — (2b^ -\- c^)3]2 — o.
Cette équation développée sera évidemment divisible par x^ 4- j^ et représentera une courbe du quatrième degré, ayant les droites :c- +.X" comme tangentes stationn aires.
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123. Dans ce Chapitre, nous allons faire connaître quelques-unes des propriétés métriques les plus importantes des courbes. Pour étudier ces propriétés, les coordonnées dont l'emploi présente le plus d'avantages sont les coordonnées cartésiennes rectangulaires. Par exemple, nous avons déjà vu, dans le n*^ 35, qu'en remplaçante et jk par p cos9 et psinQ nous obtiendrons les longueurs des segments interceptés par la courbe sur une droite quelconque issue de l'origine ; ii en est de même pour une droite généralement quelconque, puisque, par une transformation de coordonnées, nous pouvons amener un point quelconque à devenir l'origine.
Le théorème énoncé [Sections coniques, n° 148) peut se
généraliser comme il suit : Si, par un point O, on mène
deux cordes qui rencontrent respectivement une courbe
du n^^^^^^ de gré j ceux points R^ , Ro, ... B,^ , S^ , So, . . . S,;, /e
, . OR,. OR. ... OR,, , ^ jj
rapport des produits -j^ — ^^r^-= ..^ seraconstant, quetle
que soit la position du point O, -pourvu cjue les directions des droites OR, OS soient constantes (').
La démonstration est la même que celle qu'on a déjà donnée dans le cas des coniques. L'équation en coordonnées polaires (n° 26) nous montre que le produit de tous les seg-
(') Ce théorème a été énoncé pour la première fois par Newton dans son Enumeratio linearum tertli ordinis.
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ments déterminés par la courbe sur un rayon vecteur mené par l'origine et faisant un angle 9 avec l'axe des x est égal à
Pcos'^e-h Qcos''-i0sin6 + . .
Le même produit pour l'autre droite sera
P cos''0i + Qcos"-^6i sinOi -h . . .
Leur rapport est par conséquent égal à
Pcos"0 -HQcos'^-iOsine H- . . .
Pcos'^ôi -h-Qcos'^-^eisin0i-i- . . . '
Mais nous avons vu [Sections coniques^ n*^ 134) qu'en rapportant la courbe à de nouveaux axes parallèles aux anciens, les coefficients des puissances les plus élevées des variables ne changent pas ; il en est donc de même du rapport qui précède.
Nous pouvons aussi (Sections coniques^ n° 148) énoncer ce même théorème de la manière suivante : Si par deux points fixes O et o on mène deux droites parallèles^ le rapport des produits OR, ORo. . . . , or^ , or 2, . . . sera constant^ quelle que soit la direction commune de ces droites.
A' En effet, la valeur du second produit est ,-.: ;
dans cette expression A' est le terme absolu quand o devient l'origine; le rapport des produits est donc A : A^, quantité indépendante de 6. Nous avons \ii (Sectio/is coniques, n° 134) que le nouveau terme absolu sera le résultat de la substitution des coordonnées du point o dans l'équation donnée. Nous trouvons de la sorte que le résultat d'une substitution de ce genre est toujours proportionnel au produit des segments interceptés entre le point 0 et la courbe sur une droite dont la direction est donnée.
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124. Du théorème précédent nous déduisons immédiatement celui de Carnot, dont nous avons donné un cas particulier [Sections coniques, n^ 313). Supposons que chacun des côtés d'un polygone ABC . . . rencontre une courbe du n^^^^ degré en n points réels. Nous représentons par (B/ le produit des n segments successifs déterminés sur le côté BC entre B et la courbe; par '(B) le produit des segments interceptés sur le côté BA. Nous aurons alors la relation
(A)'(By(C)'(D)' . . . z='(Â)'(B)'(C)'(D) . . .
En effet, menons par un point quelconque des rayons vecteurs parallèles aux côtés du polygone, et représentons le produit des segments successifs déterminés sur chacune de ces droites par (a),(ô),(c), ... ; si nous faisons abstraction des signes,
'(B):(B)'::(a):(fc) '(C):(C)'::(6):(c) '(D):(D)'::(c):(./)
et, en composant tous ces rapports entre eux, l'exactitude du théorème devient évidente.
125. On peut éviter toute ambiguïté en ayant égard aux signes ±:. Si nous considérons les segments interceptés sur la droite AB, la quantité (Ay représente le produit des ji segments mesurés de A vers B; de même ^(B) sera le produit des n segments mesurés de B vers A; donc, par suite de la règle des signes [Sections coniques, n*^ 7), chaque terme du dernier produit doit être considéré comme ayant un signe contraire à chacun des termes du premier, en sorte que, si nous donnons à (Ay le signe +, nous devons donner à ^(B) le signe ( — i)'% c'est-à-dire -\- quand n sera pair et — quand n sera impair. Supposons que k soit le nombre de côtés du polygone; comme chacjue terme de l'équation contien-
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dra k facteurs tels que (Ay, cette équation devra s'écrire
(Ay(By(Gy... = (-i)«^\Ay(By(C)...;
c'est-à-dire que le second membre aura le signe + quand le degré de la courbe ou le nombre des côtés du polygone sera pair; quand au contraire ils seront tous deux impairs, il faudra prendre le signe — .
Exercices.
Exemple 1. — Une droite coupe les côtés d'un triangle AB, BC, GA, aux points c, a, b. On a
Ac.Ba.G& — — A6.Bc.Ga (Sections co7iiques, n" 4:2),
et le signe montre que, si la droite coupe deux côtés intérieurement, elle coupera le troisième extérieurement. L'équation
Aci.Ba,Cb = +A^i.Bc.G<^ {Sections coniques, n°43)
sera vérifiée si les trois droites A a, Bb, Gci se coupent en un même pointj et la droite AB est divisée harmoniquement aux points c et Ci.
Exemple 2. — Supposons que chacun des côtés du triangle soit tangent à une même conique aux points a, b, c. Le théorème de Garnot nous donne
Â7! B^! G^'^ = + A^! B^î G^^ et par suite
Ac.Ba.Cb=^±Ab.Bc.Ga.
On ne peut pas prendre le signe inférieur, puisqu'une droite ne peut couper une conique en trois points; nous voyons donc que, si une conique est inscrite dans un triangle, les droites qui joignent chaque sommet au point de contact du côté opposé se coupent en un même point.
Exemple 3. — Soient a, è, c des points d'inflexion d'une courbe du troisième degré, et BG, G A, AB les tangentes en ces points; le théorème de Garnot donne
'sTc. Ba'. ~ÔÂ)^ = — Âï! B c! G^^
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dont la seule racine réelle est
Ac.Ba,Gb = —Ab.Bc,Ga.
Donc, si une courbe du troisième degré a trois points d^ inflexion réels, ils doivent être situés sur une même droite. Il en résulte aussi qu'une courbe du troisième degré ne peut avoir que trois points d'inflexion réels; car le même raisonnement montrerait ç{\ietous les points d'inflexion réels doivent se trouver sur une même droite et une droite ne peut rencontrer la courbe qu'en trois points.
Le même raisonnement prouve que, si une courbe de degré impair n a trois points réels, et que si les tangentes en ces points rencontrent la courbe en n points, ces trois points sont situés su; une même ligne droite.
Exemple 4. — Prenons une courbe du quatrième degré ayant trois tangentes doubles, nous avons
Ac ! Âc7? Bal Bâ7? GblcbC ^ kb\ Ab^\ B cT Bc^^ Ca. G t//'
nous en déduisons
Ac.Aci.Ba.Bai.G6.G6i = ±A^.A6i.Bc.Bci.Ga.Gai.
Ici, à cause du double signe, nous pouvons seulement conclure de cette relation que, si une courbe du quatrième degré a trois tangentes doubles, la conique menée par cinq des points de contact passera bien par le sixième point, ou bien par le point qui forme avec le sixième une division harmonique sur le côté oà se trouve ce dernier point. Il existe d'après cela deux genres distincts de groupes de trois tangentes doubles, suivant que l'une ou l'autre de ces relations géométriques se trouve vérifiée.
126. Il existe quelques cas particuliers pour lesquels le théorème de Garnot demande à être modifié. Supposons, en premier lieu, que l'un des angles (A) du polygone soit à l'infini, c'est-à-dire cjue deux côtés adjacents soient parallèles; nous aurons finalement (Ay = ^(A) et l'équation
subsistera toujours.
S. — Courbes planes. ii
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Admettons, en second lieu, que l'un des angles (A) soit situé
sur la courbe; l'un des n termes de chacun des produits (A)'
et ^(A) s'annule alors; mais, comme le rapport des deux seg-
AR , , , sinRR'A ,
ments TTT/ est e2:al a -^ — ^.^ . -> nous pouvons remplacer le AR' ^ smR'RA ^ ^
rapport des côtés qui deviennent nuls par le rapport des
sinus des angles que les côtés du polygone qui aboutissent
en A font avec la tangente en A, et le théorème devient ainsi
(Ay(Ry(Gy... __/(Ay(By(G)...
(A y et \' A) ne contiennent plus chacun que {ii — i ) facteurs, et a et a! sont les angles que font avec la tangente en A les côtés sur lesquels sont mesurés les segments qui constituent les produits (A/ et '(A). Nous pouvons ainsi déduire de ce qui précède que, si un polygone quelconque est inscrit dans une conique, le produit continu des sinus des cingles que chaque côté forme avec la tangente à son extrémité droite est égal au produit semblable des sinus des angles que chaque côté fait avec la tangente à son autre extrémité.
DIAMÈTRES
127. Etant donnés n points sur une droite, un point de cette droite, tel que la somme algébrique de ses distances à ces points soit nulle, s'appelle le centre des moyennes distances des points donnés. Soit y la distance du centre à un point quelconque pris sur la droite; soient j^o 72-, y^ • * • celles des autres points au point arbitraire, les distances du centre aux points donnés seront y — y^, y — /21 • • • et la condition qui résulte de la définition est
^(/ — y\)^^^ ou bien ny — 2(ji)=r=o.
Nous voyons ainsi que la distance d'un point quelconque
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au centre est égale à la somme des distances du même point aux points donnés, divisée par le nombre de ces points; ou, en d'autres termes, qu'elle est égale à la moyenne distance du point choisi arbitrairement aux points donnés. Par exemple, s'il n'y a que deux points donnés, le centre des moyennes distances est le point milieu de la droite qui les joint, et la distance d'un point quelconque de la droite à ce point est la demi-somme de ses distances aux deux points donnés.
Les propriétés bien connues des diamètres des coniques ont été généralisées par Newton; il a énoncé cette généralisation sous la forme du théorème suivant, qui est vrai pour toutes les courbes algébriques : Etant donné un système de cordes parallèles dhuie courbe du n^^^^ degré, si Von prend le centre des moyennes distances des n points oii chacune des cordes rencontre la courbe, le lieu de ce centre est une ligne droite qui peut être appelée le diamètre correspondant au système donné de cordes parallèles.
Pour démontrer ce théorème, nous procéderons de la même manière que dans le cas des sections coniques (^Sections coniques, n^ 141).
Supposons que nous ayons rapporté l'équation de la courbe à un système de coordonnées polaires en remplaçant ^ et ^' par pcosQ et psinô(ou par mpel Jip, si les coordonnées sont obliques). L'origine sera le centre des moyennes distances relatif à une corde faisant l'angle 9 avec l'axe des ^, si cet angle est tel qu'il rende le coefficient de p"~' égal à zéro. Cherchons maintenant la condition pour qu'un autre point quelconque {x\ y) soit le centre des moyennes distances sur une corde parallèle à la précédente; nous aurons à examiner quelles relations il doit exister entre j:' et y' pour que, en rapportant l'équation à de nouveaux axes ayant ce point pour origine, le nouveau coefficient de p'^"^ soit nul pour la même valeur de 9. Or, si nous rapportons l'équation
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donnée U = o à des axes parallèles en remplaçant x et y par x-\- x^ et y -\-y\ elle devient
dx "^ dy
^'^[^'d^^^'^yd^-^y'-dp)^-''=^
Les trois premiers termes seuls peuvent renfermer les variables à un degré aussi élevé que le ( n — lyème. comme ils ne contiennent x' ^ y' qu'au premier degré, le lieu cherché doit être une droite.
Son équation est effectivement
dur^ du,.
Il est bien entendu que ^ et jk ont été remplacés dans u,i et iin-\ par cos6 et sin9 (ou par m et n^ si les axes sont obliques).
128. Newton a remarqué aussi que, si une corde quelconque coupe la courbe et ses asymptotes, le même point sera le centre des moyennes distances pour les deux systèmes de points, et que par conséquent la somme algébrique des segments interceptés entre la courbe et ses asymptotes est égale à zéro. C'est une généralir atio i du théorème bien connu {Sections coniques, n^ 107). L'exactitude de cette proposition résulte de l'équation d'un diamètre formée dans le numéro précédent, et de la démonstration donnée antérieurement (n'' 52) que les termes Un-, Un-\ sont les mêmes dans l'équation de la courbe et dans celle de ses n asymptotes.
129. Nous pouvons de même chercher le lieu d'un point te] que la somme des produits deux à deux des segments mesurés suivant une direction donnée entre ce poiiit et la courbe soit nulle. L'origine serait un de ces points si le coef-
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ficient de p'^"^ s'annulait pour la valeur donnée de 9; le lieu s'obtiendra comme dans le n^ 127, en cherchant la relation qui doit exister entre x^ et y pour que le coefficient de p"~^ soit nul dans l'équation transformée. Mais, comme les termes du degré [n — 2) en ^ et jk ne renferment pas de puissance supérieure à la seconde en x^ et y', le lieu sera une section conique, que nous appellerons la conique diamétrale. On voit facilement que son équation est
dxdy ^ df'
où l'on a remplacé x qI y par cos9 et sin9 dans W/?_2, • • • • La distance d'un point quelconque à l'un des deux points de la conique étant jk, et à la courbe y^ , r^, . . . , nous avons par définition
^(7— Jl)(j— j2)--=0.
Le nombre des termes dans cette somme est égal au nombre des combinaisons de n objets deux à deux, et par suite à ^/^(/^ — i ). Ce sera donc le coefficient de jk^? quand nous effectuerons chacun de ces produits et quand nous ajouterons les résultats. Dans le même cas, le coefficient de y se composera de \n{^n — i) termes qui seront chacun de lo forme — [y ^ 4-JK2); et, comme il doit renfermer les n quantités y,,^ ro, . . . d'une manière symétrique, il doit être égal à -~(/i — 1)2(7-). Donc
Cette équation du second degré détermine les distances d'un point quelconque à la conique diamétrale quand on connaît ses distances à la courbe; |/^(/^ — i) fois le produit de ces deux distances est égal à Yxi^y^y^)^ ou, en d'autres termes, leproduitdes distances dUin point quelconque à la conique
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diamétrale est égal à la moyenne des produits deux à deux des distances de ce point à la courbe , puisqu'ily a^/^(A^ — i) produits de ce genre. La somme des distances du point à la
conique diamétrale est égale à — S(jk). La moyenne distance
est donc la même pour les deux courbes, puisqu'il y a deux distances dans un cas et n dans l'autre; et les deux courbes, ont le même diamètre.
130. On voit sans difficulté qu'une courbe du ai'^"^^ degré peut avoir d'autres diamètres curvilignes dont les degrés peuvent s'élever jusqu'au [n — i )'^'"®. Ainsi le lieu d'un point tel que les produits trois à trois de ses distances à la courbe soit nul s'obtiendra en égalant à zéro le coefficient de p'^"^ dans l'équation transformée; et comme ce coefficient ne contient pas de puissances des variables plus élevées que la troisième, le lieu sera du troisième degré. Nous verrions de la même manière que
^(/— Ji)(7— 72)(J— Js)
et nous en concluons facilement que la courbe et sa cubique diamétrale auront la même moyenne distance, le même moyen produit des distances deux à deux et trois à trois. Il en sera de même pour les diamètres d'ordre plus élevé. Les considérations que nous allons développer mettront mieux en lumière les questions qui se rattachent à ces diamètres curvilignes.
131. Après les notions que nous venons de donner sur les diamètres, nous devons dire quelques mots des centres. Si tous les termes de degré n — i manquaient dans l'équation d'une courbe, la somme algébrique de tous les rayons vecteurs issus de l'origine serait nulle, et l'on pourrait, dans un certain sens, dire que l'origine est un centre.
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Cependant le nom de centre ne s'applique ordinairement que dans le cas où chaque valeur du rayon vecteur est accompagnée d'une valeur égale et de signe contraire. Si, dans ce cas, l'équation est rapportée à des coordonnées polaires, elle devra être une fonction de p^ seulement. Si donc la courbe est de degré pair, son équation en x et y^ rapportée au centre, ne pourra contenir aucune impuissance impaire des variables, et devra être de la forme
i/o ~f- Ui 4- a.^ -h . . . =: o,
si la courbe est de degré impair, son équation polaire divisée par p devra être réductible à une fonction de p^; l'équation en x^ y ne pourra contenir aucune des puissances paires des variables et devra être de la forme
Cette forme nous montre que, si une courbe de degré impair a un centre, ce point doit être un point d'inflexion. Il est bien évident aussi que c'est seulement dans des cas exceptionnels qu'une courbe de degré supérieur au second aura un centre, puisqu'il n'est généralement pas possible, par une transformation de coordonnées, de faire disparaître de l'équation assez de termes pour la ramener à l'une ou l'autre des formes que nous venons de donner ci-dessus.
132. Nous passons maintenant à un théorème important, énoncé pour la première fois par Cotes dans son Harmonia meiisurarum : Si, sur chaque rayon vecteur issu â!un point fixe O, on prend un point R tel que
OK ~ ôr;"^ or; ~^ ôk;~^ "*'
le lieu du point R sera une ligne droite.
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Prenons O pour origine; Téquation qui détermine OPv, . . , est de la forme
A^T +(Bcos6 + Gsinô)--^
H-(Dcos2Ô4-Ecos6sinô + Fsin^Ô) — ^ -f- . . . = o,
d'où
n __ B cos6 -4- G sin6 Ôîl " Â ~~'
ou, en revenant aux coordonnées x et j)^,
B^ 4-G/-H 7zA=:o.
C'est Féquation trouvée (n^ 60) pour la droite polaire de 1 origine, et la propriété qu'on vient de démontrer est la gélîéralisation de la propriété harmonique bien connue des pôles et polaires des sections coniques [Sections coniques,
133. La proposition qui précède peut aussi s'établir sans prendre le point O comme origine, en suivant une méthode analogue à celle cju'on a employée (^S^c^z^o 725 coniques, n° 92). Nous avons vu (n° 63) que, deux points 0(^y^') etR(^j^) étant donnés, réc|uation A = o, ou
\n XJ/ _j_ ln-1 j^^U' -^\V'-^ [a2 A^ U' 4- . . . = o,
détermine les rapports RR] : ORi des segments suivant lesquels la droite qui joint les deux points donnés est coupée par la courbe. Il résulte alors de la théorie des équations que AU^ = o exprime la condition pour que la somme des racines de l'équation A = o soit nulle ; ceci veut dire que AU^ ^= o est l'équation du lieu d'un point R tel que l'on ait
RR, RR2 _
ÔRi "^OR^"^ ""•
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Mais si nous remplaçons RRi par ORj — OR., . . . nous voyons que celte équation revient à
ôïî ^ ôr; "^ ôk; "^ • • * •
134. On peut reconnaître de la même manière que la conique polaire A-U^ = o est le lieu d'un point tel que
ou bien
Z^VUr ~ôr;Jvôr~ ôr;;"^^'
et ainsi de suite pour les courbes polaires d'ordre supérieur. Supposons que OR représente un rayon vecteur de la courbe et Or un rayon de la courbe polaire. La courbe polaire du k^^"^^ ordre jouit des propriétés exprimées par les équations suivantes :
i V^ — i V — ^ZôR"/c2^0r'
~n\rr-^) 2u OFm . or; ~ ^(T^=T) 2^ O r^ . O r^ ' 1.2.3 Y L
~ k{k-i){k~2) Za Or,.0/-7rÔ7; ""
13o. Si le point O est à l'infini, les rapports des distances ORi, OR2, . . . peuvent être regardés comme égaux entre eux, et les dénominateurs de toutes les fractions
RR, RR
OR/ or;'
peuvent être considérés comme égaux. La propriété de la droite polaire \ ^^5^ =z: o se réduit, quand O est à l'infini,
à S(RR^)= o; aulremejit dit^ la somme de tous les segments compris entre la polaire et la courbe sur les cordes parallèles qui se rencontrent en O est^nulle. Nous voyons ainsi que la droite polaire dhui point à V infini est le diamètre du système de cordes parallèles dirigées vers ce point infiniment éloigné.
Il en est de même pour la conique polaire. Quand O estin-
liniment éloigne, lequation / ( Tvr" * ryD" ) === ^ ^^ réduit
à S(RR,.RR2)= o ou bien àS(OR - OR0(OR - OR2) = o^ c'est l'équation (n^ 129) qui détermine la conique diamétrale. Et de même, en général, le diamètre curviligne dhin ordre quelconque est identique avec la courbe polaire du même ordre d^ un point situé à distance infinie sur le système de cordes parallèles auxquelles correspond la courbe diamétrale donnée.
136. Mac Laurin a fait connaître un théorème qui est la généralisation de celui de Newton (n° 128). Supposons que par un point O on mène une droite rencontrant la courbe en n points et cjue l'on construise les tangentes en ces points; si une autre df^oite issue de O coupe la courbe enR^^ R2 , . . . et le système des n tangentes en ri, r2, . . . , on aura
ZuÔR^ 2uÔ~r'
Il est évident que deux points déterminent la droite polaire ; par conséquent, si deux droites menées par O rencontrent deux courbes aux mêmes points R|,R2, . . . , Sj, So,... la polaire deO,parrapportaux deux courbes, devra être la même droite, puisque deux de ses points Ret S sont les mêmes pour toutes les deux. Ceci sera également vrai si les deux droites OR, OS se confondent, c'est-à-dire que, si deux courbes de degré n sont tangentes en n points situés sur une droite, la polaire
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d^un point quelconque de cette droite sera la même pour les deux courbes, et par consécjuent, si un rayon vecteur mené par ce point rencontre les deux courbes^ nous devrons avoir
2^0K 2^ Or*
137. Nous savons que le ceati^e d'une conique peut être considéré comme le pôle par r-apport à la courbe de la droite de l'inlîni. Pour les courbes d'ordre supérieur, toute ligne droite a (^ — i)^ pôles (n« 61), et par conséquent il n'existe pas, pour une courbe d'ordre supérieur au second, de point unique qui corresponde au centre d'une conique. La chose est toute différentes! nous considérons des courbes de classe supérieure. Les recherches précédentes sont évidemment applicables aussi aux courbes exprimées à l'aide de coordonnées tangentielles; et de cette manière, toute droite a un pôle, une courbe polaire de seconde, troisième . . . , classe et finalement une courbe polaire de la (/2 — i)^^°^® classe, touchée par les n tangentes aux points où la ligne droite rencontre la courbe. Si donc l'équation d'une courbe est exprimée en coordonnées tangentielles, et si nous cherchons le pôle de la droite de l'infini, nous trouverons uu point unique.
Examinons quelles sont les propriétés métriques du pôle d'une droite exprimée en coordonnées tangentielles, et, en particulier, du pôle de la droite de l'inlîni. Nous prenons le système du n^ 19 où les coordonnées d'une droite sont proportionnelles aux perpendiculaires abaissées sur cette ligne de trois points fixes; on voit alors sans difficulté que l\ni représente le rapport des sinus des angles suivant lesquels l'angle compris entre les ueux droites (a, p, y), (a^, [â', y') est divisé par la droite /a-|-ma, /p -\- m^\ l^-^-m^'. L'équation qui correspond à A = o détermine le rapport des sinus
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des angles suivant lesquels l'angle compris entre les deux droites est divisé par chacune des tangentes qu'on peut mener de leur point d'intersection à une courbe de la n^'''^'' classe. On voit aussi, comme dans le n*^ 133, que le pôle Rd'une droite quelconque jouit de la propriété exprimée par la rela-
tion y i . J = o, dans laquelle F est un pomt va-
riable sur la droite donnée, R^ Ro, ... sont les points de contact de tangentes menées par le point P, et O est un point fixe sur la droite donnée. Ainsi, pour une courbe de la seconde classe, la relation dont il s'agit ici est la suivante :
sin RPRi si n RPR, _ siiiKiPO "^ shiK^PU ~ ^'
c'est-à-dire : Si dhin point P, pris sur une droite fixe OP, nous menons les tangentes PR^, PR2 à une conique^ et si nous traçons PR de telle manière que [P.ORiRRs] soit un faisceau harmonique j OK passera par un point fixe. G^est la définition fondamentale du pôle et de la polaire par rapport à une conique considérée comme une courbe de seconde classe.
'•11- V /sin RPR, \ ,
JNoiis pouvons écrire la relation > - — tt-tttt = ^ sous la ^ ^\smKiFO/
forme \ ( ^ ^ ) = o, M^ étant le pied de la perpendiculaire
abaissée de Ri sur la droite RP et Oi le pied de la perpendiculaire abaissée du même point sur la droite OP. Supposons maintenant que la droite OP s'éloigne à l'infini ; tous les dénominateurs de cçtte dernière somme tendent à devenir égaux entre eux, et nous avons simplement S(MiR4) = o; autrement dit, la somme des perpendiculaires abaissées des points de contact d'un système de tangentes parallèles sur une droite parallèle menée par R est nulle. En d'autres termes, le centre des moyennes distances des points de contact d'^ un système quelconque de tangentes parallèles menées à une courbe
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donnée est un point fixe qui peut être considéré comme un centre de la courbe. Ainsi, dans une conique, le point milieu de la droite qui joint les points de contact de tangentes parallèles est un point Jfîxe; dans une courbe de troisième classe, c'est le centre de gravité du triangle qu'ils forment Ce théorème est dûà M.Ghasles (Ç?/e^e/e^; VI, 8).
138. Nous avons montré [Sections coniques, n^ 279) que les foyers des coniques jouissent de la propriété que les droites qui les joignent aux points circulaires à l'infini sont tangentes à la courbe. Ceci nous conduit à la définition suivante des foyers en général : un point F est dit le foyer d'une courbe, quand les droites FI, FJ sont toutes deux tangentes à la courbe, ou, en d'autres termes, quand il est l'intersection d'une tangente passant par I avec une tangente passant par J (^). Une courbe de la n'^°^^ classe a en général n^ fo^^ers, qui sont les intersections des n tangentes I avec les n tangentes J. Mais la courbe étant réelle, n et seulement n de ces foyers sont réels ; en effet, l'équation d'une des tangentes I étant de la forme A 4- Bi = o (où A et B sont des fonctions linéaires des coordonnées), celle d'une des tangentes J sera A — B^' = o; ces droites se couperont au point réel A = o, B= o et il n'y aura pas d'autre point réel sur l'une ou l'autre de ces tangentes. Ainsi une conique (/z = 2) a quatre foyers, dont deux seulement sont réels.
Dans ce qui précède, nous avons supposé que les points I, J n'ontaucune position particulière par rapport àla courbe. Admettons maintenant que la droite IJ soit une tangente ordinaire ou singulière en un ou plusieurs points A, B, . . . ; pour le moment, nous supposerons que ces points soient distincts des
(1) Cette conception est due à Plûcker {Journal de Crelle, t. X^ p. 8^^).
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points I, J ; admettons que IJ compte g fois parmi les tangentes menées de 1 ou J à la courbe. Les tangentes I se composeront alors de la droite IJcomptée^foiset de n — g- autres tangentes ; il en sera de même pour les tangentes J. Les seuls foyers qui ne soient pas à l'inlini seront évidemment les intersections des (n — g) tangentes I avec les (n — g) tangentes J ; il existe (n — g)'^ foyers à distance finie, dont n — g seulement sont réels, comme plus haut. Le nombre total des n^ foyers se compose de ces (n — g)^ foyers, du point I qui compte g i^n — g) fois [il est en effet l'intersection de chacune des [n — g) tangentes I avec chacune des tangentes J qui coïncident avec IJ], du point J compté g {n — g) fois, et enfin des g'^ intersections des tangentes I, confondues avec ]J, avec les g tangentes J qui coïncident avec cette même droite. Dans ce dernier cas, nous devons considérer toute tangente I, telle que lA, comme rencontrant la tangente J correspondante JA au point de contact A ; mais son point d'intersection avec une autre tangente J, telle que JB, sera indéterminé. Par exemple, si la droite de l'infini est tangente à la courbe en g points réels, il y aura encore n foyers réels, à savoir n — g foyers à distance finie et les g points de contact de IJ avec la courbe (^). En particulier, la parabole (/^ =r 2, ^' = i) a un seul foyer à distance finie; l'autre foyer réel est situé à distance infinie sur la direction de l'axe.
Supposons que le point I soit sur la courbe ; si nous supposons la courbe réelle, le point J est aussi sur la courbe, et, si I est un point singulier, J présentera le même genre de singularité. Bornons pour le moment notre examen au cas où ces points sont tous deux des points ordinaires; les n — g tangentes I se composent de la tangente en I comptée deux fois et des n — g — 2 autres tangentes ; il en est de même pour
(1) M. Cayley pense qu'il vaut mieux considérer qu'il n'y a que {n — gY fo^xrs, et conséquemment que les seuls foyers réels sont les {n — g) foyers.
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les tangentes J. Les [n — gY foyers se trouvent alors constitués comme il suit : l'intersection réelle des tangentes en I et J, qui compte pour quatre points; les [n — g — 2) intersections imaginaires de la tangente en I avec les [n — g — 2) tangentes J^ qui chacune comptent pour deux; les(/i — g — 2) intersections imaginaires de la tangente en J- avec les (^ — ë — 2)tangentesl, chacune comptant aussi pour deux; et enfin les (/^ — g — 2)^ intersections des deux systèmes de ( '^ — S — ^ ) tangentes . Parmi ces derniers points , on voit, comme plus haut, que n — g — 2 et seulement [n — g — 2 ) sont réels et rintersection des tangentes en I et en J prend la place de deux des n — g foyers réels. Si donc nous n'avons égard qu'aux foyers réels, nous dirons que ce point est un foyer double; nous employons cette locution parce qu'elle est commode; nous venons néanmoins de voir que ce point aurait dû être appelé /o/^r quadruple, si nous avions tenu compte des foyers imaginaires aussi bien que des foyers réels. Ainsi, dans le cas du cercle, le seul foyer est le centre; nous devrons le regarder comme un foyer quadruple, si nous considérons qu'il tient la place des quatre foyers qu'une conique possède en général; nous pourrons cependant le traiter comme un loyer double, si nous avons seulement égard aux deux foyers réels.
D'une manière analogue, si chacun des points I, J est un point multiple d'ordre /sur la courbe, on voit, en suivant la même marche, qu'il y a f^ foyers qui comptent chacun pour quatre et dont/ sont réels; 2/(az — g — 2/) foyers imaginaires qui comptent chacun pour deux, et (n — g — ifY foyers simples, parmi lesquels n — g — 2/ sont réels. En considérant à la fois les foyers réels et imaginaires, nous dirions qu'il y a /^ foyers quadruples, if(^n-—g — 2/) doubles, et(72 — g — 2/)^ simples; mais, en n'ayant égard qu'aux foyers réels, nous pouvons dire qu'il y a / foyers doubles, [1% — g — 2) foyers simples et g foyers à l'infini.
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Si chacun des points T et J est un point d'inflexion ou de rebroussement, la tangente en I ou J figure trois fois parmi les tangentes I ou J, et l'on peut mener de chacun de ces points 72 — g — 3 autres tangentes. Les [n — gY foyers se composent, comme on Fa vu plus haut, d'un foyer comptant pour neuf, de {n — g — Z) -\- [n — g — 3) autres foyers qui comptent chacun pour trois et de {n — g — 3)^ foyers simples. Parmi ces derniers, n — g — 3 sont réels, et le seul autre foyer réel est le point d'intersection des tangentes en T et J, qu'on appelle généralement wxi foyer triple parce qu'il compte pour trois dans le nombre des foyers réels; on devrait néanmoins le regarder comme un foyer d'un ordre de multiplicité égal à neuf, si l'on tenait compte de tous les foyers tant réels qu'imaginaires. Il n'y a aucune difficulté à étendre la théorie aux cas où T et J sont des points multiples d'ordre supérieur, dans lesquels plusieurs tangentes coïncident, ou bien encore quand ils se trouvent en des points où la tangente présente avec la courbe un contact d'ordre supérieur au second ; ou bien enfin quand ces points sont des points ordinaires ou singuliers ayant IJ pour tangente commune.
139. Etant donnés deux foyers réels A, A^ d'une courbe, les droites AI, AJ; A^I, A^J se rencontrent en deux points imaginaires B, B^ qui sont aussi des foyers de la courbe; et la relation qui existe entre ces deux couples de points consiste en ce que les droites AA^, BB se partagent mutuellement en deux parties égales et sont perpendiculaires l'une à l'autre en un point O tel que OA (— OA^) est égal à iOB {= iOB'). Les points A, A^ et B, B' ont été nommés anti-points. Celte relation se rencontre fréquemment en Géométrie plane : ainsi une conique a deux couples de foyers qui sont anti-points les uns des autres ; tout cercle mené par A, A^ coupe orthogonalemeiU un cercle quelconque qui passe par B, B^ Nous devons ajouter
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que, si nous connaissons les n foyers réels, nous pourrons former avec eux \n[n — i) couples de droites; chacun de ces couples de droites donnera naissance à un couple d'antipoints, et nous obtiendrons ainsi les n'^ — n foyers restants.
140. On détermine les coordonnées des foyers d'une courbe en formant Féquation des tangentes que l'on peut mener à la courbe par le point I. Cette équation sera de la forme P -i- tQ=:o, l'équation correspondante pour J sera P — ^ Q=o, et les intersections des deux systèmes de tangentes seront données par les équations P = o, Q = o. Si nous représentons par Uo U2 les dérivées premières de U par rapport à x et r, par U^ ^ , U^2? U22 les dérivées secondes, . . ., l'équation du système des tangentes qui passent par( i, i^ o) s'obtient (n^78) en formant le discriminant de
V'\] + X"-^ (Ui 4- iUo + iX'^-2(Uii -h 2iUi2-U22)4- . . . =0.
Si, par exemple, la courbe est une conique, le discriminant en question est
[\]\ - \}\ - 2U (Un - U22)] + 2 i[l],l], - 2UU1,] ,
et l'on trouvera les foyers en égalant séparément à zéro les parties réelles et imaginaires. En combinant ces deux équations, nous formerons les équations des deux droites (les axes) sur lesquelles sont situés les foyers
Ui,(U;-Ul)-(U,,-U,,)UiU, = o.
Les mêmes équations déterminent les foyers d'une cubique qui passe par les points I, J ; d'une courbe du quatrième degré qui a ces deux points pour points doubles . . . ; car on voit facilement que, dans l'un quelconque de ces cas, tous les termes, autres que ceux qu'on vient d'écrire ci-dessus, disparaissent de l'équation dont il faut former le discriminant. S. — Cou? bes planes. 12
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141. Nous pouvons aussi déterminer les foyers, comme dans les Sections coniques^ n^ 258, en formant la condition pour que la droite x — x' -\' i(y — y)=zo soit tangente à la courbe; ou, en d'autres termes, en remplaçant dans l'équation tangentielle a, [â, y P^^* i? ^1 — (^'+(70- ^^^ parties réelles et imaginaires de l'équation, séparément égalées à zéro, déterminent les coordonnées des foyers. Il n'est pas difficile de trouver une interprétation géométrique réelle de chacune de ces équations. Supposons que la condition de contact de X — x^ -i- p(j — y)= o avec la courbe soit écrite sous la forme
ap" H- bjy-^ + cp^-^ -I- . . . = o
a, b, ... étant des fonctions de x'y y; d'après la théorie des
eauations ? -, . . . sont la somme, Ja somme des produits
deux à deux, etc., des tangentes trigonométriques des angles que les tangentes menées à la courbe par le point (x^, y) font avec l'axe des x. Si maintenant nous posons p = i et si nous égalons à zéro les parties réelles et imaginaires de l'équation, nous obtenons les deux relations
D'après la formule bien connue pour la tangente de la somme de plusieurs angles, la seconde de ces relations exprime que la somme des angles que les tangentes menées par x\ y font avec l'axe des x est égale à zéro, ou à un multiple de 7î; la première équation exprime que la somme des
angles est un multiple impair de -•
Donc le lieu d'un point tel que ]es tangentes menées de ce point à une courbe de /^^^'^® classe fassent avec une droite fixe des angles dont la somme soit égale à une quantité donnée est une courbe du degré n. Si l'on choisit
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la droite fixe pour axe des x^ on voit facilement que l'équation de cette courbe est
(a — c4- 6?" . . .) tango =: b—~ cl -{-/-—
Quelle que soit la droite fixe ou l'angle, le Jieu passera par les foyers de la courbe. Ce résultat peut sembler parardoxal, puisqu'il en résulte que la somme des angles compris entre une droite quelconque et les tangentes issues d'un foyer peut être rendue égale à une quantité donnée quelconque. La raison en est que les tangentes de deux de ces angles sont égales à ± i, que la tangente de leur différence
se présente sous la forme -) et qu'elle peut être une quantité
quelconque. En effet, si tangcp =:: i^ (f peut être regardé comme un angle infini, puisqu'il jouit de la propriété que sincp = coscp = 00 et tang(cp + a)==: tangcp; et la différence de deux infinis est indéterminée.
Nous avons vu (n^ HO) qu'une tangente menée par un des points I, J coïncide avec la normale; il s'ensuit que tout foyer d'une courbe est aussi un foyer de sa développée et de sa développante.
142. Si l'on exprime l'équation de la courbe au moyen des cooràonnéest3in^enlielles(n^ 19 jelSections coniques, n^ 403) dans lesquelles les variables sont les perpendiculaires abaissées de trois points fixes sur une droite quelconque, on peut déduire de cette équation une importante propriété des perpendiculaires abaissées des foyers sur une tangente quelconque. Soient a, p, y, S, ... les ii foyers et soient w, to' les points I, J; puisque les droites ato, aw^, . . . doivent être des tangentes à la courbe, l'équation tangentielle doit être de la forme aJârS . . . = toco'^p, où cp est une fonction du n — 2^^™*^ ordre par rapport aux coordonnées de droite. Pour les courbes de la seconde classe, cette équation conduit immédiatement
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à la propriété connue C|ue le produit des perpendiculaires abaissées des deux foyers sur une tangente quelconque est constant, puisqu'on a démontré [Sections coniques, n^ 403) qu'on peut remplacer lùd par une constante. Si, de même, nous remplaçons tow^ par une constante, l'équation générale des courbes de troisième classe est apy = A-S, où a, [3, v représentent trois foyers et S un certain quatrième point; en effet, nous pouvons de chaque foyer mener à la courbe (outre les deux tangentes passant par I, J respectivement) une seule tangente, et la forme de l'équation montre que les trois tangentes issues des points a, p, y se rencontrent respectivement en un point S (^). Nous déduisons de là que le produit des trois perpendiculaires abaissées des foyers sur une tangente quelconque à une courbe de la troisième classe est dans un rapport constant avec la perpendiculaire abaissée du point S sur la même tangente. Si la courbe passe par les points I, J, il y a un foyer double et l'équation prend la forme a^ p =: /rS dont l'interprétation est évidente. Si un foyer A est à l'infini, nous pouvons voir comment la formule doit être modifiée en prenant d'abord pour a la distance perpendiculaire de A à une tangente quelconque divisée par AB; lorsque A s'éloignera à l'infini suivant la direction AB, il est facile de voir que a sera égal à cos9, 6 étant l'angle que fait AB avec la direction des perpendiculaires abaissées sur la tangente. Si, par exemple, nous considérons une conique ap =: k'^^ dans le cas de la parabole où A passe à l'infini, la formule devient [ïcosô ■=. k\ elle montre que le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur une tangente est une ligne droite. De même, pour une courbe de la troisième classe, la formule a^Sy^^A'S devient PycosQ^A'S; nous pouvons l'écrire j6y=:A"S^, si nous convenons que 8^ représente le segment
(1) Le théorème réciproque pour les courbes du troisième ordre coupées par deux droites quelconques est donné plus loin, n° 148.
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déterminé par la tangente variable sur une droite menée par D parallèlement à AB.
Pour les courbes de la quatrième classe, l'équation est oi^y^z=k^(f^ cp étant la section conique qui est tangente, comme le montre l'équation, aux huit tangentes focales qui ne passent pas par I, J. Mais si les foyers de cette conique sont s, s, l'équation peut être écrite sous la forme apyS = A*^ s!^ + /'♦ : l'interprétation géométrique en est évidente. Cette équation comprend aussi la forme a^yS = /'♦ ou = to^w^s^ q^j[ représente une courbe sur laquelle les foyers a, [3, y? ^ sont des foyers doubles; la forme a^^ = (o^to^^^ où I, J sont des points d'inflexion, etc. On voit ainsi, d'une manière générale, que l'équation tangentielle d'une courbe de la n'^™® classe fournit une relation du premier degré qui lie le produit des n perpendiculaires focales, des n — 2 autres perpendiculaires, des 71 — 4^i^itres perpendiculaires, etc., et ainsi de suite jusqu'à ce que nous arrivions à une perpendiculaire unique ou à un terme constant.
143. Les relations qui existent entre les perpendiculaires abaissées des foyers sur la tangente peuvent conduire à d'autres relations où figurent les angles compris entre les rayons focaux et la tangente. En effet, si AP est la perpendiculaire a abaissée sur la tangente en un point quelconque R de la courbe, et si <icp est l'angle compris entre deux tangentes consécutives, nous avons (ia = RP(i'^. De la même manière, <ip = RP^^cp, .... Si donc nous différentions l'équation qui lie les perpendiculaires, nous pourrons remplacer chaque doL par le segment correspondant RP déterminé sur la tangente par le pied de la perpendiculaire focale et le point de contact. Ainsi, de l'équation a^Y = k^d nous déduisons
PJ3///
doL c/S dy
RP RP^ RP
^"^^ AP^BP^-^GP'^
DP
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OU bien encore
cotO -f- cotO'-H cot6'^— cot6'^'= o,
6 étant égal à ARP, c'est-à-dire à l'angle de l'inclinaison de la tangente sur le rayon vecteur focal AR, ....
144. L'exemple des coniques pourrait nous donner l'espoir de trouver des relations simples entre les distances d'un point quelconque de la courbe aux foyers. Il ne semble pas qu'il y ait une théorie générale des relations de ce genre, mais nous pouvons sans difficulté trouver des courbes particulières pour lesquelles elles existent; car nous n'avons qu'à écrire une relation quelconque entre les distances d'un point variable à des points fixes et à chercher le lieu pour lequel elle est satisfaite. Si l'on exprime chacune de ces distances en fonction des coordonnées, elle renfermera une racine carrée; et si, comme cela arrive communément, l'équation débarrassée de radicaux est de la forme up^=^ iVi^^, les deux droites imaginaires représentées par p^ = o sont des tangentes à la courbe et le point fixe F est un foyer. Nous pourrions étudier de cette manière la relation p H- mp^= c/, pour laquelle le lieu est une ellipse ou une hyperbole quand ;?i = dz I , un cercle quand d=^ o, et dans les autres cas une cartésienne; la relation /p -j- mp^-f- ^^p'^= o, pour laquelle le lieu est en général une quar tique qui a les points I; J pour points doubles, ou, comme nous pouvons l'appeler, une quartique bicirculaire ; mais, quand /zt m zb /^ = o, la courbe est une cubique qui passe par les points I, J, ou, comme nous pouvons la nommer-, une cubique circulaire; la relation pp'= d'^ pour laquelle le lieu est une cassinienne (voi/^ n° 55, ^^. 3); ou plus généralement a p^ + 6pp'-hcp'^ = d-, qui est en général une quartique, mais qui devient une cubique quand a ± b ± c = o, c'est-à-dire quand le premier membre de l'équation est divisible par p ±: p', . . . . Nous ajour
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nons la discussion plus approfondie de ce sujet jusqu'à ce que nous en soyons arrivés à nous occuper plus spécialement des courbes dont nous venons de parler.
Une relation qui lie entre elles les distances focales nous permet d'établir une autre relation entre les angles cjue les rayons focaux font avec la tangente. En effet, nous pouvons démontrer, comme dans le n° 95, que chaque distance focale p donne une expression telle que <icp = cos^ ds, où 6 est l'angle compris entre le rayon focal et la tangente. Ainsi de la relation p H- 772 p'= d nous déduisons cosÔ + mcos^^:= o, ....
De la valeur donnée pour ^/a, . . . dans le numéro précédent, nous pouvons conclure R ^/a = p (ip, . . ,, où R est le rayon de courbure. Ainsi, par exemple, si nous savons que /a -f- m(3 -f- . . . est une quantité constante, nous pouvons en conclure que /p^ + mp^-, ... est aussi constant.
145. R.eprésentons par N le nombre de conditions (n^^ 27) nécessaires pour déterminer une courbe du n^"^^ ordre; si nous savons que la courbe est circulaire, c'est-à-dire qu'elle passe par les points I, J, et si on nous donne N — 3 autres points de cette courbe, le lieu du foyer double (ou l'intersection des tangentes en I, J) est un cercle. En effet, par N points on ne peut faire passer qu'une seule courbe du n'^""® ordre ; si donc, en plus des conditions ci-dessus, on nous donne un point consécutif à I, c'est-à-dire si l'on nous donne FI (la tangente en I), la courbe sera complètement déterminée, et par conséquent FJ, la tangente en J, sera aussi déterminée. Le point F est donc l'intersection des rayons correspondants de deux faisceaux homographiques (Sections coniques^ n° 331), c'est-à-dire de deux faisceaux tels qu'à une droite de l'un il correspond une droite de l'autre et une seule. Le lieu de F est donc une conique qui passe par les sommets I, J des faisceaux; par conséquent c'est un cercle. La conique se décompose en la droite ij et en une autre droite,
Hosted by
l84 CHAPITRE IV.
quand la droite IJ d'un faisceau a pour correspondante Ja droite JI de l'autre. Dans l'exemple actuel, ce cas se produira quand n =^ 2^ puisque IJ ne peut être une tangente à une conique passant par les points I, J, à moins que la conique ne se décompose en deux droites, et le théorème qui en résulte est le suivant : quand des cercles passent par deux points, le lieu de leurs centres est une droite. Mais, quand /i est plus grand que 2, le lieu sera un cercle en général.
146. De même, si l'on nous donne N — i tangentes à une courbe de la 72'^°^^ classe, la courbe sera complètement déterminée quand nous connaîtrons une tangente FI de plus. Le raisonnement du numéro précédent s'appliquera ici, et le lieu du foyer sera un cercle^ si les conditions sont telles que, la courbe étant déterminée, on ne puisse lui mener qu'une seule tangente par le point J. Ce sera le cas, si, parmi les conditions données, il y figure la condition que la droite I J soit une tangente d'ordre n — i de multiplicité ; car par un point de cette droite on ne pourra plus mener qu'une seule tangente à la courbe. Nous avons vu (n*^ 41) que dire qu'un point est multiple de l'ordre k est la même chose que si l'on donnait \k(^k + i) points. De la même manière, savoir que IJ est une tangente multiple d'ordre {n — i) revient à connaître^ 72 (n — 1) tangentes. Remarquons que N — {ri[ji — ^)= 2 72 *, nous en concluons que, si l'on nous donne in — i tangentes d'une courbe de la tz^®'"® classe et si la droite de l'infini est une tangente multiple d'ordre [n — i), le lieu du foyer sera un cercle (dans ce cas il n'y a qu'un foyer). Ainsi, étant données trois tangentes d'une parabole, le lieu du foyer est un cercle. De même, le lieu du foyer est encore un cercle, quand on nous donne cincj tangentes d'une courbe de troisième classe, parmi lesquelles la ligne de l'infini compte pour deux. Une courbe particulière de ce système est formée du système composé du point à l'infini sur une quelconque des cinq tangentes et de la para-
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bole qui est tangente aux quatre autres, le foyer de la parabole étant le foyer du système. Nous avons ainsi le théorème de Miquel (Sections coniques^ n^ 268) : les foyers des cinq paraboles qui touchent quatre quelconques de cinq droites données sont situés sur un même cercle (M.
(î) Cette démonstration du théorème de Miquel est due à M. ClifTord. Pour les déductions tirées du même principe, voir le Messenger of Mathematics, tome V, p. 137.
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147. Nous avons démontré (n° 42) qu'une courbe du troisième ordre, que, pour abréger, nous appellerons une ci^^^^g^i^e^ peut avoir un point double, mais qu'elle ne peut pas avoir d'autre point multiple. Ce fait a donné l'idée de la division fondamentale des cubiques en cubiques non singulières, qui n'ont pas de double point; cubiques nodales, qui possèdent un point double avec deux tangentes distinctes, et cubiques euspidales, qui ont un point double où les tangentes se confondent. Les nombres de Plûcker (n*^ 82) pour ces trois cas sont les suivants :
rn 8 X n T t
Nous voyons ainsi que ces courbes sont respectivement de la sixième, de la quatrième et de la troisième classe ; autrement dit, ce sont des courbes telles qu'on peut, d'un point arbitraire, leur mener six, quatre ou trois tangentes. Si le point est situé sur la courbe, la tangente en ce point compte pour deux unités dans ces nombres (n"" 79), et le nombre de tangentes distinctes de la tangente en ce point se trouve réduit à quatre, à deux ou à un; si le point est un point d'inflexion, la tangente stationnaire compte pour trois tangentes et le nombre des autres tangentes qu'on peut mener par ce point diminue encore d'une unité.
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Les cubiques nodales peu\'ent évidemment se subdiviser {n"" 38) en cubiques crunodales ou acnodales^ suivant que les tangentes au point double sont réelles ou imaginaires. Nous verrons dans la suite que les cubiques non singulières donnent lieu à une division analogue. Mais nous ajournons pour le moment la discussion plus approfondie de la classification des cubiques; le lecteur la suivra avec plus d'intelligence quand il aura été préalablement mis en possession de quelques-unes des propriétés générales de ces courbes. Nous ajournons également la discussion de l'équation générale et l'examen de ses invariants, et nous commençons par appliquer au cas des cubiques les théorèmes déjà obtenus pour les courbes de degré quelconque. Nous nous occuperons d'abord des théorèmes sur l'intersection des courbes, que nous avons établis dans la première section du second Chapitre.
Section I. — Intersection d'une cubique donnée avec d'autres courbes.
148. Nous avons démontré (n'' 29) que toutes les cubiques qui passent par huit points fixes pris sur une cubique donnée passent aussi par un neuvième point fixe de la courbe. C'est là un théorème fondamental qui conduit à la plus grande partie des propriétés des cubiques. En particulier, nous en déduisons que, si deux lignes droites dont les équations sont A = o, B = o rencontrent respectivement une cubique aux points a, a\ a!' ^ 6, b\ h\ et si les droites ah^ dh\ d' b" (dont les équations seront respectivement D = o, E = o, F = o) rencontrent la cubique aux points c, c , d' ^ la droite cc^(c = o), qui réunit deux de ces points, passe par le troisième. En effet, les droites D, E, F constituent une cubique passant par les neuf points; les droites A, B, C en forment une autre qui contient huit de ces points; donc elle passera aussi par le neuvième d' ^ et, comme ce point ne peut se trouver ni sur
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Time ni sur l'autre des droites A, B qui rencontrent déjà chacune la cubique en trois points, il devra être situé sur C. Puisque la cubique donnée passe par les intersections des cubicjues ABC = o, DEF = o, son équation doit pouvoir être écrite sous la forme DEF — A^ABG = o.
149. Supposons que les droites A, B se confondent; nous concluons alors, comme cas particulier du théorème précédent, que si une ligne droite A = o coupe la courbe en trois points a, a' , d' , les tangentes en ces points D ==: o, E = o, F =: o rencontrent respectivement la courbe aux points c, d, d' qui sont situés sur une même droite C = o, et, dans ce cas, l'équation de la courbe peut s'écrire DEF — A'A^C = o.
Le point c, où la tangente en un point quelconque a rencontre la courbc; s^appelle le tangentiel du point a\ et la droite C, sur laquelle se trouvent les tangentiels des trois points a, porte le nom de droite satellite de la droite A. Nous montrerons plus tard comment on peut former l'équation de C, OLX + ^y -|- v^ = o, quand on connaît l'équation de A.
La droite A aura une satellite réelle, quand même elle rencontrerait la courbe en un point réel et deux points imaginaires, au lieu de la couper en trois points réels. Les équations des tangentes aux points imaginaires seront de la forme P -f- i;Q = o ; leur produit sera réel et l'équation de la courbe pourra être mise sous la forme D(P2-1- Q^)== -^A-Co
Deux cas du théorème de ce numéro méritent spécialement de fixer l'attention. En premier lieu, supposons que la droite A soit à l'infini ; les tangentes D, E, F aux points où elle rencontre la courbe sont alors les trois asymptotes el chaque asymptote rencontre la courbe en un seul point à distance finie; ceci nous montre que ces trois points sont situés sur une même droite C, qui est la satelUte de la droite de l'infini. Dans ce cas, l'équation est réductible à la forme DEF =: A-C, et nous avons ainsi ce théorème : Le produit des
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perpendiculaires abaissées dhin point quelconque de la courbe sur les trois asymptotes est dans un rapport constant avec la perpendiculaire abaissée du même point sur la droite C.
En second lieu, supposons que les points a^ a' soient des points d'inflexion; les tangentiels de ces points coïncident évidemment avec les points eux-mêmes; la droite satellite coïncide donc avec A, et par suite le troisième point a!' j où elle rencontre la courbe, est aussi un point d'inflexion (n^ 125, Ex. 3). L'équation de la courbe est donc réductible à la forme DEF = A* A^, dans laquelle A = o est l'équation de la droite qui passe par les points d'inflexion et D = o, E = o, F = o sont respectivement les équations des tangentes en ces trois points.
150. Le théorème du n^ 149 peut s'établir autrement en partant de la droite C au lieu de la droite A; ainsi, étant don nés trois points collinéaires c, c\ d' d'une cubique, la droite cpii joint a, point de contact d'une des tangentes menées par c avec a' ., point de contact d'une des tangentes menées par c' , passera par le point de contact d'une des tangentes menées par d' , On ne peut mener qu'une seule tangente en un point d'une courbe, et par conséquent à une position de A ne correspond qu'une position de G; quand il s'agit au contraire d'une cubique non singulière, on peut mener quatre tangentes d'un point quelconque de la courbe, et par conséquent à une position quelconque de C correspondent seize positions de A. Les douze points de contact sont situés sur les seize droites A; chaque droite A contient trois points de contact, et par chaque point de contact il passe quatre droites A.
Considérons plus particulièrement le cas où G est tangente à la courbe et supposons que les points c et d coïncident. Nous voyons alors que la droite qui réunit l'un des points- de
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contact a\ des tangentes issues de é^ à l'un des points de contact «H des tangentes menées par c doit passer par un des autres points de contact relatifs à c, par exemple par a^. Dj vcL^TCiQ^ la droite qui joint d\ a^ passe par ar,. Nous avons ainsi le théorème suivant : Les quatre points de contact a^y a^^ ^3, «4 des tangentes y menées d\in point quelconciae c situé sur la courbe, sont les sommets d\in quadrangle dont les trois centres sont aussi des points de la courbe, et sont tels que les tangentes en ces points et la tangente en c rencontrent toutes la courbe au même point,
151. Revenons au cas où G n'est pas tangent à la courbe; nous avons les tangentes issues de c qui sont tangentes à la courbe aux points a^, a^^ a^, a^, et les tangentes menées par d qui lui sont tangentes en d^, a^, d^^ d,^. Fixons seulement notre attention sur deux points a^^ ^2 du premier système de quatre points; nous voyons que, si nous partageons les points du second système en couples d\ine manière bien définie, par exemple a',, a'^ et a'g, d,^^ et si nous combinons le couple <^ij <^2 premièrement avec le couple d^^ a'^, les droites ad^^ «2 «2 se rencontrent en un même point de la courbe et que les droites a^ a'^, a^d^ se rencontrent aussi en un même point de la courbe ; en second lieu, si nous combinons a^ , a^ avec le couple «3, a'^, les droites a\d^^ a^a^ se coupent en un même point de la courbe, et il en est de même pour les droites a^a\j a^d,^\ les quatre nouveaux points sont les points de contact des tangentes menées à la courbe par le point c". Deux points tels que les tangentes en ces points se rencontrent respectivement sur la courbe peuvent être appelés points correspondants. Ainsi deux des points a^y a^i a^, a^ sont des points correspondants; il en est de même de deux des points a\, d.-^, d^j a'r^» Mais si nous partons des deux points <7^, a-, les points d^, d.^ (de même que les points a[^, d.^) peuvent être appelés des points correspondants du même genre que
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a^, a-i] la propriété qu'ils possèdent est la suivante : étant donnés deux couples de points de même genre, si nous formons un quadrilatère en joignant chaque point d'un couple avec chacun des points de l'autre couple, les deux nouveaux sommets du quadrilatère sont des points de la courbe (qui sont eux-mêmes des points correspondants du même genre respectivement que les deux couples originaux). Il est évident qu'il y a trois genres de points correspondants qui sont : le genre a^ a^ ou «3^4, le genre a^ a^ ou a^a!^, et le genre aiar^ ou a^2^z- Et de plus, si nous partons du couple a^^ aj pour obtenir le système entier de points correspondants du même genre, nous n'avons qu'à prendre sur la courbe un point variable K et, en le joignant aux points a^^ a^ respectivement, ces droites couperont de nouveau la courbe en un couple de points correspondants du même genre que a^a^^. Nous pouvons indiquer en passant que l'enveloppe de la droite qui joint deux points correspondants du même genre est une courbe de la troisième classe. Cette théorie est due pour la plus grande partie à Mac Laurin (voir De linearum geometricarum proprietatibus generalibus Tractatus) ('); on peut donc l'appeler à juste titre la théorie de Mac Laurin pour les points correspondants d'une cubique.
152. Considérons toujours le cas où C n'est pas une tangente à la courbe; soient D^, Ej, F^ des tangentes menées respectivement par les points c, c' , d' . Nous avons vu que Téquation de la courbe peut s'écrire sous la forme
D/EiFi — AfCzizo.
Soit D2, E2 un autre couple de tangentes passant par c, c' et telles que leur corde de contact passe par le point de contact de F, ; l'équation de la courbe pourra aussi se mettre
(1) Voir DE JjîouiÈRrs, Mélanges de Géométrie pure, p. 223.
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SOUS la forme D2E2Fi — A^C = o. De là nous pouvons déduire ridentité
le second membre de cette dernière équation représente trois lignes droites; donc le premier doit représenter les trois mêmes droites . Par conséquent, un des facteurs de D i E, — D2E2 doit être la droite G, qui passe par les points DiD2, EiE2. L'autre facteur, qui joint les points DiE2, D2Ei, doit être A^ dz A2, F^ étant égal à Ai ip A2. Nous voyons ainsi que les deux dernières droites et les deux cordes A^ , A2 forment un faisceau harmonique dont le sommet est le point de contact de F^ . Nous appliquerons plus tard ce théorème au cas où les points c et d sont les points imaginaires de l'infini I, J; les points D^E2, D2E^ sont alors des foyers et F^ est une tangente parallèle à la seule asymptote réelle que possède la courbe.
Si les points c, d coïncident, la droite qui réunit c au point de contact de F^, la droite F^ elle-même et les deuK cordes A,,A2 forment un faisceau harmonique.
153. On peut déduire de là un autre théorème de Mac Laurin. Une droite quelconque issue d'un point A d'une cubique est divisée harmoniquement par les deux points p, y, où elle rencontre de nouveau la cubique, et par les deux points S, S^ où elle rencontre un couple de cordes joignant \q^ points de contact de tangentes menées par A. Supposons que la droite rencontre la tangente d au point c; comme elle coupe Al et B, en A, nous aurons, d'après le n° 136,
ou bien
M "^ §^ ~ SA "^ Û
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Mais, d'après le numéro précédent, SS' est une moyenne harmonique entre SA et S^; elle jouit donc aussi de la même propriété pour Sj3 et Sy.
Si la courbe a un point double, on ne peut lui mener que deux tangentes par ce point; mais le théorème de ce numéro sera encore exact si nous remplaçons la corde D par la droite qui joint le double point au point où la corde D rencontre de nouveau la courbe.
154-. Nous allons encore indiquer une application da théorème, que toutes les cubiques qui passent par huit points fixes d'une cubique passent aussi par un neuvième point fixe. Si par quatre points fixes d\ine cubique on fait passer une conique^ la corde qui réunit les deux autres points d'' intersection de cette conicjue a^ec la cubique passera par un point fixe situé sur cette dernière courbe. Considérons une conique passant par les quatre points (a) et rencontrant la courbe aux deux autres points (p) et imaginons une seconde conique passant par les points (a) et par deux autres points {^')] la conique qui passe par a, [3 et la droite qui réunit les deux points P' constituent une cubique passant par les huit points a, [3, [3'; de même, la conique qui passe par a, ^' et la droite qui joint les points ^ constituent une seconde cubique passant par les mêmes points ; donc le neuvième point d'intersection avec la courbe doit être commun à ces deux systèmes, c'est-à-dire que les droites qui joignent les points [3, |3^ rencontrent la courbe au même point.
Dans l'édition précédente de cet Ouvrage, nous avions appelé ce point Vopposé du système des quatre points donnés ; aujourd'hui nous nous conformerons à la nomenclature de la remarquable théorie de résiduation donnée par M. Sylvester et que nous exposerons bientôt; nous dirons en conséquence que le point en question est le corésiduel du système des quatre points.
S. — Courbes planes. i3
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Ce point se construit facilement en prenant pour la ccnique passant par les quatre points un couple de lignes droites. Supposons que la droite qui joint les points i , 2 et celle qui réunit les points 3, 4 rencontrent respectivement la cubique aux points 5, 6; la droite menée par 5, 6 coupera la courbe suivant le corésiduel cherché. Et comme le groupement des quatre points est arbitraire, il est bien clair que la construction peut se faire de trois manières différentes.
Par exemple, nous déduisons de ces propriétés que, par quatre points d'une cubique, on peut mener quatre coniques qui soient tangentes à la courbe en d'autres points; ce sont les coniques qui passent par les points de contact des quatre tangentes que l'on peut mener à la courbe par le corésiduel.
155. Appliquons la règle qu'on vient de donner pour construire le corésiduel; dans le cas où l'on considère quatre points consécutifs de la courbe. La droite qui joint les points 1 , 2 est alors une tangente, et le point 5, où elle coupe la courbe, est le tangentiel du point i ; de même la droite 3, 4 rencontre la courbe en un point 6 qui est consécutif au point 5; il en résulte que le corésiduel cherché est le point où la tangente au point tangentiel 5 rencontre de nouveau la courbe; autrement dit, c'est le tangentiel du tangentiel, ou bien, comme nous l'appellerons, le second tangentiel.
Si, par exemple, on demande de mener une conique qui passe par quatre points consécutifs, ou, suivant l'expression usitée, qui ait un contact quartiponctuel avec la courbe, et qui lui soit tangente en un autre point, ce point de contact sera, comme nous l'avons vu, un point de contact des tangentes menées à la courbe par le second tangentiel. L'un d'eux est le tangentiel du point (i) et la conique correspondante dégénère en deux droites; les trois autres points donnent les autres solutions du problème.
Si l'on demande encore de décrire une conique qui passe
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par cinq points consécutifs de la courbe (ou qui ait un contact quintiponctuel avec la courbe), on résoudra le problème en construisant le sixième point où la conique coupe la cubique; ce sera le point où la droite qui réunit le point (i) à son second tangentiel rencontre de nouveau la courbe.
Pour que ce point puisse coïncider avec le point (i), il est nécessaire que la droite dont on vient de parler en dernier lieu soit tangente en(i) à la courbe; ou, ce qui revient au même, il est nécessaire que le premier et le second tangentiel coïncident. Mais un point qui coïncide avec son tangentiel est un point d'inflexion : donc sur une cubique non singulière j il y a vingt-sept points où Von peut mener une conique ayant avec la courbe un contact sextiponctuel ; ce sont les points de contact des trois tangentes que Von peut mener par chacun des neuf points d'inflexion.
156. Le théorème (n^ 29) énoncé pour l'intersection de deux cubic[ues a été généralisé dans le n° 33. Le théorème que renferme ce dernier article s'applique au cas de la cubique en posant ^ = 3 ; il s'énonce comme il suit : Toute courbe de degré n qui passe par 3 n — i points fixes d\ine cubique passe par un autre point fixe sur cette cubique. Il faut remarquer que pour ^ = i ou /z = i on ne peut décrire qu'une seule courbe de degré n qui passe par 3/1 — I points de la cubique, et le théorème ne nous apprend rien; quand n est plus grand que 2, on peut décrire plus d'une de ces courbes et elles passent toutes par un autre point fixe de la courbe, ainsi qu'on l'a établi. Et, comme on l'a exposé dans le n*^ 33, si l'on cherchait à décrire une courbe du ;^'^^^ ordre par Zn points pris arbitrairement suit une cubique, n étant plus grand que 2, la courbe qu'on formerait ainsi ne serait pas une courbe proprement dite de cet ordre, mais un système composé de la cubique elle-même et d'une courbe d'ordre n — 3.
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157. Si; parmi les Zi^m -{- n) intersections d\ine courbe de degré [m + n) avec une cubique^ il s'en trousse ?>ni sur une courbe du m}^^^^ ordre V^m-, les 3/^ autres points restants sont situés sur une courbe du h^^^^^ ordre. On a remarqué en effet que, par 3/2 — 1 de ces 3 n points on peut toujours décrire une courbe du rû^^^ ordre \}n\ celle-ci constitue avec \]rn un système de l'ordre [m ^ n) qui (n^ 156) passe par le point restant; et comme ce point ne peut être situé sur U/^, qui rencontre déjà la cubique en 3 /n points, il doit se trouver sur U/^.
158. Nous allons maintenant exposer la nomenclature introduite par M. Sylvester, et, tout en nous y conformant, nous établirons à nouveau et nous généraliserons quelquesunes des propositions précédentes. Si deux systèmes de points a, P considérés ensemble constituent l'intersection complète d'une courbe d'ordre quelconque avec la cubique, l'un de ces systèmes est dit le résiduel de l'autre. Comme le nombre total des intersections d'une cubique avec une courbe quelconque doit être un multiple de trois, il est évident que, si le nombre des points du systèuie a est de la forme 3 /? + I , celui dans le système ^ doit être de la forme 3 q — i , et réciproquement. Nous pouvons donner respectivement à ces systèmes la dénomination de système positif el système négatif et dire que le résiduel d'un système positif est un système négatif, et inversement. Le système positifle plus simple se compose d'un point unique correspondant à /> = o ; le système négatif le plus simple consiste en un couple de points répondant k q = i. Dans ce cas, l'un est évidemment le résiduel de l'autre, quand les trois points sont situés sur une même ligne droite. Par un système donné de points a on peut décrire une infinité de courbes de différents ordres ; il est donc évident qu'un système donné de points a a une infinité de résiduels p, |3', P'^, . . . . Deux systèmes de points p, p^ sont
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dits corésiduels, quand ils sont tous deux les résiduels d'un même système a. Par exemple, dans le n° 154, nous avons supposé que par quatre points a d'une cubique on avait mené des coniques coupant à nouveau la courbe en des couples de points p> [3^, ... ; l'un quelconque de ces couples de points est un résiduel de a, et deux quelconques d'entre eux sont corésiduels. De même, si la droite menée parle couple [B rencontre de nouveau la courbe en un point a^, ce point est un résiduel du groupe [3 aussi bien que les quatre points originaux ; ce pointa^ est donc, comme nous l'avons déjà nommé, corésiduel avec les quatre points a. Il est évident que deux systèmes corésiduels de points doivent être tous deux positifs ou tous deux négatifs.
Le théorème du n° lS6peut s'énoncer comme il suit : Deux points qui sont corésiduels doivent coïncider. En effet, nous avons vu que si par 3/? — i points a nous décrivons une courbe U^, rencontrant la cubique au point résiduel p, et si par les mêmes points a nous décrivons une seconde courbe du p^^"^^ ordre rencontrant de nouveau la cubique en un point ^' j les deux points corésiduels [3, ^' auxquels on arrive par les deux opérations sont un seul et même point.
lo9. Si deux systèmes p, ^' sont corésiduels^ un système quelconque cfJ ^ qui est un résiduel de Vun^ sera aussi un résiduel de Vautre. Supposons que par un système quelconque a on ait décrit deux courbes U^, U^ qui rencontrent à nouveau la courbe suivant les systèmes j3, ^ ; ces deux systèmes sont par définition corésiduels ; et ce que nous énonçons maintenant c'est que, si par ^ on mène une courbe quelconque Ur qui coupe à nouveau la cubique suivant un système de points a', les points p et c/l constitueront aussi l'intersection complète d'une courbe avec la cubique. En effet, les systèmes a et ^ considérés ensemble constituent l'intersection d'une courbe U^ avec la cubique, et d et ^ forment l'in-
Hosted by
lersection de cette dernière avec une courbe XJr ] les cjiiatre systèmes considérés ensemble constituent donc l'intersection de la cubique par une courbe dont l'ordre est /) + r; mais les systèmes a et P' ensemble donnent l'intersection de la cubique avec la courbe U^ d'ordre^; donc (n° 157) les systèmes ensemble constituent l'intersection complète de la cubique a' et p avec une courbe d'ordre/) -f- r — q.
Donc aussi deux systèmes qui sont corésiduels au même systèm^e sont corésiduels Vunà V autre. Si j3 et ^ sont corésiduels, comme ayant un résiduel commun a, et si p^et [3'' ont un résiduel commun a^, d'après ce qu'on vient de démontrer, a est aussi un résiduel de (3'^ et (il de p ; c'est-à-dire que si P, p^'' sont chacun corésiduels avec p^, p et P'^ sont corésiduels l'un à l'autre, car a, (f! sont chacun un corésiduel commun de P, P^^
160. Nous pouvons maintenant donner du théorème (n°154) une démonstration qui conduira immédiatement à la généralisation que M. Sylvester a fait connaître pour ce théorème. La conique menée par quatre points a d'une cubique rencontre la courbe en deux points p qui sont un résiduel du système a. La droite menée par les deux points p rencontre la courbe en un point (fl, qui est résiduel à p et par suite corésiduel à a. Si nous répétions la même opération avec une conique différente, nous arriverions à un point a!^ qui serait aussi corésiduel au système a et par suite au point a' ; et les deux points a^, a' étant corésiduels doivent coïncider (n*^ JS8). Or, il est évident, en premier lieu, que la même démonstration ne cesserait pas d'être exacte si, au lieu de quatre points, nous partions d'un système positif de 3/)+ i points P. Une courbe d'ordre /> 4- 1 menée par ces points rencontre la cubique en deux autres points, et la droite qui les joint coupe la courbe en un point corésiduel à Pet qui reste le même quelle que soit la courbe d'ordre /> + i . Mais, en second lieu, au lieu de passer du groupe P au point corésiduel par deux étapes,
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nous pourrions employer un nombre pair quelconque de ces étapes. Ainsi, parles 3 /? + i points P décrivons une courbe Up^r • le résiduel est le système négatif IN de 3 r — i points. Par N menons une courbe Ur+^, et nous obtenons un résiduel P' de 3^ + I points. De la même manière, de P^ nous pouvons obtenir un résiduel de 3 ^ — i points, et ainsi de suite. A cette étape, ou bien à l'une des suivantes, où nous avons un système négatif de it — i points, si nous faisons passer par ces points une courbe U^, nous pouvons obtenir un résiduel formé d'un point unique. Le théorème de M. Sylvester consiste en ce que ce point est le même dans tous les cas, quel que soit le procédé de résiduation par lequel on y sera arrivé. En effet, le système N est résiduel de P; P^ est résiduel de N et corésiduel de P; N'est résiduel de P', corésiduel de N et par suite aussi résiduel deP, et ainsi de suite. Tout système positif dans la série est résiduel à tout système négatif et corésiduel à tout système positif. Donc le point auquel nous arrivons finalement est corésiduel au système original positif et doit être identique avec le point corésiduel du même systèmeobtenu par un autre procédé. Par exemple, si par quatre points nous décrivons une cubique qui coupe la courbe en cinq autres points*, si par ces cinq points nous menons une autre cubique qui donne un résiduel de quatre autres points, par ces quatre points une quartique donnant un résiduel de huit points, et finalement par ces huit derniers une cubique coupant la courbe en un autre point, ce point est le même que celui qu'on aurait déduit des quatre points primitifs par le procédé du n° 154. Et de même, en partant d'un système négatif quelconque de 3 q — i points N, nous pouvons, après un nombre impair d'opérations intermédiaires, arriver à un point unique qui sera le résiduel du système primitif et, comme tel, indépendant du mode particulier de résiduation.
Les principes que nous venons d'exposer nous per
Hosted by
mettent de trouver par des constructions linéaires le point résiduel ou corésiduel d'un système négatif ou positif donné. Supposons, par exemple, qu'on demande de trouver le point résiduel de huit points donnés; joignons ces points deux à deux d'une manière arbitraire : les droites qui les réunissent constituent un système du quatrième ordre qui coupe la courbe en quatre points résiduels aux huit points donnés ; joignons ces derniers par couples, nous obtenons un système de deux points corésiduels aux huit points donnés; le point où la droite qu'ils déterminent rencontre la courbe est le point résiduel demandé. Ou bien encore, nous pouvons remplacer quatre quelconques des points donnés par leur point corésiduel, construit comme dans le n° 154, et le problème se ramène à trouver le résiduel de cinq points ; en remplaçant de même quatre d'entre eux par leur corésiduel, nous réduisons le problème à la recherche du résiduel d'un système de deux points. On voit facilement, par l'une quelconque de ces manières, que le résiduel du système de huit points consécutifs en un point donné de la cubique est le troisième tangentiel du point donné.
Cette méthode, qui permet de trouver au moyen de constructions linéaires le neuvième point commun à toutes les cubiques qui passent par huit points donnés, suppose que l'on connaisse une cubique tracée par les huit points, et la question n'est pas la même que celle où il s'agit de trouver le neuvième point, quand on donne seulement les huit points. Le D^ Hart a montré que, dans cette dernière question, on peut aussi trouver le neuvième point par une construction linéaire, quoique avec plus de difficultés (*).
162. Nous allons terminer cette Section par quelques remarques sur les systèmes de cubiques qui ont plusieurs
(^) Cambridge and Dublin mathematical Journal, t. VI, p. t8i.
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points communs. Si l'on nous donne huit points d'une cubique ou huit relations linéaires entre les coefficients de l'équation générale, nous pouvons éliminer tous les coefficients sauf un, de manière à mettre l'équation sous la forme U + A^ V = o. De même, si l'on nous donne sept points ou sept relations linéaires, la forme générale de l'équation pourra se ramener à U H- /f V + /W =: o, U, V, W étant trois cubiques qui satisfont aux sept conditions données, et les deux constantes A", Ij qui restent à notre disposition, nous permettent de vérifier deux autres conditions. De même aussi, si l'on ne nous donne que six points, la forme générale de l'équation sera U + A"V + /W + mS = o. Nous pouvons prendre pour U, V, . . . des systèmes de trois droites passant chacune par deux des points donnés. Par exemple, si les six points sont a, Z?, c, d^ e, / et si ab = o représente l'équation de la droite qui joint a et 6, une des formes de l'équation cherchée sera
ab.cd.ef-h k.acbe.df -\- l.ad.bf.ce -f- m.ae , bd.cf^^:^ o.
Gomme cette équation renferme trois indéterminées, toute autre cubique qui passera par les six points (par exemple, af.bc.de) devra pouvoir s'exprimer sous la forme précédente, et l'équation ci-dessus ne gagaerait rien en généralité si nous yajoutions un terme tel que 7i.af.bc,de, puisqu'il doit lui-même être égal à la somme des quatre termes qui précèdent, multipliés chacun par un facteur.
Dans les Sections coniques, n° 259, nous avons déduit la propriété anharmonique des points d'une conique de l'équation ab.cd = k.ac.bd] nous pouvons de même nous servir de l'équation que nous venons d'écrire pour en déduire la propriété suivante, qui est l'extension aux courbes du troisième degré du théorème anharmonique : Si l'on joint six points d\ine cubique à un septième point de la courbe et si Von coupe ce faisceau par une transversale aux points
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a^ b^ c, d, e^ /, on a la relation
ab.cd.ef^ k .ac .he ,df -\- l.cuLbf .ce — mac.bd.ef^=z o,
dans laquelle k, /, m sont des constantes dont la valeur est la même pour chaque courbe particulière passant par les six points. Le lecteur peut facilement concevoir le nombre de théorèmes particuliers qu'on peut déduire de celui-ci (comme dans les Sections coniques^ n^ 326) en examinant les cas où quelques-uns des points sont à une distance infinie.
163. Nous avons vu (n*^ 41) que donner un point double équivaut à trois conditions. Si donc nous avons un point double et cinq autres points, une condition de plus déterminera la courbe; elle pourra en conséquence être représentée par une équation de la forme S — /cS'=: o, S et S' étant deux courbes particulières du système. Nous pouvons l'écrire sous la forme
{oabcd)oe — k{oabce)od-=i o.
Dans cette équation, (oabcd) représente la conique menée par le point double et les quatre points a, 6, c, d.
De la même manière, nous pouvons écrire l'équation de la cubique qui passe par le point double et quatreautres points sous la forme
oa.ob.cd -\- k.ob .oc.ad -^ l.oc.oa. bd =. o,
et, comme dans le numéro précédent, la même relation a lieu entre les segments déterminés sur une transversale quelconque par les droites qui joignent ces points à un point quelconque de la courbe.
164. Nous avons donné (^Sections coniques^ n° 259) une méthode à l'aide de laquelle on exprime le rapport anharmonique d'un faisceau en fonction des perpendiculaires
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abaissées de son sommet sur les côtés d'un quadrilatère quelconque dont les sommets sont situés chacun sur un rayon du faisceau; nous pouvons trouver par le même moyen le lieu du sommet commun à deux faisceaux, dont le rapport anharmonique est le même et dont les rayons passent par des points fixes parmi lesquels deux sont communs aux deux faisceaux. En effet, si ab ■=^ q représente l'équation de la droite qui joint les points a et 6, nous obtenons une équation de la forme
ao . hp co . dp
ab.po ccl.op
ou
ao.bp .cdrzii ab.ab .co .dp.
Si o el p sont les points circulaires à l'infini, cette relation nous donne (Sections coniques^ n^ 358) le lieu du sommet commun à deux triangles dont les bases sont données, et dont les angles aux sommets sont égaux; nous voyons que c'est une courbe du troisième degré qui passe par ces points circulaires.
Si l'on nous donnait la différence des angles aux sommets, cette condition (Sections coniques^ n° 358) équivaudrait au rapport de deux fonctions anharmoniques et nous conduirait à une équation de la forme
ao .bp j co. dp
ap . bo cp . do
Cette équation représente une courbe du quatrième degré, qui a pourpoints doubles les deux points circulaires à l'infini.
Section ÎI. — Pôles et polaires.
165. Nous allons maintenant récapituler et appliquer aux cubiques les théorèmes relatifs aux pôles et aux polaires que nous avons établis précédemment. Tout point O {oc' j y ^ z^) a,
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I ar rapport à une cubique, une droite polaire et une conique polaire dont les équations sont respectivement
dU^ d\y dV^ __ , dl^ ^,dJ] , dJJ _
dx' "^ dy' dz' ' dx '^ dy dz
L'équation de la conique polaire peut aussi être ordonnée suivant les puissances de x^ jk, z et devient alors
a' X- -1- h' y'^ ^ c' z^ -^ "^f y^ -^ 2 g' zx -\- i h' xy ■=: o ;
«^5 U ^ c^ . . . représentent ici les dérivées dans lesquelles on a introduit les variables accentuées.
La Qonique polaire est le lieu des pôles de toutes les droites qu'on peut mener par O; par rapport à une cubique non singulière, chaque droite a ainsi quatre pôles qui sont les intersections des coniques polaires de deux points quelconques de ses points. La conique polaire passe par les points de contact des six tangentes qu'on peut en général mener par le point O. Dans le cas d'une cubique nodale, la conique polaire passe par le point double et rencontre seulement la courbe en quatre autres points ; chaque droite n'a que trois pôles, puisque les deux coniques polaires ( qui passent chacune par le point double) ne se coupent qu'en trois autres points. Dans le cas d'une cubique cuspidale, la conique polaire passe par le point de rebroussement, est tangente à la tangente cuspidale et rencontre seulement la courbe en trois autres points; toute droite n'a que deux pôles. Si la cubique se décompose en une conique et une droite, la conique polaire d'un point O passe par leurs points d'intersection et une ligne droite n'a que deux pôles. Laconique polaire passe aussi par l'intersection de la conique et de la polaire de O par rapport à cette dernière. En effet, on voit facilement qu'en effectuant sur LS l'opération
A ou x' —, \- y^ ~r- -\- z' -T- -> ^^ résultat sera L'S +LAS. Si
dx "^ dy dz
la cubique se réduit à trois lignes droites xyz = o, chaque co-
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nique polaire passe par les sommetsdu triangle qu'elles forment et une droite quelconque n'a plus qu'un pôle. Dans ce cas, les équations de la droite polaire et de la conique polaire sont respectivement
ou
-yz
zx'y-=^o^ œ' yz -^ y' zx -\- z' xymo^
-, rmO,
L'équation que nous venons de former nous fournit immédiatement une construction géométrique de la droite polaire; on sait en effet {Sections coniques, n° 60) que, si le point [x' , y, z') est représenté par le point O sur la figure ci-contre, la droite LMN {fig- 27) sera précisément celle dont on vient d'écrire l'équation,
Fig. 27.
La tangente à la conique polaire en un sommet xy est
(Sections coniques, n° 12) —
o ; on la construit en
joignant le sommet xy au point où la droite polaire rencontre le côté opposé z.
166, Si une droite issue d'un point O rencontre la cubique aux points A, B, G, le point P où elle coupe la droite polaire est déterminé, puisque (n° 132) nous avons
3_ _ i_ _i _j_ OP ~ OA "^ OB "^ OG'
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Si une seconde droite menée par O rencontre la cubique aux points A^, B^, G j le point P^ où la polaire coupe cette droite est aussi déterminé ; il en est, par conséquent, de même pour la polaire elle-même, qui doit être la même pour toutes les cubiques passant par les points A, B, C, A', B^, C^ Nous pourrons donc construire de cette manière et au moyen de la règle seulement la droite polaire de O par rapport à la cubique; nous n'aurons qu'à mener deux rayons par le point O et à construire d'après le n^ 165 la polaire de O par rapport au triangle formé par AA', BB^, CG^
Les relations métriques, indiquées au n° 134, montrent aussi que, si les points A, B, G sont donnés, les deux points où la droite OA rencontre la conique polaire sont aussi donnés. Nous voyons ainsi, comme ci-dessus, que si, par l'origine, nous menons trois rayons rencontrant la courbe en A, B, G, A^, B^, G^ A^ B^^, G'^ la conique polaire de O est la même par rapport à toutes les cubiques passant par ces neuf points. On peut regarder les points A, A', A'' comme les points où une transversale quelconque rencontre la courbe, et le problème qui consiste à déterminer la conique polaire de O par rapport à une cubique peut se ramener à la construction de cette même courbe par rapport au système composé de la droite A A^ A^^ et de la conique qui passe par les six autres points qui restent.
Nous allons maintenant étudier plus en détail les cas (i°) où O est un point de la courbe; (2°) 01 il est situé sur la Ilessienne.
i 67 . Si par deux points consécutifs O , O' de la co urbe nous menonsdeux systèmes de tangentes OA, OB, OG, OD ; O^A, O^B, O^G,0'D, une tangente quelconque OA coupera la tangente consécutive O^Aensonpoint de contact. Mais les quatre points de contact A, B, G,D sont situés sur la conique polaire de 0, qui est elle-même tangente à la cubique au point O (n*^ 64);
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donc lessixpoints OO'ABCD sontsurla même conique et par conséquent le rapport anharmonique du faisceau (O.ABCD) est le même que celui du faisceau (O^ABCD). Puisque ce rapport ne change pas quand nous passons d'un point de la courbe au point consécutif, nous voyons ainsi que les quatre tangentes qu^on peut mener d^un point quelconque de la courbe forment un faisceau dont le rapport anharmonique est constant.
Nous donnerons plus tard une démonstration algélDrique de ce théorème en montrant que le rapport anharmonique de quatre droites représentées par une équation biquadra tique homogène en x et jk peut s'exprimer en fonction du rapport des invariants S^ et T^ de la biquadratique et que^ si les quatre droites sont des tangentes à la cubique menée par un point de cette courbe, cet invariant absolu du faisceau peut s'exprimer en fonction d'un invariant absolu de la cubique, de manière à rester le même quelle que soit la position du point. Cet invariant est une caractéristique numérique de la cubique qui ne change pas quand on projette la courbe ou qu'on lui fait subir une autre transformation linéaire quelconque. Nous avons montré [Algèbre supérieure^ n^ 213) que la valeur de cet invariant d'une équation biquadratique nous permet de distinguer les équations qui ont deux racines réelles et deux racines imaginaires de celles dont les racines sont toutes réelles ou toutes imaginaires. En conséquence, si, parmi les quatre tangentes qu'on peut mener d'un point d'une cubique, deux sont réelles et deux sont imaginaires, il en sera de même pour tout autre point de la courbe; et de mêmC; si les tangentes issues d'un point quelconque sont toutes réelles ou toutes imaginaires, les tangentes menées de tous les points de cette courbe seront toutes réelles ou toutes imaginaires. Cette propriété sert de base à une division fondamentale des cubiques non singulières en deux classes, celles auxquelles on peut par chaque point mener
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deux tangentes réelles et dsux seulement, et celles pour lesquelles les tangentes peuvent être ou bien toutes réelles ou toutes imaginaires. Nous reprendrons cette remarque, «n lui donnant plus de développement, dans la Sectitm où il sera question de la classification des cubiques, et nous y verrons que, dans le second cas, la cubique se compose de €leux portions distinctes : pour l'une, les tangentes en cbaque point seront toutes réelles; pour Fautre, elles seront toutes imaginaires.
168. Il résulte du n° 167 que, si O, P sont deux points de la courbe, on peut par ces points mener une conique qui passe parles quatre points ou chacune des tangentes issues du premier point rencontre la tangente correspondante issue du second. Le rapport anharmonique de quatre points a, b^c^d se change pas quand on les écrit dans l'ordre badc^ ou cdab^ ou dcba; donc, en prenant les rayons du second faisceau successivement dans chacun de ces quatre ordres, nous voyons que les seize points d'intersection du premier système de tangentes avec le second sont situés sur quatre coniques qui passent chacune par O, P.
Supposons que la cubique soit circulaire, c'est-à-dire qu'elle contienne les points imaginaires I et J à l'infini ; en les prenant pour les points O, P; nous voyons que les seize foyers d'une cubique circulaire sont situés sur quatre cercles, et que chacun de ces cercles contient quatre foyers (^).
169. Si 0 est un point de la courbe, toute corde menée par ce point est divisée harmoniquement par la courbe et la conique polaire de O.
Nous avons vu (n"" 78) que les points d'intersection de la
(^) Ce théorème a été obtenu pour la première fois par le D^ Hart, mais d'une mani Jre différente. Il m'a été ensuite suggéré par le théorème du n° 167.
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courbe et delà droite qui réunit deux points sont dé'.arminés par l'équation
X3 ijf ^ 12 jj,^/ ^ X;j.^ A -h [A^ U — o.
Si (^^/V^O ^^^ ^^^ ^^ courbe, U^ = o et Péquation précédente devient divisible par [i.; si, de plus, les points (^,jk,^), [x\y ^ z') sont liés par la relation A = o, l'équation du second degré qui reste est de' la forme X- A^ + ja^ U == o, ses racines étant égales et de signe contraire, et nous YOjons (Sections coniques^ n° 91) que la droite qui joint les deux points est divisée harmoniquement par la courbe. Nous pouvons aussi démontrer ce même théorème en prenant le point O pour origine et cherchant le lieu des moyennes harmoniques de tous les rayons vecteurs issus de O. Nous procéderons exactement comme dans le n° 132, en faisant d'abord A = o, et nous trouverons immédiatement
c'est l'équation de la conique polaire de l'origine.
On démontre (comme dans le n^ 136) que la tangente à la conique polaire au point où une corde quelconque la rencontre passe par l'intersection des tangentes à la cubique aux points où cette courbe est coupée par la même corde et qu'elle est la conjuguée harmonique de la droite qui joint leur point d'intersection au point O.
170. Examinons maintenant d'une manière plus particulière le cas où O est un point d^ inflexion. Nous avons démontré (n"" 74) que la conique polaire d'un point d'inflexion se décompose en deux droites dont l'une est la tangente en ce point. Cette même propriété se déduirait aisément de l'équation qu'on vient de donner pour la conique polaire de l'origine. En effet, pour que l'origine soit un point d'inflexion qui ait l'axe des y pour tangente, nous devons avoir S. — Courbes planes. i4
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(voir n° 46) A = o,B= o, D = o et l'équation de la conique polaire (n"" 169) se réduit à
2 C/ H- E xy -h Fj)^^ r= o.
Le facteur y est évidemment étranger au problème du lieu des moyennes harmoniques; nous voyons ainsi que, si Von mène des rayons vecteurs par un point d'inflexion, le lieu des moyennes harmoniques sera une droite ('.). Et réciproquement, si le lieu des moyennes harmoniques est une droite , le point O est un point d'' inflexion. En effet (n^ 74), Je seul autre cas où la conique polaire puisse se décomposer en deux droites se présente quand O est un point double, et ce cas ne s'applique pas au problème actuel, puisqu'une droite menée par un point double ne peut rencontrer la courbe qu'en un seul autre point.
Nous appellerons la droite que nous venons de trouver la polaire harmonique du point O, pour la distinguer de la droite polaire ordinaire qui est la tangente en O.
171. l^e point O possède, par rapport à la polaire harmonique, des propriétés exactement analogues à celles des pôles et polaires dans les sections coniques. Ainsi, si l'on mène deux droites par le point O, et si l'on joint leurs extrémités directement et transversalement, les droites ainsi tracées doivent se couper sur la polaire harmonique. C'est là une conséquence immédiate des propriétés harmoniques d'un quadrilatère.
Nous déduisons encore, comme cas particulier de la pro- [mété précédente, que les tangentes aux extrémités d'un layon vecteur mené par O doivent se rencontrer sur la polaire harmonique.
(i) Ce théorème est dû à Mac Laurin : De linearum geometricarurn pioprietatibus generalibus, Sect. III, prop. 9.
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La polaire harmonique doit passer par les points de contact des tangentes qu'on peut mener à la courbe par O ; en effet, OR'RR^' est divisé harmoniquemLent; si doncR coïncide avec R'^, il doit coïncider avec R. Donc, par un point d'inflexion, on ne peut mener que trois tangentes, et leurs points de contact sont situés sur une ligne droite.
Si la courbe a un point double, on démontre exactement de la même manière qu'il doit se trouver sur la polaire harmonique.
Le premier théorème de ce numéro peut être énoncé sous une autre forme ainsi qu'il suit ; Si trois points A', B', G^ sont situés sur une droite et si les droites qui les joignent à O rencontrent de nouveau la courbe en A'^, B'^, G^^, ces points seront aussi sur une même droite et ces deux droites rencontreront la polaire harmonique au même point. Si nous supposons maintenant que A^, B^, G' coïncident, nous retombons sur ce théorème que la droite qui joint deux points d'inflexion doit passer par le troisième et que les tangentes à deux quelconques d'entre eux se rencontrent sur la polaire harmonique du troisième.
172. aSV, /?ar un point d'inflexion O on mène trois droites rencontrant la courbe en A|, A2*, B^, Bo ; Gi, G2, toute courbe du troisième degré menée par les sept points O, A,, A2, B,, B2,Go ^2 ciura le point 0 pour point d''inflexion. En effet, supposons que les trois droites rencontrent la polaire harmonique aux points A, B, G; ces points seront aussi communs au lieu des moyennes harmoniques du point O par rapport à toutes les courbes qui passeront par ces sept points; donc ce lieu, qui en général serait une conique, doit, puisque trois de ses points sont sur une même droite, être cette même droite pour toutes les courbes dont il s'agit; et par conséquent (n^ 170) le point O doit être un point d'inflexion.
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173. Nous avons vu (n° 74) que les points d'inflexion d'une courbe du troisième degré sont les intersections de la courbe U avec la courbe H, qui est aussi une courbe du troisième degré. Toute courbe du troisième degré a donc en général neuf points dHnflexion; cependant trois seulement de ces points sont réels (n° 12o, Ex, 3). Nous avons aussi démontré que la droite qui joint deux points d'inflexion doit également passer par le troisième ; il en résulte que par chaque point d'inflexion on peut mener quatre droites qui contiendront les huit autres points. Il en découle aussi, c^otnme cas particulier du numéro précédent, que toute courbe du troisième degré, menée par les neuf points d^ inflexion^ aura aussi ces points pour points dHnflexion (^).
174. Parmi les droites qui contiennent chacune trois points d'inflexion, il en passe quatre par chaque point d'inflexion; il doit donc exister en tout|(4X9)= 12 de ces droites (^).
Si nous essayons déformer un tableau de ces droites, nous trouverons qu'il ne pourra difl'érer que par la notation du tableau suivant :
Clebsch a remarqué que, si l'on écrit les neuf éléments sous la forme ci-dessous,
(1) Ce théorème est dii à M. liesse, qui a aussi démontré que si U est une cubique, H son Hessien etaU + ôH = o l'équation d'une cubique quelconque passant par leurs intersections, l'équation du Hessien de cette dernière courbe a aussi la même forme. La méthode de démonstration adoptée ici est due au D** Hart.
(*) Il est facile de voir que nous pouvons avoir neuf points réels situés trois à trois sur dix droites, mais que le nombre de ces droites ne peut être plus grand : par suite, les neuf points d'inflexion ne peuvent être tous réels, ce qui s'accorde avec la remarque du n° 173.
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les systèmes qui constituent les deux lignes qu'on vient d'écrire se composent des lignes, des colonnes et des éléments positifs du déterminant des éléments.
Il résulte de là que toute cubique passant par sept des points d'inflexion aura l'un d'eux pour point d'inflexion; en effet, prenons sept quelconques de ces points (les sept premiers par exemple) et nous verrons, d'après le tableau précédent, qu'ils sont situés sur trois droites (Mj? ^^7? ^^7) q^" ^^ coupent en un point commun sur la courbe, et c[ue par conséquent, d'après le n"" 172, le point commun (7) est un point d'inflexion de toutes ces courbes.
D'après la manière même suivant laquelle on a écrit ces lignes, il est évident qu'on peut les diviser en quatre systèmes de trois droites, chaque système passant par tous les neuf points; ou bien que, si nous formons l'équation U+lH = o, il y a quatre valeurs de \ pour lesquelles l'équation se réduit à un système de trois droites. Pour la démonstration directe de cette proposition, voir la dernière Section de ce Chapitre.
175. Considérons maintenant le cas (s'^) où {x\ y^ z') est sur la Ilessienne el où par conséquent sa conique polaire se décompose en deux droites. Nous avons démontré d'une manière générale (n° 70) que si la première polaire d'un poinl quelconque A a un point double B, la conique polaire de B a un point double A. Mais, dans le cas des cubiques, la première polaire est la conique polaire, et ce théorème devient : Si la conique polaire de A se décompose en deux droites cjuise coupent en B, la conique polaire de B se décompose aussi en deux droites qui se coupent en A. En effet, si la conique polaire de(.r^,j^'', ^') se décompose en deux droites, les coordonnées de leur intersection (^, y^ z) satisferont aux trois équations obtenues en différentiant l'équation de la conique polaire. Mais (n° 165) cette dernière équation peut
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s'écrire sons Fune ou l'autre des deux formes équivalentes
on
a'œ^- 4- lyy- -\~ c'z^ -H 2/^/^ -h 2 g'zx + 2 h'xy = 0,
^t les dérivées peuvent, par conséquent^ être écrites sons l'une ou l'autre des formes équivalentes
ax'-\-hy-^.gz'—-Oy hx'-\-by-^fz'z=io, gz'-^fy'-^cz'^=io, a'x-}-h'f-^g'z=:o, h'x-\-b'y'-\-J'z^=io, g'z-\-ff-^c'z-zo.
Nous voyons par là que ces équations sont symétriques en (;r, y, z) Ql [x' ^ y' ^ z') et que, par conséquent, la relation qui existe entre ces points est réciproque. A et B sont évidemment tous deux des points de la Hessienne; on dit que ce sont des points correspondants sur cette courbe; nous allons montrer actuellement qu'ils le sont aussi dans le sens indiqué au n^ 151, c'est-à-dire que les tangentes menées à la Hessienne aux points A et B respectivement se coupent suivant un point de la Hessienne (^). Dans le cas d'une cubique, la courbe appelée la Steinerienne (n° 70) est identique avec la Hessienne,
176. L'équation de la conique polaire d'un point quelconque (^, V], Ç) étant ÇU^ H- ri U2 + Î^Us = o, le système entier des coniques polaires forme un système de coniques semblable à celui que nous avons discuté {Sections coniques ^ n^ 388) et dont l'équation renferme deux indéterminées au premier degré. L'équation de la polaire d'un point A par rapport à une conique quelconque du système est
l{ax' -\- hf -\-gz^) -\-'c^{hx' -\- hy^+fz')-^'C,{gx' -^fy'-^cz') — o\
(') On montrera plus tard qu'il y a trois cubiques ayant le même Hessien : la correspondance des points A, B delà Hessienne est de l'un ou l'autre des trois genres de correspondance, suivant que la cubique est, l'une ou l'autre des trois cubiques.
elle est vérifiée par les coordonnées du point B; nous voyons par là que la polaire de l'un quelconque des points A, B passe par l'autre point et que, par conséquent, la Hessienne de la cubique est la Jacobienne {Sections coniqueSy n^388) du système des coniques polaires. Puisque A et B sont conjugués par rapport à une conique quelconque du système, la droite qui les joint est divisée harmoniquement par chacune de ces coniques et les points où les coniques coupent cette droite constituent un système en involution dont A et B sont les foyers. Les deux points où l'une quelconque de ces coniques rencontre la droite AB ne peuvent coïncider qu'en l'un ou l'autre des points A et B ; et, en conséquence, si l'une des coniques se décompose en deux droites qui se coupent sur AB, le point d'intersection doit être A ou B, à moins que AB ne soit elle-même l'une des droites. Mais comme la Hessienne d'une cubique est elle-même une cubique, AB la rencontre en trois points^ c'est-à-dire en un troisième point C, en outre de A et B. Tout point de la Hessienne est, comme nous l'avons vu, l'intersection de deux droites suivant lesquelles se décompose une certaine conique polaire du système, et il résulte de ce qu'on vient de démontrer que l'une des deux droites qui se coupent en G doit être AB. Ainsi, du système de points dont le lieu est la Hessienne, nous pouvons donc déduire un système de droites, en prenant les couples de droites qui sont les coniques polaires de chaque point de la Hessienne. Chaque droite du système rencontre la Hessienne en trois points ; deux d'entre eux A, B sont des points correspondants delà Hessienne, et le troisième (^, que nous pouvons appeler le point complémentaire , est celui où la droite en question rencontre la droite conjuguée.
177. La courbe qui est l'enveloppe du système de droites dont on vient de parler a été étudiée par M. Gayley : c'est pour cette raison que M. Cremona l'a appelée la Cayleyenne
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de la cubique (*). Elle est de la troisième classe, comme nous le voyons, en cherchant combien il peut passer de ces droites par un point arbitraire P. Tout point M, dont la conique polaire passe par P, doit se trouver sur la droite polaire de P(n*^ 61) et, pour que la conique polaire se décompose en deux droites, M doit être situé sur la Hessienne. H y a évidemment alors trois points M, tels que leur conique polaire se réduise à un couple de droites dont l'une passe par P. Il n'existe pas de tangente double ou stationnaire, et la courbe est par conséquent du sixième ordre.
Toute droite du système joint des points correspondants sur la Hessienne (n^ 176)^ donc la Cayleyenne peut à volonté être considérée comme l'enveloppe des droites en lesquelles se décomposent les coniques polaires des points de la Hessienne ou comme l'enveloppe des droites qui joignent les points correspondants de la Hessienne. Cependant, dans le cas de courbes de degré plus élevé, l'enveloppe des droites qui joignent les points correspondants A, B (n^ 70) est distincte de l'enveloppe des droites suivant lesquelles se décomposent les coniques polaires.
La Cayleyenne peut aussi être considérée (n° 176) comme l'enveloppe des droites qui sont coupées involutivement par le système des coniques polaires. Nous avons montré {Sections coniques^ n^ 388 a) comment on peut écrire immédiatement l'équation de l'enveloppe envisagée à ce point de vue, et nous avons établi que l'équation de la courbe est de la troisième classe.
178. Examinons maintenant quels sontles quatre pôles par rapport à la cubique de la tangente à la Hessienne en un point quelconque A. Les quatre pôles en question sont les
(M Elle était représentée, par M. Gayley lui-même, par la lettre P et appelée par lui la plppienne.
intersections de la conique polaire de A avec la conique polaire du point consécutif A' de la Hessienne. La conique polaire de A se compose du couple de droites BL, BN {voir la figure du n^ 180) et la conique polaire de A^ est le couple de droites consécutives à celles-ci. Mais BL coupe la droite consécutive à BN au point B; BN rencontre la droite consécutive à BL au même point et BL et BN coupent les droites qui leur sont respectivement consécutives en leurs points de contact avec leur enveloppe. Les quatre pôles en question sont donc le point B compté deux fois et les points de contact avec la Cayleyenrie des droites BL, BN. Ainsi, en particulier, la droite polaire par rapport à la cubique d\ui point quelconque de la hessienne est la tangente à la, hessienne au point correspondant. De ce qu'on vient de dire, on peut conclure directement que la Cayleyenne est du sixième ordre, ainsi que nous l'avons annoncé précédemment. En effet, l'équation du lieu des pôles, par rapport à la cubique, des tangentes à la Hessienne s'obtient en formant la condition pour que x\] ^ -\-y^i + -s U3 soit tangente à cette Hessienne. Cette condition renferme les quantités Ui,U2,U;{ au sixième degré, et le lieu est par conséquent du douzième ordre. Mais nous avons démontré que la Hessienne doit figurer comme facteur double dans cette équation; le facteur restant, qui est la Cayle^'^enne, est donc du sixième ordre.
179. Le lieu des points dont les droites polaires, par rapport à une courbe U, sont tangentes à une autre courbe V, rencontre évidemment U en ses points de contact avec les tangentes communes à U et V. En effet, la polaire d'un point de Uest la tangente àU en ce point et, si c'est aussi un point du lieu, la polaire doit, par hypothèse, être tangente à V. Nous venons de reconnaître que, si U est une cubique et V sa Hessienne, le lieu se compose de la Cayleyenne et de la Hessienne comptées deux fois. La cubique et la Hessienne, étant
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chacune de la sixième classe, ont trente-six tangentes communes. Et nous voyons que ces tangentes communes se composent des tangentes à U aux dix-huit points où elle est rencontrée parla Cayleyenne et des tangentes à V aux points où elle est rencontrée par la Hessienne( c'est-à-dire des neuf tangentes stationnaires); ces dernières tangentes doivent être comptées deux fois, et, par le fait, nous avons fait remarquer (n^ 46) que toute tangente stationnaire peut être considérée comme une tangente double, puisqu'elle passe par trois points consécutifs et joint le premier au second, puis le second au troisième de ces points Q).
La conique polaire d'un point d'inflexion A se compose (n^ 170) de la tangente d'inflexion elle-même et de la polaire harmonique de A ; et le point B, qui correspond à A, est, par conséquent, le point où la tangente d'inflexion rencontre la polaire harmonique. La tangente à la Hessienne en B est la polaire de A par rapport à la cubique, c'est-à-dire la tangente d'inflexion elle-même. Donc les neuf points où les tangentes stationnaires sont tangentes à la Hessienne sont les points où chaque tangente stationnaire rencontre la polaire harmonique correspondante.
On peut conclure de ce qu'on vient de démontrer (nous le démontrerons aussi d'une autre manière un peu plus tard) que le problème qui consiste à trouver une cubique dont une cubique donnée soit la Hessienne admet trois solutions. En efî'et, les points d'inflexion étant communs aux deux courbes (n° 173), nous avons neuf points (équivalents à huit conditions) par lesquels la cubique cherchée doit passer; si nous
(*) Nous avons donné (n" 47) les raisons qui conduisent à traiter Je rebroussement et le nœud, la tangente double et stationnaire comme des singularités distinctes; mais, lorsque Ton compte les points d'intersection de deux courbes, un rebroussement ou un nœud sur une d'elles compte pour deux points et une tangente double ou stationnaire à l'une d'elles^ compte pour deux parmi leurs tangentes communes.
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connaissions la tangente en l'un de ces points A, la cubique serait complètement déterminée. Or la proposition que nous venons d'établir montre que cette tangente peut être l'une quelconque des trois tangentes (n^ 171) qu'on peut mener de A à la courbe.
'180. Les tangentes à la Hessienne aux points correspondants K.^^ se coupent sur cette même courbe, — Supposons que la conique polaire de A soit BL, BN et que celle
Fig. 28.
de B soit APx, AN; L, M, N, Pv sont alors les quatre pôles de la droite AB et la conique polaire de tout point de .AB passera par ces quatre points. Si donc cette conique polaire se décompose en deux droites, celles-ci ne peuvent être que LR et MN; nous voyons que D est un point situé sur la Hessienne et qu'il correspond au point G où AB rencontre de nouveau cette dernière courbe. Mais la tangente en B à la Hessienne est la polaire de A par rapport à la cubique, et elle doit aussi (n^60) être sa polaire par rapport à la conique polaire de A(BL,BN); donc, d'après les propriétés harmoniques du quadrilatère, cette tangente est la droite BD :
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on démontre de la même manière que la tangente en A est la droite AD.
Quand on connaît la Hessienne et un point A situé sur cette courbe, le problème, qui consiste à trouver le point correspondant B, admet trois solutions (i;oir n^ 151). En effet, si nous menons la tangente en A, qui rencontre de nouveau la courbe en D, B peut être le point de contact de l'une quelconque des trois tangentes qu'on peut mener de D à la courbe, en outre de AD. Ces trois solutions correspondent aux trois cubiques différentes, dont la courbe donnée peut être la Hessienne.
181. Les points de contact avec la Cayleyenne des quatre droites BL, BN, AR, AN sont situés sur une même, droite. Les pôles de AD, par rapport à la cubique, sont les intersections des coniques polaires de A et D; la première est le couple de droites BL, BN; l'autre conique polaire se compose de la droite AB et d'une droite conjuguée qui passe par C. Les quatre pôles sont donc le point B compté deux fois et les deux points où Ga rencontre BL, BN. Mais, comme AD est une tangente à la Hessienne, il résulte du n° 178 que les deux derniers pôles sont les points de contact des droites BL, BN avec leurs enveloppes. On reconnaît de la même manière que les points de contact de AR, AN avec leur enveloppe sont situés sur la même ligne droite. Cette droite est elle-même une tangente à la Cayleyenne, par conséquent les six points où elle rencontre la Cayleyenne sont tous comptés. En d'autres termes, une tangente quelconque à la Cayleyenne est l'une des deux droites en lesquelles se décompose une conique polaire; l'autre droite joint deux points correspondants de la Hessienne ; les quatre droites qui constituent les coniques polaires de ces deux points passent respectivement par les quatre points où la tangente donnée coupe de nouveau la Cayleyenne.
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De même, pour trouver le point de contact d'une tangente donnée quelconque avec la Gaylejenne, la règle à laquelle nous sommes arrivés consiste à prendre ce que nous avons appelé le point complémentaire sur la tangente donnée et à le joindre au point correspondant sur la Hessienne; la droite conjuguée de cette droite rencontre la tangente donnée au point cherché. Mais nous pouvons déduire de là une règle encore plus simple : en effet, les deux droites dont on vient de parier constituent une conique polaire et toute conique polaire divise harmoniquement la droite qui joint deux points correspondants ^ la règle revient donc à prendre les trois points où la tangente rencontre la Hessienne et qui se composent de deux points correspondants et d'un point complémentaire, et à déterminer le conjugué harmonique du point complémentaire par rapport aux deux points correspondants.
182. Appliquons les règles précédentes au cas où A est un point d'inflexion et où le point correspondant B est le point suivant lequel la tangente d'inflexion rencontre la polaire harmonique. La conique polaire de Best alors un couple de droites passant par A et la conique polaire de A se compose de la tangente d'inflexion et de la polaire harmonique. Pour trouver les points où ces quatre droites sont tangentes à la Cayleyenne, nous prenons le point où la droite AB rencontre de nouveau la Hessienne: c'est le point B, puisque AB est tangente à la Hessienne; et la droite menée par B et conjuguée à AB, sur laquelle se trouvent les quatre points de contact, est la pohnre harmonique. Ainsi le point de contact de la tangente d'inflexion avec la Cayleyenne est donc le point où cette droite rencontre la polaire harmonique; autrement dit ( n"" 179) la Cayleyenne et la Hessienne sont tangentes entre elles et ont pour tangentes communes les neuf tangentes d'inflexion. La Cayleyenne, en sa qualité de courbe non singulière de la troisième classe, a neuf rebroussements, et la con-
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struction qu'on vient de donner fait voir que les polaires harmoniques sont les neuf tangentes cuspidales.
183. Nous avons montré que la tangente à la Hessienne en un point quelconque A rencontre de nouveau cette courbe au point D, où elle coupe la polaire de A par rapport à la cubique. Il s'ensuit que la tangente à une cubique, en un point quelconque A, coupe de nouveau la cubique au point où elle rencontre la polaire de A, par rapport à une cubique ayant pour Hessienne la cubique donnée. Mais une cubique de cette sorte passe par les points d'inflexion de la cubique donnée et sonécjuation sera de la forme aU-f-6H =o; l'équation de la polaire d'un point quelconque, par rapport à cette courbe, sera alors
dU' dXJ' dU^\ ■ f dR' dW dW
Il en résulte donc que le point où une tangente quelconque coupe de nouveau la cubique s'obtiendra en combinant les équations
d\]' d\]' dU' dlV dlV dlV
^d^-^ydf~^'-d7^-''^''d^'^^dy'^"'d^^'''
En d'autres termes, le tangentiel d'un point {x^ , y\ z') d'une cubique est l'intersection de la tangente à la cubique en ce point et de la polaire de ce même point par rapport à la Hessienne; nous pouvons immédiatement déduire de là les expressions des coordonnées [xyy,z) du tangentiel en fonction de x' , y, z' ; elles sont proportionnelles à
U,Il3-U3ll2, U3H,-U,H3, UiH^-U^lI,;
ce sont des fonctions du quatrième degré en x',y, z' .
184. Les droites polaires des points d'une droite donnée a x 4- [3 j-f- y^= o enveloppent une conique que nous
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appellerons la conique polaire de la droite donnée. L'équation de la polaire d'an point quelconque [x' , y' , z') peut s'écrire
ax'^-\- by''^-{- cz^^ -H ify'z'-^ igz' x' -\- ihx' y' r=. o,
et le problème qui consiste à trouver l'enveloppe de cette droite vérifiant la condition olx' -\- Pj^'+ y^'= o est le même (n^ 96) que celui où il s'agit de former la condition pour qu'une droite soit tangente à une conique. L'équation de l'enveloppe cherchée est donc
Aa^-l-B|B2+GY2-|-2FpYH-2GYa-h2Ha[B=:o.
A, B, G, . . . ont ici la même signification que dans les Sections coniques^ c'est-à-dire qu'ils sont respectivement égaux à bc — /-, ca — g'y, , , : ce sont donc des fonctions du second degré des coordonnées ^, y, z. Il est clair que la conique polaire d'une droite pourrait aussi être définie comme le lieu des points dont les coniques polaires sont tangentes à une droite donnée.
Si, pour trouver cette enveloppe, nous avions appliqué la méthode du n°88, nous aurions vu que la solution dépend des équations
ax'-h/iy-^gz'='ky.^ hx'-\-by'-\-fz'—'k^, gx'^fy'-\-cz'^=.\-^.
Mais ces équations sont celles qui déterminent le pôle de la droite donnée par rapport à x'\] ^ -\-y'\]<i-{'z'\]^, La conique polaire d'une droite est donc aussi le lieu des pôles de cette droite par rapport aux coniques polaires de tous les points de la droite. On aurait pu trouver ce résultat à l'aide de considérations géométriques.
185. Puisque la droite polaire d'un point quelconque d'une droite est la même que la polaire de ce même point par rapport aux trois tangentes aux points où la droite coupe
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la courbe, la conique polaire d'une droite par rapport à la courbe est la même que la polaire de cette droite prise par rapport à ces trois tangentes. Soit xyz = o leur équation. Trouver la conique polaire d'une droite, c'est (n^ 165) former Téquation de l'enveloppe de la droite ^jK^^'-{-jK^^x^-h^^y=o avec la condition olx^ -^ ^y -{-yz^ =^o] cette équation est (voir Sections coniques^ n"" 127)
Il en résulte que, si la droite donnée coupe la cubique aux points P, Q, R, et si les tangentes en ces points forment le
Fig. 29.
triangle ABC, la conique polaire de la droite est tangente aux côtés de ce triangle aux points D, E, F,' qui sont respectivement les conjugués harmoniques des points P, Q, R, par rapport aux couples de points BC, CA, AB.
Il est évident a prioj^i que la conique polaire est tangente aux tangentes à la cubique en P, Q, R; ces droites ne sont en effet que des positions particulières de la droite dont nous cherchions l'enveloppe.
Il résulte de la définition même que les tangentes
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qu'on peut mener d'un point quelconque à la conique polaire d'une ligne droite sont les polaires des deux points où la conique polaire du point coupe la droite : donc la conique polaire d'un point rencontre une droite en des points réelf. ou imaginaires, suivant que le point est en dehors ou en dedans de la conique polaire de la droite; on dit qu'un poinr est en dehors d'une conique quand de ce point on peut mener à cette conique des tangentes réelles. Nous avons déjà fait remarquer que, si un point est sur la conique polaire d'une droite, sa conique polaire est tangente à la droite.
En particulier, on sait que la conique polaire d'un point double se compose da couple de tangentes à ce point double ; la conique polaire de toute droite par rapport à une cubique à point double réel sera donc tellement placée que le nœud se trouvera en dehors d'elle; si la cubique est acnodale^ le point conjugué sera en dedans delà conique en question. Si enfin la cubique est cuspidale, la conique polaire d'une droite quelconque passera par le point de rebroussement.
187. Il découle des définitions qui précèdent et du n° 135 que si la droite donnée est à l'infini, sa conique polaire peut être définie, soit comme l'enveloppe des diamètres de la cubique, soit comme le lieu des centres des coniques diamétrales de la cubique, soit enfin comme le lieu des points dont la conique polaire est une parabole. On obtient son équation en faisant a = o et [3 = 0 dans les formules du n^ 184; cette équation est C= o ou bien ab — h'^ = o, c'està-dire
'dô^ df " \dxdyj *
Le n° 185 nous fait voir que cette équation est l'équation de l'ellipse tangente aux trois côtés du triangle formé par les asymptotes et en leurs points milieux.
S, — Courbes planes. î5
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188. Si la droite donnée est tangente à la cubique, la polaire du point de contact est alors la droite elle-même; cette droite coïncide avec l'une des positions de la droite enveloppée du n^ 184 et par suite est tangente à la conique polaire. Et il n'y a pas d'autre cas où une droite puisse être tangente à sa conique polaire par rapport à une cubique non singulière. Ce principe a été utilisé en conséquence pour formerl'équation tangentielled'unecubique. Puisque A, B, . . . sont des fonctions du second degré des coordonnées, l'équation de la conique polaire Aa^ -f- ... = o peut s'écrire sous la forme
A^^^ + 1^7^4-0'^^+ 2 F' yz -^ 2 G' z.T --^ 9AV ^f ^o.
A', B' étant des fonctions du second degré en a, ^, y; la condition pour qu'elle soit tangente à la droite donnée est (B^C^ — F^^)a2 -|- ... m G. Cette relation est du sixième degré en a, [3, y ; c'est la condition cherchée pour que la droite donnée soit tangente à la cubique.
Si la droite est tangente à la Cajleyenne, on sait que, jointe à une autre droite, elle constitue la conique polaire d'un certain point; la conique polaire de tout point de la droite passe par ce point et, en conséquence, l'enveloppe du n^ 184 se réduit à un point.
189. Nous considérons maintenant deux cubiques U, V et nous allons étudier le problème suivant : Trouver un point qui ait la même polaire par rapport à chaque courbe, ou, ce qui revient au même, dont la polaire par rapport à une cubique quelconque U -H ^ V := o soit la même quel que soit }.. Pour que
et
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piaissent représenter la même droite, nous devons avoir
ou bien
La première forme sous laquelle les équations ont été écrites montre clairement que les trois équations équivalent à deux seulement, et que les courbes du quatrième degré, représentées par les équations mises sous la seconde forme, ont des points communs. Mais tous leurs points d'intersection ne leur sont pas communs; car les valeurs qui rendent égaux à zéro le numérateur et le dénominateur de l'une quelconque de ces trois fractions satisfont à deux des équations résultantes, mais ne vérifient pas la troisième. Si, des seize points communs aux quartiques représentées par les deux premières équations, nous retranchons les quatre points communs à U2? Vo, il reste douze points communs aux trois quartiques et ce sont les points cherchés (^).
190. Gomme le discriminant d'une cubique est du douzième degré par rapport aux coefficients (n° 69), il y a, en général, douze valeurs de "k pour lesquelles le discriminant ce U -f- XV sera nul. En effet si, dans l'expression générale du discriminant, nous remplaçons chaque coefficient a, . . . par a +\a\ • . . , nous avons évidemment une équation du douzième degré pour déterminer \ (Sections coniques^ n^ 2oO) ;
(') De même, en général, si Uj, Uj, Ug sont des fonctions du degré m par rapport aux coordonnées et Vj, V„ Vg des fonctions du degré n, le système d'équations
représente trois courbes de Tordre w H- n qui ont /?i*4- mn -+• n} points communs {y oir Algèbre supérieure, n° 257).
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les coordonnées du point double sur une quelconque de ces cubiques vérifient les trois équations (n^ 69)
Ui4-XYi==o, U2 + XY2=:o, U3-}-XV3 = o,
et le système des équations obtenues en éliminant X entre chaque couple de ces équations est le même que celui qu'on a considéré dans le numéro précédent; donc, par les intersections de deux cubiques U, V, on peut mener douze cubiques nodales, et la polaire d'un quelconque des douze points doubles sera la même par rapport à toutes les cubiques du système U + W = o. Ces points ont été appelés les centres critiques du système de cubiques.
191. Si l'on nous donne trois cubiques U, V, W, les coordonnées du point double d'une cubique quelconque du système W + jji V + v W = o satisfont aux équations
XU2-l-}xV, + vW,=io, XUg-F- {JLV34- vWs — o,
et, en éliminant X, p., v, nous voyons que le lieu du point double est la Jacobienne
U,(V2W3-V3W,)+U2(Y3Wi-YiW3)HrU3(YiW2-W2W,)=o.
Si les trois cubiques ont un point commun, il sera un point double de la Jacobienne; en effet, si les termes de degré le moins élevé en x et y dans U, V, W sont respectivement ax + by^ a! X + b'y, a" x 4- b"y, les termes delà Jacobienne qui sont de degré inférieur au second en ^ et jk sont, comme on le voit facilement,
et cette expression s'annule identiquement. Le lieu des poinls
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doubles de toutes les cubiques nodales qui passent par sept points fixes est donc une courbe du sixième degré, ayant ces sept points pour points doubles, puisque l'on peut considérer U, V, W comme trois cubiques quelconques passant par les sept points donnés. De la même manière, les points doubles des cubiques nodales que l'on peut mener par huit points se trouveront déterminés comme intersections des deux lieux du sixième degré, obtenus en laissant d'abord de côté un des huit points donnés, puis un autre de ces mêmes points; et, comme ces deux courbes ont six points doubles communs, le nombre des autres points d'intersection est 36 — 24 ou 12 : ceci s'accorde avec le résultat trouvé dans le numéro précédent.
192. On peut, dans certains cas, apercevoir du premier coup la position de quelques-uns des centres critiques. Considérons, par exemple, le système \œyz-i-u\^w = o^ dans lequel a^ (^, w représentent des droites : il est évident que xj'z est une cubique du système et qu'elle a œy, y.z, zx pour points doubles; on voit de même que uv, ^Wy wu sont des points doubles: il n^y a donc plus que six autres centres critiques. Nous étudierons plus particulièrement le système \xyz -|- w^^ — - q^ et nous allons montrer que ce système n'a que trois centres critiques en dehors des points xy^yz^ zx^ u^. La classification que Pllicker a donnée pour les cubiques lui a été suggérée par l'étude de cette équation dans le cas où u est la droite à rinlini et où, par conséquent, v est sa satellite et x^ y^ z les Irois asymptotes. Nous pouvons donc, pour une position ([uelconque des droites x^ y, Zy étudier les formes que prend la courbe quand nous donnons différentes valeurs au paramètre X; et l'on comprendra facilement que chaque courbe nodale dans la série correspond à un changement d'une forme de courbe à une autre forme. Ainsi nous avons vu (n** 39) qu'une cubique acnodale est la forme limite d'une
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cubique dans laquelle un ovale constitue une portion de la courbe; et de même si, pour une valeur de la constante, une cubique a deux branches réelles qui se coupent, en donnant naissance à un nœud, l'exemple des coniques fait facilement comprendre que, pour un très petit accroissement dans la valeur de la constante, la cubique aura des parties séparées l'une de l'autre et situées dans deux des angles opposés par le sommet que forment les branches qui se coupent, tandis que, pour une petite diminution de la constante, elle aura des parties dans l'autre couple d'angles opposés par le sommet. Cet exemple montre l'importance des centres critiques quand on étudie ainsi la forme de la cubique.
193. Gomme la polaire d'un point quelconque par rapport à u^ç passe par le point (w, r), tout point qui a la même polaire par rapport à xyz doit être situé sur la conique polaire de ui^ par rapport à a:yz, et il est, par conséquent, évident a priori que cette courbe est un lieu sur lequel se trouvent les centres critiques. Pour les déterminer complèternent, supposons que nous ayons
u ■=! oc -^ y -\- z ^ V z=:ia.x -h by -{- cz]
nous obtiendrons notre résultat sous une forme plus convenable si, avant de difFérentier 'kxyz-^ w^r, nous divisons le tout par ^^-. Nous avons, en prenant successivement les dérivées par rapport à x^ y, z,
\yz{x —
zf
Izxiy-
zY
'h.TVi Z —
(^x-^rY-^-zf
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d'où nous déduisons
ax by cz
La forme des équations montre que le problème est ramené à trouver les centres critiques de deux coniques et que les trois points cherchés sont les sommets du triangle autopolaire commun aux coniques,
a x^" -f- by'^ -H cz'^- m o, ^^ + /^ + ^^ — lyz — izx — 2 xy =r7 o.
On remarquera que la dernière de ces courbes est la conique polaire de u par rapport à xyz] autrement dit, quand u est à l'infini, cette courbe est la conique qui est tangente, en leurs points milieux, aux côtés du triangle formé par les asymptotes. Deux centres critiques coïncideront avec le point de contact quand ax- -^ by- -j-cs-= o sera tangente à cette conique; si donc on regarde ç comme variable, le lieu des centres critiques doubles est la polaire conique de u par rapport à xjz. On voit facilement, par les règles ordinaires, que la condition de contact de ces deux coniques est
{bc -h ca ~- aby =1 2y a^b^c^ ou bien a '^ -h b ^H-c ^==0;
c'est réquation tangentielle de l'enveloppe de la satellite de u quand deux centres critiques coïncident. Elle correspond {Exemple^ n° 90) à l'équation en coordonnées de
points :r^ +J'' + ^'* := o (^).
194. Un point quelconque de Xxjz ^ u-v =^ o peut être déterminé commel'intersectionde^ = 9 pavecÔ).^^ -}- U'^ =z o,
. (') Pour la discussi^ plus approfondie de cette théorie, voir les Mémoires de M. Cayley « Sur un cas dHnvolution des cubiques et Sur la classification des cubiques {Transactions of Cambridge Philosophical Society ) t. XI, i864).
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quand u est à Finfini : cette dernière équation représente un système d'hyperboles ayant ^r, jk pour asymptotes; et, d'après la propriété connue de l'hyperbole, les cordes interceptées par ces courbes sur une droite quelconque z^=-^v ont un point milieu commun; c'est le point de contact de cette droite avec l'une des hyperboles du système. Il est clair que si z^==^^v est tangente à la cubique, ou passe par un point double situé sur cette courbe, elle doit être tangente à l'hyperbole; le centre critique dans ce dernier cas sera le point de contact. Si donc nous joignons par des droites un quelconque des centres critiques aux points à distance finie où les asymptotes rencontrent la courbe, les centres critiques seront les points milieux des cordes interceptées par la cubique sur ces droites.
Section III. — Classification des cubiques.
195. Nous allons, en premier lieu, montrer que l'équation de toute cubique peut être ramenée à la forme
^j/^rrz ax^ -}- 3 hx^- z -I- 3cjr5^ -\- dz^ .
Toute cubique réelle a au moins un point d'inflexion réel; en effet, les quantités imaginaires se présentent toujours deux par deux et le nombre total des points d'inflexion est impair, c'est-à-dire égal à neuf, trois ou un (n° 147). Si nous prenons pour axe des z la tangente au point d'inflexion et pour axe des x une autre droite quelconque passant par ce point, l'équation de la courbe (n° 51, VII) sera de la forme ^cp = a^^, y étant une fonction du second degré, par exemple
y^ -\- 1 lyz + imxy -^ px'^ -\- iqxz + r^^;
mais, si nous effectuons une transformation de coordonnées, de manière à prendre la droite j/ + Iz + mx pour le nouvel
axe des/, les termes de cp qui contiennent jk au premier degré se-ulement disparaîtront, et l'équation aura la forme indiquée au commencement de ce numéro. La signification géométrique de la transformation que nous avons opérée consiste en ce que nous prenons pour axe des z, ainsi que nous l'avons déjà dit, la tangente en un point réel d'inflexion zx et pour axe des y la polaire harmonique (n^ 170) de ce point : en effet, si nous cherchons en quei point une droite issue du point d'inflexion rencontre la courbe représentée par l'équation cidessus, en faisant la substitution z-=^\xy nous trouvons pour j/ des valeurs de la forme ziz \kX] elles nous montrent que les points où la droite coupe la courbe sont conjugués harmoniques par rapport au point où elle rencontre la droite j et le point d'inflexion.
196. On peut, dans la classification des courbes, regarder comme fondamentaleslespropriétésdistinctives qui nesontpas altérées par la projection ou, en d'autres termes, celles qui séparent non seulement les courbes, mais aussi les cônes du même ordre. Les courbes du second ordre ne donnent pas lieu à des divisions de ce genre, car il n'v a qu'une seule espèce de cône de ce degré. Pour savoir si les cubiques présentent des différences caractéristiques de cette nature, il suffit de prendre la forme à laquelle toute cubique peut se ramener, ainsi qu'on l'a démontré dans le numéro précédent, et de rechercher si, parmi les courbes qu'elle peut représenter, il existe des variétés que la projection n'altère pas et quelles sont ces variétés. Et, comme nous ne nous occupons maintenant que des variétés non altérées par la projection, nous pouvons supposer la droite z à l'infini et discuter la forme
y^=iax^ -\-3bx^ -hScx -{- d,
qui est susceptible de représenter une projection d'une cubique quelconque donnée. Nous ferons remarquer que, si
un point d'inflexion es à l'infini, un système de droites issues de ce point devient un système d'ordonnées parallèles, et que la polaire harmonique devient un diamètre qui les divise en deux parties égales; et en effet, pour toute valeur de x^ l'équation ci-dessus donne des valeurs de y égales et de signe contraire.
Nous avons déjà discuté en partie l'équation précédente (n^ 39) et ce que nous en avons dit montre que les courbes qu'elle représente peuvent être rangées dans les cinq classes principales qui suivent :
Le second membre de l'équation peut être décomposable en trois facteurs inégaux et (I) tous trois réels. La courbe se compose alors (n° 39) d'un ovale et d'une branche infinie; ou bien (II), les facteurs sont l'un réel et les deux autres imaginaires. L'ovale disparaît alors et la branche infinie reste seule.
Le second membre de l'équation peut se décomposer en deux facteurs égaux et en un facteur inégal, et être de la forme [x — a)-(.r — P). Nous avons alors les cas suivants ^ (III), si a est moindre que [3, la courbe est acnodale(n^ 39) et l'ovale se réduit à un point conjugué; (IV), si a est plus grand que [3, la courbe est crunodale, l'ovale et la branche infinie s'avancent en pointe l'un vers l'autre, de manière à former une courbe continue qui s'entrecoupe elle même. (V) Les facteurs du second membre peuvent être tous égaux et la courbe est cuspidale (n° 39).
Newton a donné le nom de paraboles divergentes aux courbes considérées dans ce numéro; et son théorème, que nous venons précisément d'établir, consiste en ce que toute cubique peut être projetée suivant l'une des cinq paraboles divergentes.
197. Au lieu d'admettre, comme dans le numéro précédent, que la tangente stationnaire se projette à l'infini, nous pou-
VOUS supposer que ce soit la polaire harmonique qui passe à i'iufîni. Le point d'inflexion devient alors un centre, et toute corde passant par ce point sera divisée en deux parties égales. Echangeons z qI y entre eux dans l'équation du n° 195, puis posons ^=1; l'équation devient, dans ce cas,
y :=z aœ^ -^ Zb x^-y -H 3 c œy~ H- cly^ ;
c'est l'équation d'une courbe à centre (n" 131). On reconnaît, comme dans le n^ 196, qn'il y a cinq genres de courbes à centre, suivant la nature des facteurs du second membre de l 'équation, etFon établit ainsi l'extension donnée par M. Chasles au théorème de Newton, et qui consiste en ce que toute cubique peut être projetée suivant l'une des cinq cubiques à centre.
198. Il y a cinq espèces essentiellement distinctes de cônes cubiques qui correspondent à ces cinq espèces de courbes. Un cône d'un ordre quelconque peut comprendre deux formes de nappes distinctes, à savoir : 1^ une nappe composée de deux parties jumelles, ou qui rencontre une sphère concentrique suivant un couple de courbes fermées, telles que chaque point de Tune des courbes soit opposé à un point de l'autre courbe (un cône du second degré nous fournit un exemple d'une nappe de cette espèce), et 2^ une nappe unique^ c'est-à-dire qui rencontre une sphère concentrique suivant une courbefermée, telle que chaque pointde la courbe soit opposé à un autre point de cette même courbe (un plan est un exemple d'un cône de ce genre). Le cône qui correspond à la parabole I du n° 198 est une surface composée d'une nappe double et d'une nappe simple; celui qui correspond à la forme II ne comporte au contraire qu'une nappe unique. Il est évident que les singularités du nœud, du point conjugué et du rebroussement se reproduisent dans les cônes correspondants.
La classification des cônes cubiques, que nous venons de (aire, pourrait, si nous le voulions, être poussée plus loin. Non seulement il n'y a qu'une espèce de cône du second ordre; mais, avec quelques restrictions, deux courbes quelconques de cet ordre yjeuvent être regardées comme sections d'un seul et même cône. Il n'en est pas de même pour les cubiques; on a démontré en effet (n^ 167) que toute cubique possède une certaine caractéristique numérique, qui exprime le rapport anliarmonique des quatre tangentes qu'on peut mener d'un point de la courbe et qui est représentée par le rapport des invariants S^ : T^ de l'équation biquadratique qui détermine ces tangentes. Cette caractéristique n'est pas altérée par la projection; deux courbes pour lesquelles elle est différente ne peuvent donc pas être des sections du même cône, et le paramètre en question doit être regardé comme une caractéristique propre, non seulement à une cubique, mais aussi à tout cône dont elle peut provenir comme section. Les cinq genres de cône que nous avons énumérés pourraient donc être subdivisés à volonté, suivant les valeurs de ce paramètre. On a réellement établi des subdivisions de ce genre; nous ne croyons pas nécessaire d'en parler ici. Cependant, dans la dernière Section de ce Chapitre, nous discuterons les cas où l'on a S =: o, T = o ; on voit toutefois dès à présent que ces hj^pothèses donnent des familles non seulement de courbes, mais aussi de cônes.
199. Examinons maintenant, avec plus d'attention quedans le n^ 39, la configuration de la cubique représentée par l'équation considérée dans le n^ 196. Il sera commode de placer l'origine au point milieu du diamètre de l'ovale, en sorte que l'équation pourra s'écrire
n étant plus grand que jn. En différentiant, nous trouvons
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que les valeurs de x qui correspondent aux valeurs maxima dejK, ou aux points où la tangente est parallèle à l'axe des x^ sont fournies par l'équation
o,nx—iri^^=.o d'où x^=.\{^n:ïi\] n'^ -^ Zm
si nxDus prenions le radical avec le signe négatif, nous obtenons la valeur de x qui correspond au point le plus élevé de l'ovale, et, comme elle est négative, nous voyons que ce point est situé dans la partie de l'ovale éloignée de la branche infinie etquel'ovale n'est pas, comme l'ellipse, symétriquepar rapport à deux axes. Il est bien symétrique par rapport à l'axe des x^ mais pas par rapport à l'axe desjK,' il s'élève plus rapidement d'un côté et s'incline en descendant plus doucement de l'autre. Plus n est grand pour une valeur donnée de m^ c'est-à-dire plus est grande relativement la distance entre l'ovale et la branche infinie, plus l'ovale se rapproche de la forme elliptique ; il en diffère au contraire le plus quand il s'approche jusqu'à toucher la branche infinie, c'est-à-dire quand la courbe est crunodale. Dans ce cas, le point le plus élevé de la boucle correspond au point de trisection de son axe. Si nous donnons au radical la valeur positive, la valeur correspondante de x est intermédiaire entre m et 72, et la valeur correspondante de r est imaginaire. La forme de Féquation montre que le point de contact de la droite à l'infini avec la courbe est situé sur la droite ^ = o ; c'est le contraire de ce qui a lieu pour la parabole commune, jk^=/^'^î qui est tangente à la droite de l'infini sur la droite j/ = o. Les branches infinies de la cubique tendent donc à devenir parallèles à l'axe desjK et non à l'axe des^; et il doit y avoir, à distance finie de chaque côté du diamètre, un point d'inflexion où la courbe, de concave qu'elle était, devient convexe vers l'axe des x\ c'est à cause de cela qu'on lui a donné le nom à^^ parabole divergente,
La forme de la courbe est donc celle que représentent l'ovale et la branche infinie tracée à droite dans la figure. Si
cependant, au lieu de — m^, nous avions -|- m^ dans l'équation, il n'y aurait pas d'ovale réel, mais seulement une branche infinie affectantla forme soit de la courbe située à gauche, soit de là courbe située à droite dans la figure. Ceci revient à dire
qu'il y aura ou qu'il n'y aura pas de points pour lesc[ue]s y est un maximum, et où la tangente est parallèle à l'axe des Xy suivant que Zm'^ est plus petit ou plus grand que n-. Le cas intermédiaire pour lequel Zm'^ =i n^ est celui où il y a de chaque côté de l'axe des x un point d'inflexion, dont la tangente est parallèle à cet axe.
Les figures des formes crunodale, acnodale et cuspidale ne semblent pas exiger une discussion plus approfondie que celle du n° 39.
200. Revenons au cas où la courbe a un ovale : il est évident qu'en général une droite quelconque doit rencontrer une figure fermée en un nombre pair de points réels et que, par conséquent, toute droite qui coupe une fois la partie ovale de la cubique doit encore la rencontrer une seconde fois, mais pas davantage; en effet, si une droite perce l'intérieur de l'ovale pour entrer, il faut qu'elle le perce à nouveau pour sortir, et nous savons qu'elle ne peut pas le rencontrer en quatre points : donc toute droite doit couper une fois la branche infinie de la courbe . Il en résulte qu'aucune tangen te à la courbe ne peut rencontrer l'ovale à nouveau et que, par conséquent, il ne peut exister aucun point d'inflexion sur l'ovale.
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11 est facile de voir, à un simple examen de la figure, que d'un point extérieur à Fovale on peut lui mener deux tangentes.
Ainsi l'ovale est donc formé par une série continue de points, tels que d'aucun d'eux on ne peut mener à la courbe aucune autre tangente réelle distincte de la tangente au point considéré. La cubique, qui renferme un ovale, est donc de la classe de celles (n^ 167) dont les quatre tangentes menées d'un point quelconque sont toutes réelles ou toutes imaginaires. Pour tout point de l'ovale, elles sont toutes imaginaires, et pour tout point de la branche infinie elles sont toutes réelles; on peut en effet en mener deux à l'ovale et deux à la branche infinie elle-même; car la tangente en un point de la branche infinie doit rencontrer de nouveau cette branche, puisque le troisième point où elle rencontre la courbe ne peut se trouver sur l'ovale.
201. Ce que nous venons de dire peut être mis à profit pour faire comprendre la propriété essentielle des courbes unicursales (n^ 44). Les coordonnées d'un point quelconque d'une courbe de ce genre peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre, de telle manière qu'en donnant à ce paramètre des valeurs qui croissent d'une manière continue depuis l'infini négatif jusqu'à l'infini positif, nous obtenions tous les points de la courbe; ces points formeront une série continue, puisque les coordonnées sont toujours réelles. Dans l'exemple actuel, au contraire, il est géométriquement évident que, si nous partons d'un point quelconque de l'ovale et si nous procédons de proche en proche, nous reviendrons au point d'où nous sommes partis, sans passer par aucun point de la branche infinie, et il est algébriquement impossible d'exprimer les coordonnées d'un point quelconque, en fonction d'un paramètre, sans introduire un radical dans les expressions de ces coordonnées. Par exemple, nous
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pourrions prendre ^ =: i , ^ = Q , j^r=:y/(a9^ + 3 ^ 9- -|- ^c (i + 6/) . D'après cela, nous dirons que la courbe que nous avons éliidiée est une courbe bipartite, parce qu'elle se compose de deux séries continues de points bien distinctes.
Une courbe de la seconde espèce comme celle qu'on a considérée (n° 196) n'a pas d'ovale et est unipartite : tous les points réels de la courbe forment une seule série continue; mais il ne s'ensuit pas que la courbe soit unicursale. En effet, les coordonnées d'un point quelconque ne peuvent pas s'exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre, et une courbe unipartite n'est pas nécessairement unicursale, pas plus qu'une équation qui n'a qu'une racine réelle n'est nécessairement une équation simple. Une cubique crunodale ou à boucle est au contraire unicursale et unipartite : tous ses points se succèdent les uns aux autres dans un ordre déterminé et forment une suite unique. Cependant cette courbe peut être regardée comme composée d'une boucle et d'une branche infinie, formée de deux parties séparées par la boucle. Le raisonnement dont nous avons fait usage au n"" 200 montre qu'il ne peut y avoir aucun point d'inflexion sur la boucle et qu'aucune tangente ne peut la couper. Cette boucle se compose donc d'une série de points par lesquels on ne peut pas mener de tangente réelle à la courbe (autre que la tangente au point considéré), tandis que de tout autre point de la courbe on peut mener deux tangentes, l'une à la boucle, l'autre à la branche infinie. De même aussi une cubique acnodale et une cubique cuspidale sont chacune unicursale et unipartite.
202. Après avoir ainsi divisé les cubiques en cinq genres, nous allons les subdiviser en espèces, suivant la nature de leurs branches infinies. Nous aurons évidemment au moins quatre espèces dans chaque genre, suivant que la droite à Finfini rencontrera la courbe (a) en trois points réels et
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distincts, (6) en un point réel et deux points imaginaires, (c) en un point réel et deux points coïncidents, [d) en trois points coïncidents. Dans le cas des cubiques crunodales, acnodales ou cuspidales, nous aurons à distinguer dans la troisième espèce (c) si la droite de l'infini est à proprement parier une tangente ou bien si elle passe par un point double ; et, quand il s'agira des cubiques crunodales et cuspidales, nous devrons aussi, dans le cas (<i), distinguer si la droite de l'infini est tangente en un point d'inflexion, ou au point double, ou au point de rebroussement. Enfin dans le cas d'une cubique bipartite ou crunodale, il estimportant de distinguer dans les cas (a) et (c) si les trois points où la droite de l'infini rencontre la courbe appartiennent tous à la branche infinie, ou bien si d'eux d'entre eux sont sur l'ovale ou sur la boucle, et le troisième sur la branche infinie. Les difierences qui résultent de là pour les figures de la courbe sont si grandes que les deux cas peuvent être classés comme deux espèces distinctes. Voilà les seules distinctions que nous ferons dans ce qui suit et qui formeront les bases de la classification des espèces. Les seules autres diff'érences qui sembleraient avoir des droits à être mises sur le même rang sont celles qui résultent de ce que les points à l'infini de la courbe peuvent être des points ordinaires, ou que un ou trois d'entre eux peuvent être des points d'inflexion. Mais, comme les changements que cela apporte dans la configuration des courbes sont peu importants, et qu'il est désirable de n'avoir pas plus d'espèces qu'on ne peut facilement se rappeler, j'ai préféré classer les courbes en tenant compte des différences mentionnées en dernier lieu, pour en faire, non pas des espèces différentes, mais des variétés différentes d'une même espèce. Il y a évidemment beaucoup d'arbitraire dans la manière de compter les variétés des cubiques, et le tout dépend du point de vue auquel on se place pour discuter ces courbes.
S. — Courbes planes» i6
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203. On a déjà étudié les figures de la courbe dans le cas où la^ droite de l'infini est une tangente stationnaire^ et la configuration de la courbe pour un autre cas quelconcjue peut être regardée comme la projection d'une des figures étudiées dans le premier cas. Commençons parles cubiques bipartites et considérons d'abord la projection de l'ovale. On compTcndra aisément que, si la droite projetée à l'infini ne rencontre pas l'ovale, la projection de cette courbe restera une courbe fermée; tandis que, si cette droite est tangente à l'ovale ou la rencontre en deux points réels, la projection présentera le même degré de ressemblance avec la parabole ou l'hyperbole que l'ovale lui-même avec l'ellipse; c'est-à-dire que, si les figures n'ont pas la symétrie des sections coniques, la projection dans l'avant-dernier cas est, comme la parabole, une courbe unique dont les branches s'en vont à l'infini suivant une direction commune, mais sans approcher d'une asymptote finie jusqu'à lui devenir tangente; dans le dernier cas, là courbe se compose d'un couple de courbes ayant deux asymptotes communes et situées dans chacun des angles opposés par le sommet que forment ces droites. Nous les nommerons par abréviation un couple hyperbolique de courbes. Remarquons que, pour une asymptote ordinaire d'une courbe, il y a une branche positive et une négative, situées chacune de part et d'autre de cette droite. La théorie de la projection nous enseigne qu'il faut regarder les extrémités d'une ligne à l'infini positif et négatif comme les proiections du même point; elle nous conduit de même à considérer les branches d'une courbe tangentes à une asymptote à l'infini positif et à l'infini négatif comme la continuation l'une de rautre. Ainsi, l'ovale étant une courbe fermée, ses points forment une série continue telle, qu'en partant d'un point et en continuant à nous avancer de proche en proche le long de la courbe, nous reviendrons au point de départ : il en est de même pour toutes ses projections, et les doubles branches
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hyperboliques doivent être regardées comme formant une courbe continue; la partie où une branche est tangente aune asymptote à son extrémité positive constitue la continuation de la partie où l'autre branche est tangente à la même asymptote à son extrémité négative.
204. Considérons à présent la projection de la portion infinie de la courbe (n^ 198) qui doit être rencontrée par une droite quelconque en un ou en trois points réels. Supposons, en premier lieu, que la droite projetée à l'infini ne rencontre la courbe qu'en un seul point; les branches de cette courbe projetée, au lieu de se développer indéfiniment, se rapprocheront jusqu'à devenir tangentes à une asymptote finie, comme
Fig. 3i.
le représente la partie de gauche de la figure. La courbe que, pour abréger, nous désignerons dans la suite sous le nom de serpentine doit évidemment avoir trois points d'inflexion. En effet, elle est convexe vers l'asymptote à son infini positif (puisque toute courbe est convexe vers sa tangente de chaque côté du point de contact); elle doit changer sa convexité en concavité pour couper une seconde fois l'asymptote; après l'avoir coupée, elle doit se replier à nouveau, car autrement elle s'éloignerait d'une manière continue de l'asymptote; enfin elle doit encore une fois s'infléchir pour devenir convexe vers l'asymptote à son infini négatif. Les points de la courbe représentée dans la figure forment une série continue; en
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effet, d'après ce cju'oii a dit dans le numéro précédent, les branches de la courbe, C|ui sont tangentes à l'asymptote à ses extrémités opposées, doivent être regardées comme la continuation l'une de l'autre.
Dans ce qui précède, nous avons supposé que le point à l'infini sur la serpentine est un point ordinaire de la courbe. Si cependant c'est un point d'inflexion, la différence consistera en ce cjue les branches infinies, positive et négative, au lieu de se trouver, comme d'habitude, de part et d'autre de l'asymptote, seront d'un même côté de cette droite, comme dans la courbe de droite de la figure. Il est évident que la courbe n'a alors que deux points d'inflexion à distance finie. Nous dirions que la courbe a la forme d'une conchoïde.
20o. Supposons maintenant que la droite projetée à i 'infini rencontre labranclie infinie en trois points ordinaires. On verra qu^elle divisera toujours la courbe en trois parties, dont l'une n'a pas de points d'inflexion, l'autre en a un et la
Fig. 32.
troisième deux. La projection se composera de trois branches infinies : l'une, que nous appellerons une hyperbole simple, n'a pas de points d'inflexion et ne coupe pas ses asymptotes;
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la seconde, que nous appellerons une hyperbole infléchie, rencontre une asymptote et par conséquent a un point d'inflexion; et la dernière, que nous appellerons une hyperbole doublement infléchie, coupe ses deux asymptotes et présente par conséquent deux points d^infïexion (^). Aucune de ces hyperboles, considérées deux à deux, ne forme de couple hyperbolique, mais, prises toutes les trois ensemble, elles constituent une suite continue. Ainsi, dans la fig. 3'^, si nous commençons par la branche descendante de l'hyperbole doublement infléchie, la courbe, après son passage par l'infini négatif sur l'asymptote verticale, est continuée à partir de l'infini positif de la même asymptote par la branche verticale de l'hyperbole infléchie jusqu'à ce que, après être passée à l'infini sur l'autre asymptote, elle revienne le long de l'hyperbole simple, puis de là à l'hyperbole doublement infléchie.
Si l'un des p.oints à l'infini est un point d'inflexion, l'hyperbole à une inflexion devient une hyperbole simple, ou bien la branche doublement infléchie devient hyperbole aune seule inflexion. Si les inflexions sont toutes les trois à l'infini, la courbe se compose de trois hyperboles simples.
Les cubiques qui ont trois branches hyperboliques ont été appelées par Newton hyperboles redondantes, parce qu'elles possèdent une branche infinie de plus que les sections coniques; celles qui n'ont qu'une seule branche infinie, comme dans le numéro précédent, ont reçu le nom à^ hyperboles défectives; et celles qui sont tangentes à la droite de l'infini et ([ui ont en outre une asymptote à distance finie, sont nommées hyperboles paraboliques.
206. Nous énumérons maintenant les espèces suivantes de cubiques bipartites :
( ' ) Newton les nomme : la première, hyperbole inscrite, la troisième liyperhole circonscrite, et la seconde hyperbole ambigène.
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i^ La droite projetée à l'infini rencontre Tovale deux fois et Taiitre partie de la courbe une seule fois. Si ce dernier point de rencontre est (a) un point ordinaire, la courbe se
rig. 33.
compose d'une serpentine et d'un couple hyperbolique, comme l'indique la fig, 33. Si ce point est (6) un point d'inflexion, la seule difTérence consiste en ce que la serpentine se change en une courbe à forme conchoïdale.
2^ La droite de l'infini rencontre la courbe en trois points réels, dont aucun n'appartient à l'ovale. Si les points sont (a) tous trois des points ordinaires, la figure est celle du n° 205. Si l'un des points est un point d'inflexion, la courbe se compose, ou bien (6) d'un ovale avec deux hyperboles simples et une hyperbole doublement infléchie, ou bien (c) d'un ovale avec une hyperbole simple et deux autres hyperboles présentant une seule inflexion. Si i^d) les trois points d'inflexion sont à l'infini, la courbe consiste en un ovale et en trois hyperboles simples. Dans tous ces cas, l'ovale se trouve en dedans du triangle formé par les asymptotes, et les courbes peuvent encore être distinguées les unes des autres suivant que les hyperboles se trouvent dans les angles qui contiennent le triangle asymptotique ou, comme dans la figure, dans lei angles opposés par le sommet.
Z"" La droite de l'infini rencontre la courbe en deux points
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imaginaires et nous avons ain ovale (a) avec une sej-pcrili::ej OU (6) avec une branche ;conchoïdale(i;o/r n^ 2.Gi).
Fig. 34.
4^ La droite de l'infini est tangente à l'ovale qui prend la forme parabolique et est accompagné (a) d'une serpentine, [b) d'une branche conchoïdale.
5° La ligne de l'infini est tangente à l'autre partie de la courbe. L'ovale reste alors une figure fermée, tandis que l'autre
Fi g. ^b.
partie se développe suivant la forme parabolique. Si (a) le point restant est un point ordinaire à l'infini, une branche coupe l'asymptote et a deux inflexions, tandis que lîautre branche n'en a qu'une. Si (6), au contraire, c'est un point d'inflexion, les branches sont toutes deux du même côté de l'asjmptote et chacune d'elles n'a qu'un point d'inflexion.
6^ La droite de l'infini rencontre la courbe en trois points qui coïncident. C'est le cas que nous avons indiqué (n® fÉ
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207. Nous arrivons mainteDant à la division des cubiques unipartites non singulières ; il est clair que nous ne trouverons ici rien qui corresponde auxespèces (i°) et (4°) du numéro précédent. Nous n'avons donc que quatre espèces de ces cubiques unipartites; ce sont des hyperboles redondantes, des hyperboles défectives, des hyperboles paraboliques et des [)araboles divergentes, suivant que les points de la courbe sur la droite de l'infini sont tous réels et distincts, que deux sont
Fig. 3(3.
Imaginaires, que deux sont coïncidents ou enfin que tous les trois points se confondent. On peut aussi tenir compte des variétés de chacune d'elles, comme dans le numéro précédent, elles figures de ce numéro serviront pour le cas actuel, en laissant toutefois l'ovale de côté : comme exemple nous donnons la figure de la courbe pour le cas où la satellite coupe les côtés du triangle asvmptotique et où deux centres critiques (n*^ 192) sont dans l'intérieur du triangle. Nous avons alors une portion de l'hyperbole doublement infléchie qui se trouve à l'intérieur de c€ triangle, et qui présente la forme d'une bourse ; on conçoit aisément que, en faisant varier la valeur de
la constante, la bourse paisse se fermer; nous avons alors un point double en un des centres critiques; d'autres changements dans la valeur de cette constante nous donneraient un ovale séparé, dégénérant finalement en un point conjugué situé sur l'autre centre critique.
De la même manière, nous avons les quatre mêmes espèces de cubiques acnodales auxquelles il faut adjoindre une cinquième forme pour laquelle le point conjugué est à l'infini. Les figures données pour le cas des cubiques bipartites suffisent pour représenter cette classe, si nous supposons que l'ovale dégénère en un point conjugué. Celles qui correspondent au cas où le point conjugué est à l'infini ne diffèrent pas notablement de celles où la droite de l'infini rencontre la courbe en un point réel et en deux points imaginaires.
208. Les cubiques crunodales nous donnent les espèces suivantes.
1^ La droite de l'infini coupe la boucle en deux points réels. Nous avons alors deux hyperboles simples et une hyperbole infléchie (figure gauche). On remarquera, en suivant la
Fig. 3;.
courbe dans ses passages à l'infini, qu'elle est unicursale. Cette espèce donne naissance à deux variétés selon que le point qui reste est un point ordinaire ou un point d'inflexion.
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Dans le dernier cas, toutes les hyperboles sont simples.
2*^ Il y a trois points réels à rinfini, et aucun d'eux n'est situé sur la boucle. La courbe se compose d^une hyperbole inscrite, d'une hyperbole mixte et d'une hyperbole circonscrite ; cette dernière forme une boucle àl'intérieur du triangle asymptotique. On distingue deux variétés suivant qu'il y a un point d'inflexion à Finfini, ou qu'il n'en existe pas.
3" La droite de l'infini rencontre la courbe en deux points imaginaires. Deux variétés comme plus haut.
Fig. 38.
4° La droite de l'infini est tangente à la boucle et 5" cette droite est tangente à la partie de la courbe qui s'étend vers
Fig. 39
rinfini. Les figures se comprennent d'elles-mêmes ; comme dans le cas précédent, il existe encore ici deux variétés : la
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courbe est située tout entière d'un même côté de l'asymptote quand il y a un point d'inflexion à Finfîni.
11 existe un point double à l'infini et par conséquent deux asymptotes parallèles; le point restant à l'infini peut être
Fis, 40.
6'' sur la partie qui s'étend à l'infini, ou y^ sur la boucle. Dans le premier cas, le point d'inflexion est en dehors des asymptotes parallèles; dans le dernier, il est à leur intérieur. S'il se trouvait aussi un point d'inflexion à l'infini, les deux branches, dans le premier cas, seraient situées d'un même côté de l'asymptote.
8° La droite de l'infini est tangente à la courbe en un point d'inflexion et nous avons la parabole divergente du n^ 199.
Fis. 4i.
9*^ La droite de Pînfini est tangente à la courbe en un point double^ nous avons alors la courbe représentée ci-dessus, et appelée le trident.
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209. Pour les cubiques cuspidales, il n'y a évidemment pas d'espèces qui correspondent à celles qu'on a classées sous les numéros 1°, 4"? 7° dans l'article précédent. Les espèces sont alors définies comme il suit : i- trois points réels à l'infini, deux variétés; 2° un point réel et deux points imaginaires à rinfini, deux variétés; 3^ la droite de l'infini est une tangente ordinaire, deux variétés; 4' le point de rebroussement est à l'infini, deux variétés, 5' la droite de l'infini est une tangente stationnaire ; 6" la droite de l'infini est une tangente cuspidale. Les figures qui répondent aux cas i*^, 2^, 3 * peuvent se concevoir aisément au moyen des figures du numéro précédent, en supposant qu'on a enlevé la boucle qui est pointillée dans ces figures, et qu'on a remplacé le point double par un point de rebroussement. La figure qui correspond au cas (4") se déduit de la figure de gauche (n"208) pour le cas de deux asymptotes parallèles, en imaginant que ces asymptotes se soient réunies et que la branche qu'elles renferment soit supprimée. Nous avons alors une seule asymptote avec deux branches infinies situées de chaque côté de cette droite, mais à la même extrémité. La figure pour le
Fis. h.
cas {S'')y qui est la parabole semicubique my-=^x^, a été donnée (n^ 39). Enfin la figure relative au cas (6''), la parabole cubique m-} =:^^, est représentée ci-dessus.
210. Quoique nous ayons compté environ trente espèces de cubiques, il n'est pas difficile de se rappeler la classification, si l'on se grave bien dans l'esprit qu'on n'a fait que combiner la quintuple division du n^ 196 avec celle du n^ 202
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relative à ]a nature des points à l'infini. Il reste à dire quelques mots des classifications antérieures des cubiques. La première est due à l^e\ylon ^ Enumeratio linearwn tertii ordinis; elle est en substance la même que celle que nous venons de donner; remarquons toutefois que les courbes que nous avons comptées comme variétés sont pour lui des espèces distinctes-, de même aussi, quand une branche hyperbolique est tangente àdeux asymptotes, nous ne recherchons pas, parmi les angles opposés par le sommet qu'elles forment, quel est celui où est située la branche, tandis que Newton distingue les cas où cette branche se trouve dans l'angle coupé par la troisième asymptote ou dans l'angle opposé. Les cas où trois asymptotes se rencontrent en un point sont traités comme des espèces différentes. En ayant égard à ces distinctions, le nombre des espèces monte à soixante-dix-huit. Nous avons pris la division quintuple comme caractère distinctif primordial, et celle qui dépend des branches infinies ne vient pour nous qu'en second lieu; Newton a adopté Vu marche inverse.
Voici comment Newton procède pour réduire l'équatioo générale : un des axes étant choisi parallèle à l'asymptote réelle, le coefficient de j^^ s'annule par exemple, et l'équation de la courbe est de la forme
j'2(a^ + h)^y{^fx'- -\- gx -^ h)-\- px^ -i- qx^- ^ rx -^ s -=10,
Le lieu des points milieux de cordes parallèles à l'asymptote est évidemment
2 aœy + 2 by 4-/^^ + g oc 4-/1 = 0,
et, si nous supposons que nous ayons fait une transformation de coordonnées, par suite de laquelle les axes deviennent \eii asymptotes de cette hyperbole, les termes è, /, g s'annuleront évidemment, et l'on voit que cette même transforma-
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Lion ramènera l'équation de la cubique à la forme
œy^ H- h y ■=ipx^ -\- gx^- -\- rx -\- s ou bien, en prenant les notations de Newton,
xy'^ H- e j = ax^ H- bx^ -{- ex -h d.
Cette équation est, pour Newton, la forme la plus générale. Si cependant, dans l'équation écrite comme nous l'avons fait, a et b s'annulent, le lieu n'est pas une lij^perbole, mais une ligne droite; et, selon que ce sera (i*^) la droite ^ = o, (•2°) une droite arbitraire qu'on peut prendre pour jk := o ou (S"") la droite de l'infini, l'équation de la cubique peut se mettre d'une manière analogue sous les formes
xy z=z ax^ -}-- bx^ -h ex -\- cl, y^ :=: ax^ -^ bx^ -i~ ex -^ d,
y :=! ax^ -\- bx^ -\- çx -]- d.
Le seul cas qui soit différent en apparence est celui où, dans l'équation que nous avons écrite, la quantité a est nulle ; l'équation est une parabole; mais, dans ce cas, il existe une autre asymptote réelle; le lieu des points milieux des cordes qui lui sont parallèles est une hyperbole et la réduction s'opère, comme dans le premier cas, à cette exception près que le coefficient de x^ s'annule dans l'équation transformée. Les résultats de Newton se déduisent de la discussion de ces quatre formes. Siy^= ^{^) est l'équation d'une courbe quelconque. Newton appelle la courbe xy = ^(^) nn hyperbollsme de cette courbe. Ainsi il appelle des cubiques qui ont un point double à l'infini et dont l'équation peut par conséquent se mettre sous la forme
xy'^ + ey ■=. ex -v- d
les hyperbo Usines de l'ellipse, de l'iiyperbole ou de la parabole, puisque l'équation qu'on vient d'écrire devient celle d'une conique quand on remplace xy par y.
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2'H. Nous avons déjà parlé de la discussion des cubiques faite par Pliicker dans son System der Analytischen Géométrie, Dans cette discussion, ]a nature des points à l'infini est le fondement primordial de la classification. Si l'on commence par le cas de trois asymptotes réelles, où l'équation est de la forme xyz'^=- ku^ i^, on distingue d'abord les cas où les asymptotes se rencontrent en un point, ou forment un triangle. On examine ensuite toutes les positions possibles de la droite satellite v; on cherche, par exemple^ si elle coupe le triangle, si elle passe par un sommet ou rencontre tous les côtés prolongés, si deux centres critiques coïncident (n° 192) et ainsi de suite. On dit que toutes les courbes qui peuvent être représentées par l'équation ci-dessus pour une position donnée des droites x^ y^ z, ç forment un groupe^ et, en donnant toutes les valeurs possibles à A", on
Fig. 43.
distingue les différentes espèces renfermées dans le même groupe. On comprendra plus facilement ces considérations
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en examinant la figure du premier groupe de Plucker; nous îa reproduisons ici : elle répond au cas où la droite satellite rencontre les côtés prolongés du triangle asymptoticjue et où nous avons trois centres critiques, un en dedans e* deux en dehors du triangle, l^di fig. i représente une courbe bipartite de fespèce désignée par I.2 dans le présent Volume. k changeant de valeur, Tovale se réduit à un point et nous avons (2) la courbe acnodale III. 1. Quand k continue à varier, la courbe devient unipartite II. i, et les branches s'écartent davantage de leurs asymptotes. Dans (4) les branches coupent les autres asymptotes et la courbe devient crunodale IV. 2. La j^^-. 5 est bipartite I.i. La /Zg\ 6 est, dans notre classification, de la même espèce que 5, 7 que 4 et 8 que 3, mais la position des branches par rapport au triangle asjmpto tique est difi^érente. La division en groupes de Plucker a été soigneusement examinée à nouveau ( Transactions of the Cambridge Philosophicat Society, 1864) par M. Gayley, qui a fait la comparaison des espèces de JNewton avec celles de Plucker; ces dernières sont au nombre de deux cent dix-neuf. Il n'entre pas dans le plan de ce Traité de donner une analyse plus complète de cette classification. Il nous suffira de signaler, pour le cas des courbes paraboliques, le rôle important que joue la parabole asymptotique osculatrice, ou parabole qui passe par cinq points consécutifs de la courbe, au point où cette dernière est tangente à la droite de l'infini. L'équation de la courbe peut se mettre sous la forme
il est évident que la parabole y- -\-izx-\- z^ rencontre la courbe au point yz compté cinq fois. Les groupes se trouvent ainsi déterminés par la position de la parabole osculatrice, par rapporta l'asymptote linéaire ^ et à la droite satellite a y -\- hz.
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Section IV. ~ Courbes unicursales.
212. Nous avons vu [Sections coniques , n° 270) que les calculs se trouvent singulièrement facilités quand les coordonnées d'un point d'une courbe peuvent s'exprimer en fonction d'un seul paramètre, et nous avons démontré (n° 44) que ceci est toujours possible dans le cas d'une courbe unicursale. Nous allons donner quelques exemples de l'application de ce principe aux cubiques. L'équation d'une cubique cuspidale peut toujours se ramener à la forme x'^Z^=^y^\ xy est le point de rebroussement, oc la tangente cuspidale et z la tangente stationnaire. Un point quelconque de la courbe peut donc s'exprimer comme intersection de 9^=j^, Q-j/ = ^(\), ou, en d'autres termes, les coordonnées d'un point quelconque peuvent être prises dans le rapport de i, 9, 9^; 9 étant un paramètre variable. La droite qui joint deux points quelconques de la courbe aura pour équation
comme on peut le vérifier facilement.
Faisons coïncider 6 et 9', et nous avons l'équation de la
tangente
Supposons que nous cherchions les points où une droite ax -\- by -\-- cz =:^ o rencontre la courbe ; remplaçons x^y^z par I, 9, 9% et nous avons l'équation a -H 69 -f- c9^ = o ;
(*) Ces équations, considérées comme exprimées en coordonnées tangentielles, donnent ce théorème : Si I est un point d'inflexion, G un rebroussement, et T l'intersection des tangentes en ces points, une tangente quel-
A. TB
conque AB coupe les cotés du triangle ICT de manière que ~ — = k —
et, quand la droite de l'infini est une tangente^ k ^ i. (Voir Sections co niques, n*' 327).
S. — Courbes planes, i-^
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comme cette équation en 9 n'a pas de second terme, la somme de ses racines est nulle, et nous voyons ainsi que les paramètres de trois points en ligne droite sont liés par la relation 9 4- 9^ -j- 9'^ = o. Donc, en particulier, le tangentiel du point 9 est — 2 9, et le point de contact de la tangente menée par 9 est — ^9.
Si nous remplaçons de même x^ y, z par 1, 9, 9^ dans l'équation d'une courbe d'ordre />, le terme ^'^P~^ manquera dans l'équation, et la relation qui lie les paramètres des 3/> points d'intersection de la courbe avec la cubique consiste en ce que leur somme est nulle. Ainsi le 9 du résiduel d'un système de points est la somme des 9 de ces points prise négativement, et celui de leur corésiduel est la somme même de ces 9; et, en général, les théorèmes relatifs à la résiduation (n"^ 158 et suiv.) deviennent ainsi intuitivement évidents pour les cubiques cuspidales. Si, par exemple, nous représentons les paramètres des points par a, 6,..., la condition pour que six points soient situés sur une conique est
Cette relation nous fournit immédiatement ce théorème (n'' 154) : Étant donnés quatre points sur une cubique, la droite qui joint les points e^foit une conique menée par ces points rencontre de nouveau la courbe, passe par le point fixe (a + 6 + c + rf); on peut construire ce point en traçant aft, cd et joignant les points où ces droites coupent à nouveau la courbe, puisque
On obtiendra de la même manière diverses méthodes pour construire le neuvième point où une cubique passant par huit points rencontre de nouveau la courbe, à la seule inspection de l'équation
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213. On trouvera les paramètres des points dont les tangentes passent par un point donné en portant les coordonnées de ce point dans l'équation ^9^r — 3 9^^^ 4- ^ =: o; <yt, comme le coefficient de 9 est nul dans la cubique résultante, la somme des inverses des racines est nulle ou, en 'autres termes, trois points dont les tangentes se rencontrent
en un même point sont liés par la relation --[-+ — z=r o.
De même on sai t que la condi tion pour que 2 9 ^^ — 3 9 '^ j' -f- :6 = o soit tangente à une courbe de la p^^^^ classe est une relation du p'^"^^ ordre entre les coefficients ^9^, 39^, i ; or une relation de ce genre ne contient évidemment pas le terme 9 : il en résulte donc que les 3/? points, où les tangentes sont tangentes à une courbe de la ^'®"^<^ classe, sont liés
par la relation \ ( -- J = o. Voici quelques exercices qui montrent comment on applique cette méthode à des exemples.
Exercice 1. — Troiwe?^ le lieu de V intersection des tangentes dont la corde de contact passe par un point fixe d^ une cubique cuspidale. Ceci revient à éliminer a et j3 entre les trois équations
2 "jfix — 3 'Jp-y -+- z = o, 2 |j'5 ^ — 3 [j^f -4- xî — o, a -h p + y = o?
clans lesquelles y est connu. Nous trouvons aisément
équation d'une conique.
Exercice 2. — Si un polygone d'un nombre pair de côtés est in^ scrit dans une cubique et si tous les côtés, sauf un, passent par des points fixes situés sur la courbe, le dernier côté passera aussi par un ponit fixe de la courbe.
Représentons les paramètres des sommets par «i, a^_^ . . ., et ceux des points fixes par bi, b^, . . . . Nous prenons, pour plus de simplicité, le cas du quadrilatère, mais la démonstration est générale. Nous avons alors les équations
-h ai
rrz: 0,
<^4 -h bf, H- ai
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En les ajoutant membre à membre, nous obtenons
b -\ bs ~ b^-^ bi,.;
cette relation montre que les droites qui joignent b^, b^ ; b^^ bi^ se rencontrent sur la courbe et que, quand trois des points sont connus, le quatrième est aussi connu. Le théorème est vrai pour toutes cubiques, car la démonstration donnée ici peut se traduire aisément dans le langage de la résiduation; on voit que les couples de points èi, bz\ ^2j ^4 sont corésiduels, et que le système de sommets ai, a^^ «3, «4 leur est un résiduel commun.
Il résulte, comme cas particulier de ce théorème, que si les côtés d'un polygone d'un nombre impair de côtés passent par des points fixes de la courbe, la tangente en un sommet quelconque passe aussi par un point fixe; et, par conséquent, le problème qui consiste à construire un polygone de cette nature dont les côtés passent par des points fixes d'une cubique non singulière admet quatre solutions.
Exercice 3. — Trouver la quasi-développée, en supposant que les deux points fixes soient sur la courbe. (Voir aussi Ex. S, n° 99). L'équation de la quasi-normale est (n° 107)
(p + pô — 262) [ ea(e-i-a)^— (02-+-0a+a2)7 + ^]
Si nous la transformons en posant 6 = *y ' nous obtenons, con-
formément au n"* 108, une équation biquadratique en X, dans laquelle les deux termes extrêmes ne diffèrent que par un facteur constant, et le discriminant, qui renferme comme facteurs les équations des tangentes en a et p, représentera par sa partie restante une courbe du quatrième degré seulement.
214. Il nous reste à faire connaître quelques-uns des exemples les plus remarquables de cubiques de la troisième classe. Hpus avons déjà parlé de Isl parabole semi-cubique qui est la développée de la parabole du second degré. Dans son équation py'^z^x^, le point de rebroussement est à l'origine et le point d'inflexion à l'infini. Dans la parabole cubique^ au contraire, p'^y = x^ le point d'inflexion est à
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Torigine et le rebroiissement à l'infini. Dans la parabole cubique, l'origine est un centre et tous les diamètres de la courbe coïncident avec l'axe des^^; en effet, si nous menons une droite quelconque y = mx + tz, la somme des valeurs de X est égale à zéro.
La cissoïde de Diodes fait partie de la classe des cubiques cuspidales ; cette courbe a été imaginée par le géomètre de ce nom pour résoudre le problème qui consiste à trouver
Fig. fi\.
deux moyennes proportionnelles. On peut la définir comme le lieu d'un point M', où le rayon vecteur du cercle AM est coupé par une ordonnée telle que AP^ = PB. Nous aurons ainsi
AM' r= RM et par suite
p =: AR — AM == 2r séc to — - 2r costo=i= 2r tangto sinw,
ou, en coordonnées rectangulaires,
^ ( ^2 _|_ ^^.2 ^ __ 2 j^yî^ Q^i ( 2 /• — œ) y^ ■= x^\
L'origine est donc un point de rebroussement et ir — x une asymptote qui rencontre la courbe en un point d'inflexion situé à une distance infinie.
Newton a donné la construction élégante qui suit pour
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décrire celte courbe d'un mouvement continu. Un angle droit a le côté GF de longueur constante ; le point F se meut le long de la droite fixe Cl, tandis que le côté GH passe par le
Fiff. 45.
point fixe E; un crayon fi^é au milieu de GF décrira la cissoïde. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette proposition. (Lardneb, Géométrie algébiHque^^, 196-472.) La cissoïde est aussi le lieu que nous trouverions en prenant sur chacun des rayons vecteurs menés du sommet d'une parabole une longueur égale à l'inverse de celle du rayon vecteur. Par conséquent, c'est aussi le lieu du pied d'une perpendiculaire abaissée du sommet d'une parabole sur la tangente; ou, en d'autres termes, si une parabole roule sur une autre parabole égale, le lieu du sommet de la parabole mobile sera la cissoïde.
215. Nous pouvons de la même manière exprimer en fonction d'un seul paramètre les coordonnées d'un point quelconque d'une cubique crunodale ou acnodale. Le point double étant pris pour origine, l'équation de la courbe est le la forme
ax''^ H- ?>bx- y -^ ?tcxy- -h cly^ 4- 3/^^ -\- 6 gxy -+- 3 hy'^ =1 o ;
et, si nous posons^ = 9^, nous avons immédiatement pour X et y des expressions rationnelles en fonction de 9. La discussion sera toutefois plus simple si nous supposons l'équation transformée, comme cela se peut toujours, de manière
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c|ii'elle ait la forme (^z:- ±y^) z = x^. Ici ^ est la tangente au point réel d'inflexion que la courbe doit avoir ; x est la droite qui joint le point d'inflexion au point double et^- =tjKsont les tangentes au point double; le signe supérieur se rapporte au cas de la cubique acnodale, le signe inférieur au cas de la cubique crunodale. On peut alors prendre pour coordonnées d'un point quekonque de la courbe des quantités proportionnelles à ( i dz 9-), 6 ( i d= 6^^^ ^ gi nous substituons ces valeurs dans l'équation d'une droite arbitraire \œ -^ [j.y -4- v^ = o, nous avons, pour déterminer les paramètres des poirwts où cette droite coupe la cubique,
(X +v) + jx6±X02±:p.6s=:o;
et ces paramètres sont liés par la relation
Si la droite est tangente en un poi-iit d'inflexion, Q' = B'^ ::^ 0'^^ et, par conséquent, 9- = ±: |. Donc une cubique acnodale a trois points d^ inflexion réels; une cubique crunodale a un seul point cV inflexion réel et les deux autres sont imaginaires.
On trouve que l'équation de la droite qui joint deux points est
(62 _^ eO' H- e'2 dz I ) ^ — ( 0 -H ô^ ) 7 == ± ( I ih 6'- ) ( I ±: Ô'2 ) 5 ;
donc l'équation d'une tangente est
Nous voyons par là que, si quatre tangentes se rencontrent en un même point, la somme des paramètres coiTCspondants est nulle; et que si deux des points nous sont donnés, nous pouvons immédiatement former l'équation quadratique qui détermine les paramètres des deux autres.
li n'y a aucune difficulté à appliquer cette méthode à. des
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exemples. Dans le n° 122^ £Jx. 1, nous avons parlé de la
cubique crunodale dont l'équation polaire est p^cos|(o = 7?z^ et dont l'équation en coordonnées rectangulaires est
cette courbe a trois points d'inflexion à l'infini: l'un est réel, et les deux autres sont les deux points circulaires. Le nœud est sur l'axe des x^ à la distance ^ = — 8 m.
216. Si une cubique nodale a ti^ois points d^ inflexion réels ^ le point conjugué est le pôle de la droite qui joint ces trois points, par rapport au triangle formé par les trois tangentes. Supposons que l'équation de la cubique soit
(^-t- j-H zY^=.mxyz.
Si cette courbe a un point double, les coordonnées de ce point doivent vérifier les équations qu'on obtient par la difFérentiation et qui sont
3 {x^ y-^ zy- = inyz-=. nizx^=. mxy.
De ces équations nous déduisons ^ = j^' = ^, ce qui prouve (n^ 165) le théorème énoncé. Pour la cubique nodale nous avons alors /n = 27, et l'équation de cette courbe peut être mise sous la forme
On peut, dans ce cas, prendre pour coordonnées d'un point quelconque de la courbe des quantités proportionnelles à
Q'^ (i - — 9)3, — I, et l'équation de la tangente correspondante est
216 a. Nous pouvons traiter autrement la question des cu-
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biques unicnrsales ('). Nous pouvons partir des expressions les plus générales des coordonnées en fonction d'un paramètre X ; [Ji :
x-=za ).3-h3^ }.-[j--}-3c \\x^ ~v- d (j-^ / — a' X3 + 3 y X-[x -\^Zd\)^- -\-d [j.S z = a" l' -h 3 M X-^ii. -H 3 c' X[x2 -}- ^'^ îx%
et écrire immédiatejnent l'équation de la cubique résultante sous forme d'un déterminant (comme dans le n*^ 44). Mais, d'autre part, il y a en général trois fonctions linéaires de x^ /, z dont les expressions en fonction de X et ^ sont des cubes parfaits. En effet, si dans l'expression
Lœ + M/ + N^ — (aX -f- Pp.)'
nous remplaçons ^,JK5 s par leurs expressions en "k',^, si nous égalons les coefficients de ).^, ).^ jjl, . . . , et si nous éliminons linéairement L, M, N entre les relations ainsi obtenues, nous trouvons
Autrement dit, nous avons pour déterminer a: [3 une équation du troisième degré que nous pouvons écrire
Aoc^ + 3Ba- p -h 3Gap- 4- D p^ = o,
et A, 3B, 3 G, D sont les déterminants du système
(') Pour plus de détails sur la méthode indiquée ici, voir Igel, Math. Annal., t. VI, p. 663, et Haase, Math. Annal., t. II, p. 626.
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266 CIIAPITIU; Y.
z\uK trois valeurs de a : ^ correspondent trois valeurs de ■Mj^ + N^. Si donc nous écrivons les trois équations
jX ■
\Jx + Wy ~v ^'z =: (aOv + '^'xxf
si nous prenons les racines cubiques des deux membres et si nous éliminons linéairement \ \ jj., nous aurons l'équation de la courbe sous forme d'une relation linéaire entre les racines cubiques de trois fonctions linéaires. On peut exprimer ce résultat de la manière la plus simple en posant
X=(a^ X-f- ?^ x^Y {'^' ^/ — fj!"f)\
jNous obtenons alors l'équation de la courbe sous la forme
aui représente une cubique nodale ; X^ Y, Z sont les trois tangentes d'inflexion; X + Y -f- Z == o est la droite qui joint les trois points d'inflexion et X = 1 = Z est le point double.
216 h. Nous pourrions arriver par un autre procédé à une cubique identique avec la cubique canonisante du numéro précédent. La condition générale pour que trois points soient en ligne droite s'obtient en égalant à zéro le déterminant des coordonnées ^', JK^ 5', . . . des points. Si dans cette expression nous remplaçons x^ par a^^l'^ -j- . . . , nous avons la condition pour que trois points de la courbe soient situés sur une même droite. Il est facile de voir qu'elle peut se décomposer en déterminants, divisibles chacun par
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et la condilioii en question peut êtra écrite aussi sous la forme
A |i.' i^" i^" -h B ( X' ik' ix" + y ix" ix' 4- X''' [jJ [x" )
dans laquelle A, B, . . , ont la même signification que clans le numéro précédent. En d'autres termes, si lesX : p. des trois points sont déterminés par l'équation
A'X^ + 3 B'XV 4- 3G'X[j.^^ + D^ p.^ r= o,
la condition pour que ces trois points soient en ligne droite
est
(AD' - A'D ) — 3 (BC — B' G) =z o.
Nous obtenons le )v : [Ji d'un point d'inflexion en posant V =:y =:zY\ ^' =: y,'^ z=z '^'^^ daus l'équatiou précédente, et nous retombons ainsi sur la cubique
A [x^ -H 3bX[j,- 4- 3C X^ IX + DX^ =: o.
Nous pourrions arriver à la même cubique sous une forme un peu différente. L'équation générale, sous forme de déterminant, de la droite qui joint deux points, montre que, pour une cubique unicursale dont les coordonnées x, y, z nous sont données en fonction d'un paramètre, l'équation de la tangente en un point quelconque est
Les indices représentent ici le symbole d'une différentiation des expressions de os, y, z par rapport à \ ou p.. On trouvera de même que la condition pour que trois points conséculii's soient sur une même droite est
Ju
•^[XUl
IX}A
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Ainsi, dans le cas de la cubique que nous considérons, les X : [Ji des points d'inflexion sont fournis par l'équation
a"\^b"\x b"\-^-c"\x c"\-{-d"ix
et l'on peut voir {Algèbre supérieure, n^ 169) qu'elle est identique avec la cubique dont on a déjà parlé.
216 c. Il y aura un point double sur la courbe quand le même point correspondra à deux valeurs différentes du rapport \ \ \x. Soient)/ \ [Ji'etTv'' ; [jt.''deux valeurs qui correspondent au même point; quel que soit l'autre point X^" \ ]jJ" que nous prenions sur la courbe, la condition du numéro précédent (que ce point soit sur une même droite avec les deux points qui coïncident au point double) devra être vérifiée. Si donc nous égalons à zéro les parties de cette relation qui sont respectivement multipliées par V^' et ]i!" , nous aurons
B \k'ix" + G (k'ix" H- X''(./) + DX'X'' = o.
D'après la théorie des équations, si les deux valeurs de \\ [ji qui correspondent au point double sont données par une équation du second degré, cette équation devra être
Si donc nous éliminons [jl', [ji^^, . . . entre ces trois équations, nous obtiendrons l'équation du second degré
cjui déterminera les valeurs du paramètre du point double. En d'autres termes (\o\r Algèbre supérieure, n° 195), cetle
Hosted by
COURBES BU TROISIÈME ORDRE. âôg
équation, qui détermine les deux valeurs du paramètre nodal, est le Hessien de la cubique canonisante.
Si nous posons V' : [Ji'^ = )v^ : [jl^ dans la condition donnée au numéro précédent, nous obtenons les relations qui lient ie paramètre d'un point quelconque à celui de son tangentiel. On remarquera que les facteurs qui multiplient)/^^ et [jJ^^ sont les dérivées de la cubique par rapport à }^ et p..
216 d» Dans ce qui précède nous avons supposé que les racines de la cubique canonisante sont inégales. Pour considérer sous sa forme la plus simple le cas où il y a deux racines égales, supposons que ce et y sont deux fonctions linéaires qui, exprimées en fonctions du paramètre , soient des cubes parfaits; autrement dit, prenons cc = \^^y = ^^. Si z = a"\^ 4- 3 b"X^ p^ + 3 c"'k^^ + d" [Ji^, la cubique canonisante devient 0L^{b"^ — c'^a) = o. Elle n'aura deux racines égales que si l'on suppose que ¥ ou c" soit égal à zéro. Dans ce cas nous pouvons, à l'aide d'une transformation linéaire, ramener la troisième équation à la forme ^ = T^^p. et la cubique deviendra ^^ = ^^JK ; en d'autres termes, elle aura un point de rebroussement. Clebsch a montré {^Journal de C relie, t. 64, p. 43) qii'en général l'équation du degré 'à [n — 2) qui détermine les paramètres des points d'inflexion aura un couple de racines égales pour tout point double qui devient un point de rebroussement.
Si la cubique canonisante a trois racines égales, la courbe se décompose en une droite et une conique.
Section V. — Invariants et covariants des cubiques,
217. L'équation d'une cubique non singulière peut toujours se ramener à la forme canonique
^3 _|_ y3 _|_ ^3 _|_ (3 jjixyz = O.
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Dans cette forme x^ y, z contiennent implicitement chacune trois constantes; celles-ci, jointes à celle qui est mise en cvidence dans l'équation, donnent dix constantes, c'est-à-dire le nombre qu'une forme doit contenir d'après le n° 24, afin d'être assez générale pour représenter une cubique. Nous allons montrer maintenant comment l'équation d'une cubique quelconque peut être ramenée à la forme que nous venons d'indiquer. Nous pouvons mettre l'équation précédente sous la forme
[^x -\- y — 2m;^)(w^ -\- w-j — 1171 z) {^b:^' X -h wj — iinz)
dans laquelle (o est une racine cubique imaginaire de l'unité. Sous cette forme, on voit que la droite ^ joint trois points d'inflexion, et l'on peut démontrer de la même manière qu'il en est de même pour les droites x et j)^. Ces trois droites constituent donc un des quatre systèmes de trois droites qui^ nous l'avons vu (n° 174), peuvent être menées par les neuf points d'inflexion; et nous pouvons voir d'avance que le problème qui consiste à réduire l'équation d'une cubique quelconque à la forme canonique admet quatre solutions.
La forme indiquée ici est celle que nous emploierons généralement dans nos recherches relatives aux cubiques; cependant il est nécessaire de déterminer d'abord les invariants quand l'équation est mise dans la forme générale que nous écrivons comme il suit :
ax^ -4- hy'^ + cz^ + 3 a^ xry -f Z a^^x- z^?) h ^y^ X 4- 3 Z>3j- ^-^ 3 Cl z^_^x -\- 3 (?2 5"/ 4- 6 rnxyz =z o ( ^ ).
(M Dans les Mémoires de M. Gayley, les coefficients des termes y'' z, z'^x, cc''\y, yz^, zx"^, xy"^ sont respectivement/, g^ A, i, j, k. Dans les Mémoires allemands modernes, les variables sont généralement représentées
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2] 8. Nous formerons d^abord réqualion de Ja Hessienne. Les dérivées secondes de la cubique sont, en négligeant le iacteur 6 qui leur est commun à toutes,
€1"-=- a X -\-a^iy-\- a-^z, f ^=nnx -\- b^y + c^ ^, b-:=-b^x-\' by + b^z^ g:=:a^x -^ my + c^z, c ■=! Cl X --h c^y + czy h z=z a^x -^ b^y H- jjiz.
En formant H =: abc -^ '^fgh — af- — bg- — c/z-,Hestune cubique dont les coefficients sont respectivement
a = ab^Ci — airi^ -^ 2nia^__a^ — b^al — C\a\, b rz: ba.2 C2 — bm''-' -f- 2 nib^ b^ — a^bl — c^b],
c = CG'^ b'^ — 67/i' + 2 7}IC2 Cl — «3 C\ — Z?3 C\ \
3a^=: abc^. — 2amb-^-\- abiC.^ — ba\ + m- a^ — b^Ciao-^- 2 a^a^ b-^ — c^ci:,', 3 83=1: acbi — '2.ainc2 4- ab^c^ — ca\ -f- 771^^3 — • biC^a-^-^ la^a^c, — b^a'^ 3bi=izi>ac2 — 2bma^^ ba^c^ — abl 4- m^bi — c^a^b^^i b^b-^a-^ — c^b], 3b3= bca.y— ^bmci + ba^c.^ — cb\-\- nv^ b^ — c^a^b-^ -^ 2 b^b-^Ci — a^bZ, 3 Cl :=: caby — icma^-^ ca^b^ — ■ ac\-^ nv^Cx — a^b^Ci -h iCiC^ci^ — b^c]^ 3c2 = cba-^— 2cmbi + ca^b-^ — bc\ H- ni'^c^ — ci^b^c^ -\- ^c^c^b^ — a^c\, 6 m -=.abc —{ ab-^ c^ -h bc^ a-^ + ca^ b^)
H- 2m^ — 2m{biCi-î- CyCi^-i- «3^3) -H 3(<72^3<^i + a-^biC^).
par ^,, 572, ^3 6t les coefficients en question par «3,3, a■_^^^, a,,,, .... La première notation a l'avantage d'être très compacte; dans la seconde, au contraire, chaque coefficient indique le terme auquel il appartient. Dans les formules auxquelles nous aurons beaucoup affaire, l'usage des suffixes convient moins qu'une notation dans laquelle chaque coefficient est représenté par un seul caractère; mais, comme l'équation générale de la cubique est employée seulement dans les articles qui suivent immédiatement, j'ai pensé que le second avantage était celui auquel il convenait de moins s'attacher. La notation employée dans le texte concorde avec la notation allemande, en remplaçant a,i, «22? <^33 P^^' ^y ^y ^ respectivement. D'après le même principe les coefficients de x'^, y^, .z^ pourraient s'écrire a^, b-i, C3 et l'étaient ainsi dans la première édition. Je ne mets pas de suffixes dans le cas de ces trois coefficients, non seulement pour abréger, mais aussi pour diminuer les risques de confondre l'un d'eux avec l'un quelconque des six autres coelficients.
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Comme cas particulier du précédent, la Hesslenne de
^3 _|_ ^3 ^_ ^3 "_|_ Q j^^ jQy^ __ Q
— 7?i^(^^^4- j^+^^) + (i4-2m3) xyz == o.
219. Nous pouvons aussi former l'équation de la Gayleyenne. C.e contravariant exprime la condition pour que la droite cur + ^y '\-^z soit divisée eu involution par le système de
coniques U^ U2, U3, où
U 1 ::= <2 x"-^ b^y^- 4- Cl ^^ 4- 2 myz -^ 2a^zx -^ 1 ^2 œy^ U2 -~ a^x^- -f- 6 /- + C2 s- + 2 h^yz -\- imzx -F 2 6| xy, \}..-=z a^x^- -\- b^y^ -t- c z^-^ 2 c^yz -\- ^c^zx + 2 Jii xy,
La méthode pour former ce contravariant a été donnée (Sections coniques^ n^ 388 a) et le résultat y est exprimé en (onction des coefficients des trois coniques. En appliquant cette formule au cas actuel, nous trouvons
P == Aa^-f- Bp-f- Gf -h SA^a^p + 3A3a^-Y
+ 3Bii3^-a-f-3B3P^Y+3Grr^a4-3C2Y^-p + 6MapY,
A= bc77i — bCiC^ — cb^b^ — mb^c^ -h b^cl -h Cj ^^, B = cain — ca^a-^ — cic^ c^ — iria^c^ -^ a^c\-^ c^al, G = abm — ab^ 63 — ba^a^ — inb^a^^ b^a\-\-azb\^ 3A2^= — bca-i — cinbi-\- bc\-\- 2ca^b->^
-\- iin'-c^ — Zmb^c^ + C2<^3^3 4- h^CiC^ — 2^2^^,
3A3= — bca^ — bmc^ H- cb\ 4- iba<^c^
inx'-b^— Zmc^b]^^ b^a^C:^-\- b^Cib
3 Bi =: — cab^ — cma^ + ac\ -f- 2 ca^ b^
H- 2771^ c^ — 3ma3C2 + c^a^b^-^- a^c^c^— 2b^cl, 3 B3 ==: — cabi — a77iC2 + ca^ -+- 2 ab^ c^
-\- i7ri^a^ — ^7nc^a2 H- <^3^iCi+ a^c^az — 2(^3^^, 3 Cl = — abc^^ — br7ia^ -^ ab\-\- 2 ba^ c^
-f- 2 771- bi — 377ia,b.^ -+- bya^c^^ a^b^ b^ — 2C^b\,
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3G2= — abcx — anib^-^ ba\ 4- ^abiC^
-\- imP'a^ — Zma^b^ -\- a^b^Ci-h a^a-^h^ — ic,2Ci\^
6 M 1= abc — {ab^c^-\- bc^a-^-\- ca^b^) — ^ni^
+ [^m{b^c^-^ c^a^-V- a^b^)— Z{a^b.iC^-\- a^b^Cj).
En particulier, la Cayleyennede ^^ +JK^ + ^^ H- 6mxyz est
220. Si, dans le contravarlant qu'on vient de trouver, nous remplaçons a, p, y par des symboles de difFérentiation par rapport à x^ y^ z^ respectivement et qu'ensuite nous opérions sur la cubique donnée U, le résultat sera un invariant (^Algèbre supérieure, n° 139).
Cet invariant, que nous représenterons par S, est du quatrième degré par rapport aux coefficients ; il est égal à
S = abcm — ( bca^ a^ H- cab^ b^ -\- abc^ Cg )
— m{ab^C2-i- bc^a^-h ca^ b^ )
4- ( a^i cl -f- ac^ bl + ba^ c\ + bc^ al -H cb^ al + ca^ b\ )
— m* H- 2 772^ ( b^ Cl -\- c^a^-h a^ b^ )
— Zm^a^b^c^-^- a.^b^c^) — { b\ c\ -\- c\al-\- al bl ) -^{c^a^a-^b^^ a-^b-^biCi-i- biC^c^a^).
Il revient au même de dire que l'équation de la Cayleyenne peut s'écrire
da db ^ de da^ da^ '^ ' d,b.^^
Nous avons indiqué {^Algèbre supérieure, n^ 162) la méthode symbolique par laquelle Aronhold a primitivement obtenu cet invariant S ; sa notation symbolique est(i 23)(234)(34 1) (412); celle de son évectant, la Cayleyenne, est (i23)(a23)(a3 1) (a 12). Pour la forme canonique, S est /rz — m^ ^ et, comme S est nul quand m = o, c'est-à-dire quand l'équation est de la
forme x^ -hf'^ -^z^ =^ o, il en résulte que S est nul quand l'équation peut se ramener à la somme de trois cubes.
2M. Supposons que nous ajons une forme
U ~ a^'^ -f- bj'' + cz" -4- . ., .
et un covariant V du même degré
a .3;'^+ bj'^4- cz^^-h ... ;
si nous connaissons un invariant quelconque de U et si nous formons l'invariant correspondant de U+/^V, les coefficients des différentes puissances de "k seront évidemment des invariants. Nous concbions de là que, dans le cas supposé, de tout invariant de U nous pouvons déduire un nouvel invariant,en effectuant sur lui l'opération
a-7-4-b-jy-4-c-7- 4-..., da do de
Appliquons ce principe à la cubique et à sa Hessienne; nous pouvons de l'invariant S déduire un nouvel invariant T du sixième ordre par rapport aux coefficients; ou, ce qui revient au même, nous pouvons obtenir T en remplaçant dans la Cayleyenne a, [3, y par des symboles différentiels, et opérant ensuite sur l'équation de laHessienne. Nous trouvons ainsi pour T la valeur
^2^2^2_5^^ç^^^^^2_j_^<^^^^_l_(.^2^j)__2oa^C7?z^H-i2aècm(/^iCi4-C2<^2+<^3^3)
m^ ( hca.-^ a-^ H- cab^ b^ + abc^ c
— i[\m{bcb^a\-\- bcc^al-h cac^bl-\- caa^bl-h aba-^cl-i- abb^cl)
— 3{a^blcl-\-b^clal-^c^albl)-^iS{bcb^Cya^a^-hcac.a2b^bi-i-aba^b^c,c,) --I2{bcc2a^al-hbcb^a2al-hcacib^b'l-i-caa.^bibl-i-aba^c\cl-i-abbic.2cl)
— i2m^{ ab^ (?2 + bci a-^ 4- ca^ b^ )
-]-i2jn'^{abiCl-h acibl-^ ba^c\-\- bc^al-\- cb^a\-\- ca.^b\)
— 60 771 ( abi ^3 Cl c^ -H bci Cg «2 «3 4- ca<^ a-^ b^ b^ )
-^ 12 771 {aa2b^ cl -h aa^c^bl-^ bb^c^al-h bb^a^cl-h cc^a^^b] -i- cc^b^^aV) 4- 6 {ab-^ C2 4- bci ^3 4- cUi b^ ) {a^ b^ c^ 4- a-^ b^ c^ )
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-2l^{abiblcl~^ac, cl h\ -^ bc^c\a\-^ ba^ al cl + ca^ al bl -\- cb^b\ a'I) -12 {aaib^cl-i- aa-^c^bl-h bb^c^al-i- bb^a^c\-^ cc^a^b\-\- cc^b^al) - 8 m^ 4- 2 4 m* ( ^1 Cl -f- C2 «2 + (^3 ^3 ) — 36 m} {a^b^c^-i- a^b^c^) -\2m'^{b^c^c^a^-^ c^a^a^b^-\- azb^bxC^) — 2[\m^{b\c\-^clal-\-alb\) -^(^m{a^b^Cx~{- a^biC^){b^Cx-^ c^a2-\- azb^)^^{b\c\~\- c\a\-^ albl) -2-] {alblc\~\- alb\c\)— ^b^c^c^a^a^b^ -i2{b\clc^a2-^b\c\a^b^-^-c\a\a^b^-\-clalb^c^~^albl b^c^ -\-alb c^ a^).
Pour la forme canonique cet invariant se réduit à I — 2om^— 8m^.
Sa forme symbolique est (128) (124) (235) (3x6) (456)^. Nous pouvons de l'invariant T déduire un évectant
^'da-^^'db-^-'-''
dont nous n'avons pas besoin d'écrire les coefficients tout au long. Pour la forme canonique, ce contravariant, que nous représenterons par Q, est égal à
Q ~(i — iom^)(a3 4- p^-i- Y^) — (3om2-f-24/?î^)aPY — ^•
Tout invariant de la cubique peut s'exprimer en fonction rationnelle de S et de ï. Ceci peut se démoptrer de la même manière qu'on Fa fait pour le théorème correspondant relatif à une quartique binaire {Algèbre supérieures n° 213); il y a beaucoup de ressemblance entre la théorie d'une quartique binaire et celle d'une cubique ternaire.
222. Nous avons exposé aux n°^ 91 et 188 la méthode à suivre pour former l'équation de la réciproque d'une cubique. Nous donnons le résultat, en écrivant seulement tout au long les termes dont la forme est réellement distincte. Les autres coefficients peuvent se déduire de ceux-là par une permutation symétrique de lettres :
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276 CHAPITRE y.
6a^P( — bc'^b]^-\- ibcmc^-^r- bcb^c^ — [\mcbl -\- ScCib^bi — 2 bci c\-\- 2 mb^c\ 4- 5^ Cl C2 — 2 èi Cg),
?>(i^^'^{ibc'^a^~ [\mbcc^-\- Zc^b\ — ibcc^a^-\- i6m^-cbs
— 12 mcbiC2-\- f\bc\c2-\- l\ca^bl — ^ca^b^c^ — ^cb^b^C]^
— [\m}c\ — SmbsCiC2 — blcl — 2a-^b.^cl-\-lAa2cl-\-i2biCiCl),
6 a'^ ,3y [ ^^ ( — 4^^^ + 5 61 Cl — 2 «3 Z?3 — 2 C2 <^2 ) + ^(2mCiC2 4- 4<^3<^2 — 3^3^l) 4-c(2mèi&34-4<^2 ^3 — 3c2^i)
— Sm^ b^C2-ï- 10 m {b?^Ci^ cl bi)
— 2a3C2^3 — 2a2^3C^ — 1 1 èi^gCiCg],
2 a3 ps j- — ^^^2 — g c^ (^2 ^1 4- 3 ^cci a3 4- 3 ac^3 Cj — 2 ac^
— 2bcl — lôcm^H- C7n(i8èiCi4-i8c2<22 — 24<^3^3) + 9 c ( â^2 ^3 ^1 H- <^3 ^1 ^2 ) 4- 1 2 m^ Cl Ci -\-6m{a^cl-}'bscl)-\-6a-^bsCiC2 — iS b^clc^— 18 aiC^cl],
6ai^^^^[abcc2-h 6bcma-i — ^bca^c^ — 2ac^3 + <^^3^2 + '^ntbc}
— 5 bCi C2 ^3 4- 4 cm^b^ — 1 o cma^b^ 4- 2 cb^a^b-^ — 6c^ J Ci 4- 9 ca2 C2 ^1 4- 8 ni^ C2 — 16 m^ègCi 4- 1 2 ma-^ b^c^ — ^ma^cl — 2mbiCyC2 — /i<^3^3Ci4-io^iÔ3cf4-i3a2è3CiC2 — iiay^iC^],
6 (/} p Y^ [ — 4 cibcm 4- ( ^ca2 a^ 4- ca^i b^ 4- abc^ c^ )
— 8 m ( ab^ c^ 4- ^Ci a^ 4- c^^g b^ )
aèiC|4- <2CiZ?^4- bc^al-v-ba^cX-^ cb'^aX-^- ca^b
— %m>^[\ni^{b^Ci-\-C2a2^a^b^)
■^ l'^mi^a^b^c^-^ a.^blC2)■^- f\(^b\c\-^ c\a\^ a\bl)
— 1 9 ( ^1 Cl C2 «2 + ^2 «^2 <^3 ^3 4- <^3 ^3 ^1 <^i) ] .
Le contravariant que nous venons de former est le second évectant de T, autrement dit, l'équation de la réciproque peut s'écrire
a3 -^ + 33 _^ + -V 3 ^ + a^ 8 — 4- a^ — 4- R^ — da db de da^ da^ db^
db^ ' r/ci ' ' <:/c2 ' dm)
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Nous avons indiqué (n° 91) que, pour la forme canonique, l'équation est
U^ ^ f^^ -\- f — {2-\- d>2m^){^^f -i- f OL^ -h OL^ ?>'' ]
— 2/^771^ apY ( a-^ 4- P^ + Y^ ) — ( 2/\ m + 48 m^ ) a^ p^ ^2 _ q,
223. Les invariants d'une cubique peuvent aussi se calculer au moyen des équations différentielles auxquelles les invariants doivent satisfaire (Algèbre supérieure^ n^ 143). A cet effet, il convient d'ordonner l'équation par rapport à une des variables et de l'écrire comme il suit :
/•^'^-h 3(^0^ H- ciiy)z^-{- 3(6o^^H- 2biœy -+- b^^y'^)z
+ (c?o<^^+ Scj^^j-h 36?2^7^4- c^y^)-=io.
Si nous voulons former un invariant d'un ordre et d'un poids donné, nous pouvons écrire sans calcul la partie littérale. Par exemple, nous pouvons prévoir que S est de la forme
dans laquelle nous désiguons par [c^b) une fonction du second degré en c et du premier en b] et nous voyons aussi qu'elle doit être un invariant de cet ordre pour b^x^ -{- . . . , et Co-^^ + • • -5 considérées comme des formes binaires, l'une quadratique, l'autre cubique; par conséquent, la théorie des formes binaires nous permet de prévoir la forme de ce terme. Il en est de même pour les autres. L'invariant doit de plus vérifier l'équation différentielle
cl ( d d
6bç,-r- -\-2b^ h ^2 T"
aco dci dc.^
Par ce moyen nous trouvons que S est
— r{c'^b)-^{c''a'^)-\-{cb'^a) — {b^)\
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OÙ
{c^b)=z{coC2—cl)b2 — {coC^—CiC2)b^-i-{c^Ci—cl)bQ, (c^a2) = (coC2— c2)aj— (C0C3— CiC2)aiao4-(ciC3— c|)aj, {cb^a)=:aoCobl—{Coa^-\-SCiao)b2b^-i-{aoC2-haiCi){2bl-\-bob2) — ( <^o C3 4- 3 ai C2 ) ^0 ^1 + <^i ^3 ^ 0 ? (b')r=:b,b,-bl
De la même manière, T est égal à
r^c^) — 6r{c^ ba) -}- ^{c^ a^)
-h ^ r {c' b') - S {c'' b'^ a') — 12 (b^){cb^ a) -i- S {by, où
(c^) — clcl + ^CqcI 4- ^c^cl — 2>c\c\ — 6coCiC2<^3j ( c^ Z?a ) in «0 ^0 ( <^o C3 + 2 c| — 3 Cl C2 C3)
H-(aièoH-2(2o^l)(2C3C^— CiC^— C0C2C3)
+ (ao^2H-2ai^i)(2CoC^ — C2CJ — C0C1C3) + aiè2(<^3^? + 2cj — 3ceCiC2) (c^«^) = ^J(Coc2 4-2C^— 3C1C2C3)
H-3aJai(2C3cJ — CjC^ — CqC^c^)
{c^b')~^{b^){c^b) = clb\-6c,c,b,b\-^6c,c^b^{2b]--b,b^)
4- ^0^3(660^1^2— 8^?)4-9c2èo^2 — 1 8 Cl C2 60 ^1 ^2 + ^ ^1 c^boi^b^— bo b^ ) + 9 c^ ^2 ^2 — 6 C2C3 bybl + c^ 6g {c'^ b^ a^) =: cl bl a^^ — 2CoCi(6^ «i «o 4- 261 62(2^)
4- 2 Co C3 ( 4 60 61 a^ 4- 4 ^1 ^î ^0 — 6 6 j ao «1 — 3 60 63 aç, a^) 4- c^ ( 8 6f a? 4- 9 6^ a^ — 1 2 61 62 «0 <2i 4- 4 ^0 ^2 <^i ) 4-2CiC2(6o62ao<^i 4- 2 6jao<2i — 66162^0 — ^b^b^a] )
— 2CiC^{bobc^al 4-2 6Ja5 — io6o6iâro<^i 4- 4^?<^?)
ou bien encore nous pouvons écrire
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OÙ
[cha) ^zc^aobo — ^2(^1 60 + 2ao^i) {a'^b)z=^b^al — 2biaoai -^ boa].
224. Si la courbe a un point double, nous pouvons le prendre pour orig-ine; r, a^, a^ seront alors tous égaux à zéro; S se réduit à — {b'^Y et T à 8 (^^)^ Nous voyons ainsi que ï^ + 645^ est nul quand la courbe a un point double. Cette quantité est donc le discriminant, comme on le démontrera plus tard par d'autres moyens. Sila courbe a un rebroussement, (6^^ s'annule; il en est donc de même pour S et T. Pour la forme canonique, le discriminant
22o. Dans les numéros qui vont suivre, nous nous servirons de la forme canonique. Nous avons démontré (n^^ 218) que l'équation de la Hessienne de x^ -{-J^ -{- z^ -{- Gmxyz = o est de la même forme, avec une valeur différente de m et que, par conséquent, le système des trois droites xj^z passe par les intersections de la courbe et de sa Hessienne, comme on l'avait prouvé autrement (n*' 21 7). On voit également que l'équation de la Hessienne est aussi de la même forme et que, par conséquent, les points d'inflexion d'une cubique sont aussi des points d'inflexion sur sa Hessienne, comme on l'avait démontré d'une autre manière (n^ 173). Toute équation de la forme ol(x^ +JK^ + ^^)+ ^xyz = o peut évidemment se ramener à la forme W + [jlH =: o. Nous avons en effet
^3 _|_ ^3 ^ ^3 _|_ Q rnyzx = U, — m^(^^ H- j^ H- ^^)H-(i -H 27?z^)^j^ = II
et, en résolvant,
(H-8m=^)(^3_^73-}-^^) — (i 4-97?i^)U~67nH,
28o CHÀPITUE V.
d'où
(i + S77i^)Xz= a(i -\-27n^)-h?m\ (i + 8/71^) (x — —GmoL -h p.
Formons maintenant l'équation de la Hessienne de XU-l--6[j.n, c'est-à-dire de
(X — 6(i.m^)(^^ -h j^ -}- ^^)-h 6[Xm -H (ji(i -h 2m^)]œyz ■=. o;
le résultat est
— (X — 6(X7n^)[X7?z -}- ]x{\ -^ 2 m'^)Y {x^ -\- y^ + 2^) -1- |( X — 6 (j. 7?z^ )^ + 2 [X m + [Ji ( I + 2 m^ ) ]^ j ^^^ = o.
Gomme on vient de le démontrer, cette quautité est de la
forme VU -|- [ji'H = o ; donc
(H-8/?z^)X'=i — (i 4-2 7?iSXX — 6(x7n^)[X/n + [x(i -i-2m3)]2 4-m2j(X — 6[i-m^)3 + 2[X7?z + [x(i +2/n3)]3J,
{i-\-^m})]x! :=z6m{\ — Ç>\km})[\m -\- \i.{i-\- 2m})Y
+ j(X--6[j-m2)=^ + 2[X7?z-i- [jt.(i-}- 2m^)]^j.
En développant et en nous rappelant qu'on a
ces quantités peuvent s'écrire
X'=: — 2SX> — TX[x2 + 8SVS p/..=:X3 + I2SX[x2H-2T{x\
Les valeurs de )/ et j/ étant exprimées en fonction des invariants, les formules que nous venons de donner continueront à être exactes de quelque manière qu'on transforme l'équation ; et par conséquent la Hessiennede \\] -}- 6p,H, dans laquelle U et H ont les valeurs générales du n"* 217, est }/ U + p.^H, X' et [Ji^ ayant les valeurs qu'on vient de donner (^).
Ainsi, quand on nous donne le rapport V : p.', nous avons une
(M Dans l'édition précédente, cette relation était démontrée par un calcul direct; et c'était ainsi qu'on obtenait les valeurs de S et T.
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équation du troisième degré pour déterminer le rapport \ : [^, c'est-à-dire qu'ily a, comme on l'a déjà établi, trois cubiques qui ont pour Hessienne une cubique donnée.
Gomme cas particulier de ce qui précède, la seconde Hessienne est
H(HU)=:8S'-U-h2TH;
il en résulte que T = o exprime la condition pour que la seconde Hessienne soit la courbe primitive. Si S = o, c'està-dire (n^ 220) si l'équation est réductible à la somme de trois cubes, la Hessienne coïncide avec sa propre Hessienne et se compose de trois droites, comme nous le montrerons dans le numéro suivant.
3. La Hessienne rencontre une courbe en ses points d'inflexion, c'est-à-dire aux endroits où trois points consécutifs de la courbe sont en ligne droite; si donc une courbe n'est pas une courbe propre, mais un système comprenant une ligne droite comme partie intégrante, tout point de cette droite est un point de la Hessienne et, par conséquent, quand la courbe se compose de trois droites, ces lignes conti tuent la Hessienne. Ceci peut se vérifier en formant la Hessienne de xyz == o. Ainsi, le système de conditions pour que l'équation générale représente trois lignes droites s'obtient en exprimant que les coefficients dans l'équation de la Hessienne (n° 218), sont proportionnels aux coefficients correspondants dans l'équation de la cubique. Ce sont
aa
bi
ba
~ br
C'est un système de quarante-cinq équations, qui paraissent équivalentes à neuf, mais qui en réalité ne sont équivalentes qu'à trois équations indépendantes. En effet [Sections coniques, n^ 78) trois conditions seulement sont nécessaires pour qu'une équation du troisième degré contenant neuf con-
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slantes indépendantes représente un système de trois droites qui ne renferment que six constantes. On peut, au moyen des valeurs (n° 218) de a, b, . . . vérifier que les quarantecinq équations équivalent actuellement à trois équations, comme on l'a énoncé.
La Hessienne de )vUH-6[jiH étant VU -{- pi^H, la
première courbe représentera trois lignes droites si-r-^yl
en introduisant les valeurs (n° 225) de 1' et p.^, ceci donne l'équation
X4 + 24SX2 {x2 -h 8TX(x3 _ 48S2 ^^ — o.
Cette équation est du quatrième degré et nous voyons ainsi, comme on l'a déjà énoncé plus d'une fois, qu'on peut mener quatre systèmes de trois droites par les intersections de U et H. Cette équation, résolue par les méthodes ordinaires (voir ToDHUNTER, Theory of équations) {^)j donne
où t^^ ^2î h sont les racines de l'équation
^8_^i2S^2_(_48S2^-T2 = o ou (^4-4S)''^ = r- + 64S^
Ainsi, étant donnée l'équation d'une cubique c|uelconque, nous pouvons former l'équation de sa Hessienne (n*^ 218) et calculer les valeurs des invariants S et T (n"^ 220, 221). Le présent numéro montre alors comment nous pouvons former une équation W] + 6[JiH = o qui soit décomposable en trois facteurs linéaires. Nous pourrons trouver ces facteurs X, Y, Z en résolvant une équation du troisième degré; si nous comparons alors l'équation donnée avec la forme
«X3+ èY^-f-cZ^-hômXYZrzzo, (') Voù' aussi Sehrjet, Algèbre supérieure, t. II, p. 44? ^^ suiv.
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nous pouvons déterminer a, b^ c, m par des équations du premier degré. C'est de cette manière qu'on peut effectuer la réduction de l'équation d'une cubique non singulière à la forme canonique.
ExEaciCE 1. — Calculer les inçariants de la cubique
a^(j2_^2)_|_ èj(^2_^2)_|_ cz{x'^—y^)-=^ o.
228. Parmi les quatre tangentes qu'on peut mènera la cubique par un point de cette courbe, deux coïncident seulement lorsque la courbe a un point double, puisqu'une cubique n'a pas de tangentes doubles. L'équation des quatre tangentes est (n° 78) A^ =z=: 4 A'U et, si l'on prend
U = ^^ + j^ -h 5^ M- 6 myzx^ L-=.Z\^x\x'^ -\-imyz) -\- y' {y^ -\- 2 mzx) -{- z'{z'^-h '^mxy)], ^'^=z^[x{x'^ -{-2my'z')-\-y{y'^-\-2mz^ x')-\-z{z''^-\-2mx'y)].
En faisant z =^ o dans ^^=4\'IJ^ nous obtenons une équation du quatrième degré qui détermine les quatre points où les tangentes rencontrent la droite z] cette équation est
3(x' x^ -h y' y'^ H- 2 mz^ xyY ^=. [\{x^ -{- y^)[x {x'^ -\- 2my z')-^ y{y'^-\- 2mz'x')]
ou bien
{x"-~}-Smy'z')x'*-{-fi{y'^ — mz'x')x^y — 6{xy'-i-2m^z'^)x''y'^ -\- l^{x'^ — my' z')xy^ -\-{y''^ H- % mz' x' ) y^ ^=. o.
D'après ce qu'on a dit, il est clair que le discriminant de cette quartique doit contenir comme facteur le discriminant de la cubique. Si maintenant nous nous rappelons que
x'^ -^ y'^ -\- z''^ ■^-Ç)mx' y' z' ^=10^
nous trouvons pour les invariants 5 et t de la quartique
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Par suite, le discriminant de la quartique 2y t- ~ s^ esl2yz'^{T^ -\- 64 S^), et l'on voit facilement d'après cela que le discriminant de la cubique est T^ + 648^.
229. La fonction anharmonique des quatre points déterminés parla quartique du numéro précédent est évidemment la même que la fonction anharmonique du faisceau des quatre tangentes. Mais, si les racines sont a, [3, y, S, la fonction anharmonique de ces racines est un quelconque des rapports mutuelsdesquantités(a~P)(Y— S),(a— y)(P— 8),(a— S)(P— y). Nous pouvons former par la méthode des fonctions symétriques l'équation qui détermine ces quantités; et si l'équation de la quartique a pour coefficients a, 4^? 6c, 4^> ^y nous trouvons pour résultat
a^jA — 12 as j -\- iGs/s'"^ — 27^^== o.
Les rapports mutuels des racines ne sont pas altérés, si
nous les faisons croître toutes dans la même proportion, en
substituant par exemple aj^ = 2zs^^ ce qui nous montre que
les rapports anharmoniques sont les rapports mutuels des
racines de
OU
La fonction anharmonique dépend donc seulement du rapport T^ : S^, mais nullement du point par lequel on mène les tangentes (n^^ 167). Si T = o, l'équation qu'on vient de donner se réduit àz^+3^ + 2 = o dont deux racines sont égales; donc un des rapports devient l'unité et le rapport anharmonique devient un rapport harmonique ordinaire.
Si S = o, l'équation en y manque de second terme et devient de la forme y^ == fn^ ; ses racines sont de la
Hosted by
forme m, mto, mi^-, en désignant par o) une des racines cubiques imaginaires de l'unité et le rapport commun des racines est co. C'est ce qu'on appelle la section équi-anharmo nique.
230. A l'aide de la forme canonique, nous pouvons former, comme dans le n^ 225, les invariants S et T de \\] + ôp^H, ou de
(X — Ç)\knv^){x^-^-y^-\-z^)-i-6[m\ + {j.(i + 2m^)]œyz,
et nous trouvons sans difficulté
S(XU+6{xH)=SX^+TX>-24S2YV'-4STX.j.^~(T2-lr48S^)^*
T(XU-h6jxII)~TX« — gôS^X^^ — eoSTX^^
— 2oT2X3(i-^+24oS^TX2p/^
— 48(8X2 + 96S^)X(x^ — 8(728=^X4- T3)ji<%
et si, au moyen de ces valeurs, nous formons le discriminant R ou T^ + 64 S^, nous obtenons
R(XU -l-6[j.II)=:R(X'^ + 248X^2 _}_8XX{j.^— 488*^ (x^)%
Dans cette relation Je facteur qui multiplie R est le cube de la fonction du quatrième degré en )v et [j. formée au n' 227; nous aurions pu le prévoir, car, si la cubique U n'a pas de point double, les seules cubiques à points doubles qu'on peut mener par les points d'inflexion sont les quatre systèmes de lignes droites. Les valeurs que nous venons de donner pour les S et T de lU + 6 piH sont des covariants de celte fonction du quatrième degré en 1 et jji; elles diffèrent seulement par les facteurs numériques 4 et 2 respectivement de la Hessienne et du covariant appelé J {Algèbre supérieure^ n^ 209); et les coefficients de U et H dans la valeur de H()^U + 6[jiH) ne diffèrent que par des coefficients numériques des dérivées par rapport à X et p. de la forme du quatrième degré.
Tous les covariants cubiques peuvent s'exprimer sous la
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F == m'^yz -
G — rn^zx-
H — m^ xy -
-mz^'\
forme lU + [xH; les exemples qui suivent en donnent la preuve.
Exercice 1. — Si a,b,c, . . , représentent les dérivées secondes et A, B, ... les quantités bc — Z^, . . . , comme dans le n** 18i, et si a\ h\ ... ; A', B' représentent les quantités correspondantes pour la Hessienne, alors
Aa'+ B6'+ Gc'-H 2F/'4- 2G^'4- 2H/i' = o
est un covariant cubique.
Nous employons les valeurs
a=^x^ f=mx, k — yz — m-x'^^ h ^y^ g^rny, B =^ zx — m'-y'-, c = z, h = mZy G = xy — m^z'^j
a' — — 6 7?^2 X, y = (i 4- a m^ )x, b' = — 6 7n2 j, ^' = (1 + îi m^ )y, c' = — 6m^z, h' =(i-{- im^)z; A =^^6m'*yz—{i-him^)^x^, F'={i-\-im^yyz-[-Qm^{i-^im^)x'^. B' =:36m''zx—{i-h-2m^yy^, G'=(i-+-2 77i^y zx-i- 6 m^ (1-^2 m^)y^-. G' ==36m^^7— (1-4-27^3)2 ^-2, W ={i-^2m^yxy-h6m^{i-i-2m^)zH
Donc le covariant en question est — 2 SU. On aurait pu prévoir qu'il n'en pouvait différer de SU que par un facteur numérique, car c'est un covariant du cinquième degré par rapport aux coefficients, et par conséquent, s'il est de la forme aU + è H, a doit être du quatrième degré et b du second en fonction des coefficients ; mais il n'a pas d'invariant du second degré et S est le seul invariant du quatrième degré.
Exercice 2. — Calculer de la même manière le covariant
A'a + B'^>-4-Gc-+-2F7-h2G'^-4-2ir^.
Réponse. — TU + \ 2 SH.
231. L'ordre d'un covariant d'une cubique en fonction des variables est un multiple de trois, et, en général, si l'ordre d'une forme ternaire est un multiple de trois^ il en est de même pour tout covariant de cette forme. Ceci résulte immédiatement de la méthode de représentation symbolique exposée à^nsV Algèbre supérieure, Chap. XIV; en effet, tout symbole (i23) diminue de trois unités l'ordre de la fonction
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sur laquelle il opère et, dans cette méthode symbolique, Tordre de la fonction sur laquelle on opère est un multiple de celui de la forme donnée.
Il est facile de voir que Féquation de tout covariant cubique de x"^ +^^ -f-^^ + bmxyz = o est de la forme a(^3 -j-j/3 _|_^3^ _j_ ^xyz = o; et cette expression est, comme nous l'avons vu, réductible à la forme XU + [jiH ==: o; cependant, pour exprimer les covariants d'ordre plus élevé, il est nécessaire d'avoir un troisième covariant fondamental. Celui que nous choisissons peut se définir comme il suit : considérons la polaire conique d'un point ax'^ + ... et la polaire conique du même point par rapport à la Hessienne a^^^ 4- . . . ; il existe alors (Sect. coniques, n°378)une conique covariante de ces deux courbes qui est donnée par l'expression
(B'G-t-B'G — 2FF)^^4- ... =0,
et la condition pour que cette conique passe par le point primitif fournit un covariant de la cubique. PuisqueB, C, . . . contiennent chacun les variables au second degré, le covariant est du sixième degré par rapport à ces variables ; et, comme B, C, ... sont du second degré et B', CJ du sixième, par rapport aux coefficients, il est du huitième ordre, par rapport à ces coefficients. La valeur effective de ce covariant pour l'équation générale n'a pas été calculée; mais, si nous nous servons des valeurs de A, B; ... données dans le numéro précédent, nous trouvons que, pour la forme canonique, ce covariant est 4® î ^ est égal à
^3m^{i — 2om^-{-Sm')x'^y^z'^ — {i-^Sm3y{j^z^-hx^^z^x^y')
ou
-{-37n'-IP — {î + Sm'y{j'z^-{-z'^^-i-xY)
Il existe deux autres covariants du même ordre que 0 parraj -
Hosted by
port aux variables et aux coefficients, qui ont les mêmes titres à être choisis pour le covariant fondamental du sixième ordre. Le premier représente le lieu d'un point dont la droite polaire par rapport à la Hessienne est tangente à la conique polaire du même point par rapport à la cubique ; ou bien
AU2 4- BM'2 4- GN'2 + 2 FM^ N^ + 2 GN^ U + 2 HU W
Dans cette expression, U, M', N^sont les dérivées de la Hessienne. Ce covariant s'exprime immédiatement en fonction de 0, au moyen de la formule 6S^ — F (Sections coniques^ n° 381 , Ex, 1). Ici nous devons, dans cette formule, remplacer 0 par — 2 SU; S^ par ^6 H et F par 4B; nous trouvons ainsi que le covariant en question est — 4(^ + 3 SUH). Il existe de même un covariant qui représente le lieu d'un point dont la polaire par rapport à la cubique est tangente à la conique polaire du même point par rapport à la Hessienne ou bien
A^L2-hB'M2-l-C'N2 + 2FMN + 2G^NL + 2H'LM=:o.
En calculant encore cette valeur parla formule O^S — F (^'^ct ionsconiq lies ^n'^^Sï), et en jrempldiÇSinl&pair — TU+12SH, S par U et F par 4^7 le covariant en question devient
_(TU2- 12SUH4-40).
232. Tout covariantde^^ + J^ + ^^ -{-Qmxyz sera évidemment une fonction symétrique àex^y^z\ il pourra donc s'exprimer en fonction de x^ -^y^'^-]-z^ ^xyz,y^ z^'-\~z^ x^-\-x^y^ et par suite en fonction de U, H, 0 et des invariants. Mais un covariant n'est pas nécessairement une fonction rationnelle de U, H, 0. En effet, nous pouvons, comme dans V Algèbre supérieure j n" 223, former un covariant dont le carré soit une fonction rationnelle de ces quantités sans que le covariant luimême jouisse de cette propriété. Soient/?, q^ r les coefficients de la cubique,
H-(i -\-%m^Y{y^z^ -\-z^x^ -f- ^3j^)p — (1 + BTn^)^^^/^-^^ — o.
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D'après la théorie des équations, si J est égal à
nous avons
Mais /?, q^ r sont immédiatement exprimables en fonction de U, H, 0; en les remplaçant par leurs valeurs dans l'équation qu'on vient d'écrire, on a
-4_0(_-4S^U'^ + 2STU3H-72S'-U^-H'--i8TUH3 + io8SH*)
— 432 82 UH^ — 27 TH".
L'identité que nous venons de donner peut être mise sous la forme
40 (0 + XU^) (0 4- [i.U2) = P + H'ï>.
Cette expression montre que le système 6 (0 + )vU^)(0 + [^U-) est tangent à H, c'est-à-dire que H est tangente à chacune des courbes représentées par les trois facteurs, ou bien passe par leurs intersections deux à deux. Mais 0, U et H n'ont pas de point qui leur soit commun à toutes les trois : donc H est tangente à 0. La courbe J qui passe par les points de contact se compose des polaires harmoniques des neuf points d'inflexion. Nous donnons encore un exemple ou deux, pour montrer qu'il est possible d'exprimer les autres covariants en fonction deU, H,0.
Exercice 1. — Former V équation des neuf tangentes d'inflexion. Nous avons fait voir (n° 217) que les tangentes d'inflexion sont
U— (i-H87?i3)ir3, U— (ï-l-87?23)73^ u — (i + 8m^)^3. Faisons le produit de ces trois facteurs, nous aurons
S. — Courbes planes. 19
Hosted by
si nous remplaçons
et {i-{- Sm^)xyz par leurs valeurs données précédemment, nous trouvons que l'équation cherchée des neuf tangentes est
5SU^H — H3— ue = 0.
La forme de cette équation montre que H et 6, qui sont tangentes entre elles, comme nous l'avons démontré, ont les neuf tangentes pour tangentes communes.
Exercices. — Former l'équation de la Cayleyenne en coordonnées ponctuelles.
Nous avons à trouver la réciproque de l'équation tangentielle de la Cayleyenne qui est (n° 219)
/n(a3H- p3^_ ^^3)^_(I^4;^3)apY = o.
La réciproque s'obtient d'après le n° 222 et en exprimant les quantités x^ -\- y^ -\~ z^ ^ ... en fonction de U, H, 0. On trouve ainsi que l'équation résultante de la Cayleyenne est
4Se-TH2— i6S2UH = o.
233. On peut de même exprimer tout contravariant de la cubique en fonction de trois contra variants fondamentaux; et, à cet effet; nous pouvons employer les trois contravariants dont nous avons déjà parlé : ce sont les évectants de S et T (n°^ 219, 221 ), que nous avons appelés P et Q et en fonction desquels tout contravariant cubique peut s'exprimer, et la réciproque F (n° 222). Nous pouvons, comme dans le n*^ 230, former les invariants de la quantité XP 4- [aQ, qui est, pour la forme canonique, [7??X-+-(i— iom3)[x](a3-i- p3_j_,^3)_|_|-(^j_ 4;7723)X — 6m2p,(5+ 4«^^)]a!^ï et nous trouvons
S(XP + [xQ)=:(i92S^— T2)X*-H768S2TX3[i-4-2i6(3ST2— 64S*)X2(i.2 -t-2i6(T3—64TS^)X{j.3 — 1296(582x2+645^) (jlS
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T(XP + |i.Q) = (T3H-576S^T)X6-f-288(5S2T2-i92S^)XV
+ 54o(3ST3— 32oS*T)XV2_^54o(T* — 448S3T2)X3lx5
— ii664(3ST^— 32S^T2+2o48S^)X[x5 -5832(TS4-4oS^T^-i-256oS«T)ix^
R(XP-H[xQ)==[SX^-f-TXV+72S2X2{x2-f-io8STX{x^+27(T2-~i6S^)lx'^]^R^
De même que dans le n° 230, les fonctions du quatrième et du sixième degré en X et [j. qui figurent dans les valeurs de S etT sont les covariants de la fonction du quatrième degré dont le cube entre dans la valeur de R.
On a aussi
H(XP-i-{xQ)=:[TX3-t-i44Sn^(i.^+324STX{x2_^io8(T2-i6S^)[x^]P
-(4SX3-H3TX2|x-i-i44S2XV-i-io8ST(x3)Q
les quantités qui multiplient P et Q respectivement étant les dérivées, par rapport à [ji et )^, de la même fonction du quatrième degré.
234. Nous pouvons former de la même manière le P et le Q de XU 4- 6 [A H, et nous trouvons
P(XU+6{xH)rrzPX5 + QXV— i2SPX(x2h-4(SQ~TP)[xS
Q(XUH-6(xH)r=:QXs + 6oSPX'^(x — 3oTPX>2~ioTQX2{jl3
i2o(2S2Q — STP)X|i
+ 24[STQ-(T2+24S3)P](x^;
si maintenant nous représentons par 5 et ^ le S et le T de }^U-l-6[JiH, donnés dans le n° 230, ces valeurs diffèrent seulement par les facteurs 3(T2+ 648^) et (T2-]-64S^) respectivement de
(48S^P + TQ) J + (3TP-4SQ)^, (48S^P + TQ)g + (3TP-4SQ)^;
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si nous formons encore le P et le Q de (XP + p-Q), les résultats sont
P(XP + p.Q) = À3(8S2U-TH)-i-i8XV(STU + 8Sn-I) 4- 9X(i.2[(T2 — 32S^)U H- 12 STH] — 5/liJ.'[4S^TU~(T2+32S^)H]
Q(XP + [i.Q)=:X^[i6S2TU-h(T2-i-i92S^)H)
H-3oX^u.[S(T2— 64S^)U+i6S2TH]
-m5XV^[T(T2— 32oS^)U + 48ST2H]
— 27oXV'[i6S2T2U— T(T2-64S^)H]
-i62oX(i.*[ST3U4-4S2(r^— 64S^)H]
— 324p-^[(T*4-24T3S^+5i2S6)U— 6ST(T2+i28S^)H];
et si maintenant nous désignons par ^ et ^ le S et le T de).P+ [aQ, que nous avons calculés n° 223, ces valeurs difFèrent seulement par des facteurs de
(48Snj + i8TH)~ +(TU-24SH)^
et
(48S^-U + i8TH)4^4-(TU-24Sli)^.
dk cv^
A ces formules on peut ajouter la réciproque de Wi + 6p.II, qui est
(X^-i-24SXV' + 8TX(x3 — 48SV')F
— 24[x(X^4-2T(x3)P2— 24(j.^-(X2— 4S{x2)PQ — 8X(i.^Q-
et celle de W + p-Q, qui est
4[SX*-f-TXV-^72S-^XV'-f-io8STX(jL3+27(T2— i6S3)[ji*]0
— [TX^-H2j6STXV' + io8(T-— 64S^)XJx3^-3888TSV']II"- — [i6S2X'^4-23STXV-Hi8T2XV'-H2i6S(T2-i-32S^)(i.^]UH -H[64S^X\a-hi44S2TX>2_|,io8ST2X|i.34-27T(T2-l-i6S^){x^]U-.
235. Nous allons maintenant indiquer ici une identité fort utile. Supposons que, dans une cubique, nous remplacions .27,
y^ z^ par x -\-\x\ y -\-\y ^ z -\-\z\ et que nous écrivions le résultat sous la forme
U-+-3XSH-3X-P4-X3U',
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autrement dit, supposons que S et P représentent la conique polaire et la droite polaire de {x' ^y' j z^) par rapport à U; ce qui donne, pour la forme canonique
S = (^'^ + 'nnyz)x^ -\~{y^~\- 2 mzcc)y' -h {z^ -+- '2.mxy)z' ^
P — ( ^'2 _|^ 2 mf z' ) x-h {y'^ -h 2 mz' x' ) j + ( 5'^ + 2 mx' y') z ;
supposons de même que le résultat d'une substitution semblable dans H soit écrit sous la forme
c'est-à-dire soient S et II la conique polaire et la droite polaire de f^x' ^y', z') par rapport à laHessienne, nous pourrons alors, à Faide delà forme canonique, vérifier Té quation identique qui suit
S^-SP).= H'U-HU
Il résulte de là que, si [x' ,y' ^ z') est sur la courbe et si, par
conséquent, U^ = o, l'équation U = o peut être écrite sous la
forme
Sn— sP=zo.
De cette forme découlent immédiatement les conséquences suivantes :
(a) Les droites P et H se coupent sur la cubique : c'està-dire le tangentiel du point (x^^y, z'^) ou le point où la tangente P rencontre de nouveau la cubique est l'intersection de P avec n, polaire de [x' , y' , z') par rapport à la Hessienne (nM83).
(è) Les points de contact des tangentes menées de [x' , y\ z^) à la cubique, qui sont, comme on le sait, les intersections de S avec U, sont aussi les intersections de S avec S, conique polaire de [x' y y , z') par rapport à la Hessienne.
(c) L'équation S II — SP =: o est le résultat qu'on obtiendrait en éliminant une indéterminée 9 entre S + 9S = o, P-[-Qn=:o. La première équation représente une conique
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passant par les intersections de S, S; la seconde est la polaire de {x' ,y\ z') par rapport à la même conique : par conséquent, la cubique donnée peut être engendrée comme lieu des points de contact des tangentes menées d'un point {x\ y , z') à un système de coniques passant par quatre points fixes.
[d) Si S + QS représente deux droites, P + Qll passe évidemment par leur intersection : cette intersection est donc un point de la cubique, et P + Qll est la tangente en ce point : donc les quatre points de contact des tangentes à la cubique, issues de {x',y\ z')^ forment un quadrangle dont les trois centres sont sur la cubique et sont les points cotangentiels de (^2;', y, z^){yoir n^ 150).
[e) Si nous considérons les points d'intersection de la courbe et de sa Hessienne par une droite quelconque, par exemple ^ = 0, l'identité du présent numéro nous donne
a 6 — b a = 3 ( a2 ^1 — bi «2 )>
c'est-à-dire que l'invariant P des deux cubiques binaires s'annule. On voit donc encore que la Hessienne rencontre la courbe en ses points d'inflexion. En effet, puisque P est nul, l'éliminant des deux formes est Q = o [Algèbre supérieure, n* 200). Donc aux points d'intersection, u-^Xv renferme un cube parfait.
236. Je me suis servi de cette identité [Philosophie al Transactions^ i858, p. 535) pour former l'équation de la conique qui passe par cinq points consécutifs d'une cubique. Puisque S est tangente à la cubique et que P est la tangente commune, l'équation d'une conique tangente à U en [x' ^y'^ z') est S — PL = o, L = a^ 4- Pjk -h Y-S étant une droite arbitraire. Mais, au moven de l'identité que nous avons établie, l'équation de la cubique peut se mettre sous la forme
ii(S — PL)^.P(s — nL).
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Donc les quatre points où S — PL rencontre de nouveau la cubique sont ses intersections avec S — LII; et^ si cette dernière conique passe par (^^,jkS ^^)j la première passera par trois points consécutifs de la courbe. Mais, si nous remplaçons x^ y, z par œ'^ y' , z^, nous aurons S^ = 11^ = H^ et la condition pour que 2 — IIL passe par (^^, y, z') est L = i.
Maintenant, pour que S — LP passe par quatre points consécutifs, S— LII doitavoir P pour tangente au point (cc^ , y ^ z') . Mais la tangente à S — LII (qui est la polaire de x^y z' par rapport à cette fonction) est
2n — IVn — Lu'
ou bien II — ^ H^L (puisque L'= i ; n^=:H^), et, comme cette quantité doit être proportionnelle à P, nous avons
Lr=z6P+ jj7n.
L'équation générale d'une conique passant par quatre points consécutifs est donc
et
S_ôP2_ A pn=-_o,
2 — 6Pn— j^n' = o
passe par les deux points où la précédente conique rencontre de nouveau la cubique; l'équation de la cubique est réductible à la forme
n/'s — ep2— j^Pn^=:P(^2 — epn- -^n^
237. Puisque ces deux coniques ont P pour tangente commune, il sera possible, en ajoutant les équations multipliées par des constantes convenables, d'obtenir un résultat divisible par P, et le quotient représentera la droite qui joint les
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points où la conique rencontre à nouveau la cubique. Il est nécessaire pour cela de déterminer [x de manière que
[jiS + S — rjj^' soit divisible par P; nous y arrivons en
égalant à zéro le discriminant de cette quantité. Mais on trouvera, en effectuant le calcul, que ce discriminant est
tji'^tr + 4[^^ 777^ cette quantité sera donc décomposable en
facteurs, si [J- = — 7577,; et, comme l'un des facteurs est P, si nous représentons l'autre par M, nous aurons
mS + S— -ln--=:MP. ' li^
Au moyen de cette équation, l'équation de la cubique donnée à la fin du dernier numéro se transforme en la suivante ;
(n + p.P),(S-ep^- Apn) = p^
M- j^n-e(n-i-(xP)
La forme de l'équation montre que II -+- [jlP est la tangente autangentiel du point donné sur la cubique, et que M — :^ D passe par le second tangentiel du point donné (voir n^ 155),
238. Pour que la conique puisse passer par cinq points consécutifs, les coordonnées x^ ^y ^d doivent vérifier l'équation
M--^n-6(n + ,aP)=ro.
La seule difficulté consiste à déterminer le résultat de la substitution de x\ JK^ z^ dans M. Si nous différentions l'équation
I^Sh-S- jln2=:MP, par rapport à ^, j^ ou ^ et si nous remplaçons x^ y, z par x'^
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y'^ z^ dans les résultats, en remarquant que
dx' ~~ ^ dx' dx' dx'
nous avons Rr= 2[ji, et le résultat de la substitution de x'^ y, z' à la place de x^ y, z dans
ATT
est pi — (iir = o; et^ comme nous avons trouve p. = — ^jt^?
nous avons 9 = — " tït^' ^^ le problème est complètement résolu.
239. Nous allons indiquer une autre forme générale à laquelle on peut ramener l'équation d'une cubique et qui est la suivante :
ax'^ -{- by^ -f- cz"^ + dii^ = o où
x-\-y-^z-^u^=zo,
La conique polaire d'un point [x' ,y ^z\ u') étant
ax' x^ -+- by'y- -h cz' z- -h du' ir =: o,
la conique polaire du point pour lequel ^^= o, jk'= o est un couple de droites passant par ^^ = o, ^ = o, on voit par là que les points ^jK, ^u \xz,yu'^xujyz sont des couples de points correspondants sur la Hessienne. La forme que nous venons d'écrire contient implicitement onze constantes et l'équation générale d'une cubique peut s'y ramener d'une infinité de manières. Les valeurs des invariants pour cette forme sont^
S = — abcd,
— 2abcd{ab ^ ac -^ ad ^ bc ~\- cd -\- db).
Le discriminant se forme au mojen de trois équations
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29B CHAPITRE y.
obtenues en prenant les dérivées par rapport k x, y'j z respectivement; ces équations sont
aœ'^=::dir, by'^:=^du^^ cz'=:du^;
donc ^, y, z^ u sont respectivement proportionnels aux inverses de y/a, y/6, yc, \/d. En substituant ces valeurs dans ^+jK+^ + i^=o, nous obtenons le discriminant sous la forme
^ bcd + sjcda -^-\Jdab -\-\Jabc ■=. o.
Cette expression, débarrassée de radicaux, donne, comme plus haut, R = T2 + 64S3 = 0 ( ' ).
240. Nous terminons ce Chapitre par quelques remarques sur le cas où la cubique se décompose en une conique et une droite. Si une courbe possède deux points doubles, ou un rebroussement, non seulement son discriminant est nul, mais il en est aussi de même des fonctions obtenues en différentiant, par rapport à un quelconque des coefficients de Féquation primitive, l'expression générale du discriminant en fonction de ces coefficients (voir Algèbre supérieure, n°^ 103, 113). Mais l'expression du discriminant d'une cubique étant de la forme
T2-h64S^zz=0;
ses différentielles sont de la forme
^<:/T r.^d^ r^dT r.^d%
da ^ da db ^ db
(*) Pour les autres invariants et contravariants, quand l'équation est écrite sous cette forme; voir Philosophical Transactions, p. 262 ; 1860. Voir aussi la Géométrie à trois dimensions, n° 538, pour quelques remarques sur la méthode par laquelle on forme les invariants, etc., quand l'équation a été écrite avec une variable additionnelle liée aux variables originelles par une relation linéaire.
Si la courbe a un point de rebroussement, nous avons S = o, T = o (n° 224), et toutes ces différentielles s'annulent conformément à la théorie. Si la courbe a deux points doubles, c'est-à-dire si la cubique se décompose en une conique et une droite, nous avons la suite d'égalités de rapports
da " cla
dl^ ^ dS db ' db
dT ^dS de ' de
Ces équations, écrites tout au long, formeraient un système d'équations dont chacune est du huitième ordre par rapport aux coefficients ; elles constituent le système de conditions pour que l'équation générale du troisième degré soit résoluble en facteurs.
241. Il est une autre forme sous laquelle on peut écrire les conditions précédentes. Remarquons d'abord qu'un point double sur la courbe étant aussi point double sur sa Hessienne, les équations d'un pareil point satisferont aux équations obtenues en différentiant par rapport à ^, jk, ^ les équations et de la courbe et de la Hessienne. Dans le cas de la cubique, ces six équations différentielles sont toutes du second degré, et nous pouvons en éliminer linéairement les six quantités x^, y^y z'^^yZj zx^ xy de manière à obtenir le discriminant sous la forme du déterminant
ba
bi
ba
Nous avons vu aussi (n° 226) que les conditions pour que la courbe ait trois points doubles s'expriment en prenant une quelconque des trois premières lignes horizontales, la ligne
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3oO CHAPITRE V.
correspondante dans les trois autres et en égalant à zéro le déterminant formé avec deux colonnes quelconques de ces lignes. De la même manière aussi, les conditions pour que la courbe ait deux points doubles s'expriment en prenant deux quelconques des trois premières lignes et les deux lignes qui leur correspondent dans les trois autres, et en égalant à zéro le déterminant formé avec quatre colonnes quelconques de ces lignes. Pour le démontrer, il suffît de remarquer que, si U = PV, V représentant une conique et P une droite a^ + p^-f-y^, la Hessienne de U est de la forme XU + [jlP% comme nous le démontrerons dans le numéro suivant. En conséquence, nous avons
dn _
dx ~
'^dx^
3ixaPS
dy-
, dU
dz ~~
, dU dz
îp^p-
lisons
dR
^ dx
dll
,dl] + aX -T- = o:
df
ce qui montre que les différentielles de H et U relativement à ^ et jK sont liées par une relation linéaire identique et que, par conséquent, le déterminant formé des coefficients de quatre termes correspondants de ces équations s'annule.
242. La Hessienne de l'expression PU, dans laquelle P représente la droite oljo + ^y + yz etU une fonction de degré quelconque, peut se former de différentes manières. Les dérivées secondes de PU sont P(2+2aL, P^ + s^M, Pc+2yN, P/+pN + yM,P^ + yL + aN,PA + aM-+-[3L; dans ces expressions, L, M, N représentent, comme précédemment, les dérivées premières, et a, b^ . . . les dérivées secondes
Hosted by
COURBES DU TROISIÈME ORDRE. 3oi
de U. Servons-nous de ces valeurs pour former Féquation de la Hessienne et réduisons le résultat au moyen du théorème sur les fonctions homogènes
{n ~ i)h^=i ax + hy -^- gz] nous obtenons pour la Hessienne de PU
^' psH ^L_FPU;
ici F est la quantité [hc —/'^)ol' + . . . (n^ 184) qui, géométriquement, représente le lieu des points dont les coniques polaires sont tangentes à la droite donnée.
Plus généralement, nous trouverons de la même manière que la Hessienne de UV est
{n'—iy (^ — 0'
(UV20 + U-Y0')
uvw.
Gomme dans les Sections coniques^ n"" 370, 6 et ©^ représentent respectivement ici (^c—/-)a^+. . . et(6V — f-)a-\-..,y et W est le covariant
{bc'-{-b'c — iff ')!!.'-{- ..,.
La forme que nous venons d'écrire montre que les intersections de U, V sont des points doubles sur la Hessienne et que les tangentes en ces points sont respectivement les tangentes à U et V (^).
(•) Pour la théorie générale des formes cubiques ternaires, voir les IMémoires d'ARONHOLD, Journal de Crelle, t. 39, p. i4o (i85o) et t. 55, p. 97 (i858); le troisième et le septième Mémoire sur les formes de M. Gaylly, Philosophlcal Transactions^ i856 et 1861, et le Mémoire de Clebsch cl GoRT)K^,Mathematische Annalen, t. I, p. 56 (1869), t. VI, p. 436 (iS^S). Voù aussi GuNDELFiNGER, Math. Annal. :> t. IV, p. i44 (18; O*
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243. On se rappelle que nous avons établi la classification des courbes du troisième ordre en combinant entre elles une division fondée sur les éléments caractéristiques que la projection n'altère pas, et une autre division basée sur la nature de leurs branches infinies. Les mêmes principes de classification sont applicables aux courbes du quatrième ordre ou, comme nous les appellerons, aux quartiques ; mais le nombre des espèces est si grand et la discussion de leurs formes constitue un tel travail qu'il semble sans utilité d'entreprendre la tâche d'une énumération. Nous nous contenterons ici d'attirer l'attention, d'une manière générale, sur les points principaux dont on doit tenir compte dans une énumération complète. Une quartique peut être non singulière, c'est-à-dire n'avoir pas de points multiples, ou bien elle peut avoir un, deux ou trois points doubles, et quelques-uns d'entre eux ou même tous ces points peuvent être des points de rebroussement. D'après cela, nous avons dix classes, pour lesquelles les caractéristiques de Plûckeretle genre (n""^ 44, 82) sont les suivants:
VIL
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COURBES DU QUATRIÈME ORDRE, 3o3
Dans chacun des quatre derniers cas, la courbe est unicursale.
Toute quartique peut être considérée comme corn prise dans Tune ou l'autre de ces classes. Il existe toutefois des formes spéciales, provenant de la coïncidence de points doubles ou de points de rebroussement qui méritent qu'on les considère à part.
1° Deux nœuds peuvent coïncider, en donnant naissance à la singularité appelée nœud de tangence ou poin t tacnodal; c'est par le fait un contact ordinaire (biponctuel) de deux branches de la courbe {voir n*^ 38, III). Il faut remarquer que la tangente commune compte deux fois comme tangente double de la courbe; ainsi, en supposant qu'il n'y ait pas (en outre du point tacnodal) de nœud ou de point de rebroussement, la courbe appartient à la classe IV et ses caractéristiques sont celles que nous avons indiquées ci~dessus ; mais S =: 2 indique qu'il y a un point tacnodal, ett == 8 que les tangentes doubles se composent de la tangente au point tacnodal comptée deux fois et de six autres tangentes doubles.
2° Un nœud et un rebroussement peuvent coïncider, en donnant naissance à la singularité nommée, d'après cela, rebroussement nodal et que nous avons appelée un rebroussement ramphoidal (n"" 58).
Remarquons que la tangente compte une fois comme tangente double et une fois comme tangente stationnaire. Si donc nous supposons qu'il n'y ait pas d'aulre nœud ou d'autre point de rebroussement, la courbe appartiendra à la classe V et ses caractéristiques sont données ci-dessus ; mais 5 rr= I, X =3 I montrent qu'il existe un rebroussement nodal; T = 4 comprend la tangente au point de rebroussement et trois autres tangentes doubles; t. = 10 donne la tangente au rebroussement et neuf autres tangentes stationnaires.
3° Trois nœuds peuvent coïncider si on les considère comme points consécutifs d'une courbe de courbure finie;
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3o4 CHAPITRE VI.
ils ne donnent pas naissance à un point triple, mais à la singularité appelée nœud (f oscillation ou point oscnodal. C'est par le fait une osculation ou un contact triponctuel de deux branches de la courbe. La tangente en un point de ce genre compte trois fois comme tangente double de la courbe; la classe de la courbe est VII et les caractéristiques en sont données plus haut; mais 8=3 signifie qu'il y a ici un point oscnodal et t = 4 comprend la tangente en ce point, comptée trois fois et une autre tangente double.
4' Deux nœuds et un rebroussement, ou un point tacnodal et un rebroussement considérés comme points consécutifs d'une courbe à courbure finie peuvent coïncider ; ils ne donnent pas naissance à un point triple, mais à la singularité appelée rebroussement tacnodal; c'est en réalité une osculation ou intersection quartiponctuelle des deux quasi-branches en un point de rebroussement. La classe de la courbe est VIII et ses caractéristiques sont celles qui figurent au Tableau ci-dessus; S = 2, x = i indiquent qu'il existe un point de rebroussement^ t = 2, que la tangente au rebroussement compte deux fois comme tangente double; t, = 4, que la tangente au rebroussement compte une fois comme tangente stationnaire, et il y a trois autres tangentes stationnaires.
5" Trois nœuds peuvent coïncider, comme sommets d'un triangle infinitésimal, en constituant un point triple (point triple ordinaire avec trois tangentes distinctes). La courbe est de la classe VIII avec les caractéristiques qui s'y rapportent; 8=3 indique qu'il y a un point triple.
6^ Deux nœuds et un rebroussement peuvent coïncider en engendrant un point triple spécial, où une branche ordinaire de la courbe passe par un point de rebroussement. La courbe est de la classe VIII avec les caractéristiques données ci-dessus ; S = 2, X = I caractérisent ici ce point triple spécial.
n" Un nœud et deux rebroussements peuvent coïncider en
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formant un point triple particulier qui ne diffère pas d'une manière visible d'un point ordinaire de la courbe. Cette dernière appartient à la classe IX, dont les caractéristiques ont été données plus haut; S = i, x = 2 se rapportent ici au point triple en question.
2M. Pour mieux montrer la distinction entre les différents genres de points doubles que nous avons énumérés, supposons que Forigine soit un point double pour lequel les deux tangentes coincïdent avec la droite y = o] l'équation de la quartique sera de la forme y^ -h u^ -[- Uh == o, dans laquelle
u^ = ax^ -h bœ'^y -h cxy'^ -]-df^, Ur, ■=. ex* 4-/^^/4- ....
Nous procédons maintenant comme dans le n'' 36. Pour déterminer la forme delà courbe dans le voisinage de l'origine, nous posons jK == mx^ et nous déterminons [3 de manière que deux ou plusieurs exposants de x deviennent égaux entre eux et moindres que l'exposant d'un autre terme quelconque; et nous nous attachons seulement aux termes du degré le moins élevé en x. Supposons que a ne soit pas nul. Nous trouvons [3 = |; la forme de la courbe près de l'origine est la même que celle de la courbe jk^ + cix"^ = o et l'origine est un rebroussement ordinaire.
i^ Supposons a=:o. Nous avons alors [3 = 2 et m est déterminé par l'équation du second degré m'^ + bm -\- e = o. La courbe se compose de deux branches, dont les formes près de l'origine sont respectivement les mêmes que celles des courbes jk = m^ ^^^ j^ -_ ^^^^j m^ et m^ étant les racines de l'équation ci-dessus. Les branches sont tangentes entre elles et Porigine est un point tacnodaL
2'' Supposons que l'équation du second degré dont il vient d'être question ait ses racines égales; la forme de Péqualion est alors
( j — mx")"-^ cxy'^ -\- dy"^ -4-/^^/ -H • . • ^^ o, S. — Courbes planes. 20
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et, au degré d'approximation auquel nous nous sommes tenus jusqu'ici, les deux branches coïncident dans le voisinage de ['origine. Pour faire la distinction entre elles, nous poserons r z= mx^ -4- nxy et nous déterminerons n et v comme plus haut. Nous trouvons alors ^ = 1 et ^2 = — (cm- -i-fm). La l'orme de la courbe près de l'origine se rapproche donc de
celle de la courbe j>^ = mœ'^ + nx ^ que nous avons considérée (n'*58). D'après cela, l'origine est un rebroussement romplioïdal ou rebroussement nodaL
3^ Si cependant, en plus des conditions précédentes, nous avons/ = — c/n, l'écjuation de la courbe est de la forme
( r — mx^ y H- cxy ( j — mx- ) -i- dy^ -j- g'x^-y- -f- . . . m: o.
En faisant y =z mx^-{- nx^ ; nous trouvons y r= 3 et ai est déterminé par l'équation du second degré
n^ H- c m n -H m- {dm -+- ^•) -= o.
Soient 71^, n^ les racines de cette équation; dans le voisinage de l'origine, la courbe se compose de deux branches osculatrices, dont les formes sont représentées par les équations
Gomme la différence de ces valeurs de jk a pour premier terme une puissance impaire de Xy les branches se coupent, tout en étant tangentes à l'origine. L'origine est alors un point oscnodal. 4'' Si, en plus des conditions précédentes, les racines de la dernière équation du second degré deviennent égales ou si dm -\- g-=: {c-, l'équation de la courbe est de la forme
{y ■ — nix' — cxy — dy-)-^=:.Kxy^ -h B j^,
et nous trouvons, comme plus haut, que sa forme près de l'origine est donnée par l'équation
yz=. mx^- -f- cm x"^ 4- px - .
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L'origine est un rebroussement tacnodal. Le point double ordinaire ne peut pas donner de singularité d'ordre plus ('devé dans une quartiquc proprement dite; car la dernière hypothèse à faire consisterait à supposer que A est nul, et dans ce cas l'équation se décomposerait en deux facteurs du second degré. Le cas où l'origine est un point triple ne nous semble pas exiger de plus amples développements.
245. Nous n'avons jusqu'ici fait aucune distinction entre le réel et l'imaginaire. Si nous admettons que la courbe soit réelle, les nœuds et rebroussements imaginaires ne se présentent que par couples, et leur présence nous permet de distinguer les différents cas en conséquence ; ainsi nous pouvons avoir un seul nœud réel, deux nœuds réels ou deux nœuds imaginaires, trois nœuds réels ou un nœud réel et deux imaginaires; il en sera de même pour les points de rebroussement.
Un point double réel peut aussi être crunodal ou acnodal. Ces distinctions, relatives au réel et à l'imaginaire, se présentent rarement en ce qui regarde les singularités dont nous avons parlé plus haut (la condition que les imaginaires se présentent par couples implique le plus généralement la réalité de ces singularités). La seule distinction qu'il semble utile de faire s'applique au point triple ordinaire; il peut avoir trois tangentes réelles, ou bien une réelle et deux imaginaires. Dans le premier cas, le point est l'intersection de trois branches réelles de la courbe; dans le second, il est la commune intersection d'une branche réelle et de deux branches imaginaires; ou, ce qui revient au même, nous avons une branche réelle qui passe par un point conjugué. Ce point ne diffère pas visiblement d'un point ordinaire de la courbe, il ressemble à cet égard au point triple spécial que nous avons mentionné ci-dessus sous le n° 7; la différence consiste en ce que, dans le cas d'une branche ordinaire
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passant par un point conjug-ué, les tangentes sont l'une réelle et les deux autres imaginaires, tandis que, dans le cas du point triple spécial, elles sont toutes trois réelles et coïncidentes.
246. Il existe encore d'autres singularités dont il faut tenir compte. Un nœud ou point double peut être un point d'inflexion sur une des branches qui le constituent, c'est-à-dire que la tangente à cette branche au point double peut rencontrer cette branche en trois points consécutifs (ou la courbe en quatre points coïncidents); le nœud peut aussi être un point d'inflexion sur chacune des branches qui le constituent.
Un pareil point double peut être considéré (dans le premier cas) comme formé par la réunion d'un point doubJe ordinaire avec un point d'inflexion, et (dans le second cas) de ce même point double avec deux points d'inflexion; le nœud pourrait s'appeler un nœud inflexionnel, point yZecnodal ou point biftec no dal suivant le cas. Le point ou les points d'inflexion qui coïncident ainsi avec le point double, doivent être comptés parmi les points d'inflexion de la courbe et le nombre des points d'inflexion restants doit être diminué en conséquence. Un point biflecnodal a des propriétés analogues à celles que nous avons établies (n°^ 170 et suivants) pour les points d'inflexion des cubiques. En général, si nous cherchons le lieu des moyennes harmoniques sur les rayons vecteurs issus de l'origine que nous supposons être un point double de la quartique U/^ -i- Us -{- U2 = o, nous trouvons ^^3 + 2U2 = o. Si donc 112 est facteur dans u^^ le lieu devient une ligne droite, et le point double, qui a une polaire harmonique, jouit des propriétés établies (n° 170). Lespointsde contactdes tangentes issues de ce point se trouvent sur une ligne droite et la courbe peut être projetée de manière qu'il devienne un centre, ou, encore, de manière que toutes les cordes parallèles à une droite donnée soient
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coupées en deux parties égales par un diamètre fixe. Dans ce dernier cas, la forme de l'équation est, en général,
Il n'y a pas de difficulté à discuter, comme dans les n*"' 39 et 199, les différentes formes possibles de courbes comprises dans cette équation, en ayant égard à la réalité et à la grandeur relative de <2, 6, ... ; on en déduit aisément les différentes formes que peuvent affecter les projections de ces courbes.
247. Enfin une quartique peut encore avoir un autre genre de point singulier dont il faut tenir compte dans la classification; c'est un point d'ondulation, c'est-à-dire un point où la tangente rencontre la courbe en quatre points consécutiis. La taqgente en un pareil point remplace deux tangentes stationnaires et une tangente double. Une quartique peut avoir quatre points d'ondulation réels. Il est facile de s'en convaincre en écrivant l'équation sous la forme wxyz^=^ S^, dans laquelle S est une conique tangente aux quatre droites w, ^, jr, z.
248. Nous n'avons pas encore épuisé la liste des éléments caractéristiques que la projection n'altère pas et dont il faudrait tenir compte dans une classification complète des quarliques. On se rappelle que nous avions divisé les cubiques non singulières en cubiques unipartites et en cubiques bipartites, suivant que tous les points réels de la courbe constituent ou non une suite continue. Il est naturel de penser qu'il doit exister une distinction semblable pour les quartiques.
Zeuthen a étudié en détail [Math. Annalen, t. Vil, p. 4i i) les formes possibles des quartiques non singulières. Il fait remarquer que les branches d'une courbe peuvent être divisées en branches d'ordre impair, qu'une droite rencontre en
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un nombre injpair de points, et en branches d'ordre pair. Ces dernières sont ce que nous avons appelé des oçales (n^WO); nous employons ce mot pour désigner non seulement les ovales dans le sens ordinaire du mot, mais encore leurs projections. Par exemple, dans cette acception, nous dirons que toutes les formes des coniques sont des ovales. Zeuthen montre qu^une courbe non singulière ne peut avoir plus d'une branche d'ordre impair et que, par conséquent, une courbe de degré pair ne peut en posséder. Une quartique ne peut donc se composer que d'ovales. On voit immédiatement que, si une quartic[ue se compose de deux ovales, dont l'uu soit entièrement intérieur à l'autre, elle n^ peut pas avoir aucun autre point réel. En effet, s'il en existait un, en le joignant par une droite à un point situé au dedans de l'ovale intérieur, cette droite couperait la courbe en cinq points. Pour la même raison, l'ovale intérieur ne peut avoir ni tangentes doubles, ni points d'inflexion. On donne le nom de quartique annulaire à une quartique composée de deux ovales dont l'un est intérieur à l'autre. Les raisonnements qui précédent n'excluent pas le cas d'ovaies extérieurs les uns aux autres; toutefois la quartique ne peut pas se composer de plus de quatre ovales; si, en effet, elle avait d'autres points réels, une conique passant par l'un d'eux et par des points situés à l'intérieur des ovales couperait la courbe en neuf points. La courbe
(c <^ 6) que nous avons considérée (p. 64-65) montre qu'une quartique peut effectivement se composer de quatre ovales; cela résulte aussi de l'exemple suivant que Plûcker a donné pour montrer que les vingt-huit tangentes doubles d'une quartique non singulière peuvent toutes être réelles. Considérons la courbe 0 = dz A', dans l'équation de laquelle
il zzz ( j- — x-){x — i){oc — I) — 1 [ j^^ -\- œ {x ~ Q.)Y' '
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L'équation Q = o représente une quartiqae à trois points doulales, dessinée en traits gras dans la /i^'. 46. L'équation 0 = A" est celle d'une courbe qui ne rencontre la
Fig. 46.
courbe Ù en aucun point à distance finie, qui s'écarte d'autant moins delà courbe ù que k est plus petit, et qui, suivant le signe attribué à cette quantité, est tout entière à l'intérieur ou à l'extérieur de la courbe Q. Quand elle est tout entière à l'extérieur, la courbe est unipartite; si, au contraire, elle est entièrement à l'intérieur, elle se compose de quatre ovales en forme de ménisques, situés chacun dans l'une des boucles en lesquelles la courbe 0 est subdivisée. Chaque ménisque a une tangente double ; on verra de plus que deux ovales quelconques ont quatre tangentes communes et il y a six couples formés par ces ovales pris deux à deux. Si l'on suppose que !a valeur de la constante varie, il est facile de concevoir que l'un, puis l'autre de ces ovales devienne imaginaire; il s'ensuit que les quartiques non singulières peuvent être unipartites, bipartites, tripartites ou quadripartites. Nous pouvons conclure, de la même manière, que si une quar tique a un point double, elle peut être unipartite, bipartite ou tri-
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partite; que si elle a deux points doubles, elle peut être unipartite ou bipartite (^ ).
248 a. Zeuthen prend pour base de sa classification des quartiques les bitangentes réelles de la courbe et il les divise en deux classes. Quand une quartique se compose d'un couple d'ovales extérieurs l'un à l'autre, il est facile de voir (de même que si c'étaient deux coniques) que ces ovales ont quatre tangentes communes et qu'ils ne peuvent en avoir davantage. Ce sont ces tangentes communes qui sont pour Zeuthen les bitangentes de seconde espèce. Quand une quartique a deux ovales extérieurs l'un à l'autre, le nombre de ces bitangentes est 4; quand elle se compose de trois ovales, Je nombre des bitangentes est 12 ; si elle en comprend quatre, le nombre en question est 24. Les bitangentes de première espèce sont : (a) les droites doublement tangentes à une branche unique de la courbe, ou (6) les bitangentes dont les deux points de contact sont imaginaires.
Zeuthen a démontré que toute quartique a quatre bitangentes de l'une ou de l'autre de ces deux dernières classes ; nous les appellerons les bitangentes de Zeuthen. Le nombre total des bitangentes réelles d'une quartique s'obtient ainsi en ajoutant aux quatre précédentes o, 4> ^^ c>u 24 bitangentes de seconde espèce ; ce nombre est donc 4 ^ 8, 1 6 ou 28. La méthode de Zeuthen consiste à considérer le système de quartiques S + XS^ dans lequel S et S' sont deux quartiques non singulières. Le nombre des bitangentes réelles d'une courbe du système ne changera que s\\ est tel que la courbe présente quelque singularité. Zeuthen démontre que, si \ passe par une valeur pour laquelle la courbe a un point double, on ne perdra ou on ne gagnera que des bitangentes
(') En général, le nombre maximum des parties d'une courbe est supérieur d'une unité au genre de la courbe.
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de seconde' espèce et qu'aucune singularité ordinaire ne change les bitangentes de première espèce en bitangentes de seconde espèce et réciproquement. Considérons une bitangente de première espèce, tangente à une branche en deux points réels. Si le paramètre contenu dans l'équation varie, ces points peuvent se rapprocher l'un de l'autre, et l'arc qui les sépare devenir de plus en plus petit. A la limite, ces points se confondent et la courbe a un point d'ondulation; après cela, la bi tangente a ses points de contact imaginaires. Nous voyons aussi que, pour la valeur de "X C[ui détermine un point d'ondulation sur la courbe, les bitangentes de Zeuthen de la classe (a) se changent en bitangentes de la classe (b) ou iîiverseraent. La seule modification qui affecte les tangentes de première espèce consiste en un échange de ces deux classes ; le nombre total de ces bitangentes est donc le même pour le système entier des quadriques compris dans la forme S -j- IS'; il est par conséquent le même pour une quartique quelconque, et l'exemple donné par Plûcker montre qu'il est égal à quatre.
248 b. Quand une branche a une tangente qui lui est tangente en deux points réels, il est évident qu'en chacun de ces points l'arc tourne sa convexité vers la tangente et qu'il existe une partie intermédiaire de l'arc total qui tourne sa concavité vers cette même droite ; la partie concave est séparée des parties convexes par un point d'inflexion situé à chacune de ses extrémités. Toute bitangente de cette espèce implique donc l'existence de deux points d'inflexion réels; et il n'est pas difficile de voir que la réciproque est vraie. Puisqu'il peut exister au plus quatre tangentes de cette espèce, une quartique peut avoir tout au plus huit points d^ inflexion réels, Zeuthen réserve le nom à^ovale aux branches qui n'ont ni bitangentes ni points d'inflexion réels; si la branche a une seule bitangente réelle, il l'appelle unijolium; si elle en a
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deux, trois ou quatre, il lui donne les noms de bijolium, trifoUum o\\ quadrifolium. Ainsi, dans la figure donnée par Plûcker, la courbe extérieure est un quadrifolium; les quatre courbes intérieures sont des unifolium. La fig\ 3, p. 65, représente deux bifolium; la Jig. 5, p. 65, représente une quar tique annulaire, qui est un quadrifolium avec ovale intérieur.
248 c. Zeuthen démontre, par la méthode du n° 125 {Ex. 4), que les points de contact de trois quelconques de ses bi tangentes sont situés sur une conique et que de plus c'est la même conique qui passe par les points de contact des quatre bitangentes. Si donc (^, x^ y, z représentent quatre droites et V une conique, l'équation de la quartique doit être de la forme wxyz :=\^, Zeuthen analyse les différentes formes possibles de quartiques en discutant les différentes positions que peuvent avoir les points d'intersection des quatre droites et de la conique par rapport au quadrilatère formé par ces droites. Quand V rencontre toutes les droites en des points réels, il distingue les cas suivants : i° quartiqcie annulaire, un quadrifolium et un ovale intérieur; i'' un quadrifolium et deux ovales; 3^ quatre unifolium; 4° ^^i" trifolium, un unifolium et un ovale; 5^ un bifolium, deux unifolium et un ovale; 6^^ deux bifolium et un ovale; 7° deux bifolium et deux ovales; 8'^ un bifolium et deux unifolium; 9"" un trifolium, un unifolium et deux ovales. II énumère trente-six cas en tout, mais les figures qu'il donne pour les neuf cas que nous venons de mentionner suffisent pour donner une idée des autres; il suffît en effet d'une très légère modification pour changer un unifolium en un ovale, .... Piemarquons que la classification ainsi établie repose uniquement sur les propriétés projectives, mais qu'elle n'a trait en rien à la droite de l'infini. Nous donnerons dans le n^ 249 les principes qui permettent de subdiviser ces
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classes en espèces, en tenant compte de la nature des branches infinies.
248 d. Zeuthen a aussi appliqué sa méthode de classification aux quartiques nodales considérées comme cas limites des quartiques non singulières. Il énumère et discute les cas suivants .' (<^) points conjugués considérés comme cas limites des ovales ; (^) nœuds qui prennent naissance dans les cas limites des quartiques annulaires, quand la branche intérieure vient à couper la branche extérieure ; dans aucun de ces cas les bitangentes de Zeuthen ne subissent de modification; (c) nœuds produits par l'intersection mutuelle de deux branches extérieures l'une à l'autre ; (<i) nœuds qui se produisent quand une branche d'ordre pair se décompose en deux branches d'ordre impair qui se coupent. Dans les cas où les bitangentes de Zeuthen éprouvent des changements, la discussion se fait en considérant les formes représentées par l'équation wxyz = V^, quand V passe par le point d'intersection de deux droites, ou quand deux de ces droites coïncident l'une avec l'autre.
249. Pour reconnaître comment on peut classer les quartiques en ayant égard à leurs branches infinies, nous remarquerons que la droite de l'infini peut rencontrer une quartique : (a) en quatre points réels, (6) en deux points réels et deux points imaginaires, (c) en quatre points imaginaires, ((i) en deux points coïncidents et deux points réels, (^) en deux points coïncidents et deux points imaginaires, (/) en deux couples de points coïncidents réels, (^g) en deux couples de points coïncidents imaginaires, (A) en trois points coïncidents et un point réel, (i) en quatre points coïncidents. On pourrait encore établir des distinctions spéciales dans les cas ((i), (e), (/), (^), suivant que la droite de l'infini, dans ses points de rencontre avec la courbe, est simplement une
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tangente, ou qu'elle passe par un point double ; ce point double peut être lui-même crunodal ou acnodal, ou appartenir à l'une des variétés particulières dont nous avons parlé précédemment. De même, dans le cas (^), la droite de Tinfmi peut être une tangente stationnaire ordinaire, ou une tangente en un point double ou en un point de rebroussement, ou bien encore elle peut passer par un point triple et, dans le cas (i), elle peut être tangente en un point d'ondulation, ou en un point double de variété spéciale, ou enfin être tangente en un point triple. L'un quelconque des points qui comptent seulement comme des points d'intersection simples de la droite de l'infini avec la courbe peut être sur cette dernière un point d'inflexion ou d'ondulation. Quand ce cas se produit, il en résulte dans la configuration de la courbe une difierence dont il faudrait tenir compte dans une classification complète des quartiques.
2o0. Nous avons déjà montré (n^ 70) comment on forme l'équation de la Hessienne d'une quartique ; c'est une courbe du sixième degré qui coupe la quartique aux vingt-quatre points d'inflexion. Nous avons vu aussi que l'équation de la réciproque d'une quartique est de la forme S2 = T^, dans laquelle S représente une courbe de quatrième classe et T une courbe de la sixième classe ; la forme de l'équation fait reconnaître que ces deux dernières courbes sont toutes les deux tangentes aux vingt-quatre tangentes stationn aires. Nous réservons pour un autre Chapitre la solution du problème qui consiste à former l'équation d'une courbe passant parles points de contact des tangentes doubles d'une courbe donnée. Quand nous traiterons cette question, nous montrerons que, dans le cas d'une quartique, l'équation d'une courbe bitangentielle de cette sorte peut être écrite sous la forme 6 = 3H<Ï>; 0 est le covariant AU^ + . . . comme dans le n^ 231. En d'autres termes, U, ... sont les dérivées
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premières de la Hessienne et A représente la quantité bc — /-, dans laquelle a^ b^ ... sont les dérivées secondes de U. De même <ï> représente la quantité Ka' -\- . . ., comme dans le
2SI . Pour traiter cette question, il est commode de commencer par étudier préalablement une théorie plus générale dans laquelle se trouve comprise celle des bitangentes. Considérons d^abord la forme UW ==:V^, dans laquelle U,V,W représentent des coniques ; elle contient implicitement seize constantes ; on peut, par conséquent, y ramener l'équation de toute quartique, et cette réduction est possible d'une infinité de manières, comme nous le verrons d'une manière plus complète dans la suite. La forme de l'équation montre que U et W sont tangentes chacune à la quartique en quatre points, ceux où elles rencontrent respectivement V^. Nous avons déjà discuté [Sections coniques, n° 270) l'équation U W = V^ quand U, V, W représentent des droites ; les résultats que nous avons obtenus sont encore applicables au cas où ces quantités représentent des coniques, à la condition d'y apporter les modifications convenables. Il suffira simplement de nous rappeler que deux coniques, représentées par des équations de la forme W] + [jl V + v W = o, au lieu de se couper en un seul point; se rencontrent suivant quatre points, et que, si l'on nous donne un point d'une conique dont l'équation doit pouvoir être mise sous cette forme, nous en connaissons nécessairement trois autres points; en effet, si nous avons ).U^+ piV^4- vW^==: 0,1a conique >.U+ [a V + vW = o passera, cela est clair, par les quatre points déterminés par les
U V W équations |:y7 = :r7y =: ..^/ • Il résulte, de la discussion faite
dans les Sections coniques et qu'on vient de rappeler, que la
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qiiartique UW = V^ peut être considérée comme l'enveloppe d'une conique variable ).2[j _j_ 2).V + W = o, où \ est variable, et qui est tangente à la quar tique donnée aux quatre points déterminés par les équations
XU-i-V=:o, "XY + W = o.
Les deux systèmes de quatre points suivant lesquels deux des coniques enveloppantes touchent la quartique sont situés sur une autre conique, comme on le voit en écrivant l'équation donnée sous la forme
(X-U-H2XV-f-W)([X-U-|-2[xV-f-W)r=:[XfxU-i-(X + [x)V+W]-.
On peut de même étendre les propriétés des pôles et polaires à la courbe dont nous nous occupons. Par un point (ou bien, si nous le voulons, nous pouvons dire par un système quelconque de quatre points) on peut mener deux coniques du système X^U + 2XV + W = o ; les deux systèmes de points de contact sont situés sur la conique UW' 4- WU^ — aVV^^o qu'on peut appeler la polaire du point donné ou du système de points et la symétrie de l'équation montre que la polaire (dans le sens propre du mot) d'un point quelconque appartenant à la dernière conique passera par le point donné. Réciproquement une conique quelconque a U+6V+cW= o rencontre la quartique en deux séries de quatre points ; par chacun de ces systèmes on peut faire passer "une conique quadruplement tangente, et ces deux coniques se coupent suivant un système de points qui constituent dans ce sens le pôle
2o2. Il est utile de rappeler ici les propriétés établies (Sections coniques^ n^ 338, . . .) pour un système de coniques comprises dans l'équation aU + P V -\- yW = o. En premier lieu, si cette équation représente un couple de droites, leur point d'intersection se trouve sur une cubique fixe qui est la
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Jacobienne de U, V, W; cette courbe peut aussi se définir comme le beu d'un point dont les polaires par rapport à toutes les coniques du système aU4-pV + yW = o se coupent en un même point. Si nous considérons deux coniques faisant partie de ce système, l'équation d'une conique passant par leurs points d'intersection doit être de forme similaire et par conséquent les points d'intersection de chacun des trois couples de droites qui joignent les quatre intersections des deux coniques doivent être situés sur la Jacobienne. Si les deux coniques sont tangentes, deux de ces trois points d'intersection coïncident avec le point de contact; et par conséquent, si deux coniques du système aU + pV-f-yW sont tangentes l'une à l'autre, leur point de contact se trouve sur la Jacobienne.
En second lieu, le système aU-f-pV + yW peut être considéré comme un système de coniques polaires d'un point variable (a^y) par rapport à une certaine cubique fixe^ qui a pour Hessienne la Jacobienne du système et dont l'équation peut se former quand on connaît les équations des trois coniques.
Troisièmement, si aU + (â V + y W représente un couple de droites, toutes les droites de cette nature sont tangentes à une courbe de la troisième classe qui est la Cayleyenne de la cubique mentionnée ci-dessus,
253. Une conique enveloppante X^U + 2XV -h W et la conique qui passe par les quatre points de contact faisant chacune partie du système aU -h |3 V -H y W, nous en déduisons en particulier que, si nous menons les trois couples de droites joignant les points de contact d'une conique quelconque qui enveloppe UW =^ V^, les intersections de chaque couple se trouvent sur une cubique fixe qui est la Jacobienne, et les droites elles-mêmes sont toutes tangentes à une courbe fixe de la troisième classe, la Cayleyenne.
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Si les deux coniques XU -f- V = o, XV -|- W = o sont tangentes entre elles, la conique À-U-h 2XV 4- W, au lieu d'être tangente à la quartique en quatre points distincts, a deux fois un contact ordinaire avec elle, et elle la rencontre une fois en quatre points consécutifs. D'après ce que nous venons de voir, ce point de contact d'ordre supérieur est situé sur la Jacobienne. Nous concluons de là que douze coniques du système X^U+sXV + W^o ont avec la quartique ce même contact d'ordre supérieur : ce sont les douze coniques qui passent chacune par une des intersections de la Jacobienne avec la quartique.
254. Six coniques du système X^U + aXV + W se réduisent à un couple de droites, car le discriminant de cette forme, étant une fonction du troisième degré de ses coefficients,sera une fonction du sixième degré enX, et par conséquent on peut trouver six valeurs de X pour lesquelles il sera nul. Quand une conique enveloppante se réduit à un couple de droites, les quatre points de contact sont situés deux à deux sur chaque droite, et chacune de ces dernières est une tangente double de la quartique. Il résulte du n"^ 249 que, si ab^ cd sont deux quelconques de ces six couples de bitangentes, l'équation de la quartique peut être ramenée à la forme abcd = V^, et les huit points de contact sont situés sur une conique V. Nous voyons ainsi que la forme X^UH-sXV + W comprend les six couples de bitangentes de la quartique ; ces douze bitangentes sont toutes tangentes à une courbe de la troisième classe; la Cayleyenne du système et les points d'intersection de chaque couple sont situés sur la Jacobienne. De même aussi, si l'on joint directement et transversalement les points de contact de ces couples de bitangentes, les droites de jonction sont tangentes aussi à la Cayleyenne et les intersections de chaquecouple se trouventsurla Jacobienne. On peut établir cette propriété sous une forme un peu difTérente,
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en considérant la cubique S dont U, V, W sont des coniques polaires. En effet, si l'équation d'une quartique est une fonction du second degré en U, V, W; en égalant cette fonction à zéro, on obtient la condition pour que la droite x\J + J^V -f- ^W = o soit tangente à une conique fixe; il est alors facile de voir que la quartique peut être définie comme le lieu d'un point dont la polaire par rapport à S est tanf;ente à une conique fixe, ou, en d'autres termes, comme le lieu des pôles par rapport à S des tangentes de cette conique iixe; il revient au même de la définir comme l'enveloppe des coniques polaires des points de cette conique. Les tangentes doubles de la quartique correspondent aux points où la conique rencontre la Hessienne de S.
2o5. Considérons maintenant deux des bitangentes d'une quartique et prenons-les pour axes des o) et des y ; si nous faisons x = o, l'équation de la quartique doit se réduire à un carré parfait, par exemple [z^ -j-- ayz -{- by^)- et, si nous posons j/ =: o, nous devons avoir de même (3- -h c^^ + dx-y. Par conséquent, l'équation de la quartique doit évidemment être de la forme
,^ y U := ( z- -h- ayz 4- bf- -h cœz-\- dœ-)-,
c'est-à-dire de la forme xy\] = V-, que nous avons discutée ; cette équation peut aussi s'écrire
Gomme nous l'avons vu, en outre de la valeur ). := o qui correspond au couple de droites .z-jk, il J a cinq autres valeurs de \ pour lesquelles \'\] -y i\Y -r- -^y représentera ui? couple de droites, et, par conséquent, l'équation peut de cinq manières différentes se ramener à la forme ççxyz^^^Y-, DonC; par les quatre points de contact de deux bitan génies quelconques^ nous pouvons mener cincj coniques^ S. — Courbes pla/ies. 21
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dont chacune passe par les quatre points de contact de deux autres bitangentes.
Une quartiqiie non singulière a 28 bitangentes et il y a par conséquent 1(28.27), ou 3^8 couples de bitangentes; chacun de ces couples donne naissance à cinq coniques différentes; mais chaque conique peut provenir d'un quelconque des six couples différents formés par les quatre bitangentes qui correspondent à cette conique. Donc il y a en tout 1(378) ou 3i5 coniques, dont chacune passe par les points de contact de quatre bitangentes dhine cjuartique (' ).
256. Nous avons vu que chaque couple de bitangentes se combine avec cinq autres couples pour former un groupe de six couples, tel que les points de contact de deux quelconques de ces couples soient sur une conique. Il en résulte quj les 378 couples peuvent être partagés en 63 groupes de six. Les douze bitangentes de chaque groupe sont tangentes à la même courbe de la troisième classe et cette dernière est aussi tangente aux droites qui joignent directement et transversalement les points de contact de chaque couple. Les intersections de chaque couple de bitangentes, de même que celles des droites qui unissent les points de contact, sont situées sur une cubique. Il y a douze coniques en correspondance avec chaque groupe, et chacune d'elles est tangente à la quartique en deux points de contact ordinaire; elle lui est en outre tangente en un autre point où elle a quatre points consécutifs communs avec la quartique ; ces points de
(*) Plucker a indiqué le premier la possibilité de mettre l'équation d'une quartique sous la forme xyzw ■=■ V^; m.ais il en a conclu trop précipitamment que les six points de contact de trois bitangentes quelconques sont sur une conique; il a été ainsi conduit à une conclusion erronée pour le nombre total des coniques passant par huit points de contact de bitangentes. {voir la Théorie der algebraischen Curven, p. 246).
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contact d'ordre supérieur sont silués sur la cubique dont nous avons parlé en dernier lieu. Comme il y a 63 groupes^ on peut mener en tout ^56 coniques de ce genre.
257. Nous allons montrer comment on peut former un tableau des 3i5 coniques et, à cet effet, nous représentons provisoirement les 26 premières bitangentes par les lettres de Falpliabet, en ajoutant les deux symboles cp et <]> pour indiquer les deux autres. Nous représentons par abcd la conique qui passe par les huit points de contact des bitangentes a, b^ c, ci. Si maintenant abcd, abef sont deux des 3i5 coniques, les couples ab^ cd,^ ^/appartiennent au même groupe et, d'après ce que nous avons vu, C(^(?/sera une autre de nos coniques. On peut aussi le démontrer directement comme il suit. Soit ahcd-=^y- l'équation de la quartique,
ou
a/>(c€/-i-2XV4-X-a^)^(Y + Xa/^)^
Nous pouvons déterminer X de manière que l'on ait
cd ^ i\N -^-V' ab ^-- ef.
Tirons V de cette équation et portons sa valeur dans l'équation de la quartique; il vient
X* à- b'^ -A- c-d^- -\- e'-p — 2 X^ abcd — 2 X^ abef — 2 cdej n= 0
ou bien
[\cdef^=i{cd-\- ef — l-aby.
Cette forme démontre le théorème énoncé. On voit ainsi que, étantdonnés trois couples de droites qui doivent être des couples de bitangentes du même groupe d'une quartique, l'équation de la quartique sera de la forme
l\/ab -H m \jcd -h n \Jef — o,
en sorte que, si l'on donnait deux points de plus, on pourrait trouver une quartique unique satisfaisant aux conditions
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requises. En correspondance avec chaque groupe, il y a i5 coniques passant respectivement par les points de contact de deux des six couples qui composent le groupe. Il semble donc qu'il y aurait ainsi 63 X i5 = 94^ coniques; mais chaque conique est comptée trois fois comme appartenant aux trois groupes ab, ed, . . . , ac, bd^ . . . , ad, bc, ... ; le nombre total est donc 3i5, comme on l'a énoncé ci-dessus.
258. Considérons une conique quelconque abcd; le groupe ab, cd, . . . et le groupe aCy bd, ... ne peuvent avoir d'autre bitangente commune, si nous supposons que la c[uartique est une courbe non singulière. Par exemple, si abef Qsl une conique du premier groupe, aceg ne peut être une conique du second. En efFet (n° 257), l'équation de la conique passant par les points de contact de a, 6, c, d peut être mise sous la forme
À ab + -{cd — ef) =: o,
et, si aceg est une autre conique, elle doit être identique avec la forme
{jLac H ( bd — eg) = o.
rjous déduisons nnmédiatement de cette identité
Il en résulte que, e étant identique avec un des facteurs dans lesquels se décompose le premier membre, elle passe par l'intersection de a et c, ou b et d. Mais, dans l'un et l'autre cas, le point par lequel on a démontré que e passe sera un point double de la courbe
[^V-abcd~{\^ab^cd—eff,
et par conséquent la quartique ne pourrait pas être une courbe non singulière.
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Nous voyons précisément de la même manière que si ahef^ acmn sont deux coniques, il existe entre elles une identité
(\b — MvC) 1 a — , — d] -=■ ^ef mn,
et, par conséquent, les diagonales du quadrilatère efmn passent l'une par ad^ l'autre par bc] en d'autres termes, les intersections de chaque couple de bitangentes sont, d'après une certaine loi, situées trois par trois sur des droites. Quand on a une fois fait un tableau des 3 15 conicjues, il n'y a aucune difficulté à distinguer quelle est la diagonale qui passe par ad et quelle est celle qui passe par bc. Par exemple, si nous savons que aemu^ afnv^ aduv sont des coniques du système, nous concluons de la même manière que les diagonales emfn passent par ad uv, et que par conséquent ad est situé sur la droite qui joint 6/2, fm. Considérons maintenant une conique abcd\ elle appartient aux trois groupes aZ>, ce/, . . ., ac, bd^ ... et ad^ bc^ . . ., et nous voyons maintenant que chacun des seize quadrilatères que l'on forme en combinant un des quatre autres couples appartenant au groupe ac^ bddiyec un couple du groupe ad^ bc aura une diagonale passant par ab. Mais le couple ab fait partie de cinq coniques différentes et, par conséquent, il y a quatre-vingts quadrilatères qui ont une diagonale passant par ab. On trouvera, comme nous l'avons indiqué, que ces quadrilatères peuvent se partager en couples ayant une diagonale commune; donc, par chacun des 378 points ab^ on peut mener 4o droites qui passent chacune par deux autres points du même genre, et il y a en tout 5o4o de ces droites.
259. Nous pouvons maintenant former un tableau des 3i5 tangentes, dans lequel il n'y aura plus rien d'arbitraire que la notation. Commençons par écrire le groupe ab^ cd^ cf, gh^ ij\ kl] comme les groupes aCj bd et ad^ 6c ne peuvent
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avoir de bitangente commune avec le précédent, ni l'un avec l'autre, ces groupes peuvent s'écrire ac, hd^ mn^ op^ qr^ st\ ad, bc^ uv^ wXy yz, cp'i. Ecrivons maintenant le groupe ae^ bf\ il ne doit pas renfermer de bitangente du groupe ah^ ::iais dans chaque terme une des bitangentes du groupe ac, sera combinée avec une bitangente du groupe ad. Gomme nous étions libres d'écrire les couples de chaque groupe dans Tordre que nous voulons, ce n'est simplement qu'une affaire de notation et nous n'introduisons aucune condition géométrique, sinous prenons pour ce groupe a^, bj\, mu, ow, qy,S(^, De la même manière, c'est une pure affaire de notation que supposer que les bitangentes ont été représentées par des lettres, de manière que ag et rax, ai et r)%z, ak et mh^ appartiennent au même groupe. Ceci admis, on trouvera que le groupe a/, be est nécessairement /i(^, px, rz^^t^, et nous pouvons procéder ainsi pas à pas, pour écrire le système entier. Nous avions, d'après cela, introduit dans l'édition précédente une Table des 3i5 coniques; nous ne la reproduisons pas ici, parce que Hesse adonné (^Crelle, i855, t. 49, p. 243) un algorithme discuté ensuite plus minutieusement par M. Cayley ( Cr^//^, i858, t. 68, p. 17^)? qui présente sous une forme facile à reconnaître les relations mutuelles des 28 tangentes. La méthode de Hesse s'appuie sur des considérations tirées de la Géométrie à trois dimensions. Il égale à zéro le discriminant de l'expression aU+ [3V + yW = o dans laquelle U, V, W représentent des surfaces du second degré. Ce discriminant étant une fonction du quatrième degré en a, p, y, si l'on regarde ces quantités comme des variables, l'c'quation représente une quartique plane. Mais, pour une valeur quelconque de a, p, y qui fait annuler le discriuiinant, a[J+ pV-f-yW représente un cône, en sorte qu'à chaque point delà quartique plane correspond un point de l'espac ; qui est le sommet de ce cône. Le méthode de Hesse relie les tingentes doubles de la quartique plane avec les droites
Hosted by
COURBES DU QUATÎMÈMfi ORDîlE. 3l27
joignant chaque couple des huit points de l'espace qui sont les intersections de trois surfaces du second degré. Nous ne faisons ici aucun usage de principes de Géométrie de l'espace, mais nous empruntons simplement la notation que suggère la méthode de Hesse ( ' ).
260. Prenons huit symboles i, 2, 3, 4> 5? 6, 7, 8. Leurs combinaisons deux à deux nous donnent 28 symboles 12, i3, .... 78 que nous emploierons pour représenter les 28 bitangentes. Cette notation, quand les symboles sont convenablement appliqués aux 28 bitangentes, nous permet de représenter correctement leurs relations géométriques, quoiqu'elle soit complètement en défaut pour faire ressortir Ja symétrie du système. En effet, la notation pourrait donner l'idée que la bitangente 12 se comporte difléremment avec les bitangentes i3, i4> • • • et avec les bitangentes 34? 56, . . . , tandis qu'il n'y a réellement pas de différence géométrique entre les relations d'un couple quelconque de bitangentes. Nous supposerons les symboles appliqués de teiie manière que 12, 34? «^6, 78 représentent des bitangentes dont les huit points de contact soient sur une conique. La même propriété appartiendra alors à tout tétrade ou système de quatre bitangentes représenté par un système semblable de duades ou de deux symboles, c'est-à-dire par quatre duades quelconques contenant tous les huit symboles. Mais, si nous faisons le compte de ces arrangements, nous trouvons que
(') Uji autre mode de rattacher la théorie des 28 biLangentes avec la Géométrie de l'espace a été employé par Geiser, Matheniatische Annalen, t. I. 129; c'est le suivant : D'un point d'une surface cubique, on peut mener un cône du second degré tangent à la surface. Ce cône sera une surface non singulière, ses plans bitangents sont le plan tangent à la cubique en son sommet et les plans qui joignent le sommet aux 27 droites de la surface. Zeuthen démontre que sa classification des quadriques basée sur la réalité de leurs bitangentes conduit par une voie différente aux résultats que Sclilâni a obtenus en classant ces surfaces du troisième ordre d'après la réalité de leurs droites.
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nous n'en pouvons faire que îo5 contenant les huit symboles en systèmes, tels que 12, 34, 56, 78. Les 210 coniques restantes correspondent à quatre bitangentes dont les symboles sont tels que 12, 28, 34? 4i? c'est-à-dire que les duades se déduisent cycliquement d'un arrangement quelconque de quatre des huit symboles, etl'on trouvera que nous avons 210 tétrades de cette sorte. Ainsi le groupe appartenant au couple 12, 34 se compose de 56, 78; 57, 68; 58, 67; 1 3, 24; 1 4? 23, et le groupe appartenant à 12, i3 est 24, 34; 25, 35; 26, 36; 27, 37; 28, 38. La notation montre donc complètementcommentles bitangentes doivent être combinées en groupes. Elle donnerait cependant à penser que les io5 coniques de la forme 12, 34, 56, 78 diffèrent quant à leurs propriétés des 210 coniques d la forme 12, 23, 34, 4'? ce qui n'est pas; les 3i5 tétrades forment un système indissoluble.
261. M. Cayley a fait remarquer que les recherches de Hesse établissent la règle générale suivante : Une substitution bifide Reproduit aucun changement dans les relations géométriques des bitangentes représentées par un système quelconque de symboles. Par une substitution bifide nous entendons qu'après avoir écrit un symbole de substitution, tel que 1234, 5678, nous permutons partout les duades 12, 34; ï3, 24; i4j 23 de même que 56, 78; 57, 68; 58, 67; mais nous laissons sans changements les duades, tels que i5, 36, dans lesquels un symbole de la première série est combiné avec un symbole de la seconde. Le nombre des substitutions bifides possibles est 35, ou bien, si nous ajoutons l'unité (aucun changement dans les duades), le nombre est 36.
Par exemple, si nous appliquons la substitution bifide 1 234- 5678 au couple 12, 34, nous obtenons le même couple dans un ordre opposé; si nous l'appliquons à 12, i3, nous avons 34, ^4? couple de même type que 12, i3; si nous l'appliquons à s 2, i5, no LIS obtenons 34, i5, couple d'un type différent en
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apparence, mais qui ne diffère pas quant aux relations géométriques. Si de même nous appliquons la même substitution bifide que ci-dessus au tétrade i5, 67, 28, 34, q^n appartient au système des io5 dont on a déjà parlé; nous obtenons i5, 58, 82, 21, qui rentre dans le système des 210 et qui, suivant la règle, possède les mêmes propriétés géométriques.
26^. Dans le Tableau qui suit, M. Gayley a fait ressortir les relations géométriques des bitangentes, prises une à une, deux à deux, trois à trois ou quatre à quatre, et le nombre de termes appartenant à chaque type d'arrangement de symboles.
CARACTÈRE GÉOMÉTRIQUE
Bitangentes.
Couples de bitangentes.
Triades de bitangentes telles que 6 points de contact sont sur une conique.
Triades tels que 6 points de contact ne sont pas sur une conique.
Tétrades tels que les 8 points de contact sont sur une conique.
LT
zv
Tétrades tels que 6 des 8 points de contact sont sur une conique.
lA
IM
ro ) ^040 1680 j
Tétrades tels qu'il n'y a pas 6 points de contact sur une conique.
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Dans ce qui précède, pour plus de clarté, on a attaché un symbole géométrique à chaque terme-, les symboles 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 étant i^egardés comme des points, quand deux d'entre eux sont combinés pour former un duade, cette opération est indiquée par une droite tirée pour joindre les deux points; ainsi A est le symbole du terme 12, 23, 3i . Ce mode de représentation est très convenable, nous pouvons par exemple, à la simple inspection, voir que le symbole d'un système partiel dans le système de i5i20 termes comprend comme partie intégrante un des symboles |||, |J, c'est-à-dire que, parmi les bitangentes, il y en a six telles que leurs points de contact sont sur une conique; tandis que, au contraire, dans les symboles des systèmes particuliers appartenant au système de 5o4o termes, aucun de ces symboles ne contient comme partie de lui-même |||, ou IJ.
A ce qui précède, on peut joindre les deux groupes suivants de six bitangentes.
NOMBRE DES TERMES
vv/i
Ces 1008 et 5o4o hexades ont été étudiés par Hesse et Steiner comme bitangentes dont les douze points de contact sont une cubique proprement dite, le premier système n'ayant pas six points de contact sur une conique; le second, au contraire, ayant ses douze points de contact divisibles en deux groupes de six points situés chacun sur une conique. On peut ajouter que les six tangentes de chacune des 1008 hexades
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sont toutes tangentes à la même conique, comme le montreront les recherches d'Aronhold que nous allons indiquer ici. Les six tangentes de chacun des 5o4o hexades peuvent se distribuer en trois couples dont les points d'intersection sont sur une même droite (voir n^ 258).
263. Nous terminons cette discussion des bitangentes en donnant un aperçu de la méthode par laquelle Aronhold a démontré (^Monatsherichte de Berlin, p. 499 ; i864) qu'étant données sept droites arbitraires, on peut trouver une quartique qui ait ces droites pour bitangentes et dont les autres bitangentes peuvent se déterminer par des constructions linéaires. La méthode repose sur les propriétés d'un système de courbes de la troisième classe ayant sept tangentes communes; mais il semble à propos de les établir d'abord sous la forme réciproque avec laquelle le lecteur est plus familier, c'est-à-dire de les déduire comme propriétés d'un système de cubiques passant par sept points donnés.
1° Considérons une cubique quelconque du système; si l'on joint le huitième et le neuvième point ou elle est coupée par une autre cubique du système, la droite qui réunit ces points passe par un point fixe de la première cubique, qui est le corésiduel des sept points donnés (n^ 160).
2° Par un point arbitraire 8, on ne peut décrire qu'une seule cubique pour laquelle ce point soit le corésiduel des sept points donnés; car toutes les cubiques du système qui passent par le point 8 passent par un autre point fixe 9 et, par définition, le corésiduel est le point où la droite qui joint ces points rencontre de nouveau la courbe. Si donc le corésiduel doit coïncider avec le point 8, la cubique devra être la courbe qui est déterminée par la condition d'avoir la droite 89 pour tangente au point 8.
3^^ On peut décrire quatre cubiques du système de manière qu'elles soient tangentes à une cubique donnée du sys-
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tèroe; les points de contact sont évidemment les points de contact des tangentes menées à la cubique par le point corésiduel.
4° Si les points 8,9 coïncident, c'est-à-dire si les cubiques sont tangentes, l'enveloppe de la tangente commune est une courbe de quatrième classe. En effet, examinons combien de ces droites peuvent passer par un point P pris d'une manière arbitraire. Supposons une cubique décrite par P et par les points 8,9; alors, par définition, le point P est le point corésiduel sur cette cubique et, d'après (2), cette cubique, ayant P pour corésiduel, est une courbe parfaitement déterminée. Nous voyons alors, d'après (3), que l'enveloppe en question est de la quatrième classe; les quatre tangentes passant par P se trouvent en cherchant la cubique qui a P pour corésiduel et menant de ce point les quatre tangentes à cette cubique,
5° Le point P appartiendra à la courbe enveloppe, si deux des tangentes menées par lui coïncident; mais de la construction qu'on vient de donner il résulte que ceci ne peut arriver que lorsque la courbe qui a P pour corésiduel a un ïiœud; car, dans ce cas, deux tangentes coïncident avec la droite qui joint P au nœud. Donc l'enveloppe que nous considérons peut aussi se définir comme lieu du corésiduel du système donné de points pour toutes les cubiques nodales du système.
6° Si la cubique passant par les sept points se décompose en une conique passant par cinq d'entre eux et une droite joignant les deux autres, elle a deux nœuds qui sont les intersections de la droite et de la conique. Une autre cubic[ue quelconque du système rencontre cette cubique complexe en deux points, l'un sur la droite, l'autre sur la conique, et le corésiduel est le point P où la droite qui joint ces deux points rencontre de nouveau la conique. Dans ce cas, P est un point double, c{ui a pour tangentes les droites qui le joignent aux intersections de la conique avec la droite. Mais sept points
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peuvent se diviser de 21 manières en un système de deux points et un autre de cinq points. La courbe que nous considérons a donc 21 points doubles, un sur chacune des 21 coniques déterminées par cinq des points donnés.
7^ De plus, les sept points eux-mêmes sont des points doubles de la même courbe ; car, par six des points donnés, on peut décrire une cubique ayant le septième pour point double, et il est facile de voir que le point double est le corésiduel pour cette cubique. Les quatre tangentes qu'on peut mener de ce point à la cubique se réduisent à deux couples de tangentes coïncidentes; ce sont les tangentes à la cubique au point double. La courbe enveloppe a donc 28 points doubles^ dont 7 sont les 'j points donnés; le couple de tangentes en chacun de ces sept points est le même que celui de la cubique du système qui a ce point pour point double.
264. 1° Réciproquement, si nous avons un système de courbes de la troisième classe tangentes à sept droites données, et si nous considérons une courbe quelconque du système, la huitième et la neuvième tangente communes à celle-ci et à une autre courbe du système se coupent sur une tangente fixe de la courbe qu'on a choisie, et cette tangente peut s'appeler la corésiduelle pour cette courbe des sept tangentes données.
2^ Il y a une courbe du système qui correspond à une droite arbitraire, et qui a elle-même cette droite comme corésiduelle dés tangentes données.
3" Une courbe quelconque du système est touchée par quatre autres courbes; les points de contact sont ceux où la tangente corésiduelle rencontre de nouveau la courbe, qui, étant une courbe générale de la troisième classe, est du sixième degré.
4'' Le lieu des points où deux courbes du système sont tangentes est une courbe du quatrième degré; les points où une droite quelconque rencontre ce lieu sont les quatre points
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OÙ elle rencontre la courbe dont elle est tangente corésiduelle.
5° Si la courbe de la ^xoisième classe a une bitangente, la
corésiduelle pour cette courbe est tangente au lieu et le point
de contact est l'intersection de la corésiduelle et de la bitan-
6^ Si la courbe se compose d'une conique tangente à cinq des tangentes données et d'un point, intersection des deux autres tangentes, la corésiduelle pour ce système sera une bi tangente au lieu. 11 y aura 'j.i de ces bi tangentes.
n^ De plus, les sept droites données elles-mêmes sont des, bitangentes ; les points de contact sont les mêmes que ceux où une d'entre elles est tangente à la courbe de la troisième classe ayant cette droite pour bitangente et les six autres droites données comme tangentes ordinaires (^).
26S. Étant données les sept bitangentes, nous pouvons maintenant, comme nous l'avons annoncé, en déduire les autres par des constructions linéaires. Nous avons par le fait à construire les tangentes corésiduelles pour les différents systèmes 1^345; 67... dans lesquels i2343 représente la conique tangente aux cinq premières droites et où 6y est le point d'intersection des deux autres droites. Mais les deux systèmes 12345,67 et 12346,57 ont évidemment sept tangentes communes et les autres tangentes communes sont celles qui sont menées du point Sj à 12345 et du point 67 à 12346. Or, le théorème de Brianclion nous permet, étant donné un
(^) Le point de contact de chacune des sept droites données avec le lieu étant ainsi donné, nous, avons quatorze points de la quartique qui est alors complètement déterminée et il n'y a qu'une seule quartique satisfaisant aux conditions imposées. Il peut cependant y avoir plusieurs quartiques ayant les sept droites données comme bitangentes; celle qui est déterminée par la méthode d'Aronhold les a comme bitangentes sans relations entre elles; elles sont telles, par exemple, que trois d'entre elles n'appartiennent pas au môme groupe.
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point sur une tangente à une conique, de trouver l'autre tangente par des constructions linéaires. Ces deux, tangentes étant ainsi construites et leur intersection trouvée, les tangentes restantes menées de ce point à chacune des coniques en question seront les deux corésiduelles cherchées, et par conséquent deux bitangentes. Ou autrement, si nous considérons les trois systèmes 12345,67; 12346,57; 12347,56, et si nous déterminons de la manière qu'on vient d'indiquer la huitième et la neuvième tangente restante, communes à chaque couple de systèmes, les trois intersections de ces couples de tangentes jointes entre elles donneront trois des bitangentes cherchées. La bitangente qui est la corésiduelle du système 12343 ,67 peut s'appeler la bitangente (67); et, de cette manière, les vingt et une bitangentes peuvent se représenter par des combinaisons des symboles i, 2, 3, 4? 5, 6, 7. Nous avons en plus les sept droites données; si nous introduisons un nouveau symbole 8 par raison de symétrie, et si nous représentons ces dernières par (18), (28), (38), (48), (58), (68), (78), nous serons conduits, par la méthode d'Aronhold, à un algorithme identique à celui de Hesse.
266. L'intersection des huitième et neuvième tangentes communes à deux courbes quelconques du système est un point par lequel passe la tangente corésiduelle à chacune de ces courbes. Considérons les systèmes cubiques complexes 12, 34567; 34, 12567; une des tangentes communes est la droite qui joint les points 12, 34, c'est-à-dire, dans l'algorithme qu'on vient d'indiquer, la droite qui unit les intersections des droites (18), (28); (38), (48), et nous voyons maintenant que celte droite passe par l'intersection des corésiduelles des deux systèmes queFon considère, c'est-à-dire par le point (i 2), (34). Nous arrivons de cette manière au théorème déjà démontré (n" 258), que les points df intersection des droitesiii)^ (^-8)5 (38) (48)5 (i2))(34) ^^^^^ situés sur une même ligne droite;
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el le n° 262 montre que, par une substitution ordinaire ou bifide, nous pourrons trouver 5o4o droites possédant la même propriété.
267. Nous terminons en donnant les recherches algébriques d'Aronhold pour trouver l'équation de la quartique, engendrée suivant sa méthode. Prenons des coordonnées tangentielles a, [3, y; et soient?^, i^, w des fonctions linéaires quelconques de ces quantités^ telles que a a + Z?p -1- cy, ... ; les équations
représentent alors trois coniques ayant quatre tangentes communes et dont chacune est tangente à un côté du triangle de référence, et
a(Pc^ — ^(w)=zo, P(T^ — aw)=o, ^{{aii — pç^)=ro
représentent trois courbes de la troisième classe ayant sept tangentes communes, qui sont les quatre tangentes communes aux coniques et les côtés du triangle de référence. Toute autre cubique ayant les sept mêmes tangentes communes sera de la forme
dans laquelle u^ , ^', pp^^sont des constantes arbitraires qui sont supposées être de la forme aa^+ è [3^ + cy^ . . . a^, [3^, y^ étant les coordonnées d'une droite arbitraire. En écrivant l'équalion ci-dessus sous la forme
Pt
elle est évidemment satisfaite par les coordonnées cf! , ^\ y^ qui sont, en conséquence, celles d'une tangente à la courbe. Et de plus cette tangente est la corésiduelle pour cette courbe ;
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car nous. trouverons les autres tangentes passant par un point de cette droite en remplaçant dans l'équation ci-dessus a par la/ H- [Ka!\ .... L'équation devient alors divisible par ^^ et, après la division, il vient
ia' +
la symétrie de l'équation montre que les couples de tangentes sont les mêmes que ceux qu'on peut mener par l'intersection des droites aJ^'^'^ cf!'^"^ ^^^^ courbes
Pt
lé'
va
ap
Ainsi a^p^Y^ a'^p'^y'^ étant respectivement les troisièmes tangentes menées à chaque courbe par l'intersection des huitième et neuvième tangentes communes aux deux courbes, ^iles sont, par définition , les tangentes corésiduelles. Les deux courbes seront tangentes à la condition que l'équation quadratique en \ et ^ ait des racines égales, ou bien, si nous représentons par P, Q, R les coefficients de cette équation, elles seront tangentes si Q- = 4RP*
Si nous représentons par X, Y, Z les déterminants mi-
avoE
p=: PYX+ y«'Y+ a'p'z,
Q-^(PY+P'TOX-f-(fa'^-i-/aOY+(a7/ + a^'P')Z, Rziz: PYX+ fVY+ ^'^"T.,
Mais, à la place de PY" ?" M f^^' — f ^- ^^-'i^' — ^''P^ «^^^ S. — Courbes planes. 22
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j)ouvons écrire j^^y^z^ ces quantités étant les coordonnées ponctuelles du point d'intersection des deux droites, c/J , [3^, Y^ a'^, <^% f. L'équation Q^ =: 4PR équivaut à
^2X2 _|_ y2Y2 _|_ ^2^2 __ 27^YZ — IZXZX. — 1 XfXY =1 o ou
Il faut se rappeler que X est égal à i^Uv" — /f^^, et, si nous remplaçons ces quantités par leurs valeurs
P' rzr a'a' + b'^' + c'^i', w' = a"^' 4- b" ^' + c" ^ .
^>" =::-- o! :i!' + Z>' p" 4-- c' y' , ^v" = Cl" ^' -+- b" ^" + c'^ Y% nous avons
X ^'-{yd'— b"c')œ + {c'a" — d'à') y + {a' b"— a"b')z. De même,
Z-—{bc' — y c) X -\- {ca' — c'a)y -\-{ab' — «'6)5.
Ainsi X, Y, Z représentent des droites connues. Ce sont, parle fait, les côtés du triangle dont les sommets sont w, ç', ç^>. On remarquera que les coefficients dans X, Y, Z sont les éléments du déterminant réciproque de celui qui est formé des coefficients de u^ ^5 ^; en sorte que, si l'on avait primitivement donné X, Y, Z, on aurait trouvé u^ (^, w par des formules analogues.
268. La même recherche donnerait des résultats également exacts, si les équations des trois coniques avaient été /a^^ = jn^v^=n^w. Les valeurs de X, Y, Z resteraient les mêmes que ci-dessus, mais nous aurions
et l'équation serait
\j innx X --}- \l nly Y + sj Imz Z = o.
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(]'est la forme la plus générale de l'équation d'une quartique ayant trois couples de lignes ^, X, ... comme couples de Ijitangentes du même groupe. Si l'on nous donnait une septième bitangente, /, m, n seraient complètement déterminés parles coordonnées de cette bitangente, à savoir
d'où il résulte que mn^ nl^ Im sont respectivement proportionnels à a'z/, jîV^, -^w^ , Si donc on nous demande de décrire une quartique ayant sept droites données comme hltangentes, en outre de la quartique déterminée (n*" 265) dans l'hypothèse que deux tangentes n'appartiennent pas au même groupe, nous pouvons en décrire (7 x i5)r==: io5 autres en suivant la méthode de ce numéro, c'est-à-dire en laissant de côté une des sept droites et en divisant les six droites restantes en trois couples, ce qu'on peut faire de quinze manières différentes.
QUARTIQUES BINODALES ET BICIRCULAIRES.
269. En dehors de ce qui se rapporte aux bitangentes, la théorie des quartiques non singulières a été peu étudiée et ce qui nous reste à dire sur ce sujet sera donné dans la dernière Section de ce Chapitre, où nous parlerons des invariants et covariants. Pour compléter la théorie des bitangentes, nous devrions considérer les modifications qu'éprouve cette théorie quand une courbe a un ou plusieurs points doubles. Cependant le cas où la quartique n'a qu'un nœud n'a pas attiré l'attention et ne sera pas discuté ici. Les quartiques qui ont deux nœuds, et pour lesquelles ces points sont les points circulaires de l'infini, ont été l'objet d'études approfondies (^)
(^) Foi>, en particulier, le Mémoire du D' Casey : Transactions of Royal Irish Acade7ny,\o\. XXIV, p. 1^5^; 1869.
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SOUS le nom Ae quartiques bicirculaù^es;iiO\x?> allons indiquer ici quelques-uns des principaux résultats obtenus. Toutes les propriétés projectives trouvées pour les quartiques bicirculaires peuvent aussi s'énoncer et se démontrer pour les quartiques binodales; mais nous croyons plus convenable de donner quelques-uns de ces résultats sous leur forme originale; le lecteur n'éprouvera aucune difficulté à faire la généralisation qui convient. Les quartiques qui ont les deux points circulaires comme points de rebroussement ont aussi été beaucoup étudiées sous le nom de Cartésiennes (^), et leurs propriétés peuvent être généralisées et établies comme propriétés de quartiques bicuspidales. Si une quartique a l'un des points circulaires pour point de rebroussement et l'autre pour point double ou nodal, elle ne peut être réelle; en conséquence, ce cas a été peu étudié, et nous aurons aussi peu à dire sur les propriétés des quartiques qui possèdent un nœud et un point de rebroussement.
270. De chacun des deux nœuds d'une quartique binodale on peut mener quatre tangentes à la courbe (n^ 79) ; nous allons démontrer que les rapports anharmoniques de ces deux (aisceaux sont égaux. L'équation générale d'une quartique avant pour nœuds les points d'intersection de la droite z avec les droites x et /est
x'^-y^-^ 1 xyz ( lœ H- my )
-h z^{ajj^ -+- by^ -H cz^ -h '^fyz -\- 2 gzx -f- 2 hxy) =1 o.
Les couples de tangentes aux points doubles sont donnés par les équations
x'^ -h 2 mxz + bz^ z= o, y^ -H 2 lyz -h az'^ = o, et nous ne perdons rien en généralité en supposant que / et m
( ' ) Voir CriASLEs, Aperçu historique, p . 35o; Quételet, Nouveaux Mémoires de Bruxelles, t. V; Cayley, Journal de Liouville, t. XV, p. 354.
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soient tous deux égaux à zéro; ceci revient à admettre qu'on a pris pour droites j^ et ^ les droites harmoniques conjuguées, par rapport au couple de tangentes en chaque nœud, de la droite z qui joint ces points. Ordonnons maintenant l'équation de la quartique
72(^2 _^ bz'-)-}-2yz^{/z 4- h^) -Y- z\aœ'- -+~ i gzx -|- cz'') — : o;
nous trouvons immédiatement que les quatre tangentes menées par le nœud zx sont données par l'équation
ou
{x'- -f- bz^ (ax'' + 2 gzx + cz'^) ■=. -s^ (/s + hx)\
ax^' -\- 2gx^z + (c -f- ab — ]i'-)'x'^z'^
-\- i{bg ~ hf)z^x -+- {bc — f^)z^-=zo.
Les invariants de cette quartique sont
l = abc — af — hg^'-^fgh -4- -ï^(c -\- ab — Jf^)\ 6i = {abc-~af'~^ bg^ -1- ^,fgh){c -i- ab — h'^)
^\h\ap-^bg^)-^Zabfgh^\Pg^'-.^^{c^ab~h)K
Ces valeurs sont symétriques en a et 6,/ et g^ et nous vojons par là c|u'elles sont les mêmes que celles des invariants de la quartique qui correspond au faisceau de tangentes issues du nœudjK^, et que par conséquent les deux faisceaux sont homographiques.
271. Il en résulte immédiatement, comme dans le n^ 168, qu'on peut faire passer une conique par les deux nœuds et les quatre points où chaque tangente menée par un nœud rencontre la tangente correspondante menée par l'autre; et comme il y a, de plus, quatre ordres suivant lesquels on peut prendre les rayons du second faisceau sans altérer le rapport anharmonique, on voit que les seize points d'intersection du premier système de tangentes avec le second se trouvent sur quatre coniques, qui passent chacune par les deux nœuds.
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Quand la quartique est bicirculaire, c'est-à-dire quand les deux nœuds sont les points circulaires de l'infini, ce théorème devient le suivant : Les seize foyers dJune quartique bicirculaire se trouvent sur quatre cercles, et chaciue cercle en contient quatre (^). Il faut remarquer que l'une quelconque des coniques passant par les deux nœuds peut se décomposer en une droite et en la droite qui joint les nœuds, en sorte que quatre des foyers d'une quartique bicirculaire peuvent se trouver sur une ligne droite.
272. Nous avons déjà établi que l'équation d'une quartique quelconque peut, d'une infinité de manières, se mettre sous la forme
aU^ + ^^V^ + cW^ -H 2/VW ^ 2^WU -h 2 /iUV — o, ■
U, V, W étant trois coniques. Si la quartique est non singulière, les trois coniques ne peuvent avoir de point commun, puisqu'il est évident que tout point commun à U, V, W doit être un point double de la quartique dont nous avons écrit l'équation. Dans le cas de quartiques binodales, U, V, W peuvent être considérées comme trois coniques passant chacune par les deux nœuds, et, quand ces nœuds sont les points circulaires de l'infini U, V, W sont trois cercles. Nous ne perdons rien en généralité en nous contentant d'étudier l'équation UW = V^ à laquelle on peut, comme dans la théorie des coniques, ramener l'équation précédente d'une infinité de manières. On peut, par exemple, l'écrire
(aU + ^W + AY)^
(^) En réalité, ce théorème, qui est dû au D"" Hart, a été obtenu le premier, et Ton en a déduit le théorème du n° 270. La démonstration donnée ici est en substance la même que celle de M. Gayley. Voir son Mémoire sur les Courbes polyzonales {Edimbourg Transactions, 1869).
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OÙ le second membre de l'équation se décompose en facteurs. On peut, parconséquent, discuterles quartiquesbicirculaires et binodales en considérant la forme UW =: V^ et en regardant la quartique comme l'enveloppe de )v^ U + 2 X V + W = o , dans laquelle U, V, Wsont, dans le premier cas, des cercles, et^ dans le second, des coniques passant par les nœuds; et il est nécessaire d'examiner seulement comment cette limitation modifie les résultats déjà obtenus (n°^ 251 et suivants).
273. Quand trois coniques ont deux points communs, leur Jacobienne se décompose en une droite joignant ces points et en une conique qui passe par ces mêmes points ; et quand les trois coniques sont des cercles, la conique Jacobienne est le cercle qui les coupe à angle droit (Sections coniqueSy n"" 383, Ex, 3). La Jacobienne étant un déterminant, la Jacobienne de aV+ PV + yW= 0 est la même que celle de U, V, W, et, quand U, V, W sont des cercles, tous les cercles compris dans cette équation ont un cercle orthogonal commun.
Si U, V, W sont des cercles, ayant pour coordonnées de leurs centres x^ y^ z^ , Xo y 2 ^2/ ^3 JKs ^3, les coordonnées du centre de X^Uh- 2XV + W seront porportionnelles à
l^X^-\-2lX2-\- X^, X^/i + 2Xj2-l-73j X-^i-h2X^2+'^35
et le lieu du centre, quand X varie, sera évidemment une conique. Donc la quartique UW = V^ peut être regardée comme l'enveloppe d'un cercle dont le centre se meut sur une conique fixe F ( ' ) et qui coupe orthogonalement un cercle J. Dans le cas plus général d'une quartique binodale, U, V, W étant des coniques passant par les points fixes, U W= V^ est l'enveloppe de la conique variable X2U+ 2 W+ W qui passe par les points fixes; toutes les coniques variables
(') M. Gasey a démonlré que les foyers de cette conique sont les mômes que les foyers doubles de la quartique.
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ont une conique Jacobienne commune, et le pôle, par rapport à l'une quelconque d'entre elles, de la droite qui joint les points fixes se meut sur une conique fi's.e F.
274. La nature de la quartique se modifiera s'il existe des relations particulières entre la conique F et la Jacobienne. Ainsi, si F est tangente à la Jacobienne, le point de contact constituera un nœud de plus sur la quartique, et, si F est deux fois tangente à la Jacobienne, chaque point de contact sera un nœud, c'est-à-dire que la quartique se décomposera en deux coniques, passant chacune par les points fixes. De même, ai F passe par un des points fixes^, ce point, au lieu d'être un nœud sur la quartique, sera un point de rebroussement et, si F passe par les deux points, tous deux seront des points de rebroussement et nous aurons une quartique bicuspidale. Ainsi, dans le cas de quartiques bicirculaires, si la conique F, qui est le lieu des centres, est un cercle, la quartique, ayant pour points de rebroussements les points circulaires à l'infini, sera une Cartésienne.
Si la conique F est tangente à la droite qui joint les points, cette droite devient partie intégrante de la quartique. Ainsi, dans le cas des quartiques bicirculaires, si la conique F esl une parabole, la quartique dégénère en une cubique circulaire, jointe à la droite de l'infini.
Si les centres de U, V, W sont situés sur une droite, la Jacobienne se réduit à la droite qui joint les centres.
275. Revenons maintenant à l'équation UW =; V^. Nous avons vu qu'il y a en général six valeurs de X pour le., quelles )v'-U + 2 )^V + W se décompose en facteurs et que les droites représentées par les différents facteurs sont des bitangentes de la quartique UW = V^. Mais, quand U, V, W passent toutes par deux points fixes, X^U + 2AV + W, qui représente une courbe passant par les mêmes points, doit, si
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elle représente des droites, se composer de deux droites dont une passe par chaque point, ou bien de la droite joignant les points et d'une autre droite. Dans le premier cas, les deux droites ne sont pas des bitangentes proprement dites de la quartique UW = V^, mais des tangentes ordinaires passant par un nœud (toute droite passant par un nœud étant une tangente); dans le dernier cas, une des deux droites est une bitangente proprement dite ; l'autre est la droite qui joint les points. Parmi les six valeurs de ^, il n'y en a que deux qui correspondent au cas des bitangentes proprement dites. Car «i L est la corde commune à U, V, W, V et W seront respectivement alors de la forme aU -f- LM, 6U + LN; et Î^U + aXVH-W aura L pour facteur, si 1 est une des racines de l'équation 1'^ + 2'ka -f- è = o. Ainsi, dans le cas de quartiques bicirculaires, quand U, V, W représentent des cercles, il y a évidemment deux valeurs de X pour lesquelles le coefficient de x^ +y^ s'annule dansT^^U + 2XV-4- W = 0 et, pour chacune de ces valeurs, l'équation représente une droite bitangente à la quartique UW = V2. Nous pouvons déduire géométriquement ce même résultat de la construction du n^ 273. Si le cercle T^^U + 2XV -h W devient une ligne droite, son centre passe à l'infini et doit par conséquent être le point à l'infini sur une des deux asymptotes de la conique F; les deux bitangentes sont les deux perpendiculaires abaissées du centre de la Jacobienne sur ces asymptotes.
Dans chacun des quatre autres cas oà le discriminant de X2U + 2XV-1-W= o est nul, l'équation représente un couple de tangentes à la quartique, qui passent chacune par un des points circulaires à l'infini et dont l'intersection est par conséquent un foyer de la quartique; ou bien, ce qui revient au même, )v-U H- 2)vV -+- W est un cercle infiniment petit dont le centre est le foyer et qui a un double contact avec la quartique. Si l'un des deux cercles orthogonaux se
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réduit à un point, ce point doit être situé sur l'autre cercle; si donc A^U _|« 2XV -h W se réduit à un point, celui-ci doit être sur le cercle Jacobien de U, V, W. Nous avons par conséquent quatre foyers : ce sont les intersections de ce cercle Jacobien avec la conique F qui est elle-même le lieu des centres des cercles contenus dans l'équation
X2U-|-2Xy-h-W=::0,
et qui peut par conséquent s'appeler une conique focale.
Les quatre points où le cercle Jacobien rencontre la quartiqu e seront les points où les cercles du système 7^^ U + 2XV -j- W coupent la quartiqueen quatre points consécutifs (n°251).
Il y a quatre manières de ramener l'équation d'une quartique bicirculaire donnée à la forme UW = V^. A chacune d'elles correspondent quatre foyers, deux bitangentes et quatre points cycliques ou points de la courbe où quatre points consécutifs sont situés sur un cercle [voir n° 114); la quar- LÎque a en tout seize foyers, huit bitangentes et seize points cycliques.
276. Si l'on prend pour origine un des foyers de la quartique, l'équation de cette courbe peut se mettre sous la forme (^^^^2^^ __ Y2^ dans laquelle V et W représentent des cercles, et la quartique est l'enveloppe de
En outre de la valeur X= o, il y a trois autres valeurs de 1 pour lesquelles ce cercle variable se réduit à un point; et une de ces valeurs doit être réelle. Nous pourrons alors écrire l'équation sous la forme
ou bien, en d'autres termes, quand nous avons un foyer, nous pouvons de suite mettre l'équation de la quartique sous
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la forme AB = V^, A et B étant des points-cercles. Les quartiques biclrculaires peuvent se diviser en deux classes, suivant que les deux autres valeurs de X pour lesquelles A4-2).V + X2W^ se réduit à un point-cercle sont réelles ou imaginaires, ou, en d'autres termes, suivant que les quatre fojers réels sont ou ne sont pas sur un même cercle. Dans le premier cas, soit G un des deux points-cercles, et, comme dans le n^ 257, éliminons V entre les équations AB = V^ et A -h alV + X-B = G; nous voyons que l'équation de la quartique peut être écrite sous la forme
c'est-à-dire que cette courbe est le lieu d'un point tel que ses distances à trois points fixes sont liées par la relation
/p -i-7np'-h n^" =0.
La conditioQ pour que / y/A+ m y^B + n y'G soit tangente
à 'XA+[AB-|-vGest(AS'é?c^. coniques, n^ 130)- H 1 = o,
et, si A, B, G sont des points-cercles et a, 6, c les longueurs des droites qui joignent ces points, il est facile de vérifier que
le discriminant de)^ A H- u B -|- v G s'annulera si -^- H 1- - = o.
Les deux équations qu'on vient de donner déterminent À, [j., v
et par conséquent le quatrième foyer.
Nous avons vu {Sect. coniques ^ n° 94) que, si A, B, G, D sont
quatre points-cercles, nous avons identiquement
bcd, A -f- cela . B -H dah . G H- aZ?c . D rrz o,
abc étant l'aire du triangle dont les sommets sont a, 6, c. Donc X, [A, V sont proportionnels aux aires des triangles formés par le quatrième foyer et chaque couple de deux des trois autres foyers. Dans le cas où les trois points a, 6, c sont en ligne droite, on peut facilement démontrer que les carrés des
348 CHAPITRE YI.
ilislances d'un point quelconque à qualre points en ligne droite sont liés par l'équation
ab.ac.ad ha.bc.db ca.cb.cd da.db.dc
iNous voyons ainsi que les inverses de \^ pi, v sont proportionnels kab ,ac. ad^ ba,bc, bd^ ca.cb , cd, et que nous avons l'équation
V- ,ab .ac.ad^ mr^ ba.bc.bd~\- n- ca.cb.cd = o
Si nous avions
l"^ .ab.ac-\- mP- .ba.bc ^ nr .ca.cb ^=1 o,
Ï€ quatrième foyer serait à l'infini et la courbe serait une Cartésienne.
277. Etant donnés quatre foy ers concy cliques d' une quartique hicirculaire, on peut mener deux de ces quartlques par un point quelconque j et ces courbes se coupent à angle i^roit. Si l'on nous donne le quatrième foyer, nous connaî- Irons ainsi les valeurs de X, [Ji,v pour lesquelles )v A + piB + vC, se réduit à un point; et nous pouvons évidemment trouver deux systèmes de valeurs de /, m, n qui satisfassent aux équations
1 \ =0, Ip -h mp' -\-np" = 0,
(JL |JL V i i i
dans lesquelles p, p', p'^, ou y/A, y'B, y/G représentent les distances de trois foyers au point supposé donné sur la courbe.
Deux quartiques
VÂ+ m <^/B + nsJC=z o, l' v^Â-h m' s/B -^ n' y/G = o seront homofocales si
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comme on le voit immédiatement en éliminant \ [i,, v entre les trois équations
A (J. V A [JL V A (i. V
Afin de trouver ensuite la condition pour que les quartlques se coupent à angle droit, nous devons admettre, et le lecteur le vérifiera sans difficulté, que si A, B, C sont des points-cercles et si a, 6, c ont la même signification que cidessus, la condition pourquelA+p-B + vG, VA+[a^B + v^C ce coupent à angle droit est
Nous observerons de plus, comme dans les Sections coniques ^ n^ 130, qu'en tout point pour lequel les valeurs de
y/A, y/B, \JG sont respectivement p, p^, p'', la quartique /y/A + m y/B + n sjG sera tangente au cercle
La condition pour que ce cercle coupe orthogonalemenl k cercle tangent à /^y/A + 77z'y/B -{- /2\/G est
^ mn' 4- m^ n , ,-, /?/^ -r- n' l , Jni' -4- V m
mais, en résolvant les deux équations
/p + mp' ^ np" =10, l' p ~\- m' p' 4- n' p" = o,
nous trouvons que p, p^, p'^ sont respectivement proportionnels à mnl — ni! n^ ni! — n! l^ Inî — I! m. Portons ces valeurs dans Féquation précédente et nous verrons que la condition pour que les cercles se coupent orthogonalement est
O} ( /n- Al'2 — m'2 ^2 ^) _^ ^2 ( ^2 //2 __ ^/2 ^2 ) _j_ ^2 (^ /2 ,^^/2 _ ^/2 ,^.^2 ) __ ^^
C'est la condition qu'on a déjà obtenue pour que les coniques
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soient homofocales; le théorème énoncé est donc démontré. Il ne paraît pas nécessaire, pour Texactitude delà démonstration, que G soit réel; il est donc prouvé que les quartiques homofocales se coupent àangle droit, même quand les quatre (bjers réels ne sont pas situés sur un même cercle.
278. Le théorème du n^ 277 a été originairement obtenu par le D"" Hart à l'aide de considérations géométriques pour le cas de la cubique circulaire. Si nous cherchons le lieu d'un point dont les distances à trois points fixes donnés soient liées par la relation /p -4- /?ip^-f- 7ip^^= o, nous trouverons que le coefficient de (x- -^y-)' est égal à
En conséquence, le lieu qui est une quartique bicirculaire en général se réduit à une cubique circulaire si / dz m ±71 = 0, et les théorèmes déjà démontrés ici pour les quartiques bicirculaires sont vrais pour les cubiques circulaires; ces courbes ont aussi seize foyers, qui en général sont situés sur quatre cercles. La démonstration du D'' Hart, qui a été donnée tout au long dans l'édition précédente, montre que, si O, P, Qsont les centres du quadrangle formé par les quatre foyers A, B, G, D, la cubique doit passer par ces points; la tangente en l'un d'eux est l'une des bissectrices de l'angle formé par les droites d'intersection AG, BD, et cette droite est aussi parallèle à l'asymptote réelle de la cubique; elle établit aussi que la cubique passe par R-, centre du cercle focal, la tangente en ce point étant aussi parallèle à la même asymptote ( ^ ). Gomme O, P, Q, R sont alors les points de contact de tangentes issues d'un même point de la courbe, le point où OP rencontre QR (ou le pied de la perpendiculaire abaissée de O
(') Ainsi les centres des quatre cercles focaux d'une cubique circulaire sont les points de contact des tangentes parallèles à l'asymptote.
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sLir QPt) est aussi un point de la courbe (n° 150). Il en est de même pour les points où OQ rencontre PR et où OR rencontre PQ. On peut démontrer aussi que les tangentes en ces
Fis. 47-
points aux deux cubiques qui y passent se coupent à angle droit. Ainsi les sept points communs aux deux cubiques qui ont A., B, G, D pour foyers sont déterminés par des constructions simples, etnous pouvons arriverparprojectionà des théorèmes dont quelques-uns ont déjà été énoncés; par exemple (n^ 152), si des tangentes correspondantes prises en ordre quelconque et issues de deux points I, J se coupent mutuellement aux points A, B, G, D, les centres du quadrangle formé par ces points seront aussi des points de la cubique ; et ils ont pour point tangentiel commun le point où IJ rencontre de nouveau la courbe; le point de contact de la quatrième tan-
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gente menée par ce point sera le pôle de IJ par rapport à la conique passant par les points A, B, C, D, I, J.
279. La méthode par laquelle le D'' Hart a démontré ces théorèmes consistait à montrer que, les foyers étant donnés, les relations établies dans le n® 276, combinées avec la condition l -{- n^= m suffisent pour déterminer /, m, n et qu'en représentant par a, by c, d les distances de O aux quatre foyers la courbe doit jouir de la propriété exprimée par la
relation
{b -\- c) p ±.{a — b) ^" — ±{a ^ c)ç>' ou
(c — ^) p ±:(a H- Z>)p^^z=: iiz(a -f- c) p^
Chaque coefficient est affecté d'un double signe, parce que Féquation /p -f- mp' + 7ip'^= o, débarrassée de radicaux, ne contient que les carrés de /, m, n. Les deux équations correspondent à deux cubiques différentes ayant pour foyers les points donnés ; les signes diff'érents se rapportent aux branches diff"érentes de la même cubique. Le signe supérieur s'applique à une branche qui s'étend à l'infini ; en efî'et, l'équation est alors satisfaite par les valeurs p = p^ = p^^, qui sont vraies pour un point infiniment éloigné. Le centre du cercle focal est évidemment situé sur cette branche. Les signes inférieurs correspondent à un ovale, car les équations ne sont plus satisfaites alors par p = p' = p'\ Comme ces équations sont vérifiées par les valeurs a, fe, c, attribuées à p, p', p^', nous voyons que O est un point de la cubique.
Nous avons de même les relations
[c — d)^ ±.{a -^ d)f =: ±.{a + c) f ou
(c -\- d)^±.{a~d)f=i zb(a H-c)p''^,
et, en combinant les équations, il vient
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Autrement- dit, les deux cubiques constituent le lieu de rintersection de deux coniques semblables dont les foyers sont respectivement A et G, BetD. Les coniques semblables, qui se coupent en O, ont évidemment pour tangente commune une des bissectrices des angles en O ; celles-ci sont donc, comme on l'a énoncé, les tangentes aux deux cubiques qui constituent le lieu et qui par conséquent se coupent à angle droit.
280, Les quartiques bicuspidales peuvent être considérées comme un cas limite de quartiques binodales. Dans le cas où les deux rebroussements sont les points circulaires 1, J, à l'infini, la courbe s'appelle une Cartésienne. Descartes a étudié celte courbe (connue d'après cela sous le nom d'ovale de Descartes) en la considérant comme lieu d'un point O, dont les distances à deux points fixes A, B sont liées par la relation Ip ± mp' =.c. M. Ghasles a démontré, et on peut le vérifier sans difficulté, que, tant que cette relation subsiste, on peut trouver sur la ligne AB un troisième point G dont la distance à O satisfait à une relation de la forme Zp ±: /2p^^=: c'
en d'autres termes, outre les foyers considérés par Descartes, l'ovale possède encore un troisième foyer jouissant de ]a même propriété. Nous employons ici le mot de Cartésienne dans un sens un peu plus étendu. Nous montrerons que, lorsqu'une quartique a deux points de rebrou ssement en I et J, elle a trois foyers situés sur une ligne droite. Quand ces foyers sont réels, la courbe est la même que celle qu'a étudiée Descartes; quand deux d'entre eux sont imaginaires, nous appellerons encore la courbe une Cartésienne^ quoique le mode de génération de Descartes ne lui soit plus applicable.
L'équation de la Gartésienne peut d'une manière générale
se mettre sous la forme S- = A^^L, dans laquelle S représente
un cercle, L une droite et k une constante ( ou, ce qui revient
au même, /c = o est la droite de l'infini). Sous cette forme,
S. — Courbes planes, 23
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il est évident que les intersections de S et k so-nt des rebroussements, les tangentes ciispidales se rencontrant an centre de S, qui est par conséquent le foyer triple de la Cartésienne, tandis que L est évidemment une bitangente de la courbe (') Il est clair alors que cette courbe est l'enveloppe du cercle variable \^k\i + 2XS + A"^ = o, dont le centre se meut le long d'une droite perpendiculaire à L ; en égalant le discriminant à zéro, on trouve facilement qu'il y a trois valeurs de "X pour lesquelles le cercle se réduit à un point, et par conséquent il existe trois foyers. D'après la théorie déjà donnée, si A, B, G sont trois des cercles variables, l'équation de l'enveloppe peut être écrite sous la forme l y/A + my/B + n y/G = o, et conséquemment nous avons ici la propriété exprimée par la relation /p + ttz p' + nf = o, dans laquelle p, p', p'^ représentent les distances d'un point de la courbe aux trois foyers ; ou bien encore, puisque k^ est un cercle du système correspondant à la valeur X = o^ nous avons /p 4- m p'=: nk.
Une Gartésienne peut aussi être engendrée comme lieu du sommet d'un triangle, dont les angles de base se meuvent sur deux cercles fixes, tandis que les deux côtés passent par les centres des cercles, et la base par un point fixe sur la droite qui les joint.
Si une corde quelconque rencontre une Cartésienne en quatre points, la somme de leurs distances à un foyer est constante. Gar, en prenant le foyer pour pôle, l'équation polaire est, comme on le voit facilement, de la forme
p- — 2 ( <2 4- 6 ces w ) p -f- c- =: o ;
et, si nous éliminons to entre cette équation et celle d'une droite arbitraire, nous obtenons pour p une équation du quatrième degré dont le second terme a pour coefficient — ^a.
(*) Cette équation a été étudiée par M. Cayley sous la forme
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Quand c est égal à zéro dans l'équation qui précède, celleci devient p = a+ ècosoj, et en outre des deux rebroussenients I, J, l'équation a l'origine pour point double. Cette courbe est appelée le limaçon de Pascal; elle peut évidemment être engendrée en portant une longueur constante sur les rayons vecteurs issus d'un point d'un cercle, et à partir des points où ils rencontrent ce cercle. Si de plus a = ^, la courbe devient tricuspidale et est appelée cardioïde. Elle est engendrée comme la précédente, mais en ajoutant ou retranchant
aux rayons vecteurs une longueur égale au diamètre. L'équa-
tion peut s'écrire sous la forme p" = 7?2- cos^to.
281. Les propriétés focales que nous avons discutées peuvent être, étudiées par la méthode d'inversion (n^ 122). Il est facile de voir qu'à un foyer d'une courbe correspond un foyer de la courbe inverse et que l'origine ou centre d'inversion sera un foyer si les points I, J à l'infini sont des rebroussements. Ainsi, pour la Cartésienne- qui a trois foyers collinéaires, la courbe inverse par rapport à un point quelconque est une quartique bicirculaire ayant trois foyers sur un cercle passant par l'origine qui est aussi un foyer. En faisant l'inversion, siO est l'origine, A , B deux points et a, b les points inverses, nous devons remplacer une distance AB par -^^ tt-t- Donc aune rela-
^ ^ Oa. Ob
tion quelconque de la forme )vAP + [jlBP = C correspondra une relation de la forme Va/? + yJ .bp =^ c' ,0p] et si nous considérons une quartique bicirculaire comme l'inverse d'une Cartésienne, nous arrivons de cette manière à la propriété fondamentale des quartiques bicirculaires. D'une relation de la forme X. AP -h ]x BP + v CP = o on peut de même déduire unerelation V.a/? + [Ji\ 6/? + v^c/>. L'inverse d'une quartique bicirculaire, quand le centre d'inversion est situé surlacourbe, est une cubique circulaire qui possède par conséquent les mêmes propriétés focales. Une cubique circulaire, ou une quartique
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bicirculaire, est sa propre inverse par rapport à un des points O, P, Q, R(n^ 278). L'angle suivantlequel deux courbes se coupent n'est pas altéré par l'inversion, et par conséquent le théorème qui nous apprend que les courbes homofocales se coupent à angle droit est démontré pour les quartiques quand il l'est pour les cubiques. L'inverse d'une conique est une quartique bicirculaire ayant l'origine pour point double additionnel; et de la propriété focale des coniques on peut déduire que les quartiques de ce genre jouissent de la propriété exprimée par la relation
ap bp ^
ici a ei b sont deux foyers et O le point double. De la même manière, en appliquant l'inversion à la propriété du foyer et de la directrice dans les coniques, nous arrivons à une autre méthode donnée par le D*^ Hart pour engendrer ce genre de quartique. Si le rayon vecteur mené d'un point fixe C à P rencontre en E un cercle fixe passant par C, et si A est un autre point ii-^e, la quartique est le lieu d'un point P pour lequel PA= PE.
l. Il existe pour la quartique binodale (^ ) une théorie de l'inscription des polygones, analogue à la théorie que Poncelet a donnée pour les coniques. Soient A, B les nœuds; partons d'un point P de la courbe et joignons-le à A, la droite AP rencontrera la courbe en un autre point, Q par exemple; joignons Q à B, la droite BQ coupera à nouveau la courbe en un autre point R; joignons ce point à A, la droite AR rencontre la courbe en S, et ainsi de suite. Nous avons ainsi en général un polygone ouvert PQRS. . . dont les côtés alternatifs PQ, RS,. . . passent par A, tandis que les autres côtés alternatifs
(') Steiner, Geometîische Lehrsàtze {Journal de Crelle, t. 32 p. i84; 1846).
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passent par B. Pour une quartique binodale prise au hasard, iî n'est pas possible de trouver un point P tel qu'il existe un polygone fermé d'un nombre pair donné de côtés ; par exemple, un quadrilatère PQRSP, dont les côtés PQ, RS passent par A et les côtés QR, SP par B. Mais la quartique peut elre telle qu'il existe un polygone de l'espèce que nous considérons (pour ce qui regarde le quadrilatère, c'est évidemment le cas, puisque, en considérant un quadrilatère construit à volonté, PQRSP, et en prenant A à l'intersection de PQ, RS et B à celle de QR, SP, nous pouvons décrire une quartique passant par les points P, Q, R, S et ayant les points A et B pour points doubles) et quand il en est ainsi, c'est-à-dire quand il existe un de ces polygones, il y en a une infinité ; on peut prendre pour premier sommet un point arbitraire P situé d'une manière quelconque sur la courbe, et le polygone construit comme on l'a dit ci-dessus se fermera de luimême.
QUARTIQUES UNICURSALES.
283. Si nous prenons les points doubles pour sommets du triangle de référence, l'équation de la courbe doit se présenter sous la forme
aj^^^ + b'J' x'^ H- cx^ y^- H- 2 fx^yz H- ig y^- zx -f- 2 hz^- xy — - o,
que nous pouvons écrire
XI \y J \z ) '' yz zz- xy
Nous voyons ainsi que la quartique peut être engendrée au moyen d'une conique, dans Téquation de laquelle nous remplacerons chaque coordonnée par son inverse ; on peut donner à cette opération le nom àHiK^ersioriy en entendant ce mot dans un sens plus large que celui où nous l'avons employé
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jusqu'ici. Il est facile de représenter cette transformation par une construction géométrique. Supposons que les coordonnées d'un point soient proportionnelles aux perpendiculaires abaissées de ce point sur les côtés du triangle de référence, et soient P, P^ deux points dont les coordonnées sont liées par les relations réciproques
œ:y\zz=:y'z'',z'x': oc' y' ^ x' \ y' \ z' nu yz : zœ : œy ;
nous avons vu [Sections coniques^ n^ 55) que les droites qui unissent P, P' aux sommets du triangle font des angles égaux avec les côtés; ou, en d'autres termes [Sections coniques, n"" 384) que, si P est un foyer d'une conique tangente à^,jK, ^, F sera l'autre foyer. En général, dans cette méthode, à une position quelconque de P correspond une position unique, bien définie de P^ Si cependant nous avons ^^= o, c'est-à-dire si P' est situé quelque part sur la droite BG, jk et z sont tous deux égaux à zéro, P coïncide avec A et réciproquement A a pour correspondant un point quelconque de BG. 11 faut toutefois remarquer que, lorsque ^'=o, les valeurs dey et z qui sont respectivement égales à z'^c'^y^' ont un rapport défini z' ly', bien qu'elles s'annulent, et que par conséquent à un point quelconque P^ de BG correspond un élément passant par A et dont la direction est bien définie. Par le fait, P se trouve bien infiniment près de A, mais il est situé sur une direction donnée, qui est telle que (comme dans le cas général) AP, AP' font des angles égaux avec les côtés. Si maintenant P décrit un lieu quelconque, l'autre point P^ décrira un lieu correspondant; ainsi, si le lieu décrit par P est la ligne droite aa^ -h by + c^ = o, celui que décrit P^ sera laconique ay' z'-\-bz' x^-^-cx^y' ^=^o et réciproquement (voir Sections coniques^ n"" 297). Si a = o, c'est-à-dire si la droite passe par A, la conique se réduit k x' [bx' -^ cy.)=^ o et, en laissant de côté la droite x'=^ o ou BG, nous pouvons dire qu'à la droite by + cz correspond la droite bz' -{- cy' ;
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et, comme on l'a déjà dit, si l'un des lieux est une conique, l'autre sera une quartique trinodale.
284. Étudions en détail la correspondance de la conique et de la quartique; la conique rencontre chaque côté du triangle, BG par exemple, en deux points; nous avons comme correspondants en A deux éléments de direction, qui sont les tangentes de la quartique en son nœud ou point double en A. Par conséquent, suivant que la conique rencontrera BC en deux points imaginaires, lui sera tangente ou la coupera en deux points réels, la quartique aura en A un point acnodal, cuspidal ou crunodal; il en sera de même pour les autres côtés. Ainsi, si la conique est une ellipse ou, par exemple, un cercle situé tout entier à l'intérieur du t^angle, la quartique
Fig. 49-
Fig. 5i.
sera une courbe triacnodale composée d'une figure à trois côtés située dans l'intérieur du triangle et des trois sommets comme points conjugués {fig\ 48)- Si l'ellipse est inscrite dans le
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triangle/ la quartique sera Iricaspidale i^fig- 49)- Si l'ellipse coupe chaque côté en deux points réels, la quartique sera tricrunodale; si sur chaque côté les intersections sont internes, nous^ aurons la y?^. 5o, tandis que, pour les' intersections externes, nous obtiendrons la//^'. 5i.
Remarquons que, dans le passage d'une forme à une autre, Tellipse doit passer successivement parles sommets du triangle et que, quand l'ellipse passe par un sommet, la quartique correspondante se décompose en une droite et une cubique. La transition ne peut se faire par une quartique ayant un point triple (à première vue, il semblerait pourtant qu'il en est ainsi),
La discussion complète des différentes formes serait intéressante et peu difficile; mais elle prendrait beaucoup de place; il serait nécessaire (dans le cas présent, où il s'agit de courbes planes) de considérer les coniques qui, dans chaque figure, correspondent à la droite de l'infini de l'autre figure. Pour la théorie analogue, dans le cas de figures sphériques, il n'y a pas de coniques de ce genre et la théorie se simplifie considérablement.
285. Le mode de génération des quartiques trinodales que nous venons d'indiquer conduit immédiatement à diverses propriétés de la courbe. On sait que, si une conique coupe les côtés BG, GA, AB d'un triangle et que de chaque sommet on mène des droites qui réunissent ces sornmets aux points d'intersection situés sur les côtés opposés, ces six droites sont tangentes à une conique ; et il est facile de montrer de plus que si, au lieu des deux droites issues de chaque sommet, nous considérons les deux droites inverses, celles-ci rencontreront les côtés opposés en six points situés sur une conique et que, conséquemment, les six droites inverses sont aussi tangentes à une conique; En effet, si les droites (^zr^ ajK, X'=^ol y\ i^y =: ^x^y = ^'Z')^ {z = y^/^ r=: y^^J rencontrent les côtés
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x=:o, y = Oj z = o en six points situés sur une conique, il est facile de voir que ay/pp^Yy'=: i est une relation qui ne change pas quand on remplace a, [3, y, a', [3^, ^ P^*^ leurs inverses. Mais, si une conique est transformée en une quarlique trinodale, il résulte de ce qui précède que les tangentes en un point double de la quartique sont les inverses de droites menées de A aux points d'intersection de BC et de la conique. Les tangentes aux nœuds A, B, G sont donc tangentes à une seule et même conique. On aurait pu aussi déduire directement ce théorème de l'équation de la quartique.
286. D'une manière analogue, si des points A, B, G nous menons des tangentes à une conique, il est facile de démontrer que les six droites inverses sont aussi tangentes à une même conique. Mais, en transformant la conique en une quartique trinodale, les tangentes menées de A à la conique devienneol des tangentes menées du nœud A à la quartique (pour une courbe dé classe /z, le nombre des tangentes menées par ua nœud est n — 4 ^t par suite, pour une quartique trinodale^ il est 6 — 4 = 2) et nous avons ainsi le théorème suivant : Les six tangentes menées des trois nœuds à la quartique sont tangentes à une seule et même conique,
287. Aux bitangentes de la quartique correspondent des coniques passant par A, B, G qui ont un double contact avee la conique ; et aux tangentes stationnaires de la quartique correspondent des coniques passant par A, B, G et ayant un contact stationnaire avec la conique. On peut démontrer que les nombres de ces coniques sont respectivement 4 et 6, ce qui correspond à t = 4 ^t ^= ^- Mais pour les bitangentes le résultat peut se déduire immédiatement de l'équation de la courbe, qu'on peut écrire sous la forme
{yz \ja + zx sJT) -H xy \lcY
■==.'ixyz \^s[hc —f)x -^[\Jca — g)y -h[s/<^l^ — h)z]^
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Dans celte équation le facteur qui multiplie 2a^yz représente évidemment une bitangente, et, si nous changeons les signes des radicaux, nous aurons en tout quatre bitangentes. Posons pour un moment /^ -H gy -^ hz = s^ x sjbc == /, ys^l ca = m^ z\jab ^=. n\ si 0 représente l'équation des quatre ijitangentes, il vient
6—- (,ç — : / — m — 11) {S' — l-hJn-{-7i){s~{- 1— jn ~{- n) {s -h l-^m — n)
T7^ (^2 — /^ — 7?22 — /i2 )2 __ /^ ( jj^i ,^2 ^ ,^2 /2 4, /2 ^2 ^ ^ [jj^j^^ )
En d'autres termes, l'équation de la courbe peut s'écrire
[ {fx 4- g y + hz-Y — bcx^ — cay^— abz^Y — 0 =: o,
ce qui montre que les huit points de contact des bitangentes sont situés sur une conique.
Si nous représentons les quatre bitangentes par ^, u, ç^ (v, nous pourrons mettre l'équation de la cjuartique sous la forme
t^ + u^ + ^^^ + w'^ ~ o, ou
( t- -h u- + (^2 _|_ pp2 _ 2 ^^^ _ 2 ^ç
Sous cette forme, il est évident que t, u^ ç, w sont des bitangentes dont les points de contact sont situés sur une même conique et l'on peut vérifier sans grande difficulté que
{t— u^ V — fv), {t—v, u — w), (t— fv, Il — ^) sont des points doubles.
288. Nous venons de montrer comment on peut d'une certaine manière ramener l'équation de la quarlique à la forme UW = V^. En général, si u, w et ^ représentent respectivement deux tangentes quelconques de la conique et leur corde de contact, comme l'équation de la conique peut
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s'écrire sous la forme uiv = t^"^, celle de la quartiqiie est immédiatement donnée sous la forme UW == V-, dans laquelle U, V, W sont des fonctions linéaires àeyz, zx^ xy.
En reliant ainsi, comme ci-dessus, la quartique trinodale avec une conique, nous avons aussi vérifié que la courbe est unicursale. Comme les coordonnées x\ y\ z' d'un point de la conique peuvent s'exprimer par des fonctions quadratiques d'un paramètre 9, les coordonnées yz'^ z'x'j x^y' du point correspondant de la quartique sont immédiatement données comme fonctions biquadratiques du même paramètre.
La théorie des quartiques trinodales qui précède s'étend au cas où quelques-uns des points singuliers ou tous ces points sont des rebroussements. S'ils sont tous des points de rebroussement, l'équation de la courbe peut être ramenée à
la forme ^^ + jk^+^^=o; les tangentes aux points de
rebroussement sont^=jK = ^, et elles se coupent en un
même point. Nous pourrions le voir par voie de réciprocité,
car la réciproque est une cubique dont l'équation peut être
i 1 ± écrite sous la forme x'^ -{- y^ -{- z^ :=: o , Quand la courbe a
deux points de rebroussement et un nœud, la droite qui joint
les deux points d'inflexion, celle qui joint les deux points de
rebroussement et la 'bitangente passent toutes par le même
point. Les cas de singularité plus élevée, dont nous avons
parlé n° 243, demandent à être traités séparément.
2î89. L'équation d'une quartique ayant un point tacnodal
est (n'^ 244)
-\~ ex^ -hfx^y -h gx^y^ + hxy^ -h iy'^ = o.
Supposons qu'elle ait aussi un nœud; dans le n° 244, nous avons seulement admis que le point xy était tacnodal et que la droite jK était la tangente en ce point : nous pouvons donc prendre le point zx pour l'autre nœud.; Pour que ce point
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soit un nœud, il faut que d^ h et i soient égaux à zéro, et l'équation devient
{yzY + bœ^yz -{- cxy , yz + ex'' + /^^ . xy -\- gx^-y^ =: o.
Nous avons écrit Féquation de manière à faire ressortir qu'elle est une fonction quadratique de xy^ x'^^ yz. Si donc, dans l'équation générale d'une conique, nous remplaçons respectivement Xj y, z par. xy^ x-^jz^ nous aurons l'équation d'une quartique ayant un nœud et un point tacnodal. On verra que les relations
x' : j' : 5' = xy : x^- : yz
impliquent réciproquement
en sorte que nous aurons ainsi une théorie semblable à celle qui existe pour une quartique ayant trois nœuds distincts. Les constantes peuvent être déterminées de telle manière que le nœud devienne un point de rebroussement, ou le point tacnodal un point nodocusjndal, ou enfin que ces deux changements se produisent tous deux à la fois, et la théorie s'étend ainsi aux quartiques ayant deux points singuliers distincts, dont l'un est un nœud ou un rebroussement et l'autre un point tacnodal ou un point nodocuspidal.
290. L'équation d'une quartique ayant un point oscnadal a été donnée n" 244,
{yz — 7nx'^y-\-c xy [yz — ni x^ ) +- dy^z-^gx^y'^-h h xy^-\- iy''=:o
C'est évidemment une fonction quadratique de jz — mx-j xy^ jK^. Mais on trouvera que les relations
x' \ y' \ z' •= xy \ y^ ' yz — 7?tx^ impliquent
x.ly : z = x'y' \y'^-' \y' z' — nix'^^^
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en sorte qu'il existe pour ce cas une théorie analogue à celle que nous avons établie pour les quartiques trinodales. Les constantes peuvent être particularisées, de manière que le point oscnodal devienne un point de rebroussement tacnodal, et la théorie s'étend ainsi au cas des quartiques qui présentent cette singularité. Dans tous les cas qui précèdent, nous avons exprimé les coordonnées x^ jk, ^ d'un point de la quartique, sous forme de fonctions quadratiques d'un point variable x\ y, z^ de la conique; et, comme ces dernières coordonnées peuvent s'exprimer elles-mêmes sous forme de fonctions quadratiques d'un paramètre 9, les premières sont des fonc^ tions du quatrième degré de ce même paramètre.
291. Dans le cas qui nous reste à considérer, celui où une quartique a un point triple (général ou de forme particulière), la manière de procéder dont on a fait usage dans les derniers articles n'est plus applicable ; mais nous pourrons obtenir immédiatement d'une autre manière les coordonnées exprimées sous forme de fonctions rationnelles d'un paramètre. Si nous prenons le point xy pour le point triple, l'équation de la courbe est de la forme ^t^3 = 1^4, dans laquelle i^3 et W4 sont des fonctions homogènes du troisième et du quatrième degré en x et y. Si nous y faisons la substitution Y = %cs^ nous obtenons ^63 = ^^4, où O3 et 64 représentent des fonctions du troisième et du quatrième degré en 9 ; et nous trouvons alors que x^ /, z sont respectivement proportionnels à O3, 9O3, O4.
La méthode employée ici est exactement celle dont nous avons parlé dans le n^ 44. Une droite variable^ = 9^ menée par le point triple ne rencontre plus la courbe qu'en un seul point, dont les coordonnées peuvent en conséquence être exprimées rationnellement en fonction de 9, et nous aurions été conduits à des résultats qui auraient été les mêmes en substance si nous avions employé la même méthode que dan ^
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les cas considérés précédemment; si par exemple, dans le cas d'une qiiar tique trlnodale, nous avions déterminé chaque point de la quartique en le considérant comme le point d'intersection de la courbe avec une conique variable qui passe par les trois nœuds et par un autre point fixe de la courbe.
Le cas spécial d'une quartique à point triple x^y:=zz'' mérite une mention particulière, parce qu'on le peut traiter par une méthode exactement semblable à celle dont nous nous sommes servis (n° 21^). En dehors du point triple, la courbe n'a pas d'autre point singulier; mais elle possède un point d'ondulation, et sa réciproque est une courbe de même nature.
291 a. Nous pouvons aussi appliquer aux quartiques unicursales la méthode du n° 216 {a). Nous pouvons exprimer les coordonnées d'un point sous la forme
et en déduire immédiatement (n° 44) l'équation de la qùar-^ tique correspondante. En se reportant aux numéros que nous avons cités, on pourra facilement former l'équation qui détermine les paramètres des points d'inflexion et la relation qui existe entre les paramètres de trois points situés sur une même droite. On peut aussi procéder comme il suit. Dans l'équation Ix + my + nz = o, remplaçons les coordonnées par leurs valeurs écrites ci-dessus ; nous obtenons une équation du quatrième degré qui détermine les paramètres des points suivant lesquels cette droite coupe la courbe (^). La
(^) 11 est clair que, si nous formons le discriminant de celte équation, nous aurons l'équation de la réciproque, oit l'équation tangentielle de la courbe, sous la forme S^ = T^
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théorie des équations nous fournit les relations
la -\-ma' -h na" = \l\).']x" [jJ\
6 (/c + ?nc' + ne") = IV fx'^ ix"' -H i^ix^ V 1"
-h 1¥ fJL^ ix'' 4- (x{i'' y \" 4- \V"\x' ^"+ \xix"'\'l\ - 4 {ld^-md'-\-nd")-=r. p.X'' }/^ }./^^ 4- Xs! V V" + X)/ ^'V" + XX' X'^ jx'^ le-\-me^~\-ne' —WYV",
Si nous éliminons linéairement /, m, n, V^^, ]i!^' entre ces équations, nous obtenons la relation qui lie les paramètres de trois points situés sur une même droite; c'est le déterminant
6c 6c' Ç>C' G B rzzo,
~[^d —^d' —kà!' D G e e' e" . D
dans lequel nous avons posé
A =: \xix' ix\ B r=z Xfi.' |J/ + X' ix" IX 4- X'^ [X-y , G z::z IxV y 4- (x' X'' X 4- fi.'' XX", D ==rJ)ûJ V,
X ' X' X" En posant - = ^^ = —-y nous trouvons que les paramètres
des points d'inflexion sont" déterminés par la relation
Le premier déterminant développé nous donne
24(a^'c")D2 4- i6(ab'd')CD 4- f^{ab'e"){C'- — BD) 4- 2i{ac'd")BD 4- 6(ac'c") (BG — AD) 4-96(6c'^")AD4-4(«^'e')(B'-AG) 4- 24 ( ^c' c") AG 4- 1 6 ( bd' e') AB 4- 24 ( C6/' e" ) A^^ v----: o.
— kb"
de'
dd'
3(xX2
3(xX-^
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Le second déterminant développé et divisé par a/f nous fournit, pour déterminer les points d'inflexion, l'équation du si X i è m e d e gr é q u i s ui t
i^ab'd') X6 + 2 ( ab' d") X^a -F [( ab' e") + 3 ( ac' d")'\ \^ -V^
-i-l2{ac'e')~^[^{bc'd")'\l^li.^-\~[{ad'e")^'^^^^^ ,
+ 2(MV0XîxS + (cr/V0p.^=o.
Si dans la relation précédente nous supposons que deux paramètres soient égaux entre eux, nous obtenons la relation 4|TO lie un point quelconque A avec l'un des points B où la tangente en A rencontre à nouveau la courbe; ainsi, si nous remplaçons respectivement D, G, B, A parX^^V, 2X^[j.X/ + )v- \i' ^ fx^l^-j- 2X.jj.|i.', p.2|i-^, nous avons
¥-\^^{ab'c"))^-\- ?>2{ab'd")\^ix
-i-2X'iV|8(aZ^Vf)>^'^-[4(«^'O-H24(«c'6f0]>^'!^
-+-[i2(ac'0-+-48(^c'^^')]^V'
-h[^{ad^ e") -\- 2[^,{bc' e")'\l\^^ ^ ^{bd' e")\j.'\
-h\x'^\^[ab'e")l^-+-i2{ac'e")l^\K
~F[i2(a^/'e0 + 24(Z>c'e'0]X2FH-32(M'O>^l^'-+-24(c^/'e'0l^.M=^o.
Cette équation nous permet de déterminer les paramètres soit des deux points B qui correspondent à un point A de la courbe, soit ceux des quatre points A qui correspondent à «n point quelconque B. En formant la condition pour que l'équation en "ï! ', [jl^ ait ses racines égales, nous arrivons à nue équation du huitième degré en \\]j. qui détermine les luiit points de contact des quatre bitangentes de la quartique.
Comme on a démontré qu'il est possible de trouver quatre fonctions i, u, v^ w linéaires en ^, r, z et qui, exprimées en fonction de \, ]x soient des carrés parfaits, il est clair qu'en extrayant les racines et en éliminant linéairement A-, X[x, p.-.
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réquation de la courbe pourra être écrite sous la forme
291 b. Nous obtiendrons, comme dans le n"" 216 c, la condition que doivent vérifier les paramètres d'un nœud en remarquant que la relation qui lie les paramètres de trois points collinéaires doit être satisfaite quand deux de ces paramètres correspondent au même nœud et le troisième à un point quelconque de la courbe. Posons
ix' iij' =: a, a' ]x" + y |x' =zz p, X' r = Y ;
il vient alors
A = p.a, B — XaH-p,[3, C = Xp + [JiY, D — Xy.
Portons ces valeurs dans le déterminant du numéro précédent et égalons séparément à zéro les coefficients de )v-, }vp., p.-; nous obtenons les trois conditions
-lib
Çc
-4rf
— kd'
-kd"
-4rf
S. — Coiubes planes»
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Ces conditions développées sont les suivantes :
^[^{ab'c")f --i- iÇ>(ah'd")^^ 4- [^{ab'e"){^^ — ay)
-^r'2.^{ac'd'')rx^i-\-6{ac'e'')a^-\-^{ad'e''):l}z=lo,
-Ar2l^{bc'e")a^(-\-iQ{bd'e")^^-\'2^{cd'e")a}z=zo,
iÔ{ab'd')f-i- 4(aZ>'e'0Pï + 24(ac'^'0pT
a&e")(^^ -+- 96{bc' d')a^( -h- ^{ad^ e')a
~{-2^{bc'e')a^-hi6{bd^e')a'=:o.
Combinons avec ces équations les trois équations que l'on obtient en multipliant respectivement par a, [3, y l'équation )v-a — [jiaP -\- ^^y =: Oj et éliminons linéairement c/?, (S^, v^, j3y, ya, a^ ; nous aurons pour résultat une équation du sixième degré qui déterminera les paramètres des trois nœuds.
Il est facile d'analyser, comme dans le n° 216 a, les différents cas où l'équation du sixième degré du numéro précédent peut avoir des racines égales et d'arriver ainsi aux différents cas particuliers de quartiques unicursales que nous avons fait connaître précédemment.
INVARIANTS ET COVARIANTS DES QUARTIQUES.
292. Quand nous aurons l'occasion d'écrire tout au long l'équation d'une quartique, nous la mettrons sous la forme
a.^•* -h bj^ -f- cz^ + 6/f-z'- + 6^^^^^ _^ 6ha:\y^'
-+- 1 2 lœ'^ yz 4- 1 2 7ny^ zœ -hi^nz^ xy 4- 4 <^2 «^^./
a^x^z 4- f^b^y^x 4- ^bzy^z -\- [\c^z^x 4- 4<^2^^7~o
Le concomitant de l'ordre le moins élevé en fonction des coefficients est le contravariant (n° 92) du second ordre par rapport aux coefficients, dont l'expression symbolique est (ai 2)^; quand cette fonction est nulle, elle exprime que la droite a^-f-^jK + y^ coupe la quartique en quatre points pour lesquels l'invariant S est nul. Nous appellerons ce contravariant a-; il est du quatrième ordre par rapport aux va-
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riables a, (3, y ^t ses coefficients sont
K — bc -\- Zp — [\h^c^ B trz ca H- 3^-^ — 4^1 ci-i
V ■=! af -\- gh 4- 2 /'^ — 2 «2 ;i — ia^ m
G =: ^^' -H A/ 4- 2 7?i- — 2 />3 / — 2^1 ;i II =r cA +/^^' H- 2 /i^ — 2 Cl m — 2 (?2 ^
L =rz 2// — 77171 — gb-^ — hc^ 4- bi Cl
M =: 2 g77i — Til — hci — fa^ + Cg a^
N = 2 /i/2 — l77i — fa^ — gbi -H «3 ^3
A2 = 3/72C2 — 3 nf — cbi -h ^3 Cl, A'^-=: Snb^ — 377i/ — bci H- biC^ ,
B3=:3/^a3 — 3/^ — ac2 4-^2<^i> Bi-r=3/ci — 3/i^ — ca2H-C2<r^3,
Gi = 3/6i — 3m/z — ba^-^b^a^, G2^=3/?ia2 — 3/A — ab^-^-a^bi.
293. Le contravariant que nous venons d'indiquer est l'évectant de l'invariant le plus simple A, lequel est du troisième ordre par rapport aux coefficients et a pour expression symbolique (i23)'*; autrement dit, on trouve a- en effectuant sur A l'opération
et réciproquement les valeurs déjà données pour les coefficients de a- nous permettront d'en déduire les coefficients de A. Cet invariant est
A iziz abc H- 3 (a/- -f- bg^ 4- cJi^) — [\{abàC^^ 4- bcia^ 4- ca.^b^ ) -r- 1 2 (//^ 4- g77i'^ 4- h7i^ ) 4- ^fgh — 1 2 lm7i
— .r 2 ( a2 7if 4- ^3 /7if 4- bi 7ig 4- ^3 Ig 4- Cl mh 4- C2 Ih )
- r I 2 ( Ibi Cl --H 772^2 «2 4- 7ia^ ^3 ) + 4 ( <^2 ^3 <^1 + ^*^3 ^1 <^2 )•
Si nous employons la même notation que dans le n*^223, la \aleur de A peut s'écrire
r(6/^)4-4(^ca) + 3(^6-) — i2(c2^),
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OÙ
(dca):=z a^{d.^c^— ?>d^c^-\- ?>d^c^ — d^Cç,)
-\- ai{d^CQ — Zd^c^ + 3<iiC2— d^c^)^ {dlP')^=- dç^h\ — [\d^b^b.2 + ^d^bl + ^d^^b^b^ — [\d^bQb^-\-dj,bl, (c^ b) ~ b^ (C0C2 — c| ) — ^1 (co C3 — Cl C2) + 60 (Ci C3 — c^ ) ;
les invariants (<i^), {dca)^ . . ., sont tous connus d'après la théorie des formes binaires.
294-. L'invariant B qui vient immédiatement après comme simplicité est du sixième ordre par rapport aux coefficients. On peut le former en prenant les six équations que l'on obtient en différentiant deux fois l'équation donnée par rapport à ^, JK, z, et en éliminant dialytiquement x^,jK^, ^^, zx^ xy^ yz entre ces six équations. Nous avons ainsi B sous la forme du déterminant
Nous allons maintenant donner l'expression développée de B. En passant, nous remarquerons que Clebsch s'est servi de cet invariant pour montrer que la forme
dans laquelle />, q^ r, 5, t sont des fonctions linéaires des coordonnées, n'est pas une de celles auxquelles on puisse ramener l'équation d'une quartique quelconque. Comme />, ^, . . . contiennent chacune implicitement trois constantes, la forme qu'on vient d'écrire contient quatorze constantes indépendantes, et par conséquent paraît, à première vue, susceptible d'être employée comme forme canonique suffi-
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samment générale pourreprésenter une qiiar tique quelconque. Mais, en formant pour l'équation ci-dessus l'invariant B, on trouvera qu'il est nul et que, par conséquent, cette forme ne représentera que les quartiques pour lesquelles B = o (^).
295. Pour le calcul de la valeur de B, il est commode de se servir de la valeur suivante d'un déterminant symétrique à six lignes et six colonnes, dont les éléments sont représentés par a-, ab^ ac^ ... ; èa, b'^, bc^ ... :
a^ b^ e- cl- e^f --^a'b^ c" d? ( eff ^ iy.o}b''c' .de, ef.fd -^^a'b''{cdY{efY — i^a'-b''. cd.de. ef.fc-^ i^d^ .bc.cd.de. ej .Jb
— ilLa''{bcYde.ef.fd-^iI.{aby-cd.de.ef.Jc — ^ {aby {cdf {eff
— i^ab .bc.cd.de. ef .fa -\~ 2 I^ab .bc.ca.de . ef.Jd.
La valeur développée de B est la suivante :
abc {fgh — //^ — gi-n} — A/i^ + 2 Imn ) ~bc[l'* — l^ gh + i{gm — ni) a^l -\- i{ hn — ml) a^ l
-\-{n^—fg)al-^{m'' — fh)al-\-'2{fl—mn)a,^a,']
- ca [ m'' — ni^fh -\-2{/l — jjin )b^7n + 2{hn — ml) b^ m
-^{n'^-fg)b\-^{l'-.gh)bl-\-i{gm~nl)b,b,'\
- ab [ n'* — ^^^^fg H- 2 (// — mn)ci n -i- 2 {gm — ni) c^ n
-^{m^—/h)c\-i-{l^ — gh)cl-i-2{hn — lm)c,c,^] .{af-^ bg'' ■+- cJi^ ) {fgh —fV — gm"" — hn"" + 4 Imn )
- 8 ( afni" n'- + bgn'' V H- chP- /n^ )
- 2 af^- [b^ gn + Cl hm ) -+- 2 bg'^ {c^hl-\- a^Jn ) + 2 cli'-' ( ajm -\- b-^gl)
- 2 af{ b^ n^ -hc^m^) — 2bg{ c^ l^ -^ a^n^) — 2 ch {a^m"^ -{- b^ P )
- 2afl{b.^n'^^ c^m}) -\- 2bgm{cy P' -\- a-^n''-) + 2chn{a'^m} -\- bi l^)
- 2afmn{b.^g -\- c^h)-~ 2bgln{c^li-^- a-J)— 2chlm{ayJ-^ b^g)
- 2 a ( 63 mn^ -\- c^nv' n)— 2b{ c^ nl^ -^ a^ln^)— 2c{ a^ Im^ -h b^ ml^ ) -a{blgn^^clhm^)-^b{clhl'-halfn'')-\-c{alJm^-hblgP)
- 2afl{mb^Ci H- nbiC^)-^- 2b gm {nc^a.^~\- lc^a^)-\- 2chn(la^b>^-\- ma^b^)
- 2amn{mb^Ci H- nb^c^)-^ 2bnl{nc^a.^-\- Icia^)-^- 2 clm{ la^b^ -+- ma^ b.^] - 2 af{hnb^Ci -+- gmb^ c^) — 2bg {fie 2 ^3 H- hnc^ a^) — 2 ch{gina^ by ~\-flao b-^)
(^) Cette classe de quartiques a été étudiée par Lûroth {Mathematische Annalen, t. I, p. 3^; 1870).
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-^2{fg li-\-lmn) {ab^c^-\-bc ^ a^-\-ca^_^ b^) — 2 afP- b-^ c^ — 2 bgiii'-' c^ a^ — 2 cliii-a.b^
— 2 ( af'^ eb^ Cl + bg'^ mc^ a- -\- ch^ na^ b^ )
— iab^c^{b^gn-\- c^km) — 2 bc^a.^(^c^hl H- a^fn) — ica^b^ {a^fm -\- b^gl) + 2 a^i Cl ( ^2 ^^ 4- b^n})-\~ 2 bc^ a^^a^n"- -\- CxV^) -\- 1 ca-^ bs{biP-i- a^ m^ )
— 2 al{mbic\ 4- riCib\) — 2 bni{nc^^a\ -\- la^cl) — 2cn{a^b\ -^b^a\) + a{hblc\-^- gb\cl) ^ bifclal-^ hc\a\)^ c{galb\^ ha\bl)
-f- afb\ c\-\-bgc\ a\-^chal bl-\-ialb^ c^ b^ Ci-\-2bmc^ a^c^ a^-\- 2 cna^_^ b^ a^ /^^
— 2 ab^Ci {mc^b^-\-nbiC^) — 2 bc^a^^na^c^-^- Ic^i^a^) — 2 ca-^b ^{Ib ^cii-i- ina-Jj ^) -r if g'*- li^ — fgh{fl^ -^ gm"" -^ hn})-\- lofghlmn — (//^+ gm? -^ lni'-y
-h 2 /m/2 (//2 _|_ gjyf^ _|_ /|,^2 ^ — p-mP- n}
-\- 2 ( ^1 ^n + Cj /i7?2 ) (^vn^ + hn} — 2//^ — fgh — Imn )
H- 2 ( «2/-^^ -^ c^hl) {hn^ -\- fP- — 2 ^772^ — /5>7z — Imn )
A 4- /7?272 4" hn^ fP
— 2 ghmnbi c^ — 2 hfnlc^ a^ — ifglma^ b-^
+ i^b^c^gm + b-^cjiii){gh ~\- iP)-\- 2{c^a^hn -^ c^a^fl)[hf -\- 2in^) 4- 2{a.^bjl-^ b^a^gm){fg—2Tp)
— 2{alc^pm + bla^g2n-{- c\bJPl-\-a\bJ^n-^ b\c^^g''-' l -\- c\aji' m) + 2fmn{alc2-^ al b-^)~\- 2gln{ b\c^-\- bla^)-\- 2hlm{c\ bi-h cla^)
— 2 ( ^2 Z?3 Cl 4- <^3 ^1 C2 ) {fP 4- ^/^"^ -h hn^ 4- /7727Z )
— 2/^2 a^{c^m^- 4- ^3 /^■^ ) -— 2gb^ b-s ( Ci P -h a^n^) — 2 /iC| Cg {b^P-^- a^ in- ) 4- 2(//— m72){gbiC2a2-\- hc^a^^b^)-\- 2{gm — nl){hc^azb^-^- fa^b^c^) 4- 2 ( /^/^ — /772 ) {fa-à b^ c^ 4- gb^ C2 <^2 )
— {Pb\c\-^ 772^ c^ a| _^ ,^2 ^2 ^2 )
+ 2 ( Z^3 Cl ^2 — C2 «3 ^1 ) ( Z?3 ^7 4- Cl /i772 4- a^fji — c^Jil— a^fm — b^ gn ) -\- 2{b^c^a^ a-^f- -^- c^a^b^b^ g^ 4- a-^ b^ c^ c^ JP )
— 2gh{b\a.^c^-V c\a^b^)— rLhf(^c\b^a^-\- a\b.^c^)— 2fg{a\c^b^-\-b\c^Œ^ -f- (4// — 2inn)c^a^_^a-^b^~\- {t^gm — 2nl)a^b.^b^Ci-\-{[\hn — 2l7n)biC^c^a.j, -4- 2(a2è3<^i4- a^b.^c^){lb^c^-\- mc^a^^ Jia^b.^) — (a2è3Ci4- «3 6iC2)^
Dans la notation des n"^ 223, 293, la valeur de B est
r{d^)ib'^) — r{d^c'-b) + r{dc')--{d''){ba')-\-{cPcHP) -^2{d'-cb'^a)— {b'^){d'^b'^)—2{dc^ba)-h{dc^b') — {c'~b)\
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OÙ
{(p)-=i dç^d^d^ -!- id^d^d^ — d^dl — d^^dl — d\,
{d^c'^b)-— ^o[<^|(<^4<^2~ d\) + ic^c^{d^d^~ d^d^) + ic^c^{d^d;^ — d\) -\- c\{dQd!, — d\) -\- 2CiC^{d^d.^ — d^d,_) -\'C\{d^d,^ — dl)'\ 4- b^-[cl{d^d,^ — dl)-{- Q.c^c^{d^d^^d^d^)
H- 2 Cq C2 {d^ d.^— d\)-\- c\ (<:/o d,^ — d\
c^c^yd^d^ — d^d^) H- c\ {d^d^ — d
— 2^1 [coCi(<i2<^4 — ^^3) + CQC^id^d.^ — didi^) ~^CoC^{did^ — dl) ~\-c\{d^d^ — d^d,^) -h Cl C2 (<^o^4 4- d^d.^ — 2 (i^ ) + CiC^{did2 — dod.^)-^ cKd^d^ — d^d^) -hc^c^idod^—dl)].
(d-c-a-) se déduit de (d'^ c^ b^) en remplaçant bo^ ^2, ^i par a^, a^ et «o <^i •
{dà) = dQ ( Ci C3 — c|)'- — 2 «io ( Co C3 ~ Ci C2 ) ( Ci C3 — c|)
CoC3 — CiC2)' + 2(CoC2 — C^)(CiC3 — c
— 2<i3(CoC2 — c^) (C0C3 — C1C2) + <^4(CoC2 — cf )-, ( èa^ ) rzz ^2 ^0 — 2 ^j «0 <^i -+- boal, {d'cb^a)=: [boa^Ci — ^1(^1^0 4- <^oCi) H- ^2<^oCo]P
+ [b^a^c^— by{aiCi H- «^0^2) + ^2<^oCi]Q H- [60^1 C3— bi{aiC^ + aoC3)+ è2<^oC2]R et
P = bç^^d^d,^-— d\) — b^i^did^ — d^d^)-^ b^{did-^— dl),
Q~ bQ{d.j,d.^ — didr^)~bi{dl — ^o<^4) + b^^d^d.^ — d^d-^), Rnz bQ(did.i — d'I) — bi {d^d-^ — did^)-{- b^^d^^d^ — d\) {d^b^)^{d^d,~dl)bl~\-{d,d,-dl)b\^{d,d^-d\)b\ + ib^b^^did^-— d^d^)
-\~ 2b^bQ{did^ — dl) -f- 2 b^bi^d^d^ — d^d^), (<ic^èa)=zao[P(ciC3 — c^)+ Q(c2Ci — CoC3)+R(çoC2— c^)]
+ ai [ P^ (Co C2— c? ) + Q' ( Cl C2— Co C3 ) + R' ( Ci C2— c^ )], où
p — bQ{c^^d^ — C3<ii)H- bi{c^dQ — Cid^)-h b^{cidi — c^do), q^ boic^d.^ — c^d^) H- bi{c^di — Cid-i) + b^{cid^ — c^dy), ]\~ b^{c^dr,~ c^dz) -^ bi{czdi--Cid,^)-\- b^ic^do — c^d^),
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0'=- bo{c^d2— Cid^)-{- b^{cQds— c^d^)-^ b^icid^ — CQd^)^ IV = ^0 (^2 <^i — <^i <^2 ) + ^1 ( <^o ^k — C2do)-\~ b^ic^do — Cq d^), (dc'^ b^):z=i do[cl b^bl — '2C^C2{b(^bib2-\-b\) -h'2C^c^b\b^^ -\-cl{b,bl-^?>b^b\) — [^c,c.^b,bl-\-b\c\'\
— 2d^[clblb.^ — c^'C^X^lb2+ "^^bç^bl)
-+-c^Coblb2-\- 2clbobib2 -{-c^c^blb^ — iCç^c^b^bl — clb^pl-^ Cç^c^bll -f- ^2 [^3 ^0 — 2 C3 Cl ( bl ^2+ 2 ^0 ^1 ) + 2 <^3 Co ( ^1 + ^0 ^1 ^2)
— 2 C2 Co (Z?0 ^1 + 2 62 ^1 )— C^ ( /^O 6? + 2 ^2 ^D ^-<^0 ^2]
— id.^[clb\b^— Cf^c.^{bç^bl-i- ^b^bl)-^ c^c-^b^bl
^2c\bQb^b2-\-c^C2bç^b\—iCiC^blb^—c\bJ?l-i-C2Czbl'] -^ d^lclb^bl— 2 Co Cl (^0^1 ^2+ ^1)-+- 2CoC2^i ^0 + c?(6,^Z^2-H3Z^o^n+i^oCi^i^o-H^Scy,
(c^ b)=:b,^{CoC2—cl) — bl (C0C3 — Cl C2) + ^0 (Ci C3 — cl ).
t297. Nous avons vu (n^ 221 ) que, si nous avions un co variant du quatrième degré, nous pourrions déduire des invariants déjà obtenus toute une série d'autres invariants. On peut immédiatement avoir un invariant de cette nature en ibrmant l'équation du lieu d'un point dont la première polaire est une cubique pour laquelle l'invariant S s'annule; en d'autres termes, en égalant à zéro le S de la cubique polaire. L'expression symbolique de ce covariant est
Le covariant de la quartique
ax^ H- by^ -\- cz^ -\- d u/' -{- e ^^ ^=.0
est de la forme
Donc, comme nous l'avons vu, la première forme, quoique
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contenant en apparence un nombre suffisant de constantes, est une forme spéciale à laquelle l'équation d'une quartique ne peut pas en général être ramenée; de même aussi la seconde équation est une forme à laquelle on ne peut pas ramener l'équation d'une quartique, à moins qu'une certaine relation entre les invariants ne soit satisfaite.
Il y a encore d'autres covariants du quatrième degré; mais celui dont nous venons de parler est de l'ordre le moins élevé en fonction des coefficients. Tout autre covariant du quatrième degré et du quatrième ordre par rapport aux coefficients doit être de la forme S -f- A'AU, dans laquelle k est un coefficient numérique et A le premier invariant. On peut facilement le vérifier en formant le contravariant du contravariant du n° 292.
298. Les valeurs générales des coefficients de S n'ont pas été calculées, pas plus que celles des invariants d'ordre plus élevé. J'ai pensé cependant qu'il était intéressant d'étudier le cas particulier
a^^ + by^ -f- cz^ --h 6/ y^^ _^ ^gz^œ''- + ^hx^y- — o.
Cette forme, qui ne contient implicitement que onze constantes, est par conséquent un cas très particulier de l'équation générale de la quartique; mais elle se prête facilement au calcul, parce que le covariant S est de la même forme
et par conséquent (n^ 221) on peut d'un invariant quelconque déduire un autre invariant, en effectuant sur le premier l'opé-
ration d,-. — \-h -^j -\- - - * -, que nous représenterons par le
symbole cp. Quoique des invariants qui existent en général puissent s'annuler pour le cas particulier que l'on considère ici, les invariants qui sont distincts dans ce cas seront cependant distincts en général. En calculant les invariants pour le
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cas parliciiHer, nous obtenons tous les termes des invariants généraux qui ne contiennent que les coefficients a, 6, c,/,
Les valeurs des coefficients de S, pour la forme en question, sont
a =6^-/r, b=:6Ay^
f -=. bcg/i —f{bg'--'r~ ch') —fgh, g zrz ca/if — g{ch^ + af) —fg'-h, h =r ahfg - h{ap + %2 ) -fgh\
Il esl bon de se rappeler que, pour la même forme, les valeurs des coefficients du contravariant a* (n" 292) sont
A z=i bc -{- 3/^ , B = ca-i- 3i
F = a/+ gh, G-bg-^ h/) H =^ ch -^fg.
B = AR — 4PR — 4R
L'opération cp efTectuée sur ces diverses quantités donne les résultats suivants :
cp(P)=r3 6LR— 2PR-4Q4-18R2,
<p(Q)nz — 2PQ — 4RQ — 6LR2 4-I2PR2+4LPR,
cp(R)z=rQ-2PR-3R2;
par conséquent cp( A) = 18B.
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Nous pouvons obtenir un nouvel invariant du neuvième, ordre par rapport aux coefficients en effectuant sur B l'opération ce. Le résultat est
cp(B)zzzG,=:Q(L-P-hl4R)
— LR(2P-h9R) + R(2P2 — 3PR — 3oR^).
L'invariant ainsi trouvé n'est pas cependant le seul invariant indépendant du neuvième ordre par rapport aux coefficients. Si nous écrivons l'équation générale d'une quartique Ur^ -1- u^z -\- 112^^ -\- u^z^-r- cz'* = o, en général la puissance la plus élevée de c qui figurera dans un invariant du neuvième ordre sera la troisième et c sera multiplié par un invariant du sixième ordre par rapport aux coefficients de la forme binaire Ur^. Ce dernier invariant doit être de la forme s^-\-kt^^ et un invariant quelconque du neuvième ordre peut se diviser en deux parties, dans l'une desquelles c^ sera multiplié par ^^ et dans l'autre par t-. La première partie peut s'exprimer sous la forme Ik.^ + mAB -f-/zCi, où A, B, C sont les invariants déjà calculés; pour la seconde, un nouvel invariant est nécessaire, etnous allons donner l'un des moyens par lesquels on peut l'obtenir. Mais tout d'abord il est nécessaire de mentionner quelques autres covariants et contravariants.
La valeur de la Hessienne, dans ce cas, est
aghx^ -\- bhfy^ 4- cfgz^ -^{ahg -H ahf — Zg}i^)x^y'^
-+- [ach + afg — ?>g^h)a)^z^ + \abf -^^ bgh ~ ^f]i')y^x'
~i-{bch+bfg~?>fh)y^z^-^{caf^chg^^fg^^)z^x^^
+ ( bcg + cfh - 3/ g ) z^y^
-^{abc — Zaf — Zbg'' — ?> cli" -h iS/^A) <^^/^^
On a aussi énoncé (n" 92) qu'une quartique a également un contravariant du sixième degré dont le symbole est (a î2)-(a23)^ (a3i)-. Dans le cas que nous considérons, sa
Hosted by
38o CHAPITRE YI.
valeur est
{bcf—f)a^-\-{cag — g^)^'^-\-{abh-'h^)f
-\-\bcg -H 6c/A — 3/2^0^^P -^{bch -^6bjg — Sfh)a'f -\-{ac/ -\-^cgh — 3^V) p'- «2 +(ac/i + Ç>afg — Zg'-h) ^'f -^{abf -i-6bgh— 3/A2) foL'--i~{abg 4- 6 a/h — 3gh^)f?.' ^[abc — 3{af -h bg^ H- ch^) — 48/^A] «' ^ y'-
Si nous introduisons des symboles différentiels dans l'une de ces deux formes et si nous opérons sur l'autre, le résultat est A^ + Sy6B. Si nous opérons sur la Hessienne avec le contravariant a-, nous obtenons un covariant quadratique du cinquième ordre par rapport aux coefficients, et si nous opérons sur le contravariant du sixième ordre avec la quartique elle-même, nous obtenons un contravariant quadratique du quatrième ordre par rapport aux coefficients. Leurs valeurs sont respectivement
(a/'^^ -,- bgy'^ H- chz'^){L -i- 3 P 4- 3oR)
-h{ghœ^ -\- hfy^ -i-fgz^){ioh — 6F — 12R)
— 8 {af a2 -1- bg^ p + ch^ ï') + 4 ( bcgh a^ -h caA/p^ + ab/g f) .
Si nous introduisons des symboles différentiels dans l'un quelconque de ces deux concomitants et si nous opérons sur l'autre, le résultat est un nouvel invariant
G2=(8oL — 32P + 448R)Q H- 3P3 — ÔP^L — i34P^R -f- SPL^ -I-128PLR — 6oPR2 + io2L2R-t-4o8LR2 — 72R^
Il ne semble pas qu'il y ait pour la quartique que nous considérons d'autre invariant indépendant du neuvième ordre. Si, par exemple, nous opérons avec le contravariant conique sur la quartique elle-même, le résultat peut s'exprimer en fonction des invariants déjà trouvés; il est égal à
G,— 80C1— 180 AB
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Il aurait peut-être été plus simple de prendre pour second invariant indépendant J(C^ — SaC^ ) ou
G3 = i6 QL H- P^ — 2 P^L - 66P2R -H PL^
+ 64PLR H- 12PR2 + 34L2R + 232LR2 + 296 R^
301. Nous allons maintenant chercher les invariants du douzième ordre par rapport aux coefficients. Nous pouvons former l'invariant cubique de la quartique S au moyen des formules
Uz=2i6RS
P^=:6(Q2 — 2PQR — 4R'Q-i-2P2R2
— 2 PLR2 + 4PR'^ -h 6LR3 -h 3 R*), R^ =n Q2 _ 2LKQ _ P2R2 _ 2PR3 4. L^R^ -f- 4LR3 — R'^ ;
d'où
où
D,=:4Q2-|-Q(— 6RP — 2LR — I2R2)
_l_ 5P2R2 _ 6PLR2 +ioPR^ + L2R2 H- 22LR3 -f- 44R*- En effectuant l'opération cp sur d , nous obtenons
D2 =: 24Q^ + Q (4P- — 4PL — 84PR — 20LR — 248 R^) — 4P'R — i4P'R' ■^- 4PL2R 4- I44PLR2 + 444PR' — iSL^R^ — 84LR^ -h 216R*
et, en combinant ces deux derniers résultats, nous avons
D2-6D, = 4D3, où D3 = Q(P2 — PL — i2PR~2LR— 44R2) — p3R_iiP2R2 -f- PL2R H- 45PLR- H- 96PR3 — 6UR^ — 54LR^ — 12R4.
Au moyen de ces invariants et des autres que nous avons déjà donnés, nous pouvons exprimer les autres invariants du douzième ordre, tels que (C_) et le discriminant du contravariant conique.
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De même aussi, nous pouvons exprimer en fonction des quantités qui précèdent les invariants du contravariant du quatrième degré ; nous avons
ÎV = L^ -h 3PL -h gQ -h 27R2,
R^=::LR^-Q-}-PR-hR^
P' = 3P2 — 5 Q + 6PR -h PL + 6LR + gRS Q^=:3Q--j-Q(3P'-4-/iPL4-24PR + L2 — 8LR + 6R2)H-i2P2LR -h iSP^R'- + 4PL'R + 10PLR2 -H 36PR^ — 36LR^ + 27R^
d^où
A^z=A^4-i2R, B'=:4Di4-AGi-HA2B-i2B^
302. Il faut remarquer que^ bien qu'il n'y ait qu'un seul contravariant conique du quatrième ordre par rapport aux coefficients, il y a deux covariants coniques du cinquième ordre, qui sont (en plus de celui déjà donné) celui qu'on obtient en opérant sur la quartique elle-même avec le contravariant conique; le résultat est
(3L + 9P -H loR) (a/^^- + bgy'- 4- chz'')
+ (ioL+ 2P-i-4R)(^Vz^2_^A/7^4-/-52)
et, si nous le combinons avec celui que nous avons donné précédemment, nous pouvons l'écrire sous la forme simple
4R(a/V- -h bgy^ + chz'')
+ (L _ P - 2V.){ghx^^^hff^ +A-^^-).
Le discriminant de cette dernière conique donne le plus simple des invariants du quinzième ordre ; en posant
on a
Ei=:i6MR2Q-h4M2R^P4-M^R2 + 64LR^
ou bien, en l'écrivant tout au long;
Ei=:z:l6(L — P~-2R)QR^-
^ R2(3P2— 5P^L 4- loP^R + PL^
— 4PLR + 4PR' + L^ - 6L2R + 76LR2 _ 31^3) ,
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Les trois autres invariants du système de coniques sont aussi des invariants du même ordre de la quartique; et en outre nous pouvons aussi calculer Dj, D2, .... Toutes ces quantités s'expriment en fonction de E^ et de E2, cette dernière quantité étant
_I_(3P3_5P2£_5P2R^PL2_228PLR — 2172PR2
-l-L3-f-298L^R4-2636LR2— 4296R^)Q M-R(-i2P^ + 44P'L-52P2L- + 2oPL^) H- R2(348P^ — 852P2L -4- 3o8PL2 + 324L3) -i-R3(i32oP^ — 416PL + 2i6L2) + 72oPR^ -H I i376R^ — 864R^
Il y a aussi deux invariants indépendants du dix-huitième ordre; le premier, qui est le C^ du contravariant du quatrième degré, est
Fi=:I28Q^4-Q2
(_ 48P2 -t- 80PL + 368PR + 32L^ — 528LR — 160 R^) _^ Q (gP4 _ I2P3L — io8P^R — 2P-L- + 324P-LR
+ 24oP-R2h-4PL3h-6oPL2R — 288PLR-H-528PR^ ^_ u — 2oL5R — 4ooL2R2 — 25i2LR3 — i44R^) _l_i8P«R— 24P*LR-i-27P*R-' — 4P'L'R-HI8oP^LIr- ^-6oP^R^-h8P^L^R+II4P'L'R'-t-7I6P-LR^+288P-R'^ -H 2PL^R— 44PL3R--!- 52PL2R3_ 592PLR^-I- 288PR^ — 21 L^R^^ — 6oL^R2 — 720L2 R* — 2076LR^ -1- 240 R^ F2r=i28Q^+Q-(— 8P--240PL — 5312PR
_l_3i2L2 4-9536LR4-ii68oR2) _l_Q(__i8P^+54P'L + ii46P'R — 54P-L2
~i978P"-LR4-7548P-^R-+i8PL^-l-262PL2R — 4432 PLR^- -h 49272 PR^ -H 570 L3R -i-i62oK^R-+6648LR3 + 778o8R^) _l_ 24P^R — 76P^LR " i224P^R- + 84P'L^'R -t-2622P^^LR-— i3o32P^R^ — 36P^L^R — 946P^^L-R'^ -h 8268P-LR3 — 3oi92P2R^H-4PL*R- 822PL3R-- —368 PL- R^
-73784PLR^~-5/i72PR^4-ii4L^R-— i524L^R3 — 14712L-R'*— ii39o4LR^-h- 25920 R^
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Il ne semble pas que, même dans le cas spécial que nous considérons, les invariants d'ordre supérieur que nous avons donnés puissent s'exprimer linéairement en fonction de ceux d'ordre moins élevé; et même dans ce cas, je n'ai pu trouver que le discriminant soit exprimable en fonction d'invariants de moindre degré (^).
(') Les valeurs de E, E^, F^ et Fj ont été calculées par M. J.-J. Walker,
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303. Nous avons jusqu'ici discuté exclusivement des équations réductibles à un nombre fini de termes qui ne contiennent que des puissances entières et positives de ^ et jk; il nous reste à dire quelques mots des courbes représentées par des équations transcendantes. Gomme ces équations renferment des fonctions qui ne peuvent s'exprimer que par une série infinie de termes algébriques, toutes les courbes transcendantes peuvent être considérées comme des courbes de degré infini ; elles peuvent être coupées par une droite en un nombre infini de points et doivent avoir une infinité de points et tangentes multiples. Il ne saurait donc être question d'établir une théorie générale des singularités de ces courbes et il suffira de faire connaître les noms et les propriétés principales des plus remarquables d'entre elles. Nous pouvons signaler, en passant, une classe d'équations, appelées par Leibnitz intertranscendantes y ou qui renferment les variables affectées d'exposants incommensurables; par exemple, jk == x^i'^. Ici, en substituant à \] i la série des fractions rationnelles qui expriment approximativement la valeur du radical, nous trouverons une série de courbes algébriques dont le degré croît constamment, et qui s'approchent de plus en plus de ressembler à la figure de la courbe cherchée, mais ne la représentant pas exactement tant que le degré de la courbe est fini.
Nous passons à la cycloïde, qui tient la première place S. — Courbes planes. 25
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parmi les courbes transcendantes, tant au point de vue de l'intérêt historique que de la variété de ses applications physiques. Cette courbe est engendrée par le mouvement d'un point de la circonférence d'un cercle qui roule le long d'une droite. Soit Aie point où le mouvement commence; si, dans une position quelconque du cercle générateur, p est le point qui engendre la courbe, nous devons avoir diVQ, pin zz:^ Km et, en représentant l'angle pcm par cp et cm^ le rayon du cercle, par a, nous aurons
jz=ia(T — coscp), œ=:a{^ — sin:p)
et, en éliminant, il vient, pour l'équation de la courbe,
X -f- sjiay — y
Il est cependant plus avantageux, en général, de conserver o et de considérer la courbe comme définie par les deux équations ci-dessus. On voit aisément que sa forme est celle que représente la fig\ 52. Le cercle pouvant rouler indéfiniment dans l'une ou l'autre direction, la courbe se compose d'une infinité de portions similaires et il y a un rebroussement en chacun des points où deux de ces portions se réunissent.
Fig. 52.
Soit MPN la position du cercle générateur qui correspond au point le plus élevé de la cycloïde; comme Am == arc/)m, AM = MPN et nous avons M /?z = /? P =: arc PN ; autrement
dit, la courbe peut être engendrée en prolongeant les ordonnées d'un cercle jusqu'à ce que la partie prolongée sôit égale à l'arc correspondant mesuré de l'extrémité du diamètre. En représentant l'angle PGN par 9, la courbe rapportée aux axes AM et MN est représentée par les équations
y =z:(2(i -h cos6), ^=1 a(6 --}- sinO).
304. Il est facile de voir comment on peut mener une tangente à la courbe ; en effet, à un instant quelconque du mouvement du cercle générateur, m (son point le plus bas) est en repos, et le mouvement de tout point du cercle est pour ce moment le même que s'il décrivait un cercle ayant m pour centre; donc la normale au lieu du point/) doit passer par m et sa tangente doit être parallèle à NP. On arrive au même résultat analytiquement à l'aide de l'expression
dy sincp ,
-/- = ■ '- — ■ = cot;'> 9.
ax I — coscp
La tangente fait donc avec l'axe des x un angle qui est le complément de GNP, ou qui est égal à icp.
Il est si facile de donner des démonstrations géométriques de quelques-unes des principales propriétés de la cycloïde que nous les citerons ici. L^aii'e de la courbe est égale à trois fois Vaire du cercle générateur. En effet, l'élément de l'aire extérieure (^pp' rr' =^ pp' tt' ^=.W' (^(^) est égal à l'élément de l'aire du cercle; Taire extérieure tout entière AENFB est donc égale à celle du cercle, et par conséquent l'aire intérieure ANB est trois fois l'aire du cercle.
Uarc 'Np de la cycloïde est le double de la corde NP du cercle.
Il est facile de voir que le triangle PP^L estisoscèle et que, par conséquent, si l'on abaisse une perpendiculaire MK sur la base PL, l'accroissement infinitésimal de l'arc de la cycloïde est double de l'accroissement PKde la corde du cercle.
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Donc, si s représente l'arc de la cycloïde, b le diamètre du cercle générateur, x l'abscisse NQ comptée à partir du sommet, l'équation de la courbe est s- = ^hx\ cette forme est très utile en Mécanique.
Le rayon du cercle de courbure est double de la normale.
En effet, le triangle formé par deux normales consécutives a ses côtés parallèles à ceux du triangle PMP^ Mais la base du premier triangle est égale à PL, et, comme nous l'avons démontré, elle est le double de la base PK du second; donc le rayon de courbure est double de MP.
La développée de la cycloïde est une autre cycloïde.
En effet, si nous supposons qu'un cercle soit tangent à la base en m et passe par le centre de courbure R (Jlg-^'i), il sera
Fig. 53.
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égal au cercle générateur et Tare nR sera égal à NP = nD; donc le lieu de R est la cycloïde décrite par le cercle /nR/z roulant sur la base EF ( ^ ).
(^) Les propriétés de la eycloïde ont été beaucoup étudiées par les plus grands mathématiciens de l'Europe, pendant la première moitié du \s\t siècle. Leur attention a été appelée la première fois sur ces pro-
Hosted by
Nous pourrions aussi chercher le lieu d'un point quelconque du plan du cercle générateur, entraîné par celui-ci dans son mouvement de roulement; quand le point est hors du cercle, Je lieu s'appelle une cycloïde allongée; quand.il est en dedans, une cycloïde raccourcie. Ces lieux ont aussi été appelés trochoïdes. Il n'est pas difficile de calculer leurs équations ou de déterminer leurs figures, mais il ne semble pas nécessaire de nous y arrêter. La méthode donnée pour mener des tangentes à la cycloïde s'applique également à ces courbes. Ces dernières peuvent (le lecteur s'en assurera facilement) être engendrées par un point de la circonférence d'un cercle qui roule de telle manière que l'arc pm soit dans un rapport constant avec la droite Am,
30o. Après avoir recherché les propriétés de la cycloïde, on était conduit par une extension toute naturelle à discuter la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sur la circonférence d'un autre cercle. Quand le point est sur la circonférence même du cercle, la courbe engendrée s'appelle épicycloïde ou hypocycloïde selon que le cercle roule à l'extérieur ou à l'intérieur du cercle fixe. Si le point générateur n'est pas sur la circonférence même, la courbe a reçu le nom à^ épitrochoïde ou àliypotrochoïde.
Prenons pour axe des x la position du diamètre commun aux deux cercles, qui passe par le point générateur ; soient CO
blêmes par Mersenne. Mais Galilée a des droits à être regardé comme l'inventeur de la description de cette courbe. N'ayant pu obtenir la quadrature de la courbe par des méthodes géométriques, il essaya de résoudre le problême en pesant l'aire, de la courbe et en comparant le résultat obtenu au poids du cercle; il arriva à cette conclusion que la première aire était à peu prés, mais pas exactement trois fois la dernière. Le problême de la quadrature a été résolu d'une manière exacte par Roberval en i634. La méthode pour mener les tangentes a été découverte par Descartes, la rectification parWren, la développée, par, Huygeas, plusieurs autres propriétés importantes par Pascal.
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upe autre position de ce diamètre, Q le point générateur; soient CN=ra,0N=è,NCB:==ç,P0N = cj;,0Q=:6/(/^-. 54).
Fig. 54..
Gomme BN=:NP; nousaYonsacp=è^;OQM — 180 — (^ + ^) et les coordonnées de Q sont
jm(a + 6)sincp — <isin(cp H- i];),
^ nz(a H- Z?)C0Scp — (^COS(cp + 4^)
ou bien, si a + ^ = /tz^,
y = 7n6 sin cp — cl sin 7?2 cp, ^.-zr mb coscp — d cosm^.
En éliminant cp entre ces deux équations, nous obtenons l'équation de la courbe qui n'est pas nécessairement transcendante. En elTet, quand les circonférences des cercles sont commensurables, après un certain nombre de révolutions, le point générateur revient en l'une des positions précédentes, la courbe est fermée et a des dimensions algébriques finies; mais, si elles ne sont pas commensurables, le point générateur ne reviendra pas à la même position après UQ nombre fini de révolutions, et la courbe sera transcendante.
Pour obtenir les équations de l'épicycloïde, nous n'avons
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qu'à faire d=^± b, ce qui nous donne
y zm b{m sin cp ±: sin m cp) , x:==.b{?n coscp ±: cos/ncp) ;
le signe inférieur correspond au cas où Taxe des x passe par le point générateur quand il est sur le cercle fixe ; le signe supérieur, quand il en est à la plus grande distance.
306. Les coordonnées pour le cas de l'hypocycloïde et de Fhypotrochoïde s'obtiennent, comme le lecteur le vérifiera aisément; en changeant le signe de h dans les équations données ci-dessus. Elles se trouveront comprises dans les équations dont nous ferons usage, si nous donnons à m des valeurs
a — h négatives, ou si nous supposons m = — 72, ou n = —
Si, dans les équations ci-dessus, nous changeons b en mb
et m en —•> elles deviennent m
y zzr mb — sm o H- sin — ^ ^ \ni ' m '
X = mo — coscp -H ces — cp \j7i ' m ^
et, en posant cp = m J>, nous voyons que les équations appartiennent au même lieu que les précédentes. Nous pouvons ainsi démontrer qu'on engendre la même hypocycloïde en prenant6=^(czha) [Euler^ De duplici genesi epicycloidum [Acta Petrop.^ 1784)]. Quand le rayon du cercle générateur est plus grand que celui du cercle fixe, l'hypocycloïde peut aussi être engendrée comme épicycloïde; car alors
m( r= — — — J est positif.
307. On peut facilement mener les tangentes à ces courbes ; carie même raisonnement que celui du ri° 304 montre que la droite NQ est normale à la courbe. Nous pouvons aussi
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voir de cette manière que, quand une courbe est engendrée par un point de la circonférence d'une figure roulant sur une autre figure, il doit y avoir un rebroussement en tout point où le point générateur rencontre la courbe fixe. En effet, d'après cette construction, en chaque point de cette espèce, le point générateur s'approche de la courbe fixe suivant la direction de la normale et s'en éloigne dans la même direction ; il y a donc là un point stationnaire.Uneépicycloïde se compose d'un nombre de portions similaires, dont chacune est réunie à la suivante par un rebroussement; et les rayons menés du centre aux extrémités de l'une de ces parties sont inclinés
l'un sur l'autre d'un angle égal à ~ — -• Quand les rayons des
cercles sont commensurables et par suite quand la courbe est algébrique, le nombre des rebroussements est fini ; mais, quand la courbe est transcendante, le nombre des rebroussemeats est infini. Tout point de la base devient à son tour un point de rebroussement, et par conséquent cette base peut être dite le lieu des points de rebroussement de la courbe; il est clair toutefois que deux points consécutifs de la base ne sont pas des points consécutifs du lieu.
308. Ces courbes, de même que les épitrochoïdes en général, ont en outre un certain nombre de points doubles crunodaux ou acnodaux; ce nombre est fini pour les courbes algébriques, infini pour les courbes transcendantes, et tous les points doubles sont rangés sur des lieux circulaires. Considérons les équations (n° 305)
y ■=: mb sincp — (isinmcp, x ■=. mh coscp — dcosîn^,
où <f =: G correspond à ce que nous pouvons regarder comme la position initiale du point générateur, c'est-à-dire celle où il est sur la droite qui réunit les centres; nous supposons que cette droite ait été prise pour axe des ^ et que la distance initiale de l'origine au point générateur soit mb — d. Mais il
Hosted by
y a d'autres positions du cercle mobile pour lesquelles le point générateur se trouve sur l'axe ; les valeurs de <:p correspondant à ces positions s'obtiennent en résolvant l'équation inb sincp = rfsinm cp. En mettant de côté la racire cp == o, les autres racines peuvent évidemment se partager en couples égaux et de signe contraire, et pour chaque couple la valeur de Xj ou mh cos cp — dcosm^fj est la même. Les points correspondants sont donc des points doubles du lieu. On peut, au moyen delà condition mèsincp = (isin m cp, écrire la valeur de môcoscp — - rfcosmcpsousla forme ^sincp = dsm(^m — i)ç. Toutes les fois que ce point générateur revient aune position similaire par rapport aux deux centres, nous avons une droite sur laquelle sont situés des points doubles ; le nombre de ces droites est, comme nous l'avons dit, fini pour les courbes algébriques, et infini pour les courbes transcendantes.
309. Les équations des tangentes aux épi- ou hypocycloïdes peuvent être écrites sous une forme très simple. En effet,
ou
iy coscp ±: cos mcp
cos sin
|(m-f- l)cp
ij) — ( sin cp zt sin m <p
^(m -h l)cp
sin ^ ( ni 4- :
cos|(m -H J
Si l'on a égard à ce que la tangente doit passer par le point dont les coordonnées ont été données (n° 305), l'équation de la tangente devient
^cos2 {m ■-{- i)cp H- ysin^ (m -|- i)cp zz=(m-l- i)bcos^{m — i)©
quand l'axe passe par le point générateur à sa plus grande distance du centre fixe; et
XsiB\{m-^ i)cp — jcos ■- {m -h i)^^=^{m-\-' i)bsm\{7n — i)'f,
quand l'axe des x passe par le point générateur à sa plus petite distance du centre du cercle fixe.
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On voit, de la même manière, que, dans ce dernier cas, l'équation delà normale est
a^cos^{m~h i)cp •4-jsini(7?2+ i)cp=:(m— i)bcos\{m— i)cp.
En comparant cette valeur à la première forme de l'équation de la tangente, on reconnaît que la développée d'aune épicycloïde est une épicycloïde semblable ; les rayons des
11 1 ^ — ^ cercles générateurs sont entre eux dans le rapport de -:>
et le point générateur de la développée est à sa plus grande distance du centre du cercle fixe quand le point générateur de la courbe primitive est sur le même diamètre à sa plus petite distance du même centre.
Les mêmes remarques s'appliquent également à l'iijpocycloïde.
L'équation de la tangente à une épitrochoïde est de même
(b ces cp — ^cos 7?z cp ) ^ H- ( è sin cp — dûn mv)y z=[mb^ -h d^ — {m -}~ i)bdcos{m — i)^].
310. Nous donnons ici des exemples de quelques-uns des cas les plus simples où les équations de ces courbes sont algébriques et où l'on peut les former facilement. Ces cas se présentent (a) quand l'équation delà tangente est de la forme
acos2Ô H- 6sin 2Ô --H ccosô 4- <isin6 -i-e=iOy
dont l'enveloppe a été trouvée (n^ 85; Ex. III); (b) quand l'équation de la tangente est comprise dans la forme
acosSô + >bsin36 + 3 ccosô + 3<isinô z=o;
quand on procède de la même manière que celle qu'on vient de rappeler, l'enveloppe de cette droite s'obtient en formant le discriminant d'une équation du troisième degré; le résultat est
(a^ H- b^ + S{ac^ — bd') - 24 cd{ad~ bc) =z 3 ( c^ + ^^)2 -h 6 («2 H- h"") (c^ 4- d^ ) ;
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(c) quand m est une fraction dont le numérateur et le dénominateur diffèrent d'une unité. Si nous élevons au carré et ajoutons les équations
^m mh cos/icp — dcos{n -h i)cp, yzm mbsinrK^ — dsm{n-^i)^
nous avons
cc^ -\- y^ z=z in^b^ -\- (P — imbd cos>(Q,
En déduisant cosco de cette équation et le portant dans la valeur de x, l'élimination se trouve effectuée.
Exemple I. — Trouver V épitrochoïde en général pour d=^nib. Les équations sont alors réductibles à la forme
x=idûnL(^jn — i)cpsinl(/?i-Hi)cp, jK=2<^&inl(m — i)cpcosl(7n+i)cp; il est donc évident que 1 ( 7?i -h i)cp est l'angle co que le rayon vecteur fait avec l'axe des jk; et l'équation polaire est p = idsin w.
Exemple II. — Trouver les équations de V épitrochoïde et de Vépicycloïde quand les rayons des cercles sont égaux et par conséquent m ~ i. En opérant comme dans (c) avec les équations
X ■=zib coscp — <icos2cp, j^ == 26 sincp — <i sinscp,
nous trouvons
équation d'une Cartésienne ayant a? = o, x =d pour points doubles, comme on peut facilement le vérifier; c'est donc un limaçon. Nous voyons, d'après la théorie déjà exposée, que ce point correspond à la
valeur coscp = — . Quand donc d est plus grand que 6, c'est-à-dire
quand le point générateur est en dehors du cercle mobile, le nœud correspond à deux positions réelles du cercle mobile et par suite est crunodal; mais si le point est intérieur au cercle mobile, le nœud ne correspond à aucune position réelle de ce cercle et la courbe est acnodale.
Le cas de l'épicycloïde s'obtient en posant d=z b, ce qui donne
(^2 4_^2_3^2)2 ^/^b^(^Zb — 1x),
SgÔ CHAPITRE VII.
Le point double devient maintenant un rebroussernent, et la courbe est une cardioïde. D'après ce qu'on a dit, il est évident que la développée d'une cardioïde est une cardioïde.
Exemple III. — Trouver V équation de l'épicycloïde quand le rayon du cercle mobile est la moitié de celui du cercle fixe. L'équation de la tangente est
X cos 2 6 -hjK sin 2 Ô = 4 ^ cos 6,
équation dont l'enveloppe est
Exemple IV. — Tj-ouverVhypotrochoïde et Vhypocycloïde quand le rayon du cercle mobile est la moitié du cercle fixe. Nous avons m — — I ; les équations sont
:r = 6coscp H- c?coscp, jK=6sincp — o?sincp,
et Pliypotrochoïde est l'ellipse
(b-i-d)^ "^ {b — dY ~ '' qui se réduit au diamètre/ dans le cas de l'hypocycloïde, on b =^ d.
Exemple V. — Trouver l'hypocycloïde quand le rayon du cercle fi^xe est égal à trois fois celui du cercle mobile. Icim — — 2 ; l'équation de la tangente est de la forme
^coscp — y sincp = 6cos3cp
et, d'après la forme (b), l'enveloppe est
(x^--i-y^y-^Sbx^ — 2^bxy^-h iSb^(x^ -hy^)=^ 27 b'^
équation d'une quartique tricuspidale, les tangentes aux rebroussements se rencontrant au centre du cercle fixe.
Cette courbe a été étudiée par Steiner comme enveloppe de la droite qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées sur les côtés d'un triangle, d'un point quelconque du cercle circonscrit. En effet, en prenant le centre de ce cercle comme origine^ et r cos 2 a, rs'mia ... pour les coordonnées des sommets si le point d'où l'on abaisse les perpendiculaires est rcos2çp, rsinacp, l'équation de la droite qui joint leurs pieds est
X sin { OL -{- ^-{-^ — cp) — y cos (a H- ^ -f- y — cp)
= 2 7^[sin(a4-p-l-Y — 3cp) + sin (p + y — a — cp)
-f- sin ( p 4- a — Y — cp ) -h ( sin Y -1- a — P — ^)] •
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Cette forme se ramène aisément à celle qu'on a consiaeiée dans cet exemple.
Exemple YI. — Trouver Vhypocycloïde quand le rayon du cercle fixe est égal à quatre fois celui du cercle mobile. Nous avons /n = — 3. L'équation de la tangente est
X sin cp +/ cos cp = 2 6 sin 2 cp, et celle de l'enveloppe
x-^ -^-y-^^^^hy.
311. Il est facile de former l'équation de la réciproque d'une épicycloïde. En effet, l'équation de la tangente étant
^COS-|(7?2 4-l)cp+ jsin|(m4-l)cp z=(7?2 -f- l)^ C0S-|-(/?2 — T)cp,
il est évident que la perpendiculaire à cette tangente fait un angle ^(m + i)cp avec l'axe des x et que sa longueur est {m-\~ j)b cos~(m — 1)0; par conséquent, le lieu du pied de cette perpendiculaire est
p-=.[7n -+- i) bcos
et la courbe réciproque est p cos ( — w j = ( /?z -|- i) ^.
Le rayon de courbure est donné par la formule R == ^ • Dans la courbe primitive, nous avons
p2 z= ^2 -1- j2 __ ^2 1- jj^2 _|_ j -|-2mcos(m — i)cp]
ou
p2_- i,^(^jji — i)'2+ ^mb'^cos^Km — i)cp,
p2 ~ «2 _|_ p2 ^Q^ç. Yx = ; p (M.
^ {m-\- if {m-{- if^ ^ ^
(*) L'invention des épicycloïdes est attribuée à l'astronome danois Rœmer qui, en 1674, fut conduit à étudier ces courbes en cherchant la meilleure forme à donner aux dents d'engrenages. La rectification de ces courbes a été donnée par Newton {Principia, Liv. I, prop. 49)-
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312. On peut de la manière suivante trouver une autre expression générale pour le rayon de courbure des roulettes (ou courbes engendrées par un point situé dans le plan d'une courbe c[ui roule). Soient P, P' deux points consécutifs de la courbe, M le point de contact de la courbe roulante avec celle qui est fixe, et R le centre de courbure. Alors PP^, l'élément
de l'arc de la roulette, est égal àMP.PMP^*, mais, si nous considérons les courbes comme des polygones d'un nombre infini de côtés, nous pouvons voir que PMP^, l'angle dont tourne PM, est égal à la somme (ou à la différence) des angles compris entre deux tangentes consécutives à la courbe fixe et à la courbe mobile. Donc, si da est l'élément d'arc de la roulette, ds l'élément commun d'arc pour la courbe fixe et la mobile, p et p^ les rayons de courbure de chacune d'elles, nous avons
Mais cet élément c/o- est aussi égal à PR, rayon de courbure, multiplié par l'angle compris entre deux normales consécutives; et si nous appelons cp l'angle OMP entre les normales à la roulette et à la courbe fixe, l'angle de deux normales con-
, T 1 coscp ds 1, ,
secutives de la roulette est ,.',, ? d ou
M xi
MF
MP-l-MR I /i i\ ^ ^^ Vp
— ' ' ^ et PR =
MP X MR cos cpVp ' o'J ^^ "^^ AJT)f^ . ^\
* ^' ' ^ MP - -H -7 — ces cp
\P PV [y oïy Journal de Liouville^ t. X, p. i5o).
313. On obtient une classe étendue de courbes transcendantes en prenant pour l'ordonnée une fonction trigonométrique de l'abscisse. Il n'y a pas de difficulté à déduire la forme de ces courbes de leur équation. Par exemple^ y = sin^ a
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des ordonnées positives et constamment croissantes jusqu'à
j: r=z- ; les ordonnées décroissent ensuite de la même manière
jusqu'à ^ = TT, où la courbe coupe l'axe des x sous un angle de 45*^ ^t présente une portion négative semblable comprise entre ^ = tt et ^ = 27:. La courbe se compose donc d'une infinité de portions semblables qui alternent de chaque côté de Taxe des x.
De même, jk= tang^ représente une courbe dont les ordonnées croissent régulièrement depuis x =: o jusqu'à x= -;
pour cette valeur^ jk devient infini et la droite x =. -est une
asymptote. Pour des valeurs plus grandes de x^y devient négatif et croît de l'infini négatif à zéro, pour ^ =: tt. La courbe se compose donc d'une infinité de branches infinies, ayant une
infinité d'asymptotes x = -, x = l'K^y=:^^TZ, . . . ely comme
on le voit facilement, une infinité de points d'inflexion en
X = O, ^ = TC, ^ = 2 TT
De même, le lecteurpourra discuter la figure de y séc^ qui se compose aussi d'un nombre infini de branches infinies; seulement chaque branche, au lieu de couper l'axe, comme dans le dernier cas, est tout entière d'un même côté de cet axe. Les branches sont alternativement du côté positif et négatif de l'axe des x. A la même famille appartient une courbe appelée la compagne de la cycloïde. Elle est engendrée en prolongeant les ordonnées d'un cercle, non pas comme dans le cas de la cycloïde, jusqu'à ce que Idipartie prolongée soit égale à l'arc, mais jusqu'à ce que l'ordonnée tout entière soit égale à l'arc. Si le centre est l'origine, la courbe est représentée par les équations
al' c'est une courbe de la même famille que la sinusoïde.
^macosô, yzrzia^, x~-aco^
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314. Après les courbes qui dépendent des fonctions trigonométriques, nous pouvons citer celles qui dépendent des exponentielles. La courbe logarithmique est caractérisée par cette propriété, que son abscisse est proportionnelle au logarithme de son ordonnée; son équation est donc
X ■=! m logjK ou y = a^.
La courbe a l'axe des x pour asymptote, puisque, pour .:r= — 00 ,on aj^ = o;elle coupe l'axe des àj' une distance égale à l'unité de longueur et croît ensuite jusqu'à l'infini positif.
La sous-tangente de la logarithmique est constante; car sa
v cloo valeur, qui est, en général, • % devient égale à m pour la
ay
courbe.
[1 y a eu un peu de controverse au sujet de l'interprétation |)ropre de l'équation de cette courbe y = e^. On a d'abord seulement considéré la branche de la courbe qui est située du côté positif de l'axe des x^ et qu'on obtient en prenant la seule valeur positive et réelle de e^ qui corresponde à chaque valeur de X, Euler, dans son Analysis injinitorum, t. II, p. 290, a insisté sur la nécessité de prendre en considération la multiplicité des valeurs qu'admet la fonction; et le même sujet a été plus longuement développé par M. Vincent {Annales de Gergonne, vol. XV, p. 1). Par exemple, si x est «ne fraction à dénominateur pair, e^ a une valeur réelle négative aussi bien qu'une valeur positive, et par conséquent il doit y avoir, du côté négatif de l'axe, un point qui corresponde à cette valeur négative; mais il n'y a pas de branche continue dans cette région, car, lorsque x est une fraction à dénominateur impair, e^ ne peut avoir qu'une seule valeur réelle et positive. L'expression générale, qui renferme toutes Jes valeurs de l'ordonnée, s'obtient en multipliant les expressions numériques de e^ par les racines imaginaires de l'unité dont l'expression générale est cos 2 mx'rz -|- is\n 1 mxiz^ m devant recevoir successivement toutes les valeurs entières et
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/représentant, comme d'habitude, la quantité y/ — i. Ceci revient à dire que l'équation y z=: e^ doit être considérée comme représentant non seulement une branche réelle, mais encore une infinité de branches imaginaires comprises dans la formule y = g^ii+sm^Tt)^ \]ne quelconque de ces branches imaginaires contient un nombre de points réels : ce sont ceux où elle rencontre la branche e"^^i-+--'"^'^) et qui doivent être considérés comme des points conjugués sur la courbe. H y a une infinité de ces points qui se trouvent tous sur la branche réelle de la courbe ou sur la branche similaire du côté négatif de l'axe des x. Cette dernière branche est curieuse ; car, bien que chacun de ses points puisse être considéré comme appartenant à la courbe logarithmique, il n'y a pas deux points qui soient consécutifs, puisque deux points consécutifs appartiennent à des branches différentes. On a ici ce que M. Vincent appelle une courbe pointillée. Cependant M. Vincent me paraît être tombé dans une grosse erreur sur un point. Il dit que les points de cette branche doivent être soigneusement distingués des points conjugués; car, en un point conjugué, les coefficients différentiels ont des valeurs imaginaires, tandis qu'en un de ces points, du côté négatif de l'axe, les quotients différentiels, étant tous égaux à <?^^*, sopt tous réels et diffèrent seulement par le signe des points correspondants situés du côté positif de Taxe. Il est vraiment étonnant que M. Vincent n'ait pas observé que, si les coefficients différentiels étaient tous réels, il résulterait du théorème de Taylor que le point immédiatement consécutif serait un point réel de la courbe, et que la branche négative serait une branche ordinaire de la même courbe. Mais, parle fait, un quelconque de ces points doit être considéré comme appartenant à une branche dont l'équation est jk = ^'" ^' '*'""''' ^"^'^ et le quotient différentiel correspondant sera j^(i + irmzsj — i). Si donc on considère un point acnodal en général comme l'intersection de branches imaginaires, de même qu'un point crunodal est l'intersection S. — Courbes planes. 26
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de branches réelles, les points dont il est ici question, étant les points d'intersection de branches imaginaires, semblent devoir, avec juste raison, être regardés comme acnodaux. Nous avons déjà vu qu'une courbe transcendante peut avoir une infinité de points doubles ou conjugués, et, dans le cas des épitrochoïdes, que ces points peuvent être rangés d'une manière discontinue sur certains lieux (^).
315. La chaînette est la forme que prend une chaîne non élastique, de densité uniforme quand elle est au repos. Des considérations mécaniques très simples conduisent à la propriété que nous prendrons pour définition mathématique do cette courbe, à savoir que l'arc mesuré à partir du point le plus bas est proportionnel à la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente à l'extrémité supérieure de l'arc fait avec la tangente horizontale. Si donc les axes sont une verticale et une ligne horizontale passant par le point le plus bas, nous avons
sz=z c —-' Mais, en coordonnées rectangulaires, l'élément d'arc cix ^
est la base d'un triangle rectangle dont dx et dy sont les côtés et ds' = dx^ -\- dy"^» L'équation de la courbe nous donnera donc
, ds"- G ds
s- -^ c^-=i c- -7—, ) dx = - — 5
dx^ ^ 5.2 _|_ ql
(^) I^'exemple employé ici est dû au D"* Hart. Quelques objections aux vues de M. Vincent, et qui méritent l'attention, se trouvent dans un Mémoire de M. Gregory {^Cambridge Journal^ I, p. 281, 264). M. Gayley considère e'' (qu'il écrit de préférence exp. x) comme une véritable fonction à une seule valeur; il admet qu'il n'y a rien autre chose que la branche réelle et que les valeurs à considérer sont celles de la fonction
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la constante étant prise de manière que ^ et ^ s'annulent en même temps. 11 en résulte que
Mais l'équation de la courbe donne, de la même manière,
5^ + c^ ds- j s ds
Donc /- ==5^ + c^, pourvu qu'on suppose les axes pris de manière que, pour ^ ou 5 = o, on ait jk = c. Cette yaleur dej' donne immédiatement l'équation de la coarbe, à savoir :
Une notation très commode est la suivante :
-{e^ -\- e~ ^) ■=! cosh^, - {e^ — e~ ^) = sinli^
(lisez sinus et cosinus hyperboliques). Nous avons alors pour la chaînette
y r— c COS 11 - ; X ^:^ C COS h - • "^ C c
De l'équation de la courbe nous déduisons
dy I / f f \ s \/ y^ — c^
dx 2 c c
Nous sommes ainsi conduits à la construction suivante. Du pied de l'ordonnée M(/ig, 55), menons la tangente MT au cercle décrit du point G comme centre avec c pour rayon. Alors
MG ^ y, CT =zc, MT = sjy^ — c^ ,
tano- MGT ^. tanff MT.L = "^-^ î'.
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Donc la tanê'ente PS est parallèle à MT. Les mêmes valeurs démontrent aussi que PS =i MT =: l'arc compris entre P et ie point le plus bas. Le lieu du point S est donc la dévelop-
pante de la chaînette et SN, parallèle à TG, en est la tangente, puisque PS doit être normal au lieu de S, comme tangente à sa développée. La développante de la chaînette est donc une courbe telle que le segment SN intercepté sur sa tangente entre le point de contact et une ligne fixe est constant (^). Une courbe de ce genre est appelée une tr actrice.
317. L'équation de la tractrice peut s'obtenir sans grande difficulté; car la longueur comprise entre le pied de l'ordonnée de S et le point N esty/c- — r^ ; mais, en faisant^ ■==. o
dans l'équation, elle est aussi --^-^j^* Donc l'équation diiïérentielie de la courbe est
y clx
dy
dy
(*) La forme d'équilibre d'une chaîne flexible a été étudiée la première fois par Galilée, qui la crut une parabole. Son erreur a été découverte expérimentalement en 1669 par Joachim Jungius, géomètre allemand; la véritable forme de la courbe a été obtenue par Jacques Bernoulli, en 1691. Gregory {Ex., p. 234) l'envoie à vn Mémoire de M. Wallace sur cette courbe, qui parait intéressant {Edinburgh Transactions, t. XIV, p. 625).
COURBES TRANSCKNDANTES. 4o5
On la rend rationnelle en posant z- = c^ — j^, ce qui donne
dx = nous avons ainsi
^ = clog ^~ VC--J-.
On verra facilement que la courbe se compose de quatre portions semblables, comme dans la courbe ponctuée de \d.fig. 55 ; et la construction géométrique du numéro précédent montre immédiatement comment on peut mener géométriquement une tangente à la courbe.
La syntractrice est le lieu d'un point Q situé sur la tangente à la tractrice et qui divise en segments de longueur donnée la droite constante SN. Soient x\ y les coordonnées du point de la tractrice, x^y celles du point du lieu cherché; soit QN = d\ nous aurons alors
yd =: yc et y/c- — y'^ — s/d'^ — y'^ = x ■ et comme, d'après l'équation de la tractrice,
^^H- \Jc^ : — /'- -^^ c log l'équation de la syntractrice sera
■ -f- sjd- — y ^^ C log -^ — ;--
La tractrice est un cas particulier du problème général des courbes équitangentielles, où l'on demande de trouver une courbe telle que le segment de la tangente compris entre la courbe et une directrice fixe soit constant.
318. Le problème des courbes de poursuite a été présenté pour la première fois sous cette forme : Trouver la piste d'un chien qui court pour atteindre son maître, Ma^
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thématiquement, il s'énonce comme il suit : Le point A décrit une courbe connue ; on demande la courbe décrite par un point B; dont le mouvement est toujours dirigé vers A. Nous supposons que les deux mouvements s'effectuent d'une manière uniforme et cjueA se déplace sur une droite que nous prendrons pour axe des y (^). Le segment déterminé par la
tangente sur cet axe desjK est jr — x ;i— et par hypothèse son
accroissement infiniment petit est proportionnel à celui de
dy l'arc ; ou bien, en posant ---- = />,
— œdp z=i h\J i -h p- dx^
log^/^ + log(/? + V/l 4--P^) -t-logA=:0,
ip z=. k.-^ X-'*- — Kx^\
A + I h — i La courbe sera donc algébrique, excepté dans le cas où A = i, où nous aurons à remplacer — parlog^.
319. La développante de cercle est une autre courbe transcendante dont l'équation peut être formée sans beaucoup
Fig. SÇi,
(') Voir BouGUER, Mémoires de V Académie, 17.32 . Correspondance sur l'École Polytechnique, t. II, p. 275; Saint-Laurent, Annales de Gergonne, t. XIII, p. 145.
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cle difiîculté. La question se ramène à la solution du problème suivant : Si^ sur la tangente en un point P d'un cercle^ on prend une longueur PQ telle qu^elle soit égale à Varc PQ mesuré à partir d^ un point fixe A, trouver le lieu du point Q. Soit a le rayon du cercle, le centre étant C, et soit p le rayon vecteur CQ; soit PGA = cp, QGA = 9; alors,
PQ==vV-^^;
mais il est aussi égal à acp par hypothèse ; et comme
cp =: 6 + arc ces -->
l'équation polaire du lieu est
v/,3- — ar ^ a
= 0 H- arc ces -•
La développante de cercle est le lieu des intersections des tangentes menées aux points où une ordonnée quelconque rencontre un cercle et la cycloïde correspondante dont le sommet est en A.
320. Nous allons terminer ce Chapitre par quelques mots sur les spirales. Quand ces courbes sont rapportées à des coordonnées polaires, le rayon vecteur est une fonction non périodique de l'angle qui donne une infinité de valeurs dififérentes quand nous faisons co =: 9, d) = 27i -j- 9, w = 4'^^ + 9, . . . . La même droite rencontre donc la courbe en un nombre infini de points et cette dernière est transcendante. Prenons d'abord la spirale d^ Archimède qui est le lieu décrit par un point qui s'éloigne de l'origine d'un mouvement uniforme, tandis que le rayon qui le porte tourne autour de l'origine d'un mouvement uniforme. L'équation polaire de la courbe est
donc
p m a to.
La spirale estle lieu des pieds des perpendiculaires abaissées
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sur la tangente de la développante discutée dansleprécédentnuméro. En effet, d'après la nature des développantes, la tangente en Q est perpendiculaire à PQ ; et la longueur de la perpendiculaire abaissée de C sur cette tangente est égale à PQ = ao, et cp est l'angle que cette perpendiculaire fait avec une droite fixe. Donc aussi l'inverse de la développante est la spirale hyperbolique pw = a^ que nous discuterons dans le numéro suivant. La spirale d'Archimède appartient à une famille comprise dans l'équation générale p = aco"; dans toutes ces courbes, la tangente approche d'autant plus d'être perpendiculaire au rayon vecteur que le point est plus éloigné de
l'origine, car ^-y— =-; donc (n° 95) la tangente de l'angle
fait par le rayon vecteur avec la tangente croît avec co et ne devient infinie que quand co est infini.
321. Nous venons de parler de l'équation de la spirale hyperbolique pw^a. Cette courbe a une asymptote parallèle à la droite à partir de laquelle on mes.ure Tangle w. Car la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de la spirale sur cette droite est psinco = a ? quiala valeur finie a
quand co est nul et quand p devient infini. Nous pourrions encore calculer la longueur de la perpendiculaire abaissée de
Fig. 57.
l'origine sur la tangente. La tangente trîgonométrique de
l'angle que le rayon vecteur fait avec la tangente est p -r- =— ^ w;
Hosted by
COURBES TRANSCENDANTES, l\OC)
donc la perpendiculaire est ^ z= qui est égale à a quand p
devient infini. La forme de la courbe est celle que nous indiquons ci-conlre (Jig' Sy). La sous-tangente polaire est constante. L'arc AB du cercle décrit avec le rayon vecteur OA, en un point quelconque de la courbe, est évidemment constant. Une autre spirale digne de remarque est celle dont l'équation est p^co = a^; elle a aussi une asymptote : c'est la droite à partir de laquelle on mesure co.En effet, la distance d'un point
, , , , , , . . a^sinix)
ffuelconque de la courbe a cette droite, psincor=: ?
^ -■- . • ^ pto
décroît indéfiniment quand p augmente et quand, par conséquent, 0) diminue.
322. Nous mentionnerons en dernier lieu la spirale logarithmique p = a^. Dans cette courbe, p croît indéfiniment avec (i) ; quand co = o, p = i ; il diminue ensuite pour des valeurs négatives de co et ne devient nul que pour cù =: — ce . La courbe fait donc une infinité de tours avant d'atteindre le pôle. Une des propriétés fondamentales de cette courbe, c'est qu'elle coupe tous les rayons vecteurs sous un angle constant;
carp-T- devient le module du système de logarithmes qui
a a pour base; donc l'angle que fait le rayon vecteur avec la tangente a toujours ce module pour tangente trigonométrique. Cette propriété conduit immédiatement à la rectification delà courbe; car, si nous considérons le triangle élémentaire qui a pour hypoténuse l'élément d'arc et pour côté l'accroissement infinitésimal du rayon vecteur, nous voyons que l'élément d'arc est égal à l'accroissement infinitésimal du rayon vecteur multiplié par la sécante de cet angle constant, et par conséquent un arc quelconque est égal à la différence des rayons vecteurs extrêmes, multipliée par la sécante du même angle. La longueur entière, mesurée d'un point quelconque P jusqu'au pôle, étant p séc9, on la construit en éle-
Hosted by
4iO CHAPITRE YII.
vant au pôle la droite OQ perpendiculaire à OP jusqu'à la rencontre en Q de la tangente en P; PQ est alors la longueur cherchée. Le lieu de Q sera évidemment une développante de la courbe; mais les angles du triangle OPQ étant constants, OQ est proportionnel à OP; il fait un angle droit avec OP; le lieu de Q est donc une spirale logarithmique, construite en faisant tourner tous les rayons vecteurs d'un angle droit et les changeant suivant un rapport donné. Réciproquement, la développée d'une spirale logarithmique est une spirale logarithmique. Le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée sur la tangente est aussi une spirale logarithmique ; car cetle longueur est dans un rapport constant avec le rayon vecteur et fait avec lui un angle constant. Les caustiques par réflexion et réfraction, dans l'hypothèse où la lumière émane du pôle, sont de même des spirales logarithmiques (^).
(') Cette courbe a été imaginée par Descartes, qui reconnut quelques-unes de ses propriétés. La propriété de se reproduire elle-même de diverses manières, comme on l'a montré ci-dessus, a été découverte par Bernoulli et excita sa vive admiration.
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323. Dans les parties précédentes de cet Ouvrage, nous avons exposé les méthodes particulières au moyen desquelles on peut déduire les propriétés d'une courbe de celles d'une autre courbe ; telles sont les méthodes de la projection, des polaires réciproques, de l'inversion .... Nous nous proposons dans ce Chapitre d'étudier la théorie générale qui leur sert de base. Dans toutes ces méthodes, nous avons en général à considérer la correspondance de deux points P, P^ qui peuvent être situés dans le même plan ou dans des plans différents. Dans ce dernier cas, les deux plans peuvent être regardés comme coexistant dans un espace commun et les deux points P, P^ peuvent être liés l'un à l'autre dans cet espace par des relations géométriques. Par exemple, dans la mélhode de projection, la droite qui joint les points P, P^ est assujettie à la condition de passer toujours par un point fixe O. D'une manière analogue, nous aurions un autre système de transformation, si la droite PP^ était soumise à la condition de rencontrer toujours deux droites fixes, et ainsi de suite. Le développement de ces théories, en général, appartient à la Géométrie de l'espace ; ici nous considérerons les deux plans comme existant, indépendamment àe loui espace commun. Pour prendre l'exemple le plus simple, supposons que nous ayons un couple d'axes dans Fun des plans et un autre couple d'axes dans l'autre plan ; et admettons que les coordonnées de P rapporté au premier système doivent toujours
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être respectivement égales aux coordonnées de P^ rapporté an second couple d'axes ; nous obtiendrons évidemment ainsi un système dans lequel un point quelconque P du premier plan correspondra à un point P^ du second, et réciproquement.
Nous pouvons supposer les deux plans applicpés l'un sur l'autre, de manière à former un plan unique. Si nous concevons cette opération effectuée, il y aura des théorèmes qui dépendront de la superposition des deux plans; mais, en outre de ceux-ci, il en subsistera d'autres qui existaient quand les deux plans étaient distincts, et leur théorie ne sera réellement pas altérée. En d'autres termes, au lieu de deux figures situées dans des plans différents, nous avons deux figures contenues dans le même plan; et par le mot de figure, nous entendons désigner un système quelconque de points, de droites ou de courbes ; ou bien encore, nous pourrons employer ce mot pour désigner tous les points du plan. Le genre de transformation qu'on a surtout étudié est la transformation rationnelle^ c'est-à-dire celle où une position donnée de P' correspond en général à une position unique de P, et une seule position de P à une seule position de P^ L'exemple le plus simple de ce genre est la transformation linéaire ou homographique; nous allons l'étudier en détail.
TRANSFORMATION LINÉAIRE
3!24, Soient x^y^ z les coordonnées de P rapporté à un système quelconque d'axes dans le premier plan; soient x' ,y\z^ celles de P^ rapporté à un système quelconque d'axes du second plan; la correspondance des deux points est dite linéaire quand les dernières coordonnées sont proportionnelles à des fonctions linéaires des premières.
X : j' : z' ^=1 ax -\- hy ^ cz \ a'x -+- b' y + c'z', a" x -^ b" y -i- c"z.
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En résolvant ces équations, nous obtiendrons évidemment aussi pour x^y, z des expressions linéaires en fonction de
Il est facile de voir que, si nous choisissons convenablement les triangles fondamentaux aussibien que lesrapports des constantes implicites, ces équations pourront, sans rien perdre de leur généralité, être écrites sous la forme x' \ y' : z' =i x \y ', z. Ainsi à une position de l'un des points il correspond donc une position unique de l'autre point. Si P décrit une courbe o(^x^y^ z) = o, en remplaçant dans cette équation x^y^ z par les valeurs que nous venons d'écrire, nous obtiendrons l'équation de la courbe décrite par P^ Cette dernière équation est évidemment de même ordre que la première; donc une courbe située dans l'un des plans a pour correspondante une courbe de même ordre dans l'autre plan. En particulier, à une droite dans l'un correspond une droite dans l'autre. Si a = o, P r= o, Y = o représentent trois droites du premier plan ; et si, parla substitution indiquée ci-dessus, a, P, y deviennent respectivement a^, [3^, y^, une droite quelconque
la -h m p -H /z Y = o
du premier plan aura évidemment pour correspondante la
droite
la.' -hmp' -h îi-^' -=.0
dans l'autre plan. Il est aussi évident qu'à un point double ou à un point de rebroussement d'une des courbes correspondra un point double ou un rebroussement sur l'autre, en sorte que deux courbes qui se correspondent dans cette méthode auront les mêmes caractéristiques Plûckériennes. Les quantités x' ^y\ z' exprimées en fonction de x^y^ z contiennent chacune trois constantes : il y a donc neuf constantes employées dans cette méthode de transformation; mais, comme nous n'avons
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affaire qu'aux rapports mutuels de x', y^ z' , nous pouvons faire disparaître une constante par la division, et la méthode de transformation homographique doit être regardée comme comprenant huit constantes arbitraires.
325. Un faisceau de quatre droites passant par un point apour correspondant un faisceau dont le rapport an harmonique est le même. En effet, nous avons montré [Sections conicjues^ n° 59) que le rapport anharmonique de quatre droites, a — /{"P^a — /p, a — 772^, a — n^ est une fonction de/r, /, m, n seulement et qu'il est par conséquent le même que le rapport anharmonique de a — /c[3^, .... De même à quatre points en ligne droite correspondent quatre points dont la fonction anharmonique est la niême.
Etant donnés quatre points quelconques de la première figure et les points A^, B^, C, D'qui leur correspondent dans la seconde, on voit facilement d'après cela comment nous pouvons construn^e le point P^ qui correspondra à un autre point quelconque P de la première figure. En effet, le rapport anharmonique du faisceau A^(B^, G^, D^, P^) est égal à celui du faisceau A (A, G, D, P) ; nous pouvons par conséquent construire la droite xV, P^; nous construirions de même les droites BT^, GT^, D^P^ et ces quatre droites concourront évidemment en un même point, qui est le point P^ Gette construction est applicable, que les deux plans soient distincts ou superposés.
326. Supposons maintenant les plans superposés, et cherchons une autre construction géométrique pour exprimer la relation entre les droites et les points correspondants. Soient A, B, G les sommets du triangle formé par les droites x^y, z\ et A',B^, G'ceuxdu triangle formé par les droites correspondantes. Gomme toutes les droites issues de A forment un système homographique aux droites correspondantes menées par A^,
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le Heu des points d'intersection des droites correspondantes est une conique. Analytiquement, comme la droite jk + A^3 correspond à y-^k^z^ on peut éliminer k et le lieu du point d'intersection sera yz' ^^y'z. De même, toutes droites menées par B et par G rencontrent les droites correspondantes sur les coniques fixes zx' — xz', xy' — yx' . La construction suppose donc que, outre les trois couples de points correspondants A, A^; B, B^; G, G', on nous donne trois coniques fixes qui passent chacune par un couple de
% oc ')^ z
points correspondants; et la forme des équations ^ r= — t=z -
montre que ces trois coniques ont aussi trois points communs. Pour construire le point du second système qui correspond à un point quelconque P du premier, nous mènerons donc ]a droite AP qui rencontrera la courbe jk^' — yz au point F; AT sera la droite qui correspond àPA; si nous supposons de même que PB, PG rencontrent respectivement les coniques zx^ — xz^ ^ xy' — yx^ aux points G, H; B^ G, G'H seront respectivement les droites correspondantes. Les trois droites AT, B^G, G^H auront un point commun P^ qui sera le point correspondant demandé de P. La droite qui correspond à une droite donnée quelconque s'obtiendra en construisant les points correspondant à deux points de la droite donnée.
327. Dans la méthode qui précède, la relation qui existe entre deux points n'est pas réciproque en général; c'est-à-dire que si P, point du premier système, a pour correspondant le point P^ du second, il ne sera pas vrai que P^, considéré comme point du premier système, aura P pour correspondant dans le second. En effet, si nous considérons P comme appartenant au second système, nous construirons le point correspondant, en joignant P à A', B^, G^; supposons que ces droites rencontrent les coniquesrespectives enF^, G^, H^; alors PA^, PB^, PC' auront pour correspondantes dans le premier système les
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droites AF', BG^ GH^ qui se rencontreront en un point P^ généralement différent de P.
Gonsidérons cependant les trois points L, M, N communs aux trois coniques yz — z^y^ z^x — x^ z^ x'y — y'x; la conslrnction montre qu'aux droites LA^ LB^ LG correspondront respectivement les droites LA', LB', LG\ Il en résulte que les deux systèmes ont en commun tes trois points L, M,N; chacun de ces points, considéré comme appartenant à l'un des systèmes, est lui-même son propre correspondant dans Tautre. De même, les droites qui joignent ces points sont évidemment les mêmes pour les deux systèmes. Si nous partons des points L, M, N considérés comme donnés, et si nous connaissons un seul couple de points correspondants, nous pourrons, en vertu du théorème du n° 325, construire immédiatement dans l'un des systèmes le point qui correspond à un point quelconque de l'autre système.
Si nous exprimons les équations en coordonnées trilinéaires, en prenant les trois droites LM, MN, NL pour droites de référence, les équations qui dans le second système correspondent à ^ = o,jK = o, ^ = o du premier doivent encore représenter les mêmes droites ; elles ne peuvent donc en ditlerer que par des multiplicateurs constants qui doivent être de la forme
Ix = o, my =1 o, nz ■=: o.
Donc, par un choix convenable des axes de référence, la correspondance homographique peut toujours s'exprimer sous une forme telle qu'un point {x' ,y , z^) du premier système ait pour correspondant le point {lx\ my' , nz') du second; et la transformation homographique s'effectuera alors en rempJaçant respectivement dans l'équation de la courbe x^ y^ z par Ix^ mjj nz. Nous ne pouvons plus poser ici
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comme dans le n^ 321, parce que les deux' figures seraieiit idenliques.
328. La méthode de projection est un cas de la transformation liomographique. Dans cette méthode, la droite qui joint deux points correspondants quelconques passe par un point fixe qui est le sommet du cône projetant et deux droites correspondantes quelconques se coupent sur une certaine droite (ixe qui est l'intersection des deux plans de section, Si Fun des plans tourne autour de cette droite de manière à venir coïncider avec l'autre, les figures jouiront toujours de la propriété que la droite qui joint deux points correspondants passera par un point fixe. En effet, si nous considérons les triangles formés par trois couples de droites correspondantes, les côtés correspondants se coupent sur une même droite; par conséquent, les droites qui joignent les sommets correspondants se rencontrent en unrnême point. Il est facile de former les équations les plus générales d'un pareil système. Soit ax -{- by -i- cz =: o l'équation de la droite sur laquelle se coupent les droites correspondantes; il esr alors évident que les équations de ^^, jV ^^ (l^s droites qui correspondent à X, y^ z) seront de la forme
x' ■=. a'x -H hy -^ cz ■=! o, y ■=. ax -h h' y -h cz =0, z' =rz ax -f- hy -h c' z m o.
Ce système renferme trois constantes de moins que dans le cas général, et par conséquent il en contient cinq en tout.
Nous appellerons pôle du système le point où se rencontrent les droites qui joignent les points correspondants, et axe du système la droite sur laquelle se coupent les droites correspondantes. En retranchant successivement l'une de l'autre chacune des équations qu'on vient d'écrire, on verra que le pôle du système dont nous avons écrit les équations est dô- S. — Courbes planes. "27
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terminé par les relations
{a-~a')xz=z{h~ b')y^{c— c')z.
Les formes les plus simples des équations de la transformation projective s'obtiennent comme il suit : Toute droite qui passe par le pôle reste la même dans la nouvelle figure ; en effet, deux points situés sur cette droite auront pour correspondants deux points de la même droite. Si donc nous prenons le point xy pour pôle, les deux droites x^yne seront pas altérées parla projection ; une autre droite A^+B^+Cs^o aura pour correspondante la droite A^ + B/ -|- C'C = o et les deux droites se couperont sur l'axe fixe z — Ç = o. Toute droite Kx -\- ^y = o qui passe par le pôle ne change évidemment pas.
329. Réciproquement, si deux figures homographicjues situées dans le même plan jouissent de cette propriété que des droites correspondantes quelconques se coupent sur un axe fixe, une des figures peut être considérée comme la projection de l'autre. Faisons tourner le plan de l'une des figures autour de l'axe et considérons trois couples de points correspondants A, B, C, a, &, Cj les côtés correspondants des triangles qu'ils forment se coupant en L, M, N. Lorsque le plan tourne, Aa, B^ doivent encore se couper (puisque les droites AB, ab se rencontrent en N et sont par conséquent situées dans le même plan); et d'après la théorie des transversales, Aa prolongé est coupé par B6 dans le même rapport qu'avant que les figures se soient déplacées. On voit de même que Ce et la droite qui joint un autre couple de points correspondants rencontrent A a au même point.
330. La méthode générale de transformation homographique contenant trois constantes de plus que la méthode projective, il semblerait à première vue qu'elle constitue un instrument de recherche plus puissant, et nous pourrions nous attendre
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à arriver, avec son aide, à des extensions de théorèmes connus plus générales que celles que nous a données la méthode de projection. Il est évident, cependant, que si une figure était transportée tout d'une pièce dans une autre position quelconque, cette opération nous fournirait une transformation linéaire, dans laquelle chaque droite de la première figure aurait pour correspondante une droite de la seconde figure, mais qui ne nous donnerait cependant aucune propriété géométrique nouvelle. Nous devons à Magnus cette remarque, que la transformation la plus générale peut être ramenée à une transformation projective, en faisant tourner la figure d'un angle donné et la transportant parallèlement à elle-même d'une longueur donnée suivant une direction donnée; ces trois dernières constantes sont justement celles qui font paraître la transformation homographique plus générale que la transformation projective.
Pour démontrer cette proposition, nous devons d'ahord faire remarquer que, si une figure éprouve une translation suivant une direction quelconque sans rotation simultanée, toutes les droites restent parallèles à leur première position ; par conséquent la position des points à l'infini n'éprouve aucun changement par le fait de cette opération.
Supposons maintenant que toute la figure tourne autour d'un point fixe ; un système quelconque de droites parallèles demeurera encore un système de droites parallèles, quoique ces dernières ne soient plus parallèles à leurs directions primitives. Toutpoint à l'infini reste donc à l'infini et par conséquent la droite de l'infini est la même pour la figure dans ses deux positions. Gomme de plus un cercle restera un cercle, de quelque manière qu'on le fasse mouvoir, nous voyons que les deux poini s circulaires à l'infini ne changeront pas, quel que soit le mouvement de la figure.
Supposons donc qu'on demande de déplacer une figure de manière à la mettre en projection avec une figure homogrà-
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pliique donnée; soient to, iù' les deux points circulaires, 0, o^ les deux points correspondants de la seconde figure ; comme aucun mouvement de la première figure ne peut changer la position de co et w^la seule position possible du pôle cherché pour les deux figures est le point \ où les droites oto, o' to' se coupent. Supposons maintenant que la première figure ait été déplacée, de manière que le point / qui correspond à )^ coïncide avec lui. Faisons enfin tourner (a première figure autour de /, de manière à amener 7??, ^ (un autre couple de points correspondants) sur une même droite avec /, les deux figures seront en perspective et la droite qui joint deux autres points correspondants /z, v devra aussi passer par /; car le rapport anharmonique de (/. a)to^ p-v) = (/. 00' mn) fn" 3^5) et, comme trois droites des deux faisceaux sont les mêmes, les quatrièmes droites de ces faisceaux doivent se confondre. Le théorème de Magnus se trouve ainsi démontré.
331. Il n'y a pas de difficulté à exprimer analytiquement la théorie géométrique du numéro précédent. Supposons qu'on nous demande de trouver les coordonnées du point /dans le cas de la transformation générale; il faut d'abord, d'après la théorie qu'on vient d'exposer, trouver la droite otù qui joint le point (.r + if-i z) à
\_\ax --f- by -{- cz-\' i{a^x -\- b^y -h c^z)\^ a^x^ b^y H- c^z^.
'Jette droite sera
(/72— ia^)[{ax -\- by -^ cz)-i- i{a^x -\- b^y -^-c^z)]
— [«1-1- b 4- i{b^ — a)'\{a^x-^ Ky -^ ^2^) — o ou
{ab^ ^~. a^b)x +{a^b^ — a^ b<2)y
-V [{cb.2~ c^b) -\- {c^a^-- c^aj )]--+- i\{a^b^— b^a^)x
r.a droite qui joint 0)^,0' ne différera de celle-ci que parle
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signe de la quantité qui multiplie i. Le point cherché est donc rintersection des deux droites que l'on obtient en égalant séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaire de l'équation.
Il n'est pas nécessaire de nous appesantir sur les cas particuliers de la transformation linéaire, par exemple sur le cas de la similitude. Nous mentionnerons seulement un genre de relation homographique dans lequel l'aire d'une portion quelconque d'une figure est égale à celle de la portion correspondante de l'autre figure. On voit facilement qu'une pareille transformation est possible. En effet, supposons que le triangle formé par ^, j)/, z soit égal à celui que forment x\ y, z' ; si nous prenons un point O sur la première figure, il est facile de déterminer un point correspondant o sur la seconde, de manière que Oxj' =: ox'y , etO^^ = ox^z' et que par conséquent Ovz =^oyz' , Le triangle formé par trois points quelconques O, P,Qsera égal au triangle formé par opq^ cjui sont les points correspondants ainsi déterminés.
Cette sorte de relation homographique diffère de la projection orthogonale comme la relation générale de collinéation diffère de la projection en général.
ÉCHANGE ENTRE LES COORDONNÉES DE DROITE ET DE POINT
332. Dans la méthode de transformation que nous venons de décrire et dans les autres que nous avons considérées dans ce Chapitre, un point correspond à un point et une droite à une droite; il existe néanmoins des transformations dans lesquelles un point d'une figure correspond à une courbe dans l'autre figure. Nous rencontrons une transformation de ce genre dans la méthode des polaires réciproques, où un point correspond à une droite et réciproquement. Il en est aussi de môme dans la transformation homographique plus gêné-;
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raie, ou dans la théorie des réciproques gauches, qui est définie comme il suit : Imaginons un système de coordonnées de points x^ y, z et un système de coordonnées de droites a, j3, y situés dans le même plan ou dans des plans différents; un point du premier système correspondra à une droite du second si les coordonnées x, j, z du point sont respectivement proportionnelles aux coordonnées a, (3, y de la droite. Dans ce cas, une droite quelconcjue Ix + my + nz du premier système aura pour correspondant le point la~\-m^-\-n^ du second. Il est évident aussi qu'un système de quatre points situés sur une même droite aura pour correspondant un faisceau de quatre droites ayant le même rapport anharmonique. En effet, le rapport anharmonique de j^ — lx,y — mx^ y — nx^ y — px est la même fonction de /, m, az, /j>, cpie x ely représentent des coordonnées de droites ou de points. La méthode que nous venons d'indiquer peut être combinée avec une autre quelconque des transformations que nous avons définies dans ce Chapitre; autrement dit, nous pouvons supposer c[ue, dans l'une quelconque d'entre elles, un des systèmes de coordonnées a été changé en un système de coordonnées de droites ou coordonnées tangentielles ; et de cette manière nous pourrons obtenir toutes les transformations possibles dans lesquelles un point correspond à une droite, et une droite à un point.
333. Supposons maintenant que les deux systèmes soient situés dans le même plan et cherchons à exprimer la transformation uniquement à l'aide des coordonnées cle points. A un point quelconque (x', y\ z') doit correspondre une droite dont les coordonnées rapportées à un certain système de coordonnées de droites (a, p, y) sont [x' ^ y' y z'). Ceci revient à dire que son équation doit être x'^-\- y'Y -\- z'Tj=-o où X = o, Y = o, Z = o sont les droites qui joignent les points représentés par a=::o, [3 = 0, y=:o; et, comme ce
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sont des droites connues, l'équation de la droite qui correspond au point x'y z' doit être de la forme
C'est une équation qui contient huit constantes et qui coïnciderait avec l'équation de la polaire d'un point par rapport à une section conique, si l'on avait seulement b\^= a^-, Cv = <^2? ^3 == ^2 ; l'équation, dans ce cas, ne contiendrait que cinq constantes.
334. Dans le cas général, chaque point a pour correspondant une droite différente, selon que le point est considéré comme appartenant au premier ou au second système. Ainsi l'équation que nous venons d'écrire exprime la relation qui existe entre un point (x- , y' ^ z') du premier système et un point [x^y, z) situé sur une droite correspondante du second système. Supposons maintenant que le dernier point soit fixe et le premier variable, nous aurions pour la droite du premier système qui correspond à un point du second l'équation
~^{a^x' -^ b-^y' -\- c^z')z-=io.
Dans le cas des polaires réciproques par rapport à une conique, la même droite correspond à un point unique, qu'on le considère comme appartenant au premier ou au second svstème.
335. Pour donner, dans le cas général, une construction géométrique de la droite qui correspond à un point, nous chercherons d'abord le lieu des points qui se trouvent sur les droites qui leur correspondent. C'est évidemment
-i-(a3-h Ci)xZ 4-C35-—U--0.
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Et c'est la même conique que le point soit considéré comme appartenant au premier ou au second système. Nous l'appellerons la conique pôle.
Cherchons maintenant l'enveloppe des droites qui passent parle point qui leur correspond. La droite \x^ -\- ]}.y -\-y z^ (où x\ y\ z' est un point de la conique qu'on vient d'écrire) est tangente à la courbe (voir Sections coniques^ n° 151)
H- ( 4«i ^3 + 4 ^1 ^2 — 2^2 «3 — 2 ^2 Cl — 2 5i «3 -— 2 ^i Cl ) (J.V
c2-i-2a3Ci— ^aiC.,)iJ
4- ( 4 ^2 <^3 + 4 ^2 <^1 2 <:/2 ^3 2 «2 C2 2 Z?i Z?3 2 ^i Cg ) vX
4- ( 4 «2 <^3 + 4 ^1 <^3 — 2 ^1 ^2 — 2 «3 Z^3 — 2 Ci 63 — 2 C2 ^3 ) X [JL zm O,
L'enveloppe est donc une conique que nous appellerons la conique polaire et qui est aussi la même, que les droites appartiennent au premier ou au second système.
Si nous nous servons maintenant des mots de pâle et polaire pour exprimer le genre de correspondance que nous considérons ici, nous avons immédiatement la polaire d'un point situé sur la conique pâle. En eflfet, de ce point menons deux tangentes à la conique polaire : l'une d'elles est la polaire quand le point est considéré comme appartenant au premier système ; l'autre est sa polaire quand il est considéré comme faisant partie du second.
Réciproquement, nous pouvons trouver le pôle d'une tangente à la conique polaire. Nous n'avons qu'à prendre les deux points où cette droite rencontre la conique pôle ; l'un de ces points est son pôle dans le premier système et l'autre son pôle dans le second.
Supposons maintenant qu'il s'agisse de trouverla polaire d'un point quelconque O. Menons de ce point deux tangentes OT, , OÏ2 à la conique polaire. Supposons que OT^ rencontre la conique pôle en Ai, A2, et que OTo la coupe en Bi, Bo. Si
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alors Al est le point du premier système qui correspond à OTi et B, celui qui correspond à OTo, A^B, est évidemment la droite du premier système qui correspond à O considéré comme appartenant au second système. Demême A2B2 est l'autre polaire de O.
Inversement, pour trouver le pôle d'une droite donnée qui rencontre la conique pôle aux points A, B, nous mènerons de ces points les tangentes AP^, APs^ BQi? BQ2 à la conique polaire; et si APi, BQ< sont les droites du premier système qui sont les polaires de A, B, leur intersection donnera le point du premier système qui est le pôle de AB. Et de la même manière, l'intersection de AP2; BQ2 donnera le point du second système qui est le pôle de AB.
Le lecteur verra facilement comment ces constructions se ramènent aux polaires réciproques ordinaires, si a2=6o /:?3 = C2, Ci =z «2- Les coniques pôle et polaire coïncideront alors, la polaire d'un point sur cette conique sera la tangente en ce point; la polaire d'un autre point quelconque sera la inême pour les deux systèmes, ce sera la droite qui joint les points de contact des tangentes menées du point à la conique.
336. Il résulte immédiatement de ces principes que, dans le cas général, la conique pôle et la conique polaire ont un double contact l'une avec l'autre. En effet, prenons un point (l'intersection de ces deux courbes; ses deux polaires coïncident avec la tangente en ce point à la conique polaire, les deux pôles de cette droite doivent donc coïncider, et par conséquent les deux points où elle rencontre la conique pôle doivent se confondre ; la tangente à la conique polaire en ce point d'intersection doit donc aussi être tangente à la conique pôle. Même démonstration pour l'autre point d'intersection. M, Gayley l'a également prouvé analytiquemènt en montrant ([lie, si U =: o est Téquation de la conique pôle, celle de la
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conique {3olaire (qui se trouve en remplaçant \, ^.y v parleurs valeurs dans Féqualion du numéro précédent) peut être mise sous la forme
--h chib^c-i'— b-^c^)-^ a^{b^Ci ~ b^c^)'\-=zo. Cette forme montre qu'elle a un double contact avec U.
337. Il y a, dans le cas général, trois points dont les polaires sont les mêmes par rapport aux deux systèmes. Supposons en effet cjue dans chaque système les équations des polaires soient
\x-\-\ky-\'NZ^=io et X'cT -h [jl'jk H- v^^ ==: 0.
11 est clair alors que le système d'écjuations
X (JL V
est satisfait pour trois points. Et la théorie exposée dans le numéro précédent montre immédiatement ce que sont ces trois points. En effet, deux points de contact des coniques pôle et polaire ont chacun la même polaire dans les deux systèmes : ce sont les tangentes communes en ces points, et le point où les tangeates se coupent a aussi la même polaire dans les deux systèmes; c'est la corde de contact des coniques.
11 y a donc trois points qui ont la même polaire dans les deux systèmes ; deux, de ces points sont situés sur leur polaire, mais le troisième ne s'y trouve pas.
338. Il est bon de montrer que les constructions que nous avons données ne présentent pas d'ambiguïté et que nous n'avons pas besoin de nous inquiéter de savoir quel est celui des deux pôles d'une droite donnée c[ui appartient au
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premier système et quel est celui c[ui fait partie du second système.
Gomme deux coniques qui ont un double contact peuvent toujours être projetées suivant deux coniques semblables et concentriques, nous allons prendre deux coniques de ce
genre pour rendre la figure plus simple.
Soient A, B les deux pôles d'une tangente quelconque à la conique polaire ; parmi les deux pôles A^, B^ d'une autre tangente, A^ appartiendra au premier système, puisc[ue, si AB se aiouvalt de manière à venir coïncider avec A^B^, A coïnciderait avec A^ et B avec B^ La distinction entre les points peut se faire facilement au moyen du théorème suivant : A^B et AB^ sont parallèles dans le cas de deux coniques concentriciues , et, d'après la méthode de projection, elles se coupent sur la corde de contact, dans le cas général.
Réciproquement, si de deux points de la conique pôle nous menons des tangentes à la conique polaire, nous devons les numéroter ainsi o^i, o^g^ ph^, pb^j àe manière que la droite qui joint l'intersection de oa^ et pb<2, à celle de oa^ elpbi puisse passer par le pôle de la corde de contact des coniques.
339. Gomme le nombre des constantes qui entrent dans les formules de transformation dans le cas des réciproques gauches ne dépasse que de trois unités celui des constantes dans le cas des réciproques prises par rapport à une conique, il est naturel de chercher si ce dernier cas ne diffère pas du premier seulement par un déplacement de la figure. Il est
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évident, en tous cas, que la réciproque gauche considérée ici n'est qu'une transformation homographique de la réciproque par rapport à une conique, et que par conséquent l'emploi des réciproques gauches ne peut conduire à aucun théorème géométrique qu'on ne puisse obtenir en combinant l'emploi des réciproques ordinaires avec la méthode des projections. Il est très facile de voir quel doit être le premier pas à faire si l'on nous demande de déplacer les deux figures pour les amener dans une position telle qu'un point quelconque ait la même polaire, quel que soit le système auquel le point soit considéré comme appartenant. En effet, puisque la position de la droite de l'infini ne change pas dans le déplacement de la figure, nous devrons commencer par chercher son pôle dans chaque système; puis nous devrons déplacer les systèmes de manière à amener ces points à coïncider. Les coniques pôle et polaire deviendront concentriques et semblables et ce point sera leur centre commun.
340. Nous disons maintenant de plus que, si, en faisant tourner les figures autour de leur centre commun O, nous pouvons leur donner une position telle que la polaire d'un point à l'infini A soit la même droite OB pour les deux systèmes, et que si alors la polaire d'un autre point C, à l'infini, est la droite OD pour le premier système, elle sera aussi cette même droite pour le second. En effet, le rapport anharmonique des quatre points du premier système ABCD est égal à celui du faisceau correspondant du second, OB, OA, OD, OX; et, comme trois rayons sont les mêmes dans les deux faisceaux, OX doit coïncider avec OC; autrement dit, la polaire du point D doit être la même, qu'elle appartienne au premier ou au second système; il doit donc en être de même de la polaire de G.
Mais, comme les points circulaires à l'infini ne bougent pas quand on fait tourner la figure, nous n'avons qu'à prendre les
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deux polaires de TLin ou l'autre de ces points, lesquelles, en général, ne passeront pas parle même point, et à faire tourner la figure de manière à amener ces polaires à coïncider, et alors, d'après ce que nous avons démontré, les polaires de tout autre point coïncideront.
341. Nous pouvons facilement obtenir une expression qui définisse Fangle dont il faut faire tourner la figure. Les deux figures étant concentriques et l'origine étant le centre, on voit facilement que les équations les plus générales des deux polaires d'un point sont
et
Les deux polaires du point à l'infini, pour lequel /^= ix' j
sont
(^1 H- lb^)x ^ (<^2-+- «'^2)7 = 0,
et l'angle dont l'une de ces droites doit tourner pour coïncider avec l'autre est la différence des angles dont les tangentes sont
«1 + ib^ «1 H- ia^ n- Qi
^1 + i^^^ C'est donc l'angle réel dont la tangente est — 7-^ •
342. On peut obtenir le même résultat plus simplement comme il suit : si, en général, la droite du second système qui correspond au point {x' ^ y') dans le premier est
quand le second système a tourné d'un angle 9, Téquation de cette droite devient
{a^x' 4- b^y'){x cos6 — y sinô)
-^\a^x' -\-b2y'-){^'i^ sinô -i- j cosG)h- Csrzr o
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OU bien
[(«1 cosO + a2sin6)^^4- {b^ cos6 H- b^ sinO)/']^^
H- [(^2 003 6 — (2iSin6)^^ + (^2COSÔ — ^isin6)y]j + ^3= o.
Mais le lieu des points du premier système dont les polaires passent par x\y' ^ c'est-à-dire la droite qui correspond à x' y' ^ considérée comme appartenant au système transformé, sera
[(aicosô -H a^sinô)^^ + (a2cos0 — a^?>m^)y'\x
4- [(^1 ces 6 -\- b^ sinO)^' -4- (Z^gcosô — ^isinô)^]/^- 03 = 0.
Cette droite coïncidera toujours avec l'autre, si nous avons
b^ CCS ô 4- Z>2 sin 0 = (22 cos 6 — a^^ sin 0
oUj comme ci-dessus,
tango r= ^•
343. Avant d'aborder la théorie générale, il sera instructif d'étudier en détail une autre méthode particulière : c'est celle où les coordonnées du point P^ sont des fonctions du second degré des coordonnées de P, c'est-à-dire où x' \y\ z' =U : V : W. Ainsi aux droites ^i=o,jk = o, ^ = 0 correspondront trois coniques U = o,V = o,W= o; et, en général, à une courbe d'ordre n il correspondra une courbe d'ordre "^n, dont l'équation s'obtiendra en remplaçant dans l'équation donnée x^y, z respectivement par U, V, W. Nous avons déjà employé cette méthode (n°' 252,272). On en a un exemple simple quand la relation entre F et P est exprimée par les équations
à une droite quelconque Ix -\- my -I- nz correspond alors une conique Ix^ + ?ny'^ -f- nz'^ tangente aux côtés du triangle ^/z,
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tandis qu'aune droite de la secondefigure correspond une conique dans la première. A la courbe (a, b, c^f^ g^ h){x^y^ z'^) de la première figure correspond la cjuar tique
ax + by -H c^ 4- 2//- z-
gz- x--\-2hx'^y-z=zo
et, comme l'équation générale d'une conique peut être écrite sous la forme
f fgf^r ' Vr fëV
il s'ensuit que l'écjuation de la qmartique correspondante
peut se mettre sous la forme ax'^ + by'^ + cz' + dw'- --= 0 ;
elle est donc trinodale et a les droites x, y^ z, iv pour bitan-
Sfcntes.
344. La méthode de transformation qu'on vient d'indic[uer, dans laquelle
n'est, en général; pas rationnelle ; en effet, étant donnés .r, jK, z^ nous en déduisons bien x' , y' , z' sous forme rationnelle; mais, quand x' ^ y^ z' sont donnés, nous avons, pour
, . . U Y W . trouver x^ y, s, les équations — y = — = — y-, qui représentent
des coniques ayant quatre intersections communes; par conséquent, à une position quelconque du point (^^5^/, z^) correspondent quatre positions du point (^, jk, z). Si les coniques U, V, W avaient un point commun, ce point, étant indépendant de la position du point variable (x^ , y' y z')y pourrait être laissé de côté; et à une position c|uelconque de l'un des points correspondraient trois positions de l'autre point. On traiterait de même le cas où U,V,W auraient deux points communs; enfin, si elles en avaient trois, les coniques
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outre les trois points fixes, n'auraient plus qu'un seul autre point commun. La transformation est donc rationnelle dans ce cas et à une position quelconque de l'un des points correspond une seule position de l'autre point. Nous n'aurions à faire qu'un changement pur et simple de coordonnées si, au lieu des coniques U, V, W, nous prenions trois coniques de la forme /U + ni\ -{- n'Vsf ^ et si nous nous donnions ainsi les droites correspondantes Ix + niy -|- nz pour nouveaux axes de référence. Nous ne perdrons donc rien en généralité si nous prenons pour U, V, W les trois couples de droites obtenus en joignant chacun des points fixes aux deux autres. La transformation rationnelle du second degré la plus générale est donc celle que nous avons déjà employée (n°^ 283) et dans laquelle deux points correspondants sont liés par les relations réciproques
X '.y \z=z y' z' \ z' œ' \ x' y' et
x^ \ y' \ z' :=. yz\ zx \ xy,
345. Nous avons établi (n'^283) que le point xy aura pour correspondant un point quelconque situé sur la droite 5^ =r o ; et si nous transformons une courbe quelconque, à chacun des /2 points où elle rencontre la droite ^ correspondra le point xy^ qui sera en conséquence un point d'ordre ji de multiplicité, ou, plus rigoureusement, à chacun dje ces ii points correspondra la direction d'une tangente au point ^^upie^ Ily aura une coïncidence parmi ces tangentes, quand la droite z' sera tangente à la courbe originale. Donc, à une courbe du n}^^^ degré qui ne passe par aucun des trois points fixes j)/'^', z' x' ^ x' y' correspondra une courbe du degré *i n ayant les trois points yz^ zx^ xy comme points multiples d'ordre n. Supposons cependant que la courbe passe par le point jkV; la droite x devra faire partie du lieu, et, en la mettant de côté, l'ordre de la courbe correspondante se troi:-
vera diminué d'une unité. Mais, comme la droite x passe par chacun des points zx^ xy^ la courbe correspondante ne passera plus par chacun de ces points que (/i — i) fois au lieu de n\ et, de la même manière, nous voyons, en général, qu'à udf courbe du degré n qui passe par les trois points principau> (comme nous les nommerons) f, g el h fois respectivemen! correspondra une courbe dont l'ordre n' sera 2 n — / — g — h et qui passera parles trois points principaux de l'autre figure /^, g' j h' fois respectivement, ces quantités étant définies par les relations
346. Il est facile de vérifier que les nombres ainsi assignés vérifient la relation réciproque qui existe entre les courbes correspondantes ; c'est-à-dire que nous avons aussi :
71 =: 2 71^ — f — g' — h\ /— 72' — g' — h', g^n' — h'—f, hz=zfl'~f^g'.
Nous montrerons aussi que les deux courbes ont le même genre. En effet, si une courbe passe /fois par un point, cela équivaut à|/(/ — 1) points doubles (n^* 43). Donc le genre de la première courbe est
et, si nous nous servons des valeurs que nous venons de trouver pour Ti! ^ f ^ g' ^ h'^ il est facile de vérifier que le nombre que nous venons d'écrire est égal à
l[in'-i){n'-2)-f'{/'-i)-g'{g'-i)-h'{h'-j)-}.
347. La méthode d'inversion ou de transformation par rayons vecteurs réciproques, décrite au n° 122 et dans les Sections coniques n"" 121 (e), est un cas particulier de la transformation du second degré. Dans cette méthode, nous avons un point fixe O, et les points correspondants P, P' sont
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situés sur une droite passant par O et à clés distances de ce point dont le produit est constant : OP.OP^= i. Si nous prenons le point O pour origine, il est facile de voir que les relations entre les coordonnées rectangulaires de P et P' sont
f oc y œ' y'
Mais ces équations donnent
X^ -f- IV^ ■=. :, X^ — iv' = .
^ X — ly ^ X -\- ly
Si donc nous posons
X, Y, Z =1^ — if, X -h iy, 1; X',Y',Z'=:x'~^iy, x'-if, I, il vient
x^ : Y , : z^ z=z YZ : zx : XY,
c'est-à-dire que la transformation est du genre de celles que nous considérons dans cette Section. Le point O est appelé le centre d^ inversion; et le cercle dont le rayon est la racine carrée de la valeur donnée OP.OP^ est appelé le cercle d'inversion. Si P décrit une courbe, celle que décrit le point P est appelée la courbe inverse.
En particulier, l'inverse d'une droite est un cercle passant par O ; si OA est la perpendiculaire à cette droite et A^ le point correspondant à A, la courbe inverse est le cercle qui a OA^ pour diamètre. Le point O correspond au point à l'infini sur la droite. De même l'inverse d'un cercle est un cercle {Sections coniques^ n*' 121 ) et, en particulier, rinverse d'un cercle C, qui coupe à angle droit le cercle d'inversion, est ce même cercle C; autrement dit, le point P^ qui correspond à P se trouve sur ce même cercle qui est à lui-même son inverse. Nous donnons cet exemple pour faire connaître une théorie qui sera étudiée plus complètement dans une Section séparée, où la théorie générale de la trans-
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formation se présente comme théorie de la correspondance de points sur une courbe donnée. Si nous nous contentons de considérer le cercle C, les points P, P^ situés sur cette courbe se correspondent l'un à Tautre ; et, pour trouver le point qui correspond à un point donné P, nous n'avons qu'à joindre ce dernier à un point fixe O et à prendre le] point où OP rencontre de nouveau le cercle.
348. Revenons à la théorie générale de l'inversion; il est évident que deux couples de points correspondants A, A^; B, B^ sont situés sur un cercle qui coupe orthogonalement le cercle d'inversion ; et, d'après la propriété du quadrilatère inscrit dans un cercle, la droite qui joint deux points A, B fait avec le rayon vecteur OA le même angle que la droite qui joint les points correspondants A', B' fait avec le rayon vecteur 0B^ A la limite, si AB est la tangente en un point A, la tangente correspondante à la courbe inverse fait le même angle avec le rayon vecteur. Il en résulte immédiatement que l'angle que font entre elles deux courbes en un point est égal à celui que font les courbes inverses au point correspondant.
On peut former immédiatement les inverses des courbes comprises dans l'équation p" = a"cosn(o. Pour 72 = 2, la lemniscate est l'inverse de l'hyperbole équilatère; pour n = |, la cardioïde est l'inverse de la parabole qui a l'origine pour foyer, etc. L'inverse d'une conique, en général, est une quartique trinodale, qui a pour points doubles l'origine et les points circulaires à l'infini. Si Torigine est le foyer. Finverse est le limaçon; si l'origine est sur la courbe, l'inverse est une cubique nodale circulaire, et l'origine est le point double. Il est évident que, en général, un cercle osculateur d'une courbe aura pour correspondant un cercle osculateur de la courbe inverse; mais si le cercle passe par l'origine, l'inverse sera une tangente d'inflexion.
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Exercice 1. — Les trois points d'inflexion d'une cubique nodale circulaire sont sur une droite; donc, par tout point d'une conique on peut mener trois cercles osculateurs à la courbe, et leurs points de contact sont situés sur un cercle passant par le point donné. Les trois pointu seront tous réels quand la courbe est une ellipse; mais si c'est une hyperbole, il y en a deux d'imaginaires (*).
Exercice 2. — De la même manière, par un point quelconque d'une cubique circulaire ou d'une quartique bicirculaire on peut décrire neuf cercles osculateurs à la courbe; et parmi eux, trois seront réels et leurs points de contact seront situés sur un cercle passant par le point donné.
Exercice 3. — T^es pieds des perpendiculaires abaissées d'un point d'un cercle sur les côtés d'un triangle inscrit sont en ligne droite.
Inversement, si sur trois cordes dun cercle AB, AG, AD, comme diamètres^ on décrit des cercles^ les points d'intersection de ces cercles pris deux à deux seront sur une ligne droite.
Exercice 4. — Le cercle qui est circonscrit à un triangle dont les côtés sont tangents à une parabole passe par le foyer.
Inversement, si l'on décrit trois cercles passant par le point de rebroussement d'une cardioïde et tangente à cette courbe, leurs points d'intersection sont en ligne droite.
Exercice 5. — Si une droite rencontre un limaçon en quatre points, la somme de leurs distances au point double est constante.
Inversement^ si un cercle passant par le foyer rencontre une conique en quatre points, la somme des inverses de leurs distances au foyer est constante.
Exercice 6. — Trouver l'enveloppe des cercles passant par un point fixe et dont le centre se trouve sur une courbe donnée.
Prenons ce point fixe pour centre d'inversion ; le lieu des extrémités des diamètres passant par ce point est une courbe semblable à la courbe donnée. Il est facile de voir que la podaire négative (n** 121) de
(1) Ce théorème est dû à Steiner (Voir Sectio?is coniques, n«> 244, Ex. 3). La démonstration donnée ici est du D"" Ingram
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l'inverse de cette dernière courbe est l'inverse de l'enveloppe demandée et, par conséquent (n° 122), que l'enveloppe est l'inverse delà polaire réciproque de cette courbe (i).
349. Il nous reste à faire connaître les cas de transformation rationnelle du second degré qui ne peuvent pas se ramener à la substitution j: \ y, z ^=:y z' ', z' x' [ x' y'.
Des trois points communs aux coniques U,V,W, deux peuvent coïncider : supposons que la droite j^ soit la tangente commune aux coniques au point yx^ et soit xz le troisième point commun aux trois coniques; l'équation de chacune d'elles peut alors se mettre sous la forme
aœ- -h 2fyz -+- 2 hxy = o.
Nous pouvons prendre x^,j^^,^j^ pour les trois coniques et la substitution à employer est celle dont on a fait usage n° 289 : x^ \y \ z' ■=. xy \ x'^ \yz ; ces équations impliquent réciproquement les relations x\y \ z^= x'y' \ x''^ \ y' ^' - I^ans cette substitution comme dans Tautre, au point x' z' correspond la droite y] Qi k une courbe rencontrant cette droite en Il points correspondra une courbe ayant le point comme point multiple d'ordre n. Au point x'y correspond la droite x ; mais, quel que soit le point sur cette droite, la direction correspondante de tangence sera y' =:zo. Donc une courbe qui rencontre la ligne x en n points aura pour correspondante une courbe ayant le point ^y comme point /z"p^^, où toutes les tangentes coïncident. En un mot, la théorie est, en substance, la même que ci-dessus, mais elle est modifiée seulement par la coïncidence de deux des points principaux. Supposons enfin que les trois points coïncident (5'^c^. coniques, n" 239); les équations des trois coniques doivent alors être de la forme by'^ + ihxy -\- 2f[yz — mx-) = o et
(') Cet exemple est emprunté à un Mémoire du D'Stubbs sur cette méhode [Phil. Mag., vol. XXIII, p. i8).
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nous sommes conduits à la substitution employée dans le n« 290 :
oc' \ y' ! z' = xy : /- : yz — mx*^^
qui implique réciproquement
x\y\zz=L x'y' : j'^ \y z' — mx"^.
3S0. Avant d'aborder la théorie générale de la transformation rationnelle, il convient cependant de mentionner d'abord, comme extension de ce qui a été établi n^ 347, que la substitution générale de X'^, Y'', Tj^ à X, Y, Z prend une forme simple quand la droite Z est à rinlini et quand X, Y passent par les deux points circulaires. En effet, en rapportant l'équation à des coordonnées polaires, les équations de X et Y deviennent
p ( ces ô ±: i sin 6 ) =:z o,
et il est évident que remplacer ces fonctions par leur ^^ième puissance équivaut à remplacer p par p'^ et 9 par ^9. Cette transformation n'est pas rationnelle, mais elle peut s'appliquer avec avantage aux courbes de la forme p^ = a^ cos mM qui se transforment toujours ainsi en courbe de la même famille. Pour n = 2, un cercle devient une cassinienne, et pourri r=r |un limaçon. M. Robert a aussi remarqué (Joz^r/z^^/ de Lioiwille^ XIII, 209) que l'angle sous lequel deux courbes se coupent n'est pas altéré par cette transformation. En effet, la tangente de l'angle que fait la tangente à la courbe avec le
rayon vecteur est (n°95)p -7- et elle ne change pas de valeur
quand on remplace diù par nd(j) et — par — -- Ainsi les
théorèmes donnés comme exemples d'inversion conduisent chacun à autant de théorèmes qu'il nous plaira de donner de valeurs différentes à n. Les théorèmes qui concernent les angles sous lesquels des courbes se coupent se transforment
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facilement aussi par cette méthode; tels sont, par exemple, les théorèmes suivants : Le cercle est le lieu des intersections de deux droites rectangulaires qui passent chacune par un point fixe. Une série de cercles concentriques sont coupés orthogonalement par des droites passant par le centre commun, etc.
351. Nous passons maintenant à la théorie générale de la transformation rationnelle, dans laquelle un système de valeurs de {x^y^ z) a pour correspondant un seul système de valeurs de x' ^ y'^ z' (par exemple x' \y \z' =^\i \Y \ W, où U, V, W sont des fonctions connues de x, y, z que nous supposons du /i'"'"^^ ordre) et où^ réciproquement, un système de valeurs de x'^y'^ z^ a pour correspondant un seul système de valeurs x l y\z = 1]' lY' l W. Quand il est possible d'exprimer ainsi les coordonnées en fonctions mutuelles les unes des autres, U^, V, W doivent aussi être du /i'*'"'^ ordre en x'f y^ 2^ En effet, aux n intersections d'une droite arbitraire Ix -\- niy -f- nz, avec une courbe quelconque
aU-i-6YH-cW,
correspondront dans l'autre système les intersections de
/U^ + mV^-|- ;^W avec la droite ax' -{-by' -\- cz' ^ et ces points doivent aussi être au nombre de n,
352. Examinons maintenant les conditions à remplir pour qu'une telle expression réciproque puisse être possible. En général, si l'on nous donne les coordonnées d'un point dans un système x' '.y' \ z' ^= a\b\c^ ce point aura pour correspondant dans l'autre système les intersections des courbes
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et el!es seront au nombre de n- si U, V, AV sont des courbes
générales de leur ordre. Cependant, si U; V, W ont y? points
U Y W communs à elles trois, les courbes— = 7- = — passeront
toujours par ces points et il y aura seulement n- — p points d'intersection variables, et ce seront les points qui correspondent au point donné dans l'autre système. Enfin , si /? = ii^ — 1 , il existe un seul point d'intersection variable, ou^ en d'autres termes, toutes les intersections de U ! V ! AV = a \h\ c étant connues, sauf une, les coordonnées du point d'intersection restant sont déterminées d'une manière unique; elles seront de la sorte des fonctions rationnelles de a, 6, c^ c'est-à-dire de x^ ^ y y z^ j et nous obtenons ainsi pour elles des expressions de la forme
353. Une des conditions pour la transformation rationnelle, c'est donc que les courbes U, V, W aient n'^ — i points d'intersection communs ; mais il y a une autre condition de plus. Le système de courbes aU -\- bY + cW doit être aussi i^énéral que le système de droites ax' -\' by' + cz' auxquelles elles correspondent; autrement dit, une courbe du système ne doit être déterminée que quand on donne deux conditions pour déterminer les deux constantes exprimées a\b\c. Le nombre de conditions que U, V, W doivent être astreintes à vérifier doit donc être au moins de deux unités moindre que le nombre de conditions nécessaires pour déterminer une courbe du n^'''^^ ordre. Par exemple, si U, V, W sont des cubiques et si nous les assujettissons à la condition d'avoir huit points communs distincts, elles doivent aussi en avoir un neuvième (n° 29) : il n'y aurait donc pas de point d'intersection variable et la construction du n^ 352 serait en défaut. Pvlais nous pouvons encore satisfaire aux conditions du problème, en supposant que les cubiques U, V, W ont un point
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commun, qui soit un point double pour toutes, et quatre points ordinaires. Cela n'équivaut qu'à sept conditions, puisqu'un point double ne donne que trois conditions (n^^ 41); il faut donc deux conditions de plus pour déterminer une courbe quelconque aU + 6 V + cW. Mais les points communs donnent un total de huit intersections, puisque tout point qui est un point double sur deux courbes compte pour quatre intersections. Et de même, en général, nous ne pouvons pas prendre pour U, V, W des courbes du n''^'^^ ordre ayant /^^ — i points distincts communs, parce que (n étant plus grand que 2) elles auraient un autre point commun et pas de point d'intersection variable ; mais nous pouvons satisfaire aux conditions du problème en choisissant pour U, V, W des courbes a^^ant en commun a^ points ordinaires, as points doubles, a3 points triples, etc., de telle manière que tous ces points équivalent à 7i'^ — i intersections seulement et que le nombre des conditions qu'elles impliquent soit de deux unités moindre que le nombre des conditions nécessaires pour déterminer une courbe du 7z^^'"^^ ordre. Si nous nous rappelons maintena^nt que connaître un point multiple de l'ordre 7^ équivaut à ^(r+i)/^ conditions et qu'un pareil point, quand il est commun à deux courbes, compte pour r^ intersections, nous avons les deux équations
(i) ai+4^24-9a3-H . . . -l-''^a;-=>^^— ij
(2) ai-t-3a2 4-6a3-f- . . . + ^r( r -f- i)ar = | /^(/^ 4-3 ) — 2.
Multiplions la seconde équation par 2 et retranchons-la de la première; nous obtenons une équation qui peut avantageusement remplacer l'équation (2) et qui est la suivante :
(3) «1-4- 2a2-l- SagH- . . . -\- ra,.=: 3{/i — i).
Nous avons donc autant de modes de transformation par courbes du /z'''"^^^ ordre que ces équations admettent de solutions en nombres entiers et positifs pour a^, ao, ... ; à la
Hosted by
condilion toujours que le nombre des points multiples d'ordre supérieur que les courbes sont supposées posséder sera soumis aux conditions limitatives indiquées (n" 43) (^)
354. Rigoureusement, l'argument du n^ 3S3 montre seulement que dans l'équation (2) le second membre ne peut être plus grand que la valeur que nous avons indiquée en cet endroit. Mais nous pouvons aussi démontrer qu'il ne peut être moindre. En effet, ajoutons un terme — t et retrancKons l'équation (2) de (i); nous obtenons
(4) «2 + 30(3-1- .. . -h\r{r— i)ar-='\{n—i){n — 2)-\-t.
Si nous nous rappelons qu\in point triple équivaut à trois points doubles, et un point multiple d'ordre r à {r{r — i) points doubles, nous voyons que le premier membre de l'équation représente le nombre de points doubles auxquels les points multiples d'une courbe aU + 6 V + cW sont équivalents. Or, comme nous avons montré (n^ 42) que ce nombre ne peut dépasser ^[n — 0(^^ — ^)? iic>us devons avoir ^ = o, et l'équation (4) nous apprend que les courbes du système aU H- 6 V + cW ont chacune le nombre maximum de points doubles, ou, en d'autres termes, qu'elles sont unicursales. Il est d'ailleurs évident qu'il doit en être ainsi, puisque ces courbes correspondent aux lignes droites de l'autre système; non seulement une droite sera transformée en une courbe unicursale, mais il en sera de même pour toute courbe unicursale; car, si les coordonnées d'un point sont des fonctions rationnelles d'un paramètre, les coordonnées du point correspondant, qui sont des fonctions rationnelles des précé-
(^) Cette théorie est due à Cremoiia. Voir ses Mémoires Sulle trasformazione geometriche délie figure piane {Mem. di Bologna, t. II, i863, t. V, i865). Voir aussi un Mémoire de M. Cajley, Proceedùigs 0/ London mathem. Society, vol. III, 1870, p. 127-180.
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(lentes, doivent aussi être des fonctions rationnelles du même paramètre.
355. Nous avons vu que, si n est plus grand que 2, les équations ( i ) et (3) ne peuvent pas être satisfaites si les points communs à U, V, W sont seulement des points d'intersection simples. Nous allons montrer de la même manière que si n est plus grand que 5, il doit y avoir un point multiple d'ordre supérieur au second; et ainsi de suite en général. Soit r le plus grand indice; multiplions l'équation (3) par r et retranchons-en l'équation (1), nous avons
( r — I ) ai + 2 ( r — 2 ) a2 + 3 ( r — 3 ) ag 4- . . .
Tous les termes du premier membre sont positifs, donc r ne peut être moindre que|-(/z4- i). Nous pouvons prendre r égal à ce nombre dans le cas où \[n -\- i) est un entier; c'està-dire que, si n est de la forme 3/? — i, nous pouvons prendre/? = 7^; mais, s'il en est ainsi, tous les nombres a^,a2,a3,. . . cf.r-\ doivent être nuls, les courbes ne peuvent avoir de points communs que les points multiples d'ordre p et nous avons yoa^ = 3 (3 — 2), équation qui ne peut être satisfaite par aucune valeur entière de oLp, si p est plus grand que 3. Si donc on excepte les cas où tz = 2, 5, 8 ou 17, r doit être plus grand que f(/i+ i). Par conséquent, si 7i est plus grand que 5, il doit exister un point multiple d'ordre supérieur au second.
356. On établit de la même manière un théorème dont nous allons actuellement tirer une conséquence importante, à savoir que, si nous prenons les trois points multiples des ordres les plus élevés, la somme de leurs ordres doit être plus grande que n. Soient r, 5, t ces ordres : nous supposons que s n'est pas plus grand que r, et t pas plus grand que 5; faisons passer dans les seconds membres des équations (i) et (3) les
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termes fournis parles deux premiers; ces équations deviennent
a^ -H 4^2 + • • • -h ^^ai= /i^ — i — A*'' — 5^, aj 4- 2 a2 4- ... -}- ^ a^ =: 3 /i — 3 — r — S.
Nous déduisons, comme plus haut, une limite pour la plus petite valeur admissible de ï, de cette considération que, si nous multiplions la seconde équation par t et si nous en retranchons la première, le reste est essentiellement positif. Nous avons à montrer que n — r — 5 est une valeur trop faible pour t ou que, dans ce cas,
n} — I — r''- — s^^ tiZn — 3 — r — s).
Posons r + 5 = n — t\ cette équation devient
1rs — T 4-2 72^ — t^^ t{2n — 34-0-
Mais comme, par hypothèse, r et 5 ne sont pas moindres que t^ la plus petite valeur que puisse prendre cette première quantité se trouvera en supposant que r et 5 soient tous deux égaux à t\ l'inégalité devient alors
qui est évidemment exacte.
357. Gremona a réduit en table, jusqu'à n = lo, toutes les solutions admissibles pour le système d'équations que nous avons considéré. Nous allons donner quelques-uns de ses résultats; mais nous en avons dit assez pour montrer que nous pouvons toujours prendre pour U, V, W des fonctions du /^i"^le ordre en x^ y y z telles que les équations
représentent trois courbes ayant en commun un certain nombre de points fixes (que nous appellerons /jo/zz ^5 /^/^mc;'paux) équivalents an- — i intersections et un point variable
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dont les coordonnées exprimées en fonctions de x' ^y' ^ z^ àonnent le système réciproque d'équations
Nous avons déjà vu que U^, V^, W sont des fonctions du n}^"^^ ordre en x' ^ y' ^ z\ et il esL évident qu'elles doivent aussi représenter des courbes ayant en commun un nombre de points fixes satisfaisant aux conditions (i) et (2) posées précédemment. Il ne s'ensuit pas pourtant et il n'est pas toujours vrai de dire que la même solution du système d'équations soit applicable dans les deux cas; en d'autres termes, le système de courbes aU + ^V + cW qui correspond aux droites d'un système, etle système de courbes aU'+^V^-}-cW qui correspond aux droites de l'autre système n'ont pas en général la même distribution de points multiples.
358. Nous avons vu que, dans la transformation du second degré, l'un des trois points principaux a pour correspondant dans l'autre figure, non pas un point, mais une droite. Nous allons étendre ce théorème en montrant qu'en général un des points a^ a pour élément correspondant une courbe unicursale du n'^^^ ordre. Il est évident que le système d'équations
devient illusoire si nous cherchons le point (^',7^,2^) qui correspond à un point commun aux courbes U, V, W. Supposons d'abord que ce point soit un point d'intersection simple; si nous passons au point consécutif, x ^ y' ^ z^ sont respective aient proportionnels à
Sx
iSj +
\,iz,
OÙ U^,... sont des quotients différentiels. Nous obtenons
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ainsi un point différent ce' ^ y\ z' comme élément correspondant à chacpe élément de direction au point (x^y^ z). Mais si trois courbes ont un point commun^ leur Jacobienne passe par ce points comme cela est évident en écrivant les équations U = o, . . . sous la forme
\j.^ œ 4- U. r + U3 ^ rzz o, Yi œ + Y2 j -h V3 z =10, Wj X + W2 r + W3 z — o
et éliminant ^,jKj z. Nous voyons ainsi c[ue, si nous éliminons S:r, Zy des valeurs cjue nous avons trouvées plus haut, ùz disparaîtra également, et cpe tous les points correspondant à x^ y^ z seront sur la ligne droite
359. Nous procédons de la même manière, si le point commun à U, V, W est un point multiple. Supposons, par exemple, que ce soit un point double ; les valeurs données (n° 358) pour x\ y ^ z' s'annulent alors. Mais si nous représentons comme plus haut les dérivées secondes par a, b, c^ . . . , nous verrons que ^', y, z' sont respectivement proportionnels à
-\- 2g-^zox -^ 2h^x 8j : a' 8^2 ^ _ ^ . ^'/ § -3^9 _|_
Or la relation du point xyz avec UVW est telle qu'elle permet l'élimination entre ces équations de S^, Sj-, 8^. En effet, les formes ci-dessus sont en apparence des formes ternaires, en S^, §7, S^, mais elles sont binaires en réalité. En effet, la quantité ax^ + by^ + cz- +. . . égalée à zéro représente le couple de tangentes à la courbe U au point double et peut être ramenée à la forme
a{x — 7J2zy -^ 2h{œ — mz){y — nz) -\- b{y — nzy. Il n'y a donc que deux quantités hx — mZz^ hy — nZz à
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éliminer entre les équations, et il reviendra pratiquement au même d'écrire S^ = o et d'éliminer S.2?, ùy. Il en est de même pour un point multiple quelconque ; les quantités ^',jkS^' sont proportionnelles à
8^, '^y s'éliminent de la manière indiquée n"" 14 et x\y^ ^ z\ qui sont des fonctions rationnelles d'un paramètre, sont les coordonnées d'un point d'une courbe unicursale d'ordre /'.
360. Les courbes d'un système qui correspondent aux points principaux de l'autre système peuvent être appelées courbes principales, et ces courbes prises ensemble constituent la Jacobienne du système de courbes aU + 6 V + cW. En effet, la Jacobienne est le lieu d'un nouveau point double sur les courbes du système qui ont un point double en plus des points principaux multiples qui leur sont communs à toutes. Mais, comme chacune de ces courbes a déjà son nombre maximum de points doubles, elle ne peut en acquérir un nouveau qu'en se décomposant en courbes de degré inférieur, et cela arrivera seulement quand la droite correspondante de l'autre système passera par un des points principaux. Dans ce cas, la courbe aU -H b\ -H cW se décomposera en la courbe fixe de degré r qui correspond au point principal, jointe à une courbe résiduelle variable avec la droite qui passe par a^.. Si, en général, nous avons deux courbes unicursales, dont la somme des ordres r et r' soit égale à n, la multiplicité complexe qui provient des singularités des deux courbes et de leurs intersections équivaut à
|(r— i)(r — 2)-h|(r^ — i) {r' — i) -\- rr\
c'est-à-dire à \{n — i) {n — 2) + i points doubles. Nous voyons ainsi qu€, dans la courbe que nous considérons, la courbe complexe a, outre les points principaux, un nouveau
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point double qui sera le point d'intersection de la courbe fixe correspondant à a.r avec la courbe résiduelle variable ; et le lieu de ces points est par conséquent la courbe {\^q, La somme des ordres de toutes les courbes principales constitue l'ordre de la Jacobienne du système aU + ^V -h cW, comme l'exprime l'équation (3)
a^ -i- 2 a2 4- 3 ag H- . . . H- ra,. r= 3 (^ — i).
J3e la théorie générale desJacobiennes, que nous traiterons plus complètement dans le prochain Chapitre, il résulte que le s^^stème des courbes principales passe deux fois par chacun des points ^^y cinq fois par chaque point a2, et 3r — i fois par chaque point a^. Il y a d'autres théorèmes cju'il suffit d'indiquer et qui concernent la position des courbes principales par rapport aux points principaux. Par exemple, prenons une ligne droite d'un système, qui ne passe pas par un point principal a^, la courbe correspondante aU + 6V 4-cW ne peut avoir aucun point ordinaire commun avec la courbe principale a,^, et les intersections des deux courbes seraient exclusivement des points principaux. Nous pouvons voir de cette manière que toute droite principale passe par deux points principaux dont la somme des ordres est /z, et que toute conique principale passe par cinq points principaux dont la somme des ordres est in,
361. Nous pouvons maintenant déterminer les caractéristiques de la courbe qui correspond à une courbe de l'ordre k que nous supposons ne passer par aucun point principal. Il est évident que, si nous remplaçons x\ y y z par U, V, W dans une fonction de l'ordre k^ nous obtenons une fonction de Tordre nk\ et si les courbes U, V, W ont un point a commun, la droite qui correspond à a dans l'autre figure rencontrera la courbe S en /r points qui correspondront tous à a; ce sera donc un point k^^'^ et de la même manière chacun
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des points principaux ^r sera un point multiple d'ordre rk. Si la courbe originale n'a pas de points multiples, la courbe transformée n'aura d'autres points multiples que les points principaux. On voit ainsi que la courbe transformée sera de l'ordre nk et que le nombre maximum correspondant de points doubles sera {(/lA" — \){nk — 2); les points principaux seront des points multiples et le nombre de points doubles auxquels ils sont équivalents sera
\^^k{k — i) +-|a22A-(2A-— j) 4- . . . -\-\i,rk{rk— i) ou
ou bien, en vertu des équations ( i ) et (3),
En effectuant les substitutions, le genre de la courbe transformée est
il est donc le même que celui de la courbe primitive. Si cette dernière a des points multiples autres que les points principaux, ces points ont pour correspondants dans les courbes transformées des points multiples du même ordre, et les genres des deux courbes restent égaux.
Si la courbe primitive passe par l'un quelconque des points, principaux a^,, pour chaque fois que le passage aura lieu, la courbe correspondante a^ fera partie de la courbe transformée, et le degré de la courbe transformée proprement dite sera diminué en conséquence. Il y aura aussi une réduction correspondante dans le nombre des passages de la courbe transformée par les points principaux par lesquels passe a^. L'effet de ces modifications sera de conserver toujours l'égalité entre les genres des deux courbes. Ainsi, par exemple, si la courbe originale passe par un des points a^, la transformée S. — Courbes planes. 29
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renfermera comme partie intégrante une ligne droite et le degré de la courbe résiduelle se réduira de nk à nk — i ; il y aura; comme conséquence, une diminution de nk — i dans le nombre maximum des points doubles; ainsi, si une droite passe par deux points a,., a^, le nombre des passages de la courbe résiduelle par ceux-ci sera réduit d'une unité pour chacun, et le nombre de points doubles équivalents se réduira de sk — I et tk — i ou de nk — i, puisque s -\- t^=^ n. Il n'est pas nécessaire d'entrer dans plus de détails, parce que nous allons arriver aux mêmes résultats par une autre méthode.
362. Toute transformation de Cremona peut se ramener a une succession de transformations du second degré, — Considérons la transformation la plus générale dans laquelle les lignes droites d'une figure aient pour correspondantes dans l'autre des courbes du ji'^"^^ ordre, ayant en commun ci.^ points ordinaires, a2 points doubles, etc. Nous avons vu (n^'SSô) qu'il y a trois de ces points dont la somme des ordres dépasse n. Prenons-les comme points principaux et effectuons une transformation du second degré; le degré de la courbe transformée étant in — r — s — t est moindre que n. De la même manière, par une nouvelle transformation du second degré, nous pouvons réduire le degré de cette courbe; et ainsi de suite jusqu'à ce que nous arrivions à la fin à des lignes droites correspondant aux courbes du ^'^^^ degré. Gomme on a démontré (n° 346) que le genre n'est pas altéré par une transformation du second degré, le théorème de ce numéro montre qu'il ne l'est pas non plus par une transformation de Cremona. L'exemple particulier qui suit rendra la méthode plus claire et montrera comment on peut suivre la disposition des courbes principales. Considérons la transformation dans laquelle des lignes droites sont transformées en courbes du cinquième degré, ayant trois points ordinaires a^ a^, «3, trois points doubles 6^ b^i b^ et un point triple c. Pre-
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nous cb^b2 comme points principaux; par une transformation du second degré, lesquintiques deviennent des cubiques, ayant 63 pour point double et a, a^ «30' comme points ordinaires. Prenons encore ^3 ^3 d comme points principaux et opérons une nouvelle transformation du second degré; les cubiques deviennent des coniques passant par a[a^bl] enfin une nouvelle transformation, où nous prendrons ces points pour points principaux, transformera ces dernières courbes en droites. De la même manière, nous pouvons voir comment sont transformées les droites du premier système, ou, plus généralement, comment sont transformées les courbes de l'ordre k passant a^ fois par le point a\,, . . . Après la première transformation, nous avons
k' = 2 /{■ — c — bi — Z?2,
b\ = k — c—b^, b\^-=.k — c — bi, 63—63,
a\ = a^, a'o = a^^ ci'.^ = a^.
Après la seconde transformation, où a!^, 63, d sont les points principaux, nous avons
c" -rz^ik — C — a^ — 61 —-62 — 63,
a.^-zm k — c — 63, a'2 = «2, d\ -m a^.
Enfin, après la troisième transformation, les points principaux étant a"^, a'^, 63, nous avons
k"' = 5 /{• — 3 c — 2 61 — 2 62 — 2 63 — Ui — «2 — <^3?
a[=i2k — c — 61 — 62 — 63 — «2, àl^ik — c — b^ — 62 — 63 — «j,
b'l^=i k — c — bi, b'l-=z k — c — 62,
h'lz:=L?>k — 2c — b^~ b^ — b^ — a^^ a^ — a^.
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Si nous posons k = i et si nous supposons que les autres lettres soient égales à zéro, nous voyons que des lignes droites se transforment en courbes du cinquième degré ayant en commun un point triple, trois points doubles et trois points simples. Pour suivre la correspondance des points principaux, nous remarquons que dans la première transformation au point c correspond la droite b\b'^] dans la seconde transformation, celle-ci a pour correspondante une conique passant par d' a^b\V[^h'^ et enfin à cette conique correspond une cubique ayant b'I comme point double et les six points restants comme points ordinaires. Les Tableaux suivants donnent les effets des différents genres de transformation de Gremona jusqu'à n^=^6. Les valeurs indiquent aussi les courbes qui correspondent aux points principaux. Ainsi (Exemple 3) la valeur d -zzzZk — ic — S(a) indique qu'à G correspond une cubique a^ ant c comme point double et passant par les points a.
Exemple 1 (II). — n =^ i, «i = 3.
k' = ik — «1 — «2 — ^zi a\=^ k — a^ — «3, a'^ = k — a^ — ai, a'^ = /c — ai — a^*
Exemple 2 (III). — zi = 3, a^ = 3, «2 = 1.
k' =3/1: — ib — ai — «2 — ^3 — «4, b' = ik — h — ai — a^ — a^ — «4, a\ = k — b — ai — ....
Exemple 3 (IV, 1 ). — n = 4, «i = 6, a2 = o, cts — i.
k'^ 4/c — 3c — i:(a), c' = 3k — ic— S(a), a!i = k — c — ai — ....
Exemple 4 (IV, 2). — /i = 4, aj = 3, «2 = 3. k' ^ ik — il.{b) — l.{a), b\=2k — S(è)— «2 — «3, 62—.. , a\ = k — ^2 — ^3^ • • ' '
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Exemple S (V, 1). — n = 5, ai = 8, «2 = 0, <x^ = o, a^ = i.
k'=5k — ia — I.(a), a' = /ik — 3 a — S (a), a\ = k — a — a^.
Exemple 6 (V, 2). — zi = 5, a^ = 3, a2 = 3, as = i.
c' = ?,k~ic--Y.{b) — Ua), h\^ ik — c — a^—y.ih'), a^=:^ k — c — b^.
Exemple 7 (V, 3). — n = 5, a^ = 0, a2 = 6.
k'^Sk — i-Lib), b\ = ik—b^i—bi--b,^—b-^—bQ^ ...
Exemple 8 (VI, 1). — /i = 6, aj = 10, a^ = i.
Exemple 9 (VI, 2). — 71 = 6, a^ = i, ag = 4? «3 = 2.
k' = Q^k — ^Z{c)— iZ{b) — a, e\ = 3 A: — 2 Cl — ^2 — ^ ( ^ ) — «; b\ = 2k—I.(c)—b.2—bi— 64,
Exemple 10 (VI, 3). — n = 6, ai = 4, ag = t, as = 3.
d'= ik — 21.(6)— b — I,(a),
a\=^ k — e:~cs, a^ ==....
Exemple 11 (VI, 4). — ^ = 6, ai = 3, aa = 4, «3 — 0, a4 = i.
c\ = 3k — 2d — I,(b)^a2 — «3, Cg^..., 03 = ..., ....
a\—k^a — bi, a'.2 = ...■, aj=:..., a'^ — . . . , ....
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363. Les conditions assignées dans la Sectionprécédente sont nécessaires pour la transformation rationnelle générale entre deux plans, de manière qu'à un point quelconque de l'un ou l'autre plan corresponde un point unique dans l'autre. Mais elles ne sont pas nécessaires pour la transformation rationnelle si nous considérons seulement la transformation d'une courbe donnée S = o. Appliquons à la courbe S une transformation ^' : y ; y == U : V : W, dans laquelle U, V, W sont des fonctions du n^"^^^ degré en oo^ y^ z, mais qui ne satisfont pas nécessairement aux conditions de Cremona; il est évident qu'à un point quelconque du premier plan correspondra un point unique du second plan, puisque cc^^ y , z' sont donnés sous forme de fonctions rationnelles de x^ jk, z. Mais, d'après la théorie précédente, si U, V, W ont en commun a, points ordinaires, cl^ points doubles, etc., à un point quelconque du second plan correspondront n'^ — a^ — 4<^-2 — • • • points du premier plan, et ce nombre, que nous appellerons 6, sera ordinairement différent de l'unité. Le lieu des points dans le second plan, qui correspondront aux points de la courbe S, sera une courbe S^ correspondant à S, et un point quelconque de la première courbe aura pour correspondant un point bien défini P^ de la seconde. Mais, d'après ce que nous venons de dire, on voit qu'à P^ correspondront dans la première figure, outre le point P, 9 — i autres points; ces derniers ne seront généralement pas sur la courbe S, et la courbe de la première figure qui correspond à S^ se composera de S et d'une courbe résiduaire, lieu des 9 — ^i autres points. Et si nous n'avons égard qu'aux points de la courbe S, nous voyons qu'un point P de S a pour correspondant un seul point P^ de S' et que de même à un point P^ de S' correspond aussi un point unique, bien défini, P de S.
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Ainsi, bien que les équations x' ly ', z' = U :Y ', W ne suffisent pas par elles-mêmes pour donner des expressions rationnelles de ^, y, z en fonction de ^^, y^ z', les circonstances sont différentes quand nous combinons l'équation S == o avec ces équations. Si, entre toutes ces équations^ nous éliminons x,yj z^ nous obtenons une équation S^ = o qui est la condition de la coexistence du système d'équations. Et quand cette condition est vérifiée, nous avons montré (Algèbre supérieure. Leçon X) que nous pouvons en général déterminer rationnellement les valeurs de x, jk, z qui satisferont à toutes les équations du système. Nous voyons ainsi que, quand une courbe donnée S est transformée par la substitution x' \ y \ z' :=\] \Y \ W, nous pouvons en général obtenir une relation réciproque rationnelle x\ y\ z =^\]' \\' \ W^
Exemple. — Supposons qu'on nous donne
x' : y \ z =^ yz -4- x^ : yz -\- xy \ yz -h xz .
Ici des lignes droites dans le second plan ont pour correspondantes dans le premier plan des coniques qui ont en commun les deux points/^, zx\ et par conséquent à un point du second plan correspondront en général deux points du premier. On trouve facilement les expressions générales de x^ y, z en fonction de x\ y\ z' , en remarquant que X — y^ X — z sont respectivement proportionnels à x' — y\ x' — Z] le sens géométrique de cette relation consiste en ce que les points {x, y, z)^ {x\ y\ z'), considérés comme appartenant au même plan, sont collinéaires avec le point (i, i, i). En d'autres termes, les équations sont satisfaites en posant x=^x'-\~\., y=,7'+^> z =■ z' -\~ X, et X est déterminé par l'équation du second degré
Il est évident qu'à un système quelconque de valeurs de {x' , y' , z) correspondront deux systèmes de valeurs pour {x,y, z). Mais il n'en est plus ainsi si nous considérons la transformation d'une courbe donnée. Par exemple, prenons dans le premier plan une droite ax -h ^y + Y^î 1^ relation entre un point de cette droite et le point correspondant du second plan est donnée par les équations a? = ^'-H X,. . ., dans lesquelles (a -H p 4- y)^ — — (a^'4- pj'-H Y-^')-
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De même, si nous avons une conique S dans le premier pian, et si, par la substitution x ~ x' ^1^ . . ., S devient X^-h PX h- S', la courbe qui correspond à S est la quartique obtenue en efFectuant l'élimination entre les équations
X2 + p X -f- S' .- o, 1\^-^-(x' -hf + ^')l -h-y'z' r= O
et l'on obtiendra l'expression de x en fonction de x' en prenant pour X la racine commune à ces équations et qui est donnée par l'équation [2P — {x' -hy -4- z')]"^ -f- iS' —y' z' = o.
364. Le genre d'une courbe n'est pas altéré, non seulement par une transformation de Cremona, comme nous l'avons déjà démontré, mais encore par une transformation quelconque, dans laquelle un point d'une courbe a pour correspondant un point unique de l'autre courbe (* ). On peut le démontrer de la manière suivante.
Remarquons d'abord que dans la transformation rationnelle entre deux plan,}, dans laquelle un point A a pour correspondant un seul point A', si une courbe passe deux fois par A, la courbe correspondante doit passer deux fois par A' ; autrement dit, à un point double d'une courbe doit correspondre un point double sur l'autre courbe. Mais si A correspond à plus d'un point, par exemple à A', B^, . . . , si la seconde courbe passe à la fois par A' et B^, la première courbe passera deux fois par A, c'est-à-dire qu'un point double d'une courbe peut avoir pour correspondant un point double, mais il peut aussi lui correspondre un couple de points distincts
(^) C'est Riemann qui a le premier déduit ce théorème de la théorie des fonctions abéliennes {Journal de C relie, LIV, i33). La démonstration donnée ici est la même, en substance, que celle deZeuthen {Mathematische Annalen, III, i5o). Mais le D"" Fielder m'apprend qu'elle a été indiquée auparavant par Bertini {Battaglini Giornale, VII, io5; 1869). Voir aussi une démonstration dans la Théorie der Abelschen functloneii de Clebsch et Gordan, p. 54, pour le cas où les courbes d'un système qui correspondent aux droites de l'autre n'ont pas en commun de points multiples d'ordre plus élevé que le second.
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sur l'autre courbe. De la même manière, si A/, B^ coïncident, nous pouvons avoir sur l'une des courbes un rebroussement qui corresponde à un rebroussement ou à un couple de points coïncidents sur l'autre.
Considérons maintenant deux points fixes correspondants A, A^ situés chacun sur chacune des deux courbes correspondantes S, S'; supposons que les ordres respectifs de ces courbes soient m et m! ^ et admettons qu'elles soient dans le même plan. Considérons aussi deux points variables correspondants M, M', et cherchons le degré du lieu de l'intersection des droites AM, A' M'. Prenons une position fixe quelconque de la droite AM; comme elle rencontre la première courbe en /?2 — i points différents de A, il y a /n — i positions correspondantes de la droite A'M^, et en conséquence AM rencontre le lieu en 772 — i points distincts de A. Mais si nous considérons la droite AA', il est facile de voir de la même manière qu'elle ne rencontre le lieu qu'au point A compté m! — I fois et en A^ compté m — i . Nous voyons ainsi que le lieu est du degré îïi -\- tu' — 2 et que les points A, A^ sont respectivement des points multiples de l'ordre m' — i , jn — i .
(Cherchons maintenant dans quels cas AM est tangente au lieu. Ceci aura lieu quand deux des droites A'M^ correspondant à AM coïncideront sans que nous ayons en même temps une coïncidence de deux des droites AM qui correspondent à A^M^ En effet, dans ce dernier cas, l'intersection de AM, A'M^ serait un point double du lieu, et AM ne serait pas une tangente ordinaire. Mais i^ si AM est tangente à S, AM sera évidemment tangente au lieu. 2" Si AM passe par un point double de S, suivant que ce point double aura pour correspondants sur S un point double ou deux points simples distincts, nous avons comme correspondants sur le lieu un point double ou un couple de points distincts ; mais dans aucun de ces cas AM n'est une tangente ordinaire. 3° Si AM passe par un point de rebroussement de S, suivant qu'à ce rebrous-
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senienl correspondra sur S^ un rebroussement où un couple de points coïncidents, AM passera par un point de rebroussement du lieu ou sera une tangente ordinaire.
On Yoit d'après i° et 3^ que le nombre des tangentes ordinaires issues de A, joint au nombre des rebroussements, est le même pour le lieu et la courbe S. C'est en exprimant cette égalité que nous obtenons la relation qui lie les courbes S et S^ Nous avons démontré (n° 79) que le nombre des tangentes qu'on peut mener à une courbe du m^""^^^ degré par un point multiple d'ordre r est m^ — m — r(r + i), ou bien qu'il est inférieur à Ja classe de la courbe d'une quantité égale à 2.r. Si donc N est la classe de la courbe, lieu étudié, le nombre des tangentes qu'on peut lui mener de A (qui est un point multiple d'ordre m' — i) sera N — 2{m' — i) ; et si nous représentons par k le nombre des rebroussements du lieu, et par n la classe de S, l'égalité que nous voulons exprimer est
De même, si nous considérons les tangentes issues de A^, i] vient
et nous en déduisons en conséquence
ou bien, si nous remplaçons /i par sa valeur //z- — m — 2ù — 3;:,
(^) Zeiithen démontre de la même manière que si, au lieu de la correspondance rationnelle des deux courbes, a points de S correspondent à un point de S', et a' points de S' à un point de S, et si t, t' représentent les nombres des cas où deux des points a ou a' coïncident, on a
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36o. Nous démontrerions, comme dans le n° 361, que si nous transformons une courbe S du nV^"^^ ordre à l'aide de la transformation x' \ f \ z' =^1] \Y \ W, dans laquelle U, V, W sont des fonctions du p^""^^^ ordre, comme les points où une droite arbitraire rencontre la transformée correspondent aux points où aU + ^ V + yW rencontre S, l'ordre de la courbe transformée est mp — a, — 2a2, . . . ; ici a, , a2, ... représentent les nombres de jDoints simples, doubles, etc., communs à U, V, W et qui sont aussi situés sur S. Cherclions maintenant comment, par cette transformation, nous pouvons abaisser autant que possible l'ordre de la courbe transformée. Nous voyons, comme dans le n^ 353, que U, V, W peuvent être assujetties à satisfaire à deux conditions de moins qu'il n'en faut pour déterminer une courbe d'ordre p, c'est-à-dire k~p{p -{-?>) — 2 conditions; et nous disposerons évidemment de ces conditions de manière à réduire le plus possible Tordre de la courbe transformée si nous faisons passer U, V, Vv^ par autant de points doubles de S que cela sera possible. Soit D le genre de S, le nombre de ses points doubles est en conséquence \{jn- — 3 m) — D + i ; prenons en premier lieu p z= m — I ; dans ce cas, nous pouvons faire passer U, V, W par 7 (m- + m) — 3 points. Nous pouvons donc faire passer les courbes par tous les points doubles et par 2 7?2 + D — 4 autres points de S. Si donc nous posons a, = s/n -[- D — 4 7 a2 = ^( m- — 3 m) — D + i , /> = m — i , nous trouverons que l'ordre de S^ est mp — a^ — sao = D + 2.
Supposons maintenant p ■=z m — 2, ce qui implique évidemment que m est plus grand que 2. En procédant comme ci-dessus, nous voyons que nous pouvons prendre
«2 =r:-|- ( 772^ — 3 772 ) — D + 1 , a^ rzr 772 -+- D — [\
et que l'ordre de la courbe transformée sera encore D -f- 2. Enfin admettons que p z= m — 3 ; nous pouvons prendre ao =^(77z- — 3 777) — ^ D 4- 1 , a, = D — 3, pourvu toujours
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([Lie D soit plus grand que 2, et nous trouvons que l'ordre de la courbe transformée est D + i . La courbe transformée a, comme nous TaVons démontré, le même genre que la courbe primitive; il s'ensuit alors qu'une courbe d'ordre m et de genre D, ou qui a ^^{^m- — S/n) — D + i points doubles, peut se transformer en une courbe d'ordre D + 2, de genre D, c'est-à-dire qui a ^(D- — D) points doubles ; ou bien, quand D est plus grand que 2, en une courbe de l'ordre D + i avec ;(D2 — 3D) points doubles.
Ainsi, en particulier, une courbe peut être transformée comme il suit :
Si D = o, en une conique (^).
D = I, en une cubique.
D = 2, en une quartique avec un nœud.
D := 3, en une quartique.
D = 4? 611 une quintique avec deux nœuds.
D = 5, en une courbe du 6^ degré avec 5 nœuds.
D m 6, en une courbe du 7° degré avec 9 nœuds.
D = 7, en une courbe du 8^ degré avec i4 nœuds, ou une courbe du 6® degré avec 3 nœuds.
336. Nous n'avons pas besoin de nous arrêter au cas des courbes unicursales. Ici D = o et la courbe transformée est une conique; les coordonnées x\ y\ z' peuvent, comme on Je sait, être exprimées sous forme de fonctions du second degré d'un paramètre 9; les coordonnées Xj y^ z^ qui sont exprimables sous forme de fonctions rationnelles de x' , y\
(') Bien que la méthode qu'on vient d'exposer transforme le cas D = o en une conique seulement, la transformation crémonienne permet de transformer encore la conique en une droite.
Pour plus de détails, voir Jung et Armenante, Giornale de Battaglini, t. VII, p. 235, et Brill et Noetiier, Mathemat. Annalen, t. VII, p. 298.
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y, peu\'ent donc être exprimées sous forme de fonctions rationnelles de 9.
Considérons maintenant le cas D = i . Ici la courbe transformée est une cubique et il faut remarquer que, de quelque manière qu'on effectue la transformation, la cubique résultante aura toujours le même invariant, c'est-à-dire que le rapport anharmonique des quatre tangentes menées d'un point de la courbe sera le même (n° 229). Quand D = i, les coordonnées d'un point quelconque de la courbe peuvent s'exprimer en fonctions rationnelles d'un paramètre 9 et de ^^0, où 0 est une fonction du quatrième degré de 9. Il suffit de démontrer cette proposition pour le cas d'une cubique, puisque ce, y, ^peuvent s'exprimer comme fonctions rationnelles de^', y, z^\ et pour le cas d'une cubique, ce résultat se voit immédiatement en prenant cette courbe de manière qu'elle passe par le point xy ^ en posant dans l'équation j^=i: 9^, ce qui permet d'obtenir immédiatement les rapports x\y\z sous la forme en question. De plus, il est bien évident que les valeurs de 6 pour lesquelles 0 =: o sont précisément celles qui correspondent aux quatre tangentes menées de xy à la cubique.
Nous avons vu de cette manière que les coordonnées d'un point d'une courbe pour laquelle D = i peuvent s'exprimer sous forme de fonctions rationnelles de 9 et de sj% ; et par une transformation linéaire de 9, c'est-à-dire en remplaçant 9
par une fonction convenablement déterminée — r ^-^ nous
pouvons mettre \l% sous la forme y/(i — 9-)(i — A*- 9^). Si nous posons 9=:sinamï/, cette quantité est cosamwAam?^ et nous pouvons dire que les coordonnées d'une courbe dont le genre est i peuvent s'exprimer sous forme de fonctions elliptiques d'un paramètre u.
367. Il existe une théorie semblable pour le cas où le genre est égal à i et où, par conséquent, la courbe est réduc-
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tible à une qiiartique nodale. Si nous prenons le nœud de la quartique pour le point xy et si nous posons J' = ^a^, nous pouvons exprimer immédiatement les rapports x ] y ', z sous forme de fonctions rationnelles de 8 et ^0, 0 étant maintenant une fonction du sixième degré en 9; ceci équivaut à dire que les coordonnées sont exprimables comme fonctions hyperelliptiques de première espèce d'un paramètre u. Pour des valeurs plus élevées de D, les coordonnées sont des fonctions irrationnelles d'un paramètre, et ce n'est que dans des cas particuliers cpi'elles peuvent être exprimées au moyen de radicaux.
368. Avant de quitter cette partie du sujet, nous devons indiquer une autre méthode à l'aide de laquelle on peut étudier le même problème. Nous pouvons partir des équations qui lient les coordonnées {x,y, z) et (x', y, z'). Supposons que ces équations soient A = o, B = o, G =: o et que chaque équation soit homogène en xyz et x^y z^ ^ et ait par rapport à ces variables les ordres a, b, c\ a\ b\ d respectivement. Si entre ces trois équations nous éliminons [x' , y\ z')^ nous obtenons une équation S = o de l'ordre ab' c' + hd a' + cdV en xyz, et si nous éliminons xyz, nous avons une équation S^=: o, de l'ordre a' bc + b' ca + d ab en x'y'z^. Les conditions 8 = 0, S^= o doivent être satisfaites pour que les équations A=o,B = o, G= o puissent coexister; mais, pour tout système de valeurs {x,y, z) vérifiant l'équation S = o, nous pouvons trouver un système correspondant de valeurs de x'yz' qui satisfasse aux équations A = o, B = o, G = o, et par conséquent à S^ = o. On peut chercher le nombre de points doubles de la courbe S parles méthodes exposées dernsV Algèbre supérieure, et le résultat que j'ai obtenu est le suivant :
hU^ {_U d — i)a} -\~\d a\d a^ —Y)h'- -\-\a^ b\a^ h^ — Y)d-' -4-[(a^6^~i)(c'a'-i) — !(«' — i)(a' — 2)]&c -i-[(6'c^ — i)(a'6' — i) — i(6' — i)(6^— 2)]ca -h[(c'a^ — i)(Z?'c' — i)— |(c''-i){c' — 2)]a6.
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Il existe évidemment pour le nombre des points doubles de S^ une expression semblable qu'on réduit de la précédente j3ar un échange de lettres accentuées et non accentuées. Dans l'un et l'autre cas, nous trouvons que le genre est ^(0 + 2), où
a — a^b'c' ~{- b'-c'a' -^c'^a'b' -{- a'^bc~\- b'^ca -\- c'^ab
-h laa' {bc' -^ cb')-^ ibb' {ca' ^ ac')-^- icc' {ab' -\- ba') — ?>{ab'c' -^ bc'a' -\- ca'b^ -\- a' bc -^ b'ca-^ c' ab).
Nous retrouvons ainsi le théorème énoncé précédemment, que les deux courbes ont le même genre.
369. Ce que nous avons dit jusqu'ici suffît pour faire comprendre la théorie de la correspondance rationnelle; dans ce qui suit, nous considérons la correspondance générale de deux points P, P^ situés sur une même courbe et tels que l'un d'eux détermine l'autre. Supposons qu'à une position donnée de P correspondent a' positions de P^, et à une position donnée de P', a positions de P; on dit que la correspondance est une correspondance (a, a'). Quand a= a/= i, elle est appelée rationnelle.
Gomme exemple simple de correspondance sur une courbe donnée de ni}^^^^ ordre, supposons que les points P, P^ soient collinéaires avec un point fixe O (c'est-à-dire que la droite PP^ passe par O ) ; si P est donné , il y a m — i positions de P^, et si P^ est donné, il y a 7n — i positions de P; en d'autres termes, ceci constitue une correspondance (w — i, m — i). Nous avons déjà indiqué ce genre particulier de correspondance dans le cas du cercle {voir n° 347). Cette correspondance est évidemment rationnelle dans le cas delà conique, ou quand m = 2.
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Si le point O est sur la courbe donnée, à une position donnée de l'un des points correspondent m — 2 positions de Tautre, ou plus généralement, si O est un point multiple d'ordre a de la courbe, à une position donnée de l'un des points correspondent m — a — i positions de l'autre point, c'est-à-dire que la correspondance est une correspondance [m — a — I , m — a — i ). Remarquons que nous aurons de cette manière une correspondance (i, 1) de points sur une cubique (en prenant le point O à volonté sur la courbe) ou sur une quar tique nodale (en prenant O au point double), mais que nous ne pourrons pas obtenir une correspondance (i, i) de points sur une quartique générale.
370. Dans ce qui précède, la correspondance a été symétrique, ce qui revient à dire qu'en partant d'un des points l'autre s'obtient par la même construction et que a = a! . Mais, comme exemple de correspondance non symétrique, supposons que P^ soit défini comme le tangentiel de P; ici, P étant donné, P^ est l'une des intersections de la tangente en P avec la courbe (et par suite à une position donnée de P correspondent m — 2 positions de P^). Mais, P' étant donné, P est un des points de contact des tangentes menées par P^ à la courbe (et conséquemment à une position donnée de P^ correspondent n — 2 positions de P, si n est la classe de la courbe); nous avons ainsi une correspondance (/n — 2, n — 2). Il est à peine nécessaire de remarquer que nous pouvons avoir 0L=. aJ sans que la correspondance soit symétrique.
371. Dans le cas d'une courbe unicursale, à un point donné sur la courbe correspond une seule valeur du paramètre 9; et une valeur donnée de 6 détermine un seul point sur la courbe (en d'autres termes, si nous généralisons la notion de correspondance, nous pourrions dire qu'un point de la courbe et le paramètre de ce point ont une correspon-
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dance ( i , » ). Il en résulte immédiatement que, si le point P a a positions, son paramètre doit être donné par une équation de Tordre a; si donc, comme ci-dessus, les points P, P' ont aussi une correspondance (a, a'), la relation entre leurs paramètres doit être déterminée par une équation de la forme (9, i)^(9', i)^'=: o, c'est-à-dire que, 9 étant donné, l'équation sera de Tordre cf! en 9^; mais, 9^ étant donné, elle sera de Tordre a en 9.
372. Un point peut se correspondre à lui-même; on dit alors que c'est un point uni: ainsi, quand les points P, P^sont collinéaires avec un point fixe O, il est clair que le point de contact d'une tangente menée par O à la courbe est un point uni; et si ce sont les seuls points unis, leur nombre est égal à n.
Les seuls autres points qui, à première vue, pourraient sembler des points unis sont les points doubles et les points de rebroussement de la courbe. En effet, si nous supposons P situé en un nœud ou en un point de rebroussement, la droite OP rencontrera la courbe au point P, qui compte comme une des m — I intersections et en m — 2 autres points ; ou ce qui revient au même, la droite menée de O au nœud ou au rebroussement rencontrera la courbe au nœud ou rebroussement compté deux fois et en [m — i) autres points. Mais dans le cas du nœud, les deux intersections en ce point appartiennent à des branches de courbes différentes; en d'autres termes, nous pouvons dire qu'elles sont coïncidentes, mais qu'elles ne sont pas consécutives; la distinction se voit bien quand il s'agit d'une courbe unicursale ; pour ce point double, nous avons alors deux valeurs distinctes de 9, pour chacune desquelles les coordonnées ont les mêmes valeurs; dans le cas d'un point de rebroussement, ces deux valeurs de 9 deviennent identiques; ou, ce qui revient au même, la droite menée de O au point de rebroussement (quoique n'étant pas S. — Courbes planes. 3o
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uQe tangente à la courbe dans le sens propre de ce mot) est une tangente dans un certain sens, alors que la droite menée de O à un point double n'est pas une tangente à la courbe. Nous en concluons qu'un nœud n'est pas un point uni; dans une acception spéciale, un rebroussement est un point uni et nous avons en outre les points unis proprement dits, qui sont les points de contact des tangentes menées de O à la courbe. Revenons à la courbe unicursale et à l'équation
en un point uni nous avons 9 == 9^ et pour trouver ces points nous avons une équation (9, i )°'+'^^= o; c'est-à-dire que si les points P, P^ ont une correspondance (a, a^), le nombre des points unis est égal à a + a^ Appliquons le théorème au cas où P, P^ sont colMnéaires avec le point fixe O : la correspondance est (/n — I, m — i), c'est-à-dire que le nombre de points unis serait égal à 2 (m — i). Le nombre des points de contact ou points unis proprement dits est égal à n\ celui des rebroussements ou points unis particuliers est égal à x et nous devons avoir
Al 4- z z= 2(m — I ),
ce qui a lieu en effet pour une courbe unicursale ayant x rebroussements.
Dans le cas où P^ est un tangentiel de P, on a vu que la correspondance est (/z — 2, m — 2) et le nombre des points unis devrait être égal à m + /i — 4- Nous avons ici comme points unis proprement dits les points d'inflexion et comme points unis spéciaux les rebroussements ; leur nombre total est égal à i + X ; le théorème donne donc i4-x=:/72-4-n — 4 ou, ce qui revient au même, i == 3(/?2 — 2) — 2X : c'est ce qui a lieu réellement pour une courbe unicursale à x rebroussements.
Considérons le point P comme donné ; la construction
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géométrique à effectuer pour déterminer P' revient en général à ceci : c'est que nous avons une certaine courbe 6, dépendante de P, qui, par ses intersections avec la courbe donnée, détermine les points F. Dans quelques cas, P' est l'une quelconque des intersections en question; mais, dans d'autres cas, un certain nombre d'entre elles coïncideront en général avec P et doivent être mises de côté. Ainsi, dans le cas où P, P' sont collinéaires avec O, la courbe 0 est la droite OP qui rencontre la courbe donnée au point P compté une fois (qui doit être exclu) et en m — i autres points. De même, quand F est un tangentiel de P, la courbe 0 est la tangente en P qui rencontre la courbe donnée au point P compté deux fois (à exclure) et en m — ■ i autres points.
Il y a plus, la courbe 0 peut rencontrer la courbe donnée en des points qui forment deux ou plusieurs classes distinctes, de telle manière que les points de l'une des classes seulement soient des positions du point P^ Ainsi, dans le dernier exemple, en échangeant entre eux les points P, P' el considérant maintenant P^ comme le point de contact d'une tangente menée à la courbe par le point P, la courbe 0 est le système des n — i tangentes menées de P à la courbe; chacune d'elles rencontre la courbe au point P compté une fois, au point de contact P^ compté deux fois et en m — ?j autres points P^^ (qui sont les cotangentiels de P, c'est-à-dire que PP^' est tangent à la courbe en un point P^ différent de P ou P'^ ). Ou , ce qui revient au même, la courbe 0 de l'ordre n—x coupe la courbe au point P compté n- — i fois, en n — a points P' comptés chacun deux fois et en (/i — iî)(m — 3) points P" comptant chacun une fols. La correspondance (P, F) est, comme on l'a vu, (m — a, /z — 2) ; la correspondance (P, P^') est évidemment (/i — i>in — 3, n — 2. m — 5).
374. Le théorème relatif à une courbe unicursale conduit par induction à ce théorème que, pour une courbe en général,
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le nombre des points unis devrait être égal à a + a' augmenté d'un multiple du genre, ou bien égal à a + a' -f- //.2D; mais, gi nous admettons que la courbe © intervienne d'elle-même dans le problème, le dernier exemple montre qu'il est nécessaire de considérer le cas où la courbe 6 présente des classes distinctes de "points d'intersection avec la courbe. Le théorème général est le suivant :
Si pour une courbe donnée du genre D les points correspondants de P sont V\ P", ... ; si P, P^ ont une correspondance (a, a') et si le nombre de points unis est égal à a; si P, P'' ont une correspondance ([3, ^') avec h points unis, etc.; et si la courbe 6 qui, par ses intersections avec la. courbe donnée^ détermine les points P^, P^^, . . . , coupe ladite courbe au point P qui soit compté k fois, en chacun des points V qui soit compté p fois, des points V" qui soit compté q fois et ainsi de suite, noiis avons
dans cette relation^ il faut évidemment tenir compte, dans chacune des différentes correspondances, des points unis spéciaux {sHly en a).
Ainsi, dans les exemples considérés ci-dessus, pour une courbe unicursale, si, en premier lieu, P, P' sont collinéaires avec O, nous avons
Ensuite, si P^ est un tangentiel de P,
et, dans le cas où P est un tangentiel de P', et où b^ [3, p' se rapportent à la correspondance des cotangentiels P, P^',
b — 2(m — 3)(/i— 2)H-2(a~-a — a^) = (/i— 2)2D, et; d'après l'exemple immédiatement précédent,
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par conséquent,
Les points unis proprement dits b sont ici les points de contact des tangentes doubles, dont le nombre est 2t; mais nous avons aussi comme points unis spéciaux les rebroussements comptés chacun n — 3 fois [on doit admettre quHl en est ainsi)^ et le résultat est
Les différentes équations (i), (2), (3) qui donnent respectivement la classe, le nombre de points d'inflexion et le nombre des bitangentes d'une courbe de l'ordre m avec S nœuds et >: rebroussements s'accordent avec les équations de Pliicker; on les vérifie de la manière la plus facile au moyen des expressions données (n^ 83) pour les diverses quantités en fonction de w, n et a = Z n -\- x.
375. Si, sur une courbe quelconque, les points P, P' ont une correspondance (i , 1), les points (P', P^^) une correspondance (i, i) et ainsi de suite jusqu'aux points P^'^~^^, P^'^^, il est clair que les points P, P^'^^ ont une correspondance (i, i). Et réciproquement les points P, P^'^^ qui ont une correspondance (i, ï) peuvent êlre regardés comme liés l'un à l'autre par la série des points intermédiaires P', P^', . . . , P(«-0,
Dans le cas d'une courbe unicursale, la correspondance (i , i) des points P, P' implique une correspondance semblable des paramètres 9, 6^; c'est-à-direqu'elleestdela forme (0,i)(6^i)=o ou, ce qui revient au même, aW -{- 69 + c6^H- <^= o, c'està-dire que les paramètres 9, 9' sont liés homographiquement. La transformation dépend de trois paramètres arbitraires.
En prenant pour courbe donnée une conique, si les points P, P^ ont une correspondance (i, i), on sait que la droite PP^ enveloppe une conique qui a un double contact avec la conique donnée ; une pareille conique, devant satis- ,
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faire à la condition du double contact, dépend de trois paramètres. Mais si nous choisissons les points A, B à volonté et si nous prenons sur la conique P, Q coUinéaires avec A (y?^. Sg), etP^ collinéaire avec B, Q, les points P, P' auront une correspon-
Fig. 59.
dance (i> i) qui dépend, comme on le voit, de quatre paramètres : et il en résulte que les points A, B peuvent, sans qu'on perde rien en généralité, être soumis à une condition unique. Supposons, par exemple, que la correspondance P, P^ soit définie par le moyen de la conique enveloppée par la droite PP^; si sur la corde de contact nous prenons à volonté le point A, si nous menons PA qui rencontre la conique enQ, et QP^ qui rencontre la corde en A, la correspondance ( i? 1) est aussi donnée au moyen des points A, B; mais ici A peut être regardé comme un point déterminé de la corde de contact (comme l'intersection de celle-ci avec une droite fixe); on détermine alors B comme plus haut et la correspondance se trouve définie au moyen de ces deux points, aussi bien que si A avait été pris à volonté sur la corde de contact.
Un cas qui se trouve réellement eompris dans le précédent est celui où la correspondance de P, P^ est telle que la droite P, Pipasse par un point fixe C (/ig.60). La conique enveloppée, regardée comme courbe en coordonnées tangentielles, est ici le point G compté deux fois; quand on la considère comme courbe ponctuelle, c'est le couple de tangentes menées de C à la conique donnée. Ceci revient à dire que la corde de con-
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tact est la polaire du point C; la construction est la même que plus haut et les points A, B, C forment, comme on le voit facilement, un système de points conjugués par rapport à la conique; la correspondance primitive de P, P^ regardés
comme collinéaires avec le point C est ici remplacée par une correspondance définie au moyen des deux points A, B qui forment avec G un système de points conjugués.
Les propriétés qui précèdent se rapportent au problème de l'inscription dans une conique d'un polygone dont les côtés passent par des points donnés ou sont tangents à des coniques ayant chacune un double contact avec la conique donnée.
376. Sur une cubique (D = i) nous avons une correspondance (ïji), elle dépend d'un seul paramètre; mais il y a deux espèces de correspondances, qui sont les suivantes: i*^ les points P, P' sont collinéaires avec un point A de la cubique; 2° les points P, P^ sont tels que P, Q sont collinéaires avec un point A de la cubique et Q, P^ collinéaires avec un point B de la cubique. Cette relation paraît dépendre de deux paramètres, mais elle ne dépend réellement que d'un seul; prenons un point déterminé C sur la cubique {Jig- Qi-)\ menons AG, qui rencontre la cubique en O et BO qui la rencontre en D ; on obtiendra le même point correspondant P^ en prenant P, R
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colliiiéaire avecD, etR,P^collinéaires avec C, c'est-à-dire au moyen du seul point D. Par le fait, il est évident que, si nous partons de P et si nous construisons P^ considéré comme l'intersection des droites QB, RG, la cubique passant par A,
Fig. 6i.
B, C, D, O, P; Q, R passera aussi par P', en sorte que les points A, B et les points G, D conduiront au même point P^ Le théorème renfermé dans la construction précédente peut s'énoncer comme il suit : Si, sur une cubique, les points A, B, G, D sont tels que les droites AG, BD se coupent en un point O de la cubique, nous avons inscrit de cette manière une infinité de quadrilatères PQP^R, dont les côtés passent respectivement par A, B, G, D, c'est-à-dire qu'un point quelconque P de la cubique peut être pris comme sommet d'un pareil quadrilatère.
377. Plus généralement, imaginons que nous a^^ons inscrit dans une cubique un polygone non fermé PQ ... X de 2 n — i côtés, dont les côtés passent par des points fixes de la cubique; les points P,X auront alors une correspondance (1,1) de première espèce, c'est-à-dire que le côté XP qui ferme le polygone rencontrera la cubique en un point fixe; en d'autres termes, nous aurons inscrit dans la cubique une infinité de polygones à 2/1 côtés dont les côtés passent par des points fixes de la cubique. Et parmi ces points, tous sont arbitraires excepté un, qui est déterminé par la construction de l'un de ces polygones.
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378. Gomme application de cette tliéorie on peut exprimer les coordonnées de deux points d'une cubique au moyen de paramètres (n^ 366). Une correspondance (i,i) entre deux points d'une cubique implique une expression rationnelle pour les paramètres sinamz/, cosam?/^, Aam?/'en fonction de sinamw, cosam w, Aam?^; et ceci implique encore l'une ou l'autre des formes u-\- z/^=:const.j u — r/'=const.Mais, quand trois points P, P^, A sont coUinéaires, nous avons en général une relation a + u' -\- u =^ h., on k est une constante qui dépend de l'invariant absolu de la cubique. Une relation de la forme u -\- u' ^= const. implique donc que P, P' sont collinéaires avec un point fixe A. Si la relation est de la forme u — u' -^^ const., par exemple = 6 — a, nous pouvons écrire, z^ + (^ + a = A, c^ H- ^ + i^^ = A, et cela signifie géométriquement que P, Q sont collinéaires avec un point fixe A, et Q, P^ avec un point fixe B. Aux points A, B nous pouvons évidemment substituer deux autres points D, G, pourvu que nous ayons b — a=z c — d on a-\- c = b -\- d^ c'est-à-dire pourvu que les droites AG, BD se coupent sur la cubique. Nous retombons ainsi sur les résultats déjà obtenus.
379. Pour une quartique binodale (D == i ), nous avons une théorie semblable de la correspondance (i, i); pour une quartique nodale (D =: 2), il y a une correspondance (1,1) qui ne dépend d'aucun paramètre arbitraire, car les points P, P' sont collinéaires avec le nœud.
Il existe une théorie intéressante de la correspondance (2,2) sur une courbe unicursale, et en particulier sur une conique. Les paramètres qui déterminent la position des deux points P, P^ sont liés ici par une relation (9, i)^(9', 1)2 :=q. Pour ce qui regarde les coniques, nous avons les théorèmes de Poncelet sur les polygones inscrits et circonscrits.
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380. Dans ce Chapitre, nous reprenons la théorie générale des courbes pour faire suite au Chapitre II et nous commençons par la théorie des bitangentes à une courbe d'ordre n^ théorie que nous avons laissée de côté à partir du n® 78. Nous donnerons deux méthodes par le moyen desquelles on peut former l'équation d'une courbe dont les intersections avec une courbe donnée détermineront les points de contact de ses bitangentes.
La théorie des tangentes à une courbe a été étudiée (n° 64) au moyen de l'équation A = o, ou
qui détermine les coordonnées des points où la droite qui joint deux points donnés rencontre la courbe. Nous avons vu en cet endroit que si le point x' y z' est sur la courbe et si xyz est situé quelque part sur la tangente, nous devons avoir U'= o, AU^= o, et que si la tangente rencontre la courbe en trois points consécutifs, nous devons avoir en outre AU^= o; que pour quatre points consécutifs nous aurions de même A^U'^: o, et ainsi de suite. Si la tangente en x^ y z^ est tangente à la courbe en un autre point, en faisant U^=o, AU'= o dans l'équation A = o, l'équation réduite au degré (/i — i) doit avoir des racines égales, et par conséquent, si le discriminant de cette équation est Y = o, cette relation doit être satisfaite par les coordonnées x^ y z\ xyz. Dans le cas de points
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crinflexion où nous avons les deux conditions A*U'=ro, ^2 U^::^ o^ J'une du premier et l'autre du second degré en û^yz, et toutes deux vérifiées pour un point quelconque de la tangente, il est évident, comme on l'a établi (n^ 74), que AU^ = o est l'équation de la tangente et que A^U^^o doit contenir AU^=: o comme facteur. De la même manière, dans le cas d'une bitangente, Y = o doit contenir AU'=o comme facteur, et, en cherchant la condition pour qu'il en soit ainsi, nous trouverons la eondition pour que x^ y z^ soit un point de contact d'une bitangente. La méthode particulière employée n** 74 n'étant pas applicable au cas général, nous aurons recours à la méthode suivante, due à M. Cayley; et il convient de commencer par établir le lemme qui suit.
381. Supposons que les équations de deux courbes contiennent les variables ^jK^ aux degrés aet è respectivement, et x'y'z' aux degrés a^^b^. Supposons que les ab points d'intersection des deux courbes coïncident avec^y^^; on demande de trouver l'ordre de la condition qui doit en outre être vérifiée pour qu'elles aient d'autres points communs, ce qui ne peut arriver que lorsqu'il y a un facteur commun à U et V. S'il en est ainsi, une droite arbitraire quelconque
aura certainement un point commun avec U et V; ce sera le point, ou les points, où la droite arbitraire rencontre la courbe représentée parle facteur commun. Il s'ensuit que le résultat de l'élimination entre U = o, V=: o et l'équation delà droite arbitraire doit, dans ce cas, être nul. Ce résultat contient a^y au degré aby x^yz' au degré ab' -{- ba! et les coefficients de U, V aux degrés 6, a respectivement. Mais, comme le résultat de l'élimination s'obtient en multipliant les résultats de ia substitution dans a^-{- ^y -|- y^ des coordonnées de chacune des intersections de U, V et comme, par hypothèse,
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toutes ces intersections coïncident avec x^ y z\ le résultat doit être de la forme II (a^'+ Pjk'-{- y^^)"^*^. La condition ax''+ j3j^'-h Y^^ = G indique seulement que la droite arbitraire passe par x^ y z\ fet dans ce cas elle passe par un point commun à U et V, que ces courbes aient ou n'aient pas de facteur commun. En mettant ce facteur de côté, la condition restante II = o est la condition cherchée pour que U et V aient un facteur commun, et nous voyons qu'elle ne renferme pas apv, qu'elle est de l'ordre aly -\- a! h — ah en x'y z' et des ordres 6, a respectivement en fonction des coefficients de U et V.
382. Si nous appliquons cette méthode à la recherche des points d'inflexion, c'est-à-dire à la détermination de la condition pour que AU^ A^U^ aient un facteur commun, nous avons a = 1,(7/ ==71 — 1,6= i^h^ -zrzn — 2, et la formule qu'on vient d'obtenir donne 3(^ — .2) pour l'ordre de II en fonction de x^ y ^\ c'est l'ordre de la Hessienne, comme on l'a déjà trouvé. On voit aussi que II est du second degré par rapport aux coefficients de AU^ et du premier pour ceux de A-U^; et, comme chacun d'eux renferme les coefficients de l'équation originale au premier degré, Il contient ces coefficients au troisième degré, ce qui s'accorde aussi avec les résultats antérieurs.
Revenons maintenant au cas des tangentes doubles; comme l'équation A = o se réduit à la forme
un terme type de son discriminant est, par exemple,
ce qui nous montre que Y est de l'ordre (/? -\- %) {n — 3) en xyz^ de l'ordre (ji — îi)(/i — 3) en ^j'^', et de l'ordre i{n — 3) par rapport aux coefficients de l'équation primitive.
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Nous pouvons, en second lieu, montrer que toutes les intersections de Y et AU' coïncident avec x' y' z^ \ en eflet, l'équation du système des nr — n — 2 tangentes issues du point {x',y ,z') et qu'on trouve par la méthode du n^ 78, est de la forme A-AU'-j- Y(A2U')2= o, et ce système ne peut évidemment être coupé par AU' en aucun autre point différent de i^x\y' ^z')\ si donc nous faisons AU'= o dans la dernière équation que nous venons d'écrire, nous voyons que AU' ne peut rencontrer Y ou A^U' qu'au point x'y' z\ Nous pouvons alors appliquer la méthode du n° 381 , en posant a = i , a' == /z — i , 6==:(7z + 2)(/i— 3), /y = (7i — 2)(^— 3); d'où
ah' -\-a' b-r=.{n}-\- in — [\){n — Z).
Nous trouvons ainsi que l'ordre de II en x'y' z' est
(AH-3)(/i — 2)(/i — 3).
('ette quantité est de l'ordre {n -{- 'i){n — 3) par rapport aux coefficients de AU', du premier par rapport à ceux de Y et en conséquence de l'ordre {n-\-^){n — 3) en fonction des coefficients de l'équation primitive. La courbe bitangentielîe II =: o rencontre la courbe primitive U = o en n(n-\-3)(n — 2)(/i — 3) points; et, comme il y a deux de ces points sur chaque bitangente, le nombre de ces dernières est ^n[n — 2)(n^ — 9), comme nous l'avons trouvé d'une autre
manière, n'
383. La méthode du n° 381 nous permet non seulement de déterminer l'ordre de la condition cherchée II = o, mais encore de trouver cette condition elle-même en effectuant réellement les opérations indiquées. Ainsi supposons que x'^y^ z> soient, comme plus haut, les coordonnées du point sur la courbe; dans le cas des points d'inflexion, nous avons à effectuer l'élimination entre ^x-\- ^jK + y^ = o, AU'=^o, A^U'^o,
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et ces deux dernières équations, écrites tout au long, sont
ax''- -4- by'^ -h cz"- -f- '>^fyz + 2 gzx -|- 2 hxy — o,
Il conviendra, pour éviter les facteurs numériques, de supposer que l'équation originale a été écrite avec les coefficients du binôme, et que les coefllcients numériques communs ont été supprimés après la différentiation, en sorte que L, M, IN représenteront les dérivées premières de U^ divisées par n ; a^ b^c, * * . les dérivées secondes de U 'divisées par n{n — 1) et que les équations ordinaires des fonctions homogènes seront 1.x + M/ -f- N^ = U\ ax' + hy' + gz' =: L,
La condition pour que deux droites se coupent sur une conique peut se mettre sous la forme du déterminant
On peut en effet vérifier que ce déterminant développé est le même que le résultat de la substitution dans l'équation de laconique des coordonnées de l'intersection des deux droites, coordonnées qui sont My — N^, Na — Ly, Lj3 — Ma. Mais, en vertu des équations des fonctions homogènes, le déterminant ci-dessus peut se réduire, en multipliant successivement les trois premières lignes et colonnes respectivement par x' ^ y, z' et en les retranchant de la quatrième. Si donc nous représentons a^' + ^ J + T^' P^i' R? il devient
Hosted by
bien
Il b f p
a II g h b f
Nous employons, d'après Clebsch, rabréviation ( j pour
désigner le déterminant qui multiplie U', dans lequel la matrice du Hessien est bordée horizontalement et verticalement para, [3, y. De la même manière, le déterminant dont nous sommes parti et où la matrice est bordée par a, j3, y et
parles dérivées de U s'écrirait ( ^ ' |; et l'équation que nous
avons établie est
Si ^'y^'rend D'égal à zéro, l'équation f ' j =:=ose réduit à H = o, comme cela doit être.
384. Afin d'arriver par la même méthode à trouver l'équation de la courbe bitangentielle, nous avons à chercher le résultat qu'on obtient en remplaçant respectivement x^ jk, z parlMy — Np, Na — Ly, LjB — Ma dans le discriminant de l'équation A = o (n*^ 380), et notre marche nous conduira tout d'abord à chercher le résultat de cette substitution dans les différents coefficients de cette équation, à savoir dans A- U^ A'^ U', . . . , ou, comme nous écrirons pour abréger, dans A2, A^, . . . . Le résultat de la substitution dans A^ a été calculé (n^ 383) et Hesse a démontré de la manière suivante que le résultat de la substitution dans A^ est de la forme
qui se réduit à Q/i(a^- + P/^+T^ )^? quand ^^z' est sur la
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courbe. Sa méthode consiste à prouver que, si cette expression est vraie pour deux quantités consécutives A^~^, A^, elle le sera encore pour A^+' , et elle nous permet d'exprimer Pk-{.\ ? Q^h^\ en fonction des coefficients correspondants qui précèdent. On se rappelle que, par définition, nous avons la relation
dans laquelle A représente l'opération
mais on y suppose que ooyz, x'y z' sont des quantités indépendantes. Dans le cas que nous considérons maintenant, où l'on suppose que ^ a la valeur My — N p, et où par conséquent il est une fonction implicite de x' y' z' ^ il faut entendre que, dans l'opération A, la différentiation alTecte seulement x^ y' z' en tant que ces coordonnées apparaissentexplicitement, mais non en tant qu'elles sont contenues implicitement dans
xyz. Représentons par V 1 opération x -^ -{-y -7-7 -{- z -1—,
sans cette restriction; si nous appliquons alors la règle générale qui permet d'obtenir les différentielles par rapport à x'y z^ dans l'hypothèse où xyz sont variables, au moyen des différentielles calculées en supposant ces dernières quantités constantes, nous avons, en opérant sur une fonction quelconque S,
<iS <^S d^
vS -- AS 4- -j- ^x -\- -j- ^y \- —r v-^. dx dy dz
385. Nous avons maintenant à calculer les valeurs de Vx, Vj', V^. Il est facile de voir que le résultat obtenu en opérant avec V sur une fonction quelconque S est
Oj_ O2 O3
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et par conséquent, quand la fonction est x oiiMyrésiiltat est
ici le coefficient (/i — i) provient de la condition cjiie nous, avons introduite, et suivant laquelle les différentielles de L, . . . sont [n — i) a, .... Le déterminant qu'on vient d'écrire se réduit alors de la manière suivante :
br-f? /t-'^P
R_._a^' —ax'
- hx'
^ Il
-(^S/H-Y^O ax'
hx' gx'
Si nous représentons ( J par S, et les moitiés de ses diverses
dérivées par rapport à a, [3, yparSi, So, Sg, ces dernières ne différeront que par leurs signes des déterminants qui multiplient R dans les valeurs de V^, VjK, V^, et nous avons
,dS dx
,dS
-^ dy
,dS dz
Supposons en particuliers = A^(V ), où V est une fonction S. — Courbes planes. 3i
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quelconque de Fordre n' en oo'y' z' ] comme -j- == f^-^, 4^+^ (V),
nous avons
V(A■'•Ti=.A/-^(V)--/r(n--I)R(I:,;^^-E,•A + S3^i^^
'dx'
'dz
dx^
dy
dz'
Gomme A^' ^ (V) est une jfonction homogène en x' y' z' du degré n' ~ A" + i , le dernier terme se réduit à
386. M sera commode d'employer Pabréviation ^j; pour rcprésen ter i' opération
et l'on remarquera aussi que
2d z'dz'
Va
Le résultat obtenu en opérant sur x avec ^ est nul, comme on peut facilement s'en assurer en remplaçant dans la dernière colonne du déterminant les quantités Vi, V2, V3, o par les valeurs A y — g^, b^ — /P? /ï — '^% Py — ïl^' ^^ ^^ décom:pose alors en deux 'déterminants qui sont nuls chacun, comme ayant deux colonnes identiques. Par conséquent, le résultat qu'on obtient en opérant avec A sur une fonction quelconque contenant Xjj, z est le même, qu'on regarde ou non ces quantités comme constantes. Donc l'équation du dernier article, appliquée aux quantités A^. . . , que nous désirons calculer, est
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387 . An moyen de l'eicpression que nous venoiis de trouver, nous pouvons démontrer que, si nous avons
A^-i = P,-_,U + Q,A-iR% A^'-=^ P/.U + Q,.R%
rexpression de à^^^ sera de même forme. En efï'et, nous n'avons qu'à substituer ces valeurs de A^~^ , A^ dans l'équation du numéro pTéeéderit et nous devons observer que ?(U) et A(R) sont tous deux nuls, comme on le voit, du reste, immédiatement en remplaçant S|, S2, S3 par L, M, N ou a, [i, r dans
Donc
v.(a^-) = Uv(P,0 + R'^?(Qa-).
Si nous remplaçons respeetivement S)i, S2, S 3 dans /^L, jiMy'Nji et par a, [3, y, nous avons
par
et, par conséquent,
En réunissant maintenant les termes de rexpression donnée pour A^+^ (n" 386), nous avons
où
IV, = V(P/,)-/^(^-I)(/^-/r+I)SP;,_,-h/:(/^-I)R^(P/.,.-.0, Qa-+i =- v(Qa) - /^(n - j){n - k -h i)2Q/,_.,
k{n -^ i)R4.(Q^._,) -- n{n - i) /cP,.._,lL
388. Au moyen de ces formules, nous pouvons former une Table des valeurs de P3, Q3, .... Ainsi, pour commencer, il est évident que P^ = o, Q^ = o et (n^* 383)
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[\ = —l, Q,zz.-H. Donc Vî= - A (S), Q3== - A(H). Quand la courbe est une cubique, A=^ n'est rien autre que la (onction cubique elle-même, et la valeur que nous venons de donner pour Qg peut s'interpréter géométriquement comme il suit: si une droite quelconque olx -{- PjK + y^ rencontre une cubique et que de chacun des points de rencontre oti mène quatre tangentes à la courbe, les douze points de contact sont situés sur la quartique
Hi H, H3
car cette condition, comme nous l'avons vu, doit être vérifiée pour un point quelconque de la courbe, dont la tangente coupe oLjc -}- '^y -i- y z sur la courbe. Ce résultat découle immédiatement aussi du n^ 183.
Passons maintenant à Q^ ; nous avons (n^^ 387)
Q,=:-V(AH)-h3(AZ~l)(A2 — 4)SH
--3(/z — i)R^ (H) + 3/^/^ — 1) SH rr= — V(aH) + 6(^? — I)(/^— 2)i:H — 3(ai— i)R'].(Hj.
Mais, conformément au résultat de la fin du n^ 385, si nous posons A^ = I, et si nous représentons par n^ le degré de la llessienne, ou ?>{ji — 2),
d'où
V(AlI)r=:Ani— (/i— l)Rt};(H)-|-(/Z— I)/^^I:fI, q,r=z — ^^:l H- (/i — I }n'l.ll — 2{n~ l)RJ;(H).
389. Nous avons maintenant les matériaux nécessaires [)our calculer l'équation de la courbe bitangentielle d'une quartique. Suivant la méthode indiquée (n° 384), nous devons d'abord former le discriminant de A = o ou de
A''îx2;
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])uis, après avoir remplacé ^, par My — N^, ..., nous devrons faire disparaître a, p, y, au moyen de l'équation de la courbe. En effectuant la substitution avaut de former le discriminant, l'équation devient
QaV-
dont le discriminant ne diffère que par un facteur numérique de Qfj — 3Q2Q/i ; cette fonction renferme encore a, p, y au second de^^ré et par conséquent a encore besoin d'être réduite. La formule suivante va nous être utile pour cet objet.
390. Si nous bordons la matrice du Hessien horizontalement et verticalement avec trois rangées et trois colonnes, le déterminant résultant est évidemment égal au produit changé de signe des deux déterminants qu'on a ajoutés horizontalement et verticalement. Si en particulier V, W sont des lonctions des ordres 7i^ , ii!' ^ nous avons
a h g oL y ^ h
g f c Y Yb N
ou bi
A( Y) A (W) =z n' II" YW (/"^ — n' VR ( ^^
n"WR
n' YR
Vw
et, quand x' y' z' satisfait à l'équation U =: o, le dernier terme est nul. Ainsi, en particulier,
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OU, dans la nota lion que nous avons employée plus haut,
Ql ={M{y=z n'^Wl ~ 2 «^HR^( II.) -f- R^ [^
Ce dernier terme représente le résultat obtenu en remplaçant dans S les quantités a, [i, y par les eoefficients différentiels de H.
Nousobtenonsprécisémentdela même manière une formule de réduction pour A^V en écrivant dans le déterminant précédent -r—, -,-r — - à la place de Vi , Vo, V3 et de W| , W2, W.}, dx cly dz ^
et en supposant l'opération effectuée sur V. Alors, dans la réduction, au lieu de n!Y el àenl'Y^ nous avons
x^' -7—, ■+- l'-j—i -+- ^' "/^ dx' ^ dj dz
et la formule devient
Dans cette relation, le dernier symbole représente le résultai obtenu en remplaçant dans S les quantités a, [3, y par les symboles de différentiation et en opérant sur V.
Introduisons la valeur ainsi trouvée pour A^H dans la valeur donnée pour Q^ (n"^ 388), il vient
et, comme Q2 = — H, nous avons en général
(n'~n)Ql~n'q,q,=zR'
dans le cas de la quartique, pour laquelle /z= 4, n' -'=' 6,
QI-3Q,Q,:--=R
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:t en conséquence l'équation de la courbe bitangenlielle est
c'est-à-dire que si S, écrit tout au long, est égal à
cette équation est
dW ^dlP dIP ^^cm dE
éo)'^ dy- dz^ ^ dy dz
^ dll dll ^,dn d\l
dz dx dx dy
r= 3 II
dx'^ dy'^ dz^ dy.dz
2 G - — j — h 2 II
dz . dx dxdy
c'est une courbe du quatorzième ordre.
391 . L'équation qu 'on vient d^obtenir peut être transforniéc au moyen de l'expression donnée (^Sect. coniques^ n^ 381, Exemple i) et qui exprime la condition pour que la droite polaire d'un point par rapport à uae conique soit tangente à une autre conique. Nous avons vu que, si ax^ -}-. . ., , a! X- -{- » , . sont les deux coniques, nous obtenons
( ^c -^f) (a'x -H hy + g^zY -i- . . .
=:[a^(bc^f^)-^,.,]{dx'-i^,.. )---¥,
où F représente un covariant conique des deux coniques; et nous avons trouvé de la même manière que
çt^c^ -~f^){ax + hy + gzy-{-.. .
Si maintenant a, bj Cy . . . ont la même signification que cidessus, et si a\ b' ^ . . . représentent les dérivées secondes ae la Hessienne, son degré é tant /i^, les quantités (a'^4-/i^ r+g^^^), .. .
Hosted by
l88 CHAPITRE IX.
sont égales k (n — i) fois les dérivées premières et (bc — /-) (a' X -h H y -\- g' zy + ... est égal k{ji' — 1)2 fois le covariant que nous avons appelé 6 (n° 231). Nous pouvons représenter par 0' le covariant correspondant dans lequel les dérivées de la courbe et de la Hessienne ont été échangées en tre elles, et dont l'annulation exprime la condition pour que la droite polaire d'un point par rapport à la courbe soit tangente à la conique polaire du même point par rapport à la Hessienne. De la même manière, o! [hc — /-)-{-... est égal à $ et d X- +. . . à i{{i^ — i)H. Nous avons alors les identités
el, dans le cas particulier de la quartique où Ji! z=. 6,
25 e — 3olï * = 0' — IJ *'.
Ainsi les points de contact des bitangentes sont donc les intersections avec la courbe, non seulement de 6 — 3H^ comme on l'a déjà obtenu, mais aussi de i5 6 — 6^ ou de 8^ — 43H<Ï>; les courbes bitangentielles pourraient aussi s'exprimer en fonction du covariant F.
I.)K^F(Q3)-4/^(/^-I)HP
Si nous faisons usage de la valeur de Qr, obtenue en dernier eu et si nous nous servons des abréviations 6 pour ( u ) et O
prtur ( /^ j H, nous avons
Q5-— — /K^'— ^)HA(2:)— /z'(/z^— ^)EA(H)
+ 2(/i' — ^i)RA^F(H) — R2A(cE>) + 4/i(/i — i)HA(2) ^-4(/^ — i)(/i — 5)SAH — 4(ai — i)RW(AH) — _2(;i2_i3,^_^jg){-jA^y^__2(/i'- — 3/iH-8)2A(H)
-i-/i(/i — 3)Ra(^FH)— 4(7i — i)R^F(AlI) — R2a(<î>).
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Dans le cas particulier où /^ = 5, il vient
Q5=:441-fA(s)— 36:sA(Ii)
-f- 8R A( ^Fi-I ) — i.6R^^( A H ) — rv A (cî> ).
Dans ce cas, nous avons aussi
Q, --ZZ — 362 A + 8 R>F( H) — R'M
Pour former la courbe bitangentielle d'une cjuartiqiie, la quantité à calculer est
(.7Q,Q,-5Q,Q4)^ = 5(4Q^-9Q2QO(5Q?-.2Q:,Q,);
c'est une expression qui renferme a^ [3^ v au sixième ordre, et il faut prouver au moyen de Féquation de la courbe qu'elle est divisible par R^. Mais, en vertu d'une- formule déjà obtenue^ nous avons
4Ql-9Q2Q.'. = R'-(4e-9H<î>).
Il est facile de démontrer aussi que '^yQ^^Q,^ — ^Q:}Q'. et 5Q^ — 12Q3Q5 sont chacun divisibles par R; mais je n'ai pas pu mener la réduction plus loin.
Nous avons montré ailleurs [Algèbre supérieure, w!^ 295) comment tous ces calculs peuvent se faire au moyen des méthodes symboliques.
393. Une autre méthode (*) pour résoudre le problème des tangentes doubles est suggérée par la démonstration qu'on a donnée (n°^ 183-235) que le point où la tangente à une cubique la rencontre de nouveau est déterminé par l'intersection de la tangente avec la droite xHi 4-jrH2 + SH3 = o. Il vient à l'idée de chercher à calculer de la même manière l'équation d'une courbe de l'ordre n — 2 qui passe par les (/i — 2)
(^) J'ai donné cette méthode dans \c Philosophical Magazine, oct. i858, et dans le Quarterly Journal of Mathematics, vol. III, p. 317. Voir aussi les Mémoires de M. Gayley, Phil. Trans. (iSSg), p. tgS, et (1861), p. 357,
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points OLi la tangente à une courbe de Fordi?e n la rencontre à nouveau. L'équation de cette courbe tangentielle une fois obtenue, si nous formons la condition pour que la tangente donnée lui soit tangente, nous aurons immédiatement l'équa- Lion de la bitangentielle. La proposition que nous avons déjà démontrée relativement à l'ordre de la bitangentielle nous permettra de voir quel doit être Tordre de la courbe tangentielle par rapport à x y zl et aux coefficients. La condition pour que la droite L^ + My + N^ soit tangente à une courbe de l'ordre {n — i) est de l'ordre {n — 2)(n — 3) en L, M, N et de l'ordre ^{n — 3) par rapport aux coefficients de cette courbe. En conséquence, si les coefficients de la courbe tangentielle contiennent x' ^ y' ^ z' k Tordre /? et les coefficients de la courbe originale à Tordre q^ la l)itangentielle doit être de Tordre {n — i){n — 2)(n — 3)+ 2p(n — 3) en x' y z' et de Tordre (n — 2)(/z — 3)+2^(/2 — 3) par rapport aux coefficients de l'équation originale. Mais actuellement la bitangentielle est de Tordre (/i: — 2)(« — 3)(/2 + 3) en x'yz et de Tordre (/i 4- 4)('^ — 3) par rapport aux coefficients de l'équation originale (n° 382) . Il s'ensuit alors que pz=.2(n — 2), qzz^Z, c'est-à-dire que la taugentielle doit être de Tordre i{n — 2) en x'yz^- et dti troisième ordre par rapport aux coefficients de l'équation originale. De plus, si nous savons que (x', y ^ z^) est situé sur la Hessienne, la tangentielle doit passer par (^x'\, JK^ z') et, par conséquent, si nous remplaçons x^y, ^ par ;r^ y\ z\ ïa tangentielle devra se réduire à H. Cette considération et la forme connue de la tangentielle dans le cas de la cubique fait supposer que la tangentielle en général est la [n — 2)''°^^ polaire de ^y^ par rapport à Hou A^^^-H. En effet, c'est une courbe d'ordre convenable par rapport à xyz^ à x' y z% et aux coefficients, et elle passera par x' y z' quand ce point est situé sur la Hessienne. En conséquence, dans le ]3rocliain paragraphe, nous examinerons si la courbe A"~^(H) passe par les points où la tangente rencontre de nouveau la
Hosted by
THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES. l\gT
courbe; nous trouverons^ il est vrai,, que cette hypothèse est inexacte, mais notre mode de recherche nous conduira à la vraie forme de la tangentiellë.
394. Prenons rorigine sur la courbe et l'axe des jk pour tangente; et soit alors l'équation de la courbe
nby 4- -|i/i ( /^ — i ) ( Co ^^ -I- 2 Ci^y 4- c^j^'^
Il faut observer, et la remarque sera utile dans la suite, que les différentes polaires de l'origine, par rapport à la courbe, s'obtiennent en remplaçant n par n — i, n — 1, ... dans cette équation. Pour que la courbe puisse passer parles points tangentiels, son équation doit être telle qu'en y faisant/K=o elle se réduise à
\n{n — i)Co4- — ^ /i(/i — i).(/i —i)dç^x -i- . . . — o-
Formons maintenant l'équation de la Hessienne;. comme nous avons à trouver ses courbes polaires par rapport à l'origine, puis à y fairejK = o, nous n'avons à nous occuper que des termes de la Hessienne qui ne renferment pas y, Les dérivées secondes de la courbe donnée sont
a ■-■= eo + (ai — 2 ) <:4 ^ H- 1( ^ — Q.){n — 3 ) ^o ^^ + • b:=iC^-^{n — 2) d^oc -\- ^^{n — 2 ) ( /2 — 3 ) ^2 -3?^ -1- . . . . c — \{n — 2){n— 3).Co^^-}-. .
f -=-b -i- {n — 2 ) c^a^ -H |( ^ — ^ ) ( ^^ — ^ )^i -^^^ + • g-=z {n~ 2)Co^+|(/z:- — 2){n — 3):^Q^2_|_^
k —=: Cj -h{n — 2).diœ -\-^{n — 2 )(/i • — 3 )ei x^-\-. .... .
On trouve facilement alors que l'équation de la Hessienne est
Cq 6^ + (n -— 2) dob^ ^ -h [| (ai — 2)(n — 3) eo b^ -\-{n~i){n~ 2)? ]^- 4-|[(/i-2)(;i-3)C/i-4)yo^- + (/z-i)(/^-2rQ
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dans laquelle nous avons posé^ pour abréger,
2 P = c^cl — CqcI -\- 2 bc^d^ — ibCi^d^j
2Q=: d^cl — ^c^c^di -H cld^,
3R =: CoÇo^^o — d^cl-^ 2eç^bc^ — 2c^be^\
mais les valeurs actuelles de ces quantités n'ont rien à faire avec l'objet que nous avons en vue. Ce qu'il y a d'important, c'est de remarquer que l'équation se divise en groupes de termes ayant chacun pour coefficient numérique la même fonction de /z, en sorte que, si nous voulons former l'équation delà Hessienne de la première, de la seconde, . . . polaire de la courbe donnée par rapport à l'origine, nous n'aurons qu'à remplacer n par n — i, n — 2, . . . dans l'équation ci-dessus.
La droite polaire, par rapport à l'origine, d'une courbe du /i'^""^ degré u^-\-u>, -4-, . .==0 étant nu^i -f- i/|==o, la droite polaire de l'origine, par rapport à la Hessienne qui est une courbe de Tordre 3 (n — 2), est, d'après l'équation précédente, 3(^3 + dç^x = o, avec un terme en y^ étranger à la question actuelle; et comme cette équation ne contient pas n, nous voyons que la polaire d'un point de la courbe par rapport à la Hessienne de la courbe elle-même ou de ses courbes polaires rencontre la tangente en un point qui reste le même pour toutes les polaires. En ejQTet, la polaire est dans tous les cas la même droite. Si /^=:3, 3co -h doX est le résultat qu'on obtient en faisant jk = o dans l'équation de la courbe, c'est-à-dire que la polaire par rapport à la Hessienne est la tangentielle, comme nous l'avons déjà vu.
L'équation de la conique polaire de l'origine par rapport à une courbe du n}^"^^ ordre est ^n(n — i) Wo + (^ — 1)^1 + U2=^o ; et en conséquence la conique polaire par rapport à la Hessienne est
l{n ~ 2){37i —'])cqP -h {n — 2){^n~j)dob^-x
^-[^(/^ — 2)(ai — 3)eo^"^ + (^ — i)('^ ~ 2)P]^'-=:0,
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et il est évident à première vue que, dans le cas de la qnarlique, cette conique polaire ne peut être la tangentielle, parce qu'elle contient le groupe de termes P qui n'entre pas d'une manière semblable dans l'équation de la courbe. Mais nous pouvons aisément former une équation qui ne renferme pas ces termes. Représentons par A^H^o l'équation que nous venons d'obtenir et soit A^Hj la conique polaire par rapport à la Hessienne de la première polaire de l'origine; comme nous l'avons déjà vu, A^H se déduit de A- H en remplaçant n par n — i. Il est alors facile de vérifier que
{n — 2 ) A- H — 2 ( /i — 1 ) A^ Hj — - (/z — 3 ) ^- [6 Co 4- 4^0-^ + ^o<^"]-
Mais quand la courbe donnée est dn quatrième degré, le second membre est ce que devient l'équation de la courbe donnée quand nous faisons jk = o. Il s'ensuit alors que A- H — 3 A- H 4 est la tangentielle cliercbée pour la quartique.
On trouve exactement de la même manière que la troisième polaire de l'origine par rapport à la Hessienne est
J(3ai — 6)(3/i — 7)(3 7i — 8)co^2 + H^^ — 2)(3ai — 7)(3/i — 8X/o^^r -h|(/i — 2)(/i — 3)(3ai — 8)eo^'^'+(^ï— 0(^^— 2)(3/2--8)Px2
et l'on obtient A^Hj, A^H^, . . . en remplaçant /zpar(n — i), 1,1 — 2), .... Nous pouvons vérifier que
(,^__3)(,i__4)A3H — 2(/i— i)(ai— /i)A=^H.i + (/z— 1(^0 — ^^^'^2
et si 72 = 5; le second membre de l'équation est ce que devient l'équation primitive quand nous y faisons j^ = o; en conséquence, il en résulte, comme plus haut, que l'équation de la tangentielle est
A^lI-4A-^H,-H6AqL---=:o.
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Si /^ = 6, la tangentielle est de même
J'ai été amsi conduit par iTiduction à cette coDcliision, que IM. Cayley a vérifiée d'une même manière, que la tangentielle est en général
A«-2H — (n~i) A«-2Hi H- { ( n — i){n — 2 ) A^-^H, _...:= o.
395. Il est facile d'établir la proposition que nous avons énoncée plus haut, à savoir que les droites polaires de rorigine sont les mêmes par rapport à la Hessienne et à la Hessienne d'une quelconque des courbes polaires. Nous avons
clYl dR da
dx da dx
ou, si nous employons les abréviations ordinaires, en remplaçant 4 par bc — /^, . , .,, nous avons
dx dx\ ^ dx^- dy- dz- dydz dz dx dxdyj
et nous trouvons des expressions semblables pour les dérivées par rapport à jk et ^. Il est bon de remarquer qu'on peut les
écrire sous la forme abrégée -j~ = — -y- I , I • Les dérivées
CIX .cix
de la première polaire x'Ui -^yV^ +^^U3 se déduisent des dérivées correspondantes de la courbe primitive en effectuant sur elles l'opération^^ IT '^ '^ T"^ ^ ~d-'^ ^^ nous rem-' plaçons xyz par x'y' z' ^ cette opération revient à muliiplicr chacun d'eux parles facteurs n — i , 11 — 2, . . . .Mais, comme le même facteur numérique est commun à chaque terme dans l'expression de H, , il est évident que ^H, + j^^Hs -|- ^H;., représente la même droite, que la polaire soit prise par rapport à la Hessienne de la courbe originale ou à la Hessienne
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ôe sa première polaire,. Le même raisonnement s'applique aux autres 00 II rîbes polaires.
Passons à la conique poilaire. Si nous difierentîons les équations qsuie nous venons de donner pour H, * . .,les différentielles se composeront de deux groupes de termes : les différentielles prises dans l'hypothèse ou A, B, C, ... sont constants, elles termes obtenus en différentiant ces quantités. Si, pour abréger^ nous no la s servons des lettres Ç, t], Ç pour représenter les symboles de différentialion par rapporta ^,k, ^, nous avons
il est bien entendu que les accents, dans le dernier groupe de termes, peuvent être supprimés après le développement, le terme f^^ a y)^'^^^ tenant, par exemple, la place de
dxdy' dxdz^ La dernière équation peut être écrite sous la forme abrégée
Ainsi l'équation de la conique polaire d'un point, par rapport à la Hessienne, peut être mise sous la forme V + W = o ; V représente un groupe de termes dans chacun desquels une dérivée quatrième est multipliée par le produit de deux dérivées secondes, et W un groupe où chaque terme renferme une dérivée seconde multipliée par le produit de deux dérivées troisièmes. Prenoes maintenant la Hessienne de la première polaire ; comme on l'a énoncé plus haut, les dérivées secondes, troisièmes et quatrièmes sont alors respectivement multipliées par n — 2, n — 3, n — 4? ^t le résultat est
A^'Hi - (7i — 2 ) ( /^ -- 4 ) V 4- ( /i — 3 )2 W r^ o ;
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pour ^ = 4? il se réduit au dernier groupe de termes. L'équation de la tangentielle d'une quartique est évidemment alors de la forme V + /i:W = o, et elle peut être transformée en conséquence. Ainsi elle peut être mise sous la forme
! d cl cl . ^,,
cl d d \^ / . d^, . -.^,
L'équation de la courbe bitangentielle s'obtient en formant la condition pour que la tangente hx + My + Nz soit tangente à la conique qu'on vient d'écrire; elle se composera évidemment de trois groupes de termes, puisque la condition pour qu'une droite soit tangente à S + A" S' est de la forme S -+- A- <ï> -{- /r' S^ = o . La quantité qui correspond ici à S est le covariant appelé 6'; et j'ai vérifié que les deux autres groupes de termes peuvent ainsi s'exprimer sous la forme 6 + AH <[> ( ^ ).
396. 11 convient de réunir ici quelques propriétés de la Jacobienne d'un système de trois courbes, propriétés qui ont été énoncées {Algèbre supérieure , n^^ 88 et 176) et çà et là dans ce Volume. La Jacobienne est le lieu des points dont
(*) J'ai essayé de même de former l'équation de la courbe bitangeiiliellc d'une quintique en prenant, pour représenter la courbe dont l'équation est donnée au n° 394, un covariant d'ordre convenable et tel que son terme absolu s'annule si Taxe des x est tangent une seconde fois à la courbe donnée. Parexemple, si<{> = 4€) — 9H<ï>,
sont des covariants d'ordre convenable. Bien que je n'aie pas réussi, il peut être utile de donner, à titre de renseignement, les valeurs que j'ai obtenues
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les droites polaires par rapport aux trois courbes se rencontrent en un même point; son équation est
Jrrz
Wi Wq, w^
Nous avons vu (n^ 191) que la Jacobienne est lieu des points doubles des courbes du système
\u-\- [JL^ 4- v(^ =1 o.
Si les trois courbes ont un point commun, il est situé sur la
dans ce cas, pour les covariants. On verra que nous pouvons, sans rien perdre en généralité, supposer c^ et c^ nuls. 11 vient alors
l{=zb''-c-\- Zb''{d,x + d,y) -\-?>{b''e,— f^bcd^)x'' 4- 3 ( 2 ô"-^ gj — 5 bcd^ ) xy + 3 ( ô^ e.^ — bcd^)y'^ -h(ôVo— i6bce^-i-i8c^d^)x^ -+- {ob'^f^— 3ç)bce^— gbd^d.^-h ^bd\ -\- i8c-d^)x^y + ( — bbc/^ — 1 2 bd^ e, + 1 2 6^0 <^i -f- i8 c^ ^2
cd^ d^— iS cd\ ) ^^ H
e= <^b''[{b'dl-{-Ç>b'c''d,)
-^ {(\b'Ul^e,-\- i2b^ cH^ — Ç>b^ cd^d,— 'ô'jb'' G^ d^)x
H- ( 4 ^' <io ^1 + 12 b'^c^e^ — 28 b"^ cd^ d.^ + 3 1 6^ cd\ — 89 6^ c-^ d^ )y
-^r{ib'^dJ,+ [^b'el + Qb'c'f,
-{- Qd'^cd^e^— [\%b'^cd^e^^■— lobb'^c^c^— 2(^Zb'^c^df^d^
+ ^Çx^b"" c'' d\-{-?>Qb&^ d^) x''-\- . . . ], 4» = 66 I (63eo+ 4ô2c^J -\-x{b^f,-8b''ce,— ?>8bc''d.,)
+ r [^Vi— 2 è'ce2+ 27^2 (6^^-—t/,t/2) — 41602^3]
-^ x\~i2b'^cf^— i2b'^ dç^e^-h 1 2 6^ e^ c/j
+ 660^62— 16200(^0(^2+ i686c(5?i— bc'^d^)-\' . . . (.
Parmi les quantités A, B, . . ,, les seules qui renferment des termes indépendants de ^ et jK sont A = b^, F = bc. Si donc nous écrivons tout au long une quantité ^ de la forme 0 -\- kE^ et qu'elle soit
A + Boa7 + C^y -\- Bf,x'^ -h ...,
fd^Y le degré de ^j^ étant 22, le terme absolu dans le covariant A [-j] H- ... est
d' 'h è'^B* 4-44 ^cAB, et le terme absolu dans A -y-^ +.. . ^st 2b'^C^ -{- ^^2bcPy^.
S. — Courbes planes. 32
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Jacobienne. En effet, des équations
(où m, m! ^ ni!' sont respectivement les degrés des trois courbes), nous déduisons
H- m^ ^' ( W-'2 Uz (^3 ?^2 ) + ^?^''' ^ ( ^2 ^3 i^3 ^2 ) J
que nous pouvons écrire
J ^ =z 7?^ A fi + 772' B ? 4- 772^'' C (P.
Celte relation montre évidemment que J est nul pour toutes les valeurs qui annulent u^ p, w.
Si les trois courbes sont de même degré, ce point commun est un point double sur la Jacobienne. En effet, en prenant les dérivées par rapport à x^ il vient
cU dk , cm „ dC
ô -~ X -j— =: mu -r. h m V -, 1- m w -7-
dx dx dx dx
H- 772 A u^ -{- 77z^B Vi 4- m" QaW^ ; mais, comme A ^/^ + Bc^^ + Gi^j = J, nous voyons que, si m=im' ^=i ni!' ^ -j- sera nul pour toutes valeurs qui rendront nuls 11^ p, w et par conséquent J. De même encore
dJ dk , d\^ „ dC
dy dy dy dy
Comme k.u^ + B^^2 + Cf'f^o = 0, cette quantité s'annule pour toutes les valeurs qui annulent w, (', pp, J, si m = ni! ^=. nd' , On verra de la même manière que les autres dérivées de J sont nulles pour le même point.
Si deux seulement des courbes sont du même degré, la Jacobienne est tangente à la troisième courbe au point com-
Hosted by
mun; car l'équation écrite ci-dessus, quand nous y faisons m = m! , devient
cU dk cm , de
^ -\- œ -— = mu -; — h rfii> -, h m w -r-
dx dx dx dx
H- m J -h ( m^^ — m ) G MP^i ;
pour le point commun elle se réduit à x^^ =i{m!' — w)G(^v'^ et nous avons de même
^ J2 == ( m" — m)Cw^, ^ J3 r= ( m" — m ) G c^3,
en sorte que
xii +7J2 4-^J3 = o et
représentent la même droite.
Sij dans ce cas, le point commun est un point double sur çVy il sera aussi un point double sur J et aura les mêmes tangentes que celles de la courbe çv (^).
Les valeurs que nous venons de trouver pour Jj, J2, J3 sont nulles quand ç^^, w^, <^3 le sont. Si nous prenons de nouveau les dérivées et laissons de côté les termes qui sont nuls, parce qu'ils contiennent u^ r, pp, J, J,, ou (^^, w^-) (^3, nous avons
dU ( dk d^\ , ,
ax-' \ dx dx /
Mais, d'après les valeurs précédemment trouvées pour A etB, nous avons
dk dlà ^ , ,
et, en éliminant xyz entre les équations
XU^ ~\- fU2 4- ^.'•■;: =: O, JCt^i -j- JÇ^ + -^^3 = O,
(*) Glebsch et GoaDAN, Abelschen Function&n^ p. 62.
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il vient
ou
et l'on voit de la même manière que les autres dérivées secondes de J sont proportionnelles à celles de iv] autrement dit, les deux courbes ont les mêmes tangentes en leur point double commun.
Nous avons démontré (n° 190) qu'il y a
points dont les droites polaires par rapport à deux courbes u, ^ sont les mêmes, et que la Jacobienne de u^ v et d'une troisième courbe quelconque doit passer par ces points. Nous avons établi (n° 90) que la Jacobienne coupe u aux points qui peuvent être des points de contact de u avec les courbes du système v -\-\w. Il résulte immédiatement de là que le lieu des points de contact des courbes du système u + \ li avec les courbes du système (^ + [Ji ç'^, où i^ et u! sont du degré 772, et ^, s/ du degré m! ^ est une courbe du degré im-^im' — 3, dont l'équation peut s'écrire sous l'une des formes équivalentes ( ^ )
ICy,
Wi
Ih
(*) Steiner a remarqué que le nombre des courbes du système u-h'ku'
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On voit encore, d'après ce qui précède, que les points où les courbes des systèmes u -\-\ii' ^ ^ + [j,(^^, pp -f- vpp' peuvent êlre toutes les trois tangentes sont compris parmi les intersections de deux courbes dont les degrés respectifs sont 2m+2/n' — 3, im-\-iïd' — 3. Mais; parmi ces intersections, figurent les m^ points w, u et les 3 (m — i)^ points communs à la Jacobienne de toutes les courbes du système n -\-\u' . En retranchant ces nombres, nous obtenons pour le nombre de points où les courbes peuvent être tangentes
4 ( mm' -i- m' m" -+- m" m.) — 6 ( m + m' + m" ) — 6.
398. Nous avons vu (n° 97) que l'ordre de la condition de contact de deux courbes u^ ç>, ou, comme nous l'appelons, de leur tact-invariant, est mijn -\- ini! — 3) — 2 S — 3/ir ou n + ini[ni' — i) par rapport aux coefficients de (^, et qu'il en est de même de l'ordre n^ + im^ni — i ) en fonction des coefficients de a. Nous avons trouvé le tact-invariant dans le cas de deux coniques (^Sections coniques, n° 372) en formant le discriminant de u-^\v^ puis le discriminant de ce discriminant considéré comme fonction de X. Par un raisonnement semblable à celui qu'on a employé dans le cas de coniques, on peut montrer que, si l'on applique le même procédé dans le cas de deux courbes du 772'^'"^^ ordre, le tact-invariant figure comme facteur dans le résultat.
En effet, si A est le tact-invariant, si B = o est la condition pour qu'il soit possible de déterminer \ de manière que u -\-\v puisse avoir deux points doubles et G == o la condition pour
qui oscillent les courbes du système v + |xç^' est
3[(/n + m') {m -i- m' — 6) --h imm' -\- 5,
{Journal de Ci^elle, t. XLVII, p. 6). On se rappellera que nous avons vu (n° 102) que la condition d'osculation de deux courbes exige, outre les conditions de contact ordinaire, que le rapport de H à L^ soit le même pour les deux courbes.
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qu'il soit possible de déterminer \ de manière que u-i-'kç puisse avoir un rebroussement^ le discriminant par rapport à X du discriminant du ?/ -h X^ est AB- G^. On voit que B et G figurent comme facteurs dans le résultat en prenant pour ^une courbe qui ait ou deux points doubles, ou un rebroussement. Dans ce cas, non seulement le discriminant de u est nui, mais il en est encore de même pour ses dérivées par rapport à chacun des coefficients de u [Algèbre supérieure^ n° 116). Donc, dans le discriminant de i/ + Xp, le terme qui ne contient pas X et celui qui en contient la première puissance sont nuls tous les deux, ou bien \^ est facteur dans le discriminant; donc son discriminantconsidéré comme fonction de \ est nul. Si u et V sont des cubiques, le discriminant de chacune d'elles contient ses propres coefficients au douzième degré et ces coefficients entrent au degré 182 dans le discriminant par rapport à "k. Mais le tact-invariant contient les coefficients de chacune des courbes au degré 18 ; les invariants, qui sont nuls quand u-{-\^ Si un rebroussement ou deux points doubles, contiennent les coefficients de chaque courbe aux degrés 24 et 21 respectivement. En effet, le degré par rapport aux coefficients est le même que le nombre de courbes de la forme ^ _|_ X p H- [JL (^ qui ont les singularités en question. Dans le cas du rebroussement, ce nombre s'obtient en égalant à zéro les invariants S et T ; ce qui nous donne ainsi une équation du quatrième degré et une du sixième pour déterminer )., [i., et par conséquent 24 solutions. Dans le cas des deux points doubles, nous pouvons supposer que u^ i^, iv ont sept points communs, et par ces points nous pouvons avoir 21 systèmes composés d'une droite et d'une conique. Nous avons alors i32 = 18 + 2 x(2i)-i-3x(24).
399. En général, le discriminant étant du degré 3 (/n — i)^, le discriminant par rapport à "X contient les coefficients de chaque courbe au degré 3 (m — iY{^m^ — 6m -i- 2). Mais
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le tact-invariant renferme les coefncients de chacune des courbes au degré 'im{m— i) et il ressort de considéralions que nous exposerons plus loin que l'ordre de la condilion pour que u-{-\i^ puisse avoir un couple de points doubles (ou, ce qui revient au même, le nombre des courbes du système u-\-\^ -^ \kW qui ont deux points doubles) est |(/72 — i)(37n^ — ym- — 5/72 +22), et que le nombre correspondant pour le cas du rebroussement est
12 (m — I )(7?^ — 1) ; on peut vérifier que
==: 3 m ( 7?2 — I ) 4- 3 ( 7/2 — I ) ( 3 ni^ — 9 m'^ —57/24-22) 4- 36 (7/2 — i){m — 2 ).
De la même manière, si nous avons formé le discriminant de \u + [J^v -\- vpp, où u, p, w sont des courbes de même degré, nous pouvons cliercher le discriminant de ce dernier considéré comme fonction de 1, [x, v. Ce discriminant contiendra comme facteur le résultant de Uj Vj iv et les conditions pour qu'une courbe \u + [i,ç^ + vw puisse avoir trois points doubles, ou un point double et un rebroussement, ou bien un point tacnodal; l'ordre de l'une quelconque de ces conditions par rapport aux coefficients de l'une des courbes est le même que le nombre des courbes de la forme
1 II 4- [-'- (^ 4- V (^P 4- t =z O
qui ont la singularité en question. Quand les courbes sont toutes des coniques, le discriminant considéré comme fonction de X, [Ji, V, du discriminant de 1^/ 4- p-^ + v(v est AB^ ; ici A est le résultant de u, v, pp> etB = o la condition pour que "Xi/ + fj.p + vfv = o puisse représenter deux droites qui coïncident; mais je n'ai pas pu établir la théorie générale.
On peut observer, en ce qui a trait à ce sujet, que le
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tact-invariant d'une courbe et de sa Hessienne étant de l'ordre 3(/72 — 2) (5 m — 9) par rapport aux coefficients de la courbe et de Tordre m{jjn — i5) pour ceux de la Hessienne, cet invariant est de l'ordre 6{6m^ — î'jm-\-g) par rapport aux coefficients de la courbe originale. Quand m = 3, le tact-invariant est la sixième puissance du discriminant ; et si nous supposons, en conséquence, que la sixième puissance du discrimant entre toujours comme facteur dans le résultat, il reste un facteur de l'ordre 6 (m — 3) (3m — 2) qui, égalé à zéro, expriuie la condition pour que la courbe ait un point d'ondulation.
Prenons encore la condition pour que la courbe, sa Hessienne et sabitangentielle aient un point commun; cette condition, étant respectivement des ordres 3 ( 7?2 — 2)-(/?i^ — 9), m(/?2 — 2)(/?2- — g)^3m(?n — ■ 2) par rapport aux coefficients de ces courbes, est de l'ordre
en fonction des coefficients de l'équation originale. Quand 771 = 4, cet invariant paraît être la douzième puissance du discriminant multiplié par le carré de l'invariant considéré en dernier lieu. Si nous supposons qu'on doive trouver les mêmes facteurs en général, il reste un invariant de l'ordre 3{m — 4)(3/n3 H- 5m2 — 32m+i8), qui sera nul quand la courbe a une tangente inflexionnelle qui lui est tangente en un autre point quelconque.
401. De même que la Jacobienne est le lieu des points dont les droites polaires, par rapport aux trois courbes, se coupent en un même point, de même nous pourrions étudier le lieu des points où ces droites polaires se coupent; ou, ce qui revient au même, le lieu des points dont les premières polaires par rapport aux trois courbes ont un point commun. Nous nous bornerons au cas où les trois courbes sont les
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trois premières polaires d'une courbe donnée; dans ce cas, la Jacobienne est la Hessienne de la courbe et l'autre lieu que nous venons d'indiquer en est la Steinerienne (n° 70); la théorie que nous allons exposer est la généralisation de celle que nous avons indiquée pour la cubique (^) (n° 175).
A un point P de la Steinerienne correspond un point Q de la Hessienne; la première polaire de Pa Q pour point double et la conique polaire de Q se compose de deux droites qui se coupent en P. Considérons deux points successifs de la Steinerienne (n^ 178) ; l'intersection de leurs premières polaires sera alors le point Q compté deux fois et les points de contact de la première polaire avec son enveloppe. Ainsi la polaire, par rapport à la courbe, d'un point Q de la Hessienne est la tangente à la Steinerienne au point correspondant P. En particulier, si Q est un point d'inflexion de la courbe, sa polaire sera la tangente en ce point; nous voyons ainsi que la Steinerienne est tangente aux 3 m (m — ■ a) tangentes stationnaires de la courbe.
402. Nous avons vu (n° 70) que les ordres de la Hessienne et de la Steinerienne sont respectivement 3(/72 — 2) et 3(7?2 — 2)-. La Hessienne n'a ordinairement pas de point double; et par conséquent ses caractéristiques Plûckériennes sont
[j-zzz3(7?2 — 2), 0=:0, X = O, V=:3(/?î — 2 ) ( 3 /?2 — 7),
l rrr 9 ( 772 — 2 ) ( 3 772 — 8 ) .
Comme il y a une correspondance (i, i) entre la Hessienne
(*) Les principaux théorèmes de cette section ont été énoncés par Steiner dans un Mémoire lu à l'Académie de Berlin, i8'j8, et imprimé ensuite dans \q Journal de Crelle, 1864, t. XLVII. En ce qui concerne les cubiques, j'en avais donné la théorie dans la précédente édition de cet Ouvrage (1862). Je ne connaissais pas les travaux de Steiner, que j'ai appris seulement par le Journal de Crelle.
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et la Steinerienne, les genres des deux courbes seront les mêmes. Nous obtenons ainsi la classe de la Steinerienne; en effet, une de ses tangentes qui passe par un point fixe M doit avoir son pôle sur la première polaire de M, et, comme il doit aussi se trouver sur la Hessienne, il doit être une des 3 (m — ■ i)(7?2 — 2) intersections de ces deux courbes. Donc les caractéristiques de la Steinerienne sont
[j. = 3 ( 772 — 2 )^ , V = 3 ( m — i.){fn — 2 ) , 0 = ^ ( /?2 — 2 ) ( /?z — ^ 3 ) ( 3 in^ — 9/72 — 0 ) , X == 1 2 ( 7?2 — 2 ) ( m — 3 ) ,
i — ?>{m — 2){[\ni— 9).
Un point est un point double ou un point de rebroussement sur la Steinerienne, si sa première polaire a deux points doubles ou un rebroussement. Donc les nombres S et x cju'on vient d'obtenir sont les nombres des premières polaires delà coarbe donnée cpii ont les singularités en question (voir n«399).
403. Si les deux premières polaires de deux points A, B sont tangentes en un point Q et ont PQ pour tangente, deux des pôles de la droite AB coïncident avec Q; et la première polaire d'un point quelconque de AB (autre C|ue l'intersection de AB avec PQ) sera aussi tangente à PQ en Q. La première polaire du point excepté, ou de l'intersection de AB avec PQ, aura Q pour point double; Q sera un point de la Hessienne et P le point correspondant sur la Steinerienne. Donc la Steinerienne est l'enveloppe des droites dont deux pôles coïncident, et la Hessienne est le lieu de ces pôles coïncidents. Steiner a étudié l'enveloppe de la droite PQ qui joint deux points correspondants P, Q, ou qui est la tangente commune des deux premières polaires qui sont tangentes entre elles. Gomme dans le cas des cubiques (n^ 177), nous
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appellerons cette courbe la Cayleyenne^^). Elle a évidemment une correspondance (i , i) avec la Hessienne et la Steinerienne et par conséquent elle est du même genre.
Pour déterminer sa classe, nous emploierons les principes établis n° 372 et Sections coniques, Appendice, à savoir que si deux points sur une droite, ou deux droites passant par un point, ont une correspondance (m, m')^ il y aura ni-^m cas de coïncidence de ces points.
Considérons donc les droites qui joignent un point arbitraire M aux deux points correspondants P, Q. Comme la Steinerienne est une courbe de l'ordre 3 (m — 2)2, si la droite MP est fixe, il y aura 3(/?2 — 2)^ positions de P et autant de Q. De la même manière, à une position quelconque de MQ correspondent 3 (m — 2) positions de P. Il y a donc 3(771 — • 2)2 -f- 3(/?2 — 2) OU ?i[m — i) (/?z — 2) droites qui peuvent être menées par M, et qui contiennent deux points correspondants P, Q; c'est par conséquent la classe de la Cayleyenne. Elle est évidemment tangente aux tangentes d'inflexion de la courbe donnée. Elle n'a pas d'inflexions et ses caractéristiques sont
p. = 3 ( 7?2 — 2 ) ( 5 772 — II), V =: 3 ( /7i — I ) ( m — 2),
'Z ■=! \{in — lY{}n^ — 2 772 — l), l = G.
404. Les définitions déjà données peuvent être étendues plus loin, si l'on considère les points doubles non seulement sur les premières polaires, mais sur un système quelconque de courbes polaires. Le lieu d'un point, tel que sapolaire Q^'^"'^ ait un point double, est une courbe de l'ordre 3G(7?z — 9 — i)^ qui est la Q^'^^^^ Steinerienne ; et le lieu du point double est
(*) M. Gayley l'appelle la Steiner-Hessienne.
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alors une courbe de l'ordre 3 9^ {m — 9 — i), qui est la 9' ''''' Hessienne. Nous savons que, si la 9'''"^*^ polaire d'un point P passe par un point Q, la {m — 9)''"'^ polaire de Q passe par P; et il est facile de voir aussi que si la 9^ '""^ polaire de P a un point double Q, la [m — 9 — i)^''"^ polaire de Q a un point double P. Donc la 9 Steinerienne est la même courbe que la {m — 9 — i) Hessienne, et la 9 Hessienne est la même que la (^m — 9 — ^ i) Steinerienne. De la même manière, nous pourrions considérer la 9 Gayleyenne ou l'enveloppe de la droite qui joint les points correspondants sur la 9'^"^"^ Steinerienne et 1^ Qième Hessienne; les trois courbes ont le même genre. Excepté dans le cas 9=1, ces courbes ont été peu étudiées.
405. Nous avons considéré (n^ 184) l'enveloppe des droites polaires, par rapport à une cubique, des points d'une ligue droite et nous l'avons appelée la polaire de cette ligne droite. De même en général, si un point P se meut sur une courbe directrice S de l'ordre 5, l'enveloppe de sa 9'^"^*^ polaire, par rapport à une courbe donnée U de l'ordre m, sera une courbe que l'on peut appeler la 9^*^™^ polaire de S par rapport à U. Nous avons vu (n^ 98) que l'on peut trouver l'enveloppe d'une courbe, dont l'équation contient comme paramètres les coordonnées d'un point mobile le long d'une courbe S, en considérant les paramètres comme des coordonnées et en exprimant la condition pour que la courbe mobile soit tangente à S. Donc la polaire 9'"^"^^ de S est aussi le lieu des points dont les polaires {m — 9) sont tangentes à S. Si nous employons l'expression (n° 97) qui donne l'ordre d'un tact-invariant, nous voyons que la 9''"^^ polaire de S est une courbe de l'ordre s {s -\- i^ — 3) (m — 9); ce nombre diminue de i[m — 0) unités pour chaque point double et de Z{m — 9) pour chaque rebroussement; et si la classe de S est /, alors la 9^""^^ polaire sera de l'ordre
Hosted by
Elle sera de l'ordre 9( 25 4-9 — 3) en fonction des coefficients de S.
En particulier, si 9 = i, l'enveloppe des premières polaires des points d'une courbe S est la même que le lieu des pôles des tangentes de S et son ordre est s' [m — i). Si dans ce cas 5=1, cet ordre se réduit à zéro, comme cela doit être, puisque l'enveloppe se réduit alors aux [m — i)^ pôles de la droite S. En général, il est évident que chaque tangente double de S donnera naissance à (m — i)^ points doubles qui sont ses (m — i)^ pôles, et que chaque tangente stationnaire donnera (m — i)- rebroussements sur l'enveloppe. Nous avons donc pour la classe de l'enveloppe
{m — lYs — {m — i)s' — 2 (m — i)^ t — ?>{in — i)^ t;
ou bien, comme s'- — s — 2t — 3 i = 5, la classe de la première polaire est
{jn — i){j7i — 2)8' -\- {m — lYs,
Si 9 = /?2 — I, l'enveloppe des droites polaires des points d'une courbe S, ou le lieu des points dont les premières polaires sont tangentes à S, est de l'ordre s {s-^ im — 5) ou s' -h 2.s(m — 2). Et comme le nombre de ces droites polaires qui passent par un point arbitraire M est le même que le nombre des intersections de S avec la première polaire de M, la classe de l'enveloppe est (m — 1)5.
En général, le nombre des points doubles de la polaire 9'''"^^ de S est (m — 9)^ fois le nombre des polaires(m — i)''^"''^d'un point qui sont deux fois tangentes à la courbe et le nombre des rebroussements est (m — 9)^ fois le nombre de ces polaires qui osculent la courbe donnée.
Si la 9^*""^^ polaire d'une courbe S est une courbe R, la (m — ^y^'^^ polaire de R doit contenir, comme partie d'elle même, la courbe S. Ainsi, par exemple, si 9 =: m — i, R est
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l'enveloppe de la droite polaire d'un point P qui se meut sur S; mais comme le pôle de cette droite polaire peut êlre non seulement le point P, mais {jï% — i)^ — i autres points, il en résulte cjue, si nous cherchons le lieu des pôles des tangentes de R (ou, ce qui revient au même, l'enveloppe des premières polaires des points de R), nous obtiendrons la courbe S, avec une autre courbe qui est le lieu des points copolairesaveclespointsde S, c'est-à-dire des points ayant les mêmes droites polaires. Dans ce cas, où 9 = m — i, nous avons vu que la classe de R est s{m — i)-; par conséquent^ (n^^ 405) l'enveloppe des premières polaires des points de R est de l'ordre s{in — i)^; ou, bien il y aura, en outre de la courbe S, une courbe compagne de l'ordre sin(^jn — 2). Nous avons vu cjue tout point de la Hessienne est un point où coïncident deux pôles d'une tangente à la Steinerienne ; conséquemment les points où S rencontre la Hessienne seront des points de cette courbe compagne, cjui en outre rencontrera S en \s{m. — i)[in — 3) couples de points copolaires. Si 9 = I, R est le lieu des pôles des tangentes de S, et comme un point donné a une seule polaire, si nous cherchons l'enveloppe des droites polaires des points de R, nous devons retomber sur la courbe S, et il semblerait qu'il n'y a pas ici de courbe compagne. Il faut noter cependant que les tangentes communes de S et de la Steinerienne font partie de l'enveloppe. En effet, nous avons vu qu'à chacune de ces tangentes communes correspondent deux points coïncidents sur R et, par conséquent, cjuand nous employons la marche inverse, à ces deux points correspondront deux droites coïncidentes, dont chaque point a droit d'être regardé comme faisant partie de l'enveloppe. De plus la courbe S doit être comptée {m — i)^ fois dans l'enveloppe, parce que à chaque tangente de S il correspond [m — ï)^ pôles situés sur R, et, par conséquent, quand nous prenons réciprocjuement les polaires des points de R, chaque tangente de S est comptée (m— i)^ fois. Nous
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avons vu que, si l'ordre et la classe de R sont r et r', l'ordre de sa (m — lyèuio polaire est r' H- i{jn — 2)r"; mais
/•'=: [m — i){in — 2) 5'+ (/?2 — i)^^, r^=^s' {m — i);
donc l'ordre de la polaire est 3 (/n — i)[m — i)s' -\-{m — 1)25, ce qui s'accorde avec ce que nous aA?ions établi ; car, la Steinerienne étant de la classe 3 (m — \)(^in — 2), le nombre de ses tangentes communes avec S est 3 (m — \){m — i)s^ . Il doit exister une théorie générale pour la réciprocité quand R est la polaire 6'*'"^'' de S et S la polaire {jii — Qy^'^^^ de R; mais elle n'a pas encore été étudiée.
CONIQUES OSCULATRIGES.
407. La forme d'une courbe dans le voisinage d'un point P de cette courbe est caractérisée par le cercle de courbure ; mais elle admet encore une autre définition. En effet, si nous menons parallèlement à la tangente en P une corde infinitésimale QR et si la normale en P la rencontre enN, les arcs PQ, PR et les droites NQ, NR regardées comme des quantités du premier ordre sont ég'ales entre elles; mais elles diffèrent de quantités du second ordre; en particulier, NQ, NR diffèrent d'une quantité du second ordre; ou, ce qui revient au même, si L est le milieu de QR, la distance NL est du second ordre. Observons aussi que PN est également du second ordre ; donc l'angle LPN,
qui est égala arc tang ( ^^ ? est en gênerai un angle iini ; c està-dire qu'en joignant P au milieu de la corde QR (parallèle à la tangente en P) nous avons une droite PL inclinée d'un angle fini sur la normale. Dans le cas du cercle, PL coïncide avec la normale; l'angle en question mesure donc la déviation de la forme circulaire ; nous pouvons l'appeler V aberration de
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la courbure, et dire que la droite PT.est l'axe d'aberration (^).
Dans le cas d'une conique, Taxe d'aberration est le diamètre qui passe parP, et l'aberration est l'inclinaison de ce diamètre sur la normale. S'il s'agit d'une autre courbe donnée et si nous menons une conique ayant avec elle un contact ou une intersection quartiponctuelle en P, la courbe et la conique auront le même axe d'aberration ; c'est-à-dire que les centres de toutes les coniques qui ont avec la courbe une intersection quartiponctuelle en P seront situés sur l'axe d'aberration de ce point. On déduit aussi de là que l'axe d'aberration deP et celui du point consécutif de la courbe se coupent en un point, le centre d^ aberration , qui est le centre de la conique ayant une intersection quintiponctuelle avec la courbe, au point P ; cette conique est complètement déterminée parla condition d'avoir son centre en ce point, d'être tangente à la courbe en P et d'avoir en ce point une courbure égale à celle delà courbe.
Il est facile de démontrer que l'aberration au point P est donnée par la formule
tango -=1 p
oh. p, q^ r sont les dérivées première, seconde et troisième de^ par rapport à x,
408. Remarquons que l'axe d'aberration est une droite qui a des relations avec la droite de l'infini, mais qui est indépendante des points ciiculaires à l'infini; c'est-à-dire que si, au lieu de ceux-ci, nous avons deux points I, J, la droite en question peut se construire au moyen de la droite IJ, sans faire usage des points I, J eux-mêmes; on choisit la corde QR
(*) Voir Transon Recherches sur la courbure des lignes et surfaces, {Journal de Liouville, t. VI; i84i). Son expression déviation Qst remplacée dans le texte parle mot plus caractéristique aberration
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de manière qu'elle passe par l'intersection O de la tangente en P avec la droite IJ, et le point L est alors le conjugué harmonique de O par rapport aux points Q, R.
Le théorème qui apprend que les centres des coniques à intersection quartiponctuelle sont situés sur une droite peut être présenté d'une manière plus générale; les coniques ont en effet une intersection quartiponctuelle les unes avec les autres; ou, ce qui revient au même, ce sont des coniques qui ont toutes quatre tangentes communes (la tangente en P comptée quatre fois); le théorème général est le suivant :
Dans le système des coniques qui sont tangentes à quatre droites, les pôles d'une droite quelconque par rapport aux différentes coniques du système sont situés sur ujie droite. Ce théorème est mieux connu sous la forme réciproque : Si Von considère les coniques cjui passent par quatre points donnés, les polaires d'un point quelconque par rapport à ces différentes coniques passent toutes par un seul et même point.
Dans le cas où les points circulaires à l'infini sont remplacés par une conique, il n'y a pas de théorie analogue pour l'aberration.
409. La recherche (n° 236) de l'équation de la conique à contact quintiponctuel en un point quelconque d'une cubique peut s'étendre aux courbes d'un degré quelconque. Soient S la conique polaire et ï la tangente au point, l'équation d'une conique quelconque tangente au même point sera S — PT = o; P représente Ix -\- my -\' nz^ /, m, n étant encore indéterminés. L'équation des droites qui joignent les intersections de la conique et de la courbe au point x' , y' , z' s'obtient en remplaçant x, ... par x' -^\x, ... dans l'équation de chaqis-e courbe et éliminant \ entre les deux équations. Le résultat de la substitution dans la première équation est
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et le résultat de la substitution dans la conique est
2(,i_i)T— P^T + X(S — PT);
en écrivant que cette dernière quantité est égale à 6T + ).Y, le résultat de l'élimination de X entre ces deux équations devient divisible par T ; le quotient est
il représente les 2(/2 — i) droites qui joignent le point a^'y' z' aux 2(n — i) autres points communs à la conique et à la courbe. Pour que la conique ait un contact triponctuel avec la courbe, une de ces droites doit coïncider avec T, autrement dit l'équation doit devenir divisible par T; comme chaque terme, excepté les deux premiers, est divisible par T, la condition est évidemment 9 = 2, et, comme
elle implique P^= 2(7Z — 2) (^). Introduisons cett« valeur de Q et effectuons la division par T^ l'équation se réduit à
qui représente les in — 3 droites qui joignent le point x' y' z' aux autres points d'intersection de la courbe et de la conique. Le contact sera quarti ponctuel si cette équation est encore divisible par T, ou si | A^ — PS est divisible par T. On obtient la condition pour qu'il en soit ainsi, comme dans le n" 382, en substituant dans cette quantité les coordonnées d'un point arbitraire de la droite T, à savoir My — N[3, iNa — Ly, Lj3 — Ma; le résultat doit être identiquement nul; et de cette
(*) Le problème qui consiste à trouver le cercle de courbure en un point quelconque de la courbe est évidemment celui qui revient à décrire une conique à contact triponctuel et passant par deux points lixes.
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manière nous trouvons immédiatement que P doit être de la forme
^ 2 / dll dR d\l\
où UL reste encore indéterminé. Ainsi la corde d'intersection
avec la conique polaire de toute conique qaartiponctuelle
rencontre la tangente au point fixe (mentionné n^ 394) où la
tangente rencontre à la fois la polaire cubique et aussi la
droite polaire de x'y z^ par rapport à la Hessienne, soit de la
courbe elle-même, soit d'une de ses courbes polaires.
„ , , . 1 / dU dE dU
Représentons par 11 la droite -rj I x -^ ^ y ~f~ + -^ -jr
en admettant que nous ayons l'équation identique
et, en introduisant ensuite la valeur de P, fil -j- [xT, l'équation devient divisible par T et donne pour l'équation des 2 7i — 4 droites qui joignent x^ , y' ^ z' aux autres intersections de la courbe el de la conique,
(|j -1- p2 __ ^^)yn-z _ 1 V'^-^ A^ + ...-- O.
La condition du contact quintiponctuel consiste en ce que cette équation doit être divisible par T, et nous déterminerons la valeur de [i. qui correspond à un tel contact en remplaçant X, y^ z, dans les termes écrits ci-dessus, par My — N[3, Na — Ly, L^ — Ma. L'équation identique du n° 235 nous permet de voir ce qu'est J, et j'ai trouvé qu'en effectuant la substitution qu'on vient d'indiquer J devient
où S, R et ^(H) ont la même signification que dans le n*^ 386.
Les résultats de la substitution dans S, P et A' sont Q.>, -~rz Q^
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et Q/, respectivement. SI nous faisons usage des valeurs du n" 390, il vient
Ii.H2=|[3(;Z — l)(/2 — 2)2H-2(/2— l)Rt!;(H)]
-6(A^-2)(/^-3)SH^-4(/^-3)Rt};(H)--R2ci>
d'où, en réduisant, [a = j^— (4O — 3H^) et la conique
quinti ponctuelle se trouve déterminée.
410. M. Cajlej a poursuivi cette reclierclie pour savoir quelle condition doivent vérifier les coordonnées x' ^y j z' pour que le contact puisse être sextiponctuel {yo\v Phil. Trans,^ i85o, p. 545). Cette étude est trop longue pour que nous la donnions ici ; le résultat consiste en ce que x'y^ z' doit vérifier l'équation
(/n-2)(i2m — 27)HJ(U, H, *)~3(/n-i)HJ'(U, H, *)
Ici J représente la Jacobienne de ces trois fonctions, et J^ signifie que, en prenant la Jacobienne, ^ doit être dérivé dans la supposition que les dérivées secondes de H, qui entrent dans l'etpression de <ï>, sont constantes. L'équation écrite ici représente une courbe de l'ordre 12m — 27 dont les intersections avec U déterminent m{\iin — i^j) points sextactiques.
411. Le problème qui consiste à trouver combien il y a de coniques qui puissent avoir un contact sextiponctuel avec une courbe donnée appartient à la classe des questions sur lesquelles nous avons fait quelques remarques, Sections
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coniques, Appendice : Sur les systèmes de coniques assujetties à quatre conditions. Nous allons donner ici un peu plus de développement à la théorie indiquée dans cet Ouvrage. M. deJonquières {Journal de Liouville, t. VI, 1861) a considéré les propriétés d'une suite de courbes du m'^'"''' ordre, satisfaisant à \ra{jn-\-Z^ — i conditions, c'est-à-dire à une condition de moins qu'il n'en faut pour déterminer la courbe; cette suite de courbes est caractérisée par son indice N, où N est le nombre des courbes de la suite qui peuvent passer par un point arbitraire donné. Ainsi, si l'équation de la courbe, considérée au point de vue algébrique, contient un paramètre, N sera le degré où ce paramètre y figure, Ghasîes, dans des Communications insérées aux Comptes rendus, 1 864-1 867, sur le nombre des coniques qui satisfont à cinq conditions, a employé, au lieu de l'indice unique de M. de Jonquières, deux caractéristiques qui sont p., le nombre des courbes de la suite qui passent par un point arbitraire, et Y, le nombre de celles-ci qui sont tangentes à une droite arbitraire. Cette méthode est particulièrement commode, parce qu'elle donne des résultats symétriques dans le cas des coniques qui sont des courbes de même ordre et de même classe. Nous avons indiqué l'esprit de cette méthode [Sections coniques, loc. cit.); nous reproduirons ici quelques-uns des théorèmes en les établissant pour une suite de courbes d'ordre quelconque.
412. Le lieu des pôles d'une droite donnée par rapport aux courbes de la suite est une courbe de degré v. Car c'est évidemment le nombre de points où la droite elle-même peut rencontrer le lieu. L'enveloppe des polaires d'un point donné par rapport aux courbes du système est, de même, une courbe de la classe \k.
Le lieu d'un point dont la polaire, par rapport à une courbe fixe (dont l'ordre et la classe sont m^, n')y coïncide avec sa
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polaire par rapport à une courbe du système, est une courbe de l'ordre v + \K(^mJ — i). En effet, pour déterminer combien il y a de points du lieu sur une droite donnée, considérons sur cette droite deux points A, A' tels que la polaire de A par rapport à la courbe fixe coïncide avec la polaire de A^ par rapport à une certaine courbe du système; le problème consiste à savoir dans combien de cas A et A' peuvent coïncider. En premier lieu, si A est fixe, sa polaire par rapport à la courbe donnée est également fixe; le lieu des pôles de cette dernière droite, par rapport aux courbes du système, est de l'ordre v, d'après le premier théorème; nous voyons ainsi qu'à une position quelconque de A correspondront v positions de A^ En second lieu, supposons A^ ïi^e; comme ses polaires, par rapport aux courbes du système, enveloppent une courbe de la classe [Ji, et comme les polaires^ par rapport à la courbe donnée, des points de la droite donnée, enveloppent une courbe de la classe m' — i (n" 405), il y a \k[m' — i) tangentes communes aux deux enveloppes, et par conséquent autant de positions de A qui correspondent à A. Donc le nombre des coïncidences des points A et A' est V -f- \K[ni' — i) : c'est le degré du lieu en question. Il est évident que ce lieu rencontre la courbe fixe aux points où les courbes du système lui sont tangentes, et par conséquent que le nombre de ces courbes qui sont tangentes à la courbe fixe est m'\y + [^(m' — i)] ou jn'v -H nJ \k.
413. En général, le nombre des courbes du système qui satisfont à une autre condition quelconque sera de la forme uia + v3 et les nombres a, ^ peuvent être considérés comme les caractéristiques de cette condition. Si une courbe est définie par un nombre suffisant de conditions de nature quelconque, et si ces caractéristiques sont données pour chaque condition, nous pourrons déterminer le nombre de courbes qui satisfont aux conditions prescrites. Nous en don-
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nons tin eKemple dans le cas des coniques. Le nombre des coniques déterminées par cinq points, par quatre points et une tangente, par trois points et deux tangentes, etc., est
et conséquemment les caractéristiques des systèmes déterminés par quatre points, trois points et une tangente, etc., sont
Le nombre des coniques qui satisfont à la condition dont les caractéristiques sont a, [3, et qui passent aussi par quatre points, ou par trois points et sont tangentes à une droite, etc., sont
a + 2 p, 2a + 4p5 4^ + 4pj 4a + 2p, 2a + 8.
Si nous appelons ces nombres \tJ" ^ y"\ ç'" ^ <7"' ^ i^" respectivement, nous voyons qu'ils ne sont pas indépendants ; mais nous avons
Les caractéristiques des systèmes formés avec la condition a, j3 et trois points, ou deux points et une droite, etc., sont évidemment
et par conséquent le nombre des coniques de ces systèmes qui satisfont à une nouvelle condition a', [3' est ]j!" cl -\- y^^' ^\ \J" Qfj ^ p'^^P', .... Développons ces quantités : si nous avons deux conditions dont les caractéristiques soient (a, [3), (a', ^') et si nous représentons par ^' ^ V\ p^^, d'^ le nombre des coniques qui satisfont à ces deux conditions et qui passent aussi par trois points, ou qui passent par deux points et sont tangentes à une droite, etc., nous avons
1,"=: aa' + 2(ap^ + PaO-f-4P?^ v'^=r 2 aa^ + 4(Pa' + aj^') + 4??', p^^zzz4aa^ + 4(pa^ + aP0-l-2pp^ a^^=:4aa'+ 2 (^a^-h apO -H ??\
Hosted by
et il est bon de remarquer que ces nombres sont liés par la relation identique
De la même manière, les caractéristiques du système de coniques qui satisfont aux deux conditions (a, [3), (a, ^') et passent aussi par deux points, ou qui passent par un point et sont tangentes à une droite, ou qui sont tangentes à deux droites sont {\)J' , V^), (V^ p'^), (p'^ cr'^), et par conséquent les nombres de ces coniques qui satisferont à une troisième condition a'\ p^' seront ^'^ a'^ -\- v" ^'\ .... Si nous développons ces quantités et si nous représentons par ^' ^ v^, p^ le nombre de coniques qui satisfont aux trois conditions (a, [3), (a^, p^), (a'^, P'^) et qui passent aussi par deux points, ou qui passent par un point et sont tangentes à une droite, etc., nous avons
p' := 4 aa' a'^ + 4 2 aa' p'^ + 2 X ap' ^' + p pV ^/ .
Il est évident que les caractéristiques du système formé en ajoutant à ces trois conditions une quatrième (yJ'\ ^"') sont
^jj ^'f ^ ^^' i^i'f ^ v'a'''+ p^p^^^ ou bien, en les développant,
(x =z aa/ a'^ a'' + 2 S aa^ a" ^"^ + 4 S aa/ ^" ^'" + 42: apV p" ^'' -f- 2 pp' p^' p'^ v=:2a'/a'^a^^^ + 4Saa^a'^p'^^ + 4Saa^P'^p'^^H-2Sap^p'7y"+ pp^p^^S'^
Et enfin, si nous ajoutons une cinquième condition, le nombre des coniques qui satisfont à toutes les cinq à la fois est p.a^'^+vP'^ ou
aa' a" a" a^^ + 2 2 aa' a" a!" p'^ + 4 E aa' a" p'^^ P'^' + 4 ^ aa' p" p'^^ p^^' -h 2 2 ap' p" p"^ P'^ -H p p' p" p"^ p^^
Cette formule donne le nombre de coniques qui sont tangentes à cinq courbes données, quand on remplace a, p, . . • par la classe et l'ordre de chaque courbe. Nous pourrions
Hosted by
trouver de même le nombre des coQrbes d'ordre quelconque, déterminées par la condition d'être tangentes à des courbes données, si nous connaissions le nombre qui se rapporte à chaque cas où les conditions sont seulement celles de passer par des points ou d'être tangentes à des droites.
414. Dans le numéro précédent, les conditions que nous considérions étalent indépendantes les unes des autres; mais nous pouvons avoir une condition qui soit équivalente à deux ou plusieurs autres, comme, par exemple, la condition qu'une conique soit tangente à une courbe donnée deux ou plusieurs fois, la condition qu'une courbe oscule une courbe ou ait avec elle un contact d'ordre supérieur. Une condition qui équivaut à deux conditions peut s'appeler deux conditions inséparables.
On trouve que les formules obtenues dans le dernier numéro pour des conditions indépendantes sont applicables, avec les modifications nécessaires, aux conditions inséparables. Si donc nous avons deux conditions inséparables, les caractéristiques ^\ V^, p'^, cr" sont le nombre de coniques déterminées en combinant avec la condition double donnée trois points, ou deux points et une droite, etc., et ces nombres seront toujours liés par la relation jj.'^ — f'^^' + fp'^ — a^^= o. Nous procédons précisément comme dans le numéro précédent pour trouver le nombre de coniques déterminées par la combinaison de la condition double avec trois autres conditions. Nous obtenons de cette manière les formules qui suivent : si m'^, Ji\ r^' ,s" sont les caractéristiques d'une seconde condition double, les caractéristiques du système de coniques déterminées par le couple de conditions doubles sont
m" [x'^ — I ( \>^" n" -H m%'0+ ( ''" \^"-^?" ^^^" )+-! ^^" "*"— \ ( 1'"'^ '+ ^^" ?" ) ^ ^" s" — I (.cr'^ r" + s" f ) + {^"s" 4- ?i" ^")^l fr" — ^p^^ iil' + r" ^'),
et si ]x\ v^ p' sont les caractéristiques d'une condition triple,
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le nombre de coniques déterminées par la condition double et la condition triple est
415. Revenons aux deux caractéristiques [i., v d'un système de courbes du m^^^^ ordre qui satisfont à une condition de moins cju'il n'en faut pour déterminer chaque courbe ; nous pouvons clierclier comme il suit la relation entre ces deux caractéristicjues. Considérons les points A, A^ où une courbe du système rencontre une droite donnée ; comme il passe par A[j. courbes de la série qui rencontrent chacune la droite en (m — i) autres points, il est évident qu'à chaque point A il correspond [jt.(/n — i) points A^ et que de même à chaque point A' correspondent [jL(m — i ) points A. Le nombre des points unis de la correspondance est donc 2^(m — i). Ce nombre sera v, si les points unis peuvent seulement exister quand une courbe du système est tangente à la droite AA'; mais il peut arriver qu'une courbe du système soit une courbe complexe contenant une portion de courbe comptée deux fois, et une courbe de cette nature donnerait naissance à des points unis qu'il faut déduire des 2[j.(772 — i) pour donner v, le nombre de tangences proprement dites. Ainsi, dans le cas des coniques que nous considérons spécialement, si \ est le nombre des coniques du système qui se réduisent à deux droites coïncidentes, nous aurons v = 2 p. — X.
416. Une conique considérée comme courbe du second ordre peut dégénérer en deux droites, ou en couples de droites; dans ce cas, l'équation tangentielle trouvée par la règle ordinaire devient un carré parfait ; autrement dit, géométriquement, toute droite menée par le point commun au couple de droites doit être considérée comme doublement tangente à la courbe. Semblablement une conique considérée comme courbe de la seconde classe peut dégénérer en deux
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points ou en un couple de points, et tout point delà droite commune du couple de points peut être considéré dans un certain sens comme appartenant doublement à la courbe. Dans ce dernier cas, le couple de points peut être considéré comme la limite d'une corûque dont l'axe transverse est fixe et qui s'aplatit par la diminution graduelle de son axe conjugué, de manière à tendre vers un segment de droite ; les tangentes à la conique s'approchent de plus en plus de droites passant par deux points fixes, à savoir les points qui terminent la droite ; si donc X est le nombre des couples de points du système et rn celui des couples de droites, nous avons
ixz=z2y — JUj V=z:2,a — X, 3(JL=:2X4-^, 3 '^ = 2 717 -}- X.
Dans les recherches de Zeuthen relatives aux systèmes de coniques, les nombres 7^ et tâj sont substitués aux caractéristiques [jt. et V de Chasles; dans la plupart des cas, il est plus facile de déterminer le nombre des coniques d\in système donné qui se réduisent à un couple de droites ou de points, que le nombre de celles qui passent par un point arbitraire ou sont tangentes à une droite arbitraire.
Un cas spécial se présente quand les deux points d'un couple de points coïncident, la droite du couple continuant à exister comme droite bien définie ; ou bien les deux droites d'un couple de droites peuvent coïncider sans que leur point commun cesse d'exister comme point bien défini. Ceci peut s'appeler un couple de ligne et point.
417. Dans un système de coniques qui satisfont à quatre conditions de contact, il est comparativement iacile de voir quels sont les couples de points ou de droites du système; mais, pour trouver les valeurs de X et 757, chacun de ces couples doit être compté non pas une fois, mais un nombre convenable de fois, et c'est dans la détermination de ces multipli-
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cités cjLie consiste la difficalté du problème» Dans ce bat, Zenthen emploie les considérations suivantes : Prenons le système élémentaire d'une conique déterminée par quatre points ; le nombre des couples de droites est évidemment alors 3 et celui des couples de points o. Mais, comme ja = i , v = 2, nous avons )^ = 0, th = 3 ; d'où l'on conclut qu'un couple de droites qui joignent deux à deux quatre points donnés compte une fois parmi le nombre des couples de droites. Prenons au contraire le système de coniques déterminé par trois points et une tangente; nous pouvons avoir ici trois couples de droites qui sont : la droite qui joint deux quelconques des points et la droite qui joint le troisième point à l'intersection de la tangente fixe avec la droite qui réunit les deux premiers points. Dans ce cas, il n'y a pas de couple de points. Nous avons jji ==.- 2, v = 4? d'où X = o, (ît == 6; il en résulte qu'un couple de droites compte pour deux, s'il se compose de la droite qui unit deux points donnés et de la droite qui joint un troisième point donné avec l'intersection de la première droite et d'une droite donnée.
Enfin, prenons le système de coniques déterminées par deux points et deux tangentes; il ne peut y avoir qu'un seul couple de droites, qui est le couple joignant les deux points à l'intersection des deux tangentes; mais comme, dans ce cas, [j. r= 4, p == 4> ^ = ^ = 4? on en déduit que le couple de deux droites compte pour quatre quand il joint deux points donnés à l'intersection de deux droites données. Il n'est pas nécessaire de s'arrêter aux singularités réciproques.
Le mouvement d'une conique qui est tangente à une courbe donnée peut être considéré ou comme une rotation autour du point de contact, ou comme un glissement le long de la tangente en ce point. On conclut de là que, dans le cas d'une conique déterminée par la condition d'être tangente à quatre courbes données, nous devons pour les couples de droites compter une fois (A') un couple se composant de deux droites
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dont chacune est une tangente commune aux deux courbes ; deux fois (B^) un couple consistant en une tangente commune aux deux courbes et une tangente menée à la troisième courbe par le point où cette tangente commune rencontre la quatrième courbe; nous compterons quatre fois (C^) un couple composé de tangentes menées à deux des courbes par l'intersection des deux autres. Réciproquement, parmi les couples de points nous comptons une fois (A) une droite dont les extrémités sont chacune une intersection de deux courbes, deux fois (B) une tangente à l'une des courbes terminée d'une part par une autre courbe et de l'autre par un point d'intersection des deux autres courbes; et quatre fois (G) une tangente double à deux courbes, terminée sur les deux autres courbes. Dans ces cas, on peut à l'intersection de deux courbes substituer l'intersection d'une courbe avec elle-même^ ou un point double, et à une tangente commune à deux courbes on peut substituer une tangente double d'une seule courbe.
418. Gomme exemple, cherchons le nombre de couples de droites dans le système des coniques qui sont tangentes à quatre courbes données. Nous avons nn'nJ'n"^ couples de droites se composant d'une des nn' tangentes communes aux deux premières combinées avec une des nJ' n^" tangentes communes aux deux autres; et comme nous avons trois manières de former deux couples au moyen des quatre courbes, le nombre A est ?)nn' n" n'" , Il y a encore jin' n!' m!" couples, se composant d'une tangente commune aux deux premières courbes et d'une tangente à la troisième menée par un des points où la première tangente rencontre la quatrième courbe ; et comme nous avons le même nombre, en prenant une tangente commune à la seconde et à la troisième, ou à la première et à la troisième, il vient
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couples de tangentes du genre (7. Nous avons par conséquent
w — ZnnJnJ'n!" -f- ^l^nri' 11!' m" -^ [^'^nn^ ni!^ m!" ,
et de la même manière
\-=i [\1i nn' m" m'" + 62 nm' m" m"' + 3 nnn^ m" in'\
et de ces nombres on déduit pour [ji et v les mêmes nombres que ceux que nous avons déjà trouvés.
419. Nous procéderons de la même manière, si les conditions du problème consistent en ce que la conique doit être tangente à la même courbe plusieurs fois, ou avoir avec elle un contact d'ordre plus élevé. M. Gayley emploie la notation suivante, qui est très commode, (i) représente un contact simple, (i, i) un contact simple avec la même courbe en deux endroits, (2) un contact du second ordre ou triponctuel, et ainsi de suite. Ainsi, le système que nous avons étudié, coniques ayant un contact simple avec quatre courbes, est représenté par (i), (1), (i),(i). Considérons maintenant le système (i , i), (i), (i), c'est-à-dire celui où les coniques ont undouble contact avec une courbe et un contact simple avec deux autres courbes. On voit précisément, comme ci-dessus, que
A' = T ji' II" M- nn' nn" ;
nous avons aussi
B' ~ T ( /z' m" + n" ni' ) -\- nn' {m — 1 )n" -\- nn" {m — 1) n' + nn' ni" {n — i ) -H nn" m' {n ■ — j) -\- n' n" m{n ■ — 2 ),
C ~ S n' n" 4- mm' {n~-2)n"
-\- mm" {n — 2 ) n' + m' m" \n{n — i ) .
En dernier lieu, nous devons compter séparément (D^) les %n!n!' couples de droites, cpi se composent de couples de tangentes menées par chaque rebroussement de la première
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courbe aux deux autres. Zeuthen montre que chacun d'eux compte pour trois, en introduisant tout d'abord dans les formules un multiplicateur inconnu x et en le déterminant par un examen des cas élémentaires où la seconde et la troisième courbe se réduisent à des points ou à des droites. Si nous réunissons maintenant les nombres A' + 2B' + [\Q} et si nous faisons les réductions, nous trouvons
w z=i n' n" {n} -f- 6m7i — 87^ — [\m -\-z -\- 45 + Zv^) -h 2 {il' II" + m" n' ) ( /^^ + 2 mn — n — [\m -^ z) 4- 2in' m" îi{ti — i^
et il existe une expression correspondante pour \, Nous en déduirons les expressions de \k, v,
{X -- ]i"' m' m" + \if ( m' n" -i- m" n' ) -f- \x' n' n" , V =r ^"' m' m" + v'^ ( m' n" -i- m" n' ) -j- v' ?i' n\ où
[jj rz= imi^ni ^ n — 3 ) -f- t,
]x" ^=zv'zzz 2 772 ( 772 -H 2 72 — 5 ) -h 2 T, ^Jf/ __ ^// __ 2 n ( 2 772 -+- 71 ■ — 5 ) -h 2 0 ,
Ces quantités représentent le nombre des coniques déterminées par les conditions d'être deux fois tangentes à une courbe, et en même temps de passer par trois points, ou de passer par deux points et d'être tangentes à une droite, ou de passer par un point et d'être tangentes à deux droites, ou enfin d^être respectivement tangentes à trois droites.
Il n'est pas nécessaire de considérer séparément le cas (i, i), (t, i) {voir n° 413), et les mêmes principes sont applicables aux cas (3), (i), (4)-
Nous renvoyons pour plus amples détails au Mémoire de Zeuthen qu'il est très profitable de consulter [Nouvelles AnnaleSy i866) et aux Mémoires de M. Caylej (FIiiL
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Trans., 1867). Noub donnons ici le Tableau dans lequel M. Cayley a résumé les résultats les plus simples, exprimés en fonction de m, /i et a (^voir n"" 83).
— im} — 3m/i — \n} — ^- -|-a( — 3m -*-\n -+- i3).
[\nxn ■
i^ ~\- m? n^ 1 mnr + 1-72^ — fm^
— Zmn — 2 71^ --^772 —
— -^gV" ^^^ — 2 ï ^^^^ — "^
iJl;
— ^772^ — i?7v^ n — Zmn^- — \n}
a( — -|7722 — Zmn
rs^> ■
rr!' -
(2) {jt.^^=za, v'^=i2a, p" = 2a, œ" nz a.
(2jl) < V^ == 24m 4-24^ + a(2772-h27l — 24).
[ {JL = 24^^ H- 3077271 4- 1271^ — 168772 — 16872. l 4- a (m^ 4- 2 77i7Z 4- -| 72^ — 26 772 — ^- 7Z -f- I 3 8)-
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DES SYSTÈMES DE COUKBES. SsQ
{x ■—- — 14m — 3 n + 3 a, . v^ r=: — 8 /ri — 8 /i -|- 6 a,
ij. ~ — 8 m^ — 12 mn — 3 /^^ + 56 m -\- 53 /?
( 4 ) jJ, rtz — I O W — 8 /2 4- 6 a, V rr:; — 8 /??. — lOn -\- 6a.
420. Il reste encore à établir les formules qui donnent le nombre de coniques qui satisfont à cinq conditions inséparables, comme par exemple (5) le nombre de coniques ayant avec une courbe donnée un contact du cinquième ordre. Ces nombres se trouvent en étudiant le cas où une courbe à laquelle les coniques sont ta gentes est un complexe de deux autres courbes : ainsi les coniques qui ont un contact du cinquième ordre avec un complexe de deux courbes se composent des coniques ayant un contact semblable avec les courbes séparées, et par conséquent l'expression pour (5) doit être une fonction de /??, n, or. telle que
fî> (m H- 7??/, n -I- ;?/, a + a') = ^1^(7?!, 71, a) 4- '-^{m', 11' , c. ) ;
donc (5) est évidemment de la forme am -{- bn -{- col. D'après la symétrie, nous devons avoir a = b; et connaissant le nombre de coniques sextactiques quand m = 3, nous déterminons a et c et nous trouvons (5)== — i5m — iS/i-l-ga. De même aussi, les coniques (4?0 ^^ composent des coniques ayant ce même contact avec courbe séparée et des coniques ayant le contact 4 avec une courbe et le contact i avec l'autre . Le nombre de ces dernières coniques se trouve au moyen des formules du numéro précédent, en sorte que
fï>(;?2+ m', n 4- n' , a -|- ol') — cî> m n^ a) — {^ m\ n\ a)
est fonction connue de m^rij a. C'est en suivant la marclie que
S. — Courbes planes. 34
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53o CHAPITRE IX.
nous Indiquons ici que M. Cayley a établi la table suivante : 8^2 — 2omn — 8/1^-1- iol\{m -\- n)
+ 6a (772 4- Al — II).
\ m} —lom'^n — 10 mn'^ — f ti^ + if^ ni^ (3, 1,1) ] -f-ii6m7i + -i|^7i2— 434^^ — 434^
-\-(^{\m'^-\-Q> mn H- 1 ti^ — -^ t?? — ^ tz + 29 1 ) — | a-.
4_ a( — 8771 — 8 71 4- 327 ) 4- a2 (i 771 + i /i — 12). = 6772'^ 4- ?>om}n 4- 3o 77271^4- 6 71^— \']n{m 4- /ï)^
— iV ( ^ * + ^* ) "■ I '^^ (^^^ 4- /^^ ) — 2 772^ 71^
■-W(^^'-i-^^')--W^^(''^-l-^) + -ri-(^' + ^')
(^ï)ljl^ï) \ I 5_9J.^,, — ■ 3159 (m -4- n^-l-a/_l
-^mn ~^^{m 4- 71)4- «( — j^^^ — I /?^^/^
MM. Zeuthen et Cayley ont aussi cherché les formules relatives aux cas où les conditions impliquent le contact avec une courbe en un point donné. Le Mémoire de M. Cayley contient des recherches sur une formule de M. de Jonquières, qui donne le nombre de courbes de l'ordre r ayant, avec une courbe donnée de l'ordre m, t contacts de l'ordre a, 6, c, ... et passant en outre par p points de la courbe. Mais le sujet est trop étendu pour être traité en détail ici.
NOTE DE M. CAYLEY SUR LE N
On peut ajouter quelques remarques à la théorie analytique des formes dégénérées des courbes. Pour ce qui concerne les coniques, un couple de droites peut être représenté en coor-
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NOTE DE M. CAYLEY SUR LE JN^ ki6, 53 1
données ponctuelles par une équation de la forme ^j = o: et réciproquement un couple de points peut être représenté en coordonnées tangentielles par une équation ^yj = o; mais nous avons à étudier comment le couple de points peut être représenté en coordonnées ponctuelles :une équation x^=^o n'est pas une représentation convenable du couple de points, mais elle caractérise purement et simplement (comme droite double ou deux fois répétée) la droite qui joint les deux points du couple de points, et toute trace de ces points eux-mêmes se trouve perdue dans cette représentation; et il faut remarquer que la conique ou droite double x^ = o ou bien
est uneconique quianaljtiquement et géométriquement (dans un sens impropre) satisfait à la condition d'être tangente à ime droite quelconque ^ tandis que les seules tangentes proprement dites du couple de points sont les droites qui passent par l'un ou l'autre des deux points du couple de points.
La solution ressort de la notion du couple de points considéré comme limite d'une conique, ou, comme nous le dirons, d'une conique indéfiniment aplatie; nous avons à considérer desconiques où certains coefficientssontinfinitésimaux,etqui, lorsque les coefficients infinitésimaux sont réellement nuls, se réduisent à des droites doubles ; et de plus il est nécessaire de regarder les coefficients évanouissants comme des quantités infinitésimales de difî'érents ordres. Ainsi considérons les coniques qui passent par deux points donnés et sont tangentes à deux droites données (quatre conditions); prenonsjK = o, ^ = o pour les droites données, ^ = o pour la droite qui joint les points donnés, et (^ :==: o,j^— a^ = o)(^ = o,^ — ^z) pour les points donnés; l'équation d'une conique qui salisfait aux conditions requises et contient un paramètre arbitraires est
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ou, ce qui revient au même^
[^ + ôr + ev/(^x;]2-ô2(a + p)j/^==:o;
et cette équation, quand on y considère ô comme infiniment petit, du premier ordre par exemple, représente la conique aplatie ou le couple de points composé des deux points donnés. En comparant à l'équation générale
no: s avons
c'est-à-dire qu'en supposant a fini, geik sont des infiniment petits du premier ordre, 6, c,/ des infiniment petits du second ordre; et les quatre rapports s/b ', ^cl \jf \ g \ h sont déterminés de manière à satisfaire aux conditions prescrites.
Observons que la conique aplatie, considérée comme conique passant par les deux points donnés et tangente aux deux droites données est représentée par une équation déterminée , c'est-à-dire qu'en considérant la condition imposée à 9 (9 égal à une quantité infinitésimale) comme une détermination de 9, l'équation est complètement définie; mais si nous considérons la conique aplatie comme passant par les deux points, l'équation contiendrait deux paramètres arbitraires, qu'on pourrait déterminer, en assujettissant la conique aplatie à deux conditions, comme d'être tangente à deux droites, etc.
D'une manière générale, nous pouvons considérer l'équation d'une courbe de l'ordre /i; une pareille équation peut contenir certains coefficients infinitésimaux et, quand ceux-ci sont nuls, se réduire à une équation composée P°'Q^ . . . = o; l'équation dans sa forme originale représente une courbe qui peut s'appeler la courbe pénultième. Considérons les tangentes menées d'un point arbitraire à la courbe pénultième ; quand elle se décompose en plusieurs parties, le système
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NOTE DE M. CAYLEY SUR LE N° kiQ, 533
de tangentes se réduit à : (i) les tangentes menées du point fixe aux différentes courbes composantes P = o, Q =o, . . . respectivement; (2) aux droites menées respectivement par les points singuliers de ces mêmes courbes; (3) aux droites menées par les points d'intersection P = o, Q = o de chaque couple de courbes composantes; ces points, comptés chacun un nombre convenable de fois, sont appelés « sommets fixes » (4) a^ix droites menées du point fixe à certains points déterminées appelés « sommets libres » sur les différentes courbes composantes P = O; Q=o, ... respectivement. Nous avons ainsi une forme dégénérée de la courbe du n'''"^^ degré, qui peut être regardée comme constituée par les courbes composantes, comptées chacune un nombre convenable de fois et des points précédents appelés somm^ets ; elle n'est donc représentée d'une manière appropriée que par l'équation dernière ou ultime P^Q^ ... =0; le nombre et la distribution des sommets ne sont pas arbitraires, mais se trouvent régis par des lois qui résultent de la considération de la courbe pénultième; et il y a par le fait, pour une valeur donnée de n, différentes formes de courbes dégénérées, suivant les formes dernières P^QP ... r= o et suivant le nombre et la distribution des sommets sur les différentes courbes composantes. Le cas d'une quartique ayant pour forme dernière x'^y'^ = o a été étudié par M. Cajley [Comptes rendus ^ t. LXXTV, p. 708, mars 1872), qui énonce sa conclusion comme il suit: « Il existe une quartique, la pénultième dex^y^ = o,avec neuf sommets libres, dont trois sont sur une des droites (telles que jk=<^) et qui sont trois des intersections da la quartique par cette droite (la quatrième intersection étant indéfiniment près du point X = o, y = o), et les six autres situés à volonté sur la droite ^ = o; il y a trois sommets fixes à l'intersection des deux droites. » D'autres formes ont été examinées par le D"" Zeuthen (Comptes rendus, t. LXXV, p. 708 et pSo, septembre et octobre 1872); d'autres encore par Zeuthen. Toute
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la question des formes dégénérées des courbes mérite bien d'être l'objet de recherches plus complètes.
La question des nombres des cubiques qui satisfont à des conditions élémentaires données (et qui dépend, comme cela doit être, des formes dégénérées de ces courbes) a été résolue par Maillard et Zeuthen ^ celle du nombre des quartiques a été traitée par le D^ Zeuthen«
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PAR G.-H. HALPHEN
Dans cette étude se trouvent rassemblées les principales questions résolues de Géométrie plane, où les points singuliers des courbes algébriques jouent un rôle. La première Partie contient V Exposé des fondements de la théorie , immédiatement suivi d^ applications concernant Vemploi des coordonnées polaires, ordinaires et tangentielles. Ces applications ouvrent une voie facile à l'étude des développées successives et à la démonstration de la singulière loi suivie par les degrés et les classes de ces courbes.
La seconde Partie est consacrée à ce problème : Trouver le nombre des points en chacun desquels , sur une courbe algébrique donnée j a lieu une relation donnée entre les éléments infinitésimaux de la courbe, La solution est accompagnée d'exemples assez nombreux, parmi lesquels on remarquera, sans doute, ceux qui se rapportent au cas où les éléments infinitésimaux considérés s'élèvent jusqu'au troisième ordre.
Dans la troisième Partie sont exposées les théories con-
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cernant la correspondance entre les points de deux courbes et concernant le genre.
Enfin^ une quatrième Piartie, très courte, contient la solution de deux problèmes de Géométrie analytique : Trouver la classe d\ine courbe, connaissant le degré et les points singuliers . — Parmi les intersections de deux courbes, calculer le nombre de celles qui sont confondues en un point singulier commun.
Pour les lecteurs désireux de compléter cette étude, voici la liste des Mémoires originaux qui pourront être consultés :
Brill. — Ueber Singularitàten ebener algebraischer Curven
{Math, Annalen, l. XVÏ, p. 348).
Gayley. — On the higher singularities of a plane curve {Qiiar-
terlyJouj^nal,\llj]).iii,tl Journal de Cre//e, t. LXIV,p.369). De la GouRNERiE. — Notes sur les singularités élevées des courbes
planes {Journal de Mathématiques, i^ série, t. XIV, p. 4^5^ et
t. XV, p. i).
— Note sur le nombre des points d' intersection que représente un
point multiple commun à deux courbes planes {Comptes rendus, t. LXXVIJ, p. 573).
Halphen. — Sur les points singuliers des courbes algébriques planes {Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, t. XXVI).
— Sur une série de courbes, analogues aux développées {Jou?^-
nal de Mathématiques, 3* série, t. II, p. 87).
— Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane,
qui satisfont à une condition exprimée par une équation différentielle algébrique {ibid.. t. II, p. 267 et 371).
— Sur une question d'élimination, ou sur l'intersection de deux
courbes en un point singulier {Bulletin de la Société mathématique, t. III, p. 76).
— Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les
courbes du troisième degré {ibid., t. IV, p. 69).
— Sur la conservation du genre dans les transformations uni-
formes {ibid., t. IV, p. 29).
— Sur les correspondances entre les points de deux courbes
{ibid., t. V, p. 7).
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Halphen. — Sur le genre des courbes algébriques (Association
française. Compte rendu de la 4* session. Nantes, p. 287). NoTHER. — Ueber die algebraischen Functionen [Gôttinger Nach-
richten, 1871, pp. 217 et 267).
— Ueber die singulàren Werthsy sterne einer algebraischen Func-
tion, und die singulàren Punkte einer algebraischen Curve (Mathematische Annalen, t. IX, p. 166).
Painvin. — Sur r abaissement de la classe d'une courbe produit par la présence d'un point de rebroussement {Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. i3i).
— Note sur l'intersection de deux courbes {ibid.,t. V, p. i38). Smith. — On the higher singularities of plane curçes {JProcee-
dlngs of the London mathematical Society, t. VJ^ p. i53). Stolz. — Ueber die singulàren Punkte der algebraischen Functionen und Curçen (Mathematische Annalen, i.YlU, p. 4 '5).
— Die Multiplicitàt der Schnittpunkte zweier algebraischen Cur-
çenÇibid., t. XV, p. 122).
Zj'UTHEN. — Nouvelle démonstration de théorèmes sur des séries de points correspondants sur deux courbes {Mathem^atische Annalen, t. IJI, p. i5o).
— Note sur les singularités des courbes planes [ibid., t. X, p. 210).
— Sur un groupe de théorèmes et formules de la Géométrie énu-
mératiçe {Acta mathematica, t. I, p. 171).
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PREMIERE PARTIE
1. Le fondement de la théorie qui va être exposée ici réside dans une proposition d'Algèbre, dont voici l'énoncé :
Soit y une fonction algébrique de la variable x ^ et soit Xq une valeur de cette variable pour laquelle diverses déterminations de y prennent une valeur commune jko- Pour les valeurs de x — Xq, ayant leurs modules inférieurs à une limite finie et déterminée ^ ces diverses déterminations de y se répartissent en des groupes entièrement distincts entre eux. Toutes celles qui composent un même groupe se représentent simultanément, leur nombre étant égal à n, sous la forme suivante
( I ) X — x^-=iV^^ y — ro ^= a^t -\- a^f- ^ a-^t^ . . . ,
Nous admettrons cette proposition comme bien connue, en ajoutant les observations suivantes : i*^ Le nombre des groupes, constitués parles déterminations de jk acquérant la valeur ^^0 pour ^ = ^q, peut se réduire à l'unité. Le nombre n peut aussi se réduire à l'unité. Ces deux circonstances ont lieu à la fois si l'on prend Xq arbitrairement. 2" Quand le nombre n diffère de l'unité, il peut arriver que quelques-uns des coefficients a^, a^-," * manquent. Mais la totalité des indices des coefficients qui subsistent ne peut avoir, avec le nombre n, d'autre diviseur commun que l'unité; sans quoi les formules ( i ) ne fourniraient pas n valeurs de j^, différentes entre elles, pour chaque valeur de x. 3* Au lieu des formules (i), on peut écrire cette formule unique
( 2 ) y — yQ—^\{x~- Xq)" -\-a^{œ — XqY' + «3 (^ — ^0)" . . . j
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et dire que jk est développable en série convergente, procédant suivant les puissances à exposants croissants et fractionnaires de .2? — îCq. Le plus petit dénominateur commun de ces exposants est limité; c'est le nombre des déterminations de y représentées à la fois par la formule (2). Il faut avoir soin d'observer toutefois que, ce dénominateur étant appelé /i, on doit prendre, à chaque terme, une même détermination
de (œ — ^o)'^- Le groupe des déterminations dey, obtenues en changeant la racine n'^^^ de (x — ^0)5 et dont le nombre est 72, sera désigné par le nom de cycle.
2. Nous aurons fréquemment à considérer des séries procédant, comme la série de Maclaurin, suivant les puissances, à exposants entiers et croissants, d'une variable, sans qu'il soit besoin de préciser les coefficients de ces séries. Pour abréger^, il sera utile d'employer un symbole représentant de telles séries. Nous adopterons donc la notation
avec V expresse convention que le premier coefficient a^ sera toujours supposé différent de zéro.
Dans un même calcul, le même symbole pourra, sans inconvénient, représenter plusieurs séries différentes.
3. Après ces préliminaires, entrons dans la théorie des courbes algébriques.
Les variables x, y seront maintenant les coordonnées d'un point du plan. Ces coordonnées seront cartésiennes ou, mieux et plus généralement, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième.
La proposition du n° 1 revêt alors cette forme : Soient ^ojj'û l^s coordonnées dUin point sur une courbe algébrique. Aux environs de ce points les diverses branches de
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la courbe sont représentées paj^ un ou plusieurs systèmes d^ équations analogues au système ( i ).
La portion de courbe représentée par des équations telles que ( I ) sera appelée un cycle. Le point ^o? Jo sera dit V origine de ce cycle.
En employant la notation expliquée au n° 2, nous sommes obligés de mettre en évidence le premier exposant du développement àe y — -jKo? et de représenter un cycle ou bien par le système
(3) jj^,oc,^t\ y-y,^t'-[t-] ou bien par la formule unique
(4) r — Vo ^- {oc — œ,y[{x — ^o)^].
En intervertissant x, /, nous aurons une autre représentation du même cycle, sous forme du développement de ^ — ^o en y — jko* Ce développement pourra être obtenu par le retour de la suite (4). Il aura donc la forme
(4 bis) ^ - ^0 --= {/ - Jo )"".[(/ -Jo)^'J.
Des deux formules (4) et (4 bis), prenons celle où l'exposant mis en évidence n'est pas inférieur à l'unité. Admettons que ce soit, par exemple, la formule (4). Sous cette hypothèse — ^ I, le nombre n sera dit V ordre du cycle. Il est n ~
essentiel de rappeler la deuxième observation faite au n^ 1 ; les exposants^ dans le développement (4)? sont supposés réduits à leur plus petit commua dénominateur n.
4. V ordre d'un cycle, tel que nous venons de le définir^ est indépendant du choix des coordonnées. C'est ce qui va être immédiatement prouvé.
Soient X, Y de nouvelles coordonnées, devenant Xq, Yq à
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l'origine du cycle. Leur liaison avec les précédentes a la forme générale
X-Xo
a^\r-.ro)-f-r(7-yo)
i + a(^ — ^o) + ?(7 — ro)
Substituant dans ces relations les expressions (3) et observant l'hypothèse m^iiy nous obtenons deux développements dont la forme est rappelée ainsi :
pourvu que ^ et ^' ne soient pas nuls. D'autre part, le cycle devant être susceptible, avec les coordonnées X, Y, d'une représentation analogue à (4)> nous aurons cette représentation en éliminant t entre les deux dernières égalités. Le résultat a cette forme
Y-Yo--:=(X-Xo)[(X-XorJ.
On peut seulement craindre qu'un choix particulier des coefficients a, a', ... permette de réduire le nombre a dans cette dernière formule. Mais il n'en est rien, car si le dénominateur commun aux exposants du développement ne peut s'élever par un changement de coordonnées, il ne peut non plus s'abaisser. La proposition énoncée est donc établie.
5. Par un choix convenable du rapport ^' : p'^ on fait disparaître le terme du degré n dans le développement de Y — Yo suivant les puissances de t. Si, dans les formules initiales (3), ï)i est supérieur à /2, le rapport é : [3'' devra être pris, pour ce but, égal à zéro. Le premier exposant de Y — Yo sera alors égal à m. Si, au contraire, m est égal à /z, alors, le rapport a'^ : j3'' étant convenablement choisi, le premier exposant du développement de Y — Yq sera supérieur à n. Je désignerai dorénavant ce premier exposant par n -f- v; la droite, bien
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déterminée, dont l'équation est Y — Yq == o, sera dite la tangente du cycle. Le nombre v sera dit la classe. Ainsi, en prenant pour origine des coordonnées (^ ^=.y z=. o) l'origine d'un cycle, et pour axe des x (y = o) la tangente, on a pour ce cycle la représentation
ou, sous une autre forme,
(5) ^ = P, yz=t"-^'[t].
Les nombres n, v sont l'ordre et la classe du cjcle.
6. Pour justifier l'introduction du nombre v et le nom qui lui a été affecté, nous allons montrer que ce nombre v correspond à l'ordre n, au point de vue de la dualité.
Mettons en évidence trois coordonnées homogènes en
posant
Prenons maintenant des coordonnées tangentielles homogènes, en faisant
X,^YdZ-Z dY, Y, = ZdX-~X dZ, Z, -- Y dï — Y dX.
Substituant les expressio: s (5), nous aurons
X, = _ ZV/j = - 'iJJtA'''-^-'-' [t],
Y,~ . ZJ-dx = Z:-dt,V'-~\
Z,^ Z^x'-di^ -=z Z^dt.f"-^'-'[t'].
Prenons maintenant les rapports de deux de ces coordonnées
à la troisième
. Xj Z^
$ = -, ^'=Yl'
et déduisons deux développements pour ^et yj :
'^=:t'[tl r,.=.t-^''[t'].
Hosted by
Le développement de v] en E se déduira de là et aura cette forme
Ceci est l'équation d'un cycle d'ordre v et de classe n, à moins toutefois que le dénominateur commun des exposants }3uisse être réduit à un diviseur de v. Mais, à cause de la dualité, cette réduction est impossible. Donc, dans le passage des coordonnées ponctuelles aux coordonnées tangentielles, l'ordre et la classe d'un même cycle s'échang-ent entre eux. Si l'on complète ce résultat par l'examen des coordonnées, on peut l'énoncer ainsi : Dans deux courbes corrélatweSj à un cycle de Vune correspond un cycle de Vautre courbe, La tangente de chacun de ces cycles est corrélative de Vorigine de Vautre cycle; Vordre de chacjue cycle est égala la classe de Vautre.
7. L'interprétation géométrique de l'ordre et de la classe, pour un cycle, se tire bien aisément du mode d'exposition employé. Revenons aux équations qui ont servi de point de départ
Si l'on prend pour variable indépendante x — Xq, à chaque valeur infiniment petite de cette variable répondent N déterminations infiniment petites pour ^, et aussi pour y — y^. Le nombre N, pour un même cycle, est susceptible de deux valeurs différentes : i" si la droite x = Xq n'est pas la tangente du cycle, alors 'N =^ n] 2^ si x = Xq est la tangente, alors N = 72 + V. De là cette proposition :
Si une droite mobile est infiniment voisine de Vorigine d\in cycle ^ il y a ^ parmi les intersections de la droite et de la courbe, des points infiniment voisins de cette origine et appartenant à ce cycle : leur nombre est Vordre du cyélê si la droite fait un angle fini avec la. tangente; au èofi- S. — Cofii'bes planes^ 35
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traire^ il est égal à la somme de V ordre et de la classe, si
la droite diffère infiniment peu de la tangente.
D'après la dualité, envisagée au n° 6, nous avons en même temps cette autre proposition :
Si un point mobile est infiniment voisin de la tangente d'un cycle j il y a, parmi les tangentes menées du point à la courbe, des droites infiniment peu différentes de la tangente du cycle, et lui appartenant ; leur nombre est la classe du cycle si le point est à distance finie de V origine; au contraire^ il est égal à la somme de V ordre et do la classe si le point mobile est infiniment voisin de V origine.
Si Ton prend les positions limites de cette droite ou de ce point mobile, on a ces conséquences : dans le nombre total des intersections d'une droite et d'une courbe, chaque point commun compte pour un nombre égal à la somme des ordres des cycles dont il est V origine, augmentée de la somme des classes de ceux de ces cycles auxquels la droite est tangente. Comme on sait, ce nombre total est indépendant de la droite envisagée : c'est le degré de la courbe.
Dans le nombre total des tangentes à une courbe, issues d^ un point, chaque tangente compte pour un nombre égal à la somme des classes des cycles auxquels elle appartient, augmentée de la somme des ordres de ceux de ces cycles dont le point considéré est V origine.
Ce nombre total, indépendant du point envisagé, est la classe de la courbe.
D'après l'avant-dernlère proposition, la somme des ordres des cycles ayant une commune origine est ce qu'on appelle habituellement Vordre de multiplicité de ce point sur la courbe. Ainsi un point est multiple ou. singulier quand il est l'origine de plusieurs cycles, ou bien encore d'un seul cycle, d'ordre supérieur à l'unité. Un point non singulier est l'origine d'un seul cycle, dont l'ordre est égal à l'unité. Une dernière observation, presquesuperflue : ayant employé des coordonnées
homogènes, nous n'avons pas à parler de points à rinfini. Ils sont compris dans l'exposé général qui précède.
8. Les deux nombres n, v donnent immédiatement l'aspect graphique d'un cycle réel. En nous bornant au cas où l'origine n'est pas à l'infini, nous voyons par les équations (5) que la courbe traverse ou non l'axe des jk et l'axe des x^ suivant que n et n + v sont impairs ou pairs. Par conséquent, les quatre cas que peut offrir un trait continu et sans jarret aux environs d'un point se rencontrent effectivement comme il suit :
1° n et V impairs. L'aspect est celui d'un point ordinaire. Une branche ordinaire correspond d'ailleurs au cas /z rrr v =: i . Cette forme est sa propre corrélative.
2° n impair et ^ pair. L'aspect est celui d'une inflexion. \J inflexion proprement dite ou ordinaire répond au cas
n-=^ \^ V cir: 2 .
3"^ npairQX, v impair. L'aspect est celui d'un rebroussement de première espèce. Le rebi^oussement ordinaire coYre?>^onà à/i==:2s V = I ; il est corrélatif de Finflexion ordinaire.
Les formes 2 et 3 sont corrélatives l'une de l'autre.
4° n el^/ pairs. L'aspect est celui d'un rebroussement de deuxième espèce. Cette forme est sa propre corrélative.
9. Quand une courbe est donnée par son équation en coordonnées rectilignes, l'étude de chaque point singulier se fait naturellement par la recherche des développements de y en x. suivant une méthode bien connue, qui remonte à Newton. Mais, dans les applications, les données revêtent des formes diverses dont il faut savoir tirer parti directement. Arrêtons-nous un instant sur l'étude des cycles d'après les expressions des coordonnées en fonction d'un paramètre.
Supposons quC; pour des valeurs de t à module limité, les coordonnées d'un point mobile soient données ainsi :
(G) x— x,-=zt''[t], 1- -r,^=iL"\t'].
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Suivant la convention du n° 2, les égalités expriment simplement que X et y sont développables en série procédant à la manière de la série deMaclaurin. On a seulement mis en évidence les valeurs XQ^y^àe .r,jKpour ^ = 0, et le premier exposant de t dans les développements. Cet exposant peut être supposé le même dans les deux développements sans restreindre la généralité.
Si l'on sait d'ailleurs que la courbe, lieu du point mobile, est algébrique, on pourra développer jk — j^o suivant les puissances de ^ — Xq. Ce développement pourra se tirer des précédents, et il aura la forme
On ne peut pas affirmer que cette égalité représente un cjcle d'ordre n.
Il peut arriver, en effet, que le dénominateur commun des exposants, le plus petit possible, soit un diviseur de n. Soit n^ ce dénominateur. La dernière égalité peut donc être réduite ainsi
r —jo ~ (-3^ — •^o)[(<^ — <^'o)'" ]•
Si l'on fait
f^ est un paramètre correspondamt ufii/ormé ment aux points du cycle; c'est-à-dire qu'à chaque point du cycle correspond une seule valeur de ^1, et en même temps à chaque valeur de ti correspond un seul point.
La comparaison des deux expressions de ;r — x^ donne
D'ailleurs ^^ est un diviseur de n ; soit donc n=^ 0 n^, Or^ tirera de là successivement
On voit par là qu'à chaque valeur de t^ correspondent
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0 valeurs de t. Ainsi la variable t ne correspond pas uniformément aux points du cycle, dès que p n'est pas l'unité. A chaque valeur de t coiTespond un point, mais à chaque point du cycle correspondent p valeurs de t.
En résumé: Si les développements (6) conviennent à une courbe algébrique^ et qu'à chaque point représenté par ces développements correspondent des valeurs de t en nombre p :
t° Ce nombre p est un diviseur de n\
1^ Les développements (6) représentent un cycle dont
1 ordre est - •
Ce n'est pas, d'ordinaire, sur les développements (6) euxmêmes que le nombre p sera reconnaissable ; mais, le plus souvent, il sera connu d'avance par la nature du problème. C'est ainsi que déjà dans deux cas, aux n°^ 4 et 6, nous avons rencontré des exemples où il est certain d'avance qu'on a p == i Dans ces deux cas, d'ailleurs, la question même nous afoiirn le moyen d'éviter la considération de ce nombre.
Toutes les fois donc qu'un cycle nous sera donné par les développements de deux coordonnées en fonction d'un paramètre ^, le nombre p étant connu d'avance, nous aurons Tordre de ce cycle en écrivant les développements sous la forme (6), c'est-à-dire en cherchant le premier exposant de t. Nous aurons la classe d'une manière analogue.
Comme il peut arriver que les développements contiennent des termes à exposants négatifs, il conviendra d'envisager le changementde coordonnées le plus général. Voici, en résumé, ce qu'on peut dire : Les trois coordonnées homogènes du point mobile étant développées suivant les puissances à exposants entiers et croissants d'un même paramètrCy on cherchera trois combinaisons linéaires et homogènes X, Y, Z de ces coordonnées de telle sorte que les développements de X, Y, Z commencent par des termes à exposants, tous les
Hosted by
o5q appendice.
trois différents. Soient alors a^ 6, c ces ti^ois exposants dans
U ordre croissant : U ordre du cycle est ? et sa classe est
• La lettre p indique le nombre des valeurs du paramètre qui correspondent à chaque point du cycle. Cet énoncé est effectivement conforme à ce qui précède ; car, d'après les hypothèses, on aura, X, Y, Z étant supposés correspondre à «; b, c respectivement,
■ tf^--[tl ^-=^^-^[^],
10. Nous allons appliquer les notions précédentes à l'étude des points singuliers en coordonnées polaires. Les lettres r, 8 désigneront le rayon vecteur et l'angle polaire; il y aura avantage, pour cette étude, à considérer, en même temps que 6> la variable X ci-après :
rosO + jsin 0.
Les droites isotropes^ c'est-à-dire les asymptotes de cercles, sont celles dont la direction est définie par X = o ou X = co . Une courbe algébrique est définie par une équation algébrique entre r et \. Mais il faut observer qu'à un même point du plan correspondent les deux systèmes (r, 9) et ( — r, 9 4-1^)5 ou, ce qui revient au même, (/', \)el{ — r, — \). A cause de cette circonstance, les équations en coordonnées polaires se partagent en deux catégories : dans la première nous rangerons les équations qui, mises sous forme entière par rapport à r, et irréductibles, sont changées par le changement de r, \ en — r^ — X. Tel est le cas pour l'équation d'une conique, l'origine étant un foyer. Sur une telle courbe, à chaque point correspond un seul système (r, \). Dans la
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seconde catégorie se placeront les équations qui ne peuvent être mises sous forme entière sans jouir de la propriété de rester inaltérées par le changement de r, ). en — r, — a. C'est le cas le plus ordinaire.
11. Soit déduit de l'équation polaire, pour Q voisin de Qo^ un cycle de déterminations de la variable r\ Désignons par N le dénominateur commun aux exposants de (9 — 80) dans le développement de r. En faisant 9 — 9o = ^^5 ^t substituant le développement de r en ^ dans
œ ■=. r ces Ô, y ■=- r sin 0,
on aura ^ etjK développés suivant les puissances de t, comme il a été supposé au n" 9. Pour appliquer le procédé expliqué dans ce n"" 9, il suffira donc de connaître le nombre p.
Quand 9oest déterminé, c'est-à-dire quand )vo n'est ni nul ni infini, le nombre p est l'unité. Effectivement, pour les équations de la seconde catégorie, les deux couples (r, A) et ( — r, — \) qui correspondent à un même point ne peuvent appartenir à un même cvcle, puisque les valeurs origines sont différentes, au moins pour A, à savoir )^o ^^ — ^o-
C'est donc seulement pour X infiniment petit ou infiniment grand que p peut différer de l'unité ; et ceci ne peut avoir lieu évidemment que pour les équations de la seconde catégorie. Nous placerons l'examen de ce cas plus loin, et raisonnerons d'abord sur les équations de la première catégorie.
12. Nous examinerons d'abord les cycles correspondant à des valeurs déterminées de 9o. et, pour éviter une transformation évidente, nous prendrons immédiatem^ent les deux coordonnées
X ~- /'cos (0 — Oo), j^ = /'sln (0 — Oy).
Il y a plusieurs cas à distinguer. La discussion gagne en simplicité si l'on considère, au lieu de r, son inverse.
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1. Le développement de -ne contient pas de terme à exposant négatif, et le premier exposant fractionnaire, s'il en existe, est supérieur à l'unité :
Nous adjoindrons, pour ce cas, à ^ et j^, la troisième coordonnée z suivante :
D'après les hypothèses, ( - 1 et ( - j ne sont pas Infinies ;
ce sont précisément les coefficients A et B, qui d'ailleurs peuvent être nuls. Les trois droites ce =: o,y ^=^ 0,5 = 0 ne sont donc pas concourantes^ et l'on peut envisager ^,^', i> comme des coordonnées homogènes.
En écrivant
5^(^i)^cos(e-eo) + ^^ysin(9-eo)-i,
et substituant le développement de-; on volt que le développement de - commence par un terme de degré supérieur à
runité. Soit i --h y le degré de ce terme, b étant d'ailleurs le dénominateur commun des exposants dans le développement de -• Nous aurons r
?:^[0, ^-^nO, -^=-t^^V]
Donc, sur la courbe, nous avons un cycle dont l'origine est j^ = o, s = 0 ; la tangente ^ = o ; l'ordre 6, la classe a.
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On voit par là que l'origine du cycle est à l'infini quand ( est nul, et que sa tangente est aussi à l'infini quand, en outre, ( - ] est nul aussi. Dans les autres cas, l'origine du cycle est à distance finie, etla tangente ne passe pas slu point a: = y = o.
II. Le développement de - ne contient pas de terme à exposant négatif; mais le premier exposant fractionnaire est inférieur à l'unité :
(7) £^A4-B(Ô-ôof..., a<b,
La lettre b désigne d'ailleurs le dénominateur commun des exposants.
En prenant la troisième coordonnée,
nous aurons
~^[ti j--nti ■l=^n'i
Le cycle a pour tangente la droitej^ = o, pour ordre a, pour classe b — a. Son origine est à distance finie si A n'est pas nul, à l'infini si A est nul.
III. Le développement de - commence par un terme à exposant négatif.
^ = A(0-ÔoP +-..., 6-00=:^^
L'origine du cycle est x=y=^o*^ la tangente jk == o; l'ordre a, la classe b.
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13. Examinons maîntenant les cycles qui répondent aux directions isotropes. Supposant qu'il s^agisse de courbes réelles, nous nous bornerons à considérer l'une des directions, l'autre donnant des cycles conjugués. Nous prendrons donc seulement "k infiniment petit.
Les coordonnées appropriées sont
X i ■=-. a^ — ly :=! - y
IV. Le développement de r suivant les puissances croissantes de \ commence par un terme dont le degré n'est ni i , ni — I .
Soit^ le plus petit dénominateur commun des exposants dans le développement de r; nous aurons
D'après l'hypothèse, aucun des deux exposants a — h^a-^-h n'est nul.
En complétant par la troisième coordonnée ^ = i , nous aurons trois résultats différents suivant les grandeurs de a, h. Le nombre h est pris positivement; a est positif ou négatif.
Origine ^^ t= j/^ =: o; tangente ji = o ; I ordre a — è, classe 2 h.
^ ( Origine à l'infini; tangente j^r^o; ^ * j ordre è — a, classe ô 4- a.
iTangente à l'infini; origine sur j^ =0; ' ' \ ordre 2 6; classe — (h -\- a).
V. Le développement de r commence par un terme de degré — i
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Origine à l'infini; tangente j'i = A; ordre 26^ classe a.
VI. Le développement de r commence par un terme du premier degré, et le terme suivant est de degré moindre que 3.
ri=:AX-[-BX ''^-h..., a<2b^
Origine à distance finie; tangente/^ = o, ordre a, classe 2 b — a.
VIL Le développement de r commence par un terme du premierdegré,et le terme suivant estde degré au moins égal à 3 :
r=. AX-+-BX^ + ...,
le coefficient B pouvant d'ailleurs manquer. Envisageons la combinaison
BrX -A ("y-A^rrzGX'""^^ -+-...,
dont le premier terme est de degré supérieur à 2. On aura
Origine à distance finie; tangente B^/,=A(^^ — A); ordre 2 bj classe a.
a. Ayant passé en revue tous les cas, nous pouvons en tirer des conséquences. La première sera le calcul du degré et de la classe d\tne courbe définie en coordonnées polaires.
Les lettres a et p, affectées d'accents, représenteront les sommes de nombres a ou b pour les divers cycles distingués par les chiffres romains correspondant à ces accents Par exemple, ^" — cd' désigne la somme de tous les nombres tels que b — a pour les divers cycles II, en d'autres termes pour tous les développements, delà forme (7), tirés de 1 équation entre r et 9.
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Calcul de la classe. — Appliquons la dernière proposition du n° 7, en considérant les diverses tangentes issues du point o) =y = o.
Les cycles T n'en fournissent aucune;
Les cycles II en fournissent ^'^ — a'^, nombre égal à la somme» des classes, puisque le point considéré n'est pas l'origine de ces cycles;
Les cycles III en fournissent p^'^ + a^'^, nombre égal à la somme des ordres et des classes, le point considéré étant l'origine de ces cycles.
Nous avons ensuite, en tenant compte de chaque cycle IV , V, VI et de son conjugué, les nombres suivants :
Ainsi, la classe de la courbe étant désignée par [i., on a
(8) ^ -==. ^"— a'^H- ^"'-^^ rj!"^ 2 [p7 4- a\^ -+- fl + cl'I + a^" + 2 p^"' — a^' ] .
Calcul du degré. — Nous pouvons le faire de deux manières :
1° En prenant le nombre total des points delà courbe sur une droite arbitraire menée par l'origine. Les points variables avec cette droite ont pour nombre le double du degré, par rapport à r, de l'équation de la courbe, mise sous forme entière par rapport à r et à X. Désignons par d ce degré. Les points fixes sont à l'origine des coordonnées ; leur nombre est (n° 7) la somme des ordres des cycles ayant cette origine. Soit donc m le degré de la courbe, on aura
2^ Nous pouvons évaluer le degré en prenant les intersections avec la droite isotrope jk< = o. Ceci nous conduit à Li formule
(9 bis) m — ^'" -h 2 a7 -h 2 ^l -V- 2 ^3^ -h 2 ^^ -H 2 p^' -h 2 ^''\
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On remarquera que les formules (8) et {g bis) n'exigent pas la connaissance du nombre d,
15. L'analyse qui précède se rapporte aux courbes appartenant à la seconde catégorie (n^'* 10 et 11). Examinons maintenant les modifications pour les courbes de la première catégorie. Les résultats du n^ 12 s'appliquent encore sans modification. Mais il faut observer qu'à chaque cycle de la courbe correspondent deux cycles différents pour r, 9. Par conséquent, dans les formules (8), (g) et (9 bis)y les nombres affectés des doubles ou triples accents doivent être divisés par 2.
Pour chaque cycle répondant à X infiniment petit ou infiniment grand, deux cas peuvent se présenter : ou bien deux cycles (r,)v) différents correspondent encore à un seul cycle de la courbe; alors, dans les formules, les nombres correspondant? doivent être divisés par 2; ou bien un seul cycle (/%).) contieni à la fois FyX et — 7% — X. En ce cas, le nombre p (n"" 9) est éga* à 2. Les nombres a,R correspondants doivent donc être encore divisés par 2. Enfin le nombre des points de la courbe, mobile*^ sur une sécante variable issue de l'origine, n'est plus 2d, mais seulement d. Donc enfin, pour les courbes de la première catégorie, les formules (8), (9), (9 bis) donnent le double de la classe et le double du degré.
Exemple L
- — cos ^ B .
Les nombres entiers/?, ^ sont premiers entre eux: l'un au moins diffère de i . Voyons d'abord si cette équation appartient à la première ou à la seconde catégorie. Pour un angle 0 les diverses valeurs de r répondent aux diverses déterminations de cos- (O-h ikr^). L'équation appartiendra à la se-
conde catégorie si, quel que soit 0, un de ces cosinus est égal et de signe contraire à cos^(Û + 'n:). On devra donc
c'est-à-dire
/^ (0-1- tu) -f- {2ll-\-l)lZ='-{J)-+-lk^),
Par conséquent,/? et q^ qui sont premiers entre eux, doivent être tous deux impairs. Ainsi V équation est de la première catégorie si Vuii des nombres p^ q est pair ; de la seconde, d in s le cas opposé.
Le nombxx d est manifestement égal à q.
Aux valeurs déterminées de 9o ne répondent que des cycles I.
Les cycles répondant à \ infiniment petit sont donnés ainsi :
- = II' 'J -h V^ \ = V — X ^^ + A '^ . . , ,
Ils appartiennent à la catégorie IV (i) si/> >> 5^ ; à la catégorie IV (2) sip<C(j' En posant X = ^^ et prenant rX, au lieu de r, on a
Si p et ^ sont tous deux impairs, ce développement donne une même valeur de r\ pour deux valeurs égales et opposées de t. Ainsi, quand Féquation est de la seconde catégorie, le nombre p relatif au cycle considéré est égal à 2.
En appliquant les formules (-8), (9) et (9 bis)^ les deux dernières donnant ensemble une vérification, on a ce résultat :
Si/? ou ^ est pair, la classe delà courbe est 2(/?-f-^); son degré eit le plus grand des deux nombres ip ou 2 y. Si p et q sont tous deux impairs, le degré et la classe sont réduits de moitié.
Hosted by
étude sur les points singuliers. 559
Exemple 2.
r=:^ {As COS59 -f-B^. sin.çG).
Les divers nombres s sont supposés commensurables. En les réduisant à leur plus petit commun dénominateur Çy el posant 6 = ^0), on mettra l'expression de /^ sous la forme r =r Acos pco -4- B sinpto 4- A^cos/)^co -f- B^sinp'co -h ... zzzy(co), où/>; y/, . . . sont entiers et positifs. La lettre/? désignera le plus grand de ces nombres.
Le raisonnement employé dans le précédent exemple s'applique encore ici pour reconnaître la catégorie à laquelle appartient l'équation. Ce sera la seconde catégorie si l'on peut avoir en même temps
(2/c — i)p =: (2/i -h i)q, {ik— i)/>' -— (2A' + l)^, . . .,
et ceci a lieu seulement quand tous les nombres q^ Pi p' i • • sont impairs. On a aussi dr=:q.
Pour des valeurs déterminées de Qq, nous avons des cycles I ou IIL Ces derniers interviennent seuls dans les formules que nous appliquons. Ils correspondent aux racines de /*(od) = O; dont la somme des ordres de multiplicité est égale à ip. Pour chacune de ces racines, le nombre désigné par b est l'unitéj et le nombre désigné par a est l'ordre de multiplicité. Ces racines sont, bien entendu, prises à des multiples près de ir:. La caractéristique P''^ sera égale au nombre de ces racines. Pour qu'il n'y ait aucun doute à cet égard/ nous appellerons N le nombre des racines, distinctes entre elles et différentes de zéro, que possède l'équation
Nous aurons ainsi P'''==N, a"'= 2p, Le nombre N, on le voit aisément, est toujours pair quand les coefficients sont réels.
En remplaçant cos/?(o, sin/xo, . . , par leurs expressions
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en À, nous avons le développement de r suivfint les puissances croissantes de A, sous la forme
C'est un cycle IV dans lequel a = — />, ^z=z q^ si toutefoi ^ et q sont inégaux. Pour p <C ^y c'est le cas IV (2); pour p ^ q-t c'est le cas IV (3). Enfin, pour/> = q^ nous avons un cycle V : le nombre a n'est pas mis en évidence, mais le nombre h est toujours égal à q.
Appliquant les formules (8), (9), (9 his)^ nous trouvons pour ces divers cas le résultat qui suit : la classe de la courbe est le plus grand des deux nombres 1 p -\-'^ ou^g^+N; son degré est 2 (/? -f- q)- La classe et le degré se réduisent de moitié si tous les nombres q^ PiP' -> * • • sont impairs.
Dans cet exemple encore, au cas où Féquation est de la seconde catégorie, le nombre p est égal à 2 pour les cycles répondant à "k infiniment petit.
Exemple 3.
r^'zm cosAO.
Le nombre k est commensurable, positif ou négatif. S'il est positif, nous poserons k = - ; s'il est négatif, A- = — — ? ^ et s étant premiers entre eux.
Soit d'abord /c=:-. En écrivant l'équation sous la forme
on aperçoit immédiatement qu'elle est de seconde catégorie dans le cas seulement où s est impair. Pour abréger, traitons à la fois les deux cas en désignant par s le nombre i ou 2 suivant que s est pair ou impair.
Les cycles I correspondent aux valeurs de 9o q^i n'annu-
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lent pas cos/rOo- Il n'y a pas de cycles II. Les cycles lïï répondent à cos/rBo^o. On les obtient donc en faisant
1 4- X ^ =r 0, ce qui donne, pour a, 2 g' valeurs si^ est impair, ^seulement si ^ est pair. D'après notre convention, ces valeurs de \ sont en nombre eq. Pour chacune d'elles, on a un cycle m, dans lequel a =: s, b = q. Donc ol'^^= eqs, ^'^^= eq^.
Pour "k infiniment petit, nous avons des cycles V, dont chacun répond à une détermination différente de la puissance
- du binôme ( i + a M- Le nombre de ces cycles est donc q.
On a d'ailleurs, pour chacun d'eux, a=z2q,b=^s si s est
impair; a=: q, ^ = - si ^ est pair. C'est ce qu'on exprime à
s la fois ainsi : a=: eq. ^ = £-. Nous avons donc ^ 2
Les formules (8) et (9 bis)^ où nous remplacerons, conformément à la conclusion du n° 15, [x et m par sji. et sm, nous donnent
zix^iizq^ -{- zgSj zm :=: zqs -\- zqs.
On voit que e disparaît et que le résultat est simplement celui-ci : Quand le nombre k est positif et égal à la fraction irréductible -5 le degré de la courbe est iqs, sa classe
Soit, en second lieu. A- == — -• La distinction des deux
catégories se fait, comme précédemment, par la parité de s.
Les racines de cos/t:9 donnent ici des cycles I ou II suivant
que - est plus grand ou plus petit que l'unité. En raisonnant
comme dans le cas précédent, nous trouvons 7!'=zzqs, '^f = £5^- pour 5 <; q- Au contraire, pour s^ q, les cycles 11 n'existent pas.
S. — Courbes planes. 36
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Suivant les puissances croissantes de X, on a
Les cycles appartiennent à la catégorie VI ou VII suivant que g est inférieur ou supérieur à s.
q-Cs, a^=izq, b-^z^zs, y^'-uzzq^, i^^'^' ^=z -^ z q s . q>s, a=s{q-is), b^\zs, a:- :=:zq{q -{s), ^^^^-^-^egs.
C'est aussi pour g '^ s que nous venons de trouver
a" ^.sqs^ [i" -=zzq\
Nous avons ainsi
£[j. zrz: zq'^ — zqs^
iqs,
BfJ. :.:r 1 [zqs — £
Vouvq>s ^^^^^^^
Par conséquent, le nombre k étant négatif et égala la fraction irréductible — -^ le degré de la courbe est cjs] sa classe
est cj [cj — s) ou ^g(s — g), suivant gue g est supérieur ou inférieur à ^ ( * )•
Cet exemple donne lieu à une vérification fort intéressante. Par rapport à un cercle de rayon 1, concentrique à l'origine, la courbe proposée a pour polaire réciproque une courbe de même équation, sauf changement de k en k' :
(^) En écrivant l'équation sous la formez'"'^' cosA"6 = i, on passe aux coordonnées rectangulaires ainsi : {x -\- iy)~^ -\- {oo — iy)-'' — 2. Suivant une dénomination empruntée à M. de la Gournerie, la courbe est triangulaire symétrique. Les résultats ci-dessus s'accordent avec ceux qu'a établis, d'une autre manière, M. de la Gournerie, dans Fouvrage intitulé -S?//' les surfaces réglées étraédrales symétriques.
La connaissance du degré entraîne donc immédiatement celle de la classe. En faisant le calcul par ce moyen, on retrouve les résultats ci-dessus.
17. Soit m un point quelconque d'une courbe G, et soit mm 4 la tangente de G au point m. En un point fixe O, on élève la perpendiculaire Om^ au rajon vecteur O/n, et l'on prend le point d'intersection de Om^ avec la tangente nim^, Ge point m^ engendre une courbe Gi, que nous appellerons la tangent telle de G, relative au point O.
Nous allons, comme seconde conséquence de l'étude faite aux n^^ 12 et 13, conclure les singularités de G^, connaissant celles de la courbe G. En appelant r, et 9^ les coordonnées polaires de ni\ par rapport à O, r et 9 étant celles de m, on a
•2 l'i Ci^
Ainsi, sauf une rotation de 90°, la courbe C\ se déduit de G par le changement de - en sa dérivée.
Examinons successivement les diverses catégories de cycles qui peuvent exister sur G, pour en conclure Jes cycles correspondants sur G<.
Parmi les ôycles I, ceux dans lesquels le développement de
- ne contient aucun exposant fractionnaire donnent lieu pour
— à des cycles I présentant le même caractère. G'est notamment ce qui a lieu pour les valeurs tout à fait arbitraires de 80.
En second lieu, ceux des cycles I, où le premier exposant fractionnaire est supérieur à 2, donnent, pour Gj, encore des cycles I.
Enfin ceux où le premier exposant est inférieur à 2 donnent,
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pour Cl , des cjcles II. Soit i + —^ un quelconque de ces expo-
sants. Conformément aux notations précédemment employées, nous poserons a, = lla^, [3i = 26^.
Il y a ainsi, pourC^, de nouveaux cycles II, pour lesquels les éléments analogues à cl" et jâ'' sont a, et ^\ .
Les cycles II de C donnent, pour C^, des cycles III, dont les éléments analogues à ol"^ et [3''' sont P'' — a'^ et ^'\
Les cycles III de C conservent leur caractère pour Ci ; mais les éléments sont a'^'H- [3'^^ et ^'^^
Les deux caractéristiques totales des cycles III de Ci sont donc a."-h ^"-^ P'- a'' et P'''+ P'.
Pour l'étude des cycles qui répondent à X iafiniment petit, transformons la formule (lo) en celle-ci :
Si - est développé suivant les puissances croissantes de )., on
en déduira le développement de — au moyen de cette for-
mule. Il est visible que les coefficients seuls sont modifiés, les exposants restent inaltérés. Il n'y a d'exception que pour le terme indépendant de X, s'il existe : ce terme disparaît dans
le développement de — • D'après cette remarque, nous concluons immédiatement que les cycles IV (i), IV (3), V et VII, relativement à r, donnent lieu respectivement à des cycles de même catégorie relativement à /Vj. En outre, pour les trois premiers cas, on aperçoit de suite que les nombres caractéristiques se conservent. Pour le cas des cycles VII, le même fait a lieu, comme nous allons le prouver.
Les nombres caractéristiques des cycles VII ont été définis ainsi : ayant
r — AX+BP + ...,
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on forme la combinaison
BrX - A C^ - A^ :=zCr''^^ + . . . ,
dont le. développement commence par un terme de degré supérieur à 2. Soit a + 7^ cet exposant; on a par là le nombre a, b étant déjà connu. Ceci revient à dire que les trois premiers termes du développement de - sont les suivants :
r" AX^A^ ^A^ ^ '
on en conclut immédiatement
iT\ Ak Ps.^ \ h) A-^
d'où la preuve du résultat annoncé.
Nous avons mis à part les cycles IV (2) et les cycles VI. Les premiers se conservent, avec leurs caractéristiques, sauf au cas a=o. Dans ce cas spécial, envisageons le second terme du développement de r :
on en conclura
r=r:A-hB}/'+.,
il) A"^ -T
De là, poux" Ti, un cycle qui appartient à la catégorie IV (3) sic> è, à la catégorie V si c=^, àla catégorie IV(2)si c<^h. Mais, en ce dernier cas, le premier exposant de ri, pour ce nouveau cycxe IV (2), n'est pas laul. Nous désignerons par -^ la somme
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des nombres, tels que c, i^elalifs aux divers cycles IV (2), pour chacun desquels : 1^ a est nul, 2° c est inférieur à h. On voit que, dans le passage de C à C^ la caractéristique a'^' se change en a!J — y. Quant aux deux autres cas c^6, ils n'interviendront pas dans l'application que nous ferons des formul es (8), (9), (9 ^w) à la courbe Gi; effectivement les cycles IV (2), 1V(3), et V n'y figurent que par leurs caractéristiques ^, et cette dernière se conserve ici.
Les cycles VI sont caractérisés par le développement
AX A
on en tire
Le cycle se conserve donc, avec ses caractéristiques, sauf au casa=: h. Pour ce cas spécial, il convient de prendre un ternie de plus dans les développements, et d'écrire
(^est, pour r^ , un cycle VII ûs^ib\ un cycle VI si 5 <^ 2 6. Mais, en ce dernier cas, la nouvelle caractéristique est 5, an lieu de a, et elle diffère de b. Si 5 ^26, les caractéristiques 7/' et [3''% quand on passe de G à G,, sont diminuées de la somme des nombres analogues è, et [3^" est augmentée de cette même somme. Au point de vue de l'application des formules (8),(9),(9èi^),cefaitintroduit, danslaformule(8)seulement, une diminution du dernier élément. Cette diminution est
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égale à la somme des nombres b. Si s<^ib, ^^'' n'est pas changée, et a'' est augmentée de la somme des nombres (s — b). Ce fait produit aussi, dans la formule (8) seulement, une diminution S (5 — ■ b) du terme — a''.
Nous réunirons ensemble ces deux diminutions, dont nous désignerons la somme par S.
En résumé, quand on passe de la courbe G à la courbe G^
ol\ [y' sont remplacés par ocj, p^
Quant à tous les autres éléments qui figurent dans les formules (8), (9), (9 bis)^ ils se coaservent, sauf une diminution y pour a' et une diminution S pour 1 ^'' — a^\
Le nombre d se conserve, comme on le reconnaît a priori cl comme le prouve aussi la comparaison des formules (9) et (9 bis). Enfin les courbes G et G| appartiennent toutes deux à une même catégorie. En désignant, comme nous Favons déjà fait, par t cette catégorie, par m 1 el [a, le degré de la courbe Gj, nous aurons
( £ (;x, - ^)^ P^^-f- ?'■'+ Pi- a,- 2 (y -h 8), ^ ' '^ I s {m, --m)-=. ^J" ~ P" — a^
18. Nous venons d'admettre que les courbes G et G| sont toutes deux de la même catégorie. Il y a cependant une exception à cette règle générale. Considérons un développement
de - suivant les puissances croissantes de X. La courbe G est
(le la seconde catégorie si les numérateurs de tous les exposants, réduits à leurs plus simples expressions, sont impairs ; elle est de la première catégorie dans le cas opposé. Dans le
développement de — ^ tous les exposants S€ conservent, sauf
l'exposant zéro. Les deux courbes sont donc de catégories
différentes dans un seul cas, celui où le développement de -
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ne contient que des exposants à numérateurs impairs, sauf un terme constant.
La courbe C est ainsi déduite d'une courbe C, appartenant
à la deuxième catégorie, par l'addition d'une constante à •
Les formules (i i) doivent être, pour ce cas, modifiées ainsi :
Voici un exemple : - =r a -i- cos9. On trouve aisément
<^j"— f/=i y/— Pi — cci =: a ~ o, 7 = I ; m --=2, p. — J .
Tl en résulte [jl, =r o, mi = i. Effectivement C, est une ligne droite, directrice de la conique C, relative à l'origine qui est un foyer.
19, Répétons la même transformation sur Ci, et considérons la courbe C2, tangentielle de C^. Il y a déjà une simplification consistant en ce que C^ ne contient aucun de ces cycles IV (2) et VI, qui ont exigé un examen spécial, et introduit le terme — 2 (y + S) dans la première équation (11).
Parmi les cycles I, à exposants fractionnaires, qui existent dans C, il nous faut maintenant distinguer ceux pour lesquels le premier exposant fractionnaire est compris entre vl et 3. Soit ainsi
^^rz:A4-B(e-eo)4-G(e-eo)^ + D(6-eo)'''2L. ia.<b,)
et faisons 2^2 = 0:2, Iib^^^Pz- Pour l'application des formules (ij), relativement à C2 et C^, les caractéristiques ^3''^, P'^, a% Po a^ vont être remplacées par (â''^-|- ^\ p^, a^, po, ao ; et nous aurons
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D'une manière générale, disons qu'un cycle I de C, à exposants fractionnaires, est du rang /2 quand le premier exposant
fractionnaire du développement de - est compris entre n et
7z H- I. Dans le passage de G à Cj, chaque cycle I de rang /z, pour G, donne un cycle I de rang n — i pour G^.
Le rang ji n'est pas moindre que Funité; le rang zéro, par les définitions du n"12, constitue un cycle II; le rang négatif caractérise un cycle III .
Envisageons la série indéfinie des tangentielles successives G, G^ , G2, ... et prenons celle qui a le rang ^4-i, G^. Les cycles I qui, pour G, ont les rangs A"-}-!, k-{-i^ ... donnent pour G;t des cycles I ayant les rangs i, 2, .... Geux qui, pour G, ont le rang k, donnent pour G^ des cycles II; ceux enfin qui, pour G, ont des rangs moindres que A", donnent pour Ga des cycles III.
D'une manière générale, soit
izrr A -h B(G - Oo)-f-. . . + L(G - Go)'^4- M(0 - Oo)"""'^"-!- . . .
l'équation d'un cycle de G ayant le l'ang n, et faisons pour tous les cycles de ce même rang Sa = a,^, S6 =: ^n- Pour G/^, les caractéristiques analogues à cfl' et ^" sont a^ et p^î et les caractéristiques analogues à a!'^ et ^"' sont
ce''/ _ a'' _ ce, -a, . . . _ a;,_, + A-(,3'^^ -h- P/) + (/c - i)Pi . . . -f-p/,_i,
Gonsidérons à la fois Gr-k et G;^, et, distinguant leurs classes et leurs degrés par les lettres ^ elm affectées des indices correspondants, nous aurons
20. Nous avons, par les formules (12), acquis la connaissance du degré et. de la classe de chacune des courbes
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C, C|, C2, .... Manifestement, il n'y a là aucune loi générale pour un rang déterminé; car on peut concevoir des exemples où la suite des nombres a/^, [3^ se prolongera si loin qu'on voudra; et d'une manière tout à fait arbitraire. Mais, quel que soit cet exemple, l'équation choisie étant algébrique, cette suite (a^^? ?>k) sera toujours limitée. Soit (a^^, ^,2) le dernier terme de cette suite. Les éc[uations (12) seront valables jusqu'à k =::• n inclusivement. En posant, pour abréger,
nous aurons ensuite
A partir d\in rang toujours limité, supérieur d\ine unité au rang le plus élevé des cycles I de la courbe initiale ^ les degrés et les classes des tangentielles successives dUine courbe algébrique quelconque forment deux progressions arithmétiques de même raison.
21. Nous prendrons pour exemples les trois courbes considérées au n^ 16.
Exemple 1.
'-cos/-^0.
A ce qui a été dit déjà (n^l6) nous devons ajouter que : i® les cycles I sont tous sans exposants fractionnaires; a'^les cycles IV (2) ne sont pas dans le cas exceptionnel où le
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premier exposant est zéro. Donc le rang à partir duquel s'applique la dernière proposition est zéro, ainsi que la raison R. Les tangentielles successives sont du même degré et de la même classe que la courbe proposée. Effectivement, elles lui sont toutes semblables.
Exemple 2.
/• = A cos ^ 0 + B sin ^ G -f- A' CCS ^ 0 + B^ sin ^ 0 -H . . . . q q q q
Les cycles I sont sans exposants fractionnaires. Les cycles IV (2) ne répondent pas à Fexposant zéro; il n'y a aucun cycle VI ou IL Donc là aussi la loi régulière commence avec la courbe elle-même. La raison R coïncide alors avec la caractéristique jB''^ Cette caractéristique est ici le nombre désigné au n^ 16 par N. On a donc
zm,,-=z-ni H- AN, z\xi,-=:z\). + AN.
Le nombre £ est, comme on l'a vu, égal à 2 si ^,/>, p\ . . . sont tous impairs ; à i dans le cas opposé.
Cet exemple fournit un moyen simple pour obtenir une raison ad libitum.
Exemple 3.
/•■'^•=co3/rO
Si k est positif et désigné par -^ la discussion faite au n'' 10
montre que la loi régulière commence à la courbe elle-même. La raison R est égale à e^^^ Qn a donc
7;^/, = 2qs -\- luf-, ]y.j^-=. qs -\- {h + 1)^7".
Si A- est négatif et désigné par — - 5 le développement de r suivant les puissances de \ (n" 1X5) montre que les cycles VI n'appartiennent pas au cas d'exception, sauf dans la seule hypothèse 5^ = i , 5 = 2. Laissant de côté cette courbe spéciale,
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nous voyons que le terme (v -f- S) de la formule (ii) est nul
Quant aux cycles qui répondent à des valeurs détermine'es de 9o, leur caractère est révélé par la formule
Ils sont à exposants fractionnaires si q n'est pas égal à l'unité
et si cos -Oo est nul. Ce sont des cycles I ou II suivant
s que - est supérieur ou inférieur à l'unité.
Si ^=1, alors on n'a que des cycles I sans exposants fractionnaires. La loi régulière commence avec la courbe, et la raison est nulle. Le degré et la classe se conservent donc ies mêmes pour toutes les courbes successives. C'est un résultat dont la vérification directe est facile. Il y a exception seulement pour le cas particulier qz=zi^ s = 9., C'est l'exemple que nous avons cité au n" 18, pour le changement de catégorie entre C et C|.
Si q diffère de l'unité, nous pouvons réunir les deux cas s^q et s<^q dans un seul, en disant que les cycles correspondant à cos - Qg = 0 ont pour rang le plus petit entier
contenu dans -• Soit n cet entier; les caractéristiques q
ol"\ ^"\ . . . sont toutes nulles, sauf On aura donc les résultats suivants :
n^ri — m, \^„ ■=i\}^-\-q--\-q{s — mj),
i:i,,^.^:^ /?i -H q--\-q{s— nq), {i.„+i — p. -i- 2 q'- -\~ q {s — nq),
cl généralement
in,,^n — in -hqs-h(h — n ) <^^ ^a«+/, = (J- -f- 7.? 4- ( /^ -f- î ~ n )r/\
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. SjS
22. Si, par rapport à un cercle de rayon 1 , ayant son centre à l'origine des coordonnées, on prend les polaires réciproques C/ et C\ des courbes C et Cj , la courbe C^ est la déi^eloppée de G\ L'analyse qui précède nous apprend donc à trouver le degré, la classe, les singularités de la développée d'une courbe algébrique quelconque; la proposition du n"* 20 nous donne celle-ci :
A partir d^ un rang toujours limité^ les degrés et les classes des développées successives d^une courbe algébricjue quelconque forment deux progressions arithmétiques de même raison.
Les exemples du n° 21 constituent des exemples pour cette nouvelle proposition. A ce point de vue, le premier exemple se rapporte aux épicycloïdes algébriques. Le troisième se rapporte encore aux courbes r^^=i cos/rO, suivant une remarque faite à la fin du n^ 16, et d'après laquelle ces courbes ont pour polaires réciproques des courbes de même définition.
23. En considérant une équation entre r et 6 comme définissant la courbe G^ nous avons là les coordonnées qu'on peut appeler /)o/a/7'^^ tangentielles. L'angle 9 est celui que
fait la normale avec un axe fixe; - est la distance de l'origine
à la tangente. A ce point de vue, la distinction des équations en deux catégories acquiert une importance beaucoup plus grande. Pour la courbe C, cette distinction est relative à l'origine des coordonnées; quand on prend arbitrairement cette origine, toute courbe est de seconde catégorie ('). Mais, pour les coordonnées polaires tangentielles^ la distinction est
(') L'équation d'une courbe est de la première catégorie quand l'origine a la propriété suivante : sa distance à un point quelconque, pris sur la courbe, est une fonction rationnelle des coordonnées rectilignes de ce dernier
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foTidamentale. En effet, le chaDgement d'origine, dans ce système de coordonnées, se fait par le changement de - en
- + a cos9 -f- b sin9, ce qui ne modifie pas la catégorie. Les
courbeS; dont l'équation en coordonnées polaires tangentielles vTppar tient à la première catégorie, sont celles que M. Laguerrc a appelées courbes de direction ( ' ).
(') Sur les hypercycles {Comptes rendus, t. XCIV, p. 778). — Sur la Géométrie de direction {Bulletin de la Société mathématique, i. Vill, p. 196).
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DEUXIÈME PARTIE
24. Soit <Ï>(^,jk) une fonction rationnelle pouvant contenir,
non seulement x et y^ mais encore les dérivées de y par
rapport à x. Envisageons, d'autre part, un cycle défini par les
développements de ^ et jr suivant les puissances ascendantes,
à exposants entiers, d'une variable t. De ces développements
cl Y ci' y on en peut tirer d'analogues pour -^? j %^ Faisons la
substitution dans <ï>, et ordonnons suivant les puissances croissantes de t. Le degré du premier terme sera appelé ici l'ordre de la fonction^ relativement au cycle. Cet ordre est indépendant du choix de ^, pourvu que cette variable corresponde uniformément aux points du cycle (n^ 9).
Envisageant maintenant une courbe, nous laisserons de côté le cas où tous les points de la courbe rendraient <ï> nul ou infini. Il n'y a alors sur la courbe qu'un nombre limité de points, origines de cycles relativement auxquels l'ordre de ^ ne soit pas nul.
25. Théorème. — La somme des ordres dhuie même fonction relatiçement à tous les cycles d'une même courbe est égale à zéro.
Supposons d'abord que <ï> contienne seulement x et y sans dérivées, et soit simplement un polynôme entier. Soit Vix^ y)=z o l'équation de la courbe, et envisageons l'équation en x seul, qui résulte de l'élimination àe y entre F = o et <ï> = G. Pour simplifier, nous pouvons, sans restreindre cependant la généralité, grâce à la signification
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donnée à x etj^', supposer que, dans F, ne manque pas le terme en y de degré égal à celui de F. Conséquemment, si l'on j)rend toutes les racines j de F = o pour une valeur arbitraire de X, on aura, comme il est connu, pour le premier membre de l'équation résultante,
(j3) I{{,x)=Ylc^{a^,f),
en mettant, pour r, dans les divers facteurs du produit, toutes les racines répondant à x.
Envisageons un cycle dont l'origine ait la coordonnée finie Xq, et représentons-le par un développement de y suivant les puissances croissantes de x — Xq. Soit q le plus ])etit commun dénominateur des exposants. Ce développement est susceptible de q déterminations diverses ; mais, ^ ne contenant aucun exposant fractionnaire, chacune de ces déterminations, mise à la place de ^ dans <ï>(^, jk), fournit un développement dont le premier terme est, pour chacun, d'un même
degré h par rapport k {x — ^o)''- Si l'on fait x — ^y ==:: ^^, on reconnaît que h est ce que nous venons d'appeler l'ordre de <ï> relativement au cycle.
Si, dans (i3), nous supposons x voisin de Xqj tous les facteurs du second membre pourront, de la même manière, êlre développés suivant les puissances croissantes de(^ — Xq); et le premier terme du développement aura pour exposant la somme des nombres analogues à A, ou somme des ordres de^> pour tous les cycles dont l'origine a la coordonnée Xq, Or cet exposant marque le degré de multiplicité de la racine Xq dans R(^). La somme totale de ces degrés est le degré de R(^). Donc le degré de R(^) est égal à la somme des ordres de ^ pour tous les cycles de la courbe dont les origines ont des coordonnées Xq finies.
D'autre part, nous pouvons évaluer le degré de R(^) par celui du premier terme de son développement suivant les puissances décroissantes de x. A cet effet, on peut répéter le
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même raisonnement pour les divers cycles qui répondenl à X infiniment grand. Un tel cycle est représenté par un développement de j^ suivant les puissances croissantes de t^ quand on a posé x=^ f^. Il en résulte que le degré du premier terme dans le développement de R(;r) suivant les puissance i décroissantes de x est égal à la somme, changée de signe, des ordres de ^ï> pour tous les cycles répondant à x infiniment grand. En égalant ces deux expressions du degré de R(^), on a la preuve du théorème annoncé, pour le cas supposé où ^ï>(^, jk) est un polynôme entier en x et j/ seuls.
Pour une fonction rationnelle, l'ordre relatif à un cycle est égal à la différence des ordres des polynômes entiers qui servent de numérateur et de dénominateur. Donc la proposition s'étend naturellement à une fonction rationnelle de x^ y.
Pour une courbe algébrique, les dérivées -y-? -7^? •••
peuvent s'exprimer rationnellement en x et y , Donc la proposition s'étend aussi au cas où la fonction <î>(^, jk) contient ces dérivées. La démonstration en est donc complète.
26. Pour les applications du dernier théorème, il y a toujours nécessité de distinguer, parmi les cycles relativement auxquels l'ordre de <î n'est pas nul, ceux pour qui cette circonstance est due uniquement au choix des coordonnées. Nous allons faire cette distinction une fois pour toutes. Pour ce but, une courte digression est nécessaire.
Il s'agit d'introduire, d'une manière générale, la projec-
tivité dans les équations différentielles, de manière à pouvoir
y faire aisément les changements de coordonnées. A cet effet,
nous considérerons des transformations qui serviront surtout
au raisonnement, et dont nous nous affranchirons ensuite.
o • , ' ^ ,^ ' dy (P y ^j
boit une équation algébrique entre ^,JK, -7-5 -7-7^» .... iNous
supposerons un changement de variable indépendante, laissant d'ailleurs la nouvelle variable ^indéterminée; et nous
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imaginerons les coordonnées rendues homogènes, en prenant pour nouvelles coordonnées u>^^ u-i, W3, et posant
L'équation ainsi transformée sera supposée mise sous forme entière; soit alors ft{u) son premier membre. La lettre z/, mise entre parenthèses, rappelle les coordonnées, et l'indice^ rappelle la variable indépendante.
La fonction/^ (i/) jouit évidemment de deux homogénéités, Fune par rapport aux lettres w, abstraction faite des indices de dérivation, l'autre par rapport aux indices de dérivation. Mais elle a des propriétés plus caractéristiques, qui se reconnaissent comme il suit.
Désignant par \ une fonction quelconque de t, et par ^^i? ^27 ^'3 de nouvelles coordonnées, posons
( 1,5 ) u^ — X ^1 , a.2 — X ^2, ih = ^^ <^3 •
D'après la règle de Leibnitz pour les dérivées d'un produit, (m aura
s étant le degré de /par rapport aux lettres u^ et cp ne contenant que des dérivées d'ordre inférieur à l'ordre même de f. Mais la comparaison des formules (i4) et (i5) montre que la nouvelle équation transformée doit différer de la précédente par le changement seul des lettres u en les lettres (^. Donc cp est identiquement nul, et l'on a
Par un raisonnement tout semblable, on établit la pro- ])riété suivante; relative au changement de la variable indé- ])endante :
fds\ ^
(>7) /.(«) = b-Jy.(«)-
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L'exposant o) est égal au poids de / par rapport aux indices de dérivation.
27. Pour rendre l'équation projective, prenons, comme figure de comparaison, un quadrilatère arbitraire. A cet effet, : Introduisons les coordonnées de quatre points. Abrégeons i écriture en employant la notation {abc) pour le déterminant lormé avec les coordonnées a^, «2, a^] ^i, ^2? ^aj <^m <^2? ^3 Je trois points a, b^ c. Désignant par çv les nouvelles coordonnées du point variable, nous poserons
I u^z=i{whc){accl){ahd),
(18) \ ii^-=.{^wca)(bad){bcd), \ u.^-=i(^wab){cbd){cad).
En substituant, nous avons, au lieu de/^(?^),une fonction des coordonnées w, a, 6, c, d, qui peut, dans certains cas, se décomposer en le produit de deux facteurs dont l'un ne contienne pas les w. Prenant cette hypothèse, la plus générale^ nous aurons ainsi
les lettres entre parenthèses sont destinées à rappeler les coordonnées qui figurent dans les fonctions; la lettre a est mise pour a, 6, c, d.
D'après la forme des équations (18), une même substitution linéaire effectuée à la fois sur les w, a, 6, c, <i a pour effet de multiplier les u par le cube du déterminant A de la substitution. Donc le produit cp(a)F^(pv, a) se reproduit multiplié par A*^^, et les deux facteurs se reproduisent chacun multiplié p'ar une puissance de A. Désignant par W, A, . . , les nouvelles coordonnées, nous aurons donc
(19) F,((r,a)^AOF,(W, A).
La fonction F^ (tv, a) est un cov ar tant différentiel y Q>oviXç,'
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liant uniquement, outre les coordonnées du point variable et leurs dérivées, les coordonnées de quatre points a, 6, c, cL Tout autre élément peut y être envisagé comme purement numérique. Si l'équation différentielle, qui a servi de point de départ, exprime une propriété projective, son premier membre se présente naturellement comme une fonction des coordonnées du point et des éléments d'une figure, fonction inaltérable par les substitutions linéaires. Mais toute figure peut être projectivement rapportée à quatre points, et représentée par ces points et des nombres. Donc toute forme projective d'une équation différentielle équivaut à celle que nous venons de considérer.
Le covariant différentiel F^(pp, a) peut ne contenir aucun des points a, &, c, d. C'est alors un invariant différentiel. Pour ce cas spécial, dont nous verrons des exemples, on
i8. Nous pouvons maintenant revenir, pour le covariant^ a la forme simple dans laquelle les coordonnées du point mobile sont réduites à deux, et où l'une d'elles est la variable indépendante. Ce covariant donne lieu à deux identités semblables à (16) et (»7). Remettant donc la lettre w, au lieu de (^, pour les coordonnées courantes, et supprimant l'indication des coordonnées a, 6, . . nous aurons, en emploj'ant les formules (i4)j
Dans Fx(^)les coordonnées sont x^y^ i.
En faisant maintenant un changement de coordonnées quelconques, appliqué non seulement au point mobile, mais encore aux points a, 6, c, <i, et réduisant aussi les coordonnées du point mobile à X, Y, i, nous aurons de même
F.(U) = i:l(fy'F.(X).
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Enfin, en nous servant de l'égalilé (19), nous conclurons
Ecrivons explicitement les formules du changement de coordonnées :
et nous aurons, pour l'égalité définitive que nous voulions obtenir,
(a3X-Hp3Y-f-Y
__,(i±\ FWX).
Telle est la formule pour le changement de coordonnées dans le premier membre d'une équation différentielle exprimant une propriété projective.
29. Les deux exposants S, to sont importants pour ce qui va suivre. Il sera utile de savoir les calculer sans exécuter le changement de coordonnées.
Supposons le point mobile aux environs de l'origine du
cycle
a: — sco -— p^ (;/ — jo )- -+- p3 (7 — joV -f- • • » )
les coefficients p2, p-s, ... étant arbitraires. Au second membre de (20), tous les facteurs ont, poury =jKo? des valeurs finies différentes de zéro, sauf ( ^ ) dont le développement commence par un terme du degré — tù eny — y-^.
Par conséquent, le nombre co, changé de signe, est l'ordre de F^(^) pour le cycle considéré. On pourra aussi calculer cet ordre en renversant l'équation du cycle, et prenant
Substituant ce dernier développement, à coefficients arbi-
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cl^r —
traires^ dans F^. (^), on aura, pour le degré du premier ternie en X, le nombre
Exemple : soit F^^. (^) = -j^^- Le degré du premier terme
est — |. Donc oj ==: 3.
Pour calculer S, mettons, dans (20), à la place de dx son expression
(7.:3X + 63Y4-T.)(a,^XM-Bir/Y) — (a,X + 3,YH-T0(c^-,r/.X4-e,r/Y) Supposons maintenant le point mobile sur le cycle
D'après Texpression de dxj le second membre de la formule (20), développé suivant les puissances décroissantes de x^ a son premier terme du degré S — 2Cl). Donc, en substiiLiant le développement de y dans ¥^{x)j on aura pour le degré du premier terme S — 2to; ce qui détermine S.
d^ y Dans l'exemple Ya:{x) =^—~^^^ le premier terme est du
degré — 3. Donc S — 2co = — 3, et, par suite, 3 = 3. Ces résultats se vérifient aisément si l'on observe que, pour cet inv ariant différentiel, la forme Ff(w) est le déterminant {lui'u"). C'est le nombre S -— 2Cl) que le calcul précédent donne directement, et non pas S. C'est aussi S — 2 co qui intervient dans les résultats, et nous poserons
30. Le nombre — w est l'ordre du covariant F^. (^) pour un cjcle dont la tangente est ^ =: Xq, Pour une courbe quelconque, le nombre des pareils cycles est la classe \k de la courbe. Donc la somme des ordres du covariant, relativement à tous ces cycles, est — [ji.to. De même — w' est l'ordre du co-
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variant pour un cycle dont Forigine a ses coordonnées x^y^ infinies. Pour une courbe du degré m, la somme totale des ordres du covariant, relativement à tous les cycles analogues, est — niiù' ,
Pour appliquer la proposition du n^ 25, nous avons ainsi dans la somme des ordres du covariant, relativement à tous les cycles de la courbe, cet élément — ((0[a + w'/n), qui se rapporte exclusivement aux coordonnées. Au contraire, tout autre élément de la somme est indépendant de ces coordonnées. En effet, voulant calculer l'ordre de F^^(x) relativement à un cycle, nous pourrons, dans la formule (20), supposer l'origine de ce cycle et sa tangente répondant à X =r Y =: o, et Y =: o. Si l'origine de ce cycle ne répond pas aux coordonnées x, y infinies, et si la tangente n'est pas x=zXqj alors les facteurs du second membre dans (20), sauf Fx(X), sont d'ordre zéro. Donc l'ordre de F^ [x) est égal à celui de Fx(X). Il est indépendant des coordonnées ,x^ y et peut être calculé en réduisant les coordonnées à la forme la plus simple. En désignant par Q la somme des ordres du covariant, ainsi calculés pour chaque cycle, on aura donc
(21) Q =: (ja>j, -]- w'/?!.
Exemple : F = -y^- Soit le cycle
Le degré du premier terme, en x^ est- L'ordre de F,
relativement à ce cycle, est donc (v — n). D'où la formule
(22) ^{^i — ri) — ?>{[x — m),
OÙ la sommation doit s'appliquer à tous les cycles pour lesquels les deux nombres v, n sont différents.
Cette formule (22) donne le nombre des points d'inflexion ;
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car un point d'inflexion ordinaire ( /z = i^ v = 2) apporte à la somme un élément égal à l'unité.
32. Voici maintenant un second exemple, où nous envisagerons tout d'abord l'invariant différentiel souslaforme Fi(ii). Nous prendrons pour Fc(u) le déterminant formé avec la première ligne
11% II], u], u^ih, iHUi, niU,]
les termes correspondants des lignes suivantes seront les dérivées premières, secondes, ., . . cinquièmes de ceuxdela première ligne. C'est un invariant; car c'est le premier membre de l'équation différentielle des coniques. Nous avons immédiatement ainsi 8=12 : c'est le degré par rapport aux lettres u; et co = i5 : c'est le poids par rapport aux indices de dérivation. Ainsi, en calculant 0 comme il a été dit au n"" 30, on aura 0 — 2(1) = — 18, et par suite
Partageons les cycles en deux catégories; la première sera caractérisée par l'inégalité de la classe et de l'ordre ; la seconde par l'égalité.
Prenons un cycle de la première catégorie sous la même forme qu'au n^ 31, et réduisons l'invariant à la forme F^- (x). La première ligne du déterminant se compose des termes ci-après, convenablement rangés :
Leurs parties principales ont, en œ, les degrés respectifs
tous nombres inégaux. Par conséquent, le déterminant luimême, formé avec les dérivées prises par rapport à ^, a pour partie principale le monôme auquel il se réduirait si chacun
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des termes ci-dessus était réduit à sa partie principale. Le degré de ce monôme astégalà la somme des degrés des termes,
diminuée du poids, c'est-à-dire 8 -h i5. Donc Tordre de
rinvariant, relativement au c^^cle, est 4"^ — 7^^- Donc les cycles de la premièi^e catégorie apportent à la somme Q l'élément
Pour un cycle de la seconde catégorie, d'ordre et de classe 71, le calcul précédent ne s'applique pas. Dans la première ligne du déterminant, les termes x'^ et y ont leurs parties principales du même degré 2; les parties principales des autres termes ont les degrés o, i, 3, 4- ^ f^^^^ra donc, pour appliquer la même analyse, remplacer le terme jk par une combinaison linéaire C :
C =z ax" -h a! y + o!' xy -h c/^ j\
dont la partie principale soit de degré supérieur à 2 et différent de 3 et 4- Soit formée une telle combinaison; désignons le degré de sa partie principale par 5 H- /, le nombre / pouvant être négatif et fractionnaire. La partie principale du déterminant est alors du degré /, et son ordre pour le cycle est In, L'interprétation de ce résultat est la suivante : le îiombre(4 + l) marque l'ordre le plus élevé du contact qu'on ])uisse établir entre chaque branche du cycle et une conique. Ce nombre, pour une branche de courbe quelconque, est ordinairement 4? et l est alors nul. Voici donc le résultat : Sur une courbe, de degré m et de classe [Ji, si Von envisage toutes les branches ayant avec leurs tangentes des contacts du premier ordre y et avec des coniques des contacts d^ ordre maximum différent de ^, et qu^on désigne par l\-\- l L^ ordre d^ un cjuelconcjue de ces contacts, on aura
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la dernière sommation s^ appliquant à tous les cycles ou le contact açec la tangente n^ est-pus d^ ordre égal à V unité, \Ln vertu de la relation (22), on peut écrire la même égalité sous diverses formes, parmi lesquelles la suivante :
où la dualité est mise en évidence.
Nous venons d'obtenir ainsi le nombre des points sextactiques. Un point sextactique est l'origine d'une branche simple ayant avec une conique un contact du cinquième ordre. Pour un pareil point, / est égal à l'unité.
Exemples des formules (22) et (aS
Exemple 1. — Soit la courbe représentée en coordonnées homogènes par
Ses points singuliers sont, l'un au sommet ^ = 5 ==: o ; cycle
le second au sommet x =j^ = o; cycle
Du sommet ^ = ^ == o on ne peut mener aucune tangente hormis celle du cycle qui a cette origine. Donc ji. =: ni +V| =5. D'ailleurs m = 5. D'après (^is), 3([Ji — m) — (v| — ^^) étant égal à I, il y a^^/2 point d'inflexion. Cela fait donc un autre cycle 723=: I, V3 = 2. La formule (aS) donne, au second membre, — 3. Pour le second cycle l'élément / est — 5. Donc il y a deux points sextactiques.
Exemple 2.
.XP y1 n= zP^^,
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Les nombres/),^ sont entiers et premiers entre eux. Cette combe, qu'on peut appeler anharmonique à cause de ses propriétés (^ ), se reproduit elle-même par une infinité de substitutions homographiques, conservant le triangle de référence. Il en résulte qu'il ne peut y avoir ni point d'inflexion, ni point sextactique, hormis les sommets de cetriani>le. La classe est égale au degré, attendu que la courbe est sa propre corrélative. Les sommets x z=z z = o ely = z=: o sont les origines de deux cycles corrélatifs dont les ordres sont p et q^ les classes q et /?. On a donc bien zéro au second membre de (22). En outre, la somme des nombres ^ -h vest ^(p -hq) ou m + [j., et l'on a zéro au second membre delà formule (^3).
34. Par les deux applications des n°^ 31 et 32, on a vu comment la formule (ai) est propre à faire connaître le nombre des points où les éléments infinitésimaux d'une courbe satisfont à une relation projective donnée. Dans ces deux applications, la relation était exprimée par l'évanouissement d'un invariant. S'il s'agit d'un covariant, c'est-à-dire si la relation a lieu entre la courbe et une figure donnée, il y a place pour une discussion. On doit examiner : i"^ quels sont les éléments du nombre Q qui proviennent de points invariables sur la courbe quand la figure varie; 2^ quels sont les éléments qui , au contraire , proviennent de points variables avec cette figure; 3° comment enfin ces éléments peuvent se confondre pour des situations particulières de la figure et de la courbe. Cette dernière partie de la discussion doit être réservée pour chaque cas particulier*. En la laissant de côté, on se trouve en présence d'un problème général bien défini. La figure est représentée par quatre points, comme il a été
(') FouRET, Su7' quelques propriétés des systèmes de courbes; et Intégratioji géométrique [Comptes rendus, t. LXXVllI, pp. 169.3 et 1887).
Klein et Lie, Ueber vertauschbare linectre Transformationen {Math* Ann., t. IV, p. 5o).
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(lit aun"^ 28. Ces quatre points, dont un au moins existe dans le covariant, sont laissés indéterminés. En cela consiste Vindépendance entre le covariant et la courbe considérée.
II y a cependant encore une observation nécessaire au sujet de cette indépendance. Envisageons le covariant comme une fonction des lettres a, . . . coordonnées de la figure ; les coefficients sont alors des fonctions du point mobile. Ce covariant, ainsi considéré comme un polynôme des lettres a, est susceptible de formes plus simples moyennant quelques relations entre les coefficients du polynôme. Ces coefficients
étant ici des fonctions de cc^ y -—-> * . . , ilpeut arriver que de
telles relations soient ou incompatibles ou compatibles entre dles. Dans le cas où elles sont compatibles, il existe des courbes sur lesquelles ces relations sont vérifiées en chaque point. Pour une quelconque de ces courbes et le covariant envisagé, le problème, on le voit, est changé; il se rapporte proprement à un autre covariant plus simple.
Nous achèverons de préciser nos hypothèses en admettant que la courbe considérée n'est pas au nombre de celles pour qui le covariant se simplifie.
Un exemple éclaircira ce qui vient d'être dit. Prenons le covariant suivant qui est sous la forme F^ ( w, «), les accents dénotant les dérivées par rapport à ^ :
{ahc){acd){adb){ubc){ucd){udb){uu' u") + k{bcdy {uu' af ,
Si Ton a identiquement (uu'u")=Oj le covariant se réduit au dernier terme qui est un cube.
Ainsi, pour ce covariant il faudrait exclure les lignes droites.
3§. Commençons la discussion en examinant quels sont les éléments du nombre ù qui répondent à des points de la courbe variables avec les points a, 6, c, d.
Soit ^ un de ces points. Puisqu'il varie avec a, . . . et que a, . . . restent indéterminés par hypothèse, x est un point
simple de la courbe G. DoncrélémentdeQ qui s'y rapporte est entier et positif. Si cet élément n'est pas égal à l'unité, c'est que la dérivée du covariant F, prise par rapport au point x le long de la courbe G, s'évanouit en même temps que F. Soit F^ ce que devient F quand on y substitue, au lieu de r et de ses dérivées, leurs expressions en x relatives à G, en sorte que F< dépend maintenant de la coordonnée x et des a, by ... L'hypothèse entraîne cette conséquence
r)F que -r— î- s'évanouit avec F^ . Il en résulte aussi que les dérivées
partielles de F^, par rapport aux coordonnées de a, b, . . , s'évanouissent, aussi en même temps. Donc F], considéré comme fonction de ces dernières quantités, se décompose en facteurs dont un au moins est un carré. G'est un fait qui peut se produire, mais se rapporte précisément au cas que nous venons d'exclure, celui où, pour la courbe envisagée, le covariant se décompose. Ge cas exclu, le point x apporte au nombre ù un élément égal à l'unité. Donc la partie du nombre Q, relative aux points de la courbe variables avec les éléments du covariant, est égale au nombre des points simples de la courbe, en chacun desquels ce covariant s'évanouit.
36. Les éléments de 0 qui répondent, au contraire, à des points de la courbe invariables, ne sauraient être discutés à la fois pour tous les covariants imaginables. Mais on peut répartir les covariants en vastes groupes, à chacun desquels s'applique une discussion unique. L'ordre le plus élevé des dérivées qui figurent dans le covariant peut servir de base à cette classification.
Dans un covariant du premier ordre, les éléments de la courbe
sont x'^ y-t'Z/' Pour le calcul du nombre 0, ces trois quantités ont, en chaque point, des valeurs finies. Il est impossible que la substitution de ces valeurs dans le covariant
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donne un résultat qui ne soit pas fini et difTérent de zéro, lânt que a, 6, c, d restent indéterminés. Donc, en ce cas, ij n'y a aucun élément de 0 indépendant de a, 6, c, d. Donc : Sur une courbe de degré m, de classe \k, le nombre des points en chacun desquels s^ évanouit un covariant différentiel du premier ordre, indépendant de la courbe est 03 [jL -f- to^m, les nombres co e^ co' ne dépendan t que de ce covariant.
37. Nous avons déjà observé (n^ 28) que la forme d'un covarîant peut, sans inconvénient, contenir explicitement, au lieu des quatre points a, Z?, e, rf, toute autre figure. Dans l'exemple ci-après, nous prendrons une telle forme.
Soit A le premier membre de l'équation d'une ligne droite, et B le premier membre de l'équation d'une courbe dont nous désignerons le degré par k. Prenons le covarîant
dt\ki^
qui peut être mis sous forme de déterminant. En désignant par ^,, ^2? ?3 les coordonnées tangentielles, savoir
et dénotant par des indices les dérivées partielles
on trouve aisément
dk
du:
à II s'
¥,{u) = {kBl):
Sous cette forme, on voit que F = o exprime la relation suivante : la droite A, la polaire du point variable par rapport à la courbe B et la tangente de la coarbe C, lieu du point variable, sont concourantes.
Les nombres S r=: /c -j- i , co = i sont en évidence dans les
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deiiK formes de F. On a ainsi, pour le nombre N des points où la condition F = o est satisfaite,
Tel est le résultat quand, la courbe C étant censée donnée, V indépendance a lieu, c'est-à-dire que A etB restent indéterminées. L'examen des circonstances qui accompagnent la dépendance doit, avons-nous dit (n"^ 34), être réservé pour chaque cas particulier. Faisons ici cet examen, en nous bornant toutefois, pour abréger, à la recherche des éléments répondant à des points de G qui ne varient pas avec la droite A.
En prenant, pour le point ?/, r=z?/2 = o, l'origine d'un cvcle et pour la droite ?/2 = ^ 1^ tangente de ce cycle, pour
variable indépendante ^ = —^5 nous avons, à Forioine du
cycle, les valeurs o, i, o pour ^,, ^o? ?3 ; par suite, d'après la dernière forme du covariant, F^(^) est fini, différent de zéro, si Ai B3 — AaBi n'est pas nul. Ce binôme ne peut être nul, quelle que soit la droite A, que si B^ et B3 sont nuls tous deux. Cette circonstance se présente, ou bien si B et C sont tangentes entre elles au point x^ ou si ce point est multiple sur B. Pour examiner un tel cas, revenons à la première forme de F, en y prenant pour t une variable suivant laquelle se développent les coordonnées de x sur le cycle. Soit h Tordre de B pour ce cycle, c'est-à-dire le degré du premier terme dans le développement de B suivant les puissances croissantes de t. L'ordre de F, pour ce même cycle, est h — /^, si n marque l'ordre du cycle.
En prenant pour chaque point commun à B et C le nombre analogue à h — /z, nous aurons donc
Ni = (/(•— l)7??. -k-[Si—^{Jl-~/l)
pour le nombre Ni des points variables avec la seule droite A. Si toutes les intersections de B et C sont simples, notre
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analyse même et notre dernière formule montrent toutes deux que tous les éléments h — n sont nuls. Pour les autres cas^ nous pourrons modifier la formule en observant qu'on a
> A =rz km, 11 vient ainsi
OÙ la somme comprend tous les cycles de G ayant leurs origines sur B. C'est, en termes plus ordinaires, la somme totale des ordres de multiplicité des points de G, qui sont sur B.
Pour chaque point x de la courbe G, on prend Tintersection de la tangente en x et de la polaire de x par rapport à B. Soit Xii cette intersection. Le lieu de x^ est une courbe G| dont le calcul précédent nous donne le degré N^. En supposant pour B deux droites isotropes conjuguées, ayant O pour point commun, on retrouve pour G, la tangentielle de G (n^ 17), et, par une transformation corrélative, on a ce résultat : La classe de la développée d'une courbe est égale à Vexcès de son degré sur sa classe, augmenté de la somme des classes de tous les cycles dont les tangentes sont ou isotropes ou à U infini.
38. Au lieu de faire dépendre un co variant différentiel d'une figure^ on peut aussi le faire dépendre de coefficients se modifiant par un changement de coordonnées, tout comme le premier membre de l'équation d'une courbe. A ce point de vue, la forme projective d'un covariant du premier ordre consiste en un polynôme entier à deux séries de variables et doublement homogène. Ges variables sont, d'une part, ^/^, Wiy i^3, coordonnées du point x\ et les coordonnées d'une droite ^j, ^o, ^s- D'ailleurs le point x est sur cette droite, ce qui est exprimé par
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et permet de varier la forme extérieure d'un même co variant. Si l'on omet la condition que x soit sur la droite, une équation entre les u et les \ définit ce que Glebsch a appelé un connexe.
Les nombres co et o)^ qui sont les degrés du polynôme relativement aux lettres \^l u sont la classe et Mordre du connexe. La proposition du n" 36 donne donc celle-ci : Sur une courbe, le nombre des points dont chacun, avec la tangente en ce point, appartient à un connexe^ est égal au produit des ordres du connexe et de la courbe, augmenté du produit de leurs classes.
On peut encore envisager le système des courbes qui sont leprésentées par l'intégrale générale de l'équation obtenue en éoralant le covariant différentiel à zéro. Alors o) et w' sont ies deux caractéristiques du système, to le nombre de ces courbes qui passent par un point^ o)^ le nombre de celles qui touchent une droite. La proposition prend alors cette autre (orme : Dans un système ayant les car ctc té ris tiques co et iù^, le nombre des courbes qui touchent une autre courbe donnée de degré m, de classe [jl, e^^ cojjl + co^m (^ ).
Il ne faut pas oublier, dans les deux énoncés, l'indépendance qui a été primitivement supposée.
Poursuivons la discussion commencée au n" 36, et
prenons un covariant différentiel du second ordre. SoitF^.(^)
dy d'^y ^ ;, -.
ce covariant qui contient ^, j}^, -— > T^/ ordonnons-le par
, d^y . , fd'yY.f dy
rapport a -— ^ et soit un de ses termes I -p~ ] J\^^y^7t'
Envisageons un cycle
(' ) FouiiET, Mëmoii^e sur les systèmes généraux de courbes planes, définis par deux caractéristiques {Bulletin de la Soc. Math.., t. II, p. 72).
S. — Courbes planes, 38
La partie principale du terme considéré est ici
n \ Il
Par la même raison qu'au n^ 36, on voit que ce coefficient ne peut être nul quelles que soient les données du covariant; par conséquent, la partie principale de F^(^) a pour degré
le plus petit des nombres — ; et son ordre relativement
au cycle est le plus petit des nombres a(v — n\ Si v^/2, cet ordre est zéro; car F est supposé indécomposable et ne contient pas, par conséquent, le facteur V^ * Si. au contraire,
v<^7?, le minimum répond au maximum de a; ce sera donc
.à} y • — y(7z — v), Y désignant le degré de F par rapport à —-^ • Ainsi :
Le nombre des points sur une courbe de degré m et de classe \K, en chacun desquels s^ épanouit un covariant différentiel du second ordre , indépendant de la courbe ^ est
N =:: co[x 4- co'm -H Y /^(/i — v),
OÙ la sommation s^ applique à tous les cycles de la courbe pour lesquels V ordre surpasse la classe.
Distinguons les cycles en deux espèces : dans la première rangeons les cycles caractérisés par /i^v; dans la deuxième ceux qui sont, au contraire, caractérisés par n'<^^/ . Faisons
A cause de la relation (22), qui peut s'écrire
le nombre N est susceptible de deux expressions
(24) N=:ico(JL-4- co'm 4- Y^ =:(co^ + o-{)m-\-{bi — 3y)[^ +7?? corrélatives l'une de l'autre.
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M). Cette corrélation se vérifie aisément sur la forme pro^ jective clés covariants différentiels du second ordre. Poui nous placer au même point de vue que dans le n*^ 38, nous définirons cette forme comme il suit. Abréviativement, désignons par (uP^^) une fonction doublement homogène de Uiy U2t Uz et ç,, ^2? ?3? du degré p par rapport aux u. du degré q par rapport aux ?. Faisons aussi
La forme générale projective clierchée est
Par rapport aux indices de dérivation, le poids de D est
égal à 3. Le poids de F est celui d'un quelconque de ses
termes
ca zzL 3y 4- ^.
Le degré par rapport à u est égal à 3 pour D, à 2 pour les \. Le degré S de F est donc celui d'un quelconque de
ses termes :
S — Sy-H 2q-{-p', par conséquent,
ij^' -zrzil — 2 w rzzy; — 3 y.
La seconde forme (24) du nombre N est ainsi
(25) N =i/>m + ^ [j. 4- YP .
Pour une transformation corrélative on doit remplacer respectivement u par ^, \ parDw et D par D-. Ces substitutions faites, F contient le facteur D avec l'exposant 2Y + q] ce facteur supprimé, on obtient pour le covariant transformé
F' ~ Dr ( UP' \'i' ) + Dï-l ( W/^'-3.^'7'^3 ) _|_ J3 y-2 ( ;^/./-6 ^ry/+G ) _^
^'rrz^-H3Y, q'-=p — 3^(.
La première forme (24) du nombre N est donc
( 2 5 bis ) N =n p' ij. ^L_ r/ m + y /*,
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et les deux formes (^5) et (20 bis) ont entre elles la corrélation nécessaire.
Suivant la remarque faite au n° 31, nous devons exclure les lignes droites pour l'application de ces résultats.
41. Si la courbe considérée n'admet que des singularités ordinaires, les lettres r et p marquent le nombre des points de rebroussemcnt et celui des points d'inflexion. Il existe donc une catégorie de problèmes bien définie, dans lesquels tous les points singuliers peuvent être remplacés par des équivalents en points de rebroussemcnt et points d'inflexion. Pour mieux dire, une courbe quelconque à l'égard des problèmes que nous venons de traiter est représentée par les nombres m, [Ji, r, p. Mais cette propriété appartient exclusivement aux problèmes qui concernent les covariants du premier et du second ordre, comme nous le verrons bientôt.
De même qu'au n^ 38, la formule (24) est susceptible d'un énoncé relatif au nombre des courbes appartenant à un système à deux arbitraires, et qui ont un contact du second ordre avec une courbe donnée. Il paraît inutile de nous y arrêter,
Voici des exemples
Exemple 1. — Pour un réseau de coniques, soit H(w) = o l'équation de la courbe hessienne, et soitJ(^)=:o celle de lacajlevenne, le covariant
égalé à zéro, fournit l'équation diff'érentielle des coniques du réseau. Ici
Ainsi, dans un réseau, le nombre des coniques qui ont un contact du second ordre avec une courbe donnée, du degré m, et dont les points singuliers ont l'équivalent p en
Hosted by
points d'inflexion, est égal à 3m -f- p. La classe de la courbe étant [Ji, et l'équivalent en rebroussements étant r, le nombre des mêmes coniques est aussi 3 [a + r.
Corrélativement, ce même nombre 3 m + p ou 3[ji+ /^ est par conséquent aussi celui des coniques qui, appartenant à un réseau tangentiel, ont un contact du second ordre avec la courbe.
Exemple 2. — Pour covariant, prenons le premier membre de l'équation difTérentielle des coniques bitangentes à une conique donnée et passant par un point donné.
Soit K[u) le premier membre de l'équation ponctuelle de laconique donnée. Posons y/A (w) = B(w). L'équation d'une conique bitangente à celle-ci peut s'écrire
où />i,/>25 Pz sont arbitraires. Par suite, l'équation différentielle cherchée peut se mettre sous la forme irrationnelle suivante, où c^^, ç^o? ^3 sont les coordonnées du point donné, et où les dérivées sont dénotées par des accents :
II
En désignant par A^ le déterminant conjugué obtenu par le simple changement de B((^)en — B((^) au dernier terme, on aura le covariant sous forme rationnelle et entière ainsi :
On y aperçoit immédiatement les nombres caractéristiques
Le nombre N est donc ici le double de celui qu'on a trouvé dans l'exemple précédent.
Lés coniques bitangentes à' une conique donnée, passant par un point donné et ayant un contact du second ordre avec une courbe donnée que caractérisent les nombres 7?7, [j.^ /% p, sont donc en nombre égal à 2 (3 /?2 + p) = 2 (3 jj. -[- r).
En conséquence, c'est eacore le même nombre pour les coniques bitangentes à une conique donnée, touchant une droite et ayant un contact du second ordre avec la courbe.
On peut, pour cas particulier, réduire la conique donnée à deux droites ou à deux points ; nous aurons de la sorte les caractéristiques de l'ensemble des coniques ayant avec une courbe (/n, [jl, /^, p) des contacts du second ordre.
43. C'est pour une raison générale que, dans les deux exemples précédents, on a trouvé une proportionnalité entre les trois nombres caractéristiques. Toute équation différentielle du second ordre algébrique, dont l'intégrale générale est représentée par des coniques, est ainsi caractérisée par les nombres y, ^ =: 3y, 5^ = o. Pour s'en convaincre, il suffît d'observer, dans le covariant F^(i^), la signification géomé-^ trique du coefficient de la plus haute puissance de D, et celle du terme indépendant de D. En les égalant à zéro, on obtient deux connexes exprimant la liaison qui existe entre les origines et les tangentes des cycles des courbes intégrales où l'ordre diffère de la classe. Quand les courbes intégrales sont des coniques, le coefficient de D^, égalé à zéro, donne le lieu des points auxquels se réduisent les coniques dégénérées, envisagées en coordonnées tangenti elles ; le terme indépendant de D donne, au contraire, l'enveloppe des droites auxquelles se réduisent les coniques dégénérées, envisagées en coordonnées ponctuelles. Ainsi le coefficient de D^ ne contient pas les lettres ^, et le terme indépendant de D ne contient pas les lettres u. C'est ce qu'il fallait prouver. De là cette conséquence qui appartient à la théorie générale des caractéristiques pour les coniques : le nombre des coniques qui ont
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des contacts du second ordre avec une courbe donnée et satisfont, d'autre part, à une condition triple indépendante de la conrbe, est y (3m + p). Le coefficient y ne dépend que de la condition triple; m est le degré de la courbe, p l'équivalent de ses points singuliers en points d'inflexion.
Pour avoir un exemple où ne se présentent pas de pareilles circonstances, il faut prendre une équation difi'érentielle dont l'intégrale générale ne soit pas représentée par des coniques. En voici un : désignant par a, 6, c les premiers membres des équations de trois droites, prenons le déterminant
L'intégrale générale de F^(i/) = o est représentée par les cubiques ayant pour point et tangente de rebroussement le point a = c = G et la droite a = o ; en outre, leur point d'inflexion a pour lieu c = o et la tangente d'inflexion passe constamment au point a = b = o.he nombre de ces cubiques qui ont un contact du second ordre avec une courbe est donné par la formule 6m + p. On a, en eflet,
44. Nous allons maintenant faire la discussion générale, commencée au n° 36, pour les covariants diflerentiels du troisième ordre. Tout d'abord, prenons ces covariants sous leur forme projective, ou, en d'autres termes, indépendante des coordonnées. Dans une pareille forme, les dérivées du troisième ordre seront introduites au moyen de la combinaison suivante :
G =z {uu'u"^) aii/x^ -h- 3 ( uié li") a^'^i — 3 ( uu'u") a^as .
Les signes Gw, at, ... expriment des formes linéaires, savoir :
Ua' ■=-aiu\ -^a^^u'^_^ -4-^3^3^ ar^ ^^aj?", -H «2 ^2 -^-'a^j.
D'après les expressions des ^, on peut aussi écrire
Oi^-=:z(oLUu')y y.i' ■=: [y. Uu" ) .
On voit que au, et aç/ sont les dérivées de au et a^.
Les propriétés de la combinaison G s'établissent aisément. Pour la clarté, considérons a^ , aa, ol^ comme les coordonnées d'un point a, et a^ , ^2, a^ comme celles d'une droite, joignant deux points [3, y- De cette manière, on peut écrire a„ = (Pyi/). L'analyse du n'' 27 ou un calcul direct donne immédiatement cette conséquence que l'expression suivante
reste absolument invariable, soit qu'on cliange la variable indépendante, soit qu'on effectue à la fois sur les Uj a, [3, y une même substitution linéaire. En conséquence, la dérivée de P^ reste également invariable pour les substitutions linéaires. Quant au changement de la variable, son effet se traduit par la relation
dVj _ ^P, ds
dt ds dt
D'après l'expression de G, nous avoDs
~ dû {^^(uf
Si nous effectuons une substitution linéaire à la fois sur les Uj a, p, y, que les nouvelles coordonnées soient désignées par des majuscules, et que A soit le déterminant de la substitution ; si nous faisons, en même temps, un changement de la variable indépendante, nous aurons, pour traduire le changement qu'éprouve la forme de G, l'égalité
Ainsi G^ (?/) est un covariant différentiel du troisième
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ordre, et son expression contient un point a et une droite a en outre des éléments du point x. Pour ce covariant, le nombre to est égal à 5. Le nombre S est égal à 6 ; par suite,
On peut, sans inconvénient, supposer le point à sur la droite a. Prenant alors des coordonnées {particulières, on pourra faire
(2i = 0, <22=0, (^3=:I, ai=:0, a^ =: I , «gZizO.
Choisissant x =^ ~ pour variable, et j/ = — pour fonction,
on réduit ainsi P a -7-^ et (j a — — :• Par la se reconnaît que, dx^ clx'^ ^
dans cette hypothèse (le point a sur la droite a), G=o est
l'équation différentielle des coniques qui touchent la droite a
au point a. Si, au contraire, on suppose que a ne soit pas
sur a, on peut choisir les coordonnées ainsi
(2i=i:0, (22 = 0, «3=1, ai=zO, «2=0? «3=1.
Avec les mêmes variables que tout à l'heure, on a pour G
l'expression -7- — -; — , où les dérivées sont prises par
rapport à x. L'intégrale générale de G = o est
A ^^ + 2 B xy 4- G j^ = I ,
où A, B, G sont les constantes d'intégration. Elle est représentée par les coniques relativement auxquelles a est le pôle de a.
45. Au moyen du covariant G nous pouvons écrire un covariant quelconque du troisième ordre sous forme projective. Il suffit, à cet effet, de faire intervenir avec G le déterminant D=(i^t<^' ^'') et de prendre pour coefficients des fonctions des lettres w et ^.
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Avec les mêmes notations qu'au n"" 40, nous avons ainsi cette forme générale
¥,{u)^^G-^D^(uP',^),
où les exposants, pour chaque terme, sont déterminés par deux d'entre eux, suivant les conditions qu'impose la constance de co et o)^ à tous les termes
— 4 Y — 3 £ H- /) rzz oj' .
A ces nombres il sera plus commode d'en substituer d'autres pour mettre en évidence la dualité. Soient
c = max. de (s + 3^),
a = co — le, a^=zco'H-|c;
l) m max. de y.
Les nombres a^ a\ h et les couples 5, ^ dont chacun définit un terme de Ff(w) sont ceux que nous conserverons explicitement. Nous allons d'abord examiner comment ils se transforment par la dualité.
Nous l'avons déjà observé, le changement des coordonnées ponctuelles en tangentielles se fait par le changement de D en D^, de i^ en ^ et de ^ en D m. En conséquence, l'expres-
s Ion P ou — ~ se chans^e en -, — ^? si l'on échano^e en même
temps le point a et la droite a. Par conséquent, l'expression
1 i- 1 11 • ^''(^a d f CCW . ,j .
de G se chane^e en celle-ci — r-^ -r i~:T y ce qui se réduit
^ aé dt \Daf,7 ^
Si l'on fait ces changements dans F, on obtient pour le terme général transformé une expression de cette forme
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L'exposant de D peut s'éci^ire 2.^-^-28 -\- q = oj— (s-f-Sy). li a pour minimum (co — c). 11 y a donc lieu de supprimer le facteur D"^"^" à tous les termes. Après cette suppression, nous avons, pour le lerme envisagé dans F, un terme correspondant du covariant corrélatif, et les exposants correspour dants sont les suivants *.
Ti = ïj £1 — 2Y-H2£-H^ — wH-c, Pi-=-q, cji—P'
Calculons, par leur moyen, les nombres s^j s\^ d^^ a\, et tout d'abord C| :
£i-l-3Yi = 5Y-f-2£-i-^ — ■ (^ -\- c^=. c — £.
Comme F ne contient pas le facteur D, il y a au moins un terme où £ est nul. Par conséquent, s, -[- 3^1 a pour maximuih c; c'est-à-dire c^ = c. On a ensuite
. 5i== Yi-4- £i — iCi ==37-1- 2S-1--67-- w +-— -— 2 Y -— £ + -==--«^' j
y j =z 2 Yi -i- £1 — |Ci ==: 4 Y + 2 £ -h ^ — W -f- - — — Y — £ -i- - =: 5,
a^ =031 — f ^i = ^Ti + 3£ -{- cji — I (?!==: a',
En résumé, pour le covariant corrélatif de F, les nombres a et a' sont échangés, le nombre b se conserve; et pour chaque terme les nombres s, s' sont échangés.
46. Soit à chercher Tordre du covariant F relativement à un cycle
bi — diilere de 1 unité, on trouve immédiatement pour
le degré de la partie principale de G. D'ailleurs la partie principale de D est du degré '■' Donc un terme quelconque
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de r a sa partie principale du degré -— —
, . c (v — n) sv -\- s' n. -f ce que nous pouvons écrire -^- La partie
principale de F est donc fournie par celui de tous les termes où sy -]- s^ n est le plus grand possible. Donc l'ordre de F relativement au cycle est |c(v — n) — max. de (^v + s' n). Nous avons dit qu'on trouve immédiatement la partie principale de G. Effectivement, supposant le point a sur la droite a, nous avons vu qu'un choix convenable des coordon-
nées donne à G la forme -r^- Mais^ en laissant a et a quelconques, le calcul n'est pas moins facile. Prenons, en effet, la quantité P en y choisissant ^ pour la variable indépendante. Pour un cycle v^/i, le premier terme de son développernent
est du degré ; le premier terme de sa dérivée est du
degré Il en est de même pour G, qui s'obtient en
multipliant cette dérivée par une quantité dont le premier terme est une constante.
Prenons maintenant un cycle d'ordre n égal à sa classe, représentée par
On a, pour P, le développement
P,. .= A/ + (^ - ^o)''[(^ - ^oT]
SI - <" I . Mais, s: — ^ i, on a
i\ r= A^ + (^ -- .To) [(^ - ^or];
car le facteur
— — r-, introduit un terme du premier de oré, qui ne peut disparaître tant que a, [3, y restent indéterminés.
ÉTUDE SUR LES POINTS SINGULIERS. 6o5
11 en résulte que, pour le cycle envisagé, Tordre de G est — {n — A") si A" <^ /2 ; ou zéro si k ^ n.
Nous désignerons par H la somme positive S (/i — k) pour tous les pareils cycles. Le degré du covariant, relativement à G, étant b, l'ordre total de F, pour ces cycles, est — ^H.
Quant aux cycles v^^, chacun d'eux apporte àO l'élément calculé précédemment. Le nombre des éléments de i), qui se rapportent à des points variables, est donc
N = wjx 4- w^m + ^H 4-- ^ (/i — v) +7, max. de (^v -{- s' n).
Combinant cette formule avec (22) et introduisant a et d au lieu de o) et co^, nous aurons
(26) N = a\x -\-a' m -h^H + N max. de (5v -h s' n).
Telle est la formule définitive qui donne le nombre des points, sur une courbe, où s'évanouit un covariant différentiel du troisième ordre. Elle est sous forme dualis tique : le aombre H se conserve pour les transformations corrélatives ; |JL et m s'échangent, ainsi que a et a^ ; v et n s'échangent, ains« que s et 5^
47. Il convient de nous arrêter quelques instants sur la formule (26). On peut se donner à volonté un ensemble quelconque de couples 5,5^ : il y répond toujours des covariants F, sauf quelques restrictions que voici : i^ les nombres 25, ^s' sont tous entiers et d'une même parité; i"^ s -{- s' esV toujours positif, et l'une de ses valeurs est zéro ; 3^ les maxima de s -\- qls' el àe s' -\- 'is sont égaux.
Quand ces conditions sont remplies, on peut prendre
\c^=i max. de {s -h 25') =1 max. de {s' -h 25), puis a el a' k volonté, de telle sorte toutefois que 2a et 2a^
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soient entiers et de la même parité que 25 et 25', et en respectant aussi les inégalités
a = max. de {2s' — s), a'^max. de (25 — s').
Au moyen de ces nombres on peut, pour chaque co,np]:e 5,5', déterminer /?,^, y, £ d'après les égalités ci-dessus. Ces quatre nombres seront, comme on le voit aisément, entiers et positifs; en outre, e + Sy aura le maximum c; le terme correspondant proviendra du couple s,s^^ où 25^ -f- 5 est maximum; £ aura le minimum zéro, correspondant au maximum de 25 + 5'; enfin y aura le minimum zéro, correspondant à s -\- s' = o,
La deuxième et la troisième condition imposée aux couples 5,5' sont facilement satisfaites ainsi : prenons à volonté des couples S, S', les nombres 2 S, 2S' étant entiers et d'une même parité. Nous en pouvons déduire des couples s^s^ en posant
et déterminant \ et )/ par les deux équations
X.-|-)/== — min.de(S4-S
X — X' rzz max. de (S -f- 28^ ^ max. de (S' + 2S).
Les nombres s^s' ainsi choisis satisfont aux trois conditions requises.
Les nombres S etS^ peuvent être tous pris positifs; si l'on figure chaque couple S, S' par un point dans un plan, en donnant pour abscisse et pour ordonnée à ce point S et S', l'erisemble des couples (S, S') est figurée par divers points. Traçons alors une ligne polygonale tournant sa concavité vers l'origine des coordonnées, ayant pour sommets des points (S, S') et laissant d'un même côté l'origine et tous les autres points. Les sommets de cette ligne polygonale correspondent aux divers couples (S, S') qui sont susceptibles de rendre maxima Texpression Sv H- S'/i. Le sommet qui, pour une
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valeur donnée de -^ fournit le maximum est l'intersection ti
des deux côtés dont les inclinaisons sur l'axe des ^comprennent entre elles l'inclinaison dont le coefficient augulaire est
■ • Au cas où est le coefficient ansulaire d'un côté du
n II ^
polygone, les deux sommets de ce côté donnent tous deux le même maximum. C'est, comme on voit, la règle de Newton que nous appliquons ici. Le maximum de Sv -f- SOi correspond à celui de 5v + s^ n. Il résulte de cette analyse qu'on peut construire des covariants F pour lesquels l'application générale de la formule (2^7) oblige à distinguer, parmi les cycles d'une courbe, des catégories en nombre aussi grand qu'on voudra. Effectivement, prenons, en allant de l'axe des S vers l'axe des S', les coefficients angulaires des côtés successifs de la ligne polygonale; soient pour ces coefficients, changés de signC; les nombres positifs décroissants i.i,T2,T3j • • • correspondant aux côtés qui joignent les sommets successifs (SoS^', ),
(S^S;),(SoS:),(S3S;),.... Le maximum de ^ (^^-^ -^ s' a)
se composera des éléments suivants :
«^0 / '^0 + "^0 Z. ^^0 pour les cycles — >> ^i?
•^1 S '''1 "^ "^1 ^ ^^^ pour les cycles t^ > — > t,?
^- ^ '^- "^ "^^ ^ '^'^ pour les cycles ^^^ — ~>^à'>
et ainsi de suite. On peut cependant observer que le^ inflexions ordinaires et les rebroussements ordinaires donnent chacun un même élément, |c. Pour une courbe n'ayant que des singularités ordinaires, la somme considérée est donc |c(r + p); d'ailleurs H est nul aussi dans ce cas, et la formule (27) se réduit à trois termes a [a -\- a' m -r le (/*-]- p).
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48. De cette discassion résulte une conséquence importante : pour les questions où il s'agit de déterminer sur une courbe le nombre des points en chacun desquels a, lieu une relation donnée entre les éléments infinitésimaux de la courbe au delà du second ordre, les points singuliers ne peuvent être représentés par des équivalents en nombre limité, et dont la définition soit indépendante à la fois de la question particulière et de la courbe quon envisage.
Mais, si l'on particularise la courbe en restreignant le nombre des diverses sortes de singularités qu'elle possède, on peut obtenir des formules générales, les mêmes pour tous les covariants différentiels. Si, par exemple, on n'accorde à la courbe que des singularités ordinaires, on aura pour tous les cas la formule (24). Mais, tandis que cette formule (î^4) s'applique aux courbes quelconques, quand il s'agit de covariants du second ordre, elle ne s'applique plus qu'à des courbes particulières quand il s'agit de covariants d'ordre plus élevé.
Si même on veut se borner à des courbes sans rebroussement, on peut s'en tenir à la formule N = oj^jl -{- cj' m, qui est générale dans le cas où il s'agit de covariants du premier ordre, particulière quand il s'agit de covariants plus élevés. Mais cette dernière formule ne présente pas, comme la formule ('^4), l'avantage de contenir les singularités nécessaires^ c'est-à-dire celles qui existent forcément quand on envisage à la fois deux f «ures corrélatives.
49. Ces formules, d'application restreinte, portent cependant en elles un renseignement précis. Si l'on envisage une courbe sans aucun point singulier, on peut appliquer la seconde formule N = tojji. 4- to'm. Mais, en ce cas, on a ^=1 m{m — i).DoncN=, m(wm -f- to^ — w). Les points, dont cette formule donne le nombre, sont les intersections de la
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courbe, du degré m, avec une courbe covariante. La formule nous fournit le degré de cette courbe. Ainsi, les points qui^ sur une courbe du degré m y satisfont à une même équation différentielle, sont à U intersection de cette courbe avec une autre , dont le degré est oj/?2 + to^ — -co, les nombres w et o)^ étant calculés comme au n^29.
Pour appliquer la formule (24) à une courbe n'ayant que des singularités ordinaires, il faut calculer le nombre y. Or, d'après notre mode d'analyse, on trouve à cet effet le procédé suivant : substituez, dans le covariant, le développement
/ — jo -^^ix^ xç, y\ {x — x^f\'
Le degré, en (^ — ^o)> du premier terme est — - v.
Le nombre y étant ainsi connu, nous pouvons prendre la seconde forme (24), et supposer maintenant une courbe sans singularités tangentielles. Nous aurons alors m= ^.(m. — i), N =: pi [(o)^4- 3 y) ji. H- co ~ 0)' — ôy]. D'où cette conclusion : Les points qui, sur une courbe de la classe [x, satisfont à une même écjuation différentielle, sont les points de contact de cette courbe et des tangentes cjui lui sont communes avec une autre, dont la classe est
Exemples. — Prenons le covariant du n"^ 32. L'expression de Qi montre que ce covariant s'évanouit en chaque point d'inflexion (v = 2, /i = i ). Donc il contient le facteur D^ ce que le calcul direct permiet de vérifier. Pour le covariant, débarrassé du facteur D, les nombres co et w' doivent donc être diminués des nombres analogues, 3 et — : 3, relatifs à D. On a ainsi co= 12, to^ = — i5. Donc les points sextactiques d'une courbe de degré m sont sur une courbe eovariante, du degré 11m — 27.
S. — Courbes planes, 39
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La même expression de Qj donne, pour un point de rebroussement(v= i, /!= 2), — y = 4 — MjOuy^ 10. Donc les tangentes aux points sextactiques d'une courbe de classe [i. appartiennent à une courbe covariante de classe
Les deux exemples du n° 42 donnent ici ces conséquences : les points où une courbe de degré ?7i a des contacts du second ordre avec les coniques d'un réseau appartiennent à une courbe covariante du degré 3(m — i); les tangentes aux points où une courbe de classe p. a des contacts du second ordre avec ces mêmes coniques appartiennent à une courbe covariante de classe 3(ji. — i); ces nombres sont doublés s'il s'agit des coniques passant par un point fixe et bitangentes à une conique fixe ; et généralement pour une série de coniques à deux arbitraires, on a les nombres analogues 3 y ( m — i ), 3 y ( [J. — 1 ).
50. Nous allons maintenant prendre quelques exemples de la formule générale (26), relative aux covariants du troisième ordre et à des courbes quelconques.
Exemple 1. — Prenons le covariant G lui-même. Il n'y a qu'un seul terme, défini par les nombres a = a' = -y b = i ,
6*r=:/= — Le nombre des coniques ayant avec une courbe
des contacts du troisième ordre, et par rapport auxquelles un point donné est le pôle d'une droite donnée, ou encore qui louchent une droite donnée, en un point donné ce nombre est
N--Z: - (m -H[jO-h -"y {f^ -f-v) -{- II,
Application à la courbe
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envisagée aun^33:m= [JL=5.Deuxcyclesv^7^,/^^ = 3,v^= 2, 71,3 = I , V3 = 2, ^ S (n + v) =: 4- Un cycle y = n=2,k=^ i, rir= I. DoncN== 10.
Application à la courbe x^r'^ = ^^+'7 :
N = 2(/? + ry).
Si l'on envisage l'équation différentielle des coniques ayant avec une courbe donnée des contacts du troisième ordre, cette équation sera du second ordre et son degi'é par rapport à D sera N. Nous reportant au résultat général établi précédemment (n'^ 43), nous avons cette conséquence : les coniques dont chacune a un contact du troisième ordre avec une courbe (niy jjt.) et un contact du second ordre avec une autre courbe (nti, [x^) sont en nombre
[^,{m 4- iK) -{-l^{n + V ) -H H] {3 m, -f- p,).
Exemple 2. — Pour le covariant F, nous allons prendre le premier membre de l'équation différentielle des coniques passant par un point et touchant une droite. Cette équalion étant compliquée, nous ferons le calcul sans la développer. En désignant par ^1,^2,(^3 les coordonnées du point donné, déterminons le3 coefficients de l'équation d'une conique par les équations
/•(l')=r rtjjP^ H- «22 ^2 + «^33^3 +-2 «i2^lt^2 H" 2 «23 ^2 ^3+2 «31 ('3 (^1 =1 O
puis
Formons, avec ces coefficients, ceux de l'équation taugentielle de la conique
^33 -=^11 «22 ^12' "^lâ ^=^ ^13^23 <^12«33? ••••
L'équation différentielle s'obtient en meltant dans l'équa^
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tion tangentielle, les coordonnées de la droite. Toutefois il faut observer que les coefficients a/y contiennent tous un facteur étranger (^çuii'y ; on le vérifie aisément par le calcul, et la raison en est que la conique passant par un point ç et ayant avec une courbe, en un point donné ^, un contact du troisième ordre, se réduit à la tangente, si ç est sur cette tangente.
L'équation différentielle doit donc être débarrassée du facteur [vuu'Y^ sans quoi le nombre N que nous trouverions serait augmenté du double de la classe \k. Il faudra donc diminuer de deux unités le nombre (o calculé sur le covariant, tel que nous l'avons défini.
Par rapport aux indices de dérivation, chaque coefficient atj est du poids 6; le covariant est donc du poids 12. Diminuant ce nombre de deux unités, nous avons to = 10. Nous trouvons de même 8=16, par suite (0^= S — 20)=: — 8. Le degré 6, par rapport à la dérivée du troisième ordre, est évidemment 2. Il nous faut maintenant trouver les nombres qui caractérisent les divers groupes de termes. Mais, ne voulant pas développer le covariant, nous opérerons en substituant directement le développement relatif à un cycle
Les coefficients aij étant donnés par des déterminants, un raisonnement tout pareil à celui du n"^ 32 fait voir que les ordres de ces coefficients pour le cycle sont respectivement les suivants ;
^11? <^22j ^33) <^12j <^237 <^3lJ
2v — 2nj V — 2/1, 2v, V — 2/z, V — /^, 2v — n.
Il en résulte que, parmi tous les coefficients de l'équation tangentielle, c'est as 3 dont l'ordre est le plus petit, 2V — ^n.
Ce résultat, indépendant du rapport-? montre que, dans ce
covariant, il n'y a qu'un seul groupe {s^s') pouvant donner
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le maximum de (^v + s' n). De celte analyse résulte
N=:: IO[X — 8/?2 + 211 4-^ {[\n-~ 2 V ) ;
en Combinant avec (22), on obtient la forme dualistique
N = m + {x-H V (az + v) --h 2H.
Ainsi les coniques qui ont des contacts du troisième ordre avec une courbe, et qui, en outre, touchent une droite et passent par un point, sont en nombre double de celles qui touchent une droite en un point donné. C'est une proposition connue dans la théorie des caractéristiques.
Exr.MPLE 3. — Le calcul précédent s'applique encore au covariant qu'on obtient en envisageant les coniques passant par deux points. Ce covariant est une fonction linéaire desa/y, tels qu'on vient de les trouver. On obtient ainsi la formule
N rrz i (m -f- 3 (x) 4- i ^ (/i 4- v) + H,
nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troisième ordre, et passant par deux points. Corrélativement
est le nombre des coniques ayant avec une courbe un contact du troisième ordre et touchant deux droites.
Le covariant dont il s'agit ici peut aisément être formé comme il suit. Soit au = o la droite qui joint les deux points, et soient bu'= 0, c^^ == o deux autres droites coupant la première aux deux points donnés y, p. L'équation d'une conique passant par y et [â peut s^écrire
où A, B,Esont les constantes à éliminer. Cette, élimination
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se fait ainsi
cf-^
d'où, en effectuant les calculs,
{^lai')"^ {^uii')''"'{^^uy {iiii'u")
Quand [3 et y coïncident, on retrouve ainsi le covariant G sous la forme donnée précédemment. Pour l'équation différentielle corrélative, celle des coniques touchant deux droites Cm = o, bu = o^ en désignant para leur point d'intersection, on aura de même
qui donne encore G quand les deux droites coïncident.
Exemple 4. — Nous allons former un exemple dans lequel aient lieu effectivement les circonstances qui distinguent la formule (26) de toutes les précédentes.
Soit une courbe anliarmônique (K) donnée, et représentée par l'équation
dans laquelle auybw, Cu sont trois trinômes du premier degré en Wi, U2, Uz' Considérons les courbes anharmoniques (K'),
ayant le même exposant - , le même point singulier Cu = ûT// = o
avec la même tangente c« = o, et ayant en outre, avec (K)
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en ce point, le contact le plus élevé possible, quand d'ailleurs on choisit arbitrairement pour chaque courbe (K') le second point singulier et la tangente en ce point. Ges courbes (K') satisfont à une équation didérentielle du troisièniie ordre, que. nous allons former, et dont le premier membre sera le co variant que nous prendrons pour exemple. ^
Soit bu-\-^ciu-\-^Cu=^o la tangente de (K') au second point singulier, et soit au +^"cw = o la droite qui joint les deux points singuliers de cette courbe. L'équation de (R^) aura la forme
où le coefficient K est précisément le même que pour la première courbe, à cause de la condition relative au contact de (K) et (K^) au point singulier commun.
L'équation différentielle s'obtiendra par l'élimination de À, V, V,
Afin de bien préciser le calcul, introduisons les sommets du triangle de référence, en les désignant par a, [3, y et dénotant les coordonnées de chacun d'eux par la lettre correspondante affectée des indices i, 2, 3.
Supposons au-^bu-i Cu ainsi choisis :
Rappelons-nous aussi les identités
buctn' — a^bj = — (aj^Y) (TW"%
Ecrivons l'équation de (K') ainsi :
È^H_ X ^ + V =^ ià('^ Hh X") ' .
Dilférentiant une première fois et ayant égard à la pre-
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mière identité, nous obtenons
(a un')
(i^uii')
DifFérentiant de nouveau, en ayant égard à la seconde identité, nous aurons
Pour éliminer la dernière constante Y'^ nous n'avons qu'à résoudre par rapport au dernier binôme, puis différentier, ce qui nous donne
dt\
(^x^uY^uidn!')
^Kn«pT)]
Pour achever le calcul en développant cette équation différentielle et la mettant sous forme entière, nous n'avons qu'à introduire, comme il a été convenu,
■ (ap«)-^ "dt
Il vient ainsi, pour le co variant cherché,
Cette forme de F est entière si l'on a ^ >/>. Pour les autres cas, F prend la forme entière si on le multiplie par des puissances convenables de G et D; ce qui fait, en tout, trois cas à distinguer. Mais il est à remarquer qu'une seule formule suffît, comme on va voir.
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GalcLilons la formule (26) dans l'hypothèse q>p* Nous trouverons
H\ ^ a ru Q
Vl P V2 p
D'après la définition du covariant F, on obtient le corrélatif par l'échange de p et q. En échangeant donc p et q^ m et [Ji, n et V; dans la formule précédente, on obtient celle qui convient au cas opposé, et qu'on pourra aussi calculer directement
iii ^ q n^ q
En supposant, dans la première formule, que la courbe (7?2, [Ji) soit elle-même une courbe anharmonique, caractérisée
Cf CI
par les nombres/?', q^, et admettant qu^on ait^^-? les données seront
m-~\kzi=i p' -\- q'^ II = 0, n^-=iq\ v^—y/; n^—p', V2 — ^'.
Il en résulte N = Zqq' + iqp' -{- pq' , Faisons l'application p=: p' z=z \^ qz=iq' z=zi]^z=i i^. Etant données deux cubiques de troisième classe, si l'on envisage les cubiques de troisième classe ayant avec chacune des deux proposées un contact du troisième ordre, en un point indéterminé pour l'une, au point d'inflexion pour l'autre, le nombre des cubiques considérées est égal à j8.
Ce dernier exemple fait bien voir que, pour les problèmes
Hosted by
6l8 APPENDICE.
dont il s^aglt, il n'y a pas d'équivalents, en nombre limité, aux points singuliers d'une courbe. Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion qui, pour les covariants du quatrième ordre et des ordres supérieurs, donnerait des résultats analogues, mais avec une complication toujours croissante»
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TROISIÈME PARTIE
51. On appelle correspondance entre les points de deux courbes C, G^, une liaison entre un point x de la première et un point ^^ de la seconde, telle que, l'un de ces points x étant pris arbitrairement sur G, l'autre points' s'en déduise sur G^ Il n'est, bien entendu, question ici que de correspondances alg-ébriques, c'est-à-dire exprimables par des relations algébriques entre les coordonnées rectilignes de x et x' .
De la manière la plus générale, la correspondance peut être telle qu'au point x correspondent k points x' ^ et au point ^3;' Ix points X, C'est le cas de la correspondance multiforme
Si k et k' sont, tous deux, égaux à l'unité, la correspondance est uniforme, ou, comme on dit aussi, les courbes se correspondent point par point.
11 peut se faire que G et C! coïncident. On a alors une correspondance entre les points d'une même courbe.
On ne doit pas confondre la correspondance entre les points de deux courbes avec la correspondance entre les points de deux plans. Gette dernière est une liaison double, telle que, un point x étant arbitrairement choisi, le point x' s'en déduise. Assurément, une telle correspondance, appliquée aux points x d'une courbe G, donne une courbe G^ avec une correspondance entre les points de G et C^ Mais, dans cette application, les nombres k et k' peuvent être modifiés. Soit, par exemple, la correspondance
Envisagée pour le plan, elle est caractérisée par /:==!,
Hosted by
/r'=4. Mais, appliquée à une courbe G qui n'a aucun des axes de coordonnées, supposés rectangulaires, pour axe de symétrie, elle donne lieu à une correspondance uniibrme.
D'autre part aussi, une correspondance donnée entre les points de C, C^ peut être regardée comme l'application à G d'une correspondance entre les points du plan. Mais, en vertu des équations de G et G, cette dernière correspondance n'est pas définie, et peut être variée d'une infinité de manières.
11 s'agit ici des correspondances envisagées seulement pour deux courbes et non pas pour le plan.
52, Les correspondances pour lesquelles on a/c = i méritent une mention spéciale. En ce cas, les coordormées de x^ s'expriment rationnellement par celles de x. Dans les correspondances uniformes, les coordonnées de x s'expriment rationnellement aussi par celles de x'. Pour faire cette inversion, il faut se servir, non pas seulement des expressions de x^^y en x,y^ mais aussi de l'équation de G, excepté dans le cas où la correspondance considérée est FappHcation d'une correspondance uniforme dans tout le plan.
Par exemple, la correspondance considérée tout à l'heure, appliquée à la droite ax -i- by^= i, prise pour G, est uniforme ; l'inversion se fait par les formules
Si, au contraire, on applique la même correspondance du plan à la parabole jk ==i ^r 2, prise pour G, l'inversion se fait ainsi
a coïncide avec G, et l'on a A^= 2.
Toute correspondance peut être ramenée à la combinaison de deux autres daîis chacune desquelles U un des
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nombres caractéristiques est V unité. Soit efïectivemerit une correspondance (/f, k) entre ^ et x' sur C et G^ On peut, d'une infinité de manières, pour chaque couple x^ x\ construire un point \^ tel qu'à chaque point \ corresponde à m fois un seul point x et un seul point x^ , On prendra, par exemple, le point de concours des tangentes de G et G^en^ et x^ ^ ou bien le point où la droite x^^ touche son enveloppe, etc. Le point ^ a un lieu F. Entre x et \ sur G et F existe une correspondance (A", i); entre \ et x^ sur F et G' une correspondance (i, k\ La correspondance {Xy x') est ainsi la combinaison des correspondances [x, ?),(i; x'). dont les nombres caractéristiques sont (A*, i), (r, k'),
53. Soit une correspondance (^, ^^) caractérisée par les nombres (A", i). Pour les coordonnées de jc^ conservons ^^,jkS entendant par là, comme précédemment, les rapports de deux coordonnées homogènes à la troisième; pour ^ prenons des coordonnées homogènes u^yU^i ^^3. La correspondance donnée permet de considérer ^^^, z/2? ^^3 comme trois polynômes entiers en x\ y' , Désignons par q le degré commun de ces trois polynômes.
Gonsidérons un cycle (G') sur la courbe G'. Soit ^ une variable correspondant uniformément aux points de ce cycle (n*^ 9); prenons les développements de x^ et y suivant les puissances de ^ qui définissent le cycle (G^), et portons-les dans i/i, Ui^ M3. Les coordonnées de x étant ainsi développées suivant les puissances entières de t^ ces nouveaux développements définissent un cycle (G). Le paramètre ^ peut correspondre uniformément aux points de ce cycle (G) ; le contraire peut arriver également, suivant les cas. D'une manière générale, imaginons que p valeurs de ^ correspondent à chaque point de (C). La correspondance entre les points dès deux cycles (G) et (G^) est caractérisée ainsi par les nombres (/^^ 1). Au cycle (C) peuvent correspondre d'autres cycles (G'J,(G^)]> .:.
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sur C^ Soient p, , p^, ... les nombres analogues à p par chaque couple (C) (Gj), (G) (G'^);, .... La somme p -[- pi + p2. . • marque le nombre des points de la courbe G' qui correspondent à un point du cycle (G), c'est-à-dire à un point de la courbe G. Gette somme est donc égale à k.
Si le cycle (G^) est pris arbitrairement, c'est-à-dire si son origine est un point arbitraire de G^, les nombres p sont tous égaux à l'unité. Quand un de ces nombres est supérieur à l'iïnité, il y a coïncidence entre plusieurs points x correspondant à un même point x^. Nous allons trouver une relation entre le nombre de ces coïncidences et les éléments des courbes G et C déjà envisagés.
54. Gonsidérons une fonction linéaire des u^ soit a r=: «i Ui -h <^2 ^h H- <^3 ^^3-
Envisageant cette fonction le long de la courbe G^, appliquons le théorème du n'' 27. Les cycles relativement auxquels l'ordre de a diffère de zéro, quels que soient les coefficients a, sont : i^ ceux qui répondent aux coordonnées .r', j/ infinies ; 2° ceux qui correspondent aux zéros simultanés des trois polynômes a. En ce qui concerne ces derniers, désignons par h l'ordre commun aux trois polynômes relativement à un pareil cycle ; la totalité des zéros communs à Uif ?/2, U'i donne, pour la somme des ordres de a, l'élément S A. Quant aux premiers, chacun d'eux donne l'ordre — q; leur nombre est le degré m^ de la courbe O. Leur ordre total est donc— m'^.
Les cycles relativement auxquels l'ordre de a diffère de zéro, et qui varient avec les coefficients <2, répondent aux intersections de la courbe G avec la droite a =: o. A chacune de ces intersections correspondent k points de G^; ces intersections ont pour nombre le degré m de G. La somme des ordres relatifs à ces cycles est donc km. En égalant à ^éro la
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somme totale, on a ainsi régalité
km ^=z m' q — 2, ^' •
Considérons maintenant une fonction linéaire a des coordonnées tangentielles de x^ soit
/ du
Appliquons encore à a le même théorème.
Les points à coordonnées infinies donnent ici la somme
Ceux en lesquels dx' est nul donnent la somme — \i,\ la classe de la courbe ÇJ étant désignée par |ji^ Examinons maintenant quels sont les autres éléments de la somme des ordres, indépendants des coefficients a.
Prenons un cycle (C^), d'ordre /z^ Supposons que, relativement à ce cycle, les polynômes u aient l'ordre h. En faisant une combinaison linéaire de ces polynômes, on pourra faire disparaître le terme en t^. Soit alors /i + N le degré du premier terme qui subsiste. Il est visible que l'ordre de a, relativement au cycle (C), est^A + N — n. Tel est l'ordre de a, relativement à tout cycle (G^), où les coordonnées de l'origine sont finies^ et où la tangente n'est pas x' = const.
Enfin la somme des ordres de a, pour les cycles dont les origines varient avec les coefficients a, est égale à /rp., la classe de G étant désignée par [x. Nous avons donc
A- (ji. =r 2 m' {q — I ) --r- [-J-' — \^ ( 2 A 4- N — n'), ^'élimination de q entre les deux relations conduit à celle-ci:
( ?.-] ) . k{[j. — 2 m ) '— [X — 2 m' — /^ (N — îi').
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55. Pour dégager, dans la formule (27), les éléments géométriques, envisageons d'abord l'hypothèse A- = i . En ce cas, C et G se correspondent point par point. La variable t qui correspond uniformément aux points d'un cycle (G^) correspond uniformément aussi aux points du cycle (G). D'après le n*^ 9, N est l'ordre du cycle (G). Mettant alors n pour cet ordre, nous avons à prendre dans (27) tous les couples (G), (G') correspondants où (n — n^) n'est pas nul. En prenant ces couples, nous pouvons écrire
{JL 2 772 -h ^ (^ — 0 = (^^ 2 77l' H- \ (Vl' — l).
Mais, dans cette dernière forme, la sommation peut se faire, pour chaque courbe,, indépendamment de Tautre, pourvu qu'on n'omette aucun des cycles d'ordre différent de: F unité. Ainsi :
Le noTTibre ^ — 2 tu -\- ^ (/^ — i) se consente dans toute
co7^respondaiice unifoi^nie.
On verra plus loin que ce nombre est pair et a pour minimum — 2. On peut donc l'écrire i{p — i) :
Le nombre entier, non négatif, /?, s'appelle le genre de la cowohe. Deux courbes, qui se correspondent point par point, sont du même genre.
56. Prenons maintenant A" différent de l'unité. Lé nombre N est alors égal à pn, 7i étant l'ordre du cycle (G) correspondant à (G'), et p désignant le nombre des points de (G^) qui correspondent à un même point de (G). Pour donner à l'égalité sa forme définitive^ envisageons maintenantune seconde correspondance [x^ ,x") entre un point de G^ et un point d'une autre courbe G^', et supposons cette correspondance caracté-
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risée par les nombres (i, k"). Nous avons, en appliquant
régaiité(27)àc, cy, et à es G^
k" ( ^' — 2 ni!' ) " {i.^ — 2 772' + 21 ( P' ^^' — ^*^')-
La propriété essentielle des sommes ^ qui interviennent
ici consiste en ce qu'on peut les étendre à tant de cycles qu'on voudra, sous la condition de n'omettre aucun de ceux où l'élément de la somme n'est pas nul. On peut donc tirer des deux égalités cette autre
(29) k{^ — im) — k"{)y!'—im") — ^{fn!'~^n).
C'est là une , des formes qu'on peut considérer comme définitives, tous les éléments étant susceptibles de définilions simples. Voici, à cet égard, les observations à faire :
i^ Dans la formule (29), les courbes G et QI' ont entre leurs points une correspondance cjuelconque (A*, k")^ (n'^oS) ;
2*^ Les lettres n et n!' désignent les ordres de deux cycles correspondants (G), (G^^) sur ces deux courbes; chacjue point du cycle (G) ay sur (G^), des correspondants en nombre p, et chaque point de {G') a, sur (G), des correspondants en nombre f ,
57. Voici maintenant une autre forme de la même relation. Nous pouvons transformer (29) ainsi
A-(|i. — 2m) -^^^{^n— i) — k" {]y!' — im")
où chaque somme sera étendue aux mêmes éléments que précédemment. Mais, d'après (29), on peut les étendre à tant d'autres éléments qu'on veut. Pour chaque cycle (G) qui
S. ~ Courbes planes, (\o
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figure déjà dans ces sommes, prenons tous les correspondants (C^)' Comme on a \^p = /c, le second terme de la dernière relation devient /<^ X (^ — 0* Répétons la même transformation pour chaque cycle (G^) qui figure actuellement dans les sommes, et le quatrième terme devient //' ^ {7/ — 1). Étendons ces deux sommes V(/^ — i) et \ (/i'' — i) à tous les cycles (C) et (C) pour lesquels les éléments ne sont pas nuls. Il restera au second membre la somme ^(p'^ — p)
étendue à tous les couples (G) et (G") correspondants considérés, et cette somme se réduira à tous les couples (G) et (G^') pour lesquels (p'^ — p) n'est pas nul. Faisant usage de l'égalité (28), nous conclurons
Dans cette relation, la somme ^ (p^^ — ^ p) a la signification
suivante : a et a'^ étant deux points correspondants, à un point ^ infiniment voisin de a correspondent p points x'^ infiniment voisins de d\el à un point .r'^ infiniment voisin de a^ correspondent p^' points x infiniment voisins de a. Quand a et a'^ sont les origines de plusieurs cycles, on doit considérer successivement ces points comme appartenant à ces divers
cycles, pour faire la somme Tj (P' "~ P)* blette relation (3o), si remarquable par son extrême généralité, est due à M. Zeutlien.
Gomme on l'a observé précédemment, la correspondance peut avoir lieu entre les points d'une seule et même courbe. La démonstration précédente s'applique parfaitement à ce cas, et la formule (3o) donne
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Le genre/?, se conservant dans toute correspondance point par point, se conserve par dualité. C'est ce qu'on vérifie par la formule (^9); en effet, si l'on écrit
on retrouve la formule (22).
En faisant usage des formules (3o) ou (3i ) dans des correspondances diverses, on peut établir par une voie toujours la même une foule de résultats concernant le nombre des points qui, sur une courbe, satisfont à une relation donnée, ou même concernant des groupes de points. Nous laisserons de côté ces applications pour aborder immédiatement une des questions les plus importantes qu'offre la théorie des correspondances, celle de la réduction des singularités.
58. Prenons les mêmes notations qu'au n^ 53, mais supposons que la correspondance envisagée soit caractérisée par les nombres (i; 1). Pour un cycle (C) nous avons un cycle correspondant(C) ; les coordonnées d'un pointde (C) se développent suivant les puissances croissantes de t, paramètre qui correspond uniformément, dans ce cas, aux points de (C) comme aux points de G). Ainsi qu'on l'a vu au n° 9, la condition nécessaire et suffisante pour que l'ordre du cycle (C) soit l'unité consiste en ceci : les développements des coordonnées Ui, 112, u^ doivent avoir la forme commune
dans laquelle les trois déterminants A/By — AyB/ ne sont pas nuls.
Quand l'ordre n' du cycle (C) n'est pas l'unité, cette condition ne sera pas satisfaite si l'on prend arbitrairement les trois polynômes u. Effectivement, si ces polynômes ne sont pas nuls à l'origine de (G^), leurs développements auront la forme A+B^"'+ ..., et le cycle (C) sera généralement
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d'ordre n' . On voit clairement que l'ordre de (G) ne peut être moindre que nJ ^ si les trois polynômes u ne s'évanouissent pas à l'origine de (G), en d'autres termes si h est nul.
Nous allons montrer qu'on peut former un polynôme u^ entier par rapport à x' ^ jkS et dont le développement, pour chaque cycle (C^) d'ordre n' ^ i ^ ait la forme
u =1 1^' {a , -\- bst~^ . , .),
les premiers coefficients as, bs-, ... étant donnés à volonté pour chacun de ces cycles.
59. Soit le cycle (Q) représenté par le développement de jK^ suivant les puissances croissantes de (x^ — ^'^), x'^ étant l'abscisse de son origine. Prenons, dans ce développement, l'ensemble des premiers termes jusqu'à un rang que nous allons préciser, et désignons cet ensemble par /^(^^),en sorte que le développement lui-même soit représenté par
la lettre F désignant le reste de la série. Le développement dey a /^Waleurs qu'on obtient touies en prenant partout une seule détermination de ^^, et en la multipliant par les diverses racines to^ de co^^^ = i. Les termes qui composent/ doivent être pris en assez grand nombre pour que fs{(^s^s) ait précisément n' valeurs.
Il peut exister d'autres cycles, ayant la même origine c[ue (C^) et qui soient représentés par des développements suivant les puissances de (x' — x[,)^ coïncidant avec le précédent dans un certain nombre de termes successifs. L'ensemble/ doit contenir, en outre, au moins le premier terme par lequel le développement/^ -}- F^ diffère de tous les autres.
Ceci fait, prenons un polynôme entier arbitraire en ^^, ^s(js), et formons la somme
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appliquée à toutes les racines (x>s de Funité. Cette somme est rationnelle en y' et t^^ ; c'est donc une fonction rationnelle de x' et y, i'Vs{cc'^y). Pour chaque cycle (C^), dont Tordre diffère de l'unité, formons d'après la même règle une fonction rationnelle iVsy en prenant chaque fois cp^ indéterminé, et considérons la somme ç de toutes ces fonctions Wg. La propriété de cette somme ç^ qui va nous être utile, consiste en ceci : pour un quelconque (G^) des cycles précédents, le premier terme du développement de ç est fourni par la partie correspondante pp^.
Soit, en effet, a* le premier exposant de ts dans F^. Dans Vs-,
le terme /' /, — - a sa partie principale du desré — g*.
y~fs{ts) . .,
Tout autre terme, où ^^est multiplié par une racine de l'unité,a sa partie principale de degré plus grand ; car, d'après la première condition observée dans le choix de/, le dénominateur a sa partie principale de degré moindre que o-. Pour une raison analogue, la seconde condition, observée dans le choix de/, a pour effet d'assigner à la partie principale de chaque autre fonction ^r wn degré supérieur à — «t. C'est ce qu'il fallait prouver.
En prenant ^^ à volonté, nous aurons ainsi le développement de (^, pour le cycle (C^), sous la forme
Les coefficients a^, p^, . . . seront arbitraires en aussi grand nombre qu'on voudra, pourvu qu'on prenne le degré de cp^ convenablement.
Il suffit maintenant de prendre pour u le numérateur de la fraction rationnelle ç\ le développement de u, pour chaque cycle (C^), aura la forme demandée. Les coefficients a, 6, . . . et a, P, . . . se déterminent linéairement les uns par les autres. Donc asj bs, * » ^ peuvent être pris arbitrairement.
Prenons trois polynômes Uiy 1(2, u^i construits comme
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on vient de le dire, et employons-les pour déduire une courbe C de la courbe C^ Tous les cycles (C), qui correspondent aux cycles (G^) d'ordre ii! '^ i, auront eux-mêmes l'ordre unité. Tout autre cycle (C) donne d'ailleurs un cycle (G) d'ordre égal à l'unité. Effectivement, la circonstance opposée exige cju'à l'origine du cycle (G^) soient satisfaites les conditions
— 1^ = — ? = — ^. Ges conditions, au nombre de deux, ne a^ U2 u-i
seront satisfaites en aucun point de G^ si les polynômes u ne sont pas particularisés. Ainsi à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe qui n^ait aucun cycle cC ordre différent de V unité. On peut aller plus loin encore, en faisant entrer au nombre des cycles (G^) considérés précédemment tous ceux dont les origines sont des points multiples de la courbe G^ quand même les ordres de ces cycles auraient l'unité pour ordre. De cette manière, à toute courbe algébrique on peut faire correspondre point par point une autre courbe sur laquelle les correspondants de tous les poijits singuliers de la première soient des points simples, et qui n^ait elle-même d^ autres points singuliers que des points doubles ordinaires. Ge théorème est dû à M. Nôtber.
Ler points doubles de G proviennent des couples de points x' y x\ pour lesquels les trois couples de valeurs de u^^ u^-^ u,\ sont proportionnelles entre elles. Ges couples de points sont variables sur G' quand on fait varier les arbitraires des polynômes u. Mais leur nombre est entièrement fixé quand les polynômes u sont construits, comme nous avons dit, avec des polynômes cp de degré déterminé. Effectivement alors le degré et la classe m, pi de la courbe G sont donnés par les équations du n'' 54. Puisque G n'a pas d'autre singularité, on a dans ce cas ^ = m(m — i) — 'id, d étan t le nombre de ces points. G'est un résultat bien connu, et qui sera d'ailleurs démontré bientôt.
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Le genre/?, commun aux courbes C et G^, est donné par la relation '2(^p — i ) = |i, — 2 m, d'où l'on déduit
(m — i){rn — 2 ) ,
p ^:::z — cL
Des considérations, trop connues pour qu'il soit besoin
de les rappeler, prouvent que le nombre des points doubles
1, 111. 1 . (^ — i){m — 2) d une courbe de degré m ne peut dépasser ^ •
Donc le nombre p est, comme il a été annoncé, entier et non négatif.
61. L'analyse des n°^ 58 et 59 conduit à donner au théorème de M. Nôther une forme plus géométrique. Les coordonnées x' et y' étant considérées comme les rapports trr? —. de deux coordonnées bomogèmes X, Y à une troisième V, prenons une quatrième coordonnée Z et définissons -rr par le
rapport de deux polynômes u^ et^/o? ï^on pbis d'un même degré comme précédemment, mais de degrés qui diffèrent entre eux d'une unité : u^ de degré ^ + i; ?/o de degré q. En joignant à l'équation de la courbe G l'équation :^=— ? nous
définissons une courbe gauclie F, qui a un seul point singulier; c'est le sommet Z(X rz= Y =: V ==: o) du tétraèdre de référence. En ce point, la coui^be gauche se compose de cycles, d'ordre unité, ayant cette commune origine; les tangentes de ces cycles sont les droites aboutissant aux intersections de G et de la courbe Uq = o, autres que les points singuliers
de a.
Si maintenant on fait la perspective de F en plaçant le point de vue arbitrairement, cette perspective est une courbe plane correspondant point par point à C^ et n'ayant pour points singuliers que des points doubles ordinaires (points doubles
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apparents de F), et la perspective de Z. Cette courbe plane n'a donc, elle aussi, aucun cycle d'ordre différent de l'imité. En faisant varier d'une manière continue le point de vue jusqu'à Z, on pourra obtenir G^ comme limite de cette perspective. Donc une courbe algébrique quelconque peut être considérée comme la limite dhine autre courbe n^ ayant aucun cycle d^ ordre différent de Vunité, Dans cette déformation, les points singuliers de G' s'obtiennent par la réunion de points doubles entre eux.
02. Pour faire comprendre la grande importance du théorème de M. Nôther, nous allons montrer, par un exemple, comment ce théorème permet de transporter à des courbes (quelconques certaines propriétés faciles à prouver pour les courbes à singularités ordinaires.
Soit une courbe G du degré m, n'ayant d'autres points singuliers que des points doubles ordinaires, en nombre d^ et dont le genre/? soit au moins égal à l'unité. Par les points doubles on peut mener des courbes A (^, jk) = o du degré m — 3 , et ces courbes ^ forment un système linéaire k p — i arbitraires. En d'autres termes, il existe/? polynômes J^i , ^2? • • •?'}/? linéairement distincts entre eux. Soit/(.r,jK) = o l'équation de G, sous forme entière; et considérons l'une quelconque
des expressions ■/';.; '"^, = 6a(^) le Ions: de la courbe G. Un
ày
théorème célèbre, dû à Abel, et pour la démonstration duquel nous renverrons aux ouvrages spéciaux (^), fait connaître la propriété suivante de la fonction 6A(.2r). Soit un faisceau de courbes dont chacune rencontre la courbe G en \ points variables avec le paramètre du faisceau, les autres points de rencontre étant fixes pour toutes les courbes du faisceau; en
(') Clecscii et GoRDAN, Théorie der Abel'schen Functionen, p. 44*
Hosted by
désignant par ^4, ^2? • • . ,^x les abscisses des points variables, on a toujours
6/^. ( ^j ) dûCy -\-^k[ .V.2 ) dx2 . . -^ki^i) dx-^ =0.
De ce théorème, M. Edouard Weyr a déduit le suivant : si l'on peut, en modifiant le faisceau, faire en sorte que les )v points de rencontre de G avec une des courbes du faisceau soient choisis arbitrairement, le nombre \ est nécessairement |)lus grand que le genre p de la courbe G.
En effet, pour un quelconque des groupes (^^ . . . ^x) ont lieu p équations, telles que la précédente. Si l'on avait )^^/>, ces équations homogènes entre les différentielles dx^ , . . . , dx^ entraîneraient une ou plusieurs relations entres ^i, . . . x^, ce qui est incompatible avec l'hypothèse, un des groupes x^ . , , x-^ devant pouvoir être pris arbitrairement.
Si maintenant on applique une même transformation, à la fois, à G et au faisceau, on obtient une transformée G' et un autre faisceau. Les points mobiles sur G se transforment en points mobiles sur G^, et le théorème de M. Weyr s'applique à une courbe algébrique quelconque, les deux nombres \ elp se conservant dans la transformation.
Il existe aussi une proposition réciproque. Revenons à la courbe G, qui n'a que des points doubles ordinaires. Par ces d points et ^ 4- I autres, choisis à volonté sur G, on peut d'une infinité de manières mener une courbe G^ du degré m — 2. Les autres intersections de G et Gj sont au nombre
Par ces dernières et par les 6/ points doubles on peut mener un faisceau de courbes Gj), du degré m — 2. Effectivement le nombre total des pivots est
C^ est une des courbes de ce faisceau, et l'on a pris à volonté
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pour cette coiii^be Cj le groupe des intersections mobiles, qui sont en nombre {p -\- i). Ainsi, tandis que le théorème de M. Edouard Weyr assigne au nombre \ la limite inférieure /)-f- I, nous voyons maintenant que cette limite peut être effectivement atteinte pour une courbe C à points doubles ordinaires. Mais ce résultat s'étend immédiatement aux courbes quelconques, et nous avons cette proposition générale : si^ sur sur une courbe algébrique quelconque^ on veut déterminer les points par groupes au moyen des intersections de la courbe avec les courbes dhin faisceau, et cela de telle sorte quhin des groupes puisse être pris à volonté, le minimum du nombre des points composant un groupe surpasse d'une unité le genre de la courbe.
Cet énoncé attribue au genre une signification géométrique tout à fait générale et, en même temps, montre clairement que cet élément se conserve dans les transformations jLiniformes.
On remarquera que la démonstration a laissé de côté les courbes du genre zéro, du moins pour le théorème de M. Edouard Weyr. Mais ces courbes n'échappent pas à la démonstration de la seconde partie, et Ton voit que, suivant l'expression de M. Chasles, les points s'y déterminent individuellement.
Dans la dernière proposition, la condition qu'w/i des groupes puisse être pris à volonté est essentielle. Par exemple, les courbes hyperelliptiques, j'^ = F(^), oii F(^) est un polynôme entier de degré in, sont du genre {n — i); et cependant les points s^ déterminent par groupes de deux seulement au moyen des droites x r= constante. Mais on ne peut pas prendre à volonté les deux points d'un même groupe.
63. Une assez curieuse application de la formule donnant le genre peut être faite à la courbe r^ = cos/rQ (n° 16). Il est visible que deux telles courbes se correspondent point par point quand les deux nombres tels que k ont le même numé-
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râleur pour les deux courbes. On doit donc trouver pour le genre une expression dépendant seulement de ce numérateur. Prenons, par exemple, le cas où ce nombre k est positif,
égal à -• La discussion faite au n*' 16 montre qu'il y a sur la
courbe Zq cycles d'ordre s et de classe q. On a donc
D'ailleurs a = q(^q -h s\ m = iqs. Donc
2{p — i)z=zq{q \~s)"- ^qs-h ?>q{s — i) ~r. q{q — 3).
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636 APivKNDici:.
QUATRIÈME PARTIE
64. Nous allons étudier maintenant avec plus de détails les développements en série dont nous avons, au début de cette étude, introduit la notion. Soit donc un développement suivant les puissances ascendantes, à exposants positifs et fractionnaires de x ; soit n le plus petit dénominateur commun à tous les exposants. Considérons d'abord le premier exposant ^ et, le réduisant à sa plus simple expression, écrivons-le
t^=L—yq étant un diviseur de n et pouvant se réduire à l'unité.
Dans Jes termes qui suivent, laissons de côté tous ceux où Texposant a pour dénominateur q ou un diviseur de ^, et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit ti^ ce premier exposant ; écrivons-le ainsi
^ Wi Les nombres ^i et q^ étant pris aussi petits que possible, ciq^ est le plus petit dénominateur commun à ^ et ^,, et gr, n'est pas l'unité.
Dans les termes suivants, laissons de côté ceux où l'exposant a pour dénominateur qq,^ ou un diviseur de qq\^ et retenons le premier qui ne soit pas dans ce cas. Soit t^ ce premier exposant; nous l'écrirons
En continuant de la sorte, nous distinguerons un dernier exposant
,o X s Si 5, Sj.
q qqi qq^q^^ qqiq-^'-qk
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et le produit qq^ qi » - * qk est précisément le dénominateur /2, commun à tous les exposants.
De cette manière, nous avons distingué dans le développement certains termes caractéristiques
Cl oc ^ CL Y oc \^^ (X^OC'^ij • . . Cl j^OC\^
dont les exposants sont donnés par la formule générale (32). Dans cette formule, les entiers positifs s^ q de même indice sont toujours premiers entre eux.
Par construction, l'exposant d'un terme quelconque, intermédiaire entre ceux d'exposants ti et ^/^j, a pour dénominateur celui de ti ou un de ses diviseurs.
Tous les exposants des termes qui suivent le dernier terme caractéristique ont pour dénominateurs n ou des diviseurs de n.
Les exposants t sont les exposants caractéristiques y les
s ' fractions — les nombres caractéristiques.
6S. Nous aurons besoin de considérer simultanément deux développements différents, mais ayant en commun un certain nombre de leurs premiers termes. Employons, pour ce second développement les mêmes lettres accentuées, et admettons que le premier terme différent de part et d'autre soit, pour j^,
pour y
K et l'un au moins des coefficients A et A' diffèrent de zéro. Voici, à ce sujet, la recherche que nous avons besoin de faire. Prenant une des déterminations de jk et successivement chaque détermination de y^ nous allons chercher l'ordre de la partie principale du développement de' chaque différence j' — y.
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Pour fixer les idées, soit cp l'argument de la quantité complexe x^ choisi entre o et tu, et admettons que la détermination, considérée pour y^ réponde à l'argument =
qqi . . . qii
pour ^'7'7i-. ^«
Nous obtenons une détermination de y en attribuant là encore à x l'argument cp, puis en augmentant successivement cet argument de circonférences entières.
Pour la première détermination de y^ la partie principale
de r — '■ y est du deerré tt -\ C'est encore le même
/ ^ ^ '^ qq,...qi
degré qu'on obtient en ajoutant à l'argument de x
ihqqi . . . qiiz.
L'entier h peut acquérir les valeurs
o, I, . . . ,{q'i+i. qU2 .. -q'/i'— i).
Soit g-_i_, q'i_^^ . . , q'/,,z= Q] il y a Q dilïerences dont l'ordre
est ti -\ •
qqi.,. qt Ce résultat s'applique encore si tt -\ est l'expo-
sant caractéristique d'indice i-\-i, dans l'un ou l'autre des deux développements. En ce cas seulement, le nombre Kpeut n'être pas entier.
Quand on ajoute à oo l'argument ihqq^ . . . y/_<'rr, en prenant h non divisible par qi on obtient, pour la partie principale dey — y'j l'ordre ti. De la sorte il y a Q(^/ — i) difïerences d'ordre ti.
En ajoutant à x l'argument ^hqq^^ . . , qi_'^TZ^ h n'étant pas divisible par qi_^ , j'ai Qqi{qi-\ — i ) dilTérences d'ordre ti_ 4 j e te . . . .
Enfin, en ajoutant à x l'argument 2/itc, h n'étant pas divisible par q, j'ai Qqiqi-i- - * q\{q — 0 différences d'ordre t.
Hosted by
La somme totale des ordres des quantités jk — y' est ainsi
Wi " -qt j
ce cjiii peut s'écrire, en renversant Tordre des termes,
j--~-[sq{qiq.....qi)'^-^s,q,{g^q^..uiif-hS^q,^{q^q^,,.q '1 • • • qi
Prenons maintenant pour y successivement ses diverses
déterminations. Chacune d'elles conduira à ce même résultat.
Donc la somme totale S des ordres de toutes les quantités
{y — y') s'obtient en multipliant la précédente parç^^j . , . qk-
> — (<7/+i^/+2 • . . q/c){q'uzq'i+2 - . • q'k)isq{q^q^ . . . qiY-\- . . . -h 5/^7/ -h K].
Cette somme S est, comme on voit, symétrique par rapport aux éléments des deux cycles. C'est l'ordre d'un cycle par rapport à l'autre.
Si les deux développements n'ont aucun terme en commun, la somme placée dans les accolades se réduit à K.
66. Nous aurons à employer aussi une somme analogue obtenue en considérant les parties principales des différences y — y\ formées avec les diverses déterminations d'un même développement. L'analyse précédente s'applique fort bien à ce cas; et l'on ^ qn — i différences de l'ordre ^a, Çk{qk-\ — 1 ) différences de l'ordre ^a_i, . . . , enfin
qk-qk-i "-qiiq — ^)
différences de l'ordre t. On a, bien entendu, considéré une même détermination y et toutes les autres jKi pour former
y—yi-
Le total est ainsi
7c — i)ik-^-qk(qk-i — i.)^A-i-H ... -i-qkqk-i .-.^iC^— 0^
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En multipliant cette somme par le nombre des diverses déterminations de jk et divisant par 2, on aura la somme T des ordres de toutes les différences jKi — JK2? formées avec les diverses déterminations d'un même développement :
iT — sq^cj.. . . g/,{qqi . . . q/c~-i)
En supposant 5 = ^ + y, et faisant
n-=.qq^... q,,, n' z=.qq^.., qtq,.^^ . . . q';„
nous pouvons partager les expressions de S et T chacune en deux parties, savoir :
6 et ^ ne sont autres que S et T où l'on a remplacée par-jç^. Si 7 est positif; les développements représentent des cycles tangents à Taxe des ^, J^f est là somme des ordres des contacts des branches de l'un des cycles avec les branches de l'antre; test la somme des ordres des contacts des branches du premier cycle entre elles.
67. La signification géométrique des nombres 6, ® montre clairement que les nombres caractéristiques sont indépendants des coordonnées. Cette propriété peut être aisément aussi prouvée par un calcul direct; mais nous ne nous y arrêterons pas, ce calcul étant très analogue à celui que nous allons faire pour un autre but : trouver les nombres caractéristiques en coordonnées tangentielles, étant connus les nombres caractéristiques en coordonnées ponctuelles.
Soient quatre développements suivant les puissances ascendantes d'une variable, et commençant par des termes de degrés positifs, ainsi :
f(œ) par aœ^,
yi(^i) par ai^i«.,
cp(^) par p^^ ^^ ^^^
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Considérons, d'une part, les équations
et, d'autre pan,
? =J{a^i) H-/i(^-,), -ni — ?(^i) H- Ti(.^)i.
Si l'on développe v) et y|i suivant les puissances croissantes de l par l'élimination de x et x^y les deux nouveaux développements auront en commun quelques-uns de leurs premiers termes. Cherchons le premier terme différent, ou mieux le premier terme du développement de v^i — */].
En supposant infiniment petites les quantités ^, ^^ , Ç, y), Tj , , on voit que la partie principale àe X\ — x est
celle devii — r\ provient ou bien de f(^0 — f(^)? ou bien de <p< {oCx) suivant les ordres infinitésimaux de ces quantités. Par suite, la partie principale de r\^ — r\ est Tune des deux quantités suivantes :
Si a s — a = b^ — 6, la partie principale est la somme de ces deux quantités^ pourvu toutefois que la somme des coefficients ne soit pas nulle : aoL^^ — boL^ ^^ o.
Appliquons ce résultat en prenant les développements proposés de cette manière. F(^) et Y^{x^) étant deux autres séries commençant respectivement par les termes Kx^ et Aj.a;/'^'^, prenons
^ . . d¥,{x,) . . , d FOr,)
S. — Courbes planes, t\\
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Nous aurons alors, pour la partie principale de v] ,
t \ tk^
68. Au moyen de ce calcul préliminaire, nous sommes en état de prouver que, si les nombres caractéristiques cVun cyclcy en coordonnées ponctuelles ^ sont
q q\ ^2 qk
le même cycle, en coordonnées tangentielles, a les nombres caractéristiques
X qi q^ qk
Prenons les coordonnées tangentielles comme au n"^ 0,
dx ' dx \x
Envisageons, comme précédemment (n° 66), deux déterminations du développement, y etjKo '^ seconde déduite de la première par addition de ^iqq^, , . qui'^ à l'argument de x. Prenant F(^)= jk, et pour le développement F^ prenant celui de y^ — y^ nous conclurons par le calcul précédent que, dans le développement dé 7| suivant les puissances de ç, il existe deux déterminations v), 7]^ dont la différence rj ^ — r,
a sa partie principale de l'ordre ? nombre qui est ici
X\ Wi qqiq^ qq,,..qi
X iqi ■ x^i^2 "* xqi-'-qi
Prenant successivement i=^ 1,2, ...,/:, nous concluons que le développement de 'r\ en \ contient les nombres caracté-
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ristiqiies énoncés. Le dénominateur commun à tous les exposants étant J^q^qi - * * ^k-, comme on le sait d'avance (n" 6), on conclut qu'il ne saurait exister d'autres nombres 'caractéristiques.
On peut de là tirer une conséquence relative au nombre uL (n"" 66). Prenant ce nombre et son analogue ^ en coordonnées tangentielles, on a immédiatement
2 (îi — ^) — (g — y ) ^1^2-.. qic ■=■11 — ^.
Cette égalité se traduit ainsi : La somme des ordres des contacts des branches d^iin même cycle entre elles et la somme analogue pour un cycle corrélatif diffèrent entre elles comme les demi-ordres des deux cycles.
69. Prenons maintenant deux cycles, comme au n" 65. Le calcul du n^ 67 fait voir que les développements relatifs à ces deux cycles en coordonnées tangentielles donnent lieu à deux déterminations dont les différences sont de l'ordre
IH
xV qq^ qq^q^ qq^-^qt
qq,..
X x^i x^i^2 isii-'-qi xqi'-qi
Le nombre K se conserve donc en coordonnées tangentielles avec la même signification. Si Ton se reporte à l'expression de ^, on voit que ce nombre se conserve aussi; par conséquent : la somme des ordres des contacts des branches de deux cycles différents et la somme analogue pour deux cycles corrélatifs sont égales entre elles.
70. Le premier problème à la solution duquel nous allons appliquer les notions qui précèdent est celui-ci : Véquaiion d^une courbe étant donnée en coordonnées ponctuelles y et les points multiples étant connus j trouver la classe de la
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courbe sans former V équation en coordonnées tangent telles.
Les points de contact des tang^entes menées d'un point a sont les zéros, variables avec ce point, pour le covariant
différentiel ioLU—r-y Soit /(i/i, u^j U's)=o l'équation de
la courbe ; les trois coordonnées tangentielles [U-j-] sont
proportionnelles aux dérivées partielles de /. Au covariant différentiel, on peut donc substituer le covariant fini
dt ôt dt
aux au2 uuz
polaire du point a. Pour préciser les coordonnées, nous les supposerons liées par une relation linéaire. Sous cette convention, F est un covariant absolu; il reste absolument in- A'^ariable si l'on change les coordonnées. Pour cette raison, on peut supposer les points à coordonnées infinies situés sur une droite arbitrairement choisie. En appliquant à Fia proposition générale du n° 27, nous aurons donc, pour la somme des ordres de F répondant aux coordonnées infinies, le nombre — m [m — I ), où 77Z est le degré de la courbe proposée.
Relativement à un cycle, dont l'origine a des coordonnées finies, l'ordre de F diffère de zéro, quel que soit le point a,
dans le cas où les trois dérivées partielles — sont nulles à
^ du
l'origine dé ce cycle. C'est précisément là le caractère des points singuliers. Prenons un tel point et, pour calculer l'ordre de F relativement à un des cycles^ choisissons les coordonnées u^ et u^ nulles à l'origine, et pour u^ = o prenons la tangente de ce cycle. Faisons, de plus, u^=^ i , Ces suppositions sont permises, comme on l'a vu tout à Theure. Nous mettrons maintenant x et y au lieu de U\^ u^.
D'après les hypothèses, c'est la dérivée —■ dont l'ordre est
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le plus petit. Ceci résulte du calcul fait au n° 6, en vertu de la proportionnalité des dérivées partielles et des coordonnées tangentielles.
Pour calculer l'ordre de F relativement au cycle (G), il suffît (n° 27) de substituer dans F le développement d'une détermination dey suivant la puissance de ^, de prendre le degré de la partie principale, et de multiplier par l'ordre du cycle.
Soient j^^, jk'S y"\ • • • tous les développements de jk suivant les puissances croissantes de a, valables aux environs de X = o. Nous pouvons écrire
d^où résulte, pour j/ =j>/',
Si y est une des déterminations appartenant à (G), nous avons à prendre ainsi la somme des degrés des parties principales de toutes les différences (y — y)^ (y —y")-)^ • • et à multiplier cette somme par l'ordre du cycle.
Le résultat se compose donc : i"^ du nombre 2T, calculé au n''(67), et relatif au cycle (G) ; 2° de la somme des nombres S, calculés au n° 65, relatifs au cycle (G) combiné avec tous ceux qui ont la même origine.
Soient (Go), (G^ ), (G2), ... les divers cycles de même origine, Tq, T|, T2, . . . Sqo . . ., Si2? • • • les nombres qui sont relatifs à ces cycles. L'ordre de F relativement à (Go) est 2T0 -H Soj 4- S02 + .... La somme des ordres de F relativement à (Gq), (Gi), (G2),... est donc
2 (To-hTiH-T2+ . . . Soi -I-S02 + S12+. . .).
Gonsidérant de même tous les points singuliers, on aura
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(inalement, en ajoutant tous les résultats, cette expression de la classe [x :
]xz=^7n{m— i) — 2 V (T + S).
Les nombres T se rapportent à tous les cycles d'ordre différent de l'unité ; les nombres S aux combinaisons deux à deux de tous les cycles ayant des origines communes. Au lieu des nombres T, S, on peut introduire les nombres j8i, t, el écrire
En appelant N = /Zq + /^^ + ^2 -h . . . l'ordre de multiplicité d'un point singulier, origine de divers cycles d'ordres Uq, 72, , /?2, . . ., on a
N(N — i) — V n(/z — i) + 2 y^^/'Vî donc enfin
p, ~ ;;^ (;;^ _ I ) _ ^ N(N — I ) — 2 2 (uL -h ^).
N est l'ordre de multiplicité d'un point, et'V(i3i + t) la
somme des ordres des contacts de toutes les branches de courbes deux à deux. Telle est la formule demandée, dans sa plus grande généralité.
Un point double ordinaire apporte à cette formule l'élément N(N — i)=:2, ^4-5 = 0. Un rebroussement ordinaire donne N(N — i)=r 2; 2 (^ -j- 6) = 1 ; il abaisse la classe de trois unités,
71 . Prenons la formule corrélative, et, remarquant que S s'y conserve (n° 69), nous aurons
La première sommation, dans cette dernière formule, ne se
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rapporte pas à tous les mêmes éléments que la première sommation de la première formule. Mais, dans les deux formules, les secondes sommations s'appliquent de part et d'autre auK mêmes éléments, les couples de branches tang-entes entre elles.
Combinant les deux formules et tenant compte de la relation entre ^ et S (n° 68), nous aurons
et, en employant la relation (22),
lx{ix — 3)—m{77i — 3) = y^^0X.{dXo — i) — 2N(N— i).
Cette dernière formule, remarquable par sa généralité, contient l'ordre de multiplicité N de chaque point singulier, et celui DZ de chaque tangente singulière. N est la somme des ordres des cycles ayant une commune origine ; ^X> la somme des classes des cycles ayant une commune tangente (').
Application. — Soit la courbe considérée au n° 33
Pour Je point ^=r^ —o, N(N— i)==6, 2 (€ -^- 6) rr= 4; Pour le point j^ z=z y zm o, 'N (N — i ) .= 2 , 2 ( vL -i- 6 ) -— 3.
Donc |ji = m = 5, comme on l'a trouvé autrement.
72. La recherche du nombre des intersections confondues en un point singulier, commun à deux courbes, constitue le dernier problème dont nous ayons à chercher la solution. Le raisonnement à apphquer est le même que pour le problème précédent : au lieu de la polaire, il faut envisager le premier membre de l'équation d'une des courbes, et l'on a
(') Cette formule a été trouvée par M. Zeuthen, dans le Mémoire qui clôt la liste placée en tête de cetle étude.
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immédiatement la solution suivante : le nombre cherché est la somme des quantités S calculées en accouplant chaque cycle d'une des courbes avec chaque cycle de l'autre courbe. D'après la signification de la quantité 0, on peut dire que le nombre des intersections de deux courbes, réunies en un point, est égal au produit des ordres de multiplicité de ce point sur l'une et l'autre courbe, augmenté de la somme des ordres des contacts qu'ont les branches d'une courbe avecles branches de l'autre en ce même point.
TRAITÉ DES COURBES PLANES
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N° 58, p. 69. — Pour l'équivalence des singularités d'ordre élevé des courbes avec les singularités ordinaires, voir le Mémoire de H. -J. -S. Smith, Onthe higher singularities of plane curçes (Proceedings of London Math. Soc, t. VI, 153, et Zeuthen, Math. Annalen, t. X, p. 212).
N^ 151, p. 190. — Pour ce qui regarde cette théorie, voir Gre- MONA, Nouvelles Annales, 1864, p. ^3 ; Sghrôter, Sur un mode de génération des cubiques [Math. Annal., t. V, p. 5o); Durège, Sur une cubique considérée comme le lieu des foyers d'un système de coniques {Math, Ann., t. V, p. 83); Glebsch, Sur deux modes de génération des cubiques {Math. Ann., t. V, p. 422). Grassmann (C;^e//e, t. 52, p. 254) a aussi indiqué la génération d'une cubique comme lieu d'un point tel que les droites qui le joignent à trois points fixes coupent trois droites fixes en des points situés sur une même droite.
N° 161, p. 199. — Des recherches de même nature que celles de Sylvester ont été publiées à peu près à la même époque par Brill et NôTiiER {Gôttinger Nachr., 1878, p. 116). Fiedler en a donné un aperçu dans les notes à la traduction allemande du présent Ouvrage.
N'' 220, p. 273. — Aronhold écrit S sous la forme qui suit :
— 8:==: {b^c^ — m'^f ■^\- (c^a — af) {bc^— bl) -\- {abi— al) (63C — c|) -i- («2^3 — ma) (bc — 63C2) M- {a=^m — a-^bi) {b^Ci -\~ cb^ — 2 c^m ) -+- {maz — «2^1) (61C2+ Ci^ — imb^).
P. 3oi. — Ajouter à la note : « Dans le dernier Mémoire cité, Gundelfinger donne les trente-quatre formes qui constituent le système des concomitants d'une cubique ternaire, d'après la théorie de
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GoRDAN {Math. Ann., t. I, p. 90). Voir aussi un Mémoire du même auteur (Math. Ann., t. VI, p. i36). Pour ce qui regarde les cubiques, consulter aussi Glebsch, Vorlesungen ûber Géométrie, p. 497; o^ dans la traduction française, p. 277
NOTE SUR LES BITANGENTES d'uNE QUARTIQUE, PAR M. CAYLEY.
Les équations des vingt-huit bitangentes d'une quartique ont été données sons une forme très élégante par Riemann, dans son Mémoire Zur Théorie der Abelschen Functionen fîXr den Fall p = 3, (Œuvres complètes, Leipzig, 1876, p. 456-47^. Fot> aussi la Théorie der Abelschen Functionen vont Geschlecht 3, de Weber, Berlin, 1876.) Riemann rattache les différentes bitangentes aux caractéristiques des vingt-huit fonctions impaires et obtient ainsi un algorithme qui mérite d'être exposé; nous nous servirons néanmoins de Falgorithme des n°^ 260 et suivants, qui, par le fait, est le plus simple. La représentation caractéristique d'une fonction 6 triple est un symbole de la forme
dans lequel chacune des lettres est égale à zéro ou à l'unité. 11 y a donc en tout soixante-quatre symboles; mais on les considère comme pairs ou impairs suivant que la somme
est paire ou impaire, et les nombres des caractéristiques impairs ou pairs sont respectivement 28 et 36. Gomme on l'a déjà dit, les vingthuit caractéristiques impaires correspondent respectivement aux vingt-huit bitangentes.
Soient 37,7,^ des coordonnées trilinéaires, a, p, y, a', p', y' des constantes choisies à volonté et a'', p", 7" des constantes déterminées telles que les équations
, a^^+ py _H y'^^+ |, H_ Zl _H ^, ^ o, a p ^
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soient équivalentes à trois équations indépendantes. Gela étant, elles déterminent chacune des quantités ^, t), Ç en fonction linéaire de ^, JK, z. Et les équations des biiangentes de la courbe
sont {voir Weber, p. loo),
on
no
no
on
lOI
on
lOl
no
lOI
lOI
X = Oy
dx -\~ ^y -}- Y^ = 0,
irr + ?y + f^ - 0,
x-hr^-i-z = 0j
D II
On peut remarquer qu'en choisissant à volonté deux couples quelconques de bitangentes dans un système de trois couples, le type est toujours □ ou I I II, c'est-à-dire (p. 329) que les quatre bitangentes sont telles que leurs points de contact sont situés sur une conique.
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N"* 269, p. 339. — Lorsque j'ai dit que le cas des quai tiques à un seul point double a peu attiré l'attention, j'avais perdu de vue le Mémoire de Brioschi {Math, Ann.^ t. IV, p. 96), suivi d'une Note de Gremona {ihid., p. 99), et un Mémoire de Brill (MaifA. ^/i/z., t. Yl, p. 66, et Crelle, t. LXV).
N° 276, p. 346. — La méthode employée ici a été indiquée par Burnside \E ducational Times (réim})ression), t. VII, p. 70].
N*' 287, p. 36i. — Voir un Mémoire de M. Malet sur ce sujet, Trans, Royal Irish Academy, t. XXVI, p. 4^1 (1878).
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TABLE ANALYTIQUE
Aberration de coiirbure, p. i4o,
5ii.
Acnodal (Point), p. 35-187.
— d'une cubique construite, con-
naissant des tangentes stationnaires, p. 268.
Angle que font les tangentes avec Taxe, p. 5i.
— des tangentes avec leurs rayons
vecteurs, p. 114.
— Somme donnée des angles que les
tangentes issues d'un point font avec une droite fixe, p. 178.
— Entre les rayons focaux et la tan-
gente, p. 181.
— Certaines transformations n'al-
tèrent pas l'angle suivant lequel
des courbes se coupent, p. 438.
Antipoints, p. 176.
Arc de développée; sa longueur,
Archimède. Spirale, p. 407.
Aronhold. Invariants des cubiques,
— Discussion des bitangentes des
quartiques, p. 336.
Asymptotes. Gomment on forme leur équation, p. 55.
— Leur intersection par une trans-
versale quelconque, p. i6^^.
— Asymptotes d'une cubique, p. 242.
Atkins. Théorème sur les caustiques, p. 146.
S. — Courbes planes.
Bernonlli. Sur la lemniscate, la chaînette et la spirale logarithmique, p. 63, 4o4> 4iO'
Bertini, Théorème sur les transformations rationnelles, p. ^56.
BilieGnodaloPointbifïecnodal,p.38.
Bitangentes. Théorie générale, p. 476 et suiv.
— d'une quartique, p. 161, 3i2, 317
et suiv.
Bitangentielle, Courbe bitangen-
tielle d'une quartique, p. 3 16,
Brill. Étude sur la transformation
des courbes, p. 4^0.
— Théorie de la résiduation, p. 655.
— Sur les singularités des courbes
algébriques planes, p. 538.
BrioscM. Sur les quar^^ques noda-
les, p. 655.
Caractéristiques d'une réciproque,
— d'une développée, p. i36.
— d'une courbe parallèle, p. 147.
— d'une courbe inverse et des po-
daires, p. i53.
— d'un système de coniques, p. 51-^
— d'un système de courbes, p. bcf.
Gardioïde, p. 64, 355, 396.
Garnot. Théorème sur les transversales, p. iSg.
Cartésiennes, p. i46, 10 t, 182, 34o.
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Casey. Théorèmes sur les quartiques
bicircLilaires, p. 34o.
Cassiîii. Ovales deGassini,p.63,i82.
Caustiques; p. i4i et suivantes.
— Caustique d'une parabole, p. i54.
Caylejo Théorèmes sur les intersections de deux courbes, p. 3o,3i.
— Sur l'équivalence des singulari-
tés élevées à un assemblage de singularités plus simples, p. 70.
— Modification des équations de
Plûcker, p. 94.
— Sur l'enveloppe d'une équation
contenant des paramètres indépendants, p. 107.
— Sur les quasi-développées, p. i33.
— Caractéristiques des courbes pa-
rallèles, p. i47- -~ Sur le problème des podaires négatives, p. i56.
— Sur les foyers, p. 174-
— Sur l'involution et la classifica-
tion des cubiques, p. 23i,256.
— Sa notation pour l'équation d'une
cubique, p. 270.
— Algorithme pour les bitangentes
des quartiques, p. 326, 328.
— Sur les tangentes issues des nœuds
des quartiques binodales,p. 34o.
— Sur les cartésiennes, p. 354-
— Sur la courbe logarithmique,
— Surlesréciproques gauches, p. 425.
— Sur les transformations des cour-
bes, p. 44^'
— Solution du problème des bitan-
gentes, p. 476, 489, 494.
— Sur les points sextactiques,p.5i6.
— Sur les systèmes de courbes, p. 617,
— Sur les formes dégénérées de
courbes, p. 53o.
— Note sur les bitangentes d'une
quartique, p. 652.
— Sur les singularités élevées d'une
courbe plane, p. 538
Gayleyeniie d'une cubique; ses diiïérentes définitions, p. 2i5.
— Son équation, p. 272.
— Son équation en coordonnées
ponctuelles, p. 290.
— Cayleyenne d'un système de co-
niques, p. 319,
— Cayleyenne d'une courbe en gé-
néral, p. 507.
Centres, p. 166.
Centres critiques d'un système de
cubiques, p. 228, 2!^9, l>55.
— d'une cubique et de sa Hessienne,
Centre des moyennes distances, p. 162.
— des points de contact de tan-
gentes parallèles, p. 172.
Ghainette, p. 402.
Changement de coordonnées
dans une équation différentielle
exprimant une propriété pro-
jective, p. ôîii.
Ghasles. Sur les points de contact
des tangentes parallèles, p. 172.
— Sur la projection des cubiques et
cubiques à centre, p. 235.
— Sur les Cartésiennes, p. 34o, 353.
— Sur les systèmes de courbes,
Cissoïde, p. 120, 261.
Classe d'une courbe; comment
elle est liée à l'ordre, p. 78.
— Détermination directe, p. 643.
Clebscii. Sur les cubiques unicur-
sales, p. 269.
— Forme canonique d'une quartique,
-- Notation symbolique, p. 479-
— Sur les Jacobiens, p. 499-
— Génération des cubiques, p. 65i.
CliiTord. Déraonstration du théorème de Miquel, p. i85.
Oonclioïde de Micomôda, p. 63.
Goiidition pour qu'une courbe ait un point double, p. 79.
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Condition pour qu'une courbe ait un rebroussement, p. 83.
— un point d'ondulation, p. 5o4.
— pour que deux courbes soient
tangentes, p. ii5.
— pour que quatre points consécu-
tifs soient situés sur un cercle, p. i4o.
— pour qu'une cubique soit la
somme de trois cubes, p. 281.
— pour qu'elle représente trois
droites, p. 281.
— pour qu'elle représente une co-
nique et une droite, p. 298.
— pour qu'une quartique soit la
somme de quatre bicarrés, p. 872 .
Connexe. Ordre et classe, p. ôgS.
Contact de coniques avec des cubiques, p. 194, 294.
— Avec des courbes en général,
p. 5ii.
Contravariants d'une cubique, p. 272, 290.
— d'une quartique, p. 871, 879, 38i.
Coordonnées cartésiennes; leur
relation avec les coordonnées trilinéaires, p. 9.
— circulaires, p. 10.
— tangentielles ou coordonnées de
droites, p. i3.
— polaires; problèmes étudiés par
leur moyen, p. 02, ii4, 127,167, 1(32, 16S.
— polaires tangentielles, p. 578.
Coordonnées polaireso Calcul du
degré et delà classe d'une courbe
en coordonnées polaires, p. 555.
Coniques osculatrices, p. 5ii et
suivantes.
Gorêsi duels, p. 198.
Correspondance de deux points
sur une cubique, p. 191.
— de points sur la Hessienne, p. 214.
— Théorie générale, p. 869, 454? 4^3.
— entre les points de deux courbes.
Uniforme. Multiforme, p. 619.
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Correspondance. Toute corespondance peutêtreramenée àlacombinaison de deux autres, p. 621.
— Coïncidence, p. 622.
— A toute courbe algébrique, on
peut faire correspondre point par point une courbe qui n'ait aucun cycle d'ordre différent de l'unité, p. 63o.
— Correspondance de courbes, eu
égard à leurs points singuliers,
Cotes. Théorème des moyennes
harmoniques, p. 167, Courbes intertranscendantes ,
Courbe logarithmique, p. 4o<^- Courbe parallèle à une conique,
son équation, p. loi.
— Équation tangentielle, p. 149.
— Caractéristiquesen général, p. 147.
Courbe tangentielieo Méthode pour
trouver son équation, p. 490.
Courbure» Centre et rayon de courbure, p. 120, 124.
— Courbure des roulettes, p. 898.
— Aberration de courbure, p. 5ii.
Govariantsdes cubiques, p. 269, 285.
— des quartiques, p. 870, 876, 882.
Covariant différentiel, p» 579.
— Nombre des points d'une courbe
où s'évanouit un covariant différentiel du premier ordre, p. 590.
— Même nombre pour un covariant
différentiel du second ordre, p. 594.
Cramer. Sur les intersections de deux courbes, p. 3i.
— Sur les points de visible inflexion,
— Sur le tracé des courbes, p. 6r.
Greniona. Sur les Gayleyennes,
— Sur la transformation des " rbes,
— Sur les quartiques nodaîe& ^65'.
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Crunodal. Points crunodaux,p. 35,
Cubique impartite, bipartite, p. 240.
— Cubiques à centre, p. p.35.
— Cubiques circulaires, p. 182, 2o3,
— Cubiques cuspidales, p. 267.
Cycle, p. 541.
— Origine d'un cycle, p. 542.
— Ordre d'un cycle, p. 542.
— Tangente d'un cycle, p. 544-
— Classe, p. 544-
— Correspondance de deux cycles
sur des courbes corrélatives, p. 545.
— Cycles qui correspondent à des
directions isotropes, p. 554-
— Ordre d'une fonction relativement
à un cycle, p. 675.
— Somme des ordres de contact des
branches d'un même cycle, p. 643.
— La somme des ordres de contact
des branches de deux cycles difFérents est égale à la somme analogue pour les deux cycles corrélatifs, p. 643.
Cycloïde, p. 385.
Dandelin. Théorème sur les caustiques, p. 142.
Dégénèration des formes de courbeSj p. 523, 53o.
De Jonquières. Mémoires sur les systèmes de courbes, p. 517, 55o.
De la Gournerie. Note sur les singularités élevées des courbes planes, p. 538.
— Note sur le nombre de points
d'intersection que représente un point multiple commun à deux courbes planes, p. 538.
De Morgan. Sur le procédé de Newton pour trouver la forme d'une courbe en un point multiple, p. 66.
Doscartes. (Voir Cartésiennes).
— Sur la cycloïde, p. 389.
— Sur la spirale logarithmique,
Développante de cercle, p. 406.
Développées des coniques, p. 58,
— des courbes en général, p. 118.
— Equation tangentielle des déve-
loppées, p. 128.
— Caractéristiques de la développée
d'une courbe, p. 106.
— Une courbe et sa développée ont
les mêmes foyers, p. 179.
— Degrés et classes des développées
successives d'une courbe algébrique, p. 573.
— Classe de la développée d'une
courbe, p. 592.
Diamètres, p. 162.
Dioclès. Cissoïde, p. 261.
Discriminant d'une courbe. Définition, p. 80.
— Expression du discriminant d'une
cubique en fonction des invariants fondamentaux, p. 227, 27g, 284,
— Expression du discriminant sous
forme de déterminant, p. 299.
— Discriminant de discriminant,
p. 5oi.
Droites isotropes, p. 55o.
Dualité géom.étrique, p. 17.
Durège. Sur la cubique considérée
comme lieu de foyers, p. 65 1.
Enveloppes.Théorie générale, p. 96.
— Enveloppe d'une droite dont
l'équation est une fonction algébrique d'un paramètre, p. loi.
— Enveloppe d'une courbe dont
l'équation renferme des paramètres indépendants, p. 106.
— Enveloppe d'une droite dont le
segment compris entre deux droites fixes est constant, p. i48, (voir aussi p. 99, 121), 397.
Enveloppes e la droite qui réunit les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point d'un cercle sur les côtés d'un triangle inscrit, p. 396.
— de la droite qui joint les points
correspondants sur une cubique,
Éi3icycloïdeSj p. 889.
Équation diiîérentielle. Points
d'une courbe de degré ou de
classe m, qui satisfont à une
même équation différentielle,
Équitangentieîle (Courbe), p. 4o5.
Euîer. Sur les points d'intersection
de deux courbes, p. 3i.
— Sur les épicycloïdes, p. 891.
— Sur la courbe logarithmique,
Evectants des invariants S et T, p. 278, 276.
Exposants caractéristiques, p.637.
Expresion rationnelle des coordonnées d'un point d'une courbe unicursale, p. 48, 265, 366.
Faisceau harmonique formé par les cordes d'une cubique, p. 192.
Faisceaux homographiques. Les tangentes issues des points doubles d'une quartique binodale forment des faisceaux homographiques, p. 8/|0.
Flecnodal. Points flecnodaux, p.3o8.
Forme canonique de l'équation d'une cubique, p. 264, 279.
— Réduction de l'équation générale
d'une cubique à la forme canonique, p. 282.
Forme symbolique de l'équation de la réciproque d'une courbe, p. III.
— Du lieu des points tels que les
tangentes qui en sont issues satisfont à une relation d'invariance, p. ii3.
Fouret. Sur quelques propriétés des systèmes de courbes, p. 587.
— Intégration géométrique, p. 687.
— Mémoire sur les systèmes géné-
raux de courbes planes définies
par deux caractéristiques, p. 698.
Foyers. Théorie générale, p. 178.
— Lieu de foyers de courbes soumises
à certaines conditions, p. 184.
— Les foyers d'une cubique circu-
laire sont situés sur un cercle, p. 35o.
— Foyers d'une quartique bi circu-
laire, p. 342.
Galilée. Sur la cycloïde, p. 38g,
— Sur la chaînette, p. 4o4- Gersir, Sur les bitangentes des
quartiques, p. 827. .
Genre d'une courbe. Définition, p. 42.
— Il est le même pour une courbe
et sa réciproque, p. 94.
— Il est le même pour deux courbes
liées entre elles par une correspondance linéaire, p. 189, 624.
— Le genre n'est pas altéré par trans-
formation de Gremona, p. 449 Gergonne. Sur l'intersection de
deux courbes, p. 3i.
Gordan. Nombre des concomitants
d'une cubique^ p. 652.
Grassman. Sur la génération des
cubiques, p. 65i.
Gregory. Tracé des courbes, p. 61.
— Sur la courbe logarithmique,
Groupes de cubiques. Classification de Pliicker, p. 255.
Guldenfinger. Sur les concomitants des cubiques, p. 65i.
Haase. Sur les cubiques unicursales, p. 265.
Halphen. Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes, p. 587.
-- Mémoire sur le même sujet, p. 538.
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Hart. Construction du neuvième point commun à toutes les cubiques qui passent par huit points, p. 200,
— Les foyers d'une cubique circu-
laire sont situés sur des cercles, p. 208.
— Démonstration du théorème de
Hesse sur les points d'inflexion des cubiques, p. 212.
— Sur les foyers des quartiques bi-
circulaires, p. 342.
— Les quartiques homofocales se
coupent à angle droit, p. 35o.
— Sur la courbe logarithmique,
Hesse. Les points d'inflexion d'une cubique sont aussi des points d'inflexion sur la Hessienne, p. 212.
— Algorithme pour les bitangentes
d'une quartique, p. 826, 33o.
— Réduction de la bitangentielle
d'une quartique, p. 4/9- Hessienne. Sa définition, p. 81.
— Elle passe par les points d'in-
flexion, p. 85.
— Hessienne d'une cubique , son
quation, p. 271.
— Hessienne de la hessienne d'une
aûique, p. 279.
— Hessienne de UV, p. 3oi.
— Hessiei ne d'une quartique, p. 3i6.
Huygens. Sur les développées,
— Sur la cycloïde, p. 889.
Hyperboles cubiques, p. 242 et
suivantes.
Hyperbolisme d'une courbe,
Hyper cycles, p. 674.
Identité pour les cubiques, p. 299.
IgeL Sur les courbes unicursales,
Indépendance entre un covariant
différentiel et sa courbe, p. 588.
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ïniini. Polaire d'un point à l'infini,.
— Normale en un point à l'infini,,
— Satellite d'une droite à l'infini,
— Conique polaire d'une droite à
l'infini par rapport à une cubique, p. 225.
Inflexion. Points d'inflexion, p. 47.
— La tangente en un point d'in-
flexion est une tangente double^ p. 48.
— La courbe traverse sa tangente
en un point d'inflexion, p. 49»
— Nombre des points d'infle^^ion^
— Les trois points d'inflexion d'une
cubique sont situés sur une ligne droite, p. 160, 189.
— Théorème inverse du précédent,
— Les points d'inflexion sont réels
sur les cubiques acnodales et imaginaires sur les cubiques cranodales^ p. 260.
— Points d'inflexion d'une quar-
tique ; combien il y en a de réels,
Ingram. Sur l'inversion, p. 436.
Intégrales hyperelliptiques,
Intégration géométrique, p. 587.
Intersections de courbes, p. 28.
Invariant absolu d'une cubique,
Invariant différentiel, p. 58 1.
Inversion, p. i53.
— Caractéristiques des courbes in-
verses, p. 154.
— Inversion de la parabole, p. 262.
— Application de l'inversion pour
obtenir certaines propriétés focales, p. 355.
— Inversion dans le sens le plus gé-
néral du mot, p. 357.
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Inversion. L'inversion est un cas de la transformation du second degré, p. 434-
— Applicationsdelaméthode, p.435.
Jacobi. Sur les intersections de deux
courbes, p. 3i.
Jacobieniie de trois courbes, p. 2i5.
— d'un système de coniques, p. 3 18,
— Le point commun à trois courbes
de même degré est un point double sur leur Jacobienne, p. 228,
— Propriétés de la Jacobienne,p.496.
JoacMiiisthaL Méthode pour déterminer le point où une droite rencontre une courbe, p. 70.
Jungius. Sur la chaînette, p. 4o4-
Kirkman. Recherches sur l'hexagone de Pascal, p. 28.
Klein et Liie» Sur les transformations linéaires échangeables,
Laguerre. Courbes de direction, p. 574.
Leibnitz. Sur les courbes intertranscendantes, p. 583.
Lemniscate, p. 63.
LiiôU du sommet commun a deux triangles, dont les bases sont données et dont les angles au sommet ont une différence donnée, p. 2o3.
— d'un point tel que les tangentes
menées de ce point à une courbe ont une relation d'invariance donnée, p. 1 13.
— d'un point tel que les tangentes
issues de ce point font avec une droite fixe des angles dont la somme est donnée, p. 178.
— des points doubles de toutes les
cubiques nodales qui passent par sept points fixes, p. 229.
Limaçon, p. 64, i43, 355, 395.
Lurôtîi. Sur une classe spéciale de quartiques, p. 373.
I Mac-Laurin. Théorème général sur les courbes, p. 170.
— Théorie de la correspondance
des points sur une cubique,
— Sur les polaires harmoniques des
points d'inflexion d'une cubique,
Magnus. Réduction de la transformation homographique à une projection, p. 4i9-
M3ill?rd. Nombre des cubiques qui satisfont à des conditions élémentaires, p. 534.
Mersenne. Sur la cycloïde, p. 389.
MiqueL Théorème sur les foyers de cinq paraboles, p. i85.
Moyenne harmonique des rayons vecteurs issus d'un point, p. 167.
Ne^A/ton. Procédé pour trouver la forme d'une courbe en un point multiple, p, 66,
— Théorème sur le rapport des seg-
ments interceptés par une courbe sur deux droites issues d'un même point, p. 157.
— Sur les diamètres, p. i63.
— Sur les segments compris entre
une courbe et ses asymptotes, p. 164. ^
— Une cubique peut être projetée
suivant l'une des cinq paraboles,
— Glassificationdes cubiques, p. 253.
— Génération de la cissoïde d'un
mouvement continu, p. 262.
— Rectification des épicycloïdes,
Hicomède. Conchoïde, p. 63.
Nombres caractéristiques, p. 637.
— Ils sont les mêmes pour un cycle
en coordonnées ponctuelles et en coordonnées tangentielles, p. 643.
Nombre des termes dans l'équation générale d'une courbe, p. 21.
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Nombre de conditions qui déterminent une courbe, p. 22.
— des tangentes à une courbe, issues
d'un point donné, p. 77.
— des coniques tangentes à cinq
courbes, p. 620.
— des coniques satisfaisant à cinq
conditions de contact quelconques, p. 529.
Normale, p. 129.
— d'un point à l'infini, p. i35.
Hother. Sur les fonctions algébriques, p. 53g.
— Sur les points singuliers d'une
courbe algébrique, p. 53g.
Ondulation; point d'ondulation, p. 53.
— Dans le cas des quartiques, p. Sog.
— Condition générale pour l'exis-
tence des points d'ondulation^
Ordre de multiplicité d'un point
d'une courbe, p. 546.
Oscnodal. Point oscnodal au nœud
d'osculation, p. So/j.
Ovales. D'un ovale on ne peut pas
mener de tangentes réelles à
une cubique, p. 239.
— Une quartique peut comprendre
quatre ovales, p. 3ii.
Painvin. Sur l'abaissement de la classe d'une courbe produit par la présence d'un point de rebroussement, p. 539.
— Note sur l'intersection de deux
courbes, p. 539.
Parabole cubique et semi-cubique,
— Parabole divergente du troisième
degré, p. 234.
Paraboles divergentes, p. 134,237,
Paramètres indépendants. Enveloppe d'une courbe dont l'équation renferme des paramètres indépendants, p. 106.
LYTIQUE.
Param.étrique. Expression paramétrique d'un point d'une cubique unicursale, p. 264.
— d'une cubique en général, p. 461,
— d'une quartique unicursale, p. 366.
— d'une quartique nodale, p. ^162 Partivité des cubiques, p. 239.
— des quartiques, p. 3io.
— Limite en général, p. 3i2.
Pascal. Théorème de l'hexagone dérivé de la théorie des cubiques, p. 27.
— Limaçon de Pascal, p. 64, j^o.
— Sur la cycloïde, p. 389.
Perpeiidicularité, Généralisation
de la relation de perpendicularité, p. 118, i3/j.
Pippienne d'une cubique, p. 216.
Plûcker. Sur l'intersection des courbes, p. 3i.
— Sur le degré de la réciproque,
— Ses équations qui lient entre
elles les singularités réciproques, p. 92.
— Sur le théorème des transversales,
— Sur les foyers, p. 173.
— Classification des cubiques, p. 229,
— Sur les formes des quartiques,
p. 3io.
— Sur les bitangentes des quarti-
ques, p. 322.
Podaire d'une courbe, p. i43, i52.
— Podaire négative, p. i52, i54.
Points circulaires à Finfini, p i,
— Leurs coordonnées, p. 10.
— • Normale aux points circulaires à
l'infini, p. i35.
Points doubles; leursespèces,p.34.
— Nombre de conditions auxquelles
ils équivalent, p, /|0.
— Limite de leur nombre, p. ^1.
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Points multiples. Nombre de points doubles auxquels ils sont équivalents, p. 4o.
— Leurs relations avec les courbes
polaires, p. 74.
— Leur effet sur le nombre de points
d'inflexion, p. 86.
— Nombre de tangentes issues d'un
point multiple, p. 90.
Points triples ; leurs espèces, p. 09.
Points stationnaireSj p. 35.
Points sextactiques; leur nombre, p. 586.
Pôles et polaires. Théorie générale, p. 70, 167, etc.
— des cubiques, p. 2o3.
— Polaire d'un point par rapport
à un triangle, p. 6, 2o5.
— Pôle et polaire de rinfioi par rap-
port à une courbe de n}''''^^ classe, p. 172.
— La première polaire passe par les
points de contact des tangentes,
— Conique polaire d'une droite par
rapport à une cubique, p. 222.
Polaire harmonique. D'un point d'inflexion d'une cubique, p. 210,
Polygones. Problème de l'inscription des polygones dans les coniques, p. 356, 471-
— dans les cubiques, p. 259, 472.
— dans les quartiques, p. '356.
Poncelet, Nombre des tangentes
menées à une couVbe d'un point donné, p. 78.
— Sur l'inscription de polygones
dans les courbes, p. 356, 473.
Projection. Projection des cubiques, p. 234:, 242.
— La projection est une transfor-
mation homographique, p. 417- Propriétés descriptives, p. i, 118.
— Métriques, p. i, iS-]. Poursuite (Courbes de), p. 4o5.
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Quadrangie formé par les points de contact des tangentes menées à une cubique par un point situé sur la courbe, p. 190, 293.
Quartiques trinodales; leurs propriétés, p. 357.
— Les tangentes aux points doubles
ou issues de ces points sont tangentes à une conique, p. 36i.
— Quartiques tricuspidales, p. 363.
Quasi-développées et quasinormales, p. i3o, 260.
Quetelet. Sur les caustiques, p. i43.
RamphoïdaL Rebroussement ramplioVdal, p. 69, 3o3.
Rapport anharmonique. Rapports anharmoniques dans les coniques; leurs analogues dans les cubiques, p. 201.
— Le rapport anharmonique du
faisceau de tangentes issues d'un point d'une cubique est constant, p. 207.
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