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4YANT-?linrOS DE LA PREMIÈRE ÉDITION.
Je ])résente au public la troisième Partie de mou Traite de Géométrie descriptive; elle contient les VHP, ÏX" et X" Livres de cet Ouvrage.
Le VTII" Livre est relatif à la courbure des surfaces; j'y expose les parties de cette importante théorie qui sont utiles dans les arts grapliiqiu's. lycs démonstrations simples que je donne des principales propositions sont, en général, nouvelles ('). Ou sait que le théorème de Meusnier ne peut pas servir à déterminer les rayons de courbure de la section d'une surface par son plan tangent : je donne une formule pour la solution de ce problème, et j'en fais l'application au tore (').
Les lignes d'ombre des surfaces gauches présentent des circonstances intéressantes lorsque le point lumineux est dans le plan tangent le long d'tuie génératrice singulière. J'examine cette question avec ([uelques détails, et je présente toute nue théorie sur la courijure des surfaces gauches aux divers points de ces génératrices (M.
Les surfaces lieux de normales ont de l'importance en Stéréotomie; je les étudie d'une manière assez minutieiise, et je fais connaître des constructions fort simples qui conduisent à des démonstrations élémentaires de leurs propriétés (").
Dans \\n Chapitre consacré au théorème des tangentes conjuguées, je discute avec soin la manière dont les parties utiles des lignes d'ombre propre et d'ombre portée se succèdent et se continuent sur les surfaces
(1) Art. 781, 78i, 811, 814,813,826.
(2) Art. 817, 873-870.
(') Art. 828-8 H.
(») An. 8i.j-8.')8.
Vr AV.VNT-PROPOS DE LV riiEMIÈHE ÉDITION.
à ('oiirl)iiies opposées. Je crois avoir levé les iiieertitiitles (|iie cette question délicate pouvait encore présenter.
•l'examine dans le dernier Chapitre dn VHP Livre les lignes de courbure, les lignes asvmptotiques, et ensuite les courbes tracées sur une surface, et telles, qu'en chaque point la section normale qui leur est tangente soit siuosculée par un cercle. Ces dernières lignes sont faciles à déterminer sur les siufaces du second ordre. Considérées sur l'ellipsoïde, elles ont de l'importance dans la (piestion de la rotation des corps.
Le IX* Livre est relatif au\ surfaces hélicoïdes. Un grand nombre des constructions que j'y expose m'appartiennent; j'en ai emprunté (piel(jues-unes à des Notes que lîour avait écrites en lisant mon Mémoire sur les hélicoïdes gauches ('), et qu'il a bien voulu me conuuiiniquer. J'ai cité Bour pour tous les emprunts que je lui ai faits.
Les hélicoïdes me donnent l'occasion de présenter plusieurs applications importantes des théories relatives aux surfaces réglées et à la courbure des surfaces. Je donne plusieiu^s théorèmes nouveaux sur la surface de la vis à filets carrés et sur les surfaces hélicoïdes à génératrices quelconques (").
Je m'occupe dans le X'' lavre des surfaces représentées par des lignes de niveau, et je fais connaître d'abord les opérations graphiques qui les concernent. Sur ce sujet, j'ai pris pour guide le général Xoizet (^); je reproduis la plupart des constructions qu'il donne, en les rattachant d'ailleurs aux théories exposées dans les Livres précédejits.
J'ai traité avec beaucoup de réserve la question des lignes de plus grande pente, parce qu'elle est intimement liée à celle des faîtes et des
( I I Journal de l'École Polvteclmiiiuc, XXXIV cahier. {'-s Ali. 1038, lOil, lOtO, 1050.
I ' I Mcmoiri' sur le dessin de la forlilication { Mémorial de l'Officier du Cc'iiie, i8a3). — Leçons sur le dessin de la tbrlilicalion, i830 (l.itliograpliie de l'Kcole de Metz;.
ANT-PROPOS DE LA PHEMIÉRK ÉDITION. VU
thalwegs sur laquelle règne une certaine obscurité. Breton (de Champ), ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, a publié sur les faîtes denx articles fort intéressants, mais qui ont montré les diflicultés du problème plutôt qu'ils ne l'ont résolu (').
Un dernier Chapitre, relatif à l'emploi d'une surface topographiqne pour remplacer les Tables à double entrée, est le résumé d'un Mémoire publié par M. Lalauuc, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, a (|ui cette méthode doit ses plus grands développements (^).
Par la publication de cette troisième Partie, je remplis les engagements que j'avais pris avec le public. Mon Ouvrage présente sans doute des lacunes, mais cependant, sous le rapport des applications aux arts graphiques, je le crois plus complet qu'aucun des Traités de Géométrie descriptive ptdjliés jusqu'à ce jour.
En terminant, je dois adresser mes remercîments à M. Mannheim, mon ami et mon collègue à l'École Polytechnique, cpii a bien voulu lire mon manuscrit, et dont les observations judicieuses m'ont été fort utiles. Ou verra dans les Livres Mil et IX que M. Mannheim m'a souvent communifpié des démonstrations très simples et des constructions élégantes C).
Pari?. 12 îioiit i^fj'i-
NOTE Dt: LÉDITEUR.
Dans 1 Avant-Propos do la .seconde cdilioa du tome II de son Trnilc de Croiuctric ilexcriplwe, Jules de la Gourncrie dit qu'il « a eu particulièrement égard à des observations (|ui lui a\aient été transmises par M. lirnest Lebon, connu par ses travaux en Géométrie descriptive. »
Plus lard, .1. de la Gouriierie choisit .M. li. Lebon pour le remplacer dans sa chaire du Conservatoire
(1 ) Complcs rendus, i" semestre i85i et i' semestre i86i.
I - ) Annales des Vonts et Chaussées, i" semestre 184O. Pour l'hisloiicpic de cet utile mode de solution iïrapliiuue, on pourra consulter le Mémoire de M. Lalanne el !>■ l!Mp|)orl fait pnr Cauchy à r.Vcadémie des Sciences (Comptes rendus, 2° semestre iH43).
I ^ I Noies des articles 814, 84;i, 831, 933, 943 bis, 1000.
Mil NÛIK IH-: I.EDITKL K.
(lus Arls cl Métiers, et, à au mort, il le pria de terminer la piiblicalion de la seconde édition de son '/'miir' rie Per.ipeclii'e linéaire.
C'clail donc se conformer à la pensée de ce regretté et célèbre savant que de confier à son disciple la revision de la seconde édition du tome 111 dn Traite de Géométrie (leseripti\e. M. E. Lebon a bien voulu accepter cette tâche, qu'il a remplie avec un soin éclairé et consciencieux dont Ions lui seront reconnaissants.
Dans cette nouvelle édition, M. E. Lebon a tenu compte des modifications que fAuteur lui avait indiquées, et il a ajouté soulcmoni ([uelques noies succinctes. Le texte a été, du reste, scrupuleusement respecté.
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Considérafians et formules relatives à la courbure des llgries.
777. Le rayon ilc courbure d'une courbe plane oj en un point 0 [Jig. 326) est b' rayon du cercle avec lequel tend à se confondre un cercle tangent en (), et sécant en un point voisin M, lorsque ce point se rapprocbe indéfiniment de 0 '^ art. 94 et 9:i).
Si nous [)rojetons le point M sur la normale OZ et sur la tangente O.N, et >i nous appelons R le rayon du cercle considéré, nous aurons
ou
Oz/f = otM(2R — mM).
Quand le point M est infiniment voisin deO, l'ordonnée ///M est infiniment (letile, et peut être négligée auprès de la longueur finie 2R. On a par suite, en appelant a l'abscisse Oni et |3 l'ordonnée /«M,
\m quantité ^ est la courbure de la ligne plane cj au point 0.
III. — De la GoonsERiE. — Descripthe. l
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L'é(|iialioii que nous venons de trouver nous sera souvent utile. Elle donne poulie ravon de courbure une valeur positive quand l'ordonnée [i est positive, c'està-dire (juand la courhe tourne sa concavité du côté de la partie de l'axe OZ sur la- (|uelie on mesure les ordonnées positives. Elle montre que l'ordonnée /Sestintiniment petite du second ordre, quand l'abscisse «, mesurée sur la tangente, est intiniment petite du premier ordre.
L'abscisse a. étant constante, si l'on fiiit varier /3 d'une quantité infiniment petite du second ordre, R variera d'une quantité finie. Lorsque le rayon de courbure d'une courbe plane en un point est altéré d'une grandeur infiniment petite, la variation de l'ordonnée ^ est d'un ordre supérieur au second.
OM
i*ar consé(juenl, dans la Ibrniule(i), on peut prendre indifféremment pour a l'abscisse O/ii du point M infiniment voisin de 0, ou la corde 0^1, ou encore l'arc OM, car il ne diffère de sa corde que d'un infiniment petit du troisième ordre. Cette corde est, en effet, le double du sinus de la moitié de l'arc, et le sinus d'un arc infiniment petit est égal à l'arc lui-même quand on néglige les intinimenl petits du troisième ordre. Nous ne faisons pas de distinction entre les arcs OM de la courbe w et du cercle, parce qu'on doit les considérer comme se confondant à la limite.
. Si l'on re|)résente par s l'angle de contingence, on aura
•t, en vertu de ré(|ua(i(Mi ( i).
Ra= X,
— lî
779. Pour déterminer h l'aide de la formule (r) le rayon de courbure d'une ligne plane, eu un point donné, on prend la tangente et la normale en ce point pour axes des abscisses et des ordonnées. On fait ensuite l'abscisse .r infiniment petite : l'oidonnée r devient infiniment petite du second ordre; on néglige les
termes d'un ordre plus élevé, et la valeur de — donné(> par l'équation est le ra\on cbercbé.
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Par exemple, si nous voulons avoir le rayon de courlnii'p de l'ellipse en un de ses sommets, nous remarquerons que, la tangente et la iioiniale en un sommet étant prises pour axes, eette courbe est représentée par l'équation
Cl- b- 1)
l,orsque l'on suppose x iiiiiniment petite, y devient infiniment petite du second ordre, et son carré doit être négligé. Nous avons alors
— ; T- = (), d ou K = — •
On déduit tacilemcnt de cette formule la construction que nous avons doiiiici' sans démonstration dans la seconde note de l'article 493.
780. Pour second exemple, nous chercherons l'expression générale du ravon de courbure de la parabole représentée par l'équation
y- — ipx = o.
Nous prenons le point A considéré sur la courbe pour origine d'un nouveau système d'axes rectangulaires, formé par la tangente kx et par la normale Ay' à la courbe en ce point. L'angle de kx' et de l'axe primitif des x étant 6 et l'ordonnée du point A étant y,, les formules de transformation des coordonnées sont
X = x'cosô — y'sinS -!- ^-^>
y =.- .r'sin5 -i- y'cos5 -t-j',.
I/équation de la parabole devient
x'- sin-6 -(- "ix'y sin(5cos9 + V' cos-5
-f- 2(y| sinî — />cos5)j?'+ 2 (y, cos9 -l-/jsin5)y' = o.
Pour que l'axe des abscisses soit tangent à la courbe, il faut que la valeur zéro de y' donne pour -z' deux valeurs nulles, et par suite que le coetficient du terme (|ui contient la coordonnée x' seule et à la première puissance s'évanouisse. Nous avons donc
(«) >', sini — /; cos5 — o,
x"- sin'-5 -4- 2 x'y sini* cos5 + y'- cos-ô -(- 2(y| cos5 h- p sinô)/'— o.
Lors(|uc .r' est infiniment petite, y' devient intiniment petite du second ordre;
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siippriiiianl les termes d'un ordre plus élevé, on a
■v"- sin-5+ 2(y, cos5 +/>sin5)y = o;
d'où
T, r, cosO -h/j sinO
sm-6
Kliniinant enfin 0 au moyen de l'équation (a), on obtient
l'on trouve par cette formule que le rayon de courbure au sommet est égal à />.
Théorème de M. Joseph Bertrand. — Théorème d' Euler.
Indicatrice.
781. Nous avons vu que toutes les courbes qui sont tracées sur une surface, et qui se croisent en un point, y sont tangentes à un même plan; nous allons maintenant étudier plus intimement les relations qui existent entre ces ligno.
Soient
OZ la normale à une surface en un point 0 [fig. 327);
OX et OY deux tangentes rectangulaires quelconques ;
()?il et ON les sections de la surfoce par les plans ZOX et ZOY.
Nous prenons sur OX et OY des longueurs infiniment petites égales à ()m et O//. et par les points jn et n nous concevons des plans respectivement parallides à ZOY et à ZOX ; ils coupent le plan XOY suivant les droites mp et np, et la surface suivant les courbes MP et NP se rencontrant en P.
La surface étant continue, le rayon de courbure de la ligne MP au point M ne diffère que d'une longueur infiniment petite du rayon de courbure de la ligne ON au point 0; les longueurs des ordonnées |5 correspondant à une même grandeur de a sont donc égales pour ces deux courbes (art. 777), et par suite, si la tangente à MP au point M était la droite MY' parallèle à OY, l'ordonnée pV serait égale à (wM + «N). Il résulte de là que l'angle infiniment petit, compris entre la tangente à MP au point M et la droite ^lY', est égal ii
wM-i- «N — pP
mp
Mais cet angle est aussi égal ii celui que la normale MK ;i MP fait avec la
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droite ME, parallèle à OZ; on a donc
EME
On tronvc de même
/<C>; m M H- rt N — IJ I'
np
Enfin, les longueurs mp et tip étant égales, on a
EME, = GNG,.
La droite ME est dans le plan ^\mp qui n'est pas normal à ()M, et par suite elle n'est pas normale ii la surface. Pour la rendre normale, il faut la l'aire tourner autour de la tangente à MP en M, jusqu'à ce qu'elle soit perpendiculaire à OM : mais la tangente à MP faisant avec le plan ZOX un angle qui ne ditrere d'un droit (|ue d'une quantité infiniment petite, et le déplacement de la droite ME étant luimême infiniment petit, l'angle qu'elle fait avec le plan ZOX n'est altéré que d'une quantité infiniment petite d'un ordre élevé. Les angles infiniment petits que les normales à la surface aux points M et N font respectivement avec les plans ZOX et ZOY sont donc égaux aux angles EME, et G\G,, et par suite égaux entre eux. De là résulte un théorème dû à M. J. Bertrand ('), et que nous énoncerons plus loin.
782. Soient MF la normale à la surface au point M, et MF, sa projection sur le plan ZOX. Nous nous proposons de déterminer l'ordre de grandeur de la différence des angles EME, etFMF,.
Les droites ^ME,, .MF, et MP forment un trièdre dans lequel le dièdre le long de ME, est droit; on a donc
cosPMF, =. eosPME, cosE.MF,.
Mais les angles PMF et PME sont droits ; nous pouvons par conséquent écrire
cos(9o"+FMF,) = cos(9o''4-ÊME,)cosE,MF, ou bien
sinFMF, = sinEME,cosE,MF,:
(1) Journal de M. Lhiiville, i844-
L'étude des systèmes de droites qui ne sont pas normales à une surface est en dehors de notre cadre. Les personnes q li voudraient connaître cette question peuvent consulter le Mémoire de M. .1. Bertrand, et les développements qui ont été donnés à cette partie de son travail par Duhamel {éléments de Calcul infinUrsinuil, t. II).
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et, comme les trois angles FMF,, EME, et E|MF, sont infiniment petits, il siilïll (le négliger dans chaque membre les ternies du troisii'me ordre pour avoir
OIF, = E'^IE, .
78.". Nous appellerons dniri/ion de la nornuile à une surface, en \\n point M voisin d'un [)oint considéré 0, l'angle F.MF, l'ornié par la normale en .M avec le plan ZO^r qui contient le point M et la normale en O('). On peut, en employant cette expression, énoncer comme il suit le théortmie de M. J. Bertrand : Les déviations des normales en deu.r points d'une surface, situés à des distanees infiniment petites égales d'un p^int considéré et dans des directions rertangulaires. sont éaalcs en irran leur absolue.
Sur la Jig. 3^7, les droites MF et NH situées d'un niéme coté de la surface sont toutes les deux dans l'angle dièdre XOY. Cela résulte de ce que l'ordonnée /^P est plus petite que la somme (/«M 4- «N\ qui exprime la hauteur à laquelle serait le point P si la déviation était nulle; mais, quand le trinôme (mM -f- «N— yjPj est négatif, les droites MF et NH sont hors du dièdre XOY.
Si l'on conçoit que le plan ZOM tourne autour de OZ, la déviation de la normale au point mobile M variera, et, lorsque le plan sera confondu avec ZOX, la partie de la normale située au-dessus de la surface sera d'un coté différent de celui où elle se trouvait, (piand le plan avait sa position initiale. Il y a donc pour le plan au moins une position intermédiaire oùil contient la normale au point situé sur sa trace, à une distance infiniment petite de 0. Il jouit d'ailleurs de la même propriété dans une seconde position perpendiculaire à la première.
Soient maintenant
OZ la normale à une surface en un point quelcontiue 0 {fig. 328);
OM et ON deux sections de la surl'ace par des plans rectangulaires, tels que les
normales aux points de ces lignes infiniment voisins de 0 rencontrent OZ; OX et OY les traces des plans ZOM et ZOX sur le plan tangent en 0 à la surface; 00 la section par nu plan normal en 0 et faisant un angle ç; avec le plan ZOX; Oc/ la trace du plan ZOQ sur le plan tangent en 0.
Nous prenons sur 0</ un point q infiniment voisin de 0, et nous traçons d'abord lés droites qn et qm respectivement parallèles à OX et à OY, puis les droites yQ, wM et «N parallèles à OZ. Enfin nous appelons R, R, et Ro les rayons de
(') Transon a employé le mot dèriatinn dans un sens diirérenl [Journal de LiniwiUr, t. VI). Liouville s'est servi de l'expression de déi'iniio/i rtlntire dans la théorie des courbures comparées de deux lignes tangentes (5" édition de XJmiIrsc fippt'uiuee de Monge. i" Note). Nous pensons qu'il ne |ieut y avoir aucune confusion.
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(•ourl)nrt' en () des seclions normales OQ, OM et ON. Nous avons inimédiatemcnl
La (lévialion est nnlleanx points .AI etN; pai'conséqnenl, si l'on fait passer par le point -\ un plan paralli'lc a ZOX, la tangente à la section NQ au point N sera parallèle à OX. 1) apri's cela, et eonforniénient à une observation de l'article 781, nous avons
lui rein|ihi(;ant r/Q, m M ri /(X pai' leurs valeurs déduites des [iremières équations, lin obtient
Th/' _()/»' ()«'
"îT ~ "n; ' "^ Tir '
Mais les longueurs 0//; et On sont respectivement égales à 0</ cosï. et à Oysins: nous avons donc
(4) ^^l-cos^o '-ik^'"'?-
Cette formule est due à Euler ( ' ).
Une surface divise l'espace en deux régions dont l'une esl appelée i/itcrieiirc v\ l'autre extérieure. En général, on choisit arbitrairement la région que l'on appelle intérieure : la partie de la normale qui y est située est \a normale intcrieiirc : I autre partie de cette droite est la normale extérieure. Quand la normale en un point aura été prise pour axe des:;, et que l'origine sera sur la surface, nous considérerons comme normale intérieure la partie de l'axe sur laquelle on mesurera les ordonnées positives. Les rayons de courbure positifs seront ainsi sur l;i noi'inale intérieure (art. 777;.
78o. Kn mettant l'équation (4) sous la forme
on reconnaît que r: varie toujours dans le même sens, depuis j— jusqu a yr-^
lorsque y croit de o à ±()()". Les rayons R, et Ro sont donc les limites des valeurs de R; l'un est son seul maximum, et l'autre son seul minimum. Il résulte de laque les sections normales ZOM c( ZON (y?^-. 328) ont des positions détermi-
(' ; Rpclirrclics sur In coitiburc da Miifiicc: .Mémoires (Je r.Vcadémie de Bi'rliii. i-Oo).
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nées, et que l'on ne peut pas faire passer par OZdes plans autres que ZOX etZOY, et dont les sections soient telles que la normale à la surface au point voisin de 0 rencontre OZ.
On appelle sections principales d'une surface en un point les deux sections normales à la surface et perpendiculaires entre elles, dont les rayons de courbun' en ce point sont l'un maximum et l'autre minimum. Les plans des sections principales contiennent les normales à la surface aux points infiniment voisins de celui que l'on considère. Ces plans sont appelés plans principaux, et les rayons de courbure de ces sections rayons principaux.
786. Si l'on désigne par R' le rayon de courbure de la section contenue dans le plan normal perpendiculaire à celui dont l'azimut est y, on aura
2^^_L^sin^^+îi-cos=y.
Ajoutant cette équation à l'équation (4), on obtient
ïï "^ ïï ' ^ ïï; "^ F^ ■
Par conséquent, en tout point cVune surface, la somme des courbures de deu r sections rrct an scalaires quelconques est constante (' ).
En multipliant l'une par l'autre les équations qui donnent les valeurs de -^ et
de îp) on obtient
787. Concevons dans le plan G tangent à la surAice au point considéré 0 [Jig. 829) une conique dont le centre soit en ce point et dont les axes p.7i et vX soient tangents aux sections principales MOP et NOL : en appelant a et ft les demi-axes Op. et Ov, (ole rayon vecteur Ot d'un point quelconque!, et 9 son azimut /j.Ot, l'équation de cette conique sera
(G) l = i,cos=y+^sin = y.
(>) CfUe remarque est duc à M"'" S. Germain [Joiunnl de C relie, i83i).
Babinet a générali-sé la formule; il a trouvé que si r,. r^, r^, .... r,„ sont les rayons de courlniie de*
sections faites par des plans normaux comprenant entre eux des angles égaux -, on a
[Comptes rendu.'., t. XXV.)
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Si les carrés des axos sont proportionnels aux rayons de courbure des sections principales qui leur soûl rcspcctiveincul tangentes, c'est-à-dire si l'on a
rclant une longueur ailjilraire, les équations (4) et [G) donneront
0' = Rc.
\\ est le rayon de cuurluii't' di' la S(H'tion normale SOÏ délenuinée par l'azinuit 'j, et par conséquent tangente à tt.
On voit que la conique dont les axes sont déterminés par les é(niations (7) est telle que les carrés de ses rayons vecteurs sont pr(qjorlionn(ds aux rayons de courbure des sections normales tangentes à ces rayons vecteurs. On appelle cette conique indicatrice ; elle est déterminée de forme, mais non de grandeur, parce i|ue le paramètre c est arbitraire (' .
788. En appelant a' et // les demi-longueurs de deux diamètres conjugués de l'indicatrice, R', et R!, les rayons de courbure des sections normales respectivement tangentes à ces droites, on a
cl, comme les {\iH\\ binômes (rt'-4-//-) et («--1- Ir) sont égaux, on obtient
Ainsi, la somme des rayons de roi/rbiire de deur sections normales dont les plans contiennent des diamètres conjugués de l'indicatrice est constante.
789. Nous allons maintenant supposer que l'on coupe la surface par un plan parallèle au plan langent au point considéré; nous |»renons pour origine le point oii la normale rencontre le plan de section; nous appelons p le rayon vecteur du point de cette courbe qui correspond h un azimut z> mesuré à partir du plan de l'une des sections principales; enfin nous désignons, comme précédemment, par R le rayon de courbure de la section normale qui correspond à l'azimut 2. Si la distance :; du plan sécant au plan tangent est infiniment petite du deuxième ordre, le rayon p sera infiniment petit du })remier, et nous aurons, d'après la
l'oiinule (1),
II ^ V
C) La théorie des indifalriccs est due à (lliarles l)u|iiii i Développements de Géométrie, >' .Mémoire).
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puis, eu l'IiniinaiU H par la forimilc (^),
-5-^5- cos-o + ï^ siiro.
l'ji laisaiU successivemeiU o égal à zéro et à 90", et en appelant a »•( 0 les valeurs edrrespondantes de 0, ou (li)lieiil
et par suite
— COS-CS -i- y-; sin-ffi.
Cette équation représente une conique dont les demi-axes a et h, donnés par les équations (9), sont proportionnels aux demi-axes de l'indicatrice déterminés par les formules (7). C'est l'indicatrice que l'on obtient lors((ue l'on attribue au parami'lre arbitraire r une grandeur infiniment petite du second ordre 2:;. D'ailleurs, les ordres de grandeur des quantités intiniment petites nesonlque relatiCs, et il n'y a pas lieu de préciser l'ordre de l'ordonnée ;, quand on ne la compare pas à d'autres longueurs indniment petites. Nous avons donc ce tliéorème :
/ // />/(i/i ixintllcle (lit j)lan t uniment à une surface en un point , et in/inuiwnl rapproché de lui, coupe la surface su'wanl une courbe qui, dans la partie roisinc du point ronsu/éré, se confond avec une conique hotnnthè tique de i itulicatrice .
La courbe d'intersection peut s'étendre loin du point et avoir dilléreiites brancbes. (k's parties éloignées n'ont aucune influence sur les rayons de courbure des sections normales, et par suite aucune relation nécessaire n'existe entre elles et l'indicatrice.
Si la conique est une ellipse, tous ses points seront à des distances intiniment petites du point considéré, et elle se confondra avec une brandie complète de la courbe d'intersection; si elle est une byperbole, elle se composera de deux petits arcs infîniment rapprocbés du point, et de prolongements indéfinis dans la direction des asymptotes. Ces prolongements n'appartiennent pas à la section faite dans la surface.
790. Le tbécu'ème (|ue nous venons de «lémoutrer est iuiportant, et par suite nous croyons utile de l'établir d'une manière directe.
Nous plaçons l'origine au point considéré sur la surface, et nous prenons la normale à la surface en ce point pour axe des :; : les deux autres axes seront des droites rei'taiigulaires situées dans le plan tangent. Nous supposons enfin que re(|uatiou de la surface considérée 1 est algébrique.
Ouand une courbe plane est rapportée ii deux axes situés dans son plan, et
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qu'elle touche celui des abscisses à l'origine, sou équation ue renferme ni ternie constant, ni terme couleiuuit l'abscisse seule et à la premii're puissance; car, parmi les valeurs de l'abscisse qui correspondent à la valeur zéro de l'ordonnée, il faut qu'il y en ait deux ([ui soient nulles. Par les mêmes motifs, notre surface 1 étanttangente à l'origine au plan des deux axes des .x; et des r, son équation doit être dépourvue du terme constant et des termes du premier degré en .r et en j. Si nous ne considérons que la partie voisine de l'origine, et pour laquelle les coordonnées x et r sont inlinimcnt petites, l'ordonnée :■ sera intiniment petite du second ordre, et, d'après la composition de l'équation, tous ses termes seront infiniment petits au moins du deuxième ordre. Ceux qui sont d'un ordre plus élevé devant être négligés, on voit que l'équation se réduira à la forme
( I o) A .r= -f- H .r y + \\y- -+-Cz = u.
La partie de la surface il voisine de l'origine appartient donc à une surface du second ordre, ou plutôt à toutes les surfaces qui sont représentées par l'équation du deuxième deeré
A.r- -\- hxY -+- y V- -+- K =' + K' ::.r + K" v= + C: = o.
dans laquelle K, K' et K" sont des coetricients indéterminés, car cette équation devient identique avec (lo), lorsque :; est infiniment petite du second ordre.
Le théorème que nous avons établi à l'article précédent est une conséquence immédiate du résultat que nous venons d'obtenir. Pour étendre cette démonstration au cas où la surface est transcendante, il suffit de supposer (jue son équation a été développée suivant les puissances ascendantes entières des variables i';.
791. Si l'on considère s comme une quantité constante et infiniment petite du second ordre, l'équation (lo) représentera une indicatrice (art. 789'. Il suffira donc, pour connaître les positions des sections principales, de déterminer les axes de cette coni(|ue. Prenant ensuite ces di'oites pour axes coordonnés, on aura, pour représenter la courbe, l'équation
Si nous désignons, comme précédemment, par a et h les longueurs des demi-axes, nous aurons
('j Le tlicorèmc do runicle 789 cLanl olaljli direclomeiiL. nous poui'rions. par des raisonncmonls analogues à ceux de cel article, en déduire la formule d'Euler, qui sérail ainsi démontréi' d"mic seconde manière.
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d'où, (Ml vciiii (les (^'(iiiations (9),
(l3) R,= _Jl-, R,= .__^.
Conrui'iiiL'iiU'iil à une observation (jue nous avons pi'ésentée, à l'arli(,'le 777, un rayon deconrhure sera positif ou négatif, suivant que la section tournera sa con- (•avil(;' (lu ('('lié (le l'axe des z, sur lequel on mesure les ordonnées positives, ou de l'autre e('>té.
792. Lors(ju'eii un point commun les sections principales de deux surfaces sont deux à deux dans les mêmes plans et osculatrices, leurs sections par un plan normal (]U(di'oii(|ue ont des rayons de courhure égaux. On dit alors (jue les surfaces sont osculatrices.
La surface du second ordre représentée par l'équaticui (1 i) est osculatrice de la surface considérée 1, car cette équation devient i(lenti(]ue avec (10) lors((ue l'on suppose que l'ordonnée :; est infiniment petite du second ordre, et par suite les plans et les rayons de courbure des sections principales sont les mêmes dans les deux surfaces pour le point qui est à l'origine.
Ouand ou donne à z une valeur finie et constante, l'équation (11) représente une se(ti(m de la surface par un plan parallèle à celui desjrr, et cette section est une coni(|ue liomothétique de celle que l'on obtient en attribuant à ; une valeur iiitiniment petite du second ordre, car les coefticients des termes du second degré sont les mêmes; elle est donc aussi bomotliéti({ue de l'indicatrice (art. 789).
Une surface quelconque est osculée en un point donné par une infinité de surfaces du secoiul ordre, et les sections de ces surfaces par des plans parallèles au plan taitl^ent en ce point sont des coniques homotlu'ti'pies de l'indicatrice.
Quand K' et K" sont nuls, on a
( 1 4 ) A ^- + B xy + A' V- ^- K ;= -4- C ; = ().
Cette équationreprésente une surface du second ordredont l'axe des r est un axe, et dont, par conséquent, un des sommets esta l'origine point d'osculation. Comme d'ailleurs l'équation contient encore un coefficient arbitraire, nousvoyons qu'/z/ze infinité de surfaces du second or-dre sont osculatrwes en un de leur's sommets d'une surface quclcorujue en un point donné.
Dans le paragrapbe suivant nous reviendrons par d'autres considérations sur la llie(uie de ces surfaces osculatrices.
Des raisonneineiils analogues à ceux que nous venons de présenter font aisément trouver les équations des surfaces algébriques qui ont avec la proposée, en un point donné, un contact d'un ordre déterminé et supérieur au second.
r.iiuMTHi': 1. - Tiii:op.iK (iKNEiiALr:
Discussion de la formule (V Euler.
79.J. Cas où les deux niyoïis principaux sont de même sis;ne. — Nous ;illoit> niaiiilcnant chercliei- les conséquences de la formule d'Eulcr dans les (linVMenls eas qui peuvent se présenter. Nous su|iposernns d'ahord <jMe les deux ravous principaux sont de même signe, et nous les considérerons comme positifs.
On voit facilement que le rayon de courbure R est toujours positif, et compris entre IL et R, (art. 78o). Si nous prenons sur la normale OZ (/%. 829) des loniiuenrs OE et ()F respectivement égales à R, et à R^, le centre de courbure d'une section ([uelconque SOT sera en un point C du segnient FE. Il en résulte que près du point 0 la surface est entièrement d'un même coté de son plan tangent, et (|a'elle n'a, par conséquent, que ce point de commun avec lui.
Les carrés à- et h- donnés par les équations (7) sont de même signe, et positifs quand on attribue à c une valeur positive. L'indicatrice est donc une ellipse. On appelle surfaces convexes celles dont, en tous les points, les indicatrices sont des ellipses.
Quand les valeurs de R, et de IL sont égales, l'indicatrice est un cercle, et les rayons de courbure de toutes les sections normales sont égaux. On appelle ombilics les points singuliers oîi cette circonstance se présente.
7î)i. Quand une surface 2' a en un point ()' les même-s rayons principaux qu'une autre surface :ï en un point 0, on peut évidemment la placer de manière que, le point 0' étant confondu avec le point 0, elle soit osculatrice de ^.
(^onsidcrons un ellipsonle scalène {Jig. 3'3o; : au sommet 0' les deux sections principales sont les ellipses principales iM'O'P' etN'O'L', car la normale O'K esi rencontrée par les normales à la surface aux différents points de ces courbes, et notamment à ceux qui sont iiitininient voisins de 0'. Si nous appelons a, b et c
les demi-axes KM', K.N' et KO', les rayons de courbure principaux sei'ont '^ et —
(art. 779). Par conséquent, pour que l'ellipsoïde puisse être rendu osculateni' en son sommet 0' de la surface ^ au point 0 [fig. 329), il faut et il suffit (pie l'on ait
H, et R. étant les rayons principaux de la surface 2 au point O.
Il n'y a (|iie deux équations pour déterminer les trois demi-axes a, b c( r; une surface convexe a donc pour cbacun de ses points ww infinité d'ellipsoides osculateurs en un de leurs sommets. Si l'on se donne la position du centre de l'ellip-
solde sur la normale, le demi-axe c sera déterminé, et les équations (i5) feront connaître les demi-axes a et è; ils seront toujours réels quand c sera positif, et pai' suite tout point de la normale situé du côté de la concavité de la surface est le centre d'un ellipsoïde osculateur. Si l'on donnait ;i c des valeurs négatives, ir et Ir seraient négatifs, et l'on aurait des hyperboloïdes à deux nappes osculateurs en un de leurs sommets.
Si l'on prend pour axes coordonnés les droites Op., Ov et OZ {fig- 32r)), l'é- ({uation de l'ellipsoïde osculateur sera
, ., x- y- z'—'ic:
(iG)
It, ' H,
Quand le centre de l'ellipsoïde est au point E, centre de couriturc de la section principale JMOP {_/ig- 329), on a
(17) c = R,, a = \\,, /> = VR,R„
et la surface osculatrice est de révolution autour de l'axe parallèle à •/).. Klle serait de révolution autour de l'axe paiallèle ;i im si son centre était en F.
795. Dans un ellipsoïde osculateur en l'un de ses sn/nniets. l'ellipse principale située dans un plan parallèle au plan tangent commun est homothèlique de l'indicatrice, caries équations (13) qui en déterminent les axes sont identiques aux équations (7) qui d{jnnent les axes de l'indicatrice. La dislance O'K du centre de l'ellipsoïde au point considéré {Jig- 33o) est le paramètre arbitraire qui entre dans les expressions des axes de l'indicatrice.
Toute section de l'ellipsoïde osculateur que nous considérons, par un plan parallèle au plan tangent commun, est une ellipse /////«' homotliétique de l'ellipse principale P'N'M', et par conséquent homotliétique de l'indicatrice. Ce résultat est d'ailleui's une consé(juence du théorème plus général de l'article 792.
790. ('fis où les rayons de courbure principaux- sont de signes différents. — Les é(|uations (6) et (7) montrent que, quand les rayons principaux sont de signes différents, l'indicatrice est une hyperbole dont les asymptotes font avec la tangente de la première section principale un angle * pour lequel on a
(>8) tang$ = ±y/-l[;-
Nous traçons dans le plan tangent au point considéré () [fig- 33 1) les droites OX et OY, respectivement tangentes aux sections dont les rayons sont R, et R^, et les droites Y, V et M ^X faisant avec ()X l'angle <!' : toute hyperbole dont ces lignes sont les asymptotes peut être prise pour indicatrice. Nous considérons celle
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qui a SOS soinmols en îles points y. et n situés sur l'axe OX à une distance avhiliaire du point 0. Si R, est positif, elle corres[»ond à une valeur positive du parani('ti(> r. [.es rayons de courbure étant proportionnels aux carrés des rayons vecleurs de l'indicatrice, le rayon H de la section laite par le plan normal (|ui a pour trace sur le plan tani;('nt la droite tOt est donné par l'expression
r=Er..
Lorsque le poini r parcourt l'Iiyjierbole, le rayon vecteur Ot varie de O'i ;i l'intini, et le rayon de courbure de la section normale, de R, à l'infini. Quand la droite
(jOtcsI dans l'angle supplémenlaire des asymptotes, la ([uaiitilé Ot est négative, et le rayon de ((iiirbure H est dirigé en sens coniraire des précédents. L'Iiyperbole qui a ses sommets aux points - et p. n'indique plus les variations du rayon de courbure; mais, si nous traçons une liyperbole dans l'angle supplémentaire des asymptotes, nous aurons une indicatrice qui correspondra à une valeur négative de la constante c, et qui lera connaître les rayons de courbure négatifs.
Quand les valeurs de r (jui déterminent les deux byperboles sont égales en grandeur absolue, on a, en vertu des équations (7),
OX" _ _ ôV. d'où
0|x -y Hi
l't. en ayant égard à l'équation (iB),
TT- = ang<l>.
D'après cela, pour (jue les longueurs des rayons de courbure obtenues par la considération des deux liyperboles soient comparables entre elles, il faut (|tn' les sommets de ces courbes appartiennent ii un rectangle ayant les asymptotes pour diagonales.
En résumé, /c rayon de courbure d'une section normale es/ /losi/if ou /ic'^d/i/' suivani que la trace du plan sécant sur le plan ta/iffv/it est coniprise dans l'un ou dans l autre des deux a/i^les des nsyniptotes de l'indwatrice ; cluupie rayon de courbure principal est, en grandeur absolue, le minimum des rayons de courbure (pii ont même signe (pu- lui. Enfin, chacune des deux sections normales dont le plan conlient une asymptote de l'indicatrice a un rayon de courbure infini, et par suite les asymptotes de l'indicatrice ont un contact du second ordre mec la su/face.
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Lonque les rayons principaux ont des grandcius absolues égales, les asy/nploles lie l'indiratrire sont rectangulaires, et récipnHjuenwnt.
Les surfaces qui ont en chacun de leurs points des liypeiholes pour indicatrices sont dites à courbures opposées.
797. Les sections faites par des plans iKiiinaux dont les traces sont comprises dans l'angle L'OY ont leur rayon de eourliure positif, et sont près du point 0, d'un certain côté du plan tangent, par exemple au-dessus; les sections faites par des plans dont les traces sont dans l'angle U,OV ont leur rayon de courbure négatif, et sont au-dessous du plan langenl. (le plan tangent traverse donc la surface; il la coupe suivant une courbe o) qui a une brandie tangente à chaque asymptote, comme nous allons le reconnaître.
La droite 7t louche au point (), et cou[h' au point /;, la section par le plan normal c~.. Si l'on fail (ouriier ce plan auloiir de la normale au point (), jusqu'à ce ([ue le point r, arrive en (), la trace q- accjuerra en même temps un contact du premier ordre avec la courlje «, et un contact du second ordre avec la section normale; chacune des asymptotes de l'indicatrice est donc tangente à la courbe w au point 0.
(!ii peut étendre ce résultat aux courbes gauches, en considérant leurs plans osculateurs ; ainsi, quand une courbe tracée sur une surface a en un point son plan osculateur tangent à la sur/ace, elle a pour tangente en ce point une des deux asymptotes de r indicatrice. Il résulte de là i\w une courbe tracée sur une surface convexe ne peut avoir aucun de ses plans osculateurs langent à la surface.
Revenons à \i\.Jig. 33r. Si la l)ranche Ovj de la courbe (,) avait une inflexion au ])oint 0, en faisant tourner le plan normal ai, deux points d'intersection r, et-/;, se réuniraient simultanément au point de tangence 0, et le contact de la section normale avec la tangente VV, de la courbe s'élèverait au troisième ordre. On voit ainsi que chaque asymptote de rindicatrice a un contact d'un ordre moins élevé d'une unité avec la section par le plan tangent qu'avec la section /uinnale.
798. Considérons l'iiyperboloïde scalèiie représenté sur liifig. 332 : en raisonnant comme ii l'arlicle 794, on reconnait (juan sommet O' les sections principales sont l'hyperbole principale jM'O'P', et l'ellipse de gorge N'O'L'. Il est d'ailleurs évident que les centres de courbure E et F de ces lignes sont de côtés dinV'rents du sommet 0'. Si leurs rayons de courbure sont égaux aux rayons principaux d'une surface à courbures opposées, en un point donné, on pourra placer l'hyperboloïde de manière (|u"il y ait osculation.
Les équations (i5), qui déterminent les axes d'une surface du second ordre osculatrice en un de ses sommets d'une surface donnée, montrent que, dans le cas qui nous occupe, l'un ou l'autre des carrés «■ etZ>^ est négatif, quelle (|ue soit la valeur réelle attribuée à c, et que par suite la surface du second ordre est un liyperboloide à une nappe. Quaml c est de même signe (|ue U,, c'est-à-dire quand
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le iciiire (le la surface osculatrice esl du même côté du point 0' que le point K, a est réel et h imaginaire : les sections (jui ont pour rayons R, et Ro sont alors respectivement osculatrices de l'iiyperhole principale et de l'ellipse de gorge.
L'hyperboloide est de révolution, lorsque son centre est au centre de couibure <le l'une des deux sections principales.
799. Les asymptotes de l'indicatrice d'un liyperboloïde, en un point quelconque, sont les génératrices rectilignes qui s'y croisent, car ces droites sont des sections normales qui ont des rayons de courbure infinis. On peut aussi remarquer qu'elles forment l'intersection de la surface par son [Ann tangent.
En raisonnant comme ii l'article 795, on reconnaît que l'byperbole ])rincipale dont le plan est parallèle au plan tangent en 0' {/îg. 332) est bomothétique de l'indicatrice de ce point. Cela résulte d'ailleurs de ce que les asymptotes de cette liyperbole sont parallèles aux génératrices qui passent par le point 0.
La section de la surface par un plan parallèle à un plan tangent à cette surface et infiniment voisin se confond dans la partie infiniment rapprochée du point considéré, avec une hyperbole que l'on peut prendre pour indicatrice (art. 789 :.
800. Cas où /'lin des rayons principaux est infini. — Quand l'un des ravons principaux, R. par exemple, est infini, la formule d'Euler et l'équation de Tindicatrice deviennent
n Ri .a
K = — —■, fj = ±
COS-o ' cOS'f
On a d'ailleurs
«- = Rir, (S- = Rc.
L'indicatrice se compose de deux droites p.p., et nr., parallèles à la trace OYdu plan de la section principale dont le rayon est infini {//g. 333). Les rayons de courbure des autres sections normales sont finis et de même signe; il en résulte que le plan (animent coupe ou touche la surface suivant une ligne qui a pour taniivule au poiiit 0 la droite OY. Cette question sera éclaircie plus tard par quelques exemples.
D'après la première des formules précédentes, pour avoir le rayon de courbure de la section normale dont la trace sur le plan tangent est une droite Oz, on porte sur cette ligne une longueur OE égale au rayon R, de la section principale faite sur OX, puis on trace les droites EE, et E,E. respectivement perpendiculaires à Ot et à OX : la longueur OE, est le rayon cherché.
801. Sur une développable , une génératrice rectiligne est en tous ses points une section principale, car les normales aux différents ()oints de celte droite sont parallèles, et par suite dans un même plan. I.es indicatrices d'une développable sont àonc formées de deux droites paralU'Ies. En un point d'une telle surface, le plan de la seconde section principale est perpendiculaire à la génératrice. Sur un cvlindre une section droite est une section principale en cbarnn de ses |)oinls.
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802. Les deux droites dont se compose riiidicadice peuvent être regardées uoninie formant la limite, soit d'une ellipse dont l'un des axes s'allonge indéfiniment, tandis que l'autre reste invariable, soit d'une hyperbole dont l'angle des asymptotes tend vers i8u", et dont les sommets sont fixes. Les surfaces qui ont en cha'jue point un rayon principal infini doivent i\on<:, être considérées comme formant une transition entre les surfaces convexes et celles dont les courbures sont opposées. Lorsqu'une surface est en partie convexe et en partie à courlinres opposées, en chaque point de la ligne de séparation l'un des rayons principaux est infini.
Sur des surfaces entièrement convexes ou entièrement à courbures opposées, on trouve des lignes en chaque point desquelles l'un des rayons principaux est infini. Ce rayon est alors un maximum, et non une transition de rayons principaux positifs à des rayons principaux négatifs.
805. Quand un plan touc/ic une surface le long d'une courbe, la ligne de contact est en cJuicun de ses points tangente à une section principale ayant un rayon de courbure infud.
Pour prouver ce théori'me, supposons que par deux points ^I et \ de la ligmde contact on fasse passer un plan sécant qui contienne la normale à la surface au premier point M : la section de la surface aura avec la section faite dans le plan tangent deux points de contact .AI et N, et si l'on fait (ourner le plan sécant autour de la normale à la surface au point .M, jusqu'à ce qu'il contienne la tangente à la courbe, le point N viendra se réunir à AI, et la section aura un contact du troisième ordre avec sa tanijente; son ravon sera donc infini. Cette .section sera d'ailleurs principale, car les normales à la surface aux deux points 31 et N sont parallèles, notamment (juand la distance de ces points est infiniment petite.
804. Réciproquement, eptand une courbe tracée sur une surface est tangente en r/ur'un de ses points à une section principale ayant un rayon de courbure infini, elle est une ligne de contact de la surface avec un j)lan.
Deux points consécutifs de la courbe appartenant à une section principale dont le rayon est infini, les droites qui y sont normales à la surface se trouvent dans un méini' plan et sont parallldes. Toutes les normales à la surface aux différents points de la courbe sont donc j)ai'allèles, ce (|ui démontre le théorème énoncé.
805. Une surface est développable ijuand elle a en chacun de ses points un de ses deux rayons de courbui-e infini.
Par chaque point d une Iclle surface on peut faire passer une ligne tangente en tous ses points aux sections principales ayant un rayon de courbure infini, car. pour deux points infiniment voisins, les plans de ces sections ne comprennent qu'un angle infiniment petit. La surface est touchée par un plan le long de chacune de ces lignes, et par suite elle est l'enveloppe d'une série de plans, c'està-dire développable.
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S0(>. I.orsqiif l'on l'ail H, infini, les équations (7) donncnl
(i l'équation (iG) de la surface du second ordre osculatr'ice en un de ses sommets se réduit à
Cette équation représente un cylindre du second ordre. La génératrice i-ectiligne est osculatrice de la section dont le rayon est infini; la section droite est une conique osculatrice en un de ses sommets de la section principale dont le ravon est R,.
807. (as où les deux rayons pnncipaux sont infinis. — I.a formule d'Euler montre (juc, (piand les deux rayons principaux sont infinis, les rayons de courbure des sections normales sont tous infinis, et (jue par suite lu surface est osculée par un plan. Quelques surfaces jouissent de cette propriété, soit en des points isolés, soit en tous les points d'une ligne.
808. Cas où l'un des rayo/is principaii.r est nul. — LorS(|n'un des rayons principaux esl nul, l'autre étant fini ou infini, tous les rayons des sections normales, sauf ce dernier, sont nuls. Cette circonstance se présente aux divers points des arêtes de rebroussement, et aux points isolés où une surlace a un plan de rebroussement, tels que les sommets sur une surface gauche (art. (JGGi. Si l'on donne à la constante c une valeur de même signe que le rayon qui n'est pas nul, on trouve que l'indicatrice est un segment de la langente à la section principale ayani ce rayon. Ce segment de droite doit être considéré comme une ellipse <lont un des axes est nul.
Quand en un point d'une surface le rayon d'une section normale est nul, l'un des rayons principaux est nécessairement nul.
Si une courbe ayant un rebroussement tourne autour de la langente au rcliroussement, la surfiice de révolution qu'elle engendrera aura un point où le rayon de courbure d'une section quelconque sera nul.
Constrticlions diverses relatives aux rayons de courbure des sections
normales.
809. Construction du rayon de courbure d'une section normale. — ■ On peut uiellre fécpiation (Vlsous la forme
|{, sin-'i -h |{.,cos-'i
20 LlVitE VIII. - COUIiliUUE DKS SLIil-ACES.
Le iléiioniinali'ur est la somme des longueurs que l'on olitieiit l()rsi|ue l'dii |)iiijette deux fois le rayon R, sous l'angle (90"— o) et le rayon K> sous l'angle o. La formule conduit done à une construction qui n'exige que la règle et le compas, pour la dclerniinatiun du rayon R d'une section normale, lorsque l'on connaît l'azimut du plan de cette courbe et les rayons principaux.
Quand on doit déteiiniiicr les rayons de plusieurs sections normales, une méthode simple consiste à employer une courbe dont la considération est due à liuler('). On déduit de la formule précédente
(Kl + H,) — (Kl— K,)cos2ç
Si l'on regarde R comme un rayon vecteur correspondant à l'azimut 2Ç), cette équation sera celle d'une conique rapportée à l'un de ses foyers et à l'axe {|ui y passe. Les demi-axes de celte courbe sont
U, -H Ho
VR,R
Quand les deux rayons principaux sont de même signe, les deux axes ont des
longueurs réelles, et la courbe est une ellipse; lors([ue les rayons R, et R;, sont
de signes contraires, la longueur de l'un des axes est imaginaire et la courbe est
nue hyperbole; entîn, quand um des rayons de courbure IL est infini, réifiia-
(ion 119) devient
li,
et la courl)e est une parabole. On ne doit pas oublier que le rayon de cuurbuie d'une seclion normale correspond au rayon vecteur de la conique auxiliaire pour Il 11 azimut double.
810. Dctennination des sériions princiimles et de leurs ixiyons. — Toutes les fois (|iie l'on connaît les rayons de courburi' R. R' et R" de trois sections normales et li's angles que comprennent leurs plans, on [icut déterminer les sections piiiieipales et leurs rayons; car, en se donnant un parami'tre arbitraire c, les rayons vecteursdel'iudicatriee correspondant aux troissections seront v R*"? yR '"'^' yR'V-. Il sera possible de construire cette conique, puisque l'on aura son centre et trois de ses points.
La direction et la grandeur des axes de l'indicatrice font connaitre les [)laus et les rayons de courbure des sections principales.
(') Mémoire déjà cité à l'arlirlc "Si.
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La coiistructioii est en di'l'aiit (juand les rayons R, IV et R" ne sont pas ilr tnème signe. On peut alors rceourir à la conique dont nous avons parlé à l'aitiele précédent, et le problème est ramené à la détermination d'une conique dont on coiuiait un foyer et trois points.
Nous ne nous arrêterons pas à exposer la solution détaillée des deux problèmes graphiques indiqués en cet article, parce qu'ils n'ont pas d'utilité dans les applications. 11 importait seulement d'établir que la courbure d'une surface est déterminée en un point par les rayons de courbure de trois sections normales et les angles de leurs plans.
Grandeur de la dcviation. — Paraniblrcs de déviation. Axes de déviation.
81 1 . Revenons maiiitenanl à \'a fig. Sa;, dans laquelle les plans coordonné? ZOX et ZOY sont deux plans normaux rectangulaires quelconques. Nous appelons
ci* la déviation de la normale au point M, ou l'angle FMF, (art. 783); K,i, R^ et Rp les l'avons de coui'bure des sections normales OM, ON et OP: Ri .et Ro les rayons de courbuie des sections princi|>ales ;
ç l'angle que le plan ZOX fait avec le plan principal dont la section a pour rayon R, ; l'angle que le plan ZOY fait avec le même plan principal est 90'' -f- 'f.
Nous avons vu que les angles EME, et FMF, sont égaux (art. 78'i ; ré(|ii;ition 3 donne par conséquent
mVi + n^—pV
mp
On a d'ailleurs, d'après l'équation (i),
(.)m = 0« = mp, Op =: lOm.
Portant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on obtient
0 = 0/« —r. — I n ïT ■
V2RM 2H> Hp/
■2'> LIVRE VIII. — COURBLRE LilîS SURFACES.
ihéorème d'Eulor donne
^ = 1- eos=(no''+ ç) + Tj- sin-i 00°+ 9) = — sin^'i + y- cos-'o:
lis Hi "^ l^î l>i ' l>2
.:2//; Ko , ,,\ , .LcinV. ^o.
_ ^ _ cos^(/,5"+ ç.) + j^ sm^(^y + ç.) = _i^ + -^ _ l('jl- - jl-) sin2..
Introduisant ces expressions dans l'équation qui donne la valeur de c?, el appelant, comme précédemment, « la loni;neur intiniment petite O///, on trouve
:2o) o = -«(^|^ - j^jsin2?.
(Icttc rornuile donne ponr la déviation une grandeur positive, (|iiand la partie de la normale intérieure voisine de la surface se projette sur le plan tangent en dehors de l'angle 9, mesuré à partir de la section principale ayant le pins grand rayon de courbure. La quantité a doit être considérée comme positive.
L'équation (ao) montre que la déviation atteint sa valeur maximum quand le plan normal partage en parties égales l'angle des plans principaux, et que les déviations des normales sont égales pour des directions symétriques par rapport il ce plan Lissectenr. La déviation change désigne à chaque plan principal.
En éliminant l'angle o entre les équations (20) et (.)), ou obtient (' )
812. Le rapport des grandeurs infiniment petites v. et 5 est une longueur tinie que nous représenterons par la lettre K, et que nous appellei'ons/w/ww/cV/yr/e (k'viatiori. Ce paramètre est intini ([uand la déviation est nulle. Nous avons
i 20 bis)
21 his)
Supposons maintenant que l'on trace dans le plan tangent en .M une courbe
(') Les formules (20) et (21) sont dues, la première à M. J. Bertraïul (Mémoire cilé à l'artiolc TSl 1. la seconile à M. I.amarle ( Exposé géométrique, V Parlie).
sinay,
tut
ciiAi'iriii: I. - iiiKniîii; i,ÉM-:ii\Ln;. 23
(elle (jiic les carrés des rayons vecteurs issus du jioiut .AI soient proportionnels aux paramètres de déviation des sections normales tangentes : nous aurons, en appelant 2, le rayon vecteur qui correspond à un azimut ç, et c, un paranil'trc arhitraiic,
puis, en vei'ln de ' 20 bis).
enfin, en appelant c et y les coordonnées p,cos'^ el o^ sin^ d'un point de I.! courbe,
(iette ligne est donc une liypeihulc écpiilatère dont les asymptotes sont tangentes aux sections principales. Elle joue [)0ur les paramètres de déviation le inénu' rùlc que l'indicatrice pour les rayons de courbure.
815. On peut déterminer le paramètre de déviation à l'aide de l'iiidicatiice ; car, si l'on appelle c l'angle formé par la normale à cette courbe en un point avec le ravon vecteur, on a
tanifc = — irr^ xv.
Hemplaçant a- et b- par leurs valeurs (7), et le produit .rv par o-sinscoso. p étant comme précédemment le rayon vecteur de l'indicatrice, on obtient
H,- Ho ., .
on oien
tangi'=-~R (î{^ - ïJ;) sin2ç.
Enfin, eu égard à ré(juation (20),
tangc = -R^('), K — - Rcotc.
I ■) CeUo formule a été donnée par M. Alings : De supcrficieram ciirraturn ; Groningse. i849- D'après un Uiéorème de Maclaurin {Traité des fluxions, CXI) récemment rappelé par if. P. Serret ( Des nwtlindes en Géométrie), on a
COll' = -=7->
K cl !■ ayant les significations indiquées dans le texte, et R' étant le rayon de courbure de la déve-
.y^r, MVRE VIll. — COURrjUîE DES SUil'ACES.
814. Considérons une surface du second ordre [fig. 33.4); soient D sa section par l'un de ses plans principaux que nous prenons pour plan vertical de projection, et ;M'C la normale au sommet (M, M') : si par un point m infiniment voisin de M on fait passer un plan DE parallèle à celui de la section £2, il coupera la surface suivant une conique dont les axes ne différeront des axes de H (juc de quantités infiniment petites du second ordre (art. 777), et dont par conséquent la projection verticale devra être regardée comme confondue avec û, si l'on n'a énard qu'aux infiniment petits du premier ordre. Lé point m de l'espace se projette donc en un point jn' de O, et la projection de la normale à la surface au point ?n est la normale à il en ce point m' infiniment rapproché de M'; elle passe ainsi au centre de courbure C de Q. pour le point M'; nous concluons de là que la normale à la surface au point m infiniment l'approché de (M, M'), et d'ailleurs (juelconque, rencontre la perpendiculaire au plan de il qui passe au centre de i-ourbureC; elle rencontre aussi et par la même raison la droite qui est perpendiculaire au plan de la seconde section principale en ]\I, et qui passe par le centre de courbure de cette section.
On reconnaît d'après cela, par la considération d'une surface du second ordre osculatrice en un de ses sommets, que toutes les normales à une surface aux points infiniment voisins d'un point donné rencontrent les deux droites qui passent respectivement par les centres des sections principales et qui sont perpendiculaires à leurs plans. Nous appellerons ces droites axes de dthnation (' ).
Cciirbiire des sections ohlicjucs et de la section par le plan tai gent.
815. Tlu'orè:n; de Meusnier. — Nous allons maintenant chercher comment on [)eul déterminer le rayon de courbure d'une section oblique, quand on connaît le ravon de courbure delasection normale qui lui est tangente, et l'angle des plans de ces courbes. Nous supposerons d'abord que la section oblique est tangente à une section principale.
Soient
OC la normale à une surface en un point 0 ijîg. 335); H la section de cette surface par un plan principal P;
loppce de l'iiulicatrico. Inlrocliiisanl celle valeur de eoli' dans réquation du parauièlre de dcvialiou.
DU lr.)Uvo
O» peut déduire de ces d verses formules des construclions assez simples pour le paramèlre K. (') Ce Ihéorème csl dû à Slurm {Cnmpies rendus, premier semestre 1845). La démonstraliou ipu' iinus en présentons csl de M. Mannlieim.
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tu un point situé sur Q. à une distance infiniment petite de 0;
>.'> une section de la surface par un plan O contenant les points 0 et m.
La normale à la surface au |)oint //^'st dans le plan P, et le point C oii elle rencontre la normale OC est le centre de courbure de la section principale il.
Les normales à la section oblique oj en cliacun des points 0 et m sont les projections sur le plan Q des normales indéfinies à la surface en ces points (art. 46). Le centre de courbure c de «, point de rencontre des deux normales aux points 0 et m, est donc la projection sur le plan Q du point C, centre de rourbure de la section principale 0..
Si le plan P est un plan nornuil en 0 et d'ailleurs quelconque, la normale ii la surface en m sera une droite wIV située hors de ce plan, et ses projections nd'. et me sur P et sur Q seront les normales principales aux sections D et to. Mais l'angle de la normale wN avec le plan P étant infiniment petit, et l'angle NwO ne différant qu'infiniment p(>u d'un droit, l'angle compris entre la droite me et la projection de wC sur Q est infiniment petit du second ordre. La normale principale à la section oblique w au point /« est donc la projection de la normale principale à la section 1> au même point. Par conséquent, le rayon de eoiirlittre en un point cVane section ohlviue d'une surface est la projection du rayon de courbure en ce point de la section nornmle tangente à la section oblique, quelle que soit la position de cette dernière par rapport aux plans principaux. Ce théorème <'st dû à .Aleusnier ( ' ).
Si l'on appelle r et R les rayons de courbure au même point d'une section oblique et delà section normale tangente, et 7 l'angle de leurs plans, on aura
(23) r=Rcos7.
Tous les raisonnements qui précèdent peuvent être appliqués à une courl)e lianclie. Le plan Q est alors le plan osculateur de la courbe au point considéi'é.
810. Courbure de la section par le plan tangent. — Si la section oblicjue est tangente à une asymptote de l'indicatrice, R est infini, et par suite /• est également
C) Mémoire sur ta courbure des surfaces {Savants étrangers, 1776).
Si l'on voulait une démonstration plus minutieuse, on pourrait remarquer que, sans faire aucune hypothèse sur l'angle que le plan Q fait avec le plan P normal en 0 et d'ailleurs quelcon(|ue {fg. 337), on peut obtenir, comme à l'article 817, l'cquation
cosN/»F cosF/«0 = cosNwjG cosG wO.
Les diitcrents angles qui entrent dans cette formule ont les valeurs indi([uées à l'article 817. s;uif NwG qui dIfTcre infiniment peu de 7. i;é(]uatli)n se réduit donc à
E = = cosy.
d'oii
/• = R cosy.
m. — De la Gourserie. — Descriptive. c
infini, quelque soit y. Cependant, quand cet angle est droit, c'est-à-dire quand le plan Q est tangent à la surface, la ibrniule (ai) donne une valeur indéterniinéf pour /•, et le théorème de IMeusnier n'apprend plus rien sur la grandeur du rayon de courbure delà section.
Nous avons démontré à l'article 797 qu'une asymptote de l'indicatrice a un contact d'un ordre moins élevé d'une unité avec la section tangente qu'avec la section normale. Dans le cas général, le contact de la section normale est du second ordre, celui de la section par un plan tangent est par conséquent du premier ordre, et son rayon de courbure a une grandeur finie.
Nous allons parvenir au même résultat par des considérations infinitésimales analoo-ues à celles que nous avons présentées à l'article précédent, et qui auront l'avantage de nous donner une expression du rayon de courbure.
tîl7. Soient
m un point de la surface infiniment voisin du jtoint considéré 0 [Jig- 337), *'' situé sur l'une des asymptotes de l'indicatrice de ce point;
OZ etmN les normales à la surface aux points 0 e[in;
Q. la section de la surface par le plan P qui contient la normale OZ et le point m;
■j) celle des branches de la section par le plan tangent Q, qui touche la droite XO/wY, asymptote de l'indicatrice;
m¥ et mG les projections de la normale /«N sur les plans P et Q.
Les trois droites m^,mV etmO forment untrièdre rectangle le long de l'arèlc //.■F; on a par conséquent
cosN/nO — cosNmF cosYmO.
Le trièdre formé par les droites wN, />iG et mi) donne de la même manière
cosNwiO = cosNmG cosGwO.
Nous avons par suite
cosNmF cosF/«0 = cosNwG cosG/nO.
L'angle NwF est infiniment petit, et son cosinus est égal à l'unité ; les angles FmO etGmO sont complémentaires des angles de contingence E et h des courbes Q, et 0) au point 0; l'angle NwGest complémentaire de la déviation f^. L'équation se réduit donc à
E = HO
Si l'on appelle p le rayon de courbure de la section '■>, on aura
Om^fjî ou bien p = 0/// —
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La courbe D ayant une inflexion en 0, l'angle E est infiniment petit du second ordre; Om et o' sont infiiiimcnl [iclites du premier ordre : le rayon p a donc une i;randenr finie.
La déviation o est donnée par l'équation (21), dans laquelle on doit attribuer à H une ifrandeur infinie. On trouve
v'-HiRi
Ln portant cette valeur de 0 dans l'étpiation (pie nous venons d'obtenir et remarquant que Om est la valeur désignée par cf., on a
Ev— H.Kî
Kiifin, si [-j est l'ordonnée du point de la courbe 12 qui correspond à l'abscisse ■/, on aura, d'après l'équation [2],
et, [)ar suite,
aSy— Ril*2
817 fl. Celle formule est nouvelle; nous croyons en conséquence qu'il n'est pas sans intérêt de la confirmer par une démonstration analytique. La surface étant représenléc par l'équation
, ,. . , . ,, ds dz d- z
nous appelons suivant 1 usage /^ y, /•, ... les dérivées partielles -j— 1 -j- ■> -7—,^ • • • •
Nous désignons par n la tangente trigonomélrique de l'angle que fait avec l'axe des abscisses la projection de l'une des asymptotes de l'indicatrice au point considéré. On a
[a) tn'--h 2sn -i- r = o.
./•', 1', 3' étant les coordonnées variahles, l'asymptote est déterminée par les cqiialion-
p{x' — x) + q(y' ~ y) — (;'— -) = 0. Lr'—.v)— i(v'— r)=o,
dont la première représente le plan tangent.
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Oii reconnaît facilenifiil que l'équalion il'iiii plan passant par cette asymploio ile l'in- (licalrice est
/. étant une constante arbitraire; quanil elle est nulle, le jilan devient lanirenl.
L'équation {l>) représentera la courbe d'intersection de la surface par le plan qui cmilient l'asyniiitole de l'indicatrice, si l'on y considère;' comme une fonction de .r' et de v' donnée par ré(|ualion de la surface. Alors, différentiant deux fois l'équalion (b), nous aurons
{<]' — <J — -) -jTi "^ ^P' - P -^ /.) = o,
I, I il.v'
dx'
dx'
Lors(]ue l'on fait .r' , y' et ;' respectivement égales à r, r et z, -7-^ est égale à /', le
f/* )' second ternie de l'écpiation {d) disparaît en vertu de ré(|uation {a), et ~j-^ est nulle:
d-r' si cependant / est nulle, c'est-;i-dii-e si le plan est tangent, —7-2 se présente sous la
forme indéterminée -•
Pour avoii' dans ce cas la valeur de -7---)
dx -
laut dilïérentier l'équation (<:/) en v considérant cette quantité comme constante. On obtient , dv' \ d'-
'dY'\ I ,
Si mainleuant nous faisons x', y' et ;' égales à .r, y et z, les équations (c) et (e) nou< doniiertuit
dy'
dx'^
^ c«-^-H wn-
utn + ô "
tu
En appelant p le rayon de courbure de la section de la surface par son plan lani;i'nl, cl en suppiisant que ce plan a été pris pour plan des xy, nous aurons
(1 + /(-)-(.<; -H tn')
- C/J-" -h H7(-H- Util -H ^ «
On a, en négligeant les termes à partir des infiniment petits du quatrième iinlri'
) dx
t [ dy\-
2 \ dx
\_l.Z\dx
\^ H' ( dy\- ui i dy
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p et 7 sont nulles paire que le plan tangent contient les axes des x et des y. Si nous donnons à -r- la valeur n m\\ détermine l'asvmptote considérée de l'indicatrice, le secoml dx
terme disparaîtra, dz sera la quantité (|ue nous avons appelée 3, et nous aurons
2 3 := ( - c«' -(- iivi- -r itin + o " ) '^'^■'•
L'équation (/) deviendra par suite
(\ + n"-)- (s ->^ tn)d.x'' ? = â '
ou bien
__ {dx^-^n^dx'^f-{s+tn) ^~ 2 p
Mais la quantité \ldx- -\- n- dx"- ou \Jdx- -t- dy'- est la longueur -j. : donc
Supposons maintenant que l'axe des abscisses touche la section principale dont le rayon est R,; nous aurons
ces valeurs portées dans l'équation (ff) donnent l'équation (24).
818. Nous avons vu ii l'arlicle 816 que toute section tangonle à une asyniptote de l'indicatrice a un contact du second ordre, au moins, avec cette droite, sauf dans le cas où son plan est tangent. Il résulte de là que quand une courbe tracée sur une surface a, en u/i point, un contact du premier ordre avec une des deux asymptotes de r indicatrice, son plan osculateur en ce point est tangent à la surface.
Cette proposition est la réciproque d'un théorème que nous avons établi à l'article 797.
819. Nous avons démontré, à l'article 474 (* ), que le rapport des rayons de courbure en deux points correspondants d'une ligne tracée sur une surface développable et de sa transformée par développement est égal au cosinus de l'angle (|ue forme le plan osculateur de la ligne avec le plan tangent à la surface, dette proposition est tine consé([uence du théorème de Meusnier.
Lorsqu'on développe une développable, les points d'une conrbe O tracée sur cette surface décrivent des trajectoires qui sont toujours normales au plan de
(') Dans la seconde édition de la deuxième Parlie, p. (ii. ligne 10. il faiiL lire : yr-, = cosN; ligne 1 >. il fail lire : cal c'gnl nn cnsinus. ( E. L.)
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(loveloppement, et qui forment une surface dont la section par un plan tangent il la (léveloppable est une transformée de la courbe primitive. La courbe iî et sa Iransforniée appartiennent donc à une même surface, et la seconde de ces lignes est une section normale qui touclie la première au point où elle rencontre la génératrice de contact du plan tangent avec la développable. On voit que le théorème de Meusnier peut être appliqué : il donne immédiatement la proposition que nous avons rappelée.
Définition des lignes de cuurlxirc et des lignes asyniptotiques .
820. Lorsque l'on passe d'un point d'une surface à un point infiniment voisin, les positions du plan tangent et des plans des sections principales varient infiniment peu; il en résulte que l'on peut tracer deux séries de courbes tangentes en chacun de leurs points à une des deux sections principales de la surface en ce point. Car, si, en partant d'un point 0, on considère sur une des sections princi- [)ales un point infiniment voisin 0', à ce dernier point passeront deux nouvelles sections principales, dont l'une fera un angle infiniment petit avec l'arc 00'; on peut suivre celle-là, y prendre un point 0" infiniment voisin de 0' et, continuant ainsi, on obtient une ligne qui satisfait à la condition énoncée.
On appelle lignes de courbure d'une surface les lignes qui sont tangentes en chacun de leurs points à l'une des sections principales. D'après ce que nous venons de voir, et les propriétés des sections principales, il passe à chaque point de la surface deux lignes de courbure qui se croisent à angle droit (').
De tous les points d'une surface infiniment voisins d'un point considéré, ceux qui appartiennent aux sections principales sont les seuls pour lesquels la déviation soit nulle. Il en résulte que les normcdes à une surface en tous les points d'une ligne de courbure forment une développable, et que le lieu de ces droites serait une surface gauche, si la courbe directrice n'était pas une ligne de courbure.
(>h. Dupin a considéré des lignes asyniptotiques tangentes en chacun de leurs points à l'une des deux asymptotes de l'indicatrice de la surface.
Ces lignes font mieux connaître la courbure de la surface que les lignes de courbure, car elles déterminent, outre la direction des' sections principales, le rapport des rayons principaux; mais elles ne sont réelles que sur les surfaces à courbures opposées.
(•) La llicoric des lignes de coiirburo est due à Monge. Mémoire sur les ilcbtais cl les rembhùs {Histoire de V Académie, I7**>); Application de l'Analyse à la Géométrie, XV el XVI.
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Notions sur la courbure des sur/aces de révolution.
821. Los normales aune surlace de révolulion en deux points conséculils d'un méridien sont dans le plan de cette courbe; un méridien / (Jig. 336) est donc une section principale en l'un quelconque de ses points tel que 0', et son rayon de courbure O'E est l'nn des deux rayons de courbure principaux de la surface.
Le plan de la seconde section principale est perpendiculaire au plan méridien, et par suite cette section est tangente au parallèle. Comme d'ailleurs la perpendiculaire O'C abaissée sur l'axe A'Z est le rayon du parallèle, on voit, d'après le
O'C théorème de Meusnier, que le rayon de la section normale tangente est^^^p^y^.
ou O'F.
En résumé, les deux rayons de courbure principaux d'une surface de nrohition. en un point, sont le rayon de la méridienne et le segment compris sur la normale entre le point considéré et l'axe (' ).
Quand la méridienne présente sa convexité à l'axe, les rayons O'E et O'Fsont de signes contraires, et par suite la surface esta courbures opposées. Lorsque la concavité de la méridienne est tournée vers l'axe, comme cela a lieu au point O'i, les rayons 0, F, et 0', E, sont de même signe, et la surface est convexe.
Aux points d'inflexion tels que 0^, et aux points tels que 0!, pour lesquels la normale est parallèle à l'axe de révolution, l'un des rayons de courbure est infini. Chacun des parallides décrits par les points 0!, et 0., sépare donc une partie delà surface où les indicatrices sont des ellipses, d'une partie où les indicatrices sont des hyperboles. Le théorème de l'article 805 pouvait faire prévoir ce résultat pour le parallèle du j)oint O3, car, en tous les points de ce cercle, la surface est tangente au plan qui le contient.
822. Nous allons maintenant déterminer les asymptotes de l'indicatrice an point (0, 0') [Jig. 336).
Nous considérons un hyperboloïde ayant un sommet en ce point, et y étant osculateur de la surface. Nous pouvons placer son centre en un point quelconque de la normale EF; nous choisissons le point F, et alors l'hyperboloïde est de révolution (art. 798) : le rayon du cercle de gorge est FO', et l'axe la droite F/ parallèle à la tangente O'K'. La longueur de l'axe non transverse Y f est le double de la droite O'K', movenne proportionnelle entre les rayons O'E et O'F (art. 79 i).
(') Ces résultats ont été donnés pour la première fois p:ir Meusnier. dans le Mémoire déjà cité à l'article 815.
■].2 r.nrtE vin. - courbure des surfaces.
Los asymptotes de l'hyperbole méridienne sont les droites FK' et FL'. On obtient l'indicatrice delà surface de révolution au point (0, 0'), en transportant |)arallè!ement à elle-même, dans le plan tangent L'K', l'hyperbole méridienne contenue dans le plan F/parallèle au plan tangent en 0'; par conséquent, si l'on mène parles points K' et L' des droites perpendiculaires au plan vertical, et avant une longueur égale à OF, leurs extrémités seront sur les asymptotes cherchées. Nous projetons K' en K,nous prenons les segments KU et KV égaux à OF : les asymptotes de l'indicatrice sont (OU, O'K') et (OV, O'K').
Ces droites, en tournant autour de l'axe (A, A'Z), engendrent un hyperboloide de révolution osculatcnr de la surface en tous les points du parallèle décrit par (0,0'). Mais cet hyperboloide n'a pas son centre sur la normale EF, et par suite il n'appartient pas à la série des hyperboloïdes osculateurs en un de leurs sommels.
825. Si le point (0, 0') parcourt la méridienne /, les asymptotes de l'indicatrice pour ses différentes positions formeront une surface gauche. Les arcs de la méridienne qui présentent leur convexité à l'axe seront utiles et doubles sur cette surface; les autres seront parasites. Les asymptotes de l'indicatrice se confondent au point d'inflexion 0., avec la tangente à la méridienne, et au point supérieur O'^ avec la tangente au parallèle : ces points seront des sommets de la surface gauche.
Chacune des deux nappes qui se coupent le long de l'arc 0!,0'., est tangente à la surface de révolution; ces nappes sont donc tangentes l'une à l'autre, et par suite la courbe / est, sur la surface gauche, une ligne double de contact.
La courbe d'intersection cp d'une surface de révolution par un plan BC tangent il la méridienne/, en un point d'inflexion (M, M') {Jig. 339), ■^ P"^"" tangente en ce point la droite BC que l'on doit regarder comme une asymptote unique de l'indicatrice. La courbe est d'ailleurs composée de deux parties symétriques par lapport à (.>l.\, IM'B), et par suite elle a un rebroussement de premier ordre.
Notions sur la courbure des surfaces gauches.
824. Toute surface gauche est à courbures opposées, car en chacun de ses points son plan tangent la coupe suivant une génératrice et une courbe (art. 617). La liénératrice et la tangente à la courbe d'intersection sont les deux asymptotes (le l'indicatrice (art. 797). Les bissectrices des angles de ces droites sont les traces des plans des sections principales sur le plan tangent. On peut, par consé- (|iient. construire les sections principales en un point donné et déterminer ensuite leurs rayons de courbure (art. 105). Nous avons vu que le rapport des grandeurs absolues de ces rayons est égal au carré de la tangente de la moitié
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(le l'iiiii^le compris entre les asymptotes de l'imlicatrice (art. 796). Cette proposition permet de déterminer un des rayons quand on a obtenu l'autre.
823. Considérons deux génératrices G et C' d'une surface orauehe; nous savons qu'il existe un liyperholoide dans lequel ces droites sont des généiatrices d'un même système, et qui se raccorde avec la surface le long de l'une d'elles (i (art. 7il . Si l'on suppose que G' se rapproche de G et finisse par se confondre avec cette droite, l'iiyperholoïde deviendra osculateur le long de G; les génératrices du second système seront alors, avec la génératrice G, les asymptotes des indicatrices aux différents points de G; d'où ce théorème : les secondes asymptotes (1rs indicatrices d'une surface gauche, aux différents points d'une génératiice, forment un fty[)erJ)ohnde osculateur de la surface le long de cette génératrice.
Lors(|ue la génératrice considérée et les deux qui lui sont infiniment voisine^ sont parallèles à un même plan, l'hyperholoïde se transforme en un paraboloule. (]ette circonstance se présente toujours quand la surface a un plan directeur.
Si l'on connaît les secondes asymptotes des indicatrices en trois points d'une génératrice, l'hyperholoïde osculateur le long de cette droite sera déterminé, et l'on pourra construire la deuxièmeasymptote de l'indicatrice de l'un quelconque des points de la génératrice considérée fart. 1-i-i).
82G. Soient AX une génératrice d'une surface gauche {/ig. 'i'\o,, BX, la génératrice voisine et AB leur commune perpendiculaire. Par un point (|uelconque 0 de la génératrice AX, nous faisons passer un plan perpendieuhiire à AX et par conséquent normal à la surface; il coupe la génératrice BX, en un point N qui se projette en P sur le plan central de AX (art. (522 .
Le trièdre (XP, NB, NO) rectangle le long de XP donne
eotXO = cot BNP sin PNO.
Les droites XB et NO déterminent le plan tangent au point X intinimeiït voisin de 0; la déviation o au point X est l'angle que la normale XE perpendiculaire au |)lan BXO fait avec le plan PXO, ou le complément de l'angle que ces deux plans comprennent, et que nous avons désigné par XO dans la formule précédente. L'angle BXP est le complément de l'angle XBP ou n que forment les deux génératrices AX et BX,. Enfin l'angle PXO est le complément de l'oidiquilé XOP ou j du |)lan tangent en 0.
D'après ces remarques, l'équation ci-dessus devient
tangc? = tangTCOSÎ;
et, comme les angles i^ et n sont intiniment petits,
0 — 7 cos5.
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Le rayon Je combure de la génératrice élant infini, on a. en vertu de ré(jiiation (21J,
"" = -ïmï:-
On obtient par suite, en reinaniuant qu'on doit attribuer à a la grandeur ON
OP
ou -.7
cosO
(7-cos'y =
Kl H2
Si nous appelons X- le paramètre de la génératrice (ai't. 625), OP sera égal à X-7, et nous aurons
(23) cos''S =
Nous avons d'ailleurs ^art. 622 \ en appelant ,r l'abscisse AO,
tang5= |.
L'él'Miiination de 5 entre ces deux équations donne
Il résulte des observations que nous avons présentées à l'article 776 que, quand on déforme une surface gauche sans en courber les génératrices, les points centraux ne sont pas déplacés, et les paramètres ne sont pas modifiés. On voit d'après cela, parla formule (jue nous venons d'obtenir, que quand on déforme une surface gauche, le produit des rayons de courbure pnncipaur en chaque point reste le même. Ce produit est infini quand la surface est développable (-).
(') Nous croyons que celte formule est due à M. Lamarle (Tfiéorie géométrique des centres et des axes instantanés de rotation). On en déduit par les procédés du Calcul intégral le résultat suivant signalé par Bour {Théorie de la déformation des surfaces) :
Si l'on élève en chaque point d'une génératrice d'une surface gaucho et dans un plan quelconque une ordonnée égale à l'inverse de la racine carrée du produit des rayons principaux prise positivement, on aura une courbe asymptotique do la génératrice (Jîg. 345), et dont la forme dépendra de la grandeur du paramètre A-; mais l'aire totale comprise entre la courbe et son asymptote est indépendante de li et égale à ît, de sorte que la courbe s'éloigne d'autant plus de la génératrice qu'elle est restée plus longtemps confondue avec elle. (La _/?§■. 3(5 est extraite du Mémoire de Bour.)
(2) Gauss a établi d'une manière générale que, quand on déforme une surface flexible et inextensible, le produit des rayons de courbure principaux en chaque point reste le môme. Liouville a reproduit le Jlémoirc du célèbre géomètre, et des démonstrations spéciales du théorème duos h Puiseux et à M. J. Bi^rtrand, dans les notes de la 5' édition do VApplicatio/i de l'Anidyse de Monge. Dans son Expose' gcomctriiiuc, M. Lain.irle a établi le théorème par des considérations do Cinématique.
CIlVr-ITIiE I. — THEORIE GENEIULE.
827. Quand deux surfaces gauches S et S, se raccordent le long d'une droite (i, cette génératrice a le même paramètre et le même point central sur les deux surfaces (art. G'io ); par conséquent, et en vertu de l'équation ( 2G), en chacun de ses points, les produits des rayons de courbure des surfaces sont égaux.
Les hyperboloides A et A,, osculateurs des surfaces S et S, le long de la génératrice G, se coupent, en général, suivant deux droites P et Q qui rencontrent G en des points M et N (art. 753). Les indicatrices des surfaces ont les mêmes asymptotes en ces points, et par suite les rayons de courbure principaux y sont dans des rapports égaux; mais nous venons de voir qu'il y a égalité entre les produits de ces rayons : leurs grandeurs sont donc les mêmes, et les surfaces S et S, sont osculatrices aux points M et N.
Celui des hyperboloides qui est intérieur à l'autre d'un coté de la génératrice P devient extérieur de l'autre côté. Par conséquent, si l'on coupe les surfaces S et S, par des plans parallèles entre eux et à la droite P, les sections de l'une des surfaces, S par exemple, auront d'un côté du point M des rayons de courbure plus pelifs ([ue ceux des sections de S,, et de l'autre, plus grands. Les surfaces se coupent donc suivant une courbe tangente il cbaciue droite d'intersection des hyperboloides, seconde asymptote de l'indicatrice d'un point d'osculatiun.
Nous voyons ainsi que, quand deux surfaces gauches se raccordent le long d'une génératrice, elles se coupent, en général, suivant une courbe qui rencontre la droite de contact en deux points, et que les surfaces sont osculatrices en ces points.
Ligtics d'omhix' d'une surface gaitc/ie quarul le point lumineux est dans le plan tangent le long d'une génératrice singulière. — Rayons de courbure de la surface aux divers points de cette droite. •
828. Les questions que nous allons examiner ont de l'importance à plusieurs points do vue, principalement pour les exercices graphiques relatifs aux lignes d'ombre des surfaces gauches. Nous emploierons le Calcul dilïéreiiliel, qui nous paraît utile pour introduire dans celte élude la clarté désirable.
Nous avons vu dans le VIL Livre qu'une surface gauche peul avoir des génératrices singulières le long de chacune desquelles elle est touchée par un même plan. Deux génératrices conséculives se rencontrent alors en un point que nous avons appelé sommet (arl. 629). Toutes les lignes d'ombre de la surface passent à chaque sommet (art. (îSV).
Lorsque le poinl lumineux est dans le plan tangenl le long d'une génératrice singulière, cette droite fait partie de la ligne d'ombre : c'est la branche (pii passe au sommet. Lne autre branche, qui forme la courbe d'ombre proprement dite, rencontre les diverses génératrices (arl. 617), el iraverse nécessairement la droite suivant laquelle le plan louche la surface. Nous allons déterminer le point où elle coupe cette génératrice.
3(j l.nisi: Mil. — C.OtHlU liE IJES SLIîKACKS.
829. Nous représoiiloiis la géiiéralrko d'une surface gauche par les équalions
M, \, I' el O cUuil lies loiiclidiis il'uiie méine varialilc -/. Nous désignerons par M', N , ....
M", N", ... les dérivées premières el secondes de M, N
Le [lian rpii ]iasse par la génératrice considérée et par un point fixe («, 0, c) a pour
équaliiiii
(^a -f- O — c) (Mj: -f- P — J-) — (Ma + P — /;) (N j- -+- O — z) = o.
L'envelo|)pede ce i)lan, quand on fait varier oi, est le cône dont le soniniel est au point fixe et qui esl circonscrit à la surface. Les coordonnées du point de la génératrice où le plan touche la surface satisfont donc à la dérivée de son équation prise par rapjiorl à z :
(N'« -4- Q') (M j^ -+- P — ,v) 4- (N« -4- O — c) {U'j- -+- P') — (M'«H- P')iN*- + Q— ';)— (M,7-+- P — ^)(N'x+Q') —o.
En élimiiiaiil ,) et c cnlre cette équation et les équations (i), on obtient l'abscisse du ])oinl où le plan touche la surface, c'est-à-dire du point de la génératrice où passe la courbe d'ombre, quand le point fixe est lumineux,
__ _ P' (Nff + Q — c) — (Y {Ma + P — h)
^^' "^ ^ M'(Nrt + 0-c)-N (M^/ + P-/>)'
830. Nous appelons M,, N,, ..., ^1',, ... les valeurs que prennent M, N, ..., M', ... quand (jn donne à a une certaine valeur a,. Nous voulons que la génératrice qui correspond à ï, se confonde avec l'axe des abscisses, que le plan des .r )■ touche la surface le long de cetti" droile, el que l'origine des coordonnées soit le point de rencontre des deux génératrices consécutives. En vertu de la première condition, M,, N,, P, el Qi sont nulles. La génératrice infiniment voisine de celle qui coïncide avec l'axe des abscisses a poui- érpiations
r :^= M , X ch -+- P , r/z, ; ^= N', y d^ + Q', di..
Pour ipie cette droite soit dans le [ilandes .()■, il faut que N'i el Q'i soieni nulles. Enlin. Li troisième condition exige ([ue P'j soil égale à zéi'o. Nous avons donc
(3) Mi = o, N, = o, Pi — o, Q,= o, N'i = o, P', = o, 0', == o.
831. Quand le point limiineux {a, b, c) est dans le plan tangent le long de la gén('ratiice singulière qui est confondue avec l'axe des abscisses, c est nulle; ré([uation (2), qui détermine l'abscisse du point où la ligne d'ombre rencontre la génératrice (i), se réduit il
__ P'(Nff-t-Q) — Q'(Mfl + P — ^>) ■'' " ]\r(Nn -H Q ) — N' (M" + !• - l>) '
Si nous faisons a égale à a,, la valeur de x se présente sous une forme indéterminée mais, en prenant les dérivées du numérateur et du dénominateur, on obtient
Nous posons
(IIM'ITHE 1. - THÉORIE GÉNÉRALE. Sy
Si // ii'esl pas nulle, rL'qiiniicui i|iie nous avons trouvée ilonne
La longueur g est imlépenilantc des coordonnées a el //; |iar conséquent, quelle que soit la position du point Inniincux dans le plan tangent le long d'une génératrice sin- ::i(lière, mais non sur elle, la ligne d' ombre passe par un même point de celle droite.
Quand la génératrice infiniment voisine de 'celles qui se coupent est parallèle à leur plan, qui est ici le plan des œv, N', est nulle, et le point commun au\ lignes d'ombre que nous considérons s'éloigne à l'infini. Celle circonstance se présente toujours pour les génératrices singulières des sinfaces à plan directeur.
832. Le plan des ay rencontre les difîerentes génératrices, et par conséquent coupe l;i surface. 11 est intéressant de déterminer le point où la ligne d'intersection traveise l'axi' des abscisses.
Si l'on conserve les infiniment petits du deuxième ordre, la seconde équation de la génératrice infiniment voisine de celle que l'on considère sera
; = ^ N n- N'c/a -4- 1 N"f/a^] .r ^- (o -^ Q' f/a ^ ~ QV/a' j .
Quand a est égale à «,, cette équation devient, en vertu des. égalités (3),
« := - N! .V di- H — Q" d-x.-. ,
En supposant ^ nulle, on trouve pour l'abscisse la valeur g. Le point d'une génératricesingulière oit passent les lignes d'ombre, quand les points lumineux sont dans le plan langent le long de cette droite, est donc précisément celui qui ajqiartient à l'intersection de la sur/ace par ce plan tangent.
On pouvait prévoir ce résultat, car, stu- une surface gauche, une courbe d'ombre est le lieu des points où les différentes génératrices sont rencontrées par les intersections de la surface avec les plans qui contiennent respectivement ces droites et qui passent au point lumineux.
833. Nous avons vu (art. T61) que la surface du biais passé a den\ sommets, (I, O') et (J, 0') {/ig. 320). Les plans tangents le long des génératrices (L\, O'A') et (.JD, O'D' i qui passent à ces points sont verticaux. Leurs lignes d'intersection avec la surface n'ont pas été tracées sur la figure : ce sont des paraboles qui coupent respectivement les génératrices singulières aux points (R, II') el (S, S') (art. 771). Chacun de ces points esl donc celui par lequel passeraient toutes lignes d'ombre, si un point lumineux, occupait successivement difl'érenles positions dans le plan AC ou dans le plan BI). Nous savons, en effet, que les points (l{, IV) et (S, S) appartiennent à la ligne de contour apparent par rapport au plan horizontal (art. 739) : cette ligne est la courbe de contact d'un cône circonscrit dont le sommet situé à l'infini peut être indifféremment supposé dans le jilan AC ou dans le plan 151).
83i. Lorsque le point luiiiineu\''esl sui- la génératrice singulière ello-mème, on a
A =: o, c =; o, el ré(iualion (2) se réduit à
P'(Ng-t-Q)-Q'(Mff^P) "^ ~ M'(N«-t-Q) — N'(Ma-l-Pj'
X est indéterminée, quand on attribue à « la valeur a,. En prenant les dérivées des deux termes de la fraction, on trouve
__ P" (Na + Q) + P'(N'a + Q') — Q"(M« + P) — Q'(M'a-r P')
■^ " M"(Nrt + 0) + M'(N'rt + Q') — N" (Ma + P) - N'(M'« + P')'
L'introduction des valeurs (3) annule encore le numérateur et le dénominateur; mais, si l'on prend de nouveau les dérivées, et si l'on supprime les termes que l'iijpotiièse a = a, fait disparaître, au fur et à mesure qu'ils se présentent, on olMient après quelques réductions
— in; a -h q; '
d'où, en ayant égard à l'équation (4),
Soient EX la génératrice singulière {Jig. !\V2bis); S, G, 0 les points où elle est rencontrée par la génératrice voisine, par l'intersection du plan tangent avec la surface et par la ligne d'ombre; enfin, A le point lumineux. L'équation (6) donne
SG + SA
On déduit successivement de cette équation
SA(SG — SO) -1- SG(SA - SO) = o, SA X OG ~ SG X AO = o, SA.OA_ ^^). SG-ÏÏG-^'-
Il résulte de cette équation que, quand le point hiinineiix est sur la ^génératrice singulière, le point de la courbe d'ombr'e et le sommet de la surface sont conjugués harmoniques du point lumineux et du point où la génératrice rencontre l'intersection de la sur/ace par son plan tangent (art. 514- ) ( ' ).
Quand la génératrice infiniment voisine de celles qui se rencontrent an sommet est parallèle à leur plan, le point G est à l'infini (art. 831), et l'on voit par l'équation (-) que le segment SO est double de SA. Ainsi, lorsqu'un point lumineux est sur la génératrice supérieure (NE, X'E') d'un cono'i'de [Jtg. 299), il se trouve à égales distances du point où la ligne d'ombre traverse cette droite et du sommet (N, N').
83.5. Considérations sur les changemetits de forme des courbes d'ombre. — Nous avons vu (art. 831 et 83'4-) que, quand le point lumineux est dans le plan tangent à la surface gauche, le long de la génératrice singulière EX {fg. [\'}.ibis), la courbe d'ombre
('; On déduit do féquation (7)
SÔ ~ Sti "^ SA ■
Celle relation entre quatre points en rapport harmonique est très fréqnennnent employée.
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passe par le point 0 de celle droite, et que, quand le point lumineux est sur la génératrice elle-même, la courbe d'ombre la traverse en un point distinct de G. Il est intéressant d'étudier comment se fait la transition entre ces deux, formes.
Supposons d'abord que la surface ait un plan directeur : le point G esta l'infini (art. 831). Lorscjue le (loinl lumineux se rapproche de la génératrice singulière, les deux bras qui s'étendent à l'infini se resserrent contre cette droite; à la limite ils se réunissent à elle, et la ligne d'ombre comprend une seconde fois la génératrice singulière. On conçoit facileineal que la partie ([ui reste courbe peut traverser la génératrice ailleurs qu';< l'infini.
Quand la surface gauche n'a pas de plan directeur, le plan tangent le long d'une génératrice singidière telle (jue EX (Ji^'. ^2-2 bis) est tangent à l'infini; il touche donc la développahle asymptote (art. 639). On reconnaît, en considérant le mode de génération de la développahle, que la ligne de contact est précisément la génératrice EX. Nous donnerons d'ailleurs une démonstration analytique de ce théorème à l'articb' suivant.
Si le point lumineux est dans le plan tangent le long de la génératrice singulière EX, et peu éloigné d'elle, on pourra mener par ce point un second plan langent à la développahle asymptote, et par suite la courbe d'ombre a une branche infinie corrcspondaiii à une génératrice voisine de la génératrice singulière EX (ait. 7V7). Lorsque le poini lunjineux supposé mobile arrive sur cette dernière droite, les deux bras de la branche infinie se réunissent à elle, et l'on retrouve les mêmes circonstances que quand la surface a un plan directeur.
Nous voyons qn une génératrice recliligne appartient Jeux fois à la courbe d'ombre, quand elle contient le point lumineux, et quand un même plan est tangent à la surface en tous ses points.
836. Proposons-nous de déterminer la génératrice de la développahle asymptote qui est parallèle à la génératrice représentée par les équations (i).
m étant un coefficient arbitraire, l'équation d'un plan contenant la génératrice (i) est
( V — Mx — P)— m{z — ^x—Q) = o.
Pour que ce plan soit tangent à l'infini, il faut qu'il soit parallèle à la génératiice infiniment voisine de celle que nous considérons. Les équations de celte génératrice sont
j = (M + M'd7i)x + (P 4- P' d^), z=('S -hN'c?ï)x-+-(Q + QV/ï).
La condition du parallélisme donne
L'équation du plan passant par la génératrice considérée et tangent à l'infini est par suite
(g) N'-(j-M.r-P)-M'(--Nx-Q) = o.
La génératrice de la développahle est l'intersection de ce plan parle plan que représente la dérivée de l'équation précédente prise par rapport à y.. On trouve, pour cette dérivée, après quelques réductions,
Siniainienanl nous supposons a égale à x,, nous trouvons, en introduisant les valeurs (3)
(Inns les équations (9) et (10),
(iii liien
l.;i première de ces équations, qui représente le plan langent à la développable asymptote, montre que ce plan est celui qui touche la surface gauche le long de la génératrice EX, comme nous le savions déjà; on voit par la seconde que la génératiice E\ appartient à la développable. Ainsi, quand une surface i^auche a un sommet à distance linie. elle est touchée par sa développable asymptote tout le long de la génératrice ijui passe à ce point.
Si cependant la génératrice iiiliiiimcnl voisine de celles qui se rencontrent est parallèle à leur plan, N', est nulle, et la seconde équation ne fait plus connaître la position que la génératrice de la développable occupe dans le plan tangent. Pour déterminer cette droite, il faudrait d'abord éliminer :: entre les équations (9) et (10), puis cbercbor par les procédés ordinaires les valeurs des grandeurs indéterminées que les hypothèses (3) introduisent dans la formule. Nous croyons peu utile de nous arrêter à ces détails, et nous nous bornons à rappeler que, quand la surface a un plan directeur, la développable asymlote disparaît tout entière à l'infini (art. 6U).
837. Rayotis de courbure d'une surface gauche aux différents points d'une génératrice singulière. — Nous allons maintenant chercher la grandeur du rayon de courbure de la section faite dans la surface gauche par un plan perpendiculaire à la génératrice singulière. Si nous ditïérentions les équations (i) en y considérant l'abscisse -r comme constante, et les deux autres coordonnées comme fonctions de a, nous aurons
fl'r = (M'a; + P')f/=<, rf; = (N',r +0')f/a, d-y = (M"x -1- P")doL\ d-z = (N"j~ -H Q")d^\
Ku introduisant ces valeurs dans l'expression géiyjrale du rayon de courbure
idy--i-dz-f
iiii njjtient
dvd- z — dzd'- y'
[(M'x-hP')= + (]\'.r + Q')=f
(M'x -h P') (N"^ -^ Q") - (iN'a- + ^){l\"x -K P") Lorsque x est égale à x,, en vertu des égalités (3), l'équation (1 1) se réduit à
iNiX-i-Qi On peut la mettre sous la forme
' l'i K sont l'abscisse et l'ordonnée, parallèle à l'axe des ;, du centre de courbure de la section considérée. L'équation que nous venons d'obtenir montre que les centres de
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courbure des sections faites dans une sur/ace gauche par des plans perpendiculaires à une génératrice singulière ont pour lieu une hrperbole.
L'une des asymptotes GH (fig. 422 bis) passe par le point G que nous avons défini précédemment (art. 83i);ellc est perpendiculaire à la frénératrice E\. L'autre asymptote El rencontre cette droite à une distance du sommet S égale à S(i ; son coel"ficienl angulaire M'* ' ^^^ "N^' ^^ co""'1j<' <^sl taniicnte à la génératrice au i)oinl S; nous savons que la section
qui passe à ce pcjint a un rebroussement (art. 66G).
838. La génératrice singulière est, en chacun de ses points, une section principale de la surface; la seconde section principale est la courbe qui a pour rayon R. Au point G ce rayon est infini, comme le premier rayon de courbure; la surface y est donc osculée par tm plan. Ainsi, le plan tangent à une surface gauche le long d'une génératrice singulière est osculateur au point où se rencontrent les lignes suiçant lesquelles il coupe et il touche la surface. L'hyperbole A montre (|u'uii second point d'osculation se trouve en général à l'infini.
839. Si dans ré(iuation (i3) nous remplaçons g par sa valeur (4), nous aurons
Ouarid la génératrice infiiiimenl voisine de celles qui se rencontrent est parallèle à leur plan, iN'i est nulle, l'équation perd son second terme, et la courbe qu'elle représente devient une parabole.
Il est facile de ^éri^er ce résultat sur le conoïde droit. Si la section perpendiculaire à la génératrice est une ellipse a^ant un de ses sommets sur celte droite, et telle ([ue l'axe qui aboutit à ce sommet soit parallèle à la directrice rectiligne, cet axe aura une longueur constante {2/>), tandis que la longueur de l'autre axe sera proportionnelle à l'abscisse du plan de la courbe {inx). Le rayon de courbure ( — •^•'j sera donc proportionnel au carré de l'abscisse.
840. Le point G peut occuper toutes les positions sur la génératrice; quand il coïncide avec le sommet S, g est nulle, et l'équation ( i3) représente deux droites qui se croisent à l'origine, l'une oblique, l'autre perpendiculaire à l'axe des abscisses. Les centres de toutes les sections perpendiculaires à la génératrice ont pour lieu l'une de ces droites, la première. Il résulte de là que la surface peut être osculée par des cônes le long de la génératrice. Ce cas est celui des développahles (art. iol ). Le plan tangent le long de la génératrice doit donc être osculateur en S, et par suite il se confond avec le plan derebroussement. Ces deux plans sont ordinairement distincts, comme on le voit par l'exemple du conoïde de la fig. 299 (art. 606)
La seconde droite déterminée par l'équation (i3), quand g est nulle, doiuie ime inliniir de centres de courbure pour la section qui a un rebroussement. Ce résultat en apparence paradoxal peut être assez facilement expliqué. .Vous avons vu (art. kki) que toute droite située dans le plan d'une courbe plane et passant à un point de rebroussement peut être (considérée comme tangente. On peut de même regarder comme tangent tout cercle tracé dans le plan de la courbe et passant par le point de rebroussement. Si, de plus, un cercle louche la tangente de rebroussement, on pourra le considérer comme ayant avec la courbe trois points communs réunis en un seul.
(.ette explication résulte directement de l'examen des circonstances géoméiiiqiio de la question. Quand le segment SG devient nul {fig. 42?. bis), une infinité de cercles o>cu-
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lateurs à des seclions (lifféi'entes devicmu'Ul taiigonls entre eux el à la langente de l'cbroussemeiit de la section f|iii passe par le point S.
Dans le cas général, lors(Hie g n'est pas nulle, Thypei'bole A ne doiuio pour la section qui contient le point S d'autre centre de courijure que ce point lui-même; mais il faut remarquer que nous avons fait disparaître de l'équation (12) le facteur. r qui était commun aux deux termes de la fraction, et que cette équation donne en réalité une longueur indéterminée au rayon de courbure de la section dont l'abscisse est nulle. Le lieu complet des centres de courbure des secondes sections principales le long de la génératrice singulière se compose donc de l'hyperbole A et de la jierpendiculaire au plan de rebroussement menée par le sommet S.
811. Rayons de courbure d'une surface gauche le long d'une arcle. — Nous allons maintenant supposer que la génératrice singulière est une arête (art. 635). Nous plaçons l'origine en un point quelconque de cette droite, qui sera comme précédemment l'axe des abscisses; le plan tangent à la surface est pris pour plan des xy.
La génératrice infiniment voisine de l'arête est parallèle à cette droite, par suite M', (>st nulle et P', ne l'est pas. Les conditions exprimées par les égalités (3) deviennent donc
(i4) M,=:o, N, = o, P| = 0, 0,=zo, M'i = o, j\'j^=o, Q', =z o.
L'équation (i i) donne alors
d'où
On voit que l'hyperbole, lieu des centres de courbure des secondes sections principales, est équilatère ; l'arête GX est une de ses asymptotes {fig- 420 his), son centre se trouve au point d'osculation G qui devient un point central pour les courbures. Enfin, le rayon de courbure de la section principale au point situé à l'infini est nul; on peut facilement vérifier ce résultat, dans le cas du conoïde droit, par un raisonnement analogue à celui de l'article 839.
Quand le point lumineux A est sur l'arête GX, le point 0 de la courbe d'ombre est le milieu du segment AG, car, le point S étant à l'infini, le rapport de SA à SG est égal à l'unité, et l'équation (8) montre que OA el OG sont égales et de signes contraires.
81-2. Quand le paramètre d'une arête a une longuciu- finie, le plan tangent le long tle cette génératrice est perpendiculaire à son plan central (art. 677). D'après cela, si nous considérons trois génératrices consécutives dont les deux premières soient parallèles et horizontales, la commune perpendiculaire à la seconde et à la troisième devra être verticale, pour qu'à la limite les trois droites se réunissent de manière à former une arête du genre de celle que nous considérons. La troisième génératrice est donc horizontale comme les deux autres, et par suite nous devons ajouter aux égalités (i4) la condition
N", = o; l'équation (i5) donne alors
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On voit que le r:ivoii rie coiii'biiro do la seconde section principale est constant; d'où il résulte que, lorsfia une surface gauche possrde une arête ayant un paranictrc /i/ii, elle est osciilée par un cylindre le long de cette droite.
8'i3. On peut facilement véiilier, i)our le cxlindroïde de la fig. 298, le lliéorème que nous venons de dénionti'er.
Le plan vertical OM coupe la surface suivant une ellipse dont les axes sont respecti\e-
Mienl ésaux à rrrrr et à «' %' (art. 630). Le lavon de courbure de cette ellipse au soni-
" cosMOI 1 V y . i
met (M, M'), qui appartient à i"arète («A, «'.V'), est donc
^-z-cosMOL al
dette section est obiii|ne; la section normale (|ui lui est tangente se trouve dans un jdan \ erlical parallèle à LJ. D'après le théorème <le Meusnier, son rayon de courbure déduit du
Fâ'"
])récédenl est — p- On voit qu'il ne dépend pas de la position du point (M, M') sur
l'arête (A«, A' a'), et que par suite, en tous les points de cette droite, les rayons de courbure des sections faites par des plans verticaux parallèles à IJ sont les mêmes : la surface est donc osculée par un cylindre le long de l'arête.
On trouve, par le théorème d'Euler, que le rayon de courbure de la seconde section princiiiale, en l'un quelconque des [)oints de l'arête considérée, est
^-sin^'/I'A'.
al
8ii. Construction de l'hyperbole liejti des centres de courbure aux divers points d'une génératrice singulière. — Lorsque l'on connaît sur une génératrice singulière le sommet cl le point où la surface est osculée par un plan, il suffit d'obtenir le rayon de courbure de la seconde section principale en un point, pour qu'on puisse construire l'hyperbole ^ lieu des centres de courbure. Or il sera toujours possible de faire cette détermination h l'aide des directrices.
Si l'on considère la génératrice singulière (BD, B'D') (_/ig. Sao), nous savons que le sommet est (J, 0') et le point d'osculation (S, S'). La directrice circulairc(CI), Cl)') est tangente en (D, D') à la seconde section principale; on obtiendra donc immétiiatement le rayon de courbure de cette section, par les tracés auxquels conduit le théorème de Meusnier. On pourra ensuite construire rhy|)erbo!e.
Dans le cas d'une arête, il suffit de connaître le point où la surface est osculée par un plan el le rayon de courbure de la seconde section principale en un point. S'il s'agit de l'arête {p<j, p'^jf') ij'g- 32o), le point d'osculation est son intersection (0,0') avec la directrice rectiligne. On obtient d'ailleurs le rayon de courbure de la seconde section principale pour le point (</, </'), par une construction inverse de celle qui est expliquée à l'article 800, en remarciuant que la directrice circulaire est la section par un plan normal dont on peut aisément déterminer les angles avec les plans principaux.
Surfaces gauches lieux de normales à une surface.
84-5. Avant d'étudier les surfaces qui font l'objet de ce paragraplie, nous allons faire connaître une construction très sini|de, qui nous sera fort utile, pour déterminer le point central et le paramètre de distribution d'une génératrice d'une surface gauche, lorsque les plans tangents à la surface en trois points de cette droite sont donnés (' ).
Par le point central A d'une génératrice DX {Jig. ^i'\ bis) et dans un plan quelconque, nous élevons à cette droite une perpendiculaire AA' égale au paramètre de distribution k; en joignant le point A' à un point (juelconque B de la génératrice, nous aurons
tangAA'B=^-
L'angle AA'B est donc égal à celui que le plan tangent en B fait avec le plan central (^). L'angle BAC, différence des deux angles AA'C et AA'B, est par conséquent égal à celui que comprennent les plans tangents aux deux points B et C.
Si l'on élève à une génératrice d'une surface gauche et par son point central une perpendiculaire égale au paramétre de distribution, l'angle sous lequel on voit de l'extrémité de cette droite un segment quelconque de la génératrice est égal à l'angle que comprennent les plans tangents à la surface aux deux extrémités du segment.
Quand on connaît les plans tangents en trois points 0, B et C, on obtient le point A' en décrivant sur les longueurs OB et OC des segments capables des angles que forment les plans tangents en B et en C avec le plan tangent en 0. La perpendiculaire A'A donne ensuite le paramètre k et le point central A.
846. Nous joignons le point A' à un point quelconque 0 de la génératrice, nous traçons la droite A'P perpendiculaire à OA' et les droites OY, BB' et CC perpendiculaires à OX; le quadrilatère OA'B'B a ses sommets sur un cercle, car les angles opposés A' et B sont droits. Les angles A' OB' et AA'B, ayant pour mesure la moitié des segments interceptés dans ce cercle par les parallèles AA' et BB', sont égaux; les angles A'OC et AA'C sont aussi égaux; par suite, il y a égalité entre les angles B'OC etBA'C, sous lesquels on voit des points 0 et A' un segment quelconque BC de la droite PQ, et sa projection BC sur la génératrice.
C) CcUc construelion et son application aux surfaces lieux de normales sont dues à M. Mannlieim (voir dans le journal l'instiiiu les séances de la Société philomatliique des 2, 23 avril et 7 mai 1864 ). Nous avons ajouté la détermination du produit des rayons de courbure (art. 847), la construction du paramètre de déviation (art. 831). et diverses considérations peu importantes.
(2) Nous avons déjà établi cette proposition à l'article 626.
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Nous dirons que la droite PQ est la droite auxiliaire relative au point 0 pris pour origine, et alors le résultat que nous venons d'obtenir pourra être énoncé comme il suit : Lani^le ri>nii>ris entre les rayons vecteurs de deu.v points de la droite auxiliaire est égal à V an gle formé par les plans tangents aux points de la génératrice qui sont leurs projections.
Si l'on connaît les plans tangents en trois points 0, B et C de la génératrice OX, on pourra tracer les droites OB' et OC qui comprennent, avec la perpendiculaire OY, des angles B'OY et C'OV égaux ii ceux que les plans tangents aux points B et C font avec le plan tangent en 0; les points B' et C où elles coupent les pal'allMes à OY menés par les points B et C appartiennent à la droite PQ et permettent de la tracer. Les droites OA' et A'A, respectivement perpendiculaires à PQ et OX, font ensuite trouver le paramètre et le point central.
On a
^ ~ cosQOA' cosH^OA'
En rapprochant cette expression de l'équation (afi) de l'article 8*26, et remarquant que AA' est le paramètre k et QOA' l'angle du plan tangent en 0 et du plan central, on voit que la longueur OQ, ordonnée à l'origine de la droite auxiliaire, est moyenne proportionnelle entre les grandeurs absolues des rayons de cour-bure principaux de la surface au point 0.
Si l'origine se meut sur la génératrice OX, la droite auxiliaire PQ tourne autour du point A' en restant perpendiculaire au rayon vecteur de ce point. Lorsque l'origine est au point B, c'est-à-dire lorsque l'on mesure les angles des plans tangents à partir du plan tangent en B, la droite auxiliaire est la perpendiculaire AB', à BA'; l'ordonnée BB', est donc moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure principaux an point B.
848. La considération de la droite auxiliaire facilite la discussion des circonstances que présente une surface gauche aux différents points d'une génératrice. On peut, par son aide, rendre plus sensibles les résultats que nous avons obtenus à l'article 677 pour les génératrices singulières; mais nous ne devons pas nous arrêter à ces détails, et nous allons appliquer les propositions qui précèdent il l'étude des surfaces auxquelles ce paragraphe est spécialement consacré.
819. On a souvent à considérer en Stéréotomie des surfaces gauches lieux de normales à une surface directrice 1 aux différents points d'une courbe A tracée sur elle.
Soient O un point de la courbe A [fig. 354 ^«). 0^ la normale en 0 à la surface 1; OX et OY deux droites respectivement tangentes en 0 aux sections principales; C, et Cj les centres de courbure en 0 de ces sections. Nous désignerons par R, et Rj les rayons OC, et OC,, et par <p l'azimut TOX de la tangente OT à la
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directrice A au point 0; enfin nons supposerons que le plan XOY est horizontal. ■ La normale à la surface .S au point de A infiniment voisin de 0 rencontre les axes de déviation C, y et C^a- rospeotivenient perpendiculaires aux plans ZOX et ZOY (art. 814); ces deux droites sont donc tangentes à la suiface des normales, et par suite les points où les plans ZOX et ZOY, qui contiennent la normale OZ, touchent cette surface sont C^ et C,. Nous savons d'ailleurs que le plan ZOT est tangent en 0 à la surface des normales; nous connaissons donc les plans tangents à la surface en trois points 0, C, et C;> de la génératrice OZ, et par suite nous pouvons déterminer son point central et son paramètre. Adoptant la construction de l'article 84-6, nous traçons, dans le plan ZOX, les droites ON. et ON, taisant avec OX des angles égaux à o et à (90° + 9), et nous les arrêtons aux horizontales des points C. et C, : la droite N,No est la droite auxiliaire relative au point 0 pour la génératrice OZ de la surface gauche considérée. En abaissant les droites OA' et A'A respectivement perpendiculaires sur N, N^ et sur OZ, nou> obtenons le point central A et le paramètre AA' ( ' ).
Eu égard au sens dans lequel le plan tangent tourne quand le point de contact se transporte de C. en 0, le paramètre AA' est positif (art. G25). Il serait négatif si le point A' était de l'autre côté de la verticale OZ.
80O. Nous avons identiquement
surf.N.ON, = surf.NoOC + surf.N,OC, ou bien
ON, X ON, = ON, X OC cosy -h ON, x OC sin®.
Mais on trouve immédiatement
OC
sinçcos
OC
cos
Zj
- sin
OC est donc le rayon de courbure de la section faite dans la surface i par le plan normal ZOT. Ce plan, qui est tangent en 0 àlasurface des normales, doit lui être normal en C, car l'angle OA'C est droit (art. 8io).
Le centre de courbure de la section normale tangente à la directrice A est le point où le plan de cette section coupe normalement la suiface gauche.
C) La Jig. 354 6/j.' esl une perspocLive cavalière; le plan ZOX est de front, et par suite les constructions faites sur ce plan sont géométralcs.
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En opéraiil comme à l'article précédent, on trouve
surf.N.OX, = surf.N.OQ - surf.N.OQ, ON, X ON, = ON, X OQ cos? - ON, x OQ sins.
Slllffl COS'-
= R, X OQ - R.. X OQ,
lin rapprochant ce résultat de l'équation {■2obis) do l'article 812, on reconnaît que la longueur OQ est égale au paramètre de déviation relatif à l'angle 9; mais, •i'après l'article 847, cette longueur est moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure de la surface gauche au point 0 ; nous voyons donc que la i^randeiir absolue du produit des rayons de courbure de la surface des normales, en un point de son intersection avec la surface directrice, est égale au carré du paramétre de dénation qui correspond à l'azimut de cette courbe [' ).
8j2. Le plan central de la génératrice OZ et le plan ZOX sont tangents l'un en A, l'autre en C, à la surface des normales : l'angle aigu qu'ils comprennent est donc égal à NoOA' (art. 8i-6). Nous avons immédiatement
tangN,OA'=:^, tangQOA'=^.
On déduit de ces équations
N^QxOA'
tangNoOQ:
G.WA'NjX A'Q
tangN,OQtangN,OA'= j,^^^^^^^^ j,^tangN20QtangN,0A'= ^•
La droite ON, qui correspond au plan ZOX est l'origine commune des angles NoOQ et NoOA'; ces angles sont par suite de signes contraires. Le second
membre de l'équation est égal à la quantité |t^ qui, dans la disposition adoptée sur la figure, est positive ; nous avons donc
tang9tangN2 0A'= — ^•
( ' ) Le paramètre do déviation n'est autre que le rayon de seconde courbure de A lorsque celte courbe est une ligne gcodésique de S. (Le rayon de seconde courbure d'une courbe gauche est le rappor d'an arc infiniment petit de cette courbe, à l'angle que font entre eux les plans osculateurs aux extrémités de cet arc.) (Mannheim.)
Nous vovons que les azimuts 9 et N^OA', qui sont mesurés à partir du plan principal ZOX, correspondent à deux diamètres conjugués de l'indicatrice de la surface 2.
La tangente à la trace de ja surface des normales et la trace du plan central d'une de ses génératrices, sur le plan tangent à la surface directrice, sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice de cette dernière (' ).
Si l'on veut éviter de considérer des angles négatils, il faut prendre pour azimut de la direction conjuguée à OT le supplément de N.OA'.
855. La construction expliquée ii l'article 849 nous a fait trouver le rayon de courbure OC d'une section normale, la longueur OQ du paramètre de déviation et l'azimut N^OA' de la droite conjuguée à la tangente OT. dette construction a donc, en dehors de la considération des surfaces normales, une importance réelle dans les problèmes d'application relatifs h la courbure des surfaces, lorsque l'on connaît les plans et les rayons de courbure des sections principales.
Si l'on mesure les abscisses positives de 0 vers Q, le paramètre de déviation sera de signe contraire à l'abscisse OQ.
Si l'on fait les tracés sur le plan tangent, pour la construction de l'azimut N2O A', il faudra mener la droite ONo dans la direction OX, la droite OQ sera la tansente OT, et la droite OA' se trouvera dans la direction coiiiuaruée à OT.
834. Les plans ZOX et ZOY [fig. 354 ^«•^) étant rectangulaires, l'angle sous lequel on voit du point A' le segment de la normale compris entre leurs points de contacte, et C, est droit (art. 843). Il résulte de là que si l'azimut ç de la courbe A passe par toutes les grandeurs possibles, le lieu des positions du point A' sera le cercle décrit sur le segment 0,0-, comme diamètre. Le point central A est toujours compris entre les points C, et C^; il atteint l'une ou l'autre de ces positions extrêmes, quand la tangente OT est confondue avec OX ou avec OY; le paramètre est alors nul, OZ est une génératrice singulière de la surface gauche, et un sommet se trouve au point C, ou au point C^.
A deux valeurs de ? égales et de signes contraires correspondent un même point central et deux paramètres égaux et de signes contraires. Les valeurs limites du
paramètre sont les rayons GG' et GG', ifig. 353 bis), ou ± -^ ^•
Pour avoir la grandeur de l'azimut lorsque le paramètre est GG', il suffit de fiiire en ordre inverse les constructions expliquées à l'article 849. Nous traçons le rayon vecteur OG', sa perpendiculaire IG'Noft la droite 0N„ : l'angle NoOX est égal à Ç5. L'équation que nous avons obtenue à l'article précédent devient
tang9tangN,0G'=-{^^j
C) Ce Ihéorome a déjà été donné par pUisiours géomètres.
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mais la droite OG' est la bissectrice de l'angle droit NiONo; iiniis avons donc
tangç = ± j^-
\ons mettons le donhle signe, parce (jue nons considérons les denx snrfaces qui ont pour paramètres GG' et GG, .
On peut concevoir, sur une surface, des courbes directrices pour lesquelles, en cbaque point, la valeur de k soit un maximum en grandeur absolue. Ces lignes sont toujours réelles; elles forment deux séries : l'une correspond aux valeui's positives deX-, l'autre aux valeurs négatives.
8o5. D'après ce que nous avons vu à l'article 847, la longueur C,E| est moyenne proportionnelle entre les rayons de courbure principaux au point C, [^fig. 354 Us); il en est de même du segment C. Eo pour les rayons correspondant au point C^. On trouve d'ailleurs
if \^ A \ X ij-T y t\ c* y^ -V-\ X 'jo ij ]
donc
C,E,x C.,E,. = C..C, =(R,- RJ-.
Le produit des rayons de courbure princijxiu.r de lu surface gauche aux puiuls G, el Cj est indépendant de l'angle o et ègcdà la quatrième puissance de la différence des layons principaux de la surface directrice.
80G. Lorsque les rayons R, et R^ sont de signes contraires, les points G, et C. sont situés de part et d'autre du point 0. Si, alors, la courbe A devient tangente à une asymptote de l'indicatrice, le rayon de courbure OG est infini, la droite N.N^ est parallèle à OZ {fig. 338 his), et par suite le point A' est sur OX, et le point central en 0.
Quand la directrice A est tangente à une asymptote de l'indicatrice, le point ceritr'ul de la générrrtrice nonrmle est son intersection avec la surface 2i. Si L est une ligne asyrnptotique de 2 , c'est aussi la ligne de striction de la surface gauche lieu des normales.
Le segment O.V est moyen proportionnel d'une part entre les rayons principaux de la surface gauclie au point 0 (art. 817), de l'autre entre les rayons OC, et OC^ : donc le produit des rayons de cour-bure est le même aupoint O,pourla surface gauche normale et pour la surface directrice, dans le cas qui nous occupe. On peut déduire ce tbéorème de celui de l'article 80I.
857. A l'aide de la fg. 354 ^-"X. on peut établir de nombreuses équations entre l'azimutç), le rayon de courbure Rde la section normale qui lui correspond dans la surface 1, le paramètre de déviation K, le paramètre /• de la généra-
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trice OZ, ronlonnée OA de son point central, elle produit des rayons de courbure principaux en un point donné de cette droite (' ). Nous ne nous arrêterons pas à ces détails, et nous nous bornerons à appeler l'attention sur deux cas qui présentent quelque intérêt.
Quand le point 0 est un ombilic, le cercle 0,^ se réduit à un point, le paramètre k est toujours nul, l'ordonnée du point central est constante et égale au rayon de la spbère osculatrice.
Lorsque le rayon R., est infini, la droitoN^C^ s'éloigne à l'infini, le cercle C|C^ se confond avec la droite C,N|, le point A' se place en N,, et la droite auxiliaire est parallèle à ON,. On a alors
/{• = Ri tangç.
L'ordonnée du point central est constante et égale à R,. Ces circonstances se présentent toujours lorsque 2l est une surface développable.
858. Quand un veut étudier les relations cjui existent entre deux surfaces gauches lieux de normales à une même surface, aux dilférents points de deux courbes issues d'un même point, il faut établir simultanément sur la figure les deux droites auxiliaires (jui correspondent aux azimuts de ces directrices.
L'a/iuiii( ç d'uni' diicdiiie A étant XON^ [fig- 338), la droite auxiliaire sera NiNj. Nous projetons les points N, et N, en ^L et IM,. et nous (raçons ^LMa, OM, et O^M^. On a immédiatiMiient
langXOM., = - cotZOM.. = -^ = --^=_ 'il- ;
tangç) tangXOM. = — ît^
L'angle XOM^ qui détermine le point 3L est donc celui de la direction conjuguée à o dans lindicatrice, et, comme le même raisonnement peut être appliqué aux angles XON, et XOM, (-), nous voyons que les droites N|No et M, ^L sont les droites auxiliaires pour les surfaces gauches qui correspondent à deux directrices dont les tangentes en 0 sont conjuguées.
La normale OZ fait des angles égaux avec les droites M, Mo et N'iNo, et par suite avec leurs perpendiculaires OA' et OB'. Il résulte de là que les segments OB' et OIV, sont éqaux.
(') Phisieiirs des formules que l'on peut obtenir ainsi ont clé données par Joacliimstal (/oH/-«rt/ de M. Lioiwillc, 1848), ou par M. Lamarlc {Exposé géo/iict/irjiie), qui les ont U'ouvées par d'autres procédés.
(^) Cette observation nous dispense de prouver que l'angle Mi OM^. est droit, ce qui du reste est facile.
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(j étant le centre du cercle, on trouve
0A'+ OB; = 2OG cosZOA'; OA'x OB', = OC, x OC,. Kn divisant la première de ces équations par la seconde, on a
OGcosZOA'
on'. "•" o v ~ ^ on obtient ensuite
on; "^ OA' ~ ^ oc, X oc, '
OB OA " - oc, X oc, - R.H, " K, "^ Û;'
La somme des inverses des ordonnées du point eenlral de la génératrice pour deux directions conjuguées de la directrice A est constante, et égale à la somme des courbures principales.
Ce théorème est dû à Joachimstal. Nous ne l'avons donné que comme exemple de l'emploi simultané de deux droites auxiliaires.
APPLICATIONS DIVERSES
Constniction des rayons de courbure et des plans oscillateurs d'une courbe donnée par ses projections.
8o9. Cas où la tangente à la courbe au point considéré est parallèle à la ligne de terre. — Soient oj et w' les projections de la courbe {fîg. 34 1); (0, 0') un point de cette ligne où la tangente est parallèle à la ligne de terre XY; A et B les centres de courbure des projections w et o/.
Nous prenons un second plan vertical xy perpendiculaire à XY, et nous y |)laçons la projection o du point (0, 0').
Les sections faites dans les cylindres projetants par les plans normaux contenant la tangente à la courbe au point (0,0') sont identiques à w et w'; leurs centres de courbure sont a et b sur le plan xv.
D'après le théorème de Meusnier, le centre de courbure de la courbe en (0, 0') est la projection, sur son plan osculateur, de chacun des points a et è ; la droite ab est donc une projetante sur ce plan, et par suite, en lui abaissant une perpendiculaire du point o, on obtient la trace oN du plan osculateur. Le point c, projection des points a et b, est le centre de courbure de (w, oj'). La longueur du rayon de courbure est oc.
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8G0. ( 'as où ht /a/iife/i/c à la courbe au point co/isidèré ( 0, 0' ) est parallèle à l'ii/i (les deux plans de projection seulement, celui qui est horizontal, par exemple. Nous déterminons les centres de courbure A et B des projections u et 0/ [fi^. 342); nous prenons un second plan vertical j-y perpendiculaii'c à la taniçente à la courbe gauclic au point (0, ()'), nous y plaçons la projcniion o de ce point, et le centre de courbure a de la section faite dans le cylindre vertical oj par un plan normal à cette surface et tangent à la courbe. Au point (0,0), le plan vertical OV est normal au cylindre projetant w'; lorsque nous aurons déterminé le rayon de courbure de la section qu'il contient, le problème sera ramené à celui que nous avons résolu à l'article précédent.
Les deux sections principales du cylindre horizontal au point (0, 0') sont la cénératrice et la section droite contenue dans le plan OX, (art. 801). Le ravon de courbure de la première est infini, celui de la seconde est O'B.Nous trouvons la longueur OB3 du rayon de courbure de la section contenue dans le plan OV, par la construction expliquée à la fin de l'article 800; nous portons la longueur OB1 en eZ>3, et nous achevons les tracés sans difTiculté.
861. Cas général. — Lorsque la tangente à la courbe au point considéré (0, 0') [fig. 343) a une position quelconque par rapport au plan de projection, il faut d'abord déterminer les rayons de courbure des sections faites dans les cylindres projetants, par des plans normaux contenant la tangente (0>1, O'M').
Nous rabattons sur le plan horizontal le plan (]\Dr,M'0') qui touche le c\lindre horizontal au point (0,0'); ce point se place en O,, et par suite les tangentes à la section dioite et à la courbe ( w, u') sont rabattues sur les droites 0,G et 0|M. En prenant une longueur 0,B, égale au rayon de courbure O'B (le ùV, et traçant les droites \^^\^2 "'tBoBj respectivement perpendiculaires à 0,^1 et à 0,0, nous obtenons le rayon de courbure O.B^ de la section normale tangente à la courbe (co, 0/).
Le plan tangent au cylindre vertical étant rabattu autour de sa trace OM, le point (0, 0') se place en un point O,, facile à déterminer, et les rabattements des tangentes à la section droite et à la courbe (lo, 10') sont la droite O^k, parallèle à ftlO, et la droite OjM. Nous connaissons d'ailleurs le rayon de courbure OA de la section droite, nous pouvons donc déterminer la longueur O2A3 du rayon de courbure de la section normale tangente à la courbe (co, o/).
Faisons maintenant passer par le point (0, 0') un plan perpendiculaire à la tangente (OM,0'M'), et rabattons-le sur le plan horizontal. La trace horizontale de ce plan est une droite xy parallèle à OA, et passant au point P déterminé par la droite O2P perpendiculaire au rabattement MO^ de la tangente. Dans le rabattement du plan, le point (0, 0) se place en o ii une distance de P égale à POo.
Les normales aux deux cylindres sont dans ce plan : l'une (OQ, O'Q') a sa trace horizontale au point Q, et est rabattue sur la droite Qo; l'autre étant hori-
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zontale, son rabattement est la droite oa^ parallèle à j:;v'. Nous portons sur ces normales des longueurs o/;., et oa.^ respectivement égales aux rayons de courhure 0,63 etO^Aa, et nous achevons la construction comme précédemment. Le rayon de courbure de la courbe (to, w') au point (0, 0'; est égal à oc; la trace ho-' rizontale du plan osculaleur passe par les points N et M (' ).
862. Considérations générales . — Nous avons exposé en détailla construction à laquelle les théorèmes d'Euler et de Meusnier conduisent pour la détermination du plan oscillateur en un point d'une courbe donnée par ses projections. On doit recourir à cette solution quand on peut déterminer d'une manière précise les rayons de courbure des projections. Dans le cas contraire, il convient de préférer les tracés que nous avons fait connaître à l'article 448.
On obtient, par des procédés analogues, le rayon de courbure et le plan osculaleur en un point donné de la courbe d'inteisection de deux surfaces quelconques, lorsque l'on connaît leurs sections principales en ce point, et leurs ravons de courbure; mais la construction du rayon de chaque section normale tangente à l'intersection exige des constructions plus laborieuses.
863. Quand la projection 0/ est une droite [fig. 343), le cylindre horizontal est un plan; le rayon ob.^ devient par suite infini, et la droite a^b^ est parallèle à oQ. Si, de plus, on suppose que la projection to soit un cercle, la construction donnera le rayon de courbure d'une ellipse en un point quelconque. En traduisant analytiqiicment les tracés, on obtient une expression du rayon de courbure applicable à l'hyperbole comme à l'ellipse.- Nous ne nous arrêterons pas à cette question; nous remarquerons seulement qu'aux extrémités du grand axe, l'ellipse est tangente à une section droite du cylindre, et que par suite le théorème de Meusnier donne immédiatement pour le rayon de courbure l'expression que nous avons trouvée à l'article 779. Aux extrémités du petit axe, le plan de l'ellipse est normal au cylindre, et l'on obtient directement le rayon de courbure par le théorème d'Euler.
('; Appelons/- et r' les rayons de courbure en o et en o' des sections droites w el w': K et If ceux des sections normales tangentes; 0 le rayon de courbure cherché; x et a.'. S et S' les angles quo forment avec les plans de projection le plan osculatour et la tangente 0.\l en 0 à la courbe; 7 = fo«3 et 7 = cob-i les angles du plan osculateur et des sections normales tangentes; 9 = <(iobi l'angle des normales OP et OQ enO aux cylindres projetant la courbe.
Le triangle «soi, donne l'équation 0 \/iV--h R'^— 2RR' cosô = RlVsinO, qui. en \eriu des relations ;■ = R cos-^, /= R' cos^f^', fournit la valeur de p en fonction de r, /■', p, S'. 9.
Comme 0 = RCOS7, el comme le trièdre formé par le plan osculateur, le plan .MOP cl le plan horizontal passant par 0, donne cosx = cosp COS7. on a, pour trouver se, 0 cos'S = r cosz. On obtient z' au moyen d'une équation analogue.
Enfin, la dernière égalité peut servir à trouver les rayons de courbure d'une courbe plane, connaissant une projection de cette courbe, l'angle que son plan fait avec le plan de projection, et les angles que ses tangentes forment avec ce plan. 1 1'^- !>• )•
Construction des sommets d'une surface d'égale pente.
864. Nous savons que la protection de l'un des sommets d'une surface d'égale pente sur un plan horizontal quelconque est le centre de courbure de la section de la surface par ce plan pour le point correspondant (art. dIO). On peut, par conséquent, déterminer un sommet, quand on connaît la génératrice qui y passe et le rayon de courbure de la directrice horizontale au point correspondant.
Considérons la surface d'égale pente représentée sur les //:,'■. 274 et 275, et proposons-nous de déterminer la position précise des sommets qui doivent se trouver sur les génératrices (BC, B'C) et (BD.B'D').
Nous pouvons déterminer sur A'B' le centre de courbure de l'ellipse directrice ( AB, A'B') pour le point B', et élevant en ce point une perpendiculaire FF' à A'B', nous avons une droite sur laquelle sont les centres de courbure des sections normales faites dans les deux nappes de la développable, par un plan contenant la tangente à l'ellipse (AB, A'B') au point (B, B') (art. 839).
La génératrice (BD, B'D') est, sur la nappe à laquelle elle appartient, une seclion principale pour le point B'. Le plan de la seconde section principale est perpendiculaire à la droite B'D', et par suite sa trace verticale est la droite B'F perpendiculaire à B'D'. Le point F où elle rencontre la droite FF' est donc le centre de courbure de la seconde section principale. La projection du point F sur le plan horizontal du point B' serait la projection du sommet cherché J' sur le même plan, et en conséquence les points F et J' sont sur une verticale. De même, si l'on trace B'F' perpendiculaire à B'C, la verticale du point F' passera par le sommet/.
Pour la construction que nous venons d'exposer, il a suffi d'appliquer le théorème de Meusnier, parce que la tangente à la directrice au point B' est horizontale, et que par suite cette courbe est tangente à la section principale et à la section horizontale. Quand la tangente à la directrice au point où elle est rencontrée par la génératrice qui passe au sommet n'est pas horizontale, on doit appliquer successivement les théorèmes d'Euler et de Meusnier, et par suite la construction est plus compliquée.
Détermination des tamrentes à la courbe d'intersection de deux surfaces qui se touchent.
865. Supposons que deux surfaces A et B se touchent en un point 0; considérons deux surfaces du second degré A' et B' qui leur soient respectivement osculatrices en ce point, et qui aient leur centre en un même point de la normale; enfin, appelons a et jS [fig. 344) les sections de ces surfaces par. le plan diamé-
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(rai parallèle au plan tangent en 0 : les coniques concentriques « et /5 se coupent généralement en quatre points E, G, F et H.
Les surfaces A' et B' sont tangentes au point 0, et à un autre point diamétralement opposé; leur intersection se compose donc de deux courbes planes auxquelles les points E, G, F et H appartiennent deux à deux (art. 252 . Les traces des plans de ces lignes sur le plan des coniques « et p sont les droites EF et GH.
Le plan passant par le point 0 et par la droite diamétrale VV, coupe les surfaces A et B suivant des lignes dont les rayons de courbure sont proportionnels aux carrés des rayons vecteurs CL et CK; la section faite dans la surface A louche donc extérieurement la section de la surface B. Le contraire a lieu pour les sections par le |)lan rc,. Enfin, celles (jui se trouvent contenues dans le plan EFsont osculatrices; ces surfaces ont donc dans le plan EF un point commun infiniment voisin de leur point de contact 0, et par suite elles se coupent suivant une ligne dont la tangente au point 0 est parallèle à EF. On trouve, par des raisonnements analogues, que leur intersection a une seconde branche dont la tangente est parallèle à GH.
Si l'on suppose que les coniques a et |3 soient transportées parallèlement à elles-mêmes, de manière que leur centre C arrive au point de contact 0, elles seront des indicatrices correspondant à une même valeur de la constante arbitraire c (art. 794 et 793), et les deux branches de la courbe d'intersection auront pour tangentes les diamètres communs EF et GH (' ).
Quand les indicatrices a et jS se coupent en deux points seulement, ce qui arrive lorsque ce sont des hyperboles ayant leurs asymptotes croisées (art. 502), l'intersection n'a qu'une branche dont la concavité soit tournée vers le point pris pour centre des surfaces osculatrices; mais, si l'on place le centre de ces surfaces de l'autre côté du plan tangent, on trouve pour les courbes a et [■!> deux hyperboles supplémentaires des premières, et qui déterminent par leurs points de rencontre la tangente à une seconde branche de l'intersection ayant sa concavité tournée vers le centre des nouvelles surfaces.
Dans le cas où les indicatrices se touchent, le diamètre passant par leurs points de contact est tangent à des sections normales surosculatrices; les surfaces, d'ailleurs, ne se coupent pas. Enfin, si les indicatrices ne se rencontrent pas, les surfaces n'ont en commun que leur point de contact 0.
Quand la surface B est un plan, son indicatrice [j correspondant à une valeur finie du paramètre c a des axes infinis, et par suite tous ses points sont à Finfini. Les diamètres communs aux courbes a et /3 sont alors les asymptotes de a; ces droites sont donc tangentes aux deux branches de la courbe d'intersection, ce qui est conl'orme aux résultats de l'article 797.
(') Colle conslriiction a tic donnée par Tli. ()li\ier ( Joiirnu! de r Ecole l'ohlcclinùiiir, WV Caliicr. )
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■ 8GG. Epure du conoïde de la roule d' arêtes en tour ronde. — Nous allons appli- (|iuM' la construction que nous venons d'exposer à la détermination des tangentes au point double de la courbe d'intersection du loreet du conoïde droit représentés sur lay?g". 3or. Nous renvoyons à l'article 071 pour la i^énération de ces surfaces.
Les normales du conoïde en tous les points de la génératrice OV sont dans un même plan; cette droite est donc une section principale en cbacun de ses points. La seconde section principale pour le point double V est dans le plan vertical AB.
Si nous appelons R, le l'ayon de courbure de l'ellipse A'B' au point V, lorsque cette courbe sera enroulée sur le cylindre vertical ab, son rayon de courbure en V sera RiCosa (art. 474 et 819), u étant l'angle de son plan osculateur avec le plan AB. Pour avoir le rayon de courbure en Y de la section principale AB, il faut, d'aprî's le tliéorèiiie de ^Meusnier, diviser le rayon de l'ellipse enroulée par ces 7: on trouve le rayon R,.
L'indicatrice se compose de deux droites parallèles à la section principale OY qui a un rayon infini (art. 800), et si l'on appelle a leur distance au point Y. on aura
Y" H' rt= = R|C, ou ff^ = „■ , c.
L'une des sections principales du tore pour le point Y est la méridienne con-
Pc'
tenue dans le plan OY; son rayon est^^; l'autre section principale est contenue
dans le plan AB et a un rayon infini fart. 821). L'indicatrice se compose donc de deux droites j)arallèles à AB. En appelant h la distance de chacune d'elles au point Y, on a
La longueur c est arbitraire, mais elle doit être la même pour les deux indicatrices. Si nous la faisons égale à la hauteur du point Y au-dessus du plan horizontal, les expressions ci-dessus deviendront
rt = Y"B', /> = Pc.
On peut donc prendre simultanément pour indicatrices du conoïde et du tore au point Y les droites AA' et BB' d'une part, et de l'autre la droite U// et une autre droite pai'allèleà celle-ci et également distante du point Y. On voit que la tangente en Y il la branche EF passe par le point de rencontre u; on déterminerait (Ida même manière la tangente à l'autre branche.
CHAPITRE II. — APPLICATIONS DIVEP.SKS
867. Cas OÙ /es surfaces tangentes sont des canes OU des cvfindres. — Quand les lieux surfaces tangentes sont des cônes ou des cylindres, chaque indicatrice est composée de deux lignes droites, comme dans le cas que nous venons d'examiner, et l'on peut déterminer facilement les tangentes à l'intersection au point double, lorsque l'on coiinait, [)0ur chaque surface, le rayon de la section faite par un plan perpendiculaire à la génératrice.
Il faut remarquer que toutes les fois (|ue deux surfaces se touchent, les deux branches de leur intersection sont tangentes aux courbes suivant lesquelles se coupent deux surfaces qui leur sont respectivement osculatrices. Si nous avons choisi deux surfaces du second ordre ayant leur centre en un même point de la normale commune, c'est parce que leur intersection se compose de deux lignes planes, mais dans quelques circonstances on peut préférer d'autres dispositions.
On a souvent, pour des questions d'ombre, à considérer deux cônes ayant une directrice commune : leur intersection comprend une seconde courbe qui croise la directrice en des points où les surfaces se touchent ; on détermine ces points en menant à un des cônes des plans tangents par le sommet de l'autre. Quand la directrice est une conique, les surfaces sont du second ordre et leur deuxième intersection est plane comme la pi'emière (art. 232).
Dans le cas général, en remplaçant la directrice par son cercle osculateur aii point de contact considéré, on obtient deux cônes du second ordre osculateurs des premiers et dont la deuxième ligne d'intersection est plane ; la trace de son plan sur le plan tangent commun est la tangente à la ligne suivant laquelle les cônes primitifs se coupent.
868. Intersection d'un tore par une sphère tangente. — Nous savons construire les asymptotes de l'indicatrice d'une surface de révolution pour un point donné (art. 822), et par suite nous pouvons déterminer les tangentes au point double de l'intersection d'une telle surface par un plan qui la touche. Nous allonsrésoudre le problème dans un cas plus compliqué, celui où les surfaces tangentes sont un (ore et une sphère.
Nous nous donnons l'axe (A, A'Z) du tore {/ig. 346), le méridien 3INR de cette surface et le centre (C, C ) de la sphère. Nous faisons tourner le plan méridien AC de manière à le rendre parallèle au plan vertical; le point (C, C) se place en (C|,C', ). .Toignant ensuite le point C, au centre E du cercle ^INR, nous prenons le segment C',0', pour rayon de la sphère. Lorsque l'on ramène le centre (C,,C',) en (C,C'), le point de contact ((),, 0',) vient en (0,0').
En prolongeant la droite C',E jusqu'à sa seconde rencontre avec le cercle MNR, on aurait le rayon d'une autre sphère tangente au tore ; enfin on obtiendrait deux autres sphères également tangentes et ayant leur centre au point (C, C), en considérant le second cercle méridien contenu dans le plan XY.
III. — De la r.oiRNERiE. — Descrijiiiie
.l8 LIVRE VIII. - COURBiniC DES SI RFACES.
Nous supposons que la sphère es( enlevée, et nous représentons seulement le tore avec l'entaille qu'il doit avoir pour la recevoir.
On construit l'intersection des deux surAiccs en les coupant par des plans linrizontaux. Nous avons indiqué sur le plan vertical un arc P'O'y's' de l'ellipse, projection du grand cende de la sphère situé dans le plan vertical OAC. Cet anpasse par les points •/ et e' de l'intersection où la tangente est horizontale. On détermine ces points en ramenant le centre de la sphère en (C,, C',), prenant les intersections y, et i\ du grand cercle qui Ibriiie alors le contour apparent de la sphère avec le méridien du tore, et les reportant dans le plan OAC.
Le contour apparent de la sphère sur le plan vertical est le cercle GH contenu ilans le plan CDL. L'arc (DL,D'L') est seul utile; nous l'avons indiqué par uneligne en points ronds, parce qu'il est virtuel (art. 555).
869. Dans la construction des tangentes au point double, nous supposerons d'abord que le centre (C, (7) a été amené en (C|,C'|) et le point de contact en
Nous plaçons le centi-e commun des surfaces osculatrices au point (C,, C, ); les indicatrices du ])oint de contact sont alors, pour la sphère, un grand cercle de rcttc surface, pour le tore une conique dont les demi-axes ont les longueurs
sO;C, x0,E, v<^,<', x0,F.
Le premier axe est tangent au méridien et le second au parallèle.
Si nous faisons tourner le plan langent 0\p' autour de la tangente au parallèle jusqu'à le rendre horizontal, les indi("atrices se projetteront horizontalement en vraie grandeur. Leur centre est au point 0, ; celle de la sphère est le cercle dont le rayon a une longueur 0,B égale à C, 0, ; l'autre est une hyperbole, car les segments 0, E et 0, Font des signes différents. En construisant les longueurs des axes (opération très facile que nous n'avons pas conservée sur la figure 1, on peut placer les sommets \ et /,, et tracer les asymptotes 0,/Jt. et 0,,a|.
Les indicatrices se rencontrent aux points (v,v') et v,, v') qui, lorsqu'on remet le plan tangent dans sa position 0', p', deviennent [^,o') et (p,, p'). Entin, le mouvement (|ui ramène le centre de la sphère en (C, C) transporte le jtoint r; en t, et les points p, ^') et (jS,, p) en (tt, n') et (-^t,, ?:',). [Les tangentes cherchées sont (n0,7:'0')et(:r,0,7r;0').
870. Digression sur les scellons circulaires du tore. — Si la sphère et le tore étaient bitangents, l'intersection aurait deux points doubles et présenterait des particularités remarquables. Avant d'examiner ce cas, nous allons étudier la courbe d'intersection d'un tore par un plan doublement tangent.
Le plan sécant étant supposé perpendiculaire au plan vertical, sa trace verticale sera une droite H'G' tangente en E' et en F' ii la méridienne complète (_/%. 347).
i;ii\phi;k ir. - \pri,ic\TiONS divkrsks. .')9
On peut rnnslniin' l'intorsectioii |i;ir la iDrlhodc de rarlidc 102 : un plan horizontal auxiliaire .iv Wùl tninver quatre points (|ui se pidjetlent veiticalement en M , et dont les projections horizontales sont M. .M,. /// et //(,.
Pour avoir rinlerseclion dans sa vraie grandeur, nous rahattons le plan sécant sur le plan vertical OX. en le faisant tourner autour de sa trace HG'. Le point (M, M') se place en M" sur la perpendiculaire élevée en 31 à U (V, et à une distance de 0' égale à ON, parce que tous les points d'un parallide xmt également éloignés du centre tlii tore.
Nous traçons le rayon IN, puis les (Imites Oc, 0 /■ e( \] /.■ resperlivenient perpendiculaires à IN', K F et O Z; entin nous tiinns M"/-.
Les triangles seuihlahles I \ v et \ 0 e d'une part, O M a et O I F de Fautre, donnent
y __ N'y l'F _ _M> l'O' ^ O'e' 10 ~ MO
En comparant ces équations terme à terme, on ohtient
Oe = OM.
Nous savons, d'ailleurs, (|u"il y a égalité entre les longueurs .M"0 elN 0 ; les deux triano-les rectangles OM'.AI et O'N'e sont donc éi-aux. l'ançle O'NT est égal à son homologue 0'M"M', et par suite îi M"07-. Si maintenant nous considérons les deux triangles O'Wk et N'OT, nous voyons qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun; il en résulte qu'il y a égalité entre leurs troisièmes cotés et que la distance du point M" de l'intersection au point fixe k est la longueur constante 0 T. Le lieu des points M" est donc un cercle décrit autour <lu point X- avec un rayon égal à 0 1 . Si l'on raisonnait sur le point/»",, on verrait (ju'il appartient à un cercle dont le centre Â-, est symétrique de A- par rapport ii E F : donc l'intersection complète d'un tore et d'un plan bitangent se compose de deiur cercles égaux.
La projection horizontale de chaque cercle est une ellipse dont le grand axe est le diamètre projeté verticalement sur le point 0'. On trouve, d'après cela, que les grands axes des deux ellipses sont CD et C, D, : leur longueur est double
de or."
Le petit axe est la projection du diamètre qui a la plus grande pente. Les sommets H et G d'une ellipse correspondent par conséquent aux points H' et G' qui appartiennent l'un au parallèle inférieur, l'autre au parallèle supérieur; or les rayons de ces parallèles sont égaux ii O'I'; la distance des sommets H et G au point 0 est donc égale à la moitié du grand axe CD, et le point 0 est un ibyei' commun des ellipses.
5q LivKr; VIII. - colrbure des surfaces.
La tangente E'F' engeinlre, dans sa révolution autour de l'axe, un cône doublement circonscrit au tore. Tout plan'tangent à ce cône coupe le tore suivant deux cercles, et comme on peut mener deux |)lans tangents au cône de tout point du tore, on voit qu'il passe par chaque point de celte dernière surface deux sections circulaires indépendamment du méridien et du parallide. Nous supposons (]ue la surface n'a pas de points sur l'axe, sans cela deux méridiens contenus dans un nième plan n'auraiiMit pas des tangentes alternes communes, et le cône n'existerait pas.
871. Concevons que par les centres (K, 0'), (K,, 0') des cercles on élève des perpendiculaires (KV, O'V), (K|V,. O'V à leur plan; chacune de ces droites sera le lieu des centres des sphères auxquelles appartient le cercle dont elle contient le centre. Si le plan sécant tourne en restant bi tangent, les deux droites (KV, O'V), (K,V,, O'V) entraînées dans le mouvement formeront les génératrices des deux systèmes d'un même hyperboloïde. On voit que les cercles situés dans les plans bitangents forment deux séries qui correspondent aux génératrices des deux systi'mes d'un hyperboloïde de révolution.
Par un point quelconque de ['hyperboloïde, il passe deux génératrices de systèmes différents, et les longueurs de ces droites comprises entre le plan horizontal et le point considéré sont évidemment égales. Ce point est donc le centre d'une sphère qui contient les deux cercles égaux dont ces droites sont les axes.
Deux cercles qui n'appartiennent pas à la même série sont sur une sphère, car leurs axes se rencontrent. Deux cercles d'une même série ne sont pas sur une sphère.
Toute sphère ([ui contient deux cercles est tangente au tore aux points où ces courbes se coupent.
L'axe horizontal de l'hyperbole méridienne de l'hyperboloïde est égal à KK, ; mais, en remarquant que les droites DD, etr/V/, sont égales entre elles, et que les segments KD et KjD, sont égaux à 0 T, on reconnaît (pie KK, a la longueur du diamètre c' d' du cercle méridien du tore. L'hyperbole a d'ailleurs j)our une de ses asymptotes la droite O'V; son demi-axe non transverse est donc
l'c tangJ'O'V, ou rF'tangOTF', ou enfin O'F'.
D'après la grandeur des deux axes, on trouve que les centres V et J' des cercles méridiens sont les foyers de l'hyperbole. Nous avons tracé cette courbe sur la //-. 349-
872. Supposons maintenant qu'une sphère touche le tore en deux points; les normales communes aux deux surfaces en ces points se rencontrent au centre de la sphère et coupent l'axe en un même point ou en des points différents, suivant que les points de contact appartiennent ou non à un même parallèle. Dans le
ciiArniii-: ii. - applications diverses. 6i
premier cas, la sphère est circonscrite au tore le long de ce parallèle; dans le second, que nous allons examiner, le plan des deux normales contient l'axe de la surface.
P et Q sont les points de contact {fig. 3 '19 ; \ et J' les centres des cercles méridiens sur lesquels se trouvent ces points; m le centre de la sphère bitangente et O'Z l'axe du tore. Nous désignerons par la lettre h le rayon l'P.
On a
m\' - IM' = //?J' + J'Q;
inM — m\ =^ ib.
Le point m est donc sur une hyperbole dont l'axe transverse est 7.1) et dont les foyers sont r et J', c'est-;i-dire sur l'hyperbole lieu des centres des sphères qui coupent le tore suivant deux cercles. 3Iais ces dernières sphères sont bitangentes (art. 871 ) et leurs points de contact sont nécessairement dans le plan méridien de leur centre. Celle dont le centre est en m se confond donc avec la sphère tangente en P et en Q, car le point m n'étant pas sur l'axe O'Z ne peut être le centre de deux cercles distincts tangents l'un et l'autre aux cercles l'P et J'Q. Donc toute sphère bitangente à un tore, et non circonscrite, coupe cette surface suuant deux cercles égaux (' ). Les plans (|ui ont deux points de contact doivent être considérés comme des sphères doublement tangentes, et dont les centres sont aux points de riiyperboloïde situés à l'infini.
Si l'abscisse OT est plus petite (pie^, les sommets L et T seront au delà des foyers r et J, et l'hyperbole méridienne se changera en une ellipse LRTS (^0^.348). Le lieu des centres des sphères bitangentes (et non circonscrites) deviendra donc un ellipsoïde. Les génératrices rectilignes seront alors imaginaires, ainsi que les sections circulaires qui leur correspondent (■).
(') On peut aussi roinarqiier que la droite (nii irait du point P au point Q passerait i)ar le centre 0' du tore et serait, par conséquent, dans deux plans tangents au cône de révolution (pie nous avons considéré à l'article 870. Chacun de ces plans coupe le tore suivant deux cercles dont un se confond avec la section faite dans la sphère, car il passe par les points P et Q, et il y touche celte section.
Pour prouver que le point 0' où la droite PQ coupe l'J' est le centre du tore, on mène la droite J'Qi passant par le point d'intersection de la circonférence J' et de la droite PQ; les angles J'QQi, J'QiQ et /«PQ étant égaux, J'Qi est parallèle à mP; alors les triangles O'J'Qi et 0'1'P sont égaux comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, et par suite J'O' égale l'O'.
(2) Yvon Villarceau a établi que tout plan bitangent coupe le tore suivant deux cercles {Comptes rendus. 7." semestre, 1848). M. Mannheim a reconnu que les sphères doublement tangentes jouissent de la même propriété {Nouvelles Annales de Mathématiques., 1860). Nous avons démontré, sur la surface engendrée par la révolution d'une conique autour d'une droite située d'une manière quelconque dans l'espace, des théorèmes plus généraux, et dont les proi)ositions insérées aux articles 870-872 ne sont (pie des corollaires {Juunial de l'Ecole Polytcchiuquc, XL' cahier, i863).
Rayons de courbure ilc la section fin tore par un plan tani^ent. 875. L'équation (24 de l'article 817
va nous permettre de (iéterniinerles rayons de courbure de lasection du tore par un plan tangent, au point double de cette courbe (').
Nous appelons, comme précédemment, h le rayon I1\I du cercle méridien [fig- S.K)) et a la distance 01 de son centre à l'axe de la surface. Nous prenons pour axes coordonnés les droites OX, OZ et leur perpendiculaire commune au point 0.
L'équation dû cercle méridien est
Pour avoir l'équation du tore, il suffit de remplacer l'abscisse X par le ravon \X*-t- Y'du parallèle correspondant. En faisant disparaître le radical, on obtient
(i) (X= + Y= + Z^ + à' -b^f- ,'Kr (X^ 4- Y^) = o.
Nous allons considérer l'intersection de la surface par le plan qui la toucbe en un point M déterminé, sur la méridienne, par l'azimut MIO, que nous appelons tu.
Nous transportons l'origine au point M, et nous prenons pour nouveaux axes coordonnés les droites Mj:-, M: et leur commune perpendiculaire. Un a
1 X = a- sinoj — :; cosoj — b cosw -1- a, Z ^ X cosoj 4- z sinto + b sinc^.
(') On peut appliquer la règle de l'article 779 pour trouver les rayons de courbure en un poinl double d'uiie courbe plane, on modifiant ainsi ceUe règle. L'équalion, en coordonnées rectangulaires, d'une courbe plane ayant à l'origine un point double M, ne renferme pas de termes inférieurs au second degré. Prenant une tangente en M pour axe dos a et sa perpendiculaire en M pour axe des 6, l'équation de la courbe, rapportée à ces axes, ne doit pas contenir de terme en a.'. Donc le rapport de ^- à 2^ s'obtiendra après avoir annulé les termes infiniment petits dun ordre supérieur au troisième.
Pour le cas examiné par l'Auteur, on fait z = o dans la dernière équation de l'article 873, on remplace .r et _r respectivement par acos9 — |5sin9 et a siu5 -i- S cosO, G étant égal à l'angle .rMa. on supprime les termes infiniment petits d'un ordre supérieur au troisième, ce qui donne a'sinwcosS -f- a2(n cos-9 — icosw) — inapsinS cos9 = o.
Le coefficient de a- devant être nul. on trouve sinO. et par suite la valeur de p donnée à l'article 876.
CHVriTP.F, II. - APPLICATIONS DIVERSES. 63
Kii portant ces valeurs dans l'équation (r), on obtient pour nouvelle é(|uatioii de la surface
[ .»•- -h y- -+- :•- -+- 2a{x sinto — : cosw -f- 2h:- -+- 2a(a — /^cosco ]- — 4«'[(j"siii(o — - cosoj)''+2(a — &cosoj)(j:sinco — rcosiol + (a — />c()S(.) - + v^ ] = o.
87 i. Si nous ne considérons que la partie de la surface voisine du point .M. les coordonnées x et y seront infiniment petitesdu premier ordre et l'ordonnéeinfiniment petite du second ordre. Développant alors l'équation et négligeant les termes d'un ordre supérieur au troisième, au fur et à mesure qu'ils se présentent, on obtient, après quelques réductions qui se présentent d'elles-mêmes,
\ [a — h cosw;j:- — by- cosco + ib a — h cosoj ;s ' -+- (a:--t- y^)a.-sinco -1- 2/;j:'3 sin
co
l'our avoir l'équation de l'indicatrice, il suffit de négliger les termes du troisième ordre, ce qui donne
(i — h cosio ;j;-- — by- cosoj -\- ib a — b cosw).s = o.
On déduit ininiédiatenienl de cette équation les valeurs suivantes des rayons de eourbure des sections principales art. 791)
„ 7 1) « — b COSOJ
n. ^ — l>, il, =
COSiD
Nous trouvons une valeur négative pour le rayon de conrbnre de la méridienne, parce que les formules (2) ont été établies dans l'hypotbèse que la partie positive de l'axe des coordonnées s'étend de 31 vers z (art. 777).
87o. Le point pour lequel nous voulons déterminer les longueurs -j. et ^-j est situé sur une section fiiite par un plan normal contenant une asvmptote de l'in- <licatrice. Les coordonnées .r et y de ce point satisfont donc à l'équation des asymptotes que l'on obtient facilement d'après la grandeur des rayons de courbure, ou en supposant = nulle dans l'équation de l'indicatrice; on a donc
(4) (rt — b eosco la" — by- eosto = o.
Ku égard à cette relation, l'équation .j^ se réduit à
7.b[a — b cosoi)z -+- [x- -h y-)jcsm<i) -+- -ib.iz s\no> = o.
En résolvant par lapport à z, on obtient
'2 b(a — b cosoj) -+- -il) .r sillo)
Si l'on eiïectuait la division, le second terme du dénominateur n'introduirait qu'un infiniment petit du quatrième ordre; nous pouvons donc le supprimer, el écrire simplement
876. Le calcul du rayon p ne présente plus de difficultés. Nous avons immédiatement
La substitution des valeurs de y- et de z, déduites de ces formules, dans les équations (4) et (5), donne
( \ bis) ai' — a-hcos'j) = o,
(5to) |3 = - ''"'"
2 b {a — bcosoi)
En portant la valeur {obis) de /3 dans l'équation qui est au commencement de l'article 875, on obtient
ab(a — ècosw')
a- sincoy/ — RiH-i
Les valeurs de R, et de Rj ont été trouvées à l'article précédent. L'é(iuation {f\bis) donne le rapport-; pour avoir l'expression cberchée, il suffit d'éliminer ces trois quantités entre les trois équations précédentes. On obtient
p = -. — Ja(a — b cos(
Cette équation conduit à une construction très simple pour la grandeur absolue du rayon p.
Le plan méridien du point de contact divise la section en deux parties symétriques, et par suite les rayons de courbure des deux branches ont les mêmes
longueurs.
Quand le point ^I est en A, w est nul et p infini : chaque branche possède alors
une inflexion. Lorsque la trace MT du plan tangent touche la méridienne inverse,
on a
b — acosw = o, ou 00 = 90".
Dans un cas comme dans l'autre, le rayon p est égal à a, ce qui s'accorde avec les résultats de l'article 870. Il existe une valeur de w comprise entre les deux précédentes qui donne pour p une valeur minimum. Nous remarquerons enfin
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que si la méridieiiiio ne rencontre pas l'axe, la valeur du rayon déterminée par la formule est toujours réelle, bien que la section soit imai^'inaire quand le point de contact est sur la partie convexe du tore ( ' ).
CHAPITRE HT
TIIÉOr.ÉME DES TANGENTES CONJUGUÉES.
Démonstmlion de ce théorème.
877. Nous avons vu qu'une courbe d'ombre propre est une ligne de contact de la surface considérée avec une développable. En chacun de ses points les plans tangents aux deux surfaces se confondent, et par suite le procédé que l'on emploie ordinairement pour la construction des tangentes aux lignes communes à deux surfaces est inapplicable. On doit à Ch. Dupin un théorème qui permet de déterminer les tangentes à une courbe d'ombre propre, lorsque l'on connaît les rayons de courbure de la surface éclairée (-). Nous allons démontrer ce théorème, nous en développerons ensuite les conséquences.
Soit Q. (fig. 354) la courbe de contact d'une développable avec une surface donnée : l'intersection des plans tangents au point 0 de cette ligne et au point infiniment voisin m est une génératrice de la développable. Un plan passant par le point/» et parallèle au plan tangent en 0 coupe la surface suivant une conique Ym que l'on peut prendre pour indicatrice (art. 789 ;. La tangente mCi à cette courbe est parallèle à la génératrice de la développable, car elle est parallèle au plan tangent en 0 et située dans le plan tangent en m; mais elle est aussi parallèle au diamètre IF qui, dans l'indicatrice, est conjugué à celui qui aboutit au point ?n; le diamètre IF est donc parallèle à la génératrice de la développable. Le diamètre Im est d'ailleurs parallèle à la tangente Oï à la courbe 12; on peut même dire qu'il se confond avec elle, car leur distance est infiniment
(•) Nous indiquerons en quelques nuits une dernière application aux surfaces de révuhition des ihéorèmes relatifs à la courlniro des surfaces.
(juand une surface de révolution est donnée par son axe et une courbe génératrice, si une tangente à cette ligne est perpendiculaire au plan méridien du point de contact, la méridienne a un point de rebroussement. La tangente de robroussement est tangente à la zone sphériqne décrite par la révolution du cercle osculaleur de la génératrice, et par suite on peut la tracer lorsque l'on connaît le centre de courbure de cette ligne. La construction que nous venons d'indiquer nous a été utile dans nos études sur le tore général {Journal de V École Polytechnique^ XL* Cahier, i863).
(*) Développements de Géométrie.
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petite du second ordre et le point m peut être considéré comme appartenant à OT. Nous voyons ainsi que, quand une développahle est circonscrite à une surface, en un point quelconque de la courbe de contact, la tan fiente à cette ligne et la génératrice de la déi'eloppable sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice de la surface inscrite.
Si l'on se reporte aux considérations présentées à l'article 598 sur les asymptotes des courbes du second ordre, on verra f|ue l'on peut modifier l'énoncé du théorème, et dire ({ue la tangente à la courbe de contact et la génératrice de la dévetoppable sont conjuguées harmoniques des asymptotes de l'indicatrice. Le théoi'ème ainsi présenté devient d'un emploi facile pour les surfaces à courbures opposées.
La tangente T et la génératrice G sont appelées tangentes conjuguées, parce que, si la première était une génératrice d'une développable circonscrite, la seconde serait tangente à la courbe de contact.
Constructiuii des tangentes aux courbes d'ombre propre.
878. Le théorème des tangentes conjuguées permet de construire les tangentes aux courbes d'ombre propre, lorsque l'on peut déterminer l'indicatrice de la surface au point considéré. Les propriétés des diamètres conjugués des courbes du second ordre étant projectives, on peut opérer sur un plan de projection, comme on le ferait sur le plan de l'indicatrice.
Proposons-nous de déterminer la tangente au point (M, 31') de la courbe d'ombre du tore représenté sur Va Jig. 212. Nous transportons le point (M, M') en (R.R'j sur le méridien principal, par une rotation autour de l'axe, et nous déterminons les rayons de courbure R'C et R'« du méridien et de la seconde section principale (art. 821). Les centres de courbure G et ij sont d'un même côté du point R', et par suite l'indicatrice est une ellipse.
Nous prenons le paramètre c égal à R'C (art. 787), alors les demi-axes de l'indicatrice sont
R'C, vR'coxRG ou R'F.
Le premier correspond au ravon de courbure de la méridienne; nous le plaçons en R'C, sur la tangente h cette courbe; la projection le réduit sur le plan horizontal à la longueur RC|, qui doit étie ramenée en Me. Le second axe est horizontal et se projette en vraie grandeur sur la droite J^IJ, double de R'F et perpendiculaire à OM. Le problème qu'il faut résoudre consiste à tracer le diamètre conjugué du rayon lumineux SMT, dans l'ellipse qui a son centre en M et dont les points J, J, et c sont trois sommets.
Considérons le cercle qui a pour diamètre JJ, et qui se projette sur cette el-
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lipse, et faisons-le touriici" autour de JJ, jusqu'à le rendre horizontal : le point (|ui se projetait en c ira en K; la corde Je deviendra JK; le point jS sera amené en p|, et le diamètre iM,';T en IMjS,. Le diamètre conjugué à M/3, dans le cercle est la perpendiculaire Ma, à M°j,. Si nous ramenons le cercle dans sa première position, la corde J,K se place en i,c, le point a, arrive en </., et la droite Mx est dans l'ellipse le diamètre conjugué à MT; c'est donc la projection horizontale de la tangente à la courbe d'ombre. La tangente étant dans le plan tangent au point (M, M'), on obtiendrait facilement sa projection verticale.
Les tracés deviennent plus simples quand la surface est à courbures opposées : on détermine alors les asymptotes de l'indicatrice, et l'on cherche la conjuguée harmonique du rayon de lumière.
La construction que nous avons fait connaître aux articles Hi9 et 8j5 peut être employée dans tous les cas, lorsque la surface est convexe comme lorsque ses courbures sont opposées.
879. Quand l'un des rayons de courbure est infini, l'indicatrice se compose de deux droites jiarallèles; alors, quelle que soit la direction du rayon de lumière dans le plan tangent, le diamètre qui lui est conjugué est la tangente ii la section principale dont le rayon est infini. On voit, d'après cela, que si, sur une surface développable, un point non situé sur l'arête de rebroussement appartient à une ligne d'ombre, la génératrice qui y passe fera partie de cette ligne, ce qui est conforme aux résultats que nous avons obtenus précédemment (art. 679 .
Quand le point lumineux est sur la tangente à la section dont le rayon est infini, le théorème donne une direction indéterminée pour la tangente à la courbe d'ombre; il ne suflit donc plus à la solution du problème. Nous ne nous •arrêterons pas à ce cas particulier ( ' ).
880. Lorsque l'un des rayons principaux est nul, l'indicatrice est une ellipse dont un des axes est nul (art. 808). Quelle que soit alors la direction du rayon de lumière, son diamètre conjugué se confond avec l'autre axe, et par conséquent toutes les lignes d'ombre sont tangentes à la section principale dont le rayon n'est pas nul. Il résulte d'ailleurs de la multiplicité des plans tangents au point considéré qu'une infinité de lignes d'ombre y passent. Nous obtenons ainsi une extension du théorème que nous avons démontré à l'article G54 pour les sommets des surfaces gauches.
881. Quand le point lumineux est sur la surface éclairée, la courbe d' ombre a deux branches qui se croisent à ce point tangentes aux dewv asymptotes de Vindica-
( ' ) On trouvera une étude de cette question dans les leiumcs qui sont au commencement de notre Mémoire sur les lignes d'ombre et de perspective des surfaces de re'mlutinn {Journal de l'Ecole Polytechnique, XXXV Cahier, i853). Nous nous bornerons à dire que, dans le cas dont il s'agit, le point considéré de la surface est en général un point double de la courbe d"ombre.
trice, car une quelconque de ces droites passe au point lumineux, et peut être regardée comme tangente à la surface en un point infiniment voisin. Elle est d'ailleurs son propre diamètre conjugué.
Construction des tangentes et des asymptotes aux courbes - d'ombre propre des surfaces gauches.
882. Nous savons que les secondes asymptotes des indicatrices aux différents pointsd'unegénératriced'une surfece gauche forment unliyperholoïde(art.82o). Quand on connaît trois de ces droites l'hyperboloïde est déterminé, et l'on peut obtenir la tangente à une courbe d'ombre au point où elle rencontre la génératrice. Dans l'étude qui va suivre nous supposerons que l'on a construit la conique qui forme le contour apparent de cette surface par rapport à un plan quelconque, que l'on prend pour plan de projection.
Soient AM la projection de la génératrice [fig- 35 1), M le point où elle est rencontrée par la courbe d'ombre, S la projection du point lumineux et Q. le contour apparent de l'hyperboloïde osculateur le long de la génératrice AM : la seconde asymptote de l'indicatrice au point M est la droite MB tangente à il. Le rayon SM et la tangente à la courbe d'ombre sont donc conjugués harmoniques des droites MA et MB. Nous traçons la parallèle PN à MA, et nous portons au delà de N une longueur NG égale au segment PN : la tangente cherchée estMD.
Si le plan de projection était perpendiculaire à une génératrice du cône asymptote de l'hyperboloïde,' et par suite à une génératrice de chaque système de cette surface, les secondes asymptotes des indicatrices divergeraient d'un même point, et leur détermination serait plus facile encore que dans le cas où le conlour apparent de l'hyperboloïde est une conique.
883. Quand le point M s'éloigne à l'infini sur la génératrice, la construction précédente se trouve en défaut, et il faut recourir à une autre propriété des conjuguées harmoniques pour déterminer l'asymptote à la courbe d'ombre ( ').
SV étant une sécante quelconque passant par le point S {fig. 35 1), on a (art. «01)
bel' ad Si l'on rapporte tous les segments h une origine commune /• placée où l'on
( ') Nous ne considérons dans les courbes d'ombre que les branches infiaies de la première espèce (art. 638).
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voudra sur la sécante, l'équation deviendra
XS — Ah /.S — ka
kd — kb'kd—ka~ Lorsque le point k est le milieu du segment ab, on a
kb = — ka,
et l'équation devient
A-S-|-A-« . k's — ka _
kd -+- ka ' kd — ka
Eu développant et en réduisant, on obtient
ka ^ XS X kd.
Quand le point M s'éloigne à l'infini [fig. 3j2), la seconde asymptote de l'indicatrice est la droite B3I parallèle à A^I et tangente à O. Si du point S on trace une sécante SV, le point cl où passe l'asymptote à la courbe d'ombre sera déterminé par l'équation précédente, qui conduit à une construction facile.
Quand le point S est situé entre les droites AM et BMetà égales distances de ces lignes, X-S est nul et la formule donne pour M une valeur infinie. La branche considérée de la courbe d'ombre est par conséquent parabolique.
884. Quand la surface gauche a un plan directeur, les secondes asymptotes des indicatrices aux divers points d'une génératrice forment un paraboloïde, et le contour apparent de cette surface est une parabole. Cette circonstance ne modifie pas la construction pour les tangentes à une courbe d'ombre aux points situés à distance finie, mais la construction des asymptotes à la courbe d'ombre devient plus facile, parce que la tangente MB parallèle à la génératrice MA (y2o-. 3j2) disparait à l'infini.
Lorsque le point h s'éloigne, le rapport de èS à bel approche de l'unité, et, quand le point b est à l'intini, ht première équation de l'article 883 se réduit à
« S = — ad.
Cette équation nous montre (jue, lorsqu'un cône est circonscrit à un conoïde, son sommet et une asymptote de la courbe de contact sont situes de part et d'autre et à égales distances de la génératrice, dans le plan (pu est tangent à l'infini.
Pour quelques positions exceptionnelles d'un paraboloïde, les projections des génératrices n'ont pas une parabole pour enveloppe; mais, afin d'éviter une discussion minutieuse etpeu importante, nous remarquerons qu'on peuttoujours prendre un plan de projection disposé de manière que le contour apparent de cette surface
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soit une parabole, et que cela suffit pour que le théorème qui précède soit démontré d'une manière générale.
88j. La tangente à la courite d'oinhre et lo rayon de lumière sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice, el la génératrice de la surlace en est une asymptote. Il résulte de là que la tangente se confond avec la génératrice en un autre point qu'aux sommets (art. 880), seulement quand le rayon coïncide avec elle; la génératrice fait alors partie de la courhe d'ombre et est sa propre tangente. On peut étendre ce raisonnement aux asymptotes. Les génératrices ne sont donc tangentes ou asymptotes aux courbes d'ombre qu'aux sommets de la surface.
88G. Supposons maintenant que les rayons de lumière soient parallèles à une droite R dont la direction est différente de celle de la génératrice AM {fig'iSZ) : si le point M appartient à la courbe d'ombre, la tangente Mf/sera telle qu'en traçant une sécante quelconque UV, le rayon de lumière M^ et la tangente MB à û, on aura
bs ^ bd
as ad
Quand le point M s'éloigne à l'infini, le point .$ va également à l'infini, le rapport
bs
— est éa:al à l'unité, et l'on a as °
par conséquent, quand une surface gauche est éclairée par des rayons parallèles, l'asymptote à une branche infime de la courbe d' ombre est dans le plan tangent à l'infini, et à égales distances de la génératrice de la surface gauche et de celle des génératrices de l'hyperboloïde osculateur cpii est parallèle à cette droite.
887. Quand les rayons de lumière sont parallèles à une génératrice G, cette droite fait partie de la courbe d'ombre. Le plan tangent au point de la génératrice voisine situé à l'infini est parallèle à G (art. 61o), et par suite aux rayons de lumière. Le point situé à l'infini sur la génératrice voisine de G appartient donc à la courbe d'ombre; en d'autres termes, la courbe d'ombre proprement dite a une branche ([ui rencontre la génératrice G à l'infini.
Pour reconnaître quelle est l'asymptote, nous remarquerons que si le point M est un point de contact pour des rayons parallèles àMB [fig- 353), cette droite est tangente à la courbe d'ombre. Lorsque le point "SI s'éloigne à l'infini sur MA, elle devient asymptote et prend la position B, Z», ; les rayons sont alors parallèles à 3IA.
Il résulte de là que, quand une génératrice G est parallèle aux rayons de lumière, la courhe d'ombre a une branche infinie dont r asymptote est la génératrice parallèle à G dans V hyperholoïde osculateur le long de cette droite.
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Parties réelles et parties virtuelles des courbes d'ombre propre (').
888. Définitions. — Les surfaces, telles qu'on les considi're dans les pioblônios d'application, recouvrent des corps opaques, et la courbe de contact d'un cône circonscrit ne forme ligne d'ombre propre, lorsqu'un point lumineux est au sommet, que quand les génératrices rectilignes sont extérieures. Si, près du point de tangence, les génératrices sont dans l'intérieur du corps, la courbe de contact n'a aucune importance.
La Jig. 368 représente une section faite dans le corps éclairé par un plan contenant le point lumineux S. On peut lui mener de ce point six tangentes, les points m, r et r/ appartiennent à la ligne de séparation d'ombre et de lumière; nous dirons que ce sont des points mA de la ligne d'ombre propre, tandis (|iie nous appellerons virtuels les points p et t situés sur des tangentes géométriques qui n'existent pas comme rayons de lumière. La tangente S« traverse le corps avant de le toucher extérieurement en /(. Ce point n'est donc pas sur la séparatrice; nous le considérerons cependant comme réel : il est dans la position de tout autre point réel, tel que m pu r, devant lequel on placerait un écran. Le point p ne peut appartenir à la ligne d'ombre, quelque part que l'on suppose le point lumineux sur la tangente /jS; le point n, au contraire, deviendrait utile, dans le cas oîi le point lumineux serait entre n, et n, ou au delà de «en S,.
Si le corps opaque se trouvait de l'autre côté de la surface, comme il est représenté sur \Ajîg. 367, les points réels deviendraient virtuels, et réciproquement. Nous avons déjà signalé cette circonstance à l'article 355.
889. Les points réels et les points virtuels formentquelquefois des courbes séparées; ainsi dans le cas de \'Afig. 3G6, qui représente une surface de révolution éclairée par un point lumineux placé sur son axe, on trouve une ligne d'ombre virtuelle suivant le paralièle/j/j' et deux lignes d'ombre réelles suivant les paralii'les mnî et nn ; la première seule est utile.
Le plussouventles points réelsctlespointsvirtuelsformentdes partiesdistinctes d'une même courbe. 11 est alors important de déterminer la position des points limites.
Une génératrice du cône circonscrit est extérieure ou intérieure près de son
( ' ) Nous avons déjà examiné cette question dans le \\° Livre de notre Traite de Perspective ( i ™ édition ), mais sans lui donner tout le développement qu'elle comporte. [Jules de la Gourneric a supprimé cette (|uostion dims la seconde édition do son Traité de Perspective . (E. L-^i]
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point de contact, suivant que ce point est réel ou virtuel. Au point limite, la génératrice passant de l'extérieur à l'intérieur du corps a un contact du second ordre avec la surface.
Cette circonstance ne peut pas se présenter sur les surfaces convexes, parce qu'elles n'ont qu'un contact du premier ordre avec leurs tangentes. La courbe d'ombre d'une surface de ce genre est donc entièrement réelle ou entièrement virtuelle. Elle est réelle pour une sphère en relief, et virtuelle pour une sphère creuse. Les droites parallèles aux rayons de lumière et tangentes à la surface supérieure de la niche représentée sur Vàfig. 20G sont noyées dans la maçonnerie près de leur point de contact, et nous n'avons eu à considérer que des ombres portées (art. 541).
Les surfaces à courbures opposées ont, en chaque point, un contact du second ordre avec deux de leurs tangentes, qui sont les asymptotes de l'indicatrice (art. 790). Leurs courbes d'ombre peuvent donc être composées d'arcs réels et d'arcs virtuels : aux points limites la génératrice du cône circonscrit, c'est-à-dire le rayon de lumière, est une des deux asymptotes de l'indicatrice.
890. En tout point de la courbe d'ombre, la tangente à cette ligne et le rayon de lumière sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice : or l'asymptote d'une hyperbole est son propre diamètre conjugué; donc, aux points limites, le rayon de lumière est tangent à la ligne d'ombre.
Réciproquement, si le rayon de lumière est tangent à la ligne d'ombre, il se confond avec son diamètre conjugué; il est donc une asymptote de l'indicatrice, et par suite il a un contact du second ordre avec la surAice, et il se trouve à la limite des tangentes extérieures et des tangentes intérieures. Un arc réel de la ligne d'ombre s'arrête au point de contact considéré.
Ces résultats sont souniisà certaines restrictions. Si le rayon de lumière, qui est asymptote de l'indicatrice de son point de contact, avait avec la surface un contact du troisième ordre, il serait tout entier d'un mémecùté, en dehors du corps, par exemple, et il ne formerait plus limite; la courbe serait réelle d'un côté comme de l'autre. On peut supposer qu'elle avait primitivement un arc virtuel, et que le point lumineux s'est transporté dans l'espace, de manière à réduire graduellement cet arc et à l'anéantir.
Nous ne reviendrons pas sur ces cas d'exception. Toutes les questions de Géométrie en présentent d'analogues.
891. La courbe de contact d'un cône circonscrit peut être considérée comme la directrice de cette surface; mais nous savons qu'un cône a un rebroussement lorsque la génératrice est tangente à la directrice (art. 217). Nous voyons donc que le cône circonscrit à une surface a un rebroussement le long de chacune des génératrices qui sont asymptotes de Vindicatrice de leur point de contact. Si un point lumineux est au sommet du cône, les deux parties de cette surface qui se
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réunissent à une génératrice de rebroussement correspondent, l'une à un aie réel de la courbe d'ombre, l'autre à un arc virtuel.
Quand un cône circonscrit à une surface a un rebroussement le ions; d'une génératrice, la courbe de contact ne peut passer sans rebroussement d'une partie à l'autre qu'on loucbant la génératrice qui forme arête, et celle-ci, se trouvant tangente à la courbe de contact, est une asymptote de l'indicatrice; elle a donc un contact du second ordre avec la surface, et par suite elle doit être à la limite des tangentes extérieures et des tangentes intérieures.
Nous avons supposé que la courbe de Contact n'avait pas de rebroussement; si elle en avait un, ses arcs, situés de part et d'autre du point de rebroussement. seraient tous les deux réels ou virtuels. Cette circonstance peut se présenter sur les surfaces qui ont des arêtes de rebroussement.
892. Quand on a déterminé une projection d'une ligne d'ombre, les tangentes à cette courbe menées par la projection du point lumineux font connaître les points limites. Il ne peut y avoir d'exception que quand le plan tangent est perpendiculaire au pian de projection, parce qu'alors la tangente à la courbe d'ombre et le rayon de lumière, même lorsqu'ils sont distincts dans l'espace, se confondent en projection.
Sur quelques surfaces on peut déterminer les points limites descourbes d'ombre par des méthodes particulières et plus simples.
Quand on construit une courbe d'ombre par la métbodedes projections obliques ■( art. 571 ), les points limites sont indiqués par des points de rebroussement de la trace du cône d'ombre. Alors, en prenant les ombres portées par les génératrices considérées, on trouve que l'une de ces ombres coupe celle qui la précède et celle qui la suit d'un même côté du point où elle est toucbée par l'enveloppe.
893. Etude des lignes d'ombre propre du tore. — Nous nous sommes occupé des ombres du tore à l'article 543, mais nous avons seulement considéré la partie ou nappe convexe de cette surface; nous allons maintenant recberclier les particularités que présente la ligne d'ombre propre sur la nappe à courbures opposées.
Nous supposons le point lumineux (S, S') dans le plan méridien de front {^g. 358). Ce plan divise le tore en deux parties sur lesquelles les lignes d'ombre sont symétriques. Nous n'avons représenté que l'une des moitiés.
On détermine par les procédés de l'article 551 les courbes d'ombre (B6, B'b') i':t{AGuga, \' G' u' g' a' ) ; la première est sur la nappe convexe, la seconde sur celle dont les courbures sont opposées. Nous avons expliqué à l'article 878 comment on peut construire les tangentes à ces lignes. Si la méridienne était formée d'arcs de courbes différentes ayant un contact du premier ordre seulement, la ligne d'ombre serait brisée à chaque parallèle de raccordement. On trouve ainsi (|iie la ligne d'ombre d'un cylindre terminé par une demi-sphère d'un diamètre
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égal au sien se compose de deux droites et d'un ;irc de cercle qui ne les continue pas tangentiellement.
89 î. Il est important de distinguer les arcs réels et les arcs virtuels sur la courbe d'ombre de la nappe intérieure ilu tore.
Les points (A, A') et {a, a') sont réels, car les rayons (SA, S'A') et (Sa, S'a') sont extérieurs aux méridiennes. Nous allons cbercher s'il y a entre eux des points limites.
Un point quelconque (M, M') de la méridienne principale serait l'extrémité d'un arc utile de la ligne d'ombre, si l'une des deux asymptotes de l'indicatrice de la surface en ce point passait par le point lumineux. Il est facile de construire ces asymptotes (art. 822); l'une d'elles est la droite (MN, MN'); elle rencontre au point (N, N') le cylindre vertical qui a pour trace horizontale le cercle décrit du point 0 comme centre, avec OS pour rayon. La seconde asymptote de l'indicatrice perce le même cylindre en un point dont la projection horizontale est symétrique de N par rapport à OS, et dont la projection verticale est N'. En attribuant successivement différentes positions au point M' sur la méridienne principale, on détermine la courbe N'ï, projection verticale de l'intersection du cylindre OS avec la surface lieu des asymptotes de l'indicatrice aux différents points de la méridienne A'B'.
Nous traçons une horizontale par le point S', et du point K' où elle rencontre la courbe d'erreur N'ï nous menons une tangente KL' à la méridienne. Une des a.symptotes de l'indicatrice du point (L, L') passe au point (K, K'), et par suite (L, L') est un point limite de la courbe d'ombre, lorsque le point lumineux est (K, K'). Si l'on suppose que le point lumineux, d'abord placé en (K, K), tourne autour de l'axe, le point limite (L, L') sera transporté sur son parallèle d'un même mouvement, c'est-à-dire en décrivant un arc d'un nombre égal de degrés. Quand le point lumineux arrivera en (S, S'), le point (L, L) se trouvera sur une droite symétrique de OK par rapport à OS et qui sort du cadre de la figure, liomme d'ailleurs la courbe d'ombre est composée de deux parties symétriques par rapport au plan vertical OS, si nous ramenons le point L sur OK par un arc de cercle, nous aurons un point limite (G, G'), qui nous aurait été donné directement si nous avions considéré la deuxième asymptote de l'indicatrice du point (L,L').
L'horizontale du point S' rencontre la courbe d'erreur en un second point {k,k'), qui fait trouver un autre point limite [g, g'). La courbe (Aa, X'a) se compose par conséquent de deux arcs réels (AG, A'G') et [ag, a' g'), et d'un arc virtuel {(^ug, G'u'g') ('). Les rayons de lumière qui aboutissent aux points
(') Il sera facile de comprendre la disposition des ombres sur le tore, quand nous aurons discuté la courbe d'ombre poçtée (art. 903 et 90-1).
La construction que nous avons donnée pour la détermination des points limites à l'aide d'une courbe d'erreur se trouve dans la Stcréotomic de Lerov.
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(G, G') et [g, g') i-Ioivciit ("'tro tangents à la courl)e sur rliacunc des projection;-. Ceux (jui vont aux points (//, u) et (U, U') sont tangents à la courbe d'ombre sur la projection horizontale, mais cela tient à ce que les plans tangents au tore en ces points sont verticaux (art. 892 \
8î)j. La section du tore par un plan langent en un point du cerclf de gorge O 1) a deux axes cjui se croisent au point de contact {fig. S.iy); l'un est vertical et l'autre horizontal. Il résulte de là que chacune des branches qui passent au point double y a une inflexion ( ' , et par suite (|ue les asymptotes de l'indicatrice sont entièrement extérieures à la surface (art. 797^. Lorscjue le point lumineux est sur une de ces droites, les points limites (G, G') et (^, g'), qui sont ordinairement l'un au-dessus, l'autre au-dessous du plan J'O T, sont réunis dans ce plan, et la partie virtuelle comprise entre eux a une loniiueur nulle.
Il résulte de ces considérations que, quand le point S s'élève, les points k' et k' se réunissent sur la verticale du point D' en un point T où la tangente à la courbe d'erreur est horizontale. La courlte d'ondire propre a deux points limites on n'en a pas, suivant que S' est au-dessous ou au-dessus de T.
La construction que nous avons donnée pour les points de la courbe d'erreur n'est pas immédiatement applicable au point T; mais, en rendant le plan tangent au tore au point D' parallèle à l'un des plans de projection, on peut y placer sans difficulté les asymptotes de l'indicatrice, et déterminer leur intersection avec celles des génératrices du cylindre OS qui sont projetées sur D'T. Nous donnerons plus loin une construction analogue à celle (jue nous venons d'indiquer (art. 899).
La courbe d'erreur est composée de deuK parties symétriques par rapport à l'axe O'D'I' : nous n'avons représenté que l'une d'elles. Il n'entre pas dans notrt; cadre de discuter les dilFérentes formes de cette courbe, ni d'examiner les particularités que présente la surface gauche, lieu des asymptotes des indicatrices du tore aux différents points de la méridienne.
896. La construction que nous venons d'expliquer permet de déterminer les points limites des arcs réels de la courbe d'ombre propre de toute surface de l'évolution dont on connaît la méridienne. Si cette ligne est une courbe grapbique, on déterminera ses rayons de courbure aux divers points considérés par la méthode de l'article lOÔ.
On peut prendre pour courbe d'erreur l'intersection de la surface gauche, lieu des asymptotes des indicatrices, avec le plan horizontal du point (S, S); les points de cette ligne, qui se trouvent à la même distance de l'axe ([ue le point S, sont précisément (K, K) et (X-, k').
897. Le cône circonscrit a des rebroussements le long des génératrices
(') Nous avons déjà démontré ;\ l'article 876 l'existence de cette double infiexioii.
(SG, S'G') et (Sg; S'g'). Pour les rendre apparents, nous avons construit la trace PEep de ce cône sur le plan horizontal XY.
Nous savons que le plan de rebroussement du cône le long de la génératrice (SG, S'G') est le plan osculateur de la directrice (AGa, A'G'm') au point (G, G') (art. 216). Ce plan touche le tore au point (G, G'), car il appartient à la série des plans tangents communs au tore et au cône circonscrit. La tangente EH au rebroussement E est donc la trace, sur le plan XY, du plan qui touche le tore au point (G, G'), et par suite elle est perpendiculaire à la trace OK du plan méridien de ce point. La tangente eh est perpendiculaire à Ok.
898. Déterminalion des points limites de la courbe d'ombre propre d'une surface de révolution éclairée par des rayons parallèles. — Quand les rayons sont parallèles, les constructions que nous avons expliquées à l'article 894 ne sont plus applicables, parce que la courbe d'erreur s'éloigne à l'infini. Alors, pour déterminer les points de la méridienne principale où une des asymptotes de l'indicatrice a la même inclinaison que les rayons de lumière, on construit le cône directeur de la surface gauche lieu de ces asymptotes; on cherche quelles sont les génératrices du cône qui ont la même inclinaison que les rayons, et ensuite quelles sont les génératrices de la surface gauche qui leur correspondent.
Considérons le tore engendré par la révolution du cercle PQ autour de l'axe (0, O'Z) [fig. 359), et supposons-le éclairé par des rayons parallèles à la droite R située dans le plan vertical : nous construisons les droites (MV, M'V), (MV,, M'V), asymptotes de l'indicatrice d'un point (M, M) de la méridienne; par un point L choisi arbitrairement sur l'axe pour être le sommet du cône directeur, nous leur menons des parallèles (OB, LB'), (OB,, LB'), et nous déterminons les traces B et B, de ces génératrices du cône.
Au point (31, m') les asymptotes de l'indicatrice sont (MY, m'v')Gi{l\Y\\,Tn' v') : les génératrices du cône qui leur sont parallèles ont leurs traces aux points èetè, symétriques de B et de B, par rapport à la droite OF; cette ligne est donc un axe de la trace du cône. La droite OH en est aussi un axe.
Quand le point M' arrive en P sur le parallèle supérieur, les deux asymptotes de l'indicatrice se confondent en une seule droite perpendiculaire au plan vertical; il en est de même quanti le point M' se trouve en Q. 11 résulte de là que chaque partie de la trace s'étend à l'infini, des deux côtés du point F et des deux côtés du point F,.
899. Les rayons de courbure au point E sont El et EO'. Si l'on prend le point 0 pour centre de l'hyperboloïde osculateur, cette surface sera de révolution autour de la verticale O'Z, et son demi-axe non transverse aura la longueur EU de la moyenne proportionnelle entre El et EO'. La droite OU est donc la projection d'une génératrice de l'hyperboloïde parallèle au plan vertical; on peut la regarder comme une asymptote de l'indicatrice du point E, qui a tourné de
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90° autour de l'axe. Nous menons par le sommet (0, L) une droite (OD, LD') parallèle à O'U, et la faisant tourner de go" nous ramenons sa trace D en F et en F,. Ces points sont les sommets de la trace du cône directeur.
900. Nous menons par le sommet (0, L) une droite (OH, LH) parallèle au rayon (OH, R); cette ligne, en tournant autour de l'axe, engendre un cône de révolution qui a pour trace le cercle C,HC.
Les deux cônes se coupent suivant quatre droites qui percent le plan horizontal aux points C, C,, cet c, . Nous pouvons supposer que les rayons de lumière étaient primitivement parallèles à la droite dont les projections sont OC et LC; alors le point N' de la méridienne, où la tangente est parallèle à LC, se trouvait être un point limite de la courbe d'ombre; les rayons ayant tourné de telle manière que la droite (OC, LC) qui leur est parallèle est venue coïncider avec (OH, LH'), le point limite a tourné d'un angle égal autour du point 0 et s'est placé en fG, G'). Les autres génératrices communes aux deux cônes font trouver trois autres points limites (G.. G'). (^,5-') et (5-,. ^')(').^
La courbe d'ombre sera composée d'arcs réels et d'arcs virtuels toutes les fois que le cercle OH coupera la trace Bè du cône directeur, c'est-à-dire lorsque l'on aura
OH > OD
ou
cotLH'0">cotUO'E
ou encore
, ^ EO' cotv>Ëu'
en appelant 7 l'angle que les rayons de lumière font avec le plan horizontal.
EU étant une moyenne proportionnelle entre EO' et lE, l'équation précédente revient à
tang'7<ôTË-
901. Courbe d'ombre portée. — Nous allons maintenant étudier la courbe d'ombre portée par une surface sur elle-même; cette ligne est l'intersection de la surface considérée avec le cône circonscrit qui a son sommet au point lumineux.
Revenons à la fig. 3G8, qui représente une section d'un corps par un
(1) Dunesme a fait connailrc un procédé graphique pour déterminer les points où la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un tore a pour tangente une génératrice du cylindre {Comptes rendus, ï" semestre 1857); mais la construction qu'il indique nous parait moins facile que celle que nous donnons. On trouve cette dernière dans le Truite de Stéréotomie do Leroy.
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plan contenant le point lumineux S. Le rayon Sm touche la surface au point /«, et si on le considère comme une droite i^^éométrique indéfinie, il la coupe aux points /?i, et /«.. L'arc mm, est dans l'ombre et l'arc /«,/• est éclairé; m, est doue un point réel de la courbe d'ombre portée, comme m est un point réel de la courbe d'ombre propre.
Sur le ravon Sp, les points p et/j, sont des points virtuels des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. La courbe d'ombre portée se compose ainsi d'arcs réels et d'arcs virtuels. Un point /n de la courbe de contact est réel, comme point d'ombre, lorsqu'il se trouve en dehors des points de section /«, et m^, et alors le premier de ces deux points est réel sur la courbe d'ombre portée. Sur le rayon Sp, le point de contact/; est situé entre les deux points de section/;, ctp^; il est virtuel, et le point/;, de la courbe d'ombre portée est également virtuel. Les seconds points de section, tels que m., et p.,, n'ont jamais d'importance, bien qu'ils appartiennent à la courbe géométrique de l'ombre portée.
Puisqu'un point de contact devient virtuel lorsqu'il passe entre les deux points de section, il est nécessairement réuni à l'un d'eux quand il se trouve à un point limite, et par suite le rayon de lumière a dans ce cas un contact du second ordre avec la surlace, ce que nous avons déjà trouvé par des considérations un peu différentes (art. 889). La ligne d'ombre portée devient virtuelle au même moment. Il résulte de là que les arcs réels des courbes d'ombre propre et d'ombre portée ont les mêmes points limites.
902. Considérons la courbe A d'intersection d'une surface à courbures opposées par son plan tangent en m [fig. 355). Si un point lumineux S' est dans ce plan, le point /?2 appartiendra à la courbe d'ombre propre, et l'intersection m, du rayon S'w, et de la ligne A sera un point de la courbe d'ombre portée. Le plan tangent au cône d'ombre le long de la génératrice S' m touche la surface en m, et par suite la courbe d'ombre portée et la courbe A ont l'une et l'autre pour tangente en m, l'intersection des plans tangents aux points m et m, ; elles sont donc tangentes.
Si le point S' se meut dans le plan, lorsqu'il se trouvera en un point S sur l'une des asymptotes de l'indicatrice du point m, le rayon Sm sera tangent à la courbe A (art. 797); le point m, se sera donc réuni au point m, et la courbe d'ombre portée se sera transportée en se modifiant de manière à passer par ce point; elle y sera tangente à la branche mm, de la ligne A, et par suite à la droite mS; cette droite, étant une asymptote de l'indicatrice et passant au point lumineux, sera tangente à la courbe d'ombre propre, et le point w sera un point limite. Nous voyons ainsi que les courbes d'ombre propre et d'ombre portée se rencontrent tangentiellement aux points limites.
905. Étude des lignes d'ombre portée par un fore sur lui-même, et considérations
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générales ('). — Si l'on coupe le tore représenté sur lay?^. 358 par une série de plans verticaux contenant le point lumineux (S, S'), on pourra tracer dans chaque section les rayons taniients, déterminer les points où ils coupent la surface, et construire ainsi rintersection du tore avec le cône d'ombre. On trouve la ligne
(GCF^ç/G, G'C'Fir'</'G');
elle rencontre tangenliellenient la courbe d'ombre propre aux points limites (G, G') et {g, g'), et elle a des rebroussements aux points (F, F') et (/,/') situés sur les rayons des points limites. Cette circonstance, que nous ne nous sommes pas arrêté h signaler dans les articles précédents, résulte de la forme même du cône (art. 891). Ainsi, lorsque le point de section »«,(_/%-. 368) se réunit au point de contact m pour former un point limite, le point m™ devient point de rebroussement de la courbe géométrique de l'ombre portée.
On détermine la tangente au rebroussement (F, F') en prenant l'intersection du plan tangent au tore en cepoint, avec le plan de rebroussement du cône qui est le |)lan tangent au point (G, G') (art. 897). Nous avons fait la construction en prenant pour ligne de terre une droite xy plus rapprochée du tore que XY, afin que tous les tracés fussent dans le cadre de l'épure. La tangente au méridien principal au point F',, situé sur le mémo parallèle que (F, F'), est F, a', ; on trouve d'après cela que la trace horizontale du plan tangent au tore est a]3. La trace du plan de rebroussement pour le cône est la droite EiiS parallèle à EH. La tangente au rebroussement pour le point (F, F') est donc la droite (F/3, F'^'). Le point(/,/') étant peu éloigné du parallèle supérieur, le plan qui y est tangent au tore fait un angle. très petit avec le plan horizontal, et par suite la tangente au rebroussement de la projection horizontale est à peu près parallèle à eh. Nous ne l'avons pas déterminée d'une manière précise.
Nous avons tracé à une échelle quadruple la partie de la projection verticale de l'intersection voisine du point F' [fig. 358 bis), afin d'en bien faire comprendre la forme. Au point (/,/') le plan tangent est à peu près perpendiculaire au plan vertical, et par suite il aurait fallu amplifier considérablement la partie de la figure voisine du point/' pour représenter avec netteté le rebroussement qui s'y trouve.
90i. Une génératrice du cône, tangente au tore en un point pris sur l'arc AG et peu éloigné de G (-), va couper le tore en deux points dont le premier appar-
(') Nous rappelons qu'il ne s'agit ici que de la discussion des lignes d'ombre considérées comme fermées de parties réelles et de parties virtuelles. Nous avons étudié dans le Livre V toutes les questions qui se rattachent à la construction do ces lignes.
^-) Nos notations se rapportent seulement à la projection horizontale, mais les raisonnements s'appliquent aux lignes et aux points considérés dans l'espace.
,So LIVRE VIII. — COURBURE DES SURFACES.
tient à la partie réelle de la courbe d'ombre portée. Si le point de tangence s'avance vers le point A, les points de section se rapprocbent et arrivent à se confondre en un certain point C qui se trouve nécessairement sur la courbe- de contact ag, car la génératrice SC y est tangente à la ligne d'ombre portée, et par suite à la surface. Cette génératrice a d'ailleurs un premier point de contacte sur l'arc AG, elle est donc l'intersection de deux parties distinctes du cône circonscrit; et l'on peut déterminer sa position avec assez de précision en construisant, comme nous l'avons fait, la trace du cône sur un plan XY, et joignant le poiiil double Q de cette courbe au point lumineux (' ).
On reconnaît par les mêmes raisonnements, et en considérant les génératrices tangentes aux différents points de l'arc C^, que le rayon SQ, bitangent au tore, doit toucher la courbe d'ombre portée à son premier point de contact c, comme au second C.
La ligne séparatrice de la partie éclairée et de la partie obscure sur la nappe intérieure du tore se compose de l'arc (AG, A' G') de la courbe d'ombre propre, de l'arc (GC, G'C') de la courbe d'ombre portée, et enfin de l'arc (Crt, C'a) de la courbe d'ombre propre.
905. On voit que les courbes d'ombre propre et d'ombre portée peuvent se rencontrer de deux manières différentes, d'abord lors(|u'un point de section m, se réunit au point de contact /n {flg. 3G8), ensuite lorsque les deux points de section m, et m^ se confondent. Dans ce dernier cas, qui est celui des points C etc{/ig. 358), les deux courbes sont tangentes à deux diamètres conjugués de l'indicatrice de leur point de rencontre, car la courbe d'ombre portée a pour tangente le rayon de lumière, et cette droite est conjuguée à la tangente à la courbe d'ombre propre (-) (art. 877). Il résulte de là que ces lignes ne peuvent
(') On peut déterminer la position du rayon bitangent SQ par les constructions faciles auxquelles conduisent les deu.x remarques suivantes :
1° Pour que la distance de deux des points d'intersection du tore et d'une transversale rectiligne soit égale à la distance des deux autres, il faut et il suffît que cette transversale soit perpendiculaire à la droite qui joint sa trace sur le plan horizontal l'J' au centre (0, 0') do la surface.
On conclut de là que le côneL lieu des droites menées par un point fixe (S, S'), de manière que la somme de deux des segments interceptés entre ce point et le tore, soit égale à la somme des deux autres, a pour trace sur le plan horizontal l' J' le cercle décrit sur OS comme diamètre.
2° Le lieu des droites que l'on peut mener par le point (S, S'), de manière que le produit de deux des segments interceptés entre ce point et le tore soit égal au rectangle des deux autres, consiste en deux plans perpendiculaires au plan méridien OS. Pour obtenir leurs traces sur ce plan, il suffit de résoudre le problème suivant qui n'offre pas de difficulté : par un point pris dans le plan de deux cercles, mener une transversale telle que le rapport des segments déterminés par l'un des cercles soit égal au rapport des segments déterminés par l'autre, ces segments étant mesurés à partir du point donné. (Mout.vrd. )
(-) Nous avons fait cotle observation avec M. Maniiheini.
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se rencontrer tangentiellement qu'à un point limite, car elles ne sauraient avoir d'autre tangente commune qu'une asymptote de l'indicatrice.
Les observations <iuo nous venons de présenter peuvent être faites quel que soit le corps qui porte ombre, et par conséquent nous avons le théorème suivant :
Quand sur une surface la courbe d'ombre propre et la courbe d' ombre portée par une autre surface quelcoiujue se rencontrent, ces lignes sont tangentes à deux diamètres conjugués de l'indicatrice du point commun.
906. Si le point S' s'abaisse, les points a et C se rapprochent l'un de l'aulii'. Quand le point S' sera sur la tangente alterne commune des deux cercles A'B' et a'b' , le point C et celui qui loi est symétrique sur la partie non représentée du tore seront confondus avec le pointa; les points P, /> et Q seront réunis; les deux parties du cône d'ombre se toucheront le long de la génératrice bitangente.
La partie dont la trace est EP touchera le cône au point a, et la courbe d'ombre portée aura un point double au point de contact a. Le point A sera un second point double de cette courbe. On pourra déterminer les tangentes à ces points par la méthode de l'article 865 (f ].
Si le point S' continue à s'abaisser, aucun rayon ne passera dans l'intérieur du tore, et la séparatrice sera composée seulement d'un arc de la ligne d'ombre propre et d'un arc de la ligne d'ombre portée.
907. Cas oîi il est nécessaire d'avoir égard aur dimensions des corps lumineiiv. — Jusqu'à présent nous avons supposé que les dimensions du corps lumineux pouvaient être négligées; lorsqu'il est nécessaire d'en tenir compte, la surface d'ombre devient une développable circonscrite, mais, le théorème des tangentes conjuguées étant applicable dans ce cas, comme dans celui du cône circonscrit, on est conduit à des conséquences analogues à celles que nous avons exposées
( ' ) Oa remplacera lo luro par un liyperboloïdc osculateur. et le côae par un cylindre osculaleur. On obtiendra sans difficulté l'hyperboloïde (art. 869); s'il s'agit du point n. le rayon de la section droite du cylindre sera celui do la seconde section principale du tore en A. 11 faut remarquer, en etîet, que la génératrice Si? appartietil à la partie du cône qui est circonscrite au tore le long de la ligne AG. (;omme d'ailleurs celle ligne rencontre normalement, au point A. le méridien DB du tore et la génératrice Srt du cône, elle est tangente aux secondes sections principales des deux .surfaces: ces sections sont donc dans le plan normal (jui contient la tangente à la courbe de contact AG. et par suite leurs rayons de courbure sont égaux, conformément au théorème suivant de Cli. Oupin :
Quand deux surfaces sont tangentes l'une h l'autre le long d'une courbe, leurs sections par un plan tangent à cette cnurl)e ont un contact du troisième ordre.
Pour prouver ce théorème, supposons que l'on fasse passer un plan sécant par deux points M et N do la ligne do contact .\ : les sections des surfaces seront tangentes en ces points. Si maintenant on transporte le plan de manière à le rendre tangent à la courlie A, les points .M et N se confondront, et les sections auront quatre points communs réunis en un seul, ou un contact du troisième ordre.
Si le plan était tangent aux surfaces en un point M de la ligne de contact, le point M serait double dans les deux sections, et ces courbes, bien qu'ayant quatre points réunis en un seul, ne seraient plus tangentes.
III. — De h GoiRsKKiE. — DcscrifiUfe. Il
dans les articles précédents. Toutefois la complication est un peu plus grande, parce qu'il faut avoir é^ard aux arcs virtuels de la courbe de contact sur le corps lumineux. Ainsi, lors(|u'uue génératrice de la dévelop|)aljle se conl'ond avec une des asymptotes de Tindicatrice de son point de contact avec la surface éclairée, ce point n'est un point limite des courbes d'ombre que si la génératrice est extérieure au corps lumineux près du point où elle le touche. Cette oliservation n'a du reste aucune importance dans la prati([ue, car les surfaces lumineuses ne sont pas à courbures opposées.
Extension du théoiTiiie des Idiii^cnlcs conjui^accs.
008. F.e lliéorèni(> des tangentes eonjuçriiées ne donne aucune indication siu' la langeiito à la cmnlie d'oinljrc propre, quand la surface csi oscmIcc par un plan au poliU considéré. Nous allons étudier ce cas à l'aide du (lalcnl diUcrenlicd.
("onsidérons la surface
l'cquation de son plan langent en un ]ioiiil est
z — z'=ij{x — x') + q{Y—Y');
.r', 1 ', .:' sont les coordonnées variables; x, v, .; les coorilonnées du [)oinl de contact, et /', ij les dérivées partielles de la fonction z.
Si le plan langent conlieiil un point li\e (y. 3, ■; i. (ju aura
r.es équations (i) et (2) déterminent la ligne de contact de la surface con.^idérée avec le cône circonscrit dont le sommet est au point li\e.
En dilTérentianl ré(]ualion (2), on trouve, pour déterminer l'inclinaison sur l'axe des abscisses de la tangente à la projection de la courbe de contact sur le plan des xy, l'équation
Quand au point considéré la surface est osculée par un plan, les dérivées /•, s cl t sont
nulles, et -j- se présente sous une forme indéterminée. Pour obtenir sa valeur, il faut ax
dilTérenlier l'équation (3), lmi v regardant y connue une fonction de a- et -j~ comme une
quantité constante. On trouve
4-'.?[?</(x — ï) +- iT.(,-_ 3)-|- «;]-^_ ^^[u{x — ^) -i~ iu{y — 3) 4- /■] _; o.
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\u point considéré, r,s et l sont nulles, el nous avons
liolle éiiaalion (loinic deux valeurs |)Oiir -r- ; par conséiiuenl, qiiaml nue surface est
(isciiléc par un plan, le jKiinl île contact est un point double {on isolé) de la courbe d'ombre, si un point lu mineur est situé dans le plan.
En appelani m le eocriieieril aii.i;iihiire de la projection sur le plan des .ry du rayon de luinièi-c qui ahoulil au point considéi'é, on a
a- — a L'éqiialion que nous avons obtenue devient
( j ) f lï- ^ en! ■) ( -^— ) -i- 2 ( î« -h ivm ) -, i-{u -{- i///n ) = o.
\ ax d.r
On a idenliipiemenl
dz ^T p d.r -- f/ dr — | ( /■ dj.- 4-2 5 dj: d\ -r- l dy")
H r: ( u da^ -+- 3 u/ rfa- dy -+- 3 n- (V.r d\ - -h (' (^>'^ )—...;
r, s et < sont nulles au point considéré; /> et y seront également nulles si nous supposons le plan des .ry parallèle au plan oscillateur. Négligeant alors les inlininient petits des ordres su|)érieurs au troisième, on a
dz = — ^ ( (/ d.r^ -f- 3 !W dx- d) -T-o iv dx dy- 4- c dj^ ).
dx et dy sont les coordonnées variables de la courbe d'intersection de la surface par un plan parallèle au plan osculateur, et distant de ce plan de la longueur infiniment petite dz. Cette courbe, qui est du troisième ordre, peut être considérée comme remplaçant l'indicatrice.
C étant une grandeur liiiie quelconque, l'équation
(5) ux^-h 3»/.r'- )• -h 3ir.rv- -h ^• y^ = C
représentera une courbe bomolhélique de l'indicatrice du troisième ordre. Oiiand C est nulle, elle donne trois droites ([ue l'on peut considérer comme formant une indicatrice. Nous désignerons, pour abréger, l'équation (5) par
!)((). Supposons (|ue l'on trace dans le plan de la courbe (G) une série de droites parallèles, et qu'on prenne siii- cliarune d'elles les points centraux de ses intersections avec la
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courbe, c'csi-à-dire les points tels que le produit de leurs distances aux points où la droite coupe la courbe soit un maximum en grandeur absolue, le lieu de ces points sera une courbe que l'on pourra considérer comme le diamètre de la proposée par rapport à la direction des sécantes ('). m étant le coeflicienl angulaire de celte direction, l'équation du diamètre est
dV dF
-7- + 77Î -^ = o ; ax «>■
ou bien, en prenant les dérivées dans l'équation (5),
(3mx-+ Cuiijry + 3iv)-) -h ni(3iitx'- -¥- 6n'j-y -h 3i\v-) = o.
Cette équation peut être mise sous la forme
(n>-{- {•m) l —] -h i(m -^ ivni)- \- lu -\- tant) = o;
V jc / .r
elle représente deux droites, car elle est homogène et du second ordre. En la rapprochant de l'équation (4), on voit que ces deux droites sont respectivement tangentes aux deux branches de la courbe d'ombre.
Quand une surface est osculée par un plan en un point, si elle est éclairée par un point lumineux situé dans ce plan, le point d'osculation appartient deux fois à la courbe d'ombre, et les deux branches sont tangentes à deux droites qui forment le diamètre de l'indicatrice du troisième ordre par rapport à la direction du rayon de lumière.
CIIAPITUE IV.
LIGNES TRACÉES SUR L.\E SURFACE ET RELATIVES A SES COURBURES
§ I. — Lignes di; courbure.
Lignes (le cuiii-biii'c des sr/iy'i/ccs de révolution, des siirjaees dvwloppahles
et des siii-fiiees-iiioidiires.
1)11. Nous avons vu à l'article 820 qu'il existe sur toute surface doux séries (le lignes tangentes en cliaeun de leurs points à une section principale, et nous avons dit (jue Monge les avait appelées lignes de courbure. Une courbe tracée sur une surface en est une ligne de courbure quand le lieu des normales à la surface en ses difTérents points est une développable. Lorsque l'on connaît les
( ') Voir les lûuilcs nniilylicpies sur In llu-orie tics courbes pliiiirs, par .M. \'é\\\ Lucas, p. S cl g. ('.os flornières consitlcralions peuvent Olre l'attachées à la théorie dos polaires des divers ordres.
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lignes de courbure de l'une des séries, on obtient celles de l'autre série en traçant des courbes qui les coupent toutes à angle droit, c'est-à-dire leurs irajecloircs orthogonales.
Sur une surface de rcv(dution. les lignes de courbure sont les méridiens et les parallèles, car les normales aux dilTércnls points d'un méridien sont dans le plan de cette courbe, et les normales aux divers points d'un parallèle forment un cône.
Quand l'axe perce la surface, tous les méridiens passent au point de rencontre, et par exception il y a en ce point une inlinilé de lignes de courbure. Si l'axe est normal à la méridienne, toutes les sections normales sont identiques, et le point est un ombilic (art. 795). Si la méridienne coupe obliquement l'axe, la surface a une infinité de plans tangents au point d'intersection de ces lignes; chaque méridien est une section principale par rapport à l'un d'eux; l'autre section principale est le parallèle dont le rayon est nul.
Les normales à la sphère se rencontrent toutes au centre, et par suite une courbe quelcon(jue tracée sur cette surface peut être considérée comme une ligne de courbure, (chaque point d'une sphère est un ombilic, et tout grand cercle peut être regardé comme une section principale à l'un quelconque de ses points.
912. Les génératrices rectilignes d'une développable en sont des lignes de courbure, car les normales à la surface aux différents points de l'une de ces droites forment un plan. Les lignes de courbure de la seconde série sont les trajectoires orthogonales des génératrices ou les développantes de l'arête de rebroussement (art. 45G, -iilj. Sur un cylindre ces lignes sont les sections droites, et sur un cône les sections par des sphères ayant leur centre au sommet.
915. Considérons dans un plan une courbe AB et une droite G i Jig- 36i) : si le plan se meut en restant normal à un cylindre directeur, de manière que la droite G occupe successivement la position des diverses génératrices rectilignes de cette surface, et que chacun de ses points en décrive une section droite, la courbe AB, qui occupe une position invariable par rapport à G, décrira une surface que l'on appelle surface-moulure.
Dans le mouvement, une droite M/« perpendiculaire à G est toujours normale à la section droite décrite par le point m; sa longueur est constante : les courbes décrites par les points M et m ont donc une même développée, et par suite le plan mobile est perpendiculaire sur la tangente ii la trajectoire du point M, c'est-à-dire ([u'ilest normal à la surface-moidure en un point quelcon(|ue de la courbe AB. Cette génératrice curviligne forme donc dans ses dillerentes positions les lignes de courbure de l'une des séries. Les lignes de la seconde série sont les courbes décrites par les dillerents points de AB.
Une surface-moulure peut être considérée comme l'enveloppe des positions
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iTiiiie surface de lévoliilliMi dont Taxe se meut sur un cylindre de manière que ses ditrérenis points en décrivent des sections droites (' ).
Ohscn'otio/ts jxiin- la (Ictcvm'iiKitioii des /ii^//cs de coiirhurc (le (jucliidCM sKi'Jaccs.
91i-. Lorsque sur urir surface enveloppe les eararu'rlstifpies sont des lignes de courbure, elles sont aussi lignes de courbure sur les enveloppées, car une enveloppe et l'une ([ueicoiique de ses enveloppées ont les mêmes normales aux divers points de la cara(lérisli([ue correspondante. La proposition récipro(]ue est évidemincnl vraie; elle donne un moyen de déterminei' les lignes de courl)ure de (|ncl((ues surfaces, et notamment de celles (|ui sont enveloppes d'une splii're mobile.
Quand un plan roupc une surface sous une inclinaison conslanle, r intersection est une ligne de courbure de la surface, car les droites qui lui sont noi'males aux divers points de cette courbe sont également inclinées sur le plan ; la surface qu'elles l'orment esl donc d'égale pente et par suite dévelop[)able (art. 5io) (-).
'r/iéoriinc de (h. Du pi il s/tr tes sur fa ces ortiiogoncdcs.
91 o. On parvient (]ucl(}uefois à déterminer les lignes de courbuie par la considération des surfaces orthogonales, c'est-à-dire des surfaces qui se coupent à angle droit sur toute l'étendue de leur intersection.
Considérons trois surfaces orthogonales qui se croisent en un point A [fig- 3Go\ soient AX, AY et AZ les tangentes aux lignes suivant lesquelles elles se coupent deux à deux : nous appellerons première surface celle qui est normale à la droite XL, seconde et troisième surfaces c^\\e% qui sont respectivement normales aux droites AY et AX.
Nous prenons sur ces lignes, que nous considérons comme des axes, des points P, N et M à des distances du point A infiniment petites et égales.
Le [loint M appartient aux deux premières surfaces qui s'y coupent à angle droit, comme à tous les autres points de leur intersection. En désignant par «,, ,5,, 7, et a..,, [i.,, 72 les angles que les normales à ces surfaces au point M font avec les axes, nous avons
cosî(, eosa;; -+- cos|B, coSjJa -i- cos7, COS70 = o.
i ' ) MoNGE, Appt/cfi/iù// tic i Analyse à In Géométrie, § XV'Il.
( -) Celle proi)osilioii est due à Joachiinsllial. 11 exisie un tliéorènie plus général qui consiste en ce que, quand deux surfaces se coupent sons u:i angle constant, si leur iiiterseclioa esl une ligue de courbure de L'une d'elles, elle est aussi une ligne de courbure de l'antre.
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Les angles a,, j3,, a^, -j.. difFcrent infiniment peu d'un droil. les an.ules 7, et ^^ sont infiniment petits. On a par conséquent, en négligi^anl les intiniment petits du second ordre,
'l) COS,^, -1- COS'/^ = o.
En appelant y\, ,'î',, y' et y.'^. ^5,, 'j\ lesangles que les normales aux première et troisième surfaces au uoinl .\ l'uni avec les axes, on trouve
Enfin, en nommant «j, jS!,, 7' et «'!,, /5'.',, 7", les angles que les normales aux seconde et troisième surfaces au point P font avec les axes, on a
(3) cosa'l -t- cos,*;'!, = o.
Les longueurs infiniment petites AM et AN étant égales, le théorème de y]. J. Bertrand (art. 78."»^ donne
(4) cos;?, = cosx, ,
car les angles /3, et «', sont complémentaires des angles que les normales à la première surface aux points ^l et N font respectivement avec les plan? normaux et rectangulaires ZAX etZAY. On trouve de la même manière
(5) cos:z.', = cos-,';., cosy!, = eOSj'î'3.
Ajoutant les équations (i) et (2) et ayant égard à l'équation [\), on obtient
2 cos/3, -f- cosY, -f- cosy'j = o.
Les équations (3) et (5) donnent d'ailleurs
COS72 + COS7!, = o.
On a donc
cos/3, = o.
Nous voyons que la déviation de la normale à la première surface au point M est nulle, et que par suite la droite AX est tangente à une ligne de courbure de cette surface; elle est également tangente a une lignr de couilMin' de la Iruisii'uie surface, et chacun des autres axes jouit d'une proprirlé analogue pour les deux surfaces dont il touche l'intersection.
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Il résulte immédiatement de là que, si trois séries de surfaces sont le/les que les surfaces de chaque séiie coupent partout à am^/e droit celles des deux autres séries, chaque courbe d'interscctio/t est à la J'ois une ligne de courbure pour les deux surfaces de diférentes séries auxquelles elle appartient ( ' ).
Surjciccs (In second ordre orthogonales.
9I<>. Deux surfaces du second ordre ayant les mêmes plans principaux peuvent être représentées par les équations
En désignant les coordonnées variables par X, Y et Z. on trouve que les équations des plans tangents en un point commun {x, y, z) sont
Pour que ces plans soient rectangulaires, il faut que l'on ait
Cette équation représente un cône du second ordre, dont les axes sont dirigés selon les axes coordonnés; par conséquent, quand deux surfaces du second ordre ont les mêmes plans principaux, tous les points où elles se coupent à angle droit appartiennent à un cône de cet ordre qui a les mrmes plans principaux. D'après un théorème connu (art. 249), les courbes d'intersection des trois surfaces considérées deux à deux se projettent sur un quelconque des plans coordonnés suivant des coniques. Les sommets de ces projections sont les projections des points des courbes situés dans les autres plans principaux.
Si les sections principales de deux surfaces du second ordre se rencontrent à angle droit, les surfaces elles-mêmes se couperont sous cet angle aux points où leur intersection perce les plans principaux, et ces points appartiendront au cône. Alors le cône et les surfaces que nous considérons se couperont deux à deux suivant trois courbes qui, projetées sur les plans principaux, seront du second ordre et auront tous leurs sommets (réels ou imaginaires communs ; elles
(') Ch. Dupin a donné ce théorème dans ses Développements. <lc Gàuneirie (4' Mémoire). La démonstration que nous avons adoptée est de M. J. Bertrand ( Journal île Mnt/iènitilii/iiex. 1844 )■
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seront donc identiques, et par suite deua: surfaces du second ordre ayant les mêmes plans principawx sont orthogonales quand leun sections principales se coupent à angle droit.
917. Quand une ellipse et une liyperbole ont les mêmes foyers, elles se rencontrent à angle droit, car leurs tangentes en chacun des points communs sont les bissectrices des angles supplémentaires que comprennent les mêmes rayons vecteurs.
Réciproquement, une ellipse et une liypcrhole sont homofocales quand elles ont les mêmes (ires et qu'elles se coupent à angle droit, car l'hyperbole qui passe par les quatre points de rencontre des deux courbes et qui a les mêmes foyers qm^ l'ellipse touche l'hyperbole donnée en quatre points, et par suite se confond avec elle.
De ce théorème et de celui qui a été démontré à l'article précédent, il résulte que deux surfaces du second ordre sont orthogonales quand leurs sections principales sont homofocales. On dit alors que les surfaces sont homofocales.
Lignes (le courbure des surfaces du second ordre.
918. Considérons la surface du second ordre représentée par l'équalion
^ a- — nr b- — m'- c- — i)i-
Les axes coordonnés sont rectangulaires; a^, h-, c^ sontdes coefficients et m^ une constante arbitraire.
Les différences des carrés des demi-axes sont indépendantes des valeurs de m-, et par suite, si l'on fait passer cette constante par tous les états de grandeur depuis — 00 jusqu'à -+- se , toutes les surfaces données par l'équation auront leurs sections principales homofocales.
Quand m^ est négative et très grande, la surface est un ellipsoïde; si l'on fait varier 7«- comme nous l'avons indiqué, le premier membre de l'équation i arrivera à contenir un terme négatif, puis deux et enfin trois; on aura dans ce dernier cas un ellipsoïde imaginaire.
En ne considérant que les surfaces réelles, nous voyons que le système complet des homofocales représentées par l'équation (i) comprend trois séries composées, la première d'ellipsoïdes, la seconde d'hyperboloïdes à une nappe, et la troisième d'hyperboloïdes à deux nappes. La transition d'une série à l'autre se fait par une surface ayant un axe nul, c'est-à-dire par une conique. Nous avons trouvé des dispositions analogues dans le système des surfaces du second ordre qui peuvent être inscrites dans une même développable (art. 32(i) (').
(,') Nous avons déjà eu l'occasion de considérer les surfaces du second ordre homofocales (art. 3ii).
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919. Par un point quelconque de V espace on peut faire passer une surface de chaque série. — On le reconnaît facilement par la discussion directe des séries; ainsi, les ellipsoïdes forment une suite continue depuis l'aire d'une ellipse jusqu'à une surface dont les axes sont infinis, et par suite ils remplissent l'espace de leurs points.
L'équation (i) va nous conduire aux mêmes résultats; on peut la mettre sous la forme
l^ffi _ m- i[c- — m- )x- + {a- — m-){c- — /n=)v- + (rt^ — m-)[b- — m^)z- — [a- — m^) 6- — m-)(c- — m-) = o.
Si X, y el z sont les coordonnées d'un point donné, on aura une équation du troisième degré pour déterminer la constante m- qui particularise la surface à laquelle appartient ce point. On peut supposer que a^ est plus grand que b-, et bplus grand que c" ; alors, en faisant successivement w^ égal à a-, 6-, c^ et — se , on trouve des valeurs alternativement positives et négatives pour le polynôme qui forme le premier membre de l'équation. Les trois valeurs de m- sont donc toujours réelles, et les surfaces qu'elles déterminent appartiennent à des séries différentes.
920. Il résulte de ces diverses considérations, et des théorèmes démontrés aux articles 91(> et 917, que les surfaces des trois séries représentées par l'équation (i) sont orthogonales, et par suite que leurs intersections mutuelles sont leurs lignes de courbure.
Considérons spécialement la surface qui correspond à la valeur o de m- et dont l'équation est
Nous aurons ses lignes de courbure en prenant son intersection avec l'ensemble des surfaces représentées par l'équation (i).
L'élimination de z entre les équations (i) et (2) donne
La projection d'une ligne de courbure d'une surface du second ordre sur l'un quelconque de ses plans principaux est une conique.
En appelant a' et Z*' les demi-axes de cette courbe considérée comme une ellipse, nous avons
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L'élimination de m^ entre ces équations donne
fl2 _ 0' a^ b- — a- b-
On voit que les demi-axes des coniques, projections des lignes de courbure sur un plan principal, sont les coordonnées d'une autre conique. On a, pour déterminer les demi-axes a et/3 de cette courbe auxiliaire considérée comme une ellipse, les équations
a — — ; ., ( t . iJ — T-; T f •
9*21. Z,;>/!« de courbure de V ellipsoïde scalè ne. — Pour discuter les équations (|ue nous venons d'obtenir et en déduire des constructions, nous devons faire (les bypotlièsos sur les signes des carrés a*, b'^ et c'-, et sur leurs grandeurs relatives. Nous supposons que l'on a
c'est-à-dire que nous considérons la projection des lignes de courbure d'un ellipsoïde scalène sur le plan de l'axe majeur et de Taxe moyen.
Les équations (G) donnent une valeur positive pour «- et une valeur négative pour |3- ; la conique auxiliaire est donc une hyperbole.
Ln/ig. 363 montre la construction des longueurs réelles a et |3 y/ — i . La courbe ADB est la moitié de la section de l'ellipsoïde située dans le plan de projection; le point F est un de ses foyers. Les courbes V et U sont les rabattements autour des axes KA et KD des autres sections principales. Le point/est un foyer de la premiÎM'e de ces ellipses; le point/,, un foyer de la seconde.
D'après les équations (6) nous avons
a = JJ^KB = KO. /3 ^/^T = ^ KD = KG.
Lorsque l'on connaît les longueurs a et /3 V — i , on peut traceur l'arc 01 de l hyperbole auxiliaire. Sur h/ig. 3Gj, dont l'échelle est double, nous avons établi cet arc sans reproduire la construction pour déterminer les axes.
D'après nos hypothèses, « est nécessairement plus petit que a, et le point 0 est entre les points K et B.
Si nous attribuons art' une valeur déterminée KN (y?o-.3G) ), l'ordonnée NH sera la grandeur correspondante deb'. L'ellipse NMN|M,,qui a pour axes les doubles des longueurs KN et NH, est la projection d'une ligne de courbure.
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Quand on donne h à une longueur KP plus petite que KO, l'ordonnée è' de l'hyperbole 01 est imaginaire, et par suite la ligne de courbure correspondante a pour projection une hyperbole dont l'axe non transverse se trouve sur la droite KD. Si nous appelons b^ la moitié de la longueur réelle de cet axe, nous aurons
i; = - h\ L'équation (5) deviendra
{^:>bis)
En appelant a et ^, les demi-axes de cette conique, nous aurons
[oois] a- = — ; ;rt-, a =— ,b-.
« et jS, sont les longueurs KO et KG {/ïg. 363); la seconde auxiliaire est donc une ellipse OG {^g. 365). L'hyperbole RR, SS, qui passe au point P a pour axes les doubles de l'abscisse KP et de l'ordonnée correspondante KQ.
922. Pour donner de la régularité à la répartition des lignes de courbure, nous avons tracé la courbe D, eB, rabattement sur le plan de projection de la moitié de la section principale contenue dans le plan passant par l'axe mineur et par l'axe moyen ; nous avons partagé cette ligne en parties sensiblement égales, nous avons projeté les points de division sur D,D, et par ces projections nous avons fait passer des ellipses. On pourrait déterminer les sommets des hyperboles, en divisant d'une manière analogue l'arc appartenant à la troisième section principale et projeté sur 00,. Cette construction n'est pas faite sur l'épure de Monge que nous avons voulu reproduire sans altération.
Les ellipses principales sont des lignes de courbure, car leurs plans coupent normalement l'ellipsoïde. Les lignes de courbure qui se projettent suivant des ellipses ne se rencontrent pas, et par suite elles appartiennent à une même série; celles dont les projections sont des hyperboles rencontrent les premières et dépendent de l'autre série.
L'ellipse principale contenue dans le plan DD, appartient à la série des lignes de courbure dont les projections sont des bvperboles ; celle qui est dans le plan AB de l'axe majeur et de l'axe mineur appartient à la même série pour les parties qui se projettent sur les segments BO et AO, , et à l'autre série pour la partie projetée sur 00, ; elle forme donc une transition, et elle est la seule qui passe aux points OetO,.
923. Le point projeté en 0 est rabattu en T sur l'ellipse Y dont les demi-axes sont a et c {/ig. 363). Nous avons trouvé
KÔr = ^^^;=-Ka'; d'où ÔT' = ^t^c=;
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ajoutant ces deux équations, on obtient
KT =a- - b' ^c\ Si KJ est le diamètre de Y conjugué à KT, nous aurons
KJ -+- KT =a^+c-, et par suite KJ = i.
La section diamétrale conjuguée à KT est un cercle, car ses axes KD et KJ ont des longueurs égales. L'indicatrice du point T lui est d'ailleurs liomothétique (art. 79o); les rayons de courbure des sections normales en ce point sont donc égaux. En résumé, les points 0 et 0, de la surface [Jig. 365), par lesquels il ne passe qu'une ligne de courbure, sont des ombilics.
Les hyperboles sont parasites au delà des points où elles rencontrent l'ellipse ADBD, (y?g-. 365); les ellipses sont utiles sur toute leur longueur, mais si l'on attribuait à a' une valeur supérieure à KB, la valeur correspondante de b' serait plus grande que KD, et l'ellipse déterminée par ces demi-axes serait entièrement parasite.
î)2i. Nous allons maintenant chercher la projection des lignes de courbure de l'ellipsoïde scalène sur le plan qui contient l'axe majeur et le petit axe.
Pour approprier à cette projection les équations de l'article précédent, il suffit
d'y remplacer
y-, z-, Ir, c", a'-, h'-, a.- et ['j-
par
z-. Y-, c-, b-, rt',-' '^7' «1 ^^t- 7i-
«',-, c',% or, et 'f, sont de nouvelles quantités qui sont suffisamment définies par la substitution que nous venons d'indiquer.
Les équations (6) deviennent
H résulte de nos hypothèses que a^ et 7^ sont positifs, et par suite que la conique auxiliaire est une ellipse Xr [Jig. '56i). Nous déterminons ses axes «, et y, par une construction analogue ;i celle qui a été expliquée à l'article 921, et nous reportons leurs longueurs KX et KF à une échelle double sur la //g-. 36^. L'ellipse A'EB'E, y représente la section de l'ellipsoïde par le plan de projection.
Il est facile de voir que a, et 7, sont respectivement plus grands que a et c : les points X et r se trouvent donc en dehors de l'ellipse A'EB'E,; d'après cela, quelque position que l'on assigne au sommet d'une conique sur KB' ou sur KE.
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qu'on le place en 9' ou en ij., on trouvera toujours une seconde coordonnée réelle y'/ ou [>.?,. Les projections des lignes de courbure sont donc des ellipses, et l'arc Xr de la conique auxiliaire suffit pour les déterminer.
923. En faisant les substitutions convenables dans l'équation (3), on obtient, pour équation générale des coniques projections des lignes de courbure sur le plan de l'axe majeur et de l'axe moyen,
flS — b-^ x'- h^ — c- z-
La droite qui passe par deux des sommets de l'ellipse auxiliaire non situés sur un même axe a pour équation
, , a: la?- — b- z je' — 6*
lo) -V/l ;-f--\/-^ 3 = 1.
Si l'on suppose que chaque radical porte avec lui le double signe, cette équation représentera l'une quelconque des quatre droites indéfinies qui forment les cotés du losange XTXT'.
L'élimination de z entre les équations (9) et (10) donne
('0 5^=(«'-*'jS-^v^(«'-'^')(«'-/^') + (''''-«'^ = o-
Les deux racines de cette équation sont égales (juelle que soit m, par conséquent toutes les coniques représentées par l'équation (9) sont tangentes aux droites xr, rX', XT', r'X, et le système de ces ([uatre lignes forme leur enveloppe.
Quand m- égale b-, l'équation (9) détermine l'ellipse principale A EB'E,. Eu introduisant cette valeur de m° dans l'équation (i i), et résolvant, on obtient
Cette valeur est précisément celle que donne la première des équations (6) ]H)iir la longueur « qui représente l'abscisse des points 0 et 0, (Jîg. 365). Les ombilics sont donc les points de contact de l'ellipse principale A'EB'E, avec les
côtés du losange circonscrit XTXT'.
î)2(î. Quand on donne à a\ une valeur plus grande que KX {/ig. 3Gi ), l'ordonnée c\ de l'ellipse auxiliaire XF est imaginaire, et la conique correspondante est une hyperbole. Pour déterminer la longueur réelle c\\ — i, on peut tracer une seconde auxiliaire qui sera une hyperbole, ayant pour axe transverse X'X et pour axe non transverse TV.
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La série générale des coniques représentées par l'équation (9) comprend donc des hyperboles ayant leurs sommets sur la droite XX', au delà des points X etX'; elle en comprend aussi qui ont leurs sommets sur la droite FF', au delà des points r et r' : on pourrait déterminer leurs axes par une troisième auxiliaire. Ces deux suites d'hyperboles ont respectivement pour enveloppes les prolongements des côtés du losange au delà des points X et X' et au delà des points r et T'.
927. Obsenalions sur les parties parasites des projections des lignes de courbure de r ellipsoïde scalène. — Le système général de coniques déterminé par l'hyperbole auxiliaire 0\{Jîg. 365) forme les projections des lignes de courbure de toutes les surfaces du second ordre dont les demi-axes a, 6 et c satisfont aux deux équations (6).
Si nous nous donnons arbitrairement l'excentricité absolues de la section faite dans la surface considérée par le plan de projection, nous aurons pour déterminer a, b etc les équations
desquelles on déduit
En faisant passer la quantité e^ par tous les états de grandeur, nous aurons les systèmes d'axes des surfaces du second ordre dont les lignes de courbure se projettent sur les deux séries de coniques que représente \Ajig. 365.
D'après les hypothèses (7) et eu égard aux équations (6), on a
On trouve facilement les résultats ci-dessous :
KÉCATIVE.
PLUS GRANDE QUE
Positif
Positif
Positif et plus grand que «^ et b'^.
Positif
Positif
Positif et plus petit que a- et b'^.
Positif
Négatif et plus petit que b^ en grandeur absolue.
Négatif
Positif
Négatif
Négatif et plus petit que b- en grandeur absolue.
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Quand <?= est négative, nous trouvons un ellipsoïde projeté sur le plan de l'axe mineur et de l'axe moyen : les points 0 et 0, sont sur le premier. Les gi'ands axes des ellipses qui sont dessinées étant sur AB, on ne voit pas immédiafenient comment la disposition que nous indiquons peut être réalisée; mais il faut remaripier que la grandeur absolue de [i^ étant supérieure à a-, l'angle des asymptotes de l'hyperbole auxiliaire est obtus, et que par suite, à partir d'un certain point, les valeurs de b' surpassent celles de a' ; il en résulte qu'une dos ellipses de la série générale est un cercle, et que celles qui la suivent ont leur grand axe sur la droite indéfinie D,D.
Lorsque e- est positive et plus petite que «-, les surfaces sont des ellipsoïdes projetés sur le plan de l'axe majeur et de l'axe inovcn. La figure est établie spécialement pour ce cas.
Quand e'^ est comprise entre a" et — ^^, on obtient des hyperboloïdes à deux nappes projetés sur le plan qui contient le plus grand des deux axes non transverses et l'axe transverse; les points () et 0, sont sur ce dernier. Les ellipses ont chacune deux arcs utiles et deux parasites; les hyperboles qui se trouvent en dedans du contour apparent sont utiles, les autres parasites.
Enfin, lorsque c- est plus grande que — /5'^ on a des hyperboloïdes à deux nappes projetés sur le plan des deux axes non transverses : les points 0 et 0, sont sur le plus petit des deux. Les ellipses et les hyperboles sont utiles sur toute leur longueur.
928. On trouve par des raisonnements analogues que les coniques qui sont tangentes aux quatre côtés du losange XrX'r'(//^. 36^) sont les projections des lignes de courbure d'une série d'ellipsoïdes etdedeux séries d'hyperboloïdes à deux nappes. Le plan de projection contient l'axe majeur et l'axe mineur de chaque ellipsoïde, l'axe transverse et l'axe non transverse mineur de chaque hyjierboloïde.
On peut dire d'une manière générale que les dispositions représentées en partie sur les/7i^. '^6'^ et 3G5 sont celles des lignes de courbure de l'ellipsoïde et de l'hyperboloïde à deux nappes, projetées sur le plan des ombilics et sur un autre des plans principaux.
929. Il nous resterait à étudier les lignes de courbure de l'hyperboloïde à une nappe, mais nous nous bornerons :i quelques observations. Sur le plan de l'ellipse dégorge, les coniques sont à peu près disposées comme celles de la/?^. 365 : l'angle des asymptotes de l'hyperbole auxiliaire est aigu, et par suite toutes les (dlipses ont leur grand axe sur la même droite. Les points 0 et 0, sont dans l'inlérieur de l'ellipse de gorge, et appartiennent à un segment parasite de la projection de la section parle plan qui contient l'axe non transverse et l'axe transverse majeur : l'hyperboloïde gauche, étant une surface à courbures opposées, ne peut en effet avoir d'ombilics.
CHAPITRE IV. — LIGNES IlELATIVES VL \ IlOUiliL lUCS. q
Sur le plan de l'axe non transversc et dr l'axe Iransverse mineur, la courbe auxiliaire est une ellipse iinaiçinaire. Cela indique qu'il toute valeur léelle de a' ou b' correspond une graiuleur imaginaire pour b' ou a', et que par suite les courbes des deux séries sont des hyperboles telles que les axes transverses des unes et les axes n(ui Iransverses des autres sont sur une même droite. En remplaçant successivement jS- par — jS"; et 7- par — y;;, on obtient deux hyperboles (|ui font respectivement connaître les axes des coniques des deux séries.
Ohscrvdtions s///' les dispositioiis des lignes de aiurhiire pi 'es d'un oinhilie.
9.")0. Les raisonnements que nous avons présentés à l'article 8*20 pour établir qu'il passe deux lignes de courbure en chaque point d'une surface ne subsistent pas pour un ombilic, car l'équation (20) de l'article 811 montre qu'en un tel point la déviation est nulle dans toutc^s les directions; mais, comme la même circonstance n'a pas lieu aux points voisins, les surfaces lieux des normales aux divers points d'une courbe qui passe à un ombilic sont en général gauches, et n'ont de remarquable (]uc d'avoir un sommet sur la génératrice qui rencontre la surface considérée à l'ombilic.
Les lignes de courbure présentent près des ombilics diverses dispositions. Nous constaterons ici celles que l'on rencontre sur les surfaces ([ue nous connaissons.
1" Sur les surfaces du second ordre, une seule ligne de courbure passe i» un ombilic; elle forme transition entre les deux séries.
2° Quand une méridienne est rencontrée normalement [)ar l'axe, le point commun est un ombilic de la surface de révolution. Une infinité de lignes de courbure, toutes de la même série, passent à ce point.
'i" Quand le centre de courbure C d'une méridienne pour un point M est sur l'axe de révolution, les points du [larallèle décrit par le point M sont des ombilics. Deux lignes de courbure, un méridien et le parallèle, passent à chacun d'eux.
Les méridiens sont en eénéi'jd les liijiies de idus "rande courbure d'un coté du parallèle, et de plus petite courbure de l'autre coté.
Monge a ii\t\\c\k lignes des courbures sphériques les ligues dont tous les points sont des ombilics.
4" Sur la sphère, tous les points sont des ombilics, et une courbe quelconque peut être considérée comme ligne de courbure.
tll. — Du i\ GoinxiKic. — PcrsfiKrtit.
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Mesure (le la eoiirhiire dune surjaee en un point.
951. La considération des lignes de eourhiirc est d'une grande iililité dans diverses recherches géométriques. Nous allons en donner un exemple.
Soit, sur une surface, un rectangle ACDB [fig. 369) dans lequel deux côtés opposés appartiennent à deux lignes de courbure infiniment voisines : les côtés de ce rectangle étant infiniment petits doivent être considérés comme rectilignes et égaux deux à deux. La normale à la surface au point A rencontre les normales aux sommets B et C en des points P et Q. Les segments AP et AQ sont les rayons principaux R, et Rj, et, en appelant £ et vj les angles APB et AQ(^, on a
AB = R,£, AC = R,vî.
L'aire ABD(] doit être par conséquent égale à R, R^r/î.
Supposons maintenant que par le centre» d'une sphère d'un rayon égal à l'unité, on fasse passer (|uatre plans respectivement parallèles aux plans qui contiennent les normales en deux sommets voisins du rectangle .ABDC, on déterminera sur la sphère un rectangle ahdc, dont l'aire sera sr,, et l'on aura
nhdc I
On peut regarder le périmètre ahdc comme le lieu des pieds des rayons parallèles aux normales aux différents points du périmètre ABDC.
La forme rectangulaire n'a aucune importance pour le résultat que nous venons d'olUcnir, car, quelle que soit l'aire infiniment petite considérée, on peut toujours la concevoir divisée en rectangles dont les côtés ayant des longueurs infiniment petites du second ordre seront dirigés sur les lignes de courbure.
Nous voyons d'après cela que si, parle centre d'une sp/ière d'un rayon eqalà runilc, on mène des droites parallèles aiiv normales à une surface aux dilferents points diLpèiimètre d'une aire infiniment petite, on déterminera sur la sphère une aire dont le rapport à Vaire considérée sera égal à V unité divisée par le produit des rayons de courbure princij)auv de la surface (' ). Gauss a appelé ce rapport mesure de la courhure; en adoptant cette définition, on doit considérer la courbure comme positive ou négative, suivant que la surface est convexe ou à courbures opposées.
C) On iKnil voir pinir ce tliéorème une Note de Binci sur un .Mémoire par Olindc Rodi'igues. dans li'oisicnie \'iilume de la Cnn-cspondaruc <lc l'École Poly/cc/iiii(jiif.
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§ II. — L K; N F, S A S Y M P T O T I V l E i .
C()iisi(l('f(tt(()iis ^niri'dlcs .
932. Nous avons dit à l'ai-ticle 820 que, sur une surfaco, une ligne asymptotique est une courbe tangente en chaque pointa une asymptote de l'iniliralriee de ce point. 11 résulte de cette définition et du théorème de l'article 818 (jue tous les plans oscillateurs d'une ligne asymplotijue d'une surface sont tangents à cette surface. Nous avons dû faire, il est vrai, dans l'énoncé de la proposition de l'article 8Î8, cette restriction que le contact de la courheavec une asymptote de l'indicatrice soit seulement du premier ordre, mais une ligne ne peut avoii' des inflexions qu'en des points sinijuliers.
Réciproquement, et en vertu d'un théorème que nous avons établi à l'article 797, une courbe tracée sur une su/face est asymptotique, cpiand cluicun de ses plans osculateurs est tangent à la surface.
Lignes asyinptotiqties des surfaces gtutclics.
953. Les surfaces du second ordre ont pour asyniptotiques des droites (jui ne sont réelles que pour l'hyperboloïde à une nappe et le paraboloide hyperbolique.
Sur une surface gauche, les génératrices sont les asymptotiques de l'une des séries, et on appelle spécialement a5jm/?/o;/7W('.y celles de ces lignes (jui appaitiennent à la seconde série.
Considérons une génératrice G et appelons G' la génératrice qui lui est intiniment voisine : G' appartient à l'hyperboloïde osculaleur le long de G. Les génératrices du second système de cet hyperboloïde sont tangentes aux asymptotiques de la surface, et par suite quatre de ces lignes interceptent sur G et sur G' des segments dont les rapports anbarmoniques sont égaux (art. 699), même en ayant égard aux infiniment petits du premier ordre. Les quatre asymptotiques coupent successivement les diverses génératrices, et, d'après ce que nous venons de voir, le rapport anharmoniquc des points de rencontre est invariable de l'une à l'auti'e. Nous avons donc ce théorème : Dans toute surface gauche, le rapport anharmonique des points où quatre asymptotiques déterminées rencontrent deux génératrices quelconques est constant. On peut encore dire (art. 699, note) que les points où les lignes asymptoti'pu's d'une surface gauche coupent deux générât/ires quelconques forment sur ces droites des divisions homograpJiitpies.
Quand la surface est un conoïdc, les hyperboloides osculateurs sont des paraboloïdes, et, en raisonnant comme précédemment, on trouve que les asym-
iQo i.iviiEviii. ('m;iîRi lu: DES sriîFVCKs.
plnlintcs iiilcf.'ep'rn! sur di-it v ^r/icra/zv-es quelconques des segmen/s proportionnels Mrl.(>10)i').
î)54. Quand une génératrice passe à un sommet, elle n'est pas croisée à ses (liirérenls points par les asymplotitjiies, car elle est une ligne de conrlnire et les asymptotes des indicatrices sont confondues avec elle. Au sommet, tous les plans conleiiaiit la génératrice doivent être considérés comme tangents, et chacun d'eux est leplan osculatenr d'une asymptotique qui rencontre tangentiellement la génératrice section normale d'un rayon infini.
Quand la surfiu^e a une directrice rectiligne, cette droite est une asymptotique en tous ses points et notamment à chacun des sommets où elle passe. On voit ainsi qu'à un sommet une asymptotique peut ne pas être tangente à la génératrice. Rn résumé, les asynipiotiques d'une surface gauche passent à chaque sommet, et y sont en gênera! tangentes à la génératrice.
955. On considère quelquefois la surface gauche formée par celles des normales à une courbe gauche qui sont respectivement situées dans les plans osculateurs et que l'on appelle normales principales. La directrice est une courbe asymptotique de la surface gauche, car chacun de ses plans osculateurs lui est tangent. Nous concluons delà (|ue le lieu des normales principales à une courbe gauche ne peut pas être un hyperboloïde, car les lignes asymptotiques de cette surface sont des droites I' .
E\\ tout point de la directrice, les deux asymptotiques de la surface gauche sont cette courbe et la génératrice, lignes qui se rencontrentà angle droit. 11 résulte de là que les rayons de courbure principaa v de la surface sont égaux en grandeur absolue auv divers points de la directrice.
Lorsqu'une ligne asymptotique d'une surface gauche est une trajectoire orthogonale des génératrices, cette surface est le lieu des normales principales à l' asymptotique ( ■' ) .
Lignes asyiiipt(di(jii('s des surfaces de révuliitiuii .
Î)5G. Les surfaces de révolution n'ont des lignes asymptotiques que sur les parties qui sont engendrées par les arcs de la méridienne dont la convexité est tournée
( ') Ces Ihéorèmes soiil dus à M. l'aiil Poi-ret {Thèse mu- lis propriétés i^éumélriiptes des couitics h double courbure ).
(-) L'élude de la surface lieu des normales priucipales à une courbe gauche se ramène à l'étude de la surface lieu des normales à une dévcloppabie sur la(|iielle la courbe donnée esl une géodésique. Celte développable est l'enveloppe des plans laugenls à la courbe gauche donnée el respectivement perpendiculaires à ses plans osculateurs.
En se reportant à l'article S."}], on voit ([ue la grandeur ab<ii'liie du produit des rayons de courbure de ta surface lieu des nirinnles principales à une courbe <^aac/ic, en un point de cette courbe, est égale au carré du rayon de seconde courbure correspondant à ce point. ( M \nmii;i.\:. )
(») Ces théorèmes sont dus a M, .1. Bertrand, .founud île M. lÀoufiUe, iSjo.
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vers l'axe, car ce sont les seules dont les courbures soient néi^atives lart. 951 '. Ces parties sont limitées à des parallèles le long des(juels la surface est touchée par un plan, et quelquefois à un parallèle d'indexion \a[fig. 35G).
En un pointe du parallèle Aa, la méridienne, qui est une section principale, a Mil rayon infini; les deux lignes asymptotiques lui sont donc tangentes, et, comme elles ne peuvent dépasser le point C, elles forment les deux branches d'un rebroussement. On voit que le parallèle d'inflexion est le lieu des points de rebroussemenl des asymptotiques, et que les deux branches de chacune de ces lignes appartiennent aux deux séries diflerenles.
Les sections principales sont les méridiens et les courbes tangentes aux parallèles; aucun de leurs rayons de courbure n'est infini dans la partie comprise entre Art et \ib. Il résulte de là qu'à partir du rehroussement C, les deux branches d'une asymptotique se rapprochent continuellementdu parallèle Bè. D'ailleurs, elles ne peuverttpas l'atteindre, car ce parallèle est une asymptotique qui n'est rencontrée par aucune autre, parce qu'en chacun de ses points la surface a un plan tangent unique, et une seule section à courbure nulle. Il passe par tout point de la zone considérée, quelque voisin qu'il soit du parallèle B6, deux asymptotiques qui d'un côté se rapprochent de ce parallèle, et de l'autre s'avancent vers le cercle Aa. Il résulte de ces diverses considérations que les asymptoliques sont toutes asymptotes du parallèle supérieur ^b.
§ IIÎ. — [.IGNES TANGENTES AUX SECTIONS NORMALES SUROSCULÉES PAR DES CERCLES.
DcterniliKttion des sections normales suroscitlées par des cercles en lin point d'une surface.
057. Considérons deux surfaces 1 et 2', l'une quelconque, l'autre du deuxième ordre et osculatrice de la première en un de ses sommets : ces deux surfaces se traversent, et l'on reconnaît, par des considérations analogues à celles de l'article 865, qu'il y a un contact du troisième ordre entre leurs sections par un même plan normal contenant la tangente à une des branches de l'intersection. La section faite dans 11 est une conique ayant un sommet au point de contact : la section de 2 est donc surosculée par un cercle.
Nous prenons pour origine le point où les surfaces se touchent, et pour axe des ordonnées z leur normale commune : les deux autres axes sont dans le plan langent. Si nous ne considérons que la partie voisine de l'origine, pour laquelle l'ordonnée s est infiniment petite du second ordre, l'équation delà surface 2, supposée algébrique ou développée suivant les puissances entières des variables, se réduira à la forme suivante, quand on y négligera les infiniment petits d'un ordre plus
élevé que le troisième :
^'^ i +A.r= + Ay 4-B.ry + B'r.r + B"v= + C==:o.
La surface du second ordre 1' osculatrice de 1 en un de ses sommets est représentée par l'équation (art. 792)
A.r^ + A'y- + K=^ + Bxy + C= = o.
dans laquelle K est un coefficient arbitraire. En considérant seulement la partie de l' voisine de l'origine, et négligeant le terme en z- qui est du quatrième ordre, l'équation se réduit à
(a) Ax--\- A'y-' -+- Bry -\- Cz = o.
Les sections normales surosculées par des cercles, dans la surface 2, sont tangentes aux intersections des surfaces représentées par les équations (i) et (2). L'élimination de z nous fera donc connaître les tangentes à ces courbes.
Eu égard à l'équation (2), l'équation (i) se réduit à
M.r' -4- M'.v' + N,r\v -f- N'..ry= + (B'.r + B"y, z = o. L'élimination de z entre cette dernière et l'équation (2) donne
^__Air'_nB'w-^/j^j AB'
On voit qu'il passe par tout point d'une surface trois sections normales surosmilées par des cercles, et qu'il ne peut y en avoir plus de trois, :i moins qu'elles ne jouissent toutes de cette propriété : tous les coefficients de l'équation sont alors nuis. Deux des trois sections peuvent évidemment être imaginaires.
958. Si la surface proposée 1 est du second ordre, M, M', N et N' seront nuls, et l'équation (3) se réduira à
A'B"''', + (A'B' + BB")-^ + (AB" + BB') - h- AB' =- o. On peut mettre cette équation sous la forme
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Elle se divise donc en deux é(|uations :
La première représente l'intersection de la surface du second ordre par le plan des xy, et par suite les génératrices rectilignes qui sont en effet des cercles d'un rayon infini; la seconde détermine la tangente à une section normale surosculée par un cercle d'un rayon fini. Cette section est toujours réelle.
Dans le cas qui nous occupe, les surfaces 2 et l' sont toutes les deux du second ordre. Elles se coupent d'ailleurs suivant deux droites : leur intersection complète comprend donc, en outre, une courbe plane (art. 2o2). Il est facile de reconnaître que cette courbe est en général située dans un plan oblique.
Détenninatioii sui- les surfaces du second ordre des lignes tangentes aux sections noi-niales surosculées par des cercles.
959. On peutconcevoir des courbes qui soient tangentesaux sections normales surosculées par des cercles, comme les lignes de courbure le sont aux sections principales. Chaque surface a trois séries de ces lignes ou une seule série.
939 a. Nous avons donné en i855, dans \q Journal de M. Liouville, l'équalion générale des courbes tangentes aux sections normales surosculées par des cercles. Nous allons reproduire ce travail en développant les calculs plus que nous ne l'avons fait alors.
Nous nous occuperons d'abord d'une surface quelconque, sur laquelle nous considérons une section par un plan normal en un point. Nous appelons R le rayon do courbure de la section en ce point, et a, p, ■{ les cosinus des angles que sa tangente lait avec trois axes coordonnés rectangulaires. Nous regardons l'ordonnée z du point de la surface comme une fonction des coordonnées horizontales j; et/, et nous désignons suivant l'usage par/7, q, r, ... ses dérivées partielles des différents ordres.
En posant
(1) Z.= iS^ -H 2.s-3a + /-aS
on a, d'après une formule connue,
rfl _I— /72 _x_ ,
Si la section est surosculée par un cercle, elle a le même rayon de courbure au point inliMiinenl voisin de celui qui est considéré, et par suite on peut différentier l'équation (2) en regardant II comme constant. On a ainsi
(p- + y- -\- \)dZï— [(ps -\- qt)dy — ipr -t- qs)dx\L, = o.
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En appelant S l'arc intiiiinienl pelil de la spdioii iiDrinale, ou a
(3) f/)=S?, </j- = So(, l'I l'riiualion (Icvionl
(4) (/(--+-7--1- iic/Zo— [(/« r- 70? + ^/"' +-7*,'=']^2^
Nous allons cliereher la valeur de d'L,_. En différenllaiil réi|ualiciii (1 1, el en .\ i<'iiii)laçant dx cl dv par leurs valeurs (3), on oLlienl
<//.,= (r3' + 3ii\i-x + iiii^yx'- -\- ti'ji' ]S -t- •.>.(/ 3 +.sa) c/S + •-. i .vji + r-j.)ilx. Nous posons
En portant dans l'équation (4) la valeur de d'/., simplifiée par cette nolatiun, on id>lieiil
{ (/''--!-'/'+ l)Z;,S-h9.(// +- '/'-T- l)[(.<i -|-.Vï)f/? ht-vii- /-ïlf/aj
^ ) — [(/w4- '/nS -i- (/>/• -i- '/AjïJZjS — o.
Il (aiit niainlenaut delerniiner les dilTérentielles d^. et (/^.
La normale à la surface et la langente à la section au point considéré ont respectivement poui' éqiialious
{ .v'—.r^p(z'—z) — o, \ (.i'—j-)-r — {z'—:)'x, \ y—y-hqtz'—z.)=o; ) ( v'— v)v = fc'^ ;) 3,
;<•', v' et ;' étant les coordonnées courantes. Le plan de la section contient ces deux droites, et par suite on trouve que son équation est
Les différentielles f/a, f/3 et f/-,' doivent être telles que la tangente au imini inllMiiueni voisin de celui que nous considérons soit dans le plan de la section. Eu dillérentiant les équations de la tangente par rapport aux coordonnées du point île contacl, on a
{x' — .r }d-; — Y dx rrz (;' — z) di — -idz, (y'—y)d-: — •; dv — [z — ;) d'i — 3 dz.
Les termes -{dx et idz sont égauv à xvS et par conséquent égaux entre eux. Les ciiiantilés -[dy el '^dz sont aussi égales. Les deux équations que nous venons d'obleuir se réduisent donc à
D'aprésce que nous avons dit, les valeurs de (j'— j) el de(,v'— v) prises dans ces deux (leiniéres équations doivent satisfaire à ré(|uation (7). Cette condition donne
(8) (<^ + rj ■;) dy: — {-x + J>-;) d'i -h (pp — '/7.)d-;—0.
La langente ii la section au point considéré étant perpendiculaire à la noiinale à la surface, on a
(.9) pu + (j'fi — -;^o.
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Les axes étant rectangulaires, on a
l-]ii difl'ûrentianl les équations (9) et (10) et ayant égard aux relations (3), on obtient
Les équations (8), (1 1) et (la) vont nous donner les différentielles cherchées di et <r/p. l'oui' faii'e facilement l'élimination, nous posons
('■^) a = i3-i-r/7, 0=—%—i>-;, c—p'^—qi..
L'équation (8) devient
{'S, bis) a di -+- h c/p H- c f/'c = o.
Eliminant c/p elr/y enti'c les équations (8 bis), (11) et (12), on obtient
^/ai= —
(67 — cP)/J + (ca — a-c)'7-+-(^'' — «P)
En remplaçant dans chacun des facteurs binômes <7, b et c |)ar leurs valeurs (i3), et eu éliminant ensuite 7 par l'équation (9) et -,-- par l'éqnation (ro), on trouve
b'[ — cfl = — [), ex — «Y^^ — '/' boL ^ a^i z^ — 1.
La substitiilinri de ces valeurs dans l'équation (i4) donne
, /-Z.,S da^= :r^ î ;
on a de même
p- +fj-+'
en ])ortant les valeurs de d% et de r/p dans l'éciuation (6), on ohticni
Z3(/'' 4- -7' + I) — 3 [{ps -f- (/O ? -1- {pr ■+- r/s)x]7., — o.
Enfin, si nous remplaçons Z2 et Z3 par les polynômes que ces signes re|U'ésentent, nous aurons
La (|uantité - est la tangente trigonomi'lriqiic do l'angle (|ue fait avec l'axe des ab-
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scisscs la projeclioii sur le plan \0Y d'une ilroile tangente, ou point considéré, à une sec-
lion normale surosculée par un cercle. L'équation (i5) est du troisième degré en ^; une
surface quelconque a donc en chacun de ses points trois sections de ce genre, dont une
;)U moins est réelle.
Pour avoir l'équalion dilTérenlielle des Clignes langentes en chacun de leurs points à
3 dy
une section normale surosculée par un cercle, il suffit de remplacer - par sa valeur -^
prise dans les relations (3 ). On trouve
'dY
Cette formule nous sera utile plus loin
qs )
940. D'api'ès ce que nous avons vu (art. 958), les surfaces du second ordre n'ont ([u'une série de lignes langentes aux sections normales surosculées par un cercle, non compris les génératrices. Sur ces surfaces les courbes dont nous nous occupons sont d'ailleurs telles que toute section normale, tangente à l'une d'elles en un point, est une conique ayant un sommet à ce point. Nous allons les déterminer par cette propriété.
Considérons un plan P tangent en un point M à une surface du second ordre, et en un point G à une sphère ayant le même centre que la surface fig. 371) : le rayon de cette sphère est la perpendiculaire AG abaissée sur le plan P du centre jcommun A. Si nous concevons une développable circonscrite à la sphère et à la surface, la droite MG en sera une génératrice, et la tangente >IL à la courbe de contact au point M sera, dans l'indicatrice de ce point, le diamètre conjugué :i >1G (' ).
Nous faisons passer par le centre A un jilan Q parallèle à P ; il coupe la surface du second ordre suivant une conique homothétique à l'indicatrice du point M : les diamètres EF et IJ, respectivement parallèles à MG et à ML, sont par conséquent conjugués.
La normale au point M doit être parallèle à GA : elle rencontre EF en un point D. Nous faisons passer un plan par cette normale et par la droite ML taniiente à la courbe de contact; il coupe la surface du sec(uid wAvc suivant une
( ' ) Nous n'avons tracé ni les contours apparents de la sphère el de l'ellipsoïde, ni leurs lignes de conlacl avec la développable. Ces lignes sont inutiles à la démonstration, et elles eussent compliqué la ligure. Nous avons d'abord tracé les courbes EIF.I et EMF, puis nous avons déterminé la coni([ue BMC en faisant des sections par des plans parallèles à P : son centre est à l'interseclion de .MD avec le diamètre de la conique EMF conjugué ii la direction AG.
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conique BMC. Son intersection BC avec le plan Q est parallèle à ML et à IJ : le milieu de la corde BC est par conséquent an point D. Il résulte de là que la droite MD est dans la conique BMC un dianièlre conjui;ué à la direction ML; comme d'ailleurs elle est perpendiculaire à ML, on voit (jue le point ^I est un sommet de cette courbe.
Nous obtenons ainsi ce théoi-ème : 5/ /'o« circonscrit une dàeloppahlc à une surface du second ordre et à une sphère concentrique, la ligne de contact sur la surface sera tangente en chacun de ses points à une section normale surosculée par un cercle.
9il. En renversant l'ordre des raisonnenienls, on trouve i.\uc quand, sur une surface du second ordre, un point IM est un des sommets d'une section normale BMC, cette courbe est tangente en IM à la lisne de contact de la surface considérée avec une développable qui lui serait circonscrite ainsi qu'à une sphère de même centre quelle. Il suit de là que le plan tangent P n'aura pas cessé de touclier la sphère dont le rayon est AG, s'il roule sur la surface du second ordre de manière que son point de contact se transporte sur la section BMC à une distance infiniment petite de >I. Nous avons donc un second théorème réciproque du premier : Lorsqu'une courbe tracée sur une surface du second ordre est telle que chacun de ses points soit un sommet delà section normale ipii lui est tangente, les plans tangents à la surface en ses différents points sont tous à une même distance du centre.
Il résulte de ces théorèmes que, déduction faite des génératrices rectilignes, il ne passe par un point d'une surface du second ordre qiiune courbe tangente à des sections normales suroscidées par des cercles, car le plan langent en un point ne touche qu'une sphère concentrique à la surfiice.
Poinsot a appelé /;oMorA> la courbe de contact d'un ellipsoide avec une développable circonscrite à cette surface et à une sphère concentrique (' ). Nous adopterons cette expression en l'étendant d'ailleurs aux lignes (jui jouissent de la même propriété sur les autres surfaces du second ordre.
942. Les observations que nous avons présentées à l'article oiO, et les formules que nous avons données dans les articles qui précèdent celui-là, permettent de déterminer facilement les polhodies d'une surface du second ordre donnée.
Les droites diamétrales conjuguées communes à la sphère et à la surface considérée sont dirigées suivant les axes de cette dernière. Si nous désignons par
(1) La courbe que Poinsot a appelée /^ottw/Ze est tracée sur un ellipsoïde dans lequel l'inverse do la valeur du carré do l'axe mineur est plus grand que la somme des inverses des carrés des dou\ autres
axes I -; > -; -H T-, ) . Le savant iréomètre a été conduit à l'étude de celte courl)e par des considérations \ c^ ifl b- j
de Mécanique (yoH/-«rt/ f/c .1/. Liiuu'illi-, i85i).
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les lettres m et n les longueurs appelées b et c à l'article o57, et si nous eonservons les autres notations de cet article, les deux premières équations de condition (5) seront
— rz
ii!
-jp-
/// et n d'une part,/^ et </ de l'autre, sont les demi-axes des lignes doubles de la développable situées dans les deux plans coordonnés respectivement perpendiculaires à l'axe des abscisses et à l'axe des ordonnées verticales : )., p. et v sont les demi-axes d'une surface du second ordre inscrite dans la développable.
Si nous représentons par a, h et c les demi-axes de l'ellipsoïde considéré, et par r le rayon de la splière, la développable devant être circonscrite à ces deux surfaces, nous aurons
\ tu- J p- m- \ m- j p- m-
On déduit facilement de ces quatre équations les valeurs de nr , rr , /r et fj" :
o II' — C' . < CI' — c-
ni- =^ r- — ;, ir = r
Les équations de la courbe de contact de la développable avec une surface
inscrite du second ordre sont données à l'art. 559 (' :. La première est
1 ') Puisque nous avons occasion de revenir sur les iléxeloppables circonscriles. imus remarquerons que la proi>osition de l'arl. 513 n'est qu'un corollaire d'un théorème plus général qui consiste en ce (juc les génératrices d'une développable circonscrite à une série de surfaces du second ordre sont divisées homographiquement par les lignes de contact de ces surfaces. On peut obtenir ce théorème par la méthode suivie aux art. SU et suivants; on peut aussi le déduire, par la tiiéorie des polaires réciproques, d'une proposition de Chasles (Conipies rendus, 2° semestre de 1837, p. 1002). 11 permet de tracer facilement les projections de la ligne de contact qui passe jiar un point, quand on connaît trois des lisnes doubles.
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Roinpkiraiit //-' ot q- pai' loui-s valeurs trouvées plus haut, un obtient
Poui' avoir la projeetion sur le [plan horizontal XOY de la courbe de contact de la développable avec l'ellipsoidc, on remplace \ et p. par a et h, et l'on a
945. On peut arriver à cette seconde équation de la polhodie en calculant la ilistance rdu centre de la surface du second ordre
TT + — — I
à son plan tangent. On trouve
■r, y et r- étant les coordonnées du point de contact. En éliminant ;- entre ces équations, on obtient l'équation à laquelle nous sommes parvenus par la considération de la développable circonscrite.
943 bis. Oïl iiL'ul déduire ce résultat tle ré([ualion (iG) de l'ait. t(3!)«.
Les lignes tangentes aux sections normales surosculées par des cercles forment en général trois systèmes. Quand la surface est gauclic, l'un d'eux est formé des génératrices recliiignes, mais on peut facilement l'éliminer, car les polynômes
dry /dry (dy
3 \ dx ) \dx / \dx
ont alors, comme l'on sait, un facteur cunimun (iiii, égalé à zéro, rcpréseiUe ces droites.
( ' ) Pour obtenir une seconde équation d'une polhodie par la méthode de fart. 9i2, sans appliquer les formules générales démontrées préccdemmenl (art. 337 à 340), on rapporte fellipso'ide, de demi-axes n, b, c. et la sphère concentrique, de rayon r, aux axes de l'ellipsoïde. Puis, exprimant que le plan tangent à l'ellipsoïde en .c', /'. z' coïncide avec le plan tangent à la sphère en .v', y. s", on obtient trois égalités donnant .i", _) ", z". L'équation do la si)hère étant satisfaite par ces valeurs, on a une égalité qui. en y supprimant les accents de x', y, z', donne une équation de la polhodie cherchée. L'élimination de z entre cette équation et celle de l'ellipsoïde conduit à la dernière de l'art. 'Ji2. ( E. L. )
I lO
Lorsque la surface est du second ordre, elle possède deux systèmes de génératrices reclilignes : le premier des polynômes est divisible par le second, et le quotient est nécessairement égal à
(• clr u
L'équation différentielle des lignes du troisième système, le seul qu'il y ait lieu de considérer, est donc
ou bien
-(p-h'f + j)— (ps-^,ji)\jj^^ + ^ (jD'- -H f/--)- !)-(/"• ^'/■Oj= O-
Appliquons cette formule à la surface représentée par réf|uatioii
(tn trouve d'abord
c'.ri-
r*(rt'— .f-) Il c^{b'^—y-)js r_ c'(«-— x-)r_
et ensuite
c- /c^cr^ c- y- z-\
ps-h qt
pi -f- qs :
cvr / r
En portant ces valeurs dans l'équation (i), on trouve, après quelques réductions qui se présentent spontanément.
21/ _ yi
c' / dx
En éliminant le binôme ( — H- -7^ ) à l'aide de l'équation (2), on obtient
et, en intégrant, on a
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()i) nrrivc ainsi à l'éciuatioii lioniiéo par Poinsot pour la projection horizoutale de la
polhodic. pour Uuiuclle le plan tangent est à une distance du centre égale à — ^^^^ (').
i)ii. Nous voyons que les projections sur le plan horizontal XOY des polliodies trai-res sur une même surface du second ordre sont des coniques lioniothétiques dont les axes seconlbndent, en direction, avec les axes horizontaux de la surface.
Si nous désignons par a' et b' les longueurs des demi-axes de l'une des coniques, nous aurons
d"où
Lvifig. 372 représente plusieurs polliodies tracées sur un ellipsoïde scalène. Nous avons
a = OA, ^ = 0B, c = 0'C',
Les projections horizontales des courbes sont des ellipses.
Après avoir déterminé sur les projections verticales les foyers F et /, on obtient par une construction facile les points K et L, qui satisfont aux conditions
prenant alors les longueurs OP et PQ respectivement égales à O'K et à 0"L, nous |)Ouvons tracer la droite OQ, qui est telle que les coordonnées de ses différents points sont les moitiés des axes des diverses ellipses.
9i5. Les projections des courbes sur le plan vertical perpendiculaire à l'axe moyen BB, sont données par l'équation
Elle se réduit
C) La démonstration géométrique que nous avons donnée aux art. 940 et 9il a été trouvée par M. Mannheim. à qui nous avions communiqué les résultats du calcul qui précède.
flans le cas particulier où la constante /• est égale à b. La polliodie est alors formée en projection de deux droites O'N' et O'N, , et dans l'espace de deux ellipses. On pont obtenir les droites O'N' et O'N,, soif par la construction qu'in- (li(|iu' la formule que nous venons de trouver, soit en relevant sur le contour apparent C'A' le sommet N de l'ellipse horizontale qui passe par les points B etB,.
Les projections des autres polliodies sont des hyperboles semblables au système des droites O'N' et O'N',. On obtient un point M' ou R' de chacune d'elles, en relevant sur le contour apparent C'A' le sommet M ou R de l'ellipse corres- |)nniirtnle.
Sur le plan perpendiculaire à l'axe majeur, les projections sont des ellipses comme sur le plan perpendiculaire à l'axe mineur.
A chaque sommet de la surface, toute section normale est surosculée par un cercle, mais il passe seulement deux polhodies aux sommets B etB,, extrémités de l'axe moyen. Chacun des quatre autres sommets doit être considéré comme lormant à lui seul une de ces courbes.
-Nous pourrions faire, sur les parties parasites des projections des polhodies, des observations analogues à celles que nous avons présentées à l'art. 9'i7, pour les projections des lignes de courbure.
il serait facile de construire pour une valeur de r les trois lignes doubles concentriques de la développable circonscrite, sa courbe de contact avec la sphère, son arête de rebroussement, etc. Nous ne nous arrêterons pas à ces questions, mais nous les indiquons comme des sujets d'exercices graphiques (').
§ n . — Lignes géodésiques. — Liuxes t.vngentes aix sections de MfiME coirbire.
Définitions et considérations i^cncralcs.
946. On peut concevoir sur les surfaces certaines lignes dont le tracé dépend des courbures, mais qui diffèrent des courbes que nous avons étudiées, en ce qu'il en passe une intinité par chaque point. De ce nombre, sont les lignes géodésiques et les lignes tangentes aux sections normales de même courbure.
Nous avons déjà parlé dés lignes géodésiques à l'art. 482; ce sont des courbes tracées sur une surfiice, et dont la longueur entre deux quelconques de leurs points est plus courte que celle de toute autre ligne voisine que l'on pourrait tracer sur la surface entre ces points. Nous avons vu que sur une dévelopjtable une géodésique a tous ses plans osculateurs normaux à la surface.
(') M. Valson a démonU'é que le produit des rayons de courbure principaux d'une surface du second ordre est constant en tous les points d'une polhodie.
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Considérons niaintcnanl une surlace quelconque 1 et la géodésiqiie A qui passe par deux points m et /?. Si une surface est circonscrite à 2 le long de A, cette courbe en sera une géodési(ine, car toute ligne tracée sur 1 entre /n et n, et infiniment voisine de A, appartient à la surface circonscrite, et, par hypothèse, l'arc mn do A est un mininuim entre toutes les lignes de ce genre. Or on peut circonscrire à 2 une développable le long de A; la courbe A en sera une géodésique, et par suite ses plans osculateurs seront normaux à la développable; ils seront donc aussi normaux à la surface inscrite. Nous voyons que le théorème démontré à l'art. 182 pour les développables doitétre étendu à une surface quelconque.
La propriété des géodésiques d'avoir leurs plans osculateurs normaux ;i la surface les caractérise complètement et pourrait servir à les définir. Elle établit une certaine correspondance entre ces lignes et les asymptolicpies qui ont leurs plans osculateurs tangents à la surlace.
Quant aux courbes tangentes aux sections normales de même courbure, nous nous bornerons à dire que chacune d'elles est caractérisée par une valeur du rayon de courbure des sections normales touchées. Il passe généralement par chaque point deux courbes qui correspondent à un même rayon. Quand cette constante est infinie, on trouve les asymptotiques.
Coiirhiirc i^cudvsKiitc.
ÎH7. Lorsqu'une courbe s tracée sur une surface 2 est projetée sur le plan tangent en un de ses points, la projection S est une section droite du cylindre projetant; par conséquent, si l'on appelle /• et R les rayons de courbure des lignes ^ et S au point considéré, et y l'angle que le plan osculateur de la première fait avec le plan tangent, on aura, en vertu du théorème de Meusnier,
.- ^ - ces-/.
Quand la courbe s est une asyniptoticjue, y est nul et il y a égalité entre les courbures^ et -■ Dans le cas, au contraire, oii la ligne 5 est une géodésique, y est égal à go" et ^ est nul. ("ette circonstance a conduit à appeler la quantité j7 courbure géodésicjuc de la ligne s considérée sur la surface 2.
Si l'on circonscrit a la sui'face une développable le long de s, et (]u'on la développe sur un plan, le rayon de courlnirc de la liansformée de ,v sera ^^
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l'art. i74 et 819). Il suit de là que, loisqiiune courbe est tracée sur une surface, sa courbure géodésique en un point est la courbure de sa transformée dans le développcmcnt de la dé^eloppablc circonscrite dont clic est la ligne de contact.
î)i-8. Nous conservons les notations précédentes, et de plus nous appelons R, le ravon de courluire de la section faite dans la développable circonscrite par un plan perpendiculaire à la génératrice rectiligne, et 'p l'angle de la courbe a- avec cette section.
Le ravon de courbure de la section normale à 2 et tangente à 5 est -: — Le théorème d'Euler donne par conséquent
sin Y cos-o
(jette équation et celle qui a été donnée à l'article précédent permettent de déterminer deux des quantités engagées dans la question quand les autres sont connues. Il existe quelques applications utiles des constructions que l'on déduit de ces formules, principalement pour les courbes tracées sur un plan flexible et enroulées avec lui sur une développable. Ainsi, connaissant le rayon de courhure de l'ellipse A'B' en un point D' [fig. 3oi) et le rayon OV, on peut déterminer le plan osculateur et le rayon de courbure de la directrice du conoïde au point correspondant f/ (?y)?> l'art. (>7I pour la génération du conoïde).
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CHAPITRE l'UEMIER
THÉORIE GÉNÉRALE
Définition de F hélice. — Projection de cette coiirhc sur un plan
parallèle à son a.ve.
1)49. On ap|U'lle lic/ice une conrbe tracée sur un cylindre de révolution, et qui en rencontre toutes les içénératrices sous un même angle. Lorsque le cylindre est développé, les génératrices sont des droites parallèles, et la transformée de l'hélice les coupant sous un angle constant est nécessairement une droite. Réciproquement, toute ligne du cylindre dont la transformée est rectiligne ren<'ontre les généi'atrices sous un angle constant, et par suite est une hélice.
Lorsque l'on développe la surface, un cercle de section droite AE [/ig. 370) et une hélice AG deviennent des droites (':; la ligne Aa décrite par leur point d'intersection A est par suite une développante commune de ces courbes (art. 485).
L'arc AP et le segment PM compris sur une génératrice entre la section droilt' et l'hélice deviennent, après le développement, les coordonnées ap et pr/i du point m de la transformée rectiligne où s'est placé le point M. Nous en concluons ([ue, pour une hélice, les ordonnées rectiligncs sont proportionnelles cntx abscisses curvilignes, mesurées sur une section droite à partir du point où les courbes se rencontrent.
On voit encore, en considérant une tangente aG, que la sous-tangente «E est égale à l'ahscisse curviligne AE du point de enntacl G.
Deux points A et A,, dont les abscisses diflerent d'une circonférence, sont sur
(') La ^g. 3-0 est une perspective axonométriqiio dans laquelle les deux axes horizontaux sont également inclinés sur le plan de projection, et qui par conséquent est du nombre de celles que l'on appelle moriodimélrir/iies (art. 306).
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une même génératrice. Leur distance est \e pas de l'Iiélice. L'arc A.MGA, compris entre eux forme une spire. L'axe du cylindre est souvent appelé Vare de riiélice. En désignant par /■ le rayon du cylindre ou la distance des points de l'hélice ;i l'axe, / la longueur d'une spire, H le pas de l'hélice, et [j l'angle (]ue forme la courbe avec une section droite, ou le complément de celui sous le([ucl elle rencontre les génératrices, on a
(i) /-^ILcotj^i, /sin,'i = H.
9dO. Nous aurons souvent à considérer la longueur^; nous l'appellerons le pas réduit de l'hélice, et nous la représenterons par/;; d'où
Nous aurons alors
[ihis) r=z/icotli. /s\nft = -in/t.
Le pas réduit est le rapport de l'ordonnée rectiligne PM d'un point M de l'hélice à son azimut AOP; c'est aussi le ravon de la circonférence dont la longueur est égale au pas. On construit le pas réduit en le considérant comme le quatrième ternie d'une proposition dont les trois premiers sont successivement une circonférence rectifiée, son rayon et le pas de l'hélice. Quand le pas d'une hélice sera donné, nous supposerons toujours que le pas réduit est connu, et réciproquement.
9ol . Pour construire la projection verticale d'une hélice située sur un cylindre vertical donné, lorsque l'on connaît son pas et l'un de ses points (A, A'), on partage le cercle de section droite AB {Jig. S^S), qui est la projection horizontale de cette courbe, en un certain nombre de parties égales, douze par exemple, en prenant le point A pour un des points de division; on mène par ces dilTérents points des perj>endiculaires à l'horizontale XY du point A'; on porte un douzième du pas au-dessus de XY, sur la première de ces droites à partir de la trace ou origine A, deux douzièmes sur la seconde, et ainsi de suite. On obtient de celte manière treize points par spire.
Sur i'àjig. 373, l'origine donnée A est sur le diamètre du cercle qui est perpendiculaire à la ligne de terre. Cette circonstance introduit dans les constructions une symétrie qui les rend plus faciles.
La tangente à l'hélice en un point [n, n') a sa trace horizontale a sur la tangente au cercle AB au point n, à une distance de ce point égale à la longueur rectifiée de l'abscisse curviligne A« (art. 919). La détermination de ce point permet
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(le conslruiie hi projection verticale a' «'de la tangente. Le lieu des traces des tangentes forme une développante du cercle AB.
9o2. Il est facile d'obtenir l'équation de la projection verticale A' A" de l'hélice [fig- 373). Si nous appelons 3 l'ordonnéep/n' d'un point {m, m') de l'hélice, nous aurons
z = X-arcA/«,
X- étant un coefficient constant. L'abscisse a- du point /«' étant la longueur X'p égale au sinus de l'arc \in dans le cercle AB, dont nous désignons le rayon par /-, nous obtenons
Ces deux équations donnent
X = rsin — ■ /■
j- = rsin 7— • kr
Pour avoir la valeur de k en fonction du rayon /• et du pas H, nous remarquons que, quand l'abscisse est /•, l'ordonnée - est le quart de H. On a donc, en vertu de l'équation précédente,
/• = r^wv-TT- > a ou k ^ - , likr r
et par suite l'équation de la courbe devient
(3) a,- = /-sin|-
On voit que la projection d'une hélice sur un plan perpendiculaire à son axe est une sinusoïde (art. 117).
9o5. Un arc croit plus rapidement que son sinus; par conséquent, à partir de l'origine A', l'ordonnée :; croît plus rapidement que l'abscisse x, et, d'un côté comme de l'autre, la courbe tourne sa convexité vers la ligne de terre : elle a donc une inflexion en A'. Ou arrive au même résultat, soit en faisant le développement du cylindre sur le plan tangent eu A', soit en s'appuyant sur le théorème démontré à l'article 474. Par la première manière, on voit que les points de la sinusoïde situés de part et d'autre de la ligne de terre se transportent de différents côtés pour se rendre sur la tangente en A'; [)ar la seconde, on remarque que, l'hélice ayant pour transformée une droite, son plan osculateur est toujours normal au cylindre, et que par suite au point A' il est perpendiculaire au plan vertical.
Nous voyons, par cette dernière considération, que la normale principale d'une hélice en un point (A, A') est la perpendiculaire ( AO, A] abaissée de ce point sur l'axe.
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/^idjcctiuji oblique d une Jiclice sur un plu/i perpendiculaire à son (/.ve.
i)oi. Si un cercle horizontal AB {/ig. 3-]^) tourne autour de son centre 0, et >"élcvo en même temps de manière que ce centre parcoure une verticale (0, A' A"), ces deux mouvements étant d'ailleurs uniformes, un quelconque de ses points tel <|ue (A, A') décrira une hélice. Toute hélice peut être considérée comme engendrée de cette manii're.
Supposons ma in tenant que le cercle mohi le soit éclairé par des rayons parallèles il une droite ^_R, R) : son ombre sur le plan horizontal sera le même cercle AB qui tournera autour de son centre 0, pendant que ce point s'avancera sur la droite Oar parallèle ;lR.
Lorsque le cercle AB aura achevé une révolution en s'élevant, l'onihre 0, de son centre sera parvenue en D, et le point de contact du cercle d'ombre avec la droite Aa parallèle à R aura atteint la position C, après avoir décrit sur le cercle la circonférence entière et sur la droite le segment AC. Eu égard aux sens des mouvements, si ces longueurs sont égales, c'est-à-dire si l'on a
le cercle d'ombre aura roulé sans glisser sur la droite A«. Quand cette condition est remplie, l'ombre que projette sur le plan horizontal l'hélice engendrée par le point (A, A') du cercle est la courbe décrite par le point A de la circonférence AB, lorsqu'elle roule sur la droite Aa.
Nous appelons 7 l'angle que les rayons de lumière font avec le plan horizontal, /•le ravon du cercle AB, et H la hauteur qui corres[)ond à une révolution, ou le pas de l'hélice (AB, A' A") : l'équation ci-dessus devient
Hcoty = 2-/-;
un. en introduisant le pas réduit /i,
h coty = /'.
lin se repoitantà la première des équations(i 6w), on voit que la condition consiste en ce (|ue les layons doivent avoir la même inclinaison sur le plan horizontal que les tangentes à l'hélice.
On appelle cycloïde la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sur une di-oite sans glisser; nous pouvons donc énoncer ainsi le théorème que nous venons de démontrer : La projection oblique d'une hélice sur un plan perpendiculaire à son are est une cycloïde, lorsque les projetantes ont la même inclinaison sur
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re plan que les tangentes à l'héliee. On voit encore que toute eychnde est l'onihre d'une hélice pour une direction donnée de rayons parallèles.
Une cycloïde AC a des rebrousscments aux points A et C, où elle renconire la droite de roulement Art, car ces points sont les ombres de ceux de l'hélice oii la tangente est parallèle aux rayons de lumière (art. 217).
953. Quand les rayons de lumière ont une inclinaison dillérente de celle des tangentes à l'hélice, on peut déterminer sur le rayon OA [fig. S^j) une longueur OP ou g qui satisfasse à l'équation
g = hcoly.
Le point P, étant entraîné dans le mouvement du cercle, engendrera unehélice dont l'ombre sera la cycloïde décrite par le même point P, lorsque le cercle dont le rayon est OP roule sur sa tangente Pp. Les cercles AB et PK étant d'ailleurs supposés former un système invariable, on voit que l'ombre de l'hélice décritepar lepoint Aestla courbe que ce même point engendre lorsque le cercle PK roule sur sa tangente P/v.
Quand un cercle roule dans un plan sur une de ses tangentes, la courbe décrite par un point du plan entrainé dans le mouvement est appelée cycloïde raccourcie ou cycloïde allongée, suivant que le point est dans l'intérieur ou à l'extérieur du cercle. Nous pouvons donc dire que la projection ohli<pie d'une hélice sur un plan perpendiculaire à soit axe est une cycloïde raccourcie ou allongée, suivant que les projetantes sont plus ou moins inclinées sur ce plan que les tangentes à l'hélice {').
Pour construire le rayon g du cercle générateur, nous prenons une hauteur A" G égale au quart du pas A' A", puis menant du point G une horizontale et du point A" un rayon de lumière A"C', nous obtenons le segment GI' égal à jHcoty. Nous portons sur la tangente Bb une longueur HJ égale au quart de cercle BE : l'angle BOJ a pour tangente ^7:. Nous projetons 1' en \, et I en K : le segment OK est le rayon cherché. La grandeur de l'angle BOJ est 57°3i'6". Cette construction revient, en ce qui concerne le pas réduit h, aux tracés indiqués à l'article l)oO, mais nous n'avons opéré que sur le quart de la circonférence et le quart du pas.
Quand les projetantes sont verticales, le rayon OP du cercle mobile est nul, et la cycloïde allongée se réduit au cei'cle AB.
(') Ce théorème et le précédent sont dus à Guillery. t'oir une communication de Th. Olivier à la Société Philomathique, 1847.
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Sitrfdccs livlicuidcs. — IJclivoidcs rcglv.s.
9l>(>. Ou appelle surface hclicoîilale. ou simplement liélicoïde. la surface lieu des iiélices qui ont uu axe commun et un même pas, et qui passent par les différents points d'une directrice. On peut regarder cette surface comme engendrée par la directrice qui tourne autour de l'axe d'un mouvement uniforme, et qui a en même temps un mouvement uniforme de translation parallèle à la direction de cette droite; car, si l'axe est supposé vertical, les augmentations des hauteurs des points de la courbe sont proportionnelles aux accroissements de leurs azimuts; ces points décrivent par suite des hélices ayant un axe commun et un même pas : on dit qu'ils ont un même mouvement lièlicoule.
Nous voyons que la courbe que nous avons prise pour directrice peut être considérée comme une liénératrice. Elle est appelée méridienne (juand elle est plane et que son plan rnn tient Taxe. Un hélicoïde est déterminé quand on connaît l'axe, le pas des hélices et une directrice.
Lorsqu'une surf\ice se meut de manière que ses différents points décrivent autour d'un axe des hélices de même pas, son enveloppe est un liélicoïde, car deux enveloppées consécutives ont toujours les mêmes positions relatives, et par suite la caractéristique est une courbe déterminée et invariable sur l'enveloppe.
Une surface hélicoïde est coupée suivant des hélices par (ont cylindre de révolution ayant le même axe qu'elle.
DjT. Lorsque la directrice que doivent rencontrer les hélices est une droite (BC, B'C) {fig. 376), cette ligne pouvant être considérée comme une génératrice, la surfiice est un hclicoïde réglé. L'hélice qui passe au pied (A, A') delà commune perpendiculaire à la génératrice rectiligne et à l'axe est appelée hélice de gorge : sa distance à l'axe est la plus petite, et par suite l'angle de ses tangentes avec le plan horizontal est le plus grand.
Si l'on considère sur la génératrice un segment déterminé B'C, et qu'on mène par le pointe une verticale et parle point B' une horizontale, on aura un triangle rectangle C'C'i B' qui sera le même dans toutes les positions de la droite (BCB'C), car les points de cette ligne s'élevant de quantités égales, le cùté CC, conservera la même longueur. L'angle C'B'C'i que la génératrice forme avec le plan horizontal est donc constant, et par suite le cône directeur d'un hélicoïde réglé est de révolution .
9o8. En tout point de la surface il passe une hélice; le plan tangent contient la tangente à cette courbe et la génératrice. En un point (M, M') [Jig. 37G) la tangente à l'hélice a pour projection horizontale la perpendiculaire 3IT au rayon O.M; le plan tangent contient donc deux dioites dont les projections liori-
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zontales MT et BC sont ilifTéroiilcs, et par suite il n'est pas vertical. Au point (A, A') la tangente à l'hélice et la génératrice se projettent sur BC ; par conséquent, si ces droites sont distinctes dans l'espace, le plan vertical BC sera tangent en (A, A'), et l'hélicoïde aura deux plans tangents différents aux points (A, A') et (M, M) d'une même génératrice; cette surface sera donc gauche.
On a un hélicoïde dèveloppable lorsque la génératrice est tangente à l'hélice de gorge, car la surface est alors le lieu des tangentes à une courbe gauche. Pour que cette circonstance se présente, il faut que l'on ait
h cols: = b.
Il étant le pas réduit commun des hélices, a l'angle de la génératrice avec le plan horizontal et h le rayon du cylindre sur lequel l'hélice de gorge est tracée (').
Liiruc (le striction de l' hvlico'uk' gauche. — Paramètre d'une irénératriee.
9ri9. Nous savons que le plan tangent à une surface gauche, en un point situé il l'infini sur une i;énéi'alrice donnée, est parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice correspondante : art. Gl.'i . Cette proposition va nous permettre de déterminer le point centi-al d'une génératrice d'un hélico'ide gauche.
Soient (0,0'Zi l'axe de la surface {fig. 377), (EF, E'F) l'hélice de gorge et ( AG, A' G') une génératrice parallèle au plan vertical : nous prenons le cercle EF pour trace horizontale du cône directeur, et nous déterminons la position S que le sommet de ce cône occupe sur l'axe, en menant la droite ES parallide à GA'.
t'j Dans un .Mémoire i-iu- les hélir.iMdes réglés {Bulletin ilr l'École île Cliiiir, iS;; 1. j'ai proposé, pour la brièveté, de remplacer les expressions surface de Ut vis h filets triangulaires, surface de la vis à filas carrés, par celles-ci, liélicaïdc ai^u, hcliruide droit. M. Jules de la Gournerie m'a exprimé l'intention de modifier la première de ces dénominations, et de les généraliser.
Soient une hélice directrice d'un liélico'idc réglé, d'axe OZ; la tangente CB à l'hélice en un de ses |)oints C; une génératrice CA de l'hélicoïde, CA étant située dans le plan tangent P en C au cylindre sur lequel est l'hélice; par suite celle-ci est ïlicUce de ^or^e ; nous nommerons le cylindre qui la contient cylindre itc gnrge. Appelons ; l'angle de CA a\'ec CB.
Lorsque : est nul, l'hélico'ide engendré est l'hélicoïde dércloppnble.
Supposons que CA tourne autour do C dans le plan P; dans une position, C.V est perpendiculaire à CB, cl dans une autre, à OZ; d'où il résulte trois espèces d'hélico'idcs réglés que nous proposons de nommer hélicoïde général oblhiue, hélicoïde ge'/iéral droit, hélicoïde général h plan directeur.
Lorsque le rayon du cylindre de gorge devient nul, le premier est la suifme de lavis èi filets irinngulaires. les deux autres donnent la surface de lu vis /i filcls carrés. Ces deux, dernières expressions pourraient donc être avantageusement rem[ilarées par les dénominations suivantes : hélicoïde obli'iuc, hélicoïde rlroH. (E. L )
m. — Dr. LA GoiBNtiiiF.. — Dcscriptirc. l6
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Le plan vertical AG est perpendiculaire au plan lanp:ent au conc le long de la droite (EO, E'S), parallèle à la génératrice considérée de Fliélicoïde, et par suite il est le plan central de cette génératrice (art. 622); mais nous avons vu qu'il touche la surface au point (A, A') de l'hélice de gorge : le point central (Vime génératrice est donc le point où elle rencontre l'hélice de gorge, et cette courbe est la ligne de stiiction de la surface.
960. Proposons-nous de déterminer le paramètre de la génératrice (GA,(J' A')
[fis- '"^ll)-
En appelant k\ ce paramètre, p la distance de la génératrice considérée à la
génératrice voisine, et a l'angle de ces droites, nous avons (art. 623)
PuisqueJ'hélice de gorge est la ligne de striction, si l'on prend sur celte courhe une longueur A! m' infiniment petite, le point m' sera le point central de la génératrice voisine de (GA, G'A'). On peut regarder ce point comme étant dans le plan vertical AG, car il n'en est éloigné que d'une longueur infiniment petite du second ordre. La longueur/» est donc la perpendiculaire abaissée du point ni sur la eénératrice A' G', et l'on a
p = A' m' sin?»' A'// ;
ou bien, en désignant par a. et jS les angles que la génératrice et la tangente à l'hélice font avec le plan horizontal,
P= ^^sin(/3 — a).
■' Slll[it ^' • '
Pour avoirs nous allons considérer sur le cône directeur les deux génératrices respectivement parallèles à celles de l'hélicoïde qui passent aux points (A, A') et [m, /II'). La première est (EO, E'S), et nous obtenons la projection horizontale de la seconde en traçant le rayon 0/ parallèle à la tanj^ente /«T. Nous avons alors
^ = li' •'""" '^ = §l'^<^''
et enfin
(7 = EO/cosa.
En portant dans l'expression de X', les valeurs que nous venons de trouver poui'
p et 7, on obtient
, _ sin(i3 — g) AV/
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Mais EO; est l'angle doiU cIukihc point de la génératrice tourne autour de l'axe, pendant qu'il s'élève de la hauteur AV/; on a donc
EOt
et par suite
//\ I li tnnga\
Nous avons d'ailleurs la rtdation (art. 9o8)
(5) tang,S = ^;
la formule (4) peut donc être remplacée par une des suivantes :
(6) X-, = h — Z^tangy,
(7) /(■, = i;tang,'i- tanga).
Nous savons que la surface est développable quand les angles « et p sont égaux (art. 958); la tormule donne alors pour /•, une valeur nulle, comme cela devait être.
Les valeurs de /;, h, y. et jS sont constantes pour un liélicoïde, et par suite toutes les génératrices ont le même paramètre. 11 était facile de prévoir ce résultat, car deux génératrices consécutives ont toujours les mêmes positions relatives.
901. Les équations (4), (6) et (7) donnent simplement la grandeur absolue du paramètre, car nous n'avons fait aucune convention sur les signes des quantités qui entrent dans les seconds membres, et, en raisonnant sur \'a fig. 377, nous les avons toutes indistinctement considérées comme positives. Nous allons présenter sur ce sujet quelques observations, qui n'offrent aucun intérêt pour les constructions que l'on déduit directement de la considération des bélicoïdes, mais qui sont indispensables pour l'interprétation des formules.
Lorsque le point qui décrit une hélice s'élève, il tourne vers la droite ou vers la gauche d'une personne qui serait placée sur l'axe du cylindre et qui regarderait ce point. L'hélice est dextrorsum dans le premier cas et sinlstrorsum dans le second. Nous avons en général représenté les hélices sinlstrorsum, parce que ce sont celles que l'on trouve dans les vis qui sont le plus souvent employées.
Nous mesurerons les ordonnées positives de bas en haut et les azimuts positifs de droite à gauche, de manière que Tazimut du point A {fig. 377) soit donné par l'arc EA et égal à -4- 90". Alors le pas, ou la hauteur dont le point (]ui décrit
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la coiiihe s'élôve lorsque son azimut au^nicnti- de + 3Go", es( posilifou négalif suivant que l'Iiélice est sinistrorsuui ou dexlrorsuni.
Nous considérerons en général le rayon b comme positif et col,''i comme avant le même signe que le pas: la formule (^i = /icot,'i) sera ainsi maintenne sans altération. Enfin cota anra le même signe que cot^ on un signe contraire, suivant que les angles aigus formés par l'hélice de gorge et par la génératrice avec le plan horizontal seront ou non tournés d'un même coté. Lorstjue, pour généraliser les résultats d'une formule, nous donnerons au ravon h une valeur négative, la valeur correspondante de cot/3 devra avoir un signe contraire à celui du pas.
D'après cela, et eu égard à la disposition de h //g. 877, les quantités b, /i, cota et cotjj sont positives.
Si h était nul, la formule (G) donnerait pour /•, une valeui' négative, mais alors la surface serait un hyperboloïde de révolution, et la génératrice (AG, A'G') se trouverait dans la même position que la génératrice {ac, ci'e') de la /ig. h 2. Or nous avons vu à l'art. 121 que le parami'tre de celte dernière est positif : la formule (G) donne donc à X-, un signe contraire à celui qui résulte de nos conventions. Nous devons par suite considérer k, comme une quantité égale au paramètre, mais de signe contraire, et si nous appelons /■ ce paramètre luimême, nous aurons
(G bis) A- = blungx — h,
'jbis) X- = Z'(tanga — tang|'5).
Par le point E' (Jig. 377), nous traçons une droite EL parallèle à K'A' : le paramètre k est égal au segment LS que l'on considérera comme ayant son origine an point L, et qui, étant dirigé de haut en bas, sera négatif.
Hélicoides réglés applicables les uns sur les autres.
902. Nous supposons qu'on fasse varier a, b et //, et nous allons chercher les relations qui doivent exister entre ces trois quantités pour que les hélicoides (|u'elles déterminent puissent être appliqués les uns sur les autres.
Il faut d'abord que le paramètre des génératrices ne change pas (art. 775); on doit par suite considérer la quantité X- comme constante dans les équations qui précèdent.
Il faut encore que, lorsque l'on aura placé deux hélicoides de manière qu'ils se raccordent le long d'une génératrice, et que l'on déformera le second, les éléments successifs de sou hélice de sti'iction viennent se placer sur l'hélice de
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stiiclion du premier. Cela exige que l'angle de cette ligne avec les génératrices. qui est égal à (a — fi), soit le même dans les deux surfaces. Par conséquent, si l'on appelle -=. un angle constant quelconque, on doit avoir
c/. — fi = £.
En portant la valeur (x — s) de /3 dans les équations (4 bis), (.5) et [j bis), on obtient
langa cot(a — z) — I 9) b = luio{[x — z),
langa — tang(a-
Ces trois équations n'en forment que deux réellement distinctes.
Si l'on fait varier a entre (s -1- 90°) et (s — 90°), les équations (8) et (10) donneront les valeurs correspondantes de A et de b, pour des grandeurs données des constantes ^- et e; et l'on aura une série complète d'hélicoïdes gauches pouvant être appliqués les uns sur les autres.
Les systèmes suivants méritent d'être remarqués
1° c/.=^i, A = o, /^--X-cotî;
3° a = o, /< =: — A-, b — k cote ;
Dans le premier cas, la surface devient un hyperboloide gauche de révolution. Dans le second, l'hélice de striction se réduit à l'axe. Dans le troisième cas, les généi'atrices sont toutes parallèles à un plan perpendiculaire à l'axe : l'hélicoïde est donc un conoide; il a le même pas que la surface précédente, et son rayon est égal à celui du cercle de gorge de l'hyperholoïde.
Enfin, la surface n'existe pas quand les génératrices sont parallèles à l'axe. Le résultat que les formules donnent dans ce cas indique que, quand a approche indétiniment de 90", le pas réduit h et le rayon b convergent vers zéro.
Dans le cas particulier où z est égal à — 90°, la seconde surface se confond avecla troisième, et la série comprend un hélicoïde dont les génératrices rectilignes rencontrent l'axe à angle droit. L'hyperholoïde est alors réduit h l'axe, et ne présente plus (ju'une limite.
96i. Pour avoir la relation qui existe entre b, h et les constantes du [)ro-
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hli'nie, il i'aiit éliminer a entre les équations (9) et (10). En taisant d'aburd disparaître l'angle (a — s), on obtient
L'équation (9) peut être mise sous la forme suivante :
(/( tangE — b) tanga -+- b tange -t- h = o. L'élimination de a entre ces deux équations donne (il) b- + Ir — k cot s . /> + kh = o.
Si l'on considère b et h comme des coordonnées rectangulaires variables, cette équation représentera un cercle.
Nous traçons deux axes rectangulaires OB et OH {Jîg. 384); nous prenons sur le second une longueur OK égale à — k, et nous menons la droite KA (|ui rencontre OH sous un angle OKA complémentaire de i : le cercle passant par les points A, 0 et K est celui que détermine l'équation (i i). Une grandeur OB, étant attribuée à b, on trouve, en traçant la droite wB,M parallèle à OH, que les valeurs correspondantes de h sont
-i-B,,M, et — B,m.
Dans le cas particulier où s est égal ;i 90", le cercle a pour diamètre le segment OK.
965. En ajoutant les équations (8) et (lo), après avoir multiplié les deux membres de la première par tanga, nous obtenons
h tanga + b= , ^ — —"^^ -^ + ; ~ r ;
^ tanza — tang(a — s) tanga — tang:(oi — s)
b ri- h tanga = Xcots;
d'où
k cot t — b fang«= ^
Si nous remplaçons les différentes quantités du second membre par leurs grandeurs |)rises sur \a fig. 38 '|, en supposant //égal à OB,, nous aurons
OA — Oli, , 0A-0I5,
tan 2; a = — rm — ' tanga = r-,
Traçons les droites MA et fiiX : l'équation que nous venons de trouver montre
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<{ue les valeurs de x qui correspondent à la grandeur OB, de h sont B,MA et (i8o" — B,/«A) ou H,AM et H,Aw, la droite AH, étant parallèle à AH. Si le point ^1 était sur l'arc AG, il faudrait considérer l'angle % comme aigu, et prendre la droite AH. pour un de ses côtés.
On peut d'ailleurs faire la construction en ordre inverse, et se donner, au lieu du rayon h du cylindre sur lequel l'hélice de gorge est tracée, le pas réduit /( on l'angle a des génératrices avec le plan iiorizontal. On détermine immédialcment deux quelconques de ces quantités quand la troisième est connue, et l'on a un liélicoïde gauche appartenant à la série générale déterminée par les valeurs deyt et de £. Le cercle OKA donne donc une solution complète du prohlème (').
Les ahscisses des points du cercle les plus éloignés de l'axe OH, et les ordonnées de ceux qui sont le plus loin de l'axe OB, sont les valeurs extrêmes de h et de h. On reconnaît ainsi que le pas réduit h et le rayon b ont l'un et l'autre un maximum positif et un maximum négatif, et l'on a un moyen facile de déterminer les grandeurs de la variahle y. qui leur correspondent.
D'h'cloppable asymptote d'iui hélicoidc gauc/ie.
966. Considérons deux hélicoides gauches ayant un même axe, un même pas, et dans lesquels les génératrices AG et A, G, , parallèles au plan vertical, ont une même projection A'Ç,' {fig. SjS). Le plan (G, G', G' A'), qui contient ces deux droites et qui est perpendiculaire au plan central de chacune d'elles, touche les deux hélicoides au point inliniment éloigné où elles se rencontrent. Si les deux génératrices se transportent d'un même mouvement pour décrire les hélicoides, leur plan sera toujours tangent à l'infini à ses surfaces, et par suite elles se raccordent le long d'une hélice tracée sur un cylindre d'un rayon infini.
n suit de là qu'en faisant varier le rayon de l'hélice de gorge d'un hélicoïde gauche, on peut obtenir une série d'hélicoïdes réglés, tous asymptotes les uns des autres; mais l'un d'eux est dévèloppaltle, car, lorsque le rayon variable est égal à la longueur /• déterminée par l'équation
r =■ h cola,
la génératrice, qui fait toujours avec le plan horizontal l'angle x, est tangenle à l'hélice de gorge. Cet hélicoidc est la développabic asvmptote de tous les autres.
On peut obtenir le rayon /'par une construction analogue à celle qui est expliquée il la tin de l'art. 9o3.
(') Cette construction élégante a été donnée par Bour dans son Mémoire sur la déformation des surfaces.
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Hi'lices doubles de Vlivlicoidc rés/r.
y(>7. Soient BC et \i,C, {/ig- 385) les projections horizontales de deux génératrices, et 27 l'angle AOA, : la hauteur du point A, au-dessus du point A est ■2-h ; le point I, considéré comme appartenant ii la droite BC, est élevé au-dessus du point A d'une quantité ètangrtangx, hei y. désignant, commeprécédemment, la distance de la génératrice ;i l'axe et son angle avec le plan horizontal. Il snil de là que si l'on a
Tk — h tangT tanga = o,
les deux génératrices BC et B,C, se couperont dans l'espace.
On peut déterminer graphiquement les valeurs de t qui satisfont à cette condition, en cherchant les points de rencontre des courhes représentées par les équations
p = t/(, [j =; tangr tangx,
p et T étant des coordonnées polaires ou des coordonnées rectilignes. Il y a une infinité de solutions.
On peut supposer que la droite BC et les diverses génératrices qu'elle rencontre sont entraînées dans l'espace d'un même mouvement hélicoïde, de manière qu'elles décrivent toutes la surface; le point I et les autres points de rencontre engendreront alors des hélices douhles. On voit ainsi que les nappes de la surface se coupent suivant une série indéfinie d'hélices.
CHAPITRE II
UÉLICÛIDE DÉVELOPPABLE.
C \>ii.sidcrati()us générales.
908. Un hélicoïde développable est déterminé quand on connaît l'hélice arête de rebroussemenl : sur \'A fîg. '^79 l'arc considéré de cette courbe est (AB, A'B'). La trace horizontale de la surface, lieu des traces des tangentes à l'hélice, est la développable Xgcb du cercle AB : lorsqu'elle est construite, on ol)lient avec précision la position des diverses génératrices. Nous en avons déterminé deux
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(G^-, G'^i;'), [Bb, B'b') parallèles au iilaii vcM'tical, et une troisième [Ee, E'e') dans une situation quelconque.
Nous savons construire le cône directeur d'un hélicoïde réglé, et par conséquent nous pourrons déterminer les plans tangents à un hélicoïde développable, et les asymptotes des branches infinies de ses sections planes (art. 470). Nous allons examiner successivement ces problèmes.
Plans tangents.
1)69. Le plan langent à un hélicoïde développable en un point quelconque [n, n") [ftg. 379) est tangent tout le long de la génératrice (Ee, EV) qui passe en ce point; sa trace T^ est donc tangente en c à la développante du cercle trace de la surface, et par suite perpendiculaire à la droite Ee. Il résulte de là qu'une génératrice est la ligne de plus grande pente du plan tangent qui la contient, et que tous les plans tangents font avec le plan horizontal des angles égaux à celui des génératrices avec ce plan. La surface est donc d'égale pente. Nous aurions pu arriver immédiatement à ce résultat en remarquant que le cône directeur est de révolution.
î)70. Proposons-nous maintenant de mènera un Jiclicoïde dè<>'eloppahle au plan langent par un point non situé sur la surface.
Nous nous donnons l'hélicoïde par la projection horizontale ABC de l'arête de rebroussement (//^. 38o), l'arc de développante hgkec trace de la partie considérée de la surface, et une génératrice (Ce, Ce'); le point donné est (F, F').
Nous construisons le cône directeur en plaçant son sommet au point (F, F'}; une de ses génératrices est la droite (F/, F'/') parallide à (Ce, Ce'); sa trace horizontale est le cercle qui a son centre en F et dont le rayon est F/.
Le plan cherché fait avec le plan horizontal le même angle que la droite (Ce, Ce); comme d'ailleurs il passe par le point (F, F'), il est tangent au cône directeur, et sa trace, que nous savons être tangente à la développante hXc, doit de plus toucher le cercle F/.
La tangente commune ee, est la trace d'un plan qui satisfait aux conditions du [)roblème, car les génératrices projetées sur les droites parallèles Ee et Fe, font avec le plan horizontal des angles égaux et dirigés dans le même sens ; elles sont donc parallèles, et par suite le plan contenant la droite ee, et le point (F, F') touche l'hélicoïde le long de la génératrice Ee. Il n'en est pas de même des génératrices projetées sur les droites liW et //, F : elles ne s'élèvent pas dans le même sens, et l'on doit les considérer comme formant avec le plan horizontal des angles supplémentaires. La tangente commune /(/;, ne correspond donc pas à une solution.
La droite gg^ est la trace d'un plan tangent passant pai' le point (F, F'), car lu
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génératrice ^G touche l'arête de rebroussement au-dessous du |iliiii lioii/.ontal, et se trouve bien parallèle à la génératrice ^iF du cône directeur. La droite », doit être rejetée ainsi (ju'une autre tangente commune qui aurait son point de contact sur la développante près du point A, et que nous n'avons pas tracée par crainte de porter un peu de confusion sur l'épure.
Si l'on a quelque doute sur la position relative, dans l'espace, des deux génératrices F/(| et H/i, on le dissipera en construisant leurs projections verticales.
971. Nous allons maintenant résoudre le problème de mener à un hélicoïde déi,-elopi)able un plan tangent parallèle à une droite donnée (SD, S'D') [fig. 38i et 382). On connaît la trace bXc de la partie considérée de la surface, et l'une des génératrices (eE, e'E').
Concevons un plan passant par la droite (SD, S'D') et parallèle au plan cherclié ; il fera avec le plan horizontal le même angle qne les génératrices de la surface ; il sera donc tangent au cône directeur placé de manière ii avoir son sommet en un point (S, S') de la droite. La trace du plan cherché est par conséquent parallèle à l'une des tangentes D/« et Dn à la trace horizontale du cône directeur; elle est d'ailleurs tangente à la développante ^xVc. Ces conditions déterminent quatre droites : trois d'entre elles gg^, hli^ et ]d\ sont les traces de plans qui satisfont au problème. La quatrième »', est à rejeter, car le plan tangent qu'elle détermine n'est pas parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice S« : les inclinaisons de ces plans sont égales, mais de sens contraire.
Sections planes.
972. Pour construire l'intersection d'une surface réglée par un plan, on détermine les rencontres, avec le plan, d'un certain nombre de génératrices convenablement espacées; les branches infinies correspondent aux génératrices parallèles au plan sécant, et par suite h celles des génératrices du cône directeur qui sont contenues dans un plan mené par le sommet de ce cône, et parallèle au plan sécant.
Soient [fig. 383)
(A//, A'/i') l'hélice arête de rebroussement d'un hélicoïde développable ;
(GB, G'B') une génératrice parallèle au plan vertical ;
AV la développante du cercle trace horizontale de la surface;
(P, P') le plan sécant.
Nous déterminons le sommet (0, S) du cône directeur, lorsque ce cône a pour trace le cercle AB (art. 959), et nous faisons passer par ce point un plan parallèle à (P, P'); sa trace horizontale coupe la trace du cône en deux points m et q\
CIlArUni". II. - IIÉLICOIDE DÉVELOPPABLE. l3l
les génératrices correspondantes du cône sont parallèles au plan sécant : nous considérerons seulement celle qui est projetée sur Orn.
Quand la génénitrice OA du cône prend la position Om, la i;énératrice parallèle BG de riiélicoïde se place en nL et a sa trace en L. Le plan tangent à la surface le long de la droite («L, n'L') a pour trace la droite LH perpendiculaire à //L. L'asymptote, intersection du plan sécant et du plan tangent le long de la génératrice nL, perce le plan horizontal au point H où se coupent les traces de ces plans; elle est d'ailleurs parallèle aux génératrices (Om, Sm') et (nL, n'L') du cône directeur et de la surface; il est donc facile de tracer ses projections HR et HR'.
La droite nL est la projection d'une infinité de génératrices qui ont leurs traies aux différents points où nL rencontre la développante indéfinie AV. A chacune d'elles correspond une branche infinie avec asymptote. La génératrice du cône directeur qui a sa trace en y fait trouver une autre série de branches infinies. On voit donc que, quand l'angle a des génératrices avec le plan horizontal est plus l)etitque l'angle 5 du plan sécant avec le même plan, la section a deux branches infinies avec asymptotes, dans chaque partie de la surface qui correspond à une spire de l'arête de rebroussement.
Si l'angle a était égal à 5, le plan sécant serait parallèle ii une génératrice et au plan tangent le long de cette droite; la section aurait par conséquent des branches paraboliques. Enfin, si a surpassait 5, la courbe n'aurait pas de branche infinie dans la partie qui correspond à une spire de l'hélice; elle se déroulerait iiuléfiniment comme une développante de cercle.
Si l'on suppose que le plan (P, P') se meuve parallèlement à lui-même, l'asvmptote se transportera dans le plan tangent HL, et se confondra avec la génératrice nL quand la trace P passera par le point L. L'intersection se composera alors de celte génératrice qui est sa propre asymptote, et d'une courbe (|Mi la rencontrera tangentiellement au point {n, n') (art. 449).
DTÔ. Seconde mé//>o(le applicable à toutes les surfaces d'égale pente. — Considérons une surface d'égale pente et un plan qui rencontrent respectivement le plan horizontal sous des angles y. et 5. Soient {/îg. 386)
yi la projection horizontale d'un point de leur intersection; MT une génératrice de la développable; P la trace de cette surface ; El celle du plan sécant.
Le plan tangent le long de la génératrice MT a pour trace la perpendiculaire TE à MT (art. 543); par suite la projection de la tangente en M à la courbe d'intersection est EM. D'ailleurs, si l'on abaisse la perpendiculaire Ml sur El, on
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aura, en appelant 'Ç l'ordonnée verticale du point M de l'espace,
Ç = MItang5, Ç = MTtanga;
d'où
MT _ taiige Ml tanga
974. Nous décrivons un cercle d'un rayon quelconque OD {//g. 387); par son centre 0 nous tirons une droite OF parallèle à lE, et nous prenons sur cette ligne un point F tel que l'on ait
OF _ tangO
(Tn ~ ïângï'
Nous traçons ensuite le rayon OB perpendiculaire à la projection de la génératrice considérée MT, et nous joignons BF : les triangles TMI et FOB sont semblables {fig. 38G et 387), car les angles DIT et FOB sont égaux comme formés par des droites respectivement perpendiculaires (' ), et les côtés qui les comprennent sont proportionnels en vertu des équations qui précèdent. L'angle OFB est donc égal à l'angle ITM et par suite à l'angle lEM, car les angles MTE et MIE étant droits, les points E, T, I et M sont sur une circonférence. Nous voyons donc que la droite FB est parallèle à la tangente EM.
D'après cela, il est facile de construire la projection horizontale de la section et ses tangentes, quand le cercle auxiliaire est tracé et le point fixe F déterminé. Pour avoir le point .M situé sur une génératrice TM, on trace les droites TE et OB qui lui sont perpendiculaires, puis la droite BF : la parallèle à cette ligne menée par le point E est tangente à la courbe au point M où elle rencontre TM. On peut, en faisant la construction en ordre inverse, déterminer le point de l'intersection où la tangente est parallèle à une droite donnée.
Toutes les fois que l'angle Q du plan sécant avec le plan horizontal sera plus grand que l'angle a de la développable, le point F se trouvera en dehors du cercle auxiliaire, et on pourra mener de ce point deux tangentes au cercle. Chacune de ces divergentes sera perpendiculaire au rayon correspondant; la tan- £;ente parallèle EM sera alors perpendiculaire à TE, parallèle à la génératrice TM, et par conséquent asymptote. Quand le point F est dans l'intérieur du cercle, la courbe d'intersection n'a pas de branche infinie, à moins que l'arête de rebroussement de la surface n'en ait elle-même (-).
(•) On place le point F arbitrairement d'un côté ou de l'autre du point 0, sur le diamètre parallèle à lE. La condition de l'égalité des angles LMT et FOB montre de quel côté du centre 0 on doit ensuite tracer le rayon OB.
(2) Cette construction nous a été communiquée parBour pour l'hélicoïde développable. M. Mannheira a remarqué qu'elle s'étendait à toutes les surfaces d'égale pente.
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975. Pour appliquer commodément cette construction à l'hélicoïde développable, nous supposons que les plans de projection ont été choisis de telle manière que la trace horizontale EO' du plan sécant (EO', O'M') passe par le centre 0 du cercle OC projection de l'arête de rebroussement {fig. 388), et soit perpetidiculaire à la ligne de terre.
Nous prenons le cercle OC pour cercle auxiliaire; le point fixe F est alors sur la trace O'E du plan. Pour le déterminer, il suffit de tracer la parallèle C'K à la trace verticale CM' du plan sécant jusqu'à la projection O'Z de l'axe, et ensuite la droite KF', faisant l'angle x avec XY : la longueur OF est égale au segment O'F, .
Sur notre figure le point F est extérieur au cercle ; il en résulte que l'intersection a deux branches infinies dans chaque partie de la surface qui correspond à une spire de l'hélice de rebroussement. Les projections des asymptotes sont alternativement parallèles aux tangentes F6 et Fi,. Nous en avons construit deux de chaque série.
Les points tels que n, où les différentes branches de la courbe se coupent, appartiennent aux hélices doubles (art. 9G7).
L'application de ce procédé, à la détermination des sections planes du cône de révolution et des surfaces d'égale pente étudiées dans le VP Livre, donne lieu à des exercices graphiques intéressants.
Hélicoïde développable déterminé par deux hélices directrices .
976. Les cercles A et B {ftg. 392) étant les projections de deux hélices de même pas et de même sens dont les traces sont aux points a et b, on demande de déterminer un hélicoïde développable auquel ces courbes appartiennent.
Nous décrivons les développantes «G et /vG traces des développables dont ces hélices sont les arêtes de rebroussement; de l'un de leurs points d'intersection G nous menons les tangentes Gm et Gn, et nous joignons les points de contact m et n. Les hélices étant de même pas et de même sens, les points m et n de l'espace peuvent se transporter sur ces courbes d'un même mouvement hélicoïde, et alors la droite 77m décrira un hélicoïde réglé. Cette surface est d'ailleurs développable, car les tangentes aux directrices aux points m et 71 d'une génératrice se rencontrent au point G (' ).
On obtient le rayon du cercle projection de l'arête de rebroussement, en abaissant une perpendiculaire du centre o sur mn.
(') Cette construction est due à Th. Olivier [Développements de Géométrie descriptive).
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Déi'eloppemcnt de llivUcoide.
1)77. L'iit'lice étant une ligne géodésique (]u cylindre sur lequel elle est tracée, tous ses plans osculateurs sont normaux h cette surface. Les rayons principaux du cylindre sont d'ailleurs l'un infini, l'autre égal à /•; par conséquent, si l'on appelle p le rayon de courbure de l'iiélire en un point, le tliéorème d'Euler donne immédiatement
^ = 7^os^M')-
Jusiju'ii présent nous avons surtout considéré la courbure des sections planes des surfaces; mais, ainsi que nous l'avons déjà remarqué (art. 797), les tbéorènies relatifs aux rayons de courbure peuvent être étendus aux courbes gaucbes. La grandeur d'un rayon de courbure est en effet déterminée par les positions relatives de trois points intiniment voisins de la courbe; le plan qui i-ontient ces trois points est celui de la courbe si elle est plane, et simplement son plan osculateui' si elle est gaucbe (^). '
Les grandeurs r et ]S sont les mêmes pour tous les points de l'bélice; le rayon de courbure p est donc constant. Il suit de là que, dans le développement d'un bélicoïde développable, la courbe plane transformée de l'arête de rebroussement a tous ses ra\ons de courbure égaux à js (art. 475), et que par conséquent c'est un cercle dont le rayon est/5.
978. Il n'est pas nécessaire de recourir au tbéorème d'Euler pour obtenir la formule que nous avons trouvée à l'article précédent. Nous remarquerons d'abord (|ue deux arcs de même longueur d'une hélice sont évidemment superposables, et (|uc par conséquent le rayon de courbure de cette ligne en ses différents points est constant, ainsi (jne celui de sa transformée (art. 475^.
Considérons sur l'hélicoide deux génératrices A et B tangentes à l'arête de rebroussement en des points qui comprennent une demi-spire; appelons p le rayon de la circonférence transformée de cette courbe, et désignons par a et }> les génératrices du cône directeur respectivement parallèles à A et à B. Les droites a et h sont dans un plan qui contient l'axe du cône.
(,';Cetlo formiilo osl applicable ii iiiu' ciuii-be <iuelroiuiuo el à sa projci-lio:i sur un |ihiii parallèle au rayon de courbure.
(*") Les formules démontrées dans la Note de l'art 8C1 permettent de trouver facilement, pour un point de l'hélice, l'expre-ssion du ravon de courbure et la position du plan oscuiateur; car ft' est nul, /■' est infini et 0 égale 90°, si l'on prend le plan horizontal perpendiculaire à l'axe de l'hélice, el le plan vertical parallèle à la tangente à celte courbe au point con.-iiiérc. (E. L. )
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La loncrueui' d'iiiie denii-snire est -^ (art. î)49 . Les i'énératrices A et B
o 1 COSp ~
comprennent dune a|)rès le développement un ani^le éeal à — - — r-
' ' ' ' o o p COS i
Si nous supposons le cùnc directeur placé de manière à avoir pour trace horizontale la projection de l'arête de rebroussement, les génératrices a et 6 perceront ce cercle en deux points distants d'une demi-circonférence nr. Dans le développement du cône, la trace de cette surface a pour transformée un arc de cercle
dont le rayon est ^— ^- L'angle que les droites a et b font après le développement
est donc égal à n cos|3 (art. 167).
Quand la surface et le cône sont développés, les droites A et B d'une part, a et b de l'autre, comprennent encore des angles égaux (art. 181); nous avons par conséquent
7icos/3 = — ^ — r, ou p = — r-„- ^ P ces fi "^ cos^p
La génératrice A'o' du cône directeur {/ig. SBg) est égale à — 5; donc, en élevant à A'o' en o' la perpendiculaire o'u', nous déterminerons un segment A'w' (jui sera égal à p (').
979. Si nous voulons faire le développement de la partie de la surface qui correspond à une demi-spire (ADG, A'D'G') de l'arête de rebroussement {Jig. 389), nous tracerons deux droites rectangulaires A"g" et g-"G" respectivement égales à la demi-circonférence AG et à la moitié du pas; l'hypoténuse A" G" sera la longueur de la demi-spire de l'hélice; nous la porterons sur une circonférence décrite avec un rayon «,D, {/Ig. Sgo) égal à A'o/ {/ig. 3Sç)), et nous obtiendrons l'arc A, G,, transformée de la partie (AG, A'G') de l'arête de rebroussement.
La longueur d'une spire de l'hélice est égale à — t4' et par suite à la circonférence dont le rayon est ?. ou A'o'. En rectifiant la moitié de ce cercle, on ob-
•' COSp
tient directement la longueur A"G".
Une spire occupe sur le cercle de la transformée de l'hélice un arc dont le rapport à la circonférence est
cosp
2Tip
Eu égard à la valeur de p, cette expression est égale à cos|3 ou à -tj-tt? (Jig. 389). On peut, en mesurant ces deux longueurs, calculer l'amplitude de l'arc A, G,.
( ' ) Nous devons à M. Mannheim la détermination de la valeur de p par la considération du cône directeur.
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La transformée A, g, de la développante A^ est une développante du cercle A, G, (art. 475). On peut par cette considération obtenir la formule de l'art. 977, en supposant connue l'équation aux arcs et aux rayons de courbure de la développante de cercle (').
980. Les Iransforinées des diverses hélices de la surface sont des cercles concerttriques; car, pour avoir l'une d'elles, il faut porter une longueur constante sur cliaque génératrice, à partir du point où elle toucbe le cercle dans lequel se change l'aréle de rebroussement.
Si l'on veut avoir la transformée de l'arc d'hélice projeté sur le segment />/«« {/ig. 389), on portera sur la tangente Djc/, {/ig. 390) une longueur D,//?, égale il Dm'; la courbe cherchée sera l'arc de cercle passant par le point /??, et ayant son centre au point co,. Nous n'avons pas représenté sur \'à /ig. 389 la projection verticale de cette hélice par crainte de confusion.
Nous savons que le rayon, de courbure de l'arête de rebroussement n'est pas altéré par le développement (art. 47.'»). Les rayons de courbure des autres hélices ne sont pas ceux des cercles de leurs transformées.
Reprenons l'équation de l'art
cos- ^i
Si I'(in attribue ;i 0 une grandeur délerniinée quelconque et que l'on fasse varier /3 et /■, on aura une infinité d'hélicoïdes dont les arêtes de rebroussement se transformeront suivant le même cercle, lorsqu'on les développera sur un plan, et qui par conséquent pinirront être développés les uns sur les autres.
Heinphi(;ant dans cette formule cos-/3 par sa valeur en fonction de /■ et de /i, déduite de la première équation (i bis] de i'art. 9jO, on obtient
/(- -f- /•- — pr = o.
En considéi'ant /« et /■ comme des coordonnées rectangulaires variables, l'équation piécédente représentera un cercle qui passe par l'origine, dont le centre est sur l'axe des /• et dont le diamètre est égal à p. Ce cercle étant tracé, on trouvera pour chaque valeur de rdéux ordonnées égales et de signes contraires qui détermineront deux bélicoïdes développables de même pas, l'un dextrorsum, l'antre sinislrorsum, tous deux applicables sur le premier hélicoïde.
( ') CeUc équation est
H cl v sont les rayons de courbure Ee (/i^. 889) et l'arc correspondant Xc.
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Centres de couvhuvv de l'Iiélivv et snrfavc lien de ses dci'cloppées .
98*2. Si nous portons le rayon de courbure A'w' de D en w [fig. 389), le point (oj, D'j sera le centre de courbure de l'bélice (AG, A'G') pour le point (D,D'). Le lieu des centres de courbure de cette ligne est une seconde liélice, de même pas qu'elle, et projetée sur le cercle décrit du point o comme centre, avec o(o pour rayon. Appelant /•' le rayon de ce cercle, nous avons
!■' = p — r= rtang-jS, d'où
rr-=./r.
Cette formule est symétrique en ret en /■'; les deux liélices ont d'ailleurs les mêmes normales principales. Il résulte de là que la première est le lieu des centres de courbure de la seconde, comme celle-ci est le lieu des centres de courbure de la première.
Une semblable réciprocité ne peut pas exister entre des lignes planes, parce (jue les normales principales à une courbe de ce genre sont toutes dans un plan, et qu'elles y ont nécessairement une enveloppe, de sorte que le lieu des centres de courbure est une développée de la courbe.
La formule que nous avons trouvée montre que, (juand deux hélices sunl telles ijue chacune d'elles soit le lieu des centres de courbure de Vcuitre, leur pas réduit rornmiin est moyen proportionnel entre les rnyons des cylindres sur lesquels elles sont tracées.
985. Considérons une bélice fAB, A'B') [Jig. 3r)i) et le plan(GG', G'K':, (jui lui est osculateur au point (E, E' ) où sa tangente est parallèle au plan vertical ; si nous supposons que ce plan se meuve en restant toujours osculateur de l'hélice, l'enveloppe de ses positions sera la développable dont l'hélice (AB, A'B') est l'arête de l'cbroussement (art. 465).
L'angle /3 que le plan forme avec le plan horizontal, le pas réduit des hélices et le rayon r an cylindre sur lequel est l'hélice arête de rebroussement de la développable enveloppe, sont reliés par la formule (art. 96(>)
/•= /(COt,?.
Considérons maintenant un plan [gg', 5"'E') perpendiculaire au premier, el le coupant suivant une horizontale qui rencontre l'axe; puis supposons qu'il soit entraîné dans le mouvement : l'hêlicoïde développable enveloppe de ses positions aura son arête de rebroussement («/-», a' Z»') située sur un cylindre dont le ravon r' sera donné par la formule
/•' = /j tang/3.
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Le produit /■/■' est égal à A^; par conséquent, et eu égard à la position des hélices, chacune d'elles est le lieu des centres de courbure de l'autre (art. 982).
Le plan normal à l'une des hélices en un point quelconque (E,E') est osculateur de l'autre au point (<?, e') situé dans le même plan horizontal. Chacun des hélicoïdes est donc l'enveloppe des plans normaux à l'arête de rebroussement de l'autre hélicoïde, et par conséquent le lieu des développées de cette courbe.
Exercice pour la section cVun hélicoïde développahle par un plan, et le développement de cette surface.
98 i. Nous avons représenté sur \Afig. SgS la partie d'un hélicoïde développable qui correspond à une spire de l'hélice directrice.
Cette courbe se projette sur le cercle ABC... La trace horizontale de la surface est l'arc de développante kcdegh... correspondant à une circonférence; l'arc symétrique ^.s^r^ . .. est la projection de la trace de la surface sur le plan horizontal a J[ élevé au-dessus du premier d'une hauteur égale au pas.
Nous partageons le cercle en parties égales, et, traçant les tangentes aux points de division, nous avons les projections horizontales d'un certain nombre de génératrices. Chacun des segments Aa,, ce,, r/c/,, . .., compris entre les deux développantes, est égal à la longueur de la circonférence ABC —
Nous projetons les points des développantes Xcde... et A^, /•,</,... respectivement'sur deux horizontales y/ et àj\; puis, joignant les points correspondants A' et fl',, // et Z*',, ..., nous avons les projections verticales des génératrices considérées.
La branche \cd. .. de la développante n'a pu être tracée en entier, et par suite les traces horizontales de deux génératrices manquent sur la figure; mais il est facile de reconnaître par la construction que les génératrices qui, sur le plan horizontal, ont des positions symétriques par rapport à la droite AOJ, sont parallèles sur le plan vertical; par conséquent, pour avoir les projections des deux dernières génératrices, il suffit de tracer par les points A', et u\ des droites respectivement parallèles à a', A' et b\b'.
Les projections verticales des génératrices dessinent par leur enveloppe la sinusoïde projection de l'hélice directrice.
Les plans tangents le long des génératrices {jj\,J'j\) et (Aa,, A'rt',) sont perpendiculaires au plan vertical, et par suite ces droites forment le contour apparent vertical de la surface. La ponctuation est établie en conséquence.
Nous avons représenté les deux arcs d'hélice qui sont les intersections de
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la développable par un cylindre de révolution qui a le même axe qu'elle, et qui passe par un point J,.
985. L'hélicoïde est coupé par un plan (VV,, Va') perpendiculaire au plan vertical, et passant par le point de division (P, P') de l'arête de rebroussenient. La position du plan rend très facile la construction de la projection horizontale de la courbe d'intersection. Pour montrer comment on peut l'obtenir par la méthode de l'art. 97o, nous avons déterminé le point fixe F et la développante «^^^oC, . . ., trace de la surface sur le plan horizontal qui contient le point 0'^ oi^i l'axe perce le plan sécant.
La tangente de rebroussement de la projection horizontale de la section au point P est déterminée soit par le point F, soit par un point c, intersection des traces, sur le plan horizontal auxiliaire xy, du plan tangent et du plan sécant.
Le point F étant extérieur au cercle ABC..., la courbe a deux branches infinies (art. 974). Les points à l'infini sont situés sur les génératrices dont les projec tions horizontales passent par le point F. Nous avons construit l'asymptote nn,, parallèle h la tangente F/«, en opérant sur le plan horizontal ci\J[; l'autre asymptote est en dehors du cadre de l'épure.
986. Pour faire le développement, nous déterminons le rayon <y'oj de la circonférence transformée de l'hélice (art. 978); nous décrivons cette circonférence {/ig. 390), et nous prenons sur elle un arc AA, égal à la longueur A' A', d'une spire {/ig. '^93). Nous partageons l'arc AA, {/ig. 395) en autant de parties égales que le cercle AJ l'a été; par les points de division nous traçons des tangentes qui représentent les génératrices, puis nous construisons les développantes Xbcd, A^u,s,r,. .. transformées des (races (art. 979).
On obtient la transformée de la courbe de section par le plan (VV,, Va') en déterminant, sur chaque génératrice, le point qui lui appartient. Pour avoir le point '/ il faut connaître la vraie grandeur du segment g\y' {fig- SqS); on y parvient facilement en ramenant par une horizontale le point 7' en 7" sur la génératrice A' a',, parallèle au plan vertical. La longueur «',7" est portée sur la génératrice ^, ^ (y?g-. 395), à partir de g,.
On place la tangente Pc, et l'asymptote «n, [fig. SgS), par les procédés ordinaires des développements.
987. La transformée de l'intersection est /3sP §77. {fig. 395). On peut se proposer de chercher ses points d'inflexion. Pour les obtenir, il faut construire les génératrices de contact des plans tangents perpendiculaires au j)lan sécant (art. i'77); comme d'ailleurs les plans tangents à l'hélicoïde sont respectivement parallèles à ceux de son cône directeur, on peut opérer sur ce cône, et lui appliquer la méthode de l'art. 170, car il est de révolution. Nous avons représenté la construction sur layTg. 394. La droite(S, S'D')est l'axe du cùiic; les droites S' ^-' et DT respectivement parallèles à j\j' et Va' {fig. 393) sont la génératrice pa-
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rallèle au plan verlioal, et la trace d'un plan sécant parallèle au plan (VV,, V'a'^. Nous avons mis les mêmes lettres que sur h^g. io4, afin de rendre la concordance facile à saisir.
Nous trouvons que deux des plans tangents à l'hélicoide sont perpendiculaires au plan sécant. Les génératrices de contact sont parallèles l'une à (SI, S'I'j, l'autre à (SI,,S'r) {/tg. 394). Ces génératrices sont voisines, la première de (//,, l'Q, la seconde de (AA,, h'h\) [fig. SqS); le bras Pa doit donc avoir deux inflexions près des points où il rencontre les génératrices //, et M, {fig- 395). L'une d'elles est très rapprochée du sommet P, et par conséquent le rebroussement se présente graphiquement comme s'il était du second ordre (art. 478).
SURFACE DE L\ VIS A FILETS TRIANGULAIRES
Définition. Gcnéralités. ■
988. Ainsi que nous le dirons plus loin, les surfaces des filets triangulaires d'une vis sont engendrées par le mouvement hélicoïde d'une droite autour d'un axe qu'elle rencontre. On appelle, en conséquence, cette variété de l'hélicoide réglé surface de la vis à filets triangulaires (' ). L'axe remplace l'hélice de gorge et forme par suite la ligne de striction (art. 959). Le paramètre des génératrices est égal et de signe contraire au pas réduit h (art. 961\ car le rayon que nous avons appelé b a une longueur nulle.
Nous avons déjà considéré cette surface à l'occasion des hélicoïdes applicables les uns sur les autres (art. 963).
Soient {fig. 396)
(0, O'Z) l'axe de la surface;
(AO, A'I) la position initiale de la génératrice rectiligne que nous supposons parallèle au plan vertical ;
A' A" le pas commun des hélices : nous traçons les projections de l'hélice décrite par le point (A, A') delà génératrice, et nous considérons cette courbe comme une directrice.
( • ) roir la Note de l'art. 9,"i8.
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On con?.truit facilement la génératrice qui passe |)ar un point déterminé (B, B'j (le riiélice directrice, en remarqnant (|ue d'une position à une autre tons les points de cette droite s'élèvent de quantités égales. Si l'on prend le segment IJ égal à B„B', le point J sera celui où l'axe est coupé par la génératrice qui croise l'hélice au point (B, B').
A|)rès une demi-révolution, la génératrice (AO.A'I) prend la position (CO,C'L); ces deux droites se rencontrent en un point (E, E') situé sur une hélice douhie,
dont la distance à l'axe est la longueur OE égale à — cot«. Si la génératrici'
(CO, CL) fait une révolution entière, elle prendra la position (CO, C"P), et coupera la droite (AO, A'I) en un point (F, F') qui appartiendra à une hélice douhie,
(lue nous n avons pas tracée, et dont la distance à l'axe est -7- cota. En considé-
rant les intersections des génératrices situées dans le plan méridien principal, on reconnaît que la surface possède un nomhre indéfini d'hélices doubles (art. 9(i7), et que leurs rayons forment une progression arithmétique dont la
raison est —cota.
On considère la surface comme formée d'une nappe supérieure et d'une nappe inférieure, respectivement décrites par les parties de la génératrice A'E' qui son! au-dessus et au-dessous du point I où elle rencontre l'axe.
Sections planes.
989. Nous savons construire le cône directeur d'un hélicoide réglé (art. 959), et par suite nous pouvons déterminer les asymptotes des branches infinies de la section plane d'une surface de vis à filets triangulaires (art. 718). Quand le plan est moins incliné que les génératrices, la courhe a deux branches infinies pour chaque partie de la surface qui correspond à une spire de l'hélice directrice.
L'intersection de la surface par un plan perpendiculaire à l'axe présente un intérêt particulier.
Soit X, Y, le plan sécant [fig. SgG) : les génératrices (AO, A'I) et (BO, B'Jj sont coupées aux points (N, N') et (M, M'). Le triangle rectangle formé dans l'espace par le rayon vecteur OM, que nous appelons p, le segment 0, Jde l'axe, et la partie de la génératrice projetée sur JM', donne
p = 0',Jcota, ou p = IJ cota + O'I cota. IJ est la hauteur dont chaque point de la génératrice s'est élevé au-dessus de sa
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position initiale; par conséquent, si nous appelons w l'azimut AOB du point M, la longueur IJ sera wA, et nous aurons
p = i) A cota -+- ON,
ou bien
p = /-'jj 4- ON,
en posant
r ^ h cota.
L'équation que nous venons de trouver montre que la section de la surface delà
ins à filets triangulaires par un plan perpendiculaire à l'axe est une spirale d'Archi-
mède (art. 675). La tangente à cette courbe à l'origine l'ait avec la droite AC un
ON angle AOS égal à :-•
Les points doubles G et R de la spirale appartiennent aux hélices doubles.
Un plan perpendiculaire à l'axe n'est parallèle à aucune généi-atrice; la section s'étend cependant indéfiniment et doit être considérée comme ayant une branche infinie qui correspond à une génératrice située à l'infini (art. 599).
Le paramétre r de la spirale est le rayon du cylindre sur lequel est l'arête de rebroussement de l'hélicoïde dé<,'eloppable asymptote (art. 966). Pour construire cette longueur on peut développer le quart de cercle VC sur- sa tangente VU, projeter le point double E' en E, et celui-ci en K : la longueur OK est le paramètre r. Cette construction est analogue à celle du rayon OK de \àfig. 373 (art. 95o).
990. Considérons la droite OM {fig. !\o\), projection d'une génératrice qui perce le plan horizontal en un point M de la spirale d'Archimède OL, trace de l'hélicoïde : le plan vertical OM est le plan central de la génératrice (art. 939), et par suite le plan tangent au point de cette ligne situé à l'infini a pour trace la droite MN perpendiculaire à OM. L'enveloppe des droites telles que MN doit être la développante de cercle trace de l'hélicoïde développable asymptote.
Il est facile de vérifier ce résultat. Si nous appelons a l'azimut BOM du point considéré M de la spirale OL, nous aurons
OM = A
Traçons le cercle AG dont le rayon est r et le centre 0, la droite GN parallèle à OM et tangente à ce cercle, et ensuite les rayons OA, OG respectivement perpendiculaires à OB et à OM : le segment GN de la tangente sera égal à OM, par suite à r'f et enfin à l'arc AG, car l'angle AOG est égal ii BOM. Le lieu des points N, enveloppe des droites 3L\, est donc une développante du cercle AG; ce cercle est d'ailleurs la projection de l'arête de rebroussementde la développable asymptote (art. 966).
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De ce qui précède, et en considérant uniquement les tracés sur le plan horizontal, on conclut les deux théorèmes suivants :
L'enveloppe des droites menées par les divers points d\ine spirale d' Ai-chiinède, perpendiculairement aux rayons vecteurs, est une développante du cercle rpii a son centre à l'origine de la spirale, et dont le rayon est égal au paramétre de cette courbe.
Le lieu des pieds des perpendiculaires, abaissées du centre d'un cercle sur les tangentes à l'une des développantes, est une spirale dWrchiméde.
Plans tangents.
991. Une surface de visa filets triangulaires étant donnée par son axe (0, O'Z) {Jig. 399), une hélice directrice (AC, A'C), et la génératrice (AO, A'O') parallèle au plan vertical, proposons-nous de déterminer son plan tangent en un point (M, M') d'une génératrice (ON, RN'). Il passe au point donné une hélice qui se projette horizontalement sur le cercle décrit du point 0 comme centre avec OM pour rayon; elle rencontre la génératrice initiale (AO, A'O) au point (D, D). Si l'on prend pour plan horizontal d'opération le plan xy qui contient ce point, on obtiendra la trace /de la tangente à l'hélice considérée, au point (M, M'), en portant sur la tangente 3!L au cercle MD une longueur M/ égale à l'arc MD. Il est d'ailleurs facile d'avoir les traces k et K de la génératrice sur les plans horizontaux xy et XY; les traces du plan cherché, sur ces plans, sont par conséquent la droite X-/et sa parallèle KL menée par le point K.
On peut modifier cette construction de manière à n'avoir à faire des tracés que sur le plan horizontal (').
Nous menons par le point M la droite IQ perpendiculaire à KL, et par 0 la perpendiculaire OQ à OM : les deux triangles LMK et MOQ, qui ont leurs côtés respectivement perpendiculaires, donnent
ML _ OM MK ~ OQ"
Le point L étant la trace de la tangente à l'hélice MD sur le plan XY nous avons
ML ~ 2-x OM' H étant le pas des hélices; car chacun des deux membres est une expression de
(') Dans son Dictionnaire des Malhéinatiqucs appliquées (p. 982), H. Sonnet fait remarquer que « la construction qui précède a été modiflce d'une manière lieureuse par M. de la Gournerio ». (E. L.)
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la tangente trigonométrique de l'angle que les tangentes à l'hélice font avec le plan horizontal.
Multipliant ces deux équations l'une par l'autre, on a
mm;, _ II
Mlv 2~ X OQ
et enfin, en introduisant le pas réduit h, et remarquant que le premier membre est la tansente de l'aniile a, on obtient
0Q = /iC0t5C
La longueur de la perpendiculaire OQ est donc constante, et égale au paramètre de la spirale d'Archimède trace de la surface sur un plan horizontal (art. 989). D'après cela, pour déterminer le plan taugenl en un point M d'une génératrice OK, il suffit d'élever au point 0 une droite OQ perpendiculaire à OK et égale au paramètre r, de tracer la droite QM et de lui abaisser de la trace K de la génératrice une perpendiculaire KL : cette droite est la trace horizontale du plan tangent.
Si l'on donne à la figure différentes dispositions, on reconnaîtra que la perpendiculaire OQ doit toujours être dirigée du côté où s'étend la bi'anche de la spirale d'Archimède sur laquelle se trouve la trace de la génératrice que l'on considère.
Celte seconde construction est beaucoup plus facile que la première (juand le paramètre r a été déterminé. _0n doit la préférer lorsque l'on veut avoir plusieurs plans tangents. En renversant l'ordre des tracés, on a la solution du problème inverse : ainsi, étant donnée la trace LK d'un plan contenant une génératrice OK, pour trouver le point de contact de ce plan il suffit d'élever OQ perpendiculaire à OK, et d'abaisser QI perpendiculaire à KL : cette droite coupe OK au point cherché M.
992. Si le point M se meut sur la génératrice OK, la trace KL du plan tangent et sa perpendiculaire QM tourneront l'une autour du point K, l'autre autour du point Q. Lorsque le point 31 sera en K, la droite LK devra être tangente à la spirale d'Archimède : la normale à cette courbe au point K passe donc au point Q, ce (jui démonlre que dans la spirale d'Archimède la sous-normale est constante et égale au paranu'tre (' ).
Quand le point M est à l'infini, la droite QM est parallèle à OK, et par suite la trace du plan tangent est perpendiculaire à la projection de la génératrice.
(') Enadmetlant ce llioorèmo. déjà établi à l'article G7i, on arrive directement aux tracés que nous avons donnés pour la détermination du plan tangcnl; mais nous n'avons pas voulu que cette construclion importante reposât sur une proposition qui n'a été démontrée que d'une manière incidente.
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Nous avons obtenu précédemment ce résultat par la considération du cône directeur.
Lorsque le point M est en 0, la droite KL se confond avec KO.
La perpendiculaire QI pont être considérée comme la projection de celle des droites de plus grande pente du plan langent qui passe au point de contact, ou de la tangente de plus grande pente de la surface au point M. Quelle que soit la position du point M, cette tangente rencontre trois droites fixes : la génératrice OK, celle qui lui est infiniment voisine, et la verticale du point Q. Nous voyons ainsi que les tangentes de plus grande pente à une surface de vis à filets triangulaires aux: divers points d\ine génératrice forment un hyperholoïde. La trace de cet hyperholoïde est le lieu des points I, c'est-à-dire le cercle décrit sur KQ comme dianii'tre.
993. Il est facile de reconnaitre, par la construction, que les pians tangents aux divers points d'une hélice sont également inclinés sur le plan horizontal. Pour déterminer l'hélice, lieu des points où le plan tangent a une inclinaison donnée, on fiiit passer par une génératrice un plan ayant cette inclinaison (art. 155), et l'on construit son point de contact qui appartient à l'hélice cherchée.
Si l'on veut déterminer le point de la surface où le plan tangent est parallèle à un plan donné G, on fera passer par une génératrice un plan ayant la même inclinaison que G, on déterminera son point de contact, et on fera tourner la génératrice d'un angle tel que la trace du plan tangent devienne parallèle à la trace de G. On est conduit h ce problème lorsque l'on cherche le point brillant pour des rayons parallèles (art. 4-25).
Coiirhc d'ombre propre dans le cas de rayons parallèles.
99 i. Les constructions que nous avons expliquées dans le paragraphe précédent permettent de construire par points la courbe d'ombre propre d'une surface de vis à filets triangulaires.
Nous prenons un plan vertical parallèle aux rayons de lumière; la droite (0, O'Z) [fig. 4oi) est l'axe de la surface, (AO, A'C) une génératrice parallèle au plan vertical et (OT, CT') le rayon de lumière qui passe par le point où elle rencontre l'axe. La flèche courbe indique le sens dans lequel le point (A, A') tourne lorsque la génératrice s'élève. Nous rapportons de plus la longueur OF du paramètre r, après l'avoir construite.
Pour simplifier les constructions, nous allons supposer que le plan horizontal s'élève en même temps que la génératrice (art. 49); alors, quand cette droite se projette sur la ligne OK, sa trace est le point K situé sur le cercle décrit du
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point 0 comme centre, avec OA pour rayon, et le point T est toujours la trace du rayon de lumière qui passe au point où la génératrice rencontre l'axe. TK est donc la trace du plan qui contient la génératrice OK et qui est parallèle aux rayons. Pour déterminer le point de contact de ce plan, il faut élever OQ perpendiculairement à OK, jusqu'à la rencontre du cercle décrit du point 0 comme centre avec un rayon égal à /•, mener la perpendiculaire QI à KT, et prolonger cette droite jusqu'à sa rencontre M avec OK.
995. Cette construction peut être rendue plus simple : les triangles POQ et ÏOK sont semblables, car les angles K et Q ont leurs côtés perpendiculaires, et les angles en 0 sont égaux comme complémentaires d'un même angle POK. On a, par conséquent,
ou bien
OP
OT
OQ
OK
OP
cotO'T'C
COlat
et, eu égard à la valeur de r (art. 989),
OP = /icotOT'C.
La longueur du segment OP est donc constante; lorsque l'on a déterminé la position du point fixe P, on peut construire rapidement la courbe à l'aide de ce point et du cercle FF, dont le rayon est /•. Pour avoir le point M situé sur une droite qui passe par le point P et qui coupe le cercle en Q, il suffit de tracer le rayon OQ et de lui mener par le centre 0 une perpendiculaire 0^1. Un second point M, correspond à la deuxième intersection Q, de la droite PQ avec le cercle FF,.
Nous prenons deux axes rectangulaires OT et OY; nous mesurons les abscisses positives de 0 vers T et les ordonnées positives de 0 vers Y : l'ordonnée OP, que nous appellerons g, est par conséquent positive sur la figure. L'angle du rayon CT' avec le plan horizontal doit être considéré comme obtus, vu la direction des abscisses positives : cet angle y est supplémentaire de O'T'C. D'après nos conventions (art. 961), le pas réduit A, toujours de même signe que le pas H, est positif. En vertu de ces diverses observations, la formule que nous venons de trouver devient
g =: — h coty.
Pour déterminer la longueur de l'ordonnée g, on peut relever le point F en F' et tracer la droite P',F' parallèle à XY : la longueur 0"P', est égale à OP (').
(') Cette construction de la projection de la courbe d'ombre par le point fixe P et le cercle FQQi est due à Poncclet. Nous aurions pu laisser le plan horizontal fixe, sans raodiQcr sensiblement la
CHAPITRE III. - SI l'.IACIi DE L\ VIS A FILETS TRIANGLLAIRES. l^y
996. Les points M et M, sont à une même distanco ilii point 0 {Jîg. 4oi), car il y a égalité évidente entre les triangles OQM et OQ, M, ; le point s milieu de MM, est par conséquent le pied de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur PO, et se trouve sur le cercle décrit sur OP comme diamètre. Ce cercle est une ligne diamétrale de la courbe pour les cordes qui divergent de P.
Le point M arrive en P lorsque l'intersection Q est en F ou en F, ; le point fixe P est donc un point double de la projection de la ligne d'ombre : les droites FP etF, P [Jîg. 4o2) sont les deux tangentes; car on peut regarder cbacune d'elles comme une sécante dont le second point de rencontre s'est confondu avec le premier.
Lorsque la divergente PO se coiifond avec l'axe OY, les points ^[ et M, sont réunis en 0 [fig. l\oi). L'origine 0 est donc un second point double de la courbe, mais les deux brancbes qui y passent ont une tangente commune OT. On le reconnaît, soit en appliquant le raisonnement précédent aux sécantes OMetOM,, soit en remarquant qu'aux points de la courbe d'ombre ([ui se projettent en 0, le plan tangent à la surface est vertical, et que, puisqu'il est parallèle aux rayons de lumière, sa trace estOT; il projette donc sur cette droite toutes les lignes qu'il contient, et notamment les tangentes à la courbe d'ombre aux points où elle coupe l'axe de l'Iiélicoïde (').
démonstralion que nous donnons; mais, en le supposant mobile, nous avons obtenu, à l'aide du p lint fixe'T, du cercle AKKi et du cercle FQQi, une construction qui présente de l'intérêt (art. 99-4 >.
Les droites OQ et OQi, respectivement perpendiculaires aux rayons OK et OK,, doivent être tracées, par rapport à ces rayons, du coté où s'étend la branche de la spirale d'Archimède, trace de la nappe inférieure de la surface. On pourrait transporter le point Ta droite du point O et à la même distance de ce point; chaque perpendiculaire devrait alors être élevée de l'autre côté du rayon.
Le point ï et le rayon OA ne sont pas déterminés, car l'une quelconque des hélices de la surface peu être prise pour directrice. Les longueurs OT et 0.4 sont seulement reliées par la formule
OT tangy = rh 0.4 tanga, ou bien
OT __:_ OA
En donnant à 0.\ la grandeur d,i rayon r. on a une construction par un seul cercle et un point C\e. Le cercle est le même que dans la construction de Poncelel; on voit par l'équation précédente que le point fixe est à une distance du point 0 égale à OP : c'est P| ou Po.
En combinant la construction qui précède avec celle de Poncelet, nous avons obtenu le tracé suivant, qui est le plus expéditif, et celui (|ui donne le plus de précision aux résultats. On décrit les cercles qui ont PPi et FFi pour diamètres {Jis;. 402); on mène ensuite du point Pj des divergentes : une de ces lignes rencontre le premier cercle au point I. et le second aux points K et k. On trace les droites PI, OK et 0/-: les points M et m où les deux dernières lignes rencontrent la première appartiennent à la courbe.
(' ) Ce dernier raisonnement suppose implicitement que l'axe n'est pas tangent à la courbe d'ombre; mais l'axe est une asymptote de l'indicatrice en chacui de ses points; s'il était tangent à la courbe, il serait un rayon de lumière, et l'on voit facilement que la projection horizontale de la ligne d'ombre se réduirait à un point.
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997. On peut modifier la construction de l'ait. 99o de manière à obtenir les pointsqui sont sur un cercle projection de deuxhélicessituées, l'une surla nappe inférieure, l'autre sur la nappe supérieure.
Supposons que nous cherchions le point M situé sur le cercle MM, [fig- 4oi) : le rayon OM doit être perpendiculaire au rayon OQ de l'un des points où la divergente PM rencontre le cercle auxiliaire. Si tout ce système tourne autour du point O, jusqu'à ce que le point cherché 31 soit sur l'axe OY en G, le point Q viendra en F, la droite QM prendra la position FG que nous pouvons tracer, et P sera transporté au point n où cette ligne rencontre le cercle décrit du point 0 comme centre avec OP ou ^pour rayon; enfin OP se confondra avec On et le point G viendra en m. La longueur de l'ai'c mG est donc égale à celle de l'arc inconnu GM, et il est par conséquent facile de trouver le point M. Le point m appartient d'ailleurs lui-même à la courbe, parce qu'elle est évidemment composée de deux parties symétriques par rapport à OY.
En opérant sur le second point de rencontre N, de la droite FG avec le cercle P/;, on trouve les points M, et Tn^ qui appartiennent, eux aussi, à la courbe; car, si l'on amène y, en F, les points m^, P et G prendront respectivement les positions G, N, et M|.
En résumé, pour faire la construction, on se donne le cercle PN, n et le point F, puis on décrit le cercle M«2 sur lequel on veut déterminer des points appartenant à la courbe. Ce cercle rencontre la droite OY en G : on trace la droite FG et ensuite les lignes On et ON, qui font connaître les points m et M,. Les points M et m^ sont déterminés comme symétriques; du reste, la construction les donnerait directement si l'on remplaçait soit le point F par le point F,, soit le point G par le point o-.
Le point 31 correspond au point Q, et par suite la branche de la spirale d'Archimède sur laquelle est la trace de la génératrice OM s'étend du côté indiqué par la direction OQ (art. 991 ]. D'après cela, et sans avoir besoin de revenir à la première construction, on reconnail facilement que le point M est sur la nappe supérieure. Des trois autres points du cercle Mw qui appartiennent à la courbe d'ombre, un autre m^ est également sur la nappe supérieure; les deux derniers M, et wi sont sur la nappe inférieure. Chacun d'eux considéré sur le plan est la projection d'un nombre infini de points de la courbe d'ombre; car, si l'on suppose la surfiice divisée en parties qui correspondent aux différentes spires de l'hélice directrice, leurs lignes d'ombre seront évidemment identiques et auront une même projection.
998. En se reportant aux valeurs de ^el de /•, on voit que, suivant que les rayons de lumière sont plus inclinés, aussi inclinés ou moins inclinés que les génératrices de la surface, le point fixe P se trouve en dehors du cercle auxiliaire dont le rayon est r, sur ce cercle ou dans son intérieur. Quand les rayons sont
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horizontaux, le point tixe est à l'infini. De ces quatre dispositions résultent pour la courbe autant de formes différentes que nous allons examiner successivement.
Cas où les rayons de lumière font avec le plan horizontal un angle plus petit que celui des génératrices . — Lorsque les rayons de lumière sont plus inclinés que les génératrices, le point P est en dehors du cercle auxiliaire FF, (y?g-. 4oi); alors, si l'on suppose que la divergente PQ tourne de manière que les points Q et Q, se rapprochent, les points M et 31, qui leur correspondent s'éloigneront de s, et, quand les points Q et Q, seront confondus en H, les points j\[ et M, se trouveront réunis à l'infini, et la droite qui passe par les points P et H sera une asymptote (art. 92 ). Il résulte de ces considérations que la courbe a deux branches infinies dont les asymptotes sont les tangentes PE et Pe [ftg. l\oi), menées du point P au cercle dont le rayon est r.
Nous avons indiqué sur lay?^-. 402 les parties de la courbe qui sont sur la nappe inférieure et celles qui se trouvent sur la nappe supérieure, en supposant que les génératrices s'élèvent en tournant autour de l'axe, dans le sens indiqué sur \^fig- 4<Ji .
999. Cas où les rayons de lumière sont moins inclinés que les génératrices. — Lorsque les rayons sont moins inclinés que les génératrices de la surface, le point P est dans l'intérieur du cercle auxiliaire FF, {/ig. SgS). Aucune divergente ne pouvant toucher ce cercle, la courbe n'a pas de branche infinie.
Pour avoir la grandeur OK du plus grand rayon vecteur OH, il suffit de mener du point F une tangente FK au cercle OP. On reconnaît, en effet, par la construction de l'art. 997, que la courbe n'a pas de points sur les cercles dont le rayon est plus grand que OK.
Les points où le cercle limite OK touche la courbe sont situés sur les rayons OXet 01, des points de tangence. Ils appartiennent aussi à la droite PS parallèle à OX. Pour le prouver, considérons cette ligne PS comme une divergente, traçons le rayon Oy et élevons la perpendiculaire OH, ; les triangles rectangles FOK et yOH, sont égaux, car il y a une égalité d'une part entre les côtés OF et O'f, de l'autre entre les perpendiculaires 0). et OP; le rayon vecteur OH, est donc égal à OK, et le point H, de la courbe est sur le cercle limite.
Nous n'avons pas tracé le cercle diamétral sur \sijig. 398, parce qu'il y eût produit un peu de confusion.
1000. Cas où les rayons de lumière ont la même inclinaison que les génératrices. Lorsque les angles a et 7 sont égaux ou supplémentaires, le point P est sur le cercle FF, (/ig. 4oo); des deux points où une divergente PQ coupe ce cercle, le second seul est variable : le premier P fait trouver un point M, de l'axe OX.
Cette droite appartient donc à la projection complète de la ligue d'ombre, ce qu'il était facile de prévoir, car la surface a des génératrices parallèles aux rayons et qui se projettent sur OX.
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Le point M donné par le second point d'intersection Q s'éloigne à l'infini, dans la direction de l'axe OX, lorsque la divergente est la droite Pa; tangente au cercle auxiliaire; la courbe proprement dite a donc une hranche infinie. La considération du cercle diamétral (art. 996) va nous permettre de déterminer l'ordonnée OY de son asymptote EE,.
Le point.?, où la divergente PQ rencontre le cercle décrit sur OP comme diamètre, est le milieu du segment MM, ; sa distance à l'axe OX est donc la moitié de la distance du point M à cet axe. Lorsque le point Q arrive en P, l'ordonnée du point s devient OP, et l'ordonnée OY du point situé à l'infini est double de OP.
1001. Il résulte de la construction même que les droiles qui joignent au point double P les deux points M et m, correspondant à an même azimut, sont à angle droit.
Les triangles rectangles m 0 y et QOM sont semblables, car les angles en q et en M ont leurs côtés respectivement perpendiculaires; ils donnent
OwxOM = /-.
Le rectangle des deux rayons vecteurs qui correspondent à un même azimut est constant.
Les triangles PCM et VOq sont semblables parce qu'ils ont leurs côtés respectivement perpendiculaires ; le premier est donc isoscële comme le second, et par suite les segments PC et CM sont égaux. On trouve de même que les longueurs PC et Cm sont égales. On peut donc construire la courbe par points en traçant des droites qui divergent de l'origine 0, et en prenant sur chacune d'elles, à partir du point C, des longueurs Cm et CM égales à PC (').
1002. Cas oii les rayons de lumière sont horizontaux. — Lorsque les rayons de lumière sont horizontaux, c'est-à-dire perpendiculaires à l'axe, le point fixe P doit être considéré comme s'étant éloigné h l'infini. Cette circonstance simplifie les constructions qui ont été expliquées aux articles 995 et 997; ainsi, pour avoir le point situé sur la droite PP perpendiculaire à l'axe des abscisses
(') La ligne que nous avons étudiéo dans les articles 1000 et lOUl est appelée quelquefois stmphoïde : c'est une variété de la 41° espèce des courbes du troisième ordre dans la classification de Newton (45" d'après Stirling). Elle appartient à la famille des hyperboles défectives qui ont un diamètre.
En appliquant à cette courbe la construction par le cercle FFi et le point Fi (art. fl9.">, note ), on reconnnail que la droite QM est perpendiculaire à FiN.
On trouve par les procédés du Calcul intégral que l'aire comprise entre un arc Om et sa corde est égale à celle du triangle NFjL, formé par les tangentes au cercle auxiliaire aux points N et Fi, et par l'arc NFi de ce cercle.
La strophoïde possède plusieurs propriétés assez remarquables qui résultent des théorèmes généraux relatifs aux courbes du troisième ordre.
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[fg. 397), il suffit de mener la droite OM perpendiculaire au rayon OQ. On aura les points M et m qui appartiennent au cercle OG, en prenant l'intersection de ce cercle avec la droite OC parallèle à F, G ( * ).
Lorsque la droite PP se rapproche du point F ou du point F,, les deux points M et M, s'éloignent de l'axe OX. Ils se réunissent à l'infini, quand PP se confond avec l'une ou l'autre des tangentes EE, et ce, au cercle auxiliaire. Ces droites sont donc asymptotes de la courbe.
Les triangles rectangles OMQ, FCO sont égaux, et par suite le rayon vecteur OM
et la tangente FC sont de même longueur. D'après cela, si l'on prend la droite OX
pour axe, elle point 0 pour origine de coordonnées polaires, l'équation de la
courbe sera
p =r rtango).
En appelant xV l'aire infiniment petite comprise entre cette ligne, l'asymptote voisine de la partie considérée et deux rayons vecteurs comprenant un angle infiniment petit f/w, on a
A ^ - /" — 5 /- taniÇ" oj dii) ;
2 COS-OJ 2 "
d'où
L'élément superficiel A est donc égal au secteur qui, dans le cercle, correspond à l'angle r/w, et par suite l' aire comprise entre un aiv delà courbe, V asymptote voisine et deux rayons vecteurs est égale à celle du secteur du cercle FF,, comprise entre les deux rayons ( " ) .
1003. x\ l'article précédent nous avons donné l'équation de la courbe dans un cas particulier; il est facile de l'obtenir dans le cas général. Si l'on abaisse des points M et Q [fig. 401) les droites ML et QE perpendiculaires sur l'axe OY,
on au l'a
ML _ PL QE "" PE
(') Quand ios points P et Pi s'éloignent à l'infini, le cercle POPi (/^. 402) se transforme en une droite BBi (fi^. 397) inclinée à 45 degrés sur l'axe OF. Alors, pour appliquer la construction qui est à la fin do la note de l'article 99S, il faut d'un point I de BB, mener deux droites KK, et PP respectivement parallèles à OX et à OY, et ensuite tracer les droites KO et KiO : elles coupent la droite PP eu des points M et Mi ipii appartiennent à la courbe.
(^) M. Nicola'i'dès a donné ce théorème, mais d'une manière moins générale. Son énoncé est celui-c-i : L'aire comprise entre la courbe et les deux as) minutes est égale au cercle [les Mondes, t. Il, i8G3 ).
En i85i, dans notre Mémoire sur les hélico'ides, nous avons établi lo théorème démontré dans le texte, mais avec un énoncé un peu différent. Nous disions que l'aire comprise entre l'arc O.M et sa corde est éaale à la surface du triangle mixtiligne CFK.
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OU, en appelant p le rayon vecteur 0^1 et w, l'azimut F, OM,
pcosto, ^-t-psin(o,_
/• sinto, g — rcosw,' on déduit de là
ri; siiuo,
? COSio, — r
Enfin, si nous mesurons les azimuts à partir de l'axe OT, de manière que l'on ait
a> = l8o°-t- oj,.
l'équation deviendra
r^-sino)
^•COSa) -1- /•
En introduisant les coordonnées ordinaires, on trouve que la courbe est du quatrième degré. Quand les paramètres /• et ^ sont égaux en grandeur absolue, elle se décompose en une droite et une ligne du troisième ordre [fig. l\oo).
Indicatrice. Points limites des parties réel/es des courbes d'omlire pour des rayons parallèles .
1004. Nous avons vu que la droite YV [fig. 398) était tangente en P à la branche OPR, de la projection de la courbe d'ombre (art. 996). Nous savons d'ailleurs que la droite SP parallèle à OX est la projection d'un rayon de lumière, et que la génératrice OP est une des deux asymptotes de l'indicatrice pour le point P (ait. 82i). La seconde asymptote de l'indicatrice de ce point et la droite PO sont donc conjuguées harmoniques des lignes PS et PF. D'après cela, si on prend FD égale à la longueur OF ou /•, la droite PD sera la seconde asymptote de l'indicatrice pour le point P considéré comme appartenant à la nappe supérieure ( ').
Si l'inclinaison des rayons change, le point P se déplace sur la génératrice OY, mais la projection de la seconde asymptote de l'indicatrice passe toujours par le point D; la verticale de ce point est donc une génératrice de l'hyperboloide osculateur le long de la génératrice OY (art. S^Ti). On peut d'ailleurs opérer de la
(') Toutes les fuis que l'on connaît, pour un point d'une surface, deux tangentes conjuguées et une des asymptotes de l'indicatrice, on peut construire l'autre asymptote. Quand la surface est gauche, une de ces droites est la génératrice qui sera généralement connue ; par conséquent, lorsque, par quelque artifice, on aura déterminé la tangente à une courbe d'ombre pour une direction donnée de rayons, le problème de l'indicatrice se trouvera résolu.
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même manière pour toute génératrice, en supposant la surface éclairée par des rayons qui soient perpendiculaires à cette droite en projection horizontale (').
Quelle (jiie soit la génératiice que l'on considère, si on lui ékxe à rongine 0 une perpendiculaire égale à ir, du colé où s'étend la branche de la spirale d Arckunede sur laquelle est sa trace, l'extrémité de celte droite appartiendra aiur projections des secondes asymptotes de l'indicatrice de ses différents points.
Il nous serait maintenant facile de construire la taufçente à la projection horizontale de la courhe d'oinhre en un point donné. Nous reviendrons plus loin (art. 1012) sur cette question, à l'occasion des tangentes à la courbe d'ombre dans le cas général des rayons divergents.
1005. Pour discuter la courhe d'ombre dans l'espace et voir quelles sont celles de ses parties qui sont réelles dans les dill'érentes hypothèses que l'on peut faire, il est nécessaire de pouvoir se rendre compte de la position du plan tangent par rapport à la surface, en un point déterminé. On y parvient en supposant que l'hélicoide se modifie jusqu'à devenir un cône.
Soient 0 la trace de l'axe [fig. 4ifJ). KV la branche de la spirale d'Archimèdf trace de la nappe inférieure de la surface, et ^I un point de cette nappe. Nous élevons au point 0 une droite OQ perpendiculaire à OM, et nous portons sur elle une longueur OD double du paramètre r : les droites MO et .AID sont, en projection, les deux asymptotes de l'indicatrice du point M. Si l'on diminue le pas de l'hélicoide jusqu'à le rendre nul, le paramètre /■ deviendra nul aussi, le point 1) parcourra le segment DO et l'angle DM0 des asymptotes de rindicatrice se réduira à zéro. IMais alors l'hélicoide sera un cône dont nous n'avons à considérer que la nappe inférieure; son plan tangent au point M sera entièrement an-dessus de lui : donc la partie de la surface qui était au-dessus du plan tangent est celle (|ui était projetée dans l'angle DM0, et dans celui (jiii lui est opposé au sommet.
IOO(î. Les points limites des parties réelles de la courbe d'ombre sont ceux où la tangente à sa projection est parallèle à la droite OXlJrg. SgS). On trouve d'abord le point 0; mais, comme le plan tangent en un point de l'axe est perpendiculaire au plan de projection, on est ici dans le cas d'exception dont il a été question à l'art. 892. Lorsqu'à l'un des points de la courbe projetés en O le rayon de lumière est une asymptote de l'indicatrice, il se confond avec la génératrice de la surface et cette droite fait partie de la ligne d'ombre (Jig. /(oo). Il résulte de là que le point 0 considéré sur la courbe d'ombre proprement dite n'est jamais un point limite.
Soient R, {/ig. 398] un |»oint limite, OR, son rayon vecteur et UR, la projec-
(^'j L'indicalnce ctiiiu coniuie, les lliéoromcs des arliclos 880 et 887 donneiil immédialeinent puur les asymptotes de la courlje d'omljre les positions que nous avons déterminées par d'autres considérations aux articles 998, 1000 et 1002.
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tion du rayon de lumière qui y passe : ce rayon étant une asymptote de l'indicatrice, la droite OU perpendiculaire à OR, doit avoir une longueur égale à -ir, et par suite on a
tangOR,U = ^.
L'azimut to du point R, est l'angle DOR, supplémentaire à OR|U; l'équation devient donc, en appelant p le rayon OR,,
— tanecd = —
Éliminant p entre cette équation et celle de la courbe qui a été trouvée à l'art. 1005, on a
gCOS^to + 2 7-COSoj + q =^ <),
d'où
COSCd
■r±sfi^^^'
Cette expression montre que la courbe n'a de points limites que (|uand le point P est dans l'intérieur du cercle FF, [fig. SgS). Lorsque le radical est réel, il faut lui donner le signe + pour que la valeur absolue de cosw soit plus petite que l'unité. Nous avons donc simplement
cosw = ^
w a deux valeurs supplémentaires à iGo"* qui déterminent deux points limites, l'un par un rayon vecteur positif et l'autre par un rayon vecteur négatif. La construction à laquelle l'équation précédente conduit pour l'azimut oj est facile, mais on peut obtenir [)lus aisément encore la position des points limites. Si l'on appelle V la distance de ces points à l'axe OX, on a
V = OUsinXOU = OU cosR, OF,,
V = — a/'cosoj ; d'où
D'un autre côté, les équations des droites F,P et FK rapportées aux axes OD et OK sont
yyjn- g^=g{r-x).
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Eliminant ir, on Irouve que rordonnée tlu point de rencontre E est la même que celle des points limites. D'après cela, pour déterminer ces points, on mènera une droite par les points E et E, ; du point 0 comme centre et avec un rayon égal à ir, on décrira un arc de cercle qui coupera cette ligne au point U; on tracera ensuite OU et sa perpendiculaire OR,. La seconde rencontre du cercle avec la droite EE, ferait trouver un deuxième point limite R ( ' ).
Lorsque les rayons de lumière ont la même inclinaison que les génératrices de la surlace, g- est égal à ±ir, la valeur de y devient ± ir, et celle de (ù zéro ou i8o". La courbe a alors un point limite à l'infini.
Les détails que nous avons donnés dans ce paragraphe permettront dans chaque cas, et suivant que le corps sera placé d'un côté ou de l'autre de la surface, de déterminer les arcs réels et les arcs virtuels des courbes d'ombre.
Courbe (Vonihrc pr()j)re dans le eas de rayons divergents.
1007. Lorsque l'on doit déterminer la courbe d'ombre propre d'une surface de vis à filets triangulaires éclairée par des rayons divergents, on simplifie les tracés en prenant pour plan horizontal d'opérations celui qui contient le point lumineux.
Soient i _/ig. 4io)
0 le pied de l'axe;
OKV la spirale d'Archimède trace de la surface sur le plan horizontal qui ciuUient
le point lumineux; S ce point; OQ le cercle qui a pour rayon le paramètre r.
Si l'on veut déterminer le point de la ligne d'ombre situé sur la génératrice qui a sa trace en K, on élèvera la perpendiculaire OQ à la projection OK, et du point Q on abaissera la perpendiculaire QI à la droite SK, trace du plan qui contient le point lumineux et la génératrice. L'intersection M des droites OK et QI sera le point cherché (art. 991;.
1008. Si l'angle SKO était droit, les droites QI et OK seraient parallèles, et le point M se trouverait à l'infini. Les traces des génératrices qui ne rencontrent la courbe qu'à l'infini sont donc les intersections de la spirale d'Archimède OV
(') Cette construction peut cire modifiée de diverses manières. La droite yFi i)asse au milieu e du se.2;ment OL; le point e est aussi le pied de la perpendiculaire abaissée du point </ sur OP. On obtient ainsi la droite llKi à l'aide du point L; le point Ri se trouve à la rencontre de celte ligne avec la diversicnle Py. (Mannhelm.)
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avec le cercle décrit sur SO comme diamètre [Jig- 4i2). (le cercle coupe la spirale en trois points H, R, et R^ et par suite la courbe a trois branches inlinies. l/origine 0 est un (|uatrième point de rencontre : la génératrice qui y a sa trace se projette sur la droite OX tangente à la spirale. En général, la droite ON n'est pas perpendiculaire à la trace SO du plan qui contient le point S et la génératrice OX, de sorte que la construction ordinaire fait trouver sur cette droite un point N de la courhe d'ombre à distance finie. Quand la spirale est tangente au cercle à l'origine, la génératrice OX^ est perpendiculaire à OS et ne rencontre la rourbe qu'à l'intini.
On peut consitlérer la spirale comme divisée en spires, c'est-à-dire en arcs tels (jue les azimuts de leurs extrémités diffèrent de 36o°. Les génératrices qui passent à ces extrémités interceptent sur l'axe des segments égaux au pas commun des hélices. Toute spire dont le plus petit rayon vecteur est plus grand que SO ne coupe pas le cercle décrit sur cette droite comme diamètre; toute spire, au contraire, dont le plus grand rayon est plus petit que SO le rencontre deux fois, l'jifin, (juclqur petit que soit ce cercle, la spirale le coupe ailleurs qu'à l'origine, ou bien (die le touche en ce point. Il résulte de là que la courbe d'ombre a, au moins, une branche intinie, qu'elle peut en avoir un grand nombre et qu'elle en possède deux, au plus, sur chaque partie de la surface correspondant à un segment de l'axe égal au pas des hélices.
1009. La construction de l'art. 1007 fait invariablement trouver le point O pour toutes les génératrices qui sont projetées surSO; il est évident, en effet, que le plan qui contient une de ces droites et le point lumineux S est vertical et a son point de contact sui- l'axe. Il résulte de là que pour la partie de la surface (|ui correspond à un segment de l'axe égal au pas des hélices, la projection horizontale de la courbe d'ombre passe deux fois au point 0 tangentiellement à la droite OX (art. 996 note).
1010. Nous allons maintenant déterminer directement les points de la projection horizontale de la courbe d'ombre qui sont à une distance donnée du pied de l'axe, ou, en d'autres termes, qui appartiennent à un cercle projection de deux hélices données.
Le point M [fig. 4io) ayant été déterminé par la construction de l'art. i007, on voit facilement (|ue les angles IKM et MQO sont égaux; or, si le rayon 031 doit
être égal à une longueur donnée R, la tangente de l'angle MQO est - ; l'angle IKM
est donc connu, et si l'on décrit sur SO un segment capable de cet angle, le point K sera son intersection avec la spirale.
Nous prenons les longueurs OG et Qg respectivement égales à R et à /, nous traçons la droite ^'0, et ensuite la perpendiculaire DC à OS au milieu D de OS. Lntiii, du point C comme centre, nous décrivons un cercle (|ui passe par les
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points 0 et s : il coupe la spirale au point K, trace de la i^énéialrice sur laquelle est le point M(').
Le même cercle rencontre la spirale aux points K, et K^ qui l'ont trouver les |)oints M, et M...
1011. L'axe étant supposé divisé en segments égaux au pas des hélices, les arcs de la courbe d'ombre sur les parties correspondantes de la surface ne sont pas identiques. La projection horizontale d'un arc qui n'a pas de branche intinie présente, avec la ligne de la //"/?•. 3()8, une ressemblance d'autant plus grande que la partie de la surface sur laquelle il se trouve est plus éloignée du point lumineux. Quand cette partie est à une très grande distance du point lumineux S, les projections des arcs sont très resserrées près l'origine 0, car les plans passant par le points et par les différentes génératrices sont presque verticaux, et ont leur point de contact rapproché de l'axe. On peut d'ailleurs vérifier que la construction de l'art. 1007 donne des points très voisins du pied de l'axe, (juand on opère sur les génératrices qui ont leurs traces sur les grandes spires de la spirale d'Archimède.
Dans l'espace, la courbe rencontre l'axe à des intervalles égaux à la moitié du pas des hélices (art. 1009); au delà des parties où sont ses branches infinies, elle se resserre de plus en plus sur l'axe qui doit, par conséquent, être considéré comme étant une de ses asymptotes.
Tangentes et asymptotes des courbes d'ombre. Points- limites de ces lignes dons le cas de rayo/is divergents.
1012. Le procédé facile que nous avons pour la détermination des asymptotes de l'indicatrice, en un point quelconque de la surface de la vis à filets triangulaires (art. 1004), permet de construire rapidement les tangentes à la courbe d'ombre. Nous examinerons d'abord ce problème sur la projecticm horizontale.
Soient {fig- 4iG)
S le point lumineux; OK la projection d'une génératrice; K la trace de cette droite; O la trace dcî l'axe;
<)Q le cercle auxiliaire dont le rayon est /• : en appliquant à la dtoite OK la construction de l'art. 1007, on trouve que la courbe d'ombre passe au point M.
( I ) La construction de l'article 1010 nous a été communiquée par Bour ; on peut en déduire les tracés iini ont été exposés à l'article 1008.
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Nous prolongeons le rayon OQ d'une longueur égale QD, nous traçons DM : les droites MO et MD sont les deux asymptotes de l'indicatrice du point M, MS est le rayon de lumière; la tangente à la courbe d'ombre étant l'barmonique conjuguée du rayon lumineux par rapport aux asymptotes de l'indicatrice, on en obtient un point R en menant la parallèle EG à MD et en la prolongeant d'une longueur GR égale au segment EG.
Cette construction ne peut pas servir pour les asymptotes. Nous allons la modifier de manière à la rendre d'une application plus générale, tout en lui conservant sa simplicité.
Nous traçons la droite SD qui rencontre la tangente en d et nous construisons le triangle dam, homothétique au triangle DOM et ayant avec lui le point S pour centre de similitude. La droite MO partage en deux parties égales le coté md parce qu'il est parallèle à ER, et ensuite le côté «r/ parce ([u'elle est elle-même parallèle à la base am. Le point / est donc le milieu du côté ad, et par conséquent il se trouve sur la droite qui va du point S, centre de similitude, au milieu Q de OD.
D'après cela, pour avoir le point d de la tangente ^\d, il sui'tit de tracer la droite SQ, de mener, par le point / oîi elle rencontre la génératrice OM, la parallèle al à 00, et de prolonger cette ligne d'une longueur égale à elle-même du côté du point /. Les tangentes à la courbe aux points situés sur la droite indéfinie OK passent toutes par le point d.
Quand les rayons sont parallèles, le point S est à l'infini et la droite Q/doit être parallèle à la droite OX {fig. 897, 398, 4oo et f\o-i.) ( ').
1015. La/ig: 412 montre une application de la construction que nous venons d'expliquer à la détermination de l'asymptote «/d'une brancbe infinie. La trace de cette droite est au point e, sur la trace Re du plan qui touche la surface au point situé à l'infini sur la génératrice OR.
Si la spirale d'Archimède rencontre tangentiellement le cercleOSen unpoint R ( fig. 4i<^). la droite RQ est la normale commune (art. 992], et par conséquent le centre du cercle est au point G où cette droite coupe OS. Le point Q doit d'ailleurs être sur le cercle, car l'angle ROQ est droit. Il résulte de là que les droites RO et SQ qui passent aux extrémités des diamètres SO et RQ sont parallèles; le point / i /ig. 412) est par conséquent h l'infini, le segment «/est infini et la branche infinie de la courbe d'ombre est parabolique.
1014. Quand on connaît la projection horizontale d'une tangente, on construit
(') CeUe consiruction nous a été communi(|uée par Bour qui y était parvenu par l'analyse; nous l'avons rattacliéc au théorème des taniientos conjuguées, eu égard à la nature spéciale de cet Ouvrage.
Poncelet a trouvé par la méthode de Roberval une construction également très simple pour la tangente à la projection horizoutale de la courbe d'ombre de la surface de la vis à Qleis triangulaires, mais seulement dans le cas où les rayons sont parallèles. {Àpjdications lUnnlrse et de Géométrie.)
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facilement sa projection verticale par la considération du plan tanifont au point cori'cspondant do la surface. Toutefois ce procédé ne [tcul pas être cniplové lorsque le point considéré est sur l'axe, parce (jne le plan lani;ent est vertical, il faut alors recourir au théorème des tangentes conjuguées : les deux asymptotes de l'indicatrice sont l'axe et la génératrice.
lOIo. Nous terminerons ce qui concerne les courbes d'omhre en disant (|uelques mots sur la déterminalion de leurs points limites.
Le point 31 de la courbe d'omhre {fig- 4i5) est un point limite quand le rayon de lumière SM est la seconde asymptote de l'indicatrice, et par conséquent quand ce rayon passe par le point D, situé sur la perpendiculaire OQ) ii DM, à une distance de 0 double du paramètre /■.
Si nous décrivons un cercle du point 0 comme centre et avec un rayon égal à OD, et si nous considérons S comme un point tixe de divergence, le point M sera sur la courbe (jue l'on obtiendra à l'aide du cercle et du point S par la construction de l'art. 91)5. Les points limites sont les intersections de cette courbe auxiliaire et de la courbe d'ombre, pourvu toutefois qu'elles résultent d'azimuts et de rayons vecteurs égaux et non d'azimuts inverses avec des rayons vecteurs contraires.
On reconnaît, comme dans le cas des rayons parallèles (art. 100(ï), que les points de la courbe projetés sur le point 0 ne sont jamais des points limites.
Rcprcsciitatioji (Viinc surface de vis à filets tr/'anf^r/faircs et de ses ombres.
lOK). Nous avons représenté sur ln/ig. 409 une partie de la nappe inférieure d'une surface de vis à filets triangulaires éclairée par des rayons parallèles. Le cercle BG, projection de l'hélice directrice, a été divisé en quatorze parties égales, et les génératrices qui passent par les points de division ont été ti'acées sur les deux plans de projection. Leur enveloppe sur le plan vertical est le contour apparent de la surface, ou la projection verticale de sa ligne de contact avec un cylindre circonscrit perpendiculaire à ce plan. La projection horizontale de ce contour apparent est une courbe D,OD, . .., H, OH du genre de celle que nous avons étudiée à l'art. 1002. Les génératrices du cylindre circonscrit étant perpendiculaires au plan vertical, les droites qui divergent du point fixe situé à l'infini sont parallèles à la ligne de terre. Nous traçons le cercle auxiliaire KA qui a pour rayon le paramètre /• et nous obtenons ensuite la courbe sans dilliculté. Les points situés sur l'hélice directrice doivent être déterminés directement. La discussion des difiérentes parties du contour apparent se fait cpmme pour la courbe d'ombre dont nous nous occuperons à l'article suivant; nous
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nous bornerons ici k dire que les arcs DO et OH sont seuls utiles, parce que nous ne considérons que la partie de la surfoce comprise entre l'axe et l'hélice directrice. En relevant sur le plan vertical les points où ces arcs rencontrent les projections horizontales des différentes génératrices, nous avons les positions précises des points où les droites tracées sur le plan vertical touchent leur enveloppe.
Une asymptote du contour apparent dans l'espace est déterminée par sa projection horizontale et par le plan tangent à la surface au point situé à l'intini sur la génératrice parallèle. L'asymptote de la branche ODH, 0 est donc l'intersection du plan vertical B, G, et du plan (B|B^, B'L) tangent au point situé à l'infini sur la génératrice (BO,B L), c'est-à-dire ladroite (B,G,, H L)pour la première spire. Les projections des génératrices parallèles au plan vertical sont ainsi les asymptotes du contour ajiparent sur ce plan, ce qu'il était facile de prévoir, cai' elles doivent être tangentes à cette courbe, comme les projections des autres génératrices.
1017. Nous supposons la surf;ice éclairée par des rayons parallèles à la droite R' située dans le plan vertical; nous déterminons alors le point fixe P et nous construisons la piojection horizontale de la ligne d'ombre (art. 995) : elle est du genre de la courbe qui est représentée sur h\ fig. [\o2. On relève ensuite ses différents points sur le plan vertical. 11 serait facile de tracer ses asymptotes, nuiis elles présentent peu d'intérêt pour les arcs (|ui se projettent dans l'intérieur du cercle BG.
On peut facilement discuter les dillerentes parties de la courbe d'ombre, à l'aide des principes que nous avons posés dans les articles précédents. Le point !\[ est sur la divergente PQ et correspond au rayon OQ; la branche de la spirale d'Archimède sur laquelle se trouve la trace de la génératrice OM s'étend donc du côté où se trouve le point Q. On reconnaît ainsi que le point ^I appartient ii la nappe inférieure (art. 991). Les deux asymptotes de l'indicatrice sont .AIO et ]\[0| ; lorsque l'hélicoide se réduit à un cône, la partie OMQ, disparait : c'est donc celle (|ui contient les courbes dont les tangentes au point 31 sont au-dessous de la surface i^art. 1005 1. Le rayon de lumière SM situé hors de cet espace angulaire est au-dessus de l'hélicoide, et par suite le point M est utile et vu sur le» plan horizontal. Il en est de même de tout point des branches 0^ et Oa. Sur la projection verticale, les points de la première 5'F' sont vus et ceux de la seconde iz'L' cachés.
La surface étant limitée à l'axe, les génératrices B'L et B"L , qui sont dans un plan passant par l'axe et parallèle aux rayons de lumière, forment la ligne d'ombre portée sur la face inférieure de la nappe, au moins dans la partie vue.
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llcpicscutatioii (l'une vis à filets triangulaires et de son éerou.
1018. Une vis ii filets triangulaires ?>(i compose d'un noyau plein qui a la forme d'un cylindre de révolution, et d'un solide hélicoïde dont la génératrice méridienne est un triangle B'C, IV, ijig. '\o-j], placé de manière que sa base B'B', soit un segment d'une génératrice du cylindre. En général, le triangle est isoscèle et le pas des hélices que décrivent ses différents points est égal à la base B'B', ('). 11 résulte de là d'abord que les points B' et B', se meuvent sur une même hélice, et ensuite que les surfaces de vis à filets triangulaires auxcjnelles appartiennent les zones engendrées par les droites B'C, et G, B', ont un même paramétrer. Il peut arriver que ces zones appartiennent aux deux nappes d'une même surface.
Une vis a le plus souvent à l'une de ses extrémités une tête qui est un solide prismatique dont les bases sont perpendiculaires à son axe. Elle glisse en tournant dans un écrou, corps limité intérieurement aux surfaces hélicoides qui la terminent elle-même extérieurement.
Pour représenter une vis à filets triangulaires, on trace d'abord les projections horizontales et les projections verticales des deux hélices suivant lesquelles se coupent les deux ûices du filet. Sur le plan vertical, nous avons limité ces hélices aux droites XY et S"U", qui représentent le plan de la face supérieure de l'écrou et celui de la face inférieure de la tête.
Le contour apparent sur le plan vertical est formé de lignes courbes, mais elles sont rapprochées de leurs asymptotes (art. i01G\ et vu leur peu de longueur on peut les tracer comme des droites. On les obtient d'une manière suffisamment exacte en menant des tangentes communes aux arcs consécutifs des sinusoïdes qui forment la projection verticale des hélices d'intersection.
Ces deux courbes rencontrent le plan S"U" aux points (L, L') et (M, M'). Les deux faces du filet rencontrent le même plan suivant deux arcs de spirale d'Archimède qui vont du point L au point M.
Nous avons représenté l'écrou par une projection horizontale et par une coupe verticale : le plan sécant COE est méridien et parallèle au plan vertical [fig. 4o8). La ligne de contour apparent qui passe près des points B' et G, [fig. 407) est au delà du plan GD, elle appartient donc à la partie de la surface qui est conservée sur Xafig. 4o8; mais cette courbe étant réelle sur la vis est nécessairement virtuelle sur l'écrou : nous ne l'avons pas tracée. Les demi-spires
v') Ou fait des vis à double et môme à triple filet; le profil i,'énérateur Cit alors composé de deux ou de trois triangles égaux, et le pas est égal à deux ou à trois fois la longueur de leur base; quelquefois lc*filet est engendré par la révolution hélicoïde d'un trapèze (fig. 4o6).
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(le riiélice BD sont vues entièrement, celles de l'hélice CE sont cachées sur de (res petites loniiiieiirs près des sommets C, C',, ... des angles rentrants, car les tangentes à leurs projections en ces points sont verticales.
La sinusoïde projection verticale de l'hélice CE rencontre la droite X, Y, eu un point J', que nous ramenons en J sur la projection horizontale. Les deux arcs de spirale d'Archimède qui limitent les faces du tilet à leur partie supérieure partent du point J et aboutissent au point A diamétralement opposé sur le cercle BD.
1019. Ombres propres de la vis. — Nous supposons maintenant la vis éclairée par des rayons parallèles à une droite (R, R) [fig- 4o7)< et nous allons déterminer ses ombres.
Nous construisons d'abord la longueur Uv: du paramètre r, et nous décrivons un cercle du point 0 comme centre avec ce paramètre pour rayon. Les tracés expliqués à l'art. 995 nous donnent ensuite le point fixe P : il doit être placé, par rapport à la projection du rayon de lumière qui passe par le point 0, d'un coté différent de celui où il se trouve sur hi/ig. l\o\, car les liélicoïdes sont de même sens [sinistrorsum] et les rayons de lumière sont inclinés en sens contraire. Nous déterminons alors la courbe >.0v ..., oPOPr, projection horizontale de la ligne d'ombre, en ayant soin de construire directement les points situés sur les deux hélices qui forment l'arête saillante et l'arête rentrante des filets (art. 997). Chaque partie comprise entre les cercles CE et BD est la projection horizontale d'un ai'c de la ligne d'ombre de l'une des faces du filet. Des considérations analogues à celles que nous avons présentées à l'art. 1017 permettent de reconnaître à laquelle des deux faces appartient chacun des arcs, et font voir qu'ils sont tous réels.
Pour obtenir la projection verticale d'un arc réel, d'après sa projection horizontale, on relève les points extrêmes sur les hélices et on détermine un point intermédiaire en traçant d'abord la projection horizontale, puis la projection verticale de la génératrice à laquelle il appartient.
Ombre portée par la vis sur le plan horizontal. — On construit ensuite les ombres portées sur le plan horizontal par les différentes lignes de la vis. L'ombre de l'hélice saillante est la courbe KT:"Â-n"A~,, ...; nous savons que c'est une cycloide allongée engendrée par le point K, quand le cercle dont le rayon est OP roule sur la tangente PP, parallèle à R (art. 953).
Les ombres des lignes v', ju.',, X', /',,({/', y',, t'|' sont les arcs v'îj^'î, >^', x',» ^//i* t"^", . . .; ils appartiennent a deux courbes distinctes qui correspondent l'une à la face supérieure du filet, l'autre à la face inférieure, et qui sont les enveloppes des ombres portées par les lignes tracées sur les deux hélicoïdes (art. 571). Ces arcs se raccordent par suite tangentiellement avec l'ombre de l'hélice saillante à leurs points de rencontre >.", , v", , t" et o\.
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■ Les ombres des arêtes (ST, S"T"), (TU, T"U") de l;i tète de la vis sont les lignes S,T, etT.U,.
Ces différentes lii;nes font connaître la limite de ronibre portée snr le plan horizontal, et donnent tous les éléments nécessaires pour la détermination des ombres sur la projection verticale.
Ombre portée par la vis sur elle-même. — Nous allons déterminer les ombres que la vis porte sur elle-même parla méthode des projections obli([ues (art. 570- 575), et d'après les lignes d'ombre que nous avons obtenues sur le plan horizontal. Les courbes v", [7.'^ 6tV, ;(", sont les traces des cylindres circonscrits parallèles aux rayons de lumière, et dont les lignes de contact sont v'^ a, et a,/',; ces traces se coupent en un point «", et par suite les cylindres ont une génératrice commune, dont la projection verticale w', &/, passe par le point w'î projection deo/'. Les arcs V, w', eto/v', projettent leur ombre sur le plan horizontal, l'arc a, o/ n'est pas éclairé et l'ombre de l'arc w, /', est reçue par la face supérieure du filet inférieur; elle s'étend de ■/^^ à w'. Pour en avoir un point intermédiaire, nous traçons une génératrice rectiligne imn, m' n') de l'hélicoïde, et nous déterminons son ombre n"m". Cette ligne coupe la projection V, j^", en un point r/", et par suite le rayon de lumière qui aboutit à ce point rencontre successivement la courbe d'ombre propre '>'^^/^^ et la génératrice m'n'; le point d' , ramené de d", est donc un point de la trace, sur la face supérieure du filet, du cylindre circonscrit le long de la ligne X',/',.
Les autres déterminations se font d'après les mêmes principes et ne présentent pas plus de difficultés. Le point p;" fait connaître le point ^' où le plan d'ombre de l'arête (ST, S"T") rencontre l'hélice saillante. En traçant des génératrices rectilignes sur les deux faces du filet, de part et d'autre de §•', et considérant les intersections de leurs ombres avec les droites S,T, et T,U,, on détermine par points l'ombre qui est projetée sur la vis par les arêtes (ST, S"T") et (TU, T"U").
Les lignes T,U| et7.!,/'l se rencontrent en un point /"que nous ramenons d'abord en t'[, puis en t' , en t\ et en t.,. L'ombre du segment T" t., est f't'. L'ombre de l'arête T"U", au delà du point t.,, est reçue sur le filet suivant à partir du point t\ .
On détermine par les mêmes principes les ombres portées sur le plan vertical.
Nous n'avons tracé les lignes d'ombre cachées que lorsqu'elles sont utiles pour la construction.
1020. Ombres de l'ècrou. — Les lignes d'ombre propre étant réelles sur la vis sont virtuelles sur l'écrou, et par suite les figures de la /'/. XXVH n'ont que des ombres portées. Pour obtenir leurs contours, nous projetons, par des droites parallèles au rayon (R, R'), les différentes arêtes sur un plan horizontal don! nous avons placé la ligne de terre X"Y" à la hauteur du point D',. L'ombre portée sur le plan horizontal par un point est indiquée par la lettre (jui désigne le point, avec un double accent : ainsi H" est l'ombre du point (H, H').
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Les courbes H"J" et B^D'!,, projections obliques de la spirale (rArcliimède H' J' et de la demi-spire BID,, se coupent en un point ^" : le point correspondant fi' de l'hélice est celui où cette courbe reçoit l'ombre de la spirale. On détermine d'une manière analogue les points y', c?' et i où l'ombre de la ligne brisée W'V coupe les demi-spires C!,E',, B, D', et C, E'. On obtient des points intermédiaires de la courbe d'ombre portée en considérant des génératrices rectilignes. La génératrice [rnn,m'n') a pour projection obli(iue la droitem"n" qui rencontre en <:" et en n les projections CB^ et H"J" de l'arête (CB, C!,B.,) et de la spirale (HJ, H'J'). Ces points font connaître les intersections n' et n' de la génératrice avec la ligne d'oniln-e.
Nous avons reproduit de \^ /îg- 4^7 la ligne d'ombre propre (t];y, A'o'); le point (a, a!) où elle rencontre la spirale est l'origine de la courbe d'ombre portée par la spirale d'Archimëde sur le tilet, car le rayon de lumière qui passe par ce point y est tangent à la surface : c'est celle des génératrices du cylindre d'ombre de la spirale, dont lesdeux points situés sur la face du filet se sont réunis en un seul.
A partir du point où commence l'ombre de la ligne brisée HT', les mêmes contours se reproduisent sur les filets. Le point ô', se trouve par suite sur la verticale de ^' .
Hélicuïde de la vis à filets triangulaires employé comme surface
auxiliaire.
1021. L'iiélicoïde que nous venons d'étudier peut être employée comme surface auxiliaire dans divers problèmes relatifs aux surfaces gauches; mais le seul cas où cette méthode présente des avantages réels sur les procédés ordinaires est celui où la surface considérée a une directrice rectiligne et où ses génératrices rencontrent cette droite sous des angles égaux ; car on obtient alors sans difficulté des hélicoides de raccordement.
Supposons qu'une droite se meuve en restant normale à un cône de révolution aux différents points d'une section plane, et proposons-nous de construire le plan tangent en un point à la surface qu'elle engendre. Nous prenons des plans de projection tels que l'axe du cône soit une verticale (S, AS')(y?-g^. ^o'i), et que le plan sécant (PG, GL) soit perpendiculaire au plan vertical.
La génératrice (SC.S'C) coupe le plan au point (M, M'). Si l'on suppose que cette droite tourne sur le cône, jusqu'à devenir parallèle au plan vertical, le point M' se placera en m', et la normale en ce point sera la droite w'u perpendiculaire à »i'S'. La normale au cône au point (M, M') est donc la droite (SM, wM'j.
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Nous allons chercher le plan tangent à la surface gauche en un point (N,N') de cette génératrice.
La trace horizontale du plan tangent à la surface au point (M, 31') passe aux points V et K, traces de la génératrice et de la tangente à la directrice. L'intersection de ce plan et du plan vertical .MT, perpendiculaire à SM, est (MT,M'T').
La surface donnée se raccorde le long de (SN, wN') avec l'hélicoïde qui a pour axe la verticale (S, AS'), dont une hélice passe au point (M, M') tangente à la droite (MT.iNl'T'), et dont le cône directeur est celui que décrit la droite o^m' (ail. 61i]. Nous pouvons donc opérer sur cette surface auxiliaire.
Le plan tangent au point (N,N') est déterminé par la génératrice et par la tangente à l'iiélico. Pour obtenir la trace horizontale de cette dernière droite, nous remarquons que, les hélices décrites par les points (N,N') et (M, M') ayant des pas égaux, les cotangentes de leurs inclinaisons sont proportionnelles aux rayons SN et SM. D'après cela, si le point (N, N') était en (N, N") à la hauteur de (M, M'), la tangente à l'hélice en N aurait sa trace au point U sur la droite ST, et sa projection verticale serait N"U'; dans la position oîi se trouve réellement le point (N,N'), la tangente à l'hélice a pour projection verticale la droite N'R' parallèle à N"U'; d'où il suit que sa trace horizontale est au point R et que la droite RV est la trace horizontale du plan cherché.
Si l'on avait plusieurs plans tangents à construire en des points d'une même génératrice, on déterminerait le paramètre /• de l'hélicoïde de raccordement, et l'on appli(iuerait les tracés de l'art. 991.
L'axe, considéré comme directrice do la surface gauche, n'est utile que sur la longueur du segment AB. Les points A et B sont par conséquent des sommets (art. 652 ). Quelle que soit la forme de la directrice tracée sur le cône de révolution, aux points où la tangente à cette courbe est horizontale, l'hélicoïde de raccordement se change en un cône; les sommets de ces cônes sont des sommets de la surface gauche.
1022. Quand deux surfaces gauches se raccordent le long d'une génératrice, cette droite a le même point central dans les deux surfaces. Il résulte de là, et des considérations présentées dans l'article précédent, que, quand une surface gauche a une directrice rectiligne et que les génératrices rencontrent cette droite sous un angle constant, la ligne de striction de la surface est cette directrice.
1023. Extension ci Vhélicoide gauche ffénéral des constructions relatives à la surface de la ris à filets triangulaires. — On peut étendre assez facilement à l'hélicoïde gauche général les diverses constructions expliquées pour la surface de la vis à filets triangulaires. Nous nous bornerons à ce qui concerne le plan tangent.
Soient (('D, (]'D') l'hélice de gorge {/ig. 425 bis), (FB, E'B) une génératrice parallèle au plan vertical, et NK une génératrice quelconque : nous nous proposons de construire le plan tangent au point M de cette droite.
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Si la génératrice (FB.E'B') entraîne dans son mouvement la droite (OA, E'B) qui lui est parallèle, cette dernière ligne engendrera une surface de vis à filets triangulaires, dont la trace sera une spirale d'Archimède AV que nous savons construire. Lorsque la génératrice FB aura la position NK, la droite parallèle OA, devenue OB, aura sa trace en B, et l'on olitiendra la trace K de la génératrice en prenant, à partir du point N, une longueur égale à OB.
Par le point C, nous menons deux droites C'S et CL respectivement parallèles à B'E' et à la tangente à l'hélice de gorge au point (F, E') : la longueur LS est égale au paramètre des génératrices (art. 961).
L'hélicoïde se raccorde le long de la génératrice NK avec une surface do vis à filets triangulaires qui a pour axe la verticale du point N, et dans laquelle le pal'amètre des génératrices est égal à LS. D'après cela, si nous prenons sur le rayon ON une longueur NQ égale à LS cot YB E' ou Lq, il suffira, pour obtenir la trace du plan tangent on M, de mener la droite Q3L et de lui abaisser une perpendiculaire du point K.
En conservant les notations de l'art. 960, et en ayant égard aux résultats obtenus dans cet article, on a
OQ = ON + NQ, OQ = Z> + /•, cota, OQ = h cota.
La longueur OQ est donc indépendante du rayon h; on la construit comme pour une surface de vis à filets triangulaires, et on la porte du côté du point 0 où s'étend la branche de la courbe spirale sur laquelle la génératrice considérée a sa trace (').
Obscrvatiojis générales sur- les trayons de courbure et les lignes asjmptotifiucs clc la surface de la vis à filets triangulaires.
1021. Nous pouvons déterminer les rayons de courbure des sections principales d'une surface devis à filets triangulaires en un point donné, car le théorème do l'art. 826 nous fait connaître leur produit, et il est fiicile d'obtenir leur rapport en construisant l'angle des asymptotes de l'indicatrice.
(' ) Le lecteur qui voudra avoir plus do détails sur les constructions relatives à l'hélicoïde gauche général pourra consulter le Mémoire que nous avons publié dans le XXXIV cahier du Journnl de l' Ecole Polytechnique.
Nous complétons celte Note de l'Auteur en citant un Mémoire de M. Karl Pelz « sur la détermination des contours apparents des hélicoïdes gauches », publié à Vienne, en i883, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie impériale des Sciences. La construction de l'art. 1023 y est obtenue en considérant un paraboloïde de raccordement le long de chaque génératrice rectiligne, et appliquée à la détermination du contour apparent vertical de l'hélicoïde oblique général à axe vertical. En outre. M. Karl Pelz démontre, sans appliquer le théorème des tangentes conjuguées, une construction simple des tangentes à la projection horizontale de ce contour. (E. L.)
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Nous avons vu à l'art. 1004 que la projection de la seconde asymptote de l'indicatrice d'un point M ifig. 4iG) est la droite MD, qui coupe la perpendiculaire OD à OM en un point l) situé à une distance de l'axe égale à 2/-. Il résulte lie là que la projection horizontale d'une ligne asymptotique, autre que les génératrices, a ses sous-tangentes égales à une quantité constante ar. La courbe qui jouit de cette propriété est appelée spirale hyperbolique.
SURF.4.CE DE LA VIS A FILETS CARRÉS
Définitions . — Propriétés générales.
lO'io. On appelle surface de la vis à filets carrés (') la surface engendrée par le mouvement liélicoïde d'une droite autour d'un axe qu'elle rencontre à angle droit. Cet hélicoide est tout à la fois une variété de la surface de la vis à filets triangulaires et un conoïde droit (art. G6B).
Deux génératrices ne peuvent pas se rencontrer, car elles sont dans des plans horizontaux différents : la surface n'a donc pas d'hélices doubles dont les points soient à une distance finie de l'axe.
L'angle des génératrices avec le plan horizontal étant nul, le paramètre /■,
rayon du cylindre sur lequel est tracée l'arête de rebroussement de l'hélicoide
développable asymptote, est infini (art. 989), et par conséquent cette surface
.disparait à l'infini, ce qui doit être, puisque la surface de la vis à filets carrés est
un conoïde (art. 641).
1026. Une surface de vis à filets carrés étant déterminée par l'axe (0, O'Z) et par l'hélice directrice (AB,A'B' A") (/?^. 417), cherchons son intersection avec le cylindre vertical dont la trace horizontale est le cercle de diamètre AO.
Le point (m, m'), où une génératrice (OM, 0"M') coupe ce cylindre, est à la même hauteur que le point (M, M') de l'hélice directrice, et l'angle ACm est double de l'azimut AOM de ce dernier point; mais l'ordonnée et l'azimut du point (M, M') sont dans un rapport constant, l'ordonnée du point {m, m') et son azimut mesuré, en prenant pour origine le point C centre du cercle AmO, sont donc aussi dans un rapport constant, qui est la moitié du précédent; il résulte
( ' ) fair la Note de l'art. 9.^8.
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(le là que le lieu des points [m, m') est une hélice dont le pas est la moitié du pas de l'hélice directrice (AB, A'B).
Nous voyons ainsi que, quand une génératrice d'un cylindre de révolution se confond avec Vaxe d'une surface de vis à filets carrés, V intersection de ces deux surfaces est une hélice dont le pas est la moitié dupas de Vhélicoïde.
Une spire de l'hélice excentrique AwO coupe en deux points chacune des \\k- Wces génératrices dont la distance à l'axe est plus petite que OA, et touche en A celle dont la projection est ANE.
Considérons le point (D, D) de l'hélicoïde et traçons deux droites perj)endiculaires à OD, passant l'une par le point D, l'autre par le milieu L de OD : tout point de celle-ci, tel que E, est le centre d'un cercle qui passe par les points 0 et D; ce cercle touche en F celui qui est décrit du point 0 comme centre avec OF pour rayon. Il résulte de là que Von peut tracer sur une surface de vis à Jilets carrés, par un point quelconque!), une infinité dliélices excentriques, et que ces courbes touchent les hélices génératrices de Vhélicoïde aux points de la section faite par un plan vertical FH (' ).
Plans ta/igr/its. — Sections planes.
1027. Les constructions que nous avons trouvées pour la surface de la vis à filets triangulaires s'appuient presque toutes sur un cercle auxiliaire, qui a pour rayon le paramètre r, et sur une spirale d'Archimède, lieu des traces horizontales des génératrices. Elles sont, pour la plupart, inapplicables à la surface de lavis à filets carrés, parce que le paramètre r devient infini et que les génératrices sont parallèles au plan horizontal; mais, en se reportant à la théorie des conoïdes, on obtient focilement d'autres tracés généralement très simples.
1028. Construction du plan tangent à l'hélicoïde en unpoint donné. — Soient O la trace horizontale de l'axe {/ig. 4ii), EN le cercle projection de l'hélice directrice, B la trace de cette courbe, et M un point d'une génératrice OC où l'on veut construire un plan tangent.
La tangente à l'hélice directrice au point N se projette sur la tangente NT au cercle, et a sa trace en un point T que l'on détermine en prenant la longueurNT égale àl'arcNB(art. 9iî)).
Le paraboloïdequi a pour directrices l'axe et la tangente NT à l'hélice, et pour plan directeur le plan horizontal, se raccorde avec la surface le long de la génératrice ON; sa trace sur le plan horizontal est la droite OT. La parallèle MG
(')Nou» croyons que les deux théorèmes de l'art. 1026 sont dus à Th. Ohvier (Développements fie Géoiiiclric).
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à NT est la (race d'un plan vertical qni, étant parallèle aux deux directrices rectilin-nes du paraholoïde, coupe cette surface suivant une génératrice du second système. Le plan tangent est déterminé par cette droite dont la trace est G, el |>ar la génératrice horizontale OC : sa trace est donc la droite GH parallèlt à OC(').
On voit qu'il est possible de faire la construction en opérant sur le plan horizontal seulement.
Si l'on devait construire plusieurs plans tangents, il serait utile de tracer la développante BTY du cercle BN. Cette courbe est, comme nous le savons, le lieu des pieds des tangentes à l'hélice.
La même construction, faite en ordre inverse, donne le point de contactai d'un plan qui contient une génératrice OC et dont on connaît la (race GH. On détermine la trace OT du paraboloïde de raccordement; cette ligne rencontre la droite GH en un point G que l'on projette sur OG.
1029. Srctions planes. — Si la surface est divisée en parties correspondant aux didérentes spires de l'hélice directrice [Jig- /117). on pourra déterminer sur chacune d'elles deux génératrices (ON,on\') et (ON,,<o,N', ) parallèles à la trace horizontale PQ d'un plan sécant, quelle que soit sa direction. Toute section plane aura donc deux branches infinies sur chaque partie de la surface. Les asymptotes sont les intersections du plan par les plans horizontaux contenant les génératrices (art. 641).
Quand le plan sécant contient une génératrice, cette droite forme une branchi infinie de l'intersection; la courbe proprement dite passe au })oint de la génératrice où le plan touche la surface. Enfin, lorsque le plan est horizontal, l'intersection se réduit à une génératrice et à la directrice rectiligne que la surface possède à l'infini (art. 641 ).
Ligne d'omhrc propre pour des rayons pctnillèles.
1030. On peut déterminer la projection horizontale de la ligne d'ombre propre par la construction de l'art. 993, en remarquant que le cercle auxiliaire a un rayon infini. Traçant alors du point fixe P une divergente quelconque PQ [fig. 420), on lui mènera une parallèle OQ,, et on élèvera à ces droites une perpendiculaire OM : la courbe est le lieu des points M, pieds des perpendiculaires abaissées de la trace 0 de l'axe sur les droites qui divergent du point P. c'est-à-dire le cercle ayant OP pour diamètre. Par suite, et conformément au
(') CeUe construction est identique avec celle que nous avons exposée à l'article 672 pour le plan tangent au conoïde de la voûte d'arêtes en tour ronde.
III. — De la Gourserie. — Descripliie
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théorème de l'art. S02G, la ligne d'ombre dans l'espace est une hélice excenlri([ue.
1051. Il est facile d'étahlir.que la projection horizontale de la courbe d'ombre propre est un cercle, d'une manière directe, en partant de la construction de l'art. 1028. Nous supposons le rayon de lumière (R, R') parallèle au plan vertical {fig. 421); nous considérons une génératrice (ON, 0', N'), et nous déterminons successivement la trace KG du plan passant par cette droite et parallèle aux rayons, la trace TG du paraboloïde de raccordement formé par les tangentes aux hélices, et le point M de la courbe d'ombre.
Nous pouvons supposer que le plan horizontal s'élève ou s'abaisse de manière à se trouver toujours à une même hauteur au-dessous de la génératrice considérée; alors la trace A de l'hélice directrice est en un point variable du cercle ANC, l'arc AN a une grandeur constante ainsi que l'angle TON, et le point K est fixe.
L'angle OGK égal à TON est constant, et ses côtés passant respectivement par deux points fixes 0 etK, son sommet se meut sur un cercle. Si nous prolongeons la droite G.M jusqu'à ce cercle en P, le point P sera fixe, car l'angle OGP complémentaire de TON est constant. Le sommet M de l'angle droit PMO décrit donc un cercle ayant OP pour diamètre.
Dans le quadrilatère inscrit POKG, l'angle en G est droit ; l'angle en 0 est donc aussi droit, et par suite le diamètre OP du cercle PO.M est perpendiculaire à xy.
Lorsque le point M est en P, G se trouve en G,, l'angle G,OP est égal à TON, et l'on a
tauyTON On trouve d'ailleurs
OK = O'O; coty, tangTON = AON,
7 étant l'angle OK'O', des rayons de lumière avec le plan horizontal. En portant ces valeurs dans l'expression de OP, on obtient
<>!' = xois-co^v;
et, en introduisant le pas réduit /;,
OP = h coty.
Nous n'avons ainsi que la grandeur absolue du diamètre OP. En faisant sur la direction des ordonnées positives les mêmes conventions qu'à l'art. î)9o, on reconnaît, d'après la position du point P sur la figure, que son ordonnée est de signe contraire au produit h coty.
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On peut, sans s'inquiéter du signe, déterminer l'extrémité P du diamètre qui .est sur l'axe OY,, eu cherchant par la construction directe le point de la courbe situé sur cette droite.
1052. Les tangentes au cercle PMO aux points 0 et P sont parallèles à la projection R du rayon de lumière. Nous savons d'ailleurs que les plans tangents à la surface de la vis à filets carrés ne sont verticaux qu'aux points situés sur l'axe. Les points dont la projection est P sont donc des points limites (art. 892). Ceux qui se projettent sur l'origine 0 ne sont pas limites, car les tangentes à une hélice aux points situés dans un plan méridien, de part et d'autre de l'axe, sont inclinées en sens contraire. x\insi la tangente à l'hélice d'ombre (OMP, O'M'P'), au point (0, 0'), a une inclinaison en sens contraire de la tangente au point limite(P, P'). Ce résultat est conforme àcelui que nous avons obtenu à l'art. lOOG. On voit que les spires de l'hélice d'ombre sont alternativement réelles et virtuelles. Puisque cette hélice a des points limites, ses tangentes ont la même inclinaison que les rayons de lumière; par conséquent, et en vertu du théorème de l'art. 954, l'ombre de cette courbe sur le plan horizontal, qui est l'ombre portée par la surface, est une cycloide.
1053. Nous avons représenté sur lay?»-. 419 la partie d'une surface de vis à filets carrés comprise entre deux hélices (AEIMA, A'E'I'M'A"). (AMIEA, A'^rrE-'A"), tracées sur un même cylindre, et deux génératrices (AL A'), (AI, A"), situées dans un môme plan vertical. Nous avons ensuite éclairé cette surface par des rayons parallèles à une droite (R, R'), et nous avons déterminé ses ombres sur elle-même et sur le plan horizontal.
La première partie du travail ne présente aucune difficulté. Nous nous bornerons à dire que nous avons divisé chacune des deux hélices en seize parties égales, et que nous avons tracé les génératrices qui passent aux points de division.
Pour avoir le point P, il faut construire la longueur OP ou ^(art. 995), ou bien faire passer par la génératrice (01, 1) un plan parallèle aux rayons de lumière, et chercher son point de contact (art. lU'IS '). Les deux procédés conduisent à des tracés peu différents; nous avons adopté le second.
En prenant sur la tangente li, au cercle AI une longueur le égale à la moitié de la circonférence, et menant Oc, on a la trace du paraboloïde de raccordement sur le plan horizontal A'r'. La trace du plan parallèle aux rayons de lumière, et contenant la génératrice (AI, I'), est t't; la perpendiculaire abaissée de t sur 01 donne le point P. L'hélice d'ombre propre se projette horizontalement sur le cercle OP, et verticalement sur la sinusoïde A'O r0"A", qu'il est facile de construire.
Nous considérons la surfoce comme une feuille, et non comme recouvrant au corps solide; il résulte de là que la courbe d'ombre a toutes ses parties réelles.
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mais un arc n'est lUile sur une projection que quand les rayons de lumière tangents sont du eôté vu de la surface.
Lorsque l'on considère les positions relatives de deux génératrices consécutives, telles que (CK, C'K") et (DL,D'L"), on reconnaît que la iaco de l'hélicoïde, qui est supérieure quand on la considère d'un côté de l'axe, devient inférieure lorsqu'on la prolonge au delà de cette droite. Sur la projection verticale, chaque face, dans sa partie vue, est supérieure à droite de l'axe et inférieure à gauche.
La manière dont la surface est disposée étant bien comprise, le tracé des ombres ne peut présenter aucune difficulté. Sur la projection verticale, l'hélice d'ombre n'a pas d'arc utile; elle passe au point I' d'une face à l'autre, et appartient toujours à la partie cachée. Au point (0,0') l'hélice reste sur la même face, qui est supérieure d'un côté et inférieure de l'autre; il en résulte que, sur la projection horizontale, le cercle OP est utile d'un côté seulement du point 0.
En déterminant les ombres des génératrices sur le plan horizontal, on obtient; i" la cycloïde jop,/;^, trace du cylindre circonscrit parallèle aux rayons; 2° les courbes abc ... qsa' et 'i/iii", . ..h,i„, ombres des deux hélices qui limitent la partie considérée de l'hélicoïde. Ces lignes sont des cycloides allongées, engendrées par les points A et I lorsque le cercle PO roule sur la droite p/Ji/Jo, après avoir été transporté parallèlement à lui-même, de manière que le point P soit (Ml p. Pour avoir les ombres portées par la surface sur elle-même, il suffit de ramener sur la projection horizontale, et de relever sur la projection verticale, les lignes a/3y, sd et 'k[j.'j données par la projection oblique ( ').
Courbe d' omhrc propre dans le cas oh les rayons sont divergents.
105 Î-. Quand les rayons sont divergents, on simplifie les opérations en prenant pour plan horizontal de construction celui qui contient le point lumineux S { fig. 4' Oî ïilors, pour avoir la projection du point de la courbe d'ombre situé sur une génératrice OC, on trace par le point S une droite HG parallèle à cette ligne, et on la considère comme la trace d'un [»lan contenant la droite OC. On détermine ensuite le point de contact M de ce plan, comme il est (•xpli(jué à l'article i028.
Si l'on su[»pose que la longueui» 00 devienne infinie dans la construction représentée sur \'Afig. L\\^ (art. 1012), les points Q et D iront à l'infini sur OD, et par suite les droites SQ et SD seront confondues en une seule droite perpendiculaire à 0>1. D'après cela, pour avoir un point c/de la tangente au point AI à la
(') Nous avons cru qu'il étùt inutib d'iudiciiicr par des hachures l'étendue de l'oaibre portée par la surface sur le plan horizontal.
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projection horizontale de la courbe d'onibi'o propre de la surface de la vis ;i filets carrés [fig- 4ti), il suffit d'abaisser du points une perpendiculaire S/à OC, et de prendre /r/ égale à S/. Les tangentes à la courbe aux divers points situés sur la droite indéfinie OC passent toutes par le point r/.
Tous les plans tangents à l'infini sont horizontaux (art. 641). La courbe d'ombre a donc une seule brandie infinie, correspondant à la génératrice située à la même hauteur que le point lumineux. L'asymptote est parallèle à celle droite.
En appliquant la construction que nous avons trouvée pour les tangenles, on reconnaît que le point lumineux et l'asymptote sont situés de part et d'autre età égales distances de la génératrice, ce (|ui devait être puisque la surface a un plan directeur (art. 88i).
En rapprochant les résultats des articles ÎOiSet 1030, on trouve que les projections des points limites d'une courbe d'ombre sont sur le cercle qui aurait pour diamètre la droite OS (y7g-. /(ii).
Représentation d'une vis à filets carrés et de son écrou.
lOÔj. Une vis à filets carrés se compose d'un noyau plein qui a la forme d'un cylindre de révolution, et d'un solide hélicoide dont la génératrice méridienne est un rectangle a'b'c'd' [Jig. 4i3) placé de manière que l'un de ses côtés a'd' soit un segment d'une génératrice du cylindre, et que son plan passe par l'axe de cette surface. En général, on donne au pas c'c', des hélices une longueur double de la hauteur b'c' du rectangle, afin que les filets de la vis et ceux de l'écrou aient la même épaisseur.
Pour faire l'élévation d'une vis à filets carrés, il suffit de tracer dans leurs parties vues les quatre hélices décrites par les sommets du rectangle, et les segments de droites qui forment le contour apparent du cylindre du noyau et du cylindre extérieur du filet.
Nous avons représenté l'écrou par une projection horizontale et par une coupe verticale {/ig. f\\[\)-
l^i^Jig- 4o5 est l'élévation d'une vis double à filets carrés.
1056. Nous supposons maintenant la vis de la y?^. 4i3 éclairée par des rayons parallèles à une droite (R, R'), et nous allons déterminer ses ombres.
Les hélicoïdes auxquels appartiennent la face supérieure et la face inférieure du filet ont un même pas, et leurs lignes d'ombre propre sont des hélices identiques. On trouve que le diamètre du cylindre sur lequel sont ces hélices est plus petit que le rayon 0« du noyau, et que par suite il n'existe pas de lignes d'ombre propre sur les faces hélicoïdes du filet. Le diamètre du cylindre des hélices d'ombre n'étant d'aucune utilité pour les opérations, nous ne l'avons pas
I Jf^ LIVRE I\. — SURFACES HELICOIDES.
indiqué, et nous n'avons pas conservé les constructions qui nous avaient servi à le déterminer.
Ombres propres et ombres portées sur les surfaces des cylindres. — En traçant un rayon On perpendiculaire à R, on obtient les points m, et/?, traces horizontales des génératrices qui forment les lignes d'ombre propre sur les deux cylindres du noyau et du filet.
Il est très facile d'avoir les ombres portées sur ces surfaces; ainsi, le rayon [pq,p' q'), qui part d'une hélice saillante, rencontre le cylindre ae en un point dont la projection horizontale q fait trouver la projection verticale q' . On détermine de la même manière la ligne t'a', ombre de (ST, S'T'), et les arcs c'y' et y', A',, ombres de la droite (TU, T'U').
Ombre portée sur la surface supérieure du fdet le plus élevé. — Pour avoir les ombres portées sur la surface c\d\g'.,h',, il faut construire des projections obliques, comme nous l'avons déjà fait pour la vis à filets triangulaires (art. 1019). Nous déterminons sur un plan horizontal arbitraire .r,j', les lignes p-a", T"U" et Vp", ombres des lignes m'^'f, , (TU, T'U') et c, |5'. L'intersection j3" fait connaître le point j'i' où l'ombre de l'arête de la tête de la vis arrive sur l'hélice.
Nous considérons ensuite sur l'hélicoïde différentes génératrices rectilignes comprises entre les points m!, et P', et nous construisons leurs projections obliques sur le plan a-, y,; les points où ces droites rencontrent la ligne brisée ij.a"/3" sont les projections obliijues des points des génératrices qui appartiennent à la ligne d'ombre portée m'.^Çi'.
Ombre portée sur la surface supérieure du second filet. — La surface c'd'g\h\ ne reçoit pas l'ombre de la tête de la vis. Pour déterminer la ligne /«',<>', nous avons fait une projection sur un second plan horizontal xy, situé au-dessous du premier à une distance égale au pas des hélices. Par suite de cette disposition, la courbe V'S" devient l'ombre de l'hélice c'iV. On construit la courbe -/"e", ombre de l'arc Z>',y.,, et, traçant comme précédemment les projections de quelques génératrices de l'hélicoïde, on prend et on relève leurs intersections avec la ligne brisée fj-fà".
1057. Ombres de r écran. — Sur l'écrou, les ombres propres des cylindres sont virtuelles; il n'y a donc à considérer que des ombres portées. Pour les cylindres, ces ombres sont obtenues sans difficultés, mais pour les hélicoides il faut faire des projections obliques.
Après avoir pris une ligne de terre xy, nous déterminons les projections m, Tîoj, coû et TTvj des lignes d\a'.^, a'.,V,, b'.,c'., et du petit arc «!,r/ de riiélice intérieure; ensuite, considérant sur la face supérieure du filet diverses génératrices passant entre les points u, et l',, on obtient les points où elles rencontrent la courbe d'ombre en relevant les intersections de leurs projections obliques avec
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la ligne brisée rnr,ù. Dans le cas actuel, la ligne u,f., se présente à peu près comme une droite.
L'angle saillant ij'' porte sur le cylindre de grand rayon une ombre /y", /<' facile à construire.
Il est nécessaire de représenter sur la projection horizontale l'ombre que la face supérieure du filet reçoit d'une partie de l'arc ¥/. Cette ligne étant horizontale, il convient de faire la projection oblique sur son plan X'Y'. Une génératrice l/^ a pour projection II ;(, ; son point de rencontre Ç, avec F/fait trouver le point 'Ç de la ligne d'ombre GL.
Rayons de courbure. Lignes asjinptotiques. Lignes de courbure.
1638. Les génératrices, étant perpendiculaires à l'axe, sont les normales principales des hélices (art. 955). Il résuite de là, d'après les théorèmes de l'article 95o : 1° que les hélices sont avec les génératrices les lignes asymptotiques de la surface; 2° que la surface du second ordre, osculatrice le long d'une génératrice, est un paraboloïde isoscèle; 3" que les rayons de courbure principaux ont, en un point quelconque, des longueurs absolues égales.
On peut déduire ces résultats de ceux que nous avons obtenus pour la surface de la vis à filets triangulaires, car la construction expliquée à l'article 1004, pour les asymptotes de l'indicatrice en un point de cette surface, montre ([ue, quand le paramètre rest infini, c'est-à-dire quand l'hélicoule a un plan directeur, les secondes asymptotes des indicatrices aux différents points d'une génératrice sont perpendiculaires à cette droite.
La formule de l'article 826 donne, pour chacun des rayons R, etRj, l'expression très simple
X est l'abscisse mesurée à partir du point central, et k le paramètre dont la valeur est égale en grandeur absolue au pas réduit h, conformément au résultat trouvé à l'article 988.
Si l'on appelle 9 l'angle que la normale au point dont l'abscisse est a? fait avec le plan horizontal, on aura, entre le rayon de courbure R, et sa projection horizontale y, la relation
j/ = R, cos9.
En introduisant la valeur que nous avons trouvée pour R,, et éliminant 0 par l'équation
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on ohlicnt
y' — .r- ^ Ir .
La projection sur un plan perpendiculaire à l'axe, du lieu des centres de courbure principaux d'une surface de l'isà filets carrés, aux différents points d^une génératrice, est une hyperbole équilatère dont l'axe transverse a une Ion gueur double du pas réduit de la surface (' ).
1059. On peut, pour une surface de vis à filets carrés, déterminer directement le paramètre des génératrices, l'indicatrice et les rayons de courbure par la méthode de l'article 790.
En prenant pour axe des x, des z- et des v. une générati'ice, l'axe de riiélicoule et une commune perpendiculaire, on trouve pour l'équation de cette surface
= Ji arc tans;
Nous transportons l'origine sur l'axe des abscisses à une distance a:,, et nous faisons tourner les axes des y et des z de manière qu'ils deviennent le premier tangent et le second normal à la surface. En appelant 0 l'angle que le plan tangent à l'hélicoide à la nouvelle origine fait avec le plan central de la génératrice, nous avons pour la transformation des coordonnées
Y = v' sin5 — :;' cos5,
z = r'cos5 -t- z' sin(5.
La substitution de ces valeurs donne
/ \ I r, I ■ r 1 i r'sine — 5' cosO (ij y cos5 + = sui5 = h arc tang -^-—,
On a en général
arc tanga = a — i«' + \ «" — ^a'
par conséquent, la différence entre un arc infiniment petit et sa tangente est seulement du troisième ordre.
Quand x' et y' sont infiniment petits du premier ordre, z est infiniment petit
( ') On trouve, par des calculs analogues à ccii\ des articles 837 et 839, que la prujcctiori du lieu des centres de CDurbnrc principaux d'un conoïdc général, aux dijférents points d'une géne'ratrice, sur un plan parallèle au plan directeur, est une Inperbolc.
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(lii second; alors, d'après ce (|ue nous venons de voir, si l'on néglige les termes (In Iroisiènie ordre, ré(|nation se réduit à
V cosO + 3 sinO = /r ; ;
d'où l'on lire
.r,v' cos9 4- a-, G'sin5 + ,r' v'cos5 = /iv' s\nO — /;3'cos5.
Otte équation doit représenter Tindicalrice; les termes du premier ordre disparaissent donc, et l'on a
x,y cosO = hj' fi'inS, tang5 = ^•
Il résulte de là que le paramètre des génératrices est égal au pas réduit en grandeur absolue.
Les termes du premier ordre étant supprimés, on a pour l'équation de l'indicatrice
X, s' sin5 + a-'y' cos5 + /iz cos5 = o.
Kn introduisant la valeur que nous venons de trouver pour tang^, on a
Otte équation représente une hyperbole équilatère, et par suite les rayons de courbure principaux sont égaux et de signe contraire.
L'indicatrice, rapportée aux bissectrices des angles de ses asymptotes, a pour équation
Lnfln. en opérant comme nous l'avons fait pour le tore à l'article 87-i, on obtient la valeur déjà trouvée pour la grandeur commune des rayons de courbure ('). 10i(). i'roposons-nous de déterminer les caractères de la surface gauche gé-
I ' ) La surface de la vis à filots carrés csl le lieu des normales à une infinité de cylindres de révolulion. On pont par suite appliquer à cette surface, et de diverses manières, les lliéorènies établis aii\ articles 849-838. On trouve ainsi imniédialeinent, par la fornuile de l'arlicle S.";", que le paramètre des
génératrices est égal au ]ias réduit, en grandeur absolue, car la langenle de l'angle y est vp •
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iiéiale dont les l'ayons de courbure ont en chaque point des grandeurs absolues égales.
Les indicatrices d'une telle surface sont des hyperboles équilatères, les lignes asymptotiques de la seconde série sont par suite les trajectoires orthogonales des génératrices, et la surface du second ordre osculatrice le long d'une génératrice quelconque G a la droite G pour ligne de striction. Cette surface est donc un paraboloide isoscèle (art. 645); sa seconde ligne de striction est une droite perpendiculaire à G et aux autres génératrices du même système.
Nous avons vu à l'article 6Î>6 que celle des génératrices d'uu même système d'un paraboloide qui passe au sommet a le jilus petit paramètre. Le paramètre de G ne diffère donc de celui de la génératrice qui lui est infiniment voisine, que d'une quantité infiniment petite du second ordre.
Ces observations moulrent comment sont disposées trois génératrices consécutives quelcoïKjues G, G', G" de la surface gauche :
Puisqu'elles appartiennent à un paraboloide, elles sont parallèles à un même plan, et la surface a un plan directeur;
Puisqu'elles ont une commune perpendiculaire, la surface est un conoïde droit;
Puisqu'elles déterminent deux paramètres consécutifs égaux, la hauteur de G' au-dessus de G et celle de G" au-dessus de G' sont proportionnelles aux angles de ces droites, et la surface est un hélicoïde.
La surface de la vis à filets carrés est donc la seule surface gauche dont les rayons principaux de courbure aient en unpoint quelconque des grandeurs absolues égales [').
Les lignes de courbure rencontrent toutes les génératrices sous un angle fie /i5°. On peut facilement construire leurs projections.
lOi-1. Nous allons maintenant recliereher les sections normales surosculées par des cercles. Pour cela, nous développerons l'équation (i) de l'article 1039, et nous la mettrons sous la forme de l'équation (i) de l'article 957, en négligeant les termes qui sont infiniment petits d'un ordre supérieur au troisième, (juand x' et y' le sont du premier.
Nous avons d'abord
- , ■ f, , v'siiiO — :;'cosO h ( r' siti9 — ;' cosO)'
y C0S5 -h 3 SinO = h , i- rr:; ,
( ' ) Meusnier a démonlré le premier que, dans la surface de la vis à filets carrés, les rayons de courbure sont en chaque point égaux et de signe contraire (.Mémoire cité à l'article 813); quant à la proposition réciproque de l'article lOiO, M. Calalau et plusieurs autres géomètres s'en sont occupés. On trouve dos détails historiques sur cette question dans les Dércloppemcnis de Génniélric descriptive de Tli. Olivier, p. j^o, et dans un .Mémoire de M. Ossian Bonnet, inséré au XXXII" cahier du Jnurnal de rEcole l'olylccliniiiuc, p. i34.
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pour qiir l'axe des =' se confonde avec la normale, il l'aiit. eomme nous l'avons reconnu à l'article 1059, que l'on ait
tang5 = V' d'où sin-5 = -^; — î-tt,;
inliodnisant ces valeurs dans l'équation, développant, et sup|)rimant les termes iniinimenl petits d'un ordre supérieur au troisième, on obtient
.r\ + llr , . .,J-\ +/r- ,
3(^? ^/iT)r- + :^.r, V^- + a;,r V +^. —^^ .r . + .,; ^^_- . = o.
Jùi comparant cette équation avec l'équation (i) de l'articleDÔT, on voit (|uedans le cas actuel les valeurs des coefficients de cette dernière sont
ô{j-- -+- II- )
' Il
Kii portant ces valeurs dans ré([uation (3) de l'article 957 on ohlii'nl. après (liiel(|nes réductions faciles,
Les racines de cette équation sont les tangentes trigonométriques des angles que les tangentes des projections des sections normales surosculées par des cercles font avec l'axe des abscisses, qui est la génératrice. On voit que ces angles sont o, 6o" et 120". Il résulte de là (jue, sur la surface du filet de la vis carrée, les courbes tangentes aux sections normales surosculées par des cercles rencontrent les génératrices rectilignes et se coupent elles-mêmes sous des angles de (jo" (').
( 1) Un peut déduire ce résultai de l'équation { 16) de la Note de l'arlicle 939.
l8n I.IVRK I\. - SURFACES IlELICOIDES.
CHAPITRE V
SliUFACES HÉLICOIDES NON RÉOf.ÉES.
Section piano. — Plan (a/ii^cnt. — Coiirhr d'uuihrc. — Xorniale. Surface de vis à JUcts triangulaires normale.
1042. Une surface hélicoïde est donnée, en général, par son axe que nous supposerons vertical, par son pas et par une génératrice curviligne. On construit le contour apparent de cette surface par rapport à un plan, en prenant l'enveloppe des projections, sur ce plan, des hélices décrites par un certain nombre de |ioints convenablement espacés sur la génératrice.
On détermine l'intersection delà surface par un plan, en prenant les traces, sur ce plan, d'un nombre sultisant d'hélices. La construction est très facile quand le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical, car, à chaque point d'intersection delà trace verticale avec une sinusoïde projection d'une hélice, correspond sur le plan horizontal un point delà projection de la courbe. Quand le plan n'est pas perpendiculaire au plan vertical, on l'amène à cette position en le f;usant tourner autour de l'axe d'un mouvement hélicoïde, puis, lorsque l'intersection a été construite, on le ramène à sa véritable position : il suffit pour cela de faire tournei' sa piojection horizontale d'un ani;le égal et de sens contraire à celui dont on fait tourner le plan, et de diminuer on d'augmenter les hauteurs des projections verticales de ses divers points d'une quantité égale à celle dont tous les points du plan ont été élevés ou abaissés dans le mouvement hélicoïde.
I0i5. Plan tangent. Surface de vis à filets triangulaires de raccordement . — On obtient le plan tangent à un hélicoïde en un point donné en déterminant la tangente à la génératrice et celle de l'hélice qui se croisent à ce point. Lorsque l'on veut construire plusieurs plans tangents, il est utile d'employer <les héliconles gauches de raccordement.
Quand une courbe et une de ses tangentes se transportent d'un même mouvement, les surfaces qu'elles engendrent se raccordent le long de la ligne décrite par le point commun. Si la courbe est la méridienne d'un hélicoïde, la surface décrite par l'une quelconque de ses tangentes est celle d'une vis à filets triangu-
laires.
La courbe/ {,fig- '122) étant la méridienne d'un hélicoïde, si l'on veut construire le plan tani-ent à cette surAice au point dont la projection horizontale est N, on pourra décrire du point O comme centre l'arc N.M, relever le point >[
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on M, tvuvci' la tangente M'T' et remplacer l'hélicoïde par la surface de vis ii tilets triangulaires (jui a le même pas, le même axe (0, XZ), et dont la droite ( ().r, T'.Al'; est la génératrice dans sa position initiale. On appliquera à cette surface l'une des deux méthodes expliquées à l'article 991; la seconde exige (|ue l'on détermine le paramètre /-(art. 989).
En appelant*, a,, y.., ... les angles que les tangentes à la méridienne aux points M, M,, .M!,, ... font avec le plan horizontal, et r,r^,r^,... les paramètres des surfaces de vis à filets triangulaires de raccordement le long des hélices décrites par ces points, on aura
r=/icota, /•, = /! cota, , r2^ hcotx.,, .... d'où
/■ tanga = /•, tanga, = r-^ tangxj = . . . .
Cette relation conduit à une construction très simple des paramètres /-,. r^.--. qui serviront à déterminer le plan tangent en divers points des hélices qui passent aux points M',, M.,
lOi-i-, Ligne cVombre. — Si l'on veut connaître les points d'une courbe d'omhre qui appartiennent à l'hélice décrite par un point déterminé, on reni- |)lacera, comme précédemment, l'hélicoïde par la surface de visa filets triangulaires de raccordement, et l'on appliquera ensuite la construction de l'article 997 ou€elle de l'article 1010, selon que les rayons seront parallèles ou divergents.
Dans le premier cas, quelle que soitl'hélice considérée sur la surface, le cercle auxiliaire P/iN [fig. \o i ) reste invariahle, car son rayon est égal à // coty art. 997 . La distance du point F à l'origine 0 est égale au paramètre rque l'on détermine coiiinif nous l'avons dit à l'article précédent, d'après l'inclinaison de la génératrice de la surface de vis à filets triangulaires. Des quatre points M,M,, wet m,. situés sur le cercle G^ projection de l'hélice considérée, deux seulement sont utiles : on verra dans chaque cas à ((uelle nappe de la surface de vis à iiicts triangulaires appartient l'hélice de raccordement, et l'on rejettera les deux points ([ui ne sont pas sur cette nappe en se réglant sur les indications àe?, fig. J98, /|()o et 402 ( ').
Si la génératrice donnée n'était pas dans un plan contenant l'axe, pour avoir la tangente à la méridienne, il faudrait construire le plan tangent à la surface et déterminer sa trace sur le plan méridien du point de contact.
104o. Dans le cas (jue nous examinons, c'est-à-dire quand les rayons sont
^'J liour a été conduit i)ar des CDiisidéralions de ciiiémali(inc à une cnnslruclion dans lai|iiellc om emploie un cercle variaMe et un point li\e, au lieu d'un cercle fixe et d'un [)oinl ajaiit une |)ositioii variable {voir la séance de la Société l'Iiiloniatliique du J juin 1864).
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parallèles, on peut opérer directement sans considérer une surface de raccordement.
Soient (R, IV) le rayon de lumière ifig. /|25), y la méridienne de l'iiélicoide, (0, O'Z) l'axe, (AA2, A'A'2)les projections de l'hélice décrite par un point (A, A') de / : nous allons chercher quels sont les points de cette hélice qui appartiennent à la ligne d'omhre propre de la surface.
Nous construisons d'ahord le plan tangent au point (A, A'); pour cela, nous prenons un plan horizontal d'opération XY situé au-dessous de ce point à une liaulpur égale à une fraction simple du pas, le huitième. La tangente à l'hélice au poinl(A, A') a sa traceau point i,',, à une distance du pointA égale à l'arcA^. huitième de la circonférence. La tangente à la méridienne perce le plan horizontal au point T : le plan tangent a donc pour trace horizontale lg^•■, il rencontre l'axe au point (0, 0').
Tous les plans tangents à l'hélicoïde aux points de l'hélice (AAo,A'A'2) font, avec le plan horizontal, le même angle que le plan (TX-, T'O'); ils sont donc parallèles aux plans tangents au cône de révolution dont le sommet est le point (0, 0'), et dont la trace est le cercle qui a pour rayon la droite O^perpendiculaire à Tg,.
Les génératrices de ce cône, le long desquelles le plan tangent est parallèle aux rayons de lumière, sont Oj?-, et 0/î-5(art. 131). Si nousprenons les arcs c,A, et fv, A2 égaux à cA, les points A, et A, seront les positions du pointA lors(|ue le point r aura été transporté en c, et eni?,. Les points (A,, A',) et (Ao,A,,) sont donc ceux de l'hélice où le plan tangent ii la surface est parai lide aux rayons de lumière ( ' ).
Il n'y aurait que très peu de modifications à apporter aux tracés, si la génératrice donnée n'était pas méridienne.
On peut encore déterminer la courhe d'omhre en faisant des sections par des plans paiallèles aux rayons de lumière, et en menant à ces courhes des tangentes parallèles aux rayons. Pour que les constructions soient faciles, il faut prendre les plans auxiliaires perpendiculaires au plan vertical (art. 1042) et opérer sur les projections horizontales des sections. Ce procédé est applicahle au cas où les rayons sont divergents; il a l'avantage de donner en même temps des points des deux courhes d'ombre propre et d'ombre portée.
1046. Normale. — Nous allons maintenant nous proposer de construire la normale à la surface en un point (M, M') du méridien principal {Jig. 422).
Nous plaçons le plan horizontal au-dessous de ce point, à une hauteur égale au quart dupas des hélices; pour avoir un point E de la ligne de terre, il suftit de prendre au-dessous du point M' une longueur M'E égale à l'J.
(*) Cette métliode a été ein|iloyée par le clievalier Kaà de bvuno (Mémoire sur- les colonnes torses).
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Ln trace L de la tangente à l'Iiéliee au point ^I est sur la droile }>\\\ à nue distance ML égale an quart de cercle >1Q. On détermine facilement la trace T de la tangente à la méridienne : le plan tangent est donc (TL, T'M). On obtient les projections de la normale en abaissant des points M et M' des perpendiculaires MG et M'F' sur les traces IL et T'M' de ce plan.
lOiT. Surface de vis à Jilels triangulaires normale. — La normale ( MF, MF') ne rencontre pas l'axe, et par suite, dans le mouvement hélicoide, elle engendre un hélicoide gancbe général. Le plan tangent à cette surface au point (M, M') ('ontient la normale à la surface et la tangente à l'hélice; ses traces sont par conséquent LF et K'M'.
Si la droite K'M' trace verticale du plan tangent à l'iiélicoïde des normales est entraînée dans le mouvement liélicoide, elle décrira une surface de vis à lilets triangulaires qui se raccordera avec cet hélicoide gauche le long de l'hélice décrite par le point (M, iM'), et (|ui, par conséquent, rencontre normalement la surface considérée ( ' ).
Quand la génératrice donnée de l'hélicoïde n'est pas méridienne, ses tangentes décrivent des surfaces gauches hélicoïdes générales; mais, par une construction analogue à la précédente, on peut déterminer des surfaces de vis à lilets triangulaires de raccordenient.
1048. Intel-section cran hélicoide et d'un conoïde. — Dans certains problènu's de Stéréotomie, on a besoin de déterminer l'intersection d'un hélicoide et d'un conoïde droit de même axe. On prend alors pour surfiices auxiliaires des surfaces de vis à filets carrés ayant le même pas et le même axe ([ue riiélicoïde : leurs intersections avec cette surface et avec le conoïde sont, sur le plan horizontal, des droites et des Cercles. La construction de la projection horizontale nedilTère donc pas de celle que nous avons expliquée pour l'épure de la voiïte d'arêtes en tour ronde fart. G71).
Indicatrices .
10i9. On trouve, par l'analyse (art. 1049f/), que pour déterminer les projections horizontales des asymptotes de l'indicatrice d'une surface hélicoide en un point donné (M, M') de la méridienne/ [fig- 423), il faut: i" délei'ininer le |>aramètre rde la surface de vis à filets triangulaires qui se raccord(> avec l'hélicoïde
(') Les appareilleurs avaioiU adopté pour gcncralrices des lits do la \ is Sainl-Gilles rondo des rayons d'une dos domi-circonférences méridiennes de l'intrados; mais les lits ainsi obtenus sont obliques à l'intrados. Aussi Jules do la Gouniorio a proposé pour lits les surfaces do vis triangulaires normales engendrées par les droites analogues à K'.\l'. J'ai déterminé la valeur de l'angle do ces doux espèces tie lits (Niiitvrltcs Annules dr Miittirnutlinucs, janvier i88i ). (E. 1,.)
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le long (le l'hélice du point (M, M'), et porter ce paramètre en OQ sur une perc pcndiculaire à OM, du côté où s'étend la branche de la spirale d'Archimède sur laquelle est la trace delà génératrice ÎMK; 2° construire la projection .M(j de l'une des asymptotes de l'indicatrice de la surface qui serait engendrée par la révolution de la méridienne autour de l'axe (art. 822); 3" prendre sur la droite OM une longueur OC égale à OG, puis décrire un cercle passant par le point C et avant son centre en Q : les points P et P,, où ce cercle rencontre la droite OQ, appartiennent aux asymptotes cherchées.
liiOff. Voici la démonstration des constructions indiquées dans l'article précédent.
L'équation des projections horizontales des asymptotes de l'indicatrice en un point
(.r, V, :) est
r{x— ay-\- 2s{.T — a){y— b) -t- t(_)-— i)-= o;
(i pl /> étant les coordonnées variables, et r, s, t les dérivées partielles du second ordre de l'ordonnée .: considérée comme fonction des coordonnées x et _v.
Nous allons nous proposer de déterminer r, s el t.
Soil
l'équation de la méridienne. Si l'on appelle p le rayon vecteur d'un point, w son azimut et // le pas réduit commun des hélices, l'équation de l'hélico'ide sera
z = /no -+-/{?);
(in a d'ailleurs
et par suite
io = arctang — ) p = ^x' -+- j-,
dw sinii) dtjù costo do dp
— — ' = COSio, -p:=Sinw.
dx p dv p dx ' dy
D'après ces valeurs, el en différentiant l'équation de la surface, on obtient
h sinio ., , , p = h/'(p)cosw,
COS
q = ^/ ( P ) sni w,
/i sin2(o ,,, , si II- 10 .„ / ^ ,
-f-y'(p)-- H/'(p)COS*a),
/jcos2w .,, ^sintocosto .„, , . S = 5 /(p) \-f (p) sm<ocos(o,
/i sin2(o ., , ^ cos'^to „,,,., I = H/'(p)^ h/'(p)smno.
(lu jieut supposer que l'on a pris pour méridienne principale celle (pu |iassepar le poini considéré; alors v et w sont nuls, p est égal à x, et l'on a pour déterminer les projections
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•les asymptotes cIp l'inilicatrice
r{.r — a)'— 2s(j: — ci)b ^tO- = o,
Kl) aiipelanl U le rayon de courLure de la méridienne au point considéré, et a l'anjrle que la tangente à cette courbe fait avec l'axe des abscisses, on a
ir/ ^ , r. (i -H tang'a)^ ,/(.r) = tang., R - ^(^^
On tiie de la seconde équation
La substitution des valeurs de/'(.i) et de/"(j:) dans les secondes dérivées donne
_ T h tanga
H COS^ a .r- j-
Les projections des asymptotes de l'indicatrice du point considéré seront connues quand on aura les ordonnées des points P et P, où elles rencontrent l'axe 0 v ( /7ir. -iaS). Faisaiil l'abscisse rt nulle dans l'équation de ces droites, on obtient, pour déterminer l'ordonnée ()P que nous appelons ù,, la formule
t b] — 2SJrbi + r.r- = o, d'iii'i l'on lire
En portant dans cette équation les valeurs de r, s et t, on trouve
6, = — /; COt ï ± i / h- COt-a
Rcos-a.sina
Si l'on suppose /; nul, la surface sera de révolution, et, en appelant b\ la valeur que prend alors b,, on a
fe'2=r -
' Rcos'-asina
Désignons maintenant, comme précédemment, par la lettre /■, le paramètre de la surface de vis à filets triangulaires de raccordement. Nous avons
/• =: /( cota;
en introduisant ces valeurs dans l'expression de b,, on oblieni
bt=— r±:\/i-^-b\'.
On déduit immédiatement de cette formule la construction que nous avons donnée à l'ait. 1030.
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Quand R est infini, b\ est nulle, et les deux valeurs de i, sont o et — 2/'. En rappifichant ce résultat de celui que nous avons obtenu à l'article lOOi, on reconnaît que l'ordonnée 6i doit être considérée comme négative, quand elle est dirigée du côté où s'élend la branche de la spirale d' Archimède sur laquelle se trouve la trace de la génératrice do l'bélicoïde gauche de raccordement.
La construction de l'article lO'îO repose sur cette observation que //,- change de signe iMi conservant la même grandeur absolue quand U change désigne.
Ouand a est nul, les valeurs des dérivées partielles sont
Une des valeurs de 6, devient infinie; on a pour l'autre
Reprenons maintenant l'équation trouvée plus haut pour la projection des asymptotes
de l'indicatrice
Si nous supposons que le jdan horizontal passe par le point considéré, et si nous appelons c l'ordonnée verticale variable, l'équation du plan tangent sera
c H- p ( .r — fl) — q 6 = o.
Ces deux équations représentent les asymptotes de l'indicatrice.
Nous avons trouvé au commencement de cet article les valeurs de r, s et t. On nbtient,
en raisonnant de la même manière,
h p = tanga, q=j,-
La substilulion des valeurs des dérivées partielles donne
RcOS'a X- ^ ' J,-
C -(- (,r — a) tanga ft =i o
En éliminant h entre ces équations, nous aurons l'équation du cône que forment les asymptotes de l'indicatrice du point considéré y ( fig. 423), pourtoutes les surfaces hélicoïdes que celte courbe peut engendrer en tournant autour de l'axe OZ. On trouve
Nous rappelons que les coordonnées variables sont a, b, c, et que x représente l'abscisse du point considéré de la méridienne/.
Nous voyons que le cône formé par les asymptotes des intlicatrices est du second ordre. On reconnaît facilement que ce cône est toujours réel, et qu'un de ses plans tangents est parallèle au plan méridien perpendiculaire à celui qui contient la courbe /.
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lOoO. Quand le point M' est sur la partie de la méridienne (|ui tourne sa concavité vers l'axe {fig. 424). les asymptotes de l'indicatrice de la surface de révolution sont imaginaires; il faut alors prendre sur le prolongement de la normale une longueur A, M' égale à AM', et opérer comme si le centre de courbure était en A',. On détermine et on porte sur Oj, comme il a été dit précédemment, la longueur OQ du paramètre r\ on trace la droite MG, celle des asymptotes de l'indicatrice de la surface de révolution qui rencontre O7 du coté du point 0 où se trouve le point Q; on décrit ensuite un cercle de diamètre OQ. un second cercle du point 0 comme centre, avec OG pour rayon, et un troisième cercle ayant son centre en Q, et passant par le point S où les deux premiers se coupent. Les points P et P,, où ce dernier cercle rencontre la droite OQ, appartiennent aux asymptotes cherchées.
Quand la longueur OQ est plus petite que OG, le point M' est sur la partie convexe de l'hélicoïde; lorsque les points G et Q coïncident, les deux asymptotes de l'indicatrice sont réunies en une seule droite, et l'hélice qui passe par le point M' sépare une partie convexe de la surface d'une partie à courbures opposées.
Prenons sur la méridienne du point M' une longueur V^' m égale à QG, en ayant soin de la porter du côté de la concavité ou du côté de la convexité, suivant que le point G sera en deçà ou au delà de Q; considérons ensuite sur la méridienne d'autres positions du point M', et, faisant la même construction pour chacun d'eux, déterminons la courbe y lieu des points m : cette ligne coupera la méridienne en un point N situé sur une hélice qui sépare une partie convexe d'une partie à courbures opposées. La courbe 9, considérée dans toute son étendue, pourra rencontrer la méridienne en plusieurs points.
1051. Lorsque l'on sait construire les asymptotes de l'indicatrice, on peut déterminer les tangentes à l'intersection d'un hélicoïde par un plan tangent et à sa ligne d'ombre. Pour obtenir les points limites des parties utiles de cette dernière ligne, il faut employer une courbe d'erreur analogue à celle dont nous nous sommes servi |)Our les surfaces de révolution (art. 891 et 898.
Si les rayons sont divergents, on cherchera l'intersection des asymptotes de l'indicatrice, aux divers points de la méridienne, et du cylindre de révolution dont l'axe se confond avec celui de la surface et qui contient le point lumineux; puis, supposant ce point entraîné dans le mouvement hélicoïde, on déterminera les rencontres de l'hélice qu'il décrit avec la courbe d'intersection précédemment obtenue* et les asymptotes qui passent par ces points. On achèvera ensuite la solution comme pour les surfaces de révolution (').
(1) Ce procédé a été indiqué par M. Viala dans son Mémoire sur la vis Saint-Gilles [Journal de l'École Polytechnique, XXXVII' cahier).
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On aura, en général, les points limites d'une ligne d'ombre d'une manière plus rapide et suffisamment précise, en menant sur l'une des projections des tangentes du point lumineux à cette courbe (art. 892).
Pour résoudre entièrement la question des indicatrices, il faudrait déliMiiiincr les axes de ces courbes lorsqu'elles sont des ellipses; mais ce probli'me est plus compliqué et moins utile; en voici cependant la solution.
lOolo. Nous conservons les notations adoptées dans l'art. 1049a, et nous ajjpeloiis de plus X, |x les angles que les asymptotes de la projection de l'indicatrice font avec l'axe des abscisses, et /l'ordonnée du point où un des axes de celte courbe ronpe l'axe des ordonnées. On a
/=.rtang-— -^■
Eu égard aux valeurs de bi, les tangentes des angles X et \i. sont données par les érpiations
tangX :
tangii
•vV+fe;^
Ou déduil successivement de ces équations
lang ( À + ;x )
lang = !- ±1/ !- +1,
Quels que soient le signe et la grandeur de b\^, les valeurs de /sont réelles et d'une construction facile. Lorsqu'elles sont déterminées, on connaîl'la direction des axes.
En désignant ]iar /* el <] les moitiés des longueurs des axes de la projection de l'iMiliciiirice, on a
7 = /jtang— -^V- '■
Eu égard aux valeurs de tangX el de tanga, on obtient
Nous trouvons deux valeurs pour -, mais leur produit est égal à l'unité. L'ambiguïté
provient de ce que rien n'indique auxquels des axes appartiennent respectivement les longueurs p et 7. Nous prenons simplement le signe + et nous avons
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Dans le cas qui nous occupe le Ijinùnie (/-+ ^V') ^^^ négatif, la formule donne |)our -
une longueur réelle, ce (jui tloil être, puisque l'indicatrice est une ellipse. Nous pouvons nous donner arbitrairement le demi-axe/^, le supposer égal à l'abscisse .r, par exemple, et nous obtiendrons le demi-axe </ par la construction à laquelle l'érpiation conduit, dette construction n'est pas très comi)liquée.
Il reste à distinguer les axes. Si nous supposons que la surface devienne de révolution, le paramètre /• sera nul comme le pas; remplaçant alors h'- par sa valeur (page iS5), on obtient
COS'^aSina.
On peut obtenir directement cette formule d'après les grandeurs des rayons tie coiu'bmc (art. 821). On trouve alors que l'axe 27 est celui qui se confond avec un segment de la trace du plan méridien. On verra facilement, dans chaque cas, quel est l'axe qui se rapproche de la trace du plan méridien quand le pas diminue.
10o2. Les relations graphiques que nous venons de faire connaître peuvent servir pour l'hélicoïde gauche général. Quand on opère sur cette surfoce, on ne connaît pas la méridienne, mais on a la génératrice rectilignc qui est une des deux asvmptotes de l'indicatrice. Lorsque l'on a déterminé la surface de vis à filets triangulaires do raccordement le long de l'hélice qui passe à un point donné (art. 1047), et le paramètre de cet hélicoïde, on obtient sans difficulté la seconde asymptote de l'indicatrice.
Représentation (Vun serpentin.
i0o3. On appelle serpentin l'enveloppe des positions d'une sphère dont le centre se meut sur une hélice, ou la surface décrite par un cercle dont le centre parcourt une hélice, et dont le plan est toujours normal à cette courbe.
Nous avons vu (art. 4-35) que le cylindre d'ombre d'une surface enveloppe est l'enveloppe des cylindres d'ombre de ses enveloppées. 11 résulte de là que le contour apparent du serpentin sur un plan quelconque est l'enveloppe des cercles qui forment les contours apparents des sphères.
Nous divisons en seize parties égales une spire [aeima, a'e'i'in'a") de l'Iiclice directrice [fig. 426), et nous traçons les contours apparents des sphères enveloppées qui ont leur centre aux points de division. L'enveloppe de ces cercles sur le plan horizontal se compose de deux cercles projections de deux hélices.
Sur le plan vertical, le contour apparent présente quatre robroussements, et par suite quatre points limites (art. 891). Nous avons craint qu'un grand nombre de cercles ne rendit la figure confuse, mais il faut les multiplier un peu si l'on
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veut étudier avec soin les singularités du contour apparent. On voit alors les rebroussements se produire d'une manière très nette : à chacun d'eux, un cercle rencontre les deux cercles voisins d'un même côté de son point de contact avec l'enveloppe dont la direction est déterminée par les tracés qui ont été précédemment faits. Lorsque, avant le rebroussement, la courbe était extérieure aux cercles, après lui, elle les touche intérieurement, et par conséquent elle est virtuelle si l'on considère la surface du serpentin comme recouvrant un corps opaque.
Les quatre cercles sur lesquels se trouvent les rebroussements sont voisins de ceux qui ont leurs centres aux points (r/, d'), {/,/'), (/, /') et (//, n').
Les projections horizontales des contours apparents des sphères par rapport an plan vertical sont des droites parallèles à la ligne de terre et passant par les différents centres. En ramenant sur ces lignes les points de contact avec les cercles du contour apparent sur le plan vertical, on a des points de la projection horizontale de cette courbe. Les positions des points de contact ne sont pas données avec précision, et par suite les projections CiiaC et DilaD ne sont pas tracées avec une grande exactitude. Toutefois cette méthode rapide devra être adoptée en général.
Si l'on voulait opérer avec précision, on considérerait la génératrice non méridienne N'fif'^r, on déterminerait pour différentes hélices des surfaces de vis à tilets triangulaires de raccordement (art. 1047), et enlin on chercherait pour chacune d'elles les points de la courbe situés sur l'hélice de contact (art. lOii). Ces tracés ne sont pas difficiles.
La surlace a trois formes différentes, suivant que le rayon de la sphère est inférieur, égal ou supérieur au rayon AaOA du cylindre sur lequel est tracée l'hélice directrice.
CHAPITRE PREMIER
THÉORIE GÉNÉRALE
Représentation (Vune surface par des courbes horizontales. Problèmes élémentaires.
lOoi'. Dans la Topographie, on représente généralement la surface du terrain par (les lignes de niveau : ce sont les lignes d'intersection de la surface avec des plans horizontaux. Chacune de ces courbes est déterminée par sa projection horizontale et par une cote qui indique la hauteur à laquelle elle se trouve. On suppose ordinairement les plans des sections équidistants, et on prend, pour la «lifférence de hauteur de deux plans consécutifs, ou éqaidisiance , un multiple de l'unité de longueur, de manière que les cotes des courbes soient des nombres entiers.
En général, et sauf de rares exceptions, une verticale ne rencontre la surface du terrain qu'en un point; il en résulte que les projections des lignes de niveau se développent sans se couper et que leur ensemble ne présente aucune confusion.
La surface du terrain n'est ainsi définie que d'une manière approximative, mais l'on peut multiplier les sections, eu égard îi sa forme et à la nature du problème, de manière h obtenir le degré d'exactitude jugé nécessaire. La détermination des courbes sur le terrain est une question de nivellement ; nous ne nous en occuperons pas.
Les lignes horizontales peuvent être employées pour la définition de toutes les surfaces; elles conviennent surtout pour celles dont la loi de génération n'est pas connue et qu'une verticale ne rencontre qu'en un point. Ces surfaces se nomment surfaces topo graphiques.
Le mode de représentation que nous venons d'indiquer appartient à la méthode des projections cotées, et par suite les constructions exposées dans le
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Livre III vont être d'un usage continuel. Toute figure doit être accompagnée d'une échelle.
Nous supposerons que le plan horizontal de comparaison est inférieur, et par suite que les ordonnées positives sont mesurées de bas en haut.
lO.'io. Courbes intercalaires . — On ii\)\sc\\ç courbes intercalaires des sections horizontales déterminées graphiquement d'après celles qui on! été relevées sur le terrain.
Nous allons nous proposer de tracer sur \iifig- 427 la courbe de niveau qui correspond à la cote 17, [\o, et pour cela de déterminer les projections de quel- (|ues points situés sur cette ligne.
Nous traçons une droite ms à peu près normale aux courbes cotées 17 et 18, puis nous rabattons, sur le plan horizontal qui est à la cote i5, le plan vertical dont DIS est la trace, et nous construisons la section rabattue du terrain : cette opération est analogue à celle qui a été expliquée à l'article 2(>4. Nous traçons ensuite une droite parallèle à mn et à la distance (i7'",4o — 1 o"") ou a^./jo, et nous projetons en a le point A où elle coupe la ligne M* : le point a appartient à
a rourl)e cherchée
Le plus souvent on néglige la courbure de la section verticale entre les points P et Q, et l'on se borne à partager le segment/jy en deux parties qui soient dans le rapport des différences de niveau (17'", 4o — 17"") et (18'"— r7'",4o). La courbe intercalaire qui est à la cote 19,25 a été construite par cette méthode.
Quand il n'est pas possible de tracer une droite à peu près normale aux deux lignes de niveau entre lesquelles on veut intercaler une courbe, on établit, le plus souvent à vue d'œil, une droite r^- qui satisfasse à peu près à cette condition, et on la divise en deux arcs e/et/^qui soient dans le rapport donné.
On voit qu'il v a diverses manières d'opérer selon le degré d'exactitude qu'exigent les problèmes.
lOoG. Pour déterminer la cote d'un point A situe sur une sur/are et donné par su projection a {fig. 427), on construira la section M* et l'on ajoutera la longueur de l'ordonnée «A à la cote i5; ou bien, si l'on veut opérer rapidement, on tracera la droite/>«<7 sensiblement normale aux deux courbes voisines, et on ajoutera à la cote 17 le rapport de qa à (jp multiplié par l'équidistance qui est ici l'unité. Quelquefois on fait cette opération sans tracer aucune ligne, et en appréciant à vue le rapport de (ja à qp : c'est ce que l'on appelle faire une interpolation à vue.
1057. Sens des courbures d'un terrain. — Sur la //g. 427. le point M situé à la
( ' ) Les problèmes que nous présentons sont envisagés sous le point de vue général des constructions géométriques. Nous avons choisi, pour les 6gurcs. les dispositions qui jiermcttent de développer les traces avec clarté, et de faire bien comprendre la méthode, sans nous préoccuper des règles admises dans les services publics sur l'équidistance et l'échelle du dessin. L'exposition et la discussion de ces règles appartiennent à la Toiiographie et non à la Géométrie descriptive.
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cote 20 csl plus élovô (juc l;i droite ms qui est à la cote 1 "), et par suite le terrain se trouve tlu côté de la courbe y\ s où nous avons mis des hachures; il est par conséquent convexe dans le sens vertical.
Ku général, un terrain est convexe dans le sens vertical quand les intervalles sr, rq, qp, .. ., mesurés sur une droite à peu près normale aux courbes horizontales, augmentent de longueur du coté où les courbes vont en s'élevant.
Un terrain est concave dans le sens horizontal (juand une courbe de niveau a sa convexité tournée du coté de la projection de la courbe voisine qui est plus élevée qu'elle.
Une surface peut être à courbures opposées en un point, bien qu'elle soit convexe dans le sens vertical et dans le sens horizontal, ou concave dans les deux sens. Gela arrive quand la tangente à la ligne de niveau et sa perpendiculaire sont dans le même angle des asymptotes de l'indicatrice. La considération du plan tangent fait seule reconnaître le sens des courbures d'une manière certaine.
10'j8. Section plane d'une surface topogmpltiqu". — Nous avons vu, à l'article précédent, comment on détermine la section d'une surface par un plan vertical; lorsque le plan sécant P est incliné ijîg. 4-9). on trace celles de ses horizontales (}ui ont les mêmes cotes que les courbes données; ces droites sont respectivement dans les plans horizontaux des courbes, et leurs rencontres appartiennent il la ligne d'intersection.
Quand une courbe perce le plan en deux points m et // et que celle qui la suit ne le coupe pas, l'intersection a une tangente horizontale. La construction qui présente le plus d'exactitude pour déterminer un point de la courbe entre m et n consiste à couper le plan et la surlace par un plan vertical auxiliaire GQ.
On reconnaît facilement (lequel coté de la ligne kmnC est le terrain coupé.
1039. Intersection de deux surfaces topo graphiques. — On obtient l'intersection de deux surfaces topographi([ucs en faisant passer une ligne par les points de rencontre des courbes horizontales qui ont les mêmes cotes [fig. 428). Dans les parties où le tracé laisse quelque incertitude, on intercale des lignes de niveau, ou bien on fait des sections par un plan vertical auxiliaire.
Si l'on veut di'esser, suivant la surface A, un terrain (jui aurait la surface B, il faudra enlever des terres du côté de la ligne d'intersection où sont les petites hachures.
lOGO. Intersection d'une droite et d' une surface topo graphique. — On fait passer par la droite AB un plan quelcon([ue et l'on détermine son intersection CD avec la surface [jig. 43o). Le point cherché 31 est celui où la ligne GD coupe la droite AB.
Intersection d' une courbe et d'une surface topo graphique. — Ou trace des droites parallèles, dans une direction quelconque, par les points de la courbe AB qui
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ont les nièines cotes que les courbes de niveau de la surface [Jig. 4^i)- On prend les rencontres respectives de ces lignes; leur lieu CD est l'intersection de la surface et d'un cylindre qui contient la courbe donnée ABet auquel appartiennent, comme génératrices, les droites que nous venons de tracer. Les points cbercliés sont ceux où les lignes AB et CD se coupent.
Lorsque les points de division de la courbe qui ont les mêmes cotes que les lignes de niveau de la surface ne sont pas immédiatement donnés, on les détermine en rectifiant la projection borizontale de cbaque division et en opérant ensuite comme il est expliqué à l'article 26."».
Lignes d' égale pente.
10()l. La pente d'une ligne en un point est la pente de sa tangente en ce point, ou la tangente trigonométrique de l'angle que cette droite fait avec le plan horizontal (art. 266).
Une ligue est dite A'égale pente quand toutes ses tangentes sont également inclinées sur l'horizon. Une ligne d'égale pente devient droite quand on rectifie son cylindre projetant, et par suite ceux des points d'aune telle courbe dont les cotes sont entières partagent sa projection en arcs dont les longueurs sont égales. Nous appellerons intervalle la longueur horizontale curviligne qui sépare deux points dont les hauteurs diffèrent de i™. La pente et l'intervalle sont réciproques (art. 266).
Tracer sur une surface topographique , à partir tVun point déterminé A [Jig- 4^>'5^ une courbe dont la tangente fasse un angle constant et donné avec le plan horizontal.
Si la courbe doit être inclinée à o"',22 de hauteur pour i™ de base, sa pente
sera -""' et l'intervalle constant aura une longueur de ou 4™. 54. Du point A
lOO ^ 2 2' ^ 1
comme centre, avec un rayon égal à 4". 54, on trace un arc de cercle qui coupe la courbe voisine au point B; puis, transportant le centre en ce point, on décrit un autre arc qui coupe la courbe suivante en D, et, continuant ainsi, on obtient la ligne AE qui satisfait aux conditions du problème. Les arcs AB, BC, CD, etc., sont un peu plus grands que leurs cordes, et par suite les intervalles sont tous plus grands que 4™. 54; ils ne sont pas d'ailleurs parfaitement égaux. On peut, pour avoir égard à celte circonstance, diminuer un peu les rayons, surtout dans les parties où la projection de la ligne présente une courbure assez grande.
Le problème que nous venons de résoudre est utile pour tracer sur un terrain escarpé un sentier d'une pente déterminée.
Si le cercle décrit de l'un des centres ne rencontrait pas la courbe suivante, la
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zone comprise entre les deux lignes horizontales serait trop inclinée pour qu'on pût y tracer une ligne ayant la pente donnée.
En général, un cercle, tel t|ue celui qui a son centre en C, coupe la courbe voisine en deux points F et 1); il passe donc, par un point, deux courbes ayant la pente donnée. Si, dans le tracé d'un sentier, on se trouve conduit à s'éloigner du point auquel on désire arriver, on peut, à un point C, abandonner la ligne suivie pour prendre l'autre ligne ayant la même pente. On dit qu'un sentier a des/ace/j- <juand il est ainsi établi suivant une ligne brisée.
10G2. Tracer sur une surface topograpliique une ligne d'égale pente entre deux points donnés X et B{/ig. 434). — Ce problème ne peut être résolu que par tâtonnement.
La distance verticale des points A et B est 5""; on trouve que leur distance
horizontale est ii peu près 19™; la pente doit donc être peu éloignée de ^et l'intervalle de -^ • Nous essavons d'abord une lontiueur de 4™» et nous ob-
ten"ons la courbe AD, puis, prenant des intervalles égaux à 4'". 5, à 3™, 5, à 3™, nous traçons les courbes AG, AE et AF. Nous portons ensuite sur un axe ox des longueurs of, oe, od et og égales à 3™, à 3"", 5, à 4"" et à 4™, 5, et nous élevons des ordonnées^', ee', (/f/' et ^o-' égales aux longueurs + BF, -t-BE, — BD et — BG. La courbe qui passe par les points/', e\ d' et g' coupe l'axe en un point b dont l'abscisse est l'intervalle de la ligne d'égale pente cherchée. Si le tracé de la courbe qui a cet intervalle ne conduit pas exactement au point B, on déplacera un peu les points obtenus sur les dernières lignes de niveau, de manière à satisfViire à cette condition.
On pourrait disposer la courbe d'erreur de manière qu'elle se trouvât sur la ligure même, mais cela n'aurait aucun avantage.
Plans ta/igcnts.
1 063 . Construire un plan tangent à une surface topo graphique en un point donné.
Quand le point donné a est sur une courbe de niveau [Jig. 432), on obtient immédiatement une horizontale du plan, en traçant la tangente «T à cette ligne. Pour trouver une autre droite qui soit contenue dans le plan, nous construisons le rabattement b XG de la section faite dans la surface par le plan vertical Lag perpendiculaire à la droite aT. La tangente AL à cette courbe est, dans l'espace, une ligne de plus grande pente du plan tangent. On détermine sans difficulté l'échelle de pente de ce plan.
Si les segments «/"et ae étaient égaux, leur longueur commune serait l'intervalle de l'échelle P.
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lOGi. Pour ofeadre la construction an cas où le |)oint donne a n'est pas sur une ligne de niveau, il suffit de construire la courbe intercalaire passant par ce point [fig. /jSq).
Quand on peut tracer par le point a une droite mn sensiblement normale aux courbes /?;/> et ne, la tangente à la courbe intercalaire est perpendiculaire à mn; on l'obtient donc sans avoir besoin de déterminer cette ligne.
On se dispense généralement de construire la section par un |dan vertical; on considère la ligne mn de la surface comme droite : le plan tangent contient alors les droites qui passent par les points m et n et qui sont parallèles à la tangente de la courbe intercalaire. Ces lignes ml et nt sont tangentes aux courbes nih et ne dans le cas où la droite mn les rencontre normalement.
10(jo. Lorsque l'on a déterminé l'intersection d'une surface par son plan tangent en un point, on peut construire les asymptotes de l'indicatrice de ce point comme tangentes à la courbe au point double.
Sur \'Ajig. 432, la section verticale iG tourne sa concavité vers le sol, la tangente AL est extérieure, et les parties du terrain qui sont coupées par le plan tangent sont indiquées par de petites hachures.
Si la surface était convexe, les horizontales du plan ne rencontreraient pas les courbes de niveau qui ont respectivement les mêmes cotes.
D'après les suppositions qui ont été faites à l'article précédent pour la détermination du plan P [fig. 439), ce plan est tangent tout le long de la ligne mn, et par suite il n'y a pas de raison pour que le point double de l'intersection soit en a plutôt qu'en un autre point de mn. Pour se conformer aux hypothèses, il faudrait réunir les branches de rinlerseclion en m et les séparer en n.
10G6. Mener un plan tangent à une surface par une droite donnée D
ijg.hy.).
Des points de division de la droite nous menons des tangentes aux courbes de niveau qui ont les mêmes cotes. Ces lignes sont des génératrices d'un conoide oblique qui a pour plan directeur le plan horizontal, dont la droite D est la directrice rectiligne, et qui est circonscrit à la surface. Si la tangente FN à la courbe de contact AK, en un point F, rencontre la directrice D, le plan tangent au point F contiendra cette droite et sera le plan cherché. Au contraire, lorsque la tangente à la courbe AK, en un point J, ne rencontre pas la droite D, cette ligne ne peut avoir, dans le plan tangent au point considéré J, que le pointy' où elle coupe la génératrice Jy.
Quand la directrice D et une tangente à la courbe AK sont dans un même plan, deux génératrices consécutives du conoide sont parallèles; or, il est facile de voir quelle est à peu près la position de ces lignes : les génératrices qui passent par les points A et B se rencontrent en projection vers la gauche, celles qui passent par les points K et J convergent vers la droite; il y a donc entre ces deux
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couples luio droite FF, (jui rencontre de cotés différents celle qui la précède CC, et celle qui la suit KE,; cette droite est voisine des deux génératrices consécutives parallèles du conoide, et par suite le point F est approximativement celui où le plan cherciié touciie la surface. La droite FF, est une ligne de niveau de ce plan dont l'échelle de peule est P.
Si l'on veut déterminer la position du point de contact avec plus d'exactitude, on pourra intercaler des courbes de niveau, ou mieux tracer la tangente F.\ ii la courbe de contact au point F, construire la section du terrain par le plan vertical FN et lui mener une tangente du point N de la droite D. Nous n'avons pas fait cette construction, (|ui, en général, n'est pas nécessaire, eu égard à la nature des problèmes que l'on a à résoudre sur les surfaces topograpliicjues.
La génératrice FF,, parallèle à la génératrice infiniment voisine, est une arête du conoide (art. 638). Elle fait un angle maximum ou minimum avec la projection de la droite D (et avec toute autre droite du plan). On peut la déterminer en faisant glisser une équerre et comparant les positions des dillérentes génératrices réunies en couples consécutifs; on peut aussi tracer une parallèle LT à D. et chercher le point de division F, qui sépare deux segments E,F, et FG,, l'un plus grand, l'autre plus petit, que les intervalles de la droite D (').
On examinera la position du plan tangent par rapport à la surface, comme il a été dit plus haut fart. lOGii) : nous ne reviendrons pas sur cette question.
10(>7. Quand la droite D est peu inclinée, les points où elle rencontre les plans des différentes courbes horizontales sont presque tous hors de la feuille de dessin. Il serait d'ailleurs difficile de faire une réduction d'échelle, vu le grand nombre des courbes. Dans ce cas, on préfère prendre pour plan directeur du conoide un plan oblique à l'horizon : on fait dans la surface une série de sections par des plans parallèles à celui qui a été pris pour plan directeur, et l'on mène à chacune d'elles une tangente du point où son plan est percé par la directrice rectiligne. Nous allons donner un exemple de cette construction.
On trace une série de droites AB, CE, Fil, ... {fig. 43G) parallèles et é(]uidistantes, et on les considère comme les projections des horizontales d'un plan. Pour plus de commodité, on fait passer l'une d'elles par un point A de la droite donnée D, ayant pour cote un nombre entier iG; les autres sont cotées, à partir de celle-là, comme les courbes horizontales. On construit l'intersection mn de ce plan et de la surface, et on lui mi'ne du point A une tangente Aa qui est une génératrice du conoide. On transporte ensuite le plan sécant parallèlement à lui-même; pour cela, on augmente les cotes de toutes les horizontales AB, CE, —
{•) D'après des traililious conservées dans le corps du Génie mililaire. la conslrucliou cpic nous venons d'exposer esl due à Meusnicr. Ce géonièlrc, dont nous avons déjà parlé plusieurs l'ois, éuiit "énéral du Génie.
inS LIVRE X. — SLRr,\Ci:S TOPOGRM'IllQLES.
d'une quantité égale à réquidistance des plans des courbes horizontales, c'està-dire à l'unité, et on cherclie le point de rencontre a du nouveau plan avec la droite D (art. 27o); on détermine ensuite la section kl de la surface et on lui mène une tangente a[-j du point a.
En portant sur D des longueurs aa^, a^a,, . . . égales à Art, on a les points où la droite D de l'espace coupe le plan sécant lorsque l'on augmente successivement les cotes de ses horizontales d'une unité. Quand on a obtenu les génératrices du conoïde qui correspondent aux dillereiitos sections, on cherche celle de ces droites ([ui rencontre de côtés différents les deux entre lesquelles elle est comprise : son point de contact ,3 est celui oîi le plan cherché touche la surface. On détermine la cote du point p (art. lOoB), et l'on fait passer un plan par ce point et par la droite D. Pour cette dernière opération, on calcule les cotes des points a et /3, on cherche sur la droite a[-j la position du point | dont la cote est 17, et, le joignant au point I, qui a la même cote sur la droite D, on a une horizontale du plan.
Il est bon de tracer les droites AB, CE,FH, . . . perpendiculaires i) D ( ou à peu près}; alors, pour une inclinaison donnée des plans sécants, leur 'angle avec la droite D a sa valeur maxinuim, l'intervalle rtrt, est minimum, et on a de nombreux points de division dans le cadre du dessin.
Î0(>8. La construction expliquée dans l'article précédent est applicable lorsque la droite donnée D est horizontale, mais on peut alors opérer d'une ma nière plus simple fy?^. 4^7)-
Nous menons aux différentes courbes de niveau des tangentes parallèles à la droite D ; ces lignes appartiennent à un cylindre circonscrit à la surface, et on aura résolu le problème si l'on mène à ce cylindre un plan tangent par la droite D, parallèle aux génératrices. Nous prenons un plan vertical auxiliaire EY: la tangente menée du point E de la droite G à la trace du cylindre sur ce plan est dans le plan cherché. On aurait donc facilement le résultat en construisant la section du cylindre par le plan EY; mais une construction, qui appartient comme la précédente à la méthode de Meusnier, va nous permettre de déterminer sans cela une position approchée de la génératrice de contact.
Nous graduons la partie EX de la projection D, de manière qu'elle représente une ligne inclinée (luelconque passant par le point E de la droite donnée D dont nous connaissons la cote 58"', 5o; puis nous joignons par des droites les points où les tangentes rencontrent EY, avec ceux qui ont les mêmes cotes sur EX. Si AB est une arête du conoïde oblique formé dans l'espace par ces droites, la tangente à la directrice curviligne en B rencontrera la directrice rectiligne EX au point E delà droite D. Les considérations indiquées à l'article 1066 font voir que la droite AB, qui rencontre de côtés différents les génératrices voisines FG et HJ, estpeu éloignée de l'arête. La tangente BC est la génératrice de contact sur
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le cylindre : le pian cherclié contient cette horizontale et sa parallèle D; il est par conséquent facile de tracer et de graduer son échelle de pente P.
Pour déterminer la droite AB, on peut tracer une parallèle E.X, à EX, et chercher le point de division A, qui sépare deux segiiicuts A, F, et A, H,, l'un plus grand et l'autre plus petit que les intervalles de la droite EX.
{'o/ics et cAlindrcv circonscrits.
Î()G9. Déterniinerla courbe de contact et la trace hodzontale (V un cùne circonscrit à une surface donnée, connaissant le sommet S de ce cône {Jig'- 438).
Nous traçons par le point S une droite SD, et nous la considérons comme la projection d'une génératrice. Pour avoir le point où cette génératrice touche la surface, nous menons dans une direction arbitraire une seconde droite SB, nous la graduons de manière qu'elle représente une droite passant par le point S de l'espace; nous joignons par des droites respectivement ses points de division à ceux où la droite SD rencontre les horizontales ayant les mêmes cotes, et nous cherchons parmi ces lignes la droite MC qui fait un angle maximum ou minimum avec SD : la droite MC est une arête du conoïde horizontal dont les directrices sont la droite SB et la section de la surface par le plan vertical SD. Le plan tangent à cette surface gauche le long de l'aréte MC contrent les droites MC et BS. La droite qui passe par les points S et M s'y trouve tout entière; elle touche donc la surface au point M, et par suite ce point appartient à la courbe de contact cherchée.
Pour avoir la trace du cône sur un plan horizontal déterminé, celui (|ui est à la cote 3o, il suffit de mener par le point A, qui a cette cote sur la droite SB, une droite AN parallidc à CM : cette droite est l'horizontale passant par A du plan tangent en M; elle fait trouver le point cherché N.
La droite auxiliaire SB étant tracée et graduée, on déterminera ainsi le point de contact et la trace horizontale de chaque génératrice dont on se donnera la projection. On pourra obtenir ces points en faisant glisser l'équerre et sans tracer aucune ligne.
La trace du cône a des branches infinies lorsque la courbe de contact a des points à la, même hauteur que le sommet S. On détermine facilement ces points. A chacun d'eux le plan tangent à la surface topograpbiciue touche k\cône le long d'une génératrice horizontale, et son intersection avec le plan de la trace est l'asymptote d'une branche infinie de cette courbe.
Cylindre circonscrit. — La construction que nous venons d'expliquer est applicable an cas du cylindre circonscrit. La droite de parallélisme remplace la
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(Iroile S15: on trace diverses droites parallèles à sa projeetion et l'on opère sur cliacune d'elles comme nous l'avons fait sur la droite SD.
1070. Quelquefois on n'a pas besoin de connaître la totalité de la ligne de contact du cime circonscrit, mais seulement l'endroit où elle coupe une zone donnée, par exemple celle qui est comprise entre les courbes horizontales dont les cotes sont 3i et 32 [fig. 438). Dans ce cas, après avoir établi comme précédemment les droites SB et SD, on tracera les génératrices du conoide situées dans les plans qui limitent la zone, c'est-à-dire les droites GE et HF. On donnera ensuite diverses positions à la projection liorizonlale SD, en la faisant tourner autour du point S, et l'on opérera delà même manière sur chacune d'elles. Si le sens de la convergence des. génératrices qui passent aux points G et H vient à changer, on sera assuré qu'elles sont parallèles [)Our une position intermédiaire de la ligne SD, et alors la droite EF, sensiblement tangente à la zone, passera par le point S de l'espace et sera une génératrice du cône circonscrit.
En général la méthode de Meusnier ne peut être avantageusement employée que quand les formes des courbes horizontales ne se modilient pas d'une manière brusque. Dans le cas contraire, pour déterminer les génératrices d'un cône circonscrit, il faut faire des sections par des plans verticaux contenant le sommet donné, et leur mener des tangentes de ce point.
Î07 3 . Exercice pour la délcrrninatioii (F un cône circonscrit. — Nous présentons sur la /'/. XL/ la courbe de contact et la courbe de section d'un cône circonscrit à une surface topographique. Le sommet S est à la cote i33"',Jo à i"',5o audessus du point culminant du sol.
En général, les courbes horizontales se succèdent avec une grande concoi'dance de formes, et par suite on peut employer la méthode de l'article 1009, (jui est très expéditive. Dans la partie voisine du point G,,, les formes des courbes sont assez dilférentes; il faut alors recourir à la mélbode des sections par des plans verticaux : les résultats qu'elle donne n'ont pas d'ailleurs une grande précision, en cet endroit, car les formes du terrain sont peu accusées.
Les considérations que nous avons présentées dans le IIl" Chapitre du Livre YIII, pour les arcs réels et les arcs virtuels des courbes de contact et de section, font comprendre comment les diverses parties de ces lignes se rencontrent et se succèdent.
La ligne Az/G/^w, G, /;, H est une courbe de contact: en lui menant des tangentes du point S, on détermine les points limites G et G, (art. 892) : l'arc G7?im,G, est seul utile. La courbe de section (jpp,q,^ passe aux points limites; elle y touche la courbe de contact et elle y est divisée comme celle-ci en arcs réels et en arcs virtuels. Nous retrouvons la même disposition aux points Go, G3 et Gi situés sur d'autres branches de la courbe de contact.
La ligne G;,C est un arc réel de la courbe d'intersection de la surface par le
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cône circonscrit. Uiir partie réelle ed de la coiirlie de contact rencontre cet arc en C, et devient utile à ce point ([ui est analoiiue au point C de \ii/ig- 358. Ainsi, la tangente /«/est la projection d'une généi'atriee double du cône. Les mêmes circonstances se présentent au point C,.
Un spectateur placé au point S ne verrait pas les parties de terrain situées au delà des lignes qGG, R et (/,GSj,CdG,.
Lignes fie plus i^vandv pente.
1072. De toutes les courbes tracées sur une suri'ace et (jui se croisent à un point, la moins inclinée en ce point est celle dont la tangente est la ligne déplus grande pente du plan tangent, et qui par suite rencontre à angle droit la courbe de niveau. On a donc une ligne de plus grande pente d'une surface, en traçant une
ourbe qui, en cliaque point, rencontre normalement la ligne de niveau, c'està-dire une trajectoire orthogonale des courbes Jionzontales.
Il ne passe par uti point déterminé d'une surface qu'une seule ligne de plus grande pente, car on ne peut mener en un point qu'une normale à une courbe. Cette règle comporte plusieurs exceptions, comme nous allons le voir.
1073. Surfaces de révolution.— Quand la surface considérée est de révolution autour d'un axe vertical, les méridiens sont les lignes de plus grande pente. Ces courbes se coupent, en général, sur l'axe. Un point de renconiic doit être regardé comme un cercle borizontal évanouissant, et par suite tout plan contenant l'axe est normal à la ligne de niveau que représente ce point.
Suivant que l'axe coupe la méridienne normalement ou obliquement, la surface a un plan tangent uni([ue, ou en possède une infinité; mais la disposition des lignes de plus grande pente est toujours la même.
1074. Surfaces dont les courbes horizontales sont des ellipses honiothéliques avant leurs centres sur une même verticale. — Supposons que l'ellipse AD [fig. 4^7) soit la projection de la courbe de niveau sur laquelle se trouve le point de départ M; sur le plan borizontal la normale MT est tangente à la ligne de plus grande pente, et le point M, où elle coupe l'ellipse voisine A,D, appartient à cette ligne. Le point par lequel on peut considérer que la projection de la ligne de plus grande pente est décrite rencontre ainsi successivement toutes les ellipses de la série; il arrive donc à leur centre commun (). (iiic l'ou doit legarder comme étant leur limite.
La droite 31T rencontre le grand axe en un point T de l'abscisse OP; U' point M, est donc à une moindre distance du grand axe AD que le point N homologue de M. Nous voyons ainsi que le rayon vecteur CM Aiit des angles de plus en plus petits avec la droite CD lorsque le point mobile se rapproche du centre 0.
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A ce point la trajectoire est normale à l'ellipse infiniment petite, et par suite tangente à l'un de ses axes. Il résulte de là qu'une ligne de plus grande pente, de quelque point qu'elle parte, passe au centre commun des ellipses, tangentiellement à la droite des grands axes. Il faut excepter le cas où le point donné appartient à la droite des petits axes, car cette ligne est évidemment une trajectoire orthogonale des ellipses.
lO/ifl. Une ellipse quelconque de la série peut être représentée par l'équation
a-- ytr 0-
flans laquelle a et b sont des longueurs déterminées, et n un coefficient arbitraire. Ou obtient, en difîérentiaut,
il y b-j:
dx a^ y
L'équation di(îérentielle de la trajectoire orlliogonalc est donc
dy g- y
dx b''-x
Intégrant, et appelant ,ri et >•, les coordonnées du point de départ, on a
a"- loa- ^ b- los -^ ^ G.
Telle est réqualion de la projection de la ligne de plus grande pente; x et j- doivent toujours avoir respectivement les mêmes signes que x^ etj',; chaque ligne s'arrête d'une part au point 0, de l'autre à l'infini. Les courbes qui traduisent en Géométrie les fonctions logarithmiques présentent, en général, des singularités de ce genre. Nous avons déjà signalé cette circonstance dans une Note de l'article 83.
1074^. hsijig. 44 1 représente les projections de plusieurs lignes de pi us grande pente. Nous les avons obtenues en traçant un assez grand nombre des ellipses de la série, et construisant la normale ;i chacune d'elles au point où elle est rencontrée par la normale précédente. Nous avons d'ailleurs numériquement vérifié les coordonnées de quelques points ii l'aide de la formule donnée à l'article 1074r/.
1075. Si dans l'espace la directrice des ellipses est l'ellipse A, O'B', 0", dont un des axes est sur la verticale du point 0(y?^. 442), la surface est un ellipsoïde scalène, et les trajectoires sont parasites dans les parties situées au delà de l'ellipse A, B, qui forme le contour apparent [fig. 440" Qn^md la directrice est une hyperbole A'A"B'B"(y?^. 44^). avant pour axe non transverse la verticale du point 0, la surface est un hyperboloïde gauche et les trajectoires sont parasites dans les partîtes situées à l'intérieur de l'ellipse de gorge A^Bo [fig- 44 0'
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On détermine Aicilement les projections verticales des lignes de plus lirande pente, en relevant de la projection horizontale les points où ces courbes rencontrent quelques ellipses.
1076. Surfaces dont les courbes horizontales sont des hyperboles homolhètiqaes ayant leurs centres sur une verticale. — Sur le plan horizontal , les droites OL et OP, asymptotes communes des hyperboles (//^g-. 444) forment un système géométrique qui appartient à la série de ces courbes. Si nous prenons sur l'asvmptote OL le point de départM, l'élément de la trajectoire sera dirigé sur la perpendiculaire GF, et l'on voit, d'après le sens de la courbure des hyperboles, que, d'un coté comme de l'autre, la trajectoire s'éloignera du point 0. Les axes sont les seules projections des lignes de plus grande pente qui passent à ce point.
A partir du point 31 situé sur l'asymptote OL, la trajectoire se rapproche constamment d'un côté de l'axe AB, de l'autre de l'axe OY; on reconnaît facilement, à l'aide de son équation, qu'elle a ces droites pour asymptotes.
t07(j«. Dans le cas qui nous occupe, «- est négatif. Si nous mettons son signe on évidence, l'équation que nous avons trouvée à l'article 1074rt deviendra
OC y^
a- loff i- b- los -=— =r o.
.1- et )' sont de mêmes signes que a; el r, : nous pouvons les supposer positifs.
Quand x est supérieur à jt,, j est inférieur à r,, et réciproquement. Si l'une des coordonnées croît indéfiniment, l'autre décroît indéfiniment : les deux axes sont donc asymptotes de la courhe. Chaque trajectoire se termine à l'iiifiiii sur chaque axe.
i077. Nous avons représenté sur les^^. 44^ et44*3 les projections verticales d'un hyperboloïde et d'un cône dont les sections horizontales sont les hyperboles dessinées sur lâjig. 444- " est facile de construire les projections verticales des lignes de plus grande pente d'après leurs projections horizontales. Ces courbes dans l'espace sont asymptotes de l'hyperbole principale A'B'A"B" pour l'hyperboloïde, et des génératrices A"B', B"A' pour le cône.
A chacun des sommets 0' et 0" de l'hyperboloide il passe deux lignes de plus grande pente, qui sont l'hyperbole principale A'B'A"B"et l'ellipse de gorge. Ces deux courbes divisent les autres lignes de plus grande pente en quatre groupes. Les lignes d'un même groupe sont asymptotes les unes des autres des deux côtés, et de celles d'un groupe voisin d'un côté seulement. La hauteur du sommet 0' est un maximum pour l'ellipse de gorge, et un minimum pour l'hyperbole A'B'.
Sur le cône les ligues de plus grande pente forment égaleujent quatre groupes qui sont séparés par les deux génératrices A'B' et B'A'.
S078. Indication des diverses dispositions que peuvent présenterles lignes de plus grande pente (lu. i- points où le plan tangent est horizontal.— Vn remplaçant la sur-'
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face considérée par une surface du second ordre osculatrice en un de ses sommets, on reconnaît, pour chaque forme de l'indicatrice, comment les lignes de plus grande pente sont disposées aux points où le plan tangent est horizontal.
Si l'indicatrice est un cercle, la surface osculatrice est un ellipsoïde de révolution, et dans chaque azimut une ligne de pins grande pente arrive au point (art. 5075).
Si l'indicatrice est une ellipse, la surface osculatrice est un ellipsoïde scalène, et une infinité de lignes de plus grande pente arrivent au point; une d'elles est tangente à la section principale qui a le plus petit rayon de conrhure, et toutes les autres à celle qui a le plus grand rayon (art. 1075).
Si l'indicatrice est une hyperhole, deux lignes de plus grande pente se croisent an point; elles sont respectivement tangentes aux sections pi'incipales. La hauteur du point est un maximum sur l'une d'elles et un minimum sur l'autre (B077). On app(dle rois les points où le plan tangent est horizontal, et pour lesquels l'indicatrice est une hyperhole.
Quand l'iiulicatrice est composée de deux droites, la surface osculatrice est un cylindre, et l'on reconnaît facilement qu'une seule ligne de plus grande pente passe au point.
1079. Surfaces dont les courbes horizontales sont des ellipses identiques coupées suiiant an de leurs axes par un plan i-ertical.
Les projections horizontales des lignes de plus grande pente sont les trajectoires orthogonales d'une série d'ellipses identiques qui ont un de leurs axes sur une même droite VX {/iii'- 4'i9)- Si l'on prend pour point de départ un point 31 de l'une des ellipses I)D,, la tangente à la trajectoire sera dirigée sur la normale MT; en appidant 7 l'angle PTM qu'elle fait avec l'axe VX, a et b les longueurs des demi-axes des ellipses, et v l'ordonnée ^IP, on a
tangy
Il est facile de voir que le point mohile par lequel on peut supposer la trajectoire décrite se rapproche constamment de l'axe loi'sque, quittant sa position initiale, il s'avance vers la gauche; son ordonnée diminue donc indéliniment, et, en vertu de la formule que nous venons d'écrire, l'angle 7 diminue aussi, y et 7 sont nuls en même temps; mais alors le point mobile a une abscisse infinie, car la seule trajectoire qui passe par un point de l'axe à distance finie est l'axe luimême; la droite VX est donc asymptote de la courbe.
Si maintenant nous supposons que le point M se meuve vers la droite, son ordonnée y augmentera progressivement, et l'on voit par la formule que, quand il sera en un point 0 de la droite LO d(»nt l'ordonnée est b, 7 aura atteint la
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valeur 90"; le centre de IN'Ilipso se trouvera alors en A. An delii du point O la trajectoire a un rebrousseinent ; car, en considérant relli|ise quand son centre occupe sur l'axe les deux positions voisines de A, en deçà et au delà de ce point, on reconnaît que les deux éléments qui aboutissent au point 0 ont des positions symétriques par rapport à la normale OA de l'ellipse. Kntin la courhea une seconde branche OS asymptote de VX, comme la première.
En prenant successivement pour points de départ les diirérents points de la droite OL, on obtient les diverses trajectoires (|ui sont évidemment identiques. De l'autre côté de l'axe on trouve de nouvelles trajectoires sn|)erposal)les ;iiix premières et placées symétriquement à elles.
I079rt. Ou [lout ropréscrilci' l'une i|MelcOHque des ellipses |):ir l'iMiiiMlidii
ç étant un coefficient aihitraire.
Ou obtient, par la (liiïérenlialion,
d.i- ' et, eu éliminant c,
dx a Y
L'ér|natiou (lilTérenlielle de la Irajectoire ortiiogonale est par conséquent
dy a Y
d-x ~ b\Jb--y'- ()n trouve, eu inlégranl,
jX^\Jb'-— y- -+- b\o
Nous n'ajoutons pas de constante, parce que, toutes les trajectoires étant identiques, ou peut considérer uniquement celle qui a son point de rebroussement sur l'axe des ordonnées, et pour laquelle par suite la valeur o de x correspond à la valeur // de y. Pour avoir la coin-be dans toute son étendue, il faut donner le donhie sifine au radical; mais l'on voit facilement quesonsigne détermine celui du second nieuibre de réqinUiou. sans avoir aucune inQuence sur sa grandeur absolue. On peut donc |ucndre le radical positivement, cl attribuer le double signe au premier membre (' 1.
1080. Quand le lieu des centres des ellipses dans l'espace esl une droite A' A', [fig. 448), la surface est un cylindre, et l'on oittient la lii^iie de plus i^^rande pente en prenant son intersection avec le cylindre vertical PMOXQ. La construc-
(1) M. Lofort, ingénieur des Ponts et Chaussées, a étudié une runrlic analogue à celle qui vient d nous occuper, dans un Mémoire sur les arches biaises (.-///««/<■>■ drt Pouls et Cliniissccs; i^Cig).
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liim donne les deux courbes P'O'Q' et U'GO'ES'; mais il ne peut passer (lu'iiiieligne de plus grande pente par le point (0,0'). La forme delà courbe U'O'S' montre qu'elle n'est pas la projection d'une ligne de plus grande pente du cylindie, car sa tangente est paralUde à la ligne de terre en deux points E et G, el aucun des plans tangents à la surface n'est horizontal.
Pour ne laisser subsister aucun doute sur cette question, nous avons fait le développement du cylindre; la courbe P"0"Q", transformée de la ligne POQ, P'O'Q'), coupe à angle droit les sinusoïdes dans lesquelles se changent les sections horizontales; mais la courbe U"0"S", transformée de l'autre partie de l'intersection, rencontre les sinusoïdes sous toutes les inclinaisons. Les deux courbes se rejoignent d'ailleurs à l'infini avec les mêmes asymptotes.
Eu égard au sens de l'inclinaison de la tangente commune TR, la droite 00" ne coupe la ligne P"Q" qu'au point 0", tandis qu'elle rencontre la ligne U"S" en deux autres points. Ces courbes ont donc des formes essentiellement différentes, elpar suite la seconde ne peut pas être une trajectoire orthogonale d'une certaine série de sections parallèles du cylindre.
1080«. Nous conservons les notalioiis atloplécs à rarticle I0~9a, et nous appelons a l'angle C, O'A'j que les génératrices du cylindre font avec le plan liorizonlal. L'équation de cette surface est alors
(.-xtanga)^^j^^, ^ ' a^ tang-5t 0-
Nous avons trouvé que l'équation de la trajectoire POQ est
(2) ityx = v/6-— r--t- tlog- f
En éliminant r, on ohlient l'équation suivante de la projection verticale de l'inteisection des deux cvlindres :
a- . .^ . , ^ /(2SUla — (^COSa — J"Sina)
cosa — .r sina)
a- . ... /as\n% — (-
± vi; J" Sma =r ; COSot — Jc Sma -H CT smx lOi; 1 / -. j—
V a suia H
Nous prenons ]ionr axes des abscisses et des ordonnées les droites O'A' et O'O" : en appelant .r' et :■' les nouvelles coordonnées, nous aurons
x = a'' cos:( — -:' sinx, .r'= :; sinot H- .r cosx, s z= x' sina -+- z' cosa, ^' = .: COSa — .z- sina;
et l'équalion de la projection verticale de l'intersection deviendra
« , , • , • o ^ , -1 /«sinot-
: 7-; fx'sinacosa — ;'sm^a) — c -H a suioilog t / :
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Elle se décompose en deux :
«^ Sin a CCS a
•*■ = I -t- T^Sin-a
«' . „ \ , . , . /asina — z'
Slll-a ]z -^ a iin-J-XOsK / ,y
b- ^y «sina + y
"- \ b- j ■ - y/ asiiia-i- z'
II est facile de trouver l'équation de la transformée par développement, dans le cas où le cylindre est de révolution. ()\\ a alors
b^ a siiia,
et les éfiuations (3) et (4) deviennent
/ b -\- -' (•3) .z;'cotai=2;'— /^logi /-^ '-,,
(6) x'cota=61ogt/^^.
Si nous rapportons les transformées au\ droites 0"D" et ()" 0', on aura
En portant ces valeurs de x' et de z' dans les équations (5) et (6), on trouve [lonr équations des transformées
ilogtangf 4
(7) ■ .r"cota= 2 6sin -^ 61ogtangf45 ,
(S) a;"cot« = 6log tang (45"-l-^
[.'équation d'une sinusoïde transformée d'une section horizontale, telle que C'H", est, en supposant toujours que le cylindre soit de révolution,
x" tanga -I- b sin y -i- C ^ o.
La différenliation donne
dd' tanga
COS-r-
b et l'on a pour la trajectoire ortliogonale
-=— ; r= cota COS — •
dx" b
En intégrant cette équation difîérenlielle on trouve l'équation (S). Il l'é.-iuitc de Im (|ui> les équations (4), (6) et (8) se rapportent à la ligne de plus grande p(Mili\ el les l'qnnlions (3), (5) et (7) à la courbe compagne.
1081. Conoïdes dont le plan directeur est Jiorizontal. — Qiiainl les génératrices
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(riiiic surface sont des droites horizontales, les projections des lignes de plus grande pente sont les trajectoires orthogonales d'une série de droites, et par suite des développantes de leur enveloppe.
Si le conoïde est droit, les trajectoires orthogonales sont des cercles. On conclut de là que les lignes déplus grande pente d'une surface de vis à filets carrés dont l'axe est vertical sont des hélices génératrices.
Hélicoïdes. — Pour une surface de vis à filets triangulaires, la projection d'une ligne de plus grande pente est la trajectoire orthogonale d'une série de spirales d'Archimède identiques et ayant leurs sommets en un même point. Cette courhe a donc une sous-tangente constante, et par suite elle est une spirale hyperholique (art. 10241. Dans l'espace, les lignes de plus grande pente forment deux groupes qui appartiennent respectivement à la nappe supérieure et à la nappe inférieure. L'axe les sépare et leur est asymptote aux unes d'un côté, et aux autres de l'autre.
1082. Dans la plupart des surfaces que nous venons d'étudier, et qui sont des plus simples de la Géométrie, les lignes de plus grande pente dillérent d'une manièi'e essentielle des courhes que nous avions eu l'occasion d'examiner, car elles ont des points d'arrêt à distance finie ou à l'infini. Elles sont, en général, réparties en groupes séparés par des lignes de plus grande pente qui sont soumises aux lois ordinaires de la continuité.
TABLEAUX GRAPHIQUES
Emploi (les surfaces t<>pogr((]>lilqiics pour rciuplucvr les tables à double entrée.
1085. Les tahles numériques sont h simple entrée ou à douhie entrée, suivant que les nomhres qu'elles font connaître dépendent d'une seule variable ou de deux variables distinctes. Les premières, telles que les Tables de sinus, se composent de deux colonnes parallèles contenant des nombres qui se correspondent un à un; les autres, telles que celle qu'on attribue vulgairement à Pythagore, se divisent en colonnes longitudinales et en colonnes transversales, qui répondent respectivement aux différentes grandeurs des deux variables ou des deux argiiments, car c'est ainsi qu'on les appelle. Le nombre qui correspond à des valeui's déterminées des arguments se trouve dans la case commune à leurs colonnes.
CHAPITRE II. — TABLEAUX GUAPHIQUES. lio
I08i. 0)1 remplace souvent les Tables à simple entrée par des courbes planes, en consitlérant les nombres des deux colonnes comme des abscisses et des ordonnées. Cette substitution iiermet de résoudre graplii([uement divers problèmes; elle a d'ailleurs l'avantage de faire apprécier d'un coup d'ieil les relations de grandeur exprimées par la Table (' ).
Nous avons tracé, sur Vàfig. 45 r, une courbe propre à remplacer une Table de logaritbmes vulgaires pour les nondjres com[)ris entre i et lo; les abscisses sont les logaritbmes des nombres représentés par les ordonnées, ces longueurs étant respectivement mesurées aux échelles de S''™ et de 5""" pour un. Quand un nombre est dans les limites des ordonnées, l'arc AB fait trouver son logarithme; s'il est plus grand que lo ou plus petit que i, on obtient encore son logarithme à l'aide de la courbe, en le multipliant ou en le divisant par une puissance de lo, et donnant à la caractéristique une grandeur convenable.
Au lieu de construii'e la logarithmique }Jà, on peut la déterminer par sa projection cotée X'Y'. Une simple droite ainsi graduée fait connaître le logarithme d'un nombre donné, ou le nombre qui correspond à un logarithme connu.
Toute Table à simple entrée peut être remplacée, de cette manière, par une droite convenablement cotée ou graduée.
108o. Tableau propre à remplacer la Table de Pythagore. — On peut remplacer d'une manière analogue une Table à double entrée par une surface : il suffit de considérer les deux arguments et le nombre qu'ils déterminent comme trois coordonnées. Ainsi, en appelant .r et v deux nombres, et ; leur produit, la Table de Pythagore aura pour expression analytique l'équation
z = arr,
et pour expression géométrique le paraboloïde qu'elle représente. En donnant
(' ) On réunit qiu'lqiiefois sur un Tableau plusieurs courbes de nu^nic nature, de manière à rendre sensible la comparaison des phcnomèues. des fondions ou des mouveuieuts qu'elles représenlenl. L'atlas de Berghaus contient plusieurs Tableaux de ce genre.
Dans le service de l'exploitation des cbcmins de fer, on emploie, pour représenter la marche des trains, des Tableaux sur lesquels les temps forment les abscisses, et les distances itinéraires les ordonnées. La vitesse d'un train étant supposée uniforme, sa marche est indiquée, entre deux stations, par une ligne droite. On voit immédiatement sur ces Tableaux les heures et les lieux où chaque train en croise ou en dépasse d'autres.
Nous croyons aussi devoir mentionner des Tableaux graphiques d'une nature dilléronte; nous voulons parler de ces Cartes géographiques qui sont destinées à rendre sensibles les résultats de certaines recherches statistiques. Sur les unes, les routes sont indiquées avec des largeurs variables et proportionnoUes au nombre dos voyageurs qui les ont parcourues dans une année; sur d'autres, chaque port do mer est représenté par un cercle dont la surface est dans un rapport déterminé avec le tonnage des navires qui l'ont fréquenté, etc. M. Minard. inspecteur général des l'onls et Chaussées, a publié le premier des Cartes de ce genre; il en a fait paraître un grand nombre, tontes fort intéressantes. ( Voir la Notice de M. Miuard : Des Tableaux graphiques et des Cartes Jigiiralives; i8Ci.)
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successivement à : clifférentes valeurs, on aura des courbes liorizoïilales de cette surface : ce seront des hyperboles équilatères et homolbétiques (juc l'on pourra facilement dessiner {fig. /po).
Le produit de deux nombres tels que ^ et S'est la cote du point dont ils sont les coordonnées. Quand le point se trouve sur une courbe tracée, on a immédiatement sa cote ; dans le cas contraire, on recourt aux procédés de l'article lOoo, ou plutôt on fait une interpolation à vue, car, en général, on n'emploie les Tableaux graplii(|ues que quand ce dernier procédé peut être adopté sans inconvénient.
Le même Tableau peut servir pour faire des divisions. Ainsi, le ((uotieut de /|0 par y est l'ordonnée de celui des points de l'hyperbole [\o dont l'abscisse est 8. Si le nombre à diviser avait été compris entre les cotes de deux hyperboles tracées, il aurait été nécessaire de construire des courbes intercalaires. En général, un Tableau qui contient une série de lignes de niveau de la surface représentée par une équation à trois variables peut servir à détei'miner l'une quelconque de ces quantités (juand on connaît les deux autres.
1()8(). Tableau des températures moyennes à nulle. — Lorsqu'une Table à double entrée n'est pas l'expression d'une loi matliémati([ue connue, la construction du Tableau graphique propre à la remplacer exige quelques précautions particulières que nous allons expliquer sur un exemple.
Kaenitz, après avoir fait de nombreuses observations thermoméfriques à Halle, a dressé une Table qui fait connaître la température moyenne de cette ville, suivant l'heure du jour et le mois de l'année. Li\Jig. 453 reproduit sous une forme gi'aphique les résultats de ce Tableau. On y voit des courbes d'égale température rapportées à deux axes dont les divisions correspondent, pour l'un, aux mois de l'année, pour l'autre, aux heures du jour. La verticale du mois de mai rencontre l'horizontale de f)'' du matin un peu au delà de la courbe cotée 9; la température moyenne indiquée pour ce mois et cette heure est donc un peu supérieure à 9"; le Tableau de Kaenitz donne 9",oj.
Pour construire ce Tableau, après avoir pris des grandeurs arbitraires pour représenter les heures, les mois et les degrés de température, on a considéré successivement les diflerentes colonnes horizontales de la Table numéri(jue, et l'on a tracé la courbe (jue chacune d'elles représente, en la rapportant à deux axes rectangulaires Xx et A.z. On a ainsi la ligne qui indique la température moyenne des différents mois pour une même heure, ou la section de la surface par un plan perpendiculaire à l'axe des heures. Pour éviter la confusion, on n'a conservé que huit des vingt-quatre courbes ainsi obtenues. On a tracé ensuite la droite horizontale qui correspond à un degré déterminé du thermomètre, et, rapportant sur le Tableau ses intersections avec les courbes, on a obtenu les points où une ligne (l'égale température rencontre les dilTcrentes droites horaires.
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Les poinls ;iiiisi (Iclfrininés suffisent, en général, pour le tracé dos lignes de niveau; cependant, (l:ins les parties de ces courbes où la lanirente est parallèle à l'axe des mois, il existe une petite incertitude «luc l'im a liiit disparaître en conslruisaiit une section par un plan vertical correspondant au mois de juillet.
1087. Les ondulations des courhes horizontales font connaître toutes les circonstances de la variation de la température aux difTérenfes heures du jour et aux différentes époques de l'année. Le poinl culminant de la surface est aux environs du mois de juillet et de j'' après midi; c'est un maximum absolu. Le point le plus bas, minimum absolu, est en janvier entre G'' et 7'' du matin. Entre i*" et 2" de l'après-midi, en janvier, se trouve un col qui indique un minimum pour les mois et un maximum pour les heures. Un autre col est entre juillet et août vers 3'' du matin.
Si l'on unit par un trait continu la suite des points de contact des courbes de niveau avec leurs tangentes parallèles à l'axe des heures, on aura les lignes des points les plus hauts et des points les plus bas des sections longitudinales; elles font connaître, suivant la saison, les heures du jour auxquelles ont lieu le n)a\imum et le minimum diurnes; on les a indiquées sur la figure par des traits en points ronds. On obtient d'une manière analogue, en traçant des tangentes parallèles à l'axe des mois, des lignes qui marquent les époques de l'année aux- (juelles se produisent le maximum et le minimum pour chaque heure.
1088. Tableau pour la résolution de l'équa/ian numérique du troisième degré {fig. 455). — Lorsque l'équation du troisième degré est ramenée à la forme
z^ -f- xz + r = o,
elle représente un conoïde horizontal, si l'on y considère l'inconnue z et les coefficients^ et v comme des coordonnées variables. En attribuant successivement à z différentes valeurs, on peut tracer quelques-unes des droites qui forment les lignes de niveau de cette surface, et construire son contour apparent.
Suivant que le point déterminé par les valeurs données de x et de y se trouvera en dehors de l'enveloppe, sur cette courbe ou dans son intérieur, il sera la projection d'un seul point du conoïde, de trois points dont deux sont réunis en un seul, ou de trois points distincts, et l'équation possédera une racine réelle, trois racines réelles dont deux égales ou trois inégales.
On trouve par les procédés ordinaires que l'équation de l'enveloppe est
Cette courbe est la développée de la parabole qui a pour équation
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Les positions du point à l'extérieur et à l'intérieur de l'enveloppe correspondent respectivement aux valeurs positives et aux valeurs négatives du binôme ('jj-i_i_ 2-v=). Nous voyons que la considération du Tableau graphique conduit facilement à des résultats que l'on déduit ordinairement de la discussion directe de l'équation du troisième degré.
On peut employer avantageusement un Tableau de ce genre lorsque l'on doit résoudre un grand nombre de fois l'équation trinôme du troisième degré, pour des valeurs de .r et de r comprises dans des limites déterminées (' ). Ce mode de solution s'étend d'ailleurs sans difficulté à toute équation de la forme
::'" -t- xz" + 'y = o.
Tableau gi-aplii(jue représentant deu.r fonetions différentes de deu.v mêmes arguments.
1089. Si deux quantités = et z^ sont fonctions de deux variables .r et/, de sorte (|ue l'on ait
on pourra établir sur un même Tableau deux séries de lignes de niveau qui feront connaître les grandeurs de : et de z^ correspondant à chaque système de valeurs de x et de y. Tous les problèmes dans lesquels on devra détermine)' deux des quati'e (juantités x,y, z et ;,, quand on connaît les deux autres, seront facilement résolus à l'aide de ce Tableau. Par exemple, si z et :;, sont donnés, on tracera les courbes intercalaires des deux séries qui correspondent à ces cotes; les valeurs de x et de v seront les coordonnées de leur point de rencontre. Le probll'nie admettra autant de solutions que les courbes auront de points communs.
Anamorphose des Tableaud: grapJnqaes.
10î)0. Les Tableaux graphiques ont souvent l'inconvénient d'exiger des courbes compliquées. Nous allons faire connaître un artifice par lequel on parvient quehiuefois à transformer ces lignes en d'autres plus simples.
(') Gergonue a proposé pou:- résoudre réqualion du troisième degré une méthode graphique qui. biou que très différente en réahté de celle qui est due à M. Lalanne et que nous expliquons dans le texte, repose cependant sur la même base, la construction des normales à la parabole ordinaire (An/uilrs <tc Mathcmatiquca, t. IX).
CHAPITRE II. - TABLEAUX r.RAPIIIQl KS. 2l
Revenons au paraboloïde qui remplace la Table de Pylhagore (arr. lOS.'i ; smi équation est
z. = xy.
Nous posons
x'=z logA-, y = logj,
et |)ai' suite nous avons
logs = x' -\-y.
Si nous considérons .v' ,y' et z comme trois eoordonné-os variables, cette nouvelle équation représentera un cylindre borizontal, surface dont les lignes de niveau sont des droites parallèles, et que, par conséquent, nous pouvons représenter t'acilenient \fig. ^52). Pour trouver le produit de deux nombres à l'aide du Tableau que l'on obtient ainsi, il faut prendre pour coordonaées horizontales les logarithmes des valeurs données de x et de y. Cette opération exige l'emploi d'une Table numérique; mais, pourcju'il n'en résulte aucune gène, on transporte cette Table sur la figure, en donnant aux axes une graduation logarithmique, comme nous l'avons expliqué à l'article 1084. Les cotes sont les nombres dont les abscisses sont les logarithmes. Il résulte de là que les coordonnées de l'origine sont cotées i et non pas o.
l()i)l. Cet exemple montre en quoi consiste X anamorphose des Tableaux graphiques; on cherche à simplifier l'équation des courbes de niveau en prenant de nouvelles coordonnées qur soient fonctions des premières, et l'on place, sur les axes, des cotes qui font connaître les valeurs de celles-ci. La complication dn problème est alors reportée sur la graduation des axes.
Nous allons indiquer un autre exemple emprunté à l'art des constructions.
Dans le calcul des terrassements pour les routes, on. doit résoudre un grand
nombre de fois l'équation
En y considérant x,y et = comme d'es coordonnées, elle représente un byperboloïde dont les lignes de niveau sont des paraboles. Si l'on pose
a,-'=log(A-dr), y=log(B + y), on aura
y = ia;'-+- i[log2 + l.og(= -+- C)].
Cette équation est celle d'un cylindre horizontal; on peut facilement construire le Tableau graphique qui le représente, pour des valeurs déterminées des constantes A, 15 et C. Les cotes de l'origine correspondent aux valeurs nulles de x et de y, et sont, par conséquent, les logarithmes de A et de B.
1092. Suivant la nature des relations qui existent entre les anciennes coordonnées et les nouvelles, il peut arriver que les valeurs de x\ ou les abscisses.
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aiiiiincnft'nt quand les grandeurs de x, qui sont leurs cotes, diminuent. Lorsque rajjscisse a:', considérée comme fonction de .r, a un maximum on un minimum, la série naturelle des cotes se développe d'abord dans un certain sens, puis daus le sens opposé.
Considérons, par exemple, l'hyperboloïde représenté par l'équation
les courbes horizontales sont des paraboles, mais, si nous posons
a'' = .z" — 20 j" + I o '1 , nous aurons
yz -\- .r' = o,
el les ligues de niveau seront des droites.
A la valeur 4 de oc' correspond pour a- une grandeur iiiiiiininm égale ii 10. La cote 10 sera, par conséquent, au point dont l'abscisse est 4. et les cotes 11. 12,
1 3 9, 8, 7, . . . seront sur la partie de l'axe qui s'étend au delà de ce point.
l^es valeurs de x sont imaginaires pour les abscisses inférieures à 4. et par suite les droites transformées des paraboles sont parasites au delà de la parallèle à l'axe des ordonnées dont l'abscisse est 4-
1095. On est quel(|uefois conduit à employer deux Tableaux distincts pour l'ésoudre une même formule. Considérons l'équation
on ne peut pas la simplifier en prenant des variables qui soient des fonctions distinctes des anciennes, car ces dernières sont réunies dans le dénominateur; si cependant on veut avoir des droites pour lignes de niveau, on posera
et l'on construira deux Tableaux sur les formules
Le premier fera connaître l'ordonnée auxiliaire v'; le second, dont l'axe des abscisses aura été convenablement gradué, donnera ensuite l'inconnue :'.
Application de V amimorpliosc à la nprcscntation t^rapliiquc de certaines lois naturelles.
iOÎ)i. Lorsque l'on connaît une loi mathématique entre trois variables oc' ,y' et s, on peut représenter par des courbes de niveau la surface qui en est l'exprès-
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sion. Alors, si chacune des grandeurs x' et v' n'est pas donnée immédiatement, mais doit être prise dans une Table à simple entrée en fonction d'une autre (|uan(ité.r ou y, on peut éviter cette recherche, en inscrivant sur les ixirds du Tahieau îles cotes qui donnent les grandeurs des variables primitives, d'après les dillerentes valeurs des coordonnées.
Afin de donner un exemple de ce genre d'anamorpliose, supposons (pic l'on possi'de une Table numérique qui fasse connaître, pour un pavs, le chillre de la po[iula(ion dont l'âge est inférieur aux dillerents nombres d'années, et qu'on veuille construire un Tableau graphique qui permette de déterminer le nombre d'individus compris entre deux âges x et j. On aura, en appelant ; ce nombre et en désignant par x' et j' les nombres des personnes dont les âges sont respectivement inférieurs hx et y,
On construira dans la partie utile les lignes de niveau du plan que représente cette équation, et, à l'aide de la Table, on inscrira sur les axes les valeurs de jet de y qui correspondent aux grandeurs réelles des coordonnées x' et y'.
La 7%. 454 représente ce Tableau, construit d'après une Table numérique donnée par Demontférand pour la répartition de la population mâle en France dans l'année \S33 {Journal de l'Ecole Polytechnique, XXVP ("ahier, p. aQ'i). Les cotes mises sur l'axe des abscisses indiquent les âges^ qui correspondent à la population mâle x' , cette dernière étant représentée par une longueur de 4""" pour un million d'habitants. On doit concevoir l'axe des coordonnées gradué de la même manière, mais les cotes sont reportées sur la parallèle qui passe à l'âge de quatre-vingts ans; c'est à cette droite que le Tableau est limité.
Pour obtenir le nombre d'individus compris entre deux âges déterminés, il faut suivre la parallèle à oj? correspondant au plus petit âge, jusqu'à la rencontre de la paralll'le à ov correspondant au plus grand. La cote de la ligne in- (dinée sur laquelle on arrive indique, en millions, le chiirre de la population mâle.
En opérant de cette manière pour savoir combien il y avait en France, en i833, d'hommes de dix-huit à soixante ans, on trouve que le point de rencontre des parallèles à oa; et à oy passant par i8 et Go tombe entre les obliques 8 et ^y plus près de celle-ci que de la première, à un cinquième environ de l'intervalle qui les sépare. On en conclut que le nombre d'hommes cherché est d'environ 8800000; le calcul exact fait à r,aide de la Table numérique donne 8 792 jGg.
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Angle de contingence. — Définition, expressions, 9o, 778. — Grandeur de l'angle d une droite avec une courbe, 483.
( Voir Rayon de courbure. )
Angles de droites et de plans. — Théorèmes et constructions élémentaires, i6-38. .319(7, 319/.».
■ — Problèmes résolus par la méthode des projections cotées. 27S-:281.
Angle trièdre. — Liv. I. Cmp. IV. — Résolution dans les différents cas, 70-81, i37-lili. — Problèmes relatifs à l'angle trièdre trirectangle, 82-
Arête de rebroissement. — I.a surface développablc a une arête de rebroussement, 441- ii3, an. — Propriétés de cette ligne, 447, 431, 473, i86 ; ses points de rebroussement, 462, 463. — .Vréte de la surface de l'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle, 489-492, 498-499, ,331, .336, note: de l'hélico'ide développable, 938, 977-
Arêtes d'une surf.^ce gauche. — Définition, propriétés, 633, 636. — Arêtes du conoïde général. 6i7; du cylindro'i'de, 633; du conoïde oblique, 6.38, 6.39: du conoïde droit, 669; du coiio'ïde circonscrit à une surface topographique, 1066; de la surface du biais passé, 732. — Distinction des arêtes en trois genres, 677. — Point d'une
arête situé à l'infini, 678. — Rayons de courbure au\ divers points d'une arête, 8 i 1-844. — Arêtes ayant un paramètre fini. 633, 636. 677
Arrachement, Pénétr.\tion. — Définition de la pénétration dans les intersections de cônes et de cylindres, exemples, 227, 2.30. — Définition et exemples de l'arrachement, 231, 239. 213. — Composition d'une série de surfaces du second ordre qui se rencontrent avec pénétration ou avec arrachement, 334, note. — Développable circonscrite à deux ellipsoïdes qui se pénètrent ou qui se coupent avec arrachement, .333, .3.36.
.4SSE.MBHGES DE CHARPENTE. — Excrciccs de perspective axonométrique, 296, 297. 297«: de perspective cavalière, 311-313.
Asymptote.— Définition, 92, 93.— Projection d'une courbe gauche sur un plan perpendiculaire à son asymptote, 221. — Asymptotes de la section plane d'un cône, 173, 176; d'un hj-perboloïde, 212, 711, 7.30: d'un paraboloïde, .393; d'un cyliiidroïde, 6.33; d'une surface développable, 470: d'un hélico'ïde développable, 972-973, 983; d'un hélicoïde gauche, 989, 1029; d'une surface gauche en général, 748. — Asymptotes de l'intersection de deux cônes, 238, -2i~ : d'un cylindre et d'un cône, 24 L
Sur une surface gauche, les arêtes sont asymptotes des courbes d'ombre, 633. — Construction des asymptotes aux branches infinies des courbes d'ombre des surfaces sauches en général, 882-
( ') J'ai complété et modilié, d'après la seconde édition de chacune des trois Parties, la Table analytique faile par r.'Vuleur. (E. L. )
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887; de la surface de vis à filets triangulaires, 998, 1003, 1002, 1013, 1016, 1017; de la surface de vis à filets carrés, 103i.
( f'oir Branches infinies, Hyperljolc. Indicatrice, Tangente. )
liiiANciiES INFINIES — D'unc coLirbc plane, 91-93, I82-I8i. — Projections des courbes à branches infinies, 221, 222. — Branches infinies de la section plane d'un cône, 173, 176; d'un hyperboloïde, 210, 212, 711-713, 730; d'un paraboloïdo, 593, 600; d'un cylindroïde, 6.")3 ; d'une doveloppable, 470 ; do l'hélicoïde dcveloppable, 972- 97S; d'une surface gauche, 399, 748: de la surface de la vis à filets triangulaires et de la surface de la vis à filets carrés, 989. 1029. — Branches infinies de l'intersection de deux cônes, 237-2i2, 247-249; d'un cône et d'un cylindre. 213, 24 i; de deux surfaces de révolution, 238, 412-414. — Branches infinies des lignes d'ombre d'une surface gauche, 633, 638, 747; du cono'i'de, 660, 831; de la surface de la vis à filets triangulaires, 998, 1000, 1002, 1008.
Bit de la Géométrie descriptive. — Liv. I, Ciup. I.
Cercle. — Les sécantes communes de trois cercles considérés deux à deux se coupent eu un même point, 763. — Perspective axonométrique et ])erspective cavalière du cercle, 298-303, 31 i. — Sections circulaires du tore, 870-872. — Détermination par un cercle des paramètres des hélico'ides réglés qui peuvent 6tre développés sur un hélico'ido donné, 964-963, 981. — La courbe d'ombre d'une surface de vis à filets carrés, pour des rayons parallèles, se projette suivant nn cercle sur un plan perpendiculaire à l'axe, 1030, 1031.
Cercle oscul.\tei:r. — Définition, 94, 21S.
('.I1ANGE.MEXT DES PLANS DE PROJECTION. — Exposition de la méthode, 39, 60. — Application de la méthode à la détermination de la plus courte distance de deux droites, 61-64; à la détermination des ombres d'une maison et d'une niche, 323 el 338; à l'étude d'une surface d'ombre, 493: à l'étude du paraboloi'do, 394, 604, 603; à la construction des lignes doubles d'une surface d'égale ponte, 378 ; à la construction des sections du second ordre du conoïde oblique, 668;
à la représentation de deux hyperboloïdes qui
se raccordent, 730.
( Voir Projections auxiliaires. ) Conciio'i'de. — La ])rojection horizontale de la
courbe d'ombre du tore dans le cas de rayons
parallèles est la concho'ide d'une ellijjse, 368, 369.
— La section de la surface du biais passé par un plan perpendiculaire à la directrice rectiligne est une concho'ide à plusieurs directrices, 767-
CÔNE. — Liv. II, CiiAP. I-IV, VI. — ■ Définition, représentation el propriétés, 119-123. — Problèmes divers de plans tangents, 130-132, 134, 286-289. — Sections planes, 178, 179, 180, 182- 184. — Intersection d'un cône avec un autre cône, un cylindre ou une surface de révolution, 224- 233, 237-230, 230. — Cône ayant un rebrousscment le long d'une génératrice, 216, 217, 217«.
— Cône formant la transition entre deux séries d'hyperbolo'idos, les uns à une nai)pe et les autres à deux nappes, 334, note. — Ombre d'un cône percé d'un trou cylindrique, 332-333. — Cône formé par les asymptotes des indicatrices d'un système d'hélico'ides ayant une même niéridienne, 1049a.
Cône asymptote de l'hyperboloïde de révolution, 203, 204; de l'hyperboloïde scalènc, 692, 693.
CÔNE DE RÉVOLUTION. — Principales propriétés. 124, 123. — Sections planes, 163-177. — Solution de divers problèmes à l'aide du cône de révolution, 126, 133-141 é, 272, 319«. 319è. — Ombres d'un cône de révolution tronqué, 288, 289. — Le cône directeur d'une surface d'égale pente et celui d'un hélieo'ide gauche sont de révolution, 343. 937.
CÔNE DinECTEUR d'une siRF.vcE RÉf.LÉE. — Définition, 466. — Utilité pour définir la génération d'une surface réglée, 467.
Cône directeur d'une développable, 467-469. — Son utilité dans le.-; constructions, 470, 481. — Cône directeur osculateur, 486. — Cône directeur de la développable circonscrite à deux surfaces concentriques du second ordre, 342, 343; de la surface d'égale pente, 343, 346; de l'hélico'ide développable, 968-972, 978, 987.
Propriétés du cône directeur d'une surface gauche, 614, 613. — Son utilité pour les tracés, 746-748.
— Cône directeur de l'hyperbolo'ïde, 683, 692, 693; delà surface du biais passé, 734,733, 733(7; de l'hélicoïde réglé, 937.
CÔNE ou CYLINDRE CIRCONSCRIT. — CoUSlrUCtion dc
la courbe d'ombre d'une surface de révolution
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par la mélliode des cônes ou des cylindres circonscrits, 342-3 i9, 356-361. — Cône circonscrit à un paraboloïde, 607-609; à un hyperboloïdc, 7lo-717; à une surface gauclie, 617, 638, 74i.
— Cylindre circonscrit à un paraboloïde, 609 ; à un hyperboloïde, 717. — Cas où le cône circonscrit à une surface a un rebroussenienl le long d'une génératrice, 891. — Cônes et cylindres circonscrits aux surfaces topogra|)liii]ues, 1069-1071.
( Fo(> Lignes d'ombre.)
Conique. — ( Voir Section conique. )
CoNo'iDE. — Théorie générale, Liv. VII, Cn\p. III.
— Lorsqu'un point lumineux est sur la génératrice supérieure d'un cono'i'de, il se trouve à égales distances du point où la ligne d'ombre traverse cette droite et du sommet, 83i. — Les secondes asymptotes des indicatrices d'un conoïde aux divers points d'une génératrice forment un parabolo'i'de, 82."). — Lignes de plus grande pente d'un cono'i'de dont le plan directeur est horizontal, 1081.
CONOÏDE DE LA VOÛTE D'inÉTES EN TOUR RONDE.
— Intersection par un tore elliptique, 671-674, 866. — Intersection par un cylindre, 673. — Rayon de courb ire de la directrice, 948.
CoNo'iDE DROIT. — Théorie générale, 669, 670. — Aréles, génératrices singulières, 669, 677, 839, 8il. — Conoïde droit employé comme surface auxiliaire, 676. — Intersection d'un conoïde droit et d'un hélico'ide, 10 i8. — La surface de la vis à filets carrés est un conoïde droit, 102S.
Coxo'ïDE OBLIQUE. — Théoric générale, 637-668. — Arêtes du cono'ïdo oblique, 677, 678.
Contour apparent. — Quand une courbe tracée sur une surface est tangente à son contour apparent, le contact s'élève au troisième ordre sur le plan de projection, 193, note. — Le contour apparent d'une surface d'égale i)ente sur un plan \ ertical est formé par l'ensemble des génératrices parallèles à ce plan, 343, 378. — La ligne de striction d'un conoïde est son contour apparent par rapport à son plan directeur, 642.
(f'oir Cône, Cylindre, etc.)
Coupe. — (/-o/r Figures géométrales.)
Courbe graphique. — Définition, tracé, tangentes, 98, 100, 101. — Cylindre ayant pour directrice une courbe graphique, 113.
Courbes DEniiEUR. — Courbes pour construire la tangente à une courbe graphique en un point donné, pour déterminer le point de contact ilunc tangente à une courbe graphique, pour
déterminer le point d'une courbe tracée où la tangente est parallèle à une droite donnée, 100, 101 ; pour déterminer les points des projections de la section plane d'un tore où la tangente est perpendiculaire à la ligne de terre, 196; pour déterminer les points limites de la courbe d'ombre d'une surface de révolution ou d'une surface hélicoïde, 894-896, 898-900, 1031; pour tracer une ligne d'égale pente entre deux points donnes sur une surface topographique, 1062; pour construire les tangentes au point double de l'intersection de deux surfaces qui se touchent, Courbes planes. — Liv. H, Ciiap. I.
Courbure des surfaces. — Théorie générale, Liv. 'S'Ill. CuAP. I. — Applications diverses, Liv. VllI, CiiAP. H. — Théorème des tangentes conjuguées, Liv. VUI,Chap.11L — Lignes tracées sur une surface et relatives àsescourl)ures, Liv. VIII, Chap. IV. — Théorèmes relatifs aux courbures de la surface de la vis à filets triangulaires, 1004, 1003, 1024 ; de la surface de la vis à filets carrés, 1038-1041; des hélicoidcs non réglés, 1049-1031 ; de Ihélicoïde gauche général, 10.32. ( Voir Indicatrice. )
Courbure géodésique. — Définition, 947.
Cïcloïde. — Définition ; toute cycloide est-l'ombro d'une hélice pour une direction donnée do rayons parallèles, 93 i. — La projection oblique d'une hélice sur un plan perpendiculaire à son axe est une cyclo'ïdc raccourcie ou allongée, Cylindre. — Liv. Il, Ciiap. I-IV, VI. — Définition, représentation et principales propriétés, 110- 118. — Problèmes divers de [)lans tangents, 127- 129, 133. — Sections planes, 112-162. — Intersection d'un cylindre et d'un cône, 224-228, 243- 216; de deux cylindres ayant un plan tangent commun, 234-236; d'un cylindre et d'une surface de révolution, 2.33-233. — Perspective eava- . lière d'un cylindre vertical, 314. — Si une génératrice d'un cylindre, est tangente à la directrice, le cylindre présente un rebrous.scment le long de cette droite, 216, 217, 217». — Intersection du cono'ïde de la voûte d'arêtes en tour ronde par un cylindre de même axe, 673. — Ombres d'un cylindre couché sur un plan horizontal, 330-331.
{Voir Cône ou cylindre circonscrit. Développement.) CïLiNDROïDE. — Théorie générdc, 619-636. — .\rêtes du cvlindroide, 677, 843.
im
TABLE AN VLVTIOlj'E.
DÉFORJiATioN DKS SURFACES. — Déformation des surfaces développables, iSi; des surfaces gauches, TT."), 77(i; des hélicoïdes gauches, 902- 96.') ; des hélicoïdes développables, 981. — Énoncé du lliéorème de Gauss, Sâ6, note.
DiivELOPPANTES, DÉVELOPPÉES. — Développantes d'une courbe plane, 436- iiO; d'une courbe gauche, Ul, iiâ, 473, 483; d'une hélice, 949. — Développante du cercle trace horizontale de l'hélicoïde développable, 951 , 908 ; a pour transformée une autre développante de cercle, 979. — Relations graphiques entre la spirale d'Archimède et la développante de cercle, 990.
DÉVELOPPEMENT. — Du Cylindre, 117, 118, 144, lio, 1."j8, l.">9; du conc général, 122, 178; du cône do révolution, 107-171, 17,"), 176; des surfaces développables en général, 472-i8i, 819; d'une surface d'ombre, 492; des surfaces d'égale pente, 346; d'un hélico'i'de développable, 977-
( ro(> Transformées par développement.)
DÉVIATION. — Définilion, théorème de il. Joseph Bertrand. 781-783. — Grandeur delà déviation, 811. — Paramètre de déviation, 812, 813, 831, 833. •- Axes de déviation, 811.
Division iio.mogrvpuiqle. — Définition et principales propriétés, 094-690, 702-70-t. — Division homographique des génératrices d'un liyperboloïde, 097, 098; d'une surface gauche, 933; d'une développable ciroonfcrite à une série de surfaces du second ordre, 9i2, note. — Division homographiciuo des tangentes àuner,onique,718; d'une génératrice commune à deux surfaces gauches, 626.
Élévation. — ( fo//' Figures géométrales.) Ellipse. — Constructions relatives à l'ellipse, 132-13i,307, 493, 076, 779. — Ellipses liomologiqucs, 388-391, 410, 411, 416-419. — Ellipses isométriques, 309, 310. — Surface de l'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle, 488-499. — Surface d'égale pente circonscrite à une ellipse, 348-383. — Génération par des ellipses du cylindroïde elliptique, 0.30 ; du conoïde elliptique, 067, 668. — Les lignes d'ombre d'un ellipsoïde sont des ellipses, 366. — Cas où la projection du contour apparent do la surface du biais passé est une ellipse, 763.
( Voir Indicatrice, Section eoniciue. )
Ellipsoïde de révolution. — Intersection avec un cône, 2.36. — Intersection de deux ellipsoïdes do révolution dont les axes se coupent, 237-260, 412-418. — Ligue d'ombre d'un ellipsoïde de révolution, 3.30-307. — Ellipsoïde de révolution osculateur, 794.
Ellipsoïde scalène. — Ellipsoïdes inscrits dans une développable, 326-344, 563. — Elliiisoïdc osculateur d'une surface convexe, 791, 793. — Séries d'ellipsoïdes contenant une même courbe gauche, 334, note. — Lignes de courbure d'un ellipsoïde, 921-928. — Polhodies tracées sur un ellipsoïde, 944-9i3.
Enveloppe, enveloppées. — Théorie générale des enveloppes et des enveloppées, 432-434. — Une développable est l'enveloppe d'une série do plans, ill; d'une série de cônes, 43i, 467. — Application de la théorie des enveloppes à la détermination des lignes d'ombre, 433. — Parabole enveloppe d'une droite mobile, 611. — Conique enveloppe d'une droite mobile, 718. — La développable circonscrite à deux coniques est l'enveloppe d'une série de surfaces du second ordre, 323-327, 330-332, 337-340.
Équation du tkoisiè.më degré. — Tableau grapliique pour la résolution de l'équation numérique du troisième degré, 1088.
Figures GÉOMÉTRALES. — Définition, 290.. — Restitution des figures gé.jmétrales d'un objet représenté par une figure axononiétrique, 303.
Groupes de génératrices. — Dans la développable circonscrite à deux coniques, les génératrices appartieinient huit par huit à des hyperboloïdes, 317, 318. — Détermination des génératrices d'un môme groupe, 319. — Les sommets sont sur les génératrices d'un groupe formé de quatre droites. 520. — La considération des groupes permet de classer les différentes variétés de la surface, 321 , ,322. — Les hyperboloïdes des groupes sont inscrits dans la développable, 329.
Groupes de génératrices sur une surface d'égale pente, 362, 379; sur la surface du biais passé, 730, 731.
HÉLICE. — Définition et principales propriétés, 949-933. — Ravon de courbure d'une hélice.
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977, 978. — Hélice lieu des centres de courbure d'une antre hélice, 982, 983. — Hélices excentriques de la surface de la vis à filets carrés, 1026.
HÉLicoÏDE nKVELOppABLE. — Définition, 938. — Dévelopiiable asymptote d'un liélic(jïde piuche, 9(i(>. — Tliéorie jrénérale de l'iiélicoïdo dcveiop- [)al)le, Liv. IX, Ciivp. 11.
HÉLICOÏDE xo\ RÉGLÉ. — Définition, 936. — Théorie générale, Liv. IX, Chap. V.
HÉLICOÏDE RÉGLÉ. — Théorie générale, 937-967. — Construction du plan tangent, 1023. — Lignes de plus grande penle, lOSl.
(^o/r Surface de la vis à filets carrés, Surface do la vis à filets triangulaires.)
Hyperbole. — Constructions graphiques relatives à l'hyperbole, 2i9, 412-il.i. — Section plane d'un cône de révolution, 172-177. — Méridienne de la surface engendrée par la révolution d'une droite, 202. — Section [)lane de cette surface, 211, 212; de la surface gauche qui a trois directrices rectilignes, 687, 710-71.3; du paraboloïde hyperbolique, 393. — Projection do l'intersection de deux cônes, 247-230: de deux ellipsoïdes de révolution, 238. — Hyperbole directrice d'une surface d'égale pente, 380. — Ligne d'ombre du paraboloïde, 607. — Projection du contour apparent de la surface du biais passé, 738. — Lieu des centres des cercles qui touchent deux cercles égaux, 872. — Lieu des centres de courbure d'une surface gauche aux divers points d'une génératrice singulière, 837, 811. — Projection du lieu des centres de courbure principaux d'une surface de vis à filets carrés, aux différents points d'une génératrice, sur un plan parallèle au plan directeur, 1038. — Lignes de niveau du Tableau graphique propre à remplacer la table de Pythagore, 1083.
( Voir Indicatrice, Section conique.) llvpERBOLOïDE A DEUX NAPPES. — Hypcrboioïdes à deux nappes inscrits dans une développable. 326- .3ii, 363. — • Hyperboloïdes à deux nappes osculateurs d'une surface convexe, 79i. — Hyperboloïdes à deux nappes contenant une même courbe gauche, 33i,nole. — Lignes de courbure de l'hyperboloïde à deux nappes, 927.
IIVPERBOLOÏDE GAIXIIE DE RÉVOLUTIO.N. — ThéoriO
générale. 197-212. — Théorèmes et exercices, 727-738. — Hyperboloïde de révolution se raccordant avec une surface gauche, 7i3. — Lieu des centres des siilières bitangentes à un tore, 871-872. — Hyperboloïde applicable sur des hélicoïdes, 963.
Hyperboloïde gaiche scalè.ne. — Théorie générale, Liv. VII, CiiAP. IV. — Hyperboloïdes inscrits dans une développable, 526-3i}, .^163. — Hyperboloïdes contenant une mémo courlie gauche, 33 t. note. — Hyperboloïdes de raccordement,7ii, 743. — Hyperboloïde osculateur d'une surface gauche le long d'une génératrice, 823. — Hyperboloïdes osculaleurs d'une surface à courbures 0|)posécs, 798, 799. — Lignes de courbure d'un hyperboloïde, 02S. — Les tangentes de plus grande pente à une surface de vis à filets triangulaires, aux divers points d'une génératrice, forment un hyperbolo'ïde, 992.
Indicatrice. — Définition, propriétés, 787-789, 792. — Ellipse indicatrice, 793, 793. — Hyperbole indicatrice, 796. — Cas où l'un des ravons principaux est infini ou nul, 800, 808. — Contact d'une asymptote de l'indicatrice avec la section par le plan tangent ou avec une courbe dont le plan o.sculateur est tangent à la surface. 797.
Construction des asymptotes de l'indicatrice, en un point donné, d'une surface de révolution, 822: d'une surface de visa filets triangulaires, lOOi: d'une suiAice de vis à filets carrés, 1038. 1039: d'un hélicoïde dont la méridienne est connue. 1049-1031 ; d'un hélicoïde gauche général, 10.32; d'une surface topographique, 1063.
( Voir Lignes asymptotiques, Parties virtuelles. Rayons de courbure. Sections normales, Tangentes conjuguées, )
Infini. — Une ligne droite n'a qu'un point à linfini, 91. — Les points d'un plan situés à l'infini doivent être considérés comme appartenant à une droite, 408. — Les points de l'espace situés à l'infini doivent être considérés comme appartenant à un plan, 363. — Point d'infiexion et point de rebroussement à l'infini, 182-184. — Le cône directeur d'une surface réglée a pour directrice la section de la surface par un plan situé ù l'infini, 466. — Développable circonscrite à deux coniques dont une à l'infini, 308, 316, 337- 343. — Un cono'ïde a une directrice rectiligne située il l'infini dans son plan directeur, 6H. — Le cylindro'i'de elliptique possède une ligne double do contact à l'infini, 633. — Le cono'ïde oblique peut avoir une ligne d'ombre à l'infini, 001.
( Voir .Asymptotes, Branches infinies. )
Inflexion. — Définition, 87, 213, 213». — Ra\on
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de courbure h un point d'inflexion, 94, 437. — Point d'inflexion à l'inQni, 182-184. — Inflexions de la transformée de la section plane d'un cylindre, 143; de la section plane d'un cône de révohilion, 169-171 ; d'une courbe tracée sur une développable quelconque, 477-479. — Inflexions de la projection d'une courbe gauche en général, 217-219; de l'arête de rebroussement d'une développable, 447; d'une hélice sur un plan parallèle à l'axe, 9.'')3. — Surfaces gauches dont les directrices ont des inflexions, 680.
Intersections de surfaces courbes. — Liv. II, CnAp. VI. — Intersection des surfaces réglées entre elles et avec les surfaces de révolution, 670; d'un cono'ide droit avec un tore de même axe, 671-074; du conoïde de la voûte d'arêlos en tour ronde avec un cylindre de révolution <ie même axe, 673; de deux hyperboloïdes qui se raccordent le long d'une génératrice commune, 733-738; de deux surfaces gauches qui se raccordent le long d'une génératrice commune, 827 ; d'un hélicoïde et d'un conoïde, 1018: do deux surfaces topographiques, 1039. fc/Vi/> Ligne double. Section plane. Tangente.) Intersection d'une droite et d'une surface. — Intersection d'une droite etd' un cône, 121(7; d'une droite et d'un hyperbolo'ide de révolution, 207; d'iuie droite et d'une surface topographiqiie,
Ligne de striction. — Définition, 621. — Lignes de striction du paraboloïde, 643 ; du cono'ïde général, 042; du cylindro'ide, 634; du conoïde oblique, 603; du conoïde droit, 669; do Ihyperboloïde, 719-722; delà surface du biais passé, 772; des liélicoides gauches, 939. — Toute ligne asymplotique d'une surface est la ligne de strie Lion de la surface lieu des normales en ses différents points, 836. — Quand une surface gauche a une directrice reclilignc, et qvic les génératrices rencontrent cette droite sous un angle constant, elle est la ligne de striction de la surface, 1022.
( f'oir Point central.)
Ligne droite. — Liv. I.
Lignes asv.mptotiques. — Définition, propriétés, 820, 932. — Lignes asymplotiques des surfaces gauches, 933-933; des surfaces de révolution, 936; de la surface de la vis à filets triangulaires, 102 i; de la surface de la vis à filets carrés,
Lignes de courbure. — Définition, 820. — Théorie générale et applications di\ erses, 911-931.
— Lignes de courbure de la surface de la vis à filets triangulaires, 1024 ; de la surface de la vis à filets carrés, 1040.
Lignes d'égale pente. — Définition, constructions, 1001, 1062.
Lignes DE nive.\u. — Définition, utilité, 1034-1060.
Lignes de plus grande pente. — Définition, détermination sur diverses surfaces, 1072-
Lignes d'ombre portée. — Ligues de l'ombre portée par des lignes sur une surface, 288, 289, 320-341, 378-399. — Ligne de l'ombre portée par une surface sur elle-même, 901-907.
Lignes d'o.mbre propre. — Lignes d'ombre du cylindre et du cône, 132. 288, 289, 328-333; d'une surface de révolution, 312-376, 893-900; du paraboloïde, 607-609; d'une surface gauche quelconque, 617, 63i, 633, 638; du cono'ïde général, 646, 647; du cono'ide oblique, 660-601; de la surface de la vis à filets triangulaires, 991-1020; de la surface de la vis à filets carrés, lOil, 1043 ; d'une surface du second ordre éclairée par une autre surface du second ordre, 333.
{T'uir Cône circonscrit. Ombres linéaires. Parties virtuelles, Tangentes conjuguées. )
Lignes doubles. — Lignes doubles d'une dé\eloppable en général, 433, 438-461, 476 ; de la dévolop[)able circonscrite à deux coniques, 491, 493-497, 300-304, 517-322; d'une surface d'égale pente, 530, 551 , 337-560, 366-584 ; d'une surface gauche en général, 618, 632-633; de la surface du biais passé, 768; de l'hélico'ïde réglé, 907.
Génératrice double ou isolée d'un cono'ïde oblique, 007; d'un cylindro'ide ellipiiipie, 033; d'un cône circonscrit à un tore, 904, 906.
Lignes et points éloignés. — Liv. I, Ciiap. III. — Réduction d'échelle, 63-67, 664. — Déplacement des plans de projection, 48-49, 233, 233, 269, 333, 0a3, 903. — Plan séc:mt auxiliaire, 230. — Figures auxiliaires homotbétiques, 68, 230, noie.
— Figures au.xiliaires homologiques, 404. — Construîtions diverses, 69, 421.
Lignes géodésiques. — Définition; propriété caractéristique, 943. — Lignes géodésiques d'une développable, 482, 483.
Lignes tangentes aux sections nor.males suroscuLÉES par des cercles. — Théorie générale, 937-938. — Détermination de ces lignes sur les surfaces du second ordre, 939-943; sur la surface di^ la \ is à filets carrés, 1041.
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LoGARiTiiMiQiE. — RcpréseiUalion d'une logarithmique par une droite cotée. 108 i.
LVMIÈRE DIFFUSE, LU.MIÉRE REFLÉTÉE. — NotioilS, «1.
.Maison. — Omljrcs d'une maison, 32o-o29.
Niche sphérique. — Perspectiv e axonométrique d'une niche, 298-303. — Perspective cavalière, .'il", 318. — Ombres d'une niche représentée par des figures géoniétrales, 336-311 ; par une figure axonométrique, 392, 396; par une figure cavalière, 397-399.
Normale. — Normale à une courlje plane, 93. — Normale principale à une courbe gauche, 933.
— Cône lieu des normales à une surface de révolution aux divers points d'un parallèle, 186.
— Paraboloïde lieu des normales à une surface gauche aux divers points d'une génératrice, 620. — Surfaces gauches lieux de normales à une surface, 843-838. — Problème de la normale parallèle à une droite donnée, 428, 430, 648, 662, 993. — Théorème de .M. Joseph Bertrand sur les déviations des normales à une surface, 781-783. — Construction de la normale en un point d'un hélicoide quelconque, 1046. — Résolution de l'équation du troisième degré par la construction des normales à la parabole, 1088, note.
{f'oir Plan langent.)
Ombilics. — Définition, 793. — La surface gauche lieu des normales à une surface a un sommet quand la directrice passe à un ombilic, 837. — Ombilics des surfaces du second ordre, 923, 923, 928. — Dispositions des lignes de courbure près d'un ombilic, 930.
Ombres linéaires. — Ombres sur les figures géométrales, Liv. V, Cuap. I. — Ombres sur les figures axonoraétriques et cavalières, Liv. V, Chap. II.
{foir Cône et cylindre circonscrits. Lignes d'ombre portée. Lignes d'ombre propre. Points brillants, surfaces d'ombre et de pénombre. Tangentes conjuguées.)
Parabole. — Section plane du cône et de l'hvpcr-
bolo'i'de de révolution, 17
Section du 1
paraboloide par un plan parallèle à l'axe, 600.
— Courbe d'ombre du paraboloide pour des rayons [jarallèles, 609. — Lignes de striction du [laraboloïde, 643. — Section de l'iiypcrboloïdo i)ar un plan langent à son cône asymptote, 71 i.
— Seclion de la surface du biais passé par un plan tangent le long d'une génératrice singulière. 771. — Lieu des centres de courbure des sections faites dans un conoide par des [dans perpendiculaires à une génératrice singulière, 839.
— Enveloppe d'une droite moliilo dont les points de rencontre avec deux droites situées dans un plan ont des vitesses égales, 611. — Surface d'égale pente circonscrite à une parabole, 384.
— Rayon de courbure de la parabole, 780. — Résolution de l'équation du troisième degré par la conslru(-tion des normales à la parabole, 1088, noie.
Paraboloïde elliptiqie. — Transition d'une suite d'h\-pcrboloïdes à deux nappes à une suite d'ellipsoïdes dans le système des surfaces du second ordre inscrites dans une même développablo, .326.
Paraboloïde hyperbolique. — Théorie générale, Liv. VU, CiiAP. I. — Paraboloi'des de raccordement d'une surface gauche, 613, 616. — Paraboloïdes normaux, paraboloide des normales. C19-62I, 743. — Application de la méthode du paraboloïde de raccordement à la consi rue lion du plan tangent au cono'ïde général, 644-6i6: au cylindro'ïde, 631 ; au conoïde oblique, 662, 663; au conoïde droit, 672; à une surface gauche quelconque, 740, 745; à la surface du biais passé, 733 «.
Lignes de striction du paraboloide, 6i3. — Paramètre des génératrices, 636. — Les secondes asymptotes des indicatrices d'un conoïde aux divers points d'une génératrice rcctiligne forment un paraboloïde, 823. — La Table de Pythagorc a pour expression géométrique un paraboloïde, 1083.
Paramètre de distribution. — Définition et principaux théorèmes, 622-624. — Quand deux génératrices de deux surfaces gauches ont des paramètres égaux, on peut placer ces surfaces de manière qu'elles se raccordent dans quatre positions relatives différentes, 628.
Paramètre des génératrices du cylindro'ïde, 6.33; du paraboloïde, 636; du cono'ïde oblique, 663; de riivperboloïdo scalène, 721; de l'hyperboloïde de ré\blution, 727 ; de la surface du biais passé. 772-774. — Des hélico'ïdcs gauches, 960-961.
oo/i
Dislinclinn des arôles en trois genres par la considéralion du paramètre, 677. — Théorème relatif aux arôtcs qui mil un paramètre fini, 8i2.
Construction du paramèlre d'une génératriee, quand on eonnait les plans tangents en trois points, Si.'i, 8i6. — Détermination du paramètre des génératrices d'une surface lieu de normales-, 8i9.
( F'oir Plan central. Point central.)
Parties parasites des courbes. — Définition, 97.
— Arcs parasites des projections, 220. — Arcs parasites de la projection de l'intersection de deux cônes, 249; de deux surfaces de révolution, 2S8; d'un tore et d'un cono'ide droit, 673, 674. — Arcs parasites de la projection de la ligne d'ombre d'une surface de révolution, 3.^1, 352, 334, 364; de l'arête de rebroussem -nt de la déveloiipable circonscrite à deux coniques, 498, -499; des lignes de plus grande pente d'un cUipso'ide et d'un hyperbolo'ide, 1073. — Arcs parasites des lignes transformées par anamorphose dans les Tableaux graphiques, 1092.
Parties parasites ou isolées des directrices dune surface (lévelo])pable, 438-461, 468: de la développable circonscrite à deux coniijues, 495, 532, 533; des directrices d'une surface gauche, 632, 633; de la directrice rectiligne du cono'ide olilique, et de la surface du biais passé, 638 et
PvRTiES PARASITES DES SURFACES. — Définition. 107.
— Partie parasite du cône directeur de la surface du biais passé et du plan directeur d'un cono'ide, 754.
PVRTIES VIRTUELLES, PARTIES RÉELLES. — Défiui-
licm des parties virtuelles des courbes d'omljre propre, 333, 888. — Au point limite d'un arc réel la tangente à la courbe et le rayon de lumière se confoiKlent avec une asymptote de l'indicatrice, 889, 890. — Détermination des points limites des parties réelles d'une ligne d'ombre propre en général, 892: d'une surface de révolution, 894-900.
Parties réelles des courbes d'ombre' portée, en général, 901 , 902, 907 ; de la courbe d'ombre portée par un tore sur lui-même, 903-906.
PÉNÉTRATION. — (J'oir Arrachement.)
Perron. — Ombres d'un perron représente par des figures géométrales, 324 ; par une figure cavalière, 381 ; par une figure isométrique, 382-387.
Perspective axcnométhique. — Liv. IV,-CnAP. ï.
— Notions générales et exercices divers. 292-
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303. — Ombres sur les figures axonométriipiC'S. 378, 392-396. — Détermination des points brillants sur ces figures, 429, 430.
Perspective cavalière. — Liv. IV, Chap. 11. — Notions générales et exercices divers, 311-3|8.
— Ombres sur les perspectives cavalières, 378- 381,397-399.
\jti fîg. 5, 6, 7; a, h, c, d, e, f, g, li des planches LUI, LIV, LV de la première Partie; 241-243, 231, 284, 302, 303, 303, 327, 3.30, 332, .354 bh sont des perspectives cavalières.
Perspective isométrique. — Notions générales, 307-310. — Ombres d'un perron représenté par une perspective isométrique, 382-387.
Perspective monodimétrique. — Définition, 306.
— Représentation d'une hélice par une perspective monodimétrique, 949. note.
Perspectives rapides. — Usage, 291 ; observations générales, 319.
Plan. ^ Liv. I.
{Voir Figures géométrales.)
Plan central. — Définition du plan central d'une génératrice d'une surface gauche. 622. — Les plans centraux des génératrices d'un cono'ide sont perpendiculaires au plan directeur. 642. — Plan central d'une arête, 677.
(yw'r Ligne de striction. Plan tangent. Point central.)
Plan de reiiroussement d'une développable en un point de l'aréle, 442; d'un cono'ide. 61)6; d'une surface gauche en général. 739: de la surface du biais passé, 751. — Cas où le plan de rehroussement se confond avec le plan tangent,
(/■(«'/• Sommets d'une développable. d'une surface gauche.)
Plax directeur. — Plans directeurs du paraboloide, 386-392. — Projections des génératrices du parabolo'ide sur un plan perpendiculaire à l'un des plans directeurs, 611. — Tous les jiarabolo'i'des de raccordement d'une surface gauche le long d'une génératrice ont un iilan directeur commun, 6I<>.
(Ff«'r ConoTde, Conoïde droit, Cono'ide oblique, Cylindroïde, Surface de lavis à filets carrés.)
Plan osculateur. — Plan osculateur d'une courbe gauche, 214. 213. 213rt. — Si la directrice d'un cône est en un point tangente à une génératrice, le [)lan osculateur de là courbe en ce point est tangent au cône, 216. — La projection d'une courbe gauche sur un plan perpendiculaire à l'un de ses plans oseulateurs présente une innexion
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au point correspondant, 217, 217^. — Los plans tangents à une développable sont osculateurs de son arête de rebroussement, lll. — Construction du plan osculateur en un point déterminé d'une courbe gauche donnée par ses projections, iiS, 8o9-862.
Pian osculateur d'une surface gauche en un point d'une génératrice singulière, S.'fS. — Extension du théorème des tangentes conjuguées au cas où la surface est osculée par un plan au point considéré, 908-910.
?t\y TANGENT. — Sou oxistcnce, cas d'exception, 108, 181 (voir Plan de rebroussement i. — Propriétés des plans tangents aux cylindres et aux cônes, Hfi, 121; aux surfaces de révolution, 180; aux surfaces développables, ii5, 447, 409; aux surfaces gauches, 592, 015, 017, 022. — Problèmes divers de plans tangents aux cylindres et aux cônes, I27-I3i, 280-288; aux surfaces de révolution, 190, 191, 2N9, i28, «0; à l'hyperboloïde de révolution, 199-201 ; aux surfaces développables, 470; à l'hélico'i'de développable, 909-971 ; au paraboloïde, 592; aux eono'ides, OH-OiO, Oi8, 002, 072; à la surface du biais passé, 7.55, 755^, 750, 709; aux hélicoïdes, 991-993, 1023, 1028, 10i3; à la surface gauche qui a une directrice rectiligne rencontrée sous des angles égaux par les génératrices, 1021 ; aux surfaces topographiques, 1003-1008. — Solution de divers problèmes par la théorie du plan tangent au cône de révolution, 134-141.
Rayon de courbure de la section d'une surface par un plan langent, 810, 817, 817a. — Application au tore, 873-870.
( f'oir Normale.)
Point central. — Définition et propriétés du point central d'une génératrice d'une surface gaucho, 021-024, 845, 846. — Point central d'une arête, 036, 677.
( roir Ligne de striction.)
Point de rebrousse.ment. — Définition, 88. — Difi'érents ordres de rebroussement, 9i, 437-439. — Tangentes à une courbe à un point de rebroussement, 412. — Cercles osculateurs d'une courbe à un point de rebroussement, 8i0. — Kebroussement de la section d'une surface gauche par un plan passant à un sommet, 000; d'une courbe tracée sur une développable et de sa transformée, 478, 479; de la section d'une surface de révolution dont la méridienne a une inflexion par son plan tangent, 823; do III. — De la Godrnerie. — Descriptive.
la projection d'une courbe gauche, 216-218,
{Voir Arêtes de rebroussement. )
Point d'inflexion. — (/^«/r Inflexion.)
Points brillants, Liv. V, Chap. IV. — Point brillant sur un cono'ide, 648, 602; sur la \is à lilcls triangulaires, 993.
Points éloignés. — (f^oir Lignes et points éloignés.)
Pôles, polaires. — Propriétés fondamentales des pôles et des polaires des coniques, 419. — Plan polaire d'un point donné par rapport à un paraboloïde, 007; à un hyperboloïde, 710. — Propriétés des pôles des plans des lignes doubles de la développable circonscrite à des surfaces du second ordre, par rapport à ces surfaces, 490, 510, 528.
PoLHODiE. — Définition, principales propriétés géométriques, 939-945.
Ponctuation. — Règles, 4, 12. — Trait ressenti,
Population. — Tableau graphique faisant connaître la répartition, entre les dilTéronts âges, de la population mâle en France, 109 J.
Projection conique. — Emploi de la projection conique pour étudier les inflexions et les rebroussements à l'infini, 182-184; pour construire l'intersection d'une surface de révolution et d'un cône, 256.
Projection oblique. — Projection obli(|ue d'une tangente, 110; d'une ellipse, 101; d'une hélice sur un plan perpendiculaire à son axe, 954, 955.
— Les lignes d'ombre portée, pour des rayons parallèles, sont des projections obliques, 132.
— Emploi des projections obliques pour construire ri[ilersection d'un cylindre avec un tore, 254; pour étudier les propriétés du paraboloïde, 587-000; pour déterminer les lignes d'ombre d'un objet, 370-370, 1019, 1020, 1030, 1037.
( roir Perspective cavalière.)
Projections auxiliaires. — Utilité de celte méthode, 32. — Problèmes élémentaires, 33-39. — .applications diverses, 325, 578, 594, 045, 050,
( P'oir Changement des plans de projection.)
Projections COTÉES. — Théorie générale, Liv. 111,
— Problèmes relatifs aux surfaces topographiques, Liv. X.
Questions diverses sur la droite et le pl\n. — Liv. I, Cinp. 11.
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RvccoROEMENT. — Raccordeiiieiit des surfaces gauclics, C13, (ïli, (iâS. — Paraboloïdes de raccordement, 61o, 016, 7i0. — Hyperboloïdes de raccordeiiieni, 739-743. — Raceordemenl de deux hclicoïdes, 1021. — Quand deux surfaces frauches se raccordent le long d'une génératrice, elles sont osciilatrices en deux points, 827.
Quand deux surfaces se raccordent le long d'une courbe, leurs sections par un plan tangent à cette courbe ont un contact du troisième ordre, 906, note. — Kaeeordement d'un hélicoïde non réglé avec une surface de vis à filets triangulaires, 10i3, lOil, lOi", lOiO, lOiOrt, lO.jO,
li vppoRT ANUARMOxioiE.. — Définition et propositions élénieutaircs, 313, ."ila, 601, 699. — Dans la développable circonscrite à deux coniques, le rapport anliarmouique des quatre points où une génératrice rencontre les quatre lignes doubles, ou les lignes de contact de quatre surfaces du second ordre inscrites, est constant, 513, 942, note.
I T'oir Division li(imograplii((ue.)
Uvpponr HvnMO.NiyiE. — Définition, oli. — Faisceau harmonique, 598, 601, 602. — Quand une surface gauche est éclairée par un point lumineux situé sur une génératrice singulière, le point de la courbe d'ombre et le sommet de la surface sont conjugués harmoniques du point lumineux et de celui où la surface est osculéo par un plan, 834. — La tangente à la courbe de contact d'une développable circonscrite et la génératrice de cette surface sont conjuguées harmonii|ues des asymptotes de l'indicatrice,
Kapporteir isométrique. — Construction, usage,
UvYox DE couRBiRE. — Définition. 94, 93. — Expressions, 777. — Hayons de courbure des lignes planes en leurs points singuliers, 437, 439. — Construction du rajon de courbure de l'ellipse en un point quelconque, 676, 863; en un de ses sommets, 779, 493, première note. — Rayon de courbure de la parabole, 780. — Construction du rayon de courbure d'une courbe donnée par ses projections, 8.j9-8(;2.
Rayons de courbure principaux d'une surface en un point, 783. — Construction du rayon de courbure d'une section normale, 809, 833; d'une section oblique, 815. — Rayon de courbure de
la section par le plan tangent. 816, 817, 817«: application au tore, 873-876.
Relation entre les rayons de courbure des sections d'une développable par des plans parallèles, 451. — Rayons principaux d'une surface de révolution, 821 ; d'une surface gauche aux différents points d'une génératrice singulière, 837, 8il, 8i2. — Produit des rayons de courbure principaux en un point donné d'une surface gauche, 826, 847.
RvYox DE SECONDE coiRBVRE. — Définition; le paramètre de déviation d'une courbe tracée sur une surface est le rayon de seconde courbure de la courbe lorsqu'elle est une géodésique de la surface, 831, note. — Relation entre le produit des rayons principaux de la surface des normales principales à une courbe gauche et le rayon de seconde courbure de la courbe, 03 i, note.
Section conique. — Section plane de l'hyporboloi'de gauche, 210, 693. — Coniques intersection de deux surfaces du second ordre, 2.32. — Conique projection de l'intersection de deux ellipsoïdes de révolution, 258. — Conique intersection de la surface du biais passé par un plan situé à l'infini, 768. — Coniques homologiques, 410, 411. — Constructions relatives aux coniques, 412-418. — Propriétés fondamentales des pôles et des polaires, 419. — Division homographique des tangentes à une conique, 718.
Génération, par des coniques, du cono'ide oblique. 667-668; du cylindro'ide, 630; de la surface du biais passé, 771.
Développable circonscrite à deux coniques, 494- 341. — Surface d'égale pente circonscrite à une conique, .353-381.
Dans une série de surfaces du second ordre inscrites dans une même développable, et dans une série de surfaces du second ordre homofocales, la transition d'un genre à un autre se fait par une conique, 326, 918.
(/^Vr Cercle, Ellipse, Indicatrice, etc.)
Sections norm.vles. — Théorèmes sur les sections normales à une surface, 784-786. — Classification des surfaces en différents genres, d'après les courbures de leurs sections normales, ou discussion de la formule d'Euler, 793-808.
Sections obliques. — Démonstration du théorème de Meusnier, 813. — Application de ce théorème à la détermination des sommets d'une
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surface d'égale [)ente, 864; à la construction des rayons de courbure et des plans osculateurs d'une courbe donnée par ses projections, 859-
Sections planes. — Sections pianos du cylindre, 142-162: du cône, 16:!-179. de la surface de révolution, 192-196; de l'hyperboMde de révolution, 203-212; du paraboloïde gauche, 393, 600; du cylindroïde, 6o0-6,")2; du conoïde oblique, 666-668; de l'hyperboloïde scalène, 710- 714; de la surface du biais passé, 767, 770, 771 ; d'une surface.d'égale pente, 973, 97 i; de l'iiélicoïde développable, 972, 973 ; de la surface de la vis à filets triangulaires, 989; de la surface . de la vis à filets carrés, 1029; d'un hélicoïde non réglé, 10 f2; d'une surface topographique,
Seclion d'une développable par un plan contenant une génératrice, 449, 430. — Les sections planes des surfaces gauches ont des branches infinies de deux genres différents, 399. — Section d'une surface gauche algébrique par un plan contenant une génératrice, 618.
( foir Plan tangent. Section normale, Seclion oblique. |
Serpentin. — Définition et reprcsentalion d'un serpentin, 1053.
SiNisoïDE. — Transformée par développement de la section plane d'un cylindre de révolution, 147. — Projection d'une hélice sur un jilan parallèle à l'axe, 949-931.
Sommets d'une développable. -- Points limites des arcs utiles d'une directrice, points derebroussement de l'arête, 438-463. — Sommets de la surface de l'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle, 489, 491, 493; de la développable circonscrite à deux coniques, 493, 498, 320-3-22 : d'une surface d'égale pente, 349, 361, 378, 86i.
— Observations sur la détermination des sommets par l'analyse, 531, note. — Parallèle entre les sommets d'une développable et les sommets d'une surface gauche, 631, 679.
Sommets des surfaces gauches. — Points do rencontre de deux génératrices consécutives, limites des arcs utiles d'une directrice, 629, 032, 633.
— Plan tangent en un sommet, 630. — Plan de rebroussement, 666. — Les lignes d'ombre passent à chaque sommet et y sont tangentes à la génératrice, 634, 880. — Ligne d'ombre quand le point lumineux est dans le plan tangent le long de la génératrice qui passe jiar un sommel. 828-833. — Rayons de courbure en un sonunel.
808. — Rayons de courbure des sections perpendiculaires à la génératrice qui passe par un sommet, 837-8 iO. — Dispositions des lignes asymptotiques auprès d'un sommel, 934. -~ Sommets à l'infini, 6.33, 633. — Parallèle entre les sommets d'une développable et les sommets d'une surface gauche, 079, 631.
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