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Adhémar
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
PREFACE
particuliéfés, d’autant plus que c’est dans Thabitude de découvrir ces propriétés et d’en profiter pour abréger le travail ou lui donner plus de précision , que consiste toute l’habileté du praticien.
Les Traités d’applications que j’ai publiés m’ont fait sentir la nécessité de donner plus d’extension à quelques parties des principes. Ainsi, j’ai cherché à rendre aussi complète que possible, la théorie des surfaces cylindriques et coniques , parce qu’elles forment la base de presque toutes les applications.
Je me suis appliqué à bien faire comprendre le parti avantageux que l’on peut tirer des projections auxiliaires; et j’ai tâché, surtout, de familiariser le lecteur avec les dispositions d’épure usitées dans la pratique.
J’ai dû admettre quelques théorèmes qui ne peuvent être convenablement démontrés que par Talgèbre ; je n’ai fait , en cela, que suivre l’exemple des auteurs qui m’ont précédé.
Il est généralement reconnu que le langage algébrique est nécessaire pour mettre en évidence certaines propriétés dont la Géométrie descriptive ne peut donner que la traduction.
Le lecteur qui voudra compléter ses études, devra donc avoir recours aux traités de Géométrie analytique, pour la démonstration des théorèmes dont je viens de parler. D’ailleurs, lorsqu’il s’agit des lignes ou des surfaces du second degré, il est tout naturel
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de renvoyer aux ouvrages qui traitent de ces matières; de même que Von renvoie à la Géométrie élémentaire , toutes les fois qu’il s’agit des propriétés du cercle , de la ligne droite ou du plan.
Au surplus , les questions de ce genre étant peu nombreuses , et n’ayant qu’un rapport indirect avec les principes généraux de la géométrie descriptive , elles n’arfetet'opt pas daps^ Ipqt* ptpc^p les personnes qui ne connaissent pas l’algèbre.
Quelques personnes donnent le nom de Hgne de terre à la droite suivant laquelle se coupent les deux plans de projection ; mais cette dénomination m’a paru manquer d’exactitude. En effet , dans la coupe des pierres , par exemple , le plan horizontal de projection passe presque toujours par les lignes de naissance de la voûte. Dans les épures de charpente, ce plan est ordinairement un peu au-dessous des sablières et de l’enrayure.
Dans la Géométrie descriptive , enfin, le plan liorizontal ne représente pas la terre dont il n’est jamais question dans les épures de principes; j’ai donc cru pouvoir employer l’expression de ligne AZ , qui a l’avantage d’être conforme à la notation adoptée dans le langage analytique.
Avant de terminer cet avertissement, je dois prévenir le lecteur qu’il ne peut apprendre la Géométrie descriptive que la règle et le compas à la main ; il ne doit lire qu’en faisant à mesure toutes les constructions indiquées. Je l’engage même à lâcher de
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résoudre seul, et sans consulter le texte, les divers problèmes proposés. S’il éprouve d’abord quelque difficulté, il en sera bien dédommagé plus tard , par l’habitude qu’il acquerra d’analyser et de décomposer ses idées.
Nota. Les nombres placés en tête et du côté opposé au numéro de chaque page, indiquent la planche. Les numéros des figures sont indiqués dans le texte. Enfin , les nombres placés seuls entre parenthèses sont des renvois aux articles.
r 1 Le numéro de chaque article est au commencement de l’alinéa.
CHAPITRE PREMIER
Notions préliminaires.
1. La Géométrie descriptive a principalement pour but de décrire les corps et de les exécuter.
2. On décrit un corps, lorsqu’au moyen d’une certaine combinaison de lignes et de points, on parvient à en exprimer toutes les dimensions.
3. Pour exécuter le corps que l’on a décrit, il faut déduire, du dessin que l’on a fait, les dimensions de ce corps, et reporter ces dimensions sur la matière dont il doit être composé.
k. Il y a deux manières d’exprimer les dimensions d’un corps que l’on se propose d’exécuter : l’une consiste à représenter ces dimensions par des nombres, après avoir choisi une certaine unité; l’autre moyen consiste à dessiner le corps.
NOTIONS PREIJMINATRES.
Mais il ne faut pas entendre par là que l’on doive dessiner comme on le voit. Il suIEt de jeter les yeux sur le premier objet venu , pour s’apercevoir qu’on ne le voit pas dans ses vérilabjes dimensions ; il est d’ailleurs facile de reconnaître que le plus petit déplacement, à droite ou à gauche, fait varier la forme sous laquelle nous apercevons cet objet. On peut conclure de là que nos yeux ne nous font voir (jue des formes ap|)arentes, des formes relatives et qui dépendent, non-seulement de la grandeur véritable du corps que nous regardons, mais encore de la place d’où nous le regardons. C’est dans la Perspective que nous nous occuperons de cette espèce de dessin.
On voit, par ce qui vient d’étre dit, que ce n’est qu’au moyen de conventions particulières que l’on peut pai venir à représenter par le dessin les véritables dimensions d’un corps. ^
Il est évident que la forme exacte d’un corps , et sa grandeur, seront parfaitement déterminées lorsque l’on connaîtra les positions relatives de tous les points qui composent ou terminent sa surface. On est donc conduit d’abord à chercher comment -on p^ut déterminer |a position d’un point.
DU POINT
5. L’espace n’ayant pas de limites, on ne peut déterminer la position d’un point qu’en le rajiportant à des limites de convention.
6. De tous les moyens que l’on pourrait employer pour déterminer la position d’un point dans l’espace, un des plus simples est de donner la distance de ce point à trois plans choisis arbitrairement et connus de position.
Mais la méthode des projections permet souvent de n’employer que deux plans, et les constructions seront en-
NOTIONS PKELTMINATRES.
core simplifiées, si l’on suppose ces deux plans rectangulaires entre eux.
Ces plans sont nommés plans de projection.
Nous pourrons supposer qr.e Tun soit horizontal et l’autre vertical.
7. Soit, PL 1 { fig. 1 ) , un point M dont on veut déterminer la position dans l^space. Concevons un plan horizontal ZAX, et un plan' vertical ZAY.
Si du point M nous abaissons la ligne Mm perpendiculaire sur le plan horizontal, le pied îu de cette perpendiculaire sera la projection horizontale (\i\ point M, et si l’on abaisse Mm', |)erpen(liculaire sur le plan vertical ZAY, le point ni sera la projection v^erticale de M.
Nous emploierons dorénavant les grandes lettres pour désigner les points ou les lignes dans l’espace , et les petites lettres correspondantes, pour leurs projections, en réservant la lettre sans accent pour la projection horizontale, et la même lettre avec Taccent, pour la projection verticale.
On voit que si l’on donnait les deux projections m,m', d’un point, ce point serait déterminé; car il est évident qu’il devrait se trouver h l’intersection des deux lignes mM,m'M menées perpendiculairement aux plans de projection.
8. Concevons maintenant que l’on fasse tourner le plan horizontal ZAX jusqu’à ce qu’il se trou ve dans le prolongement du plan vertical ; le point m viendra se [)lacer dans le ])rolongement de la ligne pni et au-dessous du point p, et la figure YZX {fig. ^2) sera ce que l’on appelle une Épure.
La droite AZ représente Y intersection des plans de projection . On la nomme q uelquefois ligne de terre ; cela
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vient de ce que, dans les applications, le plan horizontal de projection représente quelquefois la terre. Nous la nommerons la ligne AZ.
Les épures se font ordinairement sur du papier que Ton tend sur une planche bien plane et bien dressée ; quelquefois cependant les constructeurs font leurs épures sur des murs, sur des planches, ou sur la terre; mais, dans tous les cas, les projections tracées sur une épure doivent être dessinées avec le plus grand soin.
9. Le plan qui contiendrait les deux droites Mm, Mm', serait évidemment perpendiculaire aux deux plans de projection , et par conséquent à leur intersection AZ ; de sorte que les lignes mp, m'p deviennent le prolongement Tune de lautre, lorsque Ton suppose le rabattement du plan horizontal ; d’où il résulte que :
Les deux projections d*un même point dowent toujours^ dans l épure , se trouver sur une même droite perpendiculaire à la ligne AZ.
10. La fig. Mmpm' étant un rectangle, on a Mm=:m'p et M.m!z=mp.
Donc , la distance de la projection horizontale d'un point à la ligne AZ est toujours égale à la distance de ce point au plan vertical,
11. La distance de la projection verticale d'un point a la ligne AZ est toujours égale a la distance de ce point au plan horizontal.
12. Les lignes et les plans , considérés ici comme conceptions géométriques et comme moyens de solution de problèmes , doivent être regardés comme infinis. On doit se rappeler que, dans les figures de géométrie, on ne les termine par des points ou lignes, ({u’afin de faire sentir leur position , en attendant que l’on soit familiarisé avec
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les moyens plus exacts fournis par la science que nous étudions.
La distance d’un point à un autre, le côté d’un triangle ou d’un polygone quelconque, doivent être regardés comme des portions de lignes droites; les faces d’un polyèdre, la surface d’un cercle, ne sont que des portions de plans. Il est évident, d’après cela, que les plans de projection étant infinis, partagent l’espace en quatre parties également infinies. Or, quelque grand que soit l’objet que l’on veut projeter, fût-ce un monument de la plus grande dimension , on conçoit que l’on peut toujours supposer le plan horizontal au-dessous des premières fondations , et le plan vertical au delà des constructions les plus éloignées ; de sorte que l’on peut supposer tous les corps que l’on veut projeter placés au-dessus du plan horizontal et devant le plan vertical; mais on verra par la suite, que la nature des questions que l’on aura à résoudre exigera quelquefois que l’on sache déterminer la position d’un point situé derrière le plan vertical ou dessous le plan horizontal. Voyons ce qu’il faut faire pour cela.
13. Les plans de projection étant infinis, il est évident (jue lorsqu’on forme le rabattement de l’épure, la partie ZAX du plan horizontal (y%. 3) s’applique sur la partie inférieure ZAY' du plan vertical, tandis que le prolongement ZAX' du plan horizontal se relève et vient se placer derrière la partie supérieure du plan vertical. 11 résulte de là que, dans une épure, l’espace qui est au-dessus de la ligne AZ représente en même temps la partie supérieure du plan vertical et le prolongement du plan horizontal, tandis que la portion de l’épure qui est au-dessous de AZ représente le plan horizontal et la partie inférieure du plan vertical.
Supposons actuellement qu’un point s’éloigne ou
iV OTIONS PRELIMINAIRES.
s’approche du plan horizontal. Il est évident qu’il aura toujours la même projection horizontale, et que la projection verticale seule s’éloignera ou s’a,pprochera de la ligne AZ. Il est encore facile de voir que, tant que le point M i) sera au-dessus du plan horizontal, sa projection verttca'e sera au-dessus de AZ, tandis qu’iiu contraire, quand ce point sera au dessous du plan horizontal., sa projection verticale sera au-dessous de AZ; et cette n>ême projection serait sur AZ, si le point ejue l'on veut projeter ' était situé dans le plan horizontal même. Donc, selon qu'un point dans V espace sera au-dessus du plan horizontal , dans le plàn horizontal ou au-dessous , la projection i>erticale de ce point sur l'épure sera au-dessus de la ligne AZ, sur la ligne AZ ou au-dessous.
15. De -même, selon qiCun point dans V espace sera en deçà du plan vertical dans le plan vertical ou ^u delà ^ la projection horizoïitale de ce point sur l'épure sera aud'essoiis delà ligne AZ, sur cette niêmeligne ou au-dessus. ^Gar il est évident que , 4ors({ue *le point sera en deçà du plan vertical, sa projection horizon tàle'wdjé'^. 5) viendra, par le rabattement de l’épure , se placer au-dessous de AZ , tandis que si le point N est au delà du plan vertical, sa projection horizontales étant sur le prolongement du»plan horizontal, viendra se placer, par le rabattement, dans la partie supérieure de l’épure.
d6. L’épure‘6 représente toutes’les positions d’un point par rapport anx plans de projection , savoir :
— Au-dessus 'du plan horizontal et en deçà du plan vertical.
— Au-dessus du plan horizontal et au delà du plan vertical.
— Au-dessous du plan horizontal et en deçà du plan vertical.
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— Au-dessous du plan horizontal cl au delà du plan vertical.
— Situe dans le plan horizontal et en deçà du plaji vertical.
— Situé dans le pjlan horizontal et au delà du plan vertical.
— Situé dans le plan vertical et au-dessus du plan horizontal.
— Situé dans le plan vertical et au-dessous du plan horizontal.
— Situé en niénie temps dans des deux plans 'de projection.
DE LA LIGNE DKOITE
17. Si {).ir tous les points d’une droite MJN (/ig. 7) on conçoit des perpendiculaires au plan horizontal de projection ,
‘La dioi le'mV^ , qui'passe par les pieds de toutes ces perpendiculaires, sera *la 'iirojectioti horizontale de MN; de plan ‘qui contient toutes ces perpendiculaires së nomme plan projetant.
La projection verticale de MN e^t la droite m'n\ qui passe par les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de MN sur le plan vertical.
Deux points suffisant toujours pour déterminer la position d’une lii;ne droite, on peut dire que,
La projection d’une droite est la'droite qui passe par les projections de deux points de la ligtie projetée. Si l’on donnait les deux projections nni.^m'n! [fig- 8), il est évident que la droite serait déterminée, car devant être en même temps dans les deux plans projetants mn MN , m'/i' MN , il est évident ([u’elle ne peut être que leur intersection.
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18. Uépure 9 représente les diverses positions qu’une droite peut prendre par rapport aux plans de projection, savoir :
— Oblique aux deux plans de projection,
— Perpendiculaire au plan horizontal,
— Perpendiculaire au plan vertical,
— Perpendiculaire à la ligne AZ.
— Parallèle au plan horizontal,
— Parallèle au plan vertical,
— Parallèle aux deux plans de projection.
— Située dans le plan horizontal.
— Située dans le plan vertical.
— Située en même temps dans les deux plans de pro^ jection.
DU PLAN
19. Si Ton conçoit dans l’espace un plan quelconque pqs {fig. 10) , ce plan coupera les deux plans de projection suivant deux lignes pq^qs. Ce sont ces deux lignes que l’on est convenu d.’adopter pour déterminer la position du plan.
On les nomme traces du plan.
La ligne pq est la trace verticale.
La ligne qs est la trace horizontale.
On voit qu’un plan sera connu et déterminé de position toutes les fois que l’on donnera ses traces : car on sait, en Géométrie, que, par deux lignes qui se coupent, on ne peut faire passer qu’un plan.
^20. La figure 12 représente toutes les positions d’un plan par rapport aux plans de projection, savoir :
— Oblique aux deux plans de projection.
— Perpendiculaire au plan horizontal.
— Perpendiculaire au plan vertical.
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— Perpendiculaire aux deux plans de projection.
— Parallèle au plan horizontal.
— Parallèle au plan [vertical.
— Parallèle à la ligne AZ.
— Passant par la ligne AZ.
21. Il est quelquefois nécessaire de recourir à un troisième plan de projection. Ainsi, par exemple, lorsqu’une droite est perpendiculaire à AZ , ses deux projections étant toutes deux perpendiculaires à cette même ligne, n’en font , pour ainsi dire, qu’une seule, et la ligne donnée resterait indéterminée. Dans ce cas, il est nécessaire d’ajouter d’autres conditions, comme, par exemple, de déterminer les projections de deux points de cette ligne , ou de la projeter sur un troisième plan de projection, que l’on prend souvent perpendiculaire aux deux autres, et que l’on rabat sur l’épure, comme on a fait pour le plan horizontal.
22. La figure 13 , PI. 2 , représente un point M projeté sur trois plans de projection , et la figure 14 est le développement de l’épure. ni.,m\ni'' sont les trois projections du point M; pq, p'q’ i p"q” sont les trois projections d’une
* même droite , et A^ est la trace sur le plan auxiliaire , d’un plan passant par la ligne AZ.
GÉNÉRATION DU PLAN
23. Lfe plan étant l’élément géométrique dont nous ferons le plus d’usage, il est de la plus grande importance d’en bien étudier toutes les propriétés.
24. On peut toujours supposer qu’une surface est engendrée par le mouvement d’une ligne dont la définition est donnée, et qui se meut suivant certaines conditions.
On dit qu’une ligne engendre une surface, lorsque, par
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suite de son mouvement, elle occupe successivement tous les points de cette surface.
25. D’après cela, si l’on conçoit deux lignes droites qui se coupent et si l’on suppose que l’une d’elles restant immobile, la seconde se meut parallèlement à elle-même, de manière à couper toujours la première, la droite mobile , par son mouvement , engendrera un plan.
On dit qu’une droite se meut parallèlement à elle-même , lorsque toutes ses positions sont parallèles entre elles.
La droite mobile sera nommée génératrice du plan; la droite sur laquelle elle s’appuie se nomme la directrice , et le point où ces deux lignes se coupent se nomme le pied de la génératrice.
26. On peut prendre pour génératrice et directrice d’un plan, deux lignes quelconques de ce plan; mais il est presque toujours plus simple de prendre l’une des traces pour génér.ilrice et l’autre pour directrice.
27. On propose de construire pour toutes ses positions les projections de la génératrice d'un plan.
Soit {fig. 15) le [)lan VdQi dont on veut représenter la génération. Supposons que la trace horizontale G<7, prise pour génératrice, prenne successivement toutes les positions marquées Gd ; comme elle restera parallèle à ellernême , et par conséquent au plan horizontal , sa projection verticale g'J' sera toujours parallèle à la ligne AZ, La trace verticale servant de directrice, le point d\ pied de la génératrice, fait partie du plan vertical de projection, et sa projection horizontale sera sur AZ. Enfin , toutes les positions de la ligne Gd devant être parallèles entre elles, leurs plans projetants seront parallèles et, par conséquent, toutes les projections horizontales gd seront parallèles entre elles et à la ligne AZ.
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28. Quaiifl la génératrice descerid au-dessous du plan horizontal , sa projection verticale doit être au-dessous de la ligne AZ.
29. Le plan étant infini (12) , toutes ses génératrices seront infinies , de sorte qu^en traçant les prolongements de ces lignes , on représentera sur Eépure les parties du plan donné qui se trouvent au delà des plans de projection. Cependant, pour ne pas embarrasser les épures , on ne construit ces prolongements qu’au moment où ils deviennent nécessaires pour la solution de la question dont on s’occupe.
La fleure 16 représente la construction , sur l’épure , de toutes les positions de la génératrice horizontale d’un plan PJG. Ainsi , en général ,
Si l'on i^eiit construire une des positions de la génératrice horizontale d'un plan , on construira parallèlement à la trace horizontale une ligne gd, qui sera la projection horizontale de la génératrice. On mènera la ligne àéé perpendiculaire à la ligne KL et le point d', oh cette ligne rencontrera la trace verticale , sera le pied de la génératrice. Enfin la ligne d'g', menée par le point A' parallèlement à la ligne AZ, sera la projection verticale de la génératrice demandée.
On pourrait commencer par construire la projection verticale g'd' .
30. lues figures et 18 représentent la génération d’un plan pour lequel on a employé, comme génératrice, une droite parallèle à la trace verticale.
On voit que, dans ce cas, toutes les projections horizontales de la génératrice sont parallèles à la ligne AZ, et toutes les projections vei ticalc.s sont parallèles à la trace verticale.
On en conclut que ,
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Si Von veut construire une des positions de la génératrice parallèle à la trace verticale.^ on construira {fig. 18) une ligne parallèle à cette trace ^ on mènera d'd perpendiculaire à la ligne K7a , ce qui donnerà en d le pied de la génératrice. Enfin dg , menée parallèlement à la ligne A Z , sera la projection horizontale de cette génératrice.
Je recommande au lecteur les deux épures précédentes comme très-essentielles. Tl faut, après les avoir bien comprises, en faire Inapplication à toutes sortes de plans , variés de toutes les manières quant à la position.
31. Les figures 19, 20, 21, représentent quelques générations de plans. Dans \di figure 20, on a pris pour directrice la trace sur le plan auxiliaire de projection. Dans la figure 21, on a pris pour génératrice une ligne oblique aux plans de projection.
32. J’engage les commençants, pour fixer leurs idées et se familiariser avec les diverses positions des points , des plans et des lignes dans Tespace , à tailler deux cartes et à les ployer à angle droit, de manière qu’elles puissent figurer les deux plans de projection; puis, après avoir tracé sur ces cartes , des projections de points ou des traces de plans , ils feront le développement de l’épure , afin de s’habituer à juger de la position d’un point ou d’une ligne par ses projections, et réciproquement. Mais je leur conseille en meme temps de faire tous leurs efîbrts pour se mettre le plus promptement possible en état de se passer de ces moyens , qui ne doivent être employés que pour les premières leçons, et qui même, si l’on en faisait usage trop longtemps, deviendraient un obstacle au développement de l’esprit d’analyse et de généralité nécessaire pour bien concevoir les principes de Géométrie descriptive.
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Problèmes,
33. Faille passer une ligne droite par un point dont on a les projections.
Lorsque Eon projette une droite MN [Jig. 22 , PL 5) , le plan projetant MNmw , contenant toutes les perpendiculaires abaissées des didérents points de cette droite sur le plan de projection, sa trace mn,, ou autrement la projection de la droite, doit contenir la projection de chacun des points de cette droite. Ainsi, pour exprimer qu’une droite située dans l’espace contient un certain point A, il suffit de faire passer les projections de la droite par celles du point. On conçoit que cette question est indéterminée , c’est-à-dire que l’on peut construire une infinité de droites qui passent par un point donné. Ainsi {fig. 24), Tune quelconque des lignes qui passent par la projeclion horizontale a d’un point avec l’une de celles qui passent par sa projection verticale a', peuvent toujours être considérées comme les deux projections d’une droite passant par ce point.
Réciproquement, etpar la même raison, si l’on voulait exprimer qu’un point est sur une droite , il faudrait placer les projections du point sur celles de la droite, et sur une même perpendiculaire à la ligne AZ (9).
Il résulte encore de ce que nous venons de dire , que le point a,a’ {fig. 25) ne fait pas partie de la droite mn,m'n'.
34. Si l’on voulait faire passer une droite par deux points, il est évident, d’après ce qui vient d’être dit, (ju’il
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faudrait faire passer les projections de la droite par les ■projections des deux points.
3o. iMesmer la distance de deux points.
A})rès avoir joint ces deux points par une droite, il ne restera plus qu’à obtenir la grandeur de cette droite. Or, si nous représentons la droite donnée par MN 26) , et le plar! de projection par PQ , jl est facile de voir qu’en général la droite MN sera plus longue que sa projection nin; mais si par le point N . on mène la droite No , parallèle au plan de projection , et par conséquent égale à la projection de la ligne donnée , on pourra reconnaître qu’en général une ligne droite située comme on voudra dans l’espace, est l’hypoténuse d’un triangle rectangle MoN , dansleuuel un des côtés No de l’angle droit est égal a la projection de la droite, et l’autre côté Mo doit être la dilférence entre les distances Mm, N/z des extrémités de cette droite, au plan sur lequel elle a été projetée. 11 résulte de là, que pour avoir la longueur d’une droite, il suffira de construire, dans ses véritables dimensions , le triangle rectangle dont elle est l’hypoténuse. Pour cela,
Soit (fl g. 27) niJi,ni'n', les projections de la droite dont on veut avoir la longueur. On fera (/%. 28) l’anîjle droit BAG, on portera sur AC, de A en N , la projection horizontale m/^, on portera pareillement sur AB, de A en M , la ligne ufo, égale à la différence entre les perpendiculîiires c[ui représentent les distances des points
ni' et à la ligne AZ ou au pbui horizoTital , ( ! l’hypoténuse MN sera la grandeur de la droite donnée.
On peut faire la construction avec plus de simplicité , en opérant de la manière suivante On mènera par le point n' la ligne n'o parallèle à la ligne AZ, et par celte construction, on aura déterminé l’angle droit en o , et la dilïérencf' m'o de.s hauteurs des extrémités de la droite,
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de sorte que, pour achever le. triangle, il n’y aura plus qu’à prendre avec le compas la grandeur de la projection horizontale mn ; puis après l’avoir portée de o en N, l’hypoténuse m'N sera la longueur de !a droite donnée.
36. On peut encore expliquer, d’une autre manière , la construction précédente.
Soit mil, m'ti' 29 ) les projections de la droite dont on cherche la lonarueur.
tj
Supposons que cette droite tourne autour de la verticale projetante du point M , en conservant toujours la même inclinaison par rapport a cette ligne. Le points/,// décrira un arc de cercle horizontal. Cet arc étant parallèle au plan horizontal, aura pour sa projection sur ce plan l’arc nn", et sa projection verticale n'N sera parallèle à la ligne AZ Or si nous arrêtons le mouvement de la droite au moment où sa projection horizontale aura pris la position mn”., la projection verticale correspondante m'J^ sera la longueur cherchée, car la droite étant parallèle au plan vertical, il est facile de concevoir qu’elle sera projetée sur ce plan suivant sa grandeur.
On aurait pu lai^e tourner la droite autour de l’horizontale projetante du point ni,in\ jus(ju’à ce que sa i)rojection verticale fut devenue m'/i'”; alors elle aur.iii été parallèle au plan horizontal , et sa nouvelle projection mJS' aurait été la longueur clierc liée.
On [>eut aussi concevoir que le trapèze MN/uu {/fg- 26) tourne autour du côté horizontal mn , jusqu’à ce qu’il soit rabattu dans la jiosition mnM”^” (/îg. 29). Alors, M"jN" sera la ligne elle-même couchée sur le plan liorizontal.
37. Gcs derniers moyens, auxquels on doî ne le nom de rahattcnieuts , seront fréquemment employés par la suite; nous en ferons surtout usage jiour avoir la grandeur
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d'n ne figure plane. On conçoit, en effet, que pour cela il faut construire cetle figure dans ses véritables dimensions ; ce qui peut se faire, soit en cherchant les grandeurs de toutes les parties qui la composent, soit en la faisant tourner tout entière , jusqu’à ce qu’elle soit parallèle à Fun des plans de projection; car il est évident que si on la projette de nouveau dans cette position, elle sera égale à sa projection. On donne ordinairement le nom de charnière ou axe à la ligne autour de laquelle se fait le rabattement ; nous reviendrons plus tard sur ce sujet, ainsi que sur le choix le plus convenable des lignes que Fon doit prendre pour charnières.
On voit, dans la même figure, des arcs de cercles qui ont pour but de lier les constructions, et de faire voir, autant que possible, quelles sont les lignes qui sont égales entre elles.
Dans l’épure 30, l’une des extrémités n, n' de la droite dont on cherche la longueur, est située derrière le plan vertical.
La droite (/%. 31) est perpendiculaire à la ligne AZ , et celle de la figure 32 coupe la ligne AZ.
38. Pour exprimer <^\i une droite dans l’espace est partagée en parties proportionnelles à des lignes ou a des nombres donnés ^ il suffit de partager ses projections dans le même rapport {fig> 33).
39. En effet, les trois lignes Mm,S5jNn {fig> 26) étant perpendiculaires à un même plan , sont parallèles ; donc elles coupent la droite MN et sa projection mn en parties proportionnelles.
ii-O. Pour partager une ligne en parties égales ^ on partagera ses projections en parties égales.
i:t dm plan.
üi-l. Exprimer qiiuji point est situé dans un plan.
Soit«(/%. PL J^)\^ projection horizontale d’un point situé dans un plan P; on demande la j)rojection verticale de ce point.
Nous avons vu (27) que lorsqu’une droite engendre un plan, elle en occupe successivement tous les points; d’où il résulte que, par chaque point d’un plan, on peut toujours concevoir une position de sa génératrice. D’après cela,
Menons (//g*. 34- et 35) par a une génératrice horizontale ; sa projection verticale contiendra celle du point, de sorte qu’il n’y aura plus qu’à construire la perpendiculaire aa', pour obtenir le point a\
On vérifiera l’exactitude de la construction, en prenant la génératrice parallèle à la trace verticale du plan.
J’engage le lecteur à changer les données de ce problème de toutes les manières, non-seulement pour la position du point, mais encore pour celle du plan.
42* Dans les figures 36 , 37, on a appliqué la construction précédente à des points situés derrière le plan vertic*d et au-dessous du plan horizontal.
On peut encore, comme dans la figure 37, employer une ligne oblique au plan de projection, et située dans le plan donné. Cela deviendra surtout nécessaire lorsque les pieds des génératrices parallèles aux traces ne se trouveront pas dans les limites de l’épure.
43. Par un point donné faire passer une parallèle à une ligne donnée.
Le plan projetant d’une ligne droite doit contenir cette ligne, et toutes les perpendiculaires abaissées de ses didérents points sur le plan de projection. On peut donc dire qu’une de ces perpendiculaires, avec la ligne donnée, suffisent pour déterminer la position du plan projetant. Donc,
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si fieux lignes sont parallèles dans l’espace, leurs plans projetants seront parallèles, et les traces de ces plans, ou autrement les projections des lignes données seront parallèl es. D après cela 38) , pour construire par un point une parallèle à une ligne donnée , il faut faire passer par les projections du point des parallèles aux projections de la ligne donnée.
kh. Exprimer que deux lignes droites se coupent dans respace.
On conçoit facilement qu"il suffit pour cela de les faire passer par un meme point [ 33) ; ainsi , les deux droites Veprésenlées (/%. 39) se coupent, et celles de la figure ^^0 ne se coupent pas.
/I5. Trouver les traces d une droite.
On donne le nom de traces aux points suivant lesquels la ligne donnée perce les j)lans de projection.
Soit donc la droite ab,a'b' [fg. 42, PL 5)* H ^‘st évident que le point appartient à la droite , puisque ses projections appartiennent tà celles de la droite (17) ; de plus il appartient au plan vertical de projection, puisque sa projection horizontale v est sur la. ligne AZ (16). Donc , il est Tintersection de la li^ne donnée, avec le plan vertical; de même, le jjoint A, A' étant en même tem[)s dans le plan horizontal et sur la ligne donnée, représente l’intersection de cette ligne avec le plan horizontal,
11 résulte de ce que nous venons de dire , que pour obtenir les traces d'une droite, il faut prolonger ses projections ; puis au point oh la projection horizontale rencontrera la ligne AZ , on élèvera sur cette dernière ligne une perpendiculaire qui , par son intersection avec la projection verticale de la droite proposée , donnera la trace verticale de cette droite. De même , par le point oîi la projection verticale rencontrera la ligne AZ, on mènera à cette
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ligne une perpendiculaire dont l'intersection avec la projection horizontale de la ligne donnée sera la trace horizontale de celte ligne.
46. Pour rendre les épures plus Lieiles à comj)i en ire , on est convenu de tracer en ligne pleine, ou de ponctueid’une manière particulière, les portions de lignes droites situées au-dessus du plan horizontal , et en deçà du plan vertical , et de tracer en points les îportions de ces lignes qui passent derrière ou dessous les plans de projection.
C’est encore dans le même but que l’on adopte plusieurs manières de ponctuer. Indépendamment de la convention dont je viens de parler, on liace quelquefois en lignes pleines les données et les résultats de la question; et en points, les lignes nécessaires à la construction de réj)ure, en ayant soin surtout de ponctuer toujours de la même manière les deux projections d’une même droite.
47. Etant données les h aces d'un plaît et lutte des projections d’une droite de ce plan , trouver lautre projection de cette même droite.
Soient donnés {fig^ 43, 44) le plan p et la projection verticale a!b' d’une droite située dans le plan. La droite donnée étant prolongée, s’il est néc( ssaire, co ipera la trace verticale du plan donné en un point v\ qui fera partie du plan vertical de projection , et aura , pour cette raison (16), sa projection horizontale c sur la ligne AZ Ensuite, le point de la droite ab , dont la projection verticale se trouve en lé sur la ligne AZ , est , par cette raison , nécessairement situé dans le plan horizontal; et comme, de plus, il lait partie du plan donné, puisqu’il est situé sur une droite de ce plan, il sera sur l’intersection du plan horizontal avec le plan donné, c’est-à-dire sur la trace horizontale de ce pian. Donc,
Etant donnés la projection verticale a'b' d’une ligne
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droite, et les traces du plan qui la contient, on mènera par les points v'et h' deux perpendiculaires à la ligne AZ ; puis joignant le point v, où la perpendiculaire menée par le point v' rencontre la ligne AZ, auec le point h., où la seconde perpendiculaire rencontre la trace horizontale du plan , on aura la projection horizontale vh de la droite.
On ferait une construction analogue , si l’on donnait la projection horizontale de la ligne, et que Ton voulut déterminer sa projection verticale.
On pourrait vérifier l’opération en construisant (30), par un point de la droite, une des génératrices du plan.
48. Il résulte de ce qui précède, et il est très-essentiel de remarquer que, pow/* exprimer qu’une droite fait partie d’un plan., il faut faire en sorte que les traces de la droite soient situées sur les traces du plan.
On peut dire plus généralement encore que pour exprimer qu’une droite fait partie d’un plan , il faut faire les constructions nécessaires pour que deux points quelconques de la droite soient situés dans le plan (41).
49. Etant donnés un plan et un point de ce plan , construire les projections d’une droite qui passe pat' ce point et qui soit située dans le plan.
On mènera par Tune des projections du point donné {fig‘ 45), et arbitrairement, l’une des projections de la droite demandée ; puis l’on déterminera la seconde projection par le moyen que nous venons d’indiquer (47). Le problème admet une infinité de solutions. Dans la figure 46, le plan donné est parallèle à la ligne AZ , et sa trace verticale est au-dessous de celte ligne. Le point s est l’intersection de la droite demandée avec le plan auxiliaire'de jjrojection.
50. Étant données les projections d’un point g,g^ cotistruire les traces d.uv plan qui contienne ce point.
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/V.. il
On construira (/%. , PL 0) une Ivace pq à volonté;
cette trace déterminera la direction de la génératrice dont la projection horizontale gd doit être (27) parallèle à la ligne AZ ; puis abaissant d'd , on aura en d le pied de la génératrice, qui, étant joint avec la point déterminera la trace horizontale.
Cette construction donnera tous les plans qui, passant par le point g:' auraient leurs traces verticales parallèles à pq. En recommençant dans une autre direction , on aura une autre série de plans. On pourrait aussi commencer par construire la trace horizontale.
51. Étant données { fig^ 48) les deux projections d’une droite J faire passer un plan par cette droite.
Il suffira (48) de faire passeï: les traces du plan par les traces [d , h) de la droite.
Le problème admet une infinité de solutions; les plus importantes sont celles représentées figure 49.
Le plan p contient la droite, et est parallèle à laligne AZ ; le plan p est perpendiculaire au plan horizontal , et le plan p" est perpendiculaire au plan vertical. On voit qu’en général ,
52. Pour mener par une droite un plan perpendiculaire à l'un des plans de projection , il suffit de prendre pour trace y sur ce plan, la projection même de la droite., et pour l’autre trace une perpendiculaire à la ligne AZ.
Il est évident , d’après ce que nous avons dit (17), que le plan construit de cette manière sera le plan projetant de la droite donnée.
53. Supposons (y%. 50 ) qu’ayant les deux traces (t^', A) d’une droite, et la trace verticale d’un plan qui contient celte droite , on n’ait pas sur l’épure le point où cette trace rencontre la ligne AZ; on prendra sur la droite un point
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quelconque (m, /n') , el menanl parce point une génératrice parallèle a la tr.ice connue, le pied de celte génératrice déterminera un second point A' de la trace cherchée.
ok. Je n’ai pas besoin de raj)peler ici que les épures doivent être dessinées avec beaucoup de soin. Ainsi , un point devant être déterniiné par l’intersection de deux lignes, on doit, j)ar un choix convenable de ces lignes, tâcher que leur intersection se lasse suivant un angle approchant le plus possible de l’angle droit. Pareillement, dans la détermination d’une ligne droite, i! faudra toujours (hoisirles moyens de solution qui donneraient deux points très-élo gnés Tun de l’autre. Ainsi , dans la figure 50, on doit choisir la position du point in^ni\ de manière que le point h' soit le plus loin possible du point Ji,
Faite passer un plan par deux droites qui se coupeui
On cherchera les traces de ces droites; et faisant
passer deux droites par ces traces , ces lignes représenteront les traces du plan demandé (48), Si l’on a bien opéré , ces deux droites doivent ^e couper en un point de la ligne A Z ; dans le cas où ce po nt serait hors de bépure, on pourra construire une droite quelconqui* située dans le plan obtenu (47); et si celte ligne coujie les deux lignes données, l’exactitude des constructions sera vérifiée.
Trouver l intersection de deux droites
Nous avons vu (hk) conimenl on rcconn.iît que deux lignes droites se coupent, et dans ce cas leur intersection est toute trouvée ; elle a pour projections les points suivant lesquels se coupent les projections des deux droites.
30. Peux plans étant donnés par leurs traces, construire leur intersection.
L3ntersection de deux plans étant une ligne droite, il suffit de tiüuver deux points de cette ligne pour qu’elle soit déterminée ; or ( 33 , ok , PI. 7 ) i îe point vj inter-
section des traces verticales, est un point commun aux deux plans, donc il appartient à leur intr r eciion ; mais , comme faisant partie des traces verticales, i! (st nécessairement situé dans le plan vertical de; projection , et par con^ sétjuent sa projeelion horizontale r» sera sur la ligne AZ. Par la meme raison, le point h, intersection des traces horizontales, faisant partie du plan horizontal de projection, sa projection verticale li sera sur la ligne AZ.
Il ne reste plus maintenant qu’<à tracer (3V) la droite cjui passerait n.ar les deux poi nts [v. v) et (A, li).
On peut s’assurer, par le moyen indiqué (^1), qu’un point quelcoinj e de la droite [vh i {vh') est situé en meme temps dans le deux [dan';. On conclura de ce (jue nous venons de fl ire, qu’en général ,
60. Pour obtenir rintersection de deux plans dont on a les traces , il faut . par le point d'intersection des traces verticales abaisser une perpendiculaire a la ligne AZ, et joignant le pied de cette perpendiculaire avec le point de rencontre des traces horizontales on aura la projection horizontale de la ligne demandée -, puis, du point
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oii les traces horizontales se rencontrent , on abaissera une perpendiculaii e sur la ligne AZ; et joignant le pied de celle perpendiculaire a^^ec le point de rencontre des traces verticales ^ on aura la projection verticale de cette même ligne.
61. Cette question est une de celles qu’il faut s’exercer à résoudre dans tous les cas. J’engage le lecteur h changer de toutes les manières possibles la position des plans donnés. Dans la figure oi-^par exemple, les deux traces horizontales se rencontrent derrière le plan vertical.
62. Dans \r figure 55, la projection horizontale de la ligne cherchée se confond avec la trace de l’un des plans donnés , qui est perpendiculaire au plan horizontal , et qui , par cette raison ,devient.le plan projetant de l’intersection. Nous ferons souvent , usage de cette combinaison de plans.
63. Dans la figure 56, l’un des plans donnés est horizontal ; d’où il résulte que la ligne cherchée et la trace de l’autre plan doivent être parallèles , puisqu’elles sont les intersections de deux plans parallèles par un troisième ( Géom.). Dans ce cas, le point hh' est situé à l’infini.
Les figures 57 et 58 sont encore des cas particuliers du même problème. Dans la dernière , les deux plans proposés sont parallèles à la ligne AZ , et leur intersection s, s\ aussi parallèle à AZ,se projette sur le plan auxiliaire de projection par un point 5",
64. Voici encore quelques cas du même problème, qui méritent toute notre attention.
Si les deux plans proposés , que je nommerai p et p\ étaient disposés comme dans la fig. 59, PL 8 5 ü est évident que les quatre points A, /i'), qui d’après le principe (60) nous ont servi à déterminer les projections de
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l’intersection des deux plans, se trouvant confondus en un seul poit m , ils ne suffiraient plus pour faire connaître la direction de cette ligne ; mais comme, dans ce cas , le point m de la ligne AZ est un point commun aux deux plans , les deux projections de la ligne cherchée doivent y aboutir. Il n'y aura donc plus qu’à déterminer sa direction ; pour cela , on construira le plus loin possible du plan p\ un plan p" qui lui sera parallèle , puis cherchant (60) l’intersection des plans P et p" , on aura une ligne {t,t') parallèle à la ligne cherchée comme intersection de deux plans parallèles par un troisième plan {Géom.). Il n'y aura donc plus qu’à mener par le point m deux lignes msy ms', parallèles aux lignes t et t'. Ces droites seront les projections demandées.
On pourrait encore recourir à ce moyen , si {fig. 60) les quatre points A, /i') étaient tellement rapprochés,
que la direction de la ligne cherchée ne pût pas être déterminée avec exactitude.
65. Enfin, il peut arriver que l’un des points d’intersection des traces ou tous les deux soient situés hors de l'épure.
Soient {Jig. 61) les deux plans p et p' dont on demande l’intersection; on a déjà le point [h,]i) qui a))parlient à cette ligne ; il ne reste plus qu’à trouver un second point commun aux deux plans ; pour cela , on construira un j)lan auxiliaire p”, que l’on prendra horizontal pour plus de simplicité. Ce plan p" coupera le plan p suivant une ligne a parallèle à sa trace (63), et le plan p' suivant une ligne b; de plus, ces deux lignes a et û étant toutes deux dans un même plan p” , se couperont en un point m qui ap[)artiendra aux deux plans donnés, puisqu’il sera situé sur des lignes faisant partie de ces plans. Le point m appartenant au plan horizontal p” , sa projection verticale sera en m', de
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sorte que les deux lignes /iw, ]ini\ seront les deux projections de la ligne demandée.
66. Si les points A// étaient tous deux hors de l’épure il faudrait faire deux fois la construction précédente ; seulement , pour avoir le plus grand éloignement possible (54) entre les deux points mm\nn\ qui déterminent la ligne cherchée, il faudra prendre l’un des plans auxiliaires p" horizontal, et l’autre p"' parallèle au plan vertical de projection , tous deux le plus loin que l’on pourra de la ligne AZ. On pourrait employer le même moyen dans le cas des figures 59 et 60.
67. Déterminer le point d'intersection de trois plans donnés.
Soient p-tp\p" les trois plans donnés; nommons m le point cherché.
Ce point devant appartenir aux deux premiers plans, sera sur leur intersection , que je nommerai s , et que l’on obtiendra par la construction (59). Par la même raison , le point m devant appartenir aux plans p' et p”, sera sur leur intersection, que je nommerai h. Donc le point cherché devant être en même temps sur les lignes 5 et A , sera où ces deux lignes se coupent.
On conçoit que si l’on cherche l’intersection des plans P et p'\ cette ligne, que nous nommerons u, doit passer par le point m; ce qui donne un moyen de vérifier l’exactitude des opérations précédentes.
68. Une des difficultés qui arrêtent le plus les commençants dans l’étude de la géométrie descriptive, provient des efforts qu’ils font pour se figurer la ])Osition, dans l’espace, des lignes et des surfaces sur lesquelles ils opèrent. Mais, je l’ai dit plus haut, cela n’est pas nécessaire, cette manière d’agir est même contraire à l’esprit d’analyse. On
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conçoit, en effet, que lorsqu’on cherche Tintersection de deux plans, on doit opérer en conséquence des relations générales qui ont lieu lorsque deux plans se coupent, et non pas d’après la position particulière de deux plans plutôt que de deux autres. Ainsi, celui qui veut faire une opération de calcul, s’occupe davantage de la manière générale d’opérer que de la valeur des chiffres qu’il a sous les yeux dans la question proposée.
Dans le dernier problème que nous venons de résoudre, par exemple , il ne faut pas chercher à voir dans son imagination tel plan plutôt que tel autre; il n’est pas nécessaire de cherchera reconnaître si le plan p est plus incliné que le plan p' ; il suffit d’opérer comme nous l’avons fait , en appliquant deux fois de suite le principe de l’intersection de deux plans.
Si toutefois on voulait familiariser son imagination avec les conceptions géométriques, et se représenter dans l’espace les données de la question , il faudrait concevoir, non pas nécessairement les trois plans donnés , mais trois plans quelconques inclinés comme on voudra. On sait qu’en général ces trois plans formeront, par leurintersection , un angle trièdre , qui aurait pour sommet le point cherché , et dont les trois droites 5, /c et w seraient les arêtes.
69. On voit encore que si les trois droites données par la construction de l’épure étaient parallèles , cela indiquerait que les trois plans sont disposés comme les faces d’un prisme triangulaire, et que le point ni est situé à l’infini. Enfin,
Si deux des plans donnés étaient parallèles, deux des trois arêtes seraient parallèles, et la troisième n’existerait pas.
J’engagerai cependant les commençants à s’habituer à juger, par l’inspection de l’épure, de la position des éléments géométriques qui y sont représentés; mais c’est ce
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qu'ils ne doivent faire que lorsque la question est complètement résolue dans la pensée, et tout au plus avant de commencer l’épure, afin de trouver les moyens les plus simples d’exécution.
Trouv^er 1 intersection cPune ligne droite avec un plan
Soient aa\ la droite dont on demande l’intersection avec le plan p [fig. 65, PL 9) ;on fera passer par la droite un plan quelconque j?', que, pour plus de simplicité, on prendra perpendiculaire à l’un des plans de projection. Ce plan contenant la droite donnée, contiendra le point cherché; de plus, ce point, d’après la question, doit faire partie du plan donné p ; donc il sera sur l’intersection du plan p avec le plan p' ; on construira cette intersection (59), et le point cherché devant être en meme temps sur les deux droites a' et s', sera au point m', où ces deux lignes se coupent.
On s’assurera de l’exactitude des constructions, en faisant usage du plan p" perpendiculaire au plan vertical , ou bien en construisant par le point m une génératrice du plan p.
Il faut changer de toutes les manières la position des données de cette question. Dans la figure 66 , la trace verticale du plan donné p^ et celle du plan p\ se rencontrent au-dessous du plan horizontal.
Dans la figure 67, le plan donné est parallèle à la ligne AZ.
Dans lay?^H7’e 68 , la ligne ) est perpendicu
laire à la ligne AZ , de sorte que ses deux projections sont le prolongement l’une de l’autre , et le plan p est perpendiculaire aux deux plans de projection. Dans ce cas, on fera tourner ce plan autour de sa trace verticale , pour le rabattre sur l’épure; la ligne donnée sera représentée, dans ce rabattement , par a'’h'\ et ds' sera l’intersection des plans p et p' . Le point m", où ces deux lignes se coupent ,
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étant ramené à sa place , aura pour ses projections les deux points m^m'. On pourra vériûer les constructions en construisant, par le point que Ton aura trouvé, une généra^ trice du plan p (27).
72. Dans la figure 69 , les traces verticales du plan donné P et du plan auxiliaire p', ne se rencontrant pas sur Tépure , on trouvera l’intersection de ces deux plans par la construction indiquée (65 ).
73. Dans la figure 70, on a employé, comme surface auxiliaire, un plan p' parallèle à la ligne AZ, et contenant la ligne donnée (51). On peut vérifier les constructions en construisant la projection m" du point demandé sur le plan auxiliaire de [)rojection (21 ).
PAI^ALLÉLISME DES LIGNES ET DES PLANS
74. Nous avons vu (43) que lorsque deux lignes sont parallèles , leurs projections sont parallèles.
75. Nous admettrons pareillement que lorsque deux plans sont parallèles ^ leurs traces sont parallèles , puisqu’elles sont les intersections de deux plans parallèles par le plan de projection [Géoni.]. D’après cela,
76. Étant donnés un plan et un point, construire par le point un second plan parallèle au premier.
Soient donnés {fig. 71 , PL IQ) le plan p et le point aa! . On construira par le pointa' une parallèle à la trace verticale du plan p, et par conséquent à celle du plan cherché p' . Celte droite, considérée comme génératrice du plan cherché, aura pour projection horizontale a<7, et son pied d sera un point de la trace horizontale demandée. On construira cette trace parallèle à celle du plan donné , et le point où cette trace rencontrera la ligne AZ appartiendra
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à la trace verticale cherchée, que Ton mènera parallèlement à celle du plan p.
77. On aurait pu , par une construction analogue , chercher d’abord un point de la trace verticale.
78. Dans la figure 72, on a projeté le point aoi sur le plan auxiliaire , puis , par la projection a!' de ce point , on a mené parallèlement à la trace du plan p, la ligne su, que l’on a prise pour trace du plan cherché ; ce qui a donné en s et en m' un point pour chacune des deux autres traces de ce plan.
79. Étant donnés un plan et un point construire par ce point une parallèle au plan donné.
Etant donnés 73) le plan p et le point «a', on prendra un point quelconque bU , situé où l’on voudra dans le plan p; puis, après avoir mené par ce point une ligne quelconque hc,Vc\ située dans le plan p, on construira parallèlement à cette ligne , et par le point donné une ligne {ad, a'd') qui sera parallèle au plan p, puisqu’elle sera parallèle à une droite (^bc, b'd) située dans ce plan [Géoni.),
On voit que le problème est indéterminé, et qu’en recommençant la construction dans toutes les directions, on aura autant de droites que l’on voudra passant par le point donné, et parallèles au plan donné.
Il est encore facile de reconnaître que toutes ces droites seront dans un même plan ; d’où résulte un moyen plus élégant de résoudre la même question.
80. On construira d’abord par le point [aa!) {Jîg- 74) , et -par le moyen indiqué (76), un plan p' parallèle au plan p, et il n’y aura plus qu’à mener (49), par le point donné, des droites qui soient situées dans le plan p' .
résulte de ce qui précède, que lorsque deux
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lignes sont |iarallèles entre elles, ou que deux plans sont parallèles, on le voit à l’inspection de Tépure , puisque les projections des lignes dans le premier cas, et les traces des plans dans le second, sont parallèles ; mais il n’en est pas de meme du parallélisme d’une ligne avec un plan. Lorsqu’une ligne est parallèle à un plan, les projections (le la ligne ne sont pas pour cela parallèles aux traces du plan 5 de sorte que si l’on avait sur une épure les traces d’un plan et les projections d’une droite, et que l’on voulût savoir si la droite est parallèle au plan , il faudrait voir (47) si l’on peut construire dans le plan une parallèle àla droite, ou bien (51) si l’on peut construire par la droite un plan parallèle au plan donné.
82. Étant donnés une droite et un point y faire passer par le point un plan parallèle à la droite.
Soient {fig. 75) aa' le point donné, bb' la droite donnée, on mènera (43 ) par le point , et parallèlement à la droite bb' , la ligne [acya'c’)\ et tout plan construit suivant cette dernière ligne sera nécessairement parallèle à la première ( Géom.). La question admet une infinité de solutions.
83. Deux droites étant données , faire passer par lune d'elles un plan parallèle a l'autre.
Par un point quelconque mm' de la ligne bb' [fig^ 76 ) , on fera passer une ligne cc' parallèle à la droite aa! ; puis, construisant (55) le plan qui contiendra les deux droites {bb' ) {ce') y 011 aura satisfait à la (question. En effet, les lignes aa'y cc' étant parallèles, tout plan contenant l’une d’elles sera parallèle à l’autre {Géom.).
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PERPENDICULARITÉ DES LIGNES ET DES PLANS
84. Lorsqu\ine ligne droite est perpendiculaire a un plan , les projections de cette ligne sont perpendiculaires sur les traces du plan .
Soit, ( /%. 77, P/. 11.) la droite AB perpendiculaire sur le plan P; représentons le plan de projection par P', et par P” le plan projetant la droite ; alors ac sera la projection de cette droite, et bc sera la trace du plan P. Or, le plan P”, comme plan projetant, est nécessairement perpendiculaire sur le plan de projection P'; de plus, il est perpendiculaire sur le plan P, puisqu’il contient la droite AB, qui, d’après la question, est perpendiculaire à ce plan. 11 résulte donc de là que le plan P'^ étant perpendiculaire en même temps sur le plan P et sur le plan de projection P', sera perpendiculaire à leur intersection qui n’est autre chose que la trace du plan P ; et réciproquement, cette ligne bc sera perpendiculaire au plan P”, et par conséquent à toute ligne telle que ac qui passerait par son pied dans ce plan : ce qu’il fallait démontrer.
85. Réciproquement 78) , par les projections a, a' d"un point y on mène deux droites perpendiculaires aux traces d’un plaîi p, on pourra regarder ces lignes comme étant les projections d'une droite située dans l'espace, perpendiculairement au plan p; car les deux plans projetant y et p''élant perpendiculaires sur les traces du plan p, seront tous deux perpendiculaires à ce plan ( Géorn, ) , et par conséquent la ligne ab, a!b' , qui est leur intersection, sera aussi perpendiculaire au plan p.
8G. Donc pour exprimer qu’une ligne est perpendiculaire a un plan , ou réciproquement , il faut faire en sorte
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que les projections de la ligne soient perpendiculaires sur les traces du plan {fig. 78).
87. Le théorème précédent conduit à la solution de toutes les questions de perpendicularité; mais, avant de passer à l’application, je rappellerai ce que j’ai déjà dit plus haut.
Les difficultés que l’on éprouve , dans le commencement , à résoudre les questions de Géométrie descriptive proviennent en grande partie de ce que l’on se préoccupe trop delà position des données.
On doit d’abord chercher à découvrir quelles sont les relations géométriques desquelles dépend la solution du problème, et ce n’est qu’après avoir trouvé ces relations qu’on les traduit dans le langage particulier à la Géométrie descriptive.
Il faut que l’on ait bien reconnu quelles sont toutes les opérations à faire, et que la question soit complètement résolue y avant de tracer la première ligne sur l’épure.
C’est alors seulement que l’on doit examiner les données, afin de reconnaître si, dans leur disposition particulière, il y a quelques moyens de simplifier l’application du principe général.
88. Les questions à résoudre sont ordinairement de deux espèces; les unes, que je nommerai questions simples, se déduisent directement de la géométrie ordinaire. Les autres, que je nomme composées y résultent de la combinaison de plusieurs cpiestions j)récédemment résolues.
Pour résoudre une question simple, il suffit de découvrir le théorème exprimant les relations géométriques (|ui existent entre les cjuanlilés que l’on connaît et celles que l’on cherche; et, dans ce cas, l’épure n’est plus qu’une traduction graphique de ces mêmes relations. Ainsi, par
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exemple, dès que nous avons démontré qu’un plan perpendiculaire sur une droite doit avoir ses traces perpendiculaires sur les projections de cette droite, il est évident qu'il suffit d’établir celte perpendicularité sur Tépure pour construire un plan perpendiculaire à une ligne donnée.
Mais lorsqu’une question est composée, il faut, avant de commencer l'épure^ découvrir toutes les questions simples dont se compose la question principale , et déterminer bien exactement l’ordre suivant lequel doivent être faites toutes ces opérations.
89. Qu’il s’agisse, par exemple, de déterminer la distance d'un point à un plan , on dira presque toujours qu’il faut abaisser du point une perpendiculaire sur le ])lan ; après quoi on devra chercher la longueur de cette perpendiculaire.
Cette réponse, qui paraît exacte au premier abord , est cependant loin d’être complète; et l’erreur provient surtout de ce qu’on oublie que les droites et les plans employés ici comme moyens de solution, doivent toujours être considérés comme infinis (12); de sorte qu’il n’est point exact de dire que l’on mesurera la longueur de la perpendiculaire abaissée du point sur le plan, puisque cette ligne est infinie.
Voici de quelle manière la question devait être résolue.
Étant donnés [Jig. 80) le plan P et le point A ,
1"® opération. On tracera par le point A une droite mn perpendiculaire au plan donné.
2® opération. On déterminera le point B suivant lequel la perpendiculaire mn perce le plan P.
3® opération. On mesurera la longueur de la portion AB de perpendiculaire comprise entre le point donné et le plan.
La question étant ainsi décomposée, on commencera
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l’épure en exécutant successivement chacune des trois opérations précédentes, dans Tordre suivant lequel nous venons de les indiquer.
Ainsi :
opération. On tracera {fig. 79) par les points a et a! les deux droites ah, céU respectivement perpendiculaires sur les traces du plan p. Ces deux lignes seront les projections de la droite AB perpendiculaire sur le plan P
{fs- 80)-
2® opération. On déterminera (70) le point suivant lequel la droite ah, céV perce le plan p ; de sorte que ah, a'h' seront les deux projections de la portion de perpendiculaire comprise entre le point et le plan donné.
3® opération. On fera tourner la droite ah.^a'h' autour de la verticale projetante du point aa! ; ce qui donnera a'B pour la distance du point aa! au plan p.
Dans la figure 81 , le plan donné est parallèle à la ligne AZ , et la ligne ah, ah' , qui mesure la distance du point a au plan, se trouve rabattue en suivant sa véritable grandeur.
90. Supposons actuellement que Ton veuille déterminer la distance de deux plans parallèles p et p' (fîg. 83).
Représentons d’abord les deux plans donnés j)ar P et P^ {fig. 82), et cherchons quel doit être Tordre des opérations.
l®On construira (86) une droite quelconque mn perpendiculaire en meme temps aux deux plans P et P'.
La distance de ces plans étant partout la même, il est évident que la droite mn pourra être tracée où Ton voudra.
2° On déterminera (70) le point A, suivant lequel la droite mn perce le plan P.
44 PERPEINDICULARITÉ. PL. 12.
3® On déterminera de la même manière le point B, suivant lequel la droite mn perce le plan P'.
Alors AB sera la portion de perpendiculaire comprise entre les deux plans P et P', et représentera par conséquent leur distance.
On cherchera la grandeur de AB en opérant comme nous l’avons dit au n® 35.
Quoique j’aie indiqué par des renvois aux articles précédents lordre des constructions graphiques qui doivent être successivement exécutées , je répète qu’il ne faut pas com mencer l’épure avant d’avoir reconnu complètement quelles sont toutes les opérations simples dont se compose la question principale.
91 . On pourrait encore , pour obtenir la distance demandée , prendre un point quelconque situé dans l’un des deux plans (41 ) , puis mesurer la distance de ce point à l’autre plan , en opérant comme dans la question du n® 89.
92. Dans la figure 84, les plans donnés sont parallèles à la ligne AZ, et leur distance se trouve projetée en cù'h" , suivant sa véritable longueur.
93. Etant donnés un plan et un point y construire par le point un plan perpendiculaire au premier.
Soient {fig. 85, PL 12) le plan p et le point ad ; on fera 1® passer par le point une droite perpendiculaire a^u plan P (86); 2® on construira (51) autant de plans que l’on voudra contenant cette droite; tous ces plans seront perpendiculaires au plan donné. En effet, on sait ( Géoni.) que si une droite mn {/ig. 86 ) est perpendiculaire à un jjlan P, tout plan contenant cette droite mii sera aussi perpendiculaire au plan P.
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pas, à la vue d’une épure, savoir si deux plans sont perpendiculaires l’un cà l’autre, et que l’angle suivant lequel se coupent les deux traces n’apprend rien h. cet égard. Mais si l’on voulait mettre en évidence la perpendicularité de deux plans, on prendrait un point de leur intersection (59); puis, après avoir mené par ce point une perpendiculaire à l’un des plans (86) , on ferait les constructions nécessaires pour reconnaître si elle est contenue dans l’autre plan (^i-S).
95. Étant donnés un plan et une droite , construire par cette droite un second plan perpendiculaire au premier.
Soient [Jig. 87) le plan p et la droite aa' ; on prendra sur la droite un point quelconque mm'; puis après avoir mené par ce point une droite hb' perpendiculaire au plan donné, il n’y aura plus qu’à construire (55) un plan qui contienne ces deux droites; car il est évident qu’il sera perpendiculaire au plan donné, puisqu’il contiendra une droite hb' perpendiculaire à ce plan.
96. Nous avons vu (86) que pour exprimer quun plan est perpendiculaire sur une droite , il faut mener les traces du plan perpendiculaire sur les projections de la droite. D’après cela,
97. Par un point donné , faire passer un plan perpendiculaire a une droite donnée.
Soient ( /%. 88) aa! la droite donnée, et bV le point donné ; on mènera Vcï perpendiculaire à la projection verticale de la droite donnée. Celte ligne, considérée comme génératrice du plan demandé, aura pour projection horizontale hd , et son pied d appartiendra à la trace horizontale du plan cherché ; alors on pourra construire cette
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trace perpencHculairement à la projection horizontale de la ligne donnée, et par suite la trace verticale.
On aurait pu commencer par chercher un point de la trace verticale.
98. Par un point pris sur une droite metier des perpendiculaires à cette droite.
Etant donnée [ fig. 90) la droite ah^dh' on veut par le point hy mener des perpendiculaires à cette droite 5 on construira par le point un plan p perpendiculaire à la droite donnée, puis on fera passer par le point bV des droites situées dans le plan p (49) ; toutes ces droites seront perpendiculaires sur la droite donnée [fig- 89).
99. On voit, par la solution de ce problème, que lorsque deux droites sont perpendiculaires entre elles, leurs projections ne sont pas pour cela perpendiculaires ; de sorte que si U on as^ait les projections de deux droites., et que Von voulût savoir si elles sont perpendiculaires entre elles., il faudrait voir si , parmi tous les plans que Von peut faire passer par Vune d'elles (51) , il peut y en avoir un dont les traces seraient perpendiculaires sur les projections de Vautre ligne.
Mesurer la distance d'un point à une droite
Il est évident qu’il faut d’abord obtenir la perpendiculaire abaissée du point sur la droite donnée ; pour cela , représentons ( fig. 91) par A le point donné, et par B la droite donnée; 1® on mènera par le point A un plan P perpendiculaire sur la droite; 2“ on déterminera (70) l’intersection de la droite avec ce plan, ce qui donnera en G le pied de la perpendiculaire ; 3"joignanl ce point avec le point donné, on aura la perpendiculaire AG abaissée du point A sur la droite donnée; 4® il n’j aura plus qu’à chercher la véri-
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table grandeur de la perpendiculaire AG par le moyen indiqué (35).
Les constructions précédentes ont été exécutées {fig. 92).
Mesurer la distance de deux droites parallèles
Soient A, B {fig. 94) les deux droites données; 1" on
construira le plan P perpendiculaire sur ces droites ; 2® on déterminera (70) le point G suivant lequel ce plan coupe la droite A ; 3® on obtiendra de la même manière le point D, intersection du même plan avec la droite B j 4“ joignant GD, on aura une perpendiculaire aux deux parallèles données; carcesdeux lignes étant toutes deux perpendiculaires au plan p, sont perpendiculaires à la droite qui joint leurs pieds dans ce plan; 5" il n’y a plus qu’à chercher (35) la véritable grandeur de la perpendiculaire commune GD.
La figure 93 contient les opérations.
102. Parmi les problèmes que nous venons de résoudre , les plus remarquables sont ceux qui résultent de la combinaison de deux plans, de deux lignes, ou d’une ligne avec un plan.
103. Je rappellerai que l’inspection de l’épure suffit pour faire connaître le parallélisme de deux ])lans ou de deux lignes , tandis que l’on ne peut s’assurer que par une construction du parallélisme d’une ligne avec un plan.
Le contraire a lieu j)Our la perpendicularité; car, lorsqu’une ligne est perpendiculaire à un plan ou réciproijuement, les projections de la ligne sont perpendicuhiires sur les traces du [)Ian, au lieu (jue la perpendicularité de deux plans ou de deux lignes ne peut être reconnue que par une construction, puisque cette perpendicularité est indépendante de l’angle que font les traces des deux plans ou les projections des deux lignes que l’on compare.
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Mesurer la distance de deux droites quelconques
Soient, par exemple [fig. 96 , PL 15) , les deux droites
A et B , 1° on prendra sur B un point quelconque M ; 2° on mènera par le point M une ligne G parallèle à la droite A , 3° par les deux lignes B et G on construira un plan P (55). Ge plan sera parallèle à la droite A (83 ) ; on prendra ensuite sur la droite A un point quelconque N ; 5® l’on abaissera de ce point une ligne ND perpendiculaire au plan P (86); 6*^ on déterminera en D le pied de cette perpendiculaire; T on la fera mouvoir parallèlement à elle-méme jusqu’à ce qu’elle soit venue prendre la position KS. Je dis qu’alors elle sera perpendiculaire sur les deux droites données. En effet, KS étant parallèle à ND, sera , comme cette dernière ligne, perpendiculaire au plan P, et par conséquent à la droite SB qui passe par son pied dans ce plan; de plus, elle sera perpendiculaire à la droite AK qui est parallèle au même plan ( Gèoni. ). 8° Quand on a obtenu la ligne KS perpendiculaire sur les deux droites données, il ne reste plus qu’à en chercher la véritable grandeur (35).
L’épure (95) représente les constructions que l’on n’avait qu’indiquées dans la figure 96. Pour obtenir le résultat, il suffit d’exécuter ces constructions dans l’ordre suivant lequel on vient de les énoncer, en faisant pour cela usage des principes établis précédemment.
Pour plus de clarté, j’ai eu soin d’employer les mêmes lettres dans l’épure 95 et dans la figure auxiliaire 96 , pour désigner les mêmes points ou les mêmes lignes; seulement la ligne A est représentée sur l’épure par celle dont les projections sont ad , et ainsi pour les autres.
105. Trouver le centre et le rayon de la sphère dont la surface passerait par quatre points donnés.
Le centre d’une sphère étant à égale distance de tous
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les points de sa surface , il est évident ( Géoni.) que si l’on joint par une ligne droite deux points de cette surface, et que par le milieu de cette droite on mène un plan qui lui soit perpendiculaire; ce plan passera par le centre. D’nprès cela , étant donnés 97) quatre points aa, hh\ cc\dd\ on joindra le point a avec le point b ; puis, par le point i'w , milieu de la corde ab , on mènera (97) un plan p perpendiculaire à cette corde : ce plan contiendra le centre de la sphère demandée. De même par le pointez', milieu de la corde ^c, on mènera un plan p' perpendiculaire à cette corde : ce plan passera encore par le centre, enfin par le point uii\ milieu de cd. On mènera un troisième plan perpendiculaire à cette corde, et qui, par conséquent, contiendra aussi le centre de la sphère.
On aura par ce moyen trois plans contenant le centre de la sphère demandée. Cherchant (67) le point commun à ces trois plans , on aura le centre de cette sphère.
Après avoir obtenu le pointmm', qui représente le centre de la sphère, on joindra ce point avec un quelconque des points donnés qui , d’après la question , appartiennent à la surface , et la droite am^ a'm\ sera le rayon de la sphère. Cherchant enfin (35) la véritable longueur de ce rayon , on obtiendra la ligne Am' avec laquelle, des points m et m comme centres, on décrira deux cercles qui seront les projections verticale et horizontale de la sphère.
Il serait bon , avant de décrire les deux cercles dont je viens de parler, de s’assurer de l’exactitude des constructions. Pour cela , on joindrait le point m avec chacun des quatre points donnés, ce qui donnerait quatre rayons dont on chercherait la véritable longueur-, et si ces longueurs étaient égales , ce serait une preuve suffisante que le point obtenu est à égale distance des quatre points donnés , et que , par conséquent, il est le centre de la sphère qui passerait par ces quatre points.
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toc. Poui déterminer le point in , nous avons fait usa^e des plans perpendiculaires sur les milieux des trois cordes ah,hc,cd; mais si ces plans n’étaient pas commodéinent placés pour l’exécution de l’épure j il serait facile d’en trouver d’autres. En effet, si l’on joint par des droites et de toutes les manières possibles les quatre points donnés , on aura six cordes ab^ ac, ad, bc, bd, cd. Or, si par les milieux de chacune de- ces six cordes on mène des plans qui leur soient perpendiculaires, on obtiendra six plans passant par le centre de la sphère cherchée ; et comme trois de ces plans suffisent, on choisira ceux qui donneront les constructions des plus simples.
Si les quatre points étaient dans un meme plan, les cordes qui joindraient ces points seraient aussi contenues dans ce plan. Les plans menés perpendiculairement à ces cordes seraient, ainsi que leurs intersections, perpendiculaires au plan qui contiendrait les points donnés. Le centre de la sphère serait infiniment loin , et cette sphère ayant un rayon infiniment ^rand , sa surface se confondrait avec le plan passant par les points donnés.
Enfin , si ces quatre points étant dans un même plan , se trouvaient situées sur la circonférence d’un cercle, on le reconnaîtrait, paice que les plans per[)cndiculaires sur les milieux des cordes passeraient tous par une meme droite perpendiculaire au plan de ce cercle, et qui en contiendrait le centre, de sorte que le problème serait indéterminé, et que l’on pourrait prendre te! point de cette droite que l’on voudrait pour centre de la sphèt e demandée , et pour rayon la distance de ce point à l’un des points donnés.
On voit cjue dans ce cas le rayon pourrait être aussi grand que l’on voudrait, mais qu’il ne pourrait pas être plus petit que celui du cercle qui passerait par les points donnés.
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107. Nous avons résolu la question précédente d’une manière générale, mais assez souvent sans rien changer aux données d’une question ; on pent, par quelques considérations particulières^ en rendre la solution plus simple.
En efïet, nous n’avons tionné h nos plans de projection les noms de plan horizontal et de plan vertical , que parce que souvent , dans les applications , l’un de ces plans représente la terre ou un plan qui lui est parallèle; mais il ne faut pas en conclure que cela doive toujours être ainsi , et que l’on ne puisse pas s’écarter de cette convention.
11 est certain que, pourvu que l'on ne change rien aux données d’une question , il n’y aura rien non plus de changé dans le. résultat, et que, par conséquent , l’on doit rester le maître de choisir le système de plan de projection que l’on jugera le plus favorable à rexécution de l’épur;*; on peut même dire que si le but de la théorie est de généraliser les idées en dégageant les questions piincipales de toutes les circonstances particulières , l’art du praticien, au contraire , consiste à profiter de ces mêmes circonstances pour résoudre le cas particulier dont il s’occupe, de la manière la plus simple.
108. Ainsi, dans le problème précédent, on conçoit que, sans rien changer à la position relative des quatre points •donnés , on peut prendre ( /%• 08) pour l'un des plans de projection , celui f^ui contiendrait trois de ces ()oints, a, Z>, c , |)ar exemple, et pour second pl in de ju’ojection , un plan perpendiculaire rai premier et jiarallèle à la droite cd^ qui joindrait l’un des trois premiers points avec le (juatrième. Par ce moyen, les deux j)lans p et p se couperont suivant une droites perpcndiculaiie au plan abc ^ et ie troisième plan p” étant j)erj)endictdaire au second plan (Je projection, sera percé par la droite ^'en un jiüint inni ijui sera le centre de la sphère. Quant au rayon
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{am^a'm') on en cherchera la véritable longueur par le moyen connu (35).
CHAPITRE III
/^abattements.
109. Nous avons dit au n° 35 que, pour avoir la grandeur véritable de la portion de ligne droite qui joint deux points , il fallait faire tourner cette ligne jusqu’à ce qu’elle fut parallèle à l’un des plans de projection.
L’opération que je viens d’énoncer , et que l’on nomme rabattement . a servi dans la solution de plusieurs questions précédentes.
L’importance que les rabattements doivent acquérir par la suite dans les applications de la Géométrie descriptive doit nous engager dès à présent à présenter quelques considérations générales sur ce genre d’opération.
110. Je ferai d’abord remarquer qu’une épure, quelle qu’elle soit, n’est elle-même autre chose que le résultat d’un rabattement.
En effet, les deux plans de projection devant toujours faire un angle dans l’espace, ce n’est qu’au moyen d’un rabattement que l’un de ces plans a pu devenir le prolongement de l’autre.
Nous avons supposé (8) queleplanhorizontal avait tourné autour de la droite AZ, jusqu’à ce qu’il fût rabattu sur le prolongement du plan vertical^ on peut tout aussi bien admettre que c’est le plan vertical que l’on a rabattu sur le prolongement du plan horizontal. Cette dernière supposition sera même plus naturelle, toutes les fois que l’épure sera placée sur une table, comme cela est nécessaire pour l’exécution du travail graphique.
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Les plans de projection n'étant autre chose que des conceptions géométriques destinées à faciliter la solution des problèmes , ils sont toujours à la disposition de celui qui opère, et par conséquent on devra tâcher de choisir ces plans, de manière que les opérations graphiques qui en dépendent soient les plus simples possible.
Or, il est évident que, dans les eiiempîes des n®® 35 et suivants, on aurait évité le rabattement de la droite MN, si au lieu du plan vertical qui contient la ligne AZ , on avait pu prendre un plan vertical de projection parallèle à MN ; parce qu’alors la droite donnée mn , m’ n! , aurait été projetée sur ce plan dans sa véritable grandeur; mais on ne pourra pas toujours prendre dès l’origine le plan de projection le plus simple; c’est-à-dire que le plan qui serait le plus commode pour résoudre une certaine partie de la question ne sera pas toujours celui qui conviendrait le mieux pour une autre opération dépendant du même problème. Dans ce cas, on sera quelquefois conduit à prendre autant de plans de projections différents qu’il y aura d’opérations particulières dans la (question principale , et toutes ces projections auxiliaires devront être rabattues sur l’épure, chacune selon sa position.
111. Il existe d’ailleurs une classe particulière de questions qui peut presque toujours être résolue avec avantage par le moyen des rabattements.
On sait que les questions de géométrie sont de deux espèces : les unes appartiennent à la géométrie plane, et les autres dépendent de la géométrie à trois dimensions.
On dit qu’une question appartient à la Géométrie plane, lorsque les données, les résultats, et toutes les lignes d’opérations sont dans un même plan.
Or, toutes les fois que , parmi les questions particulières qui ,.par leur combinaison , devront concourir à la solution
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fliine question principale , il y aura quelques constructions (jui devront être exécutées dans un plan oblique ; on ra- ])attra ce plan sur l’épure; puis, après avoir exécuté les Oj)érations nécessaires, f)n ramènera le tout à la place qu’il doit occuper dans l’espace.
lia première chose à faire, lorsqu’on veut exécuter un rabîittement , c’est de choisir la droite autour de laquelle on veut faire tourner le plan que l’on rabat.
Nous donnerons à cette droite le nom à' axe ou de char^ 7/ière de rabattement, et nous la supposerons toujours immobile.
llâ. Les rabattements ayant principalement pour but d’obtenir certaines figures planes dans leur véritable grandeur, il faut que la droite prise pour axe soit parallèle à Viiri des plntis de projection ; car si on faisait tourner une figure plane autour d’une droiterjui ne satisferait pas à la condition cjue nous venons d’énoncer, la figure que l’on fèrait tourner, ne pouvant jamais être parallèle au plan de projection , ne se projetterait jamais siu ce plan dans sa véritable grandeur.
Lorsque l’on fait un rabattement, chaque point décrit dans l’espace un cercle qui a son centre sur l’axe de rotation , et qui a pour rayon la distance de cet axe au point que l’on rabat.
Les notions précédentes étant admises , nous allons compléter cette théorie par quelques exemples.
113. Supposons que l’on veuille rabattre le point rn^in' ( Jig. 99, PI 14)sur le plan horizontal qui contient la droite «A, a'b' et que l’on .ait choisi cette droite pour l’axe du rabattement.
Dansce mouvemen! , le point /nm' ne qui Itéra pas le plan vertical, qui a pour trace la droite mm^'’ perpendiculaire
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sur ab; et pour connaître la place que ce point doit venir occuper sur le plan horizontal qui contient la droite ah, il suffit de chercher la véritable grandeur de la droite mo, qui n’est autre chose que le rayon de l’arc de cercle parcouru par le point mm!, dans son mouvement autour de la droite ab, a!b\
Pour obtenir la grandeur de la droite mo, m'o', il faudra opérer, comme nous l’avons dit aux n®® 35,36, etc. -, c’està-dire que l’on fera tourner cette ligne autour de l’hori» zontale projetante du point o.
Le point 772m' décrit alors un arc de cerclé m'm" parallèle au plan vertical de jirojcction , et qui , par cette raison , doit avoir sa projection horizontale mm”' parallèle à la ligne AZ.
Par suite de cette opération , on aura m”'o pour la véritable grandeur de la droite mo, 77/0', et par conséquent pour la distance du point mm' à la droite ab.^a'b' ; de sorte qu’en ramenant m'''o dans la position 77i’''o, le point m’usera la place occupée par le point mm' rabattu en tournant autour de ab , sur le [)lan horizontal qui contient cette droite.
lU. Il est très-essentiel de rcmar([uer que, dans l’oj^ération précédente, il y a deux rabattements. L’un, qui se fait autour de ab , a pour l)üt de rabattre le point jnm! sur le plan horizontal a'b' .
Le second, qui a lieu autour de l’horizontale projetante du point O , sert à déterminer la distance du point mm' à la droite ab , que l’on a prise pour axe du rabattement.
115. L’opjéralion serait bien plus simple, si la droite que l’on prend pour axe du rabattement était perpendiculaire à l’un des pians de [irojection.
En ellét, dans ce cas ( /%. 100) , l’arc de cercle parcouru parle point mm' autour di' la droite «77' s'-ra parallèle au plan vertical de prtjection , t t la place du jioint 777/77', rabattu en m'” sur le plan horizon I al ani” , sera < ;éU;r minée <ii-
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rectement , puisque Ton connaît la distance a'm'àe ce point à la droite aa' .
Nous conclurons de ce qui précède,
1" Que les conditions essentielles pour qu’une droite puisse servir d’axe de rabattement , c’est qu’elle soit parallèle à ï un des plans de projection (112).
2® Que les constructions seront encore plus simples lorsque l’axe du rabattement sera perpendiculaire au plan de projection (115).
Or, dans un plan incliné quelconque , on pourra toujours choisir un axe parallèle à tel |)lan de projection que l’on voudra ; mais on ne pourra obtenir de perpendiculaire au plan de projection que dans les plans qui satisferaient euxmêmes à cette condition.
116. Cependant ce résultat pourra toujours être obtenu en prenant un plan auxiliaire de pi ojection perpendiculaire au plan que l’on veut rabattre.
En effet, reprenons la question que nous avons déjà résolue au n® 113, et proposons nous, comme alors, de rabattre le point mm' sur le plan horizontal a'b' , en le faisant autour de la droite ah, a'U .
Si nous remplaçons le plan vertical de projection par le plan auxiliaire pcm^'', et que nous concevions ce dernier plan rabattu sur l’épure en tournant autour de sa trace horizontale cni^'’, le point mm' aura pour nouvelle projection verticalele point m",queron obtiendra en faisant et la droite horizontale ab,a'b' étant perpendiculaire au nouveau plan vertical de projection pcm}'’ , elle se projettera sur ce plan par un seul point o', de sorte que le chemin parcouru par le point mm' sera représenté sur le nouveau plan de projection par l’arc de cercle m"m'"^ ce qui donnera pour la place que vient occuper le point mm' rabattu sur le plan horizontal n'b' .
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117. Cette disposition d’épure contribue beaucoup à faire comprendre renchaînemenl des idées, parce qu’elle permet de projeter les arcs parcourus par chacun des points que l’on fait tourner.
118. On devra aussi éviter, autant que possible , de faire un rabattement sur une partie de l’épure qui serait déjà occupée par un autre rabattement ou par une projection.
119. Les principes que nous venons d’exposer, et c[ui seront fréquemment employés par la suite, correspondent au problème connu dans l’analyse algébrique sous le nom de transformation de coordonnées. Là , comme ici , le choix des axes ou des plans coordonnés est une des parties les plus importantes de la solution des problèmes.
Nous allons reprendre , comme exercices , quelques-unes des questions qui ont été résolues dans le chapitre précédent.
Déterminer ta distance d'un point à un plan
Supposons qu’il s’agisse de déterminer la distance du
point aa' au plan p (fîg. 102).
1*^® opération. On construira d’abord le jjlan vertical p' perpendiculaire sur la trace horizontale du plan p, et par conséquent perpendiculaire à ce plan.
Le plan p contiendra la perpendiculaire abaissée du point aa sur le plan p.
2® opération. On fera tourner le plan p' autour de sa trace verticale, jusqu’à ce qu’il soit rabattu sur le plan vertical de projection.
Dans ce mouvement , le point «a’ viendra se placer en a" , et le point s en s\ après avoir décrit deux arcs horizontaux dont les centres o et o' ont tous deux le point o pour projection horizontale.
ir opération. On tracera la ligne us\ qui sera l’inter-
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section du plan donné p par le plan auxiliaire p' ; et la droite a"b'\ perpendiculaire sur sera la distance du point aa" au plan p.
En efïét , les deux plans p et p' étant perpendiculaires entre eux, la droite a"b'\ située dans le plan p' et perpendiculaire à l’intersection p-j', est aussi perpendiculaire au plan p, et mesure par conséquent la distance de ce plan au point donné aa! .
Si on voulait avoir la projection verticale de la perpendiculaire aV, on ramènerait cette lii^ne dans le plan p, ce qui donnerait a'U .
Il est évident qu’au lieu du plan vertical p\ on aurait pu employer un plan perpendiculaire à la trace verticale du plan donné. Dans ce cas on rabattrait ce plan sur le plan horizontal.
12i. Mesurer la distance de deux plans parallèles (% 103).
opération. On construira le plan p" perpendiculaire sur les traces horizontales des deux plans donnés, et par conséquent perpendiculaire à ces deux plans.
2® opération . On ral)attra le plan p" en le faisant tourner autour de sa trace verticale, ce qui donnera les deux droites tA' provenant de l’intersection des deux plans p dp' par le plan auxiliaire p" .
On remarquera que les deux droi tes p-'.s' doivent être parallèles entre elles, puisqu’elles sont les intersections de deux j)lans parallèles par un troisième plan.
3® opération. La droite mn , perpendiculaire aux deux droites r-j*, us, sera la distance des deux plans p et p' .
Déterminer la distance d’un point à une droite
(fig. 104).
opération. Cpncevons par le point donné aa' un pian horizontal p.
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L'inlersection de ce plan par la droite donnée sera un l'.oint JL que l’on projettera en ji sur le plan horizontal.
2® opèt'ation. La ligne droite aii,a'ji' sera une horizontale située dans le plan qui contient le point et la droite donnée.
3® opéi'ation. Nous ferons tourner la droite hm.,Vni' autour de Thorizontale aii^ a'n\ jusqu’à ce qu’elle soit ramenée dans le plan horizontal p.
Dans ce mouvement , le point nn' ne changera pas de place, puisqu^il appartient à la droite an^a!ji\ que nous prenons pour axe de rabattement. Mais si nous prenons, sur la droite donnée , un point quelconque mtii' , il est évident que ce point, en tournant autour de an, ne quittera pas le plan vertical qui aurait pour trace la droite perpendiculaire sur an. De sorte qu’en cherchant, comme nous l’avons fait au n® 113 , la distance du point mm' à la droite an, a! jl nous ohliendrons nd'" pour la place occupée par le point uuii rabattu sur le plan p.
11 ne restera donc plus qu’à tracer la droite nm^'’ et la perpendiculaire au, qui sera la distance demandée.
123. Mesuj'cr la distance de deux di'oites paj'allëles (%.105).
D On coupera, comme précédemment, les deux droites données par un plan horizontal; ce (jui donnera deux points ^ et i\
2° On joindra ces deux points par la droite si', qui sera une horizontale située dans le plan des deux droites données, et qui,’ pour celte raison, remplira les conditions nécessaires pour former un axe de rabattement (112).
3° On cherchera, comme précédemment, la distance om*^ d’un point quelconque mm' à la droite j/’, de sorte que /’m"^ sera l’une des parallèles données rabattue sur le plan horizontal.
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La deuxième parallèle sa" sera déterminée, puisque l’on connaît un de ses points 5 et sa direction parallèle à rm^\
4® Tl ne restera plus qu’à construire la perpendiculaire îiUf qui sera la distance cherchée.
124. Mesurer la distance de deux droites quelconques. Nous remarquerons d’abord [Jig. 110, PL 15) que si l’une des deux droites données aa' était perpendiculaire à l’un des plans de projection, la perpendiculaire commune ac^a"c" serait parallèle au même plan de projection et par conséquent se projetterait sur ce plan dans sa véritable grandeur.
Il sera facile de parvenir à ce résultat par deux rabattements successifs.
1®'' rabattement. On fera tourner les deux droites données {Jig. 106) jusqu’à ce que l’une d’elles, la droite a par exemple, soit parallèle au plan vertical de projection.
Si on choisit pour l’axe de ce premier rabattement la verticale qui contient le point m , les points m! et m" resteront immobiles.
Le point w, pris où l’on voudra sur la droite a, viendra se placer en u' , après avoir parcouru l’arc horizontal uu' ; de sorte que a! , a! seront les nouvelles projections de la droite a.
Pendant que le point u parcourt l’axe horizontal uu\ le point ^ appartenant à la droite b décrit un arc égal à uu' ; parce que l’on peut toujours choisir les deux points à égale distance de l’axe de rotation m, nim" .
On joindra avec le point mm'', et l’on aura ù',^' pour les nouvelles projections de la droite b.
2® rabattement. L’opération précédente avait pour but d’amener la droite a dans une position a! parallèle au plan vertical de projection. Nous allons actuellement (aire tour-
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ner les deux droites jusrju’à ce que la première soit perpendiculaire au plan horizontal.
Si nous prenons pour Taxe de ce deuxième rabattement la droite qui contient le point w, et qui est perpendiculaire au plan vertical de projection , les deux points n' et n” resteront immobiles.
Les deux points XjP»', pris à égale distance de Taxe de rotation , le premier sur la droite a’ et le second sur décriront deux arcs égaux xx', oV” parallèles tous deux au plan vertical de projection.
Par ce mouvement, la droites' devient perpendiculaire au plan horizontal de projection; d’où il résulte que sa projection sur ce plan se réduit à un seul point a”.
De [)lus, l’arc oV'' décrit par le point o' se projettera sur le plan horizontal par la droite oV" et le point parvenu en o”, étant joint avec n”, on aura 7ib'\ n”b" pour les nouvelles projections de la droite b\
Ainsi les deux droites a\ b' sont arrivées dans les positions ci\V\ et l’une d’elles étant alors perpendiculaire au plan horizontal de projection^la perpendiculaire commune sera horizontale, et sa projection d'c sera la distance des deux droites données.
La solution précédente est due à M. Ollwier. .
125. Une droite ac,a c' (fîg. 109) étant donnée dans un plan oblique p, construire un quarré qui aurait pour côté la droite donnée et qui soit situé dans le plan p.
Cette (|uestion est évidemment du genre de celles dont nous avons parlé au n" 111. Ainsi.
1*^® opération. On rabattra le plan donné en le faisant tourner autour de sa trace horizontale.
Par suite de ce mouvement, la droite donnée deviendra a!'c'\
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2® opération. On construira un quarré qui ait pour côté cette droite.
3® opération. On ramènera le plan à sa place, ce qui donnera acxz pour la projection horizontale du quarré demandé.
/|.® opération. On déduira la projection verticale en employant le principe du n® 4-1.
Les constructions pourront être simplifiées en prenant un plan auxiliaire de projection p" perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné, parce qu’alors les arcs de cercles parcourus par les dilférents points du plan p^ lorsque l’on rabat ce [)lan ou qu’on le ramène ii sa j)lace , se projetteront par des arcs de cercles sur le plan auxiliaire p" (116).
On fera bien aussi , comme étude, de vérifier les points où les côtés prolongés du quarré rencontreront le plan horizontal, le plan vertical, ou le plan auxiliaire de projection.
126. Dans la figure 107 on s’est proposé de construire les deux projections d’ui:j cercle situé dans un plan parallèle à la droite AZ.
Pour y parvenir, on a d’abord labattule plan donné, on a décrit le cercle, et l’on a ensuite ramené le tout à sa place.
Les arcs de cercles parcourus dans ces diflférentes opérations sont projetés par des arcs de cercles sur le plan auxiliaire p\
La tangenie a été construite dans le rabattement, d’où on l’a ensuite ramenée à sa place.
Ce qui précède sulïit pour faire comprendre l’utilité des rabattements. Les exemples de ce genre peuvent être multipliés à Tinfîni , et nous rencontrerons souvent, par la suite, l’occasion d’appliquer avec avantage ce mode j)arhculier d’opération.
127. Dans la figure 108 on s"est proposé de déterminer dillérents points sur les deux projections ae, oüe d’un cercle dont le plan est perpendiculaire à la li^ne AZ.
CHAPITRE IV
Angles des lignes.
128. Étant donné (fig. 111, PL 16) les projections de deïix droites (aa',bV) on demande de construire l’angle que ces deux droites font entre elles.
On cherchera d’abord les points (cc', dd^) où les droites données vont percer le plans horizontal; puis, prenant la droite cd pour axe , on fera tourner le plan des deux droites données autour de cette liijne, jusqu’à ce qu'il soit ra!)atlu sur le plan horizontal de projection. Dans ce mouvement, le sommet de l’angle que les droites font entre elles décrira un cercle dont le centre sera placé en nu! sur l’axe du rabattement. Le p'an de ce cercle étant vertical , il aura pour projection horizontale la droite uss"\ et pour rayon la véritable grandeur de la droite su^s’u. On cherchera (35) cette longueur représentée sur l’épure par la ligne us", et on la portera de u en s'" ; ce qui donnera la position que le sommet de l’angle viendra j)rendre sur le plan horizontal. Enün , si l’on joint le point s'" avec c et d, on aura l’angle (îemandé cs"'d rabattu sur le plan horizontal.
La construction précédente nous a donné l’angle aigu que les deux droites font entre elles ; si l’on voulait avoir l’angle obtus, il' suffirait de prolonger un des côtés de l’angle obtenu.
Si les points c, d, étaient liors des limites de l’épure,
on pourrait faire le raballement autour de toute autre ligne horizontale , telle que eo, eV, située dans le plan des deux lignes données.
On pourrait encore, si cela était plus commode, pr endre poui axe du rabattement une ligne parallèle au plan vertical ; dans ce cas, on ferait tourner le plan de l’angle jusqu^à ce qu’il soit parallèle au plan vertical de projection.
129. Dans la figure 112, on a cherché l’angle formé par les lignes aa' et bbf mais comme la première de ces lignes était parallèle au plan horizontal, il était naturel de la prendre [)Our axe du rabattement. On a pris sur la droite bb' un point quelconque mm' ; puis, après avoir cherché la véritable distance um” de ce point à la droite sa, on a porté cette distance de u en m!” ^ ce qui a donné la position du point m rabattu sur le plan horizontal qui contient la ligne aa' ; joignant enfin m'" avec 5, on a obtenu m'"su pour la grandeur de l’angle cherché.
130. Dans la figure 113, l’un des côtés de l’angle cherché est vertical. Prenant ce côté aa' par axe , on a fiât tourner le plan des deux droites jusqu’à ce qu’il soit arrivé dans la posion au. Alors il se trouve projeté en a!s'u' selon sa véritable grandeur.
131. Dans les exemples précédents, nous avons supposé que les droites données se coupaient; mais dans la Géométrie descriptive comme dans l’analyse algébrique , on considère l’inclinaison de deux droites indépendamment de leur intersection. D’après cela, si l’on demandait de construire V angle que font entre elles deux droites qui ne se coupent pas, on prendrait un point quelconque sur l’une d’elles ; puis , après avoir mené par ce point une parallèle à l’autre, l’angle que l’on formerait par ce moyen représenterait l’inclinaison des deux lignes données; on
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chercherait sa grandeur par la construction précédente.
132. Partager en deux parties égales l'angle que deux droites font entre elles.
Soit {fig. IH) les deux droites {aa\hP) \ on prendra la droite (cr/. pour axe, et l’on fera tourner l’angle jusqu’à ce qu’il soit rahatlu sur le plan horizontal en cfd. Dans cette position qui donne la véritable grandeur, on le partagera en deux jjarties égales {Gêoni.) par la droite mais cette ligne, qui doit être dans le plan de l’angle, est encore rabattue sur le plan horizontal, il reste donc à la ramènera sa place. Or, le point où cette droite coupe l’axe du rabattement ne devant pas bouger, il suffira de concevoir le point s" revetm à sa position 5, ce qui donnera svf pour la projection horizontale de la droite demandée. Le poinl^^appartenant h la droite cd fait partie du plan horizontal, et, par conséquent, se projettera en v sur la ligne AZ ; menant iV , on aura la projection verticale de la même ligne.
Nous avons partagé en deux parties égales l’angle aigu formé par les «leux droites données. On trouverait de la même manière les projections (5n, i'a') de la droite qui partagerait l’angle obtus.
On conçoit qu’il faudrait opércrde la même manièresi . au lieu de partager l’angle donné en parties égales, on voulait le partager dans un autre rapport; ou bien encore si l’on voulait , dans un plan donné, construire une droite faisant un angle donné avec une autre ligne de ce plan.
Angles des lignes et des plans.
Construire V angle quiine droite fait auec un plan
On sait {Géom.) que l’angle d’une droite avec un pian se mesure par l’angle que cette droite fait avec sa projection sur ce plan.
Ainsi l’angle que la droite SG ( fi^. 115) fait avec le plan P aurait pour mesure SCB ou son égal GSD ; mais pour éviter la construction de la ligne GB, on remarquera que l’angle demandé GSD est le complément de l’angle que la ligne donnée ferait avec la ligne SB perpendiculaire au plan P, d’où résulte la construction qui suit : 1® on prendra (y%. 115, 116) sur la droite donnée un point quelconque S ; 2® on abaissera de ce ]mint la ligne SB perpendiculaire au plan donné ; 3’’ on rabattra l’angle BSG que ces droites font entre elles; 4® on en prendra le complément.
134. Construire les angles quune droite fait avec les plans de projection.
Soit la droite donnée {ab,o!b') [fig. 117); l’angle que cettedroite fait avec le planborizontalest situé dans le plan vertical qui contient cette droite et sa projection. Prenant pour axe la verticale a'u\ on fera tourner ce plan jusqu’à ce que le sommet {bb') de l’angle cherché soit arrivé au point y' . Alors cet angle étant parallèle au plan vertical , sera projeté en a!b"u\ selon sa véritable grandeur.
Le plan de l’angle formé par la droite avec le plan vertical, contenant cette droite et sa projection verticale a'b\ on le fera tourner autour de l’horizontale bo.^ jusqu’à ce que le sommet [aa!) soit venu se placer en a"; ce qui donnera ùaV pour la véritable grandeur de l’angle que la droite donnée fait avec le plan vertical.
135. Si la droite donnée {ab,a!V) {fig* 118) était perpendiculaire à la ligne AZ , un même plan contiendrait les deux angles que cette droite ferait avec les plans de projection, et le rabattement de ce plan sur le plan vertical donnerait en même temps ces deux angles, dont l’un aurait le sommet en a' et l’autre en b" .
On pourrait aussi les rabattre sur le plan horizontal.
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136. Construire une droite qui fasse des angles donnés avec les plans de projection.
Représentons [fig. 119) par v l’angle que la droite demandée doit faire avec le plan vertical, et par h Tangle de cette même droite avec le plan horizontal. On construira en a l’angle h au-dessus de la ligne AZ, et Tangle v au-dessous, puis on prendra deux distances égales ac\ ad.
Supposons que ad soit la ligne demandée rabattue sur le plan vertical; si nous ramenons cette droite à la place qu’elle doit occuper dans l’espace , en la faisant tourner autour de la verticale du point de manière qu’elle fasse toujours le même angle avec le plan horizontal, le point cd décrira un cercle horizontal {cb,dd). Si, de plus, nous regardons ad comme le rabattement de la même droite sur le plan horizontal; en ramenant cette ligne à sa place, le point dd' décrira un cercle {db^ d'b') parallèle au plan vertical. Or, les points cd et dd' qui appartiennent tous deux à la droite demandée étant à égale distance du point a, ne doivent faire qu’un seul et même point , et comme ce point doit se trouver en même tem[)S sur les deux cercles dont nous venons de parler, il sera au point bU où ces deux cercles se coupent, de sorte que {ab,db') sont les deux projections de la droite cherchée.
On est assuré que les cercles se coupent, parce que les points b et b' sont sur une même perpendiculaire à la ligne AZ.
Si la somme des deux angles donnés était égale à un angle droit, les deux cercles se toucheraient au lieu de se couper, et la droite demandée serait perpendiculaire à la ligne AZ.
Enfin, si la somme de ces angles était plus grande qu’un angle droit , les deux cercles n’auraient pas de point commun , (et le problème serait impossible. En
efliet, si l’on place une droite quelconque dans le plan vertical, et si, en partant de celle position, on la fait tourner de manière qu’elle fasse toujours le meme angle avec le plan horizontal , on conçoit que l’angle avec le plan vertical , qui d’abord était nul, augmentera jusqu’à ce que la droite soit venue se placer dans un plan perpendiculaire à la lierne AZ. Alors la somme des deux ani;les vaudra un ansrle
droit et aura atteint son maximum ; car il est évident que si l’on continue à faire tourner la droite, l’angle avec le plan vertical diminuera de nouveau, jusqu’à ce qu’il devienne nul comme il l’était avant que l’on eût commencé à faire mouvoir la dioite.
Si l’on prolongeait les projections verticales et horizontales des deux cercles, on aurait un second point d’intersection, et par suite une seconde position de la droite demandée. Nommons ( ac, aV) les projections de cette seconde droite, et supposons, pour mieux fixer les idées, que l’on ait transporté le point a hors de la ligne AZ , comme on le voit [fig- 120 ) ; il sera facile de s’assurer que les quatre droites (ac,rtV), («c”, aV), (aû, a'û'), («û”, a'û'), satisfont toutes les quatre aux conditions demandées. Ces droites sont les arêtes d’une pyramide quadrangulaire qui aurait pour base le rectangle cc"û"û, et pour sommet le point aa! ,
Si l’on demandait que la droite passât par un point donné, il est évident qu’après avoir fait la construction précédente, il n’y aurait plus qu’à mener par ce point des parallèles aux lignes que l’on aurait obtenues.
Angles des plans,
Construire U angle que deux plans font entre eux
On sait ( Géom.) ({ue pour avoir l’angle de deux plans
il faut mesurer Tangle que font entre elles deux droites menées dans chacun de ces plans , perpendiculairement à un meme point de leur intersection.
Soit (y7^. 121, PI. 17) les deux plans p et p' ; on construira (59) la projection horizontale vli de l’inlersertion de ces deux plans, puis on mènera perpendiculairement à cette ligne la droite p" qui représentera la trace horizontale du plan dans lequel se trouve l’angle que l’on cherche. Si l’on fait tourner ce plan autour de sa trace p" pour le rabattre sur le plan horizontal , le sommet de l’angle faisant partie de l’intersection des deux plans se meut dans le plan vertical v vh , et ne peut, par conséquent, se rabattre sur la ligne vh. Il ne reste donc plus qu’à connaître sa distance à la ligne p" que l’on prend ici pour axe du rabattement ; pour cela , faisons tourner le plan i>vh autour de sa trace verticale vv' . L’intersection des deux plans donnés viendra prendre, dans le plan vertical, la position vh' ; le point m, qui re[)résente le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle demandé sur la ligne p'\ se rabattra en u\ et abaissant du point U une perpemliculaire sur wh' , cette perpendiculaire lis' représentera le plan de l’angle cherché et donnera en même temps la distance du sommet de cet angle à la ligne p" ; de sorte qu’en portant cette longueur s'u! de u en 5, on aura asb pour l’angle demandé rabattu sur le plan horizontal.
Par cette construction , nous avons évité de construire la projection de l’angle cherché dont on ne demandait que la véritable grandeur.
138. On pourrait rabattre le plan vertical sur le plan horizontal. Dans ce cas, l’intersection des deux plans serait représentée par et le sommet de l’angle cherché par 5",
On pourrait encore, si cela était plus commode, faire sur le plan vertical toutes les constructions que nous avons faites sur le plan horizontal.
139. Dans la figure 122, les traces horizontales des plans donnés se coupent derrière le plan vertical ; cela ne change rien à Tordre des constructions , qui sont seulement disposées dans un autre sens. L’intersection des deux plans est rabattue sur le plan horizontal en
140. Dans la figure 123, Tun des plans donnés est parallèle à la ligne AZ.
141. Dans la figure 124 , les deux plans donnés , et par conséquent leur intersection , sont parallèles à la ligne AZ : Tangle demandé est compris dans un plan p" perpendiculaire aux deux plans de projection , et se trouve rabattu en s" suivant sa véritable grandeur.
142. Dans la figure 125, Tintersection des plans donnés est parallèle au plan horizontal, mais cela ne change rien à la manière d’opérer.
143. On peut encore trouver Tangle de deux plans d’une autre manière.
Il est facile de s’assurer {Gèom. ) que deux plans étant donnés, si d’un point pris où Ton voudra dans l’espace, on abaisse des perpendiculaires sur ces plans, Tangle que ces perpendiculaires feront entre elles sera le même que 1 angle des deux plans. D’après cela , étant donnés les deux plans P ktiÿ [ fig. 126), on prendra sur leur intersection ou partout ailleurs, un point quelconque 55', et après avoir mené ( 86) par ce point des perpendiculaires {aa\ bb') aux deux plans donnés, on cherchera (128) Tangle que ces deux droites* feront entre elles.
PI, 18. Ï-ES ANGLES
\kk. Construire l'angle quiin pla7i donné fait avec les plans de projection.
L’angle que le plan p {fig. 127, 128, PL 18) fait avec le plan horizontal , étant situé clans le plan vertical p\ on fera tourner ce plan autour de sa trace verticale jusqu’à ce que le point 5, sommet de Tangle cherché , soit venu se placer en s' sur la ligne AZ ; ce qui donnera l’angle h pour l’inclinaison avec le plan horizontal.
De même, l’angle que le plan donné fait avec le plan vertical étant situé dans le plan p'\ son sommet u se rabattra en u\ et l’angle v représentera l’inclinaison avec le plan vertical.
145. Construire un plan faisant des angles donnés avec les plans de projection.
On sait ( Géom.) que si une droite et un plan sont perpendiculaires l’un à l’autre, les angles que cette droite et ce plan feront avec un autre plan sont compléments l’un de l’autre; diaprés cela, si l’on voulait construire un plan faisant avec les plans de projection des angles représentés [fig. 129) par h et par p», on construirait d’abord (136) la droite [ad] faisant avec les plans de projection des angles lé et v\ compléments des angles donnés , puis on mènerait ( fig. 130) un plan p perpendiculaire sur cette droite.
Si le plan devait être assujetti à passer par un point donné on emploierait la construction (97).
Nous avons vu (136) que par un point donné on pouvait faire passer quatre droites faisant , avec les plans de projection, des angles donnés; il en résulte que l’on pourra pareillement faire passer par un point, quatre plans faisant avec les plans de projection, des angles donnés (/i, v). Ces plans sont représentés ( fg. 130) par p>p'^p'\p"'; ils forment les quatre faces d’une pyramide quadrangulaire dont la section horizontale serait le losange ahcd.
146. Nous avons vu encore (136) que la somme des angles qu'une droite fait avec les plans de projection ne peut jamais êt;e plus grande qu’un angle droit. Ainsi, dans l’exemple présent , i^'+//ne pouvant pas valoir plus d’un angle droit, la somme de leurs compléments ne peut pas être plu< petite qu’un angle droit. Donc, pour que le problème que nous venons de résoudre soit possible, il faut que la somme des angles donnés soit plus grande , ou au moins égale à un angle droit : dans ce dernier cas , le plan cherché serait parallèle à la ligne AZ.
147. Construire un plan passant par V intersection de deux plans donnés y et qui partage t angle quils font entre eux en parties égales.
Le plan demandé devant contenir la ligne [fig- 131, 1 34 ) qui représente l’intersection des deux plans donnés, sa trace horizontale doit passer par A, et sa trace verticale par (84). 11 ne reste donc qu’a trouver un second point de l’une de ces traces : pour cela, on rabattra sur le plan horizontal l’angle asb que les deux plans donnés font entre eux, et l’on construira la droite su qui partage cet angle en deux parties égales. Le point u où cette droite perce le plan horizontal appartiendra à la trace horizontale du plan cherché. Après avoir construit cette tr.ice A«, on fera passer la trace verticale par le point et l’on aura satisfait à la question.
En eflet, les trois droites say su, sb, étant situées dans le plan p" perpendiculaire à l’intersection commune des trois plans p^p\p"\ les angles que ces lignes font entre elles mesurent les inclinaisons de ces trois plans (137); et puisque su partage l'angle asb en deux parties égales, le plan j^>"',qui contient^a, partagera l’angle des deux autres plans aussi en parties égales.
Il est bon de remarquer que l’on n’a pas ramené la ligne
su à sa place, parce qu’il suffisait (51) d’avoir le point où cette ligne perce le plan horizontal.
Nous avons partagé en deux parties égales l’angle obtus formé par les deux plans donnés; on opérerait de la même manière pour obtenir le plan qui partage l’angle aigu en deux parties égales.
14-8. Les mêmes moyens seraient employés si l’on voulait partager l’angle de deux plans suivant tout autre rapport.
149. Étant donnés wi plan et une droite située dans ce plan , on veut faire passer par cette droite un second plan faisant avec le premier un angle donné,
Soit(yi^. 132) le plan donné p, la droite donnée {yliyv'K) et l’angle donné A.
Le plan demandé devant contenir la droite sa
trace v< rticale passera par le point v et sa trace horizontale par h. Pour avoir un autre point de cette dernière trace, on construira le plan p” perpendiculaire sur la ligne donnée, qui doit être l’intersection du plan donné avec celui que l’on cherche, et après avoir rabattu sur le plan horizontal la ligne sa provenant de l’intersection du plan donné par le plan p'\ on construira l’angle asu égal à l’angle donné A, et le point u sera un point de la trace horizontale du point cherché. En effet, si l’on compare cette construction avec celle indiquée (137), il est facile de reconnaître que l’angle asu est égale à l’angle A , qui mesure l’inclinaison des plans p et p\
En construisant l’angle aso , on obtiendrait en o un point de la trace horizontale d’un plan qui satisferait pareillement aux conditions demandées.
ioO. Dans la figure 133, le plan p' partage en deux
parties égales Tangle que le plan p fait avec le plan horizontal.
151 . Trouver le centre et le rayon (Tue sphère dont la surface serait tangente à quatre plans donnés.
Il est évident que cela revient à trouver un point également éloigné de ces quatre plans. Or, si par l’intersection de deux plans on en mène un troisième qui parlage l’angle des deux premiers en parties égales, il est certain {Géom.) que tous les points de ce plan seront à égale distance des deux premiers, d’où résulte la construction suivante.
Soitp,p'^p",p’" ( fg. 19) les quatre plans don-
nés. On construira un plan p^"' qui partage en deux parties égales l’angle des plans p et p' (H7). Ce plan contiendra le centre de la sphère cherchée ; on construira de la meme manière le plan p^ qui partage en deux parties égales l’angle des plans p’ et p". Enfin le plan qui partage en deux parties égales l’angle des plans p” et p”\ contiendra encore le point cherché que l’on obtiendra en cherchant l’intersection des trois plans (67); quand aura obtenu
en [mm')\e centre de la sphère, on abaissera de ce point une perpendiculaire sur l’un des plans donnés, et après avoir obtenu le pied de cette perpendiculaire , on en mesurera la longueur (89, 120) ; ce qui donnera le rayon avec lequel , des points (m, né) comme centres, on décrira deux cercles qui seront les projections verticale et horizontale de la s()hère demandée.
En combinant les quatre plans donnés deux à deux de toutes les manières possibles, on obtient six combinaisons pp\pp”,pp"', p'p’\ p'p'",p''p’”- Si l’on partage en parties égales les angles formés par chacune de ces combinaisons, on aura six plans qui contiendront le point cherché , et l’on choisira parmi ces six plans les trois qui donneront les constructions les plus simples.
Les quatre plans donnés forment , dans l’espace , une py-
ramide qiiadrangulaire , et en partageant comme nous l’avons fai 136) les angles dont l’ouverture est dirigée dans
l’intérieur de la pyramide, nous avons obtenu la sphère inscrite ; mais si nous avions partagé les angles extérieurs en parties égales par des plans, les intersections de ces plans auraient encore donné quatre points que l’on pourrait prendre pour les centres d’autant de sphères tangentes aux plans donnés , chacune de ces sphères toucherait en dehors l’une des faces de la pyramide, et les prolongements des trois autres faces. 11 y aurait donc en tout cinq solutions.
Pour reconnaître, parmi les plans qui partagent en parties égales les angles des plans donnés, qriels sont ceux qui sont dirigés dans l’intérieur de la pyramide, on pourra opérer de la manière suivante:
On déterminera {(SI), fig. 137:
1° Le point A provenant de l’intersection des trois plans
2® Le point B, intersection de trois plans p,p\p"';
3° Le point G, intersection des trois plans p, p"-,p'”;
4° Enfin, le point D, intersection des trois plans p\p"^p'”.
Or, il est évident que le plan qui partage en deux parties égales l’angle des faces ABD, ABC, sera dirigé dans l’intérieur de la pyramide, s’il coupe l’arête CD entre les deux points G etD. Dans le cas contraire, il passera en dehors, et par conséquent il contiendra le centre de l’une des quatre sphères extérieures.
Si le lecteur veut construire les projections de ces sphères , il fera bien de placer les données de la planche 19 au milieu d’une demi-feuille de papier grand aigle dont la plus grande dimension serait parallèle à la ligne AZ.
S’il prend d’autres plans , il devra étudier d’avance leur disposition , parce que , sans cela , les centres de quelquesunes des sphères cherchées pourraient se trouver fort loin en dehors des limites de l’épure.
Quand les données seront placées , on pourra opérer dans l’ordre suivant :
Sphère intérieure. On partaj^era en deux parties égales trois f[uelconf|ues des angles formés à l’intérieur de la pyramide par les plans pp\pp" , pp"'-)p'p\p'p'\p"p'"-
sphère extérieure. On partagera les angles formés à l’extérieur de la pyramide par les plans pp\ pp\pp">
2® sphère extérieure On partagera les angles extérieurs formés par les plans p'p, p'p" ^p’p"'>
3® sphère extérieure. On partagera les angles extérieurs formés par les plans p"p^p’'p p”p"-
4*® sphère extérieure. On partai:era les angles extérieurs formés par les plans p"'p* p”'p\p'''p"‘
La question que nous venons de résoudre a beaucoup d’analogie avec le problème de géométrie plane , dans lequel on inscrit un cercle dans un triangle 135); là on partage les angles du triangle, et ici les angles de la pyramide, en parties égales.
Dans le premier problème, on obtient quatre cercles tangents aux trois droites qui forment les côtés du triangle donné, tandis que, dans le problème précédent, il y a cinq sphères tangentes aux plans qui forment les faces de la pyramide.
152. En proposant cette question comme exercice, j’ai cru devoir placer les plans donnés dans une position quelconque ; maison pourrait, par un choix convenable de plans coordonnés, en rendre la solution plus simple. En efi’et, nous l’avons déjà dit (107), pourvu que l’on ne change rien aux données de la question , on peut toujours choisir tels plans de projection que l’on voudra.
D’après cela, plaçons horizontalement ( Jig. 138, PI. 20) l’un des quatre plans donnés, le plan p, par exemple, et prenor s pour plan vertical de projection un plan perpen-
diculaire au plan p' ; les lignes p'' et étant les traces horizontales des deuxautres plans donnés, et le point {s, 5') étant le sommet de la pyramide formée par les quatre plans ; sera le plan qui partage en deux parties égales l’angle des plans P et p' , et sa trace verticale contiendra la projection verticale du centre de la sphère demandée. L’angle des plans P et p'\ situé dans le plan vertical se rabattra en et la ligne qui partage cet angle en deux parties égales, rencontrera en o' la ligne verticale qui contient le point (5, .s'). L’angle des plans p et p"\ projelé suivant su y se rabattra en u” et sera partagé en deux parties égales par qui rencontrera en h’ la même verticale s\ Concevons maintenant ( 65 ) un plan auxiliaire ^ , parallèle au plan vertical de projection ; ce y)lan contiendra en a! et o' deux points du plan p" , qui partage en deux parties égales l’angle des deux plans p et p" ; de sorte qu’il coupera ce plan suivant la droite a!o' , Par la même raison il coupera suivant b'h' le plan qui partage l’angle des plans pp"' en parties égales ; de sorte qu’en joignant le point où les deux lignes aV et se cou[)erit, avec le pointe', intersection des traces horizontales des plans p’ et p"\ qui sont les mêmes que celles des plans p'’ et p'^\ on aura l’intersection de. ces deux derniers plans; et le point (m,A7/),où cette intersection percera le plan p^\ sera le centre de la s[)hère cherchée. Quant au rayon, il sera projeté en m'd suivant sa véritable grandeur.
153. S’il y avait de la symétrie dans la position des quatre plans donnés, les opérations deviendraient encore plus simples. On peut s’en convaincre par l'inspection des figures 139 et 142, qui contiennent les projections verticales et horizontales des cinq sphères tangentes aux quatre faces d’un tétraèdre réi^ulier.
Pour plus de simplicité , on a placé Tune des faces abc
du tétraèdre parallèle au plan horizontal de projection, et l’une des arêtes ac perpendiculaire au plan vertical.
154. . Par une droite donnée faire passer douze plans faisant entre eux des angles égaux.
Représentons la ligne donnée par (a, a') fig. 14-0, 141). On sait déjà (48) que les traces des douze plans demandés doivent passer par les traces de la droite donnée ; il ne reste donc plus qu’à déterminer un point de chacun de ces plans. Pour y parvenir, on construira un plan p" perpendiculaire sur la ligne donnée {a,cé) qui doit être l’intersection commune de tous ces plans; puis, au moyen de la construction indiquée (138) , on rabattra sur le plan horizontal le point o , provenant de l’intersection de la ligne donnée par le plan p" , On mènera par le point O, ainsi rabattu sur le plan horizontal , douze lignes faisant entre elles des angles égaux , et le point où chacune de ces lignes ira couper la trace horizontale du plan p" appartiendra à la trace horizontale de l’un des plans que l’on cherche; car il est évident {fig^ 141) que ces douze lignes passant par le point o dans le plan p" y sont perpendiculaires à la ligne donnée; de sorte que les angles que ces lignes font entre elles mesurent les inclinaisons des douze plans qui les contiennent. On n’a pas cherché quelles seraient les projections de ces douze droites si on les ramenait à leur véritable position dans l’espace, parce qu’il suffisait (48) d’avoir les points où chacune de ces droites va percer le plan horizontal.
On n’a dû par tager en douze parties égales que la moitié de la circonférence, parce que les prolongements des rayons auraient déterminé les mêmes plans.
Angle trièdre.
155. Dans un angle trièdre on peut considérer les trois faces ou angles que les arêtes forment entre elles, et les trois angles d’inclinaison de ces faces.
L’expression angle solide est assez souvent employée; mais on sait ( Géom.) qu’il ne faut attacher à cette expression aucune idée de volume, et qu’il ne s’agit que de la combinaison de plusieurs plans qui passent par un même point. Au surplus, les expressions d’angles dièdre ^ trièdre ou polyèdre expriment mieux l’idée que l’on doit se former de l’intersection de deux, trois, ou un plus grand nombre de plans.
156. Étant donnés trois quelconques des six angles qui composent un angle trièdre , on demande de construire les trois autres.
Cette question donne lieu à six problèmes. En ell’et, désignons par a, c les trois angles plans ou faces, et par A, B, G les angles dièdres ou d’inclinaison des faces entre elles. On peut avoir;
Données.
Inconnues.
157. 1®" Problème. Etant donné sl y b, c, trousser K y B, G. On placera les trois faces données à côté les unes des autres, comme on le voit {fig. 143, PL 21 )? et l’on prendra une distance quelconque que l’on portera à
droite et à gauche du point S , sur les deux côtés extérieurs des faces a et c.
Si maintenant l’on fait tourner la face a autour de l’arête pour la ramener à la position qu’elle doit occuper dans l’espace , le point rnH décrira un cercle dont le plan sera perpendiculaire à l’arête et dont la projection sur le plan de la face h sera représentée par la droite m', m; si l’on fait tourner pareillement la face c autour de l’arête Sm , le point m" décrira un cercle qui aura pour projection ladroitem"/7z. Or, quand les deux faces a et oseront revenues à leur place, le point ni et le point m", qui sont à égale distance du point S, ne feront qu’un seul et même point, et ce point devant êlre'en même temps dans les deux plans fera par-
tie de leur intersection , qui , étant perpendiculaire au plan de la lace ô, se projettera sur cette lace par le point m.
L’angle trièdre étant reformé, l’angle C, qui exprime l’inclinaison des faces a et ô, aura son sommet en A, et sera projeté sur le plan de la face ô par la ligne hm , qui sera fun de ses côtés. Pour avoir la grandeur de cet angle, il suffira de le faire tourner autour de hm pour le rabattre sur le plan de la face ô,dans la position mhrn'”. La perpendiculaire qui contient le point m prendia, dans ce rabattement, la position mm'" , et on déterminera le point m'" en décrivant du point /i, comme centre, un cercle dont le rayon , égal à la ligne /im', sera le second côté de l’angle G.
Une construction analogue donnera l’angle A rabattu sur le même plan , dans la position
Pour obtenir l’angle B, on concevra par le point dont la projection est w, un plan perjiendiculaire à l’arête Sw. Ce plan, qui contiendra l’angle B, coupera la face a suivant une droite perpendiculaire à Sm, et représentée par mV dans le rabattement de la face a; ce même plan coupera la face c suivant la ligne et la face h suivant vu; de sorte que les trois droites mV, vu, m''u, seront les trois
cotes (lu triangle au sommet cluquel se trouve l'angle B, (]Lie Ton connaîtra en construisant le triangle viiz.
Si la face h était égale à la somme des deux autres, le point m serait sur l’arc de cercle nioni", les angles A et C seraient nuis, et l’angle B vaudrait deux angles droits.
Si la face tétait plus grande que la somme des faces a et c, le point m se trouverait hors du cercle niom'\ et l’on aurait ce qui serait absurde, puisque l’angle trièdre étant reformé, mh est la projection de et ne ])eut pas être plus grande que cette ligne ; enfin , s’il y avait dans les données quelque condition d’impossibilité, elle se manifesterait toujours par la construction de l’épure.
J’engage le lecteur à changer les données de manière à reconnaître ce qui arriverait dans toutes les hypothèses. Il fera bien de résoudre la même question en supposant que quelques-uns des angles donnés ou tous les trois sont obtus.
Si du point m, comme centre , avec un rayon égal à mm"\ on décrit un arc de cercle, cet arc doit passer par le point car il résulte de ce qui précède, ({ue les deux droites mm" représentent le rabattement de la même ligne.
Enfin, les deux angles étant droits, leurs
sommets doivent se trouver sur la eirconférence (jui aurait Sm pour diamètre.
Ces dernières remarques nous seront fort utiles pour la solution des problèmes suivants.
Problème. donnés a, b, C, trouver c, B
La eonstruction c{ue nous venons de faire, renfermant les trois faces et les trois angles dièdres de l’angle trièdre, contient l’expression de toutes les relations qui existent entre ces six quantités, et peut être considérée comme une formule générale au moyen de laquelle, lors- ([u’on en connaîtra trois, on pourra toujours trouver les trois autres. Ainsi, [)ai exemple, étant donnés C,
LES AN(iLES
on placera d’abord les deux angles a, côté l’un de l’autre { fig^ 1^3), et l’on prendra le point rn! à volonté. La perpendiculaire abaissée du point /n' surl’aréte Sr», donnera en h le sommet de l’angle C , et comme la valeur de cet angle est donnée par la question; que, de plus, on sait (lo7) que hm'” doit être égal à hm\ on pourra construire le triangle rectangle mhm'" \ ce qui déterminera le point m. On abaissera de ce point la ligne mni!' perpendiculaire sur l’aréte su , et décrivant l’arc on aura le point m”, et la face c
sera connue. Les angles A et B s’obtiendront comme dans le problème précédent, (|ui ne diilère de celui-ci que par l’ordre des opérations.
Problème. Étant donnés ü, A , G, b, c,B
On construira d’abord l’angle a (//g . 1 45) , et l’on prendra le })oint m à volonté. La perpendiculaire abaissée de ce point sur l’aréte Sc donnera en h le sommet de l’angle G. On construira le triangle rectangle mhni!'\ dont on connaît l’angle aigu G, donné par la question et l’hypoténuse hré" égale à hm' ; le point ni sera connu . Pour obtenir le point /c', qui appartient à l’arête am, on se rappellera (157) que ce point doit être situé sur la circonférence d’un cercle qui aurait S77Z pour diamètre. Décrivant celte circonférence, il n’y aura plus qu’à trouver la distance du point h' au point m; ce qui sera facile, puisque cette distanci- est un côté de l’angle droit d’un triangle rectangle, dans lequel on connaît un angle aigu A , donné par la question , et le côté opposé mni!” égal à mm}'^ 143). Gonstruisant donc ce triangle
mkni" {fig. 145), il n’y aura plus qu’à ramener le point k en k' sur la circonférence Shmk' , et la face b sera connue. En opérant comme dans l’épure précédente, on obtiendra c et B.
Si , au lieu de ramener le point k en la position k' à droite du point m , on l’avait placé en k” à gauche, on aurait
\AiS AiVGI.KxS.
Problème. Etant donnés A ,, h, C, t/ouuer i\^h , c
L’angle trièdre étant reformé, les trois arcs de cercle tn'jj,pq, qni” {/Ig. 14-3), ayant !e même centre et le même rayon, formeront un triangle sphérique que Tou pourra prendre pour base de la pyramide qui aurait son sommet en S ( Géom.) ; les côtés de ce triangle servent de mesure aux faces de l’angle trièdre, et ses trois angles mesurent les inclinaisons de ces faces; de sorte que a, Z>,c seront les côtés de ce triangle , et A, B, G en seront les angles .
Concevons actuellement un second triangle spbéri<jue dont les côtés , situés sur la même sphère, auraient pour pôles les sommets du premier triangle : on sait ( Géoni. ) que l’angle de l’un de ces triangles, ajouté avec le côté qui lui est opposé dans l’autre, valer.t toujours deux aughs droits. Enfin, désignons par a',ô',c', A',B',C' les côtés et les angles du triangle supplémentaire.
A, B, G, étant donnés par la question , on aura , par une simple soustraction d’angle,
Gunnaissant a', ô', c\ la (juestiori est ramenée au pi cmier problènie , et la construction employée ( /ig. 143), fera connaître A', B', G'.
Alors, par une simple soustraction , on aura :
ce fallait obtenir.
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O*’ Problème. ÈlauL donnés A,B,c, Iroiwer G, a, L
P;»r une soustraction, on aura :
2 — A=:rt',
Connaissant a', h\ G', la question est ramenée au deuxième |)roblènie, et la construction Pi3) fera
ronnaître Alors,
1 62. 6*^ Problème. Étant donnes A , a , r, trouver B, G; b.
Par la soustraction , on aura :
2 — a z=zA' ,
Connaissant A',C', la question est ramenée au troisième problème , et la construction ( fia.'. l^i^5 ) fera connaître /y,c',B'. Alors,
Mais on a vu (159) que le troisième problème admettait deux solutions. Si nous nommons A",c”,B", les valeurs qui résulteraient de la seconde solution , on aura :
Ce qui donnera une seconde solution B'", G'", b'” du sixième problème.
POLYEDRES.
Les constructions que nous venons d’indiquer renferment, comme on vient de le voir, les solutions des six problèmes qui, résolus analytiquement, composeraient parleur ensemble toute la Trigonométrie sphérique.
163. On pourrait désirer connaître les angles que chacune des arêtes fait avec la face opposée.
Supposons, par , exemple , que l’on veuille connaître ikk) l’angle m^'^sm que l’intersection des faces a et c fait avec la face b.
On rabattra cet angle autour de la droite sni, et l’on remarquera qu’il appartient à un triangle rectangle ayant pour l’un des côtés de l’angle droit la droite sm \ pour second côté de l’angle droit, la droite =1711”' \ enfin, pour hypoténuse, la droite sm! — sm'\ ce qui est plus
que suffisant pour le construire.
En plaçant successivement , au milieu, chacune des faces a et ô, on obtiendra de la même manière les angles que ces faces font avec les arêtes opposées.
CHAPITRE y
Pi'ojecùoii des Polyèdres.
164 . On sait ( (7éom.) que les polyèdres sont des corps terminés par des faces planes. 11 résulte de là c[ue les dimensions d’un polyèdre seront parfaitement connues dès que l’on connaîtra la position relative de ses sommets; car la position des sommets déterminera celle des arêtes, et les arêtes détermineront les faces.
On voit donc, que pour projeter un polyèdre il sufïira de projeter tous ses sommets. Mais comme, en représentant sur une épure toutes les dimensions d’un corps que l’on se
propose (rexécuter, on doit prévoir le moment où il faudra obtenir, d’après le dessin, les véritables grandeurs des diverses parties de ce corps pour les transporter sur la matière dont il doit être composé, on doit, autant (jn’on le peut, choisir le système de plansde projection le plus propre à atteindre ce but. Ainsi, par exemple, s’il s’agit d’un j)risme, on placera [ fig. 146, PL 22) une deses bases abcde <lans le plan horizontal , et l’on prendra pour second plan de projection un plan vertical parallèle aux arêtes; puis, après avoir construit la projection horizontale de la base supérieure, on élèvera, par chacun des sommets de cette projection , des perpendiculaires jusqu’à ce qu’elles rencontrent le plan horizontal p, dont la position est déterminée par la hauteur que l’on veut donner au prisme que l’on projette.
On voit qu’au moyen de la précaution que l’on a prise de placer les bases du prisme horizontalement , et les arêtes parallèles au plan vertical de projection , toutes les arêtes de ce corps seront projetées sur l’un ou l’autre plan de projection dans leur véritable grandeur.
165. Les figures obtenues par la méthode des projections didèrent essentiellement des formes apparentes sous les- (j Lie! les les corps se présentent ordinairement à nos yeux. Nous verrons la raison de cette dilférence lorsque nous nous occuperons de la perspective. Cependant, pour rendre plus facile à concevoir les projections des corps solides , on est convenu que l’on regarderait certaines lignes comme vues, et d’autres comme étant cachées, et que pour les distinguer on tracerait en plein les lignes vues, et que Ton ponctuerait les lignes cachées. Pour cela on suppose, lorsqu’on regarde la projection horizontale d’un corps, que l’œil est placé au-dessus de ce corps à une distance infiniment grande, et lorsqu’on regarde la projection verti-
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cal(î, 011 esL (’fnipô ôtr(ï placé devant le plan vertical , et inliniinenl loin de ce plan. Cette süp])osilion d’une distance iniinie est nécessaire ; car sans cela , comme nous le verrons plus tard, la forme apparente d’un corps ne serait pas la meme que sa projection.
Cette convention nne fois adoptée, nous dirons qu’une li^ne est vue , lorsqu’un point quelconque partant de cette ligne peut s’éloigner infiniment du plan de projection , et suivant une perpendiculaire à ce plan, sans rencontrer la masse d’aucun corps solide , et dans le cas contraire la ligne est cachée.
Ainsi ,par exemple, si les deux lignes(â[a', bb’) 1^7) étjiient deux arêtes du même polyèdre , la première serait cachée dans la projection horizontale. En elièt, si on trace la verticale du point iti ^ i! est évident qu’elle coupera les deux droites données aux points m', m". Or le dernier de ces deux points appartenant à la droite bb\ on en conclut que cette ligne passe au-dessus de aa\ et (|ue , par conséquent, la projection horizontale de cette dernière droite <loit être tracée en points. Par un raisonnement analogue, on reconntiîtrait que la projection verticale de la ligne {bb') doit être ponctuée.
16G. Si l’on voulait projeter une pyramide [fg- on placerait la base dans le plan horizontal, puis on construirait en s la projection horizontale du sommet dont la projection verticale s' serait déterminée |»ar la hauteur que l’on veut donner a la pyramide.
On conçoit (ju’ici on ne peut placer qu’une ou quelquefois deux des arêtes obliques, parallèlement au plan vertical.
167. INous avons supposé jus(ju’ici (|ue l’on projetait un polyèdre dans l’intention de l’exécuter ensuite; mais assez souvent le corps existe déjà lorsque l’on se propose d’en obtenir les projections.
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Ainsi, par exemple, s’il s’agissait de dessiner les projections d’un monument ou d’une machine , on commencerait par mesurer toutes les dimensions des lignes horizontales et verticales, que l’on reporterait ensuite sur l’épure, soit dans leur grandeur véritable, soit réduites d’après un rapport donné; puis, au moyen d’un fil è plomb ou d’une équerre ])lacée verticalement , on déterminerait les pieds des perpendiculaires abaissées des points qu’il serait essentiel de projeter; et, mesurant les hauteurs de ces points au-dessus f)u plan horizontal, il serait facile de construire la projection verticale du solide.
Mais on conçoit que l’exactitude du résultat dépendra du plus ou moins de soin avec lequel on aura pris toutes les mesures, ou de la perfection des instruments que l’on aura employés. Aussi ne devra-t-on prendre sur le corps meme que le moins de mesures possible, et déduire, autant que l’on pourra, la grandeur de toutes les autres parties de ce corps, de sa définition géométrique. Ainsi , par exemple, s’il s’agit d’un prisme droit à base carrée, on ne mesurera que le côté de la base et la hauteur du prisme; lorsque plusieurs points seront dans un même'plan horizontal , il suffira de connaître la hauteur de l’un d’eux.
Nous allons faire l’application de ces principes à la projection des cinq polyèdres réguliers.
168. Projection du tétraèdre régulier. On construira d’abord {fîg> 149) un triangle équilatéral abc; puis , joignant les trois sommets de ce triangle avec le centre e;?, on aura la projection horizontale du tétraèdre; pour obtenir la projection verticale, on projettera les sommets a,h,c sur la ligne AZ; et si l’on a eu soin de placer l’une des arêtes ad, a'd' parallèle au plan vertical, elle doit se projeter sur ce plan dans sa véritable longueur; de sorte qu’il sudira de décrire du point a' , comme centr^, avec un rayon
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à Tun des cotés de la base, iin arc od' dont l’intcrsection avec la verticale dd' , donnera en d' la projection verticale du sommet.
169. Projection du cube ou hexaèdre régulier. On construira deux carrés égaux et disposés comme on le voit {fig. 150); l’un sera la projection horizontale, et laiitre sera la projection verticale.
170. Projection de V octaèdre régulier. Deux carrés disposés comme dans \di jig. 151, représenteront les projections de l’octaèdre régulier. Des douze arêtes de ce solide , il J en a quatre de parallèles au plan horizontal , et quatre parallèles au plan vertical.
171. Projection du dodécaèdre régulier. La projection horizontale de ce solide (//g. 152) se composera d’abord de deux pentagones réguliers égaux à l’une des faces, et inscrits dans le meme cercle, de manière que les sommets de l’un soient au milieu des arcs sous-tendus par les cotés de l’autre, et d’un décagone régulier inscrit dans un cercle d’un plus grand rayon, et tel que l’on ait cd—ah.
Pour construire la projection verticale, on remarquera que l’aréte e/f, elé étant parallèle au plan vertical , doit se projeter sur ce plan suivant sa véritable grandeur, et que par la même raison vni doit être égal à la hauteur d’une face.
172. Projection de ricosaèdre régulier. h\\vès avoir construit la projection horizontale , comme on le voi t (//g. 153), on fera a! b' égale à une arête, et dd.' égale à la hauteur de l’une des faces.
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Projection oblique des poly èdres.
173. 11 arrive quelquefois dans rarchitecLure , et souvent dans les dessins de machines, que Ton a besoin de projeter un corps solide dans une position inclinée par rapport aux plans du projection. On pourrait placer d’abord le corps dans cette positionnel chercher ensuite à construire la projection par les moy ens que nous avons indiqués plus haut; mais il est presque toujours plus facile d’opérer comme il suit.
On plaicra d’abord le corps dans la position la plus si tu pie (t la plus favorable à la construction de ses projections; puis, par deux mouvements parallèles aux plans de projectior) , on l’amènera dans telle position inclinée que l’on voudra.
Soit, par exemple (y%. 155, PL 25), une droite {ab,a!U) perpendiculaire au plan horizontal de projection :
Si l’on suppose que cette droite tourne autour de l’horizontale projetante du point {ao!) en restant parallèle au plan vertical , on pourra l’incliner de manière qu’elle fasse tel angle que l’on voudra avec le plan horizontal ; dans ce premier mouvement, le point [hb') décrira un arc de cercle (Z>c, b'd) \ faisant ensuite parcourir au point [ce) l’arc horizontal (cr/, , l’angle avec le plan horizontal n’aura
pas changé , et il est évident que par ce double mouvement on pourra faire prendre tà la droite telle position inclinée (jue l’on voudra.'
17^1. C’est par ces moyens que l’on a construit [Jig. 154^) les projections d’un parallélipipède rectangle incliné par rapport aux plans de projection.
Après avoir construit les projections verticale et horizontale, que je désignerai seulement par les lettres
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pincées aux extrémités de rime des diai^onales du solide , on a supj)Osé (jue ce corps tournait autour de l’horizontale projetante du point a et parallèlement au plan vertical, Jusijua ce qu’il soit venu prendre la position inclinée a!c\ Par ce premier mouvement , le point ni est venu se placer en n\ et le corps étant resté parallèle au plan vertical , sa projection sur ce plan n’a fait que changer de position; de sorte que, pour avoir sa nouvelle projection verticale, il a suffi de construire sur a!n' un rectangle a'n'c'q' = n'm'b'p' . Les arcs de cercle décrits par chacun des sommets étant parallèles au plan vertical, se projettent horizontalement par des droites parallèles à la ligne AZ ; les intersections de ces droites avec les per|;entliculaires abaisséés de la projection verticale a'n'c'q’ sont les sommets de la nouvelle projection horizontale du solide.
Supposons actuellement que nous faisons tourner le corps autour de la verticale du point le point //w' décrira l’arc horizontal (no, n'o'). Ce second mouvement se faisant parallèlement au plan horizontal, la position du corps, relativement à ce plan, est toujours la même, de sorte que la projection horizontale ne fait que changer de place, et pour l’obtenir il suffit de construire de nouveau cette projection, de manière seulement que la ligne «/i soit dans la position ao. Quant à la projection verticale correspondante, on l’obtient en élevant de tous les points de la nouvelle projection horizontale, des perpendiculaires jusqu’à la rencontre des arcs horizontaux parcourus par les sommets du solide dans le second mouvement, et représentés par les lignes horizontales passant par les sommets de la projection ti'ticq’ .
175. On peut encore arriver au même but par un autre moyen. IN'ous avons, dans l’exemple précédent, changé la position du corps par rapport aux plans de projection : on
préfère souvent , nu contraire, changer la position du plànde projection par rapport à celle du corps. Soit a, a' {fig. 1 58), les deux projections d’un point donné. On veut avoir la projection de ce point sur le plan vertical p , on abaissera du point donné une perpendicultiire sur le plan et le pied de cette perpendiculaire sera la projection demandée. Ce point se projettera horizontalement en b. Il est inutile de construire la projection verticale U , qui ne servirait à rien; mais pour mieux apprécier sa position sur le plan vertical p, on supposera que ce plan tourne autour de sa trace verticale comme charnière, pour se rabattre sur l’é- ])ure. Dans ce mouvement, le point Z;' décrira un arc horizontal, et viendra prendre la position h"; on pourrait aussi rabattre le plan p sur le plan horizontal , en le faisant tourner autour de sa trace horizontale; alors le point hb' viendrait se placer en b'" , que Ton obtiendrait en faisant bb'" égal à la hauteur du point donné au-dessus du plan horizontal.
17G. Dans les figures 156, 157, 159, on s’est proposé de construire les deux projections d’une croix inclinée par rapport aux plans de projection.
Après avoir obtenu la projection inclinée abcd ^ on a construit les tr.aces du plan vertical sur lequel on s’est proposé d’ol)tenir la nouvelle projection; puis, après avoir abaissé de tous les angles du solide des perpendiculaires à ce plan , on l’a fait tourner autour de l’une de ses traces, pour le rabattre sur l’un ou sur l’autre des deux premiers plans de projection. La fig. 157 représente la nouvelle projection rabattue sur le plan vertical, et-dans la /z^. 159, elle est rabattue sur le plan horizontal.
177. Il arrive assez souvent, surtout, comme je l’ai dit plus haut, dans les projections des machines, que l’on soit
conduit à jirojetcr quelques-unes de leurs pièces dans une ])Osition inclinée, afin de faire mieux concevoir comment ces pièces agissent les unes sur les autres, par suite du mouvement qui leur est communiqué; mais il arrive encore plus souvent que les mêmes procédés soient employés pour résoudre le problème inverse; c’est-à-dire qu’étant données deux projections d’un corps incliné dans l’e'spacc , on remplace les plans coordonnés primitifs par d’autres sur lesquels les projections de ce même corps sont plus simples, et par conséquent plus commodes pour la solution des questions subséquentes. Ce cas devant se présenter souvent par la suite, et les moyens qu’il faut employer ne dilTérantpas de ceux que nous venons d’indiquer, nous ne nous y arrêterons pas pour le moment.
Surface des polyèdres.
178. Développer la surface d\in polyèdre. On dit y\i une surf ace est développable , lorsque toutes les parties de cette surface peuvent s’étendre sur un plan sans déchirement. D’après cela, les surfaces de tous les polyèdres peuvent se développer.
Soient ( /ig. 160, PL 24)> deux projections d’une pyramide quadrangulaire ; on construira (35) la véritable longueur de chacune des arêtes, ce qui donnera le moyen de construire {fg. 161) les faces triangulaires had,hdcy bec^ bca; quant à la surface quadrangulaire accd, on la partagera en triangles par la diagonale «e, puis on construira les deux triangles ace, aed , qui composent cette face. On agirait de la même- manière quel que fût le nombre des côtés.
179. Lors(|u’on disj)Osera les données de cette é[)ure, d ne faudra pas placer au Lazard les quatre sommets du
l>OLYEl)Kl':S.
(juadrilalère accd,a'c'e d\ parce qu'en agissantde la sorte il est probable que ces sommets ne seraient pas dans un meme plan. Pour satisfaire à cette condition , il faudra construire les deux diagonales et s’assurer qu’elles se coupent ( kh).
La meme remarque doit s’a|)plif{uer aux projectioni d’un polygone quelconque.
180. Lorsqu’il y a dans le polyèdre que Ton se propose de développer, quelques relations de régularilé ou de sy mélrie , on doit en profiter pour donner au développement plus d’exactitude et de simplicité. Les dé ve!opj)ements des polyèdres réguliers offrent un exemple de ce que je viens de dire. La fig. 163, qui représente le développement d’un tétraèdre régulier^ n’est autre chose qu’un triangle équilatéral dont chacjue côté est partagé en deux parties égales. Le développementde l’oc^aè^/re / est inscrit (//^. 164 )
dans un parallélogramme composé de deux triangles équilatéraux, et dont les côtés sont partagés en trois parties égales; et celui de \ icosaèdre {fig- 165) est inscrit dans un parallélogramme dont les côtés sont partagés en cinq parties égales. Le développement àxxcuhe ouhexaèdre régiiJ ier est inscrit dans un rectangle dont la base est à la hauteur conime k est à 3. Enfin , pour obtenir le développement du dodécaèdre régulier, on construira deux grands pentagones réguliers égaux et disposés comme on le voit dans la fig. 167; puis, en menant toutes les diagonales de ces pentagones, on obtiendra, par leur intersection, deux autres petits pentagones placés au centre des premiers, et dont les diagonales prolongées détermineront toutes les faces du dodécaèdre.
Chaque côté de l’un des deux grands pentagones doit être égal à deux fois l’arète du dodécaèdre (jue l’on veut dévelop[)er, plus le plus grand segment de cette arête partagée en moyenne et c.xtrême raison.
VL
181. Klani données les deux projections d\in polyèdre ^ consti iiire les traces des plans (jid conticntient les f aces de ce poljèdre.
On choisit dans chaque l’are trois sommets ou deux arêtes, et la question revient à chercher les traces d’un plan pas5anL par trois points ou par deux lignes droites qui se coupent (55, 5G). C’est ainsi que l’ona obtenu ( /%• 162) les traces des douze plans qui contiennent les laces d’im dodécaèdre régulier.
Section des polyèdres.
Construire la section d’une pyramide par un plan
On pourrait, comme nous l’avons dit (181) , construire sur les plans de projection les traces des plans qui contiendraient les faces du polyèdre; alors la question consisterait à chercher l’intersection de ces plans par le plan donné ; mais il est presque toujours plus simple de chercher les points où le plan donné coupe les arêtes du polyèdre. Par exemple, soit (/%• 168, PL 25) nne py ramifie pentagonale dont on demanrle la section parle plan p; on fêta pourchacune des cinq arêtes la construction indiquée (70), et l’on obtiendra les projections verticales et horizontales des cinq points suivant lesquels ces arêtes sont coupées par le plan donné. Joignant ces points par des droites, on aura les projections verticale et horizontale de la section demandée.
Si l’on voulait obtenir cette section dans sa véritable grandeur, on pourrait supposer que le |)lan (jui la contient tourne autour de sa trace , pour venir se rabattre sur le plan horizontal. Dans ce mouvement, chaque point de la section décrirait un arc de cercle perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné, et représenté en [)rojection horizontale par une perpendiculaire à cette trace; de
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sorle (jue pour savoir où chacun d’eux viendrait se placer tians le rabattement, il suffirait de chercher sa distance à la ligne qui a été prise pour axe du rabattement. Ainsi, par exemple, pour le point dd! on chercherait la véritable longueur de la ligne od, o'd' , et cette longueur od" donnerait la position du point dd' dans le rabattement de la section.
Si l’on voulait construire cette section dans le dévelopjiement de la pyramide, on construirait d’abord ce. développement comme nous l’avons dit (178); puis, cherchant la véritable distance de chaque sommet de la section au sommet correspondant de la base ou au sommet de la pyramide, il serait facile de placer chacun de ces points sur la droite qui , dans le développement, représente l’arête qui le contient. Dans la fig. 168, l’arête (^m, jW) étant parallèle au plan vertical , se projette sur ce plan dans sa véritable longueur; mais pour construire le développement, il a fallu chercher la véritable longueur de chacune des autres arêtes.
Enfin, si le corps dont on a les projections était déjà exécuté, on pourrait se proposer de tracer sur ce corps le polygone résultant de sa section par le plan p. Pour cela , on prendrait la distance de chacun des sommets de cette section au sommet de la pyramide ou aux angles de sa base, et il serait fiîcile, en reportant ces longueurs sur les arêtes du polyèdre, d’y déterminer exactement la position des angles de la section.
183. Section par un plan perpendiculaire au plan de projection.
La nature des données permet quelquefois de simplifier les opérations. Si, par exemple , il s’agissait d’obtenir la section d’un prisme par un plan perpendiculaire aux arêtes, on placerait ce prisme parallèlement au plan vertical de
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projection, auquel le plan coupant se trouverait alors per* pendicLilaire ; la section se projetterait verticalement par une lii^ne droite a'd\ et pour en avoir la projection horizontale, il suffirait d’abaisser par les points cib'h'ce'd' des perpendiculaires à la ligne AZ, jusqu’à la rencontre des projections horizontales des arêtes. La //g. b" c' d" d' Ji" ) représente la section rabattue dans sa véritable grandeur sur le plan vertical (jui contient l’arête hii^ Illl; on suppose qu’avant de la rabattre , on l’a fait avancer parallèlement à elle-même jusqu’à ce qu’elle soit venue se projeter en [nin).
La véritable grandeur de la section étant obtenue, on a porté tous ses côtés à la suite les uns des autres, et dans le prolongement de la trace verticale du plan jo, ce qui a donné la ligne [a!" b'" d" . . .) pour la section rectifiée; puis, ayant mené par tous ces points, et perpendiculairement a!" a!'\ des ligues parallèles et égales aux arêtes du prisme, on a obtenu le développement de ce solide. Nous emploierons souvent, par la suite, ce moyen de développer la surface convexe d’un prisme ; il est plus commode et plus exact que la décomposition des faces en Irianules.
184-. La section perpendiculaire aux arêtes d’un prisme se nomme la section droite.
185. Trouver les points où une ligne droite perce la surface d’un polyèdre.
On fera passer par la droite un plan quelconque; on cherchera la section du polyèdre par ce plan , et les points où la droite donnée rencontrera cette section , seront les points demandés.
En faisant usage d’un plan perpendiculaire à l’un des plans de projection , il est évident que la construction de la section du polyèdre par ce plan sera plus facile à obtenir.
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Dans fig. 170 , PL 26 [a, a!) est la droite donnée. Si Eon mène par cette droite un plan vertical p, et que l’on construise la projection verticale de la section qui en résulte, les points (w, m'), (/i, n') où cette section est rencontrée par la li^ne a, seront les deux points demandés. En construisant le jilan p' perpendiculaire au plan vertical, et la projection horizontale de la section qui en provient, on aurait obtenu le même résultat.
186. Étant donnée la projection verticale a d'un point que l'on sait appartenir à la surface d'un polyèdre ^ trouver la projection horizontale de ce même point.
Cela revient à trouver l’intersection du jiolyèdre par la droite en? (yz’g'. 171) menée par le point a perpendiculairement au plan vertical. Pour cela , menons par cette droite le plan horizontal p, et construisons la section du polyèdre par ce plan , nous obtiendrons pour cette section un polygone horizon ta I coupé par la droite en? en deux points a\ a'\ qui sont les projections horizontales de deux points appartenant à la surface du pol^^èdre, et ayant la même projection verticale a.
Si Ton donnait la projection horizontale h , et qu’il fallut trouver la projection verticale, on construirait un ])lan p' perpendiculaire au plan horizontal de projection, et la section du polyèdre par ce plan serait rencontrée par la verticale eh en deux points h\b'\ qui seraient les projections des deux points de la surface du polyèdre, qui se projettent horizontalement en b.
Intersection des polyèdres.
187. Toutes les fois que Ton coupe un polyèdre par un plan, la section est une figure plane ^ mais lorsque deux polyèdres se pénètrent, il en résulte une figure recti-
ligne dont les côtés peuvent être dirigés dans toutes sortes de pinns.
Pour obtenir les différents côtés qui compof^ent celte figure, on cherchera les intersections de chacune des faces du premier polyèdre avec les dilïérenles faces dn second , et l’ensemble de ces intersections formera la figure demandée. Pour obtenir Tintersection de ces faces deux à deux , on pourra chercher les traces des plans qui les contiennent, ou bien encore chercher les intersections deâ arêtes de Eune d’elles avec le plan qui contient l’autre; mais il sera presque toujours plus simple d’opérer comme il suit :
188. Supposons {Jig. 172) que le triangle {ahc.ccVd ) appartienne à l’un des deux polyèdres proposés, et que le quadrilatère {mnqs.mtiq's') soit une des faces du second (179); en prolongeant les lignes {ab^a!b') (ôc, ôV) jusqu’à leur rencontre avec le plan horizontal , on obtiendra la ligne
qui représente la trace horizontale du plan qui contient le triangle. On cherchera de la même manière la trace st du plan qui contient le quadrilatère, et le point hJi où ces deux traces se rencontrent fera partie de l’intersection des deux faces proposées. Pour obtenir un second point de cette intersection, on pourrait avoir recours aux traces verticales des mêmes plans; mais comme il arrive souvent que ces traces sont situées hors de l’épure, il faudra opérer comme nous l’avons dit (65). On construira un [)lan horizontal p, qui coupera les plans du triangle et du quadrilatère suivant les deux droites xj, rjz, dont le point de rencontre A/l' sera un second point de l’intersection cherchée de sorte que les projections de cette ligne seront (M , A'A'). Quand on aura obtenu cette intersection, on en retranchera tout ce qui serait en dehors des faces données, et tout ce qui appartiendrait à l’une d’elles sans faire partié de l’autre ;
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de sorte que l’on ne conservera que la partie (co, e'o') commune aux deux faces données; on passera ensuite à l’intersection des deux autres faces.
189. Il faudra opérer avec beaucoup d’ordre et de précision. Soit ( 173) un angle trièdre, composé du pentagoneadu triangle^», el du quadrilatère c;on veut avoir toutes les lignes provenant de sa pénétration dans un angle quadrangulaire composé des deux triangles V et c', et des deux quadrilatères a! et (V . On cherchera d’abord, par l’un des moyens indiqués plus haut , l’intersection des faces a, a', et l’on ne conservera de cette intersection que la partie commune à ces deux faces ; et comme le poin t fait encore partie de la face a! , on cherchera l’intersection de cette face avec b ; ce qui donnera a!b , dont on ne conservera que la partie no. Arrivé là, il faut sortir de la face armais comme le point o est dans l’intérieur de la face on. cherchera l’intersection de cette face avec la face V adjacente à a! ; ce qui donnera bU , dont on ne conservera que la partie oq, commune aux deux faces b et b'. On continuera à tourner *de cette manière , jusqu’à ce que l’on soit revenu au poiii t m, d’où l’on était parti ; cequi fermera le polygone provenant de la pénétration des deux angles polyèdres.
190. On remarquera qu’à chaque construction, l’extrémité du dernier côté obtenu devant faire partie de celui qui doit suivre, il suffira d’obtenir un point pour déterminer ce côté. Il n’y a donc que pour le premier côté qu’il faudra obtenir deux points ; le dernier sera déterminé par l’extrémité de celui qui précède , et par le point d’où l’on est parti ; de sorte que si l’on cherche un point du dernier côté, ce ne peut être que pour vérifier les constructions.
L’épure 27 a été construite d’après ces principes
POLYEDRES.
on s’est proposé d’obtenir toutes les lii^nes [irovenarit der///* lerscction d’un tèlracdre m^ec un prisme quadr angulaire.
Je désignerai chacune des faces obliques par les deux lettres placées aux extrémités du côté suivant lequel celte face rencontre le pian horizontal. Ainsi :
Les trois faces obliques du tétraèdre seront ab^ bc, ca.
Les quatre faces du prisme seront de^ eni, mn, nd.
En opérant comme il a été dit (188), l’intersection des faces
ab avec donne
ab . . , em, . ... ut
bc . . . em , . . . : tx ,
ca . . . em , . . . . xs ,
ca . . . de , . . . .50;
d’où résulte le polygone {outxs).
Ce polygone, que nous venons d’obtenir, est celui par lequel le sommet du tétraèdre pénétrerait dans le prisme quadrangulaire. En 0[)érant de la meme manière, on trouvera un second polygone {ikfgr.), par lequel le sommet du tétraèdre sort du prisme.
Voici l’ordre des opérations pour obtenir le second polygone; l’intersection de
ab avec nd, donne ik, bc . . . nd , . . . .kl, bc . . . mn, . ... Ig , ca . . . mn, ....
ca . . . nd, .... ri.
192. Dans l’exemple que je viens de proposer, les deux polygones d’entrée et de sortie sont entièrement séparés l’un de l’autre, et dans ce cas on leur donne le nom de pénétration ; mais il pourrait se faire, si le tétraèdre élait un peu reculé dans un sens ou dans l’autre, qu’il ne fût pas entièrement engagé dans le prisme; alors les deux
figures se mêleraient et n’en feraient qu’une seule, à laquelle, dans ce cas, on donnerait le nom à’ arrachement.
193. Quand on a obtenu toutesles lignes provenantde la pénétration de deux corps , il reste à reporter ces lignes sur la surface même de ces corps; ce qui peut se faire de deux manières.
194. Si les surfaces des deux corps que l’on se propose de construire devaient être composées de feuilles minces en lüle, fer-blanc ou autre matière que l’on puisse facilement développer, on en construiraitd’abord toutesles faces, comme nous l’avons dit (178), et l’on tracerai t dans chacune de ces faces, et suivant leur véritable grandeur, toutes les lignes provenant de la pénétration des deux polyèdres ; de sorte que lors.{ue ces corps seraient reformés, toutes les lignes nécessaires à leur assemblage se trouveraient tracées sur leur surface.
193. Si les corps étaient massifs comme ceux que l’on construit en pierre ou en bois, et qu’ils lussent déjà exécutés, on construirait encore le développement comme nous venons de le dire; puis, prenant séparément chaque face de ce développement , on découperait le ( ontour de la pénétration , et en l’applitjuant sur la face correspondante du solide , il s( rait facile de tracer celte figure dans sa véritable i:randeur. Lorsqu’une face d u développement est ainsi applicjuée sur le corps, on lui donne le nom de panneau ou patron.
On pourrait encore, après avoir déduit de l’épure la dista"ce de chaque sommet de l’intersection aux sommets du polyèdre, construire directement cette figure sur la surface du solide, sans en faire le développement.
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196. On a rassemblé dans l.i planche 28 toutes les parties de ce problème. La fig. 175 représente les données de la question, et \a fig. 176 en contient le résultat. On a [Jig. 177) le développement du prisme, et la 178 est le développement du tétraèdre.
Pour obtenir dans le développement du prisme un point q qui n’appartient pas h l’une des arêtes, on mène par ce point (Jig. 176), une droite qm^qni\ parallèle aux arêtes du prisme, et l’on construit cette droite dans le développement, suivant sa véritable grandeur.
Pour le point //', on a construit une ligne (//2, l'ii) passant par le sommet du tétraèdre.
CHAPITRE PREMIER
LIGNES COURBES
197. L’idée la plus simple que l’on puisse se former d’une licrne courbe . c’est de la considérer comme engendrée par le mouvement d’un point qui se détournerait infiniment peu à cbiique pas.
198. Pour définir une courbe , il faut énoncer les conditions de sa génération. Ainsi , par exemple, une circonférence de cercle est une courbe engendrée par un point assujetti à se mouvoir dans un plan , de manière à rester toujours à égale distance d’un autre point de ce plan que Von nomme centre.
199. Si toutes les positions du point générateur d’une courbe sont dans un même plan, on dit que cette courbe est plane ; dans le cas contraire, on la nomme courbe à double courbure. Nous verrons bientôt d’où vient cette dénomination.
200. Le nombre des positions successivement occupées par le point générateur étant infini , il est impossible de les construire toutes. Dans ce cas, on construit un certain nombre de ces points , très-rapprochés les uns des autres, et lesjoignant entre eux , on obtient une ligne qui diffère peu de la courbe que Von se proposait de construire.
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Il est évident que cela revient à considérer la courbe comme un polyi:>one d’une infinité de côtés ; chacun de ces côtés, à cause de sa petitesse, peut être regardé comme élément droit de la courbe. Si on le prolonge, on a une ligne droite qui, en deçà et au delà, s’écarte du cours de la courbe, et ne se confond avec elle que suivant ce même élément. Cette ligne droite se nomme tangente, et Télément infiniment petit qui lui est commun avec la courbe se nomme point de tangence ou de contact.
201. Il ne faut pas attacher à ce mot de tangente le même sens qu’en Géométrie : on voit par ce qui précède , qu’une ligne telle que ah {fig. 179 , Pt. 29) , qui toucherait une courbe au point a, pourrait la couper ailleurs. La ligne «c, menée par le point a perpendiculairement à la tangente, se nomme une normale.
202. Le point de tangence possède une propriété géométrique qui n’appartient pas au point de section. En efiet, si on conçoit qu’une sécante quelconque ao tourne autour du point a, dans le sens indiqué par la flèche, il est évident que le point o se rapprochera du pointa, et lorsque ces deux points seront réunis, la droite que l’on aura fait tourner sera tangente.
Il résulte de là que le point de tangence est un point double.^ puisqu’il provient du rapprochement des deux points de section. C’est pourquoi il détermine complètement la direction de la tangente, par suite de ce principe de Géométrie , que par deux points on ne peut faire passer qu’une ligne droite, même lorsque ces deux points sont infiniment rapprochés.
Il n’en est pas de même du point de section b, qui, étant un point simple., ne suffit pas pour déterminer la direction de la sécante.
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Cercle osculateur, rayon de courbure.
203. Soit {fig, 180) une courbe man, la tangente «c, et la normjjle ab. Supposons qu’avec les rayons de différentes grandeurs on décrive plusieurs cercles passant par le point a et ayant leurs centres sur la normale. Tous ces cercles se toucheront entre eux et toucheront au point a la courbe man et sa tangente ac , de sorte que les uns seront en dedans de la courbe, les autres passeront entre la courbe et la tangente; mais il est évident que, parmi tous les cerles possibles , il y en aura un qui s’approchera plus de la courbe qu’aucun des autres; on le nomme cercle osculaleur. Sa couibure représente celle de la courbe au point a, et son rayon se nomme le rayon de coui'bure.
20h. Si tous les points de la courbe n’étaient pas dansx un même plan , on pourrait toujours concevoir trois points de cette courbe infiniment près les uns des autres. Ces trois points détermineraient le centre et le rayon du cercle oscillateur, et le plan de ce cercle se nommerait plan os^ cidateur. Il roniiendrait l’arc extrêmement petit passant par les trois points (p»i délerminent sa position , et s’écarterait de la courbe en deçà et au delà de cet arc.
20o. Quelquefois la courbure d’une courbe est constante comme dans la circonférence du cercle; souvent elle est variable : tantôt le centre de courbure passe d’un côté à l’autre de la courbe; alors de convexe qu’elle était , elle devient concave , comme on le voit en 18 1 ) ; dans ce
cas le point a se nomme un point iV inflexion • ailleurs le point générateur, a[)rès avoir parcouru un arc uô, s’arrête brus(| ucment pour se diriger suivant un autre arc tel que bc. Alors le point b se nomme un point de rebroussement. On pourrait bien regarder les deux arcs ab.^bc.^ comme
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appartenant h deux couibes diOérentes qui aboutissent à un meme point; mais s’ils résultent tous deux des conditions qui déterminent le mouvement du point générateur, il vaut mieux les considérer comme les deux branches d’une meme courbe.
Au reste, c"est dans les traités d’analyse qu’il faut étudier les propriétés des courbes. On y verra comment toutes les sinuosités et accidents de leurs cours sont représentés par les notations algébriques. Nous nous bornerons ici à l’exposé des constructions graphiques dont nous devons faire l’application plus tard.
Construction du rayon de courbure ^ de la normale ^ et de la tangente.
206. Le calcul algébrique, en permettant d’admettre dans toute sa rigueur l’hypothèse d’un nombre inGni de côtés, fait connaître avec la plus grande exactitude la position des centres et des rayons de courbure , des normales et tangentes ; maison peut, dansbeaucoup de circonstances, se contenter des moyens que nous allons indujucr.
Soit (y/g-. 1 82 ) la courbe si l’on prend trois
points h, c, r/, très-raj)prochés les uns des autres, le centre et le rayon tlu cercle passant par ces trois points pourront être pris pour le centre et le rayon du cercle oscillateur en c, et celte hypothèse sera d’autant plus exacte, que les arcs ôc, cd , seront [dus petits. 11 ne faudrait cependant pas, si l’on voulait obtenir ce cintre |)ar le moyen connu en Géométrie, prendre les points ô,c,r/, trop [irès l’un de l’autre, caron perdrait, par la ditricultéde la construction , l’exactitude ([ue l’on aurait gagnée en se raj)proehant delà vérité du princi[)e.
Il résulte de ce que nous venons de dire que si , en
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un point c d’une courbe quelconque, on veut construire une tangente à cette courbe, on prendra deux points h, très-près et à égale dislance du point c; puis ayant joint b avec d par une ligne droite, il sera facile de construire la normale co, perpendiculaire sur et la tangente cm perpendiculaire h Textréraité de co.
Développantes et développées.
209. Si par chacun des points a, c, r/, e ( /%• 183), pris sur une courbe quelconque, on conçoit une normale à cette courbe, chaque normale sera coupée par celle qui suit en un point; la ligne qui passera par les points d’intersection de toutes ces normales contiendra tous les centres de courbure de la courbe donnée. En effet, on pourra considérer ab comme un petit arc de cercle dont m serait le centre, bc comme un Second arc de cercle qui aurait son centre en n; de sorte que l’ensemble de ces petits arcs de cercle formera une courbe continue et sans cassure; car il est évident que si à l’extrémité de l’une des normales on mène une tangente à la courbe, cette tangente sera touchée en meme temps par l’arc qui précède et par l’arc qui suit; d’où il résulte que ces deux arcs se toucheront et se raccorderont parfaitement.
On dit que deux arcs se raccordent, lorsqu’ils paraissent être le prolongement l’un de l’autre et ne former qu’une même courbe.
Cette manière d’envisager une courbe n’est rigoureusement exacte qu’autant que l’on suppose les twes ab.,bcjcd , infiniment petits; car sans cela, ce serait plutôt une suite de petits arcs de cercle qui ne satisferait qu’approximativement à la définition géométrique de la courbe.
Si l’on imagine un fil attaché en z, et courbé sui
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vant le contour de la ligne zonm ; en faisant mouvoir le point a suivant la courbe ahcAe , il est facile de voir que le fil se développera , (jue !e point m décrira la courbe msu^ et que le rayon de courbure s’accroîtra , à chaque instant, delà didérence des deux normales passant parles extrémités de Tare parcouru par le pointa; de sorte que la partie uz du dernier rayon pourra être regardée comme le développement de la courbe zonm. C’est cette propriété qui a fait donner à la courbe ahede le nom de développante , par rapport à la courbe zonm qui contient les centres de courbure , et que l’on nomme sa développée.
2 1 1 . En regardant une courbe comme une suite de petits arcs de cercle, hypotbèse suffisamment exacte pour un grand nombre d’applications, nous allons voir quel parti on peut tirer des principes précédents pour la construction des courbes.
212. Étant donnée une ligne courbe , construire sa développante.
On placera sur la courbe donnée un certain nombre de points Irès-rapprocbés les uns des autres ; puis, après avoir mené une tangente par chacun d’eux , on prendra ce point pour c{ ntre, et la tangente pour rayon de courbure de l’arc correspondant de la dévelo])pante.
Ainsi, par exemple, étant donnée la courbe rnnoz [Jig. 183), on construira les tangentes ma.^nb; puis du point ni comme centre, avec le rayon ma, on décrira l’arc ab ; le point/i sera le centre de l’arc bc , et ainsi de suite, Les courbes a^c, dldc {fig. 184-) sont les développantes du cercle. On aurait pu en construire une pour chaque point du cercle , et l’on peut voir qu’en général une courbe a une infinité de développantes. La ligne a'b"c” est la développante de a'b'c .
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213. Ln couibe ab , obtenue par le moyen que nous venons (l’intli<juer, n’esl pas rigoureusement égale à la cléve- ]opj)nnle du cercle, puiscjue la définition de cette dernière ligne suppose la coi struction d’un nombre infini de tangenies.
Pour obtenir plus de précision dans le tracé de la courbe, on mesurera le rayon en le portant avec le compas sur une échelle divisée avec le plus grand soin. Puis on calculera la circonférence au moyen de la formule 27:R ; ce qui donnera la longueur delà 10® tangente. On partagera cette longueur en IC ])arties égales, et l’on jiortera 15 de ces parties sur la 15® tangente, 14 sur la 14® tangente, 13 sur la 13®, et ainsi de suite. Après quoi on tracera la courbe à la main , ou en cherchant les centres comme nous le dirons bientôt.
214. Etant donnée une ligne courbe ^ construire sa développée.
Il iaudra mener ( fig. 183) h la ligne proposée un certain nombre de normales très près les unes des autres, puis on fera passer une courbe par les points d’intersection de ces normales consécutives.
La développée du cercle se réduit h un point.
11 ne sendjle pas que ces principes puissent être d’une grande utilité dans les applications, puisque la développante ne peut se construire qu’à l’aide de la développée, et que, réciproquement, on ne peut obtenir la développée que lorsqu’on a déjà la développante. Mais nous allons voir que l’on peut souvent éluder cette difficulté.
215. Lorsqu’une courbe provient , comme abede {fig. 183), de la construction d’arcs de cercles successifs, on lui donne, dans les applications, le nom de courbe a plusieurs centres. On voit que ces sortes de courbes ne sont pas soumises dans toute l’étendue de leur cours à la même
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loi (le continuité , c’est à-dire (juc les conditions qui détcrminént le mouvement du point j^éncrnteur ne sont p;is identiquement les mêmes depuis le commencement de la courbe jusqu’à son extrémité. Mais la facilité avec laquelle on peut construire , à l’aide d’un compas , ces imitations de courbe , les fait souvent préférer, dans les applications, aux courbes continues que l’on ne peut tracer qu’à la main.
Des courbes à plusieurs centres.
216. La construction des courbes à plusieurs centres dépendde ce principe de içéométrie, que si deux cercles ont une tangente commune en un point de leurs circonférences, ils se toucheront en ce point.
217. Soit , par exemple {fg> 185) , un arc de cercle ab ayant pour centre le point c; il est évident que tout autre arc de cercle passant par le point b et qui aura son centre sur le rayon cb ou sur son proloni^ement , sera louché en b par le premier arc et se raccordera parfaitement avec lui.
On peut proposer deux questions principales sur les courbes à plusieurs centres.
218. U® Question. Faire passer une ligne courbe par plusieurs points donnés.
Soient trois points a.^b.^c{fLg. 187), on mènera les cordes ab, bc , et les lignes dm, hn, perpendiculaires sur les milieux de ces cordes ; puis du point m , pris où l’on voudra , SLir^/m, on décrira un premier arc ab. Quant au second arc bc, il doit avoir son centre sur la ligne hn perpendiculaire au milieu de bc ; mais pour qu’il se raccorde avec le premierarc , il faut qu’ils aient la même tangenteau pointé. II faut donc que le centre du second arc soit sur le rayon bru. Il sera donc au point n , où les deux lignes bm, hn, se rencontrent.
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On voit que la question proposée est indéterminée, et (jue par trois points donnés on peut faire passer une infinité de courbes à deux centres, dont la forme dépend du centre que Ton choisit pour décrire le premier arc. Si Ton prenait le point o pour centre, les deuxarcsn’en feraient qu’un; si l’on décrivait le premier arc du ])oint sur la lii^ne hp perpendiculaire à Z>c, le rayon de courbure du second arc serait infini , et cet arc se confondrait avec la corde 6c , qui deviendrait tangente au premier arc.
219. On peut appliquer ces principes à la construction d’une courbe passant par tant de points que l’on voudra , et l’on reconnaîtra encore que la forme de la courbe dépend du centre du premier arc. Ainsi {Jig- 186), en prenant ce centre en i, on a la courbe abede, tanrlisque si l’on prend le point O pour premier centre, on obtient la courbe ab'c'd'e.
220. Pour obvier h l’inconvénient qui résulterait de celte indétermination., on tracera tl’abord (/%. 188) au crayon et avec beaucoup de soin la courbe que l’on se proposera de construire; puis après l’avoir partagée en parties égales par les points a, h, c^d^e^ on fera passer par b une perpendiculaire sur «c, par c une perpendiculaire sur bd^ et ainsi de suite. Toutes ces lignes pourront être considérées comme des normales à la courbe, et leurs intersections successives donneront les centres de courbure.
221. 2® Question. Construire une courbe à plusieurs centres et tangente à des droites données.
Soient ( fig. 189) les deux droites ah, ac ; on veut décrire une courbe qui les touche en b et en c. Pour cela ,’ on construira d’abord bo,ci, perpendiculaires aux deux tangentes données , puis on décrira un premier arc bd, en prenant pour centre un point o situé où l’on voudra sur
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la droite bu , de manière, toutefois, que Tare ne touche pas la tangente ac. Portant le rayon ho de c en /i , on joindra le point o avec le point h par la droite oh^ sur le milieu de laquelle on élèvera la perpendiculaire dont la rencontre avec la ligne ci donnera en i le centre du second arc. En elfet, on aura ik = io, et par conséquent //i _j_ Ac = 10 -f- , puisque odz=bo = hc. Donc le second arc tangent en c passera par le point d; de plus, il se raccordera avec le premier arc, puisque si au point d on menait une perpendiculaire à od^ elle le serait aussi au rayon id du second arc, d’où il suit que les deux arcs auraient une tangente commune en r/, et se toucheraient en ce point.
Si le centre du premier arc était situé sur la ligne qui partagerait l’angle bac en deux parties égales, cet arc toucherait aussi la ligne ac au point u, éloigné du point a d’une quantité = et la partie droite eu remplacerait le second arc dont le rayon serait alors infini.
222. Si les deux tangentes étaient parallèles, on opérerait de la même manière. Enfin, si la courbe devait être assujettie à passer par un point donné, le problème serait déterminé.
Soient, par exemple ( fig. 190) , les deux droites aA, cd. On veut décrire une courbe qui touche ces deux lignes en b et en c, et qui passe parle point A. On construira Ao, et, perpendiculaires sur les deux tangentes ; on mènera de plus la corde AA , sur laquelle on élèvera la perpendiculaire io. Le centre du premier arc sera déterminé par l’intersection de ho avec la perpendiculaire sur le milieu de AA ; on fera ensuite en =Ao, et le centre du second arc sera donné par l’intersection de ci avec la perpendiculaire sur le milieu de ou. Le point de raccordement sera sur le prolongement de io.
223. Si l’on veut construire une courbe tangente aux divers cotés d'un polygone quelconque ( fig. 191 ) , on com-
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mencera par l’indiquer au crayon avec le plus de régularité possible; puis, après avoir bien arrêté les points où Ion veut que la courbe touche le polygone, enjoindra ces points deux à deux par des courbes à deux centres, du genre de celle que nous avons construite (221).
Lieux géométriques,
22^^. Nous avons précédemment regardé une courbe comme représentant le chemin parcouru par un point qui se meut suivant une certaine loi ; mais souvent on considère une ligne courbe comme étant le lieu où se trouvent réunis un nombre infini de points qui satisfont tous à certaines conditions données. Dans ce cas , la courbe prend le nom de lieu géométrique ; ainsi , la circonférence d’un cercle est le lieu de tous les points qui, dans un même plan sont à égale distance d’un point donné que l’on nomme centre.
La droite qui partage un angle en deux parties égales est le lieu de tous les points également éloignés des côtés de cet angle.
Nous allons donner une idée de la construction de quelques lieux géométriques et de leur usage.
225. Étant donnés un cercle et une droite , construire le lieu de tous les points à égale distance de la droite et de la circonférence du cercle.
Soit {fig, 192 , PL 50) la droite ap et le cercle qui a son centre en c. On abaissera de ce point une perpendiculaire sur la droite ap, et Ton prendra le milieu de la partie de cette perpendiculaire comprise entre la droite et la circonférence du cercle , ce qui donnera en o un point de la courbe cherchée. Pour en construire d’autres, faisons od — oli; menons au point h une ligne hu parallèle à ap, et décrivons du point c, comme centre, l’arc du. L’intersection de cet
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îirc et (le la droite hu donnera en u un second point de la courbe. En eflfet, on a zu=ph = cli = us.
Donc,
zu ~ us.
On construira de cette manière autant de points que l’on voudra.
Tout cercle qui , ayant son centre sur cette courbe, toucherait la droite donnée, serait aussi tangent au cercle donné.
Si Ton voulait construire le lieu de tous les points a
égale distance des c,e, on joindrait les centres
pnr la droite ce, elle point a?, milieu de nm, appartiendrait au lieu cherché. Prenant ensuite xi^=hx., et décrivant
des points c, e , comme centres , on aura en y un second point de la courbe cherchée. En répétant cette construction, on aura autant de points que Ton voudra, ce qui déterminera la courbe txy.
Tout cercle ayant son centre sur cette courbe, et qui toucherait le cercle c, serait aussi tangent au cercle e.
C’est par une construction analogue que l’on a obtenu la courbe pq^ qui contient les centres de tous les cercles c|ui sont touchés intérieurement par le cercle c, et extérieurement par le cercle e.
227. Étant donnés trois cercles , que je désignerai par a, b, c {fig- 193), construire un cercle qui les touche tous les trois.
On construira d’abord le lieu rnn, (jui contient les centres des cercles tangents aux cercles a et b. On construira de même le lieu contenant les centres des cercles tangents aux cercles « et c, et l’inlersection des courbes mti^pq donnera en X le centre d’un cercle (jui touchera les trois cercles donnés.
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Eu construisant le lieu des centres des cercles qui touchent é et c, on obtiendrait une troisième courbe vs qui passerait encore par le point x, ce qui vérifierait les constructions.
On obtiendrait de la même manière les centres des cercles qui toucheraient extérieurement quelques-uns des cercles donnés, ou tous les trois. Dans le cas général, il y a huit cercles tangents à trois cercles donnés.
Je n’ai donné cette construction que comme un exemple d’application des lieux géométriques que nous emploierons par la suite dans plusieurs occasions -, mais on trouvera dans les Traités de Géométrie ordinaire, d’autres moyens de résoudre les problèmes relatifs au contact des cercles.
228. Étant donnés [fig- 194-) un cercle dont le centre est en a , et un point b hors de ce cercle , construire le lieu contenant les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées du point b sur les tangentes au cercle.
On construira les tangentes cd.,eh, p'o, etc., et du point b on abaissera les perpendiculaires bd., bh , bo, ce qui donnera la courbe mdhbosubkm.
Courbes d'essai.
Voici encore quelques applications des lieux géométriques.
229. Soient donnés la courbe bxc et le point a { fig. 195 ) ; on demande de faire passer par ce point une tangente à la courbe.
On construira un certain nombre de normales (208), puis abaissant du point donné une perpendiculaire sur chacune de ces normales, on aura le lieu dxli , qui contiendra les pieds de ces perpendiculaires, et le point x provenant de l’intersection de cette ligne avec la courbe proposée,
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sera le point de taniçeiice; car il est évident cfue si, par ce point , on construit une normale .ro, la droite ax sera perpendiculaire à cette normale , et par conséquent tangente à la courbe.
Pour ne pas faire de travail inutile, on commence par reconnaître quelle doit être à peu près la position du point de tangence, et Ton construit deux ou trois normales en deçà, et autant au delà de ce point.
230. Cette manière d^employer les lieux géométriques leur fait quelquefois donner le nom de courbes d'essai.
231. Tous les géomètres ont attaché une grande importance à la détermination rigoureuse des tangentes et des points de tangence; mais dans les applications, quelle que soit l’exactitude du principe dont on fait usage, on conçoit qu’il y aura toujours quelque erreur, que l’on pourra , dans le calcul, rendre aussi petite nue l’on voudra, mais f^ui , dans les constructions graphie] ues, sera toujours dépendante de la perfection des instruments , ou de l’habileté de celui qui les emploie. Ainsi, ])ar exemple, lors(|u’on veut faire passer une droite p.'îr un point, il est certain que l’eireur que l’on commet dépend du plus ou moins de finesse flans la pointe du crayon avec lequel on aura tracé cette droite.
Nous conclurons de là f{ue, pour construire, par un point a [/ig. 196) , une tangente à la courbe hxd , on peut se contenter d’approcher une règle de manière t|ue la ligne tracée par le point donné paraisse passer sur la courbe, sans augmenter la largeur du trait. Il est évident que la tangente sera , parce moyen, aussi bien déterminée fjue si l’on avait obtenu d’abord le point de tangence, puisque, dans l’un comme dans l’autre cas, la plus grande erreur ne pourra excéder la largeur de la ligne tracée; mais on con-
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çoit que ce dernier moyen de construire une tangente laisse de Tincertitude sûr la véritable place du point de tangence, et si Ton voulait déterminer ce point, on construirait plusieurs cordes parallèles à la tangente , et la courbe y.x, contenant les milieux de toutes ces cordes, viendrait aboutir au point de tangence , et le déterminerait avec une exactitude suffisante pour la plupart des applications.
1232. Ce moyen de construire une tangente ne peut être employé avec succès q ue lorsque la direction de la tangente est déterminée par un point extérieur ou par quelque autre condition. Si le point donné, par exemple, était sur la courbe , il est évident que la plus petite erreur, à droite ou à gauche de ce point , pourrait influer beaucoup sur la direction de la tangente, et par conséquent sur la position de tous les points qui dépendraient de la direction de cette ligne.
Dans ce cas , il serait indispensable de commencer par déterminer la normale, soit par la construction indiquée (208), soit par tout autre moyen résultant de la définition de la courbe.
233. ConsLruire une tangente a une courhe cyd , parallèlement à une ligne donnée ab.
On construira [fig. 197) quelques normales, et d'un point «pris où l’on voudra sur la droite donnée, on abaissera une perpendiculaire sur chacune de ces normales. La courbe axz , qui passera par les pieds de toutes ces perpendiculaires , coupera la droite ah en un point x. Or si , par ce point, on construit la normale xo , elle sera évidemment perpendiculaire à la ligne ab et son intersection avec la courbe donnée déterminera le |)oint de tangencey et la tangente qui sera parallèle à comme on le demandait.
Pour mener par le point x la normale xo , on prolongera
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les normales que Ton avait construites pour obtenir le lieu axz. Les intersections successives de ces normales donneront un arc eo appartenant à la développée de cyd , et menant par le point x une tangente à la courbe eo, on obtiendra la normale ox.
234*. On pourrait {Jig* 198), pour construire la tangente demandée , se contenter d’approcher la règle parallèlement à la ligne donnée ab , et l’on tracerait la ligne pq de manière qu’elle passât sur la courbe sans augmenter la largeur du trait; puis on construirait quelques cordes parallèles à la ligne donnée, et la courbe zx , passant par les milieux de ces cordes, viendrait aboutir au point de tangence et le déterminerait avec une exactitude suffisante (207).
Construire une tangente a deux courbes données
On approchera {fig. 199) une règle de ces deux courbes,
ce qui déterminera la tangente pq avec une exactitude suf*- Csante. Quant aux points de tangence , on mènera deux ou trois cordes parallèles à pq , et prenant les milieux des cordes tracées dans la courbe czd., on construira le lieu «z, qui déterminera le point z ; on obtiendra de la même manière le point X.
236. Partager un cercle en tant de parties égales que Von voudra.
Soit, par exemple [fig^ 200), un cercle que l'on veut partager en sept parties égales.
On construira un rayon et une ligne bc ^ perpendiculaire en un point quelconque pris sur le [)rolongement de ce rayon; puis ouvrant le compas' d’une quantité que l’on jugera peu différente de la septième partie du cercle, on portera cette ouverture à ])artir du point a , en ayant soin de marquer sur la circonférence le sixième et le hui-
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tième point de division; taisant ensui le r/e , on joindra le point b avec le point 8 , et le point c avec le point 6 , par deux droites qui se couperont en o. Or, si le point o élait sur la ligne di^ , il est évident que les points 6 et 8 seraient symétriquement placés par rapport à cette droite, et que le septième point de division coïnciderait avec le point a; tandis que si le point o est au-dessus ou au-dessous de la ligne di^, on peut en conclure que Ton a pris une ouverture de compas trop grande ou trop petite.
Après trois ou quatre essais de ce genre, en diminuant ou augmentant un peu Touverture du compas, on obtiendra une courbe qui coupera la ligne di^ en un point x, et joignant ce point avec />, on déterminera l’extrémité de la septième partie de la circonférence.
Les points b,c. pouvant être pris à volonté, il faut les choisir de manière que la position du point o soit bien déterminée. Si l’on prenait ces points trop près du points/, les lignes ^o, CO , se couperaient troj^ loin et suivant un angle trop aigu; la courbe d’essai pourrait même se trouver à droite du point d, ce qui serait moins commode que dans l’exemple proposé.
237. La construction précédente a été employée(//'^. 202! pour déterminer le tiers de l’arc ab.
Ce problème est connu sous le nom de trisection de. r angle ou de lave.
De la manière de représenter les courbes planes.
238. Soient deux droites AX , AY, que l’on supposera^ pour plus de simplicité, rectangulaires entre elles; la première se nomme l’a.re des abscisses., la seconde est \axe des ordonnées; lorsqu’on parle de ces deux droites, on les nomme axes coordonnés ; le point A se nomme Y origine.
Si l’on conçoit un point ni dans le plan YAX, et que.
LlGINi:S COURBES.
|>ar CO point, on construise tup parallèle à la ligne AY, et tnq parallèle à la ligne AX; nip se nommera V ordonnée , et rnq sera Vabscisse du point m; de sorte que la position du point m, par rapport aux axes AY, AX, sera déterminée lorsque Ton donnera son abscisse et son ordonnée.
Presque toujours on prend pour Tabscisse la partie de la droite AX comprise entre le point A et le pied de l’ordonnée.
239. Une courbe étant connue, lorsque l’on connaît la position de tous ses points , on peut faire pour chacun d’eux les constructions que nous venons d’indiquer. Ainsi , pour construire la courbe abedef {fig. 203) , il suffira de construire l'abscisse et V ordonnée correspondant à chacun de ses points.
24.0. Si l’on voulait copier une courbe ou la réduire , il faudrait copier ou réduire , d’après un rapport donné, les abscisses et ordonnées de chacun de ses points. Ainsi la courbe a'U d d' e'f' représente la courbe abede réduite à une dimension moitié.
241. Pour rectifier la courbe abcdef\ c’est-à-dire pour avoir sa longueur absolue , on portera les arcs bc, cd à la suite les uns des autres, ce qui donnera ci'b" d' d"e"f" ; il est bien entendu que les points a.,bjC...., etc. , doivent être assez rapprochés les uns des autres pour que l’on puisse, sans erreur sensible, prendre la distance de deux points consécutifs pour la grandeur de l’arc qui les joint.
242. Quelquefois, pour définir une courbe, on énonce les relations qui doivent exister entre les abscisses et les ordonnées de ses points.
Ainsi, par exemple, si l’on demandait une courbe telle que pour chaque unité d’augmentation de l’abscisse, l’or-
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donnée dût augmenter de la moitié de Cordonnée précédente, on construirait les points m?i\pq à égale distance les uns des autres; et en supposant que le point a soit donné sur la ligne AY, on construirait ma, qui, par son prolongement, donnera le point b ; nh donnerait le point c;Ac donnerait le point <^, et ainsi de suite, en sorte que abcd, ... O serait la courbe demandée. En efb t , on aura :
Donc
cq : dr :: A q : A /• : : 2 : 3 ;
3c<7 cq
^dr—^^cq et par conséquent (Ir=z = cq -| —
On voit que dans celte courbe les abscisses étant en progression par difïérence , les ordonnées correspondantes forment une progression par quotient. Cette propriété a fait donner à ces sortes de courbes le nom de logarithmiques.
Courbes du second degré.
24-3. On nomme courbe du second degrés celle dont toutes les propriétés peuvent être exprimées par une équation du second degré.
Les constructions que nous allons indiquer sont les conséquences de ces propriétés , qu'il faut étudier dans les traités de Géométrie analytique.
24*4^. Les courbes du second degré sont au nombre de trois, savoir : l’ellipse, la parabole, l’byperbole.
Ellipse.
245. L’ellipse est une courbe telle que la somme des distances de chacun de ses points a deux points fixes pris dans son plan , et que l'on nomme foyers , est une quantité constante.
On exprime ordinairement cette quantité par 2a.
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24-6. Construction de l'ellipse. De la propriété que nous venons d’énoncer, et que l’on peut regarder comme la définition de l’ellipse, il résulte deux moyens de construire cette courbe.
Soient {fig. 205, PL 51 ) , F et F' les deux loyers, on prendra le point F, pour centre , et avec un rayon quelconque Fo, on décrira un premier arc de cercle; puis du point F' comme centre avec un rayon F'o = 2<i — Fo,on décrira un second arc. Le point où ces deux arcs se couperont doit appartenir à l’ellipse, car il est évident que la somme de ses distances aux deux foyers sera égale à 2«. En décrivant les^arcs au-dessus et au-dessous delà ligne qui joint les deux foyers on peut obtenir en même temps quatre points de la courbe.
247. Le point A, milieu de FF' se nomme le centre de r ellipse ; toute ligne droite passant par ce point est un diamètre, et se trouve partagée par le centre en deux parties égales.
Le plus grand de tous les diamètres est celui qui contient les foyers; on lui donne le nom de grand axe. Le plus petit, que Ton nomme petit axe est toujours perpendiculaire au grand.
Il est facile de voir que le grand axe est égal à 2«, car pour le point X, extrémité de ce grand axe, on doit avoir, comme pour tout autre point delà courbe, XF-i-XF' = 2rt; mais comme XF = X'F', il en résulte X'F'-l-F'X=2a , ou enfin XX'=2a.
Les distances Fu, F'u, d’un point de la courbe aux foyers, se nomment rayons recteurs , et la distance Au se nomme simplement rayon. On voit que dans l’ellipse tous les rayons ne sont pas égaux. Le plus grand estAX, moitié du grand axe, et le plus petit rayon AY est la moitié du petit axe.
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Le cercle est une ellipse dont les deux axes sont égaux et dans laquelle le centre et les foyers se confondent en un seul point.
249. Le second moyen de construire l’ellipse consiste à placer deux épingles aux foyers F et F'; puis, après avoir noué par les deux bouts un fil dont la longueur totale soit égale à 2a plus FF', on tendra ce fil de manière qu’il prenne la forme du triangle FF'^^ , dans lequel les sommets F et F' seront occupés par les deux épingles, et le point u par un crayon que l’on fera glisser en tendant toujours le fil. Il est évident que le contour du triangle étant représenté par la longueur du fil, que nous avons faite égale à 2a plus FF'; et la base FF' de ce triangle ne changeant pas, il restera toujours 2a pour la somme des deux côtés variables , quelle que soit, du reste, la place où l’on conduira le crayon qui occupe le sommet u de ce triangle.
250. Une ellipse étant construite, on peut se proposer de retrouver son centre, ses axes et ses foyers. Pour cela, on mènera deux cordes parallèles us,pq, et la droite passant par les milieux de ces cordes sera un diamètre. Le milieu A de ce diamètre sera le centre de la courbe. Du point A, comme centre, on décrira un cercle de manière à couper la courbe en quatre points qui seront toujours symétriquement placés; puis, abaissant du centre des perjjendiculaires sur les cordes qui joignent ces points deux a deux, on aura les axes de l’ellipse. Enfin, du point \, comme centre, avec un rayon égal à la moitié du grand axe, on décrira un arc de cercle F/^F', qui par son intersection avec le grand axe déterminera les deux foyers.
En combinant les propriétés du cercle avec celles
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(le l’ellipse, on en déduit {Géom.anal.) (.[ue si un cercle et une ellipse (/%• 206) ont un axe commun X'X, et que l’on prenne sur cet axe une abscisse Ajo (238) , on aura toujours : l’ordonnée correspondante pour le cercle est à l’ordonnée de Telbpse comme le grand axe est au petit axe.
De là résultent plusieurs moyens de construire l’ellipse lorsque Ton connaît les deux axes.
252. Du centre de l’ellipse avec des rayons égaux à la moitié des axes, on décrira deux cercles concentriques; on construira par le centre un rayon quelconque A/n, qui coupera le plus petit cercle au point n ; puis construisant mo parallèle au petit axe, et no parallèle au grand , l’intersection de ces deux lignes donnera en o un point de la courbe. En effet, on aura.
mp 1 op \ \ Am : An \\ a \ b ;
ce qui est conforme au principe que nous venons de citer.
253. Mais de tous les moyens de construire les ellipses, le plus commode est celui que nous allons indiquer.
Après avoir tracé les deux axes AX=:a,AY=è( //^. 207) , on prend un morceau de carte que l’on taille bien droit en forme de pelite règle; puis, après avoir marqué sur cette carte et à partir de l’extrémité o , deux grandeurs om=:a.^ on — b, on la fait mouvoir de manière que le point m ne quitte pas l’axe A Y, et que le point// ne qui tte pas Taxe AX. Dans ce mouvement, le point o décrira l’ellipse, de sorte qu’il suffira de marquer avec un crayon un certain nombre des points successivement occupés par le point o.
Cette manière de décrire l’ellipse résulte encore du principe énoncé (251); car si du point ///, comme centre avec un rayon t)io , on décrivait un cercle en prenant pour abscisse mp = AS, on pourrait considérer op comme for-
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donnée du cercle, et oS comme celle de l’ellipse, d’où l’on aurait encore :
op : oS :: om : oti a\ b.
254. Enfin , au lieu de prendre mn égal à la difiérence des demi-axes , on pourrait le faire égal à leur somme , et le point O placé entre les points m et « , décrirait encore l’ellipse.
255. Étant donnés un des axes et un seul point, on peut construire l’ellipse.
Soit donné, par exemple, AX égal à la moitié du grand axe, et le point o appartenant à la courbe, on construira AY perpendiculaire sur AX. On prendra une ouverture de compas égale à AX, et du point o, comme centre, on décrira l’arc dont l’intersection avec AY donnera le point m; enjoignant om, le point n sera déterminé, et la construction se fera comme précédemment.
Diamètres conjugués.
256. Lorsque deux diamètres XX', YY' {Jig. 208) sont tels que les tangentes aux extrémités de l’un d’eux sont parallèles à l’autre , on les nomme diamètres conjugués ; et si on les prend pour axes des abscisses et ordonnées, on dit que l’ellipse est rapportée à ses diamètres conjugués.
257. Construire une ellipse , connaissant ses diamètres conjugués.
Sur l’un d’eux , comme diamètre , on décrira la circonférence XmX', et l’on construira le triangle A//iY dont les éléments sont donnés ; puis, sur une ordonnée quelconque du cercle , on fera un triangle npq semblable et parallèle à mAY : le ])üint q appartiendra à l’ellipse. En reconimençant, on obtiendra autant de points de la courbe que l’on voudra. Cette construction provient de ce que la
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propriété énoncée (251) convient aussi à l’ellipse construite sur ses diamètres conjugués ( Géom. analytique).
Si l’on voulait retrouver le grand axe, il suffirait de joindre le centre avec le milieu de l’arc cX.
Tangentes a L ellipse.
258. Pour construire une tangente à l’ellipse , on pourrait opérer comme nous l’avons indiqué (208) j mais la définition de la courbe et les propriétés qui en sont la conséquence fournissent des moyens plus rigoureux de résoudre ce problème.
259. Construire une tangente à l’ellipse par un point donné sur la courbe.
Le point m étant donné sur la courbe ( /%. 209 ) , on décrira du point A , comme centre , avec un rayon AX égal à la moitié du grand axe, l’arc de cercle X'/z, qui coupera en n l’ordonnée j)assant par le point m ; on construira ( Géorn.) la droite pn tangente à cet arc en n ; et le point où cette tangente ira rencontrer le ])rolongement du diamètre XX' appartiendra à la droite prn.^ qui est la tangente demandée. Cette construction vient de ce si ([ue plusieurs ellipses ont un axe commun, et que par tous les points situés sur la même ordonnée on construise des tangentes, toutes ces lignes doivent concourir en un même point sur le prolongement de l’axe commun. Or, le cercle pouvant être considéré comme une ellipse, la tangente au cercle détermine le point où doit aboutir celle de l’ellipse. ( Géotn. analytique. )
260. Une autre propriété de l’ellipse nous fournit un second moyen de construire la tangente.
Si par un point c de la courbe on mène des droites cX , c\', aux extrémités d’un diamètre, ces droites se nomment
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cordes supplémentaires ^ parce qu’à elles deux elles soustendent la demi-circonférence de Tellipse. Or, on démontre [Qéom. anal.) que si par le point A on construit un rayon Am' parallèle à la corde cX', la tangente au point m' sera parallèle à la corde cX ; de là résulte cette construction.
Le point m' étant donné , on le joindra avec le centre par le rayon Am'; on construira la corde cX' parallèle au rayon Am'. Enfin , la corde supplémentaire cX donnera la direction de la tangente cherchée 5 et comme l’on a déjà un point m' de cette tangente , il sera facile de la construire.
261. Enfin, un troisième moyen de solution résulte de cette propriété , que si en un point m" de la courbe on mène une tangente et les deux rayons vecteurs (24-7) , la tangente fera des angles égaux avec les rayons vecteurs , d’où résulte cette construction.
Après avoir déterminé les foyers F, F', on construira les deux rayons vecteurs Fm", F'm"; on partagera l’angle F'm"F en deux parties égales, ce qui donnera la normale. Enfin , la ligne qm!\ perpendiculaire à la normale , sera la tangente.
262. Construire une tangente à Cellipse parallèlement à une droite donnée.
Soit 05 la droite donnée. On mènera d’abord la corde cX parallèle à la droite os, puis le rayon Am' passant par le milieu de la corde cX déterminera le point de tangence , et par conséquent la tangente, qu’il sera facile de construire, puisque sa direction est donnée.
En prolongeant le rayon Am' on obtiendra sur la courbe un second point de tangence.
263. Construire une tangente a U ellipse par un point donné en dehors de cette courbe.
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Soit O le point donné (/%. 210). De ce point, comme centre , et |)renant pour rayon sa distance à Eun des foyers , on décrira un premier arc bY'c ; de l’autre foyer F, comme centre avec un rayon égal au grand axe de l’ellipse, on décrira un second arc qui coupera le premier en deux points 5, U. On joindra ces points avec le centre du second arc par deux droites dont les intersections avec la courbe seront les points de tangence.
jEn efï’et , le rayon du second arc étant égal au grand axe , on aura
sm! -[- = 2a ;
mais par la propriété de l’ellipse (245) , on a
donc,
Ainsi , le triangle sm'¥' est isocèle ; mais le point o , centre du premier arc , est à égale distance des points s, F'. Donc la droite om' est perpendiculaire à 5F', et partage l’angle 5m'F' en deux parties égales. Donc enfin l’angle om’F' ~pni!F ^ et la droite op faisant des angles égaux avec les rayons vecteurs, est une tangente (2G1). Il en est de même de la droite oq.
Parabole,
264-. La parabole est luie courbe telle que pour chacun, de ces points la distance à une droite nommée directrice est égale a la distance h un point que bon appelle foyer.
Construction de la parabole. Soit {fig, 211) co la directrice, et le foyer F. Pour construire la parabole , on abaissera la perpendiculaire FD, et le point A , au milieu de cetto perpendiculaire, sera un pointde lacourbe. Pour en obtenir d’autres, on construira en un point p quelconque une
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perpendiculaire pm ^ et du point F, comme centre avec un rayon é^al à pD, on décrira un arc de cercle qui coupera la perpendiculaire nip en deux points m, m\ appartenant à la parabole. On recommencera jusqu’à ce que Ton ait un assez grand nombre de points pour construire la courbe.
265. On pourrait aussi construire la parabole par un mouvement continu.
Pour cela, on placerait une règle coïncidant avec la directrice, et prenant une équerre cab , on attacherait* au point b et au foyer F de la parabole , un fil dont la longueur totale serait égale au côté ab. Or, il est évident que si Ton pousse l’équerre avec un crayon dont la pointe serait placée au sommet de langle w, afin de maintenir contre Téquerre Tune des parties bu du fil, l’autre partie iiF de ce fil, qui représente la distance au foyer, sera toujours égale à la distance ua du point u à la directrice; ce qui est conforme à la définition de la parabole.
La droite AX, qui passe par le foyer et qui est perpendiculaire à la directrice, se nomme le grand axe.
Une parabole peut être considérée comme une ellipse dont la distance des foyers serait infinie. Il est évident, d’après cela, que le centre est aussi à l’infini^ ainsi que le second foyer. {Géom, anal.)
266. Une parabole étant donnée, on peut se proposer de retrouver son grand axe.
On construira deux cordes parallèles, et la droite passant par les milieux de ces cordes sera un diamètre; construisant mniL perpendiculaire sur on en prendra le milieu ce qui donnera un point du grand axe que l’on mènera parallèlement à qs.
Gela vient de ce que dans la parabole îous les diamètres sont parallèles. {Géom. anal,)
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Tangentes a la parabole.
267. Si le point de tanj^ence est donné sur la courbe , on construira [ fig. 212) Tordonnée mp passant par ce point j puis portant Kp de A en ^ , ce dernier point appartiendra à la tangente.
Cette construction résulte de ce {pxe dans toute para-hole y la distance qp, que ïon nomme la sous-tangente , est toujours double de V abscisse du point de tangence.
268. Si par le point s , milieu de qm, on mène une perpendiculaire à la tangente , le point F, où cette perpendiculaire rencontrera Taxe AX, sera le fojer de la parabole. Enfin , portant AF de A en D, et construisant la perpendiculaire cD. ou aura retrouvé la directrice.
269. On peut encore, pour construire la tangente, opérer comme il sui t :
On j oindra le foyer F avec le point de tangence, par la droite Fm, et après avoir mené /nF', parallèle au grand axe AX , on partagera l’angle FmF' en deux parties égales par la droite ms qui sera la normale ; il ne restera plus qu’à mener au point m une perpendiculaire sur sm.
Dans cette construction , u/F' remplace le rayon vecteur allant aboutir au second loyer, situé à l’infini , comme nous l’avons dit plus haut.
270. Si l’on voulait mener laie tangente parallèle à une ligne donnée bc , on construirait la corde Kd parallèle à cette ligne , et la droite menée par le milieu de Kd parallèlement à l’axe AX , déterminerait en ut' le [)oint de tangence ; ce qui suffit, puisque la direction de la tangente est donnée.
271. Construire une tangente a la parabole , par un point hors de la courbe.
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Soit O (//g*. 213) le point donné. On décrira de ce point, comme centre, et [)assant parle foyer, un arc de cercle u¥s qui coupera la directrice aux deux points u, s ; on mènera par ces deux points et parallèlement h l’axe AX les droites sm\ um", dont les intersections avec la courbe seront les points de tangence.
Cette construction est analogue à celle que nous avons donné (263) ; la directrice remplace le cercle décrit du second foyer comme centre.
Hyperbole .
272. L’hyperbole ne diffère de l’ellipse qu’en ce qu’au lieu de la somme, c’est la différence des rayons vecteurs qui est égaie à une quantité constante que l’on nomme 2a.
Constraction de V hyperbole
Les foyers F, F' d’une hyperbole étant donnés, ainsi que la quantité 2a qui est la différence des rayons vecteurs ; du point F', comme centre avec un rayon quelconque F'o, on décrira un arc de cercle ; ensuite du point F, comme centre , avec un rayon FO égal àF'0-)-2a, on décrira un second arc, et le point où ces deux arcs se couperont appartiendra à la courbe demandée.
274. On peut aussi décrire l’hyperbole par un mouvement continu. Pour cela, on attachera une règle par son extrémité, de manière qu’elle puisse tourner autour du foyer F', puis au foyer F, et à l’autre extrémité de la règle; on attachera un ffldont la longueur totale mc-j-cF doit être égale à la longueur de la règle moins 2a; il est évident que si l’on pousse la règle avec un crayon placé au point c; quelle que soit la place où l’on conduira ce crayon, la partie cF du fil sera toujours égale à cF' moins 2a; ce qui est conforme à la définition de l’hyperbole.
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275. Ici , comme fliïns l'ellipse, toute ligne telle (jue w/ , qui passe par le milieu de deux cordes parallèles , se nomme un diamètre , et le point A , milieu de la ])ortion de ce diamètre comprise entre les points où il coupe la courbe , se nomme le centre. Le diamètre XX', c|ui passe par les loyers, se nomme Vaxe transverse et YY', qui lui est perpendiculaire, se nomme Taxe non-transverse. La portion BB'de Taxe transverse est égale à 2«.
Asymjjlotes.
276. 11 existe dans le plan de toute hyperbole deux droites qui jouissent de propriétés remarquables. Ces droites, AD, AE, passent par le centre tle la courbé et s’en rapprochent sans jamais la toucher, ou, en d'autres termes, elles ne touchent la courbe qu'à l’infini. On leur donne le nom à’ asymptotes .
277. Les asymptotes fournissent un moyen aussi simple qu’élégant de construire une hyperbole lorsqu’on en connaît un point. En elïet,
Soit donné le point s et les deux asymptotes DD',EE'. On construira dans une direction quelconque en passant par le point 5, la sécante pu, et prenant ps , on le ])ortera de U en v ; ce qui donnera le point De même , construisant une autre sécante , on portera st de c en i. En continuant ainsi dans toutes les directions, on aura autant de points que l’on voudra sur les deux branches de la courbe.
278. La courbe élant construite, le centre et les axes pourront être retrouvés comme dans l’ellipe. Pour obtenir les foyers , on décrira un arc du point A , comme centre , de manière à passer par le point h, où l’asymptote est rencontrée par l’ordonnée Bù; les intersections de ce cercle avec l’arc transverse seront les foyers.
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Oii ferait l’opération inverse si l’on voulait construire les asymptotes, connaissant les foyers. [Géoin. anal.)
Tangentes a Vlijjperhole .
279. Les tangentes à l’hyperbole s’obtiennent par les memes moyens que les tangentes à l’ellipse.
Ainsi , par exemple, ni étant le point donné (/%. 215) , on construira le rayon Am, puis la corde B'c parallèle à ce rayon , enfin la corde supplémentaire cB, qui sera parallèle à la tangente et qui en déterminera la direction.
280. On peut encore, pour obtenir la tangente en un point donné de l’hyperbole, construire pm parallèle à l’asymptote; puis faisant Ao = 2Ap, le point o app.irtienrlra à la tangente. Cette construction provient de ce que , dans toute hyperbole , si l’on construit une tangente, le point de tangence doit toujours occuper le milieu de la portiOri de la tangente comprise entre les asymptotes ( Géoin. anal. )
281. Enfin, on peut encore construire la tangente en un point donné in\ en construisant les deux rayons vecteurs FW, Fm', et partageant l’angle que ces rayons font entre eux, en deux parties égales.
282. Pour construire une tangente parallèle à une ligne donnée ts , on mènera d’abord la corde Bc parallèle à cette ligne , puis le rayon Am passant pàr le milieu de la corde Be déterminera en ni le point de tangence , et comme l’on connaît la direction de la tangente, il sera facile de la construire.
283. Construire une tangente a l' hyperbole par un point pris en dehors de cette courbe.
Soit O le point donné. De ce point, comme centre, on flécrira un jiremier cercle passant par l’un des loyers F. De
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l’autre foyerF', comme centre avec un rayon égal «à B'B=2a, on décrira un second cercle , et l’on joindra par deux droites les points d’intersection de ces deux cercles avec le foyer qui a servi de centre au second cercle; les points où ces droites rencontreront la courbe, seront les points de tangence.
28^. La similitude entra les constructions précédentes et celles que nous avions indicjuées plus haut pour l’ellipse est une conséquence de l’analogie qui existe entre les propriétés des deux courbes ( Géom, anal.)
285. Il existe encore un grand nombre de courbes, que Ton peut construire graphiquement au moyen de leur définition géométrique.
Je me contenterai , pour le moment , de quelques exemples remarquables parleur propriétés.
Cycloïde,
286. Si Ton fait rouler la circonférence A 217, PL 52), sur la droite 1 — chacun des points de cette circonférence décrira une cycloïde.
Pour tracer la courbe parcourue par le point 1 , on partagera la circonférence du cercle mobile en parties égales, que l’on portera sur la droite directrice 1 — 1^, qui, par conséquent, sera égale au développement de la circonférence du cercle A.
Cela étant fait, si nous supposons que le point 5 de la circonférence mobile soit arrivé au point 5', le point 1, générateur de la courbe, se sera élevé jusc^u’à la hauteur à laquelle sc trouvait le point 5, avant le commencement du mouvement. De sorte cjue le point l' sera déterminé par l’interseclion de l’horizontale 5 — F avec la circonfél'cncc qui louche la directrice au point 5'.
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Par la meme raison , le point 1" sera déterminé par Eintersection de Thorizontale du point 6 avec la circonférence qui touche la directrice au point 6', etc.
287. Les points 1 et sont deux points de rebroussement à droite et à gauche desquels le point 1 engendrera d’autres branches de cycloïdes égales à la première.
Les trois courbes 1 — i”' — U, nn'"n^ peu
vent se construire en meme temps. Ainsi , lorsque le centre du cercle mobile sera parvenu au point o'\ on tracera le rayon o" — l" sur lequel on portera 1" — m" égal à 1 — //i, et \ " — n!' égal à 1 — n. Le point m” appartient à la cycloïde rallongée et le point n" à la cycloïde raccourcie.
Tangentes a la cjclo'ide.
291. Lorsque le cercle mobile devient tangent au point 12', le point générateur 1*^ se meut pendant un instant infiniment petit, comme s’il tournait autour du point 12', d’où il résulte que la droite aç perpendiculaire au rayon 12' — 1*^ sera également tangente à la cycloïde.
292. Les mêmes raisons permettront de construire les deux droites a!c\ a"c'' tangentes aux cycloïdes rallongées et raccourcies, parce que le point 12' peut être considéré comme le centre de trois arcs de cercles infiniment petits tangents aux trois courbes 1 — i'" — U,
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293. Il ne faut pas conclure de ce qui précède que la droite 1'^ soit le rayon de courbure de la cycloïde au point 1*'^. Le cercle vV'^a est tangent à la courbe, mais il ne faut pas le confondre avec le cercle osculateur, qui doit avoir un rayon double de 12' — En effet, décrivons la circonférence A"égale au cercle Agénérateur de la cycloïde, prolongeons — 12' jusqu’au point 17, et traçons la corde 18 — 17, l’angle 12' — 17“— 18 sera droit.
Or, si nous supposons que l’on fasse rouler le cercle A" sur la droite 18 — 19 parallèle à 1' — 16', le point 17 engendrera une cycloïde égale à celle qui était engendrée par le point 1 du cercle A. 11 y aura seulement cette différence que le point de rebroussement de la cycloïde 19 — l’usera sur la perpendiculaire élevée au milieu de l' — ^1^.
L’angle 12' — 17 — 18 étant droit, puisqu’il est inscrit dans une demi- circonférence , la droite l*'^ — 17, normale àla cycloïde 1 — l''" — V, sera tangente à la cycloïde 19 — 17 — 1^, et par conséquent la seconde de ces deux courbes sera la développée de la première (210) ; la droite 1‘^ — 17, double de — 12' sera le rayon de courbure au poin l''", et le point 17 sera le centre du cercle osculateur.
294. On peut encore conclure de ce qui précède (210) que la droite 19 — l'" est égale au développement de l’arc 19 — V, de sorte qu’en doublant cette droite 19 — l'", on aurait la longueur totale de l’arc 1 — 1'" — 1'^, qui , par conséquent, est exactement égal à 4 fois le diamètre du cercle mobile A. <
295. Pour mener une tangente à la cycloïde par un point extérieur ou parallèlement à une droite donnée , on emploiera les moyens indiqués aux n®®229 , 233; ce qui sera d’autant plusexact, que la construction ci-dessus détermine les normales auxiliaires avec la plus grande précision.
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On peut aussi opérer fie ia manière suivante
On remarquera d’abord (|ue Tangle 12^ — — 20 étant
droit, ses deux cotés doivent passer par les extrémités du diamètre 12' — 20. D’après cela ,
Sur le diamètre 6' — 24 perpendiculaire à 1'- — E, on construira le triangle rectangle 6' — 24 — 22, dont un côté 24 — 22 passerait par le point donné p.
On recommencerait cette construction pour trois positions du cercle mobile A , et la courbe zx, qui contient les sommets de tous ces triangles rectangles, rencontrera la cycloïde en un point 1^', qui sera le point de tangence demandé.
297. Pour construire une tangente parallèle à une droite donnée bk, on construira la corde 21 — 23 parallèle à la droite lik , et l’on fera glisser le cercle A! parallèlement à lui-même, jusqu’à ce que le point 23 soit arrivé sur la cjr cloïde. La droite horizontale 23 — 1^^ remplace la courbe zx employée dans le problème précédent.
Èpicy cloïde,
298. Si , au lieu de faire rouler le cercle mobile A sur une ligne droite, on le faisait rouler sur la circonférence d’un autre cercle B ( fig. 218), la courbe engendrée 1 — 1' — 1^” se nommerait une épicycloïde.
Cette courbe se tracerait par des moyens analogues a ceux que nous avons employés pour la cycloïde. Il suffirait de remarquer que les lignes qui , dans l’exemple précédent, étaient droites et parallèles à la ligne 1. — V , sont ici remplacées par des cercles concentriques.
Ainsi, (juand on aura fait l’arc 1 —2' du cercle directeur B éiïal à l’arc 1 — 2 du cercle mobi'e A, le point 1/ de l’épicyc.loïde demandée sera déterminé par l’inlersection de
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l'iirc (le ccM'cle 2 — U (3L de la circonférence — U qui louche au point. 2' le cercle directeur.
299. La courbe m — in' — m" — m'" est une épicycloïde rallongée engendrée par le point m situé sur le prolongement du rayon o — 1, et la courbe ii — n' — n" — ii"' est une épicycloïde raccourcie engendrée par le point n.
300. Les tangentes à l’épicycloïde se construiront comme celles de la cycloïde. Ainsi , par exemple , lorsque le centre du cercle mobile sera parvenu au point o", les points généraleui'sdes trois courbes auron t ])ris les positions n",
en joiirnaiit ces points avec 2'', on aura les trois normales 2” — m", 2" — 1”, 2" — n”, et par suite les trois tangentes a'c”, ac, n'c'.
301. La courbe 1 — 1' — [fig. 219) est une épicycloïde intérieure. Elle est engendrée par le mouvement du point 1 , lorsque le petit cercle A roule dans l’intérieur du cercle B. Le rapport des deux cercles étant ici comme 1 : 3, il en résulte que, si on continue le mouvement, les points de rebroussement seront toujours situés à la meme place, ce qui n’aurait pas lieu dans l’exemple précédent.
302. Les deux courbes mm'm'\ \ sont engendrées par les points m et n.
303. La courbe E' — p serait engendrée par le point E', si on faisait rouler le plus grand cercle B sur le petit cercle Ab
304. Enfin , on peut encore regarder comme un cas particulier des épicycloïdes la courbe v^ii engendrée par l’extrémité de la droite qui roulerait sur la circonférence B. Nous avons vu (212) que cette courbe était la développante du cercle.
T^orsijue le rayon du cercle mobile est exactement
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la moitié du rayon du cercle directeur, l’épicycloïde intérieure devient un diamètre de ce dernier cercle.
En effet , nommons R le rayon du cercle directeur B {fig. 221 ) , et r le rayon du cercle mobile A , et supposons que ce dernier cercle soit parvenu en A', on aura
arc «G :
27rR : angle a : h angles droits.
arc ac :
271/’ :: angle a : 4 angles droits.
Mais
de plus ,
Par conséquent ,
27rR=:47T/’.
On aura donc
aOt I kvir ; : a I 4 ac : 271/’ :: 2a : 4.
De là on tire
4aG = 4Tr/’a , kac =47T/’a.
Donc ,
arcaG = arcac.
Ainsi, quand le cercle mobile touchera le cercle directeur au point a, le point G sera parvenu en c, et par conséquent il n'aura pas quitté le diamètre CD.
306. La droite 1 — 1” (/%. 220) est engendrée par le mouvement du point 1 , lorsque Ton fait rouler le petit cercle A dans le cercle double B.
La courbe mm'm'' est engendrée par le point m, et la courbe nn!n" par le point n.
Spirales.
307. Si un point tourne autour d'un autre en s’éloignant ou se rapprochant de ce dernier point, la courbe engendrée est une spirale. La quantité dont le point géné-
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rateur s’éloigne ou s’approche du centre pendant une révolution, la régularité ou l’accélération de ce mouvement suivant certaines, lois déterminées peuvent donner lieu à une infinité de spirales différentes. Nous ne parlerons ici que de la courbe engendrée ]jar un point qui se rapprocherait à chaque instant d’une quantité proportionnelle aux espaces angulaires parcourus ; ou autrement nous supposerons que le point générateur se meut uniformément sur une droite ac, pendant cjue cette ligne parcourt des espaces angulaires égaux, en tournant autour de l’une de ses extrémités; ainsi, par exemple, on veut construire {Jig> 223) la courbe parcourue par le point a, qui tournerait autour du point c, dont il se rapprocherait, à chaque révolution, d’une quantité lik 222). Cette courbe est connue sous le lîom de spirale d' Archimède.
308. Construction de la spirale. On fera (/%. 223) ao égal à hk , puis, après avoir partagé ao en parties égales, en 8 par exemple, on tracera les 8 rayons c — l,c — 2, c — 3, etc. , faisant entre eux des angles égaux.
Ensuite , du point c , comme centre , on décrira un arc de cercle par chacun des points de division de la droite ao.
Les intersections de ces arcs de cercles avec les rayons c — 1 , c — 2, c — 3 détermineront tous les points de la première révolution de la courbe demandée.
On opérera de la même manière pour la seconde et pour la troisième révolution.
309. La tangente mu , pouvant toujours être considérée comme le prolongement d’un élément infiniment ])etit de la courbe, sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle mnu , dont la base mn doit être à la hauteur nu comme le développement du cercle , qui contient le point de tangence m , est à la quantité hk^ ou comme telle partie que l’on vou-
(Ira (lu cercle mm' est à une partie correspondante de la droite hh.
Ainsi, par exemple, si on fait égale à | de la circonférence mm' J il faudra faire nu égal à | de hh.
310. Si on fait le triangle rectangle rncx semblable au triangle mnu, la droite xm sera normale au point m.
311. Enfin , en construisant plusieurs normales et opérant, comme nous l’avons dit , aux n®® 229 , 233, on pourra toujours construire des tangentes par un point extérieur ou parallèlement à telle ligne donnée que Ton voudra.
SURFACES CYLINDRIQUES
312. Nous avons , dans les livres précédents, résolu les questions principales qui dépendent du plan. Nous allons étudier actuellement les propriétés des surfaces courbes.
Si on jette un coup d’œil sur les différents produits de l’industrie, les formes des corps terminés par des surfaces courbes paraissent variées d’un si grand nombre de manières, qu’il semble au premier abord difficile de reconnaître les projiriétés particulières à chaque espèce.
Mais, en procédant avec méthode, on peut facilement déduire toutes ces propriétés d’un petit nombre de principes généraux.
313. La première et la plus essentielle des surfaces courbes que nous allons étudier est celle à laquelle on donne le nom de cylindre.
11 ne faut pas attacher à ce mot le meme sens que dans la géométrie élémentaire; en elFet, dans cette partie des mathématiques, un cylindre {Jig. 22G, PL 33) est un
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corps ou solide engendré par un rectangle acv^ii, que Ton ferait tourner autour d’un de ses cotés ac , tandis que, dans la géométrie descriptive, on donne le nom de cylindre {fîg‘ 2ï>4) à la surface engendrée par une droite ac qui se meut parallèlement à ellemiéme; quelles que soient, du reste, les conditions qui déterminent le mouvement de cette droite , que l’on nomme la génératrice du cylindre.
314. On peut toujours supposer c^ue la génératrice est assujettie à s’appuyer constamment sur une courbe quelconque du y que l’on nomme la directrice.
315. Ainsi la nature du cylindre dépendra principalement de la forme de sa directrice , et l’on conçoit que si cette courbe était remplacée par une ligne droite, le cylindre deviendrait un plan; ce qui autorise à considérer le plan comme un cas particulier parmi les surfaces cylindriques.
Cette analogie entre le plan et le cylindre est une des relations qui nous seront le plus utiles. C’est pourejuoi je vais tâcher de mettre en évidence les propriétés communes à ces deux surfaces.
Si nous supposons que l’on conserve comme constante la génératrice ac d’un cylindre ( /%. 225), mais que l’on augmente graduellement le rayon de courbure de la directrice cette courbe deviendra successivement d\t.^d!u' ; et lorsque le rayon de courbure sera inlini , la directrice primitive se transformera en une droite d"'u"\ et la surface cylindrique en un plan pu'".
Si on change le sens de courbure de la directrice, on obtiendra le cylindre d'''ié''.
Tous ces dilférents cylindres se touchent et sont touchés par le plan pu'" suivant la génératrice commune
C’est pourquoi nous donnerons dès à présent au plan pu'" le nom de p!a/i tangent.
316. Il semblerait résulter de ce que nous venons de dire qu’un plan tangent à un cylindre ne doit avoir qu’une droite commune avec cette surface.
Cette définition du plan tangent ne serait pas exacte pour plusieurs raisons.
D’abord, la directrice d’un cylindre pouvant avoir un grand nombre de sinuosités , un plan qui toucherait ce cylindre suivant une génératrice ac [fig* 227) pourrait encore le couper suivant d’autres droites a'c' .
Ensuite , la condition de n’avoir qu’une droite commune avec un cylindre pourrait tout aussi bien convenir à un plan coupant pq {fig> 229).
Il faut donc tâcher de trouver, pour le plan tangent au cylindre, une définition plus complète.
Supposons [fig> 228) que le cylindre A soit coupé par un plan pq parallèle à sa direction , la section se composera des deux génératrices ac, a!c\
Or, si nous faisons tourner le plan pq autour deaV, la droite acse rapprochera de a'c' sans cesser de lui être parallèle; et lorsque les deux génératrices ac,a'c seront réunies en une seule , le plan pq sera devenu p'q', et , dans cette nouvelle position, il sera tangent au cylindre.
Nous serons donc conduits à dire qu’un plan tangent à un cylindre est CQ\m (\nï coniicni deux génératrices réu~ nies en une seule , ou, ce qui est la même chose, deux génératrices dont la distance est nulle.
317. Au lieu de faire tourner le plan pq autour de la génératrice a'c', on aurait pu le faire mouvoir parallèlement à lui-même ou de toute autre manière , mais on serait toujours arrivé à cette conséquence que le plan deviendra tangent aussitôt que les deux lignes de section ac, a'c' seront réunies en une seule.
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318. Il semblerait, au ])rcmier abord, qu’au moment où ces deux génératrices sont réunies, on doit les considérer comme n’en faisant qu’une. Il est vrai que les deux droites qui se sont ainsi rapprochées n’occupent pas plus de place qu’une seule; mais cependant il est très-essentiel de distinguer une génératrice simple ou une génératrice de section, telle que ac (/%. 229), d’une génératrice de tangence que l’on pourra nommer génératrice double , puisque l’on peut toujours supposer qu’elle résulte du rapprochement de deux génératrices de section , et l’on devra se rappeler qu’il existe entre ces deux lignes cette dilïérence très-grande, que la génératrice de section ne suffit pas pour déterminer la direction du plan coupant, qui, tournant autour de cette droite, peut prendre une infinité de positions différentes ( /%■ 229) , tandis que la position du ))lan U\u geni p' q' {Ji g . 228) sera déterminée par la génératrice de tangence dd , puisqu’il ne pourrait pas tourner autour de cette ligne sans devenir un plan coupant, ce qui dédoublerait aussitôt la génératrice de tangence et la décomposerait en deux génératrices de section a!c',a"d\ qui s’écarteraient l’une de l’autre à mesure que le plan se rapprocherait de la position pq.
319. On peut encore étie conduit aux conséquences précédentes en supposant que le cylindre soit coupé par un plan quelconque pq (/%. 230), que l’on ferait ensuite tourner autour d’une droite mn tamrente à la courbe de
section ac , cette courbe deviendrait alors successivement ac',c"ac'\ en s’allongeant toujours à mesure que le plan sc rapprocherait de la direction du cylindre, et iorscju’il aurait atteint cette direction , les deux brancbes„de la courbe seraient réunies en une seule et formeraient alors la géné[atrice de tangence ac'" .
Enfin, on peut encore supposer que le cylindre est un prisme dont le nombre des faces serait infini.
Dans cette dernière lîy])Othèse [fig. 231) le plan tangent sera le prolongement de Tune des faces du prisme, et la largeur de cette face devant être considérée comme nulle, les deux arêtes cc, c'c' infiniment rapprochées formeront la génératrice de tangence.
320. Concevons ( fig. 232) une courbe quelconque aa'm située sur le cylindre A , et joignons par une sécante les deux points a et a! , suivant lesquels cette courbe serait coupée par un plan quelconques^ parallèle au cylindre. Si nous faisons tourner le plan pq pour le ramener dans la position p'q' le point a se rapprochera du point a\ et lorsque le plan sera tangent , les deux points a et a' seront réunis; la droite aa! aura pris la position mn et sera située dans le plan tangent p'q' •
Ainsi, le plan tangent p'q' contiendra la droite mn tangente au point o! à une courbe quelconque située sur la surface du cylindre; de sorte que la construction du plan tangent se réduit à faire passer un plan par les deux droites cc\ mn.
La courbe ao! , m pouvant être prise arbitrairement , il en résulte que le plan tangent au cylindre contient toutes les droites qui toucheraient la surface en un point quelconque de la ligne c'c'.
Cylindre projetant. Courbes à double courbure.
321. La première application que nous ferons des surlaces cylindriques aura pour but de déterminer les projections des lignes courbes.
Soit ABCD {fig. 233, PI. 54) courbe quelconque située dans l’espace. Si de chaque point de cette courbe
on abaisse une perpendiculaire sur le plan de projection P, la courbe ahccl^ qui contient les pieds de toutes ces ])erpendiculaires , sera la projection de la courbe.
La surface qui contient toutes les perpendiculaires Ka, etc., se nomme cylindre projetant. La courbe abed. trace du cylindre proietant, est la projection de la courbe ABCD.
Une seule projection ne suffit pas pour déterminer une courbe dans l’espace, car il est évident que la projection ahcd serait la projection commune à toutes les lignes courbes tracées sur la même surface projetante.
322 . Il résulte de ce que nous venons de dire , que pour déterminer la grandeur et la position d’une ligne courbe dans l’espace , il faut la projeter sur deux plans, car alors chacun de ses points étant déterminé de position , la courbe elle-même sera déterminée.
323. La projection verticale d’une courbe est la ligne qui passe par les pieds de toutes les per{)endiculaires abaissées des difïérents points de'celte courbe sur le plan vertical , et la projection horizontale est la ligne cjui contient les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées sur le plan horizontal.
324. Soit {fig. 234) dUc'â'df'gliilx la projection verticale d’une courbe (juelconque, et ahcdej'ghdx six projection horizontale , il est évident (jue la courbe sera déterminée dans l’espace, car devant être en même temps dans les deux cylindres projetants dont les lignes données sont les traces, elle sera l’interseclion de ces deux surfaces et participera de la courbure de chacune d’elles.
C’est pour cette dernière raison (pue l’on donne à ces courbes en général le nom de courbes a double courbure.
Si l’on partage la projection verticale a'b'c'd' en
un assez grand nombre de parties pour que l’on puisse sans erreur sensible considérer chacune d’elles comme une ligne droite; si on porte tous ces petits arcs à la suite les uns des autres, comme on le voit {fig. 235), la ligne a'b'c' ...k'a' , que l’on obtiendra, sera le développement de la projection verticale de la courbe.
Supposons actuellement que par chacun des points a', on élève sur la droite que l’on vient d’obtenir une perpendiculaire égale à la distance du point correspondant de la courbe donnée au plan vertical de projection (10), et que par les extrémités A, B, G K , A, de ces perpendi-
culaires on fasse passer une courbe, on aura le développement de la surface projetante perpendiculaire au plan vertical.
La courbe ABGD....KA représente ce que devient la courbe donnée dans le développement du cylindre projetant perpendiculaire au plan vertical.
On aurait pu de la meme manière développer le cylindi e perpendiculaire au plan horizontal.
326. Prenant les arcs AK , Kl , IH , etc. , et portant leur longueur en ligne droite et à la suite les uns des autres (y%. 236), on obtiendra la courbe donnée dans sa véritable longueur. G’est ce qu^on appelle rectifier une ligne courbe.
327. Si l’on voulait obtenir les projections des points qui, à partir du point A, partageraient la courbe donnée en trois parties égales, on partagerait la ligne droite AA ; ce qui donnerait deux points M,N, que l’on reporterait d’abord dans le développement ( fig. 235) , d’où l’on déduirait facilement les points ul , n\ qui , reportés eux-mémes sur la projection verticale de la courbe, donneraient les projections horizontales m, 11.
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On emploicrail le meme mo^^en pour partager une courbe quelconque en tout autre nombre de parties égales ou ayant entre elles des rapports donnés.
328. On nomme trace d’une courbe , les points où cette courbe perce les plans de projection.
Soit («, a’) ( fig. 237 ) une courbe donnée. Le point (/i, K) ayant sa projection verticale sur la ligne AZ , appartient au plan horizontal , et représente la trace horizontale de la courbe. Le point ((^, , dont la projection horizontale est
sur la ligne AZ, sera la trace verticale.
Tl est facile de reconnaître que {c,c') est le point où la courbe perce le plan horizontal p, et {d,d) celui où elle perce le plan vertical p' .
329. Trouver V intersection dune courbe (a, a') avec un plan quelconque .
Concevons par cette courbe le cylindre projetant perpendiculaire au plan horizontal , et cherchons la ligne (Z>, V) qui provient de l’intersection de cette surface par le plan donné p” . Le point [m^in)y où les lignes a! et T se rencontrent, est le point demandé.
Pour oblenir la ligne b\ il suffit de construire les points où le plan jj" est percé par chacune des verticales q\ q'\ génératrices du cylindre vertical qui a pour directrice la courbe a.
On aurait pu tout aussi bien faire usage du cylindre projetant perpendiculaire au plan vertical.
La seule différence qu’il y ait entre ce problème et celui de l’intersection d’une droite avec un plan, que nous avons résolu (70) , c’est qu’alors la surface projetante de la ligne donnée était un plan perpendiculaire au plan de projection.
Construire une tangente à une courbe quelconque
Nous avons dit (^200) qu’une tangente à une courbe quelconque devait élre considérée comme le prolongement d’un arc infiniment petit de cette courbe ; on conçoit, en eliét, qu’une ligne dioite qui n’aurait qu’un point de commun avec une courl)e , ne serait pas ]mur cela une tangente à cette courbe. Ainsi, une ligne droite oblique ou perpendiculaire au plan d’un cercle et qui passerait par un point de sa circonférence, ri’aurait ({u’un point de commun avec ce cercle, et cependant ce ne serait pas une tangente, parce qu’elle ne serait pas dans le plan de la courbe.
Une ligne qui n’aurait qu’un point de commun avec une courbe à double courbure quelconque ne serait pas non plus une tangente à cette courbe ; il faut encore , pour que l’on puisse la considérer comme telle , qu’elle soit située dans le pian osculateur (20^- ) qui contient l’arc infiniment petit dont elle est en quelque sorte le prolongement.
Nous avons dit (320) que le plan tangent à un cylindre contient les tangentes à toutes les courbes qui passent par le point de tangence sur la surface du cylindre.
De là résulte le moyen de construire une tangente à une courbe à double courbure.
Soient {fig- 238) les deux projections de cette
courbe, le point (le tangence [in.,iii') étant donné.
Concevons par le point m' une tangente à la projection verticale de la courbe, on pourra considérer cette tangente comme la trace d’un plan p perpendiculaire au plan vertical et tangent au cylindre projetant horizontal. Or, d’après ce que nous venons de dire , ce plan doit contenir la tangente à la courbe; de plus, cette tangente doit être située dans le plan p\ tangent à la surface projetante perpendiculaire au plan horizontal. Donc la tangente cher-
cliéc (levant l’aire ])arlie des deux plans p et p\ sera leur intersection, d’où l’on voit que
331. Pour construire une tangente en un point donné d’une courbe quelconque , il suffit de construire par les projections du point donné , deux tangentes aux pi ojections de la courbe. Ces lignes seront les p/'ojections de la tangente à la courbe.
Construction de la normale. Je dirai de la nor
male ce que je viens de dire de la tangente. Toute ligne droite passant par le point de tangence et perpendiculaire à la tangente , n’est pas nécessairement une normale. Il faut encore pour cela qu’elle soit dans le plan de la courbe , si cette courbe est plane, ou dans le plan osculateur, s’il s’agit d’une courbe à double courbure. Donc, si l’on veut ob{enir la normale au point {in,ni') de la courbe à double courbure {a.,a'){fig. 238), on choisira deux autres points {n,n') Çu, u') sur la courbe et à peu de distance du point donné (m, m') ; puis après avoir construit les trois tangentes {uu, {sm^ s’ né] , (on, o'ré)^ on déterminera les
points où ces tangentes percent le plan horizontal,
et l’on fera passer une courbe par ces points. Or, il est évident que si les trois points (ua'), [mm'), (///d), étaient infiniment près l’un de l’autre, les trois tangentes pourraient être considérées comme dans un même plan qui serait le plan osculateur, et la ligne uso serait droite et se confondrait avec sa tangente sz. Donc, en construisant cette tangente, on j)ourra la regarder comme la trace du plan osculateur en {mm').
Faisant tourner ce plan autour de sa trace sz pour le rabattre sur le plan horizontal de la ]>rojection, le jioint de tangence {mm') viendra se placer en m". La tangente sera représentée dans le rabattement par sm". On lui mènera la perpendiculaire m"z qui sera la normale rabattue sur le
plan horizontal. En faisant revenir le plan osculateur à sa place , le point ( zz') ne bougera pas , et les deux projections de la normale seront {zm, z'ni').
333. Courbes planes inclinées par rapport aux plans de projection. Dans tout ce que nous venons de dire sur la projeclion des courbes, nous avons supposé, pour plus de généralité , qu/il s'agissait d'une courbe à double courbure ; mais si la courbe était plane , et qu’on le sut d’avance, on pourrait souvent rendre les constructions plus simples en prenant (/%. 239) Tun des plans de projection perpendiculaire au plan de la courbe. Au moyen de cette précaution, l'une des ])rojections de la courbe se confond avec la trace du plan cjui la contient, et qui, dans ce cas, devient l’une des surfaces projetantes. Ainsi , le plan de la courbe {ahc.céyc') étant perpendiculaire au plan horizontal , sa projeclion sur ce plan sera la droite ac.
Si l'on voulait avoir la courbe dans sa véritable grandeur, on ferait tourner le plan qui la contient autour de sa trace verticale ^ et l'on obtienrlrait a!'h"c" . Les droites {db',db") sont la projection verticale et le rabattement d’une tangente dont la projection horizontale se confondrait avec celle de la courbe.
33Y. Les deux projections d’une courbe étant données., reconnaître si cette courbe est plane.
11 est évident que toute courbe qui se projette en ligne droite est nécessairement une courbe plane.
Prenant sur la courbe {fig. 240) deux points {aa\ oo') situés, pour plus de simplicité, sur une même droite horizontale, et construisant le plan vertical p perpendiculaire sur cette horizontale, on cherchera la projection de la courbe sur ce plan ; si cette projection est une ligne droite, on pourra en conclure que la courbe est plane;
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car il est évident (|iie toute courbe qui se projette par une lignedroiteestnécessairenient situéedans le plan projetant dont cette li^ne est la trace.
11 est bien entendu que cette manière de reconnaître si une courbe est plane n’est pas rigoureusement exacte , et qu’elle ne doit être emj)loyée que dans le cas où l’on serait privé de moyens plus rigoureux résultant de la définition géométrique de la courbe donnée.
Je terminerai ce sujet par l’élude des propriétés de Tune des courbes les plus utiles que l’on puisse tracer sur un cylindre.
Hélices.
335. Lorsqu’une courbe coupe toutes les génératrices d’un cylindre suivant le même angle, on lui donne le nom éi hélice.
On peut dire encore que l’hélice est engendrée par un point qui s’éloigne à chaque instant d’un plan perpendiculaire au cylindre, d’une quantité proportionnelle à l’arc parcouru par sa projection sur ce plan.
Ainsi , par exemple , si nous supposons que le cylindre A ( fig. 241 , PL 35) soit perpendiculaire au plan horizontal , l’hélice «2, a! Cl!" serait engendrée par le point aci cjui s’élèverait à chaque instant d’une quantité proportionnelle à l’arc de cercle parcouru par la projection horizontale a.
336. La distance rt'a” entre deux intersections successives delà courbe avec la même génératrice se nomme le pas de rhélice, et la portion de courbe correspondante à une révolution entière se nomme une spire.
337. La section droite du cylindre est une liélice dont le pas est égal à zéro.
338. Les hélices se distinguent par la nature de la section droite du cylindre sur lequel elles sont tracées. Lorsque
celte section est un cercle., on dit que l’hélice est à hase circulaire.
339. Construction de ïhélice. Supposons que la circonférence a — h — soit la base ou projection horizontale d’une hélice dont le pas serait clo!' ^ on partagera cette droite et la circonférence a. — k — 1 k en un même nom])re de parties égales , en 16 par exem pie ; on tracera ensuite une horizontale par chacun des points de division de la verticale a!a" .
Si on suppose actuellement que le point générateur, partant de aa\ tourne dans le sens de l’arc 1 — % — 3, etc., il est évident que lorsqu’il sera parvenu sur la verticale du point 1, il sera élevé, au-dessus du plan horizontal , d’une quantité égale à la seizième partie du pas, et sa projection verticale devra , par conséquent , se trouver sur la première horizontale au-dessus de la ligne AZ.
Lorsque le point générateur sera parvenu sur la verticale du point 2 , sa projection verticale sera élevée de 2 seizièmes du pas, et sera sur la deuxième horizontale, etc.
De sorte que tous les points de la projection verticale de la courbe seront déterminés par les intersections des verticales élevées parles tO [)oints de division delà circonférence a — k — ik avec les horizontales passant par les 16 points de divisions de la verticale a' a!'.
340. Il résulte de la définition que nous avons donnée au n" 335 que , dans le développement du cylindre qui contient l’hélice, cette courbe se transforme toujours en une ligne droite.
La figure 242 est le développenijent de la moitié du cy^ lindre A.
341. On peut se servir avec avantage de ce développement pour construire la projection de la courbe. En elïet ,
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si le pas de riiélice était peu considérable, il serait diiïicilc de parlager avec beaucoup d’exactitude la verticale a'a”. Dans ce cas, on commencerait par construire l’oblique que l’on partagerait en 8 f^arties égales, et les points de division de la courbe seraient alors déterminés par les intersections des verticales élevées par les points de division delà circonférence a— 4 — 14 avec les horizontales passant par les points de l’oblique a}^c' ,
342. Lorsqu’on prend ainsi une oblique pour échelle de hauteur , il n’est pas nécessaire que la droite cû'^a’ soit égale au développement de la circonférence a — 4 — -14. Il suffit cjue la verticale aV soit égaie à la hauteur de la partie de l’héÜce que l’on veut projeter. De sorte que si nous avions fait égal à a!a'\ les 16 parties égales de l’oblique auraient déterminé les hauteurs des 16 points correspondants de la première spire.
343. Lorsqu’une hélice se compose d’un très -grand nombre de spires, on peut construire avec beaucoup de soin ( Jig. 246 ) la projection de l’une de ces courbes sur une carte que l’on découpera, et qui, étant reportée à toutes les hauteurs, servira pour guider le crayon.
Ofi pourra se contenter de la moitié d’une spire , parce que le même profil étant retourné servira pour construire les parties vues et celles qui sont cachées.
Enfin, lorsque l’on veut tracer un arc d’hélice sur un cylindre , il suffit de déterminer 247) deux points m et 11 de la courbe demandée; après quoi il sera facile de la tracer avec une règle flexible <à laquelle on fera prendre la courbure de la surface.
Quoique deux points suffisent, dans ce cas , ])our déterminer la courbe, on fera bien cependant de tracer sur le cylindre un ou deux points intermédiaires pour servir comme vérification.
3Y'i. Il arrivera souvent par la suite que Ton ait à tracer sur un meme cylindre [fi§- 2Y1 ) plusieurs hélices Je même pas, mais situées à des hauteurs dilférentes. Dans ce cas, il ne sera pas nécessaire d’établir sur la projection du cylindre de nouvelles horizontales, ce qui ferait confusion. Il sera préférable de porter avec le compas, sur la verticale projetante de chaque point, la dilîérence de hauteur entre la première hélice et celle que Ton veut obtenir.
3Y5. Si on veut construire plusieurs hélices de même pas et à la même hauteur sur des cylindres concentriques ( fi^. 2Y3), on relèvera les points sur les horizontales correspondantes.
Tangentes à 1 hélice.
3Y6. On sait que , dans le voisinage du point de tangence , une courbe se confond toujours avec sa tangente. De plus, riiélice devant se développer en ligne droite, elle devra, dans le développement du cylindre, continuer à se confondre avec sa tangente.
D’où il résulte que la tangente coïncidant avec la courbe développée doit être l’hypoténuse d’un triangle rectangle, dont la hauteur est à la base comme le pas de riiélice est au développement de la circonférence du cercle qui en forme la projection , ou , ce qui est la même chose , comme un certain nombre de parties égales du pas esta un pareil nombre de parties égales de la circonférence de la base.
3Y7. Supposons donc que l’on veuille construire une tangente au point lY' de l’hélice a' a'” [ fig. 24-1 ) , on construira d’abord la tangente ik — ni.
Cette droite sera la trace horizontale du plan tangent au cylindre qui contient l’hélice , de sorte ejue si on fai 1 14 — ni égal à L de hi circonférence , et que 1 Y' — u soit égal à — pas de l’hélice, la verticale nini déterminera le point ni ,
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et riiypotéiiuse \ h‘ — m' sera la projection verticale de la tangente au point Ih'.
Dans ] a figure 245, a!ni est la tangente au point aa! \ a' U est égal à | du pas , et l’horizontale uni vaut |de la circonférence de la base.
348. Il résulte de ce qui précède qu’il n’est pas nécessaire que la courbe soit tracée, pour que l’on puisse construire sa tangente.
349. Si l’on prévoit le cas où il serait nécessaire de construire un granrl nombre de tangentes à une meme hélice , on pourra construire ( Jig. 244) la courbe a — 9 — 12', qui est la développante de la circonférence du cercle a — 10 — c" (213). Cette courbe contiendra les traces horizontales de toutes les tangentes à l’hélice.
De sorte que, pour construire l’une quelconque de ces tangentes, celle, par exemple, qui toucherait l’hélice au point 10'".
On tracera :
1° La droite 10 — 10', perpendiculaire au rayon c — 10, et qui sera par consécjuent la projection horizontale de la tangente demandée 5
2° La verticale 10' — 10", qui déterminera le point 10" sur la ligne AZ ;
3° La droite 10" — 10'", qui touchera l’hélice au point 10'".
350. La meme courbe pourra servira construire les langentes à toute autre hélice de meme pas , et qui serait située sur un cylindre d’un rayon plus petit ou plus grand.
Ainsi, par exem[)le, pour construire la tangente au point 13'",
On tracera :
l°La tangente 13 — 13' parallèle à 10 — 10';
2” La droite c— *10', qui déterminera le [)oint 13';
3° La verticale 13' — 13";
4° Enfin, la tangente demandée 13" — 13'".
En effet, les deux tangentes 10 — 10', 13 — 13' sont entre elles comme les rayons c — 10, c — 13. Or, la droite 10 — 10' étant le développement de l’arc c"10 , il' s’ensuit que 13 — 13' sera le développement de l’arc c'l3 ; ce qui s’accorde avec ce que nous avons dit au n° 346.
On remarquera encore que l’on doit avoir
Or, si on ne prend que les rapports extrêmes, on aura :
Donc les horizontales c' — 10", 0'" — 10'" étant coUj)ées en parties proportionnelles par les deux tangentes 10" — 10'", 13" — 13'". Ces lignes doivent se rencontrer sur le prolongement de l’axe commun aux deux cylindres.
Projection du cylindre oblique.
351. Dans les articles précédents nous avons considéré les cylindres comme surfaces projetantes, nous allons actuellement étudier ces sortes de surfaces sous un point de vue plus général.
Une surface cylindrique est déterminée lorsque Ton connaît les projections de la directrice et celles d’une génératrice ou d’une droite quelconque qui lui serait parallèle.
Supposons, par exemple, que les deux courbes j — 3 — 5 — 7 [Jlg- 248, PL 56) soient les deux projections de la directrice d’une surface cylindri(|ue. On prendra sur cette ligne un certain nombre de points», et les droites menées par ces points , parallèlement à la direction donnée «c, a'c', seront le^génératnces de la surface proposée.
Dans les questions composées ,' il est souvent nécessaire
(le conslruirc un grand nombre de génératrices , et dans ce cas, pour plus (Lordre dans le travail, on les distingue l^ar des numéros.
Il ne faut pas, cependant , construire de suite et sans nécessité un trop grand nombre de génératrices. Il n’est pas nécessaire, par exemple, que ces lignes soient aussi rapprochées les unes des autres dans les parties où la surface a peu de courbure ; mais on fera bien de tracer au moins au crayon celles qui correspondent aux points les plus essentiels de la surface.
Ainsi, dans l’exemple qui noüs occupe, ou devra s’attacher surtout à déterminer avec exactitude :
1® Les génératrices qui passent par les points ! et 7, et qui forment les limites de la surface cylindrique.
2° La génératrice du point 5 , suivant laquelle la surface du cylindre est touchée par un plan vertical. Cette génératrice forme la limite de la projection horizontale du cylindre.
3" La génératrice du point 2 , suivant laquelle la surface serait touchée par un plan perpendiculaire au plan vertical de projection. Cette génératrice forme la limite de la projection verticale du cylindre.
4® On devra chercher aussi à donner toute l’exactitude possible aux projections du point 3, suivant lequel la directrice du cylindre est touchée par un plan perpendiculaire à la ligne AZ.
352. On pourra simplifier le travail en choisissant de préférence les génératrices cjui auraient une projection commune.
Ainsi, par exemple, la projection verticale de la génératrice qui contient le point 1 servira en même temps pour celle qui contient le j)oint 4, etc.
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Parties vues et cachées.
353. La nature particulière des surfaces cylindriques que Eon emploie dans l’industrie permettra presque toujours de reconnaître au premier coup d’œil quelles sont les parties de ces surfaces qui doivent être vues et celles qui sont cachées ; mais , lorsqu’il y aura incertitude , on pourra opérer de la manière suivante :
Supposons que la surface donnée soit coupée par un plan pq parallèle au cylindre , et perpendiculaire au plan vertical de projection. On obtiendra pour sections les deux génératrices des points 1 et 4, et la 2® de ces droites étant plus près du plan vertical que la première , elle sera derrière la partie de la surface qui contient la génératrice du point 1.
Il suffira souvent d’une ou deux opérations de cette espèce pour reconnaître toutes les parties vues et cachées.
Nous avons supposé ici que l’gn a supprimé toute la partie de la surface cjui est au-ciessus de la directrice , et que l’on n’a conservé que ce qui est compris entre cette courbe et le plan horizontal de projection.
Il résultera de là que toutes les génératrices cjui s’appuient sur l’arc 7- — 5 seront vues sur la projection horizontale depuis cet arc jusqu’à l’arc 5 et 1 , à partir duquel elles passent au-dessous de la surface.
Les génératrices qui s’appuient sur l’arc 5 — 1 seront vues entièrement sur la projection horizontale.
Des considérations du même genre feront reconnaître les parties vues et cachées de la j^rojection verticale.
Ainsi sur cette projection, les génératrices qui s’appuient sur l’arc 1 — 2 seront vues entièrement, tandis cjuc celles qui s’appuient sur la courbe 2 — h seront cachées, l^hifîn , les génératrices qui s’appuient sur l’arc k — 7 seront vues.
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On reconnaît pourquoi il est essentiel, comme nous l’avons (lit plus haut, de déterminer avec le plus de précision possible les génératrices des points 2 , 5 , 7 et 1 , puisque ces lignes forment les limites des parties vues et cachées sur la projection du cylindre.
La construction exacte de ces points dépend des principes qui ont été exposés aux n®® (233 , 234).
354. Quoique nous ayons supposé la surface terminée dans sa partie supérieure par la courbe 1 — 5 — 7, qui lui sert de directrice , il vaudra mieux, en général , admettre que les génératrices d’un cylindre sont infinies, de sorte que toute surface cylindrique sera elle-même infinie , et les parties de ces surfaces terminées par des lignes ou composant la limite des corps ne seront considérées que comme des portions de cylindres.
.Si la directrice est une courbe infinie , le cylindre sef'a infini suivantses fieux dimensions ; mais si la directrice était une courbe fermée ou terminée par deux points , le cylindre ne serait infini que dans la direction de ses génératrices.
Traces du cylindre.
355. Toute surface cylindrique étant infinie doit, en général , se prolonger au delà des plans de projection.
Or, si , après avoir construit un assez grand nombre de génératrices, on détermine les traces de chacune de ces lignes (45) , les courbes passant j)ar tous ces ])oints seront les traces du cylindre. Ainsi :
La courbe 1' — 5' — T est la trace horizontale et la courbe l” — 5" — T' est la trace verticale du cylindre donné.
356. Nous avons supposé (351), pour plus de généralité, que la directrice du cylindre était une courl)e (|uel» conque; mais, dans les applications, on prend presque
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toujours pour directrice une courbe parallèle à l’un des plans de projection.
Ces sortes de courbes sont égales et parallèles aux traces , et se construisent de la même manière. Ainsi , par exemple, pour obtenir la courbe l'" — S"'- — il suffira de projeter tous les points suivant lesquels le plan horizontal coupe les génératrices du cylindre.
357. En prenant pour directrice la trace du cylindre ou une courbe parallèle à cette trace, on n’ôte rien de la généralité des principes que nous allons exposer.
Il est facile de concevoir, en effet, que la surface du cylindre sera toujours la même , tant que la courbe employée comme directrice sera située tout entière dans cette surface, et qu’elle sera coupée par toutes les génératrices. Or, les traces jouissent essentiellement de cette propriété.
Ainsi, quelle que soit la nature d’un cylindre donné, on pourra toujours construire l’une de ses traces ou une section parallèle à cette trace, et remplacer la directrice primitive par la section obtenue.
358. Le plan qui toucherait le cylindre suivant la génératrice du point 6, aurait pour trace horizontale la droite p' — 6' tangente à la trace horizontale du cylindre, et la trace verticale p' — 6” de ce même plan devra aussi être tangente à la courbe 1” — 6" — 7", qui est la trace verticale du cylindre.
Les droites p»' — 2", — 2' sont les traces d’un second
plan qui toucherait le cylindre suivant la génératrice du point 2, et qui serait perpendiculaire au plan vertical de projection.
Ces deux plans tangents se coupent suivant une ligne s i qui doit être parallèle au cylindre donné.
Enfin, les deux droites — 6'", tangentes à la
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courbe l'" — 5'" — 7'", proviennent de rinterseclion dts deux ])lans tangents par le plan horizontal mn.
359. La Ji§, 250 contient les deux projections d’un cylindre dont la directrice est une courbe fermée située dans le plan horizontal.
360. Il sera surtout essentiel de déterminer avec beaucoup de soin les points 1 , 2, 3, 4.
Les points 2 et 4 appartiennent aux deux génératrices qui forment les limites de la projection horizontale du cylindre, et les points 1 et 3 sont les pieds des génératrices qui forment les limites de la projection verticale.
Si la directrice est une ellipse, ce qui arrive souvent dans les applications, les points 1 , 2,3,4 seront déterminés par le principe du n° 262.
On doit encore remarquer que, sur la projection horizontale, la partie de surface cylindrique qui a pour directrice l’arc 2—3 — 4 sera vue, tandis que celle qui a pour directrice l’arc 4 — 1 — 2 doit être cachée.
Sur la projection verticale, la j^artie vue est celle qui a pour directrice la courbe 1 — 2 — 3, et par conséquent la partie qui a pour directrice l’arc 3 — 4 — 1 est cachée.
361. Plusieurs simplifications remarquables peuvent résulter de la position du cylindre par rapport aux plans de projection.
Ainsi (/%. 251) lorsque l’un de^ces plans sera parallèle au cylindre, il en résultera cet avantage, que les génératrices seront projetées sur ce plan suivant leurs véritables grandeurs.
362. Si l’un des plans de projection était |)erpendiculaire au cylindre (/%. 252), cha({ue génératrice se projetterait sur ce plan par un seul point, et la projection du cylindre
se réduirait à sa trace, qui serait en même temps la directrice.
Pour exprimer qu’un point est situé sur la surface du cylindre, on construira la génératrice passant parce point. 11 peut y avoir plusieurs solutions. Ainsi, par exemple, le point m ( fig. 250 ,251) sera la projeclion horizontale commune à deux points qui auront w' et m" pour leurs projections verticales.
Dans la fig» 24-9, les points mm\ mm'\ ap-
partiennent tous les quatre à la surface d’un cylindre qui aurait pour directrice la courbe ac.
Section droite^ déyfeloppement du cylindre,
363. Si l’on coupe un cylindre par un plan parallèle à ses génératrices , on obtient pour section une ligne droite. C’est la manière la plus simple de couper un cylindre. Toute autre section par un plan sera une courbe plane dont la forme dépendra de la nature de la courbe qui aura servi de directrice au cylindre, et de l’inclinaison suivant laquelle il aura été coupé; mais, parmi les sections par un plan, il faut distinguer surtout celle que l’on obtient en coupant le cylindre perpendiculairement aux génératrices. Cette courbe, que nous nommerons la section droite du cylindre,^ nous servira dans un grand nombre d’applications.
3G^^. Supposons, par exemple, que l’on veuille développer la surface d’un cylindre ( Jig. 253, PI. 37).
On projettera le cylindre proposé sur un ])lan parallèle à ses génératrices, afin d’avoir toules ces lignes projetées dans leur véri.tal)le longueur ; menant ensuite par un point quelconque a un plan perpendiculaire à ces génératrices, la ligne ac sera la projection verticale de la section droite
(181). Il serait facile de construire la projection Lorizontale (le cette courbe en abaissaut des ptr|)endiculaires de tous les points où le plan ac est rencontrcî par les génératrices du cylindre; mais çette seconde projection serait inutile pour le but que nous proposons ici. Ce qui est essentiel, c’est d’obtenir la section ac dans sa véritable grandeur ; pour y parvenir, on la fera tourner jusqu’à ce qu’elle soit rabattue sur le plan de projection • ce qui donnera la courbe M pour la véritable grandeur de la section droite du cylindre.
Pour construire cette courbe, il faut déterminer un certain nombre de points assez rapprochés les uns des autres pour que l’on puisse, sans erreur sensible, considérer comme une ligne droite chacun des arcs compris entre deux points consécutifs, et plaçant tous ces petits arcs, à la suite les uns des autres, sur la ligne droite c'dc , on élèvera, par chacun des points de division de cette ligne, une perpendiculaire égale à la génératrice correspondante de la surface cylindrique que l’on se proposera de développer; puis, faisant passer des courbes par les extrémités de ces perpendiculaires, on aura construit le développement de la surface du cylindre.
365. Pour plus d’ordre, on fera bien de numéroter les génératrices sur les deux projections , ainsi que dans le développement de la surface et sur la courbe M qui représente la section droite rabattue.
366. Pour obtenir sur le développement la position d’un point déterminé mm\ on construira la génératrice correspondante sur les deux projections, d’où il sera facile de déterminer sa position sur le développement du cylindre.
367. Si l’on voulait savoir ce que devient dans le développement une courbe quelconque tracée sur la surface du
cylindre, on construirait cette courbe sur les deux projec- ' liops, d’où, par des parallèles à la droite da'c\ il serait facile de ramener chacun de ses points sur la génératrice correspondante du développement.
308. Le lecteur a sans doute compris que si l’on a primitivement projeté le cylindre donné sur un plan parallèle à sa directign , c’est afin d’éviter la construction nécessaire pour obtenir la véritable longneur de chaque génératrice (35).
11 peut cependant exister quelques cas, très-rares, il est vrai, où l’on serait forcé de placer un cylindre dans une position inclinée 255, 256). Si l’on voulait alors construire le développement, il faudrait opérer de la manière suivante ;
On projetterait (/%. 257) le cylindre donné sur un plan auxiliaire A'Z' parallèle à sa direction ( 175 ), et cette nouvelle projection remplaçant la projection verticale primi^ tive, on agirait exactement pour le reste comme nous l’avons dit dans l’exemple précédent.
300, SI un point était donne par sa projection verticale rn et qu’on voulut déterminer la position de ce point dans le développement du cylindre, on commencerait par construire la projection horizontale m' de ce point, d’où on déduirait la projection sur le plan auxiliaire ; puis après s’être assuré que les deux projections m et rn” sont à la même hauteur, on ramènerait ce point sur la génératrice correspondante du développement par une parallèle à la droite c'ac.
370. Les constructions que nous venons d’indiquer consistent à regarder le cylindre comme un prisme dont la surface se con» poserait d’nn très-grand nombre de faces (183), hypothèse qui n’est pas tout à fait exacte, mais
qui sufïit pour la plus grande partie des applications à l’industrie.
D’ailleurs, lorsque la courbure d’un arc sera très-sensible, on pourra prendre sur cet arc des poinis plus rapprochés, et, par cette précaution, on parviendra toujours à développer la section droite, de manière à rendre les erreurs tout à fait insensibles.
371. Si la section droite était un cercle, on pourrait mesurer le rayon avec beaucoup de soin, et prendre une longueur égale à 27:R pour le développement de la circonférence ; après quoi on établirait sur cette ligne développée les points où elle doit être coupée par les génératrices du cylindre.
372. Si la nature des applications dont on s’occupe exigeait que l’on développât un grand nombre de cylindres circulaires, on pourrait conserver dans son portefeuille ou sur une planche à dessin un triangle ca6, dans lequel les deux côtés ac , ab seraient entre eux comme 1 : 3, H ou plus exactement encore comme 1 : 3, 1416.
Pour développer un cylindre qui aurait pour base la circonférence N (/%. 258), on fera, sur la /%. 254, ac égal à aV'; puis on tracera c'ô' parallèle à cô, ce qui donnera dh' pour la longueur de I4 circonférence N.
Si ensuite on fait as égal à la hauteur du cylindre dppné, le rectangle sahli sera le développement sur lequel on pourra ensuite tracer les génératrices à des distances égales ou inégales, suivant la nature de la question.
Plan pavalllde au cylinclrç.
373. La combinaison la plus simple du cylindre et du plan a lieu lorsque ces deux surfaces sont parallèles. Pour
satisfaire à cette condition , il suffit de faire passer le plan par une droite quelconque parallèle au cylindre.
Supposons, par exemple, que, par un point donné nzm' [fig- 259, PL 38), on veuille construire un plan parallèle à un cylindre dont on connaît la direction, on construira la droite mn,m'n' passant par le point donné *, puis , tous les plans passant par cette droite seront parallèles au cylindre.
On peut donc distinguer quatre cas :
1° Lorsque la trace np du plan ne rencontrera pas la trace du cylindre, le plan lui-même ne rencontrera pas le cylindre ;
2° Si la trace np' du plan est tangente en a h la trace du cylindre, le plan touchera le cylindre dans toute l’étendue de la génératrice ac ;
3° Si la trace np" du plan coupait le cylindre en plusieurs points a', a”, a'”, le plan couperait le cylindre suivant les génératrices a’c', a”c"^ a"'c"' ;
Enfin, si la trace itp"' du plan touchait la trace du cylindre en a^'' et la coupait au pointa^, le plan toucherait le cylindre suivant la génératrice et le couperait suivant
11 résulte évidemment de laque si la trace d’une surface cylindrique avait beaucoup de sinuosités, un même plan pourrait toucher et couper ce cylindre suivant un grand nombre de génératrices dilférentes.
Construction du plan tangent au cylindre,
374. Construire un plan tangent à un cylindre par un point mm' appartenant à la surface de ce cylindre (fig. 2fi0).
Le plan tangent devant contenir toutes les droites qui toucheraient la surface du cylindre au point donné , deux
quelconques de ces lignes suffiront toujours pour déterminer sa position ; de sorte qu’il ne reste plus qu’à choisir, parmi toutes les tangentes au point mm\ celle dont la construction est la plus simple.
Or la génératrice quicontient le point donné devant être située dans le j)lan langent, il ne restera plus qu’à obtenir une seconde ligne qui toucherait le cylindre au meme point. On pourrait donc construire par ce point une section quelconque du cylindre (320), et le plan demandé serait déterminé parla tangente à cette courbe et par la génératrice mh,m'b' ^ mais puisque nous savons que le plan tangent au cylindre doit le toucher dans toute l’étendue de la génératrice de tangence , on pourra remplacer la tangente au point mni par toute autre droite qui toucherait le cylindre en un point quelconque de la génératrice mh^m'b'. Ainsi, dans l’exemple qui nous occupe, le plan tangent pourra être déterminé par la génératrice mb, rn'b' et par la droite qui touche au point b la (race horizontale du cylindre, et qui, par conséquent , sera la trace horizontale du plan tangent cherché. Quanta la trace verticale, on l’obtiendra facilement en assujettissant ce plan à contenir le point mm ou tout autre point de la génératrice mb (51 , 53).
375. Normale. On donne le nom de normale à toute droite perpendiculaire à une surface courbe. D’après cela, si l’on veut construire une normale en un point donné d’un cylindre, on construira d’abord le plan tangent par ce point, et la droite mn,m'n\ perpendiculaire au plan tangent (86) , sera normale à la surface.
Tout plan qui contiendrait la normale m/7, serait un plan normal au point m.
376. Construire un plan tangent a un cylindre par un point pris en dehors de sa surface.
Soient {Jig. 2G1 ) le cylindre A, A' et le point m, m' . On construira parallèlement aux génératrices du cylindre la droite [mb, m'b') , et par le point {b) où cette ligne rencontrera le plan horizontal , on fera passer deux tangentes à la trace horizontale du cylindre ; ces deux lignes seront les traces horizontales de deux plans qui satisferont à la question. En ellet , ces plans devant contenir la ligne {mb, m'b') narallèle au cylindre, contiendront aussi les génératrices passant par les points de tangence c et J, et toucheront le cylindre suivant la longueur de ces génératrices.
377. Construire un plan tangent à un cylindre parallèlement à une ligne donnée.
Soient {fig. 262, 263) A, A' le cylindre, a,d la droite donnée. En un point quelconque {m.^m') de cettedroite, on construira une seconde ligne parallèle aux génératrices du cylindre. Ces deux lignes détermineront un plan p. En supposant que ce plan se meut parallèlement à lui-méme, il viendra prendre la position des plans p' ou p" , Dans Lune ou dans fautre position , il sera tangent au cylindre , car )e plan p contenant la ligne {h^V) parallèle au cylindre, les plans p' et p'^ parallèles au plan p contiendront tout entières les génératrices passant par les points de tangence c, et toucheront le cylindre suivant ces génératrices.
378. Trouver l'intersection d'une ligne droite avec la surface d'un cylindre.
Soit (a, a') {fig> 264-) la droite donnée. On fera passer par cette droite un plan p parallèle au cylindre (83); ce plan coupera la surface suivant deux génératrices (è, è ) dont les intersections avec la ligne donnée «, a\ seront les points cherchés (m,m') : Tun est celui par lequel la droite entre dans lecylindre, et l’autre celui par lequel elle en sort.
La portion mm, m'm! de la ligne donnée est dans l’intérieur du cylindre.
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Si la trace horizontale ps du plan auxiliaire ne rencontrait pas la trace du cylindre , on en conclurait que la ligne donnée ne rencontre pas le cylindre; et si la trace ps touchait la trace du cylindre , cela indiquerait que la ligne donnée est tangente au cylindre
Le point de tangence serait déterminé par Vinterscction de la ligne donnée aa' avec la génératrice , suivant laquelle le plan toucherait le cylindre.
Section du cylindre par un plan oblique.
379. Nous avons eu l’occasion de construire (364) la section du cylindre par un plan perpendiculaire aux génératrices et au plan de projection. Nous avions précédemment (355, 356) construit la section par les plans de projection ou par des plans qui leur étaient parallèles.
Voyons actuellement ce qu’il faudrait faire pour construire la section d’un cylindre quelconque par un plan oblique.
380, Nous pouvODS admettre dès à présent , comme principe général , que, pour obtenir la courbe suivant laquelle une surface quelconque est CQUjiée par un plan, il suffit de construire des points suivant lesquels ce plan coupe un système de lignes tracées sur la surface , et qu’il ne restera plus, dans chacjue cas particulier, qu’à choisir le système de lignes le plus simple. Ainsi , lorsqu’il s’est agi de construire l’intersection d"un polyèdre par un plan , nous avons du chercher les points suivant lesquels ce plan coupait les arêtes du polyèdre. Nous construirons ici les points suivant lesfjuels le plan donné coupe les génératrices du cylindre , de sorle que la (juestion sera rédui te à recommencer plusieurs fois les opérations nécessaires pour déterminer l’intersectipn d’une ligne droite p.jr un plan (70),
Ainsi (//^’. 266, PL 59 ) , pour construire le point où le plan oblique ÿ est percé par la génératrice 1 — 1 du cylindre donné , on emploiera comme surface auxiliaire le plan liilq qui contient la génératrice dont il s’agit. Ce plan coupera le plan donné , suivant une droite dont l’intersection avec la génératrice 1 — 1 déterminera le point cherché *1'.
En recommençant cette opération, il sera facile d’obtenir autant de points que l’on voudra.
38 1 . Pour éviter la confusion , il ne faut pas , dès le commencement, chercher des points trop près les uns des autres ; il vaut mieux déterminer des points intermédiaires quand on aura reconnu quelles sont les parties où la courbure de la ligne cherchée devient plus sensible.
382. On devra remarquer aussi que, dans la construction des courbes , les points sont toujours mieux déterminés par des tangentes que par des sécantes. En effet, si un point est obtenu par l’intersection de deux lignes ah .^ed [fig- 270), tout le soin que l'on aura pu apporter à la construction de ces lignes ajoutera certainement à l’exactitude avec laquelle la position de ce point sera déterminée; mais cela ne donnera aucune idée de la direction de la courbe en deçà et au delàdupointdontils’agit; tandisque si l’onconnaît une tangente , et que le point où cette ligne touche la courbe cherchée soit déterminé avec exactitude , on en pourra conclure la direction de cette courbe dans le voisinage du point de tangence. Enfin , il estévident que, parla construction d’un certain nombre de tangentes ( fig. 271), on pourra déterminer d’avance, avec une exactitude presque absolue, les changements et variations de courbure de la ligne cherchée.
383. On devra donc, dans l’exemple qui nous occupe 266) , commencerpar déterminer les points qui appar*
tiennent aux génératrices 2 — 2, k — k, 1 — 1,3 — 3, les deux premiers étant ceux suivant lesquels la projection horizontale de la courbe touche les limites de la projection horizontale du cylindre , et les derniers appartenant aux limites de la projection verticale.
ssii.. L’exactitude que l’on obtiendra dans la position de ces différents points dépendra en grande partie du soin avec lequel on aura déterminé les pieds des génératrices qui les contiennent.
C'est pourquoi il sera très-essentiel de vérifier d’abord les points de tangence 1, 2 , 3, 4.
385. Tangente à la courbe de section. On se rappellera que la tangente en un point quelconque de la courbe 1' — 2' — 3' — k' doit être située dans le plan tangent au cylindre (320) ; elle sera donc l’intersection du plan tangent» et du plan coupant, d’où résulte la construction suivante.
On tracera ; 1“ la droites — 5, qui est la trace horizontale du plan tangent au point 5' (374) ;
2° La droite a — 5', intersection du plan tangent a — 5 avec le plan coupant p'po, ce qui donne la projection de la tangence au point 5h
Il est évident qu’un certain nombre de tangentes con« slruites de cette manière avant la courbe permettront de la tracer avec une très-grande précision.
386. Pour obtenir dans sa véritable grandeur la courbe suivant laquelle le cylindre pénètre dans le pian donné, on rabattra ce plan en le faisant tourner autour de sa trace horizontale ou de toute autre droite parallèle au plan de projection.
Dans ce mouvement, chaque point devra parcourir un arc de cercle perpendiculaire à la charnière du rabattement; il ne restera donc plus qu’à déterminer la distance de chacun des points de la courbe à cette droite (113). Les
lignes d'opération n’ont été conservées qiie pour le point y qui devient k” dans le rabattement.
387. Section du cylindre^ 2® solution. Il est utile, comme étude et comme exercice, de construire directement, comme nous venons de le faire, la courbe de section d’un cylindre quelconque par un plan oblique ; mais, dans les applications, on préfère toujours avoir recours à des l^rojections auxiliaires qui, en simplifiant le travail graphique, augmentent l’exactitude des résultats.
iiinsi, par exemple, les données étant les mêmes, on prendra un plan auxiliaire de projection A'Z' vertical et perpendiculaire à la trace horizontale du plan donné et par conséquent perpendiculaire à ce plan.
Le pied d’une génératrice quelconque 6 — 6 se projettera par le point 6' sur la ligne A'Z'.
On choisira sur cette génératrice un point quelconque nnn', dont la projection m" s’obtiendra en faisant égal à m'o. Enfin , la droite 6W' sera la projection de la génératrice 6 — 6 sur le plan auxiliaire de projection A'Z'.
Cette première droite étant obtenue, le parallélisme des génératrices permettra de tracer autant de ces lignes que l’on voudra sur la projection auxiliaire.
Il sera utile surtout de construire les limites déterminées par les deux plans tangents perpendiculaires au plan de projection A'Z'.
La troisième trace du plan p'pv> s’obtiendra en prenant sur la première trace verticale un point quelconque //, que l’on projettera en m, et de là en n'\ en faisant un" {Jig> 269) égal à un' {fig- 266).
Il résulte de cette nouvelle disposition d’épure, que le plan donné étant perpendiculaire au nouveau plan vertical A'Z', la projection de la courbe de section sur ce [)lan se réduit à une ligne droite rx, et qu’il ne restera plus
pour déterminer la projection horizontale de cette courbe, qu’a tracer des perpendiculaires à la droite A/Z', par les points où la trace coupe les projections de génératrices du cylindre sur le plan de la Jig. 269.
Le point le plus haut, et le point z, le plus bas de la courbe, seront déterminés sur les projections primitives par les droites xx\ x'x”, zz\ z’z'\
On ])Ourra vérifier la position de ces points;
1” En exprimant que chacun d’eux est situé dans le plan (^1) ;
2“ En s’assurant qu’ils sont à la même hauteur sur les deux projections verticales {/Ig. 266 et 269).
388. Un autre avantage résulte encore de la disposition d’épure que nous venons d’adopter: c’est que, pour construire la courbe de section G dans sa véritable grandeur, il n’y aura plus à chercher la distance des différents points de cette courbe à la trace du point donné, puisque les droites qui déterminent ces distances seront parallèles au plan de la nouvelle projection A'Z', et par conséquent projetées sur ce plan dans leur véritable grandeur. On pourra aussi projeter sur ce plan les arcs de cercle parcourus par chacun des points de la section, lorsque l’on fait tourner cette courbe autour de la trace p^, pour la rabattre sur le plan horizontal de projection.
389. Nous avons obtenu la courbe de section G dans sa véritable grandeur, ce qui nous permettra de la tracer sur le plan donné; et nous pourrions, par conséquent, la découper, s’il s’agissait de faire pénétrer le cylindre à travers une feuille mince de métal; mais cela ne suffit pas. Il serait utile encore , pour donner j)lus de précision à l’assemblage des deux surfaces , de tracer la courbe de pénétration sur la surface du cylindre. Le moyen le plus simple
pour obtenir ce résultat sera de développer le cjlindre , (n opérant comme nous l’avons fait au n° 363.
Ainsi, la droite est la trace d’un plan auxiliaire de projection vertical etparallèle au cylindre; sd est le plan de la section droite qui est rabattue en D dans sa véritable grandeur. Enfin, la jî§. ^268 est le développement de la portion de cylindre comprise entre la section droite et le plan horizontal de projection.
Si l’on voulait obtenir la tangente dans le dé
veloppement du cylindre 268) , on remarquerait que cette ligne appartient à un triangle dont les trois
côtés sont connus.
En elïel, a — 5, trace horizontale du plan tangent, est déterminée dans sa véritable grandeur ; la génératrice de tangence 5 — 5' étant parallèle au plan de la fi^. 272, est égale à sa projection 5'" — 5^" sur ce plan. Enfin, la tangente est rabattue en a-r- 5”, suivant sa longueur réelle; de sorte que si l’on fait, sur la /%. 268, a'" — 5'" égal à la trace horizontale a — 5 du plan tangent , 5"^ — 5”^ égal à la génératrice de tangence — G’'" (/%. 272), enfin a'" — égal à a — 5", le triangle sera égal à celui dont on a les deux projec-
tions (Jig. 266).
Il est évident que, si l’on abien opéré, la droite a'” — b'" doit être tangente à la courbe qui représente le déve-
loppement de la trace horizontale du cylindre, et la droite a"' — 5*’' doit être tangente à la courbe développe-
ment de la section du cylindre par le plan oblique
391. La fig. 273 représente les constructions nécessaires pour obtenir la courbe d’intersection d’un cylindre par un plan parallèle à la ligne AZ. Les opérations seront simplifiées par l’emploi d’un plan auxiliaire de projection pq , sur lequel la courbe cherchée se projettera par une ligne droite zx.
392. Sur la fig. 2G7, le plan coupant étant perpenrliculaire au plan vertical de projection , la droite zx est la projection verticale de la courbe de section dont on obtiendra la projection horizontale en abaissant des perpendiculaires h la lii:çne AZ par tous les points où la droite zx coupe les projections verticales des génératrices du cylindre.
393. Enfin , si le cylindre proposé était perpendiculaire àTun des plans de projection [fig. 265), il serait alors Lune des deux surfaces projetantes de la courbe cherchée ; sa trace serait Tune des deux projections de cette courbe, et la seconde projection se construirait en opérant comme nous l’avons dit au n® 41.
394. Il peut être utile (juelquefois d’obtenir la section droite d’un cylindre sans construire le développement de cette surface, on peut alors se dispenser d’employer une projection auxiliaire parallèle aux génératrices (368).
En edet, faisons tourner le plan de section droite msq (y?g. 274) autour de sa trace horizontale sq. La trace verticale ms viendra se placer en sm"o
On pourra déterminer le point m" en cherchant sa distance au point o. Mais il sera plus simple de remarquer que le triangle projeté sur le plan horizontal par sot)i est rectangle au point o, et puisque l’on connaît dans leur véritable grandeur :
1" Le côté os de l’angle droit;
2® L’hypoténuse sm faisant partie de la trace verticale du plan donné.
On fera tourner celte hypoténuse autour du point s jusqu’à ce que le point m soit venu se placer en m” sur la trac e m'in" du pian vertical dans lequel se meut le jioint ni lorsque l’on (ait tourner le plan de la section droite autour de sa trace horizontale sq.
Le plan étant rabattu enqsm \ supposons que nous voulons construire le point où ce plan est percé par la génératrice 1 — 1 : nous lemarquerons d’abord que cette droite est l’intersection des deux plans projetants p”i’q" J or, le premier de ces plans étant [)erpendicu1aire à la trace horizontale sq^ coupe le plan de section droite suivant une ligne ni" qui , dans le rabattement se confond avec i^q. Ensuite, le plan p”i'p” perpendiculaire à la trace ms du plan donné, coupe ce plan suivant une droite qui , dans le rabattement, devient u'i”.
De sorte (}ue le point 1” suivant lequel se coupent les deux droites ni", z/l'' doit être l’intersection du plan qsm par la génératrice 1 — 1. La même opération étant recommencée pour toutes les génératrices du cylindre, on aura la section droite rabattue dans sa véritable grandeur.
Section du cylindre , 3® solution. Nous avons vu
1^* Que la recbercbe de la ligne d’intersection d’un cylindre prir un plan serait simplifiée par l’emploi d’un plan auxiliaire de projection perpendiculaire au plan coupant, et sur lequel , par conséquent, la courbe chercbée se projetterait par une ligne droite.
2® Que cette disposition d’épure facilite le rabattement de la courbe de section, puisqu’elle donne directement les distances de chacun dé ses points à la charnière, et que, de plus, elle permet de projeter les cercles parcourus par ces points, ce qui contribue beaucoup à rendre l’épure plus exacte et plus facile a comprendre.
3° Enfin, nous avions eu précédemment l’occasion de reconnaître que, pour faire le développement d’un cylindre, il était utile de le projeter sur un plan parallèle à sa direction (368).
Une grande partie des opérations de l’épure précédente seraient évités si l’on prenait, dès l’origine (/%. 275,
PL 40), un (les (leux plans de projection perpendicidaire au cylindre A , et le second plan de projection perpendiculaire au plan coupant pc'p.
Par suite de cette disposition , le plan donné et le cylindre deviendront les deux surfaces projetantes de la courbe demandée, qui aura pour l’une de ses projeclions la droite aa , et pour deuxième projection la courbe A'.
En faisant tourner le plan p autour de sa trace horizontale, on obtiendra la courbe A" pour la véritable grandeur de la section.
Enfin, la courbe A! étant la section droite du cylindre , et les génératrices étant projetées sur le plan vertical dans leur véritable grandeur, il sera facile de construire le développement A”', dans lequel la courbe aJm^a! représente le développement de la section oblique aa.
La tangente c'W est Fhypoténuse d’un triangle
rectangle dont les côtés de l’angle droit sont ; 1° égal
à mW', génératrice de tangence; 2® c"m"^ égal à c/n, trace du plan tangent et projection horizontale de la tangente.
La/%. A'" étant enveloppée sur le cylindre A {Ji^\ 280), il sera facile de tracer la courbe de section.
397. On aurait tort de considérer la solution précédente comme moins générale que les (juestions du n" 379. En effet, les plans de projection ne sont autre chose que des conceptions géométriques adoptées par convention , pour faciliter la solution des problèmes. Le choix de ces moyens doit donc rester entièrement cà la disposition de celui qui opère, et pourvu qu’il ne change rien aux données ni a leur position relative, la généralité de la tjueslion n’eu sera pas moins complète.
J’insiste particulièrement sur cette remarf|ue , parce que c’est surtout dans le choix des moyens d’opération que 'consiste toute l’habileté du praticien. , - - -
Il faut tîonc s.appliquer à reconnaître, clans chaque question générale, quelle doit être la disposition d’épure la plus commode, et, dans cba(|ue cas particulier, quelles sont les relations qui, résultant de la nature des données, peuvent contribuer à simpliüer le travail ou augmenter l’exactitude du résultat. Ainsi, par exem[)le, si le cylindre proposé dans l’exemple précédent avait pour directrice une ellipse, on pourrait construire un parallélogramme circonscrit à celle courbe; les côtés de ce parallélogramme seraient les traces de quatre plans tangents parallèles deux à deux, et les intersections de ces plans par le plan donneraient le parallélogramme circonscrit à la courbe de section rabattue. Les droites qui joignent les milieux des côtés opposés du parallélogramme sont, dans ce cas, les diamètres conjugués de la courbe de section.
Il peut cependant arriver quebjuefois que l’on soit obligé d'opérer sur un cylindre incliné dans l’espace ; alors on emploiera des plans auxiliaires de projection , comme nous l’avons fait aux numéros 387, 389.
398. Trausformalioits diuerses de la courbe de section. Si on sufipose qu’un cylindre AA' [fig. 279 el27G) soit cou[)é par un plan et que l’on fasse tourner ce plan autour d’une ligne ou [fig. 276), la courbe de section augmentera de longueur à mesure que le plan se rapprochera de la direction du cylindre, et finira par se transformer en deux droites parallèles m'//. Parmi les difl’érentes formes allecées par cette courbe, il faut distinguer surtout :
La section droite,
La section oblique ,
La section parallèle.
On remarquera que, par suite de ces variations de courbure, la ligne de section se rapproche toujours de la
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tangente m'ii\ avec laquelle elle finit par coïncider lorsque le plan devient j)arallèle au cylindre.
11 résulte de là (jue toute génératrice d’un cylindre peut être, à volonté, considérée comme une section dont le rayon de courbure serait infini , ou comme une tangente cà cette même section.
Ainsi, les deux droites wJii seront deux tangentes à la section du cylindre par le plan mn 279). Nous rap-
pellerons que si l’on làisait tourner ce même plan autour de l’une des deux droites m'//, il viendrait un moment où ces deux tangentes ou génératrices de section se réuniraient en une seule pour Ibriner une génératrice de tangence (3i6),
399. Si nous supposons que la section droite du cylindre proposé soit une ellipse ayant pour ses axes les deux di oites aa [ fig. 276 ) et cc ( Jîg. 279 ), et que l’on fasse tourner le plan coupant autour île la ligne r»» , on obtiendra comme variétés principales de la courbe de section :
1® La section droite aa ^ cc ;
2° La section ac {fig. 279) qui est un cercle, 'orsque le rayon horizontal ac' est égal au rayon vertical ac (y%.276);
3® La section elliptifjue ac" qui se projettera par un cercle , lorsfjue cc" projection verticale de ac" sera égal au rayon vertical ac ;
k'' La section oblique ac^'', dont la longueur dépendra de roblifjuilé plus ou moins grande du plan coupant ;
5® Les deux droites par.dlèles ni'n'., ni n' provenant de la section parle [)lan parallèle au cylindre;
6” Enfin, la ligne de tangence, qui résulterait de la réunion des génératrices de section, si on faisait tourner le plan coupant autour de l’une d’elles.
L;i comparaison de ces diverses espèces de lignes donne
lieu à des simplifications remarquables, suivant les différents problèmes à la| solution desquels elles doivent concourir.
400. Supposons , par exemple, que , pour résoudre une question proposée, il soit nécessaire de construire (y%. 278) un grand nombre de sections d’un meme cylindre par des plans horizontaux , on se rappellera que toutes ces courbes doivent être égaies et parallèles à la trace du cylindre. Or, dans le cas où cette trace serait une ellipse , on construira successivement;
1" La droite cc'd' , qui doit contenir les centres de toutes les sections demandées ;
2“ Tous les axes de ces courbes qui doivent être parallèles à ceux de la trace ;
3° Les droites ad\ passant par les extrémités des grands axes, détermineront ces points;
4° Les droites hh" détermineront les extrémités des petits axes;
5° Enfin, les deux droites mm!\ un!' détermineront les points où les courbes cherchées sont touchées par les deux génératrices qui forment les limites de la projection horizontale du cylindre.
40 L. On pourrait encore dessiner l’une des courbes avec beaucoup de soin sur une carte que l’on découperait, et qui, reportée à toutes les places, servirait à guider la pointe du crayon.
Il est évident que cette manière d’opérer serait surtout commode dans le cas où l’on aurait à tracer un grand nombre de fois une courbe très-compliquée, surtout lorsque l’on ne peut déduire de la définition de cette courbe aucun moyen d’abréger le travail ou de vérifier le résultat,
Aux abréviations provenant de la nature des
courbes qui ('oncoiireo t à îa soIuLion elcs pre/hlèines , il faut ajouter celles plus importantes encore (jui résultent du choix des plans de projection.
• Supposons, par exemple, que la (|uestion proposée donne lieu à la construction d’un grand nombre d’ellipses éiiales ou semblables entre elles , il est évident que le travail serait considérablement diminué , si l’on pouvait trouver un plan de projection sur lequel chacune de ces ellipses se projetterait par un cercle.
Or, la détermination de ce plan sera toujours facile. En effet,
Supposons que l’on ait obtenu ( /%• 277) Tune de ces ellipses aveu ou simplement les deux axes ac, vu., on construira d’abord une projection auxiliaire de sur un plan parallèle au grand axe et perpendiculaire au petit axe VU; puis, après avoir décrit une demi-circonférence sur le diamètre aV, on fera le triangle rectangle dc^'d de manière que le côté de" soit égal au petit axe vu de l’ellipse proposée. Cela étant fait, il est évident que sur tout plan, tel que pmjj , qriq' , perpendiculaire à la corde ce", et par eonséquent parallèle à dd\ l’ellipse se projettera par un cercle, puisque la droite dd\ égale au petit axe de l’ellipse, sera la projection du grand axe a'd .
Si on rabat le nouveau plan de projection pmp\ en le faisant tourner autour de sa trace p in , la projeetion de l’ellipse deviendra et si on rabat autour de qn ^
on aura a'V'VW^.
Les quarrés circonscrits à ces deux cercles sont les projections du rectangle circonscrit à l’ellipse donnée.
On obtiendrait le meme résultat en |)rojetant l’ellipse sur un plan quelconque perpendiculaire à la corde
La direction du nouveau plan de projection
f'iîint déterminée, supposons que l’on veuille projeter une seconde elli pse égale et parallèle h la première, et qui aurait pour centre le point x.
On construira successivement les points x\ x" ou x^'", suivant que l’on aura choisi le plan pmp' ou qiiq'.
On construira ensuite la cir< onférence formant la projection de l’ellipse donnée.
Pour construire une ellipse semblable et parallèle aux précédentes, on projetterait le centre et l’extrémité de i’uM des axes pour chacune de ces courbes , ce qui sulîirait pour déterminer le centre et le rayon de la circonférence demandée.
Cylindre circulaire.
405. Dans les articles qui précèdent, nous avons principalement cherché à mettre en évidence les propriétés communes tà toutes les surfaces cylindriques. Cela pourrait suffire, s’il ne s’agissait que d’exposer la théorie générale de ce genre de surfaces; mais je m’éloignerais du but que je me suis proposé dans cet ouvrage, si je négligeais d’appeler faltenlion du lecteur sur les cas particuliers que l’on rencontre le plus souvent dans les applications.
Ainsi , par exemple , s’il s’agissait de construire les projections d’un cylindre circulaire terminé, comme le sont presque tous les cylindres em[)loyés dans l’industrie , par deux bases perjiendiculaires à sa direction , les propriétés du cercle donneraient lieu a des simplifications qu il serait utile de ne pas négliger.
406. Nous reconnaîtrons d’abord que lorsqu’un cercle amc [Jig. 284 , PL 41 ) est incliné d’une manière quelconque, par rapport à un plan p, la projection sur ce plan est toujours une ellipse.
En eiï’ct, on sait {Géom. anal.) que lorsqu'un cercle et une ellipse ont un diamètre commun ac , les ordonnées de V ellipse sont aux ordonnées correspondantes du cercle comme le deuxième axe de l’ellipse est au rayon du cercle. Et réciproquement , lorsque la relation que nous oenons de citer a lieu , la courbe est une ellipse Or, c'est précisément ce qui arrive lorsqu’un cercle est projeté obliquement; car les triangles rectangles né du' étant sembla-
bles, on (loi t avoir la proportion mv : vn : : néd : du , ce qu’il fallait démontrer. Ainsi la courbe anc est une ellipse.
407. On doit encore remarquer que si Ton projetait tous les diamètres du cercle, les droites que l’on obtiendrait pour ces projections seraient d’autant plus courtes que les diamètres projetés s’approcheraient davantage de la perpendiculaire au plan ; de sorte que si le point p» est le centre de cercle amc, la droite p^/z , projection de p'zzz , serait le rajon le plus court de l’ellipse anc, tandis qu'au contraire, le diamètre ac , parallèle au plan de ])rojection ou situé dans ce plan, se projetterait dans sa véritable grandeur, et serait par conséquent le grand axe de l’ellipse dont vn serait le petit axe.
408. Supposons actuellement que l’on veuille projeter [fig. 285) un cylindre circulaire incliné par rapport aux deux plans de projection ; que les droites ac , de soient les deux projections de l’axe de ce cylindre, et que le rayon de sa base soit connu.
Le moyen le plus simple sera de construire {fig. 286) une projection auxiliaire sur un plan vertical h'TJ parallèle à l’axe et par conséquent à la direction du cyjindre demandé.
On f ra s'd' égal à sd et zc" égal à zd , de sorte que la droite d'e" sera la projection de l’axe ac , de sur le nouveau plan de projection A' Z'; le rayon m"c' étant donné
par la question, les deux droites mV, perjiendi-
culaires sur a"c" seront les projections des deux bases, et le rectangle m"x"x”'m"' sera la projection du cylindre sur le plan vertical A'Z^
409. Quant à la projection horizontale , elle sera limitée parles deux droites hh , h'Jx parallèles à la ligne A'Z', et dont Fécartement h/i' sera déterminé par le diamètre du cylindre.
Enfin , les deux bases m"x'\ 7n"'x'" auront pour projections les deux ellipses hh' , hk' ^ dont les grands axes sont égaux au diamètre du cylindre, et qui ont pour petits axes les deux droites mx , , projections horizontales
des diamètres m!'x'\ m'”x”'.
410. La courbe trace horizontale du cylindre, est une ellipse; car si on prend les droites hh\ hb' pour axe des abscisses des deux courbes mx^ mn, il sera facile de démontrer que les ordonnées correspondantes à une abscisse commune seront toujours entre elles comme les droites ca?, , qui alors forment les seconds axes de ces courbes.
Il est utile de reconnaître ainsi la nature des courbes que Fon doit tracer, parce qu’alors on peut déduire de leur définition géométrique des moyens plus simples de les construire.
411. On pourrait prendre pour directrice la base ou la trace du cylindre dont il s’agit, mais il vaudra mieux employer pour cet usage le cercle nw, que Fon peut considérer comme représentant la base m'x" que Ton aurait fait 4ourner autour de Fhorizontale mm'' jusqu’à ce qu’elle soit rabattue dans sa véritable grandeur sur le plan horizontal de projection.
Tl arrivera souvent ainsi , par la suite, lorsqu’un
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cercle fera partie des lignes necessaires à la soluliori (.rnn problème, que l’on préférera le rabattre, afin d’éviter la construction de l’ellipse qui résulterait de sa projection.
413. Enfin , si par le point on même la droite perpendiculaire à A/ Z', on déterminera sur le cylindre une section oblique m'V" qui aurait pour projection horizontale la circonférence m^. Il est évident que cette courbe sera la directrice la plus simple, puisqu’elle dispensera de faire le rabattement de la base ou la construction de la trace.
Ainsi on pourra , selon les circonstances, prendre pour directrice du cylindre la base ma?, la trace mn, la circonférence qui est la base rabattue sur le plan horizontal de projection , ou enfin la section oblique m'V", qui a pour projection horizontale la circonférence mp».
C’est principalement lorsque le cylindre sera parallèle à l’un des plans de projection que l’usage de cette dernière directrice sera très-commode.
414. Pour construire la projection verticale du cylindre {fig. 282), on tracera la droite a' a'” perpendiculaire sur aV, on fera a' a!” égal à sa ; ce qui donnera la ligne da"\ qui représente l’axe du cylindre rabattu sur le {)lan vertical de projection , on fera rt égal au diamètre du cylindre et perpendiculaire sur da'" .
Cette construction auxiliaire pourra être ellacée dès qu’elle aura servi à déterminer les axes de l’ellipse r' t!, qui est la projection verticale de l’une des bases du cylindre.
Les mêmes axes serviront pour construire la projection verticale / V' de la base infériéure.
Il est essentiel de remarquer que les ellipses r"t" {/ig- 282) ne sont pas semblables aux deux ellipses ma?, de la fig. 285.
415. On opérera ]>our le petit cylindre comme pour le grand. Les bases de ces deux cvlindres étant parallèles, leurs projections sur un même plan doivent être semblables. Ainsi lorsque l’épaisseur du petit cylindre sera déterminée, il suffira de construire la corde ie parallèle à hx^'‘ , ce qui donnera le petit axe de l’ellipse ig.
Cette remarque | ourra servir dans les dessins de machines où l’on a souvent à construire les projections obliques d’un grand nombre de cylindres circulaires et parallèles entre eux. Gela dispensera de faire une projection auxiliaire pour chaque cylindre.
416. Pour exprimer qu’un point pp' appartient à la surface du cylindre, on construira les projections de la génératrice qui passe par ce point.
417. La droite ga est la trace horizontale d’un plan qui toucherait je cylindre dans toute la longueur de la génératrice a" a
est une tangente à la base.
Enfin , ladroite^a' peut être indidéremment considérée comme une tangente à la base nix" rabattue en m\f ou comme une tangente à la section oblique .
418. La fig. 283 contient les deux projections d’un cylindre circulaire parallèle au j/ian horizontal ; on prendra pour directrice la section par le plan vertical pq , dont on déterminera la direction en abaissant les deux perpendiculaires aa' , cc" .
On pourrait prendre également pour direcirice la section par le plan vertical pq' ; mais la rencontre de ce plan par les génératrices du cylindre se ferait suivant des angles trop aigus.
419 Enfin, il est évident que lorsqu’on sera le maître de choisir les plans de projection , le plus simple sera de
CYLINDRi:.
placer le cylindre perpendiculairement à l’un d’eux
Intersection des cylindres.
üi^20. 2'roiiver la courbe provenant de L intersection de deux cylindres.
Il est évident que l’on résoudrait la question proposée, en déterminant les points où la surface de l’un des cylindres donnés serait rencontrée par chacune des génératrices de l’autre cylindre ; de sorte que tout se réduirait à recoivünencer plusieurs fois de suite les opérations de l’épure du n® 378. Mais il sera, en général, plus simple d’opérer de la manière suivante :
421 . 1^® solution. Soient ( pg. 289 , PI. 42 ) A' et B' les deux cylindresdont on demande l’intersection. Par un point quelconque (m,/;i^),on con.-truira deux droites parallèles aux génératrices des cylindres donnés; ces deux droites détermineront (373) un plan p qui coupera le cylindre AA^ suivant deux de ses génératrices désignées sur l’épure par («,«). Le même plan coupera le cylindre BlV suivant deux génératrices [b, b). Or, ces (juatre lignes étant dans un même plan, donneront par leurs intersections quatre points (/I, w, u) ap[)artenant à la courhe cherchée.
On ohliendra les projections verticales de ces points, en projetant les génératrices qui les contiennent.
Un second p'an parallèle au j)lan p^ et [)ar consé((uent parallèle aux deux cylindres, déterminera quatre nouveaux points.
Un troisième plan en donera quatre autres, et ainsi <le suite.
On continuera ces opérations jusqu’à ce (jue l’on ait obtenu un nombre de points sulïisant pour que l’on puisse tracer la courbe avec beaucoup d’exactitude.
Y22. Il ne faut pas établir de suite sur Tépure un trop grand nombre de plans coupants. On fera bien , au contraire , de commencer par la recherche de quelques points essentiels, de ceux surtout qui, par leur position, pourraient donner une première idée de la forme de la courbe. On chercherait ensuite des points intermédiaires dans les parties où la courbure deviendrait plus sensible. On devra surtout ne pas négliger les points où la courbe cherchée doit toucher les génératrices principales.
Pour avoir les points qui appartiennent aux limites des projections verticales et horizontales des deux cylindres , on emploiera les plans coupants dont les traces passent par les pieds des génératrices qui forment ces limites.
Les plans tangents p', p'\ parallèles aux deux cylindres, détermineront aussi des points très-importants.
Ainsi, par exemple, le plan j)', qui louche en b' la trace horizontale du cylindre B, déterminera les points u\a suivant lesquels la courbe cherchée est touchée par les génératrices a\a! du cylindre A.
De meme , le plan p", qui touche en a'' la trace horizontale du cylindre A, déterminera les points suivant lesquels la courbe demandée est touchée par les génératrices ù", b” du cylindre B.
4^3. Il n"est pas nécessaire de construire de plan coupant hors de l’espace compris entre les plans p' et p” dont les traces louchent celles des cylindres donnés, car il est évident que tout plan hors de cet espace couperait l’un des cylindres sans toucher ni couper l’autre , et par conséquent ne contiendrait pas de points communs. Lorsque la courbe sera entièrement obtenue , on regardera comme vu , tout point provenant de l’intersection de deux génératrices vues (353). Tous les autres ])oinls sont cachés , et
Ton tracera en ligne pleine toute la partie de la courbe qui contient les points vus , et le reste en ligne ponctuée.
kîlk. Tangente a la courbe (L intersection. Lorstju’il y aura incertitude sur la direction de quelque partie de la courbe, on la fera cesser en construisant une tangente. Pour y parvenir, on remarquera que cette ligne devant être tangente aux deux cylindres, il faut, par conséquent, qu’elle soit située en même temps dans les plans tangents à ces deux surfaces, d’où il résulte qu’elle doit être l’intersection de ces plans; ainsi, par exemple, la droite est la trace horizontale du plan qui touche le cylindre A dans toute l’étendue de la génératrice a'”u.
Ensuite, vb'” esi la trace du plan vertical qui touche le cylindre B suivant la génératrice
Le point intersection de ces deux traces, fera donc partie de la tangente dont la projection verticale sera o'u.
L’un des plans tangents étant vertical, la projection horizontale de la tansrente doit se confondre avec la trace de ce plan.
Il est évident que si les deux plans tangents étaient obliques, cela ne changerait rien à la manière d’opérer.
425. Développements. Si on vent ohLenir la courbe d’intersection dans les surfaces des deux cylindres, il faudra projeter chacun d’eux sur un plan parallèle à ses génératrices {fig. 295 et 296), puis on constiuira la sec-’ tion droite et les développemenls et B"', en opérant comme nous l’avons fait au n° 368.
11 seia très-essentiel de s’assurer que tous les points correspondants des deux cylindres et de la courbe d’intersection sont à la même hauteur sur les trois projections verticales A'B', A ",B".
■ Pour construire la tangente vu ^ vu, sur le dévelop-
pemmldu cylindre A, on construira le triangle qui a pour côté :
1® a'V trace horizontale de l’un des deux plans tangents.
2“ a" U génératrice de tangence projetée {fig. 296) dans sa véritable longueur.
3® La tangente , dont la longueur est donnée sur la projection B”.
On raisonnera de la même manière pour construire la tangente sur le développement du cylindre B.
Si la tangente n’était pas parallèle à Tun des plans de projection , on chercherait sa longueur par la construction dun®35.
426. Quelquefois l’un des cylindres pénètre dans l’autre, et s’y trouve entièrement engagé; alors l’intersection se compose de deux courbes séparées, l’une d’entrée et l’autre de sortie , comme on le voit ( Jig. 290) ; dans ce cas , on dit qu’il y a pénétration (192). Mais si l’un des deux cylindres n’était pas tout à fait engagé dans l’autre, l’intersection se nommerait arrachement , fig. 288.
Dans la question que nous venons de résoudre , il y a vai t arrachement.
427. Il est facile de prévoir, avant la construction de l’épure , quand il doit y avoir arrachement ou pénétration.
Ainsi, dans le cas représenté {fig. 291), il y aura pénétration. En ellet, le cylindre B étant compris entièrement entre les deux plans p et p”, il est évident que toutes les génératrices de ce cylindre rencontreront la surface du cylindre A.
Tandis que sur la fig. 287, on voit par la disposition des deux plans p' e\.p" que les génératrices du cylindre A, <jui ont leurs pieds sur l’arc aa\ ne rencontreront pas le cylindre B , tandis que les génératrices du cylindre B , qui
ont leurs pieds sur l’arc bb\ ne rencontreront pas le cylindre A.
Enfin , on peut dire , en général , que si deux plans coupants extrêmes p' et p” ( /%• 291), sont tangents à la trace du même cylindre, il y aura pénétration; et dans le cas contraire, il doit y avoir arrachement.
428. Pour tracer les courbes de pénétration sur les cylindres donnés {f^g^ 292 et 293), on enveloppera sur ces corps les figures et
429. Intersection des cylindres. 2® solution. Il est presque toujours possible d’éviter la plus grande partie des opérations précédentes en faisant usage de plans de projection plus favorablement disposés par rapport aux deux cylindres dont on veut construire la pénétration.
Dans ce but, on placera {fig. 299, PL 45) l’un des cylindres perpendiculairement à l’un des plans de projection que nous supposerons ici être le plan horizontal, et Ton prendra le second plan de projection parallèle en même temps aux deux cylindres.
Par suite de cette disposition d’épure, le S3'stème de plans coupants auxiliaires sera parallèle au plan vertical.
Chacun de ces plans coupera le cylindre A suivant deux droites verticales, et le cylindre B suivant deux génératrices.
Les intersections de ces lignes détermineront , comme précédemment, tous les points cherchés.
La fig. B' est le développement du cylindre B, et A! est le développement de la partie du cylindre A qui a pour directrice la courbe aco,
430. Quand les deux cylindres proposés seront circulaires, la trace du cylindre A sera une circonférence de cercle, et cette courbe servira en même temps de section
droite au cylindre A; quant au C}'lindre B, il aura pour trace l’ellipse mais on pourra, comme nous l’avons dit au,n® M3, éviter la construction, de cette courbe en employant, comme directrice, la circonférence ^\jl qui sera, si Eon veut, la base rabattue sur le plan horizontal de projection, ou plus simplement encore, la section par le plan oblique
4-31. Quoique dans l’exemple qui précède, nous ayons choisi des cylindres circulaires afin de familiariser le lecteur avec les combinaisons que l’on rencontre le plus souvent dans la [)ratique, il est facile de reconnaître que la même disposition d’épure pourra être adoptée dans tous les cas, et qu’il suffira pour rendre à la question toute sa généralité de supposer que la directrice est une courbe quelconque au lieu d’être une circonférence de cercle.
43*2. Dans la jî^. 300 , les deux cylindres proposés étant perpendiculaires aux plans de projection, sont les deux surfaces projetantes de la courbe de pénétration. Il n’y aura donc aucune opération à faire pour obtenir cette ligne dont les projections se confondront avec les traces des c^^lindres.
433. Les lignes provenant de l’intersection de deux cylindres participent de la courbure de ces surfaces, c’est pourquoi elles sont en général des courbes à double courbure (324).
434. Dans quelques cas particuliers cependant', ces courbes peuvent être planes.
Si par exemple il s’agissait de l’intersection de deux cylindres A et B (/%. 298), qui auraient pour directrices les ellipses aca, si de plus, les axes oc, oV étaient
égaux,, la. courbe de pénétration, se composerait des deux
moitiés d’ellipse aV'. Mais lorsque les axes oc,o'V" ne sont pas égaux, ^a combe de pénétration est à
double courbure.
435. Si les deux cylindres proposés étaient parallèles , ils se couperaient suivant des génératrices dont les positions seraient déterminées par les points de rencontre des traces. C’est évidemment la combinaison la plus simple qui puisse résulter de l’intersection de deux cylindres.
436. Cette remarque peut être appliquée avec avantage dans le cas où il s’agirait de trouver V iutersectioji diuie ligne courbe quelconque a^ec la surface d’un cylindre.
Soit, par exemple (/%. 304) , la courbe donnée on prendra sur cette ligne plusieurs points 1,2,3, par lesquels on fera passer des parallèles au cylindre ; on aura , par cette construction, une nouvelle surface cylindrique, parallèle à la première, et qui la coupera suivant les deux génératrices communes cm, c'ni , passant par les points c,c suivant lesquels les traces des deux cylindres se rencontrent; les intersections de la courbe donnée avec les droites cm, dm' sont les points demandés.
En général, le nombre des points d’intersection est le même que celui des points communs aux traces des deux cylindres.
Si la trace du cylindre auxiliaire touchait la trace du cylindre donnée, on en conclurait que celte dernière surface est touchée par la courbe donnée.
437. On aurait pu employer pour surface auxiliaire, l’un des deux cylindres» projetant de la courbe donnée ; dans ce cas, les droites cm, dm' seraient remplacées par la courbe à doublé courbure provenant de l’intersection des deux cylindres.
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Raccordement de deux cylindres
On dit, en général , que deux surfaces sê raccordent lorsque Tune d’elles devient le prolongement de l’autre, et qu’elles paraissent ne former ensemble qu’une seule et même surface.
Or cette condition sera évidemment remplie , si les deux surfaces ont les mêmes plans tangents dans toute l’étendue de la ligne de raccordement.
Ainsi, par exemple, si deux surfaces cylindriques ifiS' 303) avaient pour directrices les arcs aco, op'm qui se touchent au point o, il est évident que ces deux cylindres se raccorderaient, puisqu’ils seraient touchés tous les deux par un même plan qui contiendrait la génératrice os ^ et qui aurait pour trace horizontale la droite pp tangente aux traces des deux cylindres. La droite os serait la génératrice de raccordement.
439. On rencontre dans l’architecture de fréquents exemples de ces raccordements de cylindres.
La surface de la moulure projetée [fig, 301 et 302) se compose de deux portions de cylindres circulaires ayant pour directrices les arcs de cercle ao,oc} ces deux cylindres se touchent et sont touchés suivant toute l’étendue de la génératrice commune od par un même plan pq perpendiculaire au plan vertical de projection.
Une deuxième moulure, égale à la première, la rencontre à angle droit. Suivant une courbe plane et verticale quia pour projection horizontale la droite c'a! {fig^ 302).
CHAPITRE IIL
440. On nomme , en général , surface conique {PL 44 ) > celle qui est engendrée par une ligne droite, assujettie
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dans son mouvement à passer toujours par un point que l’on nomme le sommet du cône.
La droite mobile se nomme la génératrice du cône ; on suppose ordinairement qu’elle doit s’appuyer sur une courbe que l’on nomme directrice.
hki. Le cône diffère donc du cylindre, en cela que le parallélisme des génératrices est remplacé par celte condition que toutes ces droites doivent passer par un même point.
kk'l. Si le sommet du cône s’éloignait jusqu’à l’infini, les génératrices deviendraient parallèles, et la surface du cône se changerait en un cylindre.
Si on augmentait le rayon de courbure de la directrice, la surface du cône s’aplanirait, et lorsque la directrice deviendrait une ligne droite , le cône serait un plan.
kkS. Ces propriétés permettent de regarder le cylindre comme un cône dont le sommet serait à l’infini , et le plan comme un cône dont la directrice serait droite.
hhh. Si la directrice était une courbe infinie, le cône serait lui-même infini dans ses deux dimensions. Mais si la directrice est une courbe fermée, le cône ne sera infini que dans le sens de ses génératrices.
li-45. Quoique ces lignes doivent toutes passer par le sommet, il ne faut cependant pas les considérer comme terminées h ce point. Ainsi, pendant que la génératrice engendrera la surface d’un cône, le prolongement de cette droite engendrera une seconde surface de cône opposé au premier par le sommet. Cependant, l’usage n’est pas de regarder ces deux surfaces comme appartenant à deux cônes difiërenls; et parce qu’elles sont engendrées par la
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même droite , on les considère comme composant la surface <l’iin seul cône, dont elles forment ce que Ton appelle Içs deux nappes.
446. Les considérations qui précèdent s’appliquent à tous les cônes, mais il existe dans certains cas particuliers que Ton rencontre souvent dans la pratique des relations sur lesquelles j’appellerai toute ^attention du lecteur. Ainsi, par exemple, lorsqu’un cône aura pour directrice une courbe du second degré, le cône sera lui-même du second degré.
447. Si la directrice est une ellipse, le cône sera elliptique.
448. Si la directrice est un cercle, et que le sommet soit sur la droite passant par le centre et perpendiculaire au plan du cercle, le cône sera circulaire. La droite qui joint le centre du cercle avec le sommet se nomme, dans ce cas, axe du cône,
449. On peut dire encore que le cône circulaire est engendré par une droite qui tourne autour d^une seconde droite immobile avec laquelle elle fait toujours le même angle. Si cet angle augmente, le cône devient plus obtus , et si la génératrice faisait un angle droit avec l’axe , le cône se changerait en un plan.
jProjection du cône.
450. Soit {/ig. 308) un cône ayant pour sommet le point ss' et pour directrice la courbe 5 — 6, on prendra sur cette ligne autant de points que l’on voudra , puis on fera passer une génératrice par chacun de ces points et par le sommet du cône.
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451. Pour construire les traces du cône, on prolongera les génératrices jusqu’aux plans de projection. Ainsi , la courbe l' — 5 sera la trace horizontale, et la courbe — 6” sera la trace verticale du cône; le point 5 suivant lequel la courbe directrice perce le plan horizontal doit se trouver sur la trace horizontale du cône.
452. Pour exprimer qu’un point mm! appartient à la surface du cône, il suffira de placer ce point sur Tune des génératrices.
453. En opérant de même pour tous les points d’une courbe, on exprimera que cette ligne appartient à la surface du cône.
454. On peut prendre pour directrice d’un cône une ligne quelconque qui serait coupée par toutes les génératrices. Mais pour simplifier le travail graphique , on prend souvent pour directrice une courbe plane parallèle à l’un des plans de projection ou située dans ce plan.
Si nous concevons plusieurs cônes ayant le même sommet, et pour directrice les lignes l'3'5, z'Z'x qui se touchent au point 3', tous ces cônes se toucheront suivant la génératrice commune s — 3\
455. La droite p'q' qui touche au point 3' les trois courbes VM , l'5, zx sera la trace horizontale d’un plan tangent aux trois cônes, suivant la génératrice s — 3'.
456. On peut supposer ici , comme pour le cylindre(316), que l’on a fait tourner le plan coupant spq autour de la droite s — 3' jusqu’à ce que deux génératrices de section soient réunies en une seule qui devient alors la génératrice de tangence.
Si la directrice du cône est une courbe fermée
200 LE CONE. PL. 44.
les projections de ce cône seront contenues entre certaines limites que nous allons déterminer.
Supposons , par exemple [fg- 309 ) , un cône qui aurait pour directrice la courbe 1 — 2 — 6 — 3 — 4 — 5 située dans le plan horizontal, les deux tangentes 5 — 1,5—3 seront les traces de deux plans tangents verticaux entre lesquels toutes les génératrices seront nécessairement comprises, car il est évident que la directrice ne pourrait pas être rencontrée par une droite dont la projection serait au dehors de l’angle 1 — s — 3; on prendra donc les deux tangentes 5 — 1, 5 — 3 pour limites de la projection horizontale du cône. Par la même raison , les deux droites 6 — 2', s' — 4' tangentes à la trace verticale du cône seront prises pour limites de la projection verticale.
458. Il est essentiel de construire avec une grande précision les quatre points de tangence 1, 2, 3, 4.
Ces points déterminent les parties vues et cachées sur les deux projections du cône.
Ainsi , toute' génératrice qui aurait son pied sur l’arc 1 — 2 sera évidemment vue sur la projection horizontale , tandis que sur la projection verticale, elle sera cachée.
Toute génératrice qui aurait son pied sur l’arc 3 — 4 se* rait au contraire cachée sur la projection horizontale, tandis que sur la projection verticale , elle serait vue.
Les génératrices qui auraient leurs pieds sur l’arc 2 — 6 seront vues sur les tleux projections. Eulin , celles (|ui auront leurs pieds sur Tare 1 — 4 seront cachées sur les deux projections.
459. Les droites 6 — .r, 5 — x sont les traces horizontales do deux plans tangents qui se coupent suivant la ligne s — x qui contient le sommet du cône.
Les droites z — h”,z — 6" sont les traces verticales des
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memes plans tangents; on remarquera que ces dernières lignes sont tangentes à la trace verticale du cône.
Le plan {z — ^'\x — 5) touclie le cône suivant la génératrice 5 — 5,5^ — 5^ et le plan (z — — 6) le touche suivant la génératrice s — 6, s' — 6'.
Développement de la surface du cône.
460. Dans les applications on développe ordinairement la surface du cône en opérant comme pour une pyramide oblique qui aurait un grand nombre de faces (178). Ainsi , en prenant sur la trace du cône des points assez rapprochés, on pourra , sans erreur sensible , remplacer par un I riangle plan la petite portion de surface conique comprise entre deux points consécutifs de la trace et les génératrices correspondantes. Tous ces triangles, construits dans leur véritable gran deur et placés à côté les uns des autres, ont formé le développement du cône projeté {fig. 306).
Pour obtenir les génératrices dans leur véritable grandeur, on les a fait tourner autour de la verticale projetante du sommet jusqu’à ce qu’elles soient parallèles au plan vertical de projection.
461. Si aucune condition ne détermine la position des génératrices, on pourra simplifier le travail en choisissant de préférence celles qui ont une projection verticale commune , ou qui , deux à deux ont leurs pieds à égale distance de la verticale du sommet.
Il est facile de satisfaire en même temps à ces deux conditions ; ainsi , par exemple :
Les génératrices 1 et 15 ayant une projection verticale commune, on prendra le point 16 déterminé par la tangente perpendiculaire à la ligne AZ, et l’arc de cercle 16 — 2
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déterminera le point 2 par lequel on élèvera une perpendiculaire qui donnera le point 14.
L'arc de cercle 15 — 3 déterminera le point 3 d'où on déduira le point 13 sur la perpendiculaire 3 — 13, etc.
462. Pour construire dans le développement un point mm' appartenant à la surface du cône, on le rabattra en m" sur la génératrice correspondante, et de là en m'" dans le développement de la surface.
463. En recommençant cette opération pour tous les points d’une courbe quelconque qui serait située sur la surface du cône, on obtiendrait tous les points de cette courbe dans le développement.
464. Pour construire le développement d’un cône circulaire [Jig. 305), on décrira le secteur 5 — a" — a!" {fig. 307.), en prenant s — a" égal au côté s' — a' du cône, et faisant Parc a" — a'" égal à la circonférence de la base ^ — a.
465. On peut obtenir beaucoup d’exactitude en opérant de la manière suivante. Soit x l’angle a!'sa'" du secteur, et désignons par y l’arc a" a!" qui sert de mesure à l’angle x.
Par R le côté s'a! du cône, et par r le rayon sa de la base ; on doit avoir, en prenant l’angle droit pour unité :
Mais
Substituant, on a
X 4 27rR.
y = 27rr.
X \ h : : 2Trr : 27rR .
Ou enfin.
Donc
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ce qui donne ran£!;le du secteur. Supposons , par exemple ,
Nous aurons :
kr 4x5
Î2= 1+ îâ=l+ 3=90“+60“= 130“.
Ainsi, en décrivant un secteur de 150 degrés avec un rayon de 12 mètres , on aurait le développement d’un cône dont le rayon de la base serait 5, et le côté 12.
Quand le secteur sera construit, on pourra placer sur l’arc a!'a'" les pieds des génératrices qui seraient utiles pour résoudre la question proposée.
Plan passant par Le sommet du cône.
466. Cette relation est la plus simple qui puisse résulter de la combinaison d’un plan avec un cône.
Un plan contiendra le sommet du cône toutes les fois qu’il contiendra une droite quelconque passant par ce point.
467. Pour construire 310, PI. 43), par un point donné mm', des plans passant par le sommet du cône s y ah , on tracera la droite sn^s'n\ et tous les plans qui contiendront cette droite satisferont à la condition demandée.
On devra distinguer 1® les plans tels que snp qui passent par le sommet du cône sans rencontrer la surface.
2” Le plan snp' qui touche la surface du cône suivant la génératrice sa.
3® Enfin, le plan snp" qui touche le cône suivant la génératrice 5a', et le coupe suivant sa",.
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468. En général, le nombre des lignes de section ou de tangence dépendra du nombre de points suivant lesquels la trace du cône sera touchée ou coupée par la trace du plan.
Construction du plan tangent au cône,
469. Construire un plan tangent à un cône par un point pris sur la surface de ce cône.
Soient [fig. 311) le cône AA' et le point mm' situé sur la surface, on construira d’abord la génératrice sm, ^'m'; puis par le point b, où cette génératrice rencontre le plan horizontal, on mènera une tangente à la trace horizontale du cône. Cette ligne sera la trace horizontale du plan tangent, dont la trace verticale se déterminera facilement, puisque ce plan doit contenir la ligne mb^ (51 ).
470. Normale, Les droites m//, m'/^' perpendiculaires sur les traces du plan j», seront les deux projections de la normale. Tout plan qui contiendrait la droite mn^niri serait un plan normal au point m, m'.
47 1 . Construire un plan tangent à un cône par un point pris en dehors de la surface.
Soit {fig. 312) le cône AA' et le point mm', on fera passer par ce point et le sommet du cône la droite 5m, 5'm', et par le point ù, où cette droite perce le plan horizontal, on construira deux taniientes à la trace horizontale du
cône ; ces deux lignes si ront les traces horizontales de deux plans tangents. Les traces verticales devront passer par la trace verticale de la droite 5m, 5'm'.
Si on n’avait pas ce point sur l’épure , on y suppléerait facilement en assujettissant les plans clierchés à contenir le sommet du cône ou tout autre point de la ligne 5m, 5'm'.
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On devrait aussi se rappeler que chaque plan tancent doit contenir l’une des deux droites (jc, s'c') {sd, s'd') qui sont les génératrices de tangence.
ü<72. Construire un plan tangent a un cône y parallè-lement à une droite donnée.
Soient [fig. 313) le cône A, A' et la droite donnée aa\ on construira par le sommet du cône la droite sb, s b' parallèle à la ligne donnée aa! . Il ne restera plus qu’à faire passer par la droite sb,s'b' deux plans tangents au cône; ce qui se fera comme dans l’exemple précédent. On conçoit, en effet, que les deux lignes aa\bb\ étant jiarallèles, tout plan contenant la seconde de ces deux droites sera parallèle à la première. Les droites {sdy sd') (sc,s'c') sont les génératrices de tangence.
Intersection de la surface du cône par une ligne droite.
473. Soit aa! [fg- 314) la droite donnée, on prendra sur cette ligne un point quelconque nim\ on joindra ce point avec le sommet du cône par la droite sni^s'nf et l’on fera passer un plan par les deux droites (^am^a'in') ( 5m, s' ni').
Ce plan passant par le sommet du cône coupera la surface suivant les deux génératrices {sb,s'b') , et les intersections de ces deux lignes par la droite donnée ( am, aW) seront les points demandés.
La portion du') de la ligne donnée est dans l’intérieur du cône.
474. Si la trace horizontale pq du plan auxiliaire ne rencontrait pas la trace du cône, on en conclurait que la ligne donnée ne rencontre pas le cône ; et si la trace pq
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touchait la trace du cône, cela indiquerait que la ligne donnée touche le cône.
Le point de tangence serait déterminé par Eintersection de la ligne donnée avec la génératrice suivant laquelle le plan auxiliaire toucherait le cône.
Sections du cône par un plan oblique.
475. La courbe de section d’un cône par un plan contient tous les points suivant lesquels ce plan coupe les génératrices du cône. Il suffira donc, pour obtenir chacun de ces points, de faire la construction que nous avons donnée au n*^ 70, et qui a pour but de construire l’intersection d’une ligne droite avec un plan.
Ainsi, par exemple [fig. 318 , PI. 46), le plan s' — qui contient la génératrice s — 1, coupe le plan donné suivant la droite s^h , et l’intersection de cette ligne parla droite s. — 1 donne le point 1', qui fait partie de la courbe demandée.
476. Le plan 5' — d — o étant tangent au cône , la droite vh doit être tangente à la courbe de section.
En général , pour construire une tangente en un point quelconque de la courbe de section, on construira un plan tangent à ce point, et la tangente demandée sera l’intersection du plan tangent et du plan coupant.
Si le point donné était situé hors du cône , on construirait le plan tangent comme nous l’avons dit au n® 471.
477. On pourrait, en opérant comme nous venons de le faire, déterminer l’intersection de chacune des génératrices du cône avec le plan donné; mais, ici, comme pour la question du n® 387, on simpliGera les opérations et l’on augmentera l’exactitude du résultat , en faisant usage
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{fig. 321) d’un plan auxiliaire de projection A'Z' vertical et perpendiculaire au plan donné.
Par suite de cette disposition d’épure, la courbe de section se projettera par une ligne droite zx ^ de sorte que, pour obtenir la projection horizontale de cette ligne , il suffira d’abaisser des perpendiculaires à A'Z' par tous les points où la droite zx est rencontrée par les projections des génératrices du cône.
La projection de la courbe de section sur le plan vertical primitif se déduira de la projection horizontale, en élevant des perpendiculaires par les points de cette projection.
On pourra vérifier le résultat , en exprimant que chacun des points de la courbe de section est situé dans le plan coupant B; 2° en s’assurant que ces points sont bien à la même hauteur sur les deux projections verticales AZ, A'Z'.
La courbe M est la ligne de section que l’on a rabattue en la faisant tourner autour de la trace horizontale du plan coupant, et la Jig. N est le développement du cône, que l’on construira en opérant comme nous l’avons dit au n" hGO,
La courbe x’z'x' représente la ligne de section dans le développement, de sorte que \a Jig. x(t!c'a'x'z' est la portion de la surface conique comprise entre le plan coupant et le plan horizontal de projection.
478. Section du cône. 2® solution. Dans la pratique , on évite presque toujours la plus grande partie des opérations précédentes, en prenant dès l’origine, comme on le voit {Jig. 319), un plan de projection perpendiculaire au plan coupant pnq.
La projection horizontale de la courbe s’obtient en abaissant des perpendiculaires à la ligne AZ par les points où les projections verticales des génératrices sont coupées par la trace verticale np du plan donné.
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Pour construire les projections horizontales correspondantes au point 772, on rabattra les deux génératrices 5 — 1, s — 2, en les faisant tourner autour de la verticale du sommet. Dans ce mouvement , les deux points qui ont le point m pour projection verticale commune , viendront se placer, l’un en in! y et l’autre en m” . On les projettera sur la droite s — 2', d’où on les fera revenir, le premier en m"' et le second en m".
On opérera de la meme manière pour les points appartenant aux génératrices dont les projections horizontales seraient coupées suivant des angles trop aigus p'ar les perpendiculaires abaissées de la projection verticale.
Cône elliptique.
ü-79. Principe fondamental. Lorsqu un plan est dirigé de manière à couper toutes les génératrices de la même nappe d'un cône elliptique , la courbe de section e^t une ellipse.
En effet {Géom. anal.)^ dans toute ellipse ac{fig. 316), rapportée à deux diamètres conjugués quelconques, on a toujours :
aoy^oc'. ao' x o'c :: ou: o'u (1)
C’est-à-dire que les rectangles formés par les deux segments d'un diamètre sont entre eux comme les quarrés des ordonnées correspondantes.
La relation précédente est également vraie pour des ellipses semblables, et quels que soient les pieds des ordonnées.
Car si les deux ellipses ac,aV' {fg- 316 et 317) sont semblables , on aura :
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Multipliant
ao' X o'c : cî'o" X o"c" : : oV : o'J\ ^9)
Multipliant l’une par l’autre les proportions (1) (2) ^ on
aura
aoXocl a”o" X o"c” : : ou : O V.
480. Enfin nous admettrons également la réciproque qui est suffisamment démontrée dans les traités d’analyse.
C’est-à-dire que , si les rectangles formés par les deux segments d’un diamètre sont entre eux comme les quarrés des ordonnées correspondantes ^ la courbe sera ufie ellipse.
481. D’après cela, supposons {fig. 315) un cône elliptique droit ou incliné, comme on voudra, dont la directrice serait l’ellipse ac.
Concevons les deux ellipses a'd, d'e” parallèles, et par conséquent semblalde-s à la directrice ac. j
Quelle que soit l’inclinaison du plan coupant a'V", les droites o'«', o'\i' seront parallèles entre elles.
Concevons ou [>arallèle aux droites o'u\ o"u”, et menons le plani'ac de manière que le diamètre ac soit le conjugué de ou; il en résultera que les ordonnées oV, oV', seront conjuguées avec les diamètres cic ,cl'c' .
Enfin, soit d^'c" l’intersection du plan sac^ par celui qui contient la courbe de section d"c'\
Les triangles semblables d"do\ a"'d'd' donneront
^'11 I . ni II . . II. Il II a O . a O . . a O . a O .
Les triangles semblables c'"o'c' , c"'o"c" donneront :
^1 III . Il III , . Il II II
oc .oc y. O c I O c
Multipliant les proposons (1) et (2). on aura
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Mais les deux courbes aV, a!'c" étant deux ellipses, on a, par le principe cité au n° 479,
a'o' X oc*' : a”o" X o"c" : ; o'u' : o"J'.
Par suite du rapport commun aux équations (3j et (4) , on aura :
Donc, puisque les rectangles formés par deux segments quelconques du diamètre a'V" sont entre eux comme les quarrés des ordonnées correspondantes, la courbe est une elli[)se (480).
482. La démonstration précédente s’applique évidemment au cône circulaire dans lequel les sections parallèles a!c\ a"c” seraient deux cercles ; de sorte que l’on aurait :
a'o' X o'c' = o'ii a"o”xo"c"='^''.
Substituant dans la proportion (3), il vient
483. La relation que nous venons de démontrer n’est qu’un cas particulier de ce principe plus général , que Toute section d un cône du secornl degré par un plaît est une courbe du second degré (Géom. anal.).
484. Transformations diverses de la courbe de section. Nous avons dit (479) que la courbe de section d’un cône elliptique par un plan serait une ellipse^ lorsque le plan coupant serait dirigé de manière à rencontrer toutes les génératrices d’une même nappe de cône ; mais cela n aura pas toujours lieu. En ellet , il peut arriver {fg- 322) que le plan coupant p'ti'q' soit parallèle à l’une des génératrices du cône.
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D ans ce cas , la courbe de section serait une parabole (264).
Et quand le plan coupant ifig- 223) sera dirigé
de manière à rencontrer les deux nappes du cône, la section sera une hyperbole (272).
Ces trois courbes se construiront comme nous Tavons dit au n° 478- Pour déterminer le point m'" sur la projection horizontale de la parabole {fig> 322), on rabattra la génératrice s' — 1 en s' — 1', le point m viendra en m', d’où on déduira qui, ramené à sa place, donne m"’ pour le point demandé.
On agira de même pour toutes les génératrices dont les projections seraient coupées trop obliquement par les per* pendicuîaires à la ligne AZ.
La courbe N (/%. 319) est le rabattement de l’ellipse provenant de la section du cône par le plan poq.
La courbe IN' ( fig. 322) est le rabattement de la parabole provenant de la section du cône par le plan p'ri'q'.
Enfin, les deux courbes iN" et ÎN'" sont les deux branches de rhjperbole provenant de la section du cône par le plan p'n'^q".
485. Il peut être utile , dans certains cas , de construire les asymptotes de l’byperbole. On devra se rappeler alors que ces droites sont les limites des tangentes à la courbe , c’est-à-dire qu’une tangente qui tournerait autour de I hyperbole, en prenant toutes les directions possibles, se confondrait avec l’une des asymptotes au moment où le point de tangence serait arrivé à l’infini (276).
La question sera donc réduite à faire passer par le centre de rhy[)erbole deux tangentes à cette courbe.
Yoici l’ordre des opérations :
1® On abaissera les droites a'a^aa perpendiculaires à la ligne AZ , ce qui déterminera sur les génératrices s — 3,
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i — k les deux points <7,«, extrémités du diamètre aa.
2° Le point cc\ milieu du diamètre aa, sera le centre de l’hyperbole.
3° La droite scii,s'cu sera Tintersection de deux j)]aus tangents au cône et passant par le ])oint cc\
W Les droites unp, iiap, tangentes à la trace du cône, seront les traces de ces deux j)lans tangents.
5" Enfin, les droites en, en., intersections de ces deux plans tangents avec le plan coupant p'n’'q'\ seront les asymptotes demandées.
Car elles sont tangentes à l’hyperbole, puisqu’elles sont les intersections du plan coupant avec les plans tangents qui contiennent le point cc' ; et puisqu’elles passent par le centre de l’hyperbole, elles coïncideront avec les asymptotes de cette courbe.
486. 11 résulte de ce qui précède, que la section d’un cône elîij)tifjue par un plan sera nécessairement l’une des trois courbes que nous avons étudiées aux n^^ 245, 264 ^t 272.
Les génératrices s% ( /%. 319, 322 et 323) étant les limites de la projection du cône sur un plan perpendiculaire au plan coupant pnq,pjiq' ou p'n'q" , on peut dire, en général, que si l’angle 3a'/i(/ég>-. 319) est plus grand que la section sera une ellipse.
Si l’angle 3a'// (/%. 322) est égal à 3/4, la section sera une parabole.
Enfin , si l’angle 3a'//" (/%. 323) est plus petit ({ue 3a'4 , la section sera une hyperbole.
7|.87. Il faut ajouter, comme cas particulier des couibes précédentes, les sections du cône [)ar un plan qui contiendrait le sommet.
Si nous supposons, par exemple, que le plan tourne
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.'uilonr (le rhorizonLile projelanle du point s' ( fig. 319) , il Caiidra dislirii^uer trois cas.
1*^ Si l’angle 3i'^^ est plus grand que 35%, la seclion sera un point que l’on pourra considérer comme une ellipse dont les axes seraient égaux à zéro.
3“ Si l’angle ‘U'u était égal à 35%, le plan toucherait le cône suivant la génératrice 5%, qui remplacerait alors la courbe de seclion, et que l’on pourrait considérer comme une ])arabole dont les deux branches se seraient rapprochées.
3° Enfin , si l’angle 35^m était plus petit que 35% , le plan couperait le cône suivant deux génératrices que l’on pour-» r.iit considérer comme une hyperbole coïncidant avec ses asvmptotes, parce que la distance du centre au sommet de la courbe serait écjale à zéro.
488. Cette dernière considération donne un deuxième moyen de construire les asymptotes de l’hyperbole.
En eiïet, admettons, ce qui est démontré dans les traités d’analyse, que si on coupe un cône du second degré par des plans parallèles ^ toutes les courbes de section seront semblables .
Il en résulte que si , par le sommet du cône ( Jig. 323 ) , nous faisions passer un plan p”’n'"q”' parallèle à p''a''q'' ^ les deux génératrices 5 — 1 , 5 — 2 pourront être considérées comme formant une hyperbole semblable h celle qui n'sulte fie la seclion du cône par le plan p"n”q \ ces deux courbes ne dillérant, comme nous l’avons dit, que par la distance du centre au sommet.
Or, la seclion par le plan p"n"'q'” donne l’angle que les asymptotes font entre elles, et puisque l’on connaît le centre cd de l’hyperbole qui résulte de la seclion par le plan p'n!'q', il sera facile de construire les asymptotes de cette dernière courbe.
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489. Si Je sommet du cône était reculé jusqu'à l’infini , la surface se changerait en un cylindre elliptique. Dans ce cas , la section oblique serait toujours une ellipse, puisque le plan coupant rencontrerait toutes les génératrices du même côté du sommet.
490. La similitude des sections parallèles du cône peut dans quelques cas donner lieu à des abréviations.
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de projeter { fig> 320) les sections d'un cône elliptique par plusieurs plans horizontaux. On construira l’une de ces courbes avec beaucoup de soin; puis, après avoir déterminé le centre, les axes et les foyers , si on le juge à propos , on tracera :
1° La droite so , qui contient les centres de toutes les sections;
2° La droite 5a, passant par les extrémités des grands axes;
3° La droite sc . qui détermine les extrémités des petits axes ;
4" Les droites s — 1,5 — 2, qui contiennent les points suivant lesquels les courbes cherchées touchent les génératrices limites de la projection horizontale du cône.
Cône circulaire,
491. Lorsqu’un cône circulaire, terminé par une base perpendiculaire à son axe, est projeté sur un plan parallèle à cet axe, la projection (/?§•. 327, P/. 47)est un triangle isocèle SCC.
La circonférence tangente aux droites sc, sc est la projection d’une sphère inscrite et tangente à la surface du cône, suivant une circonférence de cercle qui a pour projection la droite uu.
Enfin, les deux droites parallèles sont les limites
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de la projeclion d’un cylindre circulaire qui touche la sphère suivant la circonférence du grand cercle qui a pour projection la droite zz.
Les deux cercles uii, zz^ situés tous deux sur la surface de la sphère , se coupent en un point x qui appartient à la surhice du cône, puisque le cercle uu, suivant lequel la sphère est touchée par le cône, appartient tout entier à cette dernière surface.
Si nous concevons actuellement que le cylindre et le cône soient coupés par un même plan pq ^ les deux courbes de section seront deux ellipses qui, ayant un axe commun aa et un point commun x , coïncideront et ne feront, par conséquent, qu’une seule et même courbe.
Il en sera de même de la section du cylindre et du cône par un plan d’où nous pouvons conclure que les diagonales du quadrilatère aa', aa' sont les projections de deux ellipses situées en même temps sur les surfaces du cylindre et du cône, et que nous pouvons, par conséquent, considérer comme étant les intersections de ces deux surfaces.
Il résulte évidemment des relations que nous ve
nons de mettre en évidence, que, si on prenait un plan de projection perpendiculaire au cylindre les deux el-
lipses cia,a'a' se projetteraient sur ce plan par une seule circonlérence qui serait en même t( nips la projection du grand cercle <3^ , suivant lecjuel la sphère inscrite dans le cône est touchée par le cylindre*
493. Projection oblique du cône circulaire. Si le cône dont il s’agit doit être placé obliquement, il faudra opérer de la manière suivante.
On choisira d’abord l’un des plans de j)rojection parallèle à l’axe du cône, dont la projection sur ce plan sera le triangle isocèle s'c'c' [Jlg. 320 ). Pour compléter la projec-
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tioii sur Tautre plan, il faudrait obtenir la trace du cône ou la projection de sa base. Mais on pourra souvent éviter la construclion de ces courbes, en employant j)Our directrice <le la surface du cône la section par un plan incliné de manière que la projection de cette courbe soit une circonférence de cercle.
Cette manière de procéder sera d’autant plus commode dans les applications , que souvent , au lieu d’un coneoblique exigé par la nature de la c^uestion , on préfère employer un cône circulaire coupé obliquement .
kdk. Pour déterminer l’inclinaison de la section aV, de manière que la projection horizontale de cette courbe soit une circonférence de cercle, on prendra sur l’axe du cône un poin t quelconque ayant pour projections les deux points 00'. De ces points , comme centres , on décrira deux circonférences égales, et d’un rayon tel que la circonférence décrite du point o’ soit tangente aux deux droites s'c\ s'e', qui forment les limites de la projection verticale du cône.
Les deux circonférences dont nous venons de parler, sont évidemment les deux projections d’une sphère qui serait inscrite dans le cône proposé. On élèvera les deux perpendiculaires aa"a'jaa'a”, qui couperont les lignes 5V, aux quatre points a\ a", a', a''.
Enfin, les droites a'a\o!'a'\ diagonales du quadrilatère a a' Cl a” seront les projections verticales de deux ellipses dont les projections horizontales se confondront avec la circonférence décrite du point o comme centre.
495. On choisira de préférence l’ellipse (aV) pour directrice du cône, parce que ses intersections par les génératrices donnent lieu à des angles moins aigus.
Si on doutait que les deux ellipses {a’a) {a”a”) dussent se projeter par la circonférence décrite du point o, il suf-
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lira de remarquer d’abord que le diamètre an est la projection commune des deux axes a!a! , a”a'’ que, de plus, les deux ellipses ont un point commun xV qui se projette sur la circonférence du i^rand cercle horizontal de la sphère, et que, d'ailleurs, ces deux ellipses ont pour surface projetante commune le cylindre circulaire et vertical qui touche la sphère suivant le grand cercle horizontal ^2:, lequel cylindre a, par conséquent, pour trace la circonférence décrite du point O comme centre.
^^96. Les deux tangentes sx^sx seront les limites de la projection horizontale du cône.
497. Les points de tangence x^x seront déterminés par le moyen géométriqueconnu , ou par la perpendiculaire x’x abaissée du point x' .
498. Pour construire un point appartenant à la surface du cône et qui serait donné par sa projection verticale m\ on tracera la génératrice s'm' . Le point n\ suivant lequel cette génératrice rencontre la directrice a!a! , se projettera sur le plan horizontal par l’un des deux points n,n , ce qui donnera les projections horizontales des deux génératrices sn, sn.j qui ont s'/l pour projection verticale commune.
Enfin, la perpendiculaire in'ni déterminera les deux points m, m qui se projettent tous deux par le point m'.
499. Base du cône. La hase c'e' du cône étant un cercle incliné, sa projection horizontale sera une ellipse (juenous construirons comme nous l’avons dit au n® 409.
Le centre u étant déterminé, on fera eu égal à u'c', ce ([ui donnera le grand axe ee de l'ellipse demandée. Les ex trémités c, c du petit axe seront déterminées par les perpendiculaires c’cj c’c.
Ellipse. Soient données 32i) les deux projec
tions d^un cône circulaire ayant pour sommet le point s, s\ et pour directrice une section que l’on obtiendra
comme nous l’avons dit au n° 494, on veut construire la trace du cône.
Nous remarquerons d’abord que cette trace doit être une ellipse , puisque le plan horizontal AZ coupe toutes les génératrices d’une même nappe (479), et que, d’ailleurs, l’angle x'c'a' est plus grand que a!sd (486).
Les génératrices s'c\s'c' percent le plan horizontal en deux points c,c, qui sont les extrémités du grand axe de l’ellipse cherchée. Le point uu' , milieu de la droite cc, sera le centre de cette courbe, et le petit axe e"e’\ projeté sur la ligne AZ par un seul point u\ doit être égal au double de la ligne u'e.
En ell’et, l’axe e''e”, perpendiculaire au plan vertical de projection, est une corde commune à l’ellipse cherchée ce"ce'' ei au cercle provenant de la section du cône par le plan q'y perpendiculaire à son axe. Si donc on rabat cette dernière section sur le plan vertical , l’une des extrémités de la corde eV viendra se placer en e sur la circonférence décrite du point comme centre avec le rayon yt ^ ce cjui déterminera la longueur de u!e , moitié de e"e'\ second axe de l’ellipse ce" ce'.
502. Si du point u, comme centre, on décrit l’arc de cercle cx!\ et que l’on construise ( Géom.) le point x' suivant lequel cet arc serait touché f)ar la tangente sx" , l’ordonnée x"x déterminera les points xx, et par conséquent
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les deux tangentes sx,sx, qui complètent la projection horizontale du cône.
Nous avons vu que ces points pouvaient encore être déterminés en construisant par le point s deux tangentes à la circonférence ax^ ax.
Enfin on remarquera, pour troisième vérification, que les points x, jc', doivent être tous sur une même
droite perpendiculaire à la ligne AZ (497).
503. Foyers. On peut obtenir ces points en opérant comme nous l’avons dit au n° (*250), ou bien en faisant usage de la propriété suivante , dont la démonstration ne peut trouver place que dans un traité de Géométrie analytique.
Soit (fig. 325) un cône circulaire coupé obliquement par le plan pq. Si Von inscrit dans ce cône deux sphères tangentes au plan coupant , les deux points de tangence F, F seront les foyers de la courbe de section.
Cette propriété appartient aussi à la parabole et à 1 hyperbole. Ainsi les points F', F' seraient les foyers de l’hyperbole suivant laquelle le même plan couperait un second cône engendré par le mouvement de la droite sc tournant autour de rriré.
504. Il résulte de ce qui précède, que si nous partageons l’angle s'c'x' {fig- 324) en deux parties égales par la droite
le point /' sera le centre d’une sphère qui toucherait en même temps le cône et le plan horizontal AZ , de sorte que le point de tangence FF' sera l’un des foyers de l’ellipse.
Le second foyer sera déterminé [lar la droite qui partage en deux parties égales l’angle uds" .
505. Parabole. La trace du cône projeté {fig. 328), sera une parabole, puisque l’angle x'ca! est égal à dsd (486).
La courbe aa, a'a\ directrice du cône , étant obtenue par
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la construction indiquée au n®4^94, on tracera les deux tangentes sx,5X, qui forment les limites de la projection horizontale du cône.
On partagera l’angle s'c'x' en deux parties égales par la droite c'/'.
Le point / ', suivant lequel cette droite rencontre l’axe , sera le centre de la sphère inscrite dans le cône et tangente au plan horizontal AZ; de sorte que le point de tangence sera le foyer de la parabole.
Il sera utile de se rappeler, comme vérification , que le point F doit être situé sur la droite i^F, menée perpendiculairement, par le point p», milieu de la tangente sx.
Si on fait ck égal à cF, la droite 6?^, perpendiculaire à sa, sera la directrice qui, avec le foyer F, suffira pour construire la parabole (26i).
606. Hyperbole . La trace du cône projeté 329) sera une hyperbole, puisque le plan coupant AZ rencontre les deux nappes du cône.
La courbe aa,aVdirectrice du cône étant obtenue comme précédemment, on construira les deux tangentes sx,sx, (jui forment les limites delà projection horizontale du cône.
On partagera les angles s’cA.,sc”Z , chacun en deux parlies égales par les droites c'o', c''n\
Les points o\ji’ seront les centres de deux sphères inscrites dans le cône et tangentes au plan horizontal AZ ; de sorte que les points FF' seront les deux foyers de l’hyperbole.
Les points cc\cc" seront les sommets, et le point m, milieu de ce , sera le centre.
De ce point, comme centre, avec un rayon égal à mF, on décrira une circonférence, et les quatre points zzzz , suivant lesquels cette ligne rencontrera les ordonnées cz ^ passant par les sommets de la courbe, appartiendront aux
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deux îisympLoles. On pourrait encore obtenir ces droites par run des deux moyens indic|ués aux n"'* /i85 et ^188.
Les asymploles et le sommet étant obtenus, il sera facile de construire les deux branches de la courbe (277).
Intersection des cônes et des cylindres.
507. Trouver la courbe provenant de 1 intersection d'un cylindre et d'un cône.
On coupera ces deux surfaces par un système de plans parallèles au cylindre et j)assant par le sommet du cône. Par ce moyen, les sections dans le cône et le cylindre seront des lignes droites.
Soient, par exem[)îe (/%. 335, PL 48), le cylindre (A, A') et le cône ( B, B') dont il faut trouver l’intersection. Construisons J par le sommet ss du cône, la droite sc^s'c' parallèle au cylindre , et faisons passer j)ar cette droite un plan P ; ce j)lan sera lui-meine [)aralièle au cylindre et le coupera suivant les deux lignes {aa'} {ad)-, de plus, il coupera le cône suivant les deux génératrices {bb') {bb'). Or ces quatre lignes étant dans un soénie plan donneront, parleurs intersections, quatre points {u,u...) appartenant à la courbe demandée. Trois de ces points sont audessus du })lan horizontal , le (juatiième est dessous.
Un second plan, contenant la droite {sc,sc)., donnera quatre nouveaux points de la courbe.
Un troisième plan en donnera quatre autres et ainsi de SLii te.
On continuera ces constructions juscju’à ce que Ton ait obtenu un nombre de points assez ra[)prochés pour que l’on puisse tr.mer la courbe.
508. On devra ici, comme dans la question du n° /i.2'2, chercher de préférence les points qui sont situés sur les
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génératrices qui forment les limites des projections du cylindre et du cône.
Tout plan dont la trace serait hors de Tangle formé par les traces des plans p' et p" ne couperait pas le cône, et par conséquent ne contiendrait pas de points communs aux deux surfaces.
Dans l’exemple qui nous occupe, les courbes d’intersection sont séparées et forment par conséquent pénétration.
509. Tangente à la courbe d’intersection. Si l’on veut obtenir une tangente au point mm\ on construira : 1° la droite , trace horizontale d’un plan qui toucherait le cylindre dans toute l’étendue de la génératrice niz, m'z .
2" La droite y^x , trace horizontale d’un second plan qui toucherait le cône dans toute l’étendue de la génératrice mx, rrt!x'.
3° La droite projection horizontale de l’intersection des deux plans tangents , et par conséquent de la tangente au point rnm\
4° La droite projection verticale de la tangente
demandée.
On fera bien de construire ainsi quelques tangentes partout où il y aura incertitude sur la direction de la courbe.
510. Si on veut construire les courbe de pénétration dans les sut faces développées du cylindre et du cône, il faudra opérer comme nous l’avons dit aux n®* 368 et 460.
511. On peut simplifier les opérations en plaçant {Jig. 332) le cylindre perpendiculairement à l’un des plans de projection ; la trace du cylindre sur ce plan devient alors la projection de la courbe, et il ne reste plus qu’à élever des perpendiculaires par les points où cette projection est rencontrée par les projections des génératrices du cône.
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512. Trouver la courbe provenant de intersection de deux cônes.
On construira (/%. 336) la droite (50, s'd) qui joint les sommets des deux cônes , puis par cette droite on fera passer des plans. Chacun de ces plans contenant les deux sommets coupera les cônes suivant des lignes droites qui, par leur intersection , donneront les points de la courbe demandée. Ainsi, par exemple, le plan jo coupe le cône (A , A') suivant deux génératrices (a, a') (a, a') , et le cône (B, B') suivant les deux lignes (ô,ô'(ô, b'). Ces quatre lignes donnent, par leurs intersections, les quatre points (u,w'...). Deux de ces points appartiennent à la courbe de pénétration par laquelle le sommet du cône B sort du cône A ; le troisième fait partie de l’intersection formée par le prolongement des nappes inférieures des deux cônes; et le quatrième, projeté horizontalement en u\ derrière le plan vertical , appartient à la ligne uT provenant de l’intersection des deux nappes supérieures.
513. Si l’on n’avait pas sur l’épure les sommets des cônes proposés ni le point où la droite qui contient ces sommets rencontre le plan horizontal, on poutrait couper les deux cônes par des plans parallèles aux plans de projection. Les intersections des cônes par ces plans seraient serTd)Ial)les aux traces, et ces courbes, faciles à constrLiire (490), se couperaient suivant des points apj)artenant à l’intersection demandée.
Ce moyen s’emploie surtout avec avantage lorsque les traces des cônes proposés sont des cercles.
514. Tangente. La droite vz est la trace horizontale d’un plan qui touche l’un des cônes suivant la génératrice z'd .
La droite vx est la trace horizontale d’un plan qui touche
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le second cône suivant la génératrice xu,xu. La ligne sera, par conséquent, la projection horizontale delà tangejile au point lat.
Le plan tangent o'i^'z étant perpendiculaire au plan vertical de projection , la droite sera la projection verticale de la tangente.
515. Les développements des cônes se construiront comme nous l’avons dit au n° (460).
516. Les courbes provenant de la pénétration de deux cylindres ou d’un cylindre avec un cône, peuvent quelquefois être planes.
Ainsi, par exemple, si le cylindre et le cône projetés ( fig. 330 ) avaient pour directrice commune une elli pse l’intersection de ces deux surfaces donnerait lieu à une seconde ellipse.
En général, toutes les fois que deux cônes., deux cj liiidres , ou enfin un cylindre et un cône sont du second degré (446), et que ces deux surfaces se pénètrent , si la courbe d'entrée est une courbe du second degré la courbe de sortie sera pareillement du second degré (Géom. anal. ).
517. Raccordement des surfaces cylindriques et coniques. Pour que la surface d’un'cylindre et celle d’un cône soient tangentes l’une à lautre , il faut qu’ils soient touchés par un même plan dans toute l’étendue d’une génératrice commune.
Cela exige que le sommet du cône soit situé sur cette ligne.
Ainsi , par exemple , si les deux courbes ac, co {fg‘ 331 ) se touchent etse raccordent au point c, lasui face conique, ()ui aurait son sommet en s et pour directrice la courbe co, devra se raccorder avec la surface du cylindre qui aurait pour génératrice sc et pour directrice la courbe ac.
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518. Les (leux surfilées coniques sac,s'co [fig. 333) se raccordent parce que leurs directrices se raccordent, et que les deux sommets s et s’ sont situés sur une même génératrice qui contient le point de raccordement des directrices.
Il est évident que les deux cônes se raccorderaient encore, s’ils avaient pour directrices deux courbes quelconques «c, cV touchées par un même plan, pourvu que la droite qui joindrait les points de tangence c,c' contienne les sommets des deux cônes. ^
519. La combinaison la plus simple de deux cônes a lieu lors(ju’ils ont un sommet commun. Dans ce cas, il faut distinguer trois cas; et pour mieux les mettre en évidence, supposons que bon prenne pour directrices les sections de ces deux cônes par un même plan.
Si les directrices ne se rencontrent pas , il est évident que les deux cônes n’auront pas d’autres points communs que le sommet.
Si les directrices se touchent, les deux cônes seront tangents l’un à l’autre, suivant la génératrice qui passe par le point de tangence des directrices.
Enfin, si les deux directrices se coupent suivant un ou plusieurs points, les deux cônes se couperont suivant toutes les génératrices qui j)asseiit par les yioints d’intersection des directrices.
Trouver V inter section d'un cône par une ligne courbe
On construira {fig- 334) une seconde surface conique ayant même sommet que le cône donné A, A', et dont la directrice sera la courbe donnée (a, a'). Ces deux cônes se cou|)eront suivant les deux génératrices communes [b,V) (ô,ô'), et les intersections de ces deux droites par la courbe proposée seront les points demandés (^m,ni') (^ni, m').
Quand la ligne donnée est droite, comme au n° 473, la surface coni(jue auxiliaire devient un plan.
Si l’on n’avait pas le sommet du cône , il serait bon d’emj)loyer comme surface auxiliaire Tun des cylindres projetant de la courbe proposée.
L’intersection avec le cône ne présenterait aucune difficulté (511).
CHAPITRE IV
521- On considère ordinairement la sphère comme engendrée par le mouvement d’un demi-cercle, qui tournerait autour de son diamètre. Cette manière de concevoir la «é-
tj
nération de la sphère lui a fait donner le nom de surface de révolution. Le demi- cercle, dont le mouvement entendre la surface sphérique, se T\om\ne génératrice ^ et le diamètre autour duquel se fait le mouvement se nomme V axe de la sphère.
Pour plus de simplicité , nous prendrons, toujours ]>our axe un diamètre perpendiculaire à l’un des plans de projection ; de sorte que toule section par un plan perpendiculaire à l’axe sera un cercle parallèle au plan de projection.
522. Projection de la sjjhère. Si par le centre de la sphère ifig. 337, PL 49) on conçoit un plan p parallèle au plan horizontal , ce plan coupera la sphère suivant un grand cercle dont la jmojection horizontale sera prise pour limite de la projection de la sphère; de meme on ])rendra pour limite de la projection verticale de la sphère celle du grand cercle provenant de la section par le plan p' jiarallèle au plan vertical de projection.
523. Parties oiies et cachées. Toute la partie de la surface de la sphère qui est au-dessus du plan p, sera vue en
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projection horizontale, tandis (jue riiéinisphèrc au-dessous du ineiue plan sera caché.
Sur la projection verticale on devra considérer comme vue toute la surface de Thémisplière qui est en deçà du plan p' , tandis que l’hémisphère au delà doit être caché.
524-. Génération . Si nous supposons que le demi-cercle a'Ud' tourne autour de Taxe vertical a'cV pour engendrer la surface de la sphère, chaque point décrira un cercle horizontal dont le rayon sera déterminé par la distance de ce point à l’axe. Ainsi , par exemple , pendant que le point bb' parcourra l’arc bh, b'ii , le point {mné) viendra se placer en nri . Le demi-cercle générateur étant toujours perpendiculaire au plan horizontal, sa projection sur ce plan sera la ligne droite c/i; de sorte que pour avoir la projection verticale d’un de ses points, du point n, par exemple, on construira d’abord les deux projections nin,nt!ii , du cercle que parcourt le ])oint mypuis on élèvera parle point ji une perpendiculaire jusqu’à la rencontre de la ligne nin\ En recommençant cette construction, on obtiendra la courbe a!téJid\ pour la projection verticale du cercle générateur amené dans la position ch.
La courbe a!n!1icL est une demi-ellipse.
Méridiens et parallèles de la sphère.
525. Section méridienne. Toute section de la sphère pru' un plan qui contient le centre est un grand cercle qui [)a«'tage la surface en deux parties égales. C’est pourquoi on la nomme section méridienne. Cependant on réserve [)!us particulièrement cette expression pour les eecLions par des plans qui contiennent le diamètre que l’on a choisi pour 1 axe de la sphère , et qui , par conséquent ^ sont per pendiculaires a 1 un des plans de projef tion.
Ainsi la courbe a'hUV sevix une section méridienne, si
nous prenons pour axe de la sphère la verticale passant par le point c.
Le grand cercle a'b'd'^\ parallèle au plan vertical de projection , se nomme section méridienne principale ou simplement méridien principal.
Si on avait pris pour axe l’horizontale projetante du point c\ le grand cercle serait le méridien principal.
526. Parallèles de la sphère. Les sections méridiennes ne sont pas les lignes les plus simples que l’on puisse tracer sur la surface d’une sphère, et dans les diverses questions que nous pourrons avoir à résoudre par la suite, il sera souvent commode de faire usage des sections de la sphère par des plans parallèles aux plans de projection. Ainsi, par exemple , si nous coupons la sphère par un plan p'\ parallèle au plan horizontal, nous obtiendrons pour section un cercle projeté sur le plan vertical par la droite q'm! , et sur le plan horizontal par le cercle qomu.
La section par le plan p'^' sera le cercle [st, s't').
527. Exprimer qiiun point appartient à la surface d’une sphère
Supposons que l’on connaisse la projection horizontale e, et qu’il faille trouver la projection verticale, on construira par le point e un plan parallèle au plan vertical et coupant la sphère suivant un cercle dont la projection verticale e'g'e' contiendra celle du point cherché; de sorte que, pour déterminer cette projection , il suffira d’élever par le point e une perpendiculaire à la ligne AZ jusqu’à la rencontre du cercle dg'e\ ce qui donnera deux solutions e\ d .
Pour exprimer qu’une courbe {ozp'z') est située sur la sphère , il suffira de faire, pour chacun de ses points, la construction précédente.
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Développement de la sphère.
528. La surface de la sphère n’est pas développable d’une manière rigoureuse, c’est-à-dire qu’elle ne peut pas être étendue sur un plan sans déchirement* mais dans les applications à l’industrie on développe la sphère approximativement de deux manières dilïérentes.
529. Développement par fuseaux. Partageons en parties égales , en 16 par exemple, chacun des deux grands cercles formant les limites de projections verticale et horizontale de la sphère A, A' (y%. 339) ; puis, par les points dedivision, menons les sept plans horizontaux 0,1, 2, 3, et les seize pians
méridiens La surface de la sphère sera, par suite de
cette construction, partagée en 96 trapèzes, plus 32 petits triangles ayant pour sommet commun les points 4- qui sont les pôlesde la sphère. Tous ces triangles et trapèzes auront une même hauteur, égale à la seizième partie d’un grand cercle de la sphère, et leurs bases projetées sur le plan horizontal dans leurs véritables grandeurs, seront égales chacune à la seizième partie de l’un des cercles provenant de la section de la sphère par les plans horizontaux 0,1, 2, 3.
En disposant ces trapèzes comme on le voit fig. A", on aura le développement, par fuseaux, de l’hémisphère supérieur. Les hauteurs des trapèzes sont égales aux arcs (0, 1 ) (1,2), etc., et les bases sont données par les arcs horizontaux correspondants, et compris entre deux méridiens consécutifs {ni,m...).
530. Développement par zones. La A'" représente le développement par zones de l’hémisphère inférieur; il ne diffère du développement par fuseaux que par la disposition des trapèzes, qui sont placés à côté les uns des autres, au lieu d’être l’un au-dessus de l’autre.
On facilitera la construction de ce développement , en re-
marquant que la première zone , composée de seize trapèzes a,a^a,... peut être considérée comme la surface d’un tronc de côue dont le sommet serait situé en 5, où Taxe de la sphère est rencontré par le prolongement de la corde qui joint le point 0 avec le point 1 ; de sorte que, pour construire ce développement, on décrira d^un point comme centre, avec un rayon égal à 50, un arc de cercle sur lequel on portera seize fois la seizième partie du grand cercle o. La seconde zone fait partie d’un cône qui a son sommet au point t. On en construira le développement de la même manière, et ainsi de suite.
11 est bien entendu que l’on doit partager les cercles en un assez grand nombre départies égales pour que la courbure des arcs soit sensible. Si seize points de division ne suffisaient pas, on en prendrait davantage.
531. Les globes et cartes de géographie sont des développements approximatifs de la sphère. Les premiers sont imprimés par fuseaux et collés ensuite sur un globe dont ils sont le développement; les cartes sont des développenïénts par zones.
On fait encore usage des dévelojjpements de la sphère, dans la construction des ballons, et dans l’architecture, pour le tracé des voûtes sphériques et coupoles.
532. Lorsque la zone que l’on doit développer a beaucoup de hauteur, et que l’on ne veut pas la partager en zones plus petites, on s’y prend de la manière suivante. Soit [Jîg. 340) ab l’arc générateur de la zone dont on veut construire le développement. On rectifiera cet arc et l’on en portera la longueur de b en i , l’on mènera ih parallèle au rayon cb, puis enfin hh parallèle à ab. Il résulte de là que hk sera égal en longueur à l’arc amb. Or, pendant que l’arç aô, tournant autour de es, engendrera la zone proposée, la ligne hk engendrera un tronc de cône dont la surlace dit-
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férer.» peu de celle de cette zone, et l’on ])ourra prendre, sans erreur sensible, l’une de ces surfaces pour l’autre.
Si on voulait construire dans le développement un point m (juelconque appartenant à la surface de la zone, on joindrait ce point avec le centre.de la sphère par un rayon cm, dont l’intersection avec la surface du cône déterminerait un point n, qui serait placé dans cette surface à très-peu près comme le point m dans la surface de la zone.
Sections perpendiculaires aux plans de projection.
533. Après les sections parallèles aux plans de projection et les sections méridiennes , les lignes les plus simples que l’on puisse obtenir surla sphère sont celles qui proviennent de sections par des plans perpendiculaires aux plans de projection.
Supposons, par exemple, que l’on veuille obtenir la section de la sphère A, A' [fig. 338) par le plan B. Construisons un plan p, parallèle au plan horizontal de projection. Ce plan coupera la sphère suivant un cercle a, a\ et le plan donné suivant une droite bb' . Cette droite coupera le cercle aa! en deux points {ud) qui feront partie de la courbe demandée. En recommençant cette construction on obtiendra autant de point que l’on voudra.
Pour éviter les intersections qui auraient lieu suivant des angles trop ai^us, on fera usage simultanément de plans parallèles au plan horizontal, et de plans parallèles au jdan vertical.
Le plan horizontal passant sur le centre de la sphère donnera les points xx, suivant lesquels la [)rojection horizontale de la courbe touche le grand cercle qui représente la projection de la sphère.
On sait {Géom.) que la section d’une sphère par
un plan est toujours un cercle; et qu’en oulre ce cercle placé obliquement dans l’espace doit avoir pour projection une ellipse (406). 11 sera facile de trouver les axes de celle ellipse. Pour cela on abaissera du centre de la sphère la lii^ne (Ac, AV) perpendiculaire sur le plan coupant, et le point cc\ où cette perpendiculaire perce ce plan, sera le centre de la section. Or, lorsqu’un cercle est projeté obliquement, tous ces diamètres se raccourcissent, excepté celui qui est parallèle au plan de projection; de sorte que le grand axe de l’ellipse devant être horizontal et situé dans le plan B sera parallèle à la trace horizontale de ce plan; de plus, z' est la ])rojection verticale dans sa véritable grandeur, d’un diamètre de la section ; donc en portant cV, avec le compas de c en h et de c en A: , on aura hk pour le grand axe de l’ellij^se qui forme la projection horizontale du cercle cherché. Le petit axe, perpendiculaire au grand, doit être situé dans le plan parallèle au plan vertical , d’où il résulte que la projection w du point sera l’extrémité du petit axe de l’ellipse que l’on construira par le moyen indiqué (253).
535. On peut souvent éviter la projection oblique du cercle provenant de la section, en le faisant tourner, pour le rabattre sur l’un ou sur l’autre des deux plans de projection. Ainsi, par exemple, pour avoir la section par le plan B' perpendiculaire au plan horizontal, on fera tourner ce plan autour de la droite dd\ jusqu’à ce qu’il soit venu prendre la position B". Dans ce mouvement, le point e, qui représente le centre de la section , décrira l’arc horizontal ee" et viendra se projeter verticalement en d" . De ce point comme centre avec un rayon d”s” égal ix es , on décrira un cercle qui sera la section rabattue dans sa véritable grandeur.
Il sera facile, en ramenant la section à sa place, d’obte-
nir sa projection verticale. Ainsi , par exemple, le point m , rabattu en in” et projeté dans ce rabattement en m'", doit avoir sa projection verticale au point m provenant de l’intersection de l’horizontale m'"m' avec la perpendiculaire mm .
536. Les positions principales qu’un plan peut prendre par rapport à une sphère sont au nombre de quatre :
1° Si le plan dont il s’agit contient le centre , la section sera un grand cercle de la sphère ;
2° Si la distance au centre de la sphère est moindre que le rayon , la section sera un petit cercle ;
3° Si le plan coupant s’éloignait du centre de la sphère, le rayon de la section diminuerait, et lorsque la distance du centre au plan coupant sera égale au rayon de la sphère, ce plan deviendra tangent et la section réduite à un point sera le point de tangence;
Enfin, lorsque la distance d’un plan au centre de la sphère sera plus grande que le rayon de cette surface, il est évident que ce plan ne rencontrera pas la sphère.
537. Si l’un des plans de projection est perpendiculaire au plan donné , on pourra reconnaître , à l’inspection de l’épure , quelle est la position relative du plan et de la sphère ,
Ainsi , par exemple , si la distance Ac' ( Jîg. 338) est plus petite que le rayon de la sphère, la section sera un petit cercle. Si Ac' était égal à zéro, la section serait un grand cercle.
Si Ac' était égal au rayon, le plan serait tangent.
Enfin , si Ac' était plus grand que le rayon, le plan ne rencontrerait pas la sphère.
538. Il résulte de ce qui précède que nous ne devons pas considérer le point de tangence comme un point simple.,
mais comme provenant du rapprochement de tous les points de la courbe de section,
539. Le point de tangence détermine la posi lion du plan tangent, parce que ce point devant toujours être considéré comme une petite circonférence dont le rayon serait égal à zéro, le plan de cette circonférence sera toujours perpendiculaire à la droite qui joint son centre avec c*elui de la sphère, et sera par conséquent tangent à cette surface ( Géom.).
Plans tangents à la sphère.
540. Construire un plan tangent à une sphère par un point pris sur la surface de cette sphère.
Soient {fig. 34 1 , PL 50 ) la sphère .( A, A' ) et le point situé sur la surface de cette sphère, on construira le rayon (Am , A!m^) , puis on fera passer (97) par le point {m,m') un plan perpendiculaire à ce rayon. Ce plan sera tangent à la sphère [Géoni.].
Toute ligne située dans le plan tangent et passant par le point m, m’ sera une tangente à la sphère.
Le rayon am étant perpendiculaire au plan tangent, sera nécessairement normal à la surface de la sphère, et par conséquent tout plan passant par le centre sera un plan normal.
541. Construire par une droite donnée un plaji tangent à une sphère.
solution. Par le centre de la sphère A [fg. 345), on fera passer un plan p, perpendiculaire à la droite donnée b. Ce plan coupera la droite en un point m, et la s})hère suivant un grand cercle c; construisant les deux tangentes ms^mt, les plans p' et p” contenant ces tangentes et la
droite donnée satisferont à la question. En elïet, le plan p' contenant la droite est perpendiculaire sur le plan/>; d’où il suit que le rayon Am situé dans ce plan , et perpendiculaire à la ligne mt , intersection des deux plans p et p\ sera aussi perpendiculaire à ce dernier plan , qui alors sera tangent à la sphère. Le même raisonnement conviendra pour le plan p" .
Il ne reste donc plus qu’à exécuter cette construction. Pour cela :
Supposons d’abord le cas où la droite donnée serait perpendiculaire à l’un des plans de projection , au plan horizontal, par exemple.
Cette droite V se projettera ( fi§. 346) par un seul pointé. Les lignes hv.^ba^ menées par ce point et tangentes à la projection horizontale de la sphère , seront les traces des deux plans tangents p' et p'\ qui auront leurs traces verticales perpendiculaires à la ligne AZ.
542. 2® solution. Si la droite donnée était oblique par rapport aux plans de projection, l’opération serait plus difficile.
Représentons la sphère donnée par (A, A') ( fig. 343), et la droite donnée par
On fera d’abord passer (97) p.ar le centre de la sphère le plan p perpendiculaire à la droite (Z>, Z>'), et l’on déterminera (70) le point (m, m) suivant lecjuel ce plan cou[)e la droite donnée. Quant au grand cercle suivant lequel la sphère sera coupée par le plan p, il aurait pour projection une ellipse; mais pour éviter la construction de cette courbe, on fera tourner le plan jo, soit autour de sa trace , soit, comme on l’a fait ici, autour de l’horizontale qui passe par le centre de la sphère. Dans ce rabattement la section par le plan p se confondra avec le grand cercle c, formant la projection horizontale de la s[)hère, et le point
(m,m') viendra se placer en m”. 11 sera facile alors de construire les deux tangentes Pour ramener
ces deux lignes à la place qu’elles doivent occuper dans l’espace, on remarquera que les points t, s ne doivent pas changer déplacé, puisqu’ils, appartiennent à la droite (A, /l'j, que l’on a prise pour charnière du rabattement; de sorte qu’en joignant ces deux points avec m, on aura {mt, ms) pour les projections horizontales des deux tangentes. Les points î, s se projetteront verticalement suivant et
détermineront les projections verticales (udi', tn's') des tangentes. On fera passer par chacune d’elles et par la droite donnée un plan que sera langent à la sphère : les lignes {u''u) perpendiculaires à la droite /V donneront les projections des points de tangence.
La solution précédente revient à concevoir la sphère enveloppée par un cylindre circulaire parallèle tà la droite donnée , et à construire par cette droite deux plans tangents au cylindre.
543. 3® solution. Au lieu d’un cylindre , on peut employer un cône. En effet, supposons ( Jîg. 342) qi;e la sphère donnée A soit enveloppée par un cône qui aurait pour sommet un point quelconque pris sur la droite donnée b.
11 ne restera plus qu’à faire passer par cette droite un plan tangent au cône. Il est évident que ce plan touchera la sphère.
Le cône qui enveloppe la sphère étant circulaire , et le sommet pouvant être pris partout où on voudra sur la droite donnée, il sera possible d’appliquer les principes que nous avons exposés au n® 493, et les opérations seront alors réduites à une grande simplicité.
Soit (/%. 344) la sphère donnée AA' et la droite donnée bU.
Le plan Ks y parallèle au plan vertical de projection,
déterminera un point ss' que nous prendrons pour sommet du cône auxiliaire.
En opérant comme nous l’avons dit au n° 494, il sera facde de déterminer la section aa, a'a\ dont la projection horizontale se confond avec le grand cercle qui forme la limite de la projection de la sphère.
Le plan oblique pq, qui contient la section aa, a'a! , est j)ercé par la droite donnée en un point m'm, par lequel on construira les deux tangentes mo,mc. Ces droites et la ligne donnée ôô' déterminent les deux plans tangents qu’il sera facile de conslruire (55).
Les points de tangence uu' , résultent de l’intersection du petit cercle zx ^ suivant lequel la sphère est touchée par le cône auxiliaire avec les deux droites s'c', s'o\ suivant lesquelles ce cône doit être touché par les deux ')lans demandés.
544. 4® solution. On peut concevoir la sphère donnée A ( /%. 348, PI. 51 ) enveloppée par deux cônes circulaires , ayant pour sommets deux points quelconques 5, t de la ligne donnée.
Ces- cônes toucheront la sphère suivant deux petits cercle? aa , cc dont les intersections seront les points de tangence.
La fig. 349 contient les opérations.
La sphère étant donnée par les deux grands cercles AA', et la droite par les deux projections bb' .
On prendra, pour plus de simplicité, le sommet 55' de l’un des deux cônes auxiliaires dans le plan qui contient le centre de la sphère , et qui est parallèle au plan vertical de projection.
Ce premier cône touchera la sphère suivant un petit cercle projeté sur le plan vertical par la droite aa. La pro-
jeclion horizontale de ce cercle serait une ellipse dont nous éviterons la construction en faisant un rabattement.
Nous prendrons ensuite le sommet t't du second cône auxiliaire dans le plan horizontal qui contient le centre de la S|>hère. Le petit cercle, suivant lequel ce cône touche la sphère, aura pour projection horizontale la droite cc, et pour projection verticale une ellipse que nous ne construirons pas.
Or, les points de tangence devant appartenir aux deux cercles projetés parles droites aa, cc , il ne reste plus qu’à trouver leur intersection.
Si on avait construit la projection horizontale du cercle aa, ou la projection verticale du cercle cc, les points d’intersection de ces deux cercles seraient déterminés par les intersections de leurs projections; mais, pour éviter les projections elliptiques, nous rabattrons le cercle aa en le faisant tourner autour de Thorizonlale projetante du point O, pris où l’on voudra dans le plan pzp.
Dans ce mouvement, le centre r» décrira un arc parallèle au plan vertical de projection et viendra se placer en o'.
La circonférence décrite du point p»' comme centre, avec un rayon égal à m, sera par conséquent le petit cercle aa rabattu sur le plan horizontal.
Or, les points de tangence cherchés devant résulter de l’intersection des deux cercles , cc appartiennent par conséquent à la droite suivant laquelle se coupent les plans qui contiennent ces cercles.
Cette droite, dont les projections sont o'a, oc, coupera l’horizontale projetante du point oo' en un point o, qui, dans le rabattement, ne doit pas changer de place.
Un second point quelconque rr' de la droite ao\ co étant rabattu en /•", on construira cette ligne or" dans le rabat-
tement , et les points 7ii \ il'\ où elle coupe le cercle \^'a! se^ ront les points de tnngence demandés.
Il ne restera plus qu’à faire revenir ces points à leur place, ce qui donnera pour leurs projections les deux points mm' , nn' .
Les points de tangence étant obtenus, on pourra construire les ])lans tangents en opérant comme nous l’avons dit au n° 5^^0.
On peut aussi joindre les points mm' .^nn\ \es sommets des deux cônes par des droites qui , avec la ligne donnée ô//, sont suffisantes pour déterminer les plans tangents demandés par la question.
5i5. 5® solution. On peut encore remplacer l’un des deux cônes auxiliaires, dont nous venons de parler, par un cylindre parallèle à la ligne donnée. Dans ce cas, l’un des deux petits cercles aa , cc deviendrait un grand cercle dont le plan , passant par le centre de la sphère, serait perpendiculaire à la droite donnée.
Le reste se ferait comme dans l’épure précédente, c’està-dire que l’on rabattrait le cercle suivant lequel la sphère serait touchée par le cône auxiliaire , que l’on pourrai t toujours choisir comme ci-dessus , de manière que son axe soit parallèle à l’un des plans de projection.
On rabattrait également l’intersection du plan perpendiculaire à la droite donnée, et passant par le centre de la Sf)hère avec le plan du cercle , suivant lequel cette surface serait touchée par le cône auxiliaire.
Les points de tangence obtenus dans le rabattement seraient ensuite ramenés à leur place. Je me contenterai d’indiquer cette dernière solution comme exercice.
3'{6. Les relations qui précèdent donnent une deuxième solution d’un problème que nous avions résolu au n° 14^5.
Supposons qu’il s’agisse de construire un plan qui fasse avec les plans de projection des angles donnés.
Soit V l’angle que le plan cherché doit faire avec le plan vertical , et H l’angle que ce même plan doit faire avec le plan horizontal.
1'® operation. On décrira une circonférence quelconque ayant pour centre un point o, pris à volonté sur la ligne AZ ; cette circonférence pourra représenter en même temps les deux projections d’une sphère dont les méridiens principaux seraient alors situés dans les plans de projection.
' 2® opération. On construira la tangente sa, de manière que l’angle sao soit égal à l’angle H. Si on suppose que cette tangente tourne autour de la verticale so , elle engendrera un cône circulaire qui aurait son sommet en s et dont la base sera la circonférence ama.
3® opération. On construira la tangente uc telle que l’angle uco soit égal à l’angle V, puis on supposera que cette tangente tourne autour de l’horizontale uo , ce qui donnera un second cône circulaire ayant son sommet en u et dont la base sera la circonférence cnc.
Or, il est évident que tout plan tangent au premier cône fera avec le plan horizontal un angle sao égal à H.
De plus, tout plan tangent au second cône fera avec le plan vertical un angle uco égal à V.
Donc un plan qui serait en même temps tangent aux deux cônes satisferait aux conditions demandées.
La construction que nous venons d’indiquer donne deux solutions, savoir : le plan p et le plan p' .
Les traces de ces deux plans doivent contenir le sommet 5 et M des deux cônes auxiliaires et de plus être tangentes aux traces ama, cnc de ces cônes.
5^i7. Si les plans deman lés devaient contenir un point
donné dans l’espace, on pourrait d’abord opérer comme nous venons de le faire, après (juoi il ne resterait plus qu’.à faire passer par le point donné des plans parallèles à ceux que l’on aurait trouvés.
Dans ce cas, aux deux solutions précédentes il faudrait en ajouter deux autres, s.avoir : un troisième plan qui aurait sa trace verticale j)arallèle à jo^retsa trace horizontale parallèle à la droite xp" ^ qui louche derrière le plan vertical la trace de l’un des deux cônes auxiliaires.
Enfin, un quatrième plan qui aurait sa trace verticale parallèle à p'r et sa trace horizontale parallèle à rp'” .
Si la somme des angles H -f-V était égale à un angle droit , les traces des deux cônes auxiliaires passeraient par les points s et ii; de sorte que les quatre plans se réduiraient à deux qui seraient parallèles à la ligne AZ ; et si la somme des angles H -f-V était plus petite qu’un angle droit, les points J et ii seraient dans l’intérieur des cônes auxiliaires , et dans ce cas, le problème serait impossible.
Ce résultat est conforme à ce que nous avions dit au n« 146.
548. Coiislriiire un plan tangent à une sphère, par un point situé hors de la surface de eette sphère.
l"" solution. Par le point donné ss' [fig. 347), on fera passer une droite aa! par laquelle on construira deux plans tangents à la sphère, une seconde droite bb' déterminera deux autres plans tangents, une troisième droite en donnera encore deux, et ainsi de suite. Le nombre des plans que l’on peut construire ainsi est infini. Tous ces plans seraient tangents à un cône circulaire enveloppant la sphère et la touchant suivant un petit cercle zx que l’on nomme courbe de contact.
Si le point donné se rapprochait de la sphère , l’angle du cône s’ouvrirait, le cercle de contact diminuerait, et
son plan s’éloignerait du centre de la sphère; enfin lorsque le point donné arriverait sur la surface de la sphère, tous les plans tangents se réuniraient en un seul, qui remplacerait le cône enveloppant^ le cercle de contact, réduit à zéro, se confondrait avec le point donné.
Si , au contraire , le point donné s’éloignait à l’infini , le cône se changerait en un cylindre circulaire, et le cercle de contact deviendrait un grand cercle de la sphère.
5^p9. 2e solution. On prendra un plan de projection parallèle à la droite qui joint le poiut donné avec le centre de la sphère.
On concevra la sphère enveloppée par le cône circulaire qui aurait le point donné pour sommet.
On déterminera la direction du plan pq, de manière que la section a!a' du cône par ce plan se projette par une circonférence aa.
Enfin , tous les plans tangents demandés seront déterminés par le point donné ss' et par chacune des tangentes à la courbe «a, a!a! .
On remarquera que toutes ces tangentes ont une projection verticale commune pq.^ et que toutes leurs projections horizontales doivent être tangentes à la circonférence aa.
Les points de tangence seront déterminés par la rencontre du petit cercle zx avec les génératrices suivant lesquelles chaque plan tangent touche le cône auxiliaire.
550. Courbe de contaet. Dans les questions diverses que bon peut proposer sur les plans tangents , il faut distinguer les cas où il est nécessaire de construire les traces de ces plans, de ceux où le but principal est d’obtenir les points de langence.
Ainsi , par exemple , si on veut construire la courbe suivant laquelle la sphère serait touchée par tous les plans qui
PL. r>i.
contiennent le point donné, on pourra se dispenser de construire les trnces de ces plans.
En effet la courbe cherchée est la circonfcVence du petit cercle, suivant lequel la sphère serait touchée par la surface du cône circulaire qui aurait pour sommet le point donné.
Pour construire les deux projections de celte circonférence, on choisira [Jig. 330} un plan de projection parallèle à la droite qui joint le point donné ss' avec le centre de la sphère.
On tracera les deux tangentes s'z'.,s'x' et la corde ^'jc'qui joint les deux points de tangence.
Cette dernière ligne sera la projection verticale du cercle demandé.
La projection horizontale sera une ellipse dont le grand axe cc doit être égal à z'x\ et le petit axe zx est la projection horizontale du diamètre z'x\
551. Dans les deux questions précédentes (//^. 3fi-7 et 350), nous avons placé le centre de la sphère et le point donné dans un plan parallèle au plan vertical de projection. Si le point donné était placé partout ailleurs, on ramènerait la question au cas précédent, en faisant usage d'un plan de projection parallèle à l’axe du cône auxiliaire.
552. La question que nous venons de résoudre serait , au contraire, réduite à sa plus simple expression, si le point donné était situé sur l’une des perpendiculaires projetantes du centre de la sphère.
Dans ce cas [fig. 351), la ligne de contact serait le petit cercle zx\zx, et les plans tangents passant par le point donné auraient pour traces horizontales les droites b.^h\b" tangentes à la trace du côoe auxiliaire.
Les traces verticales, s’il était nécessaire de les cou-
s truire, seraient facilement déterminées en opérant comme nous l’avons dit au n° 50.
553. Construire un plan tangent à la sphère, parallèlement à une droite donnée.
E® solution. Nommons bb' la ligne* donnée (/%. 352, PI. 52 ); une droite quelconque cc\ menée parallèlement à la ligne donnée, déterminera deux plans tangents (|ui satisferont à la question ; une seconde droite oo' en donnera deux autres , et ainsi de suite. Le nombre des plans qui satisfont à la question est infini , ils toucheront tous un cylindre circulaire enveloppant la sphère et parallèle à la droite donnée. La ligne de contact sera un grand cercle zx dont le plan sera perpendiculaire à la direction de cette ligne.
55i. 2® solation. Concevons la sphère projetée sur un plan parallèle à la ligne donnée bb' .
Les deux tangentes so,so seront les limites de la projection verticale du cylindre circulaire qui enveloppe la sphère et qui est parallèle à la droite bb' .
Un plan a' a', perpendiculaire au plan vertical de projection et passant par deux angles opposés du quadrilatère a'a"a'a", coupera le cylindre suivant une ellipse qui aura pour ])rojection horizontale la circonférence aa (413).
Enfin, chaque plan tangent sera déterminé par l’une des génératrices du cylindre auxiliaire et par la tangente à la section au point où cette courbe est rencontrée
par la génératrice du cylindre.
Toutes ces tangentes auront la droite a’a' pour projection verticale commune, et toutes leurs projections horizontales seront tangentes à la circonférence aa.
Les intersections des génératrices du cylindre avec le cercle zx , suivant lequel ce cylindre touche la sphère, donneront les points de tangence.
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555. Courbe de contact. Si la (juesLion avait uniquement pour but de déterininei la courbe de contact , on se contenterait de construire {Jig> 35^p) la projection horizontale du cercle zx\ suivant lequel la sphère donnée est touchée par le cylindre auxiliaire.
Cette projection sera une ellipse dont le grand axe cc doit être égala z'x , et qui aurait pour petit axe la droite -sx, projection de z'x .
556. Si la droite donnée, au lieu d'être parallèle à l’un des plans de projection, était inclinée d'une manière quelconque, on emploierait une projection auxiliaire parallèle à cetteligne, et la question serait ramenée au cas précédent.
557. Etant donnés un point une droite et une sphère construire par le point un plan qui touche la sphère et qui soit parallèle h la droite donnée (fig. 353).
On yirendra le point donné s pour sommet d'un cône qui envelopperait la sphère, puis on tracera, par le sommet du cône , une seconde droite h parallèle à l.i ligne donnée a ; la ([Liestion sera réduite à construire par la droite ô, un plan tangent cà la sphère.
1! y aura deux solutions.
En faisant usage d’un plan de projection parallèle à l'axe du cône auxiliaire, on pourra employer la construction du n° 543.
Construire un plan tangent à deux sphères
Concevons les deux sphères A, B {fig. 355) enveloppées par un cône circulaire ayant son sommet en s. Tout plan touchant ce cône sera langent aux deux sphères données. Le nombre de ces [)lans est infini. Pour les construire, on pourra opérer comme nous l’avons dit (5/i9);ou bien on
fer.'i passer par le sommet du cône une suite de droites par chacune desquelles on constiuira deux plans tangents à l’une des deux sphères; chacun de ces plans touchera le cône dans toute l’étendue d’une génératrice, et contiendra par conséquent un point de la seconde sphère.
En enveloppant les deux sphères par le cône dont le sommet est en w, et construisant des plans tangents à ce cône, on obtiendra encore une série infinie de plans tangents aux deux sphères.
Si les deux sphères se touchaient , cette seconde série de plans se réduirait à un seul; enfin, si elles se coupaient, il ne resterait plus que les plans tangents au cône dont le sommet est en 5, lesquels plans se réduiraient euxmémes en un seul, si les sphères données se touchaient intérieurement.
659. Si l’on voulait construire un plan tancent aux deux sphères par un point m , situé hors de leurs suj faces, on joindrait ce point avec le point s, par la droite sni qui déterminerait deux plans tangents, la droite uni en déterminerait deux autres; ainsi le problème admettrait quatre solutions. Si le point donné était placé en n ou en sur la surface de l’un des deux cônes et hors du second , le nombre des solutions se réduirait à trois.
îl n’y aurait que deux plans tangents si le point donné était en ^ ou en ï, sur les cercles d’intersection des deux cônes.
Si le point donné était en x ou en jy, c’est-à-dire sur l’un des deux cônes et dans l’intérieur de l’autre, il n’y aurait qu’un plan tangent.
Enfin le problème serait impossible , si le point donné était en même temps dans l’intérieur des deux cônes.
Construire un plan tancent h trois sphères
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ÉlanL (loiiiiées les trois splicrcs A, B, G (/%. 356), on construira des cônes qui envelopperaient ces sphères deux h deux, tant extérieurement ({u’intérieurement ; on obtiendra pour les sommets de ces cônes six points, stuxyz, qui étant pris trois à trois, donneront quatre lignes droites, stu^ sxz , tyz^ uyx. Tout plan passant par l’une de ces droites et touchant l’une des trois sphères sera nécessairement tangent aux deux autres. Ainsi, par exemple, un plan qui contiendrait la droite sta et qui toucherait la splière A , contiendrait dans toute son étendue l’une des génératrices du cône w.A; il aurait donc un point de commun avec la sphère B, et comme il contient le point s ^ il toucherait le cône sB et par conséquent la sphère G.
Par chacune des quatre droites passant par les sommets des cônes, on pourra mener deux plans tangents, ‘ce qui fera huit solutions pour le cas général.
Voici la disposition de ces plans.
^er
En deçà de A,B,G.^ . .
Au delà de
Si quelques-unes de ces sphères se touchaient ou se coupaient, le nombre des solutions diminuerait. Si |les sphères étaient égales, les deux premiers plans seraient parallèles ; enfin si les rayons des sphères se réduisaient à zéro, les huit plans tangents se confondraient en un seul, les cônes enveloppants deviendraient trois lignes droites,
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et la question se réduirait à faire passer un plan par trois points { fi^. 358).
561. Construire un plan tangent a une sphère et a un cylindre.
Concevons [ fig- 357) la sphère enveloppée par un cylindre parallèle au cylindre donné; il ne restera plus qu’à construire un plan tangent aux deux cylindres. Pour y parvenir on coupera ces deux cylindres par un plan quelconque, ce qui donnera deux courbes que l’on sait construire; les tangentes communes à ces deux courbes appartiendront aux plans demandés; enfin on mènera par ces droites fies jdans parallèles aux deux cylindres. Si le cylindre donné B a pour directrice une courbe convexe et fermée, comme on le voit dans la figure, le problème admettra quatre solutions. En général , le nombre des solutions sera égal au nombre des tangentes que l’on pourra mener aux courbes provenant de l’intersection des deux cylindres par un plan quelconque.
562. Si le cylindre proposé B était circulaire,, on pourrait encore opérer comme il suit : on inscrirait dans ce cylindre B une sphère G, puis l’on construirait le cône jG , qui envelopperait cette sphère et la sphère donnée; enfin, menant par le point s une droite a parallèle au cylindre donné , on ferait passer par cette droite deux plans tangents à l’une des deux sphères; ces plans satisferaient à la question. La droite ô, menée parallèlement au cylin'lre par le sommet du cône qui enveloppe les sphères A et G intérieurement, déterminera deux autres plans tangents.
Si le rayon de la sphère donnée devenait égal à zéro, la question se réduirait au problème du n® (376).
Si les génératrices du cylindre se rapprochaient et se réduisaient à une seule, on reviendrait à la question (5^1-1).
5G3. Construire un plan tancent h une sphère et a un cône.
Concevons (//^. 359) la sphère donnée A enveloppée j)ar un second cône ayant le même sommet que le cône proposé; il ne s’agira plus que de construire un plan tangent à ces deux cônes. Pour cela on les coupera par un plan quelconque, ce qui donnera deux courbes auxquelles on mènera des tangentes. On fera passer un plan par chacune de ces tangentes et le sommet commun des deux cônes. Dans le cas indiqué sur la Jig. 359 , il y aura quatre solutions.
56/i. Si le cône proposé B est circulaire, on pourra inscrire dans ce cône une sphère G ; puis construisant le cône qui envelopperait les deux sphères, on n’aura plus qu’à mener les plans tangents aux deux cônes. Joignant les sommets par la droite sv^, on construira deux plans tangents à l’une des sphères; ces deux plans toucheront l’autre sphère, et le cône dans toute sa longueur.
La droite qui joint le point s avec le point u déterminera deux autres plans tangents.
Pour exécuter ces épures , on construira les projections des données , puis les tangentes aux projeclions des sphères seront les limites des cylindres ou cônes enveloppants. On opérera pour le reste comme dans les problèmes précédents.
565. Construire U intersection d'une ligne droite avee la surface d’une sphère.
Soit {a, a!) {fig. 360 , PL 55) la droite donnée ; construisons par cette droite un plan p, perpendiculaire au plan horizontal; ce plan coupera la sphère ( A A^) suivant un cercle vertical dont la projection horizontale b doit se confondre avec celle de la droite donnée , et qui aura pour pro-
jection verticale l’ellipse U cjue Ton construira par l’un des moyens indiqués (533, 53^r}. Ce cercle sera coupé parla droite {a,a')^ suivant deux points qui ap-
partiennent à la surface de la sphère.
On peut éviter la construction de l’ellipse b' en f.dsant tourner le plan p autour de la verticale c/, situé dans ce plan , jusqu’à ce qu’il soit arrivé dans la position p” parallèle au plan vertical. Dans ce rabattement, la droite donriée devient a”, et la section dans la sphère est le cercle les points demandés sont (m'W'); les projetant en et ramenant le plan p" à sa position primitive,
on aura les projections Quant aux projections
verticales elles seront déterminées par les inter-
sections des horizontales passant par les points m", m", avec les perpendiculaires à la ligne AZ , passant par les points {m, m).
566. Si le cercle b" était touché par la droite a' , on en conclurait que la ligne ad touche la surface de la sphère, et si d' ne rencontrait pas V il n’y aurait pas de points communs entre la sphère et la droite donnée.
567. Si l’une des projections de la ligne donnée ( jig. 363) passait par le centre de la projection correspondante de la sphère, on emploierait comme surface auxiliaire le plan projetant de la ligne; la section dans la sphère serait un grand cercle, dont on éviterait la construction en le rabattant autour de la ligne projetante du centre; par suite de ce mouvement la droite donnée viendrait se placer en d\ et les deux points m\m'\ ramenés à leur place, deviendraient (m,m)
568. Enfin, si la ligne donnée était parallèle à l’un des plans de projection, le plan auxiliaire serait lui-même pa-
lallèlo à ce plan, de sorte tjue la section dans la sphère se projetant par un cercle, il aurait à construire ni ellipse ni rabattement.
569. Construire la section de la sphère par un plan oblique aux plans de projection.
Concevons (/%• 362) un plan horizontal p. Ce plan coupera la sphère A suivant un cercle {a.^d) , et le plan donné B suivant une ligne {h, h) parallèle à la trace horizontale. Or le cercle (a, a) et la droite (Z>, h) , étant dans un meme plan, se couperont en deux points {ni, ni) (m,77z’), qui feront partie de la courbe cherchée. En recommençant cette construction , on obtiendra autant de points que l’on voudra. Mais pour vérifier les constructions et pour éviter les intersections trop aiguës, il sera bon de faire simultanément usage de plans parallèles au plan horizontal , et de plans parallèles au plan vertical. Ainsi un plan p , parallèle au plan vertical, vérifierait la position de l’iin des points ml et déterminerait celle du point mi .
Cette méthode a l’inconvénient de laisser de l’incertitude sur la position du point le plus élevé, et sur celle du point le plus bas de la courbe.
On pourra trouver ces points, et en meme temps on donnera plus d’exactitude aux constructions, en projetant la sphère sur un [)lan auxiliaire p\ vertical et perpendiculaire au j)lan coupant B. La projection A'' de la sphère sur ce plan s’obtiendra en prenant sur la projection verticale primitive la hauteur du centre au-dessus du plan horizontal, et l’on aura la nouvelle trace du plan B, en projetant un point quelconque de ce plan sur le plan auxiliaire p" . Dans cette nouvelle projection verticale, la section, qui est une courbe plane, sera représentée par la ligne droite oz. Le point u sera le point le plus bas de la courbe , et le point z sera le point le plus élevé. Pour construire
par ce moyen la projection horizontale d’un point de la courbe, on concevra comme précédemment un plan horizontal jü, qui coupera la sphère suivant le cerclées, et le plan B suivant la droite b, et l’intersection de b avec a donnera les deux points m, m.
Comme l’on sait ( Géom.) que l’intersection d’une
sphère par un j)lan est toujours un cercle , il sera encore plus exact de rabattre ce cercle sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de la trace horizontale du plan B. Les deux points qui, sur le plan auxiliaire sont projetés en ni', viendront, dans le rabattement sur le plan horizontal , se placer en et leurs projections horizon-
tales (ni, ni) seront déterminées par les intersections de la ligne avec les deux droites nini^'’ ^ mni^'' ^ menées par les points m*'", perpendiculairement à la trace horizontale du plan B.
Au lieu de la projection auxiliaire sur le plan p"\ on aurait pu faire usage de la section , par un plan verlical p"' passant par le centre et perpendiculaire au plan B, et l’on aurait pu faire tourner ce plan autour de sa trace’ verticale, pour le rabattre dans la position A
Au surplus je n’ai indiqué tous ces rabattements que pour faire voir comment on peut vérifier les constructions, ou leur donner plus d’exactitude; mais il sera toujours préférable de prendre dès l’origine un plan de projection perpendiculaire au plan coupant.
571. Au lieu de chercher les points suivant lesquels le plan donné coupe les parallèles de la sphère, on peut déterminer l’intersection de ce plan avec les méridiens.
Ainsi, par exemple (//g. 3G1) , le plan méridien 0 — k coupera le plan donné suivant une droite , et la sphère suivant un grand cercle. Ces lignes, étant toutes deux situées
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dans le ])lan 0 — 4, se couperont suivant deux points qui appartiennent à la courbe demandée.
Pour éviter la projection elliptique du grand cercle , provenant de la section de la sphère par le plan auxiliaire 0 — 4, on fera tourner ce plan autour de la verticale projetante du point O; dans ce mouvement , la section méridienne o — ii viendra se placer dans le plan vertical 0 — 6', et se confondra par suite de ce rabattement avec le méridien principal de la sphère^ on construira le point suivant lequel le plan donné B est percé parla vertical passant par le centre de la sphère. De plus, le point k se rabattra en V', et la droites — 4'' sera l’intersection du plan donné B par le plan méridien 0 — k.
Les deux points projetés sur 0 — 6' et ramenés de
là dans le plan méridien 0 — feront partie de la courbe demandée.
Chaque rabattement fera connaître quatre points : en eflet, par suite de la position symétrique des deux plans O — k, O — 5, les opérations ellectuées pour déterminer les points situés dans le plan 0 — k conviendront également pour les points situés dans le plan o — 5.
Le plan méridien 0 — 1, perpendiculaire au jilanB, donnera le point le plus bas et le point le plus élevé de la couibe.
La droite s — 6”, tangente au méridien principal de la sphère, déterminera les deux plans 0 — 6, 0 — 7, tangents à la projection horizontale de la courl)e cherchée.
572. La section de la sphère par un plan étant toujours un cercle, et la projection d’un cercle étant toujours une ellipse ( Géom. anal.), on peut encore opérer comme il suit : Soit [fig. 361) la sphère A, A' et le plan B, on construira par le centre de la sphère un plan méridien 0 — 1 , perpendiculaire au plan B; en faisant tourner ce plan au-
tour de la verticale , qui passe par le centre de la sphère , le points, suivantlequel le plan donné est percé par la verticale du centre , ne changera pas de place , le point 1 viendra se placer en 1' et se projettera en i” . Le cercle cherché perpendiculaire au plan 0 — 1 , sera représenté dans ce rabattement par la droite égale à la véritable grandeur du diamètre de la section;le point c" , milieude étant ramené en c et relevé en e' , donnera les deux projections du centre. Le grand axe de la projection horizontale sera horizontal , et par conséquent parallèle à la trace horizontale du plan B, et le grand axe de la projection verticale sera parallèle à la trace verticale de ce même plan. De plus, les longueurs de ces grands axes sont égales à la lii^ne ; et comme on sait que les petits axes des ellipses sont perpendiculaires aux grands , il ne manque plus que de connaître ces petits axes ou un point quelconque de la courbe (255) : le point
projeté horizontalement en et ramené en sera Textrémité du petit axe pour la projection horizontale de la courbe.
En faisant par le centre de la sphère une section perpendiculaire «à la trace verticale du plan B, et rabattant cette section comme nous venons de le faire pour le plan 0 — 1, on aura le petit axe pour la projection verticale.
On peut encore remarquer que Taxe mn étant horizontal , doit avoir sa projection verticale parallèle à la ligne AZ, de sorte qu’en élevant la perpendiculaire mm\ on aura sur la projection verticale, un point m' qui^avec Taxe e'r\ suffit pour construire Leliipse, et dispense de chercher le petit axe de la projection verticale du cercle.
573. On peut faire usage d^un plan oblique pour résoudre le problème énoncé (565).
Soit [Jig> 364-) la sphère A, A', dont on demande l’intersection par la droite donnée {a, a). Concevons un plan par
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celte droite et le centre de h) sphère 5 Tintersection de la sphère par ce plan sera un grantl cercle qui aurait pour projection horizontale une ellipse; mais on évitera la consLi'uclion de celle courbe en faisant tourner le plan coupant autour de Thorizontaîe passant par le centre de la sphère. Par suite de ce rabattement, la section dans la splière viendra se confondre avec le çrand cercle qui forme la limite de sa projection horizontale; la li£>;ne donnée se rabattra en a" , et les points cherchés seront (m", m"). Ces jioints 1 eviendi ont à leur place , en décrivant deux arcs verticaux projetés en {mm \ mm”), perpendiculairement à la ligne (ec') prise pour charnière du rabattement : les perpendiculaires {m\ m) [m' , rn) détermineront les projections verticales des points demandés.
Intersection des sphères , cylindres et cônes.
574. Trouver la courbe provenant de l intersection d’une sphère et dun cylindre.
Pour obtenir sur la splière les lignes les plus simples, il faudrait couper les deux surfaces données par des plans parallèles à l’un des plans de projection , mais alors les sections dans le cylindre seraient des courbes égales à sa trace, et que l’on ne pourrait construire (jue par points, excepté dans le cas où cette tiace serait un cercle. On fera donc mieux d’employer des jilans parallèles aux génératrices du cylindre et perpendiculaires à l’un des plans de projection. Il est vrai que les sections dans la sphère auront pour projection des ellipses, mais d’abord on pourrait trouver facilement les axes de ces elli[)ses, qu’il ne serait pas même nécessaire de construire entièrement. Ensuite on pourra éviter la construction de ces courbes en [)rojetant les sections faites dans le cylindre et dans la sphère, sur un plan auxiliaire vertical, et parallèle aux généra-
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trices du cylindre. Ainsi , par exemple, pour obtenir Tintersection de la sphère (A, A') {fig. 365, PI. 54) et du cylindre (B, B'), on construira un plan vertical p parallèle aux génératrices du cylindre; ce plan coupera le cylindre suivant deux droites {b,b') (^,6'), qui, projetées sur le plan p" et rabattues sur le plan horizontal , deviendront (A", b"). La section dans la sphère sera représentée dans ce rabattement par le cercle a!\ et les intersections de ce cercle par les droites {b” J?') donneront (|uatre points [m”). En relevant le plan p'\ il sera facile d’obtenir les projections horizontales {m m) de ces quatre points, et par suite leurs projections verticales. En recommençant cette construction on obtiendra autant de points que l’on voudra.
Dans l’exemple que nousavons choisi , il y a deux courbes, ce qui forme une pénétration dans la sphère; une porlion de l’une des deux courbes est située derrière le plan veiiical de projection.
La question que nous venons de résoudre revient évidemment à chercher l’intersection de chacune des génératrices du cylindre avec la sphère; il ne s’agit donc que de faire plusieurs fois la construction indiquée n® 565.
575. On évite ordinairement la projection auxiliaire sur le plan p'\ en plaçant dès l’origine le cylindre parallèlement à l’un des plans de projection , comme on le voit (./%. 366).
576. Construire la courbe provenant de V inlersection une sphère et d'un cône.
Soient (/%. 367 ) la sphère A, A' et le cône donné B, B', on construira par le sommet du cône un plan vertical p, ce plan coupera le cône suivant deux lignes droites (ô,//) {b, b') , que l’on rabattra en {b" b") , sur le plan horizontal ,
îî’ v .
en lesfjiisant tourner autour de la trace du jdan p, la s.ec tion de la sphère par ce même ])lan sera le cercle a!' , et les quatre points {ni" , m'\ ....) feront partie de la courbe cherchée; en ramenant le plan p à sa place, les points {ni' — ) /
viendront se projeter en (m ), d’où il sera facile de dé-
duire leurs projections verticales {m' — ).
577. Si la trace du cône était un cercle, on pourrait employer comme surfaces auxiliaires, des plans parallèles au plan de projection. Dans ce cas (/%• 368), les sections dans le cône et dans la sphère seraient des cercles parallèles au plan de projection.
578. On devrait encore faire usa^e de plans parallèles aux plans de projection, si le sommet du cône n’était pas sur l’épure ; alors on obtiendrait pour section dans le cône, des courbes parallèles et semblables à sa trace, et la construction de ces courbes ne présenterait aucune difïiculté (490).
579. Construire la courbe provenant de l’intersection de deux sphères.
Un plan jo, parallèle au plan horizontal (/%. 369), coupera les sphères proposées suivant deux cercles, dont les projections verticales a et b’ se confondront avec la trace du plan p, et dont les projections horizontales, a, ô, donneront pour leur intersection deux poinls (m, m) appartenant à la projection horizontale de la courbe cherchée. Les projections verticales de ces mêmes poinls seront déterminées parles perpendiculaires mni, mm'.
fje plan parallèle au plan vertical, vérifie la position de l’un des points précédents et détermine celle du point (n,n'). On obtiendra par ce moyen autant de points que l’on voudra.
Le plan horizontal p" passant par le centre de la sphère donne les points suivant lescjuels le grand cercle formant la projection horizontale de cette splière est touché par la projection horizontale de la courbe cherchée, et le plan vertical p''\ passant par le centre de la même sphère, donne les points suivant lesquels la projection verticale est touchée par celle de la courbe.
580. On sait ( Gèom.) que la courbe provenant de l’intersection de deux sjihères est un cercle, et que par conséquent ses projections doivent être des ellipses.
Si l’on voulait en déterminer les axes, on opérerait de la manière suivante : Concevons {Jîg. 370) un plan vertical p, contenant les centres de deux sphères (A,A'j (B, B'). Ce plan les coupera suivant deux grands cercles verticaux qui, rabattus dans le plan Bjy', en tournant autour de la verticale du centre, seront représentés par les cercles a et b. Le cercle cherché, perpendiculaire à la ligne des centres, sera , par suite de ce rabattement , projeté par la droile , qui sera la véritable grandeur du diamètre , et par conséquent celle des grands axes st,XLi: le point p» projeté en et ramené en donnera l’extrémité du petit axe pour la projection horizontale. En' coupant les deux sphères par le plan p" , perpendiculaire au plan vertical , et rabattant la section dans le plan horizontal p'”, on obtiendra le point 7i'' pour l’extrémité rlu petit axe de la projection verticale. Enfin les plans p^^ p"\ p^ p\ menés par les centres de sphères et parallèlement aux plans de projection , détermineront les points suivant lesquels les grands cercles formant les projections de ces sphères sont touchés par les projections de la courbe,
581. On évitera une grande partie de ces constructions en prenant dès l’origine un plan de projection parallèle à
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la li^ne des centres, comme on l’a fait pour obtenir l’intersection des deux sphères (13, B') (G, G') (/%. 309) : dans ce cas, la projection verticale de la section est la droite ciU , et la projection horizontale a pour grand axe et pour petit axe ah ^ projection horizontale
de a!h\
582. Questions diverses. Je terminerai ce chapitre par quelques combinaisons remarquables de la sphère avec le cylindre et le cône.
583. Supposons qu’il s’agisse 375, FL 55) de trouver la courbe d’intersection d’une sphère par un cône, qui aurait pour sommet le centre de la sphère.
On coupera, comme nous l’avons fait au n° 576, les deux surfaces proposées par des plans verticaux passant par le sommet du cône. Tous ces plans contenant le centre de la sj)hère, couperont cette surface suivant des grands cercles, dont on évitera la projection elliptique, en les rabattant autour de la verticale projetante du centre de la sphère.
Ainsi, par exemple, pour avoir le point où la génératrice s — 1 perce la sphère, on concevra le plan vertical projetant de cette ligne; la section dans la sphère sera un grand cercle, qui, étant rabattu autour de la verticale du point ss\ viendra se confonrlre avec la j)rojcction du méridien principal. La génératrice s — 1 se ral)attra en s — X" , et l’intersection de cette droite avec le grand cercle vu donnera le point m", qui, ramené à sa place ^ deviendra m, ni .
La meme opération étant recommencée pour toutes les génératrices du cône , on obtiendra les deux courbes ac^aJc' pour les projections de la li^jOe de pénétration du cône dans la sphère.
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Si l’on veut construire cette courbe dans le développement de la surface du cône, on remarquera d’abord que puisqu’elle appartient à la surface de la sphère, tous ses points sont à égale distance du point ss' sommet du cône.
De plus, chafjue élément infiniment petit de la courbe que nous venons d’obtenir peut être considéré comme situé dans un plan tangent à la surface de la sphère, et j)ar conséquent La courbe d’intersection rencontre partout à angle droit les génératrices du cône, puisque ces lignes sont des rayons de la Sj)hère.
•Si l’on éloignait le sommet jusqu’à l infini , le cône se changerait en un cylindre, la sphère en un plan, et par conséquentla courl)e deviendrait plane et représenterait la section droite du cylindre. Ainsi , la courhe ac^dc est pour le cône ce que la section droite est pour le cylindre.
Tous les points de la courbe que nous venons d’obtenir étant à égale distance du sommet du cône, si l’on conçoit celte courbe partagée en un grand nombre d’arcs trèspetits, et que par les points de division on fasse passer des génératrices du cône, on pourra sans erreur sensible regarder la portion de surface conique comprise entre deux génératrices consécutives et le petit arc correspondant , comme un triangle isocèle , de sorte qu’en plaçant tous ces petits triangles à côté les uns des autres , leur ensemble formera un secteur de cercle. De là résulte la construction suivante :
Du point s' avec un rayon égal à 5V, on décrira l’arc de cercle om’^ sur lequel on portera la longueur véritable de la courbe à double courbure obtenue précédemment, et le secteur sera le dévelop[)ement
de la portion de cône comprise entre le sommet et la courbe «c, de' .
Pour avoir la longueur de l’arc m"' oiu'\ on développera le cylindre projetant de la courbe ac, de' (325) , ce qui don-
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nera la courLe in'" ont” \ on jiorlera les arcs qui composent celte courbe à la suite les uns des aulres sur le cercle ce qui déterminera le secteur formant le développernerit du cône.
En portant ensuite sur cinujue rayon prolongé la véritable grandeur de la partie tie la génératrice correspondante, on construira facilement la courbe i"' zi'" qui leprésente le développement de la trace horizontale du cône.
584'. Si le cône proposé était circulaire {Jîg. 376), la ligne de pénétration serait un cercle perpendiculaire à l’axe du cône.
585. La ligne de pénétration sera encore un cercle {/ig. 377), toutes les fois que le cône sera circulaire et que son axe passera par le centre de la sphère.
586. Si le sommet est en dehors de la sphère il y aura deux cercles de pénétration, et Ton conçoit que si le sommet s’éloignait jus(ju’à l’infini , le cône se changerait en un cylindre et les deux cercles deviemiraient égaux.
D’où il résulte que lorsque Taxe d’un cylindre circulaire passe par ie centre de la sphère, les lignes de pénétration sont deux cercles égaux et parallèles.
587. 11 n’est pas toujours nécessaire cjue le cône et le cyiinflre soient circulaires , et que leurs axes passent par le centre de la sphère pour que les lignes (ie pénétration soient des cercles.
Supposons, par exemple, que la sphère A {/îg. 379) soit pénétrée par un cône oblique, je dis que si la courbe a'c' est un cercle, la courbe ac sera aussi un cercle, et réciproquement.
En efièt, par le point o, milieu de ac^ concevons un
plan [)arallèie à celui de la courbe a'c\ nous obtiendrons dans le cône une section qui sera semblable à ac\ et par conséquent circulaire.
Dans tout quadrilatère inscrit, la somme des angles opposés est toujours égale à deux angles droits.
On aura donc l’angle
a"aO'^acc = ^ angles droits; mais par suite du parallélisme des lignes a!'d\ a!c\ on a :
aVo + cc"o = 2 angles droits.
Par conséquent :
al' ao + alc'c = cêc'c -f- cc"o ;
Donc
a''ao = cc"o.
De plus, les angles aoa".,coc" étant égaux comme opposés par le sommet, les deux triangles al'ao^cl'co sont semblables et donnent la proportion
a” O : oc : : ao : oc" ^
d’où
a”oxoc" = aoXoc. (1)
Mais la section a"c” semblable à a'c' étant un cercle, si nous nommons l’ordonnée qui a son pied en o, nous aurons
j“=:.a"oxoc". (2)
D’où l’on tire, en comparant les équations (l)et(2),
= X oc;
et puisque le point o est le milieu de ac ,
Donc
fz=ao.
Ainsi , ac est une ellipse dont les deux axes sont égaux ; par conséquent cette courbe est un cercle.
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588. Pnr (les raisonneinenis an;» loques il serait facile (le prouver que dans le cas où l’une des courbes de pénétration serait un cercle olc , la seconde courbe de pénétration serait un autre cercle ac .
589. Si le sommet du cône était dans l’intérieur de la spbère, les deux courbes de pénétration n’appartiendraient pas à la meme nappe du cône.
590. Si, au contraire, le sommet du cône s’éloignait jusqu’à l’infini (/Z^. 378), les deux courbes de pénétration deviendraient égales et placées symétriquement par rapport à un plan pq perpendiculaire à la droite qui contient leurs centres.
Les relations que nous venons de mettre en évi
dence donnent quebjuefois lieu à des abréviations. Ainsi, par exemple (/%. 373) , A et A' étant les deux projections d’un hémisphère creux , si l’on proposait de construire la pénétration de cet hémisphère par un cylindre oblique, ayant pour directrice le grand cercle ac et pour génératrice la droite on construirait la projection auxi-
liaire A', sur laquelle la courbe de pénétration niîi'm' se projetterait par une liene droite . Il serait ensuite facile de construire cette courbe sur les deux projections , en ramenant chacun de ses points ou en cherchant les axes.
592. Construire V intersection (V une ligne courbe avec la surface d\ine sphère.
On emploiera [fg- 37^p) comme surface auxiliaire un cylindre G, perpendiculaire au plan horizontal et contenant la courbe donnée ad. Cette surface, (jui n’est autre que le cylindre projetant de la ligne donnée, coupera la
sphère suivant une courbe à douljle courbure, dont la pro^ jection horizontale se confondra avec celle de la courbe a, et dont la projection verticale b' sera coupée parla projection verticale de la li^ne donnée en deux points qui seront les projections verticales des points demandés (m, m') {m, m).
Pour construire la projection verticale de la lip^ne {b^b'), on élèvera des perpendiculaires par les points suivant lesquels la trace du cylindre C coupe les projections horizontales des parallèles de la sphère.
593. Si quelques-uns de ces cercles étaient rencontrés trop obliquement par la projection de la courbe donnée.^ on pourrait employer des sections méridiennes de la sphère.
Ainsi, par exemple, la verticale projetante du point m coupe la section méridienne op en deux points, qui , rabattus dans le plan du méridien principal, deviennent
Ramenant ensuite ces points à leur place , on obtient
694- . Il peut être avantageux dans certains cas d’employer comme surface auxiliaire un cône qui aurait pour sommet le centre de la sphère , et pour directrice la courbe donnée. Dans ce cas on'obtiendrait l’intersection du cône avec la sphère, en opérant comme nous l’avons fait au numéro 583.
Raccordement de la sphère a^^ec le cylindre et le cône
Pour qu’une sphère se raccorde avec un cône ou un cylindre il faut :
Que le cône ou le cylindre soit circulaire j 2° Que leur axe passe par le centre de la sphère ;
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3® Que la i>éiiératrice du cône ou du cylindre soit tangente à la sj)lière.
La ligne de raccordement d’un cylindre avec la splière {Jig> 372) sera toujours un grand cercle zx\ et la ligne de raccordement de la sphère et du cône sera un petit cercle wu {.fis- 371).
Épicycloïde sphérique.
596. Soient ( /%, 380, PL 56) deux cônes circulaires (A,A')(B,B') ayant pour sommet commun le point ss\ et pour bases les deux circonférences {a — 15) (a' — 15) et (15 — c') (15 — c) tangentes au point 15.
Si Ton fait rouler le cône BB'sur le cône immobile AA^ chacun des points de la circonférence (c — 15) (c' — 15) décrira une courbe à laquelle on donne le nom à’ épicjcloïde sphérique.
On demande de construire les projections de Tune de ces courbes.
Nous prendrons pour l’un des deux plans de projection celui qui contient la base du cône immobile , et nous allons construire la courbe engendrée par le point 1, 1' du cercle incliné.
Nous ferons tourner le cercle générateur autour de l’horizontale projetante du point cd , et lorsque nous aurons amené ce cercle dans le plan horizontal d — 15^, nous le partagerons en un nombre quelconque de parties égales, en 16 par exemple.
Nous ferons revenir le cercle générateur à sa place, et nous déterminerons bien exactement chaque point de division sur les deux projections 15 — 'c , 15 — d.
Enfin , nous porterons tous les arcs égaux du cercle générateur à la suite les uns des autres sur la circonférence du cercle immobile. Cela étant fait:
Proposons-nous de construire la courbe engendrée par
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le point 1. Nous choisirons ce point de préférence , jdin que la projection de la courbe cherchée ne se confonde pas avec les opérations précédentes.
Si nous supposons actuellement qi:e Ton fasse rouler le cône incliné dans le sens indiqué par la flèche , les différents points de division ducercle 15 — c, 15 — c’ viendront successivement toucher les points correspondants de la base du cône immobile , et le centre oo' du premier cercle parcourra dans l’espace un arc projeté sur le plan horizontal par la circonférence oo" et sur le plan vertical par la droite oo" .
Lorsque le point 2 viendra toucher la circonférence du cercle immobile, le point 1 sera placé, par rapport au point 2, comme le point 14 était ]dacé par rapport au point 15, au moment où les axes des deux cônes étaient dans un même plan parallèle au plan vertical de projection. De sorte que pour obtenir le point E on décrira du point 5, comme centre, la circonféi ence 14 — puis avec le compas on fera l’arc de cercle p»' — L égal à — 14.
Pour déterminer le point P' on décrira la circonférence 13 — n', et l’on fera l’arc ii! — l" égal à u — 13.
En continuant à opérer de la même manière, on obtiendra tous les points de la courbe demandée , quelle que soit la position du cercle mobile.
Le point générateur ne quitte pas la surface d’une sphère quia pour rayon la droite 5' — 15, génératrice commune des deux cônes ; c’est pourquoi la courbe obtenue se nomme épicycloïde sphérique pour la distinguer de V épicycloïde plane que nous avons étudiée au n° 298.
597. Si le sommet commun aux deux cônes s’éloignait du plan horizontal a' — 15, la courbure de la sphère diminuerait, et lorsque le centre serait parvenu jusqu’à l’infini , la surface de la sphère serait plane, les deux cônes seraient
remplacés par deux cylindres circulaires, et la courbe engendrée serait une épicycloïde plane.
Pendant que chacun des points de la circonférence
(15 — c) ( 15— c') décrit une épicycloïde sphérique, tous les autres points situés dans le même plan décrivent des épicjcloïdes rallongées ou , suivant qu’ils sont en
dehors ou en dedans de la circonférence mobile.
Proposons-nous , par exemple , de déterminer la position que doit occuper le point 17, lorsque le point 1 , générateur de l’épicycloïde , sera parvenu en l''^
Nous remarquerons d’abord qu’cà l’instant dont il s’agit les deux cercles se touchent par le point 6 ; mais pour que ce point vienne remplacer le point 1 5” dans le rabattement, il faut que le point 1 prenne la place du point 10, et dans ce cas, le point 17, ramené en 17', aura pour projections les deux points 17”, 17”.
De sorte que pour obtenir le point demandé on décrira la circonférence 17” — x et l’on fera Tare de cercle x' — 17”', égal à X — 17”.
En opérant de la même manière on obtiendra tous les points de l’épicycloïde sphérique rallongée.
Par des constructions analogues on obtiendra le point 18'” qui appartient h l’épicycloïde raccourcie engendrée par le point 18.
Si on a bien opéré , les quatre points o”, 18”', l”', 17'”, doivent être sur un même rayon o” — 1'” du cercle mobile.
Tangentes a l' épicycloïde sphérique
l"”® solution. Lorsque le cercle mobile devient tangent au point 6 , le point générateur se meut pendant un instant très-court comme s’il tournait autour du point de tangence des deux cercles. De sorte que l’on peut considérer l’arc infiniment petit, c{ui est dans le voisinage du point 1'”,
comme s’il était situé sur la surface d'une sphère qui aurait son centre au point 6, etdont le rajon serait la droite 6 — 1'". De plus, ce meme arc appartient à la sphère qui a pour ra^^on le coté s — du cône mobile ; il fera donc partie de 1 intersection de ces deux sphères, et la question sera réduite à construire une tangente à cette intersection.
Voici l’ordre des opérations; on construira (oiO) : 1“ la droite pq, trace horizontale du plan qui toucherait au point l'" la sphère qui a pour rayon s — l'”.
2® La droite pg , trace horizontale du plan tangent à la sphère qui a pour rayon 6 — l'".
3“ La droite p — L", intersection des deux plans tangents et qui sera par conséquent tangente à l’épicycloïde.
600. ‘•2^ solution . La tangente à une courbe quelconque tracée sur la surface d’une sphère, devant être perpendiculaire à l’extrémité du rayon qui passe par le point de tangence, la ligne demandée, intersection des plans tangents aux deux Sjohères qui ont pour rayons les droites s — l'", 6 — 1", sera perpendiculaire à chacune de ces deux lignes, et par conséquent au plan qui les contient. Ainsi , au lieu de chercher, comme nous venons de le faire, les traces des deux plans tangents au point l'”, il sera plus simple d’opérer de la manière suivante ;
1° On construira la droite s'z' suivant laquelle le plan des deux rayons s' — 1'", 6 — 1'” est coupé par le plan 15 — s — a , parallèle au plan vertical de projection.
La ligne s'z’ sera parallèle à la trace verticale du plan s — 1'" — z'.f et la droite p’m' perpendiculaire sur s'z' sera par conséquent la projection verticale de la tangente.
2® On construira la droite Q—y, trace horizontale du plan s — 1'" — 6, et la ligne pm, perpendiculaire sur 6 — y, sera la projection horizontale de la tangente.
Les tangentes aux épicycloïdes rallongées ou rac-
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courcies s’obtiendront pnr des considérations de même nature.
Ainsi , pour la tangente au point 17^'%le répicycloïde rallongée, on construirait la j)erpendiculaire au plan qui contiendrait les deux rayons s — 17'", G — 17'", et pour la tangente au point 18"' de l’épicycloïde raccourcie, on construirait la perpendiculaire au plan des rayons s — 18'", 6—18'".
601. La ji^. contient les deux projections de répicycloïde sphérique que l’on obtient lorsfjue le cercle mobile est perpendiculaire au plan du cercle directeur, et dans les fig. 282, 283, on a supposé que Tun des deux cônes était remplacé par un plan.
CONSIDÉRATIONS GENERALES SUR LES SURFACES COURBES
602. En jetant un coup d’œil sur les questions diverses dont nous nous sommes occupés jusqu’à présent, il sera facile de rattacher nos idées à un petit nombre de principes généraux.
Dans le premier livre nous avons étudié les surfaces planes-, et dans le second nous avons vu les surfaces cylindriques, coniques et sphériques.
603. Chaque surface a été considérée comme engendrée par le mouvement d’une ligne assujettie à se mouvoir suivant des conditions données. L'énoncé de ces conditions formant la définition de la surface.
Ainsi le plan est engendré par le mouvement d’une droite qui se meut parallèlement àelle-même,ens’appuyant toujours sur une autre droite immobile dans l’espace. La droite mobile se nomme la génératrice, et la droite sur laquelle elle s’appuie a reçu le nom de directrice. Si nous remplaçons celte dernière ligne ])ar une courbe, nous obtenons une suface cylindrique; et si, au lieu du parallélisme des génératrices, nous les faisons concourir en un même point, nous avons une surface conique.
604. Au reste, nous n’avons admis ces divers modes de génération que pour plus de simplicité, mais l’on n’est pas
nécessairement contraint de s’y assujettir. En général , toute ligne , droite ou courbe, que l’on ferait mouvoir d’après des conditions telles que dans toutes ses positions elle serait toujours située dans une certaine surface, pourrait être regardée comme la génératrice de cette surface. Ainsi , par exemple , on pourrait encore engendrer le plan par une ligne droite qui tournerait autour d’une autre droite immobile, avec laquelle elle ferait constamment un angle droit. La droite fixe se nommerait Taxe du plan. Dans cette génération , qui a de l’analogie avec celle du cône, la droite génératrice changeant à chaque instant de direction dans l’espace, cette dernière condition eût été moins facile à représenter sur les épures que le parallélisme des génératrices; c’est pourquoi ce dernier mode de génération a été préféré. On peut engendrer le cylindre en supposant qu’une courbe quelconque se meut parallèlement à elle-même, en s’appuyant toujours sur une ligne droite qui devient la rlirectrice.
Pour le cône, on peut supposer qu’une courbe glisse parallèlement à elle-même en suivant toujours une droite directrice, de manière que, sans changer de forme, elle varie de grandeur proportionnellement à sa distance au sommet. Enfin, au lieu de considérer la sphère comme provenant du mouvement d’un grand cercle qui tourne autour de son diamètre, on peut sup[)Oser cju’un cercle variable de grandeur se meut parallèlement à lui-même, de manière que son centre parcoure une ligrie droite, et qu’en nommant R le rayon de la sphère (jue l’on veut engendrer, r le rayon du cercle générateur, et cl la distance de son plan au centre de la sphère , on ait
C05. 11 résulte de ce que nous venons de dire, qu’une surface peut être engendrée de plusieurs manières , et que
Fon est libre de choisir celle de ces générations qui convient le mieux soit pour la représentation de la surface sur les épures, soit pour la solution des divers problèmes qui en dépendent.
CC6. J’ai cru devoir commencer par appeler Fattention du lecteur sur les surfaces cylindriques, coniques et sphériques, parce qu’elles sont la base essentielle de presque toutes les combinaisons de l’industrie.
!Nous allons actuellement considérer les surfaces courbes sous un point de vue j)lus général.
G07. Quoique la courbure des surfaces puisse être variée d’une infinité fie manières, on peut cependant renfermer tous les cas particuliers dans une même définition , en supposant que toute surface est engendrée par le mouvement d'une ligne quelconque, droite ou courbe plane ou a double courbure, constante ou variable de forme , et qui se meut suivant des conditions données.
Si, par exemple, nous faisons tourner Fellipse a!o'u! {fig> 385, PL 57) autour de la droite verticale cV, elle engendrera une surface que nous nommerons ellipsoïde de révolution.
608. Si nous supposons que Faxe horizontal au varie de longueur pour chacjuc position nouvelle de l’ellipse mobile, nous obtiendrons une infinité de surfaces différentes.
600. Introduisons la condition que les deux points ne quittent pas la circonférence de l’ellipse horizontale «r'z/.r, alors la surface engendrée prendra le nom A’ ellipsoïde a trois axes pour la distiguer de Fellipsoï le de révolution.
Nous obtiendrons encore la même surface en suj
PL. 57. . SUUFACIÜS COURBES. 273
posnnL qu’une ellipse horizontale telle que auux (//^. 387) s’élève parallèlement à elle-même en variant de grandeur à chaque position, pourvu que le rapport des axes ne change pas , et que le plus grand de ces deux axes soit toujours égal à l’une des cordes horizontales de l’ellipse a'o'u'.
Ces différents modes de générations reviennent à considérer la surface comme le lien géométrique qui contient un système de lignes données.
611. La topographie nous fournira un exemple remarquable de ce genre de définition.
Supposons que l’on veuille déterminer 386) tous les innombrables contours et sinuosités d’un pays de montagnes, on supposera le terrain coupé par une suite de plans horizontaux , et l’on construira les projections horizontales des sections obtenues.
11 est évident que l’on pourra éviter la projection verti- ’ cale en exprimant par .des nombres la hauteur de chaque plan coupant.
Ainsi la courbe désignée par le chiffre 15 sera la section du terrain par un plan horizontal élevé à 15 mètres audessus du niveau de la mer ; la courbe désignée par le nombre 20 sera la section à 20 mètres cje hauteur, etc.
Il serait facile d’augmenter l’exactitude en projetant des sections plus rapprochées.
612. Le lecteur comprendra de suite tout le parti que l’on peut tirer d’une représentation aussi complète de la surface terrestre.
Supposons qu’il s’agisse de tracer une route suivant la direction ba^ on coupera la surface par le [)lan vertical , qui a pour trace cette ligne, et la section transportée {Jig> 388) donne ra les différences de niveau de tous les points de la ligne que doit parcourir la route projetée.
Si la projection horizontale de cette route était une courbe cd^ on développerait {fig> 389) le cylindre projetant de cette ligne.
Ces exemples suffisent pour faire comprendre la possibilité de représenter toutes les surfaces courbes, quelque nombreux que soient les accidents et sinuosités de leurs contours. Nous allons diriger plus particulièrement notre attention sur les surfaces employées dans les arts, et dont la. génération résulte par conséquent du mouvement de certaines lignes définies.
613. L’idée la plus simple a dû être de classer les surfaces d’après la nature des opérations nécessaires pour les produire.
Ainsi , par exemple, on a nommé surfaces de résolution celles qui s’exécutent sur le tour, et surfaces réglées celles dont le travail est dirigé par la règle.
Si à ces deux genres de surfaces nous ajoutons les 5wrfaces enseloppes nous aurons réduit à trois toutes les espèces différentes de surfaces courbes employées dans les travaux de Finduslrie.
Nous étudierons bientôt en particulier chacun des genres de surfaces que nous venons d’énoncer, mais auparavant nous allons présenter quelques idée^ générales sur l’ordre que nous devons suivre dans cette étude.
614^. Le mode de génération d’une surface étant adopté, il faut savoir, pour chaque cas particulier, répondre aux questions suivantes :
V Beprésejiter sur l épure une surf ace dont la définition est donnée ;
2° Exprimer qu’un point ou une ligjie fait partie d'une surface donnée ;
3*^ Développer (autant que possible) la surface donnée en tout ou en partie ;
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W Mener a la surface donnée des plans tangents , des normales et des surfaces normales;
5° Trouver ï inter section de la surface donnée . par un
6** Trouver la courbe T intersection de la surface donnée avec toute autre surface;
7° Trouver V intersection de la surface donnée y par une ligne quelconque y droite ou courbe.
615. Pour représenter sur lepure une surface dont la définition est donnée, il suffit de savoir construire la génératrice de cette surface dans une position quelconque.
Quelquefois la surface est infinie dans ses deux dimensions, comme le plan en général et les cylindres et cônes qui ont pour directrices des courbes infinies; cFautres fois elle n’est infinie que dans un sens, comme le cylindre et le cône, lorsque leur directrice est une courbe fermée; enfin elle peut être finie en tous sens , comme la surface de la sphère.
616. En construisant un certain nombre de génératrices, et sur chacune d’elles les points où elle perce les plans de projection, on obtient les traces de la surface.
617. Lorsque la surface est limitée , on doit construire la ligne qui limite sa projection; on obtient cette courbe en cherchant la suite des points suivant lesquels la surface donnée^ est touchée par une autre surface perpendiculaire au plan de projection. Ainsi, dans les cylindres et cônes, les limites sont situées dans des plans tangents aux courbes directrices , et perpendiculaires aux plans de projection. La limite de la projection de la sphère est la trace d’un cylindre per-
pendiculaire au plan de projection et enveloppant la sphère.
618. Pour mieux faire sentir la forme d’une surface, on a tracé en plein les lignes vues, et en ponctué les lignes cachées.
On a cru cependant devoir s’écarter de cette convention à l’égard du plan , qui , n’ayant pas d’épaisseur, n’est plus qu’une conception géométrique , incapable par conséquent de cacher les objets qui sont placés derrière. D’ailleurs étant infini en tous sens, un seul plan oblique aux deux plans de projection eut caché entièrement toutes les autres parties de l’épure, ce qui aurait empêché de faire sentir la position des corps solides, en ne permettant plus d’appliquer à leurs arêtes, ou autres parties de leurs surfaces, la distinction des lignes vues et des lignes cachées; et si dans les sections de ces mêmes surfaces on a tracé en points les parties siuées au delà des plans coupants, c’est plutôt parce que l’on a considéré ces parties comme supprimées , que comme cachées par ces plans.
619. Dans beaucoup de problèmes on a placé les données dans une position inclinée par rapport aux plans de projection , mais on ne l’a fait que pour exercer davantage aux constructions graphiques. Dans les applications, on devra toujours, avant tout, choisir le système de plans coordonnés ou de plans auxiliaires sur lesquels les projections seraient les plus simples , et pourvu que l’on ne change rien aux*données ni à leur position relative, la généralité de la question ne sera pas moins complète. Il ne faut pas oublier surtout, que le choix des plans de projection est une des parties les plus essentielles de la solution des pro~ blêmes.
6*20. Pour exprimer qu’un point fait partie d’une sur-
face, on place ce point sur Tune des i^énératriccs , ou sur toute autre ligne située dans cette surface, et dont on sait construire les projections : en agissant de la meme manière h l’égard de tous les points d’une courbe , on exprime que cette courbe est située dans la surface.
C21. Pour exécuter un corps solide quelconque, il faut tracer sur la pierre, le bois ou le métal dont ce corps doit être composé, toutes les lignes qui doivent diriger le travail de l’ouvrier.
Ces lignes se déduiront de leurs projections, par des rabattements si elles sont planes, et par des développements si elles font partie de surfaces courbes.
Nous avons pu développer les surfaces des polyèdres , cylindres et cônes; mais pour la sphère, son développement n’a été obtenu qu’approximativement. Nous verrons plus tard quel est le caractère auquel on reconnaît en général qu’une surface peut se développer.
622. Dans les questions où il s’agissait de construire des plans tangents au cylindre et au cône , nous avons considéré ia génératrice de tangence comme provenant du rapprochement des deux génératrices de section.
Cette relation n’est qu’un cas particulier d’une autre proposition plus générale que nous allons démontrer.
623. Supposons {fig- 390) qu’une surface courbe quelconque A soit coupée par un plan si nous faisons tourner ce plan autour de la droite mn , qui touche en a la couibe de section «c, cette dernière ligne deviendra successivement ac\ ac'\ et lorsque tous ses points seront réunis en un seul, le plan coupant pq deviendra p'q' et touchera la surface suivant le point a.
On peut donc conclure de ce qui précède qu’un
point de tangence est un point multiple, puisqu’il résulte du rapprochement d’une infinité de points de sections.
625. Ces points, quoique infiniment rapprochés, déterminent la position du plan tangent p'q', mais ne suffisent pas pour le construire.
Si l’on veut obtenir les traces, il sera nécessaire d’introduire quelque autre condition facile à exprimer graphiquement.
626. Concevons par le point a {fig* 392) une courbe ao"o'o quelconque située sur la surface , et supposons que cette courbe soit coupée par le plan pq suivant le point o, la droite as , qui joindra ce point avec le point a, sera une sécante par rapport à la courbe aol'o'o.
Or, si nous faisons tourner le plan pq autour de mti qui touche la surface au point a, le point o deviendra successivement o\o'’ , a.
Enfin , lorsque les points de section o" et a seront réunis, le plan pq sera tangent au point a , et la sécante as deviendra as"' tangente à la courbe ao"o'o, sans avoir cessé un seul instant d’appartenir au plan pq dans les diverses positions par lesquelles ce plan a successivement passé pour devenir p'q' .
La courbe ao"o'o pouvant être prise dans la direction que l’on voudra, il s’ensuit que le plan tangent en un point quelconque dhine surjace donnée doit contenir les tangentes à toutes les courbes que Ion peut faire passer par ce point sur la surface.
627. Nous pouvons encore arriver à la même conséquence en raisonnant de la manière suivante ;
Quand on considère une ligne courbe comme composée d’une infinité de côtés, cela ne veut pas dire que 1 on soit
autorisé à rci^arder chacun deux comme un point unique; on doit plutôt admettre que ce sont de petits côtés de polygones dont les extrémités se sont tellement rapprochées, que leurs longueurs se trouvent réduites à zéro ; de sorte que la direction de chacun de ces côtés reste déterminée, et c’est le prolongement de cette direction qui produit la tangente.
628. Les mêmes raisonnements s’appliqueront aux surfaces courbes. En considérant ces espèces de surfaces comme composées d’une infinité de petites facettes, il ne faut pas regarder chacune d’elles comme un point unique , mais comme la réunion de plusieurs points rapprochés, de manière à n’en faire qu’un seul , en conservant toutefois cette condition que tous ces points n’ont pas cessé d’être dans un même plan. De sorte que si l’on conçoit une droite passant par deux quelconques de ces points infiniment rapprochés , la direction de cette ligne n’en sera pas moins déterminée, et assujettie à se confondre avec le prolongement de la facette infiniment petite qui contient ces deux points.
Or cette facette ainsi prolongée n’est autre chose cjue le plan tangent; d’où il suit que si en un point d'une surface courbe on conçoit un plan tajigent , ce plan contiendra les tangentes a toutes les courbes qui dans la surface passeraient par le point de tangence.
629. Les considérations qui précèdent étant admises, la construction des plans tangents en un point d’une surface courbe se réduit aux deux opérations suivantes {fig. 395);
V Construire par le point donné deux tangentes a la surface ;
2" Faire passer un plan par ces deux droites.
Il n’y a plus pour chaque cas particulier qu’à choisir,
parmi toutes les courbes qui passeraient par le point donné, celles auxquelles il est le plus facile de mener deux tangentes.
630. Lorsqu'une ligne droite est située tout entière dans . une surface courbe elle peut être prise pour une tangente a cette surface.
Car on peut la considérer indilféremment comme une courbe dont le rayon serait infini, ou comme la tangente à cette courbe.
C'est ainsi cjue pour construire les plans tangents aux cylindres et cônes, nous avons regardé comme tangentes les droites génératrices de ces surfaces, de sorte qu’une seconde tangente a suffi pour déterminer le plan tangent.
Pour la sphère, le plan perpendiculaire h l’extrémité du rayon qui aboutit au point de tangence, coniient évidemment les tangentes à tous les cercles qui passent par ce point.
631. Pour obtenir une normale il suffit de construire par le point de tangence une perpendiculaire au plan tangent.
632. Tout plan qui contient la normale se nomme plan normal ; la section de la surface par ce plan se nomme section normale.
633. Si l’on fait tourner le plan normal autour de la normale, on obtiendra une suite de sections dont la courbure est différente pour chacune des positions du plan coupant.
On démontre dans les traités de géométrie analytique que la section qui a le plus grand rayon de courbure, est toujours perpendiculaire à celle qui a la plus petite courbure.
Quelquefois la courbure des sections normales qui passent par un point donné est constante.
C’est ce qui a lieu pour la sphère et pour quelques sections dont nous parlerons dans le chapitre suivant.
634. Pour obtenir la section d’une surface courbe par un plan, il suffit de construire la suite des points suivant lesquels ce plan coupe un système de lii^nes tracées sur la surface.
Il n’y a plus dans chaque cas particulier qu’à choisir le système de lignes le plus simple.
La ligne provenant de la section par un plan est toujours une courbe plane , dont la forme dépend de celle de la surface coupée.
Si l’on prend un plan de projection perpendiculaire au plan coupant, la courbe cherchée se projettera en ligne droite, ce qui abrégera beaucoup les opérations.
La véritable grandeur de la courbe s’obtient par un rabattement.
635. L’une des questions les plus importantes de la géométrie descriptive est celle qui a pour but de construire la courbe d’intersection de deux surfaces.
Il est évident que cela revient à construire un point commun aux deux surfaces données; car, en recommençant les mêmes opérations , on pourra trouver autant de points que l’on voudra, communs aux deux surfaces; puis, l’on fera passer par tous ces points une courbe, qui sera l’intersection demandée.
Nommons en général A et B les deux surfaces données {fig. 393), on construira une surface auxiliaire quelconque, que nous nommerons G. Cette surface coupera la surface A suivant une ligne a, et la surface B suivant une ligne b. Or, ces deux lignes a et ^ étant situées dans
une même surface G, se couperont en un point ;n, qui appartiendra aux deux surfaces proposées, puisqu'il sera en même temps sur deux lignes faisant partie de ces surfaces.
Une deuxième surface auxiliaire coupera les surfaces proposées suivant deux lignes a' , h\ qui, par leur intersection, donneront un point m'.
Une troisième surface donnera un point m”.
Une quatrième surface donnera un point /n'", etc.
La courbe qui passera par les points w, m', m", sera la pénétration demandée.
La solution générale étant trouvée , il ne reste plus dans chaque cas particulier qu’à choisir le système de surfaces auxiliaires, de manière que les lignes a, a', a!\
h\ b", qui résultent de leur intersection avec les
surfaces données, soient le plus simples possible et le plus faciles à construire.
On prendra presque toujours des plans pour surfaces auxiliaires; quelquefois cependant il pourra être utile d’employer des cylindres, des cônes ou des sphères, tout dépendra de la nature des surfaces données ou de leur position dans l’espace.
Ainsi , pour avoir l’intersection de deux cylindres , nous les avons coupés par un système de plans parallèles à leur direction.
Pour l’intersection d’un cylindre par un cône , nous avons employé des plans parallèles au cylindre et contenant le sommet du cône; et pour obtenir la pénétration de deux cônes, nous les avons coupés par des plans passant par les deux sommets.
Cependant il peut y avoir telle disposition d’épure où il vaudrait mieux employer des plans parallèles ou perpendiculaires aux plans de projection ; c’est cequel’ha-
bitude des applications mettra promptement en état de décider.
636. Parmi les pénétrations de deux surfaces , nous devons surtout remarquer le cas où Tune d’elles serait perpendiculaire au plan de projection ; elle devient alors la surface projetante de la courbe demandée, et sa trace en est la projection. Pour obtenir la seconde projection , il suffit d’élever des perpendiculaires à la ligne AZ , par tous les points où cette trace est rencontrée par les projections d’un système de lignes tracées daiis l’autre surface.
Cette combinaison peut toujours être obtenue par un choix convenable de plans de projection toutes les fois que l'une des deux surfaces données est un plan, un prisme ou un cylindre.
637. Nous avons vu dans le chapitre P'^du livre II comment on peut construire des tangentes aux courbes planes ; mais lorsqu’il s’agit d’une courbe à flouble courbure, le plus simple est de la considérer comme provenant de l’intersection de deux surfaces. Alors la question se réduit à construire par le point donné des plans tangents à ces deux surfaces, et l’intersection de ces plans est la tangente demandée.
Quoique la courbe proposée puisse provenir de l’intersection de deux surfaces courbes quelconques, on peut toujours, si cela est plus commode, se contenter de construire des plans tangents aux deux cylindres projetants, de sorte que les traces de ces plans tangents seront les deux projections de la tangente.
638. Tout plan passant par le point de tangence et perpendiculaire à la tangente, sera perpendiculaire à la courbe,
et prendra pour cette raison le nom de plan normal à la courbe,
639. La tangente étant perpendiculaire au plan normal sera perpendiculaire à toutes les droites qui passeraient par son pied dans ce plan.
Il semblerait donc permis de considérer chacune de ces lignes comme une normale à la courbe. Gela ne serait pas exact ; il faut se rappeler ce que nous avons dit au n“ 332, que la normale en un point d’une courbe à double cour-bure doit être située dans le plan osculateur de cette courbe. D’où il résulte que la normale sera l’intersection du plan normal par le plan osculateur.
640. Pour trouver l’intersection d’une surfaceB(/i^. 394) par une ligne quelconque a, on fera passer par cette ligne une surface auxiliaire que nous nommerons G. Gette surface contiendra le point cherché m, et comme ce point doit faire partie de la surface donnée B, il sera sur la ligne b, provenant de l’intersection des surfaces B et G.
Or, le point m devant être à la fois sur les lignes a et ù, sera où elles se coupent.
La question étant ainsi résolue d’une manière générale , il n’y aura plus qu’à choisir, pour chaque cas particulier, la surface auxiliaire G, de manière que la ligne b provenant de son intersection avec la surface B, soit la plus simple possible et la plus facile à construire.
Si la ligne donnée est courbe on pourra faire usage de l’un des cylindres projetants de cette courbe.
Si la ligne donnée est droite {fig> 391) on emploiera comme surface auxiliaire un plan perpendiculaire ou oblique au plan de projection suivant qu’on le jugera nécessaire.
Il est évident aussi que la ligne donnée pourra percer
la surface en plusieurs points; dans ce cas il sera utile de reconnaître ceux de ces points qui sont vus ou cachés sur les diverses projections de la surface.
CHAPITRE II
641. On désigne en général par ce nom les surfaces qui proviennent du mouvement d’une ligne quelconque, assujettie à tourner autour d’une droite fixe, par rapport à laquelle elle conserve toujours la même position.
Supposons, par exemple {fig. 396, PL 58), la droite aa' , immobile, et perpendiculaire au plan horizontal; concevons, de plus, la courbe à double courbure coz ; si nous faisons tourner cette dernière ligne autour de aa! de manière qu’elle ne change pas de position par rapport à cette droite, la surface engendrée sera de révolution.
Dans ce mouvement , chaque point de la génératrice décrira un cercle horizontal dont le centre sera sur la droite immobile aa' , que l’on nomme Yaxe de la surface.
La position de la génératrice, relativement au plan horizontal, ne changeant pas, sa projection sur ce plan conservera toujours la même forme et ne fera que se déplacer en tournant autour du point a, qui représente la projection horizontale de l’axe. Si nous supposons , par exemple, que l’on fasse faire à la courbe coz] 77 de révolution, le point c viendra se placer en c' , le point o en o' et Z en z' .
Pour construire chacun de ces points on fera tourner sa projection horizontale d’une quantité égale à l’arc cor-
respondant compris entre les deux plans verticaux ap, aq. Ainsi, par exemple, en faisant zz' égal à uu' on* aura la nouvelle position du point z. On peut aussi faire u'z' égalauz; on fera de même égal à cc', ou c'x' égal à ex, etc.
En agissant de la même manière pour chacun des points de la courbe, on aura sa nouvelle projection horizontale ; quant à la projection verticale correspondante, elle s’obtiendra en élevant des perpendiculaires par chacun des
points c\o',z\ jusqu’à la rencontre des horizontales
qui représentent les projections verticales des cercles parcourus par ces points.
Quand on aura construit un certain nombre de génératrices assez rapprochées les unes des autres, on tracera en lignes pleines les parties de ces génératrices qui sont vues, et en points les parties cachées.
Il serait facile de distinguer ces parties les unes des autres, en raisonnant comme nous l’avons fait au n® 165 ; mais nous allons voir des mo^^ens plus simples d’arriver au même résultat.
642. Sectiofis perpendiculaires à V axe. Un des caractères de toute surface de révolution , c’est que la section par un plan quelconque ^s perpendiculaire à l’axe , est toujours une circonférence de cercle.
Le rayon de cette circonférence est égal à la distance de l’axe au point où la génératrice est coupée par le plan horizontal dont il s’agit.
Il suit de là que si l’on coupe une surface de révolution par un certain nombre de plans perpendiculaires à son axe, on obtiendra un système de cercles parallèles entre eux, et que l’on appelle, par cette raison, les parallèles de la surface.
64^3. La portion de surface comprise entre deux parallèles quelconques se nomme une zone.
Les projections des parallèles sur un plan perpendiculaire à Taxe sont des cercles concentriques, et le point rt, centre commun de tous ces cercles, appartient à l’axe de la surface.
Dans les diverses questions où l’on fait usage de ces courbes, on peut presque toujours choisir de préférence celles qui ont une projection commune.
Ainsi, par exemple, les deux parallèles des points 1 et 5 se projetteront par un seul cercle, il en est de même des parallèles qui contiennent les points 6 et 8.
6i5. Parmi tous les parallèles d’une surface de révolution , on doit surtout distinguer ceux qui passent par les points les plus remarquables de la génératrice} ainsi, par exemple :
Le point w, étant le plus éloigné de l’axe, décrira le cercle qui a le plus grand rayon, et que l’on nomme pour cela le plus grand parallèle ;
Lorsque ce parallèle partage la surface en deux portions égales on lui donne le nom à' équateur.
Le point étant le plus rapproché de l’axe , décrit le plus petit parallèle que l’on nomme cercle de gorge ou collier.
Si l’axe rencontre la surface (/%• 399), le point o qui résulte de cette intersection prend le nom de pôle. On peut considérer ce point comme le plus petit parallèle, et dans ce cas le cercle de gorge n’existe pas.
646. Le plus grand et le plus petit parallèle forment les limites de la projection sur le plan perpendiculaire à
Taxe, et déterminent par conséquent les parties \^ues et cachées de cette projection.
Ainsi , par exemple, sur la /Zg”. 396, toute la zone comprise entre le cercle de gorge 3 et le parallèle 1 , sera vue sur la projection horizontale; celle qui est comprise entre les deux parallèles 3 et 5 sera cachée par la zone précédente.
La surface sera vue entre les parallèles 5 et 7 et sera cachée depuis ce dernier cercle jusqu’au parallèle 8.
647. Sections passant par laxe. Toute section d’une surface de révolution par un plan ap qui contient son axe , se nomme une sectio?i méridienne.
La projection de toute section méridienne sur le plan perpendiculaire à l’axe sera une droite passant par le point a.
On peut, après avoir construit un assez grand nombre de génératrices, déterminer les points où chacune de ces lignes serait coupée par le plan méridien dont il s’agit.
Ainsi, la courbe knjr est la projection verticale de la section par le plan méridien ap, et la courbe 1 — 5 — 8 est la section par le plan ag.
Cette dernière ligne doit être tangente aux projections verticales de toutes les génératrices.
Le point de tangence sur chacune de ces courbes peut être déterminé en élevant une perpendiculaire par le point ♦ suivant lequel sa projection horizontale coupe la trace du plan méridien ag.
648. 11 est facile d’obtenir la section méridienne sans construire toutes les projections de la génératrice. En effet , cette ligne étant donnée par ses deux projections cz,c'z' [fig> 398), on décrira le parallèle passant par chacun de
ses |)oiiils, et l’on délerinineia ensiiile la section de toutes ces rireonférenres pnr le pljrn (jui contient le méridien demandé.
Ainsi , par exemple, la courbe h'y (/%. 398) est la projection verticale du méridien situé dans le plan r/p, et la courbe 1 — 3 — 5 — 8 est la projection verticale du méridien ap' .
649. Tous les méridiens sont égaux. Car si bon fait tourner la courbe au autour (le l’axe, tous ses points viendront coïncider avec les points correspondants du méridien ail.
Ce dernier méridien jouit particulièrement de cet avantage cpdil est projeté sur le plan vertical dans sa véritable grandeur ; c’est ponrcjuoi on lui donne le nom de section méridienne principale , ou simplement méridien principal.
650. d’ont méridien se compose de deux cour])es égales placées s\mé! ri(j nemenl de cbacjue côté de l’axe.
Cependant il est j)ermis de considérer chacune de ces deux courbes comme un méridien dilférent.
651. Si on fait tourner le méridien principal autour de l’axe, la courbure de la projection verticale deviendra moins sensible à mesure (|ue l’on approchera de la position ap'\ et lorsque le plan ap sera parvenu en ap' la section méridienne se projettera par une droite a' a!' perpendiculaire à la ligne AZ.
652. La portion de surface comprise entre deux méridiens (jue!conr|nes se nomme un fuseau.
Le méridien principal formera la limitfî de la p'O
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jection verticale, et (léterminera [)ar conséquent les parties i^ues et cachées sur cette ])rojection.
Ainsi, |)ar exemple, tout point situé en deçà du plan vertical qui a pour trace la droite p'q' sera vu sur la projection verticale, tandis qu'au contraire tout point situé au delà du même plan aura sa pjrojection verticale cachée.
654. C'est pour plus de généralité dans la définition que nous avons supposé la surface engendrée par la courbe à double courbure cz,c'z\ mais la section méridienne étant une courbe plane, il sera en générai plus simple de prendre cette courbe pour génératrice; et si l’on a soin de placer l’axe perpendiculaire à l’un des plans de projection, la représentation de la surface sur l'épure deviendra très-facile.
Supj)Osons (y/g*. 398) que l’on ait placé l’axe aa! perpendiculaire au plan borizontal; on construira sjmétrifjuement à droite et à gauche, et dans sa véritable grandeur, la courbe 1 — 3 — 5 — 8 donnée comme génératrice; on aura ainsi la projection verficxde de la surface Pour la projection horizontale, ondécrira du points, comme centre, deux cercles concentriques ayant pour rayons les distances de la méridienne aux j)oints tjui sont le [)lus près et le plus loin de l’axe ^ le premier est le cercle de gorge, et le second forme la limite ex térieure de la [)roject!on; c|uand la méridienne coupe l’axe, nous avons dit que le cercle de gorge n’existe pas.
655. l es cas particuliers de surface de révolution se distinguent ordinairement par la nature de leur section méridienne.
Ainsi, Vellipsoïde rie ré\^olution {Jig. 399) est la
surface engendrée par le mouvement d’une demi-ellipse que l’on ferait tourner autour de Fun de ses axes. La sphère est un ellipsoïde de révolution qui a pour section méridienne un cercle.
657. La surface annulaire ou le tore ( Jig. 397) est engendrée par le mouvement d’un cercle tournant autour d’une droite située dans son plan. La section méridienne se compose de deux cercles égaux au cercle générateur, et placés symétriquement par rapport à l’axe. Le plan horizontal mené par le centre du cercle générateur, contient le plus grand parallèle de la surface, et le plus petit, qui est le cercle de gorge. Dans le cas où le cercle générateur toucherait Taxe, le cercle de gorge serait un point, et la section méridienne se composerait de deux cercles tangents. Si le centre du cercle générateur se rapprochait de l’axe, la forme de la surface se rapprocherait de celles de la sphère, et ne différerait pas de cette dernière surface si le centre du cercle générateur se trouvait situé sur l’axe de révolution 5 ce qui permet de regarder encore la sphère comme un cas particulier des surfaces annulaires. .
658. Si la génératrice est une parabole [Jig- ^i-OO) la surface sera un paraholoïde et prendra des formes différentes, suivant (jue la révolution aura lieu autour de l’axe de la parabole ou autour d’une droite ac perpendiculaire à cet axe.
659. Enfin, on nomme hyperholoïde de révolution la surfac(! qui est engendrée par une hyperbole tournant autour de l’un de ses axes.
Dans l’exemple (//g. 403) la révolution se fait autour de l’axe non transverse, et la surface est continue , c’est-à-
dire qu’elle pourrait être parcourue par un point dans toute son éteiulue. Pour exprimer celte propriété, ou donne h cette surface le nom (V hjperboloïdc de réi^olution a une nappe. Il n’en serait pas de même si le mouvement s’était fait autour de l’axe Iransverse (y/g-. 402), il y aurait alors dans cetle surface deux parties séparées l’une de l’autre, ce qui lui ferait donner le nom iSliyperholoïde de résolution à deux nappes.
G60. L’hyperboloïde de révolution jouit d’une propriété remarquable. Cette surface{//g. ^Oî) peut être engendrée par le mouvement d’une droite inclinée, telle (jue ac,a!d , qui tournerait autour de l’axe vertical o,o'. Dans ce mouvement, le point aa' parcourra le cercle horizontal a\s , et le point cd ne quittera pas le plan horizontal de projection. Le point nn\ qui est le plus près <le Taxe, décrira le cercle de gorge.
Si la génératrice se rapprochait de l’axe, ce cercle diminuerait, et au moment où il deviendrait nul, la surface de l’hyperboloïde serait remplacée par les deux nappes d’un cône circulaire qui aurait pour sommet le point où l’axe serait coupé par la génératrice. •
Si l’on faisait tourner la génératrice autour de l’horizontale projetante du point // pour la ramener dans une position verticale, la surface de l’hyperboloïde s’allongerai t dans le sens de l’axe , et se transformerait en un cylindre circulaire au moment où la génératrice serait parallèle à l’axe.
Ainsi , le cône et le cylindre circulaires sont des cas j)articuliers parmi les hyperboloïdes de révolution.
661. Double génération . Ti’hy[)erl)oloïde de révolution peut être engendrée par une ligne droite de deux manières dillérentes, c’est-à-dire que l’on obtiendra la même surface (y/g. 403) en prenant pour génératrice la droite {aegéd)
ou la «li'oile (ou,o'//) inclinées en sens contraire dans le même plan proje'anL vertical.
En elFet, considérons j^our un instant comme différentes, Icssnriaces engendrées j)ai ces deux droites; la génératrice {ac.^a'c') appartenant à la première surface, la droite o''it" , o'"u"' sera une génératrice de la seconde. Or, les cordes étant égales, il s’ensuit évi<leminent que les droites ao”,cii' seront parallèles , de plus les droites et
[eu", c fé''),qMi ont leurs })rojections horizontales ao'\ci” parallèles, sont situées dans les plans horizontaux par conséquent elles sont parallèles dans l’esjiace et les quatre points rz, o", c, u” sont dans nn même plan. Donc les deux lignes {ac,a'c') {o”u' , o"'u”' ) se l encontrent au point inni .
Ce que nous venons de dire des deux droites {cic,a'c') {o"u” ) pouvant s’apj)liquer à toutes les autres , quelle que soit leur position , il en résulte que toutes les génératrices de la première surface rencontrent nécessairement toutes celles de la deuxième, et par consé(juent ces deux surfaces coïncident dans tous leurs points.
Les deux systèmes de génératrices partagent toute la surface de l’ijypei boloïde en un nond)re infini de j)etits quadi ilatères (}ui diminuent de grandeur dans le voisinage du cercle de gorge.
Quoicpie Ton n’ait construit sur la fig. tïOl qu’une seule des deux génér.itions de f hyperboloïde, on peut se faire une idée de la disposition de tous les quadrilatères dont nous venons de parler, parce (|ue les lignes [)onctuées qui représentent h's parties cachées de la première génération , deviendraient les parties vues de la seconde et seraient, dans ce cas, tracées en lignes [deines.
662 Seciion méridienne. On pourrait projeter ( Jig. tlpOl) un certain nombre de génératrices et construire le point où
chacune de ses lignes serait coupée par le planjt?^, ou bien on opérera de la manière suivante.
La droite génératrice ac^o!c de l’yperboloVde étant donnée 403), on tracera les parallèles passant par chacun de ses points, et la section de toutes ces circonférences par le plan vertical pq sera le méridien principal.
663. Nous rappellerons que les projections verticales des génératrices de la surface doivent être tangentes à la section méridienne principale (647).
Cette remarque nous donnera un moyen de reconnaître la nature de cette courbe.
En ellet , la génératrice (ne, aV) étant donnée , faisons faire à cette droite une demi 'révolution pour l’amener dans la posiîion {a''ç" , o'a). Les deux {>rojections verticales se couperont en un jioint x' situé sur la projection de l’axe de la surface.
Si nous prenons îictuelienient pour génératrice la droite oiij o'it et {(ue noüs amenions cette ligne dans une position cjuelcoïKjue {o' u\ o'Ui'' ) ,, elle corqx’ra les deux droites (ne, a'c') {a”c'',o'u') aux jioinls tnni\7ni ; et le point u suivant lequel la génératrice o”u\o"'ii" perce le plan du méridien princ ipal étant le milieu de mn , sa projection verticale u' sera pareillement le niilieu de m'n'.
Or il résulte évidemment de cette ])ropriété que la section méridienne sera une hyj)erboIe ayant pour asymptotes les deux droites nV, o'u ; car on sait ( Géorn. anal. ) (|ue le point où l’hyperbole est touchée par une droite quelconque se trouve toujours au milieu de la partie de cette droi le interceptée par les asymptotes (280).
Les deux génératrices (ne, (l'c) (i”c” o'ii') ne percent le plan méridien ({u’à l’infini, ce qui s’accorde avec la propriété connue des asymptotes.
()f)4. Ce (|ui précède nous fournit le moyen le j»lus
simple de construire la section méridienne d’un hyperboloïde de révolution dont on connaît la génératrice ac^a!c\
En effet, cette ligne étant stircessiveinent amenée d;ms les deux positions (otc, «V) [a"c'\o'ii), on construira les projections verticales correspondantes, ce qui donnera les asymptotes de Thyperbole demandée.
On connaît de plus les sommets appartenant au cercle de gorge dont le rayon est égal à la droite xt\ abaissée du point X perpendiculairement sur «c : cela suffît pour que l'on puisse construire la courbe.
665. Si par le point on conçoit une droite parallèle à la génératrice et que l’on fasse tourner celte ligne autour de l’axe, elle engendrera un cône droit à base circulaire que Ton nommera côjie asymptote ^ parce qu51 ne touche la surface qu’à une distance infinie du centre.
L’byperboloïde de révolution à une nappe, enveloppe le cône asymptote, tandis que l’hyperboloïde à deux nappes ( Jîg. 402) est au contraire enveloppée par ce cône.
666. La surface annulaire ou le tore est la plus importante des surfaces de révolution parce (ju’elle renferme les éléments de tous les cas particuliers de ce genre de surface.
En effet, quels que soient les contours ou sinuosités de la section méridienne donnée pour généra Irica , on j)ourra toujours considérer cette ligne comme comjxasée d’un certain nombre d’arcs de cercles (|ui se raccordent.
Ainsi, par exemple, la courbe acvu {jig. 404) étant composée des trois arcs la zone acac ser a une
portion de la surface annulaire engendrée par le cercle qui a son centre au point 1 .
La zone appartient à une seconde surlàcc annu-
lairc (.ngentlréc p;ir im cercle décrit du point 2 comme centre.
Enfin, la zone s^u^u fait partie (Tune troisième surface annulaire engendrée par le cercle fjui a pour centre le point 3.
La jiretnièrc zone se laccorde avec la deuxième, parce qu’elles sont touchées toutes deux par un même cylindre, suivant le cercle horizontal cc.
La seconde zone se raccorde avec la troisième, parce qu’elles sont touchées suivant le cercle vv par un cône circulaire qui a son sommet au point s,
6G7. Cette propriété d’être touchées suivant un parallèle, par un cône ou par un cylindre circulaire , appartient à toutes les surfaces de révolution.
En général, si en un point e* on conçoit une infinité de courbes qui soient touchées par une même droite et que Ton f.isse tourner toutes ces courbes autour de l’axe commun mn, toutes les surfaces <!e révolution engendrées par ces courbes se toucheront et seront touchées par un même cône circulaire ayant pour génératrice la droite
De plus , tous les plans tangents à ce cône seront également tangents aux surtaces de révolution qui ont le cercle tn-' pour parallèle commun. On pourra donc considérer à volonté toute surface de révolution comme étant continue , ou composée de j)!usieurs autres surfaces de révolution qui se ra( corderaient suivant les parallèles passant par les points de raccordement des différentes courbes dont se compose la section méridienne.
668. La suiface que nous venons de prendre pour exemjjlc se nomme une scotie.
Axe commun. Si on fait tourner l’ellipse et l’hy
PL, 58- SUUFACES DE KÉVOEÜTION.
perbole (/%• 309) autour de la droite ac , on obtiendra rieux siirl’accs de révolution ({ui se eoiiperonl suivant les deux cercles
Les deux paraboloïdes (//g-. 400) se couperont suivant le parallèle \^u , Thyperboloïde à deux nappes et la sphère projetées (/%• 402) se couperont suivant les deux parallèles ^11, zx.
En généra], toutes les fois que deux surfaces de révolution auront un axe commun , elles se couperont. suivant autant de parallèles ({u’il y aura de ])oints communs à leurs sections méridiennes.
670. Exprimer qiiim pomt appartient à une surface de léuolulion. Supj)Osons que Ton connaisse la projection verticale z' (/%• 397 et 403), on construira le parallèle correspondant; puis on abaissera la perpendiculaire z- z , dont l’intersection avec le parallèle donnera deux points Z, Z, qui tous deux satisfont aux conditions demandées. Si l’on avait donné la projection horizontale s , on aurait pu commencer par construire le parallèle; puis élevant la perpendiculaire zz , ses intersections avec le parallèle auraient déterminé les j^rojections verticales des points demandés.
671. Développement. Les surlaces de révolution ne peuvent se dévelopjaer qu’ap[)roximativement et par des moyens analogues à ceux que nous avons employés (.528) pour la sphère.
En construisant un certain nombre de plans méridiens eide plans perpendiculaires à l’axe, toute la surface se trouvera pas tagée en tjapèzes. Si l’on place ii coté les uns dis autres, et dans leur véritable grantleur, tous les trapèzes comj)ris entre deux parallèles consécutifs, on aura le développement par zones, tandis (ju’en construisant
l’un au-dessous de Taulre tous les Irapèzes compris entre deux pians méridiens, on aura le développement par fuseaux.
Ce dernier mode de développement est souvent préféré dans les arts, parce qu^en ayant le soin de construire les plans méridiens à égale distance les uns des autres, tous les fuseaux seront égaux entre eux, et le développement de l’un d’eux servira pour tous les autres; tandis que toutes les zones différant entre elles, il faudrait construire séparément le développement de chacune.
Nous verrons plus tard pourquoi les cônes et les cylindres de révolution jouissent de la propriété d’être développables.
Sections perpendiculaires au plan de projection
On établira sur la surface donnée un certain nombre
de parallèles, puis l’on construira les points suivant lesquels ces cercles seront coupés par le plan donné. C’est ainsi que l’on a obtenu {fig. ^^06 , PL 59) courbe nxnx y (jui est la projection horizontale (le la section d’une surface annulaire par le plan ju, perpendiculaire au plan vertical.
673. On pourra employer comme auxiliaires des plans verticaux passarjt par l’axe de la surface donnée : ces p'ans couj)eront la surface suivant des sections méridiennes dont on éviter.! la projection en les rabattant autour de l’axe ; les points {mni ) {fin') ont été déterminés de cette manière. Un plan vertical o— -2 it coupé la surface donnée suivant une section méridienne qui, en tournant autour de l’axe, est venue se confondre avec la projection verticale de cette surface. La droite provenant de l’intersection du plan p et du plan auxiliaire 0 — 2, est venue se rabattre en o' — 2' et rinlcrseclicjn de cette ligne avec la section méri 'iemie
principale n donné deux points qui, projetés hori-
zimlaleiiient sur oh, et ramenés dans le plan o — 2, ont déterminé les points mm\nn'.
67^^. On fera bien de profiter de la symétrie. Ainsi , on pourra déterminer par une seule opération les points qui sont situés dans les deux plans méridiens 0 — 2, 0 — 2.
La tangente 0^ — 3' déterminera le point u” qui , ramené dans les plansfO — 3, donnera les deux points ii,u.
675. Dans quelques cas particuliers, la recherche de la courbe de section peut être simplifiée. Supposons , par exemple, qu"il s’agisse de construire la courbe résultant de la section d’on ellipsoïde de révolution par un plan vertical Jip {fig. ^05). On admettra [Géorn. analjt.) que la courbe demandée doit être une ellipse, après quoi on conslruiia rhorizoïilale oc, o'c\ perpendiculaire sur np, ce qui donnera le point cc' pour le centre de cette ellipse.
On ramènera ensuite le point c en c" dans le plan op\ on élèvera la perpendiculaire c"a.
Les intersections de cette droite avec le méridien principal de la surface détermineront les deux parallèles qui contiennent le point le plus bas, et le point le plus élevé de la courbe demandée. La diflerence des bauteurs de ces deux points sera Taxe vertical de l’ellipse cherchée.
L’axe horizontal z'x' s’obtiendra en élevant deux perpendicul.aires par les [)oinls z eix.
La verticale p-p*' déterminera les points suivant lesquels la projection verticale de la courbe touche celle du méridien principal dr. la surface.
Les points inr/i' peuvent être considérés comme provenant de la rencontre du ])lan vertical fip par les deux parrdlèles qui ont le cercle mm” pour projection horizon la le.
.,076. On |)eul encore supposer cpie la section de Tellipsoïde par le plan op' a été raLaltue sur le méri'üen principal , et que la verticale U représente dans ce rabattement rinterseclion (les deux plans nj),^op \ de sorte que les points d’intersection riL’'rn"' étant ramenés à leur place deviem Iront lu' , ni .
En faisant tourner la courbe autour de la verticale du point n , on obtiendra en M sa véritable grandeur.
677. Lorsqu’on sait (jue la section demandée est une ellipse, on peut éviter la projection et le rabattement en faisant usage d’un pian auxiliaire sur lequel cette courbe se projetterait par lui cercle.
Supposons que la droite 7ip ( Jig. 407) soit la trace d’un plan perpendiculaire au plan vertical de projection.
Le poin t c , milieu de zx , sera le centre de l’ellipse cberciiée. Le petit axe de cette courbe sera la corde commune à l’elli[)se zx et au parallèle dont la moitié est rabattue en auw, de sorte que eu est le demi petit axe de l’ellipse qui a pour demi grand axe cz.
Or, si on décrit la demi-circonférence ciiz et que l’on porte eu de c en u, le triangle ciiz sera rectangle, et la section cherchée se projc^ttera par un cercle sur tout plan tel (jue fip' dont la direction serait perpendiculaire à la corde zu (402).
Si après avoir projeté la courbe zx sur le plan np' on le lait tourner autour de l’horizontale projetante du point Ji J on obtien(ira la circonférence M.
678. 'J'ransjbi niaLions diverses de lu courbe de section. Si m)us faisons mouvoir le plaîi p{ fig. 406) parallèlement à lui-même en .'illant de droite à gaurh(‘, tous les points de la courbe se rappjoclieron L cl finiront jiar se l éunir en
PL. 59. SURFACES DE RÉVOLUTION, un seul , lois(|uo le plan mobile sera parvenu clans la position P .
Alors le plan sera tangent à la surface et le point de tangence sera t,t' . Si au contraire nous (aisons mouvoir le ])lan jty de gauche à droite, les deux points x,x se rapproclieront et se réuniront en un seul point zz\ lorsque le plan mobile sera dans la position
Ce dernier plan touchera la surface au point zz' la coupera suivant la courbe zvvzn^.
Si on continuait h faire avancer le plan mobile de gauche à droite, la section se partagerait en deux courbes fermées indépendantes l’une de l’autre , et placées symétriquement par rapport au plan méridien h — 1.
Ces dernières courbes n’ont pas été tracées sur l’épure, mais il sera facile de les construire.
Si on continue à faire mouvoir le plan coupant dans la meme direction jusqu’à ce qu’il ait dépassé le point o", on obtiendra toutes les courbes précédentes dans un ordre inverse, et leurs projections liorizonîales seront placées symétriquement par rapport au plan méridien perpendiculaire au plan vertical de projection.
679. On retrouverades relationsdu meme genre ( //^. /il 1) dans les dillérentes courbes j)rovenant delà Section de la scotie par des plans parallèles à son axe.
Supposons , |)Our plus de simplicité , qu’on ait projeté toutes ses courbes sur un plan parallèle aux dillérentes positions du plan coupant.
Les sections que l’on obtiendra seront de trois espèces :
1“ Si la distance du plan coupant à l’axe est plus grande que le rayon du cercle de gorge, la section se composera de deux courbes indépendantes et placées l’une au-dessus, l’autre au-dessous du plan horizontal ac. I.es points o, o
appartiennent au méridien qui est perpendiculaire au plan coupant.
2" Si la distance de Taxe au plan cou})ant est é^ale au rayon du cercle de gorge, les points o, o se réunissent en un seul o\ suivant lequel le cercle de gorge et le méridien perpendiculaire au plan coupant sont touchés par ce plan.
La section se compose des deux courbes soz' qui se coupent au point o', situé sur le cercle fie gorge. Le plan coupant est t.angent au point o'.
3® Enfin, lorsque la distance de Taxe au plan coupant sera moindre que le rayon du cercle de gorge, la section se composera de deux courbes séparées, placées symétriquement l’une à droite et l’autre à gauche du plan méridien et les points o", o” appartiendront au cercle de gorge de la surface.
680. Avant de quitter ce sujet, j’appellerai l’attention du lecteur sur les diflerentes formes que peut prendre la section d’une surface du second degré par un plan.
681. exemple. Supposons que la surface coupée soit un ellipsoïde de révolution {fig. 407).
La courbe de section pourra subir trois transformations difiérentes :
1" Le plan coupant 1, perpendiculaire à l’axe, donnera pour section un cercle;
2® Le plan 2 coupera la surface suivant une ellipse ;
3^ Le plan 3 sera tangent et la courbe de section sera remplacée par le point de tangence.
682. 2® exemple. Si la surface coupée est un paraboloide de révolution { fig. 409), la section subira 4 transforma lions :
Si; Kl' ACES DK KKVOKUTIOJN.
F Le pl.in 1, perpendiculaire à Taxe, coupera la surface suivant un cercle;
2° Le plan 2 donnera pour section une ellipse ;
3" Le plan 3, par.illèle à Taxe, donnera une parabole;
/i.” Enfin le plan W sera tangent.
(383. 3® exemple. Si la surface coupée est un hypevboloide de résolution à une nappe {fig. 4.08), la section peut subir 5 transformations :
1® Le plan 1 , perpendiculaire à Taxe, donnera pour section un cercle;
2® Le plan 2 donnera une ellipse;
3® Le plan 3, parallèle à la génératrice su du cône asymptote , donnera une parabole ;
4® I^a section par le plan 4 sera une hyperbole ;
5® Enfin le plan 5 sera tangent au point m.
6Sk. Si nous faisons mouvoir le plan parallèlement à lui-même , nous obtiendrons les variétés suivantes :
l®Le plan k donnera une hyperbole dont Taxe trans verse sera parallèle au plan sur lequel nous suj)posons que la surface a été [)rojetée ;
2® Le plan k' sera tangent et donnera poui- section les deux génératrices de la surface (Ool).
Ces deux droites pourront être considérées comme deux tangentes (630) et se couperont au point n, qui par conséquent sera le point de tangence.
3® La section par le plan k” sera une hyperbole dont Taxe transverse sera perpendiculaire au plan de projection, et se projettera sur ce plan par le point o.
Les hyperboles provenant de la section par les plans
h et ^''ootles asympfotes parallèles aux deux génératrices provenant de la section par le [dan U' .
686. Ces dernières lignes peuvent être considérées comme formant une hyperbole pour laquelle la distance du centre au sommet de la courbe serait réduite à zéro.
687. Si On donne plusieurs hyperboles ayant pour asym[>totes communes les droites {^u,zx, et que l’on fasse tourner toules ces courbes autour de Taxe commun , tous les hyperboloïdes engendrés auront le meme axe et seront touchés à l’infini par le cône asymptote, qui a pour génératrices les deux droites zæ^ uw.
Or les sections de toules ces surfaces par un même plan seront des courbes du fécond degré semblables et concentriques.
Il faudra remarquer cependant que le plan k' coupera le cône suivant une hyperbole, ayant pour asymptotes les deux génératrices de l’hyperboloïde.
Tandis que le plan k"' coupe cette dernière surface suivant une hyperbole qui a pour asymptotes deux génératrices du cône.
Et quoique les axes transverses de ces deux hyperboles soient dirigés dans l’espace suivant des directions rectangulaires, elles ne ])0ssèdcnt pas moins le caractère des figures semblables, en cela que les axes Iransverses et non transverses de ces courbes sont réciproquement proportionnels et que leurs asymptotes sont parallèles.
688. Si nous comparons les sections de l’byperboloïde avec celles du cône asymptote, nous remarquerons que le pi.iii V couper (es deux surfaces suivant deux hyperboles qui ont le même axe transversc.
Le plan k' coupe le cône suivant une bvf)erbo1e qui a
pour asyniploles les deux généra Irices ))rovenant de la section de l’hy perboloïde.
Le plan k" coupe le cône et l’hyperboloïde suivant deux hyperboles qui ont les memes asymptotes, mais dont les axes Iransverses sont perpendiculaires l’un à l’autre.
Enfin , le plan k'" coupe l’hyperboloïde suivant une hyperbole qui a pour asymptotes les deux droites provenant de la section du cône par un plan qui contient son sommet.
Toutes ces courbes ont leurs centres sur la droite en.
Les démonstrations de ces propriétés ne peuvent être convenablement placées que dans les traités de Géométrie analytique.
Plans tangents aux surfaces de résolution.
689. Construire un plan tangent a une surface de résolution par un point mm', situé sur la surface (fig. 4-10 ).
Nous avons reconnu que le plan tangent en un point donné d’une surface quelconque serait déterminé par deux tangentes passant par ce point ; de sorte qu’il ne reste plus qu’à chercher quelles sont les tangentes les plus faciles à construire.
Or, de toutes les courbes que l’on peut faire passer par un point d’une surface de révolution, la plus simple est la section par un plan perpendiculaire à son axe. Il sera donc convenable de choisir pour première tangente la droite horizontale aa! , qui touche le parallèle passant par le point donné. Pour obtenir la seconde tangente, on rabattra la section méridienne sm en la faisant tourner autour de l’axe. Le point donné nipif viendra se placer en m", et la tangente dans ce rabattement sera i'm"; en ramenant cette tangente à la place qu’elle doit occuper, le point s' ne bougera pas, pusqu’il fait partie de la charnière, et l’on aura ])Our seconde tangente la droite
sb,s'l?'j qui, avec Ja ligne a^a’, déterminera le plan tangent p,
690. Ainsi le parallèle qui passe par un point donné sur une surface de révolution faisant toujours connaître une tangente à ce point, i'/ ne restera plus dans chaque cas qu'a obtenir une tangente 'a la section méridienne qui contient le point donné: construction qui dépendra de la dédnition géométrique de cette courbe.
691. La solution précédente revient évidemment à construire par le point donné mm' un plan tangent au cône circulaire engendré par la droite sb",, et qui par conséquent touche la surface suivant le parallèle passant par le point donné.
En général , toutes les fois que deux surfaces se toucheront en un ou plusieurs points tout plan qui en un de ces points toucherait Uune de ces surfaces serait aussi tancent à Eautre.
En effet, le point de tangence pourra être considéré comme une facette infiniment petite, commune aux deux surfaces, et cette facette prolongée en tous sens deviendra un plan tangent à toutes deux.
692. Cette conséquence nous sera utile dans le cas où nous n’aurions pas sur l’épure le sommet du cône tangent. En effet, après avoir construit la tangente sb" nous tracerons la droite m"o perpendiculaire à sb" .
Le point o sera le centre d’une sphère fj[ui touchera la surface donnée dans toute l’étendue du parallèle m"m'; de sorte que la question proposée sera réduite à construire un plan tangent par le point mm' ,, situé sur la surface de la sphère qui a pour centre le point o (640).
Il n’est pas nécessaire de construire la sphère , dont nous
ne parlons ici que pour mieux faire comprendre le principe; il est évident qu’il suffit de construire par le point mm' un plan perpendiculaire à la droite sm, om!.
693. Construire un plan tangent par un point situé sur la surface d’un lijperboloïde de résolution à une nappe
{fis-
L’axe et la génératrice zxfx' de la surface étant donnés, on construira le cercle de gorge, le parallèle qui contient le point donné , puis les deux projections m et m' de ce point.
On fera tourner ensuite la génératrice (za?, z'x') jusqu’à ce qu’elle soit parvenue dans la position {z”x" ,z'"x'") , et l’on prendra cette droite pour la première tangente (630).
On construira la droite su ^ tangente à la projection horizontale du cercle de gorge ,^et l’on en déduira la projection verticale s'u'; de sorte que la ligne deuxième génératrice de la surface, sera la seconde tangente.
Le plan p sera déterminé par les deux droites (2:' V', z"’x'") {su, s’u').
On remarquera que pour résoudre la question, on n’a pas fait usage de la section méridienne que l’on pourrait alors se dispenser de construire.
69^p. Tous les plans tangents à l’hyperboloïde de révolution coupent cette surface suivant deux génératrices, et l’intersection de ces deux droites détermine le point de tangence.
695. Si le point par lequel on propose de construire un plan tangent à une surface de révolution est situé sur le méridien principal , l’une des tangentes sera l’horizontale
projetante du point donné ; de sorte que le plan tangent p' {fig‘ 406) sera perpendiculaire au plan vertical de projection.
696. Si le point donné appartient à l’un des parallèles formant les limites de la projection horizontale de la surface, le plan tangent sera perpendiculaire au plan horizontal de projection.
Ainsi , les plans verticaux qui auraient pour traces les deux droites p''' et p^'’ sont tangents, le premier au point aa! et le deuxième au point cc\
Le plan p''^ est en même temps un plan coupant.
697. Normale. La droite t'k (/%. 406) est une normale; il en est de même de la droite mh,m'h' perpendiculaire au plan tangent p [Jig- 410).
Si on veut donner à la normale mh.,m'h' une longueur déterminée, on rabattra cette droite dans le plan du méridien principal, on fera m"h" égale à la longueur donnée , puis on ramènera la normale à sa place en la faisant tourner autour de Taxe.
698. On remarquera que pour construire la normale il n’est pas nécessaire d’avoir les traces du plan tangent.
En elïet, pour obtenir une normale au point z, on rabattra ce point en s', puis on construira la normale que l’on fera revenir à sa place en remarquant que dans ce mouvement le point c doit rester immobile.
699. Construction du plan tangent a une surface de 7'é^olution par un point situé en dehors de cette surface.
La question est indéterminée , car si par le point donné on construit un plan tangent, il sera possible de faire tourner ce plan autour de la surface sans qu’il cesse d’être tangent et de contenir le point donné.
PL. (U). SUHFACES DE DEVOLUTION
Or, si pour ctjncuiie ('es ])gsi lions de ce [)lan nioLile, on pouvait tléterniiner le point de tangence, la construction de chaque plan tangent se réduirait aux opérations que nous avons indiquées au n" 689.
D’ailleurs, la construction du pjlan tangent n’a souvent d’autre but que de faire comprendre les opérations nécessaires pour déterminer les points de tangence, et lorsque ces points sont obtenus il devient presque toujours inutile de construire les traces des plans.
700. Ligne de contact. Si parle point donné ss' {fig. 414, PI. 60 ) on conçoit une droite s'a qui touche la surface en l’un quelconque de ses points, et que l’on fasse mouvoir cette droite de manière que sans cesser de contenir le point donné , elle s’appuie sur la surface , on engendrera un cône tangent qui aura pour sommet le point donné.
Tous les plans tangents à ce cône satisferont à la question proposée, et toucheront la surface en l’un des points suivant lesquels cette surface est touchée, par le cône enveloppant qui a son sommet en ss' .
La courbe qui contient tous ces points se nomme ligne de contact, et notre but est de la construire.
701. l'° solution.' Méthode des plans coupants. On fera passer par le point ss' un plan sp perpendiculaire à l’un des plans de projection, au plan horizontal par exemple.
On construira la courbe provenant de la section de la surface par le plan sp.
On déterminera tous les points suivant lesquels cette courbe peut être touchée par des droites qui contiendraient le point donné.
Chacun de ces points m,m' fera partie de la courbe cherchée.
En effet, le plan tangent à Tun des points nt', devant
contenir toutes les droites yui touchent la surface à ce point, il devra contenir la droite 5/7î,5W, par conséquent il passera par le point 55 .
On recommencera cette construction en choisissant la direction des plans coupants de la manière la plus avantageuse.
702. On peut choisir à volonté l’une des projections du point que l’on veut obtenir.
Ainsi, par exemple, si l’on donnait le point m comme projection horizontale de l’un des points de la courbe chercbée, on obtiendrait la projection verticale en opérant comme nous venons de le dire.
Si au contraire on avait donné la projection verticale m', il aurait fallu couper la surface par un plan tel que s'zq perpendiculaire au plan vertical de projection.
703. La méthode que nous venons d’expliquer est générale et convient à toutes les surfaces; mais pour éviter la construction des courbes qui proviennent de la section par les différents plans coupants auxiliaires, on doit chercher si les propriétés particulières des surfaces de révolution ne permettraient pas d’employer des moyens plus simples.
70^. 2® solution. Méthode des cylindres projetants. Etant donnés {fig. ^13) le point ss' et la surface annulaire engendrée par le cercle M, il y aura deux courbes de contact. L’une contient les points suivant lesquels la surface serait touchée extérieurement par un cône ayant pour sommet le point donné ss'.
La seconde courbe appartient à un cône ayant le meme sommet et qui touche la portion de surface engendrée
par Ja demi -circonférence qui est la plus rajîprocliée de Taxe.
Ces deux courbes pourront être déterminées en même temps et de la manière suivante.
703. La perpendiculaire ss" , abaissée sur la trace du méridien C, percera ce plan en un point dont la projection horizontale s'\ ramenée en s'" sur la trace du méridien principal, déterminera pour la projection du point donné ss' sur le plan du méridien G rabattu sur le plan B.
Cela étant fait, on tracera par le point quatre tangentes aux deux cercles qui composent le méridien principal de la surface. Ces quatre droites seront les intersections du plan vertical G par quatre plans tangents à la surface et contenant le point donné ss' .
Les points 1,1, 1,1 projetés en lVL,L,l^ sur la trace du méridien principal B, seront ramenés de Là en l",l",l”,l'' sur la trace du méridien C; leurs projections verticales l"',,l'",l''',l"' seront situées sur les parallèles qui contiennent les quatre points 1, 1,1,1.
En opérant de la même manière on obtiendra quatre points dans chaque plan méridien.
On fera bien de multiplier les opérations dans les parties des lignes de contact où les variations de courbure sont le plus sensibles.
706. Quelques points pourront être obtenus plus facilement par suite de la position particulière des méridiens qui les contiennent. Ainsi, par exemple :
Les quatre tangentes menées par le point s' déterminent, sur la section méridienne principale , les points 2,2'. . . suivant lesquels la surface serait touchée par quatre ])lans contenant le point donné ss et perpendiculaires au plan
vertical de projection. Ces quatre points ont leurs projections horizontales sur la trace du méridien B.
Si nous faisons tourner le méridien A jusqu’à ce qu’il soit venu coïncider avec le méridien jirincipal , le point s viendra se placer en , d’où on déduira qui sera le point donné ss' rabattu dans le méridien B.
Les quatre tangentes menées par détermineront alors
les points 3,3' suivant lesquels la surface serait touchée
par quatre plans passant par le point ss' et perpendiculaires au plan du méridien s — A.
Ce sont les points les plus élevés et les plus bas des deux courbes de contact.
707. La solution que nous venons d’exposer revient à prendre successivement chaque méridien pour plan de projection ; de sorte que les tangentes menées j)ar les points
sont les traces des pl.ans tangents aux cylindres projetants j)erpendiculaires aux plans A ,G,E, B, etc.
708. Les tangentes menées parle point sont les traces des plans tangents aux deux cylindres verticaux qui contiennent le cercle de gorge et le plus grand parallèle de la surface.
Elles déterminent les points h,k’ suivant lesquels la surface serait touchée par quatre plans verticaux contenant le point donné ss'. Ces quatre points appartenant au plus grand parallèle et au cercle de gorge, les projections verticales seront situées sur la droite horizontale ac.
709. On peut abréger beaucoup le travail en ayant égard à la symétrie.
Ainsi, les deux méridiens B et B' étant y)lacés symétriquement par rapport au méridien s — A, les points obtc-
nus dans le méridien B pourront être reportés à la même distance de Taxe sur la trace horizontale du méridien d’oLi on déduira leurs projections verticales sur le parallèle correspondant.
Les points situés dans le méridien G' se déduiront de la même manière que ceux qui appartiennent au méridien G.
Enfin les points du méridien E seront déterminés par le point projection du point ss' sur le méridien E rabattu dans le plan B.
710. Si on construit la droite su, tangente à la projection horizontale de la courbe intérieure, et la droite su', tangente à la projection verticale de la même courbe, les deux poinis de tangence u et u' devront se trouver sur une même droite perpendiculaire à la ligne AZ. Gela provient de ce que pour le point uu', la tangente à la courbe de contact doit contenir le point donné.
11 existe trois autres poinis qui jouissent de la même propriété, et qui, deux à deux, sont placés symétriquement par rapport au méridien A^.
Pour éviter la confusion des lignes, on n’a tracé sur l’épure que la tangente au point u,ii, mais on fera bien de construire les trois autres tangentes, et de s’assurer que les points de tangence correspondants sur les deux projections sont situés deux à deux sur le même perpendiculaire à la ligne AZ.
Il n’existe pas de points analogues sur la courbe extérieure.
711. Tous les plans qui touchent la surface en un des points de la courbe intérieure sont en même temps des plans coupants , tandis que tous les plans qui sont tan-
gents en un point de la courbe extérieure ne coupent pas la surface.
712. La méthode précédente est utile surtout lorsqu’on veut obtenir les points de tangence qui appartiennent à un méridien donné; mais si on voulait construire ceux de ces points qui sont situés sur un parallèle de la surface , il faudrait opérer de la manière suivante.
713. solution. Méthode des cônes tangents {fig. 415). Au lieu de construire comme précédemment des plans tangents aux c^^linclres horizontaux qui touchent la surface suivant des méridiens donnés, on emploiera les plans tangents à des cônes circulaires qui auraient le meme axe que la surface et qui la toucheraient suivant les différents parallèles sur lesquels on veut obtenir les points de tangence.
Ainsi , par exemple , pour déterminer ceux de ces points qui seraient situés sur le parallèle ac , on tracera la droite o'a qui touche au point a le méridien principal de la surface.
Le cône circulaire engendré par le mouvement de la droite o'a autour de l’axe touchera la surface dans toute rétendue du parallèle ac; de sorte que la question sera réduite à construire par le point donné ss' deux plans tangents au cône engendré par la droite da (471).
On joindra le point donné sd avec le point od qui est le sommet du cône auxiliaire , et la droite so,s'd sera l’intersection des deux plans qui sont tangents à ce cône et qui contiennent le point donné.
La droite so,s'o' percera le plan horizontal qui contient le parallèle donné en un point ud par lequel on construira les deux tangentes u — 1 , u — 1 .
Les points de tangence 1,1, déterminés avec toute
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l’exaclitutle possible , appartiendront à la courbe demandée.
En eflet, les plans tangents à ces points contiendront les deux tangentes m — l,i/. — 1; et comme de plus ils seront tangents au cône auxiliaire, ils devront en contenir le sommet o'; donc ils se couperont suivant la droite uos^iio's', et passeront par conséquent par le point donné ss'.
Ces constructions , répétées pour d’autres parallèles de la surface, feront connaître autant de points que Ton voudra.
7ik. Pour le cercle de gorge , le cône auxiliaire devient un cylindre vertical, et les points de tangence 2,2' doivent être déterminés par les tangentes s — 2,5 — 2.
715. Si le parallèle sur lequel on veut obtenir un point de tangence est au-dessous du cercle de gorge , le sommet du cône auxiliaire sera au-dessus du plan de ce parallèle.
Le contraire aurait lieu si le parallèle donné était audessus du cercle de gorge , et dans ce cas le cône auxiliaire serait renversé , ce qui ne changerait rien à la manière d’opérer.
71G. Si on faisait descendre le parallèle donné, le sommet du cône auxiliaire descendrait également, et l’angle au sommet de ce cône deviendrait plus ouvert.
D’un autre côté la droite sou^s'o'ii se rapprocherait de la surface du cône, et lorsqu’elle serait arrivée dans cette surface, les deux plans tangents au cône auxiliaire coïncideraient, et les deux points de tangence , réunis en un seul , seraient situés dans le plan méridien qui contient le point donné.
Ce point serait le plus bas de la courbe cherchée. Pour
l’obtenir, on fera tourner le méridien os jusqu’à ce qu’il soit rabattu sur le méridien principal ; et lorscjue le point donné j^'sera parvenu en s" , on construira la tani^en te s" — 3, génératrice du dernier cône auxiliaire.
Le point de tangence 3, projeté en 3' et ramené de là dans le méridien os , déterminera 3" et 3”' pour les projections du point le plus bas de la courbe.
La tangente s — h donne le point k’ qui, ramené en 4"', sera le point le plus élevé.
717. Pour les parallèles au-dessus de W' — k'" et pour ceux au-dessous de 3^ — 3”', la droite qui joindrait le point donné avec les sommets des cônes auxiliaires entrerait dans l’intérieur de ces cônes, et par conséquent elle ne pourrait déterminer aucun plan ‘tangent.
718. Il y a deux cas dans lesquels la méthode précédente ne pourrait pas être employée :
V Si le sommet du cône auxiliaire était dans le plan horizontal qui contient le point ss\ ou très-près de ce plan , la droite so> serait horizontale ou très-près de cette position, et rencontrerait par conséquent très-loin le plan du parallèle sur lequel on veut obtenir des points de tangence; on serait forcé , dans ce cas, de recourir à des constructions auxiliaires ;
2® Si le parallèle sur lequel on veut obtenir des points de tangence était très-près du cercle de gorge , le sommet du cône auxiliaire serait en dehors des limites de l’épure.
Dans chacun de ces deux cas on pourra opérer de la manière suivante.
719. solution. Méthode des sphères tangentes. Supposons que Ton veuille obtenir les points de tangence qui sont situés sur le parallèle mn, on construira la droite nt
qui touche la section méridienne au point puis on tracera JW perpendiculaire sur ut.
Le point p», provenant de la rencontre de avec l’axe de la surface de révolution, sera le centre d’une sphère qui touchera cette surface suivant la circonférence du parallèle mu.
De sorte que tout plan qui toucherait la sphère en un point de ce parallèle , serait tangent à la surface donnée (667).
Il ne reste donc plus qu’à choisir parmi tous ces plans ceux qui contiennent le point donné.
Or, si on conçoit un cône circulaire qui envelopperait la sphère et qui aurait pour sommet le point ss\ les plans demandés devront toucher ce cône , et par conséquent les points de tangence seront à la rencontre du parallèle mu avec le petit cercle suivant lequel la sphère qui a Ji^ pour rayon sera touchée par le cône auxiliaire (jui a son sommet en SS .
Pour éviter la projection elliptique de ce petit cercle, on rabattra le plan méridien qui contient le point donné, jusqu’à ce que ce point soit parvenu en s” dans le plan du méridien principal.
On construira les deux tangentes s"z.,6"x qui formeront les limites de la ])rojection du cône auxiliaire sur le plan du méridien pq.
On déterminera bien exactement les deux points de tangence z el x , et la corde -zx, qui joint ces deux points , sera la projection sur le plan méridien 05, du petit cercle suivant lequel la sphère est touchée par le cône qui a son sommet en ss'.
De sorte que le point 5, intersection des deux droites mji,zx, sera la projection commune aux deux points de tangence demandés. Il ne reste plus qu’à retrouver la
place que chacun de ces deux points doit occuper sur la surface.
Pour y parvenir, projetons le point 5 sur la trace du méridien oq, et faisons revenir ce méridien dans la position 05, le point 5' viendra se placer en 5” et la droite 5'" — 5'”^ perpendiculaire sur os . sera la corde horizontale qui joint les deux points de tangence demandés. Les projections horizontales de ces points seront déterminées par les intersections de 5”' — 5'^' avec la circonférence qui représente la projection horizontale du parallèle mn.
Les verticales 5^” — 5’^, 5'" — 5'"^ détermineront sur mn les projections verticales des deux points de tangence.
720. Dans l’application des principes que nous venons d’exposer, il ne faudra pas accorder de préférence absolue à l’une des méthodes sur l’autre, et l’on pourra employer successivement chacune d’elles selon que l’on voudra obtenir un point sur un méridien (70^^), sur un parallèle (71 3, 719), ou dans un plan qui serait perpendiculaire au plan de projection et qui contiendrait le point donné (701).
721. Toutes les solutions précédentes auraient été plus simples si l’on avait pris un plan de projection parallèle au méridien qui contient le point donné , parce que les parties vues et cachées de la courbe de contact se seraient confondues sur la projection verticale.
722. Si la surface proposée était du second degré, la courbe de contact serait aussi du second degré ( Géom. analyt.)., et dans ce cas elle se projetterait par une ligne droite sur tout plan qui serait parallèle au méridien dont le plan contient le point donné.
Ainsi ,par exemple , proposons de co/Mf/’wï're un plan tangent à un ellipsoïde de rés^olution par un point situé en
(IcIlovs de cette surface.^ et supposons que le point donné soit situé en s''s"' {fg. 416j, la courbe de contact sera une ellipse projetée sur le plan vertical par la corde zx , le point c , milieu de zx , sera la projection verticale du petit axe dont les extrémités seront déterminées parles intersections delà perpendiculaire abaissée du pointe avec la projection horizontale du parallèle cc"' .
723. Si le point donné était situé en ss\ on ferait tourner le plan méridien qui contient ce point jusqu’à ce qu’il soit parvenu dans la position s''s'” , puis après avoir déduit de cette projection :
1° Le centre c,c\c” de l’ellipse zx;
2° Le diamètre égal à ;
3“ Le diamètre zx\ égal cà la projection horizontale de la corde zx ,
on construira la projection horizontale de la courbe démandée.
Sa projection verticale sera déterminée par la rencontre des verticales élevées par les différents points de l’ellipse d z'n\x\ avec les horizontales passant par les projections des memes points sur la corde zx.
724. Construire un plan tangent à une surface de ré^o-‘ lulion parallèlement a une droite donnée.
Cette question peut être considérée comme un cas particulier du problème précédent. Il suffit pour cela de supposer que le point donné 55' ( //j^. 41 3 , 414 , 415 et 416 ) soit reculé jusqu’à l’infini dans la direction de la droite donnée ; dans ce cas les cônes cjui ont ce point pour sommet et qui enveloppent la surface seront transformés en autant de cylindres parallèles à la ligne donnée; de sorte qu’il ne restera plus qu’à déterminer les courbes suivant lesquelles la surface serait touchée par ces cylindres.
Nous allons indiquer plusieurs solutions qui sont les conséquences naturelles de l’hypothèse qui vient d être admise.
725. 1''® solution. Méthode des plans coupants [fig. 418, Pl‘ 61 ). On coupera la surface par un plan p, parallèle à la droite donnée so,s'o' ; pour plus de simplicité on prendra ce plan perpendiculaire à l’un des plans de projection , et l’on construira la courbe de section aa par l’un des moyens indiqués aux n'’® 672, 675.
On tracera, parallèlement à la droite donnée, toutes les tangentes qu’il sera possible de construire à la courbe obtenue, et l’on déterminera bien exactement les points
de tangence l',l' Ces points satisferont aux conditions
demandées.
On conçoit, en effet, que le plan tangent à fun des
points l,l' contiendrait la tangente correspondante, et
serait par conséquent parallèle à la droite donnée
En coupant de nouveau la surface par d’autres plans, on obtiendra autant de points que l’on voudra.
726. Dans l’exemple proposé , la surface étant annulaire, on obtiendra deux courbes qui ont beaucoup d’analogie avec celles que nous avons trouvées au n® 704-
La première, jnni , contient tous les points de tangence situés sur la portion de surface engendrée par le demicercle ^uz.
La deuxième , n/z, appartient à la partie engendrée par le demi-cercle y^xz.
727. Le plan coupant p détermine quatre points de tangence, savoir ; deux sur la courbe mni et deux sur la courbe nn.
Le plan />', tangent au cercle de gorge, contiendra cinq points de tangence, savoir :
Un sur le cercle de gorge.
Deux sur la courbe mm ,
Deux sur la courbe nn.
Depuis le plan p' jusqu'au ydan p'\ tangent à la courbe nuy chaque section contient six points qui se réduisent à quatre dans le plan p” .
Enfin , du plan p" au plan p'”, chaque section n’en contiendra plus que deux.
Le plan vertical p'" ne déterminera qu’un point de tangence qui sera situé sur le plus grand parallèle de la surface.
728. Les quatre points 2, 2,2,2, devront être vérifiés de toutes les manières possibles. Les droites, menées par ces points parallèlement à la ligne donnée, seront tangentes à la courbe de contact , ce qui n’a lieu pour aucun autre point de la même courbe.
729. Nous n’avons indiqué sur la figure, que des plans coupants verticaux, mais il est évident que l’on peut également faire usage des sections perpendiculaires au plan vertical de projection.
On pourra recourir à ce moyen lorsqu’il restera quelque incertitude sur la position des points cherchés, ce qui aura lieu toutes les fois que dans le voisinage de ces points la courbure de la section auxiliaire sera peu sensible.
On sera dispensé de construire les sections de la surface parles plans coupants auxiliaires, en opérant de la manière suivante :
solution . Méthode des cylindres projetants. On
prendra successivement chaque plan méridien pour plan auxiliaire de projection comme nous Tavons fait au n° 704; de sorte que la question sera réduite à construire parallèlement à la droite donnée , des plans tangents aux cylindres horizontaux qui déterminent les diverses projections de la surface sur les plans des mérifiiens.
Voici Fordre des opérations :
731. La droite donnée (/%. 417) n’étant déterminée que par sa direction , il sera toujours permis de la placer dans le plan de l’un des méridiens de la surface, de sorte qu’elle couperait l’axe en un point oo' , pris à volonté sur cel axe.
On choisira un second point quelconque ss' par lequel Oïl abaissera la droite s — s" perpendiculaire sur la trace du méridien G.
Le point s" ramené en s'" déterminera de sorte que sera la projection de la droite so^s'o sur le plan du méridien G rabattu en B.
Gela étant fait, on construira toutes les tangentes qu’il sera possible de mener à la section méridienne de la surface. Ges lignes seront les intersections du plan G par autant de plans tangents au cylindre horizontal qui déterminerait le contour de la projection sur le plan du méridien G.
Les six points de tangence 1,1,1 — , obtenus par l’opération précédente, seront projetés en U,l'.,...,. sur la trace du méridien B; on les ramènera de là en l'',l" — sur la trace du méridien G, d’où on déduira leurs projections verticales l'",l"M'"
En o[)crant de la meme manière on obtiendra six points sur chacun des méridiens de la surface.
Ges points appartiennent à trois courbes fu/n ^ //// , iiu
PL. Gi. SURFACES DE RÉVOLUTION. 323
que Ton reconnaîtra facilement à l’inspection de la projection verticale de la surface.
L’exactitude du résultat dépendra du soin avec lequel les points de tangence auront été déterminés.
Les tangentes parallèles à la projection verticale s'o' de la droite donnée, détermineront les six points suivant lesquels la surface serait touchée par six plans perpendiculaires au plan vertical de projection et parallèles à la droite so,s'o\
Ces points auront leurs projections horizontales sur la trace du méridien B.
Si on fait tourner le méridien s — A jusqu’à ce qu’il soit rabattu sur le plan du méridien principal , le point s viendra se placer en s" , d’où on déduira s'’\ de sorte que sera la droite donnée, rabattue dans le plan du méridien B.
Cela étant fait, les six tangentes parallèles à s''^o\ détermineront les pojnts suivant lesquels la surface serait touchée par six plans i)arallèles à la droite so,s'o' et perpendiculaires au plan du méridien s — A.
Ces six points, projetés sur la trace du méridien B et ramenés de là dans le plan du méridien s — A, seront les points les plus élevés et les plus bas des trois courbes de contact.
Enfin, si on projette sur le plan horizontal, le plus grand parallèle et les deux cercles de gorge qui,
dans l’exeniple proposé, ont une projection horizontale commune.
Les intersections de ces trois cercles par le plan du méridien D, détermineront six points suivant lesquels la surface serait touchée par six plans verticaux parallèles à la droite donnée. Ces plans seraient tangents aux trois cylindres verticaux qui touchent la surface suivant les pa-
rallèles qui par conséquent devront contenir
les points de tangence déterminés par cette dernière opération.
732. On devra , comme au n® 709 , profiter de la disposition symétrique des plans méridiens.
Ainsi , les points obtenus dans le méridien B , seront reportés à la même distance de Taxe sur la trace du méridien d’où on déduira leurs projections verticales sur les parallèles correspondants.
Les points obtenus dans le méridien G détermineront ceux qui sont placés à la même hauteur dans le plan du ' méridien G'.
733. La solution que nous venons d’expliquer permet d’obtenir les points qui appartiennent à un méridien déterminé, mais si on voulait trouver un point de tangence sur un parallèle il faudrait opérer de la manière suivante.
734. 3® solation. Méthode des cônes tangents. Nous reprendrons encore une fois pour exemple la surface annulaire que nous ne saurions trop étudier, yjuisqu’elle contient les éléments de toutes les autres surfaces de révolution (666).
La droite donnée étant déterminée par ses deux projections s — 0,5' — o' [fig. 419), je suppose que l’on veut obtenir ceux des points de la ligne de contact qui sont situés sur le parallèle ou, du'.
On tracera la droite o'z qui touche au point 0' la section méridienne de la surface.
On fera tourner cette tangente autour de Taxe, et par ce mouvement on engendrera un cône circulaire qui touche la surface donnée dans toute l’étendue du parallèle ou, du,
de sorte que tout plan tangent au cône sera tangent à la surface en un point de ce parallèle.
La question sera donc réduite à construire, parallèlement à la droite donnée , deux plans tangents au cône circulaire engendré par la droite (472). Voici l’ordre des opérations :
1® on tracera la droite" zh\ parallèle à s'o' , cette ligne sera la projection verticale de l intersection des deux plans tangents demandés ;
2° On déterminera le point h'h suivant lequel la droite zh\ zh perce le plan du parallèle que nous prenons
pour la base du cône auxiliaire;
3® On mènera par le point li deux tangentes à la projection horizontale de ce parallèle.
Les deux points de tangence 1,1, déterminés avec toute Inexactitude possible, appartiendront à la courbe cherchée.
Il ne restera plus qu^à obtenir les projections verticales de ces points en élevant les deux perpendiculaires 1 — jusqu’à leur rencontre avec le parallèle
735. Le plan horizontal contient encore deux autres points situés sur le parallèle ac^a'c'. Pour les obtenir on construira la tangente ex que Ton prendra pour génératrice d’un second cône auxiliaire qui toucherait la surface suivant le parallèle ac.,a'c'.
On tracera la droite a^/', parallèle à la ligne oV. Cette ligne xr\ intersection des deux plans tangents au cône auxiliaire qui a son sommet en x, percera le plan horizontal qui contient la base de ce cône en un point rr, par lequel on construira les deux tangentes r — 2, r — 2.
Cette opération déterminera les points 2,2, dont on obtiendra les projections verticales en élevant les perpen-
diculaires 2 — 2', 2 — 2' jusqu'à la rencontre du parallèle aV.
Il ne restera plus qu'à répéter ces opérations pour obtenir autant de points que l'on voudra.
736. Les points les plus élevés des deux courbes s'obtiendront en construisant des tangentes à la section méridienne, parallèlement à la droite s"o' qui représente la ligne donnée so^s^o', rabattue dans le plan du méridien principal.
Ces tangentes sont les génératrices des derniers cônes auxiliaires.
737. 4® solution. Méthode des sphères tangentes. Si nous prolongeons le rayons ed du cercle générateur de la surface jusqu'à sa rencontre avec Taxe, nous obtiendrons un point o\ et la circonférence décrite de ce point comme centre avec le rayon o'd sera la projection d’une sphère tangente à la surface suivant la circonférence du parallèle ac,a!c' \ de sorte que tout plan qui toucherait la sphère en un point de ce parallèle serait tangent à la surface donnée. Il ne reste donc plus qu’à choisir, parmi tous les plans qui satisfontà celte condition , ceux qui seraient parallèles à la droite so^s'o'.
Or, si par le centre de la sphère nous construisons la droite os^ds' parallèle à la ligne donnée, et que nous rabattions cette droite dans le plan du méridien principal, le diamètre nn perpendiculaire sur o’s” représentera dans ce rabattement la projection du grand cercle suivant lequel la spbère auxiliaire est touchée par tous les plans parallèles à la droite 05,oV, rabattue en ds".
Mais le cercle nn et le parallèle a'c\ appartenant tous deux à la sphère , se coupent en deux points qui , sur le
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ra! alternent, se projetîent en un seul point 2", et qui sont les deux points demandés.
11 ne reste plus qu’à faire revenir ces points à la place qu’ils doivent occuper sur la surface donnée.
Pour atteindre ce but , nous remarquerons d’abord qu’ils doivent être situés tous les deux sur le parallèle «c, a'c'.
De plus, le point 2^' étant projeté en 2'” et ramené en 2‘^, sera le milieu de la corde 2 — 2 qui joint les deux points projetés en 2'' sur le rabattement.
EnGn on tracera la corde 2 — 2 perpendiculaire sur os.
Les deux intersections de cette corde avec le parallèle «o, détermineront les projections horizontales 2,2 des points cherchés; leurs projections verticales s’obtiendront en élevant les deux perpendiculaires 2 — 2', 2 — 2'.
738. Le rayon u'e, prolongé jusc|u’à sa rencontre avec l’axe, détermine un point l que l’on prendra pour centre d’une seconde sphère auxiliaire , tangente à la surface donnée suivant la circonférence du parallèle.j^w, v'ii .
La droite mm perpendiculaire sur o's" est la projection sur le plan os , rabattu en ou , d’une partie du grand cercle, suivant lequel la sphère qui a pour rayon lu , serait toucbé(î j)ar tous les plans parallèles à la droite donnée rabattue en o' s” .
La circonférence mm coupera le parallèle ou' en deux points qui se projettent tous deux en l” et qui satisfont aux conditions demandées.
La perpendiculaire l" — l'” détermine l"'qui, ramené en sera le milieu de la corde qui joint les deux points cherchés 1,1 ; on tracera cette corde perpendiculaire sur oSy ce qui donnera sur le parallèle ou les projections horizontales 1,1 de ces points.
Enfin, les deux perpendiculaires 1 — L, 1 — l' donnent les projections verticales l',l'.
739. L'emploi d'une sphère tangente comme surface auxiliaire, serait utile surtout dans le cas où Ton voudrait obtenir un point de tangence sur un parallèle qui serait très -près du cercle de gorge ou du plus grand parallèle, parce que dans ce cas le sommet du cône tangent employé dans la troisième méthode , se trouverait très-loin en dehors de l'épure, et l'on ne pourrait plus construire la droite intersection des deux plans tangents demandés.
740. Il est évident que les opérations précédentes pourraient être simplifiées si on prenait un plan de projection parallèle à la ligne donnée.
C'est uniquement pour exercer, que l'on a choisi une disposition difïérente.
741. Construire un plan tangent à Thyperboloïde de rèsfolution parallèlement a la droite so,s'o^(y/^. 420).
Si on veut obtenir les points de tangence sur un méridien ou sur un parallèle donné , on construira ces courbes et l’on fera pour le reste comme nous l’avons dit aux n'’^ 730, 734 et 737.
Mais si on veut obtenir le point de tangence sur une génératrice ac,a'c\ il faudra opérer de la manière suivante :
Par un point quelconque uu\ pris sur la génératrice donnée, on construira la droite parallèle à la ligne
donnée so,s'd.
Le plan /?,quicontient les deux droites {au,a'u') nV'),
sera le plan tangent demandé.
En effet, la droite ex, parallèle à la trace horizontale du plan P J coupera le parallèle aex en un point x par lequel on pourra toujours construire une droite xz,x'z' qui appartient à la seconde génération de la surface (661).
De plus , ces deux droites se coupant an point mm\ elles
sont situées toutes deux dans le plan p et peuvent être considérées comme les deux tangentes qui déterminent ce plan (629).
Les points m,m! sont les deux projections du point de tangence demandé.
742. L’hyperboloïde de révolution étant une surface du second degré , il résulte du principe que nous avons énoncé au n° 722, que la courbe suivant laquelle cette surface serait touchée par un cylindre ou par un cône, sera ellemême du second degré; de sorte qu’elle se projettera toujours par une ligne droite sur un plan perpendiculaire à celui qui la contient.
Cette remarque peut donner lieu à des abréviations.
743. Par une droite donnée ^ construire un plan tangent a une surface de révolution.
744. U® 5o/Ma‘ow. Étant données la surface A et la droite « {fig. 425, PL 62) , on prendra sur la droite un point quelconque s et l’on construira (700) la courbe vu suivant laquelle la surface serait touchée par le cône qui aurait son sommet en s; il ne restera plus qu’à construire par la droite donnée des plans tangents au cône (471 ).
Pour y parvenir on coupera ce cône par un plan quelconque, et l’on construira la courbe de section zx (475); on déterminera pareillement le point m suivant lequel ce plan coupe la droite «, et l’on tracera les deux droites mz,mXy tangentes à la courbe de section. Chacune de ces tangentes et la droite donnée détermineront un plan qui satisfera aux conditions du problème.
Dans l’exemple représenté sur la fig. 425, il n’y aurait que deux solutions; mais il est évident que pour certaines surfaces de révolution dont la section méridienne
aurait beaucoup de sinuosités, il pourrait y avoir un plus grand nombre de plans tangents.
745. 2® solution. Au lieu d’un cône on pourrait employer un cylindre auxiliaire (|ui serait parallèle à la droite donnée; cela reviendrait à supposer que le sommet du cône est reculé sur cette droite jusqu’à l’infini.
746. 3® solution. On prendra sur la droite donnée a (Jlg. 424) un point quelconque s , et considérant ce point comme le sommet d’un cône qui envelopperait la surface, on construira la courbe de contact ou.
On prendra ensuite sur la meme droite un autre point quelconque t pour sommet d’un second cône qui envelopperait la surface, et l’on construira la courbe de contact zx.
Tous les points communs à ces deux lignes de contact détermineront les plans tangents demandés.
En effet, le plan qui toucherait la surface donnée au point m , par exemple , devrait contenir toutes les tangentes à ce point. Il contiendrait donc la droite ms, qui est une génératrice du premier cône auxiliaire, et qui par conséquent est une tangente de la surface; par conséquent il passerait par le point 5. De plus il contiendrait la droite mt , génératrice du second cône auxiliaire, et passerait par le point t, sommet de ce cône donc il contiendrait la droite st.
747. solution. On pourrait remplacer l’un des cônes auxiliaires par un cylindre parallèle à la droite donnée, ce qui reviendrait à supposer que l’un des deux points est situé à l’infini.
Les moyens de construire les lignes de contact ayant été exposés dans les articles 700 , 701, etc. , je me bornerai à
faire Tapplication des principes précédents à quelques cas particuliers.
748. Supposons qu’il s’agisse {fig. 421) de construire par la droite bb' deux plans tangents à un ellipsoïde de j'éi^olution A,A’, et proposons-nous d’appliquer la solution du n° 744.
Nous admettrons d’abord que le sommet ss’ du cône auxiliaire pouvant être pris à volonté, il sera permis de choisir ce point dans le plan du méridien principal ; de sorte que la courbe de contact se projettera sur le plan vertical par une droite zx (722). Il faut maintenant couper le cône et la droite bb' par un plan quelconque, et construire , par le point où la droite bb' perce le plan , des tangentes à la courbe suivant laquelle ce même plan coupe le cône.
Nous allons chercher quelle doit être la direction du plan coupant pour que les opérations soient les plus simples possible.
Pour résoudre cette partie de la question, concevons le cylindre vertical G, qui touche la surface donnée suivant son plus grand parallèle tr. Les génératrices qui forment les limites des projections du cylindre et du cône auxiliaire , se couperont aux quatre points a' ,a",a' ,a" , qui seront les sommets d’un quadrilatère circonscrit à la projection verticale de l’ellipsoïde.
Nous admettrons que dans un quadrilatère circonscrit a une ellipse ou à un cercle, les cordes qui joignent les points de tangence opposés passent par le point d'intersection des deux diagonales. (Géom. analyt. ).
D’après cela, supposons que les droites zx,tr, a'a' .,a"a" soient les traces de quatre plans perpendiculaires au plan vertical de projection.
La section de l’ellipsoïde et du cône par le plan p"q" sera l’ellipse zx. Le point ee', suivant lequel celte ellipse coupe le parallèle tr, appartient au cylindre j)rojetant G.
Il résulte de là que les deux ellipses suivant lesquelles le cylindre et le cône sont coupés par le plan pq doivent coïncider, puisqu’elles ont un axe commun a'a' , et un point commun en ee\
De plus, cette ellipse, commune aux deux surfaces, étant située sur le cylindre , aura pour projection horizontale la circonférence aa.
La relation précédente serait encore vraie si le sommet du cône auxiliaire était située dans l’intérieur du cylindre G; mais alors les deux courbes ?/’, zx ne se couperaient pas , et l’on ne pourrait plus raisonner de la même manière. Dans ce cas, il serait utile de recourir à l’analyse pour démontrer que la courbe suivant laquelle le plan pq coupe le cône auxiliaire, est en même temps située sur le cylindre G, et se projette par conséquent par un cercle aa.
Ge théorème élant admis, il est évident que la courbe rza, a'a'scTA la directrice la plus simple que nous puissions prendre pour le cône auxiliaire.
L’intersection du plan pq par la droite donnée bb' sera un point mm! par la projection horizontale duquel on construira les deux tangentes mo,mc. Les projections verticales de ces lignes se confondront avec la trace du plan pq. Enfin, chacune de ces tangentes avec la droite donnée, déterminera un des plans tangents demandés par la question.
Les deux points o,c, projetés en o’ et c', détermineront les deux droites (50, 5'o') [sc,s'c') suivant lesquelles les deux plans tangents louchent le cône auxiliaire; et les points
, suivant lesquels ces droites coupent Tellipse zx, sont les poiuts de tangence sur Tellipsoïde.
7if9. 2® solution. On pourra prendre pour directrice du cône auxiliaire la ligne de contact zx ; dans ce cas les plans tangents seraient déterminés par la ligne donnée bb' et par chacune des deux tangentes menées par le point où cette droite perce le plan p"q" .
On pourra éviter la projection elliptique de l’ellipse zx en employant un plan auxiliaire sur lequel cette projection serait un cercle (402).
730. 3® solution. Si on suppose la surface enveloppée par deux cônes auxiliaires (746) , on pourra disposer les opérations de la manière suivante (/%. 423) :
Il sera toujours permis de prendre pour sommet de l’un des deux cônes le point tt' suivant lequel la droite donnée ôè' perce le plan horizontal qui contient le plus grand parallèle de la surface. Dans ce cas la courbe de contact sera une ellipse qui se projettera sur le plan horizontal par la corde cc.
On prendra ensuite pour sommet du second cône auxiliaire le point s's\ suivant lequel la droite bb' perce le plan du méridien principal, de sorte que la seconde courbe de contact aura pour projection verticale la corde cia.
Les points de tangence devant appartenir aux deux ellipses aa,cc (746), doivent se trouver par conséquent sur l’intersection des deux plans u{^p, u^'p' qui contiennent ces courbes.
Ces deux plans, étant perpendiculaires aux plans de projections, sont les plans projetants, de leur intersection qui alors sera projetée par les deux droites iWyiiu.
Tl ne reste donc plus qu’à chercher les points suivant
lesquels cette droite coupe l’une des deux courbes de contact cc,aa.
Nous choisirons la dernière de ces deux lignes, et pour éviter la construction de l’ellipse qui résulterait de sa projection ou de son rabattement , nous chercherons la position du plan sur lequel sa projection serait un cercle (402).
Ainsi, après avoir déterminé le centre o', nous rabattrons le parallèle qui contient ce point, et l’ordonnée o'z sera le demi-petit axe de l’ellipse aa. Nous construirons le triangle rectangle o'a'o en taisant le côté o V de l’angle droit égal à o'z.
De sorte que o’a' étant la projection de o'<2, la droite u"o" sera la trace du plan sur lequel l’ellipse aa se projettera par un cercle.
En faisant tourner ce plan autour de l’horizontale projetante du point , la circonférence a"a" sera la projection de l’ellipse aa sur le plan
Les deux points pris à volonté sur la droite
se projetteront par o" et u" , et le dernier se rabattra en v!" , de sorte que sera la projection de la droite mp», mV' sur le plan auxiliaire u'V".
Les intersections ni"' ,n"' àe avec la circonférence
a"a" , seront par conséquent les deux points de tangence demandés que l’on fera revenir d’abord en m" et n" dans le plan a'V", puis de là sur la courbe de contact aa par les deux perpendiculaires ni'm'., n"u' .
Les projections horizontales ni et n de ces points devront se trouver, sur la seconde courbe de contact cc, sur les droites parallèles à la ligne AZ et qui repré-
sentent les projections des arcs de cercles et des lignes projetantes parcourus par ces points; enfin sur les droites perpendiculaires à la ligne AZ.
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751. Construire un plan tangent à une surface de réi^olution et parallèle à un plan donné.
Soient ( fig. 422) le plan p donné et AA' la surface donnée ; construisons la droi te ac, a'c perpendiculaire au plan donné, il ne restera plus qu’à choisir, parmi tous les plans perpendiculaires sur ac,a'c'j celui qui serait tangent à la surface donnée.
Pour satisfaire à cette dernière condition, concevons la droite ac,a'c\ rabattue en de" dans le plan du méridien principal, la tangente su, perpendiculaire sur o!c'\ représentera dans ce rabattement Fint*ersection du plan cherché par le plan méridien ac; nous ferons revenir la droite su dans ce méridien , ce qui nous donnera le point i" par lequel nous construirons la trace horizontale du plan demandé p\
Ce plan devant contenir le point s, sa trace verticale sera facile à déterminer. De plus, cette trace verticale devra être parallèle à celle du plan p^ et par conséquent perpendiculaire sur a'd .
Le point de tangence m", étant ramené dans le plan du méridien ac, deviendra mni . La droite me, m'z, perpendiculaire sur le plan p\ sera la normale et sera parallèle h la droite donnée ac,dc' .
752 Dans l’exemple que nous avons choisi il y aurait un second plan tangent au point nîi .
753 Pour certaines surfaces de révolution il pourrait y en avoir davantage. 11 est évident qu’il y aura autant de solutions que l’on pourra construire de tangentes à la section méridienne perpendiculairement à la droite de" .
754. Projection oblique des surfaces de réi^olution. Lorsqu’on veut exécuter un solide de révolution, il faut
le projeter de la manière la plus simple, et dans ce cas on doit prendre un plan de projection perpendiculaire à son axe; mais lorsqu'il est nécessaire de projeter le corps dans une position inclinée, les opérations deviennent plus difficiles.
755. Les dessinateurs se contentent ordinairement dans ce cas de concevoir la surface coupée par un certain nombre de plans perpendiculaires à son axe. Chaque section circulaire a pour projection une ellipse, et la courbe tangente à toutes ces ellipses forme le contour de la projection.
Cette manière d’opérer convient évidemment pour les arêtes circulaires de la surface; mais pour les autres parties, elle ne donne le contour de la projection que d’une manière approximative, et laisse de l’incertitude sur la position de certains points singuliers dont nous parlerons bientôt.
756. Pour ne pas augmenter, sans nécessité, le nombre des planches, nous choisirons un exemple qui contienne à peu près toutes les variations de courbure, et nous proposerons dans ce but de construire les deux projections du balustre dont la section méridienne est projetée {fig. 427,
Les données sont:
1“ La section méridienne dont nous venons de parler;
2° Les deux projections ac^a'c' de Taxe de la surface.
Voici quel doit être l’ordre des opérations.
757. Projection auxiliaire {jig. 427). On commencera j)ar construire la section méridienne sur un plan vertical AZ', parallèle à la droite ae,a'c' .
Pour obtenii' rinclinaison de cette projection, il suffira de projeter deux points quelconques de la ligne ac,a!c\
On projettera ensuite la surface sur un plan perpendiculaire à son axe, et l’on rabattra cette nouvelle projection 430 ).
Quand l’épure sera disposée comme nous venons de le dire , on commencera les opérations nécessaires pour déterminer les deux projections obliques.
758. Projection horizontale [Ji§. 428). Les limites de cette projection étant les traces des surfaces cylindj^iques perpendiculaires au plan horizontal et tangentes à la surface donnée, la question se réduit à l’application des principes exposés aux n"® 724 , 725 , etc.
opération. Par un point quelconque o'\ pris à volonté sur Taxe a"c" {fig^ 427), on construira la droite o'V, perpendiculaire au plan horizontal AZ'.
La projection de cette droite sur la Jig, 430, sera o'”u.
2® opération. On déterminera sur les deux projections 427 et 430 toutes les courbes suivant les(juelles les différentes parties de la surface donnée seront touchées par autant de surfaces cylindricjues parallèles à la droite oV, o'"u , et par conséquent perpendiculaires au plan horizontal de projection.
Ces courbes sont au nombre de trois, savoir : la première mn , sur la portion de surface qui forme le col du balustre; la seconde courbe zx est située sur la partie convexe de la surface, et la troisième w’ appartient à la scotie.
Ces trois courbes ont beaucoup d’analogie avec celles que nous avons obtenues sur la surface annulaire, et devront par conséquent être construites par les principes exposés aux n°* 724, 725, etc.
Les trois courbes dont nous venons de parler étant coupées symétriquement par le plan méridien les parties vues et cachées de ces courbes se confondront sur la projection 427.
739. Dans l’exemple qui nous occupe, nous avons supposé que la zone convexe du balustre était une portion d’ellipsoïde de révolution, d’où il résulte que la ligne de contact est une courbe plane, et par conséquent se projettera sur la fig. 427 par une ligne droite zx.
760. Quand les trois courbes précédentes seront obtenues sur les deux projections 427 et 430, on fera tourner cette dernière figure pour la ramener dans la position de la fig. 431^ et tous les points du contour de la projection horizontale de la surface seront alors déterminés par les intersectioîis de deux systèmes de lignes, les unes ])arallèles, les autres perpendiculaires à la ligne AZ' et menées par les points correspondants des deux 427 et 431.
761. Points de rehroussement. Les projections horizontales des courbes , situées sur le col du balustre et sur la scotie, contiennent chacune quatre points de rebroussement; pour mieux faire comprendre la forme de ces courbes, on les a transportées (/%. 432).
762. On pourra trouver singulier qu’il y ait sur la projection horizontale des points de rebroussement qui n’existent pas sur la projection verticale correspondante, mais cela est très-facile à concevoir; en efiet, si la courbe ellemême contenait un ou plusieurs points de rebroussement , on devrait s’attendre à retrouver des points analogues sur toutes les projections de la même courbe; mais ici , aucune des deux courbes dont il s’agit ne contient de points de
cette espèce, et ceux qui existent sur leurs projections horizontales, proviennent de ce que, pour ces points, la perpendiculaire projetante, parallèle à oV,o"'m, se confond avec la tangente à la courbe.
Supposons, par exemple, que Ton ait obtenu (/%. 429) les deux projections d’une courbe à double courbure aoa^ la droite hh étant la tangente au point o. Si l’on tire les (leux extrémités a, a en les écnrtant Tune de l’autre comme pour rectifier la courbe, on lui fera prendre la forme indiquée par les deux projections a!a\ et la tangente deviendra b'h\
Or, par suite du mouvement de rotation de la tangente il j)eut J avoir un instant où cette ligne étant perpendiculaire au plan vertical, sa projection sur ce plan se réduit à un point.
Les deux projections de la courbe deviennent alors a” a!' y et le point de rebroussement o" est la projection verticale de la tangente.
763. Ainsi , les points de rebroussement de la projection horizontale (yîg. 428 ) sont les projections des points suivant lesquels les deux courbes m/z,p'r, sont touchées par des parallèles à la droite o"ii,o'”u [Jig- 427, 430).
Il est essentiel de déterminer ces points avec toute l’exactitude possible sur les quatre projections 427, 430, 431 et 428, et de s’assurer qu’ils sont bien liés entre eux par les lignes de projection correspondantes; s’il y avait quelque irrégularité à cet égard, cela indiquerait une erreur dans la construction des courbes; il faudrait alors en chercher la cause et la faire disparaître. Ces vérifications ont été conservées sur l’épure, pour les points 1 et 2 seulement.
764. Les projections horizontales des arêtes circulaires se construiront comme nous l’avons dit au n® 406.
765. Projection \^erticale ( Jig. 426). Le contour de cette ])rojcclion se compose des traces des divers cylindres tangents, perpendiculaires au plan vertical de projection ou parallèles à une droite qui serait elle-même perpendiculaire à ce plan. Voici quel sera Tordre du travail.
opération. La droite os , perpendiculaire au plan vertical de projection, se projettera sur ce plan par un seul point o\ et sur le plan auxiliaire (/%. 427) par la droite oV, parallèle cà A Z'.
Pour avoir la projection delà même droite sur les deux fig. 430 et 431 , on construira les deux triangles rectangles qui ont pour côtés s'”G=zs"e' {fig. 427) et o"'e=oh (./%• ^28).
L’hypoténuse o'V^' sera la projection de la droite os, o”s” sur les plans des fig. 430 et 431 , perpendiculaires à Taxe du balustre.
2® opération. On déterminera sur les fig. 427 et 430 les courbes suivant lesquelles les surfaces de révolution du balustre sont touchées par des plans parallèles à la droite o"s'\o'"s'” (724 et 725).
Ces lignes seront les directrices des cylindres projetants, perpendiculaires au plan vertical de projection.
3® opération. On reportera les courbes précédentes de la fig. 430 à la fig. 431, et leurs projections horizontales seront déterminées, sur la fig. 428, parles intersections des lignes de ])rojection parallèles et perpendiculaires à AZ', menées par les points correspondants àes fig. 427 et 431.
4® opération. Quand on aura construit avec beaucoup d’exactitude, sur la fig. 428, les projections horizontales des trois courbes de contact, il ne restera plus qu’à obtenir leurs projections verticales sur la fig. 426.
Pour y parvenir, on élèvera des perpendiculaires à la ligne AZ par tous les points de la projection horizontale, et la hauteur de chacun de ces points sera donnée par sa projection auxiliaire {fig. 427).
766. Les projections verticales des deux courbes , situées sur le col du halustre et sur la scotie, ont chacune quatre points de rebroussement qui sont les projections des points suivant lesquels chacune de ces courbes est touchée par des droites parallèles à la ligne 05,0^5", et par conséquent perpendiculaires au plan vertical de la fig, 426.
Il sera donc essentiel de vérifier la position de chacun de ces points sur les cinq projections 427, 430, 431 , 428 et 426.
767. Les arêtes circulaires du halustre se projettent sur la Jig, 426 par des ellipses semblables.
Les diamètres de ces ellipses se déduiront facilement de leurs projections horizontales.
On remarquera que pour chaque ellipse, le grand axe est perpendiculaire à la droite a!c' .
On peut, connaissant le grand axe et un point, construire avec beaucoup de précision Tune de ces ellipses; puis après avoir déterminé le second axe, on obtiendra les axes de toutes les autres ellipses en opérant comme au n“ 415.
Les projections d’un même cercle sur les deux /%. 426 et 438 doivent être touchées par les mêmes droites perpendiculaires à la ligne AZ.
768. Si Ton a de la place, on peut employer une seconde projection auxiliaire , perpendiculaire au plan vertical de projection et parallèle à la droite a'd.
Gela dispensera de construire sur la projection horizontale les courbes suivant lesquelles la surface est touchée par les cylindres projetants, parallèles à la droite
769. Si au lieu de construire les plans tangents parallèlement à une droite donnée, on les avait fait passer par un point, les courbes obtenues dans ce cas auraient déterminé le contour de la figure suivant laquelle on apercevrait la surface si Toeil coïncidait avec le point donné.
Cette question, qui se rattache à la perspective, trouvera plus tard sou application.
770. Construire r intersection d’une surface de résidution par une droite (//^. 434, PL 64).
1^® solution. On coupera la surface par un plan p, contenant la droite donnée bb' et perpendiculaire au plan vertical de projection.
La projection horizontale odue de la courbe de section pourra être obtenue en opérant comme nous l’avons dit au n° 634.
Les deux points npi., suivant lesquels cette courbe est rencontrée par la projection b de la droite donnée , seront les projections horizontales des points cherchés.
Les projections verticales n\n\ de ces points, seront situées sur la trace verticale du plan auxiliaire p.
On fera bien , comme vérification , de construire les parallèles correspondants à ces points.
771 . 2® solution. Si la projection horizontale de la droite donnée rencontrait celle de la courbe de section, suivant des angles trop aigus, on rabattrait le plan auxiliaire/? autour de sa trace horizontale.
Par suite de ce mouvement, la courbe deviendra ito"(:i?W',
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et serait reiK'ontrée par la droite L" en deux points qui, ramenés dans le point donneront nn,n'ii pour les projections des points demandés.
772. 3° solution. Toutes les fois que la courbe de section de la surface donnée, par le plan auxiliaire, sera une ellipse, on pourra éviter la projection et le rabattement de cette courbe, en la projetant sur un plan p\ incliné de manière que la projection soit une circonférence de cercle. On obtiendra la direction du plan p' en construisant le triangle rectangle o'xu\ dans lequel le côté lîx est égal au petit axe de de l’ellipse du' (1^02).
Le plan p' étant rabattu autour de sa trace liorizontîde, la courbe de section se projette dans ce rabattement par la circonférence ir, et les intersections de celte lii^iie par la droite b'" déterminent les deux points cherchés n'" ,d" , qui , ramenés d’abord dans le plan p'et de là dans le plan p, deviennent n'ji^n'n.
773. 4® solution. On peut employer, comme surface auxiliaire, un hypcrboloïde de révolution engendré par la droite donnée, et qui aurait le meme axe que la surface donnée {fig- 433).
En amenant successivement la droite donnée bb' dans les deux plans verticaux pp et p'p' , on aura les asymptotes ce', i/d' du méridien principal. 11 sera facile (277) de construire une partie xs'u de ce méridien , puistjue l’on connaît les asymptotes et le point 55' du cercle de gorge dont le rayon 05 est égal à la perpendiculaire os" , abaissée du point o sur la projection horizontale bb de la droite donnée.
La surface donnée sera coupée par l’hyperboloïde auxiliaire suivant les parallèles zx.,^u (6G9), et les intersections m'nide ces deux cercles, par la droite bb’ , seront les points demandés par la question.
774. Dans quelques cas [îarticuliers les opérations peuvent être plus simples. Ainsi, par exemple (y/g-. 434).
Si la projection horizontale de la droite donnée, passait par le point i, on en conclurait que cette ligne rencontre Taxe, et dans ce cas, on emploierait comme surface auxiliaire le plan méridien is. Ce plan couperait la surface donnée suivant une section méridienne dont l’intersection m'm, avec la droite is,i's\ serait le point demandé.
Il est évident que l’on serait dispensé de construire la section méridienne en rabattant la droite donnée en zVy cette opération donnera ni"', qui, ramené dans le plan iSj deviendra m'm.
775. Enfin, si la droite donnée était située dans un plan perpendiculaire à Taxe, on emploierait ce plan comme surface auxiliaire, et, dans ce cas, la courbe de section serait un cercle.
776. Construire V intersection d'une surface de résolution par une courbe quelconque.
l*"® solution. On pourra employer {fig. 434) comme surface auxiliaire l’un des cylindres projetants de la courbe donnée a,a! . L’intersection avec la surface donnée, se construira en élevant des perpendiculaires par les points où la projection a de la courbe donnée rencontre les projections des parallèles de la surface.
Les intersections de la courbe \^'y avec a! donneront les points cherchés z'z.
777. 2® solution. On peut employer (//g. 433) comme surface auxiliaire une seconde surface de révolution ayant le même axe que la surface donnée.
En opérant comme nous l'avons dit au n® 6i8 , on construira la partie de méridien l' — 2' — 3'. Les intersections de cette courbe avec le méridien principal de la surface donnée détermineront les deux parallèles communs x'n! et r'ji' , et les points cherchés n'n résulteront de la x'encontre de ces parallèles avec la courhe donnée
Section d'une surface de résolution par un plan oblique.
778. On emploiera comme surfaces auxiliaires des plans perpendiculaires à Faxe de la surface de révolution. Soit {Jig. 435) la surface annulaire A, A', et le plan B. Un plan horizontal p coupera la surface suivant deux cercles (c,c') (c,c'), et le plan donné suivant la droite aa! . Cette droite
coupera les deux cercles en quatre points {m,m!)
qui satisferont à la question proposée. Un second plan horizontal donnera quatre nouveaux points , et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on ait obtenu un nombre de points suffisant pour construire correctement la courbe de section.
779. Il ne faut pas oublier que nous raisonnons toujours ici d'une manière générale; mais dans l'exécution de l’épure il se présente souvent des circonstances particulières qui engagent à modifier le principe et à recourir à des constructions auxiliaires. Ainsi, dans l'exemple proposé, lorsqu’on arriverait dans le voisinage des points uii et ss' , les intersections se feraient suivant des angles trop aigus. Dans ce cas , on pourrait employer comme auxiliaires des plans verticaux passant par l’axe de la surface donnée : ces plans couperont la surface suivant des sections méridiennes dont on évitera la projection en les rabattant autour de l’axe. C’est ainsi que les points {uil) {wd) ont été déterminés. Le premier de ces points est le plus élevé et le second est le plus bas de la courbe d'intersection. Un plan
vertical p” a coupé la surface donnée suivant une section méridienne qui, en tournant autour de Taxe, est venue se confondre avec la projection verticale o” du méridien principal. La droite provenant de l’intersection du plan B et du plan auxiliaire p" est venue se rabattre en a", et Tintersection de cette ligne a" avec la section méridienne c" a donné deux points s',z', qui, projetés horizontalement en 5, Z, et ramenés dans le plan ont déterminé les points Les points xx\oo\ situés dans
le plan méridien p'” , orit été déterminés de la même manière.
Ainsi , on devra employer la première méthode quand on voudra obtenir un point sur un parallèle de la surface , et Ton emploiera la seconde quand il s’agira de trouver un point sur un méridien.
780. On peut quelquefois trouver dans la définition ou dans les propriétés de certaines surfaces des moyens d’exécution particuliers. Ainsi .par exemple, s’il s’agissait de construire (/%. 436) la section de l’hyperholoïde par le plan B, on pourrait, comme précédemment, faire usage de plans perpendiculaires à l’axe ou de plans méridiens ; mais on pourrait encore employer des plans coupant l’hyperboloïde, suivant les génératrices de cette surface. Ainsi , pour obtenir le [)oint Çmtn'), on a construit un plan po'p coupant l’iiyjierboloïdc , suivant la génératrice et
le plan B suivant la droite hb'; l’intersection de ces deux lignes a donné le point il est évident que cela
revient h chercher la suite des points suivant lesquels le plan B est percé ])ar chacune des droites génératrices de l’hyperholoïde (70).
Les joints (n,n')(s,s') ont été déterminés par le plan horizontal p'.
Enfin , en faisant une section par un plan méridien
perpendiculaire au plan B, et rabattant cette section comme nous Pavons fait dans l’épure précédente, on obtiendrait le point le plus élevé et le point le plus bas de la courbe.
Intersection des surfaces de résolution et des cylindres , cônes et sphères.
781. Intersections d'une surface de résolution et d'un cylindre.
On emploiera comme surfaces auxiliaires des cylindres parallèles au cylindre donné, ayant pour directrices les parallèles de la surface de révolution. Ainsi, par exemple {fig. 437, PL 65), la circonférence du cercle dont la projection verticale est ciU étant prise pour directrice d’un cylindre parallèle au cylindre donné , la trace horizontale de ce nouveau cylindre sera une circonférence ayant son centre en J, et pour rayon du = c’h> ; les points XyS, suivant lesquels se rencontrent les traces des deux cylindres, détermineront deux lignes droites communes aux surfaces de ces cylindres , et les intersections de ces droites avec le cercle ab,a!b\ feront connaître les deux points m'm de la courbe demandée. On obtiendra par ce moyen autant de points que l’on voudra.
Les traces des cylindres auxiliaires auront tous leurs centres sur une meme droite zc ., parallèle à la projection horizontale du cylindre donné , et passant par le point où l’axe de la surface de révolution perce le plan horizontal.
Si l’on prend le milieu de chacun des arcs de cercle qui résultent des intersections de la trace du cylindre donné avec les traces des cylindres auxiliaires , on obtiendra une courbe on qui aboutira sur la trace du cylindre donné en un point o. La droite oz normale à ce point dé-
terminera en z le centre de la trace horizontale du cylindre auxiliaire sur la surface duquel se trouve le point le plus élevé de la courbe.
Le point le plus bas se déterminera en prolongeant la courbe de l’autre côté, jusqu'au point n, par lequel on mènera une normale ns, et le point ^ sera le centre de la trace du cylindre auxiliaire qui détermine le point le plus bas.
78â. Intersection dune surface de résolution asec lui cône.
On emploiera commesurfaces auxiliaires des cônes ayant le même sommet que le cône donné, et pour directrices les parallèles de la surface de révolution. Ainsi [fig- 438), le cercle dont la projection verticale est a'b' , étant pris pour la directrice d’un cône dont le sommet serait (5,5'), la trace horizontale de ce cône sera une circonférence de cercle dont le centre sera déterminé par l’intersection de la droite sc^s'c’, avec le plan horizontal, et qui aura pour rayon du = du'. Cette circonférence coupera la trace du cône donné , suivant deux points p», x ; en joignant ces points avec le sommet commun des deux cônes, on obtiendra deux droites dont les intersections avec le cercle ab^db' appartiendront à la courbe demandée.
Il n’y aura plus qu’à recommencer cette construction pour avoir de nouveaux points de la courbe : les traces des cônes auxiliaires auront tous leurs centres sur la ligne les points extrêmes de la courbe se détermineront comme dans l’épure précédente.
783. L’exécution de ces épures suppose que la surface de révolution est projetée sur un plan perpendiculaire à son axe; s’il en était autrement, et que cette surface
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fut donnée dans une position inclinée, on commencerait par la projeter sur un plan auxiliaire perpendiculaire à Taxe, ce qui ramènerait la question au cas précédent.
78i. Intersection d’une surfaee de révolution et d’une sphère.
On placera Taxe de la surface de révolution perpendiculaire au plan horizontal , et l’on prendra le plan vertical de projection parallèle au plan qui contiendra le centre de la sphère et l’axe de la surface donnée.
L’épure étant ainsi disposée , on emploiera , comme surfaces auxiliaires, des sphères ayant leurs centres sur l’axe de la surface donnée. Chaque sphère auxiliaire coupera la sphère donnée et la surface de révolution suivant des cercles perpendiculaires au plan vertical, et qui, par conséquent, se projetteront sur ce plan par des lignes droites. Les intersections de ces droites feront connaître les points de la courbe cherchée. Ainsi, par exemple (/%. ^39), la sphère dont le centre est en c\ et qui a pour rayon c'a', coupera la surface de révolution suivant deux cercles projetés sur le plan vertical par les droites a^d' Jilé , et la sphère donnée, suivant un cercleront la projection verticale sera iiin' ; l’intersection de ce dernier cercle avec les deux cercles c'd' Jélx ,, donnera quatre points qui seront projetés verticalement, deux au point o' et les deux autres en a'. Pour avoir les projections horizontales de ces memes points , on projettera horizontalement les deux cercles a'c?',/i'A', et l’on abaissera les deux perpendiculaires o'o,a'a. Une seconde sphère auxiliaire fera connaître quatre nouveaux points, et ainsi de suite.
Pour plus de symétrie dans la construction de l’épuré, on a pris les sphères auxiliaires concentriques, mais on pouvait s’en dispenser ; la seule condition essentielle ici , étant
que les centres de ces sphères soient placés sur Taxe de la surface de révolution.
785. Les mêmes moyens pourraient être employés pour tromper la courbe de pénétration de deux surfaces de ré’solution dont les axes se couperaient ^ mais , dans ce cas, après avoir choisi un plan vertical de projection parallèle au plan qui contiendrait les deux axes, il faudrait nécessairement prendre le point d’intersection de ces axes pour centre des sphères auxiliaires 5 et si dans l’exemple précédent nous avons pu prendre pour centre , tel point de Taxe que nous avous voulu, c’est parce que la sphère pouvant être considérée comme surface de révolution dans tous les sens , le point que nous avions choisi pouvait toujours être regardé comme l’intersection des deux axes.
Il résulte de ce qui précède que, pour avoir l’in
tersection d’une surface de révolution avec un cylindre, on pourra employer des cylindres comme surfaces auxiliaires; pour l’intersection avec un cône on emploiera des cônes, et pour l’intersection avec la sphère, on fera usage de sphères. ^
787. Il est bien entendu, comme nous l’avons déjà dit, que si , par suite de la disposition particulière des données, quelques points n’étaient pas déterminés avec assez de précision, il faudrait avoir recours à d’autres moyens, comme, par exemple, des plans parallèles au plan horizontal ou au plan vertical. Si l’on emploie des plans perpendiculaires à l’axe de la surface de révolution, on aura l’avantage de couper cette surface suivant des cercles; de sorte qu’il n’y aura plus qu’à construire les lignes suivant lesquelles ces mêmes plans couperont la seconde surface.
788. Dans le cas de Tintersection avec une sphère, des plans perpendiculaires à Taxe de la surface de révolution couperont les deux surfaces suivant des cercles. Il en serait de même s’il s’agissait de deux surfaces de ré^olutio?i dont les axes seraient parallèles .
789. Chacun des trois moyens de solution que nous venons d’exposer peut être employé à la recherche de la courbe provenant de la section d’une surface de révolution par un plan. Il suflit de considérer successivement cette dernière surface comme un cylindre ou un cône dont les directrices seraient droites, ou comme la surface d’une sphère dont le rayon serait infini.
790. Dans le premier cas {fig, 4-40) on supposera que le plan donné est une surface cylindrique qui a pour directrice la trace horizontale \^x et pour génératrice la trace verticale
Cette dernière ligne déterminera la direction des cylindres auxiliaires qui auront pour directrices les dilférents parallèles de la surface donnée.
Ainsi , le cylindre qui contiendrait le parallèle ac^a'd aurait pour trace horizontale la circonférence a!'c” ; les intersections de cette courbe avec la trace \^x du plan donné détermineront les deux droites parallèles h la
trace verticale et les intersections de ces droites avec le parallèle ac,a'c’ feront connaître les deux points cherchés mm! .
791 . Si on considère le plan donné comme un cône dont la directrice serait une ligne droite, on pourra prendre pour sommet le point 55', suivant lequel ce plan est percé par l’axe de la surface donnée.
Dans ce cas, les cônes auxiliaires ayant pour directrices
les différents parallèles de la surface donnée seront droits et à bases circulaires.
On n’a construit sur l’épure que celui de ces cônes qui déterminerait le point le plus bas et le plus élevé de la courbe demandée.
Sa trace horizontale uu" doit être tangente à la trace p’.r du plan donné.
Au lieu de construire la projection verticale de la génératrice si(!\ on a préféré rabattre cette ligne dans le plan du méridien su.
792. Enfin , si on voulait considérer le plan donné comme la surface d’une sphère dont le rayon serait infini , il faudrait employer un plan auxiliaire de projection vertical et perpendiculaire au plan donné : pour le reste on agirait comme au n® 784.
793. Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes ne se rencontrent pas.
On prendra l’un des plans de projection perpendiculaire à l’axe de l’une des deux surfaces données, et le second plan de projection parallèle aux deux axes.
Supposons, par exemple {fig. 441, PL 66), que la surface AA' soit perpendiculaire au plan horizontal, la projection de cette surfa.ce sera limitée par celle de son plus grand parallèle , et sa projection verticale sera une section méridienne.
La surface inclinée BB' étant également parallèle au plan vertical, sa projection, sur ce plan, se composera d’une section méridienne, et pour construire la projection horizontale, il faudra opérer comme nous l’avons dit au
Cela étant fait , on coupera les deux surfaces par un plan
auxiliaire que nous supposons ici parallèle au plan vertical de projection.
La section de la surface AA' par le plan auxiliaire pp sera une courbe asa ; la section de la surface BB' se compo' sera des deux courbes zvz, et les intersections de ces dernières lignes par la courbe asa donneront les quatre points u,ii , qui devront faire partie des courbes de pé-
nétration demandées (G35).
La section des deux surfaces par un second plan auxiliaire déterminera c[uatre autres points.
Un troisième plan auxiliaire en donnera encore quatre, et ainsi de suite.
79/i'. Avant daller plus loin, il est nécessaire d’entrer dans quelques détails sur la construction des courbes asa^zvz.
La première de ces deux lignes ne présentera aucune dilliculté, puisqu’il suffira d’élever des perpendiculaires à la ligne AZ, par les points où la trace pp du ])lan auxiliaire rencontre les projections horizontales des parallèles que l’on aura du établir d’avance sur la surface AA'.
Pour faciliter la construction des deux courbes zk^z , il faudra également établir un certain nombre de parallèles sur la projection verticale de la surface BB',
Mais pour éviter la construction des ellipses qui représenteraient les projections horizontales de toutes ces circonférences de cercles, on les projettera sur un plan auxiliaire qp\ perpendiculaire à l’axe de la surlace inclinée BB', puis on rabattra cette nouvelle projection B" en la faisant tourner autour de l’horizontale projetante du point q , ou de tout autre point pris à volonté dans le plan qp' .
Les parallèles de la surface BB' seront représentés sur
la nouvelle projection B" par des cercles concentriques, et les intersections de ces circonférences par la trace pp du plan auxiliaire feront partie de la courbe cherchée. Il ne restera donc plus qu’à faire revenir tous ces points à leur place.
Pour y parvenir, on les projettera d’abord sur le plan horizontal (jp" que Ton fera revenir dans la position qp\ d’où chacun des points cherchés devra être ramené par une perpendiculaire au plan qp\ sur le parallèle auquel il doit appartenir. Ainsi, le point m, projeté en m' , viendra se placer en d’où on déduira sa projection verticale m"\
795. Pour plus d’ordre on fera bien de numéroter les parallèles sur les deux projections B' et B”, et l’on diminuera le travail en choisissant de préférence ceux qui ont des rayons égaux , afin qu’ils aient une projection commune sur la Jig. B".
796. On devra aussi choisir la position des plans coupants auxiliaires, de manière à obtenir les poins les plus essentiels des deux courbes de pénétration. Ainsi , par exemple , si on veut obtenir les points suivant lesquels ces courbes touchent le méridien principal de la surface AA', on coupera les deux surfaces par le plan vertical p'p' qui contient l’axe de cette surface.
Le plan p"p'' déterminera les points situés sur la section méridienne de la surface BB'.
797. La ligne n'o'ji' étant la projection verticale des deux courbes nen (758), les cylindres projetants de ces lignes pourront être employés comme surfaces auxiliaires.
Les courbes provenant de l’intersection de ces cylindres avec les parallèles de la surface AA' couperont la ligne
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n'o'îi' en quatre points dont les projections horizontales appartiendront au contour de la projection horizontale B.
798. Surface du second degré. Dans tout ce qui précède nous avons raisonné cFune manière générale, afin que les opérations indiquées puissent convenir à toutes les surfaces de révolution, quel que soit le contour de leurs sections méridiennes.
Mais , dans quelques cas particuliers , il sera possible de simplifier les opérations.
Supposons, par exemple, que les deux surfaces données soient un paraboloïde et un hyperboloïde de révolution , les sections de ces deux surfaces par les plants coupants auxiliaires seront des courbes du second degré, qui pourront, par conséquent, être construites ou au moins vérifiées par leurs propriétés géométriques.
De plus , si on emploie , comme cela est le plus simple , des plans parallèles entre eux, toutes les lignes suivant lesquelles ces plans couperont une même surface seront semblables entre elles.
Toutes les sections dans Thyperboloïde auront pour asymptotes communes les deux droites xdx qui sont les asymptotes de la section méridienne principale, et cette propriété sera d’autant plus commode qu’il suffira de connaître un point de chaque section pour être en état de la construire promptement (277).
799. Une autre propriété déjà citée des courbes du second degré facilitera le tracé de la projection horizontale de la surface inclinée; c’est que la courbe suivant laquelle cette surface est touchée par le cylindre projetant qui l’enveloppe, doit être plane, et qu’elle se projettera par conséquent sur le plan vertical par une ligne droite.
Cette courbe est une hyperbole, et si on pouvait en construire les asymptotes , la projection horizontale ne présenterait plus aucune difficulté
800. Pour obtenir ce résultat, nous rappellerons que si on faisait tourner autour de Taxe cTi de la surface inclinée l’une des asymptotes xo'x de la section méridienne, on engendrerait le cône circulaire asymptote de cette meme surface (665).
Les génératrices formant les limites de la projection horizontale de ce cône seraient les asymptotes de Thyperbole qui limite la projection horizontale de la surface.
De là résulte la construction suivante :
U® opération. La droite vt, perpendiculaire sur l'asymptote xo'x, coupera l’axe ck en un point t qui sera le centre de la sphère inscrite dans le cône asymptote ; les deux circonférences bb,dd seront les projections de cette sphère.
Enfin , les droites hoh, tangentes à la circonférence dd, et limites de la projection horizontale du cône, seront les asymptotes de l’hyperbole formant le contour de la projection horizontale de la surface BB'.
On se rappellera (497) que les points de tangence i^i peuvent être déterminés par la perpendiculaire abaissée du point i', suivant lequel la sphère est touchée par les deux plans verticaux tangents au cône asymptote.
801. Dans quelques occasions où l’on n’aurait pas d’autre but que d’ajuster deux surfaces de révolution, on pourrait se dispenser de construire la projection horizontale de la surface inclinée^ les projections B' et B” de celte surface suffisant , avec celles de la surface A , pour
déterminer tous les points des deux courbes de pénétration.
802. Intersection de deux ellipsoïdes de résolution A et B ( Jig. kkk).
On concevra (/%. la sphère G, enveloppée par deux ellipsoïdes h! et B', semblables et parallèles aux surfaces données. Ces deux surfaces auront un axe commun projeté par le point o et qui sera égal au diamètre de la sphère inscrite. De plus elles se pénétreront suivant deux ellipses qui auront pour projection les droites aa, ce.
Or, les deux ellipsoïdes A' et B' étant parallèles et semblables aux ellipsoïdes données A et B, il en résulte que si on coupe ces dernières surfaces par des plans tels que pq', parallèles à celui qui contient l’ellipse aa , on obtiendra pour sections des ellipses semblables et parallèles à cette dernière courbe, et Ton pourra toujours trouver un plan de projection sur lequel toutes ces ellipses se projetteraient par des cercles (402).
803. On arriverait au même but en coupant les deux surfaces données par des plans parallèles à celui qui contient l’ellipse ce.
On choisira celui de ces deux systèmes de plans coupants qui donne les meilleures intersections.
804. Il n’est pas nécessaire que les centres des deux ellipsoïdes auxiliaires coïncident avec celui de la sphère inscrite; il suffit que ce dernier point soit à l’intersection des deux axes. Cela est une conséquence du théorème suivant, dont la démonstration ne peut être placée convenablement que dans un traité de géométrie analytique.
Toutes les fois que deux courbes du second degré sont tangentes a une même circonférence , de manière quelles
forment par leur intersection un quadrilatère circonscrit., les diagonales passant par les sommets opposés de ce qiiadrilatère curviligne , et les cordes qui joignent deux à deux les points de tangence opposés , se coupent en un même point.
Le théorème cité au n” 748 n’est qu’un cas particulier de celui que nous venons d’énoncer, parce que les côtés rectilignes du quadrilatère circonscrit peuvent, dans ce cas, être considérés comme des variétés de courbes du second degré.
Il résulte de ce qui précède que si la parabole A" et
l’hyperbole 445) sont les sections méridiennes de
deux surfaces de révolution circonscrites à une même sphère, les ellipses provenant de la section de ces deux surfaces par un plan pq se confondront, puisqu’elles auront le même axe aa, et un point commun c, situé sur les deux cercles zx,vu, suivant lesquels la sphère inscrite est touchée par les deux surfaces dont il s’agit. Il en serait de même de la section des mêmes surfaces par le plan p'rq' .
806. On pourra donc résoudre la question du n® 798 par une série d’opérations analogues à celles que nous avons indiquées pour deux ellipsoïdes de révolution.
1** On décrira {fig- 445) un cercle quelconque auquel on circonscrira une parabole et une hyperbole semblables aux sections , méridiennes des deux surfaces données A et B {fig. 441 ).
2® On coupera ces dernières surfaces par un système de plans parallèles à celui qui contient l’une des deux ellipses aa ou a! a! {fig^ 445).
Les sections des deux surfaces données par ces plans seront des ellipses semblables.
sunFAC!<:s reglees.
Dans le cas le plus général , on peut supposer que
la génératrice est assujettie à s’appuyer sur trois courbes que Ton nomme les directrices de la surffice. '
Cette condition suffit pour déterminer chaque position de la génératrice; car une droite qui passant par un point de la première courbe glisserait en s’appuyant sur la seconde, serait déterminée de position, au inoment où elle rencontrerait la troisième.
809. Dans quelques surfnces la génération est déterminée par d’autres conditions. Ainsi, par exemple^ dans les surfaces cylindriques , que l’on peut regarder comme cas particuliers des surfaces réglées, puisque la génératrice est une ligne droite, on donne ordinairement une directrice, et les deux autres sont remplacées par la condition que toutes les positions de la génératrice soient parallèles entre elles.
Dans les cônes , deux des directrices sont remplacées par cette condition, que toutes les génératrices contiennent le
sommet. Enfin, dans les surfaces normales ,, la condition que la génératrice soit constamment perpendiculaire h une surface donnée permet den’emplojer qu’une directrice; mais tous ces cas particuliers pourront facilement se ramenet au cas général; car on pourra toujours, dans chaque cas, prendre pour directrices trois courbes quelconques situées dans la surface , de manière qu’elles soient coupées par toutes les génératrices.
810. L’une des trois directrices peut encore être remplacée par cette condition, que deux positions consécutives de la génératrice se trouvent toujours dans un même plan , et c’est en cela que consiste le caractère des surfaces développables.
Les surfaces réglées qui sont privées de la propriété d’étre développables se nomment surfaces gauches.
811. Enfin, on peut remplacer l’une des directrices par cette condition que la génératrice, dans son mouvement, reste toujours parallèle à un plan donné , que l’on nomme plan directeur.
Ce dernier genre de surfaces réglées devant etre fréquemment employé dans l^s applications, nous en ferons une classe particulière ; ainsi nous distinguerons deux espèces principales de surfaces réglées:
1° Les surfaces réglées qui ont trois directrices ;
2° Les surfaces réglées qui ont deux directrices et un plan directeur.
Construction des surfaces réglées qui ont trois directrices.
812. Soient (y%. 446 , P/. 07} (A. A'), (BB'), (CC'}, les trois directrices d’une surface réglée ; on veut construire la génératrice qui passe par le point ss' .
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Concevons un cône qui ait pour sommet le point ss\ et pour directrice la courbe BB'; le point suivant lequel la surface -de ce cône sera percée par la courbe CC', appartient à la génératrice cherchée. En elïet , la droite su, s'il, située dans la surface du cône auxiliaire, coupera en un point la courbe BB^ que nous avons prise pour directrice de ce cône. Elle s’appuiera donc sur les trois directrices de la surface réglée suivant les points
Ss', Ull’.
Pour obtenir le point iiit', on construira (640) la courbe b\ provenant de rinterseclion du cône auxiliaire par le cylindre vertical qui contient la courbe GG'; Tintersection des deux courbes b' et G' fait connaître la projection verticale du point un'.
En recommençant cette construction, on aura autant de positions de la génératrice que l’on voudra.
Si ‘la directrice BB' était une ligne droite , le cône auxiliaire serait remplacé par un plan, et la question serait alors réduite à déterminer le point où ce plan couperait la troisième directrice GG' (329).
Il est bien entendu que l’on pourra, si on le juge plus commode , employer la courbe G comme directrice du cône auxiliaire, et chercher l’intersection de ce cône par la directrice B.
On fera bien aussi de s’assurer que les génératrices obtenues coupent les trois directrices de la surface (44).
813. Lorsque l’une des trois directrices est une ligne droite , la construction des génératrices devient extrêmement sim[)le, si en projette la surface sur un plan perpendiculaire à cette directrice droite.
Prenons pour exemple (/%. 448) la surface réglée ayant pour l’une de ses directrices un arc de cercle AA' parai-
lèle au plan vertical de projection, et dont le centre est au-dessous du plan horizontal; la seconde directrice est le demi-cercle CG', aussi parallèle au plan vertical et ayant son centre dans le plan horizontal ; enfin la troisième directrice est la droite BB', située dans le plan horizontal , et perpendiculaire au plan vertical de projection.
Cette troisième directrice se j^rojetant sur le plan vertical en un seul point B', toutes les projections verticales des génératrices doivent concourir à ce point; de sorte que pour construire, par exemple, celle qui passe par le point 55', on tracera à^B', et la projection verticale du point u sera connue p;ir l’intersection de cette ligne avec G'. En abaissant la ])erpendiculaire du point on aura u; ainsi su sera la projection horizontale de la génératrice demandée.
Dans cette construction, le plan 5'B'B, perpendiculaire au plan vertical, tient lieu du cône auxiliaire que nous avons employé précédemment pour résoudre le cas général.
La courbe zo'x est la trace verticale de la surface.
Si la directrice BB', en passant toujours par le centre de la directrice GG', cessait d être située dans le plan horizontal , et qu’elle s’inclinât en s’approchant du centre de la directrice AA', la forme de la surface se rapprocherait de celle d’un cône oblique, et elle deviendrait une surlace de cône au moment où la directrice BB' contiendrait les centres des deux autres directrices.
814. Je prendrai pour second exemple {fig. 449) la surface ayant pour directrices les deux cercles verticaux AA, GG', élevés sur les côtés du parallélogramme mnpq.^ et la droite BB' perpendiculaire au plan vertical de pro-
SURFACES REGLEES,
jection , et passant par le centre du parallélogramme; la construction se fera comme dans Tépure précédente. Les projections verticales des génératrices concourent toutes au point B'; la courbe zo'x est la trace verticale de la surface.
Si le parallélogramme m?ipq était un rectangle , les deux cercles AA', CG', auraient la même projection verticale, et la surface serait un cylindre perpendiculaire au plan vertical de projection; si au contraire les projections verticales des deux cercles s’écartaient jusqu’à ce que la diagonale pn fut perpendiculaire au plan vertical , la surface se composerait de deux moitiés de cônes qui auraient leurs sommets, l’un au point p., l’autre au point n.
Construction des surfaces réglées qui ont un plan directeur.
815. Lorsqu’on prend un plan directeur pour déterminer la génératrice d’une surface réglée, cela revient à supposer que la troisième directrice est une droite ou une courbe plane dont tous les points seraient situés à une distance infinie; car, dans ce cas, la génératrice ne pouvant rencontrer cette courbe qu’à l’infini, doit rester constamment parallèle au plan qui la contient.
816. En prenant le plan directeur pour plan de projection , la construction de ces sortes de surfaces devient extrêmement simple.
Soient, par exemple (//g. kkl), les deux directrices AA', CG', le plan vertical étant le plan directeur.
Toutes les génératrices devant être ])arallèles au plan vertical de projection , leurs projections horizontales seront parallèles à la ligne AZ ; d’où il résulte qu’en élevant des perpendiculaires par les points où ces |)rojections
rencontrent celles des directrices, on «nura les projections verticales correspondantes. Ainsi , après avoir construit su parallèle à la ligne AZ , on élèvera les perpendiculaires ss\ uu\ et la projection verticale shi sera déterminée.
Le cône auxiliaire que nous avons employé dans le principe général se trouve ici remplacé par un plan parallèle au plan vertical de projection et ayant la droite su pour trace horizontale.
817. Si le plan directeur était incliné, le cône auxiliaire serait remplacé par un plan incliné parallèle au plan directeur. On pourra étudier ce cas comme exercice, mais dans la pratique il sera toujours plus simple de prendre un plan de projection parallèle au plan directeur.
818. Parmi les cas particuliers, nous devons surtout remarquer les surfaces auxquelles on a donné le nom de conoïdes.
On nomme ainsi toute surface ayant un plan directeur,^ et une droite pour Tune de ses directrices.
Soit {/%. 4^50). La première directrice est le demicercle AA'; la seconde directrice est la droite CG', p)erpendiculaire au plan horizontal, et le ])lan directeur étant horizontal , on pourra commencer par la projection verticale ou par la projection horizontale de la génératrice. Dans le premier cas on construirait la projection verticale parallèle à la ligne AZ, et si l’on voulait commencer par la projection horizontale, on la ferait passer par G. La courbe zdn est la trace verticale de la surface. Si tous les points suivant lesquels les génératrices coupent la directrice verticale GG' étaient rapprochés en un seul, la surface deviendrait un cône, et c’est par
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suite de cette analogie qu'on lui a donné le nom de conoide.
819. Second exemple. Soit prise {ftg. 4^51) la courbe AA' pour première directrice ; pour seconde directrice, la verticale CG', le plan directeur étant horizontal , on pourra, pour construire une génératrice, commencer par la projection verticale c'a, parallèle à la ligne AZ ; ou par la projection horizontale cG , que l'on fera passer par le point G.
Gette surface se nomme conoide hélicoide : elle est du genre des conoïdes , puisque ayant un plan directeur, elle a de plus une droite pour directrice; et le nom d’/tdlicoïde lui vient de ce que sa seconde directrice est une hélice.
820. Toutes les surfaces hélicdides ne sont pas eh même temps condides ; il faut pour cela, nous l’avons déjà dit, que l'une des directrices soit droite.
Quelquefois la génératrice devra , dans son mouvement , rester parallèle h un plan directeur, et s’appuyer sur deux hélices de même pas et à bases concentri(jues.
D’autres fois le plan directeur est remplacé par la condition que la génératrice s'appuiera sur une troisième directrice, pu qu’elle touchera un cylindre donné, ou qu'en- Cn elle sera normale à une surface ou tangente à une courbe donnée.
Surfaces développables,
821. Nous avons dit (810) qu’une surface réglée est développable toutes les fois, que deux positions consécutives de la génératrice se trouvent toujours dans un même plan.
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On peut supposer, en effet {fig. it53, PL 68), que la portion de surface acx , comprise entre deux génératrices consécutives, tourne autour de l’une d’elles jusqu’à ce qu’elle soit venue se placer dans le prolongement de l’espace cez.
On fera tourner ensuite l’espace a'ez pour le rabattre dans le prolongement de ep'o , et ainsi de suite jusqu’à ce que la surface tout entière soit étendue sur le plan a!" su.
822. La courbe xzou.^ qui contient tous les points d’intersection des génératrices, se nomme une arête de rebroussement; les génératrices étant infinies, il en résulte que l’aréte de rebroussement d’une surface développable partage la totalité de cette surface en deux parties bien distinctes A et A' [fig. 452) que l’on nomme les deux nappes de la surface.
823. L’arête de rebroussement peut être considérée comme formée par le contour d’un polygone dont chaque côté infiniment petit est la portion de génératrice comprise entre les deux points suivant lesquels cette ligne est rencontrée par la génératrice qui suit et par celle qui précède.
Chaque génératrice étant le prolongement de l’un des petits côtés de ce polygone, est par conséquent une tangente à l’arête de rebroussement, et cette propriété est souvent prise pour définition des surfaces développables que l’on considère comme engendrées par mie droite qui se meut de manière a rester constamment tangente à une courbe.
824. Si tous les points de tangence se réunissaient en un seul , la surface deviendrait un cône {fig. 454), et l’aréte
(le rebroussement, réduite en un seul point, formerait le sommet du C(jne.
Ainsi , le cône est une surface dé^^eloppahle dont V arête de rebroussement est un point.
Le cylindre est une surface déi^eloppable dont V arête de rebroussement est un point situé à une distance in^ finie.
825. L^arête de rebroussement d’une surface développable est en général une courbe à double courbure; mais si cette ligne devenait plane, la surface deviendrait un plan, puisqu’elle serait le lieu géométrique des tangentes à une courbe ])lane.
Nous allons étudier un exemple ])articulier de surface développable.
826. Supposons que la courbe auc^a'u'd {fig. 455) [soit une portion d’hélice, si nous construisons (347) un certain nombre de tangentes à celte courbe, la surface qui contiendra toutes ces tangentes sera réglée puisqu’elle aura une droite pour génératrice; de plus, elle sera hélicoïde puisque sa directrice sera une hélice (819, 820). Enfin elle sera développable puisque toutes ses génératrices seront tangentes à une môme courbe , (jui sera son arête de rebroussement (823).
827. Développement . Les projections des génératrices ayant été obtenues en opérant comme nous l’avons dit au n“ 349, proposons-nous de construire le développement de la surface.
On remarquera d’abord que les deux tangentes {a — 1) {a' — l'), (c — 9) (c' — 9'), étant parallèles au plan vertical de projection , elles doivent être projetées sur ce plan dans leur véritable grandeur.
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On tracera (/%. 456) la droite c'' — 9” égal à la tangente c' — 9' et a!” — 9” égal à la tangente a' — l'; de sorte que c" — o!" , difïérence de ces deux tangentes , sera égal au développement de l’arc d’hélice compris entre les deux points aa' et cc'.
La difïérence de hauteur des points cc et aa' ( fig. 455) , étant égale à huit fois la seizième partie du pas de l’hélice, on partagera la distance e"a'" (/%. 456) en huit parties égales , et l’on portera la moitié d’une de ces parties de c" en J- et de o!" en s ; de sorte que la distancej^j sera égale à sept fois la huitième partie de c"a!" .
Cela étant fait, on construira une série de secteurs circulaires ayant pour hases les arcs 9” — 8"=9 — 8, 8” — 7”=8 — 7, etc., et pour rayons successifs les droites c-"— 9'=c'— 9', 8'"— 8' = 8‘"— 9", 7"— 7"=7^"--9^ etc.
On se contentera, pour tracer cette figure, de faire les cordes 9” — 8"=9 — 8, 8" — 7"=8 — 7, etc., d’où il résulte que les arcs sous-tendus ne seront pas rigoureusement égaux, puisqu’ils appartiennent à des cercles dont les rayons seront difïérents; mais cette manière d’opérer, suffisamment exacte pour les applications, est analogue à celle que nous avons indiquée pour construire les développements du cylindre et du cône.
Il est d’ailleurs évident que l’on ]iourra augmenter l’exactitude en traçant 455) un plus grand nombre de génératrices.
828. La courbure de l’hélice auc.^a'u'c' étant uniforme dans toute son étendue , il en résulte que dans le développement elle se transforme en une circonférence de cercle tangente au polygone formé par le prolongement des rayons de la courbe 9" — 6'^ — 1^^ de sorte que cette dernière ligne sera la développante du cercle c" — 6'” — a!'.
On pourra, comme vérification, chercher le centre du
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cercle en élevant des perpendiculaires par le milieu de deux quelconques des côtés du polygone c" — 6"' — a".
829. Quand on fait mouvoir la tangente a — l,a' — l'pour engendrer la surface hélicoïde, chaque point de la génératrice décrit une hélice qui a le même pas que Tarête de rebroussement 5 toutes ces hélices se projettent sur le plan horizontal par des cercles concentriques tels que
et Ton pourra facilement en déduire les projections verticales.
830. Les portions de génératrices comprises entre chacune de ces hélices et celle qui forme l’arête de rebroussement de la surface étant égales, il en résulte que dans le développement 456) toutes les hélices de la surface seront encore représentées par des circonférences qui auraient leurs centres au point o.
Ainsi , Tare de cercle sera le développement de
l’hélice \zx engendrée par le point 1, et l’arc de cercle 5W” sera le développement de l'hélice 5/v engendrée par le point 5.
De sorte que la fi^. 5'V"jr''2" est le développement de la partie de surface comprise entre les deux hélices zx.^'^rv et les deux génératrices z^.^xv.
Si le centre et l’arête de rebroussement étaient en
dehors de l’épure, on déterminerait avec beaucoup de soin les véritables grandeurs des côtés et de la diagonale z"i^ ce qui, avec les côtés qui sont égaux
à xV' (y%. 455), suffirait pour construire le quadrilatère
Quatre quadrilatères égaux placés à côté les uns des autres formeraient alors le développement de la portion de zone ^\"x"z\
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832. Plan tangent. Si l’on conçoit deux g’énéralrices infiniment rapprocliées , l’espace anprulaire compris entre ces deux lignes pourra élre considéré comme plan puisqu’il contient deux droites qui se coupent.
Cet espace prolongé devient un plan tangent à la surface cléveloppaLle , et les deux génératrices qui déterminent la direction de ce plan , étant infiniment rapprochées, peuvent être considérées conime une ligne double (318) qui est alors la génératrice de tangence.
Il résulte de là que le plan tangent a une surface développable ^ touche cette surface suivant toute la longueur de la génératrice de tangence.
Cette remarque est conforme à ce que nous avons dit à l’occasion des plans tangents aux surfaces cylindriques et coniques.
La irénératrice de tamrence étant considérée comme
U Tj
double et provenant de la position infiniment rap[)rochée de deux droites qui se coupent, détermine la position du plan tangent, mais ne suffit pas pour en construire les traces.
11 faudra, dans ce cas , choisir une courbe quelconque, située Sur la surface , et construire la droite qui toucherait cette courbe au point où elle coupe la génératrice de tangence. Ainsi, par exemple, pour obtenir le plan qui toucherait la surface AA' (//^. à52), suivant la génératrice ze, on déterminera la courbe aem , située sur la surface et provenant si l’on veut de son intersection par un plan ou par toute autre surface.
On tracera la droite tli , qui toucbela coinbe au point e, suivant le([uel cette ligne est rencontrée par la génér.itrice de tanii^ence.
Enfin , on construira les traces du plan qui contiendrait les deux droites ze.^th.
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J1 ne restera plus dans chaque cas particulier qu'à choisir la courbe aem , de manière ([ue la construction de la seconde tangente th soit la plus exacte et la plus simple possible.
Toutes ces questions ont été résolues dans le second livre pour les surfaces cylindriques et coniques ; nous allons en faire l’application à la surface proposée.
831i. La courbe 1 — 5 — 8 (/%• 455) étant la trace horizontale de la surface donnée , la droite h — r8 , perpendiculaire sur le rayon de courbure du point 8 , sera la trace horizontale du plan tangent.
Cette trace sera représentée dans le développement par la droite h" — 8'^ perpendiculaire au rayon de courbure 8'”-8'\
La droite ln\ perpendiculaire au rayon {fig> 455), sera la trace horizontale d’un plan tangent au cylindre vertical projetant de riiélice 5/v.
Les droites hr^Ji'r seront par conséquent les deux projections de la tangente à l’hélice 5/v,5VV' (G37).
Cette tangente sera représentée dans le développement (y/g. 45G) par la droite AV', tangente à la circonférence 5'5'V''. Enfin, on pourra s’assurer comme vérification que Il — 8" (//«•. 45G) est égal à A — 8 (/%. 455), et que lir" est la véritable grandeur de la tangente hrjir (35).
De r hjperboldide a une nappe et du paraholdide hyperbolique.
835. Lorsqu’une surface réglée a pour directrice trois lignes droites , elle prend le nom àliyperboLoide à une nappe.
Si l’une des directrices était remplacée par un plan
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directeur, la surface serait un paraholoide hyperbolique.
Les dénominations précédentes proviennent de la nature des sections que Fon obtient en coupant ces deux surfaces suivant certaines directions.
Construction de lliyperholdide à une nappe.
836. Les trois droites AA', BB', GG' {fig. 4-57, PL 69 ) étant les directrices de la surface, supposons que Fon veuille obtenir une génératrice passant par le point m,m', on construira le plan pp qui contient ce point et la directrice BB'; puis on déterminera Finterscction nu' de ce plan avec la directrice GG'. La droite mn,ni?t sera la génératrice demandée.
Le plan pp remplace ici le cône auxiliaire dont nous avons parlé au n®812. Ge plan sera déterminé par la directrice BB' et par une seconde droite mw, mu qui joindrait un point quelconque mm' de cette directrice avec le point donné mm\
La trace verticale du plan p doit passer par les deux points o' et s\ et la trace horizontale doit être parallèle à la projection horizontale de la droite mu^m'ii que Fon a choisie dans ce but, parallèle au plan horizontal de projection , mais qui cependant pourrait être prise dans toute autre direction.
On s’assurera que la génératrice mn,nin rencontre la directrice BB' (44).
837. Il n’est presque jamais commode de construire sur* l’épure les traces du plan auxiliaire pp. Dans ce cas, on pourra opérer de la manière suivante :
On prendra if g. 458) sur la directrice BB' deux points quelconques uu\
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On joindra ces points avec mm' par les deux droites qui détermineront le plan auxiliaire.
Les deux droites oo', 55' perpendiculaires à lavligne AZ , feront connaître les points o' et s' . Enfln, la droite o's' qui oint ces deux points sera l’intersection du plan projetant de la directrice GG' avec le plan des deux droites {niu^m'ii!) (mp», mV').
Gette dernière opération déterminera le point /zzi', suivant lequel la génératrice imn.înn) s’appuie sur la directrice GG' (812).
Le plan auxiliaire qui contient le point mm! et la
directrice BB', serait déterminé complètement par cette directrice et par Fune des droites {mii^m'u') Il
semblerait donc que Fune de ces lignes est inutile; mais alors , pour construire la droite oV, il fa udr-ait prolonger la directrice BB' jusqu’à sa rencontre avec le plan projetant de la troisième directrice GG', ce qui serait souvent impossible, et dans tous les cas moins commode que la construction précédente, puisque l’on peut toujours choisir les deux points «n'et de la manière qui convient le mieux à la disposition de Fépure.
Construction du parabolo'idc hyperbolique.
839. Soient données les deux directrices AA',BB' et le plan directeur PP : pour obtenir la génératrice qui coLq')e la directrice AA' au point mm\ on construira :
1“ lies deux traces du plan P'P', qui contient le point donné m,m'j et qui est parallèle au plan directeur PP (76);
2° Les deux projections et /^'de Fintersection du plan P'P' avec la deuxième directrice BB' du paraboloïde (70) ;
3' liCS deux projections m/i,m'n' de la génératrice dénia n dée.
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8^!-0. Au lieu de c’onslruire les traces du plan directeur, on préfère presque toujours déterminer la direction de ce plan par la condition qu’il soit parallèle à deux droites données.
Supposons, par exemple, que les droites AA', BB" ( fig. 4G0) sont les deux directrices d’un paraboloïde hyperboliq ue, dont le ])lan directeur serait parallèle aux deux droites XX' et ZZ'; on veut construire la génératrice qui contient le point 772-, m', pris à volonté sur la directrice AA'; on tracera par le point mm' :
1° La droite mx, m'x' parallèle à XX';
2° La droite mz,m'z parallèle à ZZ'.
Le plan des deux droites {mx,m'x') {inz^m'z') sera parallèle au plan directeur, et contiendra par conséquent la génératrice demandée.
Pour obtenir le point suivant lequel cette génératrice s’appuie sur la seconde directrice B, B', on concevra le plan vertical projetant de cette dernière ligne.
L’intersection de ce plan avec celui des lignes [mx.m'x') [rnz, m'z) , sera la droite et le point un' suivant lequel cette ligne rencontre la directrice BB', détermine la génératrice mn,iiiiL .
841. Il ne faut pas négliger les abréviations qui peuvent résulter du choix des plans de projection. Ainsi, par exemple, s’il s’agit d’un byperboloïde à une nappe, on devra, toutes les fois que la disposition de l’épure le permettra, projeter la surface sur un plan perpendiculaire à l’une de ses trois directrices (813).
Supposons 461, PL 70) que l’une des directrices soit la droite BB', perpendiculaire au plan horizontal, et que les deux autres directrices soient les droites AA', GG'; les projections horizontales des génératrices concourront
SUUFACKS REGLEES.
toutes au point B, et par consécjuent leur construction ne présentera aucune difiiculté. Ainsi , après avoir construit la projection liorizontaic 5B Je Lune des i^énéralrices , on élèvera la perpendiculaire jusqu\a la rencontre
des projections verticales des directrices AA', CC', et l’on aura la droite s'u' pour projection verticale de la génératrice.
La courbe zo'x' est la trace verticale de la surface; et
en sont les traces horizontales ; ces courbes sont des arcs d’hyperbole.
S’il s’agit d’un paraboloïde, on devra, autant que possible, prendre un plan de projection parallèle au plan directeur. Ainsi :
Les droites AA', CC' {/ig. 462), étant prises pour directrices d’un paraholüide hyperbolique , on agira comme nous l’avons lait (SIC) pour le cas où les directrices étaient courbes.
La trace verticale de la surface est la droite z*x\ et les deux arcs d’hyperbole ^xpih, en sont les traces horizontales.
843. Dans le paraboloïde projeté {fig. 463), le plan directeur étant perpendiculaire au plan vertical de projection , toutes les projections verticales des génératrices seront parallèles entre elles et à la trace verticale du ])lan directeur. Les courbes zx^on sont les traces de la surface.
844. Sur la fig. 464, le plan directeur étant perpendiculaire aux deux plans de projection, les projections des génératrices seront perpendiculaires à la ligne A Z.
Si on veut construire les traces de la surface, il faudra projeter d’abord les directrices et ensuite les généra-
Irices sur le plan directeur qui est rabattu à droite de répure.
846. Sur la fig. 465, le plan directeur est parallèle à la ligne AZ. Dans ce cas on emploiera un plan auxiliaire de projection p' perpendiculaire au plan directeur.
Les droites h!' et B” seront les projections des directrices sur le plan auxiliaire p\ la projection 5V' d’une génératrice sera parallèle à la droite pq^ qui est la trace du plan directeur.
846. La même disposition d’épure peut être appliquée au cas où le plan directeur aurait une inclinaison quelconque. Ainsi , par exemple {fig. 466), on pourra toujours employer un plan auxiliaire de projection p\ perpendiculaire à l’une des traces du plan directeur, et par conséquent perpendiculaire à ce plan.
Les droites A" et B” seront les projections des directrices sur le plan auxiliaire p' , et les projections des génératrices seront parallèles à la droitej^^, qui est l’intersection du plan directeur p avec le plan auxiliaire de projection p' .
847. Les sections de l’hyperboloïde à une nappe et du paraboloïde hyperbolique par des plans, sont des courbes du second degré dont l’espèce dépend de la direction des plans coupants.
848. Ces propositions n’sryant qu’un rapport indirect avec le but de cet ouvrage, j’engagerai le lecteur à les étudier dans les traités de Géométrie analytique. Mais parmi les propriétés des deux surfaces qui nous occupent, il en est une qui se rattache si intimement avec les questions que nous aurons à résoudre par la suite, que je crois devoir en donner ici la dénionslralion.
pr^> 71.
Double génération de Vhyperboldide a une nappe et du paraholoxde hyperbolique.
849. L’hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique dillèrent des autres surfaces re'glées par celte propriété remarquable, quelles peuvent être engendrées par une ligne droite de deux manières différentes.
Double génération de ï hyperbolo'ide a une nappe.
850r Soient AB, CD, EF 467, PL 71) les trois directrices d’un byperboloïde à une nappe;
AE, GH, BF, trois positions de la génératrice de celte surface. Je dis que si Fon prend ces trois dernières lignes pour directrices d’un second byperboloïde, ces deux surfaces coïncideront dans toute leur étendue et n’en feront par conséquent qu’une seule.
Gela revient à prouver qu’une droite quelconque rfïn qui s’appuierait sur les trois premières directrices, couperait toujours une droite quelconque pq qui s’appuierait sur les trois autres. Alors il sera démontré que toutes les génératrices de la première surface coupent toutes les génératrices de la seconde, et que, par conséquent, les deux surfaces se confondent.
Ce principe est la conséquence de quelques théorèmes dont nous allons donner la démonstration.
851. Si une transversale coupe les trois côtés d’un triangle ou leur prolongement ^ le produit de trois segments discontinus , c’est-à-dire qui n’ont pas d’extrémité commune , est égal au produit des trois autres segments pareillement discontinus.
Soient {fig. 468) le triangle ABC et la transversale PQS,
formnnt pnr ses intersections avec les côtés les six sej^ments PA,PB,QA,QG.SB,SG.
Menons GO parallèle à AB ; on aura
PBrOG :: SB: SG, OG:PA::QG:QA.
Multipliant les deux proportions, et réduisant, il vient
PB:PA::SBxQG:SGxQA;
d’où
P B X SG X Q A = PA X SB X QG ; ce qu’il fallait démontrer. •
852. Si sur les côtés d'un quadrilatère gauche, on prend quatre points qui soient dans un même plan , le produit des quatre segments discontinus est égal au pioduit des quatre autres segments également discontinus.
Soit {Jig‘ 469) le quadrilatère ABGD. Si les quatre points P, Q., R , S, sont dans un même plan , les trois lignes BD,PQ,RS concourront en un point M, intersection des trois plans ABD, BGD, PQRS.
D’après cela, la transversale PQM coupant les côtés du triangle ABD, on aura (851)
BP X AQ X DM = PA X QD x BM.
La transversale RSM donnera
BM X DS X GR=-SG X RB X DM Multipliant ces deux équations et réduisant, on aura BP X AQ X DS X GR=PA X QD x SG x RB.
Ce qu’il fallait démontrer.
Réciproquement, si quatre points sont situés suf
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les côtés d'un quadrilatère gauche, de manière que le ■produit de quatre segments discontinus soit égal au produit des quatre autres segments pareillement discontinus je dis que ces quatre points seront dans un même plan.
Soit [fig. 470) Je quadrilatère gauche ABCD et les quatre points P, Q , R , S, tels que l’on ait
AP X BQ X CS X DR = PBx QG X SD X RA.
La transversale PQM donne
PB X QG X AM= AP X BQ X CM.
La transversale RSK donne
CK = CM
Donc, les deux points M et K n’en doivent faire qu’un; donc , les droites PQ , RS , se coupent en un point M sur la ligne AC ^ et les quatre points P, Q , R. , S soüt par conséquent dans un même plan.
Cest ce qu’il fallait démontrer.
8o4. Revenons à la ligure (467), article (830). Il s’agit de prouver qu’une génératrice quelconque mn du premier hjperbôloïde coupe nécessairement une génératrice quelconque pq du second.
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Or, la ligne GH s’appuyant sur les trois directrices primitives AB, CD, EF, coupe la seconde au point u. Les quatre points G,G,D,H sont par conséquent dans un même plan , et par le principe du n° 852 , on doit avoir
EC xAG xBDxFH=CAx GB xDFxHE.
La ligne s’appuyant sur les mêmes directrices , coupe CD en z , et les quatre points G , wz , D, n sont dans un même plan , ce qui donne
CA X ^B X DF X /iE = EG x Am x BD X F«,
Enfin la ligne pq s’appuyant sur les trois droites AE, GH-, BF, coupe GH en et les quatre points p, G, q, H étant dans un même plan, on a
/?A X GB X gF X HE = E^ X AG x x FH.
Multipliant les trois équations qui précèdent et réduisant, on a
pA X mB X ^F X /îE = Ej9 X Am x B? X F/2,
Donc, puisque les quatre points j9,m,^,7i sont situés sur les côtés du quadrilatère gauche, de telle manière que le produit de quatre segments discontinus est égal au produit de quatre autres, il eu résulte (853) que ces quatre points sont dans un même plan, et que les droites mn^pq se coupent en un pointjp.
Donc enfin , puisque une génératrice quelconque de la première surface est toujours coupée par une génératrice quelconque de la seconde , il en résulte, comme nous nous proposons de le démontrer, que toutes les génératrices du premier liyperhoLoïde rencontrent toutes les génératrices du second^ et que, par conséquent , les deux sw' face s coïncident et n'en font quune seule.
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Propriélés du paraboldide hyperbolique.
855. On démontre en géométrie, cpxe les parties de deux droites comprises entre des plans parallèles sont proportionnelles entre elles.
Soient {fig. 471) les deux lignes AB, CD, coupées par les plans P, P', P", parallèles entre eux. On aura
Am ; mB :: Cn : riD.
Or les positions diverses de la génératrice d’un paraboloïde hyperbolique étant déterminées par des plans parallèles au plan directeur (839), on peut dire en général que :
856. Les directrices d\in paraboloide hyperbolique sont coupées par les génératrices en parties proportion-' nelles.
857. Réciproquement, si deux droites sont coupées par trois autres en parties proportionnelles ^ ces trois dernières lignes seront parallèles à un même plan.
Supposons {Jlg. 471 ) que l’on ait
Am : mB :: Cn : ^/D.
Si les droites AG, mn, BD, n’étaient pas parallèles à un même plan , concevons une ligne mo, située dans un plan parallèle aux droites AG , BD ; on aurait
Am I mB : : Go : oD ;
mais à cause du rapport commun , il viendrait Qn : lïD : : Go : oD -,
d’où
C« : Go 7zD : oD ;
résultat absurde, d’où*il résulte que les trois droites BD, mn ^ AG sont parallèles à un même plan.
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858. On peut conclure de ce qui précède , que ; Si une droite appuie sur deux autres en les coupant toujours en parties proportionnelles., la surface engendrée sera un parabolo'ide hjperbolique.
859. Si Von prend pour directrices d'une surface réglée trois droites parallèles a un même plan , cette surface sera un parabolo'ide hyperbolique.
Soient prises pour directrices ( fig. 472) les trois droites AC,mn,ED, parallèles au ])lan P, et supposons que AB, zx, CD, soient trois positions de la génératrice.
Les droites BD, mn et AG étant parallèles à un même plan , couperont les deux lignes AB, CD en parties proportionnelles (855); de sorte que Lon aura
Am I m B : : G /Z l /zD ;
d’où l’on tire
mB X C/7 =zkin X
De plus, la génératrice zx, s’appuyant sur les trois droites BD, mn, AG, coupera la seconde en o, ce qui donnera (852)
A/77 X Bx X D/7 X Cz = 7?/B X a:D x nC X ^A. Multipliant cette équation par la précédente, il vient
Bj: X = xD X Az ,
ou
Bx : jfD :: Az : Cz.
Donc, la génératrice zx coupera toujours les directrices BD, AC, en parties proportionnelles, et par conséquent (858) la surlace engendrée sera un paraboloïde hyperbolique, ayant un plan directeur P- parallèle aux droites AB, CD.
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On pourra rlonc supprimer l’une des trois directrices BD, mil , AG, et la remplacer par le plan directeur P'.
Double génération du paraholdide hyperbolique.
8G0. Soit un paraboloïcle hyperbolique ayant pour directrices les deux droites AB, CD, et pour plan directeur le plan P.
Les i^énératrices BD, m /, AC, couperont les directrices AB, CD en parties proportionnelles, et l’on aura
d’où
Bm : mA :: Y)n : ;îG , B/7i X nC = wA X
Concevons actuellement un second paraboloïde hyperbolique qui aurait pour directrices les deux droites AG, BD , et dont le plan directeur serait P\ parallèle aux droites AB, CD, qui par conséquent seront deux positions de la f^énératrice.
Si nous supposons que zn soit une troisième génératrice de ce deuxième paraboloïde , on aura (8o6),
d’où
Kz : zQ :: B.r : xD, Kz X JrD =: zG X Bx.
Multipliant l’équation (1) par l’équation (2), il viendra
Bm X Az X n C X xD = mK X z G X D Ai X Bx ;
d’où on peut conclure (853) que la génératrice m/z , du premier paraboloïde , coupera la génératrice zx du second.
Ce que nous venons de démontrer, étant indépendant des positions particulières ides deux génératrices nin et zx, il en résulte que toutes les génératrices du premier paraholdide rencontreront toutes les génératrices du second ,
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et que par conséquent les deux surfaces coïncideront dans tous leurs points et nen feront quune seule , ce qu’il fallait démontrer.
861. Il est très-essentiel de remarquer que lorsqu’on prend pour directrices les droites AB, CD , le plan directeur P est parallèle aux génératrices BD, AG ; tandis que si l’on prenait ces dernières lignes pour directrices, le plan directeur Poserait parallèle aux droites AB, CD, qui alors seraient deux génératrices de la deuxième surface.
En général, le plan directeur de la première généra* tion est parallèle aux directrices de la seconde . et réciproquement , le plan directeur de la seconde génération est parallèle aux directrices de la première.
Plans tangents aux surfaces réglées.
Si l’on a bien compris ce qui précède, il sera facile de construire, dans tous les cas, des plans tangents aux surfaces réglées.
862. Construire un plan tangent en un point donné sur la surface d^un hyperholoide à une nappe.
La surface de l’hyperboloïde pouvant être engendrée par une droite de deux manières différentes, si l’on fait passer par le point donné les génératrices appartenant à chacun de ces deux systèmes de génération , on aura deux droites situées dans la surface , et qui détermineront le plan tangent (630).
Soient ( fig. 473, PL 72 ) AA', BB', CC', les trois directrices d’un hyperboloïde à une nappe, et le |)oinL mm! donné sur l’une des génératrices mX, m'X' : cette droite pouvant être considérée comme une première tangente, il ne
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reste plus qu’à en obtenir une seconde. Pour y parvenir on construira (836) deux autres génératrices YY', ZZ', et prenant les trois droites XX', YY', ZZ', pour directrices de la seconde génération, on construira la génératrice Tw, T'm', qui, avec 7?iX, m'X', déterminera le plan tangent.
863. Si on peut projeter la surface sur un plan perpendiculaire à l’une de ses directrices AA' [fig- ^1-75), cela simplifiera la construction des génératrices XX', YY', ZZ , et les opérations indiquées au n° 836 ne deviendront nécessaires que pour obtenir la seconde tangente Tm, T'ni .
864.. Construire un plan tangent en un point donné sur la surface d'un paraboloïde hyperbolique.
Supposons que les droites AA' et BB' {fig. klk) soient les deux directrices d’un paraboloïde hyperbolique dont le plan directeur serait parallèle aux deux droites VV' et UU'.
La génératrice XX' étant ta première tangente , il s’agit d’obtenir la seconde tangente TT'.
Pour y parvenir on construira d’abord (84^0) une seconde génératrice YY', puis les droites XX', YY' étant prises pour directrices de la seconde génération, on construira les droites {ma, nia') {mb., m'b'), parallèles aux deux premières directrices AA',BB', et le plan déterminé par ces droites , étant parallèle à la seconde génération (861), contiendra la génératrice niT, m'T' que nous prendrons pour deuxième tangente , et qui avec mX,m'X' déterminera le plan tangent.
865. Sur fig. 4.76, la première génération du j^araboloïde est parallèle au plan vertical de projection , ce (jui facilite la construction des génératrices XX' et YY'.
SURFACES REGLEES.
Pour obtenir la seconde tangente mT, 77^T" on opérera comme au n®
86G. Sur la 477, le plan directeur est perpendiculaire au plan vertical de projection , et sur la Jlg. 478 , il est parallèle à la ligne AZ.
867. . Construire un plan tangent a une surface réglée quelconque ^ en un point pris sur cette surface.
Soient {fig. 479, PL 75) A, B, G, les trois directrices d’une surface réglée; on veut construire un plan tangent par un ])oint m donné sur cette surface.
La génératrice ni'K qui contient le point donné pouvant être prise pour une première tangente , il ne reste plus qu’à en construire une seconde. Pour cela on pourrait couper la surface donnée dans une direction quelconque, par un pbm qui contiendrait le point 777 , puis mener par ce point une tangente à la courbe de section (629); mais ce moyen , suffisant dans un grand nombre de cas , n’est susceptible d’une exactitude rigoureuse que lorsque la courbe provenant de la section est telle que l’on j)uisse y mener géométriquement une tangente. Lorsque cela n’aura pas lieu , et que la question proposée exigera une grande exactitude, on cherchera s’il existe dans la longueur de la génératrice qui contient le point donné, trois points par lesquels on puisse mener des tangentes à la surface , et après avoir construit ces tangentes D,E_,F, on les prendra pour directrices d’un hyperboloïde à une nappe qui touchera la surface donnée dans toute la longueur de la génératrice 777X; de sorte que les deux surfaces se touchant, tout phm tangent à l’une d’elles sera aussi tangent à l’autre. La question ne consistera donc plus qu’à construire un plan tangent à l'hyp^rboloïde , ce que nous sa-^ vons faire (862).
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Ainsi, par exemple, étant donnés {fig. /i>80) les trois directrices A, B, G, et le ])oint de tangence m , situé sur la génératrice mXc[ui.sera la première tangente.
Voici quel sera Tordre des opérations :
1® Par les points a, b, c, suivant lesquels la droite mX rencontre les courbes A, B, G, on construira les trois tangentes D, E, F qui seront les directrices de Thyperboloïde tangent ;
2° On construira (836) les deux lignes Y et Z, génératrices de cet byperboloïde , et Ton prendra les trois droites X,Y, Z pour directrices de la deuxième génération ;
3° On construira la génératrice mT qui s’appuie sur les trois droites X ,Y, Z ; de sorte que les deux droites mX et mT détermineront le plan tangent que Ton pourra construire en opérant comme nous l’avons dit au n® 55.
868. On remarquera toutefois que Texactitude rigoureuse du résultat est soumise à cette condition, que Ton pourra mener des tangentes à la surface en trois points différents de la génératrice c[ui contient le point donné; mais comme les directrices des surfaces réglées que Ton emploie dans les arts sont presque toujours des courbes définies , on pourra construire les tangentes à ces courbes aux points où elles sont coupées par la génératrice.
869. Supposons {fig. 481) que Ton soit parvenu à construire les trois tangentes D, E,F; chacune de ces tangentes, combinée avec la génératrice X, déterminera un plan tangent. Dans chacun de ces plans p^p' ,p'\ on pourra mener une infinité de tangentes à la surface donnée , et prenant une tangente quelconque dans chacun de ces trois plans, on pourra en faire les directrices d’un byperboloïde tangent, d’où il résulte qiiHl j a luie infinité (Vhjpevbo-
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loides laugents à la surface donnée , et que Fon pourra toujours choisir parmi tous ces lijperboloïdes celui qui, par la disposition de ses directrices, serait le plus commode pour la construction de Fépure.
Si pjar les points a, b, c [fig- 481), on mène trois plans parallèles à un plan quelconque p'" , ces trois plans seront parallèles entre eux, et couperont les trois plans tangents pp\p' suivant trois droites tangentes h la surface , et qui de plus seront parallèles à un racine plan p’”; de sorte qu’elles pourront (859) être prises pour directrices d’un paraboloïde hyperbolique dont la construction est ordinairement plus simple que celle de Fhyperboloïde. Enfin, le plan directeur p'" pouvant être pris d’iuie manière quelconque, on pourra construire une infinité de paraholoïdes tangents , et l’on choisira le plus favorablement disposé pour les constructions.
870. Tout plan contenant une génératrice quelconque d'une surface réglée est un plan tangent., quelle que soit du reste sa direction.
En elfet ( fig. 483), indépendamment de la génératrice ac, que l’on peut considérer comme une première tangente , le plan P contiendra encore la droite th , tangente à la courbe suivant laquelle il coupe les autres génératrices de la surface; il sera donc tangent puisqu’il contiendra deux tangentes (629). Ainsi nous devons admettre cette conséquence que , pour construire un plan tangent à une surhice réglée, il suffit de le faire passer par une génératrice de cette surface.
871. Le point de tangence m sera déterminé par l’intersection de cette génératrice avec la courbe ou., suivant laquelle la surface est coupée par le j)lan tangent.
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872. Si on fait tourner le plan p autour de la génératrice rtc, le ])oinl de tangence glissera le long de cette ligne , et changera de place pour chaque position dilïerente du plan tangent.
873. Si la surface réglée avait un plan directeur et que le plan tangent lui fut parallèle, le point de tangence serait à l’infini.
874. Il est très-essentiel de bien comprendre la dillérence qui existe entre les plans tangents aux surfaces réglées, selon que ces surfaces sont développables ou non développables.
Si la surface est gauche, le plan qui contient une génératrice ne le touche qu’en un point, qui est déterminé j)ar la rencontre de cette génératrice avec la courbe suivant laquelle le plan dont il s’agit coupe toutes les autres génératrices de la surface (871). ••
Si au contraire la surface est développable, le plan langent est le prolongement de l’espace infiniment petit compris entre deux génératrices consécutives (832), et ces deux lignes infiniment rapprochées n’en font qu’une seule qui devient la génératrice de tangence, suivant toute la longueur de laquelle la surface est touchée par le plan lancent.
875. Ainsi , quand une surface est développable et que l’on veut tenir compte de cette propriété, on ne peut faire passer par la génératrice qu’un seul plan tangent , qui est en même temps le plan osculateur de l’arête de rebroussement, au point où cette courbe est touchée par la génératrice de tangence, et si on faisait tourner le plan tangent autour de cette droite, elle cesserait aussitôt d’être une génératrice de tangence pour devenir une génératri< e
(le section; mais le plan n’en serait pas moins tangent à la surface que l’on considérerait alors comme un cas particulier des surfaces gauches y et le point de tangence serait à l’intersection de la génératrice autour de laquelle on aurait fait tourner le plan dont il s’agit, avec la courbe suivant laquelle ce plan couperait les autres génératrices de la surface.
876. Enfin, le plan tangent à une surface gauche ne la touche qu’en un point , tandis que le plan tangent à une surface développable la touche dans toute l’étendue de la génératrice de tangence.
Pour déterminer le premier, il ne suffira pas de connaître la génératrice par laquelle on veut le faire passer, il faudra encore donner le point de tangence ou quelque autre condition, tandis que le plan tangent à la surface développable sera déterminé lorsque l’on connaîtra la génératrice de tangence (833).
877. Il résulte des principes précédents que l’on pourra , dans certains cas, considérer comme tangent un plan qui couperait un cône ou un cylindre suivant une ou plusieurs génératrices.
En effet, le plan qui contient une génératrice d’un cône coupe toutes les autres au sommet, et ce point peut alors être considéré comme une section dont le rayon de courbure serait réduit à zéro, d’où il résulte que le plan est langent, puisqu’il contient une tangente au sommet , et la génératrice que Ton peut toujours considérer comme une seconde tangente.
878. Cette conséquence paraît incompatible avec les principes énoncés aux n®* 316, f^56 , puisque alors nous avions admis comme condition de tangence que les deux
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généra Lrires desecLion seraient réunies en une seule; mais la contradiction n’est qu’apparente et disparaît aussitôt que l’on se rappelle la différence que nous venons d’établir (876) entre les plans tangents aux surfaces développables et ceux qui sont tangents aux surï-àces gauches .
Ainsi, quand on considère le cône comme surface développable, le plan doit toucher la surface dans toute l’étendue de la génératrice de tangence, tandis que si on considère le cône comme cas particulier de surface réglée, et que l’on fasse abstraction de la propriété qu’il possède d’étre développable , le plan qui contient une génératrice quelconque peut être considéré comme tangent quelle que soit sa direction, et, dans ce cas, le plan n’est tangent qu’au sommet, puisque c’est à ce point que se rencontrent les deux tangentes qui déterminent sa position (877).
879. Cela devient encore évident pour le cône circulaire, en considérant cette surface comme un cas [)articulier d’hyperboloïde de révolution à une nappe. Dans ce cas, le {)!an conduit suivant une génératrice quelconque, contient encore la tangente au cercle de gorge dont le rayon est réduit à zéro (660).
Tout ce que nous venons de dire du cône s’applique au cylindre. Ainsi , quand on considère cette surface comme un cas particulier des surfaces réglées , il est permis de considérer comme plan tangent , celui qui contient une génératrice quelconque du cylindre ; mais alors , le y)oint de tangence est situé à la rencontre de la génératrice de section avec la courbe suivant laquelle le .plan tangent couperait à V infini les autres génératrices du cylindre.
Si, au contraire, comme c’est Tusage, on considère le cylindre comme surface développable, le [)lan langent
louche la surface suivant toute Tétenclue de la génératrice de tangence , qui est alors considérée comme provenant du rapprochement des deux génératrices de section.
880. Construire un plan tangent à une surface réglée , par un point pris en dehors de cette surface.
On fera passer des plans par le point donné et chacune des génératrices de la surface, ce qui fera autant de plans tangents.
Ainsi, par exemple [fig. 482) , la droite sn et la génératrice n — 1 détermineront un premier plan tangent (870).
On construira la courbe uu suivant laquelle ce plan coupe la surface, et Tintersection de la courbe ^^u avec le génératrice n — 1 donnera le point de tangence (871).
On obtiendra de la meme manière tous les points de la courbe min ...ni \ suivant laquelle la surface réglée serait touchée par une surface conique qui aurait son sommet au point donné s.
881. Construire un plan tangent à une surface réglée , par une droite donnée hors de celte surface.
Soit la droite donnée ac (fig. 485) : on construira (880) la ligne zx , suivant laquelle la surface réglée serait touchée pan une surface conique ayant son sommet en un point quelconque a sur la droite donnée. On construira pareillement la ligne sr^ provenant du contact par une seconde surface conique ayant son sommet en c , et le point m , intersection des deux courbes zx, sr, sera le point de tangence. Il ne restera plus qu’à faire passer un plan par les deux droites am, cm; il est évident que ce plan contiendra la droite ac.
882. Cette solution est analogue à celle que nous avons employée pour ronslruire , par une di’oite donnée, des
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plans tangents à une surface de révolution. Toute la différence consiste dans la manière d’obtenir les courbes suivant lesquelles la surface donnée est touchée par des cônes auxiliaires .
Au lieu de cônes on peut employer deux surfaces réglées qui auraient pour directrices la surface et la dioite données. La troisième directrice étant à volonté , on profiterait de cette circonstance pour introduire les simplifications qui résulteraient de la nature de la surface donnée.
Ainsi, par exemple, s’il s’agit de construire par une droite donnée des plans tangents à une surface de révolution , on coupera la surface par des plans perpendiculaires à son axe; et par le point où chacun de ces plans rencontrera la droite donnée, on mènera deux tangentes à la section correspondante; le lieu qui contiendra toutes ces tangentes sera la première surface auxiliaire.
On coupera ensuite la surface donnée par des plans méridiens; et par le point où chacun de ces plans coupera la droite donnée , on construira les tangentes au méridien correspondant ; le lieu géométrique de toutes ces tangentes sera la seconde surface auxiliaire.
Les deux surfaces réglées , déterminées de cette manière, toucheront la surface donnée suivant deux courbes que l’on construira , et les intersections de ces courbes seront les points de tangence demandés.
883. Construire un plan tangent à une surface réglée parallèlement à une droite donnée.
On fera passer (/%. 4^86) par chacune des génératrices de la surface réglée un plan parallèle à la droite donnée ae (83).
Le point de tangence se déterminera comme nous l’avons dit précédemment (871); la courbe de contact nirn — tn"
contient la suite des points suivant lesquels la surface proposée serait touchée par une surface cylindrique parallèle à la droite donnée.
884-. Si cette droite était perpendiculaire au plan de projection, la projection de la courbe de contact serait la limite de la projection de la surface donnée.
Ainsi , en construisant [fi§. kSk) une suite de plans tangents perpenrliculaires au plan vertical de projection , les points de tangence seront situés sur une courbe qui
formera la limite de la projection verticale de la surface.
Surfaces normales.
885. Il est souvent utile de construire une surface qui en coupe partout une autre suivant des angles droits.
886. Si par chaque point d’une courbe située sur la surface donnée, on construit une normale, le lieu qui contiendra toutes ces droites jouira de la propriété demandée.
Toute surface engendrée de cette manière se nomme surface normale.
887. Étant donnée la ligne suivant laquelle on veut faire passer une suface normale, il est évident qu’il suffira de construire par chacun de ses points un plan tangent et une normale à la surface; et cette question ayant été résolue pour toutes les surfaces que nous avons étudiées jusqu’à présent, il ne reste plus qu’a rechercher quelles sont les simplifications qui peuvent résulter dans chaque cas de la nature particulière de la surface donnée, ou de la position de cette surface par rapport au plan de projection.
Construire la surface normale qui aurait pour cli
rectrice une courbe siliiée sur la surjace d'un cylindre.
La droite 2 — 3 {fig. 488, PL 74), tangente à la trace horizontale du cylindre donné, sera la trace horizontale d’un plan tang'ent (374); de sorte que la droite 1 — 4, perpendiculaire sur 2 — 3, sera la projection horizontale de la.normale (86).
On opérera de la meme manière pour chacun des points de la courbe donnée 1 — 1,1' — 1'.
889. On pourra se dispenser de construire les traces verticales des plans tangents en coupant chacun d’eux par un plan parallèle au plan vertical de projection , et contenant le point de tangence. On obtendra ainsi un système de lignes parallèles aux traces verticales des plans tangents, et par conséquent perpendiculaires aux projections verticales des normales dont la construction ne présentera plus alors aucune difficulté.
Ainsi, la projection verticale 1' — 4' de la normale devra être perpendiculaire sur la droite 1' — 3', etc.
Les droites 1 — 3,1' — 3' peuvent être considérées comme les génératrices d’une surface réglée qui toucherait le cylindre suivant la courbe (l — 1, l' — 1'), et qui aurait pour trace horizontale la courbe 3 — 3.
890. On peut encore obtenir les projections des normales en opérant de la manière suivante ;
On construira (/%. 492) les deux projections l" — 2", 1'" — 2'" d’une droite, parallèles à la direction du cylindre donné ;
2° On déterminera les traces de cette ligne, et Ton construira les droites 2" — 3", j)arallèles aux traces horizontales 2 — 3 des plans tangents au cylindre. Les droites 1'" — 3" seront par conséquent parallèles aux traces verticales des mêmes plans tangents.
Il ne restera plus qu’à tracer [Jig> 488) les nornuales 1' — 4', perpendiculaires sur les droites 1"' — 3" ( //g. 402).
891. Si on voulait donner à chacune des normales une longueur déterminée telle que 1 — 4” (/%. 488), on porterait cette grandeur sur la normale rabattue 1 — 5” que Ton ferait ensuite revenir à sa place.
Cette partie de l’opération n’a été conservée que pour une normale.
892. La normale en un point quelconque d’une surface donnée est toujours perpendiculaire au plan langent, et par conséquent à toutes les droites qui sont situées dans ce plan et qui passent par le point de tangence.
Il en résulte que les normales d’un cylindre sont toujours perpendiculaires aux génératrices, et par conséquent parallèles au plan de la section droite, qui devient alors le plan directeur de la surface normale.
Cette remarque fournit un moyen d’abréviation que nous allons indiquer.
Toutes les fois que la disposition générale de épure ne s’y opposera pas, on devra projeter le cylindre sur un plan j)erpendiculaire à sa direction. Par ce moyen chaque normale sera projetée dans sa véritable grandeur, et l’on ne sera plus obligé d’en faire le rabattement.
Ce moyen de solution a été employé sur la fig. 487 pour la construction de la surface qui aurait pour directrice la courbe ac^ac', située sur la surface d’un cylindre elliptique.
Les proiections verticales des normales sont perpendiculaires aux traces des plans tangents correspondants. Chacune de ces traces (1 — 2) a été obtenue par le principe (|ue nous avons énoncé au n" 259.
La courbe est l’intersection de la surface nor-
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male avec un second cylindre elliptique semblable au premier.
893. Si Tune des génératrices du cylindre devait servir de directrice à la surface normale, cette dernière surface serait un plan.
89 V. Construire ta surface normale qui aurait pour directrice une courbe 1 — 1, l' — l', située sur la surface d\in cône {fig. V^90 ).
La droite (2 — 3), tangente à la trace horizontale du cône, sera la trace horizontale d’un plan tangent; par conséquent (1 — V-), perpendiculaire sur (2 — 3), sera la projection horizontale de la normale, et ainsi de suite pour tous les autres points.
895. On pourra obtenir les projections verticales des normales en opérant comme dans l’exemple du n® 889; mais , si on a de la place , il vaudra mieux construire par le sommet du cône un plan s — 3" parallèle au plan vertical de projection. Ce plan coupera tous les plans tangents, suivant un système de lignes 5' — 3"' parallèles à leurs traces verticales, et par conséquent perpendiculaires aux projections verticales des normales qu’il sera facile de construire.
896. En rabattant la normale 1 — 5, V — 5' autour de la verticale projetante du point 1, 1', on pourra lui donner une longueur déterminée telle que 1' — V-”.
897. La surface normale devient un plan lorsqu’elle a pour directrice l’une des génératrices du cône.
Construire la surface normale qui aurait pour di
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rectrice une courbe telle que 1 — 1, située sur une surface de rêuolution {fig. 489).
Il suffit de construire une normale par chacun des points de la courbe donnée (697).
Je rappellerai (698) que pour construire la normale en un point quelconque d’une surface de révolution, il n’est pas nécessaire d’avoir les traces du plan tangent.
En efïet, le point 1, par exemple, étant. rabattu en U dans le plan du méridien principal, on construira la tangente 1' — 2, puis ensuite la normale i' — 3' que l’on ramènera dans la positipn 1 — -3, en remarquant que le point o qui appartient à l’axe de rabattement ne doit pas changer de place.
Dans l’exemple proposé, la surface normale est limitée par la courbe suivant laquelle elle rencontre une seconde surface de révolution qui aurait pour section méridienne la ligne 3' — 4'.
899. Si l’angle suivant lequel la normale rencontre Taxe différait peu d’un angle droit, il serait convenable de construire la projection sur le plan perpendiculaire à Taxe delà surface. Sans cette nrécaution, les longueurs des normales ne seraient pas déterminées avec assez d’exactitude.
900. 11 est évident que la solution précédente conviendrait également à la sphère { fig. 491) ainsi qu’au cylindre ou au cône circulaire (fig. 493), qui sont des cas particuliers de surfaces de révolution.
901 . La surface normale d’une surface de révolution est un cône circulaire toutes les fois que la directrice est un parallèle de la surface; et lorsque la directrice est un méridien, la surface normale devient un plan.
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902. Les surfaces normales de la sphère sont toujours des cônes et deviennent des plans lorsque la directrice est un £^'rand cercle. •
903. Construire la surface normale qui aurait poiu' directrice une ligne quelconque située sur une surface réglée.
Si la directrice de la surface normale tiemandée est une courbe, on construira par cliricun de ses points un plan tangent et une normale (867), ce qui ne présentera pas d’autres difficultés que la longueur du travail.
90^1-. Quand la directrice est une ligne droite, ce qui arrive presque toujours dans les applications , on peut obtenir des abréviations remarquables en ayant égard aux propriétés de l’hyperboloïde à une nappe et du paraboloïde hyperbolique.
Nous allons étudier quelques questions de ce genre.
905. Prenons pour exemple {jig> h9k , PI. 75) la surface réglée que nous avions projetée au rP 813, nous proposerons de consli Liirc la surface normale qui aurait pour directrice la droite é>X,B^X', génératrice de la surface.
Si nous construisons les deux tangentes tsfs' et Izfz', ces droites, avec la directrice qu’il est permis de considérer comme une tangente, seront les directrices d’un bypeiboloïde à une nappe, cjui toucherait la surface donnée suivant toute la longueur de la génératrice Z.X,B'X'.
11 ne restera donc plus qu’à construire, par chaque point de cette dernière ligne, un plan- tangent et une normale à fhyperboloïde qui aurait pour directrices les trois droites (tj, tV), (IzJ'z), (B, B') ; ce travail , qui serait
fort long, peut être simplifié en opérant de la manière suivante :
Nous avons dit au n° 869 qu'il existait une infinité d'hyperboloïdes à une nappe et de paraboloïdes hyperboliques tangents à une surface réglée, suivant toute la longueur d’une même génératrice; et comme les plans tangents et les normales seront les mêmes pour toutes ces surfaces, nous pourrons choisir celle qui donnera lieu aux opérations les plus simples.
Or, la directrice BB' et la génératrice Z)X,B'X^ pouvant être considérées toutes les deux comme tangentes à la surface, le plan ^^'B'B qui contient ces deux lignes sera luimême un plan tangent, et le point b sera la projection horizontale du yjoint de tangence; toute ligne droite passant par le point Z?B' et située dans le plan i^'B'B sera par conséquent une tangente à la surface donnée.
Donc, si nous faisons passer par h un plan p', parallèle au plan vertical de projection, la droite BV) résultant de l’intersection du plan p^'B'B par le plan p' sera tangente à la surface, puisqu’elle sera située dans le plan tangent p'B'B; de plus, elle sera parallèle au plan vertical de projection , puisqu’elle sera située dans le plan p . Nous. pourrons alors remplacer l’hyperboloïde qui a^ ait pour directrices les trois tangentes (B, B') par un autre
hyperboloïde dont les tangentes [ts.,t's') [Iz, L'z') [bi^, BV') seront les directrices, et cette dernière surface sera un paraboloïde hyperbolique, puisque ses trois directrices sont parallèles au ])lan vertical de projection (859), qui devient par conséjyuent le plan directeur de l’une dés deux générations.
La question proposée est donc ramenée, par suite des opérations précédentes, à construire par la droite (Z;X,B'X') une surface normale au paraboloïde hyperbolique, qui a pour run de ses deux plans directeurs le plan vertical
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de projection et pour directrices les trois droites {lz,l'z’) , BV') , tangentes à la surface donnée.
Voici quel sera l’ordre des opérations.
Les trois droites {ts,t's'), (Iz^l'z'), étant les
premières directrices, et la droite ^X, B'X', étant une des génératrices de la surface, il faudra construire une autre génératrice afin d’avoir les directrices de la seconde génération. Pour arriver à ce résultat, on construira par le point ss', pris sur la directrice et par la seconde di-
rectrice Iz.^ l’z', un plan dont la trace horizontale sera 50, et qui coupera le plan vertical contenant la troisième directrice suivant la droite o'u' parallèle à l’z’; de
sorte que le point iiu' appartiendra à la génératrice su,s'u', qui provient du premier mode de génération. Ainsi donc, les deux droites (Z>X, B'X') (5m, Vm') seront les directrices de la seconde génération qui, devant se faire parallèlement au plan vertical (861), ne présentera plus aucune difficulté.
On a tracé sur Tépure les génératrices du paraboloïde tangent ; chacune d’elles est tangente à la surface proposée en‘un point de la droite {bX. , B'X'); de sorte qu’à ce point le plan tangent sera déterminé par la droite (^X, B'X') et la génératrice correspondante du paraboloïde.
906. Surfaces normales. Pour construire une normale en un point quelconque mm! , on remarquera d’abord que la droite (m5,mV), sera l’une des génératrices du paraboloïde tangent; par conséquent, le plan tangent au point m/n' sera déterminé par les deux tangentes {mb, m'B'), {ms, m'/j. Il aura donc bs pour trace horizontale, et la droite mn, perpendiculaire sur bs , sera la projection horizontale de la normale; de plus, la tangente {ms^m's'), parallèle au plan vertical et située dans le plan tangent , sera parallèle à la trace verticale de ce plan; de sorte que /?/'//' perpen-
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diculaire sur w'./ sera la projection verticale de la normale.
En construisant une normale par chacun des points de la droite (Z>X,B'X'), on aura une surface normale suivant cette ligne.
Au lieu de construire les traces horizontales des plans tangents, il peut être commode de couper ces plans par tout autre plan horizontal tel que ce qui donnera les droites m — l,m — 2,m — 3. Ces droites, parallèles aux traces horizontales des plans tangents, seront par conséquent perpendiculaires aux projections horizontales des normales, dont la construction ne présentera plus de difficulté.
Si on voulait donner aux normales une longueur déterminée m — on rabattrait chacune d’elles comme nous l’avons fait aux n”* 891 et 896.
907. Sur la fig. 495 , on a construit la surface normale à la surface réglée que nous avions projetée au n® 814.
Tout ce que nous avons dit dans l’article qui précède s’applique à l’exemple dont il s’agit, il n’y a de différence que dans la nature et dans la position des lignes données ; de sorte que les opérations seront suffisamment indiquées par la similitude des lettres.
Les projections horizontales des normales devront être perpendiculaires aux droites m — l,m — 2pn — 3,77î — 4, m — 5, etc., suivant lesquelles les plans tangents sont coupés ])ar le plan horizontal p",
908. On peut souvent, en choisissant d’une manière convenable le plan directeur du paraboloïde langent, rendre les constructions aussi simples qu’élégantes.
Soient, par exemple {fig, 496), l’arc AA' et la verti-
cale BB', directrices d’une surface conoûlc ayant le plan horizontal pour plan directeur (818).
On veut construire une surface normale suivant lagé' nératrice (X, X').-
La droite Lt\ tangente au point aa' , pourrait, avec la verticale BB', être prise pour directrice d’un paraboloïde tangent, dont par conséquent la seconde génération se ferait parallèlement au plan vertical (861)j mais il sera mieux d’opérer comme il suit.
On construira par les deux droites XX' {tV) un plan tangent dont la trace horizontale ps sera parallèle à X, puis on mènera perpendiculairement sur X la tangente (an, a'iL) , que l’on prendra avec la verticale BB', pour les deux directrices d’un paraboloïde hyperbolique dont la seconde génération sera perpendiculaire à la droite XX'; de sorte qu’en projetant ce paraboloïde sur son plan directeur'p", que l’on a rabattu sur l’épure, la directrice X,X' sera ])rojetée par un seul point X", par lequel passeront toutes les projections des tangentes et des nornjales. Les projections des normales seront perpendiculaires à celles des tangentes , et leurs projections horizontales seront perpendiculaires à la droite X. La courbe zx est la section de la surface normale par le plan p”\ parallèle au plan horizontal.
Après avoir exécuté les constructions précédentes, il sera facile d’en rapporter les résultats sur la projection verticale primitive.
909. La surface normale que nous venons de construire est un paraboloïde hyperbolique, égal au paraboloïde tangent; car si on faisait hiire à cette dernière surface un quart de révolution autour de la directrice XX", il est évident que chacune des tangentes viendrait prendre la place
SURFACES REGLEES.
de !a normale correspondante, et les deux surfaces coïncideraient alors dans tous leurs points.
Il en sera de même toutes les fois que Ton emploiera comme surface auxiliaire , un paraboloïde hyperbolique dont le plan directeur sera perpendiculaire à la directrice de la surface normale demandée.
910. Dans la figure (497), AA' est une hélice à base circulaire ; cette courbe et la verticale BB' ont servi de directrices à une surface hélicoide dont la génération est parallèle au plan horizontal. On veut construire une surface normale suivant la génératrice XX'.
On construira la droite ao tangente au cercle A, et Ton portera de a en o une longueur égale au développement de l’arc ac, ce cjui donnera la projection horizontale de la tangente à l’hélice au point aa! (347).
La tangente (ao, a'o') et la verticale BB' seront les directrices d’un paraboloïde tangent suivant XX', les horizontales XX' (oMjo'm'), génératrices de ce paraboloïde, seront les directrices de la seconde génération, qui se fera parallèlement au plan vertical p' perpendiculaire à la droi te XX'.
On opérera pour le reste comme dans l’épure précédente.
La courbe zx est la section de la surface normale par le plan horizontal />".
911. On voit, par les deux exemples précédents , qu’il est avantageux d’employer de préférence le paraboloïde dont le plan directeur est perpendiculaire à la droite qui doit servir de directrice à la surface normale, parce que les normales , étant parallèles au plan directeur, seront égales à leurs projections sur ce plan , et qu’ensuite les angles droits que les normales doivent faire
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avec les tangentes, se projetteront dans leur véritable grandeur.
On pourra parvenir au même résultat par des projections auxiliaires toutes les fois que la directrice de la surface normale sera inclinée dans l’espace d’une manière quelconque.
912. Supposons d’abord le cas où la directrice XX' (/%• 76), serait parallèle au plan vertical
de projection.
Les courbes AA', BB', CG', étant les trois directrices de la surface donnée.
Par les points mm! , nn'^ suivant lesquels ces courbes sont rencontrées par la droite XX', on construira les trois tangentes DD', EE', FF', qui seront les directrices de Fhyperboloïde tangent.
Tl s’agit maintenant de remplacer cet hyperboloïde par un paraholoïde hyperbolique dont le plan directeur psp serait perpendiculaire à la droite XX', qui doit servir de directrice à la surface normale demandée. Voici quel sera l’ordre des opérations.
Les deux droites XX, AA' déterminent un plan qui touche la surface donnée au point mm', et qui contient la droite (an, a'c') parallèle à la directrice XX'.
Le plan jj, perpendiculaire sur la droite XX', coupera le plan des deux tangentes XX', DD' suivant une ligne GG' qui sera tangente à la surface et parallèle au plan psp.
lies deux droites XX', EE', détermineront un second ])lan qui touche la surface au point rin' et qui contient la droite ou^o'u\ parallèle à la directrice XX'. lia section de ce deuxième plan tangent par un pian p” perpendicidaii e
à la droite XX' donnera une seconde droite HH' tangente au point nn! et parallèle au plan psp.
Enfin, la droite zx^z’x parallèle à XX' sera située dans le plan tangent déterminé par les deux droites XX', FF', et la section de ce plan tangent par le plan p’" perpendiculaire sur XX' donnera une troisième tangente KK' parallèle au plan psp.
Les trois tangentes, GG', HH', KK', étant parallèles au plan psp. la surface réglée qui aura ces trois droites pour directrices sera un paraboloïde hyperbolique qui touchera la surface donnée dans toute l’étendue de la génératrice XX'; de sorte qu^^il ne reste plus qu’à construire la surface normale qui aurait cette ligne pour directrice.
Par le point cc', pris à volonté sur la directrice GG', on tracera la droite c/%c'/ 'qui s’appuie en un point quelconque rr' sut la directrice HH'.
Le plan déterminé par les deux droites HH' et (cr,cV) coupera le plan p'" suivant la droite ti, t'i parallèle à la directrice HH'; enjoindra le point û' avec cc' par la droite YY', qui, avec XX', seront les deux directrices de la deuxième génération du paraboloïde tangent (83G , 861).
Les génératrices 1 — 2 , 1' — 2' de ce paraboloïde étant parallèles au plan directeur les projections verticales de ces lignes seront perpendiculairés à la droite X'. Les projections horizontales de ces memes lignes seront déterminées par la rencontre des droites 2' — 2 perpendiculaires à la ligne AZ avec les projetions horizontales X et Y des deux directrices du paraboloïde tangent.
.On peut vérifier la position de chacune de ces lignes en la projetant sur le plan directeur qui est rabattu (/^. 501).
On remarquera que sur ce plan la directrice XX' se projette par un seul point X", vers lequel , par conséquent ,
SURFACES REGLEES.
doivent concoLirir tonies les projections — 2" des géné-
ratrices du paraboloïde tangent.
Quand ces dernières lignes seront projetées sur la jî^. 501 , on construira par le point X” une perpendiculaire sur chacune d’elles, ce qui donnera les projections X"- — 3" des génératrices du paraboloïde normal.
Chacune de ces normales étant parallèle au plan directeur psj?, sa projection sur la^ig-. ^^98 devra se confondre avec celle de la tangente correspondante.
De plus, et par la m.ême raison , toutes ces lignes se projetteront sur la^z^. 501, dans leur véritable grandeur : de sorte que, si Ton veut donner à chaque normale une longueur égale à X''3'\ il suffira de décrire la circonférence (3” — 3"), qui déterminera les extrémités de toutes les normales.
Les points 3”. . . étant ramenés sur la /ig. 4-98 , donneront la courbe 3' — 3'... qui sera par conséquent Linterseclion de la surface normale demandée avec un cylindre circulaire , qui serait perpendiculaire au plan qui aurait pour axe la directrice X, X', X”, et pour section droite lu circonférence 3" — 3”.
La projection horizontale 3 — 3 de la même courbe sera déterminée par la rencontre des perpendiculaires et des parallèles a la ligne AZ , menées par les points correspondants des deux Jig. 498, 501.
913. Si la droite qui doit servir de directrice à la surface normale demandée était obli([uepar rapport aux deux plans de yirojection , on construirait ( /ig. 499) une projection auxiliaire sur un plan p' parallèle à cette directrice.
914. Il ne sera pas nécessaire de projeter sur le plan p' les directrices courbes de la surface donnée; on pourra se contenter de construire les projections des trois tangentes
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directrices de Fhyperboloïde auxiliaire, après quoi tout le reste du travail se ferait comme dans l’exemple précédent.
915. Nous appliquerons les principes qui précèdent à une question que Ton rencontre quelquefois dans la construction des escaliers.
Supposons que la droite XX' {fi§- 502, 50^-, PL 77) soit assujettie à tourner en montant autour de la verticale oo\ de manière que tous ses points décrivent des hélices de meme pas. On pourra toujours considérer trois quelconques de ces hélices comme étant les directrices de la surface réglée engendrée par la droite XX'. Il s’agit de construire la surface normale qui aurait cette droite pour directrice.
Voici quel sera l’ordre des opérations:
1" On prendra l’un des deux plans de projection perpendiculaire à la verticale oo' et le second plan parallèle à la droi te XX', puis on projettera (339) sur ces plans les hélices AA', BB', GG', décrites par les trois points (m,/n'), (n,n'), pris où l’on voudra sur la droite XX'. Ges hélices seront les directrices de la surface réglée primitive;
2" En opérant comme nous l’avons dit au 34-7, on construira les trois droites DD', EE',FF' tangentes aux hélices AA', BB', GG'. Ges trois tangentes seront les directrices de l’hyperboloïde tangent , et détermineront aux points (m,m')j, trois plans tangents qui auront
pour traces horizontales les droites qa, qc^ qe;
3“ Les plans tangents que nous venons d’obtenir étant coupés par trois plans PipLp" , perpendiculaires à la droite XX', on aura les trois tangentes GG',HH', KK', qui , étant parallèles à un même plan, seront les directrices du paranoloïde tangent dont le plan directeur psp sera perpendiculaire sur la droite donnée XX' ;
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4° Le plan qui contient le point uil et la directrice HH', coupera le plan projetant de la directrice KK', suivant {nz,^riz')y parallèle à la droite (ux,fUx), que Ton a prise avec intention parallèle au plan vertical ^X.
L'intersection de la droite (/îV) avec la directrice K' sera un point z ,z,^ qui, étant joint avec donnera la droite YY' pour la seconde directrice du paraboloïde tangent;
5® Les deux directrices XX', YY' et le plan directeur du paraboloïde étant déterminés, le reste des opérations se fera comme au n° 912.
On remarquera que les projections verticales XX', YY' des deux directrices du paraboloïde sont parallèles entre elles et perpendiculaires au plan directeur p”sp", ce qui aura lieu dans toutes les questions du même genre , quels que soient les bases et le pas des hélices, pourvu que l'on ait adopté la même disposition d'épure.
En effet, le paraboloïde tangent est indépendant de la position des points par lesquels on a construit les trois tangentes DD', EE',FF'. Or, si noussupposons que lepoint mm soit reculé jusqu’à l'infini sur la génératrice XX', le rayon om{fig. 504 ) deviendra parallèle au plan vertical de projection, et l'angle que la tangente fait avec le plan horizontal devant diminuer à mesure que le point de tangence s’éloigne de Taxe, il en résulte qu'au moment où ce point sera reculé jusqu’à l’infini , le plan tangent correspondant sera perpendiculaire au plan vertical de projection, et la génératrice du paraboloïde devra s’appuyer sur une droite située à üinjini dans le plan projetant qui sera par conséquent le second plan directeur du paraboloïde auxiliaire (815).
916. Le lecteur pourra s'exercer à résoudre la même question pour le cas où l’une des trois hélices directrices
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(le la surface primitive serait remplacée par la verticale G, G' (y%. 503 et 505).
Si alors la droite donnée XX' était horizontale, on reviendrait à la question que nous avons résolue au n® 910.
917. Tout ce que nous venons de dire sur l’emploi d’un hyperboloïde ou d’un paraboloïde tangent ne s’applique qu’aux surfaces gauches.
En effet, si ia surface proposée était développable, le paraboloïde (jui la toucherait suivant une de ses génératrices deviendrait un plan tangent, et le paraboloïde normal serait un second plan perpendiculaire au premier.
C’est ce qui a lieu pour les surfaces cylindriques et coniques dont les surfaces normales sont des plans toutes les fois qu’elles doivent contenir une génératrice.
Sections des surfaces réglées.
918. Section par un plan perpendiculaire au plan de projection.
La surface étant donnée par ses directrices, on établira sur l’épure un certain nombre de génératrices , et l’on cherchera l’intersection de chacune d’elles par le plan donné. Ainsi [fig. 507, PL 78) la courbe b'u! est l’intersection de la surface réglée A, A', par le plan p^ perpendiculaire au plan horizontal.
919. On obtient de la même manière la courbe dxy provenant de V intersection par une surface cylindrique perpendiculaire au plan {vertical.
920. Intersection par une ligne. Si la ligne donnée aa' est droite, on emploiera comme surface auxiliaire (640) un de ses plans projetants, et l’on obtiendra le point rnm! .
Si la ligne est courbe, comme cc', on fera usage de la surface cj^lindrique projetante.
921. Si Fon donnait la projection m d’un point de la surface AA', et qu’il fallût obtenir sa projection verticale, on construirait dans le voisinage de ce point quelques génératrices ; puis coupant la surface par un plan p perpendiculaire au plan horizontal et contenant le point donné, on construirait la courbe b'ii sur laquelle devrait se trouver la projection verticale du point demandé.
Si ensuite par le point mm'., ainsi déterminé, on voulait construire une génératrice de la surface, on agirait comme aux n°® (812, 815).
922. Section par un plan oblique. Il suffit de chercher l’intersection du plan donné p {Jig- 508) par chacune des génératrices de la surface, ce qui ramène la construction à celle du n" 70. On a fait usage de plans perpendiculaires au plan vertical.
Intersection des surfaces réglées et des cylindres , cônes et surfaces de résolution.
Intersection d'une surface réglée et d'un cylindre
On coupera les deux surfaces par des plans parallèles au
cylindre et contenant les génératrices de la surface réglée. Ainsi [fig- 509) par un point nn\ pris où l’on voudra sur la droite aa\ génératrice de la surface réglée AA', on construira une ligne cc parallèle au cylindre BB'; les deux droites aa\cc', détermineront un plan p parallèle au cylindre, et qui le coupera suivant une de ses génératrices bb' , et le point un' , intersection de aa! et de bb' , appartiendra aux deux surfaces et fera partie de la courbe d’intersection. On obtiendra par ce moyen autant de points que l’on voudra.
Cela revient à construire (378) l’intersection du cylindre par chacune des génératrices de la surface réglée.
924*. Intersection d’une surface réglée avec un cône.
Un plan p { fig. 510), passant par le sommet du cône et par la droite aa', génératrice de la surface réglée, coupera le cône suivant une droite bb' , eJ l’intersection de aa' avec bb' fera connaître le point uu! , commun aux deux surfaces. Chaque point de la courbe s’obtiendra par une construction semblable.
925. Intersection d’une surface réglée avec une surface de révolution.
Un plan horizontal p {fig. 511) coupera la surface réglée suivant une courbe aa\ et la surface de révolution suivant le parallèle bV; et les deux lignes aa! et bb' se couperont en deux points mnî ^ nn' , appartenant à la courbe d’intersection des deux surfaces.
On agira de la même manière pour trouver d’autres points de la courbe.
On pourrait dans certains cas employer avec succès, comme surfaces auxiliaires , des cylindres circulaires droits , ayant le même axe que la surface de révolution.
Intersection de deux surfaces réglées
Un plan vertical ja, contenant la génératrice aa' {fig. 512), coupera la seconde surface réglée, suivant une courbe bcfc'.) facile à construire (918), et l’intersection de cette courbe avec la droite aa' déterminera un point mm', commun aux deux surfaces.
On recommencera cette construction qui se réduit à chercher l’intersection de la surface réglée BB' par chacune des génératrices de l’autre surface (920).
Raccordement des surfaces réglées.
927. La ligne d’intersection de deux surfaces réglées est en général une courbe à double courbure (y/g*. 513, P/. 79). Mais dans quelques cas particuliers elle peut être plane.
928. Les deux surfaces représentées sur la flg. 514 se coupent suivant la droite ac , qui est une génératrice commune.
929. Enfin, les deux surfaces AA' et BB' (//g*. 515) se touchent, et par conséquent se raccordent suivant la génératrice commune ac.
930. Deux surfaces réglées se raccorderont toujours toutes les fois qu’elles seront touchées dans toute l’étendue d’une génératrice commune , par un même hyperboloïde , à une nappe {fig. 517), car il est évident qu’un plan tangent à l’hyperboloïde en un point c[uelconque de la génératrice ac , toucherait également à ce point les deux surfaces A et B , de sorte que ces deux surfaces étant touchées par les mêmes plans ^ suivant toute l’étendue de la génératrice commune, elles seront tangentes l’une à l’autre, et se raccorderont suivant cette ligne.
931. En général {fig. 516), si par trois points ^ v, pris à i^olonté sur une droite quelconque IL , on conçoit trois plans p, p', p”, dirigés comme on v'oudra dans l'espace ^ si ensuite .J par chacun des trois points m, n, v, on construit autant de courbes que Von voudra tangentes aux plans p, p', p", ou situées dans ces plans, toutes les surfaces réglées qui auront pour directrices trois quelconques de ces courbes , se toucheront suivant toute l’étendue de la génératrice commune X , car elles seront touchées dans foute la longueur de cette même droite par tous les hyper-
boloïdes ou paraboloïdes qui auraient pour directrices trois droites quelconques, menées dans les plans et p", par les points
932. Les surfaces réglées qui se raccordent peuvent avoir une ou deux directrices communes et ne différer que par la troisième directrice.
933. Si les deux surfaces réglées dont il s’agit étaient développables, tous les hyperboloïdes et paraboloïdes tangents se réduiraient à un seul plan qui toucherait les deux surfaces, suivant toute la longueur de la génératrice de raccordement.
934. 11 résulte de là qu’une surface réglée gauche ne peut pas se raccorder avec une surface développable suivant une génératrice.
935. Enfin deux surfaces réglées ne peuvent se raccorder suivant une génératrice, qu’autant qu’elles sont toutes deux développables ou toutes deux gauches.
936. Lorsqu’une surface courbe quelconque servira de directrice à une surface réglée, ces deux surfaces se raccorderont toujours dans toute l’étendue de la ligne qui contient les points suivant lesquels les génératrices de la surface réglée s’appuient sur la surface directrice.
937. En général , si par tous les points d’une courbe acii située sur une surface donnée A 618)? on construit des tangentes à cette surface , quelle que soit la direction que l’on aura adoptée pour ces tangentes , le lieu de l’espace qui les contiendra sera une surface réglée , se raccordant avec la surface donnée , suivant la courbe qui contient tous les points par lesquels on a construit les tangentes à cette surface.
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Supposons, par exemple, que les tangentes 1,1,1... aient été construites de manière à satisfaire à certaines conditions;que les tangentes 2,2,2... aient été obtenues par une autre loi; qu’il en soit de meme des tangentes 3, 3... , et ainsi de suite. 11 résultera de cette construction autant de surfaces réglées qu’il y a de systèmes de tangentes.
Toutes ces surfaces se raccorderont suivant la courbe acii qui partagera chacune d’elles en deux nappes. Enfin l’une quelconque des nappes de ces surfaces se raccordera toujours avec la nappe opposée de chacune des autres surfaces.
Supposons, par exemple, que la sphère AA' {fig. 519) ait servi de directrice à la surface réglée BB', et que la courbe acu soit la ligne de contact de ces deux surfaces j représentons par A et A' les deux parties delà sphère, et par B et B' les deux nappes de la surface réglée; la combinaison de ces diversesparties produira quatre surfaces différentes, savoir:
V La surface A-f A'.
2° La surface A-j-B'.
3° La surface A'-f-B.
4° La surface B-j-B'.
938. Pénétration rectangulaire. Au lieu de chercher à raccorder deux surfaces, on pourra demander qu’elles se coupent toujours à angle droit en un point quelconque de la ligne d’intersection.
Dans ce cas, étant donnée une première surface et la ligne suivant laquelle elle doit être coupée par la seconde, on construirait la surface normale qui aurait cette ligne pour directrice 5 puis, il ne resterait plus qu’à construire une autre surface tangente à la surface normale.
939. En général J, lorsque Von voudra que deux surfaces se rencontrent partout à angle droit , il faudra faire en
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sorte que Vune (Pelles soit tangente à la surface normale de Vautre J suivant , toute V étendue de la ligne d'intersection.
Cette remarque nous sera très-utile dans certaines applications de la géométrie descriptive.
CHAPITRE IV
s U RFA CES- ENVELOPPES.
940. Si l’on fait mouvoir une sphère A (/Zg. 520, VI. 80), de manière que son centre parcoure la ligne ahc., la surface qui enveloppera toutes les positions successives de cette sphère, et qui les touchera toutes, se nommera une surface-enveloppe ou simplement une enveloppe.
Deux positions consécutives de la sphère mobile se couperont suivant un cercle dh^ dont le plan est perpendiculaire à la courbe parcourue par le centre. Ce cercle sera d’autant plus grand que les positions de la sphère seront plus rapprochées les unes des autres, et dans l’hypothèse d’un mouvement continu, la distance des centres étant infiniment petite, l’intersection de deux sphères consécutives peut être considérée comme un grand cercle. On donne à ce cercle le nom de caractéristique de la surface.
Ce n’est ici, au surplus, qu’une manière différente d’envisager la génération des surfaces , car nous pourrions donner au cercle dh le nom de génératrice et supposer que son centre se meut suivant la courbe abc tandis que son plan est constamment perpendiculaire à le direction de cette courbe; alors la surface engendrée serait Y enveloppe des positions successivement occupées par le cercle générateur.
Mais la nature des procédés analytiques qui con
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duisent aux résultats précédents a fait adopter la définition générale suivante.
Une siirfaceenv^eloppe est le lieu qui contient toutes les intersections qui résultent des positions successives d’ une surface mobile, constante ou variable de forme.
On donne le nom d' enveloppée à la surface mobile dans chacune de ses positions.
Ldntersection de deux enveloppées consécutives est la caractéristique de 1 enveloppe .
942. Cette définition embarrasse ordinairement les commençants; ils ont de la peine à reconnaître dans certains cas particuliers de surfaces-enveloppes les caractères par lesquels ils se rattachent au cas général.
Soit, par exemple (/%. 521), la surface AA' à laquelle nous avons donné le nom d’ellipsoïde de révolution.
Supposons que l’on fasse mouvoir le sommet d’un cône circulaire suivant la droite aa' , et qu’en meme temps l’angle au sommet de ce cône varie de telle sorte, que sa génératrice soit toujours tangente à la section méridienne de la surface A; il est certain que deux de ces cônes consécutifs et infiniment rapprochés se couperont suivant un cercle perpendiculaire à l’axe, et la surface de l’ellipsoïde sera le lieu de tous ces cercles.
Or, d’après la définition précédente, les divers cônes mobiles et variables se nommeront enveloppées, et la surface de l’ellipsoïde sera l’enveloppe. Ainsi dans cet exemple la surface-envelopj)e est limitée en tous sens, tandis que l’enveloppée ne l’est pas. L’enveloppe se trouve circonscrite par l’enveloppée.
943. Il résulte de là qu’il ne faut attacher aux dénominations précédentes qu’un sens analytique et général , indépendant des applications particulières, et que dans tous
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les cas Y enveloppe est Le lieu géométrique des intersections successwes de Vem^eloppée ^ de sorte que l’enveloppe touche ou est touchée par toutes les positions successives de l’enveloppée , mais ne les ern^eloppe pas toujours, suivant le sens que l’on attache vulgairement à ce mot.
Les mêmes réflexions se reproduiront en examinant la génératrice suivante de la même surface A, A'.
Supposons une surface cylindrique horizontale ayant pour directrice l’ellipse o'w; faisons tourner ce cylindre autour de la verticale aa' ; les positions consécutives du cylindre générateur étant infiniment rapprochées , les intersections successives ne différeront pas de l’ellipse oV /jui sera la caractéristique de l’enveloppe : le cylindre mobile qui est ici l’enveloppée se trouve encore circonscrit à l’ellipsoïde, qui, d’après la définition générale, représente l’enveloppe.
945. Surfaces développables , Parmi les cas particuliers de surfaces-enveloppes, nous distinguerons celui où l’enveloppée est un plan [fig^ 522) ; alors la caractéristique est une ligne droite, puisqu’elle provient de l’intersection de deux positions consécutives du plan mobile ; et l’enveloppe, lieu de toutes ces caractéristiques , est une surface réglée.
946. Cette surface jouit toujours de la propriété d^étre développable, car deux caractéristiques consécutives étant les intersections d’un même plan avec celui qui précède et avec celui qui suit , ces deux droites se couperont toujours, ce qui est le caractère des surfaces développables (810).
La courbe mnou, cjui passe par tous les points d’intersection des caractéristiques successives, forme l’aréfe c/e rebroussement.
Les droites a,^b,c,d,, sont .tangentes à la courbe mnou (823).
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Nous allons étudier quelques exemples particuliers de surfaces-enveloppes.
947. Si l’on fait mouvoir une sphère d’un rayon donné, de manière que son centre parcoure une hélice à base circulaire, on obtiendra une surface-enveloppe connue, dans les arts de construction , sous le nom de uis Saint-Gilles.
Si l’on voulait projeter cette surface , il suffirait de construire un certain nombre de positions du grand cercle, dont le plan est perpendiculaire à l’hélice.
Souvent on préfère projeter les hélices parcourues par chacûn des points de ce grand cercle.
Soit [fig. 523) a' le centre de la sphère mobile, on construira au point a' la tangente de riiélice (347), et la droite a!s perpendiculaire à cette tangente sera la projection du demi-grand cercle dont le plan est perpendiculaire à la direction de cette courbe ; l’inclinaison du cercle générateur étant connue, il sera facile de le construire , dans telle position que l’on voudra. Les trois lignes {psq^p's'q') sont trois positions principales de ce cercle , et les hélices tracées sur la fig. 523 sont celles parcourues par les trois points pp\ qq\ ss\
948. L’épure 524 représente une vis Saint-Gilles engendrée par un demi-cercle vertical.
949. Si le pas de l’hélice diminuait, la surface se rapprocherait de celle du tore ou surface annulaire (657).
Plans tangents y surfaces normales.
950. Supposons [fig. 526) quen un point aa' donné sur la surface^ on veuille construire un plan tangent; on prendra pour première tangente celle qui touche en [ad) le
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cercle vertical m'a'n', générateur de la surface donnée. La tangente à l’hélice qui passe par le même point complétera la détermination du plan tanü;ent. En construisant le triangle a!b'c\ tel que l’on ait a'b' égal à trois huitièmes du pas de l’hélice , et Vc' égal à trois huitièmes de la circonférence a/l, l’hypoténuse a!c sera la tangente à l’hélice, rabattue sur le plan p” parallèle au plan vertical ; le point où cette tangente perce le plan horizontal , étant projeté en P» et ramené en w, on aura au pour la projection horizontale de cette tangente; de sorte que la droite ou sera la trace horizontale du plan tangent. Quanta la trace verticale, elle sera parallèle à la droite a'o\
951. La droite {an,a'n') menée par le point aa', perpendiculaire au plan tangent, sera une normale.
952. Si par chaque point de l’hélice ash^aJs'h' , on construit une normale, la surface qui contiendra toutes ces lignes sera une surface normale.
Il n’est pas nécessaire pour chaque normale de construire les traces du plan tangent. En ellet, par suite de la forme régulière et constante de la surface, quelle que soit la hauteur du point de tangence, les tangentes, le plan tangent et la normale conserveront toujours la même position relative; de sorte que les projections horizontales de ces lignes ne changeront pas et ne feront que tourner du point A. De là résulte cette construction.
On abaissera du centre une droite A^, perpendiculaire sur la projection de la première normale, et décrivant la circonférence zxj.^ toute tangente à cette courbe sera la j)rojection horizontale d’une normale. On élèvera la perpendiculaire jusqu’à la projection verticale de la normale cin\ et l’on construira l’hélice ( 2a:, zV) , sur laquelle
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on déterminera les points où elle est rencontrée par chacune des normales.
La surface que l’on obtiendra sera réglée: la génératrice s’appuie sur les deux hélices (^ash.,a!s'h'){zx,z'x') et touche constamment le cylindre qui contient la dernière.
953. Si l’on voulai t donner à toutes les normales la même longueur, on les terminerait aux pointsoù elles rencontrent un cylindre droit ayant pour trace horizontale une circonférence telle que nd.
95^. Développement. Dans l’industrie, beaucoup de corps sont terminés par des feuilles minces en tôle, ferblanc, carton , etc.*, souvent même, quoique la matière soit solide, on en détermine le contour en appliquant sur les faces planes ou courbes des figures découpées auxquelles on fait prendre la courbure de ces faces, et que l’on nomme panneaux on patrons. C’est donc un problème important que celui qui a pour but d’obtenir le développement des surfaces.
Nous avons déjà vu que les surfaces cylindriques et coniques se développent exactement; cela provient de leur caractère de surfaces développables (810).
Les surfaces de révolution se développeront approximativement en les partageant soit par zones, soit par fuseaux (528, 671).
Il ne nous reste donc plus qu’à trouver un moyen de développer approximativement certaines portions de surfaces réglées ou enveloppes.
11 est évident que cela revient, étant donnée une certainesurface ou portion de surface, à trouver une surface développable qui diffère le moins possible de la surface proj)Osée.
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955. Je prendrai pour exemple la surface normale que nous venons de construire dans l’exemple précédent.
Soient les mêmes données ( fig, 527) , on opérera comme précédemment pour obtenir les deux premières normales {an^a'n!) (cm,cV); ensuite on construira les deux cordes {ac,a'c') (co,c'o'), etc.
Gela posé, concevons un plan par la normale (an.a'rt) et la corde (ac,aV), un second plan par la seconde normale et la seconde corde, un troisième plan par la troisième normale et la troisième corde, etc. Gn pourra considérer tous ces plans comme les positions successives d’un plan mobile qui dans son mouvement engendrerait une surface développable (940) difl’érant |)eu de la surface donnée ; en effet, la surface normale se compose de petits quadrilatères gauches tels que {ancu) [a'n'c'n)^ et trois angles de chacun de ces quadrilatères étant situés dans le plan mobile correspondant, il y aurait peu de différence entre les deux surfaces, surtout dans le voisinage de Thélice (aco, a'c’o') , ce qui est essentiel.
Si les arcs (ac, a'c') (co,cV) devenaient infiniment petits, le plan mobile serait dans chacjue position tangent à la surface normale, et Ton obtiendrait une surface développable tangente à la surface normale dans toute l’étendue de l’hélice (aco... a'cV) (940).
Pour obtenir cette surface on construira un plan horizontal p. Ce plan coupe le premier plan mobile suivant et le second suivant (uz^u'z’); et l’intersection xx’ de ces deux droites appartient à la droite (cjc, c'x’') qui sera la caractéristique de l’enveloppe cherchée.
En construisant un certain nombre de projections horizontales de cette ligne, et opérant du reste comme nous l’avons fait pour la normale, on obtiendra facilement les projections verticales correspondantes.
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956. La surface que nous venons de construire est connue sous le nom à'hélicoïde développable (826); chacune de ses j^énéralrices est tangente à une hélice ayant pour base le cercle dli.
La figure 528 représente le développement de la surface précédente; pour l’obtenir on construira chaque quadrilatère dans sa véritable grandeur ; les courbes sont
des arcs de cercle (830).
957. En général, poMr développer approximativement une surface quelconque ^ on la partagera en zones de peu de largeur; puis , après avoir construit des plans tangents par tous les points de la courbe moyenne de chaque zone , on développera la surface-enveloppe résultant de cette suite de plans tangents.
Sections et intersections.
958. Nous n’entrerons pas ici dans le détail des constructions nécessaires pour obtenir les sections par des plans ou des lignes; ce ne serait qu’une répétition de ce que nous avons dit sur l’application des principes 634 et 640.
Nous nous bornerons à un seul exemple de pénétration.
959. Supposons {Jig. 525) que le demi-cercle psq soit pris pour la génératrice d’une vis Saint-Gilles; on veut avoir la courbe de pénétration de cette surface par le colloïde dont les directrices sont la verticale uu\ la demiellipse (kdhfd'N), et dont la génération serait parallèle au plan horizontal, le rayon vertical od de l’ellipse étant égal au rayon du cercle abc.
Parmi tous les moyens qui résultent du principe général 635, on peut employer le suivant.
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Un cylindre vertical à base circulaire G coupera la surface de la vis suivant une hélice et la surface du conoïde suivant une courbe b' , et les intersections de a! et P donneront les points m de la courbe; on recommencera pour avoir d’autres points.
La courbe b' se construit en élevant des perpendiculaires par les points stiivant lesquels la trace du cylindre G coupe les projections horizontales des génératrices du conoïde.
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