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AVERTISSEMENT
FiCS procédés^ souvent fort ingénieux, par lesquels les Tailleurs de pierre et les Charpentiers construisent leurs épures, étaient connus depuis longtemps, il est vrai ; mais ils ne présentaient ordinairement que des méthodes isolées, particulières à chaque problème, et que le génie des artistes avait du inventer à mesure i^^^ '^^ ouMls hasardaient de nouvelles combinaisons de voûtes. C'est vers la fin du siècle dernier que le célèbre Mowge a rattaché ces procédés divers à un corps de doctrine, dont il a exposé les principes généraux sous le nom de Géométrie descriptive; et par là, il en a fait une science également propre à représenter les corps avec exactitude, et à fournir des moyens de recherche pour les propriétés générales de l'étendue considérée d'une manière abstraite. L'ouvrage que cet illustre Géomètre a écrit sur cette matière, est sans doute un modèle de clarté; mais il laisse des lacunes dans plusieurs théories importantes, et n'offre pas des exemples assez nombreux et assez variés pour que le lecteur puisse acquérir l'habitude des méthodes de projection. En outre, il est bien essentiel ici que les épures soient toujours tracées d'après un mode de ponctuation soumis à des règles constantes, afin de , manifester sans ambiguïté, et par une sorte de langage sensible aux yeux du spectateur, la position respective des diverses parties de l'objet défini.
C'est dans ce double but qu'a été écrit cet ouvrage, où j'ai suivi l'ordre adopté pour le programme de l'École Polytechnique; du moins, autant que le permettent les différences qui se trouvent nécessairement entre un Traité écrit et un Cours oral, où la distribution des matières doit être subordonnée au temps dont les élèves ont besoin pour exécuter, dans l'intervalle des leçons, les travaux graphiques qui s'y rapportent. Toutefois, en multipliant les exemples relatifs aux problèmes des plans tangents et des intersections de surfaces, ce qui permettra aux élèves de varier entre eux les données d'une même question, je n'ai pas cru devoir me renfermer dans les limites de ce programme, que la courte durée des études à l'École Polytechnique a forcé de restreindre beaucoup; mais j'ai eu le dessein d'offrir aux Ingénieurs et aux personnes qui, par état ou par goût, voudront approfondir cette science susceptible de tant d'applications diverses, les moyens d'étudier toutes les ressources de la Géométrie descriptive. En conséquence, je me suis étendu sur les surfaces développables et les enveloppes, sur les hélicoîdes développables ou gauches, sur la courbure et les développées des courbes gauches, sur la courbure des surfaces et sur leurs lignes de courbure dont
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VI AVERTISSEMENT
j'ai établi la théorie par des considérations synthétiques, en les accompagnant d'exemples divers. Quant aux surfaces gauches, si importantes par leur emploi fréquent dans les arts, une longue expérience m'a convaincu qu'il valait mieux ne citer d'abord que quelques cas fort simples de ces surfaces, pour empêcher les élèves de les confondre avec celles qui sont développables ; puis, dans un livre séparé, réunir toutes les parties de la théorie complète de cette classe de surfaces^ que j'ai eu soin d'appuyer encore par de nombreux exemples où je réalise les constructions indiquées dans l'exposition générale. D'ailleurs, Qet ordre s'accorde bien avec la marche du cours à l'École Polytechnique, où les propriétés générales des surfaces gauches ne sont présentées qu'à une époque qui les rapproche de leurs applications à la Stéréotomie, et en fait mieux ressortir toute l'importance. En&n, j'ai réuni, dans des additions, quelques théorèmes utiles pour les Ombres et la Perspective, la Méthode des Plans cotés qui sert pour les dessins deja Fortification, et la Théorie des Engrenages cylindriques et coniques.
Dans cette troisième édition^ où se trouvent deux nouvelles planches, j'ai retouché la rédaction, pour la rendre plus claire et plus méthodique sur plusieurs points; entre autres, sur le principe des eugrenages qui avait besoin d'être établi avec plus de précision. Quant à l'ouvrage que j'avais annoncé sur les Ombres, la Perspective, la Coupe des pierres et la Charpente, il est entièrement publié, et présente ainsi la réunion des principales applications de la Géométrie descriptive.
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES
1 . A chaque pas que l'on fait dans les sciences ou dans les arts, on éprouve le besoin de transmettre aux autres hommes la connaissance exacte des formes qu'affectent les corps, soit pour manifester les rapports géométriques que l'on y a découverts, soit pour guider l'artiste chargé de reproduire ces objets dans des dimensions assignées d'avance. Or, de tous les moyens, le plus efficace et quelquefois le seul capable d'atteindre complètement ce but, c'est la description graphique des corps; et tel est aussi le premier objet de la Géométrie descriptive, dont les méthodes générales deviendront ensuite, par leur fécondité, des moyens de recherche propres à découvrir de nouvelles propriétés de l'étendue, et fourniront d'ailleurs les procédés nécessaires pour résoudre les divers problèmes de perspective, de stéréotomie, de fortification, etc.
2. Mais ici se présentent deux genres de difficultés. En premier lieu, les corps offi-ent toujours trois dimensions non comprises dans un même plan ; ce qui semble devoir entraîner des opérations graphiques à effectuer dans l'espace, chose fort incommode, sinon impraticable. Par conséquent, il faut trouver des méthodes qui permettent de rapporter tous les points de Tespace à un seul et même plan, ou du moins qui ramènent toutes les opérations graphiques à s'exécuter dans ce plan unique.
5. En second lieu, ces méthodes devant servir, non à établir des théories purement spéculatives, mais bien à effectuer des opérations réelles, il faut qu'elles offi*ent une précision complète dans la manière d'exprimer les données et les résultats graphiques de chaque question ; et c'est en cela surtout qu'elles différeront essentiellement des procédés employés dans la géométrie ordinaire, du moins quand 4« édit. I
on considère les trois dimensions de l'espace. Là, en efFet, les figures n'étant des*> rinées qu'à guider l'esprit dans la suite des raisonnements nécessaires pour démontrer la vérité d'un théorème, ne sont tracées que d'une manière vague, ou d'après certaines conventions tacites qui renferment toujours beaucoup d'arbitraire. Pour s'en convaincre, il suffira de se rappeler comment on résoul le problème de la plus courte distance de deux droites non situées dans le même plan; ou bien encore celui où il s'agit de trouver le centre et le rayon d'une sphère qui doit passer par quatre points donnés. On verra aisément que, dans ces questions, la géométrie ordinaire indique bien la série d'opérations qu'il faudrait exécuter pour arriver à la solution du problème; mais elle ne donne pas les moyens d'effectuer réellement ces constructions, et d'obtenir un résultat déterminé pour la grandeur et la position de la plus courte distance, non plus que pour la longueur du rayon et la position du centre de la sphère [vojrez n** 50 et 500). Il est donc indispensable d'adopter, en Géométrie descriptive, un mode de construction qui ne laisse rien d'arbitraire dans la représentation des données et des résultats, et qui permette aussi d'effectuer toutes les opérations graphiques sur un seul et même plan : or ces deux avantages nous seront fournis par la Méthode des projections dont nous allons exposer les principes.
4. (Fîgf. i). Si d'un point a situé dans l'espace, on abaisse sur un plan fixe VXY une perpendiculaire a A, le pied A de cette droite est dit la projection du point a sur le pian en qiiestion. De même, en abaissant des perpendiculaires de tous les points de la droite abd...,, la suite des points A, B, D,.,., forme ce qu'on appelle la projection de la droite abd sur le plan fixe ; et cette projection est nécessairement rectiligne, puisque toutes ces perpendiculaires étant évidemment contenues dans le plan mené par Tune d'entre elles a A et par la droite ady c'est l'intersection du plan projetant kad avec le plan de projection VXY, qui fournit là projection ABD.
Généralement, la projection d'une courbe quelconque mnp est la suite des pieds des perpendiculaires m M, nN, /?P,..., abaissées de ces divers points sur le pian fixe, et cette projection MNP... est une ligne dont la courbure diffère ordinairement de celle de la courbe donnée dans l'espace. D'ailleurs, l'ensemble de ces perpendiculaires compose une surface cylindrique dans le sens général de ce mot, et on la nomme le cylindre projetant de la courbe mnp.
5. Cela posé, je dis qu'un point, une droite, ou une courbe, sont complètement déterminés de position, quand on assigne leurs projections sur deux plans fixes dont la situation est connue, et qui ne sont pas parallèles. Soient, en effet, VXY et XYZ deux plans de ce genre, A et A' les projections données d'un certain point dans l'espace. Si par le point A vous élevez une perpendiculaire indéfinie A a au plan VXY, cette droite passera nécessairement par le point demandé : ce point devra aussi se trouver sur la droite A'rt élevée perpendiculairement au plan XYZ;.
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donc il ne pourra occuper dans l'espace qu'une position unique, déterminée par Timersection de ces deux 'perpendiculaires. A la vérité, si les deux droites An et A' a ne se rencontraient pas, il n'existerait aucun point de l'espace qui eût pour projection A et A'; mais cela prouve seulement que les deux projections d'un point ne doivent pas être prises d'une manière tout à fait arbitraire, et qu'il y a entre elles une dépendance que nous expliquerons bientôt (n^ 10).
6. {Fig. i). Soient maintenant AD et A'D' les projections d'une droite inconnue, sur les deux plans fixes VXY et XYZ. En imaginant par la première un plan indéfini DAa perpendiculaire à VXY, ce plan renfermera évidemment la droite demandée : elle sera aussi dans le plan D' A'^ mené par I^A', perpendiculairement à XYZ; donc la ligne inconnue se trouvera nécessairement à l'intersection de ces deux plans, qui est une droite unique et déterminée. Il n'y aurait d'exception que dans le cas où les deux plans projetants DA a et D'A' a se confondraient en un seul, ce qui supposerait que la droite dans l'espace, ainsi que ses deux projections, se trouveraient précisément perpendiculaires à l'intersection XY des deux plans fixes : alors deux projections de ce genre ne suffiraient plus pour définir la droite en question, et il faudrait demander une troisième projection faite sur un autre plan fixe, non parallèle à l'intersection des deux premiers.
7. Enfin, si l'on donne les projections MNP et M'N'F d'une courbe inconnue, on imaginera par la première un cylindre perpendiculaire au plan VXY, et par la seconde un autre cylindre perpendiculaire au plan XYZ; la courbe demandée devra évidemment se trouver située sur chacune de ses surfaces, et, par conséquent, sa position et sa forme seront^déterminées par leur intersection mnp^ qui pourra bien être une courbe gauche ou courbe à double courbure (*), c'est-à-dire telle, que tous ses points ne soient pas compris dans un même plan.
Ce sera donc dorénavant par ses deux projections que nous définirons graphiquement un point ou une ligne ; et quand nous dirons que tel point ou telle ligne est donné, il faudra entendre que ce sont les projections qui sont connues. Quant aux surfaces, nous verrons plus loin (n^95) comment il faut modifier l'emploi des projections pour les représenter commodément.
8. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que les projections s'exécu-
(*) Cette dénomination ne vient pas , comme on Ta dit faussement, de ce qu'une telle courbe participe à la courbure des deux surfaces dont elle est Fintersection \ car, d'abord , une surface n'admet pas une courbure unique; et ensuite une même courbe peut être l'intersection d*une infinité de surfaces très-différentes. Mais cette expression veut dire qu'une courbe qui n'est point plane, présente deux sortes de courbures, Tune par rapport à sa tangente, l'autre par rapport à son plan osculateur, comme nous l'expliquerons plus loin ( n^ 6tS4 ). La première est proprement la seule et véritable courbure de la courbe ; la seconde est une espèce de torsion ou de cambrure; c'est pourquoi la dénomination de courbe gauche ou courbe cambrée serait à la fois plus exacte et plus simple.
talent au moyen de droites abaissées perpendiculairement sur le plan fixe. Quelquefois, il est vrai, on emploie des droites obliques au plan, quoique toujours parallèles à une direction donnée, et les conséquences que nous avons établies dans les n**' 5, 6 et 7 subsistent également; mais il faut de graves motifs pour faire adopter ce genre de projections, parce qu'en général il est moins simple et offre moins d'exactitude dans les résultats graphiques, attendu que des droites qui se coupent obliquement, laissent plus d'incertitude sur la position précise de leur point de rencontre. Ainsi, à moins que nous n'avertissions expressément dn contraire, les projections seront toujours orthogonales.
Par des motifs semblables, on choisit ordinairement les plans de projection VXY, XYZ, perpendiculaires entre eux; et pour se les représenter plus aisément, on suppose que le premier est horizontal et l'autre vei^tical. Leur intersection XY, qui est une ligne importante à remarquer, se nomme la ligne de terre.
9. Voilà donc une méthode suffisante pour exprimer graphiquement les données d'un problème sans aucune indétermination; il reste à la modifier de manière que les constructions puissent toutes s'exécuter sur un plan unique. Pour atteindre ce but, on imagine, après avoir projeté les points et les lignes dont il est question sur le^ plans rectangulaires VXY et XYZ, que ce dernier a tourné autour de la ligne de terre XY pour se rabattre sur le plan horizontal, et ne former avec lui qu'un seul et même plan VZ'; et c'est sur ce dernier que l'on trace effectivement toutes les constructions que l'on aurait dû faire sur les deux plans primitifs. Néanmoins, il ne faut pas perdre de vue que ce rabattement n'est admis que comme moyen d'exécution : et toutes les fois qu'on\eut se rendre compte d'une opération par des considérations géométriques, on doil, par la pensée, relever le plan vertical, et se le figurer toujours dans une situation perpendiculaire au pian horizontal.
10. {Fig. I.) Après le rabattement des plans fixes, il existe entre les deux projections d'un même point de l'espace une dépendance très-importante à observer. En effet, les deux droites Aa et A' a, qui projettent le point a eu A et en A', sont perpendiculaires, l'une au plan horizontal, l'autre au plan vertical : ainsi le plan A a A', mené par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire aux deux plans de projection, et, par suite, à leur intersection XY; donc le plan A a A' coupera ceux-ci suivant des droites AF, A' F, perpendiculaires sur XY, et aboutissant au même point F de cette ligne de terre. Cela posé, quand le plan vertical XYZ tourne autour de XY, il entraine avec lui la droite A'F qui, pendant ce mouvement, demeure perpendiculaire à la charnière XY; par conséquent, après le rabattement du plan vertical, la droite FA' prendra une position FA" qui sera évidemment le prolongement de FA. Ainsi les deux projections A et A" dun même pqint de l espace doivent toujours se trouver sur une même droite perpendiculaire à la ligne de terre XY, lorsque les plans de projectipu sont rabattus l'un sur l'autre : de sorte que, si l'on prend
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à volonté une de ces projections, A par exemple, il faudra mener ]a droite indéfinie AF perpendiculaire à XY, et placer quelque part sur le prolongement de AF, la deuxième projection M'.
11. Quant à la droite arf, si Ton rabat semblablement le point* D' en D", ]a projection verticale MJy deviendra en rabattement A"D"; mais celle-ci n'aura, avec la projection horizontale AD, aucune dépendance nécessaire, de sorte que l'on peut tracer arbitrairement les lignes AD et A"D" pour représenter les deux projections d'une même droite dans l'espace. Il faut toutefois excepter le seul cas où AD serait perpendiculaire à la ligne de terre XY : alors la projection verticale devrait aussi être le prolongement de AD ; mais nous avons déjà dit (n® 6) que, dans ce cas tout particulier, deux projections de ce genre laisseraient la droite indéterminée de position.
12. Dorénavant nous placerons les plans de projection rabattus, de manière que la ligne de terre XY ait la position indiquée {fiy. a) ; et comme alors la partie VXY de la feuille de dessin représentera en même temps la portion antérieure du plan horizontal et la portion inférieure du plan vertical qui est venue se confondre avec la première, tandis que la partie XYZ comprendra la portion supérieure du plan vertical et la portion postérieure du plan horizontal, il ne suffira pas, pour déterminer graphiquement un point de l'espace, de donner indistinctement ses deux projections A et A'. Il faudra encore énoncer si le point A est la projection horizontale, ou bien s'il est la projection verticale ; car l'une et l'autre de ces hypothèses peuvent être admises, et elles produiraient une très-grande différence quant à la position réelle du point dans l'espace. Afin donc de rappeler aux yeux le plan auquel est relative chacune des projections, nous conviendrons de noter ordinairement, par des lettres sans accent, les projections horizontales des points ou des droites, et par des lettres accentuées les projections verticales. Ainsi le point (A, A' j [fig, a) désignera le point de l'espace qui est projeté horizontalement en A et verticalement en A' : le point (B, B') désignera celui qui a pour projection horizontale B et pour projection verticale B', et il en sera de même du point (C, G) on du point (D, D') ; mais le lecteur fera bien d'exercer son imagination à se représenter les positions diverses de ces points-là, au-dessus et au-dessous, en avant ou en arrière du plan de projection, afin de pouvoir dorénavant reconnaître avec facilité dans lequel des quatre angles dièdres, formés par ces deux plans, vse trouve situé un point défini par ses projections.
15. (Fty. 3.) Les mêmes conventions devront être appliquées aux lignes; ainsi la droite (AB, A'B') sera celle qui a pour projection horizontale AB, et pour projection verticale A'B', Mais comme d'ailleurs une droite est déterminée de position par la connaissance de deux de ses points, nous allons donner le moyen général de trouver les traces dune droite, c'est-à-dire les points où elle va rencontrer les deux plans de projection.
6 LIVRE î. — DES DROITES ET DES PLANS.
La trace verticale de la droite ( AB, A'B') étant un point commun au plan vertical et à la droite, elle doit être projetée horizontalement sur la ligne de terre XY, et aussi sur la ligne AB indéfiniment prolongée; donc cetle trace a pour projection horizontale le point C, et conséquemment elle sera placée quelque part sur la verticale CC. Mais cette même trace doit être évidemment située sur la projection verticale A'B' indéfinie ; donc elle est au point C. De là résulte cette règle générale dont il faut se rendre l'application très-familière : Prolongez la projection horizon-taie (le la droite jusqu'à la ligne de tetre, et à ce point élevez une verticale indéfinie qui y par sa rencontre avec la projection verticale, donnera la trace verticale de ta droite pwposée,
La trace horizontale de la même droite étant un point situé à la fois dans le plan horizontal el sur la ligne proposée, se trouvera projetée verticalement sur la ligne de terre XY et sur A'B' indéfinie; donc cette trace aura pour projection verticale le point D', et conséquemment elle sera placée quelque part sur la perpendiculaire D'D à la ligne de terre. Mais d'ailleurs cette trace doit nécessairement se trouver sur la projection horizontale AB indéfinie; donc elle est au point D. Ainsi, en général, prolongez la projection verticale de la droite jusqu à la ligne de terre; et, à ce point, élevez sur cette dernière ligne une perpendiculaire indéfinie qui, par sa rencontra avec la projection horizontale, déterminera la trace horizontale de la droite en question,
14. Réciproquement, si l'on donnait les deux traces D et C d'une droite, il serait facile d'en conclure les projections ; car, comme le point G' appartient à la droite même, la perpendiculaire CC abaissée sur la ligne de terre donnera un point C de la projection horizontale, et celle-ci sera évidemment DC. De même, le point D qui appartient à la droite, étant projeté verticalement sur la ligne de terre, donnera un point D' de la projection verticale qui sera D'C
On fera bien de s'exercer à résoudre ces deux questions réciproques l'une de l'autre, sur des droites diversement situées; telles que sont, dans la fig. 3, la ligne (EF, E'F'), dont la trace horizontale est en F et la trace verticale en G'; et la ligne (HK, H'K'), dont K' est la trace verticale et L la trace horizontale.
15. En terminant ces notions préliminaires, nous étabUrons quelques règles essentielles à observer dans le tracé de toutes les épures. Ces dessins, en leffet, devant servir à représenter exactement la forme des objets, il faut que les divers modes de ponctuation qu'on y emploiera offrent une sorte de langage intelligible aux yeux ; c'est-à-dire quUls manifestent clairement la situation relative des différentes parties, distinguent celles qui sont cachées de celles qui sont visibles pour l'observateur, et fassent discerner les résultats d'un problème d'avec les lignes qui n'ont servi que de moyens auxiliaires pour y arriver; c'est pourquoi nous adopterons constamment les règles suivantes :
CHAPITRE I. — NOTIONS PRÉLIMINAIBES
I®. Les lignes PRINCIPALES, c'est-à-dire celles qui représentent les données ou les résultats d'un problème, seront marquées par un trait plein et continu, lorsqu'elles seront visibles; mais si ces lignes principales sont irwisiblesy elles seront ponctuées^ c'est-à-dire tracées en points ronds. On voit des exemples de ces deux modes de tracé dans les lignes ABCD et EFGH de la^îg^. 3 bis.
2?. Les lignes auxiliaires, c'est-à-dire toutes celles qui ne rentreront pas dans la classe précédente^ et qui ne seront employées que comme des moyens d'arriver à la solution du problème, seront poinliltées ou composées de petits traits interrompus; telle est la ligne P dans la Jig. 3 bis. Quanta ces lignes auxiliaires, il n'y aura jamais lieu de distinguer si elles sont visibles ou non, parce qu'elles sont censées n'exister que dans l'imagination du géomètre qui les conçoit pour parvenir au résultat demandé.
3°. Lorsque, patmi ces lignes auxiliaires, il s'en trouvera quelqu'ime qui offrira plus d'importance, et sur laquelle on voudra appeler l'attention d'une manière particulière, on pourra la représenter par une ligne mixte, composée de petits traits séparés par un ou deux points ronds, comme dans les droites M et N de \B.fig. 3 bis. Cependant on doit se garder de trop multiplier ce mode de ponctuation, et consulter sur cela le bon goût et des modèles bien choisis; d'ailleurs il ne faut jamais employer ces lignes mixtes pour les droites qui réunissent simplement les deux projections d'un même point.
16. 11 reste maintenant à expliquer comment, parmi les lignes principales de chaque question, on discernera celles qui sont visibles et que l'on doit marquer en trait plein, d'avec celles qui sont invisibles et que l'on doit ponctuer. Des règles complètes sur ce sujet ne pourront être données qu'après avoir parlé des surfaces courbes et de leurs plans tangents; mais comme dans les premiers problèmes qui vont nous occuper il ne se rencontrera que des droites et des plans, il nous suffira pour l'instant de poser les conventions suivantes :
On admet toujours que l'observateur, qui considère la projection d'un objet sur le plan horizontal^ est placé au-dessus de ce plan et à une distance infinie sur la verti-cale qui passe par un quelconque des points de cet objet, mais en avant du plan vertical; -et cette convention, qui simplifiera, comme nous le verrons plus loin, le tracé du contour apparent des surfaces courbes, a été d'ailleurs suggérée par la manière dont on projette les points de l'espace sur un plan. £n effet, les rayons visuels menés de l'œil de l'observateur à tous les points d'un corps, approchent d'autant plîus d'être perpendiculaires au plan horizontal, que l'observateur s'élève davantage en restant sur la même verticale; de sorte que quand le point de vue est à une distance infinie, ces rayons deviennent parallèles, et coïncident avec les droites qui servent à projeter les points du corps. D'où il suit que la projection horizoakik d'un objel ri est autre chose (/u'one vujt de cet objets .prke dunpomt infinie
ment éloigné sur la verticale; résultât qui justifie suffisamment la convention énoncée plus haut.
Par une raison semblable, toute projection verticale est censée vue par un observateur placé à une distance infinie sur une perpendiculaire au plan vertical, élevée en avant de ce plan et au-dessus du plan horizontal.
D'après cela, toute ligne ou portion de ligne principale qui se trouvera audessous du pian horizontal, ou derrière le plan vertical, sera réputée invisible; et, comme telle, ponctuée en points ronds. Si, de plus, il se trouve dans la question quelque plan réellement existant, et qu'une portion de ligne principale soit située derrière ce plan ou au-dessous, par rapport b^ l'observateur, cette portion devra aussi être ponctuée; mais il faudra se souvenir que ces distinctions ne regardent nullement les lignes auxiliaires, par la raison citée (n** 15, a^). On pourra reconnaître déjà l'application de ces règles dans la fig. 3, et nous aurons soin de les rappeler dans la plupart des problèmes que nous allons résoudre.
PROBLÈMES SUR LES LIGNES DROITES ET LES PLANS
17. Construire la droite qui passe par deux points donnés ( A., A') et (M, M') {fig. 4) ; puis, trouver la véritable distance de ces deux points (*).
D'après les définitions établies au n^ 4, il est évident que la projection horizontale de la droite cherchée passera par les points A et M, tandis que la projection verticale passera par A' et M'; donc cette droite indéfinie est projetée suivant AMB et A'M'B', et par là elle se trouve complètement déterminée de position (n° 6). D'ailleurs on peut construire ses traces (n^ 15), qui seront les points (B, B') et (C, C).
(*) Avant de construire une épure, il est essentiel d'observer les précautions suivantes. On trace d'abord, avec le crayon , une droite indéfinie vers le milieu de la feuille de dessin, et à peu près parallèle à sa longueur : puis, on trace une seconde droite exactement perpendiculaire *sur la première, en se seivant d'arcs de cercle; car Téquerre n'est pas un instrument dont la précision soit assez sûre pour qu'on l'emploie à mener des perpendiculaires qui doivent avoir une longueur un peu considérable. Mais , du moins , l'équerre peut servir à mener des parallèles par un procédé très-exact et trcs-expédilif , lequel consiste à la /aire glisser le long d'une règle fixe; aussi c'est par ce moyen que l'on doit tracer, dans chaque épure , la ligne de terre et toutes les droites qui lui Ibnt parallèles ou perpendiculaires, en se dirigeant sur les deux droites rectangulaires que nous avons recommandé de construire d'abord , et qui forment ce que les praticieps appellent le trait carré.
Ajoutons en outre que, quelque importante que soit la ligne de terre, il faut se garder de la former avec un trait plus gros que les lignes principales ; car il en résulterait souvent beaucoup d'inexactitude dans la situation ^es points où elle serait rencontrée par les autres droites de l'épure.
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Quant à la distaiv^^e des deux points donnés, elle est mesurée dans l'espace par la portion de droite projetée sur AM et A' M'; mais il est facile de voir qu'une droite finie est toujours plus longue que sa projection sur un plan, excepté quand la première se trouve parallèle au plan sur lequel on la projette, car alors la droite dans l'espace est évidemment de même longueur que sa projection. D'après cette remarque, imaginons que la ligne (AM, A' M') tourne autour de la verticale projetée en A, sans changer d'inclinaison avec cette dernière; par là l'extrémité (A, A') demeurera immobile, tandis que l'autre extrémité (M, M') restera à une hauteur constante, en décrivant seulement un arc de cercle horizontal autour de l'axe de rotation. Or, si l'on continue ce mouvement jusqu'à ce que la droite mobile soit devenue parallèle au plan vertical, ce qui arrivera quand la projection AM aura pris la situation AP parallèle à la ligne de terre XY, alors l'extrémité M venue en P se trouvera projetée verticalement (n^ 10) quelque part sur PIP' perpendiculaire à XY; et comme elle doit être à la même hauteur que M', si l'on mène l'horizontale M'P', le point P' sera la projection verticale de l'extrémité mobile de la droite en question. D'ailleurs, puisque l'autre extrémité (A, A') est demeurée invariable, il s'ensuit que la droite (AM, A' M') se trouve actuellement projetée suivant AP et A' P'; et sa véritable longueur est précisément la projection verticale AT', d'après la remarque faite au commencement de cet article. De là on conclut la règle suivante, qu'il faut se rendre très-familière :
Pour trouver la distance de deux poinf5(A, A') eï(M, M') {fig. [\)^ formez un triangle rectangle A'H'P', dont un côté A' H' soit la différence des hauteurs A'R et M'K de ces deux points au-dessus du plan horizontal, et dont l'autre côtéWV soit égal à tintetvalle AM des deux projections horizontales: l* hypoténuse A'P' sera la distance demandée.
18. On arriverait au même but en construisant, sur le plan horizontal, un triangle rectangle ADQ dont un côté AD égalerait la différence des distances AR e( MK des deux points donnés au plan vertical, et dont Vautre côté DQ serait r intervalle A' M' des deux projections verticales; Chjrpoténuse AQ exprimerait encore la distance des deux points dans l'espace, et devrait se trouver identique avec A'P'. Pour se rendre compte de cette nouvelle construction, il suffira d'imaginer que la droite proposée a tourné autour de l'horizontale qui est projetée verticalement en A', sans danger d'inclinaison par rapport à cette dernière, jusqu'à ce que cette droite mobile soit devenue parallèle au plan horizontal.
19. On aurait pu aussi rabattre la droite (AM, A'M') sur le plan horizontal, en faisant tourner autour de AM, comme charnière, le trapèze invariable formé par la droite proposée et par les verticales qui projettent ses extrémités en A et en M. Par là ces deux verticales seraient demeurées perpendiculaires à la charnière AM, et auraient pris les positions AA" = RA', MM" = KM' ; de sorte qu'en traçant la
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droite A"M", on aurait encore obtenu la véritable distance des^eux points (A, A') et (M, M'). D'ailleurs, il se présente ici une de ces vérifications qu'il ne faut pas négliger dans les opérations graphiques; c'est que la ligne A" M" prolongée doit aller aboutir en B. En effet, ce dernier point étant la trace horizontale de la droite primitive, il se trouvait situé sur la charnière AMB; et, comme tel, il a dû rester immobile pendant la révolution de la droite.
20. Réciproquement y si l'on donnait la droite indéfinie (AB, A'B') avec un de ses points (A, A'), et quon voulût trouver sur cette ligne un autre point (M, M') qui fût éloigné du premier d'une quantité donnée &, on rabattrait comme précédemment la droite proposée sur le plan horizontal, en faisant AA"=: RA', et tirant A"B. Ensuite, on prendrait sur cette dernière ligne un intervalle A'' M'' égal à & : puis, en relevant la droite rabattue A'^B, le point JVT^ se ramènerait en M par une perpendiculaire sur la charnière AB; et enfin, de la projection horizontale M, on conclurait (n° 10) l'autre projection M', ce qui déterminerait complètement le point demandé.
On aurait pu aussi résoudre cette question en opérant d'une manière analogue sur le rabattement (AP, A'P'), avec le soin de chercher ce que devenait la trace horizontale (B, B') après la rotation imprimée à la droite primitive.
21 . {Fig. 5. ) Par un point donné (D, D') mener une droite qui soit parallèle à une droite connue (AB, A'B').
Lorsque deux droites sont parallèles, les plans qui les projettent sont évidemment parallèles entre eux ; et, par conséquent, les intersections de ceux-ci avec le plan de projection, c'est-à-dire les projections des droites, sont nécessairement parallèles l'une à l'autre. Réciproquement, lorsque les projections horizontales de deux droites sont parallèles, et qu'il en est de même de leurs projections verticales, les quatre plans projetants sont parallèles deux à deux ; d'où il suit que leurs intersections mutuelles, c'est-à-dire les droites dans l'espace, sont parallèles entre elles. D'après cela, si par le point D on mène une parallèle DE à AB, et par le point D' une parallèle D'E' à A'B', la droite demandée aura pour projection DE et D'E'; elle sera donc ainsi complètement déterminée, et d'ailleurs les traces de cette droite, qui seront en F et en E', se construiront comme on la dit au n® 15.
22. {Fig. 6.) Construire le plan qui passerait par trois points donnés (A, A'), (B, B') et (C, G).
Observons d'abord que pour déterminer graphiquement la position d'un pian, il suffît d'assigner ses deux traces, c'est-à-dire les intersections de ce plan avec les plans de projection. Ces deux traces devront toujours couper la ligne de terre au même point ; mais l'angle qu'elles comprendront entre elles sur les plans de projection rabattus, ne sera pas égal à celui qu'elles forment dans l'espace. En outre, il est bien évident que, quand une droite est située dans un plan, les traces de cette droite (n*^ 15) doivent être situées quelque part sur les traces du plan.
Gela posé, joignons les points donnés deux à deux par des droites (AB, A'B'
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(BC, B'C), (AG, A'C), lesquelles ayant chacune deux points dans le plan cherché, y seront contenues toutentières; puis construisons, comme au n® 15, les traces verticales E% F' et G' de ces droites. Alors ces trois points, qui doivent évidem* ment appartenir à l'intersection du plan inconnu avec le plan vertical de projec» tion, se trouveront nécessairement en ligne droite, et seront plus que sufiBsants pour déterminer la trace verticale E F Cr du plan demandé. De même, la trace horizontale DHR de ce plan s'obtiendra en construisant les traces horizontales D, H et K des trois droites auxiliaires; d'ailleurs les deux lignes E'G' et DH ainsi obtenues, devront aller rencontrer la ligne de terre XY en un même point Q, ce qui offrira une nouvelle vérification des constructions antérieures.
Si l'on voulait /aère passer un plan par une droite et un point donnés, on joindrait ce point avec un de ceux de la droite, ou bien on mènerait une parallèle à celle-ci par le point donné ; alors on connaîtrait ainsi deux droites situées dans le plan cherché, et leurs traces suffiraient pour déterminer celles de ce plan.
25. {Fig. 7 . ) Par un point donné (A, A') mener un plan qui soit parallèle à un autre plan dont la trace horizontale est ST et la trace verticale TV'.
Il est évident que deux plans parallèles doivent avoir leurs traces respectivement parallèles ; ainsi il suffira de trouver un point de chacune des traces du plan de* mandé. Pour cela, imaginons par le point donné (A, A') une droite auxiliaire qui soit située dans le plan inconnu; le choix le plus simple sera de mener cette droite parallèlement à la trace horizontale de ce même plan, c'est-à-dire parallèlement à ST. Si donc on tire dans cette direction la ligne AB, et qu'on mène A'B' parallèle à la ligne de terre, ce seront là évidemment les deux projections de la droite auxiliaire renfermée dans le plan inconnu. Cela posé, en construisant (n^ 13) le point B' où elle va percer le plan vertical, ce point appartiendra nécessairement à la trace du plan cherché, laquelle sera par conséquent la droite B'Q parallèle à V'T : l'autre trace devant passer par le point Q, sera la ligne PQ parallèle à TS.
On peut aussi, comme vérification, construire directement un point de la trace horizontale du plan inconnu. Pour cela, on imaginera par le point (A, A'), une droite auxiliaire qui soit parallèle à la trace verticale de ce plan ; et elle aura évidemment pour projections AC parallèle à la ligne de terre, et A'C parallèle à V'T. Si donc on cherche (n^ 13) le point C où cette auxiliaire va percer le plan horizontal, ce point appartiendra nécessairement à la trace du plan demandé; ainsi il faudra que la droite PQ, déjà construite, passe par le point G.
24. Observons que, dans l'épure actuelle, on n'a pas regardé les deux plans STV et PQR' comme existant réellement; car alors le premier aurait rendu l'autre invisible, et il eût fallu (n*^ 15, i^) ponctuer en totalité les traces de ce dernier, ce qui aurait multiplié beaucoup les points ronds, et surtout aurait eu le grave inconvénient de ne plus laisser discerner les parties des traces situées en deçà des
plans de projection d'avec celles qui sont au delà. C'est pourquoi l'on suppose ici qu'il s'agissait de trouver seulement les traces d'un plan parallèle à celui qui aurait lui-même pour traces ST et TV', sans construire effectivement aucun de ces deux plans. Cette restriction, dont le but est de répandre plus de clarté dans les dessins, a été aussi admise dans les épures 8, 9 et 16.
25. {Fig. 6. ) Les considérations employées dans les n°* 22 et 23 peuvent servir à résoudre la question suivante ; Etant donnée la projection horizontale AB dune droite que Con sait être située dans le plan connu PQR', trouver l autre projection? La droite inconnue percera le plan vertical en uu point qui doit être projeté horizontalement en E (n** 13); d'ailleurs cette trace ne pouvant être hors de la trace verticale QR' du plan qui renferme cette droite, sera nécessairement située en E', et c'est là un des points de la projection demandée. Ensuite, par des motifs semblables, on voit que la droite en question va percer le plan horizontal en D; donc, si l'on projette D en D' sur la ligne de terre XY, D'E' sera la projection verticale de la droite proposée. On sent bien qu'il serait aussi aisé de trouver la projection DE, en se donnant seulement la projection verticale D'E' avec le plan PQR' qui renferme la droite.
Si la projection AB assignée sur le plan horizontal se trouvait, comme dans la fig. 7, parallèle à la trace PQ du plan donné, on obtiendrait d'abord, comme ci-dessus, la trace verticale B' de la droite inconnue; mais ensuite la trace horizontale de cette droite n'existant plus, puisque AB ne rencontre pas PQ, il en faudrait conclure que la ligne demandée est parallèle au plan horizontal, et qu'ainsi sa projection verticale est la droite B' A' parallèle à la ligne de terre XY.
On verra de même que si la projection horizontale donnée est la ligne AC parallèle à XY, la droite dans l'espace est parallèle au plan vertical, et que sa projection sur ce dernier plan est la ligne C'A' parallèle à la trace QR'.
26. {Fig, 6. ) Voici encore une question analogue : Connaissant la projection horizontale A dun point que Con sait être situé sur un plan donné PQR', trouver t autre projection? On mènera par le point donné A une droite quelconque DAE, que l'on regardera comme la projection horizontale d'une ligne située dans le plan PQR'; il sera facile de construire, comme ci-dessus, la projection verticale D'E' de cette droite, et alors il n'y aura plus qu'à ramener le point A en A' sur cette projection, au moyen d'une perpendiculaire à la ligne de terre (n° 10). On trouverait aussi aisément la projection A, si l'on avait donné A'.
Parmi les diverses directions que l'on peut donner à cette droite auxiliaire DAE, la plus commode ordinairement est une parallèle à la trace horizontale PQ, comme la ligne AB dans la /f^. 7.
27. Trouver C intersection de deux plans qui auraient pour traces, Hun PQ et QR', [autre ST et TV'.
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{Fig. 8.) Si Ton prolonge les deux traces horizontales jusqu'à ce qu'elles se coupent en B, ce point, évidemment commun aux deux plans, appartiendra à leur intersection; et, puisqu'il est dans le plan horizontal, ce sera la trace horizontale de la droite cherchée. De même, le point A' où se couperont les traces verticales des plans donnés, sera la trace verticale de cette droite. Connaissant ainsi les deux traces de la commune section, on en déduira immédiatement (n** 14) les projections qui seront AB et A'B'.
28. Si deux des traces se trouvaient parallèles, comme il arrive pour les plans R'Qp et V'TS, le point B s'éloignerait indéfiniment, et, par suite, l'intersection des deux plans deviendrait une horizontale ayant pour projections A' 6' parallèle à la ligne de terre, et A 6 parallèle à TS : résultat qui était facile à prévoir, puisque alors les plans donnés passeraient par deux droites parallèles Qp et TS, et qu'ainsi ils devraient se couper suivant une droite parallèle à celles-là.
29. {Fig, 9.) Lorsque les traces seront respectivement parallèles sur les deux plans de projection à la fois^ les plans donnés seront évidemment parallèles entre eux, et il n'y aura plus d'intersection; à moins que ces traces ne soient en même temps parallèles à la ligne de terre, comme PQ et P'Q' pour l'un des plans, TS et T'S' pour l'autre : car deux plans ainsi placés peuvent encore se couper suivant une droite parallèle àXY, mais la méthode précédente ne suffît plus pour obtenir cette intersection.
Dans ce cas, menons à volonté un plan sécant auxiliaire aS/. Il coupera le plan [PQ, P'Q'] suivant la droite (CD, CD'}, qui se construit par la méthode générale, et le plan [TS, T'S'] suivant la droite (EF, E'F'); alors ces deux lignes fourniront, par leur rencontre, un point (M, M') qui sera évidemment commun aux deux plans [PQ, P'Q'], [TS, T'S']; et, par conséquent, ceux-ci auront pour intersection la droite (AMB, A'M'B') menée parallèlement à XY.
On pourrait encore employer ici un plan de profil mené perpendiculairement à XY {fig. 9) ; ce plan couperait les plans de projection primitifs suivant les deux droites XV et XZ, dont la dernière prendra évidemment la position XZ", lorsque l'on rabattra le profil sur le plan horizontal, autour deVX comme charnière. Cela posé, le plan de profil rencontrait les traces verticales des plans proposés aux points P' et T' qui deviennent en rabattement P" et V ; donc PP" et TT sont les traces de ces plans sur le profil rabattu suivant Z"XV ; et comme ces traces se coupent en A", c'est là un point de l'intersection demandée. Si donc on projette horizontalement ce point A" en A, on en conclura que l'intersection cherchée a pour projection horizontale la droite AB parallèle à XY. D'ailleurs, si Ton relève le profil, le point A" se projettera verticalement en A'; et A'B' parallèle à XY sera la seconde projection de l'intersection des plans proposés.
Si les traces de ces plans, sans être parallèles entre elles, passaient toutes quatre
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par le même point de la ligne de terre, il faudrait encore recourir à l'un des plans auxiliaires que nous venons d'employer ; et nous engageons le lecteur à construire répure relative à ce cas particulier.
50. {Fig. lo.) Construire le point d intersection dune droite (AB, A'B') mec un plan donné PQR'.
Pour y parvenir^ il faut mener par la droite donnée, et dans une direction quelconque, un plan sécant : construire l'intersection de celui-ci avec le plan PQR'; et comme cette ligne passera nécessairement par le point cherché, ce point sera déterminé par la rencontre de cette intersection avec la droite donnée.
Adoptons d'abord pour plan sécant, le plan vertical qui projette la droite donnée suivant AB : cette dernière ligne sera elle-même la trace horizontale de ce plan, et sa trace verticale sera la droite CC perpendiculaire sur la ligne de terre. Cela posé, le plan ACC coupe le plan donné PQR' suivant une droite qui est projetée (n^ 27) sur C'iy et CD ; et comme cette intersection rencontre la droite donnée (A'B', AB) au point M', c'est là la projection verticale du point demandé. La seconde projection de ce point n est pas fournie immédiatement, parce qu'ici les deux droites que nous combinons sont projetées l'une et l'autre suivant ADBC; mais on la déduira de M' en abaissant (n^ 10) la perpendiculaire M'M sur la ligne de terre. Ainsi le point (M, M') est cehil où la droite (AB, AB') perce le plan PQR'.
On peut aussi employer pour plan sécant, le plan projetant de la droite sur le plan vertical, lequel aura pour traces A'B' et B'F perpendiculaire à XY. Ce plan auxiliaire A' B'F coupera PQR' suivant la droite (FG, B'G'), qui, par sa rencontre avec AB, devra donner le même point M déjà obtenu par la première construction ; ainsi, les deux procédés employés simultanément se serviront de vérification.
Observons ici que le plan donné PQR' est une grandeur principale (n® 15) qui existe réellement, et qui rend invisible la portion de la droite (AB, A'B') située audessous du point de section; c'est pourquoi la partie (MB, M'B') a été ponctuée. Quant au prolongement BC, il n'est regardé que comme une ligne auxiliaire relative au plan sécant qui sert de moyen de solution.
31 . Quoique les deux procédés employés n*' 30 soient les plus commodes, il sera bon, pour nous exercer à la combinaison des plans avec les droites, de résoudre encore le même problème en nous servant d'un plan sécant quelconque : toutefois, comme ce plan devra renfermer la droite donnée (AB, A'B') dont les traces sont B et G {fig. Il), il faudra faire passer par ces points les traces du plan sécant que nous adopterons. Menons donc par le point B la droite arbitraire SBT, et par les points T et C la droite C'TV; ce seront là les traces d'un plan auxiliaire qui conriendra la ligne (AB, A'B'). Cela posé, les plans STV et PQR' se coupent (n<> 27) suivant la ligne (SV, S'V); et comme celle-ci rencontre (AB, A'B') en (M, M'), ce point est celui où la droite donnée perce le plan PQR' : mais il faudra s'assurer.
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pour vérifier les constructions, que la droite MM' qui réunit ces deux projections est exactement perpendiculaire (n^ iO) sur la ligne de terre.
52. Par un point donné conduire une droite qui rencontre deux droites données de position.
Nous indiquerons seulement la solution de ce problème, que nous proposons ici au lecteur comme un exercice propre à le familiariser avec les méthodes précédentes. Par le point donné a et la première droite c/^, on conduira un premier plan ; puis un second par le même point a et la seconde droite cf, ; alors, en cherchant l'intersection de ces deux plans, on obtiendra une droite qui satisfera évidemment aux conditions énoncées.
On peut aussi n*employerque le premier des plans dont nous venons de parler, puis chercher (n**30) le point où il coupe la seconde droite; alors, en joignant ce dernier point avec le point donné, on obtiendra une droite qui résoudra le problème.
Il n'y aura en général qu'une solution, à moins que les deux droites proposées ne se trouvent dans un même plan avec le point donné. Si ces deux droites se coupaient ou étaient parallèles, il serait bien facile d'assigner d'avance le résultat des opérations.
35. Théorème. Lorsqu'une droite (AB, A'B') {fig. la) est perpendiculaire à un plan PQR', les projections de cette ligne sont respectivement perpendiculaires sur les (races du plan.
En effet, le plan qui projette la droite suivant AB est, par sa définition, perpendiculaire au plan horizontal : il l'est aussi au plan donné PQR^ puisqu'il passe par une droite qui est supposée perpendiculaire à ce dernier ; donc ce plan projetant est perpendiculaire à la fois sur les deux autres, et par suite à leur intersection qui est la trace horizontale PQ ; par conséquent, cette trace sera elle-même perpendiculaire sur la projection AB, qui se trouve dans le plan projetant. On démontrerait , d'une manière toute semblable , que la trace verticale R'Q est perpendiculaire sur la projection A'B'.
Réciproquement, 51 les deux projections AB et A'B' d'une droite sont respectivement perpendiculaires aux traces PQ et QR' d'un plan, ce plan et la droite sont perpendicu^ kUres Cun sur t autre. En effet, le plan projetant qui a pour trace AB est évidemment perpendiculaire sur la droite PQ, et par suite au plan PQR' qui contient cette ligne : de même, le plan projetant qui a pour trace A'B' est perpendiculaire à la droite QR', et par suite au plan PQR'. Donc ce dernier se trouve perpendiculaire à la fois sur les deux plans projetants ; et dès lors il sera aussi perpendiculaire sur leur intersection qui n'est autre chose que la droite donnée dans l'espace.
54. Observons toutefois que ce théorème ne serait plus vrai , s'il s'agissait de projections obliques (n^ 8); et d'ailleurs il faut se garder de croire qu'une relation
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semblable existe entre deux droites qui sont perpendiculaires entre elles; car leurs projections orthogonales, sur un même plan, ne formeront pas un angle droit, à. moins que Tune des lignes proposées ne se Xronye parallèle au plan de projection.
35. {Fig. 12.) Trouver la plus courte distance et un point (A, A') à un plan donné PQR'.
On abaissera d'abord du point (A, A') une perpendiculaire indéfinie sur le plan, en menant (n® 55) les projections AB et A'B' respectivement perpendiculaires sur les traces PQ et QR'; puis, on cherchera le point (M, M') où cette droite rencontre le plan, ce qui s'exécutera comme au n** 30, dont tous les raisonnements s'appliquent à la figure actuelle où nous avons d'ailleurs conservé les mêmes notations. Alors AM et A' M' seront évidemment les projections de la plus courte distance demandée ; et la grandeur absolue de cette distance s'obtiendra (n^ 1 7) en menant l'horizontale HM'M" égale à AM, et tirant la droite A'JW qui sera la vraie distance du point au plan.
36. {Fig. i3.) Trouver la plus courte distance dun point (C, C) à une droite rfonn^e (AB,A'B').
Menons d'abord par le point (C, C) un plan perpendiculaire à la droite proposée; ses traces seront perpendiculaires (n® 55) aux projections ABet A'B'; et, pour déterminer un de leurs points, j'imaginerai dans ce plan une horizontale partant de (C, C). Cette droite, qui sera nécessairement parallèle à la trace horizontale cherchée, aura pour projections CD perpendiculaire à AB, et CD' parallèle à XY; ainsi, elle ira percer le plan vertical en (D, D') : si donc je mène D'Q perpendiculaire sur A'B', et QP perpendiculaire sur AB, ce seront les traces du plan cherché PQD'. Cela posé, en construisant [n^ 30) le point (M, M') où ce plan rencontre la droite (AB, A'B'), et en le joignant avec (C, C), la ligne (CM, CM') sera évidemment contenue dans le plan D'QP, et dès lors elle se trouvera perpendiculaire sur ( AB, A'B') ; par conséquent cette droite (CM, CM') mesurera la plus courte distance demandée, dont la grandeur absolue CM'' se déduira des projections CM et CM' par la règle générale exposée n** 1 7.
Dans cette épure, le plan D'QP n'est ni une donnée, ni un résultat du problème primitif; c'est seulement un moyen de parvenir à la solution cherchée, et par conséquent on devra marquer ses traces comme des lignes auxiliaires (n^ 15). La même remarque s'applique à la fig, i[\j dont nous allons donner l'explication.
57. [Fig. i40 ^utre solution. Faisons passer un plan par le point (C, C) et par la droite donnée (AB, A'B'); il suffira de joindre (C, C) avec (A, A'), et de chercher les traces verticales des deux droites (AB, A'B') et (AC, A'C) : alors B'D'Q et QA seront les traces du plan auxiliaire dont nous venons de parler. Cela posé, rabattons ce plan B'QA autour de sa trace horizontale AQ, et supposons qu'il entraîne avec lui la droite et le point donnés. Dans ce mouvement de révolution,
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le point (B, B') ne sortira pas du plan vertical BF perpendiculaire à la charnière AQ; d'ailleurs la distance B'Q de ce point au point 6xe Q restera invariable; par conséquent, si Ton décrit avec le rayon QB' un arc de cercle qui coupe BF en B", ce point sera le rabattement de (B, B'), et la droite proposée ainsi que la trace QB' se trouveront rabattues suivant AB" et QB''. De même, en tirant les perpendiculaires DD" et CC'sur la charnière AQ, on verra bien que la ligne (ACD, A'C'D') se rabat suivant AD", et que le point G se transporte en C. Alors, dans le plan horizontal où toutes les données sont maintenant rabattues, sans que leurs positions respectives aient changé, nous pourrons abaisser sur AB" la perpendiculaire C"M", et ce sera la plus courte distance cherchée dans sa véritable grandeur. Ce résultat est ordinairement le seul qui intéresse; cependant, si l'on veut aussi fixer la position de la plus courte distance, il n'y a qu'à relever tout le système : le point M'' se ramènera en M par une perpendiculaire sur la charnière AQ, et la projection verticaleM's'en déduira (n^ 10); de sorte qu'enfin la distance en question sera projetée sur CM et CM'.
38. Ce mode de solution serait indispensable, si Ton avait voulu trouver sur la droite (ABf A'B') unpoint qui fut distant de (C, C) d'une quantité donnée ^. Car, après avoir rabattu comme ci-dessus la droite et le point donnés suivant AB" et C", on décrirait avec un rayon C"N"= d^ un arc de cercle qui couperait AB'' en N", et ce serait là le point demandé en rabattement : puis, en relevant tout le système autour de la charnière AQ, le point N" se ramènerait en N, et aurait pour ses deux projections N et N'. On sent bien qu'il y aura généralement une seconde solution, puisque l'arc décrit avec le rayon & coupera ordinairement la droite AB" en deux points W et n'\
Par des moyens semblables, on pourrait trouver le centre et le rayon dun cercle passant par trois points donnés dans [espace. Il faudrait construire (n^22) les traces du plan déterminé par ces trois points, et puis rabattre ce plan autour de sa trace horizontale, comme dans la fig, î4, en cherchant d'ailleurs les positions que prennent, après ce rabattement, les trois points primitifs, ainsi que nous l'avons fait dans cette figure pour le point (C, C).
59. (Figf. 1 8.) Trouver l'angle de deux droites données (AB, A'B') et (BC, 6V).
On entend par l'angle de deux droites, qui souvent ne se rencontrent pas, l'angle que comprendraient entre elles deux droites respectivement parallèles aux premières, et qui seraient menées par un même point de l'espace. Commençons donc par examiner si les lignes proposées se coupent réellement. Or, si elles ont un point commun, on voit bien qu'il devra être projeté horizontalement en B, et verticalement en 1/ : mais, pour que ces points-là fussent les projections d'un même point de l'espace, il faudrait (n** 10) que la droite Bb' se trouvât perpendiculaire à la ligne de terre, condition qui n'est pas remplie ici; par conséquent, les droites 4« édit. 3
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proposées ne se coupent pas. Alors, nous allons mener une parallèle à la droite f BC, 6V) par un point quelconque de l'autre droite ; et pour simplifier, nous choisirons le point qui est projeté en B et B'. Cette parallèle aura ainsi pour projection horizontale la droite BC déjà donnée, et pour projection verticale la droite B' C parallèle à 6V; de sorte que le problème sera réduit à trouver l'angle formé par les deux droites (AB, A'B') et (BC, B'C) que nous regarderons comme les données immédiates de la question.
En construisant les traces horizontales A et C de ces droites, la ligne AC sera la base d'un triangle ayant pour sommet le point (B, B'), où se coupent les droites proposées, et dont l'angle situé à ce sommet sera celui que l'on cherche. Dès lors on pourrait construire ce triangle en cherchant les longueurs de ses trois côtés, qui sont connus par leurs projections; mais il vaut mieux employer la hauteur de ce triangle. Or cette hauteur est évidemment l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui aurait pour base la perpendiculaire BH abaissée sur AC, et pour hauteur la verticale qui projette le sommet en B, laquelle est égale à B'K; conséquemment, si l'on prend K.H" = BH, et que l'on tire B'H", cette ligne sera la hauteur du triangle primitif. Maintenant, si l'on rabat ce dernier sur le plan horizontal, autour de sa base AC, le sommet ne sortira pas du plan vertical HB perpendiculaire à cette base ; donc, en portant la hauteur B'H" de H en B", le triangle cherché se trouvera rabattu suivant AB"C, et l'angle de même nom sera celui que formaient dans l'espace les deux droites (AB, A'B') et (BC, B'C).
40. Lorsqu'une de ces droites, par exemple la seconde, sera parallèle au plan horizontal, le triangle dont nous nous sommes servis n'existera plus ; mais la trace horizontale du plan des deux droites proposées, qui était AC dans le cas général, deviendra une parallèle à BC menée par le point A ; de sorte qu'en rabattant, comme ci-dessus, ce plan autour de sa trace horizontale, on obtiendra encore l'angle demandé.
Nous ne parlerons pas du cas où les droites seraient toutes deux parallèles au plan horizontal, puisque alors l'angle qu'elles formeraient dans l'espace, serait égal à celui que comprendraient leurs projections.
41 . Si Ton proposait de diviser en deux parties égales [angle de deux droites qui se coupent, on opérerait cette division après avoir rabattu cet angle sur le plan horizontal, comme ci-dessus ; puis, on relèverait l'angle AB"C et la droite bissectrice, en observant que le point où cette dernière ligne va couper la trace horizontale AC du plan des droites données, demeure immobile pendant ce mouvement de rotation. De même, étant donnée une droite située dans un plan connu , on pourra tracer dans ce plan une seconde droite qui fasse avec la première un angle donné. Nous conseillons au lecteur de s'exercer sur les opérations indiquées aux n*** 40 et 41.
42. [Fig. 19.) Trouvertangleforméparunedroite{AByA.'B')avecunplan'PQBf.
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L'angle d'une droite avec un plan serait une grandeur indéterminée, si l'on ne convenait pas d'entendre par là l* angle que forme la droite proposée avec sa projection orthogonale sur le plan; et ce choix est fondé sur ce que ce dernier angle est évidemment le plus petit de tous ceux que fait la droite avec les diverses lignes tracées par son pied dans le plan dont il s'agit. Il suit de là que, si l'on abaisse d'un point de cette droite une perpendiculaire sur le plan proposé, l'angle compris entre cette perpendiculaire et la droite primitive se trouvera le complément de celui qu'on veut obtenir, et suffira pour en déduire ce dernier.
Menons donc par le point (B, B'), choisi arbitrairement sur la droite donnée, une perpendiculaire (BC, B'C) au plan PQR'; puis, construisons l'angle formé par les deux droites (AB, A'B') et (BC, B'C). En appliquant ici la méthode du n^ 39, on verra qu'il faut abaisser la perpendiculaire BH sur AC, prendre RH" = BH, et porter l'hypoténuse B'H" de H en B"; alors AB"C sera l'angle des deux droites. Ensuite on construira son complément en traçant la droite B'^D perpendiculaire sur CB"; et enfin AB''D sera l'angle formé par la droite (AB, A'B') avec le plan PQR'.
43. {Fig, i5 bis.) Trouver les angles que forme une droite avec les deux plans de projection.
Ce problème pourrait être traité comme un cas particulier du précédent; mais il sera plus court de le résoudre directement, en observant que, d'après ce que nous avons dit au n^ 42, l'angle de la droite (CD, CD') avec le plan horizontal n'est autre chose que l'angle compris entre cette droite et sa projection CD. Or il est évident que ce dernier angle appartient au triangle rectangle qui aurait pour base CD, et pour hauteur CC; si donc on rabat ce triangle sur le plan vertical, suivant CM'C, l'angle de même nom sera celui qu'on demandait.
Semblablement, l'angle de la droite (CD, CD') avec le plan vertical fait partie d'un triangle rectangle qui aurait pour côtés DD' et D'C; si donc on rabat ce triangle sur le plan horizontal, suivant D'ND, l'angle de même nom sera l'angle de la droite avec le plan vertical de projection.
44. Par un point donné p mener une droite qui fasse [angle a avec le plan Iwrizontnl, et l'angle ê avec le plan vertical.
[Fig. i5 bis.) Prenons d'abord un point arbitraire (C, C)dans le plan vertical, et traçons-y la droite CM' qui fasse avec la ligne de terre un angle égal à a; puis, faisons tourner cette droite autour de la verticale CC, de sorte que son pied décrive un cercle M'M du rayon CM'. Dans toutes ces positions, la droite mobile formera toujours l'angle a avec le plan horizontal; mais il reste à choisir celle où elle aura en même temps l'inclinaison 6 sur le plan vertical. Or, si, après avoir construit l'angle M'Cd^ égal à 6, nous abaissons sur la droite indéfinie Cd^ la perpendiculaire Wâ^ le triangle rectangle ^l'Câ représentera évidemment celui qui doit être formé par la droite inconnue avec sa projection verticale. Donc, en décri-
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vant Tare de cercle & D' avec le rayon C'd^, et en élevant sur la ligne de terre la perpendiculaire D'D jusqu'à sa rencontre avec le cercle M' M, on déterminera les projections CD' et CD d'une droite qui aura bien les inclinaisons a et 6 sur les deux plans de projection.
Ensuite, il n'y aura plus qu'à conduire, par le point p donné primitivement dans l'espace, une droite qui soit parallèle à (CD, C'iy).
45. {Fig, i5.) Trouver les angles que forme un plan donné PQR' avec les deux plans de projection.
On sait que, pour mesurer l'inclinaison de deux plans, il suffit de les couper par un troisième plan qui soit perpendiculaire à leur intersection, et que les deux droites tracées par ce plan sécant forment entre elles un angle qui exprime l'inclinaison cherchée. D'après cela, coupons le plan PQR' et le plan horizontal par un plan qui soit perpendiculaire à la trace PQ. Ce plan sécant, qui sera vertical, aura pour traces une ligne AD perpendiculaire à PQ, et la verticale DD': par conséquent il coupera le plan donné suivant une droite qui, dans l'espace, réunirait le point A avec D', et serait l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés AD et DD'. Si donc on fait tourner ce triangle autour de DD' pour le rabattre sur le plan vertical, il deviendra D'A''D; et l'angle de même nom mesurera l'inclinaison du plan PQR' sur le plan horizontal.
Pour obtenir l'angle du plan PQR' avec le plan vertical, on les coupera par un plan quelconque CDB' perpendiculaire à la trace verticale QR', et cela fournira un triangle rectangle ayant pour côtés CD et DB'; par conséquent ce triangle, après avoir été rabattu autour de CD, deviendra DB"C dans lequel l'angle B" exprimera l'inclinaison demandée (*).
46. Par un point donné, mener un plan qui fasse un angle a avec le plan horizontal, et un angle 6 avec le plan vertical.
Observons d'abord que, dans le problème précédent, les deux plans sécants D'DA et B'DC {Jig. i5) devaient se couper eux-mêmes suivant une droite perpendiculaire au plan PQR', et qui mesurait la plus courte distance de ce plan au point D de la ligne de terre. D'ailleurs, comme cette perpendiculaire, rabattue tour à tour
{*) Dans certains arts, on définit souvent un plan par sa trace horizontale PQ et par son inclinaison a sur le plan horizontal. Avec ces données, il est toujours facile de trouver sa trace verticale au moyen du plan de profil k!b perpendiculaire à PQ, et qui contient Pangle a; car, en rabattant DA suivant DA'' et formant Tangle DA"D' = a, le côté A"D' prolongé ira couper la verticale DD' au point D' par lequel on doit mener la trace QD'R'. Quelquefois même on évite d'employer le plan vertical de projection, et Ton rabat le profil autour de AD en formant l'angle DA^ = a, ce qui représente d'une manière suffisamment claire la position du plan proposé, et permet d'en déduire les conséquences dont on a besoin. Au fond^ le plan du profil DA^ tient lieu du plan vertical de projection.
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avec les deux triangles, se trouve évidemment représentée par les droites DF et D/ menées à angle droit sur les hypoténuses, il s'ensuit que, quel que soit le plan PQR', on doit avoir la relation DF = D/. Cela posé, si sans connaître le plan PQR' que nous supposerons avoir sur les plans fixes les inclinaisons a et €, on construit à volonté sur la ligue de terre un triangle rectangle D'DA'^ dans lequel l'angle A" soit égal à a; puis, qu'avec la perpendiculaire DF on décrive un arc de cercle, et qu'on lui mène ime tangente B^yC qui fasse l'angle B" égal à €; cette tangente (*) déterminera, par sa rencontre avec le prolongement de la verticale D'D, un point C de la trace du plan PQR'. Alors, en tirant la droite CQ tangente à l'arc de cercle décrit avec le rayon DA", puis joignant les points Q et D', on obtiendra l.es traces d'un plan CQD' qui aura sur les plans fixes les inclinaisons a et ê; ensuite, pour résoudre le problème primitif, il restera à conduire par le point donné un plan parallèle à CQD'.
On pourrait aussi résoudre ce problème en menant d'abord, comme au n** 44, une droite qui fit avec les plans de projection des angles
et ensuite, on conduirait par le point donné un plan perpendiculaire à cette droite.
47. {Fig. 16.) Construire l'angle compris entre deux plans donnés PQR' et PSR'.
11 faut, comme nous l'avons dit précédemment, couper ces deux plans par un troisième qui soit perpendiculaire à leur intersection. Or cette droite, projetée (n** 27) suivant PR et P'R', est l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés PR et RR', et qui, rabattu sur le plan horizontal, deviendra PRR". Si donc, par un point arbitraire A" de celte hypoténuse, je lui mène une perpendiculaire A"B, et qu'ensuite je relève le triangle R''RP dans la situation verticale PR, il est évident qu'alors la ligne A"B se trouvera dans le plan sécant que je dois mener perpendiculairement à l'intersection par ce point A"; puis, comme A"B ira percer le plan horizontal en B, la droite CED, perpendiculaire à la projection PR, sera (n*^ 53) la trace horizontale de ce plan sécant. Maintenant, on doit voir que ce dernier plan coupera les plans proposés suivant deux droites partant du point A" relevé, et qui, aboutissant en C et D, formeront un triangle dont la base sera CD, et dont l'angle au sommet A" sera celui que l'on cherche; ainsi il ne s'agit plus que de construire ce triangle. Or sa hauteur est précisément A"B, puisque cette droite relevée se trouve dans le plan vertical PR qui est perpendiculaire sur la base CD; d'ailleurs, si Ton rabat ce triangle autour de CD comme charnière, le sommet A" ne sortira pas du plan vertical PR perpendiculaire à cette charnière :
(*) Comme il est évident que l'angle CD/=B" = 6, on pourra, au lieu de mener cette tangente , construire le triangle rectangle CD/ sur la base DF ; puis , rapporter son hypoténuse de D en C . sur le prolongement de la verticale D'D.
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donc, en portant sur PR la distance BA = BA", on obtiendra CAD pour le triangle demandé, et l'angle de même nom mesurera l'inelinaison des plans PQR' et PSR'.
On aurait pu rabattre sur le plan vertical Fintersection des plans proposés; cette droiteeût été représentée parR'F', et en lui menant une perpendiculaire A' B', dont le pied B' devrait être rapporté en B, on en aurait fait le même usage que ci-dessus.
48. Lorsque les plans proposés ont leurs traces parallèles sur un seul des deux plans de projection, comme R'QP et R'ST [fig. 17), la construction précédente exige une légère modification qui rend même la solution plus simple; car on sait (n" 28) qu'alors l'intersection est la droite horizontale (R'V, RV) parallèle aux traces horizontales. Par conséquent, si l'on mène un plan vertical R'RC perpendiculaire à cette intersection, il coupera les plans proposés suivant deux droites qui formeront avec CD un triangle ayant pour sommet le point R', et pour hauteur la verticale R'R : de sorte qu'en rabattant ce triangle sur le plan horizontal autour de sa base CD, le sommet R' viendra en R", et l'angle CR^'D sera la mesure de l'inclinaison des plans proposés.
Enfin, si les traces étaient toutes parallèles à la ligne de terre, comme dans la fig. 9, on couperait les plans donnés par le plan de profil ZXV déjà employé au n°29; et par le rabattement dont nous nous sommes servis dans ce numéro, on obtiendrait l'angle PA"T pour l'inclinaison des plans en question.
En renversant les opérations du n*' 47, il sera facile de résoudre le problème suivant : Par une droite donnée dans un plan connu par ses traces, conduire un autre plan qui fasse avec le premier un angle déterminé «.
-19. Construire la position et la grandeur de la ligne qui mesure la plus courte distance entre deux droites non situées dans un même plan.
On sait que, dans l'espace, deux droites peuvent ne pas se rencontrer, sans être parallèles ; alors il y a lieu de chercher, parmi toutes les lignes qui réunissent deux quelconques de leurs points, quelle est la plus courte; mais, afin de faire mieux saisir la série d'opérations à effectuer pour résoudre ce problème, nous allons d'abord les indiquer sur une figure en perspective, où AB et CD {fig. ao), représenteront les deux droites proposées. Si, par un point quelconque B de la première, nous menons une droite BE parallèle à CD, et que nous imaginions le plan ABE, ce plan se trouvera lui-même parallèle à la ligne CD; ainsi, en abaissant d'un point de cette dernière une perpendiculaire DF sur le plan ABE, la distance rliercliée ne saurait être moindre que DF. Mais pour faire voir qu'une droite égale à DF peut effectivement réunir deux points des lignes proposées, menons par le pied F de cette perpendiculaire une parallèle FG à CD; cette ligue FG rencontrera nécessairement AB en un certain point G^^ sans quoi AB serait parallèle à CD, ce qui est contraire à l'hypothèse admise. Or, si du point G nous élevons la perpendiculaire GH sur le plan ABE, elle se trpuvera évidemment contenue dans le plan
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CDFG déjà perpendiculaire sur ABE, et par conséquent GH rencontrera CD. Cette ligne GU^ égale et parallèle à DF, mesurera donc la plus courte distance des droites AB et CD; et Ton voit qu'elle se trouvera perpendiculaire à toutes deux en même temps, puisqu'elle Test sur le plan ABE parallèle à ces droites.
Pour confirmer à posteriori la première de ces deux conséquences, il suffit d'observer qu'en joignant deux points quelconques m et n des lignes proposées, la droite mn sortira du plan CDFG, toutes les fois que le point n sera différenl de G; dès lors mn sera une oblique par rapport au plan ABE, et conséquemment elle sera plus longue que la perpendiculaire mp qui égale GH. Quant au cas où le point n coïnciderait avec G, la droite mG serait oblique par rapport à CD, et par conséquent plus longue que la perpendiculaire GH, qui demeure ainsi la plus courte de toutes les lignes qui peuvent réunir deux points quelconques des droites proposées.
50. Réalisons maintenant les constructions que nous n'avons fait qu'indiquer ci-dessus, et Ton reconnaîtra (comme nous l'avons annoncé n**3) la différence essentielle qui existe entre les procédés vagues de la Géométrie ordinaire et les méthodes précises par lesquelles la Géométrie descriptive obtient des résultats complètement déterminés, pour la solution des problèmes relatifs aux trois dimensions de l'espace.
Soient donc (AB, A'B') et (CD, CD') [fig. ii) les deux droites données : on s'assure qu'elles ne se trouvent pas dans un même plan, en remarquant d'abord qu'elles ne sont point parallèles, et qu'ensuite les points où leurs projections verticales et horizontales se coupent, ne sont pas situés (n^ 39) sur la même perpendiculaire à la ligne de terre. Cela posé, choisissons le point (B, B') de la première droite pour mener une parallèle (BE, B'E') à la seconde, et construisons les traces AEQ et QB' du plan qui contiendrait les lignes (AB, A'B') et (BE, B'E'); puis, abaissons d'un point (D, D') de la deuxième droite, une perpendiculaire (DF, D'F') sur le plan AQB', et cherchons (n** 30), au moyen du plan projetant DBR', le point (F, F') où cette perpendiculaire rencontre le plan AQB'. Maintenant il faudra mener par le pied (F, F'), et parallèlement à (CD, CD'), une droite (FG, F' G') qui devra nécessairement (n^ 49) couper ( AB, A'B') ; par conséquent les deux points G et G' devront être sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Ensuite, du point (G, G'), nous mènerons parallèlement à (DF, lyF') la ligne (GH, G' H'); et comme elle doit aussi rencontrer la droite ( CD, CD' ), il faudra encore que H et H' se correspondent sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Alors GH et G'H' seront les projections de la plus courte distance demandée ; puis, pour en obtenir la grandeur absolue, on prendra (n® 17) sur l'horizontale menée par le point G', une partie KG" = GH, et l'on tirera la droite G" H' qui sera enfin la vraie longueur de la distance en question.
On pourrait encore résoudre le même problème, en cherchant l'intersection de deux plans perpendiculaires à AQB', et passant l'un par la droite ( AB, A'B'), l'autre par la droite (CD, C'J)'). D'ailleurs ces plans se détermineraient en abaissant une perpendiculaire sur AQB' par un point de chacune des droites proposées; mais nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter ces constructions.
51 . Si les deux droites proposées étaient parallèles entre elles, leur distance serait partout la même, et pour l'obtenir, il suffirait de chercher la plus courte distance de la première droite à un point de la deuxième^ par exemple, à la trace horizontale de celle-ci; or c'est là un problème dont nous avons donné la solution dans les n«^ 56 et 57.
Les diverses questions que nous venons de parcourir, renferment tous les éléments nécessaires pour résoudre les problèmes où il n'y aura à combiner que des droites avec des plans, et l'on en trouvera des applications utiles dans le chapitre suivant. Ici, nous ferons seulement observer qu'étant données les projections de tous les sommets d'un polyèdre, on saura déterminer la position et la longueur de chacune de ses arêtes, l'inclinaison de chaque face sur le plan horizontal ou l'angle de deux faces entre elles; on pourra aussi construire en rabattement, et dans ses vraies dimensions, le polygone qui forme une quelconque de ces faces, puis trouver la section que produirait dans le polyèdre un plan dont la position serait assignée. Réciproquement, si la situation du polyèdre est définie par d'autres conditions en nombre suffisant, on pourra en conclure ses deux projections : mais, comme les procédés varieront nécessairement avec le choix des données, nous ne citerons qu'un exemple qui suffira pour indiquer la marche à suivre dans d'autres cas.
52. Un parallélipède rectangle repose, par sa base, sur un plan qui est incliné à [horizon d'une quantité «, et qui a pour trace horizontale PQ (fig. 22) ; une des arêtes de cette base est projetée horizontalement suivant AB, tandis que les deux autres arêtes con-. tiguès avec celles-lày ont des longueurs données V et 1" : on demande de construire les projections horizontale et verticale de ce corps.
Par le sommet B, imaginons un plan de profil PRR' perpendiculaire à la trace PQ : il coupera le plan donné suivant une droite qui formera avec PR l'angle «; par conséquent, si l'on rabat ce profil autour de PR, et que l'on construise l'angle RPR" = w, puis que l'on ramène le point R" sur la verticale RR', la droite R'Q sera (n**45) la trace verticale du plan donné où repose la base du parai lélipipède. D'ailleurs, si nous rabattons ce dernier plan autour de PQ, le point projeté en B, et qui est situé en B" sur le profil, se transportera évidemment en b ; de sorte que A6 sera le rabattement et la vraie longueur de l'arête projetée en AB sur le plan horizontal. Alors, en tirant la droite A c/ égale à /' et perpendiculaire sur Afe, on obtiendra deux des côtés de la base rabattue; puis, en relevant cette face, on verra aisément que ces deux côtés sont projetés suivant AB et AD, et le parallélogramme
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ÂBGD^ra la projection horizontale de la base du parallélipipède. Cela posé, l'arête perpendiculaire à cette base et qui paht de l'angle B, est projetée horizontalement (n® 33) sur la droite indéfinie BP perpendiculaire a PQ, tandis que sur le profil, cette arête est représentée dans sa yéritàble grandeur par la ligne B'^F'', égale à /" et menée à angle droit sur PR" j piar conséquent, si l'on projette l'extrémité F'' en F, BF sera la -projection horizontalç de l'arête en question : puis, en formant le parallélogramme ABFË, et achevant les autres faces par le moyen.de diverses^ parallèles, on obtiendra aisément la projection complète ABCDHEFG de tout le corps sur le plan horizontal.
Quant à l'autre projection, on observera que les côtés AD et CD se trouvent dans le plan PQR', et qu'ainsi (n° 25) leurs projections verticales sont A'K' et M'N'qui, par leur rencontre, déterminent le point D', projection verticale de l'angle D.(*). Si, de plus, on projette le sommet C en C sur M'N', on pourra achever le parallélogramme A'D'G'B'; et après avoir mené par les quatre angles dé cette base, des perpendiculaires à la trace QR', il suffira de projeter sur ces droites indéfinies les points Ei F, G, H, en E', F', G',. H', ce qui d'ailleurs devra fournir des droites respectivement parallèles aiix côtés de la base inférieure A'B'C'D'.
Il restera enfin à discerner quelles sont les arêtes visibles sur chacun des plans de projection, en observant les règles établiies n*** 15 et 16; et l'on devra se rappeler que le point de vue étant différent pour le jplan vertical et pour le. plan horizontal (n° 16), une même arête/ telle qu'ici (AD, A'D'),peut être visible sur un des plans et in viisible sur l'autre.
Théorie du cliangement de plana de projection.
52 (6i5. ) Il arrive quelquefois, dans une épure de coupe de pierre ou de charpente, que pour trouver certaines parties du problème, on a récoiirs à des plans de projection auxiliaires, différents de ceux qui ont servi à exprimer les données de la question . Ce passage d'un système de plans à un autre système s'explique et se justifie dans chaqiTe exemple par des considérations fort simples, qui ne méritent pas qu'on les regarde comme formant une théorie nouvelle. Toutefois, pour satisfaire aux programines dés services- publics, nous allons donner ici quelques, règles générales.
I. Si les plans primitifs, que je désignerai, pour abréger, par P et P% ont pour ligne de terre xy^ et qu'on veuille substituer au plan P un autre plan horizontal P^ qui ait pour ligne de terre a:*/*, autour de laquelle le plan P* sera rabattu sur le plan P^, suivant l'usage ordinaire, il est évident qu'un point die l'espace qui avait pour, projection horizontale A et pour projection verticale A', devra conserver
(*) On pourrait aussi trouver .les ppints D% C^ B', d'après leurs projections horizonlales et leurs hauteurs au-dessus de la ligne dé terre ; car ces hauteurs seraient fournies par le profil, où les points en question sont projetés. tous sur la droite PR".
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cette dernière projection A', et quant à sa nouvelle projection A* sur le plan hori-
y^ zontal P*, on Fobtiendra manifestement en prenant sur la droite A A' une distance/ A^ égale à e A . De même, le point de l'espace (B, B') aura pour r- nouvelles projections B* et B'; et enfin la droite -y (AB, A'B') aura pour projection verticale A'B', et pour nouvelle projection horizontale la droite A^B* parallèle à AB.
Pour un plan quelconque tt qui aurait été défini Stur les plans primitifs par ses traces a/3 et /3y', la trace verticale restera évidemment la même p^'\ et quant à sa nouvelle trace horizontale sur le plan P*, elle partira nécessairement du point (^ sur x^y^^ et sera la droite (Je parallèle à a|3.
On agirait semblablement si Ton voulait déplacer le plan vertical F, en le laissant parallèle à sa première direction.
II. Supposons maintenant que des deux plans primitifs P et P' qui ont pour ligne de terre xj^ on veuille garder le plan horizontal P, et remplacer P' par un plan P*
aussi vertical, mais ayant pour ligne de terre sur le plan P, la droite quelconque x^j^^ autour de laquelle il faudra concevoir que le plan P* a tourné pour se rabattre sur P, Alors, une droite qui avait pour projections primitives AB et A'B', conservera nécessairement la même projection horizontale AB. Quant à sa nouvelle projection verticale sur P*, il suffira évidemment d'abaisser des points A et B des perpendiculaires sur la nouvelle ligne de terre x^j^ ; puis, en prenant les hauteurs D^ A^ = D'A', C*B* = C'B', on obtiendra la nouvelle projection A^B' sur le plan rabattu P^
Pour un plan quelconque ^ dont les traces primitives étaient a]3 et j3y', la trace horizontale a/3 restera nécessairement la même, et en la prolongeant jusqu'à ce qu'elle coupe la nouvelle ligne de terre x^j^ en un point (J*, ce dernier point appartiendra à la trace verticale du plan 7t sur le plan P^. D'ailleurs ce plan P*, relevé dans sa position verticale, coupe le plan vertical primitif P' suivant la verticale zz' qui allait rencontrer le plan tt au point z' ; donc, quand on rabattra le plan P* autour de x^ , cette verticale ztI deviendra la droite zz' perpendiculaire à lacharnière x^y^^ et le point z' appartiendra à l'intersection des plans tt etP^ ; c'est-
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à-dire que 2* sera un point de la trace de n sur le plan P*, et conséquemment cette trace cherchée sera (J'z^c*.
III. Le cas qui précède est le seul vraiment utile; mais, pour montrer que la question est susceptible d'une solution tout à fait générale, nous allons résoudre encore le problème suivant.
Les plans primitifs étant le plan horizontal P et le plan vertical P', rabattus autour de leur ligne de terre XY, et sur lesquels on donne les projections M et M' d'un certain point de l'espace : on veut trouver les projections de ce même point sur deux nouveaux plans P* et P*, perpendiculaires aussi entre eux, et dont le premier P* a pour traces primitives a/3 et jSy', tandis que leur ligne de terre ou leur intersection mutuelle, est une droite projetée horizontalement sur xy. Nous n'avons pas besoin d'assigner sa projection verticale que l'on trouverait aisément, puisque cette ligne de terre est dans le plan connu ajSy'.
Par le point (M, M') menons un plan de profil perpendiculaire à aj3, et conséquemment vertical ; il aura pour traces horizontale et verticale MCd et rfrf', et coupera le plan aj3y' suivant une droite qui, rabattue avec le profil autour de Cdy deviendra évidemment Cd'\ Quant au point (M, M') entraîné avec ce profil, il prendra une position M" qui s'obtient en élevant sur la charnière Crf une perpendiculaire MM" = HM'. Alors, en abaissant la perpendiculaire M'q'' sur Crf", et en relevant le profil, on doit bien voir que le point q' serait la projection du point (M, M') sur le plan a^y' ou P*. Mais, comme, pour faire usage du plan de projection P*, il faut nécessairement le rabattre sur notre feuille de dessin, faisons-le tourner autour de a|3, et le point q" viendra se placer en m^. Il reste à trouver ce que deviendra la ligne de terre projetée sur xy, et située dans le plan a]3y'. Or, en tirant du point ^ une perpendiculaire indéfinie sur la charnière a|3, et en décrivant un arc de cercle avec le rayon ^j\ on voit bien que j* sera le rabattement du point (j*, J*')î ^^"^^ '^ nouvelle ligne de terre sera rabattue suivant x;^*. Enfin, si l'on conçoit le plan P'* rabattu aussi autour de xy^y il suffira de mener par m* une perpendiculaire indéfinie sur xj*^ et de prendre la distance Km^ égale à M"(jf'', pour obtenir les deux projections m* et yn' du point (M, M') sur les plans P' et P* rabattus autour de leur ligne de terre xy^.
IV. On voit assez, par ces détails, qu'il n'y a pas là de théorie nouvelle; d'ail*
leurs nous avions déjà maintes fois employé des procédés analogues dans les épures qui précèdent. Ainsi, dans lafg. 9, le plan de profil qui nous a servi, est vraiment un nouveau plan vertical ayant pour ligne de terre la droite VX. Il en est de même dans layîgf. ï6, où le plan vertical PRR' rabattu suivant PRR'' peut être appelé un nouveau j^àn vertical sur lequel la trace du plan sécant est A'^R. Encore^ dans la fig, i^jie plan AfB' mené par la droite et le point donné, et que nous avons rabattu suivant AçR"^ peut être considéré comme un nouveau plan de projection, ayant pour ligne de terre Aç, et sur lequel la solution CM" du problème se trouve immédiatement, puis se ramène ensuite sur les deux plans primitifs. Voyez aussi la^gr. 60, ou la seconde solution équivaut à projeter les arêtes du cylindre sur un plan vertical auxiliaire RR'' parallèle à ces arêtes.
Ajoutons enfin que, dans Isl fig* 12, la distance cherchée peut s'obtenir plus vite en regardant le plan vertical ACC mené par le point (A, A') perpendiculairement à PQ, comme un nouveau plan vertical que l'on rabattra autour de sa ligne de terre AC; alors, en cherchant la position A* que prendra le point (A, A') sur ce plan rabattu, et la nouvelle position DC* que prendra la droite d'intersection qui réunit les points de l'espace D et C, il suffira d'abaisser du point A* une perpendiculaire sur DC*. Nous engageons le lecteur à exécuter cette construction, qui est fort simple.
CHAPITRE III
RÉSOLUTION DE L'aNGLE TRIÈDRE.
55. Dans un angle solide à trois faces SARC {fig. a3), le sommet offre trois angles plans et trois angles dièdres : les premiers sont les angles rectilignes formés parles arêtes entre elles, les autres sont les inclinaisons mutuelles des faces. De ces six angles, trois quelconques étant donnés, il s'agit de trouver les autres, ce qui offre six problèmes distincts; car, en désignant par A, R, C les angles dièdres qui ont respectivement pour arêtes SA, SR, SC, et par a, ê, 7 les angles plans ou faces qui sont opposés à ces angles dièdres, on peut donner :
i*^. Les trois faces ou angles plans.. , a, ê, y
2^. Deux faces et l'angle dièdre compris a, ê, C
3®. Deux faces et l'angle dièdre oppose à l'une d'elles. . a, 6, R
4*^. Deux angles dièdres et une des faces opposées. ... A, R, 6
5®. Deux angles dièdres et la face comprise. ...... A, R, y
6^. Les trois angles dièdres . . . A, R, C
Ce sont là évidemment les seules combinaisons vraiment distinctes; et même les
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trois derniers cas peuvent se ramener aux trois autres par le secours d'un angle trièdre supplémentaire.
54. D'un point quelconque S' pris dans rintérieur de l'angle solide S, abaissons une perpendiculaire sur chacune de ses faces; et pour fixer les idées, regardons le plan BSC comme horizontal, et l'arête SA comme située au-dessus de ce plan. Nous formerons ainsi un second angle triédre S' ayant pour arêtes la verticale S'A', avec les deux droites S'B\ S'C', respectivement perpendiculaires sur les faces ASC, ASB; et ce nouvel angle solide est dit supplémentaire du premier, parce que les faces et les angles dièdres de l'un sont les suppléments des angles dièdres et des faces de l'autre. Mais, avant de démontrer ces relations réciproques, observons qu'il n'est pas indifférent, pour former le nouvel angle solide, d'abaisser les perpendiculaires de tel ou tel point de l'espace; car trois droites ou trois plans qui se coupent en un même point S', et qui sont prolongés de part et d'autre de ce point, déterminent toujours huit angles trièdres différents, parmi lesquels il n'y en a que deux (symétriques l'un de l'autre et opposés par le sommet) qui soient vraiment supplémentaires de l'angle donné SABC. Aussi, pour ne pas commettre d'erreur dans la manière de prolonger les perpendiculaires, nous ayons recommandé de les abaisser sur les faces, à partir d'un point pris dans l'intérieur de l'angle solide proposé; ensuite on pourra transporter où Ton voudra dans l'espace l'angle S' ainsi fornié.
55. Cela posé, en désignant par A', B', C les angles dièdres compris entre les faces qui se coupent suivant S'A', S'B',S'C', et par a', 6', y' les faces opposées à ces arêtes, on voit que le plan A'S'B', perpendiculaire aux deux faces BSC, ASC, les coupera suivant deux droites A' E,B'E, qui seront elles-mêmes perpendiculaires sur SC; et par conséquent l'angle A'EB' sera la mesure de l'angle dièdre C. Or le quadrilatère plan S' A'EB' a deux de ses angles qui sont évidemment droits, savoir : A' et B'; donc les deux autres sont supplémentaires, et l'on a
A*S'B'4-A'ËB'=i8oSou bien 7'4-C=i8o«;
on prouvera de même que g' -h B = 180^,
a'-hA=i8o%
en considérant les quadrilatères S'A'DC et S'C'FB' formés par les sections que produisent les faces A'S'C et B'S'C dans l'angle solide S. Donc les faces de l'angle solide S' sont bien les suppléments des angles dièdres de S.
56. Maintenant, considérons les angles dièdres de S'; les deux faces B'S'A' et C'S' A' coupent le plan BSC auquel chacune est perpendiculaire, suivant les droites A'E et A'D ; donc l'angle rectiligne DA'E est la mesure de l'angle dièdre A'. Mais dans le quadrilatère SDA'E, les angles D et E sont évidemment droits, puisque la face A'S'B' est perpendiculaire sur SC, et A'S'C sur SB; par conséquent j les deux
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autres angles de ce quadrilatère sont supplémentaires, et l'on a
DA'E4-DSE= i8o^ ou bien A'-ha=i8o°;
on prouvera de même que B'-hê = i8o^,
au moyen des quadrilatères SEB'Fet SDC'F. Donc les angles dièdres de S' sont les suppléments des faces deS\ et l'on peut dire que ce dernier angle solide est à son tour supplémentaire de Cangle S'.
S7. Remarquons ici qu'en décrivant, du point S comme centre, une sphère d'un rayon quelconque SA, elle serait coupée par les faces de l'angle solide S, suivant trois arcs de grands cercles AB, BC, CA, lesquels formeraient un triangle sphérique, dont les côtés mesureraient les angles plans a, 6, 7, et dont les angles ne seraient autre chose que les inclinaisons A, B, C des faces de l'angle solide. Par conséquent, la construction de ce dçrnier, d'après la connaissance de trois de ses éléments, revient à la solution graphique des problèmes que traite par le calcul la trigonométrie sphérique. D'ailleurs, si l'on transportait au centre S l'angle solide S', ses faces couperaient la même sphère suivant un autre triangle qui serait le triangle supplémentaire ou polaire de ABC, et dont on fait usage aussi dans la trigonométrie sphérique (*).
38. Revenons maintenant aux six problèmesque nous avons énoncés n** 53, et observons que, quand on donne les trois angles dièdres A, B, C, on peut trouver tout de suite leurs suppléments, qui seront (n^ 55) les faces a'. S', 7' d'un autre angle solide S'; or si, par le premier cas du n^ 53, on sait déduire de ces nouvelles données les angles dièdres A', B', C de cet angle S', il n'y aura plusqu*à prendre les suppléments de ceux-ci pour obtenir (n° 56) les faces a, 6, y de l'angle solide primitif S. On voit par là que le sixième cas se ramène au premier; et de même on réduira le cinquième au deuxième, et le quatrième au troisième. Nous allons donc nous occuper seulement de la résolution des trois premiers problèmes.
59. Premier cas. Etant données les trois faces a, ê, 7 {fig, a4) d^un angle solide, trouver les trois angles dièdres A, B, C.
(*) A la rigueur, pour avoir le triangle polaire de ABC dans la situation où on remploie ordinairement dans la trigonométrie, il faudrait adopter Tangle solide symétrique de S'A'B'C, lequel s'obtiendrait en prolongeant les trois arêtes au delà du point S'; c'est-à-dire qu'il eût fallu , dès le commencement, élever par le sommet S trois perpendiculaires aux faces de cet angle solide, Tune sur BSC et située du même côté de cette face que Taréte SA; l'autre sur CSA et du même côté que Taréte SB; enfin, la troisième sur ASB et du même côté que SC. L*angle solide ainsi construit, aurait coupé la sphère précisément suivant le triangle polaire de ABC ; mais la figure eût été peu intelligible sans le secours des triangles sphériques : c'est pourquoi nous avons préféré la construction du n^ 54 ; d'autant plus qu'ici, où il ne s'agit que d'angles solides, ceux qui sont symétriques l'un de Tautre se trouvent composés avec les mêmes éléments disposés seulement dans un autre ordre, et que le» relations supplémentaires sont également vraies.
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Soient A" SB, BSC, CSA' les trois angles donnés, supposés rabattus sur le plan de la face BSC, que nous regarderons comme le plan horizontal de Tépure : il est clair que, pour recomposer Tangle solide, il suffirait de faire tourner les deux faces latérales A" SB, A' se autour des droites SB et SC, comme charnières, jusqu'à ce que les deux lignes SA'' et SA' vinssent coïncider Tune avec l'autre ; et leur position commune dans l'espace serait celle de la troisième arête, dont nous désignerons la projection inconnue par SA. Pour la déterminer, prenons sur les droites rabattues SA' et SA" deux distances quelconques, mais égales, SD' = SD"; alors les points D' et D" devront évidemment se réunir dans la formation de Tangle solide ; puis, comme en tournant autour des droites SC, SB, ils ne sortiront pas des plans verticaux D'FD, D"ED, perpendiculaires à ces charnières, il s'ensuit que les points rabattus en D' el D" iront coïncider avec le point de l'espace qui est projeté horizontalement en D, et, par conséquent, la troisième arête de l'angle solide aura pour projection SDA.
D'ailleurs le plan vertical FD, perpendiculaire à SC, devra couper les deux faces qui passent par cette arête, suivant des droites FD et FD' qui, étant relevées, comprendront entre elles un angle égal à l'inclinaison de ces faces, et qui formeront un triangle rectangle avec la verticale D; par conséquent, si l'on rabat ce triangle autour de FD, en élevant sur cette base une perpendiculaire indéfinie DG' que l'on terminera par un rayon FG' = FD', on obtiendra ainsi l'angle rectiligne G'FD pour la mesure de l'angle dièdre C qu'il s'agissait de trouver.
De même le plan vertical ED coupera les deux faces passant par SB, suivant des droites ED et ED" qui, étant relevées, comprendront entre elles la mesure de l'angle dièdre B; et comme ces droites forment aussi avec la verticale D un triangle rectangle dont elles sont la base et l'hypoténuse, on pourra aisément construire le rabattement G"ED de ce triangle, et l'angle B sera mesuré par DEG". On observera d'ailleurs que les deux verticales DG' et DG" devront se trouver égales, puisque l'une et l'autre expriment la hauteur du point unique de l'arête SA, qui est projeté en D.
Pour obtenir le troisième angle dièdre A, on mènera un plan sécant perpendiculaire à SA par le point de cette arête qui est projeté en D, et rabattu en D' d'une part, et en D" de l'autre. Ce plan coupera les faces latérales suivant des droites D'N et D"M, respectivement perpendiculaires à SA' et SA"; et conséquemment son intersection avec la face BSC sera la droite MN qui devra évidemment se trouver (n®55) perpendiculaire sur la projection horizontale SA de la troisième arête. Si donc avec les trois lignes D"M) MN, ND', on construit le triangle PMN, l'angle au sommet P sera précisément la mesure de l'angle dièdre qui a pour arête SA.
Remarquons en outre que ce triangle, avant d'être rabattu autour de MN, avait son sommet P situé au point de l'arête SA qui est projeté enP. Mais puisque cette charnière MN est perpendiculaire, comme nous venons de le dire, au plan vertical
SA, le point P n'aura pas dû sortir de ce plan ; et, par conséquent, il faudra qu'il se trouve rabattu sur le prolongement de la droite SDA, ce qui est une vérification essentielle à observer.
60. I^es constructions précédentes sont pareillement applicables au cas où les trois angles oc. S, .7, ou bien quelques-uns d'entre eux, se trouvent obtus : seulement, pour que le problème soit possible, il faut toujours, i^ que les trois angles ûf, S, 7 fassent une somme moindre que quatre droits; :à^ qu'en outre. le plus grand de ces angles soit moindre que la somme des deux autres. £n effet, si ces conditions n'étaient pas remplies par les données de la question, il est facile de voir que les opérations graphiques fourniraient pour la construction des triangles^ FDG' et EDG", des hypoténuses plus courtes que les bases : tandis que ces triangles seront possibles, si les deux conditions ci-dessus énoncées sont satisfaites, et, par suite, l'angle solide pourra être composé avec les données du problème.
61. Réduire, un angle à r horizon. Ce problème, qui est utile dans la levée des plans, à pour objet de trouver la projection horizontale d'un anglea qui est connu de grandeur, et dont les côtés fpnt, avec la verticale abaissée du sommet, des angles donnés ê et 7. Or, si l'on imagine un angle solide ayant pour ses trois arétés cette verticale et les deux côtés de l'angle proposé a, on connaîtra les faces a. S, 7 de cet angle solide^ et la projectipii demandée sçra évidemment l'angle rectiligne qui mesure l'angle dièdre A compris entre les deux faces verticales; par conséquent, ce problème, rentre dans celui du n® 59 j et pourrait être résolu de la même manière, si la supposition qu'une. des arêtes est ici verticale, ne permettait dé donner à la.figure une disposition, plus commode.
. {Fig. 25«) Dans un plan quelconque, formons, avec la verticale SA, les angles ASB=7, ASG.= ê; puis, en laissant invariable la grandeur de ce dernier,. &isons-le tourner autour de SA jusqu'à ce que le côté mobile SC forme, dans l'espace, un angle a avec le côté fixe -SB : par là nous obtiendrons* l'angle donné, exactement dans la situation que lui assigne le problème,, et ensuite il nous sera facile d'en déduire la projection horizontale. Or, dans ce mouvement de révolution autour de SA, Iç pied G du côté mobile décrira un arc de cerclç GC, dont le centre sera en A, et il s'.arrêtera sur cet arc en un" point G' tel, que sa distance au point fixe B sera évidemment la base d'un triangle qui aura pour côtés des droites égales à SB et SG, tandis que l'angle compris, égalera çt. Si donc on construit sur le plan vertical un angle BSG''=;= a, et que l'on prenne SG" = SG, la droiteJBG" sera la distance dont nous parlions; puis, en la rapportant par un arc de cercle deB en G', on connaîtra la position G' où doit s'arrêter le pied du côté niobileSG, et, par suite, cette droite se trouvera projetée horizontalement suivant AG'.D'aifleurs, le côté fixe SB étant projeté sur AB, on en conclura que l'angle a, dans l'espace, a pour projection horizontale BA G'; ainsi ce dernier angle, qui peut être plus
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grand ou plus petit que a, est celui qu'il faut employer sur une carte topographique où tous les objets doivent être représentés par leurs projections.
62. Deuxième cas. Etant données deux faces a, ê d'un angle solide, avec t angle dièdre compris C, trouver les autres parties.
{Fig. a6.) Soient BSC = a, CSA'= S les deux faces données rabattues sur le plan horizontal ; en faisant tourner la seconde autour de SC jusqu'à ce qu'elle forme avec BSC l'angle dièdre C, on obtiendra deux faces de l'angle solide dans leur véritable situation Or, pendant ce mouvement de rotation, un point D' pris à volonté sur l'arête mobile ne sortira pas du plan vertical D' FM perpendiculaire à la charnière; si donc, dans ce plan rabattu autour de FM, on construit Tangle MFK = C, et que Ton prenne la distance FG'=FD', il est évident que le point D' viendra coïncider avec G', et, par suite, qu'il sera projeté horizontalement en D, lorsque la face mobile ASC aura pris l'inclinaison assignée par la question. Maintenant, le point de l'espace qui a pour projection D et G' appartient à la troisième face inconnue, et si on la conçoit rabattue autour de SB, le point (D, G') ne sortira pas du plan vertical DED" perpendiculaire à cette charnière; donc, comme ce point doit aussi rester à une distance du sommet égale à SD', si l'on décrit avec cette distance un arc de cercle, il coupera la droite indéfinie DE au point D" qui déterminera l'angle D"SB pour la troisième face inconnue. Alors les trois faces de l'angle solide étant trouvées, on rentrera dans le problème du n*^ 59, qui a enseigné à construire les angles dièdres.
On pouvait aussi employer la distance MG' qui égale évidemment MD", pour décrire un arc de cercle dont la rencontre avec le premier aurait déterminé le point D".
63. Troisième cas. Etant données deux faces a, S d'un angle solide, avec l'angle dièdre B opposé à iune d'elles, trouver les autres parties.
{Fig. 27.) Soient encore BSC = a, CSA'= 6 les deux faces données rabattues sur le plan horizontal. Si, dans un plan vertical EF perpendiculaire sur l'arête SB. on construit l'angle REF = B, et que l'on imagine un plan indéfini passant par SE et ER, ce plan indiquera la position de la face inconnue; de sorte que, pour composer l'angle solide, il ne restera plus qu'à faire tourner la face A'SC autour de CS, jusqu'à ce que l'arête SA' vienne se placer dans le plan SER. Pendant ce mouvement de rotation, le point Tï de l'arête mobile ne sortira pas du plan vertical D'FM, mené par le point F perpendiculairement à la charnière CS; et, par conséquent, ce point D' s'arrêtera sur l'intersection du plan vertical FM avec le plan indéfini SER. Or cette intersection est une droite qui part de M^. et vient rencontrer la verticale F au même point évidemment que la droite ER relevée; si donc, pour trouver cette hauteur, on tire la ligne FR perpendiculaire à EF, puis qu'on reporte FR à angle droit sur FM de F en R', la ligne MR' sera l'intersection dont nous avons parlé, et c'est sur cette droite que devra s'arrêter le point D' de l'arête mo-
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bile SA'. Ainsi, en décrivant avec le rayon DT un arc de cercle qni coupe MR' en G, on obtiendra, dans le plan vertical FM, la position G d'un point de la troisième arête SA, et il sera facile d'en déduire la projection horizontale D. ^
Maintenant observons que ce point G, situé dans le plan vertical MF, appartient à la face inconnue; et que quand on rabattra celle-ci autour de Tarête SB, il ne changera pas de distance par rapport aux points M et S situés sur la charnière. Or ces distances sont évidemment MG et SD'; si donc, avec ces droites pour rayons, on décrit deux arcs de cercle, leur rencontre D" déterminera le rabattement du point G (*), et par suite la face inconnue sera D"SB. Une fois cette face trouvée, on retombera sur le cas du n^ 59, et Ton saura construire les autres parties de Tangle solide.
64. Remarquons que l'arc de cercle décrit avec le rayon ED' coupera généralement la droite MR' en deux points G et j/ ; de sorte que la face A'SC, en tournant autour de CS, pourra prendre deux positions dans chacune desquelles l'arête SA' se trouvera située dans le plan indéfini SER ou SMR'; pour l'une de ces positions, le point D' s'arrête en G, et pour Fautre il vient en g. Par conséquent, si Ton rabat ce dernier point autour de SB, comme on l'a fait pour le premier, il se transportera en rf", et cf'SB sera alors la grandeur de la troisième face inconnue. 11 y aura donc deux angles solides différents que l'on pourra composer avec les données a, 6 et B; résultat tout à fait analogue avec ce qui arrive dans la construction d'un triangle rectiligne où l'on connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux.
Il n'est pas besoin d'ajouter que si l'arc décrit avec le rayon FD' ne faisait que toucher la droite MR', il n'y aurait plus qu'une solution; et que le problème serait impossible, si cet arc ne rencontrait pas du tout la droite MR'.
Cependant il importe d'observer que la deuxième solution devrait être rejetée, si le point 9 tombait sur MR' au-dessous de MF, c'est-à-dire au-dessous du plan horizontal (nous supposons ici qu'on aura soin de construire l'angle donné B, aigu oit obtus, toujours au-dessus du plan de projection. En effet, l'angle solide qu'on obtiendrait alors se trouverait évidenïment composé avec les faces a, ê, et un angle dièdre supplémentaire de B : or, comme ce dernier est ici donné graphiquement, et non pas par la valeur de son sinus, il ne peut y avoir d'ambiguïté sur sa grandeur, et, par conséquent, il n'est pas permis d'adopter indifféremment B ou i8o^— B.
Par la même raison, il faudrait rejeter les deux solutions et déclarer le problème impossible avec les données actuelles, si les points G et g tombaient l'un et l'autre au-dessous de l'horizontale MF; ce qui, au reste, ne pourra arriver que quand l'angle dièdre B sera obtus.
(*) On pouvait aussi trouver le rabattement D'^, en combinant un de ces deux arcs avec la droite DW menée perpendiculairement à la charnière SB, par la projection horizontale D du point G.
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Remarque. Quoique les trois derniers problèmes du n°55 puissent être ramenés aux trois premiers par le moyen d'un angle solide supplémentaire, ainsi que nous l'avons montré au n** 58, il est intéressant et quelquefois utile d'en avoir une solution directe. Nous allons donc l'exposer, en prévenant toutefois les lecteurs qui commencent à étudier la Géométrie descriptive, que cette solution suppose la connaissance des plans tangents aux surfaces courbes; ainsi ils feront bien de différer la lecture de ce qui suit, jusqu'à ce qu'ils aient étudié au moins les chapitres II et III du Livre second.
6i>. Quatrième cas. Étant donnés deux angles dièdres A et B d'un angle solide ^ avec une des faces opposées 6 , trouver les autres parties,
{PI, 8y Jlg, I.) Adoptons pour plan horizontal celui de la face inconnue 7, et traçons-y le rabattement ASC de la face donnée 6; ensuite , perpendiculairement à Taréte SA, menons le plan vertical D'^EF, sur lequel nous tracerons Tangle D'ED égal au dièdre A donné parla question. Alors, si nous faisons tourner la face ASC" autour de AS jusqu'à ce qu'elle vienne se placer dans le plan SED', le point D'' se transportera en D' qui se projette horizontalement en D ; et pour composer l'angle solide, il n'y aura plus qu'à conduire par Taréle (SI), ED') un plan qui forme avec le plan horizontal un angle égal au dièdre B. A cet effet, dans le plan vertical EF, tirons la droite D'F qui fasse l'angle D'FDrz: B; puis, après avoir fait tourner cette droite autour de la verticale D'D pour engendrer un cône de révolution dont la base sera le cercle DF, menons à ce cône un plan tangent qui passe par l'arête (SD, ED'). Ce plan aura pour trace la droite SGB tirée du point S tangentiellerocnt au cercle du rayon DF, laquelle sera la troisième arête de l'angle solide en question , et déterminera la face ASB = 7. Quant à la troisième face a qui est rabattue ici suivant BSC", on verra aisément qu'elle se construit en prenant sur la perpendiculaire DG une longueur GD*' égale à la génératrice D'F du cône auquel cette face est tangente.
66. GiNQUiiME CAS. Étant donnés deux angles dièdres A et B d'un angle solide, avec la face comprise 7, trouver les autres parties,
(PL 8, fig, 2. ) Après avoir tracé sur le plan horizontal un angle ASB = 7 pour représenter la face connue, menons un plan vertical EF perpendiculaire à l'arête SA, et traçons-y l'angle F'EF égal au dièdre A ; semblablement , dans un plan perpendiculaire à l'arête SB , construisons l'angle G' KG == B. Alors les plans SEF' et SKG' seront ceux des faces inconnues; et pour obtenir un second point D de la projection SDC de leur intersection , il suffira de les couper par un même plan horizontal quelconque. On prendra donc des hauteurs égales EH' = KL'; puis en menant des droites H' F', L'G', respectivement parallèles aux deux lignes de terre EF, KG, on obtiendra les deux sections horizontales F'D, G'D, qui par leur rencontre feront connaître le point cherché D. Enfin, pour rabattre les deux faces qui se coupent suivant SDC, on prendra les perpendiculaires MD"= EF', ND"' = KG', et ces deux faces auront évidemment pour vraies grandeurs ASC" et BSC^.
67. SixiiME CAS. Étant donnés les trois angles dièdres A, B, C d'un angle solide y trouver les trois faces, '
(PL Qf^g, 3.) Sur le plan horizontal que nous supposons coïncider avec celui de la face inconnue 7, marquons la droite arbitraire DA pour représenter une des arêtes de cette face; et sur un plan vertical perpendiculaire à DA, traçons l'angle Y'AX égal au dièdre donné A : le plan Y' AD sera ainsi celui qui contient la face 6. Ensuite , d'un point V choisi arbitrairement dans l'intérieur de l'angle Y'AX, abaissons sur les faces 7 et 6 les perpendiculaires T'O, T'I', et traçons les angles
T'FO = B, T'G'I' = C; alors, si nous faisons tourner ces angles autour des axes T'O et TT, ils produiront deux cônes de révolution auxquels la face inconnue a devra évidemment être tangente^ de sorte que la question est réduite à mener un plan qui touche à la fois ces deux cônes, dont le sommet commun est en T' et dont les bases sont les cercles décrits avec les rayons OF et TG'. La solution directe consisterait à chercher la trace horizontale du second cône l'T'G', et à mener une tangente commune à celle courbe et au cercle du rayon OF; mais on peut éviter le tracé approximatif d'une courbe par points, en recourant aux considérations suivantes.
Inscrivons une sphère au cône T'OF le long du cercle horizontal MFN : le centime w' de cette sphère s'obtiendra en tirant la droite Fw' normale au cône dont il s'agît ; et pour avoir une seconde sphèrc, égale à celle-là, et inscrite pareillement dans l'autre cône T'TG', il faudra mener à angle droit sur T'G' la ligne T'H' = «'F, et achever le parallélogramme T'H'K'^p' qui fournira le centre o' et le rayon y'K' de celte nouvelle sphère. Cela posé, imaginons un cylindre qui soit circonscrit à ces deux sphères ; il les touchera suivant deux grands cercles perpendiculaires à son axe qui est la droite ^'w'j or le plan qui touchait les deux cônes à la fois, se trouvait nécessairement tangent aux deux sphères ; donc il est aussi tangent au cylindre actuel , et la question se réduit à mener par le point T' un plan qui soit tangent à cette surface unique,
La méthode directe serait donc de tracer, dans le plan w' V perpendiculaire à l'axe «p'w', un cercle avec un rayon égal à w'F; puis, de mener à ce c:ercle une tangente par le point où aboutirait sur ce plan la parallèle à l'axe mené par le point T'. Tout cela pourrait s'exécuter en rabattement sur k plan horizontal ; mais il y a encore un moyen bien plus court. En effet, le plan cherché devant être tangent à la fois au cylindre, à la sphère <*>' et au cône T'FO, son point de contact avec la sphère doit cire situé : i® sur le cercle horizontal WFN qui est la ligne de contact de la sphère et du cône; 2° sur le grand cercle contenu dans le plan w'V, et qui est la ligne de contact de la sphère avec le cylindre. Or ces deux cercles se coupent évidemment suivant une corde qui est projetée verticalement au point M', et représentée en vraie position par MM'N sur le plan horizontal; donc M est le point de conCact et BMS la trace horizontale du plan tangent demandé : sa trace verticale, qui doit passer par Je sommet T', sera dès lors BT'C.
Maintenant que nous connaissons la grandeur ASB = 7 de la face horizontale et la projection SC de l'arête suivant laquelle se coupent les deux plans SAC, SBC, il n'y a plus qu'à rabattre ces deux derniers autour des charnières AS, BS, et l'on obtiendra aisément les deux faces ASC = €, BSC^r a. On observera que l'arête rabattue suivant SC devra être tangente au cercle décrit du point l" aven; un rayon égal à TG'; car ce cercle est la base du second cône TTG' auquel le plan SBC est aussi tangent.
DES POLYÈDRES RÉGULIERS
68. Un polyèdre est dit réyulier lorsque toutes ses faces sont des polygones réguliers égaux, et que tous ses angles solides sont aussi égaux entre eux. On sait •qu'il n'existe que cinq genres de polyèdres qui remplissent ces conditions, savoir : i'' te iélraèdre, formé par quatre triangles équilatéraux, assemblés trois à trois autour d'un même sommet; 2*^ t octaèdre, formé par huit triangles équilatéraux, assemblés quatre à quatre; 3° ficosaèdre, formé par vingt triangles équilatéraux,
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assemblés cinq à cinq; 4** C hexaèdre ou cube^ formé par six carrés réunis trois à trois; 5** te dodécaèdre^ composé de douze pentagones réguliers, assemblés trois à trois. Il ne saurait y en avoir d'autres, attendu qu'un plus grand nombre de triangles, de carrés ou de pentagones réguliers, que Ton voudrait réunir autour d'un même point, donnerait lieu à une somme d'angles plans qui égalerait ou surpasserait 36o degrés; et pour prouver l'existence de ces cinq corps réguliers, nous allons apprendre à les construire.
DU TÉTRAÈDRE. {PL 9, ficj, 1.) Avec le côté donné / du polyèdre, on construira sur le plan horizontal un triangle équilatéral ABC; et au centre S du cercle circonscrit, on élèvera une verticale (S, S' H') dont la grandeur sera fournie par le côté SK d'un triangle rectangle ASK construit sur AS comme base, et avec une hypoténuse AK égale à AB. Alors, en joignant le point (S, S') avec les trois sommets primitifs, on obtiendra un corps formé par quatre triangles évidemment égaux et réguliers. Les angles trièdres sont aussi manifestement égaux.
OCTAÈDRE. {PL 9, fig, 2.) Avec le côté /, formons dans un plan horizontal quelconque un carré (ABCD, A'C) ; puis, par le centre (S, H') élevons une verticale que nous proloiigerons, au-dessus et au-dessous, d'une quantité S'H' ou S"H' égale à la demi-diagonale SB. Alors, en joignant les points (S', S) et (S", S) avec les quatre angles du carré, nous formerons un corps composé de deux pyramides quadrangulaires, dont les huit faces seront évidemment des triangles équilatéraux : car cela revient à faire faire au carré ABCD un quart de révolution autour de sa diagonale AC ou RD. D'ailleurs les angles solides en (S, S'), (A,A'),(B,B'),... seront aussi égaux, puisque chacun d'eux appartiendra à une pyramide quadrangulaire identique avec la première (SABCD, S'A'B'C'D').
ICOSAÈDRE. {PL c^^fig. 3.) Avec le côté donné /, et dans un plan horizontal quelconque, construisons un pentagone régulier (ABCDE, B'A'E') ; et sur son axe vertical, cherchons un point (S, S') tel, qu'en le joignant avec les sommets du pentagone, on obtienne cinq triangles équilatéraux. Pour cela, il suffit évidemment de former sur SD, comme base, un triangle rectangle DSH dont l'hypoténuse DH soit égale à / ou DE; de sorte que le côté SH de ce triangle fournira la hauteur inconnue A' S' de la pyramide pentagonale
(SABCDE, S'B'E').
Dans un autre plan horizontal Q'M', dont nous fixerons plus tard la distance au plan B'E', traçons un second pentagone LMNPQ égal et concentrique avec ABCDE, mais tourné de manière que ses sommets L, M, N,... soient placés aux milieux des arcs que sous-tendraient les côtés CD, DE, EA,... dans le cercle circonscrit; puis, en prenant la distance L'S" égale à A'S', formons la pyramide pentagonale
(SLMNPQ', S"Q'M')
évidemment égale à la précédente. Maintenant, joignons par des droites chaque sommet du pentagone supérieur avec les deux sommets voisins du pentagone inférieur, comme (C, C) avec (Q, Q') et (L, U), (D, D') avec(L, U) et (M, M'),..., et nous obtiendrons ainsi une zone intermédiaire composée de dix triangles déjà isocèles, mais qu'il faut tâcher de rendre équitatérauXy en choisissant convenablement Tintervalle B'Q' des deux pentagones, intervalle que nous avons laissé ci-dessus indéterminé. Or, pour que la droite (CL, CL') soit égale à LQ, il suffit de construire le triangle LCR avec une hypoténuse LK égale à LQ, et le côté CR donnera la différence de niveau qui doit exister entre C et L', ou bien Tintervalle B'Q' qu'il fallait mettre entre les deux pentagones parallèles. On aura donc ainsi formé un corps composé de vingt triangles équilatéraux, assemblés cinq à cinq; et les angles solides seront aussi égaux entre eux, parce qu'à chaque sommet (C, C'j, (L, L'),... on pourra concevoir une pyramide pentagonale identique avec la première
(SABCDE, S'B'E').
HEXAÈDRE. {PL 9, fi(j. 4.) Après avoir construit le carré ABCD, on élèvera par ses quatre angles des verticales (A, A'A"), (B, B'B"),... égales à AB; et en réunissant leurs extrémités supérieures par un autre carré, on obtiendra immédiatement le solide demandé, lequel n'est autre chose qu'un cube.
DODÉCAÈDRE. {PL g^ fi(j. 5.) Dans un plan horizontal quelconque B'A'E', traçons un pentagone régulier ABCDE dont les côtés soient égaux à la longueur / assignée pour les arêtes du polyèdre; puis, à chaque sommet (A, A'), (B, B'), (C,C'),... ajoutons deux autres pentagones égaux au premier, et inclinés de manière à former cinq angles trièdres. Par là, nous obtiendrons une calotte composée de six pentagones, et terminée au contour
(RRSTUVXYZW, R'R'S'T'U'V'X'Y'Z'W)
dont nous enseignerons tout à l'heure à trouver les projections. Traçons encore, dans le plan horizontal, un pentagone LMNPQ égal et concentrique avec ABCDE, mais tourné de manière que ses angles soient aux milieux des arcs que sous-tendraient les côtés AB, BC,... dans le cercle circonscrit; puis, sur ce pentagone LMNPQ, construisons une calotte concave identique avec la précédente, et élevons cette dernière le long de la verticale (0,L'A'), jusqu'à ce que ses angles saillants et rentrants aillent coïncider avec les angles rentrants et les angles saillants de la première calotte. Tout cela est manifestement possible, puisqu'il ne s'agit que de réunir, à chaque sommet du contour, trois pentagones identiques avec ceux qui ont déjà formé les angles trièdres (A, A'), (B, B"),...; mais il restera à savoir quelle est la distance verticale G'H* qiîi séparera les deux pentagones horizontaux. D'ailleurs, par la réunion de ces deux calottes, on aura
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produit un polyèdre composé de douze pentagones égaux, et où les angles solides seront aussi égaux entre eux, puisque chacun sera formé par trois pentagones identiques.
Pour construire les projections de ce corps avec plus de clarté, commençons par la calotte inférieure dont nous placerons la base LMNPQ dans un plan horizontal G'Q'M' choisi à volonté; puis, rabattons sur ce plan le trois faces de Tangle trièdre (Q, Q'), en traçant les deux pentagones PxyzQ, Qz'ivkLy identiques avec LMNPQ. Alors, en opérant comme pour chercher les angles dièdres (n^ 59), il faudra mener par les points rabattus z et 2' deux plans verticaux, l'un zo: perpendiculaire à PQ, l'autre zfS perpendiculaire à QL; ces plans se coupant suivant la verticale Z, c'est sur cette droite que viendront se réunir les points z et s' lorsqu'on recomposera l'angle solide, et conséquemment Z est la projection horizontale d'nn des sommets du polyèdre, tandis qu'une de ses arêtes sera projetée sur ZQ qui doit évidemment converger vers le centre O. Quant à la projection verticale Z', on observera que le sommet en question appartient à un triangle rectangle qui a pour base Za et pour hypoténuse az : si donc on construit ainsi le triangle aZd^, le côté Z& indiquera la hauteur G'H' quMl faut porter sur le plan vertical pour obtenir la projection Z', d'où l'on déduira l'arête Z'Q'. On aurait pu aussi remarquer que, connaissant la projection horizontale ZQ de l'arête en question, et sa grandeur absolue qui égale PQ, on obtiendra la différence de niveau G'H' en construisant un triangle rectangle dont la base soit ZQ et l'hypoténuse PQ.
Pour le sommet rabattu en j, il est certain que pendant le relèvement de la face xjzQPf ce sommet ne sortira pas du plan vertical jyO perpendiculaire à la chaniière PQ; et que sa plus courte distance^y finira par prendre une position parallèle à aâ. Si donc on prolonge cette dernière jusqu'à ce que ae soit égale à jy, et qu'on abaisse la verticale eX, le pied X devra être rapporté sur /y pour fournir la projection horizontale Y du sommet en question. Quant à la projection verticale Y', on l'obtiendra en remarquant qu'elle doit être à une hauteur G' H" égale à Xe. On aurait pu obtenir le point Y en observant que, par suite de la symétrie des deux calottes, la distance BY doit égaler QZ qui est déjà trouvée; et la hauteur G'H'' se déduirait de cette considération, que la droite projetée sur Y y a pour vraie grandeur yOM.
Enfin, la hauteur H" H"* de la calotte supérieure doit manifestement être prise égale à G'H', ce qui permettra de tracer les projections verticales A', B', G', D', E', correspondantes à À, B, C, D, E ; et on agira semblablement pour W, K', R', . . . , après avoir tracé sur le plan horizontal les longueurs CW, LK, DR,..., égales toutes à la distance QZ, que nous avons enseigné à déterminer.
4o LIVRE II. — DES SURFACES ET DES PLANS TANGENTS.
DE LA GÉNÉRATION DES SURFACES, ET DE LEUR REPRÉSENTATION GRAPHIQUE
69. Pour représenter graphiquement une surface, nous avons annoncé (n° 7) qu'il ne faudrait pas, comme pour les lignes, chercher à construire sur deux plans fixes les projections des différents points de ce lieu géométrique; en effet, attendu que sur une surface, et à partir d'un point donné, on peut cheminer dans une infinité de directions, le moyen précédent n'aurait d'autre résultat que de charger les plans fixes d'une multitude de points et de lignes dont on n'apercevrait pas la liaison, et dont l'ensemble surtout ne peindrait nullement, à l'œil du spectateur, la forme de la surface, sa courbure plusou moins prononcée, et le nombre de ses nappes. Nous emploierons donc un autre procédé (n° 95), déduit de la nature même de cette grandeur, dont il faut, avant tout, établir une définition précise.
70. Par le mot surface on ne doit pas entendre simplement une série de points ou de courbes aussi rapprochés qu'on voudra les uns des autres, mais n'ayant entre eux aucune dépendance fixe; il faut encore que ces points ou ces lignes soient soumis à quelque liaison commune et continue, dont l'expression analytique ne serait autre chose que l'équation de la surface, et dont la définition géométrique doit être énoncée ainsi :
Une surface est le lieu de toutes les positiom que prend successivementy dam tespace, une ligne mobile qui change de situation, et souvent même de forme d après une loidéietminée et continue.
La ligne mobile se nomme la génératrice, et par ces mots, une loi déterminée^ il faut entendre des conditions telles, que, pour chaque point donné de l'espace, elles ne laissent plus rien d'arbitraire dans la forme ni dans la position de la génératrice. Or le moyen le plus commode ordinairement pour exprimer (du moins en partie) la loi de ce mouvement, c'est d'assigner une ou plusieurs lignes fixes, nommées directrices, sur lesquelles devra constamment s'appuyer la génératrice dans toutes ses positions : de sorte que pour définir complètement une surface particulière, il faut indiquer la nature de la géne'ratrice, la manière dont elle se meut, et les directrices sur lesquelles elle doit glisser pendant son mouvement (*).
(*) C'est effectivement par la traduction en analyse de ce mode de génération, ou d'une propriété équivalenle, que Ton obtient toujours Téqualion delà surface. (Voyez V Analyse appliquée
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Lorsqu'on change seulement ces directrices, on obtient diverses surfaces qui appartiennent toutes à une même famille; et d'ailleurs on doit sentir que chaque surface individuelle est susceptible d'une infinité de modes de génération. Nous allons en citer plusieurs exemples, tant pour éclaircir la définition générale, que pour acquérir dès à présent la connaissance des lieux géométriques dont nous devons faire usage le plus fréquemment. '
71. UNE SURFACE CONIQUE est le lieu de toutes les positions que prend une droite mobile SA, assujettie à passer toujours par un point fixe S {fig. iS) et à s appuyer constamment sur une courbe donnée ABC, laquelle peut être gauche ou à double courbure (voyez n*' 7). D'après cette définition, la droite mobile SA est une génératrice constante de forme, et variable de position seulement, tandis que le point fixe et la courbe ABC sont les directrices; d'ailleurs, cette ligne SA devant être regardée comme indéfiniment prolongée de part et d'autre du point S qu'on nomme le sommet ou le centre^ elle engendrera les deux nappes opposées et indéfinies SABC, Soêy. Si l'on substituait à la courbe ABC une autre directrice, en changeant même le sommet S, on obtiendrait diverses surfaces individuelles appartenant toutes à la famille des cônes.
72. Mais ces surfaces admettent bien d'autres modes de génération. En effet, si nous coupons le cône SABC par divers plans parallèles, nous obtiendrons des sections semblables A'B' G, AfB''C\ c'est-à-dire des courbes où il existera des points O', O", tels, que les rayons vecteurs respeclivement parallèles, O'A' et 0"A", O'B' et 0"B", O'D' etO"D",..., auront entre eux un rapport constant : cette proposition, vraie quelle que soit la directrice ABC, se démontre aisément par la théorie des lignes proportionnelles. Pour fixer les idées, nous admettrons que ABC soit une
// la géométrie fies trois dimensions, chap. XIV.) Réciproquement, lorsqu'un lieu géométrique est défini immédiatement par Téquation F (jf , 7, z) == o , si Ton coupe cette surface par divers plans , horizontaux par exemple , on obtient les courbes
(i)a = a et F(x,/, a) =0,(2) z = a' et F(x, j, a') =0, z = a" et F(x,7, a") = o,
dont une quelconque est ce que devient la première quand on attribue à la constante a les valeurs successives a', a"; par conséquent, ces diverses courbes sont les positions successives que prendrait la courbe (i) et (2) si on la faisait mouvoir dans des plans parallèles, en changeant d'ailleurs ses dimensions d'après une loi qui dépendrait de la manière dont la constante a entrera dans l'équation (2) : aussi , en éliminant ce paramètre entre (i) et ( 2) , on retombe évidemment sur Féquation ^{^9^9^) =Of qui se trouve donc le lieu de toutes les positions de la première courbe mobile. Ajoutons d'ailleurs que , comme on peut adopter une infinité do directions pour les plans sécants parallèles, ou même employer d'autres surfaces sécantes, il doit exister pour chaque surface une infinité de modes de génération.
4* édit, 6
ellipse ayant pour ses demi-axes ÔA = a, OB = 6; alors les autres sections A' B'C, A"3''C", supposées parallèles à celte base, seront auçsi des ellipse^ dont les axes se trouveront parallèles à ceux de ABC, et tels que
Cela posé, si l'on fait mouvoir l'ellipse ABC de manière, i^ que son centre parcoure la droite SO;. a® que ses axes restent parallèles à leurs positions primitives; y" qu'ils décroissent ensemble, et proportionnellement aux distances SO, S0% SO",... ; alors il est évident que cette ellipse mobile. coïncidera successivement avec A'B'C, A"B"G^,..., et deviendra ainsi, pour la surface conique proposée, une génératrice variable déforme et de position. Mais, pour réduire ces diverses conditions à un énoncé plus simple, il suffira de se rappeler qu'une courbe du second degré est déterminée, dans son plan, par la connaissance de cinq de ses points; par conséquent, si l'on trace isur le côiie cinq arêtes fixes, SA, SB, SÇ, SE), SE, on pourra dire que, pour engendrer la surface, il faut faire mouvoir t ellipse variable ABC de manière que son plan demeure parallèle à lui-même, et qu'elle s appuie constamment sur ces cinq droites regardées comme autant de directrices.
Enfin, puisqu'on serait libre d'adppter pour les plans sécants parallèles une direction quelconque, et que même on pourrait couper le cône par d'autres surfaces, telles que des sphères décrites du point O comme centre avec un rayon variable, il demeure évident qu'il existe une infinité de lignes planes ou gauches que l'on peut adopter pour génératrices d'une même surface conique.
75. UNE SURFACE CYLINDRIQUE est le lieu des diverses positions que prend ime droite mobile AA' qui glisse le long d'une courbe fixe ABC {fig. 29), en demeurant parallèle à une direction donnée. Mais ce premier mode de description, où la génératrice A A' est constante de forme, n'est pas le seul admissible; car, puisque toutes lés sections parallèles au plan de ABC seraient ici des courbés évidemment identiques, on peut encore regarder la surface comme parcourue par la courbe ABC qui se mouvrait parallèlement à elle-même (*), en s appuyant toujours par le même point sur la droite AA', laquelle deviendrait alors une directrice de là courbe mobile ABC. . Eh variant ensuite la direction des sections parallèles, on obtiendrait une infinité d'autres génératrices propi-es a décrire lé même cylindre : au reste, ces surfaces peuvent être considérées comme un cas particulier des cônes; c'est celui où le sommet s'éloigne à l'infini.
. ^ I ..III- Il II
(*) Udc courbe est dite se mouvoir parallèlement à elle-même , lorsfpie deux quelconques de ses cordes demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives. Cette condition entraîne évidemment le parallélisme du plan de la courbe; mais cela exprime en outre que eette courbe ne toame pas dans son plan mobile.
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74. Observons, en passant^ que si la directrice du cône ou da cylindre était une droite, la surface se réduirait à un plan, lequel peut donc être défini comme le lieii des. positions que prend une droite mobile assujettie, i*^ à glisser sur une droite fixe; d^ à passer constamment par un point donné, ou bien à demeurer toujours parallèle à sa première position.
75. UNE SURFACE DE RÉVOLUTION est engendrée par une courbe quelconque GG'C qui tourne autour d'une droite fixe DZ Çfig. 3o), de manière que chacun dé ses points G décrit un cerc/e dont le plan est perpendicuiaire à [axe DZ, et dont le rayon est lapins courte distance GO de ce point au même axe. Observons que ces divers rayons GO, G'O', G'^O"^ quoique tous perpendiculaires à DZ, ne seront point parallèles entre eux lorsque la génératrice GG'G'' sera à double courbure; ou lorsque, étant plane, son plan ne renfermera pas Taxe DZ. D'ailleurs, les différents cercles, GUA, G' M' A',..,, décrits par ces rayons, se nomment les parai- Jèles de la surface.
76. Si, par l'axe DZ, on mène des plans quelconques ZOA, ZOM, on obtiendra des sections AA' A'', MM'ftr, que l'on nomme les m^nVA'ens ou plutôt les courbes méridiennes de la surface^ et qui sont nécessairement identiques quant à leur forme. En effet, ces plans méridiens coupent les parallèles suivant des rayons qui comprennent des angles évidemment égaux AOM, A'O'M', A'^O^M"; par conséquent, si Ton fait tourner le plan ZOM d'une quantité angulaire MOA, tous les rayons OM, O'M', O^'M'', coïncideront en même temps avec OA, O'A', 0"A", et les courbes méridiennes se confondront l'une avec l'autre.
77. Il résulte aussi de là que la méridienne AA'A", en tournant autour de DZ, parcourra toute la surface de révolution, et peut en être regardée comme une nouvelle génératrice qui remplacerait la courbe primitive GG'G*. Cette dernière, en effet, sera distincte du méridien, lorsqu'elle n'aura pas tous ses points situés dans* un même plan passant parDZ, comme on peut le remarquer dans la figure actuelle, qui est censée construite en perspective sur le plan ZO(BB"A"A; c'est par suite de cette convention que nous avons ponctué les parties des parallèles et de la courbe GG' G" qui sont derrière ce tableau. Au reste, on pourra toujours construire le méridien d'après la connaissance d'une génératrice quelconque, puisqu'il suffira de chercher les points dans lesquels un plan, tel que ZOB, coupe les divers parai" lèles décrits par les points de GG'G"; et nous donnerons plus loin (n° 148) un exemple de cette opération.
7*8. Les surfaces dont nous nous occupons ici, admettent un autre mode de génération qu'il importe de connaître. Puisque tout plan perpendiculaire à Taxe DZ (fig. 3o) donne pour section un cercle dont le centre est sur cet axe (n*^ 75), et qui a un point commun avec la courbe GG' ou avec la méridienne BB', on peut donc regarder la surface de révolution comme le Heu des diverses positions que prend
un cercle mobile, toujours perpendiculaire à la droite DZ, et dont le centre parcourt celle droite j tandis que son rayon varie de manière que la circonférence s appuie constamme^ii sur la courbe fixe GG'G" : cette ligne devient alors une directrice à laquelle on peut substituer le méridien BB'B", et le cercle mobile est une gi^n^rafrice variable à la fois de forme et de position. Cette définition, que Ton traduit plus aisément en analyse {*), offre l'avantage que, sous ce point de vue, toutes les surfaces de révolution forment une même famille (n*^ 70) qui admet une génératrice dune espèce constante; c'est le cercle mobile toujours perpendiculaire à Taxe, et dirigé dans soii mouvement par le méridien qui, seul, change d'une surface individuelle à une autre.
79. Ainsi, suivant qu'on adoptera pour méridien une droite, une ellipse, une hyperbole ou une parabole, on obtiendra un cône^ un cylindre^ un ellipsoïde, un bjperboloide ou un paraboloïde de riévolutioit, pourvu d'ailleurs que l'axe de rotation coïncide avec un des diamètres principaux de la courbe; car autrement la surface, quoique toujours de révolution, serait d'une espèce plus compliquée. Un cercle, par exemple, qui tournerait autour d'une droite située dans son plan, mais ne passant pas par son centre, produirait un tore qui est un genre de surface annulaire que nous aurons occasion d'étudier bientôt (n** 158).
80. Ces divers exemples, à l'exception du dernier, ne sont encore que des cas particuliers de surfaces plus générales qui, sans être de révolution, nous deviendront utiles dans la suite , et dont il importe de connaître la génération. Ce sont les SURFACES DU SECOND DEGRÉ qui offrent cinq genres distincts, sans compter les cônes, les cylindres et les plans, qui en sont des variétés trop simples pour nous y arrêter de nouveau.
81. ELLIPSOÏDE. Soit une ellipse ACDF {fig, S4) construite sur les demi-axes OA = a, OC = c : en la supposant tracée dans un plan vertical que nous prendrons
. pour le tableau sur lequel la surface sera représentée en perspective, il en résultera que les lignes ponctuées indiqueront les portions de courbes situées derrière le plan de cette ellipse, et nous conserverons cette hypothèse dans tout ce chapitre. Si. dans un plan perpendiculaire à OC, nous construisons une autre ellipse A' B'D' qui ait pour ses demi-axes l'ordonnée O'A' = a' de la première ellipse, et une droite O'B' = b' de grandeur quelconque, mais perpendiculaire sur O'A'; puis, que noufe fassions mouvoir la courbe A'B'D' de manière que ses axes, restant parallèles à euxmêmes, conservent le rapport primitif — , et que lun d'eux coïncide successivement avec les cordes D'A', D^A"', DA,..., de l'ellipse fixe CAF; alors le lieu géométrique ainsi engendré sera la surface que Ton nomme ellipsoïde. Lorsque le plan de l'ellipse mobile passera par le centre O, elle atteindra son maximum de grandeur, puisque le deraî-axe variable a' deviendra l'ordonnée maximum OA = a ;
(*) Voyez V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions, chap. XIV.
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et si Ton représente par OB = 6 la longueur que prendra au même instant le second axe 6', les trois lignes
AD = 2a, BE = ib, CF = ac
seront ce qu'on appelle les diamètres principaux ou les axes de l'ellipsoïde. D'ailleurs on doit apercevoir que cette siirface sera fermée de toutes parts, puisqu'au delà des points C et F, l'ellipse mobile aurait ses deux axes imaginaires (*).
82. Si l'ellipse génératrice A'B'D' était un cercle, c'est-à-dire qu'on eût choisi O'B' égal O' A', la surface deviendrait (n^ 78) un ellipsoïde de révolution qui aurait pour méridien la courbe directrice CAF ; et deux des diamètres principaux de la surface, savoir OA et OB, seraient égaux entre eux. Enfin, dans le cas où les trois axes OA, OB, OC seraient tous de même longueur, l'ellipsoïde dégénérerait en une sphère.
83. HYPERBOLOIDE aune nappe {fig. 35). Substituons à l'ellipse directrice ime hyperbole A' A" A, dont le demi-axe réel soit OA = «, et le demi-axe imaginaire QC = c; puis, dans un plan perpendiculaire à OC, et sur deux axes, dont un soit la corde A'D' de l'hyperbole, construisons encore une ellipse A'B'D' : en la faisant mouvoir d'après la même loi que précédemment, elle engendrera Ihjperboloïde à une nappe, ainsi nommé parce que cette surface n'aura évidemment qu'une nappe unique, mais indéfinie comme l'hyperbole directrice. Lorsque le plan de l'ellipse mobile passera par le centre O, elle atteindra son minimum, puisque l'axe variable D'A' sera devenu égal à DA, qui est la plus petite corde de l'hyperbole; c'est pourquoi la courbe ABDE est nommée i ellipse de gorge, et
les trois droites
AD = aa, BE=a6, CF = ac
sont les trois axes de l'hypcrboloïde : mais le dernier CF ne rencontrant pas la surface, est dit Yaxe imaginaire, quoique la quantité réelle ac ne soit que le coefficient de Texpression imaginaire que fournirait l'analyse, en cherchant les points de la surface qui seraient situés sur la droite indéfinie OCO' (*"*).
84. Lorsque les deux axes réets OA et OB sont égaux, Phy perboloïde est de révolution (n^ 78), puisque alors l'ellipse génératrice A'B'D' devient un cercle;
(*) En exprimant par ranaiyse ce mode de génération ,- on obtient pour Féquation de Pellipsoïde rapporté à sea axes ,
Voyez V Analyse appliquée h la géométrie des trois dimensions, chap. IX.
(**) L*équation de Thyperboloïde à une nappe, rapporté à ses axes, est
aussi, dans ce cas particulier, la surface pourrait être engendrée par la révolution de rhyperbole k! M'A. autour de son axe imaginaire OCO'.
85 . HYPERBOLOIDE à deux nappes [fig. 36 ). Sur les demi-axes OA = a, OC = c, construisons encore une hyperbole, mais placée de manière que OC soit Taxe réel; puis faisons mouvoir, comme précédemment, Tellipse A'B'ïy: elle engendrera une autre espèce d^hyperboloîde qui aura deux nappes indéfinies, et séparées Tune de l'autre par un intervalle où il n'existera aucun point de la surface. En effet, entre les points C et F, la corde variable A'D', qui sert d'axe à Tellipse mobile, deviendra imaginaire, et il en sera nécessairement de même du second axe O'B', qui doit conserver avec le premier uii rapport constant : de sorte que la génératrice, se trouvant totalement imaginaire dans cet intervalle, ne fournira aucun point réel de la surface. Cependant, comme pour le point O, on sait que le demi-axe O'A' deviendra égal à OA . \/— i, si Ton veut construire le coefficient réel de l'autre axe, qui est pareillement imaginaire, il faudra porter sur une perpendiculaire au plan AOC, une longueur OB telle que
O^B^ _ObV~ _ob
alors les deux droites AD = aa, BE = a6 seront ce qu'on nomme les axes imaginaires de l'hyperboloïde à deux nappes, tandis que CF= ac sera Vaxe réel {*).
86. Pour que cet hyperboloïde fût de révolution, il faudrait que les deux axe^ imaginaires OA et OB devinssent égaux, puisque cette hypothèse entraînerait la relation O' A' = O'B', qui change l'ellipse génératrice en un cercle. Alors la surface pourrait étr.e engendrée par la révolution des deux branches CA" A' et FA* de Thyperbole primitive, autour de son axe réel COF.
87. PARABOLOIDE elliptique. Maintenant, adoptons pour directrice fixe une parabole D'^OA'' (fig. 87 ), en faisant mouvoir perpendiculairement à son axe OX une ellipse A'B'Ey, dont le premier axe 0'A'= a' soit l'ordonnée variable de cette parabole, et dont le second O'B' = 6' ait d'abord une grandeur arbitraire, mais conserve toujours avec le premier un rapport constant. Dans ce mouvement, l'ellipse mobile engendrera une surface composée d'une seule nappe indéfinie dans le sens OX, et qui se nomme le paraboloïde elliptique, parce que toutes les sections planes qu'on y peut tracer ne sont jamais que des paraboles ou des ellipses (**).
( * ) L'équation de Thyperboloïde à deux nappes , rapporté à ses axes , en prenant celui qui est réel pour Taxe des z , serait
i'-.-^ — f! — c» ù' fl' "" ' *
( ** ) L'équation de ce paraboloïde, rapporté à son sommet et à Taxe unique OX comme axe des x, est
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88. liorsque les deux axes de Tellipse génératrice sont égaux, la surface devient de révolution (n*^ 78), et alors elle pourrait être engendrée par le mouvement de la parabole OA'A% tournant autour de OX.
89. VABABOLOÏDE hyperbolique. En&Uy tout en gardant pour directrice la parabole jy'OA!^ {fig. 38), rempla^ns. Tèllipse génératrice qui nous avait servi jusqu'à présent, par une hyperbole. IX H', A' G', construite dans un plan perpendiculaire à OX, et. sur deux demi-axes O'A', 0'B',.dont le rapport restera constant, tandis que le premier, qui est Taxe réel de cette hyperbole, deviendra successivement égal fiux diverses ordonnées O' A', 0"A",..., de la parabole fixe. L'hyperbole mobile, en se mouvant ainsi parallèlement à elle-même, décrira d'abord deux nappes ouvertes à droite et à gauche, séparées par le vide intérieur du cylindre iyOA'\et qui s'étendront indéfiniment, comme cette parabole, dans le sens O'X. Mais si nous faisons mouvoir l'hyperbole mobile de C vers le point V, son axe réel O'A' diminuera, et deviendra nul en O; par conséquent les deux nappes dont nous venons de parler s'y réuniropt, et en même temps l'hyperbole se réduira, pour cette position, à deux droites indéfinies KO A, LO/, qui seront tout entières sur la surface, et parallèles aux asymptotes de toutes les hyperboles précédentes.
Au-dessus du point O, en O*' par exemple, rhypeii>ole génératrice reparaîtra, mais dans une situation inverse H''B*'G'^, par rapport à ses asymptotes. En effet, les axes que nous avons représentés graphiquement par O' A' et O'B', devaient être, à la rigueur exprimés par
a'=:0'A', 6'=0'BV^^Î
donc, puisqu'en CT l'ordonnée de la parabole est iniaginaire, et qu'ainsi le premier axe de l'hyperbole mobile devient a"' =0"' A*, v'— i, il faut bien que le second axe, pour conserver avec l'autre un rapport constant, prenne la forme
b =fl -^-O A .^7X/'
quantité réelle, représentée sur la figure par O'^B'*. Ceci montre qu'au-dessus de O, l'axe réel O'B*' de Thyperbole génératrice se trouvera dirigé perpendiculairement au plan A'OD'; et les deux branches de cette courbe décriront encore deux nappes indéfinies, placées l'une en avant de ce plan, l'autre en arrière, mais qui, réunies avec les précédentes par ^es droites KO A, LO/, ne présenteront daj>8 leur ensemble qu'une seule surface non interrompue, dont les courbures seront de sens opposés, à peu près comme cela arrive dans la gorge d'une poulie. On a donné à la surface qui nous occupe le nom de paraboldide hjperboliqae^ parce que l'analyse apprend que toutes les sections planes que l'on peut y tracer, ne sont jamais que despara^-
holes ou des hyperboles^ parmi lesquelles il faut comprendre les cas particuliers où cette section se trouve une droite isolée, ou bien deux droites qui se coupent (*).
90. Il importe d'observer ici que le paraboloîde hyperbolique ne saurait jamais être de révolution ; car, d'après ce que nous venons de dire sur la nature des sections planes, aucune de ces courbes n'est jamais fermée, et par conséquent ne peut être circulaire.
91. La manière dont nous venons d'indiquer la formation du paraboloîde hyperbolique offre, à la vérité, une sorte de discontinuité graphique, puisque audessus du point O, la parabole qui servait de directince devient imaginaire; mais, comme l'analyse explique aisément cette difficulté, nous avons préféré conserver ce mode de«génération, parce qu'il présente plus d'analogie avec les surfaces précédentes, justifie mieux les dénominations imposées aux deux paraboloïdes, et manifeste clairement l'existence des deux droites OLet OK situées sur le second. Néanmoins nous citerons encore un autre mode de génération, tout à fait continu, et commun à ces deux paraboloïdes.
Sur le même axe OX [fig. 37), et dans des plans perpendiculaires, construisez deux paraboles kl^OW et B*'OE*' qui aient le même sommet, des paramètres quelconques, et leurs concavités tournées dans le même sens; puis faites glisser Tune des deux parallèlement à elle-même (n^ 73), sans altérer sa forme, mais de manière que son sommet reste constamment sur l'autre parabole fixe : vous obtiendrez ainsi le paraboloîde elliptique.
Prenez deux paraboles A"OD", B'^OE"' {Jig. 38) construites comme ci-dessus, mais ayant leurs concavités tournées en sens contraire; puis faites encore glisser, parallèlement à elle-même, la courbe A'OD" constante de forme, et de manière que son sommet parcoure l'autre parabole fixe : vous produirez ainsi \q paraboloîde hyperbolique (voyez Analyse appliquée^ chap. VIII).
92. Pour compléter la connaissance des lieux géométriques employés le plus fréquemment, il nous resterait à parler des surfaces disveloppables et Ae& surfaces gauches; mais, outre que les propriétés caractéristiques de ces deux classes de surfaces ne peuvent être bien nettement comprises qu'après avoir vu les plans
(*) Pour bien lire la fig, 38, on devra se rappeler que nous la supposons tracée sur le plan vertical D'^OA'^ comme tableau de perspective; ainsi toutes les W^nes ponctuées iouï derrière ce plan. Après tout, comme il est assez difficile de donner une idée nette de la forme de ce paraboloîde par un dessin en perspective , on fera bien de consulter un modèle en relief qui peut se construire aisément au moyen de simples fils tendus en ligne droite suivant une certaine loi ; voyez les n^** tf ^1$, tfOG et la fig. 120. Quant à Téquationdu paraboloîde hyperbolique, rapporté au sommet O pour origine des coordonnées , et à l'axe OX comme axe des x, elle est
CHAPITRE I. — GÉÎSÉRATION DES SURFACES, ETC
tangents, il nous semble qu'il vaut mieux laisser au lecteur le temps de se familiariser avec les exemples cités jnsiqu'ici, par des applications nombreuses et des constructions variées; et plus tard, nous nous occuperons spécialement de ces deux classes de surfaces qui sont très-importantes.
93. Revenons maintenant à la question indiquée n^ 69, et qui avait pour but de trouver un mode de représenter graphiquement ime surface. Or, puisque, d'après la définition générale donnée au n*^ 70, une telle grandeur est toujours produite par le mouvement d'une certaine ligne, il suffira, pour atteindre le but proposé, de marquer sur les plans de projection diverses positions de la génératrice, assez nom^ breuses et assez rapprochées pour que ce sj'stème de courbes puisse peindre aux yeux la continuité de la surface^ sa courbure^ ainsi que l'étendue de ses nappes. D'ailleurs, parmi les génératrices de différente espèce qu'admet toujours une même surface, on devra préférer celle qui, par sa simplicité ou $a régularité, est la plus propre à faire image; et quelquefois, pour mieux atteindre ce but, on tracera en même temps deux systèmes de génératrices, tels que seraient les méridiens et les parallèles dans les surfaces de révolution. C'est effectivement par des moyens semblables que nous avons déjà figuré, sur nos dessins en perspective, les diverses surfaces dont nous avons parlé dans ce chapitre.
94. En outre, il est aussi très-utile de marquer les traces de la surface, c'est-àdire ses intersections avec les plans de projection, ainsi que les contours en dedans ou au dehors desquels se trouveraient projetés tous les points de cette surface, lorsque du moins il existe de pareilles limites; car ces contours sont des espèces de profils, qui accusent d'une manière souvent très-se-nsible les formes des objets : mais, pour apprendre à déterminer exactement ces contours, il faut que nous ayons parlé des plans tangents. Observons toutefois que, quand la forme de la surface nous sera bien connue d'avance, nous pourrons nous borner, pour simplifier jios dessins, à employer seulement quelques-uns des moyens de description dont nous venons de donner le détail.
CHAPITRE IL
DES PLANS tangents EN GÉNÉRAL.
95, Un pian est dit tangent k une surface dans un point donné, lorsqu'il contient les tangentes à toutes les courbes que ton tracerait sur cette surface par le point en question; mais il est nécessaire de démontrer qu'il existe, en général, à chaque point d'une surface, un plan qui jouit de cette propriété, car on ne voit pas à priori pourquoi ces diverses tangentes ne formeraient pas un cône, ainsi que cela arrive effectivement dans certains points singuliers. Nous allons donc prouver que trois courbes
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quelconques, tracées sur une surface à partir d'un point donné, ont toujours letirs trois tangentes situées dans un seul et même plan.
Soit GMg [jig. 3i) la forme et la position de la généralrice (n® 70) lorsqu'elle passe par le point donné M : soit DMrf nne courbe tracée sur la surface, et sur laquelle devra glisser constamment la génératrice, lorsque, dans son mouvement, elle décrira ce lieu géométrique : soit enfin MX une troisième courbe quelconque, tracée arbitrairement sur la même surface. Si nous transportons la génératrice da!)s une autre position G'M'gf', elfe ne manquera pas de rencontrer la courbe MX en un certain point P', pourvu que le point M' soit pris assez voisin de M sur la directrice DMrf. Alors, en joignant les points M, M', F par des droites indéfinies, ces trois lignes seront des sécantes par rapport aux courbes MD, MX, G'j/', et elles seront évidemment toutes trois dans un même plan. Maintenant, faisons mouvoir la génératrice G'g* sur MD, en la rapprochant de sa situation primitive Gjjf, mais en observant toujours la loi qui règle la variation de forme et de position de cette courbe dans la surface que Ton considère: puis, imaginons que le plan des trois sécantes tourne autour du point M, de manière qu'il passe, en même temps que la génératrice, par les points M" et P", M** et P*,..., où elle coupera successivement les courbes MD et MX ; par là ce plan mobile renfermera constamment les trois sécantes i>ariables. Or, quand la génératrice sera revenue à la position GMj/, le point M', mobile sur MD, sera confondu avec M : mais au même instant le point P' de la courbe MX aura dû évidemment se réunir avec le point M; et, par une suite nécessaire, sur la courbe variable G'gr' les points P' et M' seront aussi confondus. Donc alors les trois sécantes mobiles seront devenues respectivement tangentes aux courbes MD, MX, MG; et si l'on se rappelle que ces trois sécantes étaient, pour chaque position de la génératrice, totijours situées dans un même plan, on en conclura que, quand elles sont devenues les tangentes MT, MT', MT", elles se trouvent encore dans un plan unique, qui n'est autre chose que la limite des positions qu'avait prises successivement le plan mobile des trois sécantes (*).
(*) Je ferai observer que ce ihéorème (démontré ainsi dès 1817, dans mes leçons à l'École Polytechnique ) me paraît indispensable à établir, pour pouvoir, dans la suite , emprunter à la méthode infinitésimale les considérations abrégées et si utiles auxquelles nous aurons nous-mêmes recours bientôt (n** 1Ô8). En effet, ce n'est qu'après avoir prouvé rigoureusement que toutes les tangentes, en un même point d'une surface, se trouvent dans un plan unique, qu'il est permis de regarder la surface comme composée d'éléments superficiels qui soient plans, parce qu'alors ils sont formés par les éléments linéaires communs aux courbes de la surface et à leurs tangentes. Quant k la démonstration précédente, on a objecté qu'ici la droite M'P' est bien , par rapport à la courbe G'g^', une sécante dont les points de section vont se réunir; mais que, dans l'intervalle, la ligne G' g' ne restera pas constante de forme, et qu'ordinairement cette condition est admise, quand on définit la tangente comme la limite d'une sécante. A cela il suffit de répondre que si, dans la géométrie plane, on admet cette permanence de forme, ce n'est que tacitement et parce qu'on ne s'y occupe guère que de courbes
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D'ailleurs, comme la courbe MX avait, dans ce qni précède, une position arbitraire sur la surface, il s^ensuit que le plan raené par les tangentes des deux lignes MG et MD renfermera la tangente de toute autre courbe qui passerait en M; ainsi ce plan TAIT' se trouvera bien tangent à la surface, d'après la définition que nous avons donnée au commencement de cet article.
96. Lorsqu'une surface présente deux ou plusieurs nappes qui se coupent, comme il arriverait dans un cône dont la base serait une courbe à nœud, les points de l'intersection de ces deux nappes semblent d'abord offrir une exception à la propriété dont jouit le plan tangent en général; mais on reconnaîtra que cette circonstance rentre dans les cas ordinaires, si Ton observe que toutes les tangentes en un même point de l'intersection doivent être distribuées sur les deux nappes, comme elles le seraient sur deux surfaces indépendantes qui viendraient se couper en cet endroit, et dont chacune aurait son plan tangent distinct du plan tangent de l'autre.
97. Cependant il se rencontre quelquefois de véritables exceptions à la propriété du plan tangent; mais cela ne peut arriver que dans des points singuliers de la surface, pour lesquels la génératrice ou la directrice, venant à se réduire à un point unique, n'admettent plus de tangente. Par exemple, au sommet d'un cône, les diverses arêtes qui s'y coupent sont des lignes droites situées sur la surface^ et qui sont elles-mêmes leurs propres tangentes ; cependant ces droites se trouvent deux à deux dans des plans évidemment distincts. Le sommet d'un cône est donc un point singulier de cette surface pour lequel il n'existe pas de plan tangent. Mais si l'on remarque que la génératrice parallèle à la base du cône (n° 72) se resserre de plus en plus en s'approcbant du sommet, et finit, en y arrivant, par se réduire à un point lequel n'admet plus, à proprement parler, de tangente, on sentira comment la démonstration générale du n^ 95 cesse d'être applicable à ce cas particulier. La même cause d'exception se rencontrerait si l'on partait de la définition donnée
invariablement données; mais si, sans sortir (Pun plan, on traçait un cercle qui coupât une droite, puis qu'on fil décroître le rayon jusqu'à ce que les deux points de section vinssent à se réunir, il n'y aurait pas de doute qu'alors ce cercle variable ne fût devenu tangent à la droite. Ainsi la permanence de forme n'est pas du tout nécessaire; et vouloir l'exiger, ce serait restreindre gratuitement le caractère général de la tangente à une courbe. Il faut donc définir celle-ci comme la limite des positions que prend une sécante dont deux points de section se sont rapprochés indéfiniment, poun'u que ces points soient situés sur la même branche de la courbe, et que cette dernière n'ait varié de forme et de position que d après une loi continue; or c'est bien là ce qui arrive ici pour la courbe G'^', puisque la surface est elle-même supposée continue.
Ajoutons enfin qu'il faudra de même regarder comme tangentes l'une à l'autre deux courbes quelconques qui, après avoir été sécantes, se seront modifiées de position ou de forme, d'après une loi continue, jusqu'à faire coïncider ensemble deux dé leurs points de section; car il est évident que ces deux courbes auront acquis une tangente commune, qui sera la limite des positions de la droite mobile passant par les deux points communs aux courbes sécantes.
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Ti"* 71 pour les surfaces coniques, parce qu'alors une des directrices de la droite mobile serait le point unique, nommé sommet du cône, et qu'une telle directrice n'est plus susceptible d'avoir une tangente.
Une circonstance analogue se présente dans les surfaces de révolution, dont la méridienne coupe l'axe sous un angle obtus ou aiguj ou même nul : au point d'une telle surface qui est situé sur l'axe de révolution, il riy a ptus de plan tangent; et les tangentes aux diverses positions du méridien forment, au contraire, un cône droit. C'est ce qu'on reconnaîtra en faisant tourner un cercle autour d'une de ses cordes.
98. Il est très-important d'observer que la définition du plan tangent donnée n'' 93 n'exige pas du tout que ce plan n'ait qu'i/n seul point de commun avec la surface. Cela arrive, il est vrai, dans les surfaces entièrement com^exes; mais, dans d'autres cas, le plan tangent peut rencontrer la surface en divers points, et même /'/ couper suivant une courbe qui passe par le point de contact, comme nous en verrons des exemples dans le tore (n^ 138) et dans les surfaces gauches. Cette circonstance n'empêchera pas que ce plan ne renferme les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface par le point en question, et par conséquent il touchera réellement la surface en cet endroit; tandis que dans les autres points qu'il aiu'a de communs avec elle, il sera généralement sécant.
99. 11 existe néanmoins certains genres de surfaces où le plan qui est tangent dans un point, se trouve nécessairement tangent tout le long d'une droite. Considérons, en effet, le cylindre ABC {fig. 3a) à base quelconque; si, par la génératrice ABet la tangente BT à la base, on mène un plan, je dis que non-seulement ce plan contiendra les tangentes aux diverses courbes que l'on voudra tracer sur la surface par le point B (ce qui résulterait déjà du théorème démontré n® 95), mais qu'il renfermera aussi les tangentes à toutes les autres courbes que l'on tracerait siu' le cylindre, par les divers points de la génératrice AB; et pour justifier cette assertion, il suffira de faire voir que le plan ABT renferme la tangente MV à la courbe quelconque MX. Or, si par AB et un point D voisin de B, je mène le plan ABR, il coupera évidemment le cylindre suivant une droite DE parallèle à AB, et la courbe MX en un point G situé sur DE; de sorte que ce plan contiendra les deux sécantes BDR et MGS. Maintenant, faisons-le tourner autour de AB de manière que le point D se rapproche de B; les points de section D et G vont changer sur les courbes, mais ils se trouveront toujours ensemble sur une droite mobile, consiamment parallèle à AB; donc, quand l'un de ces points D sera confondu avec B, au même instant l'autre point G coïncidera avec M; c'est-à-dire que, quand le plan mobile aura pris la position ABT, la sécante variable MGS, toujours située dans ce plan, sera devenue la tangente MV. Ainsi cette dernière droite est renfermée dans le plan ABT.
Concluons de là que, lorsqu'un plan louche un cylindre en un point quelconque, il est
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nécessairement tangent tout le long de la génératrice rectiligne qui passe par le point de contact.
100. Dans les surfaces coniques, le plan tangent jouit aussi de celle propriété, et elle se démontrera d'une manière analogue, en observant qu'alors les points de section D et G sont situés constamment sur une même droite variable, mais qui rencontre toujours AB au sommet du cône. Enfin, nous verrons plus loin que celle même propriété subsiste également xlans une classe de surfaces nommées dé^eloppables, et dont les cylindres et les cônes ne sont que des genres particuliers.
101. Toutefois ce serait une erreur de croire que ce contact du plan tahgenl, tout le long d'une droite, tient à ce que les surfaces dont nous venons de parler admettent des génératrices rectilignes; car nous rencontrerons bientôt des surfaces engendrées aussi par une droite, et nommées gauches, dans lesquelles le plan tangent ne satisfait aux conditions du véritable contact que pour un seulpoint^ quoiqu'il contienne toute une droite de la surface (uo/ez n^* 142 et 154).
102. Le théorème démontré n^ 99 offre une conséquence importante que nous aurons souvent besoin d'invoquer par la suite; c'est que, quand on projette sur un plan une courbe MX et sa tangente MV {Jîg, Sa), les projections de ces deux lignes sont elles-mêmes tangentes dune à [autre. En effet, pour projeter la courbe MX, il faudra (n** 4) imaginer un cylindre MBCX passant par cette ligne et perpendiculaire au plan donné, qu'il coupera suivant une courbe BC qui sera la projection de MX. Ensuite, pour projeter la droite MV, il faudra mener le plan V]VfB, lequel étant évidemment tangent au cylindre en M, devra l'être aussi (n** 99) en B; et par conséquent il renfermera la tangente BT de la base BC. Donc cette tangente se trouvera l'intersection du plan projetant avec le plan de cette base, et elle sera ainsi la projection deMV.
La même conséquence subsisterait encore, si Ton projetait la courbe et sa tangente par des droites obliques au plan donné, mais toujours parallèles entre elles.
105. En résumant ce qui a été dit sur les plans tangents, on doit en conclure que, pour construire le plan qui louche une surface quelconque dans un point donné, il suffira dorénavant de chercher les tangentes à deux courbes tracées sur la stu'face par le point dont il s'agit, en préférant dans chaque exemple celles qui offriront plus de facilité; puis, de faire passer un plan par ces deux tangentes, ce qu'on exécutera comme au n** 22. Nous donnerons bientôt divers exemples de ces constructions.
Ix)rsque, par le point donné, il passera une droite située tout entière sur la sur^ face, cette droite sera elle-même sa propre tangente; dès lors elle devra se trouver contenue dans le plan tangent, et pourra être employée à construire ce plan ; mais il ne faudra pas en conclure toujours que ce plan touche la surface tout le long de cette droite (n^ 101 ).
104. La normale à une surface est la droite perpendiculaire au plan tangent, et menée par le point de contact de ce plan. Cette normale se construira donc aisément (n" 35), quand on aura déterminé les traces du plan qui touche la surface au point en question.
103. Contour apparent d'un corps : on appelle ainsi la ligne qui, sur la surface du corps, sépare les parties visibles pour l'observateur d'avec celles qu'il ne peut apercevoir. Soit donc O {fig. 33) la position qu'occupe l'œil du spectateur : imaginons tous les plans qu'il est possible de mener par ce point tangentiellenieiit k la surface proposée; ils toucheront celle-ci suivant des points A, B, C,..., qui formeront une courbe à laquelle aboutiront tous les rayons visuels Ox\, OB, OC,..,, tangents à la surface; ainsi cette ligne ABCD sera la limite de la portion que peut apercevoir l'observateur placé en O. Mais ce contour apparent changerait déforme et de position si le point de vue se déplaçait : que celui-ci soit transporté en (/, par exemple, et le contour apparent deviendra A'B'C'D'. Il faudrait donc assigner, dans chaque cas, la position du point de vue; puis déterminer en conséquence le contour apparent, ce qui donnerait lieu à des opérations graphiques que nous apprendrons, il est vrai, à exécuter dans la perspective, mais qui compliqueraient inutilement ici nos dessins. Au lieu que si nous conservons l'hypothèse déjà admise n"" 16, et d'après laquelle le point de vue, dans toute projection horizontale, est censé à une distance infinie sur la verticale OO' passant par un quelconque des points de l'objet, alors les plans tangents dont les points de contact avec la surface faisaient connaître la courbe ABC,..., deviendront tous verticaux, et leur détermination sera plus facile; ou plutôt, elle s'effectuera ordinairement d'une manière très-simple, comme nous le reconnaîtrons dans les épures suivantes.
106. Il résulte de là que le contour apparent dune surf ace projetée sur le plan horizontal s obtient en cherchant les points de contact de tous les plans tangents qui sont
VERTICAUX
Quant à la projection verticale de celte même surface, elle a son point de vue particulier, qui est censé (n^ 16) à une distance infinie sur une perpendiculaire au plan vertical; d'où il suit que le contour apparent, relatif à cette projection, ne sera pas le même que pour le plan horizontal, mais il s'obtiendra en cherchant les poiîUs de contact de ta surface avec tous les plans tangents qui sont perpendiculaires al
PLAN VERTICAL
107. Nous pouvons maintenant compléter les règles que nous avons indiquées n''* 15 et 16, pour la ponctuation des lignes principales. Car il suit de ce qui précède que les lignes ou portions de lignes qui, sur une surface quelconque, se trouveront ai/-rfess«s du contour apparent re\ait\( à la projection horizontale, seront seules visibles sur cette projection ; et quant au plan vertical, les seules parties visibles seront celles qui se trouveront en avant du contour apparent relatif à ce dernier plan. Mais
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on ne devra pas oublier qii'une même ligne pourra être visible dans une des projections et invisible dans l'autre, puisque le point de vue est différent pour les deux cas : de sorte qu'il faudra, sur chaque plan, employer avec discernement les deux modes de ponctuation que nous avons assignés pour les ligjies principales, en se rappelant toujours que les distinctions précédentes ne s'appliquent pas aux lignes auxiliaires [n^ 15, a^).
108. En outre, toutes les fois que dans une épure il entrera un plan indéfini, tangent ou sécant, nous ne le regarderons pas comme existant réellement, mais nous supposerons quon a voulu seulement donner ou trouver ses traces. Car, autrement, ce plan cacherait presque toujours une grande partie ou la totalité de la surface, ce qui aurait le grave inconvénient de ne plus laisser distinguer sur cette surface, objet principal de l'épure, les parties supérieures ou antérieures d'avec les parties opposées : de sorte que la forme des objets serait moins nettement accusée par le dessin graphique. Cette restriction devra donc toujours être sous-entendue dorénavant, sans que nous ayons besoin delà rappeler chaque fois; mais elle ne s'aj)plique pas à un plan limité, tel qu'une face de polyèdre.
DES PLANS TANGENTS AUX CYLINDRES ET AUX CONES
109. Par un point donné sur la surface d'un cylindre quelconque, on propose de lui mener un plan tangent.
Soit AECG (Jig. 89) la directrice du cylindre, que nous supposons située dans le plan horizontal, et quoique cette ligne se trouve ici un cercle, la méthode sera générale et applicable à toute autre courbe; soit aussi {ah, a'b') la droite à laquelle la génératrice rectiligne doit rester constamment parallèle, en glissant sur AECG. Nous commencerons par déterminer le contour apparent de la surface qui, sur le plan horizontal, sera donné (n^ 106) par les points de contact de tous les plans tangents verticaux. Or chaque plan de ce genre renfermera une arête (*) i\n cylindre, et aura pour trace horizontale la projection même de cette droite, c'est-
(*) Quelquefois, pour simplifier le langage, nous appellerons arêtes d'un cylindre ou d*un cône, les diverses positions de la génératrice rectiligne ; mais il ne faut jamais donner à ces droites le nom ^éléments y car les éléments d'une grandeur doivent toujours être homogènes avec elle : ainsi les éléments d'une surface sont d'autres petites surfaces dont la somme compose la surface en question. D'ailleurs, nous aurons besoin plus tard (n'^liJB) d'employer ce moi d'é/ément dans sa véritable acception , et alors il résulterait de ce double sens une confusion d'idées trcs-nuîsiblc dans la théorie des surfaces gauches. Nous emploierons aussi quelquefois le nom de base pour désigner la directrice d*un cylindre ou d'un cône, surtout quand cette courbe se trouvera située dans le plan horizontal.
à-dire une parallèle k ab; de plus, ce plan touchera le cylindre tout le long de cette génératrice (n*' 99), et par conséquent sa trace devra être tangente à la base AECG. Donc, si l'on mène à cette courbe les tangentes AB et CD parallèles à a6, ce seront les traces de deux plans tangents verticaux qui toucheront le cylindre suivant les génératrices projetées horizontalement sur AB et CD; et conséqueininent les projections verticales de ces génératrices seront les droites A'B' et CD' menées parallèlement à a'b\ Ainsi, les deux lignes (AB, A'B') et (CD, CD') formeront le contour apparent du cylindre sur le plan horizontal; et toute arête de cette surface qui sera au-dessous de ces droites, c'est-à-dire qui aboutira sur le demi-cercle AGC, sera invisible en projection horizontale.
Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera fourni (n** 106) par les plans tangents qui seront perpendiculaires à ce plan de projection ; leurs traces horizontales devront donc être perpendiculaires à la ligne de terre^ et comme ci-dessus tangentes à la base AECG; par conséquent ces traces seront EE' et GG'- Ensuite, comme ces plans toucheront nécessairement le cylindre suivant le^ génératrices qui aboutissent aux points de contact E et G, et qui sont évidemment projetées sur (EF, E'F') et (GH, G' H'), il s'ensuit que ces deux génératrices formeront le contour apparent de la surface sur le plan vertical ; de sorte que toute arête qui se trouvera en arrière de ces droites, on qui aboutira sur le demi-cercle EAG, sera invisible en projection verticale.
HO. Maintenant, résolvons le problème proposé, eu supposant que M soit la projection horizontale du point donné; et puisqu'il doit être sur la surface, il ne faudra pas choisir arbitrairement la seconde projection de ce point, car celle-ci va résulter de la première. En effet, par le point en question sur le cylindre, il passe nécessairement une génératrice qui sera projetée horizontalement suivant ML parallèle k ab; or ML allant rencontrer la base du cylindre en L, ce point doit être la trace horizontale de cette génératrice, dont la projection verticale sera par conséquent L'K' parallèle à a'6'; ainsi, c'est sur cette droite L'R' qu'il faut rapporter le point M par une perpendiculaire à la ligne de terre, pour obtenir la seconde projection M' du point assigné sur le cylindre.
Cependant il existe ici une autre solution; car la droite ML allant couper la base en deux points L et V, on peut dire que V est la trace d'une autre arête projetée également sur MV, mais dont la projection verticale serait V'K"; de sorte que si l'on rapporte le point M sur cette dernière droite en M", il y aura sur le cylindre un second point (M, M") qui sera, comme le premier (M, M') projeté horizontalement en M.
111. Cela posé, construisons le plan tangent pour le point (M, M') (fig. 3g), Ce plan renfermera la génératrice (ML, M'L'), et par conséquent sa trace passera par le pied L de cette droite; puis, comme il doit toucher le cylindre tout le long de
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cette génératrice (n^ 99), il contiendra nécessairement la tangente de la base au point L, c est-à-dire la ligne LQ, qui sera précisément la trace horizontale du plan demandé. Pour obtenir l'autre trace, on cherchera le point K' où la droite (ML, ML') contenue dans ce plan, va percer le plan vertical, et QK' sera la trace verticale du plan tangent. Mais s'il arrive, comme dans notre épure, que la trace PQ aille couper la ligne de terre à une distance trop considérable, on imaginera par le . point (M, M'), uûc droite auxiliaire qui soit parallèle à la trace horizontale LQ, et dont les projections seront évidemment MX parallèle à QL, et M'X' parallèle à la ligne de terre ; puis, en construisant le point X' où cette auxiliaire va percer le plan vertical, ce point devra appartenir encore à la trace verticale du plan tangent, laquelle sera X'K'. Dans tous les cas, ce moyen est bon à employer comme vérification.
Quant au plan tangent relatif au point (M, M"), on observera que la génératrice de contact est ici projetée sur MV, M" V ; donc, en menant par le pied V de cette droite une tangente VS à la base du cylindre, ce sera la trace horizontale de ce nouveau plan tangent. La trace verticale SK'' se déterminera, comme ci-dessus, en cherchant le point K" où la génératrice de contact va percer le plan vertical ; ou bien, on aura recours encore à l'horizontale (MY, M" Y'), qui fournira un troisième point Y' de cette trace.
112. Observons d ailleurs que les deux plans tangents PQR' et PSR% que nous venons de construire, renferment deux génératrices du cylindre qui sont parallèles entre elles; donc ces plans ne pourront se couper que suivant une droite parallèle à ces génératrices. Par conséquent, si l'on construit comme au n® 27 l'intersection (PR, P'R') de ces deux plans, cette droite devra se trouver exactement parallèle à (a6, afb')^ ce qui fournira une nouvelle vérification des opérations graphiques antérieures.
113. D'après les motifs exposés n® 108^ nous nous sommes proposé, dans l'épure actuelle, de construire seulement les traces des plans tangents, sans regarder ceux-ci comme réellement existants; mais, puisque ces traces subsistent, il faudra ponctuer les parties de ces lignes qui se trouvent cachées par la projection du cylindre sur le plan horizontal et sur le plan vertical. Quant aux diverses arêtes du cylindre, nous aurions pu pointiller celles d'entre elles qui nous avaient servi de lignes auxiliaires pour arriver aux plans tangents; mais nous avons préféré de regarder toutes ces droites comme autant de génératrices réellement existantes, et dont l'ensemble accuse mieux la forme de la surface; dès lors elles ont dû être marquées par un trait plein ou ponctué, selon qu'elles étaient visibles ou invisibles; distinction qui s'effectuera d'après les règles énoncées aux n*'* 107 et 109.
114. Si l'on veut construire la courbe suivant laquelle le cylindre va pénétrer le plan vertical, il suffira de chercher les traces des diverses génératrices de cette
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surface, et l'on obtiendra ainsi la ligne F'K'D'H'R''B' qui, dans l'exemple actuel, sera une ellipse; elle devra toucher aux points K', K", les traces des deux plans tangents, puisque ceux-ci renferment (n** 99) les tangentes à toutes les courbes situées sur le cylindi^, et menées par les divers points de leur arête de contact. Pour obtenir les points le plus haut et te plus bas de la courbe F'K'D'H'..., il suffira de construire les deux génératrices qui répondent aux points de la base T et t dans lesquels la tangente est parallèle à la ligne de terre. Car, pour chacune de ces génératrices, par exemple (TU, T'U'), le plan tangent correspondant coupera le plan vertical suivant une droite nécessairement parallèle à cette ligne de terre, et conséquemment horizontale; d' ailleurs cette intersection devant toucher évidemment la courbe F'K'iyH'..., il s'ensuit que le point U' est bien celui où ta tangente est horizontale. Observons, en outre, que cette conséquence est vraie pour un cylindre quelconque, quand même sa base serait toute autre courbe qu'un cercle.
115. Cas ou la directrice est une courbe donnée dans l'espace, et définie par ses deux projections que nous désignerons par x et y, sans tracer la figure. Pour résoudre le problème directement, on pourrait, comme au n** 110, mener par le point M, et parallèlement à aby une droite qui rencontrerait la courbe x en un point L; puis, en projetant sur x' ce point L en L', on tirerait par ce dernier une parallèle à a' 6% sur laquelle on projetterait le point M en M', ce qui achèverait la détermination du point de contact. Ensuite, on construirait la tangente de ki directrice pour le point (L, L'), et l'on ferait passer le plan tangent par cette tangente et par la génératrice (LM, L'M'). Mais il est ordinairement plus simple de mener par divers points de la directrice (:c, x') des parallèles à la droite (a6, a'b'); et en cherchant les traces horizontales de toutes ces génératrices, on obtient des points assez rapprochés pour pouvoir être réunis par un trait continu, ce qui fournit la base AELG du cylindre sur le plan horizontal, et nous ramène aux données de la fig. Sg.
116. Mener un plan tangent à un cylindi^ par un point donné hors de cette surface. Conservons pour le cylindre les mêmes données que précédemment, et soit
(N, W) {fig. 39) le point assigné dans l'espace; nous mènerons par ce point, et parallèlement aux génératrices, une droite (NP, N'F) qui devra évidemment se trouver contenue tout entière dans le plan tangent cherché, puisque celui-ci, quel qu'il soit, renfermera une arête du cylindre. Donc, en construisant la trace horizontale P de cette droite, on obtiendra un point de la trace du plan demandé; et celle-ci devant toucher la base du cylindre (n** 99), sera l'une des tangentes PLQ et PVS que Ton peut mener à cette base par le point P. Il y aura donc deux plans qui résoudront le problème, et leurs traces verticales s'obtiendront aisément, puisque chacun de ces plans renfermera la droite (PN, P'N') et l'arête qui part du point de contact L ou V (*). D'ailleurs on pourrait aussi, comme au n^ 111, imaginer
(*) Il arrive ici que les points de contact L et V sont sur une même parallèle à la droite al;, parce
CILVPITRE III. — PLANS TANGENTS AUX CYLINORKS ET AUX CONES. §9
par le point donné (N, N') une horizontale située clans l'un ou l'autre des plans tangents, et construire la trace verticale de cette droite.
117. Trouver un plan qui soit tangent à un cylindre^ et parallèle à une droite donnée. Soient AECG {fig. 4o) la base du cylindre sur le plan horizontal, et (EF, E' F') une
des génératrices : on construira le contour apparent de cette surface sur les deux plans fixes comme au n® 109; puis, si Ton représente par (m/*, m'n') la droite donnée, il faudra, par un point de cette ligne, mener une parallèle (ma, ni! a*) aux génératrices du cylindre, et faire passer un plan par ces deux droites. Ce plan, qui aura pour trace horizontale a/j, devra se trouver parallèle au plan tangent cherché, puisque ce dernier renferme une arête du cylindre, et se trouve ainsi parallèle aux deux droites projetées sur ma et mn\ donc la trace de ce plan tangent sera l'une des deux tangentes PQ ou TS menées à la base parallèlement à an. Par conséquent, il y aura encore deux solutions, et les traces verticales QR', SV s'obtiendront facilement au moyen des arêtes de contact qui seront (PR, P'R') pour Tun des plans, et (TV, T'V) pour l'autre. Ici les deux plans tangents seront évidemment parallèles entre eux, et, par suite, leurs traces verticales devront aussi se trouver parallèles Tune à l'autre.
118. Observons, en terminant ces problèmes sur les cylindres, qu'on ne pourrait pas exiger qu'un plan fût tangent à une telle surface et passât en même tenips par une droite donnée* Car, par cela seul qu'un plan touche un cylindre en un point, il est, comme on l'a vu n^ 99, nécessairement tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point; de sorte que cette première condition en renferme implicitement deux, d'après lesquelles le plan cherché doit jouir du contact en deux points de la surface : puis, si l'on y joint l'obligation de passer encore par une droite ou par deux points donnés en dehors, cela formera quatre conditions distinctes, tandis que trois suffisent pour déterminer la position d'im plan. Cependant, si la droite donnée était parallèle aux arêtes du cylindre, cela reviendrait à n'assigner qu'un seul point extérieur, et le problème rentrerait dans celui du n^llG.
119. Par un point donné sur une surface conique, on propose de lui mener un plan tangent.
Soient ACBD {fig. 4i) la courbe directrice que nous supposons située dans le plan horizontal, et (S, S') le sommet du cône; nous commencerons par déterminer le contour apparent de cette surface sur le plan horizontal, en cherchant (n^ 106) tous les plans tangents qui peuvent être verticaux^ Or, un tel plan ayant pour trace horizontale la projection même de la génératrice qu'il renferme, celte trace passera par le point S; puis, comme elle doit toucher la base, attendu qu'ici encore
que nous avons voulu faire servir la figure du problème précédent; mais lorsqu'on prendra le point (Tï, N') tout à fait arbitrairement, cette circonstance n^aura pas lieu en général, et du reste cela ne changera rien aux raisonnements qui nous ont servi à résoudre le problème actuel.
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le contact du plan tangent a lieu (n** 100) tout le long d'une génératrice, on en conclura que les tangentes SA et SB, menées du point S, sont les traces des plans tangents verticaux, et que ceux-ci touchent le cône suivant les deux arêtes (S A, S'A') et (SB, S'B'), lesquelles forment le contour apparent de la surface conique relativement au plan horizontal. De sorte que toute génératrice qui sera au-dessous de celles-là, c'est-à-dire qui aboutira dans la portion ADB de la base, se trouvera invisible sur le plan horizontal.
Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera donné par les plans tangents au cône qui se trouveront perpendiculaires à ce plan de projection (n** 106); ainsi les traces horizontales de ces plans, devant être perpendiculaires à la ligne de terre et tangentes (n<> 100) à la base ACBD, seront les droites CC et DD'. Quant aux traces verticales, elles passeront nécessairement par la projection S' du sommet, et seront les droites C'S' et D'S'. D'ailleurs, puisque ces plans toucheront évidemment le cône suivant les génératrices (CS, C'S') et (DS, D'S'), il s'ensuit que ces deux droites formeront le contour apparent de la surface projetée sur le plan vertical ; et, par conséquent, toute arête qui se trouvera en arrière de ces droites, ou qui aboutira dans la portion CAD de la base, sera invisible en projection verticale.
120. Revenons maintenant au problème primitif, et supposons que M soit la projection horizontale du point donné. L'autre projection ne doit pas être prise arbitrairement; car, puisque le point en question appartient à la surface, il doit se trouver sur une certaine génératrice qui ne peut être projetée horizontalement que suivant SM : cette droite aura donc pour )race horizontale le point E ou le point G, et dès lors sa projection verticale sera S'E' ou S' G'. Donc, si l'on y rapporte la projection M par une perpendiculaire à la ligne de terre, on obtiendra pour le point assigné les deux solutions (M, M') et (M, M").
121. {Fig. 4i') Cela posé, construisons le plan tangent pour le premier de ces deux points. Ce plan renfermera la génératrice (SE, S'E') et touchera le cône tout le long de cette droite (n° 100); par conséquent, il aura pour trace horizontale la tangente PEQ de la base. Quant à sa trace verticale, elle devra passer par le point (F, F') où l'arête de contact va percer le plan vertical, et par le point Q où la trace PE irait couper la ligne de terre : mais comme ce point Q se trouve ici hors du cadre, on y suppléera en imaginant, par le point (M, M') et dans le plan tan^ gent cherché, une horizontale (MX, M'X') qui va percer le plan vertical en X% et fournit ainsi un nouveau point de la trace demandée QX'F'.
De même, pour le point (M, M"') l'arête de contact étant (SG, S' G'), la tangente GV sera la trace horizontale du plan tangent actuel; et sa trace verticale VF*' se déterminera en cherchant le point F'' où l'arête de contact (GS, G'S') va percer le plan vertical : ou bien, comme précédemment, on se servira d'une horizontale (MY^ M"^ Y') située dans le plan tangent qui nous occupe.
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122. Observons ici que les deux plans tangents que nous venons de déterminer, renfermant chacun une génératrice du cône, passeront tous les deux par le sommet (S, S'); d'où il résulte que si l'on construit (n° 27} leur intersection qui est projetée suivant PR et P'R', il devra arriver que la première de ces lignes passe par S et l'autre par S', ce qui fournira une vérification des constructions antérieures. D'ailleurs les traces verticales devront toucher en F' et F" la courbe suivant laquelle le cône est coupé par le plan vertical, courbe qui se construira en cherchant les points où les diverses génératrices vont percer ce plan de projection.
123. Mener un plan tangent à une surface conique, par nn point donné au dehors, [Fig, 42.) Soient encore ABC la base du cône et (S, S') le sommet; on déterminera, comme ci-dessus, le contour apparent de la surface sur chacun des plans fixes, et nous représenterons par (N, N') le point assigné dans l'espace. Le plan tangent que l'on cherche, devant contenir une génératrice, passera par le sommet (S,.S'), et, par suite, il renfermera la droite (SN, S'N'); donc, en cherchant le pied (P, P') de cette droite, et en menant à la base les tangentes PEQ, PGV, ce seront les traces horizontales des deux plan» tangents qui satisfont à la question. Quant aux traces verticales, on les déterminera par le moyen de la droite (SN, S'N') contenue dans les deux plans, ou bien par le secours des arêtes de contact de ces plans, lesquelles sont évidemment (SE, S'E') et (SG, S' G'). On pourrait encore employer ime horizontale auxiliaire menée dans chaque plan par le point (N, N'), comme nous Tavons déjà fait plusieurs fois.
124. Trouver un plan qui soit tangent à un cône y et parallèle à une droite donnée.
[Fig. 42.) Conservons les mêmes données que précédemment, et soit {mn^ m'n') la droite à laquelle le plan tangent doit être parallèle. Comme ce plan passera nécessairement par le sommet, si nous menons de ce point et parallèlement à (mn, m'n') la droite (SP, S'P'), cette dernière sera évidemment contenue dans le plan demandé; par conséquent, la trace (P, P') de cette droite appartiendra à la trace horizontale du plan tangent, laquelle sera l'une des deux tangentes PEQ, PGV menées à la base, il y aura donc encore deux solutions, et les traces verticales de ces plans se détermineront comme au numéro précédent.
125. Puisque tout plan qui est tangent à une surface conique dans un point, touche nécessairement cette même surface tout le long d'une droite (n® 400), la remarque faite au n** 118 s'applique ici; et il en résulte qu'on ne saurait exiger qu'un plan soit tangent à un cône, et passe en même temps par une droite ou par
• deux points donnés; à moins que la droite qui réunirait ces deux points ne passât elle-même par le sommet, car alors cela reviendrait à n'assigner qu'un seul point extérieur, comme au n? 123.
En terminant ce chapitre, nous ajouterons quelques problèmes dont nous indi-
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querons seulement les moyens de solution, en invitant le lecteur à s'exercer au tracé de ces épures.
126. Par une droite donnée, menet^ un plan qui fasse, avec, le plan horizontal, un angle déterminé a. D'un point quelconque de la droite on abaissera sur le plan horizontal une perpendiculaire et une oblique, en dirigeant celle-ci parallèlement au plan vertical, et de manière que sa projection sur ce dernier plan forme l'angle a avec la ligne de terre. Alors, en imaginant que cette oblique tourne autour de la verticale, elle décrira im cône droit dont la trace horizontale sera un cercle bien facile à déterminer, et dont toutes les arêtes se trouveront aussi inclinées sur l'horizon d'une quantité angulaire a; par conséquent, si l'on mène à ce cône un plan tangent passant par la droite donnée, ce qui rentre ici dans le problème du n** 123, on obtiendra évidemment un plan qui satisfera aux conditions assignées par la question.
127. Mener à un cylindre donné, un plan tangent dont VincUnaison sur le plan horizontal soit a. On construira, comme dans le problème précédent, un cône de révolution dont les arêtes fassent l'angle a avec le plan horizontal; puis, en tirant par le sommet une droite parallèle aux génératrices du cylindre, et faisant passer par cette droite un plan tangent au cône (n® 123), il restera à mener au cylindre iHi plan tangent parallèle à celui-là, problème qui se résoudra, comme au n*' 117, en menant à la base du cylindre une tangente parallèle à la trace horizontale du plan qui touchait le cône. On sent bien que le problème deviendra impossible, lorsque la parallèle menée par la sommet du cône auxiKaire aboutira dans l'intérieur de sa base.
Si l'on proposait la même question pour un cône défini par une base quelconque, il faudrait modifier la solution en prenant pour sommet du cône de révolution le point même qui sert de sommet à la surface conique assignée par le problème; ensuite, on devrait mener une tangente commune aux bases de ces deux cônes, et ce serait la trace horizontale du plan demandé.
128. Par un point donné, mener une droite qui soit tangente à une surface conique (d parallèle à un plan donné.
Mener à un cône ou à un cylindre un plan tangent qui soit perpendiculaire à un plan donné.
Étant données les deux projections de taxe d'un cylindre de révolution, avec la grandeur de son rayon ^ trouver sa trace horizontale et son contour apparent.
DE CONTACT EST DONNÉ
129. {Fig. 43.) Puisque par chaque point M pris sur une surface de révolution (n*^ 7S), il passe toujours un méridien AMD et un parallèle FMG, si l'on construit les tangentes MT et MV à ces coiu'bes, et que l'on mène un plan par ces deux droites, ce sera (n^l03) le plan tangent de la surface en M. Or la tangente MV, située dans le plan du cercle FMG, est évidemment perpendiculaire à la fois au rayon MO et à Taxe AO; donc elle l'est aj^ssi au plan méridien AOM, et par suite le plan tangent qui contiendra MV sera lui-même perpendiculaire sur ce méridien. Cette conséquence étant indépendante de la nature de la courbe AMD et de la position du point M, il- en résulte ce théorème remarquable ; Dans toute surface de révolution^ le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien qui passe par te point de contact,
130. En menant au point M une normale MN à la surface, cette droite, perpendiculaire au plan tangent, se trouvera nécessairement renfermée dans le plan méridien AMD; donc, dans toute surface de révolution, la normale va rencontrer l'axe.
De plus, cette rencontre se fait au même point, pour toutes les normales MN, PN, FjN,..., qui répondent à un même parallèle. En effet, lorsque le plan méridien AMD tourne autour de Taxe, en entraînant avec lui les droites MN et MT, la première ne cesse pas d'être perpendiculaire à l'autre; en outre, cette droite mobile MN, toujours renfermée dans le plan méridien, se trouve, comme celui-ci (n® 129), perpendiculaire successivement à chaque tangente MV du parallèle; donc MN est bien perpendiculaire à deux tangentes, et par conséquent normale à la surface, dans toutes les positions qu'elle occupe en tournant autour de l'axe AD. D'ailleurs, puisque dans ce mouvement le point N de la normale MN reste immobile, il en résulte que toutes les normales menées le long d'un même parallèle foiifnent toujours un cône droit dont le sommet est sur l'axe : mais ce sommet change en passant d'un parallèle à un autre.
Après avoir fait remarquer ces propriétés générales et communes à toutes les surfaces de révolution, nous allons nous occuper de la construction du plan tangent.
131. Par un point donné sur une surface de révolution dont le méridien est connu , mener un plan qui soit tangent à cette surface,
{Fig. 44) Pour simplifier les constructions, choisissons notre plan horizontal de manière qu'il soit perpendiculaire à l'axe de révolution : alors celte droite se trouvant verticale, elle sera projetée horizontalement en un point O, et verticalement suivant la droite O'Z' perpendiculaire à la ligne de terre. Soit d'ailleurs A'B'D' la projection du méridien principal, c'est-à-dire de celui qui est parallèle au plan
vertical, et qui se trouve projeté horizontalement sur OB parallèle à la ligne de terre : ici ce méridien est une ellipse dont un des diamètres ppncipaux coïncide avec l'axe de rotation, et par suite la surface sera un ellipsoïde de révolution (n° 79); mais les raisonnements et les constructions seraient entièrement so.mblables pour toute autre courbe méridienne. Le plus grand des parallèles, ou bien ièquateur de la surface, est évidemment le cercle décrit par le demi-axe C'B', lequel se projette horizontalement sur un cercle BKE égal au premier, et forme le contour apparent de la surface relativement au plan horizontal (n** 106); en effet, tout le long de Téquateur (B'E', BKE) les plans tangents seront verticaux, puisque chacun renfermera la tangente du méridien, laquelle est une verticale comme B'B. Quant au contour apparent de la surface par rajJJ)ort au plan vertical, ce sera le méridien principal (A'B'D'E', BE); car ce contour doit être formé (n** 106) par les points de contact de tous les plans tangents perpendiculaires au plan vertical : or les plans tangents le long de cette courbe méridienne sont (n^ 129) tous perpendiculaires à son plan, et par suite au plan vertical de projection. Nous n'ajouterons pas ici d'autres positions de la génératrice pour figurer (n*' 93) la forme de la surface, parce qu'elle est suffisamment indiquée par ce qui précède; mais nous verrons cependant plus loin (n® 137) la manière de construire les projections d'autant de courbes méridiennes que l'on voudrait en tracer.
132. Cela posé, soit M la projection horizontale du point donné sur la surface; il ne faudra pas prendre arbitrairement la seconde projection de ce point, puisqu'il doit être situé à la rencontre de la verticale M avec le méridien projeté suivant OK. Or, si l'on fait tourner celui-ci autour de Taxe (O, CXZ'), jusqu'à ce qu'il coïncide avec le méridien principal OB, il se trouvera alors projeté verticalement suivant A'B'D', et comme, par suite de ce déplacement, la projection M aura décrit Tare MG, on en conclura que la projection verticale du point cherché se trouve actuellement en G' ou en G". Maintenant si l'on ramène le méridien mobile dans la position OK, le point en question, qui pendant ce mouvement ne changera pas de hauteur, restera projeté verticalement sur l'horizontale G' F' ou G" F"; d'où il suit évidemment que, dans sa position primitive, il était projeté verticalement en M' ou en M''; ainsi, il y a sur la surface deux points (M, M') et (M, M") qui sont l'un et l'autre projetés horizontalement en M.
133. {Fig. 440 Considérons le premier (M, M') de ces points, et pour déterminer le plan tangent qui s'y rapporte, nous l'assujettirons (n** 103) à passer par deux tangentes de la surface, savoir : la tangente au méridien et la tangente au parallèle; mais, comme la projection de la courbe méridienne relative au point (M, M') n'est pas donnée immédiatement, et qu'ainsi nous ne pouvons pas lui mener directement une tangente, nous rabattrons encore le plan vertical OMK sur le méridien principal OB. Par là le point (M, M') sera transporté en (G, G'), et il
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sera facile alors de construire la tangente G' H' qui viendra percer le plan horizontal au point H sur OB : puis, si l'on ramène le méridien mobile dans la position OMK, le pied H de cette tangente décrira évidemment un arc de cercle terminé en T, tandis que le point de contact G' reviendra en M'; donc, en projetant le point T sur la ligne de terre, on obtiendra M'T', et MT pour les projections de la tangente au méridien qui passe par le point (M, M'). Observons d'ailleurs que cette tangente prolongée doit rencontrer l'axe de la surface, au même point Z' où aboutissait la droite G' H'.
Quant au parallèle relatif à ce point (M, M'), il est évidemment projeté sur le cercle GMF et sur G' F'; par conséquent, sa tangente est Thorizontale (MV, M'V) perpendiculaire au plan méridien OMK. Maintenant, le plan qui renfermera les deux tangentes ainsi déterminées, aura pour trace horizontale une droite TU passant par le pied T de la première tangente, et menée parallèlement à MV qui est une horizontale contenue dans ce plan tangent ; puis, on aura la trace verticale UW' de ce même plan, en construisant le point V où la droite (MV, M' V) va percer le plan vertical.
Le plan tangent relatif au point (M, M'') s'obtiendra d'une manière analogue, en rabattant d'abord le point M'^ en G'' sur le méridien principal, et menant à celui-ci la tangente G^U. Ensuite le pied (L, U) de cette droite étant ramené dans le méridien OK, viendra en R; et comme la tangente au parallèle est ici (MV, M"V"), les traces du plan tangent seront RS parallèle à MV, et SV".
154. Il est bon de remarquer que, d'après la direction de la tangente MV au parallèle, chaque plan tangent à une surface de révolution aura toujours sa trace horizontale perpendiculaire à celle du plan méridien qui passe par le point de contact, du moins tant que l'axe de la surface sera vertical.
155. Observons encore que les deux plans tangents en (M, M') et (M, M"), ayant leurs traces TU et RS parallèles, devront se couper suivant une horizontale; et, par suite de la symétrie de la surface actuelle, cette horizontale sera située dans le plan de Téquateur E'B'. En effet, comme les tangentes G'H' et G"L' à Tellipse méridienne se rencontraient nécessairement en un point a' situé sur l'axe de cette ellipse, ce point transporté en & dans le méridien OK avec les deux tangentes, leur sera toujours commun, et restera dans le plan de l'équateur E'B': donc rhorizontale, qui est l'intersection des deux plans tangents, passera par le point 6'; et c'est aussi pour cette raison que les traces verticales de ces plans doivent se couper en un point P' situé sur la droite E'B'S' prolongée.
156. {Fig. 44) Pour obtenir la normale de la surface de révolution au point (M, M'), on se rappellera (n**150) que toutes les normales, le long d'un même parallèle, vont couper l'axe au même point, et que d'ailleurs chacune est renfermée dans Le plan méridien qui passe par le point de contact. Ainsi, après avoir
4« édit, 9
rabattu sur le méridien principal le point M^ en G^ on tirera par ce dernier une droite G'N' perpendiculaire à la tangente G' H'; puis, en joignant le pied N' de cette normale avec le point donné M', on obtiendra la normale N'M' relative à ce dernier point. C'est là du moins sa projection verticale; et quant à sa projection horizontale, elle tombe évidemment sur OM,
Observons ici que cette normale étant perpendiculaire au plan tangent TUy% les traces de ce dernier devront se trouver (n® 55) respectivement perpendiculaires aux droites OM et N'M'y'; ce qui offrira une vérification des constructions déjà effectuées pour le plan tangent, ou même, si Ton veut, un moyen de trouver à priori ses traces, puisque alors il s'agirait de mener par un point connu (M, M') un plan perpendiculaire à la droite (MO, M'N'). Voyez n® 56.
157. On a vu (n*' 152) qu'il était facile, en partant de la projection horizontale M d'un point de la surface, de conclure la projection verticale M' ou M"": si donc on applique le même procédé à divers points K, M, Q^...^ pris dans le plan méridien OK, on pourra ainsi construire la projection verticale de la courbe méridienne renfermée dans ce plan, et cette courbe devra être tangente aux droites Tim et R'M''; puis, en répétant la même opération pour d'autres plans méridiens que OK, on obtiendrait autant de positions que l'on voudrait de l'ellipse mobile A'B'D', ce qui servirait à compléter la représentation graphique delà surface.
C'est aussi par des opérations analogues, qu'étant données les projections d'une génératrice quelconque d'une surface de révolution, on en conclurait facilement le méridien principal, ou toute autre section méridienne. On pourra se proposer, comme exemple, le cas où cette génératrice est une droite qui ne rencontre pas taxe; et alors on trouvera que la méridienne est une hyperbole^ ainsi que nous le verrons plus loin (n*^ 148).
158. {Fig. 45.) Du plan tangent au TORE. Si l'on fait tourner un cercle (A'B'C'B", ABC) autour d'une droite (0"Z', O) qui ne passe point par son centre, mais qui est située dans son plan, ce méridien circulaire engendrera une espèce de surface annulaire^ nommée un tore, dont tous le points seront projetés horizontalement entre Yéquateur décrit avec le rayon OC = O'C, et le cercle de gorge décrit par le rayon OA = O'A' : mais il faut bien remarquer que les deux demicercles B'C'B'' et B' A'B" engendreront deux nappes très-différentes de forme, quoique l'une et l'autre viennent se réunir le long des circonférences parcotu*ues par les extrémités B' et B" du diamètre vertical. La nappe extérieure est convexe, c'està-dire que toutes les courbes qui y seraient tracées par un même point (N, N'), se trouveraient situées d'un même côté du plan tangent en ce point- En effets pour déterminer ce plan, il faut construire la tangente N'P' du méridien, et par le pied P de cette droite, mener une perpendiculaire FF' à la trace ON du méridien (n^ 154); or on voit que la méridienne B'N'B" et le parallèle NT sont tous deux à gauche
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du plan tangent N'FP; et quoique nous ayons choisi le point (N, W) sur le méridien principal y afin de rendre plus simple la construction du plan tangent, il est bien évident que les mêmes circonstances arriveraient pour tout autre point de la nappe extérieure, puisqu'elle est de révolution et, par conséquent, symétrique tout autour de l'axe (Cy'Z', O).
Au contraire, si nous prenons un point (M, M') sur la nappe intérieure, le plan M'"FT, tangent en ce point, traversera la surface; car le méridien B'M'B'" sera évidemment à droite de ce plan, tandis que le parallèle M' V se trouvera à gauche : aussi le plan M'T'T coupera le tore suivant une courbe à nœud, qui est représentée en projecton horizontale par (MHEGE"M/i6gfe"M), et que nous apprendrons plus tard à construire (yo^ez n^267). Mais cette intersection n'empêche pas le plan M'T'Ï de renfermer les tangentes du méridien, du parallèle, et de toutes les autres courbes tracées sur la surface par le point (M, M'); de sorte que ce plan est réellement tangent au tore en cet endroit, et sécant dans tous les autres points communs; circonstance qui tient à ce que la nappe intérieure est une surface non convexe ou à courbures opposées, tout à fait comparable à la gorge d'une poulie.
139. Dans l'épure actuelle, où nous avons voulu représenter les principaux parallèles de la surface, une partie de la trace verticale M'T' du plan tangent à la nappe intérieure, se trouve, il est vrai, cachée par le tore ; mais nous avons dû néanmoins la laisser en trait plein, parce qu'elle reçoit la projection verticale de la courbe d'intersection, dont la branche antérieure hrefg est visible sur le plan vertical.
140. HYPERBOLOIDE DE RÉVOLUTION à une nappe. Nous avons nommé ainsi (n^ 84) la surface que décrit une demi-hyperbole en tournant autour de son axe imaginaire; mais cette sur&ce, qui jouit de diverses propriétés très-remarquables, peut encore être engendrée par une droite assujettie à tourner, par un mouvement de révolution, autour dune autre droite fixe qui nest pas dans un même plan avec la première.
Pour le démontrer, représentons la droite fixe par OZ {fig. 47)) et la droite mobile par ADM : soit OD leur plus courte distance qui sera horizontale, si l'on regarde l'axe OZ comme vertical. Cette ligne OD décrira dans le mouvement de révolution autour de OZ, un cercle horizontal EDF qui sera évidemment le plus petit des parallèles, ou le cercle de gorge de la surface; et la tangente DP à ce cercle sera nécessairement la projection horizontale de la droite mobile ADM ; d'où il suit que cette droite ira percer le plan méridien quelconque ZOX, en un point M situé sur la verticale élevée par le point P (*). Or, si l'on construisait ainsi tous
( * ) La figure est censée construite en perpective sur ce plan ZOX comme tableau ; et , par conséquent, toutes les lignes principales situées derrière ce plan ont été ponctuées.
les points M, M', F,... dans lesquels le plan fixe ZOX est successivement rencontré par la droite mobile ADM dans ses diverses positions, on obtiendrait la méridienne MM' F de la surface engendrée par cette droite; et, par conséquent, la question est réduite à prouver que cette courbe MM' F est une hyperbole qui a pour demi-axe réel la distance OG = OD. Pour y parvenir, rapportons le point quelconque M à des coordonnées parallèles aux axes OX, OZ; et comme la distance OD reste invariable pendant le mouvement de la génératrice, aussi bien que l'angle MDP formé par celle-ci avec Thorizon, posons
OP = x, PM=:z, OD = &j tangMDP = a;
alors les triangles rectangles MPD et ODP donneront
tangMDP == — - = , :;
^ DP ^OP» — OD*
ou bien, en substituant les notations précédentes,
a =-=!=, d'où a«:c»-2» = a*c^*;
équation qui prouve que la méridienne est bien une hyperbole qui a pour demiaxe réel X =z â; donc le lieu parcouru par la droite mobile ADM est effectivement un hyperboloide de révolution à une nappe.
141. Cette surface admet une seconde génératrice rectiligne; en effet, si dans le plan vertical MDP tangent au cercle de gorge, on trace une droite BDN qui fasse, avec la verticale DV, un angle NDV égal à VDM, cette ligne BDN, en tournant aussi autour de OZ, engendrera la même surface que ADM, parce que deux points quelconques M et N, pris à la même hauteur sur ces droites, décriront le même cercle MNL. Pour justifier cette dernière assertion, il suffira de joindre deux à deux les points M, N, Z, Y, où un même plan horizontal rencontre les diverses lignes dont nous venons de parler; et, à l'aide des triangles rectangles MVD, NVD, qui sont évidemment égaux, on démontrera que les triangles rectangles ZVM, ZVN le sont pareillement; d'où l'on conclura que ZM = ZN, et qu'ainsi les deux points M et N se trouvent bien à la même distance de l'axe OZ. Il résulte de là qu'il existe sur l'hyperboloïde deux systèmes de droites,
A, Aa, Aj,... et B, Bj, B,,...,
dont le premier se compose des positions successives que prend la génératrice AD^ et le deuxième des diverses positions occupées par BD. D'ailleurs, puisque toutes ces droites sont deux à deux dans des plans verticaux, tels que MDN, il s'ensuit que toutes les génératrices des deux systèmes se projettent^ sur le cercle de gorge^ suivant des tangentes à cette circonférence.
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142. Par chaque point R de la surface il passe deux de ces droites; car les génératrices AD et BD viendront passer, à deux époques différentes de leur révolution, parce point R; et elles y occuperont deux positions nécessairement distinctes RA,, RBa, puisque la première sera située à gauche, et la seconde à droite du plan méridien ZOR, Il suit de là que le plan tangent en R sera déterminé (n® 103) par l'ensemble des deux droites RA, et RBa, puisque ces lignes se trouvent sur la surface, et qu'elles sont elles-mêmes leurs propres tangentes. Mais il importe beaucoup d'observer que le plan AjRBa, quoique renfermant la droite RBj tout entière, ne sera pas tangent dans un autre point de cette lignes car en D2, par exemple, le plan tangent sera A2D3B3; or ce dernier ne peut coïncider avec AaRB^, parce que les deux génératrices A,Ret A^D, appartiennent au même système, et dès lors ne sauraient être contenues dans un même plan, comme nous allons le démontrer.
143. {Fig. 47.) Deux droites AD et A2 Dj, qui appartiennent au même système de génératrices^ ne se trouvent jamais dans un même plan. En effet, ces droites étant projetées horizontalement sur les tangentes DT et D^T qui se coupent en T, ne pourraient avoir de communs que les points qui sont situés sur la verticale TS; or cette verticale ira évidemment rencontrer A^D^ en S au-dessus du cercle dégorge, et AD au-dessous en S', parce que les parties inférieures de ces deux génératrices du même système sont inclinées Tune et l'autre à gauche de leurs méridiens respectifs ZODj et ZOD, et que le point T est entre ces méridiens. Donc, 1° les droites AD et AaDg ne sauraient se rencontrer; a^ elles ne sont pas non plus parallèles, car leurs projections horizontales se coupent en T; ainsi, il reste démontré que deux^énératrices du système A ne se trouvent jamais dans un même plan.
A la vérité, les projections horizontales de deux de ces droites se trouveront parallèles, quand on comparera celles qui passent par les extrémités d'un même diamètre du cercle de gorge; mais, dans l'espace, l'une de ces génératrices sera> inclinée à droite, et l'autre à gauche du plan méridien mené par ce diamètre, de sorte qu'elles seront loin d'être parallèle» entre elles; et d'ailleurs il est bien évident qu'alors elles ne pourront pas non plus se couper.
On démontrera d'une manière toute semblable que les droites B, B,, B,,... du second système ne sont jamais deux à deux dans un même plan.
144. Chaque droite du système A coupe (sans changer de position) toutes les droites B, Bj, B,,... de Pautre système. Cela est évident pour AD et BD qui sont dans le même plan vertical; mais comparons AD avec une droite quelconque B^D, de l'autre système. Ces deux lignes sont encore projetées sur les tangentes au cercle de gorge DT et DjT, et puisque celles-ci se coupent en T, la verticale TS' ira nécessairement rencontrer les droites en question AD et B^D, ; mais cette rencontre aura lieu pour chacune d'elles au-dessous du cercle de gorge, attendu que DA est inclinée à gauche du méridien ZOD, et D2B3 à droite du méridien ZOD,, tandis
que le point T se trouve entre deux. D'ailleurs, d'après la forme de la méridienne, il est évident qu'une droite comme TS', qui est parallèle à l'axe OZ^ ne peut percer la surface qu'en deux points, dont un seul S' sera sur la nappe inférieure au cercle de gorge ; par conséquent, ce point unique devra coïncider avec ceux où la verticale TS' a déjà rencontré les génératrices DA et Dj B, qui sont sur cette nappe; donc ces génératrices se coupent effectivement au point S^
Il faut seulement observer que quand on comparera deux droites appartenant l'une au système A, l'autre au système B, et passant par les extrémités d'un même diamètre du cercle de gorge, ces droites auront les projections parallèles, et elles seront elles-mêmes dans l'espace parallèles Hune à [autre; de sorte que leur rencontre n'aura plus lieu qu'à une distance infinie, mais du moins ces deux génératrices seront encore dans un même plan.
On démontrera d'une manière analogue que chaque génératrice du système B coupe, sans changer de position, toutes les génératrices du système A, ou du moins se trouve dans un même plan avec chacune d'elles.
145. On désigne sous le nom général de surface gauche, toute surface engendrée par une droite qui se meut de telle sorte que ses positions consécutives ne se trouvent pas deux à deux dans un même plan. Or, en considérant Thyperboloïde actuel, soit comme le lieu des diverses positions A, Aj, A,,... que prend la génératrice AD dans son mouvement de révolution autour de OZ, soit comme le lieu des diverses droites B, Ba, B,,... de l'autre système, on voit (n^ 143) qu'il satisfera à la définition précédente; par conséquent Thyperboloîde de révolution à une nappe appartient à cette classe générale de surfaces que l'on nomme gauches, et dont nous nou»'occuperons d'une manière spéciale au livre VII.
146. {Fig. 47-) Si par le centre O de l'hyperboloïde, on mène, parallèlement •aux génératrices DA et DB, deux droites Oaet 06, celles-ci formeront des angles
égaux avec la verticale OZ, et par conséquent elles décriront, en tournant autour de OZ, un seul et même cône droit dont toutes les arêtes seront respectivement parallèles aux génératrices A, Aj, A,,... et B, Ba, B,,... de l'hyperboloïde. Ce sera le cône asjmptotique de cette dernière surface; car, pour le déduire de celle-ci, il suffit évidemment de poser
OD = c^ = o, dans a^jc^ — z* = aV*
qui représentait (n*^ 140) le méridien de l'hyperboloïde : or, par cette hypothèse, on obtient pour le méridien du cône droit, z = ±: ax; c'est-à-dire deux droites qui sont bien les asymptotes de l'hyperbole précédente.
147. D'ailleurs, lorsque Ton fait varier la distance âj sans changer a ou l'inclinaison de la génératrice AD, on obtient successivement divers hyperboloîdes qui ont pour méridiens des courbes semblables; car les axes de l'hyperbole sont â et aâ.
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et leur rapport est a, quantité indépendante de la distance c^. Il résulte de là que tous ces hyperboloîdes sont des surfaces semblables et concentriques; et comme celte similitude doit s'étendre aussi au cône asymptotique pour lequel â est nulle, on pourra affirmer que, quand un même plan coupera l'hyperboloïde et le cône asymptotique, les sections faites ainsi dans ces deux surfaces seront des courbes semblables et concentriques (*). Cette remarque nous sera utile plus tard.
148. Après avoir fait connaître la nature et les principales propriétés de l'hyp^boloîde engendré par la révolution d'une droite, occupons-nous maintenant de la représentation exacte de cette surface au moyen de deux plans de projection. Nous r^arderons toujours Taxe fixe comme vertical, et alors ses projections seront O et rO'Z' [fig. 46) ; quant à la droite mobile, prenons-la dans une situation quelconque où elle sera projetée suivant ADB et A'D'S; puis, construisons d'abord la méridienne de la surface, en cherchant les points dans lesquels le plan vertical OG est rencontré par les positions successives de la droite (AB, A' S). Or, déjà dans la situation actuelle, cette droite perce le plan OG au point (M, M''), lequel appartient à la courbe demandée, et celle-ci devra toucher en ce point la projection A'M'^ê. En efifet, quoique dans l'espace la tangente de la méridienne et la droite (AB, A'ê) soient très-distinctes l'une de l'autre, ces droites sont néanmoins situées toutes deux dans le plan tangent de la surÉBice au point (M, M"); et comme ce plan est nécessairement perpendiculaire (n*^ 129) au plan méridien OG, et par conséquent au plan vertical de projection, il arrivera ici que A'ê se confondra avec la projection verticale de la tangente, et qu'ainsi la droite A' S touchera elle-même la projection de la courbe méridienne en W.
Ensuite, un point quelconque (n, «') de AB décrira, pendant le mouvement de révolution, un arc de cercle projeté sur nN et sur l'horizontale n'N': donc ce point (n, n'), quand il arrivera dans le plan vertical OG, se trouvera projeté en (N, N')î ainsi ce sera là un nouveau point de la courbe méridienne G'N'M'G", et tous les autres se construiront de la même manière. En appliquant ce procédé à l'extrémité (D, ly) de l'horizontale (OD, O'iy), qiii est perpendiculaire à la fois sur Taxe et sur la génératrice, et qui mesure leur plus courte distance, on obtiendra le point (F, F') de la méridienne le plus rapproché de Taxe, et c'est ce point qui, dans la révolution complète de la droite mobile, décrira le plus petit des parallèles de la surface, ou le cercle de gorge projeté ici sur DFE et E'F'. De même, le pied (A, A') de k génératrice, décrivant un cercle ALG qui sera la trace horizontale de la surfisice, fournira un point (G, G') de la méridienne : et quoique cette courbe doive évidemment s'étendre d'une manière illimitée, puisque la droite génératrice a elle-même une longueur indéfinie, néanmoins, pour donner une idée plus nette
(*) Voyez V Analyse appliquée à la géométrie des trots dimensions, chap. IX.
de la surface, nous admettrons que la droite mobile est terminée aux deux points (A, A') et (B, S), également distants du point (D, D') qui décrit le cercle de gorge; de sorte que la portion de surface que nous considérerons ici, sera terminée à deux cercles égaux projetés horizontalement sur GAH, et verticalement sur G' H' et G' H". Au reste, nous avons démontré (n** 140) que le méridien GT'G" était une branche d'hyperbole qui avait pour axe réel le diamètre E'F' du cercle de goi^e; et Ton devra observer qu'ici, comme dans toute surface de révolutioriy le méridien principal G'F'G" forme précisément le contour apparent de la surface par rapport au plan vertical, puisque tous les plans tangents le long de ce méridien lui sont perpendiculaires (n^ 129). Par une raison semblable, le contour apparent de l'hyperboloïde relativement au plan horizontal, est le cercle de gorge DFE le long duquel tous les plans tangents sont évidemment verticaux.
149. {Fig. 46.) Pour compléter la représentation graphique de cet hyperboloîde, d'après le mode de génération par une ligne droite, il faut construire un certain nombre de positions de cette génératrice rectiligne. Or, puisqu'elle doit rester à une distance constante de l'axe (O, O'Z'), sa projection horizontale sera toujours tangente au cercle DFE; menons donc à volonté la tangente AsDsBs, puis projetons le pied Aa sur la ligne de terre en A'j, et le point de contact Dj sur ET' eîl D'à*, alors nous obtiendrons k'^jy^^^ pour la projection verticale de la droite qui était projetée horizontalement suivant AaR^ : d'ailleurs, l'extrémité S» q«ii est sur le cercle supérieur G" H", devra évidemment se trouver projetée en B,, ce qui offrira une vérification. Les autres positions de la génératrice se construiront d'une manière analogue, et leurs projections verticales devront encore toucher l'hyperbole méridienne, ainsi que nous l'avons démontré au numéro précédent pour la première droite ADB; seulement, il faut observer que quand on choisira la projection horizontale parallèle à la ligne de terre, comme KL, la projection verticale correspondante Q'ê sera C asymptote de l'hyperbole, puisqu'en effet une pareille génératrice ne rencontrera plus le plan méridien OG qu'à une distance infinie, sans cesser d'être, en projection verticale, tangente à l'hyperbole méridienne.
130. Pour obtenir des résultats plus symétriques, on a, dans l'épure actuelle, divisé le cercle GAH en quatorze parties égales, et tracé d'abord les cordes AB, AjBa, AgBg,..., de manière à sous-tendre un même nombre d'arcs partiels; par là ces cordes, nécessairement égales, se sont trouvées tangentes à un même cercle EDF, puis on en a déduit les projections verticales, comme nous l'avons dit au numéro précédent. D'ailleurs, quoique ces cordes aboutissent deux à deux aux mêmes points de division sur le cercle GAH, on distinguera aisément les parties situées au-dessous du cercle de gorge d'avec les parties supérieures, puisque les premières étant invisibles sur le plan horizontal, sont ici représentées par des lignes ponctuées. Quant au plan vertical, les portions de génératrices situées au delà du
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plan méridien GOH qui renferme le contour apparent de la surface (n® 148) par rapport à ce plan de projection, sont les seules qui deviennent invisibles et qui aient dû être ponctuées.
151 . On sait (n® 14 1) que l'hyperboloïde admet un autre système de génératrices rectib'gnes, projetées également sur les tangentes au cercle de gorge AB, AaBa,..., mais qui ont dans l'espace une position inverse par rapport à la verticale. Par exemple, celle de ces nouvelles droites qui serait projetée suivant BDA (*), aurait son pied en (B, B') et son extrémité supérieure en (A, a), tandis qu'elle couperait la droite ADB du premier système au point (D, U); ainsi elle aurait pour projection verticale B'D'a, ligne qui a déjà reçu la projection d'une droite LMC du premier système. C'est pour éviter cette coïncidence que nous n'avons pas voulu représenter, sur l'épure, les génératrices des deux systèmes à la fois; car autrement, les parties pleines des unes tombant sur les parties ponctuées des autres, il n'aurait plus été possible de distinguer les portions visibles ou invisibles dans chacun des systèmes. Au surplus, il sera toujours facile, même sur l'épure actuelle, de retrouver les droites du système B quand on en aura besoin, puisqu'il suffira de prendre les portions pleines pour les parties ponctuées,. et réciproquement, comme nous venons de l'indiquer pour la droite BDA. On pourra aussi multiplier davantage les génératrices, afin d'obtenir plus d'effet dans le dessin ; mais nous avons cru devoir ici sacrifier quelque chose sous ce dernier rapport, afin d'offrir plus de netteté dans la position des points et des lignes remarquables qu'il fallait signaler à l'attention du lecteur.
152. {Fig. i\6.) Du plan tangent à l'hj-perboloïde. Soit R la projection horizontale du point de contact, assignée par la question : pour obtenir l'autre projection, j'observe que par le point considéré sur la surface, il passe une génératrice du système A, laquelle est projetée horizontalement suivant une tangente PRA au cercle de gorge, et verticalement suivant P'a; si donc je projette R en R' sur cette dernière droite, j'aurai déterminé complètement le point de contact (R, R'). Mais il y a une seconde solution ; car, puisque je veux mener de R une autre tangente BRQ aa cercle de gorge, laquelle représentera aussi une génératrice du système A projetée verticalement suivant B'Q", je n'aurai qu'à projeter R en R" sur cette dernière ligne, et j'obtiendrai un second point (R, R'') qui sera situé sur l'hyperboloïde, et qui aura pareillement sa projection horizontale en R.
153. Cela posé, considérons le point (R, R'), et rappelons-nous (n° 142) qu'il doit passer par ce point unique deux génératrices de l'hyperboloïde : l'une est la droite (PRA, FR'a) déjà employée et qui appartient au système A; l'autre appar-
( * ) Pour indiquer plus dairement la situation des diverses génératrices, nous aurons toujours soin de citer, en premier lieu, la lettre qui désignera Textrémité inférieure de la droite dont nous parlerons. 4« édit. 10
tient au système B et serait projetée sur (QRB, Q'R'ê). Donc le plan tangent en (R, R') devra renfermer ces deux droites, et par suite la trace horizontale de ce plan sera QPS. Pour déterminer l'autre trace SV, il suffira d'imaginer dans ce plan tangent et par le point (R, R'), une horizontale dont les projections seront RV parallèle à la trace QPS, et R'V parallèle à la ligne de terre; puis, on construira le point (V, V) où cette horizontale va percer le plan vertical.
Quant au plan tangent relatif au point (R, R''), il se trouvera déterminé par les deux droites de systèmes opposés, qui se coupent en cet endroit :
L'une est (BRQ, B'R^'Q") pour le système A,
L'autre est (ARP, A'R'T") pour le système B.
Ainsi la trace horizontale de ce plan sera la ligne AB, et la trace verticale s'obtiendrait, comme ci-dessus, par le secours d'une horizontale menée dans ce même plan à partir du point (R, R").
154. Revenons au plan tangent PSV qui touche l'hyperboloïde au point (R, R') [fig. 46), et remarquons que sa trace horizontale PQ se trouve bien perpendiculaire au plan méridien OR qui passerait par le point de contact, ainsi que cela doit arriver (n** 134) dans toute surface de révolution dont l'axe est vertical : mais ce plan tangent PSV n'est pas tangent à l'hyperboloïde dans tout autre point, tel que (T, V) de la droite (PRA, P'R'a) qu'il renferme, puisque sa trace horizontale PQ ne saurait être perpendiculaire au méridien OT. D'ailleurs, par ce point (T, T) de la droite (PRA, P'R'a) qui appartient au système A, il passe une génératrice (HTBa, H'T'êa) diï système B, laquelle est évidemment située hors du plan dont nous parlons, puisque le pied de cette génératrice est en H hors de la direction de PQ. Par conséquent, le plan PSV ne satisfait pas, pour le point (T, T), à la déBnition du véritable contact, qui consiste à renfermer les tangentes à toutes les lignes situées sur la surface; tandis qu'au point (R, R') ce plan contient nonseulement les deux génératrices qui s'y coupent, mais aussi la tangente du parallèle qui est précisément (RV, R' V), la tangente du méridien, et celle de toute autre courbe tracée par ce point sur l'hyperboloïde.
Nous avions déjà prouvé cette propriété singulière du plan tangent à l'hyperboloïde gauche dans le n**142; mais nous avons cru devoir insister sur cette circonstance et l'appuyer ici par de nouvelles considérations^ parce qu'il importe de se former une idée bien nette de la position d'un plan qui est ainsi langent dans un point (R, R'), et sécant dans tous les autres points communs avec la surface, qu'il coupe ici suivant les deux droites (PRA, P'R'a) et (QRB, Q'R'g),
155. Tous les problèmes relatifs aux plans tangents, que nous avons résolus dans ce livre, portaient sur des surfaces cjlindriques^ coni^fues^ou de révolution. Nous n'en ajouterons pas maintenant de nouveaux exemples, pour d'autres genres de surfaces, parce que la méthode se réduit dans tous les cas à employer le procédé
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général indiqué n^ 103, et que nous rencontrerons dans la suite assez d'occasions de l'appliquer ; mais il resterait à traiter la question du plan tangent, lorsque le point de contact n'est pas assigné sur la surface. Nous l'avons fait tout de suite à l'égard des cylindres et des cônes, parce qu'ici la solution était trop simple pour la différer; quant aux autres surfaces, il n'en est pas de même, et l'on a besoin quelquefois de s'aider des méthodes relatives aux intersections de surfaces ; c'est pourquoi nous renverrons les problèmes de ce genre à un des livres suivants.
DES SURFACES DÉ VELOPPARLES
156. Une surface est dite développarle, lorsque étant supposée flexible, mais inextensible, elle peut être étendue sur un plan, sans éprouver aucun changement dans sa superficie. Or on sent bien que toute surface, par exemple une portion quelconque de sphère, ne jouit pas de celte propriété; c'est pourquoi il devra y avoir, dans le mode de génération d'une surface développable, quelque condition particulière qui lui permette de subir cette transformation, et c'est ce que nous expliquerons bientôt (n° 175). Mais, avant de nous élever à ces généralités, il nous paraît utile d'exa* miner d'abord deux genres particuliers de surfaces qui peuvent ainsi être développées sur un plan; ce sont les cylindres et les cônes. D'ailleurs, le moment est venu d'introduire ici les considérations de la méthode infinitésimale qui, bien entendue, présentera toute la rigueur désirable, et offrira dans la suite le double avantage d'abréger les raisonnements, et de se prêter avec facilité aux opérations graphiques de la Géométrie descriptive.
157. La tangente d'uùe courbe étant la limite des positions que prend une sécante, lorsque deux de ses points de section se rapprochent indéfiniment, on peut considérer la tangente comme une droite qui passe par deux points infiniment voisins sur la courbe, ou qui a un élément de commun avec elle ; par là on substitue, il est vrai, à la courbe proposée, un polygone inscrit dont les côtés et les angles extérieurs sont infiniment petits, et dont chaque côté prolongé remplace une tangente; mais toute propriété qui, dans un tel polygone, sera vraie indépendamment de la grandeur absolue de ses côtés et des angles compris, subsistera également lorsqu'on multipliera de plus en plus ces petites cordes en les rapprochant de la courbe; par conséquent, cette propriété aura lieu pareillement quand on passera
à la limite, c'est-à-dire quand on considérera la courbe en question et ses véritables tangentes.
158. D'ailleurs, nous avons démontré rigoureusement (n^95) que, dans toute surface, les diverses courbes tracées par un même point avaient leurs tangentes en ce point situées dans un plan unique; donc ce plan, que nous avons nommé tan* gent, pourra être considéré comme ayant de commun avec la surface un élément superficiel formé par l'ensemble des éléments linéaires communs aux courbes et à leurs tangentes ; ce sera l'élément jde contact, qui se trouvera en général infiniment petit dans tous les sens, à moins que la surface ne soit d'un genre tel, que le plan tangent se trouve le même pour plusieurs points consécutifs.
159. {Fig.^S.) Dans un cylindre, par exemple, nous savons (n^99) que le plan BAT est tangent tout le long d'une même génératrice AMB; donc ici ce plan aura de commun avec la surface un ^/^menf^w/^er^de/ABB' A' indéfini en longueur, mais compris entre les deux génératrices infiniment voisines qui passent par les points A et A' communs à la base AC et à sa tangente AT. On voit que nous distinguons ici, comme dans la note du n^ 109, l'élément de la surface d'avec la gênérairice; et cela est essentiel : car, dans les surfaces gauches, nous reconnaîtrons que cette dernière droite sera commune aussi à la surface et au plan tangent, tandis que l'élément superficiel indéfini en longueur ne se trouvera pas tout entier dans ce plan.
De même, une surface conique qui est touchée par son plan tangent tout le long d'une génératrice (n® 100), aura de commun avec ce plan un élément superficiel indéfini en longueur, mais compris entre deux génératrices infiniment voisines.
160. (Fijr. 48.) Uj»e surface cylindrique est toujours diSveloppablk ; car imaginons qu'elle a été coupée par un plan perpendiculaire à ses génératrices, suivant une courbe CA qui se nomme la section droite (*) ou section orthogonale du cylindre, et que nous regarderons comme sa base, ou comme la directrice de la droite mobile qui a engendré cette surface : puis substituons, pour un moment, à cette courbe un polygone inscrit CAA' A" {fig. ^g), ce qui transformera le cylindre en un prisme droit. Alors nous pourrons faire tourner la face B"A"A'B' autour de l'arête B'A' comme charnière, jusqu'à ce qu'elle vienne se placer dans le plan de la face B'A' AB; et par là le côté A' A", transporté en A'a'\ se trouvera situé sur le prolongement de AA', puisqu'ils continueront d'être tous les deux perpendiculaires à l'arête A'B'. Ensuite, on pourra faire tourner la face composée BAa"6'' au-
( * ) Nous appellerons souvent , pour abréger, cjltndre droit, celui dans lequel on prendra pour base ou pour directrice la section droite, sans vouloir exprimer par là que cette section est un cercle, auquel cas nous dirions que c'est un cylindre de révolution. Du reste, cette dénomination n'indiquera rien de particulier dans la nature du cylindre , puisqu'on sent bien que toute surface cylindrique peut être ramenée à ce cas en la coupant, comme ici , par un plan perpendiculaire à ses génératrices.
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tour de la charnière AB, jusqu'à ce qu'elle arrive dans le plan de la face suivante; et, en continuant ainsi, on amènera toutes les faces du prisme à être situées dans un plan unique, à la suite les unes des autres, de sorte que la surface prismatique se trouvera dévebppée, sans avoir changé de superficie. En outre, observons bien que tous les côtés du polygone CAA' À" formeront, après le développement, une seule et njéme ligne droite à laquelle toutes les arêtes du prisme continueront d'être perpendiculaires, ainsi que nous l'avons prouvé pour les deux premiers côtés AA' et A' A''; et que la longueur de cette droite sera égale à la somme des côtés du polygone primitif, tandis que les diverses arêtes AB, A'B',... auront conservé les longueurs qu'elles avaient auparavant.
161. {Fig. 48.) Or il est bien évident que toutes ces conséquences seront également vraies, quelle que soit la grandeur des angles et des côtés du polygone que l'on a substitué à la courbe CAA'; par conséquent elles auront lieu aussi dans un cylindre qui est la limite des prismes inscrits, ou, si Ton veut exprimer différemment la même idée, dans un cylindre qui n'est autre chose qu'un prisme dont la base serait un polygone infinitésimal. On peut donc affirmer, i^ que toute surface cylindrique est développable; o? qu'après cette transformation, la section orthogonale ou perpendiculaire aux génératrices, devient une droite dont la longueur égale le périmètre de cetle section ; 3® que les génératrices restent perpendiculait^s à cette droite, en conservant d'ailleurs leurs longueurs primitives, soit au-dessus, soit audessous de cette base.
162. {Fig. 49) S'il existait sur le cylindre une courbe quelconque GMM', elle se trouverait remplacée, sur le prisme, par un polygone GMM'M" dont les côtés ne changeraient pas de longueur, lorsqu'ils seraient entraînés avec les faces du prisme, dans leurs mouvements de rotation autour des arêtes successives; mais ce polygone changerait de forme, puisque l'angle intérieur MM'M" (*) deviendrait MM' m". Toutefois, comme dans ce développement le côté M'M" tournera par un mouvement de révolution autour de la charnière B'iM', il s'ensuit que l'angle B'M'M" demeurera constant et égal à B'M'm" : il en sera de même de Tangle BMM' ou TMA qui restera invariable, et dont un côté TMM' deviendra, à la limite, la tangente de la courbe que remplace actuellement le polygone GMM'. Si d'ailleurs on observe que toutes ces propriétés sont indépendantes de la petitesse plus ou moins grande des faces du prisme, et qu'ainsi elles doivent encore être vraies pour la limite de ce prisme, ou pour le cylindre de la fig. 48, on en déduira les conséquences suivantes :
(*) Le supplément de cet angle , savoir M"M'^, lequel serait compris entre deux tangentes consécutives, se nomme angle de contingence , et peut servir à apprécier la courbure de la courbe en cet endroit, comme nous l'expliquerons bientôt {n^ lOB).
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i«^. {Fig. 48.) Quand on développe un cylindre sur lequel est tracée une courbe quelconque GM, cette ligne se change en une autre courbe que nous appellerons la transformée de la première, et dont les arcs ont la même longueur absolue que ceux de la courbe primitive.
a^. Les portions de génératrices MA, M'A',..., comprises entre cette courbe et la section orthogonale CAA', restent de même grandeur, et toujours perpejxdiculaires à la droite suivant laquelle se transforme la base CAA'.
3^. Chaque tangente MTà la courbe primitive forme, avec* la génératrice MA , un angle qui demeure invariable; et d'ailleurs cette droite MT se retrouve, après le développement, tangente à la transformée. Cette dernière assertion se justifie en observant que, sur le développement du prisme, la ligne MT ne cesse pas d*étre le prolongement d*un côté du polygone transformé. Nous verrons bientôt, dans plusieurs épures, la manière dont on fait usage de ces diverses propriétés pour exécuter graphiquement le développement d'un cylindre, et pour y construire les transformées des courbes primitivement tracées sur ce corps.
163. Nous avons dit qu'une courbe quelconque GMM' tracée sur un cylindre, se changeait, après le développement de cette surface, en une autre ligne qui généralement était encore courbe; cependant il y a des cas particuliers où cette transformée peut être rectiligne, et pour trouver plus facilement les conditions qui s'y rapportent, substituons encore au cylindre et à la courbe le prisme droit et le polygone GMM' de la /gf. 49- Alors, pour que le côté M' M", transporté en M' m", se trouve sur le prolongement de MM', il faut et il suffit évidemment que l'on ait
angle B'Wm" = A'M'M = BMM';
et puisque nous avons vu (n^ 162) que le premier de ces angles demeurait égal à l'angle primitif B' M' M*', la condition précédente revient à celle-ci :
angleB'WW = BMW;
comme il en serait de même des autres côtés consécutifs comparés entre eux, on en conclut que tous les côtés du polygone GMM'M" doivent couper les arêtes du prisme sous un angle constant. Maintenant, si l'on transporte au cylindre ces relations qui devaient toujours avoir lieu sur le prisme, quelque petites que fussent ces faces, et si l'on se rappelle (n^lS7) que les prolongements des côtés du polygone deviennent, à la limite, les tangentes de la courbe continue vers laquelle converge ce polygone, on en déduira ce théorème : Pour quune courbe GM, tracée sur un cjrlindre, devienne rectiligne après le développement de cette surface, il faut et il suffit que toutes les tangentes de cette courbe fassent un angle constant avec les gênératrices du cylindre. Les courbes qui satisfont à cette dernière condition, se nomment des HELICES, quelle que soit la base du cylindre sur lequel elles sont tracées :
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ainsi les hélices sont les seules courbes qui deviennent rectilignes, par le développement de la surface cylindrique qui les contient.
164. {Fig. 48). Elles jouissent d'ailleurs de cette autre propriété bien remarquable : Un arc quelconque tf hélice GM est la ligne la plus courte que ton puisse tracer sur le cylindre^ entre ses extrémités G et M. En effet, si ou lui compare une autre courbe comprise entre les points G et M, ce dernier arc ne deviendra pas rectiligne quand on aura développé le cylindre; donc alors il sera plus long que Tare d'hélice qui sera devenu une droite : mais nous avons vu (n° 162) que, dans ce développcmenty les transformées conservaient la même longueur que les courbes primitives; donc aussi, avant le développement du cylindre, l'arc d'hélice était plus court que toute autre ligne passant par les points G et M.
165. Il importe d'observer ici que toutes les courbes qui deviennent rectilignes après que le cylindre est développé, étaient primitivement gauches ou à double cour» bure, c'est-à-dire que trois tangentes infiniment voisines, ou trois éléments consécutifs, n'étaient pas dans un même plan. En effet, revenons au polygone de la fig. 49? et considérons-y trois côtés consécutifs, RM, MM', M' M", que nous supposerons dirigés de manière à former, avec les arêtes du prisme, des angles égaux entre eux et désignés par a. Si ces trois cotés pouvaient être dans un plan unique^ il en serait certainement de même pour trois droites menées par un point quelconque G, parallèlement à ses côtés : or ces trois parallèles, formant aussi chacune un même angle a avec l'arête GD, se trouveront situées sur la surface d'un cône droit dont GD sera Taxe, et l'on sent bien qu'une telle surface ne saurait avoir trois de ses génératrices dans un même plan, puisque alors trois points de la circonférence qui lui sert de base seraient en ligne droite. Donc il est pareillement impossible que les trois côtés consécutifs KM, MM^ M'M''^ se trouvent dans un même plan ; et cette proposition ayant lieu quelle que soit la petitesse de ces côtés, demeure également vraie pour leurs prolongements, lorsque le polygone dégénère en une courbe continue ; auquel cas ces prolongements sont les tangentes mêmes de cette courbe. Aiiwi les hélices sont toujours des lignes à double courbure.
166. Il faut seulement excepter de cette conclusion générale un cas unique, qui est celui où l'angle a se trouve droit; car alors le cône qui nous a servi tout à l^heure à établir la proposition précédente se réduit lui*méme à un plan. D'ailleurs, l'hélice particulière qui répond à l'hypothèse actuelle a = 90®, n'est autre chose évidemment que la section droite CkA' ; et nous savons, en effet (n^ 161), que cette section devient rectiligne après le développement du cylindre; mais du moins nous pouvons affirmer que, de toutes les courbes plaives tracées sur un cydindre, il ny a que la sectioic orthogonale qxfi devienne rectiligne après le développement de cette surface.
167. (Fi^. 49.) A Toccasîon des hélices qui, comme nous l'avons reconnu, ne
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sont pas des courbes planes, nous ferons observer que, dans route courbe gauche, telle que GKM, située d'une manière quelconque dans l'espace, si trois éléments voisins KM, MM', M'M" ne sont pas dans un même plan; du moins cette condition sera toujours remplie pour deux éléments consécutifs MM' et M'M"; et le plan MM'M' se nomme le plan osculateur de la courbe au point M. Pour le point K, au contraire, le plan osculateur serait KMM', et ainsi de suite; de sorte que les divers plans osculateurs se coupent deux à deux suivant un élément intermédiaire, et ils ne coïncident tous ensemble qu'autant que la courbe est plane. D'ailleurs, par les considérations exposées plus haut, cela revient évidemment à définir le plan osculateur comme celui qui passe par deux tangentes infiniment voisines.
168. Observons encore qu'une ligne courbe continue, plane ou non, n'a jamais qu'une tangente unique en un point donné; mais elle admet évidemment une infinité de normales, c'est-à-dire de droites perpendiculaires à la tangente, et menées par le point de contact de celle-ci : or toutes ces normales formant nécessairement un plan perpendiculaire à la tangente, et que l'on appelle le plan normal de la courbe au point en question. C'est précisément le contraire de ce qui arrive pour ime surface, laquelle admet, en chacun de ses points, une infinité de tangentes formant le plan tangent, et une normale unique perpendiculaire à ce plan.
169. Une SURFACE conique est toujours développable. Sans passer ici par toutes les considérations intermédiaires que nous avons cru devoir employer pour le cylindre, regardons immédiatement la base du cône, qu'elle quelle soit, comme un polj^gone infinitésimal CAAf A'' [fig. 5o), et ce cône lui-même comme une pyramide dont chaque face SAA' sera un élément superficiel infiniment étroit, qui se trouvera commun (n^ 159) à la surface et à son plan tangent le long de la génératrice SA. Alors on pourra faire tourner la face SA' A" autour de l'arête SA', jusqu'àce qu'elle vienne se placer dans le plan delà face SA' A, et à la suite de celle-ci ; puis, faire tourner le système de ces deux faces autour de l'arête SA, et les amener dans le plan de la face précédente. En continuant de la sorte, on obtiendra un secteur polygonal {*) composé de toutes les faces de la pyramide, mises à côté les unes des autres dans un même plan, et dont par conséquent la superficie égalera l'aire de cette pyramide ; d'ailleurs, il est évident que dans cette transformation, les côtés et les angles des faces SA' A", SAA',... resteront invariables, ainsi que ceux des triangles quelconques SM'M", SMM',..., tandis que les angks AA'A", MM'M" changeront de grandeur; et comme ces diverses circonstances sont également vraies quelle que soit la petitesse des faces de la pyramide, elles subsisteront donc pareillement pour la limite de ce corps, c'est-à-dire pour un cône sur lequel les
(*) Ou plutôt, le système de deux secteurs opposés par le sommet , si Ton développe en même temps la pyramide supérieure SBB'B'' qui remplace la deuxième nappe du cône.
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polygones CA A' A" et GMM' M" deviendront des courbes continues, dont les tangentes seront les prolongements des éléments A A' et MM^
170. De là résultent évidemment les conséquences suivantes : i®. Toute surface conique est développable, et dans cette transformation les génératrices, ou des portions quelconques de ces droites, ne changent pas de longueur.
12^. La base du cône, ou toute autre courbe tracée sur sa surface, devient une ligne dont la courbure n'est plus la même que celle de la courbe primitive, et qu'on nomme la transformée de la première; mais les arcs de cette transformée conservent la même longueur absolue que ceux de la courbe primitive. Si cette dernière avait d'abord tous ses points à une distance constante du sommet, la transformée serait un arc de cercle décrit avec cette distance pour rayon.
3**. Chaque tangente de la courbe primitive forme avec la génératrice du cône tm angle qui reste invariable dans le développement de cette surface; et cette première droite redevient tangente à la transformée. Nous verrons plus loin de quelle manière on emploie ces diverses propriétés, pour exécuter graphiquement le développement d'une surface conique.
171. Pour qu'une courbe GMM', tracée sur un cône, devienne rectiligne après le développement de la surface, il faut évidemment et il sufSQt que deux éléments consécutifs MM', M' M'', soient dirigés de manière que
angleSWW' = SWt;
et comme les prolongements de ces éléments sont les tangentes de la courbe primitive, cela revient à dire que deux tangentes consécutives de cette courbe doivent former des angles égaux avec la génératrice intermédiaire : mais ces angles ne sont plus constants pour toutes les tangentes, ainsi qu'il arrivait dans le cas du cylindre (n^ 163).
172. {Fig.So.) Toute courbe qui vérifiera la condition précédente, jouira aussi de la propriété d'être la ligne la plus courte que l'on puisse tracer entre deux de ses points, sur la surface conique ; et cela par les mêmes raisons qui ont été données dans le n^ 164 : mais cette courbe ne présentera pas la forme d'une spirale qui s'élèverait de plus en plus vers le sommet S du cône. En effet, l'angle SMM' sera moindre que SM'M"", puisque ce dernier égalera SMW; ainsi, l'inclinaison SM/ de chaque tangente sur la génératrice correspondante étant d'abord un angle aigu qui va toujours en augmentant, la distance SM deviendra minimum loi*sque cet angle sera droit, et alors on obtiendra le point de Ja courbe le plus rapproché du sommet S; puis au delà, cette courbe s'en éloignera de plus en plus, puisque l'angle SM ( deviendra obtus, et continuera de croître. Ainsi, sur un cône de révolution', par exemple, la ligne la plus courte entre deux points de la base circulaire n'est pas l'arc de ce cercle compris entre ces deux points ; mais c'est une espèce de
4* édii, II
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courbe hyperbolique dont le sommet se trouve à égale distance des deux points en question, et qui, après le développement du cône, deviendrait une corde du cei^cle dans lequel la base primitive serait transformée. Les deux rayons parallèles à cette corde étaient, sur le cône primitif, -les génératrices asymptotes de la courbe en question.
173. Au contraire, une courbe qui, sur une surface conique quelconque^ jouirait d'une propriété analogue à celle de l'hélice (n^ 165), c'est-à-dire dont cluique tangente ferait un angle constant avec la génératrice passant par le point de contact, présenterait la forme d'une spirale qui s'approcherait indéfiniment du sommet, lequel serait à sou égard tm point asymptotique : puis, dans le développement, cette courbe deviendrait évidemment une spirale logarithmique, car on sait que cette dernière a la propriété de couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant.
Si cet angle était droit, la transformée serait un cercle; et alors tous les rayons vecteurs étant égaux, la^ courbe primitive tracée sur le cône ne pourrait être qu'une courbe sphérique, c'est-à-dire qui résulterait de l'intersection du cône proposé avec une sphère ayant pour centre le sommet. ( Voyez n° 519. )
174. (Figr. 5i.) Surfaces DÉVELOPPABLES quelconques. Généralisons maintenant les considérations que nous avons employées pour les cônes et les cylindres, et imaginons qu'une surface soit engendrée par Mn« droite mobile dont les positions consécutives, ou infiniment voisines, se trouvent deux à deux dans un même plan. Nous indiquerons bientôt (n**180) divers modes de satisfaire à cette condition; mais, pour l'instant, il nous suffira d'admettre qu'elle a été remplie d'une manière quelconque, et que AB, A'B', A"B",..., sont des positions infiniment voisines de la droite mobile. Alors, d'après la définition de la surface, les deux génératrices consécutives AB et A'B' se couperont nécessairement (*) en un certain point M'; de même la génératrice A'B' sera rencontrée par A'^B" en un point W^ et celle-ci le sera par la suivante en un point M*", etc. ; de sorte que ces intersections successives donneront lieu à un polygone MM'IWM*'...; ou plutôt, puisqu'on suppose les génératrices infiniment rapprochées, cela formera une courbe continue VMM'M"U à laquelle toutes ces droites seront évidemment tangentes, et qui se nomme d arête de rebroussement de la surface, par une raison que nous expliquerons bientôt (n^ 178).
175. {Fig. 5i.) Gela posé, je dis que la surface engendrée d'après la loi précédente est développable. En effet, puisque les deux génératrices consécutives AMB et A'M'B' sont dans un même plan, elles comprennent entre elles une zone angulaire de la surface, infiniment étroite, mais indéfinie en longueur, et qui est né-
(*) Elles pourraient être parallèles; mais en considérant alore leur point de section comme situe à rinfini , on retrouvera toujours ce cas particulier dans Tespèce générale.
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cessaireinent plane; car, pour les diverses courbes tracées sur la surface, les éléments linéaires AA', PP',... ayant deux points communs avec les droites AM et A' M', se trouvent tous dans le plan de ces deux génératrices. De même, les génératrices A'M'B' et A"M"B'' comprennent un autre élément superficiel, qui est plan et dune longueur indéfinie; et ainsi des autres. Alors, si Ton fait tourner le premier élément autour de la droite A'M'B' comme charnière, jusqu'à ce qu'il vienne dans le plan et à la suite du deuxième élément ; puis, que l'on rabatte autour de A"B'' le système de ces deux éléments sur le plan du troisième, on finira, en continuant ainsi, par dérouler sur un plan unique toute la surface proposée, sans discontinuité et sans altérer sa superficie. D'ailleurs il est bien évident, i** que par cette transformation on n'aura nullement changé les longueurs des portions de génératrices MA, M'A',.,., non plus que celles des arcs AA', A'A%...; ^« que les angles MAA' ou MAT, MA'A^ ou MAT,... formés par l€S génératrices avec les tangentes d'une courbe quelconque AD tracée sur la surface, resteront aussi invariables; 3° quau contraire les angles de contingence tels que TA'T, ou leurs suppléments comme AA'A", changeront de grandeur, et qu'ainsi la courbe AD aura pour transformée un ligne dont la courbure ne sera plus la même que primitivement, quoiqu'elle conserve le même périmètre. Par là, il demeure donc prouvé que toute surface qui satisfera à la condition du n** 174, sera développable.
176. Réciproquement, cette condition est nécessaire; car, pour qu'une surface puisse être étendue sur un plan sans déchirure ni duplicature, il faut évidemment qu'elle se compose d'éléments superficiels plans, qui soient réunis seulement deux à deux par des bords rectiiignes indéfinis, afin que ces droites puissent servir de charnières pour faire tourner ces éléments superficiels, et les amener dans un plan unique à la suite les uns des autres. Tandis que, si la droite intersection de deux éléments contigus était limitée par la rencontre d'xm troisième élément, il existerait en cet endroit un angle trièdre ou polyèdre, dont les faces ne pourraient être étendues sur un plan, sans laisser entre elles des interstices ; et comme cette circonstance se répéterait pour chaque point où se réuniraient plus de deux éléments superficiels, il n'y aurait plus de continuité dans le développement de la surface, et la superficie en serait altérée. Mais dès lors que les éléments superficiels se coupent ainsi deux à deux suivant des droites indéfinies, on voit bien que la surface sera le lieu de génératrices rectiiignes situées deux à deux dans un même plan ; et conséquemment la condition énoncée au n° 174 est vraiment nécessaire p<fnr que la surface soit développable.
177. Il résulte immédiatement de là que te plan qui touche une surface développable dans un point quelconque P, est tangent tout le long de la génératrice APMB qui passe par ce point. En effet, puisque (n®17S) toutes les courbes AD, PX,
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BC,... ont leurs éléments linéaires AA', PP% BB',... situés dans le plan des deux droites infiniment voisines AM'B, A'M'B', il s'ensuit que ce plan renferme toutes les tangentes en A, P, B,.-) et par conséquent c'est bien un seul et même plan AM'A' ou BAT, qui touche la surface développable tout le long de la génératrice AMB. Ainsi, dorénavant, quand on voudra construire le plan tangent relatif à un point Q donné sur une telle surface, il suffira de le faire passer par la généralrice AQB et par la tangente AT à une courbe tracée sur cette surface par un point quelconque de AB.
Cette proposition, que nous avions déjà démontrée (n°*99, 100) pour les cylindres et pour les cônes, est donc commune à toutes les surfaces développables; et elle mérite d'autant plus d'attention, qu'elle ne se vérifiera pas dans les surfaces gauches, quoique celles-ci admettent pareillement des génératrices rectilignes. D'ailleurs, elle va nous servir bientôt à indiquer un nouveau mode de génération des surfaces développables, en les regardant comme des enveloppes d'un plan mobile (n« 185).
Observons aussi que le plan AM'A' ou BAT qui est tangent à la surface développable, coïncide précisément avec le plan osculateur de l'arête de rebroussement VMU, puisque les deux génératrices AM' et A'M' sont tangentes à cette courbe.
178. {Fig,5i,) Nous avons dit que la courbe YMU formée par les intersections successives des génératrices, se nommait t arête de rebroussement de la surface développable; et pour sentir la justesse de cette dénomination, il n'y a qu'à regarder chaque génératrice AB comme composée de deux parties MA et MB, l'une située au-dessous et l'autre au-dessus du point de contact M; puis désigner sous le nom de nappe inférieure la portion de surface engendrée par les parties MA, M'A', M" A'',..., tandis que les parties MB, M'B', M"B'',... formeront la nappe supérieure {*). Alors, si l'on veut passer d'une nappe à l'autre, en cheminant sur la surface d'une manière continue et dans ime direction quelconque (excepté dans la direction d'une génératrice), on s'apercevra aisément que ce passage ne peut avoir lieu qu'en suivant une courbe SNa, qui présentera un point de rebroussement k l'endroit où elle rencontrera la ligne YMU.
Comme cette circonstance est très-importante à remarquer, essayons de la rendre plus sensible, en projetant toute la figure sur un plan horizontal quelconque; soient donc vnu [fig. Sa) la base du cylindre vertical qui passe par la courbe YNU, et afe, a'b'^... [fig. 5i et 5a) les projections des génératrices, lesquelles seront nécessairement tangentes à vnu. Il s'ensuit déjà qu'aucune de ces droites ne péné-
[*) Ces parties de génératrice se prolongeraient indéfiniment; mais, pour rendre plus senûble la forme opposée des deux nappes » nous supposons ici que ces droites se terminent à deux plans horizontaux qui coupent la surface suivant les courbes AD et BC, dont la première tourne sa convexité, et la seconde sa concavité vers Tobservateur.
CHAPITRE I. — SURFACES DÉVELOPPA BLES
trera dans le cylindre vertical rmuy et qu'ainsi les deux nappes de la surface développable restent en dehors de ce cylindre, sur lequel elles viennent s'appuyer le long de la courbe VNU. D'ailleurs, si Ton regarde ce cylindre comme un corps solide, et la génératrice projetée sur ab comme une droite inflexible qui roule, sans glisser, sur ce cylindre en demeurant tangente à la courbe VNU, il est évident que cette droite mobile parcourra la surface développable en question. Or dans ce mouvement on aperçoit bien qu'un point quelconque g, fixement attaché à la partie supérieure mb de la génératrice, ira d'abord en se rapprochant du cylindre, et viendra en & quand la génératrice se projettera sur a' 6', puis en n lorsqu'elle sera projetée sur a^'b^MsàSy au delà de cette position, le point générateur se trouvera au-dessous du point de contact de la génératrice, quand elle continuera de rouler sur le cylindre vertical; de sorte que le point mobile commencera dès lors à s'écarter de plus en plus de ce cylindre, et il viendra en a!" pour la position a"'b'\ en a!"" pour a^"6'"',.... D'où l'on doit voir clairement que la courbe î&naT décrite par le point S, se composera de deux branches qui offriront un rebroussement en n, et dont la première êê'n sera située sur la nappe supérieure de la surface, tandis que l'autre na"' sera sur la nappe inférieure. Nous étudierons en détail, au n^ 456, le cas particulier où la courbe YNU est une hélice.
179, En résumant tout ce qui précède, on trouve les conséquences suivantes : 1*^. Pour qu une surface soit développable^ il faut et il suffit quelle soit engendrée par une droite qui se meuve de manière que toujours deux positions consécutives se trouvent dans un même plan. C'est là une propriété caractéristique pour toutes les surfaces de cette classe, laquelle comprend évidemment les deux genres particuliers des c/lindres et des cônes; puisque, dans le premier, les génératrices rectilignes sont toujours parallèles, et que dans le second elles se coupent toutes au même point.
3®. Une surface développable admet toujours une arête de rebroossement formée par les intersections successives des génératrices; ces droites sont tangentes à l'arête de rebroussement, qui d'ailleurs divise la surface en deux nappes distinctes. Dans les surfaces coniques, l'arête de rebroussement se réduit à un point unique qui est le sommet; et dans les cylindres, cette arête se trouve transportée tout entière à une distance infinie.
3"*. Le plan tangent d'une surface développable est commun pour tous les points d'une même génératrice rectiligne; et il coïncide avec le plan osculateur de l'arête de rebroussement.
4^. Dans le développement de la surface, les portions des génératrices, aussi bien que les arcs dune courbe quelconque tracée sur la surface, ne changent pas de longueur absolue; et les tangentes à cette courbe forment avec les génératrices des angles qui demeurent constants. Mais il n'en est pas ainsi des angles de contingence, compris entre deux de ces tangentes consécutives ; et par conséquent la courbe primitive a
pour transformée une ligne dont la courbure n*est plus la même qu'auparavant (*) . ■ 180. (FiV/. 5i.) Voyons maintenant de quelle manière on pourra remplir la condition qui a servi (n^ 174) à la définition des surfaces développables. Prenons deux courbes quelconques AD et BC fixes dans l'espace; puis, assujettissons une droite mobile à glisser sur ces directrices, mais de manière que ses positions consécutives se trouvent deux à deux dans un même plan. Après avoir choisi sur la première courbe un point quelconque A', il ne faudra pas le joindre avec un point arbitraire de la deuxième, parce que rien n'assurerait que la droite ainsi tracée serait dans un même plan avec laposition très- voisine qu'elle prendrait ensuite (**) ; mais imaginons une surface conique qui ait pour sommet le point A' et pour base la courbe BC, et menons-lui im plan tangent qui passe (n^l25) par la droite A'T' tangente au point A' de la directrice AD; alors, si l'on construit la droite A'B' suivant laquelle ce plan touchera le cône auxiliaire, je dis que A'B' sera la position que doit prendre la génératrice de la surface développable lorsqu'elle passe par le point A' de la directrice; et les autres positions A'^B", A'B',... s'obtiendront d'une manière semblable. Pour justifier cette construction, il suffit d'observer que, quand la droite mobile passera de la position A'B' à une position infiniment voisine A"B", elle pourra être censée glisser sur lés tangentes A'A"T et B'B*S' qui coïncident avec les vraies directrices dans l'intervalle des éléments A' A* et B'B" : or ces deux tangentes sont évidemment situées dans un plan unique, qui est le plan tangent que nous avons mené au cône auxiliaire; donc aussi les deux génératrices A'B' et A^B" se trouveront dans ce même plan.
181. (Fiy. 5i.) Il suffirait même d'sissigner une seule directrice pour déterminet complètement la surface développable, si l'on assujettissait la droite mobile à demeurer constamment tangente à cette courbe. Soit, en effet, VNU une ligne quelconque, fixe dans l'espace, mais qu'il faut choisir à double courbure, si l'on ne veut pas retomber sur un simple plan. Construisons les tangentes AMB, A'M'B', A'^M^B",... pour des points M, M', M', extrêmement rapprochés sur la courbe; ce seront là autant de positions de la droite mobile, et je dis que la surface, lieu de toutes ces positions, sera développable. Car les deux génératrices infiniment voisines AMB et A'M'B' ont de commun avec la courbe, l'une l'élément MM', Tautre l'élément M' M"; donc ces génératrices se coupent au point M', et, par conséquent, elles
(* ) On doit excepter néanmoins Tarête de rebroussement, pour laquelle les angles de contingence restent invariables, puisqu'ici ces angles sont formés par les génératrices entre eUes , et que ces droites servent précisément de charnières pour exécuter le développement. Ainsi, par exemple, l'angle AM'A' demeure constant, aussi bien que son supplément MM' M".
( ** ) A moins qu'on ne voulût laisser immobile le point dé la droite placé en A' et faire glisser seulement Tauire extrémité sur la courbe BC ; mais par là cm n'obtiendrait qu'une surface conique , geni^ trop particulier de surface développable pour que nous nous y arrêtions»
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sont bien situées dam un même plan. Un raisonnement semblable s'appliquerait aux autres génératrices consécutives : ainsi il est certain que la surface, lieu de toutes ces tangentes, est développable; et dans le cas actuel, la courbe directrice VNU est précisément Tarêle de rebroussement, qui a toujours pour plans osculatetirs les plans tangents (a^ 177) de la surface développable.
Voici encore quelques autres manières d'engendrer une surface développable.
182. {Fig. 53.)'Si, sur une surface donnée que nous désignerons simplement par S, on trace une courbe fixe et quelconque CND...; puis, que par des points trèsvoisins N, N', N",..., pris sur cette ligne, on mène à la surface les plans tangents P, P', P",..., qui sont ici figurés seulement par les droites NP, IN'P',,.., ces plans se couperont consécutivement suivant les droites AM, A'M', A" M",..., qui se trou-* veront deux à deux dans un même plan. En effet, les deux premières résultant des intersections du plan P' avec le précédent P et avec le suivant P", sont évidemment situées Tune et l'autre dans le plan P'; de même les droites A'M' et A'' M' sont toutes deux dans le plan P'", et ainsi de suite. D'où il résulte que ces diverses intersections déterminent une série de faces planes et angulaires AMA', A' M' A", A."W^"' ^...^ qui approcheront de former une surface continue, et évidemment développable, d'autant plus exactement que les points de contact N, N', N",..., seront plus voisins sur la courbe CD. Or, pour atteindre à cette limite, il suffit d'imaginer que le plan P roule sur la surface S par un mouvement continu, en lui demeurant perpétuellement tangent le long de la courbe donnée CND; alors on dit que la surface développable en question est [enveloppe des positions que prend le plan mobile^ parce qu'en effet elle est touchée par ce plan dans chacune de ses positions, puisque celles-ci ne sont autre chose que les prolongements des petits éléments superficiels AMA', A' M' A",..., qui composent la surface.
183. Ceci n'est point particulier à la surface qui nous occupe, et l'on peut dire généralement que toute surface développable est l'enveloppe des positions d un plan mobile assujetti à se mouvoir suivant une loi déterminée. En effet, dans le cas général, nous avons vu (n° 177) que la surface était touchée tout le long de la génératrice AR{ fig. 5i), par un plan unique qui renfermait la génératrice infiniment voisine A'B*, et qui, par suite, était le prolongement de l'élément superficiel AM'A'; de même, le plan tangent consécutif serait le prolongement de l'élément A'M"A", et ces deux plans se couperaient suivant la droite A'M'B'; de sorte que les diverses génératrices étant les intersections des plans tangents consécutifs, on peut obtenir ces droites, ou bien engendrer la surface développable, en faisant mouvoir un plan indéfini, de manière qu'il prenne successivement les positions AM'A', A'M"A",.... Mais, dans cliaque surface particulière, le mouvement du plan mobile devra être réglé par une loi déterminée, c'est-à-dire par des conditions telles, que ce plan ne puisse prendre qu'une position unique, pour chaque point de l'espace par lequel il passera .
184. Ainsi, par exemple, on peut assujettir le plan mobile à rouler sur deux swfaces fixesy en demeurant constamment tangent à ces deux surfaces, pourvu toutefois que ni Tune ni l'autre ne soient développables; car on doit sentir que la condition de toucher une surface de ce dernier genre, même en un point indéterminé, équivaudrait à deux conditions distinctes, parce que le contact s'étendrait nécessairement tout le long d'une même génératrice (n**177). Cette restriction est analogue à ce que nous avons dit pour les cylindres et 'les cônes dans les n«M18etl25.
185. On peut aussi exiger que le plan mobile soit constamment osculateur (n° 167) à une courbe fixe, telle que la ligne VNU de la fig. 5i ; c'est-à-dire qu'il passe toujours par deux éléments consécutifs de cette ligne, qui alors deviendra évidemment l'arête de rebroussement de la surface développable, formée par les intersections successives du plan mobile.
186. Enfin, on peut faire mouvoir ce plan de manière qu'il reste perpétuellement normal (n® 168) à une courbe donnée VNU; car on reconnaîtra, comme au n^ 182, que ses diverses positions se couperont consécutivement, suivant des droites qui se trouveront deux à deux dans un même plan, et formeront ainsi une surface développable. Cette surface se réduirait évidemment à un cylindre^ si la courbe donnée VNU était plane, puisque alors tous les plans normaux se couperaient suivant des droites perpendiculaires au plan de VNU, et par conséquent parallèles entre elles.
187. {Pig. 5i.} Examinons, maintenant, quelle condition doit remplir une courbe PPX tracée sur une surface développable quelconque, pour qu'elle soit la ligne la plus courte entre deux de ses points P et X. Il faut et il suffit qu'elle devienne reciiligne après le développement de la surface; car, dans cette opération, nous savons (n^ 179, 4^) que chaque transformée conserve la même longueur que la courbe primitive; et quand la surface est étendue sur un plan, il est bien certain qu'une droite est la plus courte ligne entre deux de ses points : donc, etc.
Or, pour que la courbe PP'X admette une transformée rectiligne, il est nécessaire et suffisant que deux éléments consécutifs fassent toujours des angles égaux avec la génératrice intermédiaire, c'est-à-dire que l'on ait pour chaque point de la courbe, la relation
an^feMP'RrnMFP".
En effet, comme ces deux angles resteront invariables de grandeur quand on fera roiirner le premier autour du côté commun MF, il est évident que lorsqu'ils seront amenés dans le même plan, les deux éléments PF et P'P'' se trouveront dans le prolongement l'un de l'autre, si la relation précédente est vérifiée. Telle est donc la condition que doit remplir la courbe PX pour être minimum : mais il m résulte une autre propriété qui mérite d'être remarquée.
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188. La courbe minimum PX a tous ses plans osculateurs normaux à la surface déi)eloppable sur laquelle elle est tracée. Pour le démontrer, j'observe que, d'après la relation admise dans le numéro précédent^ les deux tangentes consécutives PFR et P'P"R' font des angles égaux avec la génératrice A'M'; d*où il suit que ces tangentes sont deux arêtes d'un cône droit qui aurait pour axe la ligne A'M'; et puisqu'elles sont infiniment voisines, on doit regarder le plan RP'R' comme tangent au cône dont il s'agit, le long de l'arête RP'. Mais, dans toute surface de révolution, le plan tangent (n® 129) est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de contact; donc ici le plan RP'R' est perpendiculaire sur le plan A M'A' qui contient l'axe du cône et l'arête de contact P'R. Or le premier de ces plans n'est auJtre chose que le plan osculateur PP'P" de la courbe proposée, et le second est précisément le plan tangent de la surface développable; par conséquent, il est vrai de dire que chaque plan osculateur de la courbe minimum est normal à cette dernière surface.
189. {Fig. 53.) Cette propriété dont jouit la courbe minimum est d'autant plus remarquable qu'elle se trouve également vérifiée, quelle que soit la surface sur laquelle est tracée une pareille courbe. Soit, en effet, CND la ligne la plus courte entre toutes celles qui, sur une surface quelconque S, réunissent les deux points C et D: si par tous les points N, N', N",... de cette courbe, nous menons des plans tangents à S, ils formeront, comme nous l'avons vu (n® 182), une surface développable S' circonscrite à S, et qui aura évidemment les mêmes plans tangents que cette dernière tout le long de la courbe minimum. 11 suit de là que, dans la direction CND, chaque élément superficiel (infiniment petit en tout sens) de la surface S sera commun à la surface S', et qu'ainsi la courbe CND, qui est supposée minimum sur la première, devra aussi se trouver minimum sur la seconde; mais, par cette dernière condition, la courbe CND aura ses plans osculateurs perpendiculaires (n^ 188) aux plans tangents de la surface développable S'; et comme ceux-ci sont les mêmes que les plans tangents de S, on est en droit de conclure que, sur une surface quelconque^ la courbe minimum a tous ses plans osaUateurs normaux à cette surface,
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190. On appelle surface enveloppe^ ou simplement enveloppe, le lieu des intersections consécutives d'une autre surface mobile, qui varie de position et même de forme, d'après une loi déterminée. Ce lieu ayant, comme nous allons le voir, la propriété de toucher le long d'une courbe, chacune des positions de la surface mobile est appelée avec raison l'enveloppe de toutes ces positions, tandis que ces
4* édit. ^^
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dernières se nomment les enveloppées. D'ailleurs, par un motif que nous expliquerons plus tard (n** 203), on donne le nom de caractéristique à l'intersection de deux enveloppées consécutives, et c'est le long de cette caractéristique qu'a lieu le contact de l'enveloppe et de l'enveloppée. Ainsi, lorsqu'un plan se meut suivant une certaine loi (n""* 182 — 186), il admet pour enveloppe une surface développable, lieu de ses intersections successives qui sont ici des droites, et voilà les caractéristiques •, tandis que les enveloppées sont les diverses positions du plan mobile, dont chacune touche Tenveloppe suivant une de ces caractéristiques. Mais pour mieux éclaircir ces notions générales, il faut considérer des exemples moins particuliers, et où les enveloppées soient des surfaces courbes.
191. {Fig, 55.) Imaginons une sphère mobile, dont le centre O parcourt la verticale OZ, et dont le rayon OA varie suivant une certaine loi; de manière, par exemple, qu'il coïncide successivement avec les diverses ordonnées OA, O'A', 0"A%... d'une courbe AA'X tracée dans le plan vertical de la figure. Alors deux sphères infiniment voisines, O et O', se couperont évidemment suivant un cercle horizontal projeté sur la corde BC; de même la sphère O' coupera la troisième O" suivant le cercle B'C, et ainsi des autres. Or tous ces cercles ayant leurs centres sur OZ et leurs plans perpendiculaires à celte droite, appartiendront (n*^ 78) à une surface de révolution qui touchera^ en l'enveloppant, chacune des sphères mobiles. En effet, les deux cercles infiniment voisins BC et B'C se tmuvant à la fois sur la surface de révolution et sur la sphère O', ces deux surfaces ont de communs tous les éléments superficiels situés sur la zone infiniment étroite BB'C'C: par conséquent elles ont l'une et l'autre les mêmes plans tangents, ou bien elles se touchent tout le long de cette zone. De même, la surface de révolution sera tangoite à la sphère O" le long de la zone B'B"C"C'; ainsi celte surface générale est bien Yenveloppe de toutes les sphères qui sont les enveloppées^ et le contact avec chacune d'elles a lieu le long d'un des cercles BC, B'C',.«.> qui sont les caractérisques ou les intersections de deux enveloppées conséciUives.
192. Si Ton ne considère, pour un instant, que les grands cercles des sphères mobiles qui sont situés dans le plan vertical de la figure, on voit que leurs circonférences forment, en s'entre-coupant, une suite d'arcs BB', B'B",... dont la ligna enveloppe donnera évidemment le méridien DBBT de la surface de révolution. La forme de ce méridien dépendra de la loi suivant laquelle varieront les rayons OA, O'A',.-; si, par exemple, tous ces rayons étaient constants de grandeur, les caractéristiques seraient toutes des grands cercles égaux entre eux, et le méridien une droite parallèle à OZ. Ainsi, lorsqu'une sphère constante de rajon a son centre en mouvement sur une droite^ [enveloppe de l'espace qu'elle parcourt est un cjlindre de révolution. ,
193. Lorsqu'au contraire le méridien DBF d'une surface de révolution est as-
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signé d'avance, il faut évidemment rendre chacune des enveloppées sphériques, tangente à ce méridien, en prenant les normales BO, B'O',... pour les rayons de ces différentes sphères; ainsi, l'on peut dire généralement que toute surface de révobttion est [enveloppe de [espace parcouru par une sphère mobile^ qui a pour rayon variable la portion de chaque normale comprise entre le méridien et [axe.
194. Les surfaces de révolution admettent aussi pour enveloppée une autre surfece génératrice dont la forme très-simple en rend l'emploi fort utile dans certains arts. Imaginons que par des points très-voisins M, M', M*,... {fig. 55) pris sur le méridien FDY, on lui mène des tangentes MT, M'T', M^'T", et qu'on les fasse tourner en même temps que le méridien, autour de l'axe YZ. Par là, ces tangentes engendreront des cônes droits qui toucheront la surface de révolution chacun le long d'un parallèle; car la tangente MT ayant avec la méridienne l'élément MM' commun, tous les éléments supei'ficiels situés sur la zone infiniment étroite MM'N'N seront communs au cône TMN et à la surface générale; donc ces deux surfaces se trouveront tangentes l'une à l'autre tout le long de cette zone. D'ailleurs, deux cônes consécutifs, TMNetT'M'N', se couperont évidemment suivant le parallèle M'N' qui réunit les deux zones de contact ; d'où il résulte que toute surface de révolution peut aussi être regardée comme [enveloppe (*) de [espace parcouru par un cône droit variable TMN, qui se meut de manière que son sommet reste sur FaxCy pendant que sa génératrice rectiligne demeure tangente à la méridienne.
195. C'est par ce mode de génération que les tourneurs exécutent des surfaces de révolution. En effet, lorsqu'ils présentent au solide animé d une vitesse de rotation le tranchant rectiligne de leur ciseau, ils produisent sur ce cylindre un tronc de cône qui est une des enveloppées de la surface générale qu'ils veulent obtenir; puis, en variant convenablement l'inclinaison du ciseau, ils engendrent une série de zones coniques qu'ils savent fondre ensuite les unes dans les autres, en intercalant de nouvelles enveloppées, jusqu'à ce qu'ils arrivent à une surface qui soit sensiblement continue.
C'est encore par le secours de» enveloppes que les ferblantiers exécutent des surfaces développables; car ils se servent d'une enclume cylindrique ou conique, pour plier peu à peu la feuille de fer-blanc le long d'une série de droites tracées dans son plan; et celui-ci devient alors l'enveloppée mobile dont les petites zones élémentaires composent la surface générale, laquelle se trouve ainsi l'enveloppe de toutes les positions qu'a prises le plan mobile de la feuille de métal.
196. Outre les enveloppées sphériques ou coniques qu^admettent les surfaces de révolution, ces dernières pourraient être encore produites par le mouvement
(*) Il ne faut pas attacher à ce mot d^ enveloppe Tidce d'une surface qui en renferme d'autres dans son intérieur. L'enveloppe peat être en dehors ou en dedans des enveloppées, et l'on veut seulement exprimer qu'elle touche chacunç de celles-ci tout le long d'une courbe.
d'un cylindre. En effet, si, par tous les points de la méridienne, on mène des droites perpendiculaires à son plan, et que Ton fasse tourner ce cylindre autour de l'axe, l'enveloppe de toutes ces positions sera nécessairement la même surface de révolution que produirait la rotation de la méridienne; car chaque arête de ce cylindre mobile a évidemment, pour courbe enveloppe de toutes ses positions individuelles, le parallèle de la surface qu'aurait décrit le point correspondant de la méridienne. Avant de passer à une espèce très-générale de surfaces enveloppes, qui manifestera une circonstance bien remarquable produite par les intersections des caractéristiques, étudions d'abord quelques propriétés des lignes enveloppes relativement aux courbes planes.
197. DÉVELOPPÉES des courbes planes. {Fig. 56.) Soit ABX une courbe quelconque tracée dans un plan; concevons- la divisée en éléments égaux BB' = B'B" = B'^B'^,..., et, par le milieu de ces éléments, menons les normales infiniment voisines MC, M'C, M"C",... qui, par leurs intersections successives, formeront une courbe CC'G"... à laquelle elles seront toutes tangentes. Cette courbe DCY, enveloppe de toutes les normales à la ligne primitive ABX, se nomme la développée de celle-ci ; tandis que la ligne ABX reçoit le nom de développante par rapport à la courbe DCY; ces dénominations vont être justifiées par les relations suivantes.
Le point C où se coupent les deux normales MC et MX', élevées sur les milieux des éléments égaux BB' et B'B", se trouve évidemment à égale distance des trois points B, B', B"; par conséquent C est le centre d'un cercle qui aurait, avec la courbe AX, deux éléments communs BB' et B'B". Or, comme on ne saurait assujettir une circonférence à passer par plus de trois points, c'est donc là le cercle qui, parmi tous les autres, approche davantage de se confondre avec la courbe AX dans les environs de B; aussi on l'api^elle le cercle osculateur de cette ligne pour le point B. Quant au rayon de ce cercle osculateur, ce serait à la rigueur une des trois lignes CB = CB' = CB"; mais on peut y substituer CM = CM', parce que ces diverses droites sont les rayons de deux cercles circonscrit et inscrit au même polygone BB'B", et l'on sait qu'à la limite, ou pour des éléments infiniment petits, ces deux circonférences coïncident (*). D'où il résulte que le centre C et le retyon MC du cercle osculateur, sont déterminés par la rencontre de deux normales infiniment voisines.
198. Cette droite MC s'appelle aussi le rajy-on de courbure de la ligne ABX pour
(*) Les lignes CM et CM' sont égales, aUendu que les éléments BB' et B'B'^ étant ici de même longueur, les triangles rectangles CMB' et CM'B' seront égaux. D'ailleurs le premier de ces triangles donn«
CM =: VCB'>-MB'»= CB' ^i - ^Y',
et, en développant, on voit que quand MB' sera infiniment petit, la différence entre CM et CB' ne sera qu'un infiniment petit du second ordre, quantité qui doit être négligé^ , même vis-à-vis de MB'»
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ie point M, parce que sa longueur, plus ou moins grande, indiquera une courbure plus ou moins faible. £n efFet, si nous voulons acquérir une idée nette de la courbure d'une ligne ABX, regardons-la comme un polygone que l'on aurait formé en pliant successivement une droite BB'b''b"'... autour des points B', b'\ 6*",... ; de cette manière, il est évident que la courbure au point B' sera exprimée par l'écart que l'on aura mis entre les éléments B'6" et B'B", c'est-à-dire par V angle de contingence TB'T, ou plutôt par l'arc e qui mesurerait cet angle dans un cercle dont le rayon serait l'unité. Or l'angle TB'T' égale l'angle MCM', et celui-ci comprend un arc de courbe MB'M' qui se confond avec le cercle osculateur décrit du rayon MC; donc l'arc e, semblable à MB'M', et décrit avec un rayon égal à l'unité, aura pour
valeur
MB'M' BB' ds
MC MC "" p
Mais comme la courbe ABX est divisée en éléments tous égaux entre eux, la quantité ds sera constante; et il résulte de la valeur précédente que la courbure, indiquée par £, variera d'un point à un autre de la ligne ABX, en raison inverse du rayon MC = p. ( Voyez n« 655. )
199. [Fig. 56.) Maintenant, si l'on plie un fil flexible MCC'C'Y le long de la développée, et qu'après avoir attaché fixement un des points de ce fil, par exemple Y, on donne à la partie rectiligne CM une longueur telle, que l'extrémité M aboutisse sur la développante ABX, cette extrémité parcourra exactement la ligne ABX, quand on déroulera successivement le fil en le tenant toujours tendu. En effet, Içrsqne le contact du fil avec la développée sera venu de C en C, la partie rectiligne du fil MC = M'C se sera accrue de CC, et elle aura alors pour longueur totale M'C + CC = M'C; mais, puisque cette dernière ligne (n® 197) est égale à
• M'^C, il s'ensuit que l'extrémité mobile M aboutira précisément en M". Il en serait de même pour toutes les positions successives du fil, qui peut ainsi servir à décrire la déuehppante, en le déroulant de dessus la développée; d'ailleurs, il résulte de là qu'un arc quelconque CC'C" de la développée, est égal à la différence des deux rayons de courbure MC et M'^C" qui aboutissent à ses extrémités.
Observons, en outre, qu'une courbe déterminée ABX n'admet jamais qu'une développée unique; tandis qu'une même développée DCY correspond à une infinité de développantes, puisqu'en prenant sur le fil MCC'Y divers points M, m,.,., ils décriront des courbes différentes MM'M'^X, mm'm''Xy...j qui seront autant de développantes de la même développée DCY. Toutes ces développantes auront évidemment leurs normales communes, et se trouveront partout équidis» tantes dans la direction de ces normales; mais elles différeront beaucoup les unes des autres, quant à leurs propriétés et à leurs équations.
200. Pour citer quelques exemples simples de la théorie des développées, nous
dirons que si la courbe ABX (yÇ^. 56) était une parabole du deuxième degré, sa développée se composerait de deux branches indéfinies, telles que DCY et DY% placées l'une au-dessous, l'antre au-dessus de Taxe AD, et qui viendraient s'j' réunir en formant un rebroussementzu point D. Ce point est éloigné du sommet A, de la quantité AD = a AF = le demi-paramètre, et cette droite AD est aussi le rajon de courbure de la parabole pour le sommet A.
Dans une ellipse ABDE {fig. 76), dont les demi-axes sont OA = a, OB = 6, la développée est une courbe aêâs composée de quatre branches qui présentent autant de points de rebroussement, placés à des distances
Aa = Dcr = ^, Bg = E6=x-
Ce sont là aussi les grandeurs des rajrons de courbure pour les sommets A et £ ; car les deux branches aê et ê<? servent à décrire la demi-ellipse ABD, tandis que les deux autres ae et 6(f se rapportent à la portion inférieure AED.
Dans un cercle, la développée se réduit à un point unique, qui est le centre, et le rayon de courbure est constamment égal au rayon même du cercle donné.
201 . Mais, pour obtenir des résultats plus intéressants dans les applications que nous allons faire aux surfaces enveloppes, nous admettrons ici que l'on s'est donné immédiatement une développée circulaire YDFE [fig. 54), et qu'on en a déduit la développante Î0"0'0X, en déroulant un fil plié sur le cercle, et dont l'extrémité mobile aurait d'abord coïncidé avec le point Y. Pour tracer graphiquement cette courbe, on divisera la circonférence en parties égales, douze par exemple; puis, en portant sur les tangentes FO, F'O', F"0",... des longueurs égales à ^, ^, A'"' ^^ ceXXe circonférence, on obtiendra (n® 199) les divers points O, O', O",... qu'il faudra réunir par un trait continu. Ce sera d'autant plus facile,, qu'on pourra employer à cet effet de petits arcs de cercle décrits avec les rayons FO, F'O', F'O",...; car ces distances sont précisément (pP 197) les rayons des cercles osculateurs de la courbe XOY.
Cette développante XOY sera une spirale indéfinie, ayant pour origine le point Y; et même on doit regarder la spirale Y&'ox symétrique de la précédente, comme étant une seconde branche de la même développante, et comme ne formant avec la première qu'une seule courbe dont toutes les parties sont décrites par te mouoement continu d'un point unique. En effet, si au lieu d'un fil plié sur la développée, on conçoit une droite inflexible et indéfinie kSPab qui, demeurant tangente au cercle CY, roule, sans glisser, sur sa circonférence, il est clair qu'un point O, fijie sur cette droite, viendra successivement se placer en O', O'' et Y; puis, si la rotation de la droite continue dans le même sens, ce point O se trouvera dès lors en arrière du point de contact, et décrira sans discontinuité la branche Yox. D'ailleurs on doit apercevoir que cette manière de décrire une développante quelconque par
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la rotation d'une droite inflexible sur la développée, équivaut à la génération indiquée n^ 199; mais le mode actuel est plus général, et il devient même nécessaire quand la développée offre des points de rebroussenient, comme dans l'ellipse, la parabole,..., puisque autrement il faudrait changer souvent le point d'attache du 61, pour le transporter d'une branche sur lautre.
202. SURFACES CANAUX. {Fig, 54.) Cela posé, imaginons qu'une sphère d'un rajron constant^ représenté par OA = OB, se meuve de manière que son centre suive la courbe horizonlale XOYoo:; l'enveloppe de toutes les positions de cette sphère mobile sera formée (n^ 190) par les intersections des enveloppées consécutives; ainsi, examinons ce que sont ici ces intersections. Pour deux positions voisines O et O' du centre mobile, les deux sphères égales se couperaient suivant un petit cercle, dont le plan serait évidemment perpendiculaire sur le milieu de la droite OO' qui joint les centres; par conséquent ce petit cercle serait projeté sur le plan de notre épure qui est horizontal, suivant une droite perpendiculaire à la corde 00', et passant par son milieu. Or, à mesure que le centre O' se rapproche de O, la corde OO' indéfiniment prolongée approche de plus en plus de la tangente à la courbe XOY, et elle coïncide avec cette tangente à la limite : donc, pour deux sphères infiniment voisines^ la courbe d'intersection est un grand cercle projeté sur (anormale AOB de la directrice XOY. 11 suit de là que l'enveloppe peut être regardée comme engendrée par le grand cercle vertical AOB, dont le centre parcourrait la ligne XOY, tandis que son plan resterait normal à cette ligne; ainsi, cette enveloppe présentera la forme d'un canal curviligne qui aura pour axe la courbe directrice XOY, et dont toutes les sections normales à cet axe seront des cercles d'un rayon constant.
203. Ces conséquences continueront évidemment d'avoir lieu quelle que soit la nature de la ligne XOY; c'est-à-dire que si l'on adopte successivement diverses courbes pour directrices du centre de la sphère mobile, on obtiendra des enveloppes de formes très-variées, mais dont chacune aura pour section normale un cercle du rayon OA. Ainsi, ce cercle devient une génératrice de forme invariable, commune à toutes les surfaces qui enveloppent l'espace parcouru par une sphère d'un rayon constant, et qui imprime à toute cette famille d'enveloppes, un caractère distinctif et indépendant de la nature de la directrice XOY; c'est pourquoi MorroE a donné le nom de caractéristique à ce grand cercle normal, et généralement il appelle ainsi l'intersection de deux enveloppées consécutives, dans chaque famille d'enveloppes engendrées par une même surface mobile, quelle que soit la loi du mouvement de cette dernière surface.
204. Nous avons dit (n° 190) que l'enveloppe toucherait chacune des enveloppées particulières précisément le long de la caractéristique, qui est ici le grand cercle vertical et mobile AOB. En effet, trois positions infiniment voisines S, S', S"
de la sphère mobile, se couperont suivant deux cercles situés l'un et Tautre sur la sphère S', et ils y comprendront une zone infiniment étroite, de largeur inégale, mais qui sera commune à S' et à Tenveloppe; de sorte que ces deux dernières surfaces ayant les mêmes éléments superficiels, ou les mêmes plans tangents tout le long de cette zone, se trouveront bien tangentes Tune à l'autre dans cette région commune, qui d'ailleurs comprendra, vers son milieu, la véritable caractéristique ou le grand cercle normal à la courbe XOY. Ainsi, il est vrai de dire que le contact a lieu le long de cette caractéristique.
205. Maintenant, comparons entre elles les diverses caractéristiques projetées ici sur AOB, A'O'B',... [fig- 54), et pour faire mieux ressortir les circonstances assez délicates de leurs intersections, imitons le procédé indiqué vers la fin du n® 201 pour décrire la développante : c'est-à-dire, imaginons que le plan vertical AOBF de la caractéristique soit inflexible et indéfiniment prolongé; puis, faisons-le rouler, sans glisser^ sur le cylindre vertical FDYE auquel il demeurera tangent. Alors le cercle AOB, entraîné avec le plan mobile, parcourra nécessairement l'enveloppe qui nous occupe, puisque les conditions précédentes reviennent évidemment à dire que le centre de ce cercle se mouvra sur la développante XOY, tandis que son plan restera normal à cette courbe. D'ailleurs, tous les points de cette circonférence mobile, projetés en B, R,..., A, décriront d'autres spirales ft), RL,..., AA'E, qui seront autant de développantes du cercle FDY, et dont la première et la dernière formeront le contour apparent de l'enveloppe.
206. Cela posé, tant que, par la rotation du plan vertical AF sur le cylindre FDY, l'extrémité B du diamètre du cercle mobile n'aura pas atteint la développée, deux caractéristiques consécutives ne se couperont pas; car on sait (n® 197) qu'une normale quelconque A' F' à la courbe XOY, ne serait rencontrée par la normale infiniment voisine qu'au point F' situé sur la développée, et ce point se trouve en dehors du diamètre A'B' qui limite la projection de la caractéristique. Mais, dès que le point B aura touché le cylindre en D, les caractéristiques consécutives commenceront à se couper : en effet, la normale GLjr, par exemple, rencontrera la normale infiniment voisine au point L situé sur la développée; et comme ce point se trouve en dedans du diamètre Gg = AB, il en résulte que les deux caractéristiques projetées sur Gjf et sur la normale infiniment voisine, se couperont en deux points projetés en L, et situés l'un au-dessus, l'autre au-dessous du plan horizontal de l'épure. Toutefois, pour justifier complètement cette assertion, il faut ajouter que ces deux caractéristiques sont placées (n° 204) sur une même position de la sphère mobile ; autrement, les plans de ces deux cercles pourraient bien se couper suivant la verticale L, sans que leurs circonférences eussent des points communs.
JI résulte de là qu'à partir de la position DI, les diverses caractéristiques circu-
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laires se trouveront partagées par leurs intersections consécutives, chacune en deux segments projetés
stir LG, MH, YP, VQ, UT, (N)
et sur Lgf, M/j, Yp, Vg, U^ (n)
Les segments de la première série formeront une nappe que nous désignerons par (N), et à laquelle appartiendront les caractéristiques totales AB, A'B',..., tandis que les segments de l'autre série donneront lieu à une seconde nappe (n), qui commencera par être renfermée dans l'intérieur de la première, mais qui bientôt en sortira pour s'étendre indéfiniment jusqu'aux caractéristiques totales fi'6', aby — En outre, ces deux nappes de l'enveloppe se réuniront l'une à l'autre le long d'une ligne à double courbure projetée sur DLMYVUE, et qui n'est autre chose que le cercle vertical AB, dont le plan serait plié et enroulé sur le cylindre de la développée.
207. Observons d'ailleurs que cette ligne à double courbure DYE {fig. 54) est une véritable arête de rebroussement pour l'enveloppe totale. Car, en se rappelant (n^205) qu'un point quelconque Z de la caractéristique mobile, décrit les deux branches ZaSM et My^z d'une spirale dont le rebroussement est en M, on doit apercevoir que, quand le point mobile Z est en a ou en S, il se trouve encore sur la nappe (N) placée au delà des points de contact D ou L; mais dès que ce point est arrivé en y ou en &, il appartient à la nappe (n) placée en deçà des points de contact Y ou V; par conséquent, le passage de ce point mobile d'une nappe à l'autre, a lieu précisément en M, et la forme de la spirale en cet endroit prouve bien que ce passage s'effectue par un véritable rebroussement. Comme on en dirait autant des autres points de la caractéristique AB, il en faut conclure que la courbe projetée sur DMYE est une ligne de rebroussement pour les deux nappes de l'enveloppe.
Une circonstance analogue se reproduirait dans toutes les enveloppes, quelle que fût la surface mobile qui les engendrerait; c'est pourquoi Monge a donné le nom général démêle de rebroussement d'une enveloppe, à la ligne formée par les intersections consécutives des diverses caractéristiques; et nous en avions déjà rencontré un exemple remarquable dans les surfaces développables où les caractéristiques étaient des droites (n® 190).
208. Revenons à l'enveloppe particulière qui nous occupait, et observons que les segments de caractéristiques hg, M/i,... qui appartient à la nappe {n) doivent être ponctués, parce qu'ils sont invisibles comme étant renfermés dans rintérieur de la nappe (N). En effet, on a évidemment
Lê = LM<Le-f-6M;
d'où, en retranchant la partie commune Le, il résulte que
Êg<ÊM; 4* édU. i3
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par conséquent si Ton ramenait sur le cercle AOB les deux points projetés en e et qui appartiennent l'un au segment LG, l'autre au segment M A, le premier viendrait occuper une position ê' plus voisine du point Z et, par suite, du centre O, que ne l'est la position g" où viendrait se placer le deuxième; donc le point é est plus élevé que ê", et, par conséquent, le segment LG passe au-dessus du segment MA. On expliquera, par des considérations analogues, les divers modes de ponctuation employés dans l'épure ; toutefois, nous ferons encore observer que les points R et /9, Z et Ç,... du cercle mobile AOB, se trouvant respectivement à la même hauteur, décriront des spirales qui se rencontreront deux à deux; de sorte que les deux nappes (N) et (n) de l'enveloppe se traverseront mutuellement suivant une ligue d'intersection projetée sur la droite YW.
Les surfaces que nous avons examinées dans ce chapitre, et surtout la dernière que nous venons de discuter avec détail, parce qu'elle présentait par elle-même des circonstances intéressantes, suffiront, sans doute, pour donner au lecteur une idée assez complète des enveloppes et de leurs particularités; c'est pourquoi nous allons passer au problème important des intersections de surfaces.
PRINCIPES GÉNÉRAUX
209. Pour donner une idée générale des procédés par lesquels on parvient à déterminer l'intersection de deux surfaces, supposons qu'il s'agisse d'abord d'un cas très-simple, celui où une surface S serait coupée par un plan horizontal donné P. Puisque la surface est censée connue et définie, on connaîtra la forme de la génératrice (n^'TO) et la loi d'après laquelle elle varie; par conséquent, on pourra construire, sur les deux plans de projection, diverses positions de cette génératrice, aussi nombreuses et aussi rapprochées que l'on voudra. Désignons les projections de ces lignes par (G, G'), (Gj, G'^), (G,, G'a),... ; puis, observons que le plan sécant P qui est perpendiculaire au plan vertical, coupe la ligne (G, G') en un point qui doit être projeté verticalement à la rencontre de G' avec la trace du plan P; par conséquent, si Ton ramène ce point sur la ligne G au moyen d'une perpendiculaire à la ligne de terre, on obtiendra la projection horizontale m d'un point de l'intersection de S avec P. En répétant la même opération pour chaque génératrice,
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on se procurera une série de points ?n, m^j m^, m^,...; et s'ils sont assez rapprochés les lins des autres, ils pourront être aisément réunis par un trait continu [*) qui fera connaître, sur le plan horizontal, la courbe suivant laquelle la surface S est coupée par le plan P. Quant à la projection verticale de cetle même courbe, il est évident qu'elle se réduit, dans le cas actuel, à la trace même du plan sécant P.
210. Considérons maintenant deux surfaces quelconques S et S'; et pour trouver leur intersection, coupons-les par une série de plans horizontaux P, P2, Ps,.-- Chacun de ces plans auxiliaires, P par exemple, coupera là surface S suivant une ligne mm^m^.,,^ et la surface S' suivant une autre ligne m'm\m\,,.'^ ces deux lignes se construiront comme nous l'avons dit au numéro précédent, et si elles se coupent elles-mêmes sur le plan horizontal en un ou plusieurs points M, N,..., ce seront là les projections horizontales de divers points, qui sont évidemment communs aux deux surfaces S et S', et qui dès lors appartiennent à leur intersection. Quant aux projections verticales, on les déduira des preniières, en ramenant sur la trace du plan auxiliaire P les points M, N,.,., par des perpendiculaires à la ligne de terre. Maintenant, si l'on répète des opérations semblables pour les autres plans Pa, Pgv? o^ obtiendra sur chaque plan de projection une suite de points M, M2, M3,..., N, Na, N3,..., qu'il faudra réunir par un trait continu, en distinguant toutefois ceux de ces points qui appartiennent à une même branche de courbe d'avec ceux qui font partie d'une autre branche. Cette distinction est
(*) Il faut de rhabltude, sans doute, pour réunir ainsi des points situés à certaines distances par une ligne qui n'offre ni Jarrets, ni cliangemcnts brusques de courbure ; mais on ne doit rien épargner pour se former l'œil et la main par de nombreux exercices, et pour acquérir le sentiment de la continuité dans les courbes, attendu que la construction des intersections de surfaces est un des problèmes les plus utiles, soit comme moyen de recherche, soit dans les applications pratiques de la géométrie descriptive à la perspective, à la coupe des pierres, à la charpente, etc. Toutefois, nous ferons observer ici qu'il n'est pas toujours avantageux de multiplier extrêmement les constructions auxiliaires qui déterminent les divers points /», /w,, w.t, . . ., parce que les pelites erreurs inséparables de toute opération manuelle, portant alors sur des points très-voisins, produisent des sinuosités ou d'autres défauts choquants qui n'eussent pas été sensibles sur de plus grandes distances. Il faut donc répartir ces constructions avec mesure, en consultant de bons modèles, et les multiplier davantage dans les parties où la courbe semble offrir quelque forme singulière qui a besoin d'être vérifiée. On doit aussi profiter des notions que l'on peut avoir d'avance sur la nature de l'intersection cherchée; si, par exemple , on prévoit que la projection doit être une courbe du deuxième ou du quatrième degré , il ne devra y exister aucun arc qui puisse être coupé par une droite quelconque , en plus de deux ou de quatre points ; et si le contraire arrivait, il faudrait refaire les (ronstrurtions relatives à ces parties pour les rectifier. La détermination des tangentes, que nous apprendrons à effectuer, est encore un moyen de corriger la forme d'une courbe ; parce que la connaissance d'une pareille droite fera aisément sentir si l'arc qui précède ou qui suit le point de tangence a besoin d'être élevé ou abaissé pour que le contact soit complet. Au surplus, les préceptes généraux sur cette matière ne suffisent pas; et il faut réclamer encore, sur un certain nombre d'exemples bien choisis, les conseils d'un praticien habile.
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quelquefois assez délicate; mais on y parviendra en suivant avec attention, et de proche en proche, les résultats fournis par les plans auxiliaires successifs. D'ailleurs, si Tune des surfaces S et S' avait deux nappes distinctes, comme il arrive dans un cône, il ne faudrait pas réunir des points qui seraient sur des nappes opposées.
211 . La méthode que nous venons d'exposer est générale, et suffisante dans tous les cas pour obtenir l'intersection de deux surfaces quelconques S et S'; mais au surplus, on peut donner aux plans sécants P, P„ Psi*.., telle direction que Ton voudra, pourvu que Ton sache construire commodément les courbes auxiliaires mm^... et m'm\.... Ainsi, dans chaque problème, il sera avantageux de choisir les plans sécants de manière que les sections auxiliaires soient, s'il est possible, des droites ou des cercles y parce que de pareilles lignes se tracent facilement au moyen de deux données. Par exemple, s'il s'agit de cylindres, on prendra les plans P, Pa»..-» parallèles aux génératrices des deux surfaces à la fois; s'il est question de deux cônes, on fera passer tous les plans sécants par la droite qui réunit les deux sommets. Quelquefois même on emploie, pour couper les surfaces S et S', non plus des plans, mais des surfaces courbes, telles que des sphères concentriques, qui peuvent fournir alors des cercles pour sections auxiliaires dans les deux surfaces proposées. [Fojez n® 333.)
212. Quand on a construit les deux projections de l'intersection cherchée, cette courbe est certainement déterminée; mais si elle est plancj il faut en outre, pour manisfester plus clairement sa forme, en exécuter le rabaitemenl sur un des plans de projection. Lorsqu'une des deux surfaces proposées est développable, on doit aussi effectuer le développement de cette surface, et y construire la transformée (n** 175) de Tinterseclion ; car cette nouvelle courbe est nécessaire à connaître dans les applications à la stéréotomie. Enfin, comme la détermination des tangentes à une courbe est un moyen de dessiner avec plus de précision le cours de cette ligne, et que celte connaissance est d'ailleurs nécessaire dans divers cas, il faudra s'exercer à cette recherche, tant pour l'intersection primitive que pour son rabattement et pour sa transformée; mais les tangentes à ces deux dernières courbes se déduisant toujours facilement de la tangente à la première, nous nous bornerons à donner pour celle-ci une méthode générale.
213. Désignons les "surfaces proposées par S et S', et soit AMB leur intersection dont il faut trouver la tangente {fig. 57).
Puisque cette courbe est située en même temps sur les deux surfaces, sa tangente MT pour le point quelconque M, doit se trouver à la fois (n° 95) dans le plan qui touche la surface S en M, et dans celui qui touche S' au même point; donc la tangente MT sera l'intersection des plans tangents aux deux surfaces. Par conséquent, il suffira de construire ces deux plans par les méthodes exposées précédemment, et de chercher la droite suivant laquelle ils se couperont: on pourra même se
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borner à trouver un seul point de cette intersection, puisque le point de contact M est déjà assigné par la question.
Lorsqu'une des surfaces proposées, par exemple S', sera un plan, ou bien quand . on saura que la courbe AMB est plane, quoique les deux surfaces dont elle est l'intersection soient courbes, la règle précédente se réduira évidemment à chercher l'intersection du seul plan tangent de S avec le plan S', ou avec le plan de AMB. 214. jéutre méthode. Si l'on construit la normale MN de la surface S pour le point M, et la normale MN' de la surface S' pour le même point, il est évident que le plan NMN' conduit par ces deux droites, se trouvera perpendiculaire à chacun des plans tangents, et par suite à leur intersection qui est MT. Ainsi, la tangente à [intersection de deux surfaces est une droite perpendiculaire au plan des deux normales à ces surfaces; ce plan coïncide d'ailleurs avec \eplan normal{ïï^ 168) de la courbe AMB. 11 suffira donc de construire ces deux normales et le plan qu'elles déterminent; et puis, de lui mener une perpendiculaire par le point donné M. Cette mé thode (*) est fort précieuse, i® parce qu'il y a des surfaces où la normale se détermine d'une manière beaucoup plus simple que le plan tangent, et indépendamment de celui-ci ( n° 136) ; a® parce qu'il se rencontre quelquefois des points singuliers, pour lesquels les deux plans tangents se trouvent perpendiculaires à un même plan de projection ; alors le procédé du n^ 213 ne donne plus de résultat déterminé pour la tangente de la courbe projetée sur ce plan, tandis que la méthode des deux normales peut encore s'appliquer par suite de certaines relations qui, à la limite, ne deviennent pas indéterminées. Nous en verrons des exemples dans plusieurs épures de Géométrie (n*^* 340 et 488) et dans la Coupe des pierres.
215. Lorsque les surfaces en question sont placées de telle sorte qu'elles se touchent le long de la ligne qui leur est commune, cette intersection particulière prend le nom de ligne de contact^ et l'une des surfaces est dite circonscrite à l'autre. On pourra toujours construire cette courbe par le procédé général du n*' 210, mais on ne saura plus lui mener de tangente; car, d'après l'hypothèse actuelle, les deux plans tangents dont cette droite serait l'intersection, se trouveront confondus l'un avec l'autre. La même indétermination résulterait de la méthode des deux normales; car ces droites coïncideront entre elles en même temps que les plans tangents, et le plan normal qu'elles devaient servir à 6xer restera encore indéterminé. Ainsi, pour les lignes de contact de deux surfaces, la géométrie ne fournit point de méthode graphique propre à trouver leurs tangentes (**), à moins
(^) Elle est due à M. /. Brnet, qui en a fait lui-même des applications intéressantes à diverses épures de Géométrie et de Coupe des pierres.
{**) Cependant nous indiquerons, au n^ l>84, une mélhode propre h atteindre ce but, mais trop compliquée pour être vraiment utile dans la pratique, et remarquable seulement sous le point de vue de la théorie qu'elle servira à compléter.
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toutefois que la ligne de contact ne soit plane; car, dans ce cas, la combinaison de son plan avec le plan tangent commun aux deux surfaces, donnerait encore la tangente cherchée.
216. Après avoir exposé ces notions générales sur les intersections de surfaces, nous allons les éclaircir en résolvant divers problèmes de ce genre, dans lesquels nous trouverons d'ailleurs l'occasion d'expliquer encore quelques particularités remarquables, telles que la recherche des branches infinies et celle i\es a^niptotes , dont nous ne pourrions parler maintenant que d'une manière vague et obscure.
DES SECTIONS PLANES
PROBLÈME I. Trouver i° t intersection d\in cylindre droit et dun plan donnes; a® le rabattement de cette intersection et sa tangente; 3** le développement du cylindre, et la transformée de i intersection avec sa tangente.
217. {Fig. 58.) Nous avons déjà dit (n^ 160) que par cjlindre droit nous entendions un cylindre qui avait pour base ou pour directrice, une courbe plane et perpendiculaire aux génératrices rectilignes de cette surface, sans exiger que cette base fut un cercle; ainsi, tout en adoptant ici cette dernière forme pour exemple, nous raisonnerons d'une manière générale et applicable à toute autre courbe. D'ailleurs, comme dans chaque problème il convient de choisir les plans de projection dans des directions propres à simplifier les opérations graphiques, nous adopterons le plan de la base ABDC pour plan horizontal, et nous choisirons le plan vertical perpendiculaire au plan sécant, lequel aura ainsi pour traces PQet QR'. Quant au cylindre, il sera représenté par la courbe ABDC qui en est le contour apparent sur le plan horizontal ; et sur le plan vertical, le contour apparent sera formé par les deux droites GG' et W qui sont évidemment les traces de deux plans tangents perpendiculaires à ce plan de projection ( n^ 106). Nous supposerons de plus que le cylindre est terminé aux deux plans horizontaux GV et G' V.
218. Cela posé, le plan PQR' coupera le cylindre vertical suivant une courbe qui, d'après la situation actuelle des plans de projection, se trouvera évidemment projetée suivant ABDC sur le plan horizontal, et sur le plan vertical suivant la portion A'D' de la trace du plan sécant. Ainsi, dans ce cas très-simple, les projections de l'intersection sont connues immédiatement, et il n'y a pas lieu d'employer la méthode générale exposée au n^ 210.
219. Rabattement Pour connaître la véritable forme de Tint rsection, rabattons le plan qui la contient autour de PQ, sur le plan horizontal; ou plutôt, afin d'obtenir un résultat disposé symétriquement, faisons tourner le plan PQR' autour de
CHAPITRE II. — DES SECTIONS PLANES. Io
la droite (BC, B'), jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan horizontal. Par cette révolution, la trace verticale Q'R' deviendra l'horizontale q'B\ et un point quelconque de la courbe, par exemple (M, M^), décrira un arc de cercle perpendiculaire à l'axe de rotation; donc cet arc sera projeté verticalement sur un arc égal M' m' décrit du centre B', et horizontalement sur la droite indéfinie MF parallèle à la ligne de terre. Alors, puisque le point M' s'est transporté en m', si l'on projette ce dernier en m sur MF, on aura la position (m, m') que prend, après^ le rabattement, le point (M, M') de la courbe proposée. En opérant de même pour d'autres points, tels que A, D, E, F,... (*), on verra qu'ils se rabattent en a, rf, e, /,...; et en réunissant ces derniers par un trait continu, la ligne arnQdCna représentera l'intersection cherchée dans ses véritables dimensions.
220. Cette intersection est ici une ellipse, puisqu'en la comparant avec le cercle ABDC, on voit que pour les mêmes abscisses comptées sur la droite BC, les ordonnées perpendiculaires à cette ligne ont augmenté toutes dans le rapport constant de OA à B'A'; or on sait qu'une pareille modification change un cercle en une ellipse. D'ailleurs, comme il existait deux points M et N de la courbe primitive, qui avaient l'un et l'autre M' pour projection verticale, et que ces deux points se sont transportés sur une corde mn évidemment perpendiculaire à Oa, et dont le milieu est sur cette droite, il s'ensuit que la ligne aOd divise en deux parties égales et à angles droits une série de cordes parallèles dans la courbe rabattue; donc rtOrfest un axe de l'ellipse, et par conséquent BOC est le second axe.
221. Cherchons maintenant la tangente de l'intersection pour un point quelconque (M, M'). D'après la règle générale (n° 213), cette droite devant être située à la fois dans le plan PQR' et dans le plan tangent du cylindre qui est le plan vertical MT, il en résulte immédiatement qu'elle a pour projection MT et M'Q. Ensuite, si Ton veut retrouver cette tangente sur le rabattement de l'intersection, on observera que le pied (T, Q) de cette droite décrit, comme nous l'avons expliqué pour (M, M'), un arc de cercle perpendiculaire à la charnière (BC, B') ; de sorte que le pied de la tangente se transporte en f, et puisque le point de contact est venu en /7z, la tangente rabattue est donc /m. Cette droite devra toucher exactement la courbe amBt/.
On peut encore observer que la tangente TMS de l'intersection primitive allait rencontrer la charnière en un point (S, B'), qui doit demeurer immobile pendant le mouvement de rotation; ainsi, il faudra que la droite /m, déjà déterminée, aille passer par le point S.
222. Développement, Nous avons vu (n® 161) que, quand on développe un cy-
{*) Quoiqu'on puisse prendre ici ces points d'une manière arbitraire sur la base ABDC, il est bon, pour l'opération ultérieure du développement , de les choisir tous de manière qu'ils divisent la circonférence en parties égales.
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lindre, la seclion droite qui est ici la base ABDC (Jig. 58), devient rectiligne sans changer de longueur absolue; et que les arêtes lui demeurent perpendiculaires. Si donc, en supposant qu'on ouvre le cylindre le long de l'arèle (D, VV), on porte sur une droite indéfinie, des longueurs (*)
D"E''== DE, E''F''= EF, F'W'= FB, B''M"= BM,...,
et que par les points D", E", F",... on élève des perpendiculaires égales à la hauteur W du cylindre, on obtiendra, pour le développement de cette surface, le rectangle D"V"V"'D'*'. Maintenant, rapportons-y les points de Tintersection ; et à cet effet, rappelons-nous (n*^ 162) que les portions de génératrices du cylindre, comprises depuis la base jusqu'à cette courbe, doivent conserver après le développement leurs longueurs primitives. Par conséquent, si nous portons sur les verticales du développement, des distances
jy'â = VD', E'^e = KE', F'cp = ÏF',....,
et que nous réunissions par un trait continu les extrémités de ces hauteurs, nous obtiendrons, pour la transfoîinée de l'intersection, la courbe âefS[jL(x.â\
223. Dans l'exemple actuel, où la base du cylindre droit est un cercle^ la transformée sera composée d'abord de deux parties évidemment symétriques aâ et ac^; car les deux arcs égaux AM et AN, qui répondent à deux points de la section projetés en M', fourniront sur le développement, des abcisses et des ordonnées respectivement égales ; savoir :
A" M" = A"N" et M'> = N"v.
En outre, chacune de ces parties, par exemple ol&j se trouvera aussi composée de deux portions êa et êrf égales, mais inversement placées par rapporta l'horizontale 0)6: cela résulte de ce qu'à partir de ê, les points f et fx, e et X, proviennent des points du cylindre F' et M', E' et L', qui se trouvent à des hauteurs respectivement égales au-dessus et au-dessous du point B'. D'ailleurs, la transformée totale n'est qu'une portion d'une courbe indéfinie (**) qui, d'après la relation existante entre
(*) Obser\'ons ici que, quand la courbe ABDC est quelconque, il faut, pour rectifier les arcs DE, EF, . . . , les mesurer en employant une ouverture de compas qui représente une très- petite corde sensiblement confondue avec Tare partiel qu'elle sous-tend; puis, reporter sur la droite indéfinie D^D* le même nombre de fois cette ouverture de compas. Mais, quand il s^agit d'un cercle, comme dans l'exemple actuel , il est beaucoup plus commode et surtout plus exact de prendre immédiatement la droite D^'D'" égale aux ^ du diamètre AD, puis de diviser cette droite en autant de parties égales qu'en contient la circonférence. Cela suppose d'ailleurs que les points de division de la base du cylindre ont été choisis eux-mêmes à des distances égales, comme nous l'avons recommandé dans la note du n«ftl9.
(**) Celte courbe est une sinusoïde; car, si l'on appelle x l'abscisse horizontale et^' l'ordonnée verticale du point f , comptées à partir du point 6 comme origine, puis que l'on désigne par j/= B'U't y= F'U', les coordonnées du point analogue F' par rapport à l'origine B', il est évident que Ton
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ses coordonnées^ admet une infinité de branches successives identiques avec &'aâ. On peut même, par la géométrie, faire naître ces diverses branches, en inPiaginant que le plan sur lequel on effectue le développement du cylindre, avait été roulé sur ce corps un nombre de fois indéfini, et en répétant les constructions antérieures sur le prolongement de la droite D'^D"-
224. Construisons maintenant la tangente de la transformée â'a^ pour un point quelconque fx. Nous savons (n° 162, 3°) que cette droite est la position que prend, après le développement du cylindre, la tangente (MT, M'Q) de la courbe primitive, et que d'ailleurs l'angle de cette tangente avec Taréte du cylindre demeure invariable. Il s'ensuit que le triangle rectangle formé par cette tangente, la verticale (M, M' H) et la sous-tangente MT, reste aussi invariable de forme, et ne fait que tourner autour de cette verticale pour s'appliquer sur le plan du développement; il suffit donc de reproduire ici ce triangle dans ses véritables dimensions. Or, comme on a déjà la hauteur fxM" =M'H, si l'on prend M"T" égale à la soustangente MT, l'hypothénuse T'fx sera la direction de la tangente cherchée.
On pourrait aussi employer un triangle rectangle, opposé par le sommet au précédent, et qui a pour côtés la verticale (M, M'A') et l'horizontale (MS, A'B'). Ce triangle demeurant encore invariable de forme, il suffira de prendre fxw = M'A' et de tirer l'horizontale wêS" = MS; alors, en joignant les points S" et fx, on obtiendra une droite qui devra se trouver le prolongement de T"fx.
225. Il est important de remarquer qu'aux deux points (A, A') et (D, D') de l'intersection du cylindre avec le plan PQR', la tangente à cette courbe se trouvait parallèle à la trace PQ, puisque le plan tangent du cylindre en A ou en D est luimême parallèle à cette trace. Il en résulte qu'en chacun de ces points, la tangente de la section formait un angle droit avec l'arête du cylindre; et comme cet angle doit demeurer invariable (n^ 162, 3^) dans le développement de la surface, il faudra qu'aux points a, c?, d' la transformée coupe encore à angles droits les verticales A' a, D"c?, D"c^.
226. Observons enfin qu'au point € de la transformée il y aura une inflexion; c'est-à-dire que si l'on construisait, comme ci-dessus, la tangente en ce point, cette ligne traverserait la courbe, en laissant l'arc Sa au-dessus d'elle, et l'arc S& au-
aura les relations
X'^ff x'=sinBF = sinB"F" = sinar, y = ^^y
en désignant par a la tangente trigonomctrique de Tatigle R'B'rf'. Donc, en éliminant les variables auxiliaires ar', j', il viendra pour l'équation de la transfornaée rapportée à l'origine S,
/zrasinx; ou bien /=<iRsin— >
en comptant, suivant l'usage analytique, les sinus dans le cercle dont le rayon est l'unité, et désignant par R le rayon du cylindre actuel.
4« édit. i4
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dessous. Néanmoins^ il ne faut pas la regarder comme une sécante; car, bien au contraire^ elle a dans ce point singulier un contact plus intime avec la courbe que celui d'une tangente ordinaire. En effet, d'après la symétrie que nous avons prouvé exister (n^ 225) entre les deux parties Sa et Sa, si nous menions par le point S une droite quelconque qui rencontrât l'arc inférieur en fx, cette même ligne couperait nécessairement l'arc supérieur dans un autre point <f qui serait à la même distance que fJL par rapport à S; donc en faisant tourner cette sécante autour du point 6, les deux points jui et y se rapprocheront simultanément de celui-ci^ et lorsque ]x viendra se confondre avec S, au même instant ç coïncidera pareillement avec S. D'où l'on voit que Ja position limite de cette sécante sera déterminée, non par la réunion de deux points de section, mais par celle de trois points de ce genre; et qu'ainsi cette tangente particulière offrira un contact du second ordre^ d'après lequel elle aura un élément commun avec l'arc Sa, et aussi un élément commun avec l'arc Sa. D'ailleurs, ces deux arcs se trouveront évidemment de côtés opposés par rapport à la tangente, à cause des mouvements contraires que prennent simultanément les deux portions de la sécante, lorsqu'elle tourne autour du point ê; donc il y aura là une véritable inflexion (*) .
Pour éviter la confusion des lignes, nous avons construit cette tangente singulièfe pour le point analogue 7, en prenant la sous-tangente C'Q" égale à C9, et en joignant les points 7 et 6'^
227. he développement d\in çyWnàre e&t une opération nécessaire à employer dans certains arts. Si, par exemple, on voulait former en tôle ou en fer-blanc un tuyau cylindrique qui dût se terminer à deux plans, Tun perpendiculaire, l'autre
(*) Au lieu de ces considérations qui sont particulières au cercle, mais qui nous ont paru très-propres à faire sentir aux élèves le caractère distînctif de l'inflexion , on peut démontrer généralement que, dans tout cylindre coupé par un plan oblique, la transformée de la section offrira une inflexion au point situé sur la génératrice pour laquelle le plan tangent du cylindre se trouvera perpendiculaire au plan sécant. En effet [fig, 69 bis)^ soit tt le plan qui coupe le cylindre suivant la courbe KLMNPQy soit YMT un plan tangent perpendiculaire à tt ; il coupera ce dernier suivant une tangente VMNT qui sera évidemment la projection orthogonale , syr le plan tt , des deux génératrices infiniment voisines YM et ZN. Or on sait (n** 42 ) que Tangle aigu ZNT est le minimum, et Tangle obtus ZNV le maximum de tous les angles que Toblique ZN forme avec les diverses droites tracées par son pied sur le plan ^ i donc, on aura toujours
angle ZNT <ZNP et angle YMV > YML.
Par conséquent, lorsqu'on développera le cylindre sur le plan tangent YMT supposé immobile, Télément NP de la courbe ira prendre une position NP' située au-dessous de la tangente MT, tandis que l'élément ML se transportera au-dessus, comme ML'. Ainsi la courbe transformée K'L'MNFQ' présentera bien une inflexion au point IVf, ou suivant Télément MN.
Cette remarque intéressante a été faite d'abord par M. Th. Olivier; mais nous Tavons présentée ici sous une forme telle , qne l'énoncé s'appliquera identiquement aux surfaces coûiques et à toutes les surfaces développables , comme nous le verrons au n° 2i5tf.
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incliné sur sa longueur, il faudrait tracer, sur une feuille de métal encore plancj la courbe c^'ae?, puis découper cette feuille le long de cette courbe, en enlevant la partie supérieure; alors on serait certain qu'en courbant le reste de la feuille de tôle au moyen d'une enclume cylindrique, le bord supérieur présenterait la forme d'une courbe planCy ayant l'inclinaison voulue par la question.
De même si, après avoir exécuté en bois ou en pierre un cylindre droit, on voulait le terminer par un plan incliné, il faudrait construire, sur un carton flexible, le développement de ce cylindre avec la transformée &'a& de la section dont il s'agit, puis découper ce carton le long de cette courbe, et le rouler ensuite sur le cylindre. Dans cet état, le*bord du carton aurait repris la forme qui convient à la section plane demandée, et l'on pourrait tracer celle-ci sur le solide, en suivant avec un crayon le bord de ce carton enroulé; de sorte que l'ouvrier, connaissant ainsi le contour de la partie du solide qu'il doit enlever, pourrait achever l'ouvrage avec toute la précision désirable. Nous rencontrerons des applications fréquentes de ce procédé dans la Coupe des pierres et dans la Charpente.
228. Autre solution de l'intersection d'un cylindre droit par un plan {fig. Bg). H peut arriver que quelque circonstance de la question empêche de choisir le
plan vertical de projection perpendiculaire au plan sécant; alors ce dernier aurait pour traces des droites quelconques PQ et QR^ et le cylindre serait toujours représenté par sa base ABDC, et par les deux verticales UU', VV', qui forment son contour apparent sur les plans fixes. Dans ce cas, suivons la méthode générale du n** 210, et coupons le cylindre et le plan donné PQR' par divers plans horizontaux, tels que K'N'M'; ce dernier aura pour section dan» le plan donné une horizontale (K'M', RM), et pour section dans le cylindre, une courbe projetée sur la base ABDC; par conséquent, les poitits M et N qui sont communs à ces deux sections auxiliaires sur le plan horizontal, étant projetés sur R'M', fourniront deux points (M, M') et (N, N') de l'intersection demandée. Les autres s'obtiendront d'une manière toute semblable, en menant à volonté des parallèles à la ligne de terre, comme A'L', E'F,....
229. Mais il vaut mieux .interpréter autrement ces constructions, en disant que Ton mène à volonté des plans auxiliaires qui soient verticaux et parallèles à la trace PQ, comme MNR. Alors ce plan vertical coupera le plan PQR' suivant l'horizontale (KM, K'M'), et le cylindre suivant deux génératrices projetées sur XN' et YM'; donc la rencontre de ces dernières avec la ligne K'M' fournira deux points (M, M') et (N, N') de l'intersection demandée. Cette marche offrira l'avantage de pouvoir trouver directement certains points remarquables qu'il importe de construire, préférablement à d'autres qui en seraient même très-voisins.
1**. Si l'on applique cette méthode à la recherche des points situés sur les arêtes (A, UU'), (D, TV'), qui forment le contour apparent du cylindre sur le plan ver-
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tical, on obtiendra les points A' et D' qui séparent la partie visible de Tintersection cherchée, d'avec la partie invisible; et dans ces points-là, la projection verticale A'B'D'C devra toucher les deux droites UU' et VV. En effet, la tangente de la courbe dans l'espace pour le point (A, A'), est nécessairement située dans le plan tangent du cylindre le long de l'arête (A, UU'); mais ce plan est ici perpendiculaire au plan vertical, et par conséquent la tangente en question se trouve projetée sur sa trace UU', laquelle doit ainsi toucher la courbe A'B'iyC'; car d'ailleurs nous avons démontré (n^ 102) qu'une courbe et sa tangente devaient se retrouver tangentes Tune à l'autre, quand on les projetait sur un même plan.
a*'. Le point le plus haut et le point le plus bas de la courbe, c'est-à-dire ceux oii la tangente sera horizontale, s'obtiendront en cherchant les arêtes B et C, pour lesquelles le plan tangent du cylindre se trouve parallèle à la trace PQ. En effet, si, après avoir conduit dans cette direction la tangente BI de la base ABDC, et avoir construit comme ci-dessus le point (B, B') de la section, on veut trouver la tangente relative à ce point, il faudra (n° 213) chercher l'intersection du plan PQR' avec le plan vertical BIT qui touche le cylindre en (B, B'); or ces deux plans ayant leurs traces parallèles, ils se couperont nécessairement suivant une horizontale FB' qui sera la tangente au point B'. Cette droite devient ainsi une limite de la courbe; et l'autre limite sera la tangente au point (C, C), qui se trouvera pareillement horizontale.
230. La tangente en un point quelconque (M, M') sera donnée par l'intersection du plan PQR' avec le plan tangent du cylindre le long de l'arête verticale M; or ce dernier a pour trace la droite MT qui rencontre PQ au point T; de sorte que, sans chercher la seconde trace de ce plan tangent, on est certain que T est la trace horizontale de la tangente demandée. Dès lors, en projetant ce point sur la ligne de terre, et le joignant avec le point de contact, on obtiendra TM et T'M' pour les projections de la tangente.
231. Le rabattement de la courbe poucrait s'effectuer en faisant tourner le plan PQR' autour de sa trace PQ, pour labattre sur le plan horizontal; et comme, dans ce mouvement de révolution, le point quelconque (M, M') ne sortirait pas du plan vertical PM perpendiculaire à la charnière PQ, il suffirait de chercher (n^ 17) la distance du point P au point (M, M'), puis de porter cette distance sur PM prolongée, pour obtenir la position du point (M, M') en rabattement. Les autres points se détermineraient d'une manière semblable.
Mais il vaut mieux rabattre le plan PQR' sur le plan vertical, autour de sa trace QR', parce que chaque horizontale telle que (KM, K'M') conservera sa grandeur absolue qui est KM, et deviendra parallèle à la position que prendra la trace PQ après ce rabattement. Pour trouver cette position, j'imagine que la droite (BG, B'C) soit prolongée jusqu'aux points S et R^ où elle rencontre les deux traces du plan
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POR'; et j'observe que cette droite, dont la vraie grandeur est le rabattement R'S", fait partie d'un triangle rectangle dont les deux autres côtés sont QS et QR'. Si donc, avec ces trois côtés, on construit le triangle QR's, la base Qsp sera le rabattement de la trace QSP : alors, en tirant des parallèles à cette ligne Qsp^ et en prenant les distances
r6 = IB, Z'a = ZA, Z'/=ZL, K'n = KN, K'm = KM,...,
on obtiendra une série de points qui, réunis par un trait continu, fourniront la courbe blmedcfab pour la vraie grandeur de l'intersection du cylindre par le plan PQR'.
Quant au rabattement de la tangente (MT, M'T'), il suffira évidemment de prendre la distance Qt égale à QT, et de joindre le point t avec m par la droite /m, laquelle devra se trouver tangente à la courbe bmd.
232. Le développement àe la surface s'effectuera, comme au n° 222, en portant sur une droite indéfinie des longueurs égales aux arcs de la base ABDC, rectifiés au moyen de très-petites cordes, savoir [fig, Sq A) :
B^L-'zrBL, lfW=lM, M''E" = ME, E"D^ = ED,...;
ensuite, par les points de division on élèvera des ordonnées égales aux portions correspondantes des génératrices, savoir :
B^S = GB', L"X = HU, M> = YM', ETc? = VD',...,
et la courbe 6XfJL£c^yyaê" sera la transformée de la section du cylindre.
La tangente de cette transformée au point |x est ce que devient la tangente primitive (MT, M'T'); or celle-ci étant l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a pour base MT et pour hauteur YM', et dont les angles demeurent invariables (n° 162), il n'y aura qu'à prendre la sous-tangente M"T" = MT, et tirer la droite P'fx. Celte ligne devra toucher la transformée en fx, point qui est ici assez près de V inflexion ; car cette circonstance arrive en s, attendu que le point (E, £') est évidemment celui où le plan tangent du cylindre serait perpendiculaire au plan sécant, ce qui est la condition essentielle pour l'inflexion, ainsi que nous l'avons démontré dans la note du n'^ 226.
PROBLÈME IL Trouver les points de section dun plan quelconque PQR' avec une courbe dont les projections sont ABCDEF et A'B'C'D'E'F'.
233. Ce problème rentre tout à fait dans le précédent; car, si l'on imagine le cylindre vertical qui projette la courbe donnée suivant ABGDEF (Jîg. 6a), et que Ton construise, comme au n^228, la projection verticale A"B"C"D"E" de l'intersection de ce cylindre avec le plan PQRS il est clair que les points cherchés devront se trouver sur cette intersection ; et comme ils sont aussi sur la courbe donnée, il n'y aura qu'à examiner si ces deux courbes se rencontrent quelque part sur le plan
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vertical. Ici elles ont trois points communs, U, M', N', que l'on projettera sur le plan horizontal en L, M, N, et ce sont là aussi les points où le plan PQR' coupe la courbe proposée. Il est vrai qu'il existe un quatrième point de rencontre entre les projections verticales; mais on reconnaît aisément que ce point n'est pas commun aux deux courbes, parce qu'il tombe^ pour l'une, sur l'arc CD, et pour l'autre, sur l'arc DE.
Nous avons ponctué les arcs de la courbe qui sont au-dessous du plan, parce que nous regardons celui-ci comme exzsta/if réellement, afin de faire mieux ressortir la situation des diverses parties de la ligne à double courbure : mais il n'en est pas de même dans l'épure Sg, où le plan sécant se trouve combiné avec une surface, et où nous avons dû, suivant la convention générale établie au n® 108, regarder ce plan comme enlevé, après avoir coupé le cylindre.
254. Dans le problème précédent et dans les questions analogues, on donne quelquefois à la courbe auxiliaire A'^B*'D"... le nom de courbe de recherche ou courbe d erreur, parce que les constructions que nous avons employées peuvent être présentées sous le point de vue suivant. Si le point inconnu, où la courbe proposée perce le plan PQR', était projeté en B, que je prends au hasard sur la projection horizontale ABCD..., il faudrait qu'en menant par ce point, considéré comme ap partenantau plan, une parallèle (BK, R'B") à la trace PQ, cette droite allât passer par le point (B, B') de la courbe; or cette parallèle me fournit B" au heu de B' pour projection verticale du point B; par conséquent, l'hypothèse doù je suis parti est une erreur. En répétant un essai semblable sur le point C, je trouve une autre erreur en sens opposé, puisque j'obtiens une projection verticale C située plus haut que C; d'où je conclus que le véritable point cherché est entre B et C, <>t qu'en réitérant de pareils essais pour des positions intermédiaires, je finirais par tomber sur le point de section (M, M'). Mais, au lieu de chercher à obtenir immédiatement ce point précis par des tâtonnements multipliés, il est plus commode (le construire un certain nombre de points quelconques de \di courbe dt erreur; puis, de les réunir par un trait continu dont la rencontre avec la courbe proposée fournira le point demandé (M, M').
PROBLEME III. Etant donné un cylindre oblique à base quelconque, trouver i*^ les projections de /n section droite de ce cjrlindre; 2** le rabattement de cette section; 3^k dcveloppement de la surface et la transformée de la courbe qui servait de base; avec les ianr/entes à ces diverses courbes.
255. Soit ABCD (Jig. 60) la directrice du cylindre que nous supposons plane, . et dont nous adoptons le plan pour plan horizontal de projection ; soit d'ailleurs (EE", E'E") la direction des génératrices. Alors, en menant à la base les tangentes BB' et DD" parallèles à EE", ce seront les traces de deux plans tangents verticaux, et, par conséquent, ces droites formeront le contour apparent du cylindre sur 1<^
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plan horizontal (n°106); tandis que les tangentes EE' et FF', perpendiculaires à la ligne de terre, fourniront, pour le contour apparent sur le plan vertical, les génératrices E'E'^ et F'F*', qui ne sont autre chose que les traces de deux plans tangents perpendiculaires au plan vertical. Nous supposons d'ailleurs que le cylindre est terminé, et fermé par deux plans horizontaux E'F' et E"'F'^, ce qui rendra invisibles sur le plan horizontal les arêtes CC", FF'',..., et manifestera d'une manière plus sensible la situation de ces arêtes inférieures. Pour mieux accuser aussi la forme de la surface, nous regarderons toutes les arêtes que nous aurons besoin d'employer, non comme des lignes auxiliaires, mais comme des génératrices qui, marquées en traits pleins ou ponctués^ feront discerner les parties supérieures ou antérieures d'avec les parties opposées de la surface.
236. Cela posé, puisque la section droite ou section orthogonale d'un cylindre est la courbe tracée sur cette surface par un plan perpendiculaire aux génératrices, et que d'ailleurs toutes les sections parallèles faites dans un cylindre sont identiques, menons, par un point quelconque Q de la ligne de terre, les traces PQ et QR' respectivement perpendiculaires aux projections des généralrices, et cherchons l'intersection de la surface avec le plan PQR'. Pour obtenir cette intersection, nous couperons les deux surfaces par divers plans auxiliaires qui soient tous verticaux et parallèles aux arêtes du cylindre, parce qu'ainsi nous n'aurons à combiner que des sections hîctilignes ; d'ailleurs, afin de simplifier l'opération ultérieure du développement^ il sera bon de conduire ces plans par des points de la base, qui soient deux à deux sur des cordes GM, EL,... parallèles à la trace PQ. Toutes ces dispositions étant admises, nous pouvons opérer de deux manières.
237. Première méthode. Soient GKI et IP les traces d'un plan sécant vertical : elles rencontrent celles du plan PQR' aux points K et I'; par conséquent, l'intersection de ces deux plans est la droite (GI, l'K') ; mais, comme il importe de déterminer cette ligné avec une grande exactitude, attendu que pour les autres plans auxiliaires il nous suffira évidemment de mener des parallèles à l'K', nous allons construire un troisième point de cette droite. Cherchons, par exemple, celui qui est projeté en S; et pour cela, imaginons par ce point une horizontale parallèle à la trace PQ. Cette parallèle, qui sera nécessairement contenue dans le planPQR', aura pour projection horizontale SR, et elle ira percei' le plan vertical en R', sur la trace donnée Q'R'; donc R'S', parallèle à la ligne de terre, sera sa projection verticale; et si l'on y rapporte le point S en S% ce dernier devra appartenir à la droite TK' S'.
D'ailleurs le même plan auxiliaire GKI a dû couper le cylindre suivant deux arêtes dont les pieds sont en G et H, et qui, par suite, sont projetées verticalement sur G'C^ et H'H'^; par conséquent,-la rencontre de ces deux droites avec la section K'S' fournira deux points ^ et h' de la projection verticale de la courbe demandée.
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Ensuite, on les projettera sur GHK en g et A, qui seront deux points de la projection horizontale de la même courbe.
Maintenant, considérons un autre plan sécant MNV. Il coupe le plan PQR' suivant une droite dont la trace est (V, V); et sans chercher d'autres points, nous sommes certains que cette section est V'm' parallèle à R'S'; puis, comme ce plan MNV coupe aussi le cylindre suivant les deux arêtes M'M*' et N'N" qui rencontrent la droite V'm' en m' et n', ce sont là deux nouveaux points de la courbe cherchée, qu'il restera ensuite à projeter horizontalement sur MV en m et n. Le même procédé, appliqué à d'autres plans sécants, fournira ainsi les deux projections ambncd et n'm'b'n'dd! de la section orthogonale du cylindre.
238. Deuxième méthode^ {Fig. 60.) Soit ACY un plan vertical parallèle aux arêtes du cylindre : il coupe cette surface suivant deux génératrices partant des points A et C, et le plan PQR' suivant une droite qui part du point Y et se trouve perpendiculaire à ces génératrices. Donc, si Ton rabat ce plan sécant autour de AY, en portant la hauteur Y'Z' de Y en Z", la droite AZ"et sa parallèle Ce" seront les positions nouvelles des génératrices; tandis que la perpendiculaire Y c'a'', abaissée sur ces lignes, fera connaître les rabattements a'' et cf' de deux points de la courbe cherchée. Ensuite, pour un autre plan sécant MNV, il suffira de mener M m" et N n" parallèlement à AZ" ; et la droite V mf' parallèle à Ya", fournira encore les rabattements m" et n" de deux nouveaux points de la section droite du cylindre. D'ailleurs, il deviendra superflu de tracer les projections de cette courbe, attendu que les rabattements ainsi obtenus suffiront, comme on va le voir, pour construire la vraie grandeur de cette courbe, et pour effectuer le développement du cylindre, ce qui est le but principal du problème actuel (*).
Néanmoins, si l'on veut déduire de là les projections de la section droite, il n'y a qu'à rapporter les points a", c", m", n"^,... en a, c, m, n,... par des perpendiculaires à la charjiière AY; puis, projeter ces derniers points en cfy<fjm%n%... sur les projections verticales des génératrices correspondantes.
259. Il est des points remarquables qu'il faut construire préférablement à d'autres qui en seraient même très-voisins, et l'on fera bien de commencer par là l'exécution de l'épure.
I**. Si Ton applique Tune des deux méthodes précédentes aux arêtes BB"etDD' ifig. 60) qui forment le contour apparent sur le plan horizontal, on trouvera les
(*) Cette méthode ingénieuse, qui est due à M. Th. OlîPier, revient à choisir le plan vertical de projection parallèle aux arêtes du cylindre, et elle offre des avantages qui deviendront sensibles dans les opérations des n«« 241 et 245. Cependant, s'il s'agissait d'obtenir l'intersection d'un cylindre oblique par un plan quelconque non perpendiculaire aux génératrices} il vaudrait mieux suivre la première méthode; c'est pourquoi nous l'avons conservée ici, afin de montrer comment on devrait agir dans un pareil cas.
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points (6, 6') et (rf, «/'), dans lesquels la courbe devra toucher les arêtes en question, mais seulement en projection horizontale. En effet, quoique dans l'espace la tangente de cette courbe et l'arête du cylindre soient très-distinctes Tune de l'autre, puisqu'ici elles sont perpendiculaires, néanmoins ces droites se trouvant situées toutes deux dans le plan tangent qui est évidemment vertical pour le point (6,6'), il s'ensuit qu'elles doivent coïncider en projection horizontale; donc la tangente se trouve ici projetée sur BB", et par conséquent (n*^ 102) cette ligne doit toucher la projection horizontale de la courbe.
Observons, d'ailleurs, que les points betd étant situés sur le contour apparent de la surface relativement au plan horizontal, ils formeront les limites qui séparent la branche visible badde la branche invisible bcdj pour l'observateur qui considère cette projection.
2'^. En appliquant aussi le procédé général à la recherche des points situés sur les arêtes E'E'^ et F' F'', qui forment le contour apparent sur le plan vertical, on obtiendra les points (e, e') et {fjf)j dans lesquels la projection verticale de la courbe sera touchée par ces droites. Ce contact résulte encore de ce que la tangente de la courbe dans l'espace et l'arête du cylindre sont toutes deux dans un plan tangent qui se trouve ici perpendiculaire au plan vertical; et par conséquent la projection verticale de la tangente coïncide avec celle de l'arête du cylindre. D'ailleurs, les points e' et f seront ici les limites qui séparent la branche visible efalmlf delà branche invisible e'd'hf, pour l'observateur qui considère la projection verticale.
3^. Pour obtenir le point le plus haut et le point le plus bas de la courbe, c'està-dire ceux où sa tangente est horizontale, il faut chercher d'abord sur la base ABCD, quelle que soit sa forme, les points A et C où la tangente sera parallèle à la trace horizontale PQ du plan qui coupe le cylindre : alors, si Ton construit par le procédé général le point (a, a') de l'intersection qui sera situé sur l'arête AA", je disque la tangente en ce point se trouvera horizontale. En effet, cette tangente doit être (n® 213 ) l'intersection du plan PQR' avec le plan tangent le long de l'arête AA'': mais, par hypothèse, la trace horizontale A 9 de ce dernier plan est parallèle à PQ; donc ces deux plans ne peuvent se couper que suivant une droite parallèle à PQ , c'est-à-dire horizontale, 11 en serait de même pour l'arête CC", qui fournira un point (c, </) où la tangente de l'intersection sera encore horizontale. Ces deux points sont très-utiles à déterminer, pour tracer la courbe avec facilité et exactitude, sur les plans de projection.
240. Maintenant, construisons la tangente de l'intersection pour un point
quelconque [m^m'). Ce point se trouve sur l'arête mM; et le plan tangent du
cylindre le long de cette génératrice ayant pour trace horizontale la tangente MT
de la base, si l'on prolonge cette droite jusqu'à ce qu'elle coupe PQ et T, ce sera là
4* édie. i5
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un point de Tintersection du plan tangent avec le plan de la courbe, intersection qui n'est autre chose que la tangente cherchée (n° 21 3). Donc, en joignant le point de contact {m, m') qui est déjà connu, avec le point T qui se projette verticalement en T' sur la ligue de terre, on obtiendra Tm et Vm' pour les projections de la tangente demandée.
241 . Rabattement. Pour obtenir l'intersection dans sa véritable forme, rabattons le plan PQR' sur le plan horizontal, en faisant tourner le premier autour de sa trace PQ ; puis, cherchons ce que devient alors le point quelconque (m, m') de la courbe. Ce point ne sortira pas du plan vertical mV perpendiculaire à la charnière; et comme sa plus courte distance à cette droite est évidemment la ligne (mV, m' V), il n'y a qu'à évaluer, par le procédé général du n® 17, la véritable longueur de cette ligne, puis la porter de Y en ]ui, et ce dernier point sera le rabattement de (m, m'). Mais observons ici que, si l'on a employé la méthode du n"^ 258, on connaîtra immédiatement la vraie longueur cherchée, car elle est évidemment Y m'' ; de sorte qu'en décrivant avec cette droite pour rayon un arc de cercle, il ira couper la ligne YM au point demandé fx. De même, les arcs de cercle décrits avec les rayons Y(f et Ycf' fourniront les points a et 7; et par des opérations semblables, on obtiendra la courbe (xXij£vfy& pour le rabattement de la section droite du cylindre.
242. La tangente (mT, m^T) de la courbe primitive ayant son pied T situé sur la charnière PQ, ce point restera immobile pendant le mouvement de rotation ; et comme le point de contact (m, m') s'est transporté en /x, il s'ensuit que Tfi est le rabattement de la tangente, ligne qui devra toucher exactement la courbe oXfiê... au point jx.
243. Développement. Notis avons démontré {v? 166) que, parmi toutes les courbes planes tracées sur un cylindre quelconque, la section orthogonale était la seule qui devint une ligne droite après le développement de la surface. Par conséquent il ne suffisait pas ici de connaître ia base ÂBCD du cylindre, pour être en état de le développer-, mais il fallait nécessairement chercher la section droite {abcdj a!b'dd% et même construire le rabattement aèfè de cette courbe, afin de pouvoir mesurer chacun des arcs ûA, Afx,..., et de porter leurs longueurs rectos, à la suite les unes des autres, sur une même droite (*). Ainsi, en supposant qu'on ouvre le cylindre le long de l'arête AA" {fig. 60 et 61), on prendra sur une droite indéfinie xjr les distances
aaX2 = aX, X2|X2 = X|x, fi.a§2 = |uig, g,V2=:gv,... ;
( *) Nous avons déjà dit que, pour rectifier un arc tel que ak , il faut employer une ouverture de compas qui soit contenue un certain nombre de fois sur cet arc, mais assez petite pour que la corde qu'elle représente se confonde sensiblement avec Tare partiel que sous-tendrait cette corde.
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puis, par tous les points de division, on élèvera des perpendiculaires indéfinies sur la droite Jt^, et ce seront là (n^ 161 ) les positions des génératrices après le développement. Ensuite, pour obtenir la courbe suivant laquelle se transforme, par cette opération, la base inférieure ABCD, il faudra porter sur ces perpendiculaires, les longueurs des diverses portions de génératrices comprises entre cette base et la section droite, lesquelles ont pour projections
(Afl,A'a'), (L/,L'/'), (Mm, M' m'),... et qui peuvent être évaluées par le procédé général du n** 17. Mais ici encore la méthode du n** 238 offrira un avantage sensible; car elle fournira immédiatement pour ces longueurs les droites rabattues suivant
ka\ L/% Mm",..., que Ton transportera sur le développement en
OC2A2, A2LJ2, ^2^21.. .j
et la courbe A2L2MaB2CaD2A8 qui passera par les extrémités de ces droites, sera la transformée de la base ALMBCDA.
La transformée de' la base supérieure s'obtiendrait généralement en portant, sur les perpendiculaires à xy et au-dessus de cette ligne, des distances égales aux portions de génératrices qui seraient comprises entre la section droite et la courbe A"L'^M''B",... ; mais ici où les deux bases sont parallèles, les longueurs des génératrices totales sont constantes ; de sorte qu'il suffira d'évaluer la grandeur d une seule arête (AA*, A' A''), laquelle est donnée par le rabattement AAq {ficj. 60), puis de porter cette grandeur constante sur les diverses perpendiculaires à xj, à partir des points A2, La» M2,.... On obtiendra ainsi, pour transformée de la base supérieure, une courbe A4L4M4C4 A5 identique avec A2L2M2C2A3.
244. Observons ici que quand la base ABCD du cylindre sera un cercle, comme dans notre épure, ou même une ellipse dont un des axes BD se trouvera perpendiculaire aux généralriceSy la section droite sera une ellipse dont les axes seront (6rf, b'd*) et {acj ald). En effet, le plan qui serait mené par les deux arêtes BB" et DD* ayant alors, par hypothèse, sa trace horizontale BD parallèle à PQ, il devra couper le plan PQR' suivant une corde (6rf, 6V) parallèle à PQ; par conséquent cette corde sera perpendiculaire sur les tangentes de la courbe aux points (6, b') et (rf, d'\ puisque ces tangentes sont dans les plans verticaux BB" et DD". Ainsi, la corde horizontale (6d, 6'rf') est nécessairement un diamètre principal^ ou un axe de lellipse dans l'espace, et le second axe, qui est perpendiculaire au premier, est (ac, aV). Mais il faut observer que ces deux droites, en se projetant sur le plan vertical, ne restent pas perpendiculaires, et deviennent seulement diamètres conjugués de afb'c^d'; tandis qu'elles continuent d'être, en projection horizontale, les axes de la courbe abcd.
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D'après cette remarque, et si Ton a eu soin de prendre les points G et M, EetL,... deux à deux sur des droites parallèles à PQ, la section orthogonale rabattue suivant aSyc^ se trouvera divisée par les génératrices en arcs égaux et symétriquement placés quatre à quatre; de sorte que, pour rectifier cette courbe, il suffira de mesurer seulement les trois arcs oX, Xjx et jxS, puis de porter ces longueurs sur xj- quatre fois de suite, mais en renversant Tordre de ces arcs à chaque série. T^s longueurs des portions de génératrices offriront aussi des relations analogues, qui permettront de n'employer que la première moitié de ces droites.
245. {Fig. 60 et 6 1 .) Pour obtenir la tangente de la transformée, qui n'est autre chose que ce que devient la tangente primitive TM de la base du cylindre, après le développement de cette surface, il faut se rappeler (n^ 162) que, dans cette opération, le triangle projeté sur MmT reste invariable de forme. Or ce triangle est rectangle au point (m, m') ; l'un des côtés projeté sur Mm est déjà rapporté sur le développement en jXaMa; le second côté Tm a pour longueur véritable Tfi qui est son rabattement : donc, si l'on prend sur xj- la distance jx^T, = fiT, et que l'on mène l'hypoténuse T^M^, cette droite sera la tangente de la transformée au point Mj.
Puisque, d'après ce que nous venons de dire pour un point quelconque, l'angle TaMsjXa formé par une tangente et par l'arête correspondante demeure le même avant et après le développement, il s'ensuit qu'aux points Aa, C^, Â„ la transformée devra couper les génératrices à angles droits; car, sur le cylindre primitif, la tangente aux points A et C de la base était évidemment perpendiculaire sur la génératrice correspondante.
V inflexion aura lieu, dans la transformée, aux points B, et D^; car aux points correspondants B et D sur le cylindre primitif, le plan tangent se trouvait évidemment perpendiculaire sur le plan sécant PQR', ce qui est la condition caractéristique, comme nous l'avons vu dans la note du n^226.
PROBLÈME IV. Étant donnés un cône droit et un plan, trouver, 1° les projections de leur intersection; ^^ le rabattement de cette courbe; 3** le développement du cône et la transformée de l'intersection, ainsi que les tangentes à ces diverses courbes.
246. {Fig, 63.) Un cône droit étant une surface de révolution engendrée par une droite qui rencontre l'axe, toute section perpendiculaire à cette dernière ligne sera un cercle ACBD, que nous regarderons comme la directrice ou la base du cône, et dont nous adopterons le plan pour plan horizontal de projection. Le sommet étant projeté en (S, S')> le contour apparent du cône sur le plan vertical sera formé (n^ 106) par les deux génératrices S'A', S'B', qui répondent aux plans tangents A A' S, BB'S', perpendiculaires au plan vertical-, et si d'ailleurs on admet, pour simplifier un peu les opérations graphiques, que celui-ci a été choisi perpendiculaire au plan sécant, ce dernier aura pour traces des lignes telles que PQ et QR'*
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247. Cela posé, coupons le plan PQR' et le cône par des plans auxiliaires qui passent tous par le sommet (S, S'), et qui soient en outre parallèles à la trace horizontale du plan PQR'. D'après le choix de nosdonnées, chacun de ces plans auxiliaires aura pour traces une droite S' F' menée par le point S' dans une direction arbitraire, et une droite F'KF perpendiculaire à la ligne de terre. Comme cette dernière trace rencontre la base ACBD du cône en deux points F et K, j'en con* dus que les génératrices SF et SK sont les sections de la surface par le plan auxiliaire S'F'F; mais celui-ci coupe le plan PQR' suivant une droite évidemment perpendiculaire au plan vertical, et projetée en (M', XNM); donc la rencontre de cette droite avec les deux génératrices fournira, sur le plan horizontal, deux points M et N de la courbe demandée, lesquels seront d'ailleurs projetés verticalement en M'.
En répétant ces constructions pour d'autres plans auxiliaires, on obtiendra des points de l'intersection aussi multipliés qu'on le voudra; mais, pour l'opération ultérieure du développement, il sera utile de faire passer les traces horizontales des plans auxiliaires par des points A, E, F, C,... qui divisent le cercle en arcs égaux. Parmi ces plans, se trouveront les plans tangents AA'S' et BB'S', dont chacun fournira un point unique (G, G') ou (H, H'); ce seront là deux sommets de l'intersection, car on voit aisément que la droite (GH, G' H') divise en deux parties égales et à angles droits toutes les cordes parallèles à MN; de sorte que cette droite est un axe de la section conique. Cette courbe, qui, dans l'exemple actuel, est une ellipse, a pour projections GLMHN et G'H'.
248. {Fig. 63.) La méthode précédente ne pourra pas servit à trouver les ])ointsde l'intersection, situés sur les deux arêtes SC et SD qui se projettent verticalement suivant l'axe du cône; parce qu'ici les sections auxiliaires faites dans cette surface et dans le plan PQR' se confondraient toutes sur le plan horizontal avec la droite CSD. Mais si nous menons par le point V un plan sécant horizontal, il coupera le cône suivant un cercle du rayon TV = SV, et le plan donné suivant une droite (I', CD); par conséquent, la rencontre de cette ligne avec le cercle du rayon SV sur le plan horizontal fournira les deux points demandés I et J.
Ce second procédé aurait pu aussi être employé pour trouver les autres points de l'intersection du cône avec le plan PQR'; et d'ailleurs, il peut servir à vérifier la position des points pour lesquels, dans la première méthode, la rencontre des arêtes et des droites se fait sous un angle trop aigu.
249. La tangente en un point quelconque (M, M') de la courbe sera donnée (n^215) par l'intersection du plan PQR' avec le plan tangent au cône le long de l'aréle SMF. Or ce dernier a pour trace horizontale la tangente FT de la base ACBD; ainsi le point' T où se coupent les droites FT et PQ est un point de la tangente cherchée, et même ce point en est la trace horizontale; donc, enfin, cette tangente est la droite (TM,QM').
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230. Rabattement. Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR', pour le rabattre sur le plan vertical. Dans ce inouveraent, la droite (ftTNX, M'), évidemment perpendiculaire à la charnière, demeurera à angle droit sur cet axe de rotation, et prendra la position M'm; donc, en portant sur celte dernière ligne les
distances
M'm = XM, M'n=:XN,
on obtiendra les points m et n pour les rabattements de (M, M') et (N, N'). Tous les autres points se trouveront semblablement, et la vraie grandeur de la section sera glmilin.
Par suite des mêmes considérations, on verra aisément que le pied T de la tangente TM se transporte à une distance Q« = QT, sur une perpendiculaire à la charnière QR'; ainsi, en joignant les points t et m, on aura la droite tm qui devra toucher en m la courbe rabattue glmh.
251. Développement. {Fig. 63). Nous savons (n** 170) qu'une surface conique quelconque est développable, et que, dans cette transformation, les génératrices ou des portions quelconques de ces droites ne changent pas de longueur. Donc, puisqu'icî, où le cône est droit, les arêtes comprises depuis le sommet jusqu'à la base sont toutes égales, il est évident que les extrémités de ces droites se trouveront situées, après le développement, sur une circonférence de cercle qui aura pour centre le sommet du cône, et un rayon égal à S'A'. Ainsi, choisissons sur le plan où l'on veut exécuter le développement, un point arbitraire S''; et avec un rayon S"A"= S'A',^décrivons un cercle sur lequel nous prendrons un arc A*B*'A'' qui soit égal en longueur absolue à la circonférence ACBDA, ce qui revient à dire que cet arc A^B^A'" doit être une fraction de la circonférence totale, exprimée par le rapport de SA à S'A'; puis, tirons le rayon S^A*, et alors le secteur S^'A^B^A" représentera exactement la nappe inférieure du cône, développée sur le plan que nous avons choisi. Quant à la nappe supérieure, nous en faisons abstraction ici, parce qu'elle n*est pas rencontrée par le plan PQR'; mais, dans un autre exemple (n*^ 262), nous verrons ce qu'il faut faire pour cette seconde nappe.
252. Maintenant, pour obtenir la transformée de l'intersection (GLMH, G'H'),
et en admettant que le cône a été ouvert le long de l'arête (SA, S'A'), prenons sur
la circonférence A"B"A*', qui est elle-même la transformée de la base ACBD, des
-arcs(*)
A"E"= AE, E'^F '= EF, F*'C"= FC,...,
(*) Ici il ne s*agit pas de rectifier précisément les arcs AE , £F, . . . , mais de les changer en arcs d'un rayon différent et tle mêmes longueurs absolues que les arcs primitifs. Or, si l'on emploie des ouvertures de compas propres à représenter des cordes sensiblement confondues avec les arcs partiels qirelles sous-tendraient sur le cercle ACBD, puis que Ton reporte ces ouverture de compas sur la circonférence A^B'^A^', on approchera encore plus de la vérité que si on les portait sur une ligne
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puis tirons les rayons S^E"', S'T",-.. sur lesquels il faudra porter des longueurs respectivement égales aux portions de génératrices, comprises entre le sommet et les divers points de la courbe (GMH, G'H'). Or, si l'on considère, par exemple, le point (M, M') situé sur la génératrice (SF, S'F'), et que Ton fasse tourner cette droite autour de l'axe, jusqu'à ce qu'elle devienne parallèle au plan vertical, il est évident qu'elle ira Coïncider avec l'arête (SA, S'A'), tandis que le point M' restera sur une horizontale et se transportera en jx' : donc alors S'jx' sera la véritable longueur de la droite primitive (SM, S'M'). Ainsi, après avoir mené par tous les points L', M',... des horizontales, il faudra porter sur les rayons du développement les distances
( t la courbe G''I/M"FH''N''6 ' sera la transformée de la' section faite dans le cône par le plan donné PQR',
253. Cette transformée, considérée en elle-même, ne se terminerait pas brusquement aux points G'' et G"'; mais elle se prolongerait en offrant une infinité de branches égales à G''H"G% lesquelles finiraient cependant par coïncider exactement, si le rapport de l'apothème S'A' au rayon SA de la base était un nombre commensurable : c'est ce que montre clairement l'équation de cette courbe, où il entre une fonction circulaire et périodique (*). Mais, pour se rendre compte syn-
droite; par conséquent, le procédé est le même que pour rectifier les arcs AE, EF,. . . . Toutefois, dans le cas actuel, on opérera avec plus d^exactttude et de facilité si, comme nous l'avons recommandé, on ar en soin de prendre les points A, Ë, F,. . . à égales distances sur la base circulaire, parce qu'alors il suffira de diviser Tare total A^'B'^A''' en autant de parties ^ales qu'il y en avait sur le cercle ACBD.
(*) Pour obtenir cette équation en coordonnées polaires, représentons par R, //, /, le rayon delà base, la hauteur et rapothème du cane (fig. 63) ; soient d'aillexirs à = TT la hauteur du point (F, S) où le plan PQR' coupe Taxe, et «> Tangle de ce plan avec l'horizon : nommons enfin p la distance du sommet à un point quelconque (M, M') de la courbe, et a l'angle ASF, c'est-à-dire Parc qui mesure cet angle dans un cercle dont le rayon est l'unité ; d'où il résulte que l'arc AF = Ra. Avec ces données, il serait bien facile de former les équations du plan et de la droite (SF, S' F'), puis de trouver la distance du sommet à leur point de rencontre, distance que Ton égalerait à p; mais nous pouvons y arriver plus prompteroent de la manière suivante :
Dans le triangle formé par Taxe du cône avec la génératrice (SF, S' F'), sur laquelle est situe le point (M, M') dont nous appellerons z la hauteur, on a évidemment
ensuite, dans le triangle S' F' Y qui est la projection verticale du précédent, et où la droite
MTO = = , oa trouvera aisément
tango» tangw
h : A — a :: Rcosa : ;
tangb)-
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thétiquement de ces circonstances, il n'y a qu'à imaginer que le cône est enveloppé par une surface flexible, qui a fait un nombre indéfini de révolutions : alors, toutes ces nappes superposées ayant été coupées simultanément par le plan PQR', elles produiront, en se déroulant de dessus le cône, une infinité de branches identiques qui se construiront graphiquement en continuant de porter sur la circonférence A'^B^'A^ et au delà du point A^ des arcs égaux à A'^E", E^F'', F'C",... avec des rayons vecteurs égaux à ceux que l'on a déjà employés.
254. Quant à la tangente au point M"" de la transformée, il faut se rappeler (n° 170) que cette droite doit faire ici avec S" F'' le même angle que formait primitivement la tangente (MT, M'Q) avec celte génératrice; et comme cela est vrai également de la tangente FT à la base, il s'ensuit que le triangle rectangle projefé sur MFT demeure invariable de forme quand le cône se développe. Or, Tun des côtés de ce triangle est déjà rapporté sur le développement en M"F^; donc, si on lui élève une perpendiculaire F''T'= FT, et que Ton tire la droite 'F'M", cetre ligne devra toucher la transformée au point M'^.
Il résulte aussi du principe que nous venons de rappeler, qu'aux points G% H", G"', la courbe doit couper à angle droit le rayon vecteur correspondant; car, aux points primitifs (G, G') et (H, H'), la tangente de l'intersection se trouvait évidemment perpendiculaire sur la génératrice du cône.
255. Du point d'inflexion. Il arrive ordinairement, comme ici dans l^fig- 63, que la transformée G" M" H" G*', après avoir tourné sa concavité vers le sommet S", tourne ensuite sa convexité vers ce point, et dès lors il doit y avoir une inflexion entre G" et H". Il importe de pouvoir assigner l'endroit précis où arrivera cette circonstance, et pour cela il faut se rappeler le Jemme suivant, qui est bien facile à démontrer : Lorsqu'une droite est oblique à un plan, l'angle qu'elle forme avec
alors si on élimine z entre les équations fournies par ces deux proportions , il viendra
^ h — R lang w . cos a
Ce résultat contient deux variables p et a dont la première conserve la même grandeur sur le développement du cône; mais Tangle a est alors remplacé par l'angle G'''S''M"== 0 qui correspond, dans le cercle du rayon /, à un arc A" F" dont la longueur absolue égale celle de Tare AF dans le cercle du rayon R; par conséquent on a la relation Ra = /d, au moyen de laquelle on peut éliminer a de réquation précédente qui devient enfin
h — R tang w . cos —
Cette équation, que nous laissons à discuter par le lecteur, représentera toujours la transformée, soit que rintersection primitive se trouve une ellipse, une parabole ou une hyperbole, en faisant attention que si u varie pendant que A demeure constant , on aura pour ces trois genres
Rtang«><^/i, ou = ^, ou }>^.
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sa projection orthogonale sur ce plan, est le minimum de tous ceux qu'elle fait avec les diverses lignes tracées par son pied dans ce même plan ; et le maximum de tous ces angles est celui qu'elle forme avec le prolongement de sa projection.
Cela posé (fig. 64 bis)^ soit PQR le plan sécant, et ABMDEF la section qu'il trace daiis un cône quelconque; je dis que la transformée de cette section présentera une inflexion au point situé sur la génératrice pour laquelle le plan tangent du cône se trouvera perpendiculaire au plan sécant. En effet, si nous abaissons la perpendiculaire ST sur le plan PQR9 et que nous menions la droite TMDP tangente à la courbe de section, le plan STM sera bien tangent au cône, et perpendiculaire au plan sécant; d'ailleurs, les deux génératrices infiniment voisines SM et SD contenues dans ce plan tangent, auront évidemment la tangente TMP pour projection orthogonale sur le plan PQR. Or, d'après le lemme cité plus haut, on aura
angle SMT < SMB et angle SDP > SDE ;
donc, lorsqu'on développera le cône sur le plan tangent SMT supposé immobile, l'élément MB de la courbe ira prendre une position MB' située au-dessous de la tangente MT, tandis que l'élément DE occupera une position DE' supérieure à DP. Par conséquent, la transformée A'B'MDE'F' offrira bien une inflexion au point M, ou autour de la tangente TMDP.
Surface développable quelconque. Le théorème démontré ci-dessus pour un cône, et pour un cylindre dans la note du n^ 226, est encore vrai pour toute surface développable coupée par un plan ; car la démonstration précédente n'exige nullement que, dans la fig. 64 bis, toutes les génératrices aillent se couper au même point S; elle suppose seulement que deux génératrices infiniment voisines, comme SM et SD, sont situées dans un même plan qui est le plan tangent de la surface. Or, comme cette condition est toujours l'emplie dans les surfaces développables, il s'ensuit que le théorème précédent est encore vrai pour toutes les surfaces de ce genre.
256. Pour appliquer ce théorème à la fig. 63, nous abaisserons du sommet (S, S') une perpendiculaire (S'X", SX) sur le plan sécant PQR'; et par le pied X de cette droite, nous mènerons à la base du cône la tangente Xp, qui fera connaître la génératrice Sp sur laquelle sera situé le point de la section où se produira une inflexion dans la transformée. Il restera donc à trpij^irer, sur le développement du cône, la position que prendra la génératrice projetée actuellement sur Sp; ce qui s'effectuera comme au n® 252. ..
Observons, toutefois, que si le pied (X, X") de la perpendiculaire abaissée sur le plan sécant se trouvait en dedans de la base ACBD, il n'y aurait plus d'inflexion dans la transformée de la section; ce qui peut arriver pour une certaine inclinaison du plan PQR'.
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257. Cas où la section conique est une hyperbole {fig. 64) • Soient toujours ACBD la base du cône droit, et AfS'b\ B'SV, les arêtes qui forment le contour apparent de cette surface sur le plan vertical : nous tiendrons compte ici des deux nappes, en les supposant terminées à deux sections horizontales A'B', a'I/y qui se trouvent également distantes du sommet, et qui, par conséquent, donnent lieu à deux cercles projetés l'un et Tautre sur ACBD. Quant au plan sécant, disposons-le de manière à couper les deux nappes du cône; et en admettant toujours que le plan vertical a été choisi perpendiculaire au plan sécant, les traces de ce dernier seront R'QetQP.
La construction de la courbe de section pourrait s'effectuer comme au n^ 247, au moyen de plans auxiliaires qui seraient menés par le sommet, perpendiculairement au plan vertical; mais, à cause de la grande obliquité que pnésenteraient ici les sections rectilignes, il sera plus exact d'employer des plans horizontaux. Soit donc [l'y^ un de ces plans; il coupe le cône suivant un cercle projeté sur /xMy, et le plan donné PQR' suivant une droite (M', XNM); par conséquent, les points M et N communs à ces deux sections sur le plan horizontal, appartiennent à la courbe demandée dont une des branches est ainsi (PMGNI, QG'). L*^autre branche (RLHKN, U'R') se construira de même; et l'on fera bien d'employer une section (^X'= fx'y', laquelle fournira deux points (L, L') et (K, L') projetés encore sur le cercle JU.M7. Nous ne répéterons pas ici ce que nous avons dit dans le problème précédent, sur les sommets et la construction de la tangente; mats nons allons passer à une recherche particulière au cas actuel.
2^. Lorsqu'une courbe admet une branche infinie, et qu'on éloigne de plus en plus le point de contact d'une tangente, cette droite varie de situation^ et quelquefois elle se transporte tout entière à l'infini en même temps que le point de contact, ainsi que cela se présente dans la parabole du second degré; mais, dans d'autres cas, il arrive que cette tangente variable reste toujours en deçà d'une certaine limite, qu'elle n'atteindrait qu'autant que le point de contact serait à une distance infinie. Alors, cette limite des positions de la tangente se nomme une asymptote; et l'on énonce cette propriété d'une manière abrégée, en disant que V asymptote d'une courbe est la tangente pour un point de contact infiniment éloigné.
259. [Fig. 64.) D'après cela, proposous-nous de construire les asymptotes de la section flûte dans le cône^ par le pian PQR^ Le point de contact d'une tangente de cette espèce, devant être à une distance infinie, se trouvera nécessairement situé sur une génératrice parallèle au plan sécant; si donc on mène par le sommet, et parallèlement à PQR^ un plan S' a' a qui coupe le cône suivant les droites Sa et SSy ces deux arêtes seront celles qui contiennent les points de contact des asymptotes. Considérons la première, et rappelons-nous que le plan qui touche le cône tout le long de la génératrice Sa, quelque prolongée qu'elle soit, a pour trace horizon*
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laie la tangente aÔ de la base; donc, l'asymptote qui doit être (n** 215) Tinfersecrîon de ce plan tangent avec le plan PQR', passera par le point d où se rencontrent leurs traces; et elle sera précisément la droite 0« parallèle à Sa, puisque ces deux plans sont l'un et Tautre parallèles à cette génératrice.
On construira de même l'autre asymptote ftù^ qui sera parallèle à l'arête S6; et les deux asymptotes devront se couper en un point w, qui soit situé précisément au milieu de l'axe réel GH, c'est-à-dire au centre de la courbe.
260. Si l'on appliquait la méthode précédente au cas d'une section parabolique^ ce qui exigerait que le plan PQR' eût sa trace verticale parallèle à S'A', on trouverait que les deux arêtes Sa et S§ se confondraient avec SA; de sorte que cette dernière droite étant la seule génératrice du cône qui fat parallèle au plan sécant PQR', la section aurait bien encore une branche infinie, mais elle n'admettrait plus d'asymptote ; car le plan PQR' et le plan tangent le long de SA, qui devraient donner cette tangente par leur intersection, se trouveraient évidemment parallèles entre eux.
261. Rahattement. Cette opération s'effectuera comme dans le n^ 250, en portant sur chaque droite M' m perpendiculaire à la trace verticale QR% des distances M'm = XM, et M'n=:XN. Quant aux asymptotes, on rapportera d'une manière settfblable leurs pieds 9 et 9, en 6' et f'; pais, on joindra ces derniers avec fù" qui est le rabattement du centre (&>, <ù').
262. Développement. {Fig. 64 et6B.) D'après les principes rappelés au n^ 251, il faudra décrire d'un point arbitraire S'', et avec un rayon égal à l'apothème S'A', un cercle sur lequel on prendra un arc B^'A'B' qui soit k la circonférence totale dans le rapport de SA avec S'A' ; et le secteur S"'B''A*'B* représentera le développement de la nappe inférieure du cône, en supposant qu'on ait ouvert cette surface le long de l'arête (BSA, B'S'a'). Mais, comme la nappe supérieure se développe en même temps que la première, et par un mouvement contraire: autour du sommet qui peut être censé immobile, cette seconde nappe aplanie viendra occuper un secteur ^"cTb^ôT égal au précédent, et dont les rayons, extrêmes seront les prolongements de S^'B* et de S"B*'. Pour rendre plus sensible la distinction de ces deux secteurs, nous avons supposé ici que la nappe supérieure setei^minait àuncercle n^b^a^ d'un rayon un peu moindre que S''B^ et nous avons ponctué les parties du secteur inférieur qtii sont recouvertes par l'antre; cepenéantj^ôurrfÊBCtuer les constructions dont hous allons parler, il faudra toujours opérer sur le cercle primitif B^AJB" 6".
Cela posé, sur le rayon S*' A" qui divise en deux parties égales le premier secteur^ on prendra la distance S''G'' = S'G', et le point G* sera la position du sommet (G, G'). Ensuite, pour un point quelconque (M> M^) de la -courbe, on mènera la génératrice SMF dont la position S*F^, sur le développement, «s'obtiendra en
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prenant Tare A"F" = AF; et comme la véritable distance du sommet au point (M, M') est égale à S^/x' (u«252), si l'on prend une longueur S'^M'' = S>% le point M'' sera la position actuelle de (M, M'). Les autres points se détermineront d'une manière semblable, et la transformée de la branche inférieure de la section conique sera P'^M^G'^N^F,
Quant à Tautrebranche^ elle se trouvera divisée en deux parties séparées, puis* que le sommet (H, H') était placé sur la génératrice B'S'a' suivant laquelle on a ouvert le cône, et que cette arête s'est transportée en S'et' d'une part, et de l'autre en S"a^. On portera donc sur ces dernières droites deux distances S" H*' et S^'H" égales à S' H', et les points H'', H^ seront les positions actuelles du sommet H'. Ensuite, pour un point quelconque (L^ L') de cette branche, on tirera la génératrice SLC dont la position S" G", sur le développement, se trouvera en prenant l'arc o^G'' = AC; et sur le rayon S'' G", il restera enfin à j>orter une longueur S"L"= S'X' qui est la véritable distance du sommet au point (L, U). Par des opérations analogues, on trouvera que la section faite dans la nappe supérieure du cône, a 'pour transformées les deux branches WJfW et H^'K^V", lesquelles doivent couper à angles droits les rayons extrêmes S* a" et S'' a*'.
263>. \Fig. 64 ^t 65. ) Gherchons maintenant à retrouver les asymptotes, et observons bien que ces droites étant situées, non sur la surface même du cône, mais dans les plans tangents le long des génératrices Sa et Se, elles conserveront leurs positions primitives par rapport à ces arêtes autour desquelles les plans tangents ne font que tourner, lorsqu'on développe la surface. Gommençons donc par déterminer ces arêtes sur le développement, en prenant les arcs A"a" = Aa, A" 6^= AS, et tirant les rayons S'V et S^'S^: ensuite, sur les tangentes aux points^ a!' et 6*, nous prendrons des distances a"Q"= aÔ, ê''q/' = S®, et les droites Q^Oy y"0, respectivement parallèles aux génératrices S" a", S''©", seront les positions actuelles des asymptotes primitives.
Le point O où ces droites se coupent doit se trouver sur le rayon S"A'% à cause de la symétrie des constructions précédentes, à droite et à gauche de ce rayon; mais il ne faut pas croire que ce- point O est le même que l'intersection (ù des asymptotes primitives^ car ces droites ont changé de position l'une par rapport à l'autre.
Néanmoins, les lignes ^O et (f"0 doivent se trouver asymptotes relativement aux diverses branches de la transformée. En effet, comme la forme de cette courbe doit toujours être la même, quel que soit le plan sur lequel on a développé le cône, nous pouvons concevoir que ce développement a été fait sur le plan tingent le long de l'arçte Sa; alors l'asymptote ôw, qui se trouvait dans ce plan, a du rester immobile^ aussi bien que Télémetit infiniment éloigné qu'elle avait de commun avec l'hyperbole : donc cet élément est encore commun à la droite fl^O^
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et à la transformée; par conséquent, cette droite est bien une asymptote de la branche G^M^P^, et aussi de la branche H"K''V".
264. Point d'inflexion. Dans \ajig. 65, la branche de courbe H"I/R% qui commence par tourner sa concavité vers Tasymptote, finira nécessairement par présenter sa convexité à cette espèce de tangente; il doit donc y avoir un point d'inflexion sur cette branche; et on l'obtiendra, comme au n^ 256, en menant un plan tangent au cône de lajî^i. 64 par la droite (S'T% SA), abaissé perpendiculairement sur le plan sécant PQR'. Mais,, comme ici cette droite irait rencontrer trop loin la base inférieure du cône,, prolongeons-la jusqu'au point {X'\ X), où elle va percer le plan de la base supérieure, et du point (X'', X), menons à cette base la tangente Xp, qui fera connaître (n^ 255) la génératrice Sp, sur laquelle sera situé le point où l'inflexion se manifestera lors du développement. Toutefois, il faut bien observer que la génératrice projetée sur Sp appartient à la nappe supérieure ; ainsi, la distance Ap devra être portée sur la^z^. 65, non à partir de V, mais à partir de a!% suivant l'arc a"p''; et le rayon S"p'^ contiendra le vrai point d'inflexion dont il ne reste plus qu'à trouver la distance au sommet du cône, ainsi qu'on Ta fait pour (L, L')aun<>262,
PROBLÈME V. Trouver Vintersection d'un coke quelconque par un plan, le développement de ta surface y et la transformée de [intersection.
265. Sans construire une épure que noua engageons le lecteur à tracer luimême, désignons par B la base ou la trace horizontale du cône en question, et par P le plan sécant. Il n'y aura qu'à, couper cette surface et le plan P par une suite de plans auxiliaires menés tous par le sommet^ et les choisir, si l'on veut, parallèles à la trace horizontale du plan sécant; ce qui s'exécutera en conduisant tous ces plans par une drcûte parallèle à- cette trace horizontale et tirée par le soinmet du cône. Alors chacun de ces plans auxiliaires produira^ dans les deux sur£sices, des sections rectilignes bien faciles à trouver, et dont les points de rencontre appartiendront à la courbe demandée.
266. Des branches infinies. Il importe de savoir reconnaître, à pnoriy si la section aura ou non quelque branche infinie; or, il est aisé de voir que la question revient à savoir s'il existe^ sur le cône donné, quelque génératrice qui soit parais lèle au plan sécant P; car, si aucune des génératrices ne remplit cette condition, le plan P ne pourra renqpntrer ces diverses droites qu'à des distances y^ntes^ et dès lors la courbe d'intersection sera nécessairement limitée dan» tous les sens. On mènera donc par le sommet du cône un plan P' qui soit parallèle à P,.et on examinera si la tracç horizontale du plan P' rencontre quelque part la base B du cône. Lorsque ces lignes n'auront aucun point commun, on poui:ra<a|fîrmer qu'aucune des génératrices du cpne n'est fmraltèle au plan P, et qu'ainsi la section n'aura que des hrwaches fermées. Mais si la trace du plan P' coupe la base B..en un
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OU plusieurs points, les diverses génératrices G, G',... qui aboutiront à ces points, se trouveront évidemment parallèles au plan P, et dès lors elles n'iront le rencontrer qu'à Tinfini; par conséquent, la section admettra autant de branches infinies,
Vasjmptote de la branche correspondante à la génératrice G s'obtiendra en cherchant Tintersection du plan P avec le plan tangent mené suivant cette génératrice G, ainsi qu'on Ta vu au n** 259. Si ce plan tangent cèiùcidait avec F, ce qui arrivera quand la trace horizontale de ce dernier se trouvera tangente k la base du cône, alors la branche infinie serait dépourvue d'asymptote. Mais comme la trace horizontale du plan F peut avoir avec la base B plusieurs points communs, dont les uns seraient des sections véritables, et les autres des contacts, il pourra arriver que l'intersection totale du cône avec le plan présente à la fois des branches infinies douées d'asymptotes, et des branches infinies qui en soient dépourvues.
267. Quant au défebppement de la surface conique, il faudra partager la base en arcs assez petits pour être sensiblement confondus avec leurs cordes; alors, en mesurant une de ces cordes et les deux arêtes qui aboutissent à ses extrémités, on pourra former avec ces trois droites et sur un plan quelconque, un triangle q\\\ représentera un élément superficiel du cône; puis, à la suite de ce triangle, on construira de même l'élément adjacent qui aurait un côté commun avec le précédent; et en continuant de la sorte, on obtiendra tous les éléments du cône étendus sur un plan, ce qui donnera bien le développement de cette surface.
A la vérité cette marche exigera que les opérations soient faites avec beaucoup de soin, parce qu'il faut ici construire une suite de triangles où Tun des côtés est extrêmement petit par rapport aux deux autres, et que les erreurs partielles peuvent s'accumuler. Il serait plus avantageux, sans doute, de connaître d'avance sur le développement, une ligne droite ou circulaire sur laquelle il ne resterait plus qu'à prendre des arcs déterminés, pour fixer la position nouvelle des génératrices, ainsi que nous l'avons fait pour un cylindre quelconque au n^245, et pour un cône de révolution au n® 251; mais ici où il s'agit d'un cône quelconque, il n'est plus possible de se procurer cet avantage important, parce qu'on ignore en- . tièrement la forme que prendra la base du cône après le développement de cette surface. On pourrait, il est vrai, obtenir une dortnée équivalente ou une section orthogonale, en cherchant d'abord l'intersection du cône proposé avec une spbére concentrique ; mais cette méthode, que nous exposerons plus loin (li^ 530 el 551), est elle-même sujette À des inconvénients encore plus graves.
Quand une fois le développement du cône est effectué'par une méthode ou par une autre, on y construit la tran^brmée d'une section plane, ou celte de toute antre courbe, en portant sur les rayons du développement, dés longueurs égales aux distances du sommet aux divers points de cette courbe, comme nous Tavons vu dans len^252.
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PROBLÈME VI. Construire ^intersection d\tn plan avec une surface de révolution
268. Prenons pour exemple le tore dont nous avons déjà parié au n^ 138, et qui a pour méridien le cercle (A'B'C'B", AC) tournant autour de la verticale (O, 0"Z') situé dans son plan; puis, cherchons l'intersection de cette surface avec le plan M'T'T qui lui est tangent au point (M'^ M) de la nappe intérieure^ car nous avons remarqué précédemment (n® 15W) que les plans tangents à cette nappe devaient couper la surface.
Employons ici des plans auxiliaires qui soient horizontaux^ et soit F'K'N' la trace verticale d'un de ces plans. Il coupe le tore suivant deux cercles dont les rayons sont ON = FN' et OM = l'K', tandis que son intersection avec le plan M'T'T est la droite (F', F/) perpendiculaire au plan vertical ; donc les quatre points F, F", /%/, ou cette droite rencontre les deux cercles^ appartiennent à la courbe demandée. Les autres points se trouveront d'une manière semblable; mais quand on arrivera aux parallèles extrêmes D" B" et D'B', on n'obtiendra, pour cliacun, que deux points G et gf, ou H et A; tandis qu'en opérant sur le plan horizontal V'M'I/, on trouvera trois points R, r et M, dont le dernier est celui où les branches de la courbe forment un nœud. D'après cela, l'intersection cherchée a pour projections
MHREFGE"M%e"M, et G'H'.
Nous avons ponctué les parties de cette courbe qui se trouvent au-dessous de l'équateur et du cercle de gorge, parce qu'elles sont invisibles sur le plan horizontal ;. et sur le même plan, la courbe doit toucher ces deux cercles aux points E, £'', e^, e, attendu que le plan tangent du tore est alors évidemment vertical, et qu'ainsi la tangente de la courbe et celle du parallèle, qui sont toutes deux dans ce plan, se confondent en projection horizontale.
269. Cherchons la tangente de la courbe pour un point quelconque (F, F'); et puisque cette droite doit être (n^ 213) l'intersection du plan M'TT avec le plan tangent du tore au point (F, F')^ construisons d'abord ce dernier. D'après la méthode générale exposée n^ 133 et 134, il fiaut ramener le point donné (F, F') sur le méridien principal en (N, N'), puis tirer la tangente N'P*^ dont le pied est évidemment P; ensuite,, après avoir reporté ce point P en n sur la trace du méridien OF, on mènera, perpendiculairement à ce méridien, la droite nQ qui sera la trace horizontale du plan tangent au point (F, F') du tore. Il serait bien facile de trouver la trace verticale de ce même plan : mais cela nous est inutile ici ; car le point 0 où 'se coupent les droites nQ et T'T, appartient évidemment à l'intersection du plan tangent avec le plan M'T'T, ou bien à la tangente cherchée, laquelle est par conséquent la droite (SF, T'P).
Cette méthode devient insuffisante pour obtenir la tangente de la section au
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-point singulier (M, M'), parce qti'en cet endroit lé plan de la conrbe se confond avec le plan tangent du tore; mais nous apprendrons plus tard (n^ 734) à effectuer cette recherche intéressante qui fournira les droites MX et MX^.
270. Pour obtenir la courbe dans ses vraies dimensions, on rabattra le plan M'T'T autour de sa trace horizontale T'T, et un point quelconque tel que (F, F) restera sur une perpendiculaire à la charnière, en se transportant à une distance indiquée par T'F^ Il sera donc bien facile d'avoir le rabattement de la section, que nous n'avons pas exécuté ici, afin de laisser lire plus nettement les constructions principales (*).
PROBLÈME VII. Intersedion d\in plan avec un hyperboloide de révoiudon à me nappe,
ÎS71. Nous savons (n^ 140) que cette surface peut être engendrée par une hyperbole qui tourne autour de son axe imaginaire, ou bien par la révolution d'une droite mobile autour d'une droite fixe, lesquelles ne sont pas dans un mémeplai]. Si notis partions de la prenûère définition, la méridienne serait connue, et nous rentrerions tout à fait dans le problème du n^ Si6ft; c'est pourquoi nous emploierons l'autre mode de génération, et nous représenterons la droite fixe par (O, (yZ'}, et la droite mobile par (AD, ATK) [fig. 68). Cette dernière ligne est supposée ici parallèle au plan vertical y jmais il sera toujours bien facile de l'amener dans ceWt position (n^ 149), si d'abord on l'avait assignée dans toute autre. La plus courte distance des deux droites est l'horizonUde (OD, D') qui décrit le cercle de goi^e (XDY, X'Y'); et le pied (A, A') de la droite mobile parcourt le cercle AaB qui est la trace horizontale de la surface. Nous nous bornerons ici à ce petit nombre de données, pour fixer t'hyperboloïde en question, sans exécuter la représentation graphique de cette surface sur le plan vertical, où le contour apparent serait une hyperbole (n** 148) ; et pour laisser voir plus distinctement la courbe d'intersection sur le plan horizontal, nous' réduirons la surface à sa nappe inférieure, c'est4direque nous supposerons la droite mobile terminée au point (D, D'). Enfin, nous rappellerons que la génératrice du second système {xï^ 141) serait (BD, B'D'); et qu'en transportant ces deux génératrices parallèlement à elles-mêmes, dans les positions (D'A', O^z), (D'BV j06), elles produiraient alors par leur révolution
(*) 11 est intéressant d'observer que si le plan TT'M' tangent au tore était incliné de manière à passer par le centre (0, O'), auquel cas il toucherait une seconde fois cette surface dans un l»jn^ [m y m*) syméoique de (M , M') , il arriverait que la section produite f)ar ua tel plan dans le tore « réduirait à deux cercles égaux et se croisant aux points de contact (M, M') et (iw, m*)- On vérifie cette proposition en formant ^'équation de la section rapportée à des axes tracés dans son planj mais, pour apercevoir aisément que cette équation du quatrième degré peut se décomposer en deux facteurs rationnels du second , il est nécessaire d'y introduire les coordonnées polaires. Cette propriété fort curieuse dont jouit le tore, a été reconnue et indiquée par M. Yi>on Flllarceau dans les Corfip^^^ rendus de i' Institut, le 28 août 184S.
CHAPITRE II. — DES SECTIONS PLANES
autour de Taxe vertical, le cône asymptote (n^ 146) dont la base serait le cercle ab^ et dont le sommet (O, D') coïncide avec le centre de l'hyperboloïde qui n'est autre chose que le centre du cercle de gorge.
272. Ceja posé, soient PQ et QR' les traces du plan sécant donné, ce qui suppose que Ton a choisi le plan vertical de projection perpendiculaire à celui-là; mais, quand même la trace PQ serait oblique à la ligne de terre, tous les raisonnements qui vont suivre seraient entièrement identiques, et les constructions analogues. Pour obtenir l'intersection de ce plan PQR' avec l'hyperboloïde, j'emploie encore des plans auxiliaires horizontaux, tels que celui qui a pour trace verticale M'V. Ce plan rencontre la génératrice (AD, A'D') au point (V, V), et, par conséquent, il coupe la surface de révolution suivant un cercle dont la projection horizontale est la circonférence VMN décrite avec la distance OV pour rayon : mais ce même plan M'V coupe le plan donné PQR', suivant une droite (M', IMN) perpendiculaire au plan vertical ; donc les points M et N communs à cette droite et au cercle précédent, sont deux points de la courbe demandée sur le plan horizontal; ils sont d'ailleurs projetés verticalement l'un et l'autre en M'. En menant d'autres plans auxiliaires parallèles à M'Y', on déterminera les divers points de l'intersection qui, selon l'inclinaison du plan PQR', peut être une ellipse, une parabole, une hyperbole, ou une variété de ces courbes.
275. Des sommets. Si du point (O, R'), où le plan sécant rencontre Taxe vertical de la surface, on abaisse une perpendiculaire (OP, R'Q) sur sa trace horizontale, cette perpendiculaire partagera évidemment toutes les cordes parallèles à MN, en deux parties égales et à angles droits; donc elle sera nécessairement un axe de la courbe, quel que soit le genre de celle-ci; si donc cette courbé a des points sittiés sur cet axe, ce seront les sommets, et il importe de les obtenir directement. Pour cela, il faudrait faire tourner la génératrice (AD, A'IK) jusqu'à. ce qu'elle vînt rencontrer (OP, R'Q) en un certain point G; mais si, aci contraire, nous laissons immobile la première de ces lignes, et que nous fassions tourner la droite (OP, R'Q) autour de la verticale O qu'elle coupe en (O, R'), elle ira rencontrer la génératrice (AD, A'D') en un point que j'appellerai K, et qui se trouvera évidemment sur le même parallèle où aurait été situé le sommet G. Or, il est facile de construire le point R, qui est l'intersection de la droite (AD, A'D^) avec le cône engendré par la révolution de (OP, R'Q); car, après avoir décrit le cercle du rayon OP, base de ce cône auxiliaire, on conduira par le sommet (0,R') et par la génératrice (AD, A'D') un plan dont on trouvera la trace horizontale AC en menant par ce sommet une parallèle (R'C, OC) à la génératrice; alors, cette trace AC coupant le cercle OP en deux points F et E, fera connaître les deux arêtes QF et OE du cône auxiliaire qui sont rencontrées par la génératrice (AD, A'D'), et, par suite, on aura aussi leurs points de section K et h» Maintenant, pour re-
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vênif de Ces pointe ailit TéHtâbies sômrnêi^ G et H qui doivent étfe projetée MfOP, on décrira Avec les rayons OK et OL, deux cercles qui rencontreronl I^l droif« OP aux points cherchés 6 et H. Il est vrai que chacun de ces cerdeâ oouperail OP en deux points; mais on distinguera aisément lequel est vraiment situé âur la ligne indéfinie (OP, R'Q), en traçant led projections verticales K& et Î/W de C€S deux cercles.
Il est bon de commencer le tracé de Tépure par la conitntctioâ des «omBiMly parc6 qu'une fois ces points déterminés^ ùû podrra mener \H plam liuiiJiiilWf t«lsqu« M'Y') à des distances convenables; et que d'ailleurs la recherché ât M soiiimets fera connaître le genre de la section^ aiùsi que nôtift allons i'iâipliqoér.
ft74*. Dimission. (F/^.68). l^ Si la trace ÀG coupe la basé du côtiê cniirî/fAM décrit par la droite (OP, R'Q), et fournit deux arêtes OF et OE qui ret)Cotrfn»t Tune et Tantre la génératrice AD, la ftection offrira deuâ^ tonmets situés «»f (OP, R'Q); et par conséqttent cette courbe sera une eliipse ou une hffietboiê àfMt cette droite pour axe réeL Ces deux cas se distingueront aisément Yut\ d^rautrei m examinant ii nn plan quelconque M' Y' mené entré les points (G, G^) et (If, H'} fournit, ou non, quelque point de la courbe. D'ailleurs, lorsque la seetioli im elliptique, on obtiendra le second Me en faisant passer un plan horisoMai par H milieu («, »') de l'intervalle des deujt sommets.
a*. SI, des deux arêtes OF et OE, l'une est parallèle à la génératrice DA, tttl lies sonmets s'éloignera à une distance infinie f et la section «era une paf aboie qtll atirà toujours pour axe la droite indéfinie (OP, R'Q).
3^ Lorsque la trace AC se trouvera tangente au cercle du rayon Ol^, les deni arêtes OP et OE se confondront en une seule droite; et le point où elle Odupera là génératrice AD, étant rapporté sur OP, donnera lé sommet unique de la secHtti qui se réduit alors au sjrstème de deux droites. Cette assertion pourraU être justifiée tm remarquant qu'une hyperbole dont les delix commets se réunissent, se réduit à êU asymptotes t mais d'ailleurs, si l'on prend la peine de construire l'épure relative à Thypothèse actuelle^ on reconnaîtra que le plan AC mené par le sommet du cbm auxiliaire, devient alors tangent à ce cône, aussi bien que PQR'; de sorts q«ft«« dsnx plans, qui coïncideraient si Ton faisait tourner l'un des deux autour de là verticale O, doivent produire dans Thyperboloïde de révolution àeê sécriofis idc^* tiques. Or, le plan AC contenant déjà une génératrice DA, ne peut couper de «oi^ teau la surface du second degré que suivant une autre section rêctiUgne, projetés également stir une tangente au cercle de gorge (n** 141 ); donc aussi le plan PQ*' produira dans Thyperboloïde une section composée de deux droites analogues aa* précédentes, et qui se coupercHit au point trouvé pour sommet tmique sur la droite (OP, R'Q). D'ailleurs en ce point, le plan PQR' sera tangent (n^l4») à rhyp«^ bololde.
P911S U cas très-particylier qù la droite auivant laquelle se réunUsent \e^ dm^ arêtes OF et 0£, se trouverait parallèle à DA» le plan PQR' couperait Thyperbor loïde saivant deux génératrices parallèle^ entre elle^^ et il ne serait plus tangent à la flurfaee que dans un point infiniment éloigné.
4*^. Enfin, si la trace AC ne rencontre pas dii tout le cercle du rayon OP, il n'y Hura aqçim sommet réel sur (QP, R'Q), et la section sera alors une hyperbole ^«flt cette drpite pora Taxe imaginaire. Dans ce cas', la cqurbe se construira tonjwri «emme au n**87ÎJî mais pour trouver h cmlr^^^t par suite Taxe réel» iJ faudra recourir aux asymptote^ dont nous parlerons tout; à Theure : ou biw» M qui e$t plus simple, on prendra le ipiiieu <^' de Tiniervalle de$ deui pointa y' ^K m' ça le plan PQW coupe les arêtes D'B' et D'A' du cône asymptote. Ççtte d$rni$re règle est fondée sur ce que celte surface et Thyperboloîde, étaut semblabh^ et ppur C9!ltriqnei, doivent être coupés par le plan PQR' suivant deux courber qui aurpnt Wç^ntr^ (onimun (n^l47). Or, pour Ia seption laite dans lecgne asymptote, on a vu (u^ Si7) que les deux sommets étaient projetés sur le plan vertical, en y* et »'{ |Mir eeiiyéquent ]e milieu tù' de la distance y' 10% est à la fois le centre d^ la seçtip» conique et celui de la section £Eiite dans Thyperboloîde, 1} restera donc k prpjeter ce poiiit^o fi^^ sur la ligne OP qtie Tou aait étr^^ uq a^e de la courbe; §t le pla« horizontal conduit par ce point fera trouver les dsus SOmiU^taréali par laffiétbod» dcin^îî72.
Î17S, {fig, 6^,) paur obtenir fe tW9fn(e en m ^i«/«Mfi/con^w î* de 1» awliM produite par le plan PQWi iî faut chercher riutersf çiipB de M plan avee selui qui toqçbe rbyperboloïde en M. Qr ce dernier est déterminé (n^ifîî) par les dpu^F géoéRtriççs reetilignes qui passent par ce point, et nuus savons que leurs projfpr tiqfts borizon talcs s'obtiennent ( n^ |4i ) ep menant au cerple de gorge les tapgçnt§s «sl4^« et 6M(^( par conséquent les deu:^ points a^ et §^ où cçs génératrice» eout pereni le cercle QA qui est la trace borii^ontale de l'hyperboloule» appartiendront néeessairemeqt à la trape du plan tangent çbereb^ ; dopp cette trace ^ra la droite u^ê'I qui, par sa rencontre avec PQ, fourpira le pie4 T 4e la tapgeute TM qu il ^'agissait de construire-
A la vérité, Içs tangentes au cercle de gorge menées par le point M» couperont le cercle OA en quatre point» : mais d'abordt op pe devra pombioer ensemble que eaux (|ui se trouveront tous deu^ en degà, pu tous deu:f au delà des points 4e contact & et â^ par rapport à M ; car les deui^ génératrices que Ton cherche doivent se eouper en M^ et con^quemmept(n^ 143) elles ne «auraient appartenir au même système, ce qui arriverait évidemment pour les droites 0^^% et 9^9 aussi bien que pour ê^ et ^9 ^s, Ainsi Tincertitude qui pourra rester, consistera à savoir si Ton 4oit çop4)}ner les deux droites a^^^ et ê(f, ou bien le» deu¥ 4roites (^etSs^i; mai» pour ce» 4eroière$ qui ont leurs (^tr^miii^ ipférieures en « et $$$ le point 4e sfOr
l3a * LIVRE IV. — INTERSECTIONS DE SURFACES,
tibn projeté en M se trouverait évidemment au-dessus du cercle de gorge, tandis que le point (M, M') que nous considérons ici, est sur la nappe inférieure de Thyperboloïde; donc il faut encore rejeter ce deuxième couple de géûéralrices, qui devrait au contraire être seul conservé, dans une épure où le point considéré M se trouverait placé sur la nappe supérieure de ia surface.
276. Rabattement. Faisons tourner le plan PQR' autour de sa trace QR', pour le rabattre sur le plan vertical. Dans ce mouvement, l'horizontale (M', IMN) restera perpendiculaire à la charnière, et deviendra M'mn, droite sur laquelle on portera des distances M'm = IM, M'n = IN; ce qui foumira évidemment deux points m, n, de la courbe rabattue. Les autres points s'obtiendront d- une manière semblable, aussi bien que la tangente dont le pied T se transportera en t, et qui deviendra tm.
La surface actudle étant gauche^ comme nous l'avons démontré au n** 145, elle ne saurait satisfaire à ia condition essentielle dh n'^lTO, et il n'y a pas lieu de chercher son développement. Observons enfin que toutes les opérations précédentes s'effectueraient d'une manière entièrement analogue, si le plan sécant PQR' était obtique au plan vertical de projection, et quand même la génératrice (AD, A'D') serait assignée dans une position quelconque ; aussi ndus engageons le lecteur à a'exercer sur de pareilles données.
277. DES BRANCHES INFINIES. {Pig.6S.) Il est irès^important de savoir reconnaître à prîort si la section de Thyperboloïde par un plan quelconque PQR', présentera ou non des branches infinies. A cet effet, il faudra mener par le centre (O, D') du cercle de gorge, une droite [Oa, D'A') parallèle à la génératrice (DA, D'A'), et tracer la circonférence a6 que décrit le pied (a, A') de cette parallèle, quand elle tourne autour de Y axe vertical O pour engendrei^ le coite asymptote; et comme on toit (n^ 146) que toutes les arêtes de ce cône sont respectivement parallèles aux diverses génératrices de Thyperboloïde, il n'y aura qu'à conduire par le sommet (O, D") un plan n parallèle à PQR', et voir si ce plan tt contient quelque aréle de cette surface conique.
1*^. Lorsque la trace horizontale du plan it ne rencontrera pas le cercle a6, base* du cône asymptote, il n'y aura aucune arête de ce cône, et conséquem'ment aucune génératrice de l'hyperboloîde, qui soit parallèle au plan donné PQR'; donc aucun point de la section faite par ce dernier plan ne pourra être situé à Tinfini, et dès lors cette section sera fermée et eWptique.
a**. Quand le plan n coupera la base ab du cône asymptote en deux points, Il existera sur ce cône deux arêtes, et sur Thyperboloide deux couples de génératrices^ iqui seront parallèles au plan PQR' : donc la section faite par ce dernier dans l'hypërboloide, offrira deux branches infinies et sera tme hyperbole: D'ailleurs, chacun de ces deux couples de génératrices, composé de deux droites parallèles, dé-
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terminera un plan qui se trouvera bien tangent à rhyperboloide (n** 155) dans. le point de rencontre infiniment éloigné de ces lignes; ce sera donc Tintersection <ïb ce plan tangent as/mptàtique par le plan donné PQRS qui foumiraL-Va^mploie dé la branche correspondante. Ceci s'éclaircira par l'exemple du n** 278.
3®. Enfin, si le plan iz ne fait que toucher Ja base du cône asymptote, ilni'y aura plus sur ce cône qu'une seule arête, et sur l'hyperboloïde qu'un seui toupie Ae génératrices, qui soient parallèles au plan donné PQR'; donc la section n'oifrira qu'une branche infinie et sera une. parabole. D'ailleurs elle n'admettra plus d'asymp*» tote, parce que le plan tangent conduit par ces deux génératrices se trouvera lui-^ naéme parallèle au plan PQR', comme nous le verrons clairement au n^281 .
278. {Fig^^S') Appliquons ces règles au cas de l'épure 69, où la génératme (ADB, A'iyA") est prolongée autant au-dessus qu'au-dessous du cercle de gorgé (XDYi X'Y'), afin de limiter là» surface aux deux cercles ég^m^ À'B' î^ A^B", projetés horizontalement sur AZBS. La génératrice du second système serattt (BDA, B'D'B''); et ces deux génératrices, transportées parallèlement jusqu'au centre (O9 D'), détermineraient le côqe asymptote qui a pour base le cerciedurayoD Qa.i D'ailleurs, comme dans l'épure précédente, nous ne nous attacherons pas à eifeatuer la. représentation graphique de l'hyperboloïde sur le plan vertical, où il n'y aura que des lignes isolées qui seront toutes visibles : ce sera seulement sur lé' plan horizontal que nous exprimerons la forme de la surface, en distinguant.par des ponctuations diverses, les parties visibles et les parties cachées. Quant au plaa\ sécant, nous sommes convenus (n^ 108] qu'il serait regardé comme enlevé,' après avoir coupé la surface, et qu'il n'en resterait que les traces PQ et QR'*
Cela posé, si nous menons par le sommet (O, D^).du cône asymptote un plan D'E'F parallèle à PQRS on voit qu'il coupe le cercle Qa en deux points Ë et F, et le cône asymptote suivant deux arêtes projetées sur OF et 0£.«Donc, afi necoiv* sidérant d'abord que la première OF, et lui menant deux parallèles d^a-, 26, qui soient tangentes au cercle de gorge, ce seront là deux génératrices de l'hyperbo-. loide qui n'iront rencontrer le plan PQR' qu'a l'infini et qui annonceront l'exist tence d'une branche indéfiniment prolongée. Pour obtenir l'asymptote, j'observe que le plan tangent de l'hyperboloïde dans ce point infiniment éloigné, devant contenir (n^ 155) les deux génératrices a^ et Se qui se coupent en ce point, aura pour trace horizontale la droite aS; et comme ce plan doit. fournir par sou inter* section avec le plan PQR' l'asymptote demandée, cette ligne se trouvera évidemr ment parallèle à aâ. Si donc, par le point. Q où se coupent les traces PQ et aS, on mène la droite dco parallèle à aJ", ce sera l'asymptote qu'il s'agissait de construire.
279. On pourra répéter des constructions semblables pour la seconde brancu*^ infitiie qui est indiquée par l'autre arête 0£ du cône asymptote; mais on doit apercevoir que, dans l'opération précédente, le plan ^aS qui touchait l'hyperboloïde à
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une distance infinie sur la génératrice âa, était lui-même tangent an cône asymptote suivant Taréte OF. En effet, ce plan renferme le diamètre e^Osdu cercle de gor^e,. et conséqiiemment Taréte OF ; donc sa trace passera par le point F et sera évidemment perpendiculaire au rayon OF. D'après cette remarque, i) suffira d^ mener au eercle du r^yon OE, la tangente E9 qui, par sa rencontre avec PQ, fournira le point ç^par lequel on devra tirer l'asymptote 9^ parallèlement à OE. Cette seconde asymptote devra couper la première en un poipt tù qui soit pitu^ ^ur la droite OP, puisque celle ci (n^275) fst toujours un axeù^\d^ courbe.
280* $i Ton voulait n'employer qu'une seule de^ deux gépérstrice^efa, gS, qui vont aboutir au point de contact de rasymptote, on pourrait s'appuyer sur cç que la surface étant de révolution, le plan tangeot doit être perpendiculaire f^u plan méridien qui pas^e par le point de cpnt9ct (u^ 1^9). Or ici cç point est k une distance infinie sur oii) donc le méridien correspondant est le plan vcrriciil OF pftr^lèle à OL^ : ainsi le plan tangent cherché aurait pour trace horizontale une droite perpendiculaire à OF et mené^ du point a, ce qui ferait bien retrouver la iigne 9S déjà obtenue autrement,
881. Si le plan DT'F mené par le sommet du cône asymptote, parallèlçmeQt ^ PQR', touchait ce cône suivant une arête unique, c'est-àr<lires'il ^vait la posîtîpp D'B'6, on voit bien (n^'SÇîJ) qu'il serait lui-même tangent à l'hyperboloïd^ dan» le point infiniment éloigné situé sur la génératrice (BD, B'D'); or puisque ee pigp tangent se trouverait ainsi parallèle à PQR', leur intersection serait transportée tout entière k l'infini; de sort9 que la cqurbç d'interjection présent^aft biso encore une branche infinie ^ mail qui n aurait plu^ pf'êifpnptçte.
282. (Fig.ÔQ.) Maintenant, effectuons Je trgcédela çoqrbç suivant laquelle le plan PQR' coupe l'hyperboloïde, et cherchons d'abord le§ fomm^ti située sur Vaxe (OP, R'Q). Nous avons vu (n*273) qu'il fallait tirer 1« droite (R'Ç7, pÇ) parallèle k la génératrice (AD, A'P'), ft joindre les points G et A; mais comme h trace CA ne rencontre pas ici Iç cercle du rayon OP, on doit ep cpnçlure qq'il n'y a aucun sommet réel sur Va%e en question, et que 1^ section est unQ hyper))(^le dont la ligne (OP, R'Q) est Vax^ imaginaire. Alors je chercha le çenlr^ en projetant le point de rencontre u des deux asymptotes sur I4 ligne WQ en ^'; oq biep (n®274, 4**) je prends le milieu ^' de l'intervalle des deiîx pointa 7' et ij' oiî je plan PQR' coupe les deux arêtes extrêmes du côpe asymptote} puis, ea bmn% une section horizontale par ce point o)', suivant la méthode du tï^%7% j'c^tîen» le» deux sommets réels G et H, Cette même méthode appliquée à d'autrei) plans horizontaux, tels que M' V'et V" W, qu'il sera bon de choisir de manière k fournir des sections égales dans les deu?^ nappes, fera trouver de nouveaux point» H $t N, fi et V, de la courbe cherchée s en outre, cette ligne devra évidemment pa$Wf par les points T et S eu Is cercle ABS e»t rencontra pi^r la trme PQ dtt ]^ <
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auMi bien que par les poiiiU (Z, Z') et (U^ Z') où ce même plan coupe le cerele supérieur A^'B''.
Enfin, comme le cercle de gorge X' Y' est rencotitré par le plan PQR' en deux points projetés verticalement surL'i on en ccHichira leurs projections horizontaleé L et Kk^ dans lesquelles ce cercle et Thyperbole devront se toucher sur le plan horizontal. £a effet, quoique les tangentes de ces courbes dans l'espace soient très-^ dteinctes Tune de l'autre^ elles se trouvent toutes deux dans le plan tangent de Thyperboloide qui, pour cbaque point du cerele dégorge^ est évidemment vertical; d'où U résulté que les projections horizontales de ces deux tangentes se confondront néôéssâirement.
Quant k la construction de la tangente k la section, pour un point quelconque (M^ M'}^ elle s'efTectuei^ait par les mêmes moyens qu'au n''27â.
283. Rabattement, On effectuera cette opération comme dans Tépure précédente» en faisant tourner le plan PQR' autour de sa trace verticale QR', et en portant sur des perpendiculaires à celte charnière^ des distances M'm = IM* M' n =3 IN^ 1 . < •
Quant âux asymptotes^ on rabattra d'abord de la même manière le centre (cj, ^') en tàfi puis, en rapportant les points f et 0 en f'' et d", on obtiendra (f"fù" et V^" pour les asymptotes de la courbe rabattue.
iraOdLÈMfi VUI. Inlêrseciion dune droite avec un kjrferboloide de révolutidH à um nafipeé
284. {Fiy^ôô). lHoun plaçons ici ce problème, parce qu'il n'est qu'une extension de celui que nous avons résolu au n^275, pour une droite qui rencontrait Vûxe de la surface; et nous allons ramener à ce cas particulier la question actuelle^ où la droite proposée aura une position quelconque. Soient ddfic (O, CKZ') l'axe de rbyperboloide, (ADBf A'D'B) la génératrice rectiligne, et (PQ, PQ) la droite dont il <'agit de trouver les points d'intersection avec la surface. Notis la suppo*». son» ici amenée^ par une rotation autour de l'axe, dans une situation parallèle au plan vertical : mais cette opération préliminaire est toujours fort aisée à eSectuer (û?i49); et comme d'ailleurs elle laissera le point d'intersection avec la surface, sur k même parallèle où il était situé d'abord^ il sera bien facile de retrouver ce point dans la position primitive.
285. Gela posé, si le plan Vertical PQ rencontre te cercle de gorge décrit avec le rayon OD^ il coupera la surface donnée que je désigne par H^ suivant une hypers bdle dont l'axe réel sera (XY, X'T), et qui aura pour une de ses asymptotes la droite<A'B', PQ). Il serait donc facile, d'après ces données, de construire celte courbe sur le plan vertical, et sa rencontre avec FQ' ferait alors connaître les points demandés; mais nous nous proposons d'arriver à ce résultat par des con« ÉtmetiOM directes et qui n'emploient que la ligne droite et le cercle. Pour celsi tmflpmaaf ^pie rhy^ierMe dont ftouft Tenons de parler et qui contient les poinU
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cfrerch^^, tourne autour de la verticale « : elle produira ainsi un second hyperboloîde à une nappe Hj dont le cercle de gorge sera (X^Y, X'Y')y et qui aura pour génératrice rectiligne la droite (aS, A'B'); alors la question primitive se réduira évidemment à trouver les points d'intersection de ce nouvel hyperboloïde Hj avec la droite (PQ, FQ') qni rencôiitre «on axe («, O'Z'); et, par conséquent, nous sommes ramenés au problème du n^ 273.
On décrira donc avec le rayon o P un cercle qui sera la base d'un cône aujriliaire ayant pour sommet le point («, R'); puis, en menant la droite (R'C',«C) parallèle à la génératrice, on déterminera la trace aC d'un plan qui coivpera ce cône suivant |es arêtes wE et ôF. Ces dernières lignes vont renconèrer la génératrice aux points (L, U) et (K, K'), que l'on ramènera sur la droite proposée en (M', M) et (N', N) ; et ces derniers points seront ceux où la droite (PQ, P' Q') perce le second hyperboloïde H2 et aussi le premier H| .
286. Si la projection horizontale PQ de la droite proposée se trouvait imfigenie au cercle de gorge décrit avec le rayon OD, le plan vertical PQ tîouperàit évidemment Phyperboloïde primitif H< suivant deux droites projetées sur A'B' et sur la droite symétrique de cette dernière; dès lors,' la rencontre de ces deux* droites avec P'Q' fournirait immédiatement les points cherchés.
287. Enfin, supposons, comme dans hfig.'ô'jy que la droite proposée (PQ, FQ') se projette en dehors du cercle de gorge OD. Dans ce cas, le plan vertical PQ couperait encore la surface primitive H< suivant une hyperbole, maïs son' à^ réel serait dirigé suivant la verticale R; de sorte qu'en faisant tourner cette courbe autour de celte verticale, on obtiendrait un hyperboloïde à deux nappes, et le problème ne serait plus aussi simple. C'est pourquoi je renverse la question primitive, et je me propose de trouver les points d'intersection de la droite (AB, A'B'), avec Vhyperboloïde H, que décrirait (PQ, FQ') en tournant autour de la verticale O, parce que ces nouveaux points de section seront évidemment à la «éme hauteur que les premiers.
Or, dans ce second hyperboloïde H3, le cercle de gorge qui a pour rayon (OR, R') est nécessairement coupé par le plan vertical AB, et la question rentre tout à feit dans le cas du n® 285 : ainsi, après avoir décrit le cercle de gorge (Xp Y, X'Y') d'un troisième hyperboloïde H^ qui aurait pour génératrice la droite (^, P'R')j on trouvera, comme ci-dessus, les points (jx. M') et (v, N'), où cette dernière ligne serait rencontrée par (AB, A'B*) tournant autour de la verticale D; puis, il resterait à transporter ces deux points sur (AB, A'B'), en les laissant à la même hauteur. Mais les derniers points ainsi obtenus devraient ensuite, pour le problème primitif, être ramenés sur (PQ, P'Q) en les laissant encore dans les mêmes plans horizontaux ; par conséquent, l'opération se réduit à transporter immédiataneot .les points (fi, RT) et (v, N') en (M, M') et (N, N'), qui seront les point» de ren-
INTERSECTIONS DE DEUX SURFACES COURBES
PROBT-^EME I. Intersection de deux cylindres quelconques.
Î888. {Fig. 70.) Soient ABGKH la base ou la trace horizontale du premier cylindre, et (AZ, A'Z') une de ses génératrices; soient VLMYI et (Y v, Vv') les données analogues pour le deuxième cylindre : on en déduira aisément (n° 109) le contour apparent de chacune de ces surfaces sur le plan horizontal et sur le plan vertical ; puis, pour obtenir leur intersection, il faudra employer des plans sécants qui soient parallèles à la fols aux génératrices de l'un et de Vautre cylindre, et qui produiront ainsi, dans ces deux surfaces, des sections évidemment rectilignes. A cet effet, menons par un point quelconque de l'arête (AZ, A'Z') une droite (ZR, Z'R') parallèle aux gépératrices du deuxième cylindre, et construisons la trace horizon* taleRA du plan qui passerait par ces deux droites; alors nous n'aurons plus besoin que de tirer diverses parallèles à RA, pour être certains que ce sont là les traces de plans propres à couper les deux cylindres suivant des génératrices rectilignes.
289. Considérons le plan sécant RA : il coupe le premier cylindre suivant deux arêtes projetées sur Aa a et Ce 7, et le second cylindre suivant des arêtes projetées sur L/ et Qq; par conséquent, ces quatre droites qui sont dans un même plan, fourniront par la rencontre de leurs projections quatre points a, a, c, y, appartenant à la projection horizontale de l'intersection des deux cylindres. Ensuite, si Ton projette sur la ligne de terre les pieds A, C, L, Q, de ces arêtes, on en conclura leur^ projections veriicales qui fourniront aussi par leurs rencontres mutuelles, les points a', a', c', y', de la courbe d'intersection projetée sur le plan vertical; d*àiUeu£s il faudra, comme vérification, que ces points a et a% a et a%... se trouvent deu3( à deux sur des droites perpendiculaires à la ligne de terre.
On agira de même pour d'autres plans sécants parallèles à RA; mais il est bon de commencer Tépure par déterminer les points remarquables dont nous allons parler, parce que ceux-là sont essentiels à construire, et qu'on pourra ensuite proportionner le nombre des plans sécants intermédiaires, aux intervalles qui resteront entre les points déjà obtenus.
290. Points sur les plans limites. Si l'on tire parallèlement à RA des droites M^B, GHI, dont chacune soit tangente à lune des bases et en même temps sécante par rapport à l'autre base, ces droites seront les traces de deux plans limites entre lesquels se trouveront compris tous le$ points qui sont communs aux deux surfaces;
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car, au dehors de ces limites, on voit bien que les pUnâ sécants parallèles à RA. ne pourraient plus couper qu'un seul des deux cylindres. D'ailleurs, si Ton applique au plan MNB la méthode générale exposée au numéro précédent, on obtiendra deux points (ê, g') et (/;, b') dans lesquels les génératrices (Mm, M' m') et (Nn, N'n') se trouveront tangentes à la courbe d* intersection dans l'espace; et, par suite, ce contact devra se vérifier sur les deux plans de projection^ comme on le voit dans notre épure. En effet, la droite (M S, W&) est évidemment dans le plan qui toucherait le cylindre LMN au point (S, S'); mais elle est aussi dans le plan sécant MBê qui, par hypothèse, se trouve tangent au cylindre ABC le long de Taréte B6: donc celte droite (Mê, M' 6') est l'intersection des plans tangents aux deux surfaces dans le point (ê, S'), et conséquemment (n* 215) elle est bien tangente à la courbe suivant laquelle se coupent ces deux surfaces.
On prouvera de même que Taréte (N6, N'6') est tangente à la courbe d'idter*section au point (fr, b')) et, pareillement, le plan limite GHI fournira deux )>oiDts (?> /) ^^ {^7 ^') ^^"S lesquels la courbe sera touchée par les arêtes (Gj, G' jf') et (HA, H' A').
291 . Points sur les contours apparents. On fera passer des plans sécants parallèles à RA, par les points A, K, X, Y (*), où aboutissent les arêtes qui forment le contour apparent de chaque cylindre sur le plan horizontal; puis, par la méthode générale du n®289, on obtiendra les points (a, a'), (a, a'), (ft, if), (9, f')f (rf> d% dans lesquels la courbe louchera, mais seulement sur le plan horizontal, les arêtes correspondantes. En effet, au point (a, a') par exemple, la tangente de la courbe dans Tespace est distincte de la génératrice (A a, A'a^] : mais ces droites sont contenues toutes deux dans le plan tangent le long de(Aa, A'a'), et comme ici ce plan est nécessairement vertical, il en résulte que la projection horizontale de cette génératrice coïncidera avec celle de la tangente; par conséquent, elle devra toucher la projection de la courbe sur le plan horizontal, tandis qu*il n*en sera pas de même sur le plan vertical.
Observons, d'ailleurs, que ce sera toujours dans quelques-uns des points dont nous venons de parler que se fera le passage de la partie visible à la partie invisible de la courbe d'intersection,: considérée en projection horizontale. Au surplus, nous donnerons bientôt une règle générale pour distinguer ces parties les unes des autres.
292. De même, si par les pieds V, U, T, G, des arêtes qui forment le contour apparent de chaque cylindre sur le plan vertical, on mène des plans sécants parallèles à RA, on obtiendra des points tels que (e, £'), dans lesquels la courbe tou-
( * ) Ici oii le point K se trouve hors des plans limites , il est inutile de mener un plan sécant par ce point.
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cheray mais seulement sur le plan vertical^ les arêtes correspondantes telles que (Vf, V'e'). En effet, cette génératrice et la tangente de la courbe au point (g, g') sont toutes deux dans le plan tangent le long de (Ve, Ve'); or ce plan étant ici perpendiculaire au plan vertical, les projections verticales de ces deux droites ôe confondent nécessairement* tandis qu'il n'en est pas de même de leurs projections horizontales. Quant à l'arête (Ggr, Gy\ elle touche, il est vrai, la courbe sur les deux plans de projection à la fois; mais cela tient à ce que, dans la figure actuelle, cette génératrice se trouve à la fois sur le contour apparent et dans le plan limite GHI.
Enfin, ce sera aussi dans quelques-uns des points dont nous venons de parler, que se fera le passage de la partie visible de la courbe à la partie invisible sur le plan vertical, parties qui ne sont pas les mêmes que pour la projection hori%on« taie, puisque le point de vue est différent (n^ 106).
293. La tangente en un point quelconque ((, f) de la courbe d'intersection, sera fournie par l'intersection des deux plans qui touchent les cylindres le long des arêtes T< et S/ : or les traces horizontales de ces plans sont les droites Td et S9 tangentes aux bases dans les points T et S; donc le point 9 où se coupent ces deux droites, appiartient à la tangente demandée, laquelle est par conséquent ^r.
Lorsque le poipt & où vont se rencontrer les traces des deux plans tangents, se trouvera trop éloigné, comme cela arrive dans notre épure, on pourra y suppléer de la manière suivante. Le plan sécant MNB parallèle aux génératrices des deux cylindres à la fois, doit couper le plan tangent SQ suivant une droite {itù parallèle à Si, et le plan tangent TQ suivant une autre droite Xtù parallèle à T^; donc la point M où se rencontrent les lignes Xo et jxo, est nécessairement commun aux deux plans tangents, et conséquemment c'est un point de la tangente cherchée ttùO,
Mous n^avons parlé jusqu'ici que de la projection horizontale de la tangente^ parce que le point (r, f) que nous avons choisi pour plus de clarté, se trouvant placé sur le contour apparent relatif au plan vertical, la tangente est projetée sur ee même plan, suivant l'arête Vt'i mais, dans un autre cas, il suffira de projeter sur la ligne de terre le pied 0 de la tangente, et de le joindre avec f] ou bien, on construira aisément les projections verticales des deux droites auxiliaires Xw et fi^ qui, par leur rencontre, fourniront un point tô delà tangente projetée sur le plan ▼ertical.
St94. Remarque L {Fig.^o,) Pour distinguer sur la courbe d'intersection des deux cylindres, les parties visibles d'avec les parties invisibles en projection hori* Eontale, il faut observer que si le cylindre ABK existait seul dans l'épure, les arêtes qui aboutissent sur l'arc ABK seraient toutes visibles, tandis que celles qui tom*beiit sur l'arc AHK ne le seraient pas : de même, si le cylindre XMY subsistait seul, les arêtes visibles seraieVit celles qui aboutissent sur l'arc XVY, tandis que
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toutes les autres ne feraient pas Vues. Mm lorsque lès deiix cylindres «risteront simultanément, il pourra arriver qu'une arête visible sur le premier se trouve cachée en partie par le second; toutefois si cette arête Vient à rencontrei* «né génératrice aussi visible sur ce dernier cylindre, alors elle redeviendra visiMe en cet endroit. D'un autre côté, lorsqu'un point se trouvera sur une arête qui serait invisible, en ne considérant que le cylindre auquel elle apparticfnt, il est évident qu'à plus forte raison ce point demeurera invisible, quand les deux cylindres existeront à la fois; par conséquent, nous pouvons poser les deux règles suivantes :
Un point de la courbe dHntersection sera visible, lorsqu'il sera fourni par ta reiicontre de deux arêtes visibles fune et Vauti^e^ sur chaque cylindre considéré isotément.
Un point de V intersection sera invisible, quand il proviendra de la rencontre 4e deux arêtes dont une, au moins, sera invisible sur le cjlindre auquel elle appartient.
Le lecteur fera aisément l'application de ces règles à là projection horisontali^^ dé Tintersection des deux Cylindres, puisque nous avons indiqué plus haut qiïèllês étaient les arêtes visibles Sur chaque surface considérée isolément ; et p» là^ il se rendra éompté des parties pleines ou ponctuées que présente notfre é|^ufe. ^uaM Jt la projection vertiéale, leé règles précédentes s'appliqueront également; pourvu qu'on se rappelle que, relativement à cette projection, les seules arêtes visibles sor ' le premier cylindre considéré isolément, sont celles qui abloutt^s^ntMir Tare T)ife, et que les arêtes visibles du deuxième cylindre aboutissent toutes sur Tare' VMU.
295. Remarque IÏ. (Figf. 76.) Là rencontre des deux cylindres peut avùir' lieu par arrachement ou par pénétration. Il y a arrachement^ lorsque les traces MNB et GHI des deux plans limites sont, comme dans l'épnre actuelle^ tangentes l'une à la base ABKH, et l'autre à la base XMY, parce qu'alors, sur chaque cylindre, il existe des génératrices qui ne t*on tiennent aucun point de l'intersection, et qu'ainsi ces deux corps ne font que s arracher mutuellenient une paHie de leur surface, tandis que les portions correspondantes aux arcs MON et HKG, conservent leur inlégi'ité dans toute leur longueur. En bntre, il importe d'observer que, dnûs ce cas, toutes les parties de Tintersection formeront une branche unique etnon'mter" rompue y qu'un point mobile pourra parcourir d'un mouvement cdtïtiind, sans cesser d'être sur les deux cylindres à la fois.
Au contraire, quand les traces GHI et CAO dès deux plans limites seront tangentes à la même base, comme dans la fig. 70 bis, alors il y aura pénétration, parce que toutes les génératrices du cylindre XOY entreront dans l'autre corps, et y traceront sur la nappe correspondante à l'arc AH, une première branche fermée} puis, elles sortiront du cylindre par une seconde branche aussi fermée, et située sur la nappé CG. D'ailleurs ces deux courbes dentrée et de sortie seront totalement dîstinctesy et n'auront aucune partie commune par où un point ihôbile poislse passer de l'une à l'autre sans interruption; puisqu'elles te' troutet^ônt séparées^ sUr le
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grand cylindre, par les nappes ABC et HKG où il n'existe aucun point de l'intersection*.
Pour mettre sous les yeux du lecteur la réunion des formes les plus remarquables que peut offrir la rencontre de deux cylindres, nous avons consiruitsur la ^gr. 71 : 1*^ Tintersection du cylindre vertical (XY, X'X"Y''y') avec un cylindre oblique dont la base est le cercle (AB, A'B') ; il y a ici pénétration et deux branches séparées, parce que les plans limites pqr et PQR sont tangents à la même base; a** l'intersecUon du même cylindre vertical avec un cylindre oblique ayant pour base (GD> C'D'), et l'on trouve ici une courbe à nœud, parce qu'un des deux plans limites p^r et ST se trouve tangent aux deux bases à la fois; 3*^ l'intersection du premier cylindre XY avec le cylindre oblique qui aurait pour base (EF, ET'), et il y a ici arrachement parce que les deux plans limites pqr et LT sont tangents à des bases différentes. Du res^te, la construction de ces courbes n'a pas besoin d'explications^ d'après la méthode générale exposée aux n°'288 — 291 j nous fçrons seulement observer que, si deux génératrices appartenant aux contonrs apparents/ , comme (X, X'X") e< (FG, F'G'*)^ se trouvaient dans un même plan, la .courbe présenterait en x' i\n. point d'atrêt^ où l'une des branches serait tai^gente à la verticale X'X", et l'autre à la génératrice F' G''.
2©6. fijm^jiQiiE III. Dans tous les cas, l'intersection n'aura pas de branche in- 1 Jinie celles djeux bases sont d^s xcurh^s Jermées, En effet, poqr qu'il existât une branche qyi s'é^epdit ipcjéfiniment, il iaudrait qu'il se trouvât sur un des cylindres une gétiéralri^ parallèle a nne génératrice de l'autre; mais alors, d'après la nature da ces surfaces, toutes les génératrices seraient parallèles entre elles dans les , deux QOi:ps,y et l'intersection n'aurait plus lieu; ou bien, elle se réduirait à me qu\ plusieurs ^foife^. correspondant aux points de rencontre des deux bases, genre.de ligne qui n'exige aucune discussion.
Quand les deux bas^s,. ou l'une d'entre elles, seront des courbes indéBnies, il ^ suffira d'eiçaminer la position des plans limite^ (n^290) par rapport à ces btases, pon^jrecpn naître si quelqu'un, des plans sécants intermédiaires peut aller couper rm^ des b^es aune distancç in^nie. . /
PROBLEME II. Intersection de deux cônes à bas^^quelconqu.^.,
2[97;. {Fig. j%.) Soient (S, S') le sommet du premier cône, et AB la courbe qui lui. sert de base sur le plan horizontal : soient (T, T') etD£ les données analogues, pour le deuxième cône; alors, en menant s^ux bases des tangentes perpendiculaires^ à la ligne de terre, on obtiendra les droites S' A' et S'B', T'D' et T' E', pour les contours apparents de ces deux surfaces sur le plan vertical. Quant au plan horizontal, il n'y a d'antres limites que les traces AB et DE; car ici les sommets se trouvant projetés au dedans des base^, il est impossible de mener à ces courbes des tangentes, partant de&poixUs S et T (n^ 119),. ce qui serait nécessaire pour obtenir des. plans
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tangents verHcaux, Nous ferons d'ailleurs abstraotton des nappes èupMmrés dfss deux cônes, afin de ne pas rendre invisible, sur le plan horizontal, la branche dHnteraection qui proviendra des nappes inférieures, et qtii doit fixer spédalement notre attention.
298, Pour obtenir Finlersection de ces deux cônes, nous emploierons divers pkmë $écanî$ conàn\\% tous suivant la droite (ST, S'T') qttijoirdlês deux 9ommet$; car de tels plans ne produiront dans les deux surfaces que des sections recti&gnes fiiciles à construire, et d'ailleurs leurs traces horteontales devront évidemtnent passer toutes par le point R. Considérons donc celui de ces plans qui a pour trace la droite quelconque HIFGH : il coupe le cône T suivant deux génératrices projetées sur TF et T6, et le cône S suivant deux générsitrices projetées sur SI et SH ; or^ cette dernière droite rencontrant les précédentes aux points K et M, i\ s'ensuit quo ces deux points appartiennent à la projection horizontale de l'intersection de*mandée. Nous négligerons ici les points de section qui seraient fournis par l'àréte SI, attendu que cette droite ne va couper les gt^nératrices TP et T6 qu'au deli du sommet T, et que, par conséquent, ces points appartiendraient à la branche d'interscction située sur les nappes supérieures, dont nous sommes convenus de faire abstraction.
Quant au plan vertical, il suffira de projeter sur la ligne de terre les pieds F, G, H, des génératrices que nous venons de combiner, et leurs projecttons verticales T'F, T'es S'H', fourniront par leurs rencontres les points K' et Sf de la courbe d'intersection projetée sur ce plan; d'ailleurs, on sait que ces derniers points de* vront être liés avec K et M par la condition de se trouver deux à deux sur une même perpendiculaire à la ligne de terre; ce qui pourrait aussi servir à déduite ceux-là des autres, en n'employant que la seule génératrice S' IF sur le plan ver* tical. On opérera d'une manière toute semblable, pour d'autres droites partant du point R : mais nous recommandons de commencer le tracé de Tépure, par la recherche des divers points remarquables dont nous allons parler ; parce que ceux-ci sont essentiels à construire, et qu'une fois leur position fixée, il sera facile de proportionner le nombre des plans sécants intermédiaires, aux intervalles qui resteront entre les points déjà obtenus.
209. Points sur les plans limites. [Fig. 71.) Si la trace R de la ligne (ST, S'T) n^est pas placée en dedans des deux bases, on pourra mener de ce point deux droites RPQ et RUV dont chacune soit à la fois tangente à l'une des bases et sécanle par rapport à l'autre: alors ces droites seront les traces des plans sécants limites; car on voit bien que tout plan mené par les deux sommets, et qui se trouverait hors de l'espace angulaire VRQ, ne rencontrerait plus qu'un seul des cônes, et, conséquemment, ne pourrait renfermer aucun point de leur intersection. D'ailleurs, si l'on applique au plan limite RPQ le mode général dé consfraetion indip
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que au numéro précédent, on obtiendra Je point (L^ L') dans lequel la génératrioft (SLQi S^UQ) se trouvera ton^n^ à la courbe d'intergection dans Tespaoe^ et oè contactdevra se vérifier ^ar les deux plans de proieclionyùomme oo le voit dans notre épure. £n effet, la génératrice (SQ, S'Q') est contenue dans le plan limite RQ qui» par bypolhàse, sa trouve tangent au cône T suivant laréte TLP, et, par suite, dans le point (L, V)i mais cette génératrice (SQ, S'Q') se trouve aussi évidem^ ment clans le. plan qui toucherait le. cône S au point (L, U); donc elle est rinter» section des plans tangents menés aux deux surfaces par le point (L, L'), et, par conséquent (n® 213), elle est bien tangente à la courbe suivant laquelle se coupent ces surfaces.
On prouvera de métoe que le plan limite RUV fournit un point (N, N'), dans lequel la courbe est touchée par Taréte (SV, S'Y') sur les deux plans de pbojectîon^ 300. Points mr les contouri? apparenu. On fera passer des plans sécants par les points fi, £, D, où aboutissent les arêtes quiiorment le contour apparent de chaque Mirface, et par la méthode générale du n^ 298, on obtiendra les points (€, &% (6^ 6')^ (s, ^)i {&^ ^)j dans. lesquels la courbe touchera, mais seulement sur le pian vertical^ les arêtes correspondantes. £n effet, au point (ê, S') par exemple, la tao^» gente de la courbe dans l'espace est très-distincte de la génératrice (8B, &'B^): mais ces droites sont toutes deux dans le plan S'B'B tangent le long de cette fjéoérafrice; et comme ce plan est évidemment perpefiiiiculairQ au pian vertical ^ il en résulte que la tangente et la génératrice dont nous parlons se confondront «& projection verticale^ par conséquent, il faudra que la droite S' fi' touche la courbe sur le plan vertical, tandis que SB sera loin d'être tangente.à la projection horizontale. Observons, d'ailleurs, que ce sera toujours dans quelques*ujas des points dont nous tenons de parler qu'aura lieu le. passage de la partie visible k la partie tavciiblâ de la courbe d'intersection ; c'est pourquoi il est lràs*important de eoUstruire les points situés sur les contours apparents, préférablement à d'autres points qui seraient même très^voisins de ceu;x«là. Au surplus, nous donnerons bientôt une règle générale pour discorner les arcs visibles d'avec les arcs invisible», sur la courbe d'intersection.
501 i {Fig. 7&.) £a tangente en un point quelconque (M^ M'} de Cette courbe, Sera fournie (n^S13) par Tintersection des deux plans qui touchent les conei suivant les arêtes SMH et TMG : or les traces horizontales de ces plans sont les droites H9 et G9 tangentes aux bases; dono iepoint^fi ^ù se couprait ces dernières droites, est le pied 4e la tangente qui, par conséquent, a pour projection horiaontale la droite 6 M. Quant à la projection verticale Ô'M', on l'obtiendra en projetant le {Knnt 6 mt la ligne de terre tnd^^
808. On peut encore se proposer de trouver le point le plus bas et le point le plua haut de la courbe d'iiMeiMOtion, c'est^À-dire «cals ou la ttmgme ma hari^n-
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taie. Pour cela, il faudra d'abord chercher un plan sécant RjcX tel, qu'il coupe les bases en deux points x et X, pour lesquels les tangentes scjr et XY se trouvent parallèles : cette pi*emière recherche, qui sera plus ou moins facile suivant la nature des courbes AHB et DGE, pourra toujours s'effectuer d'une manière suffisamment exacte, par un petit nombre d'essais faits sur diverses sécantes menées du point R, et pour lesquelles les tangentes aux deux bases convergeront en sens contraire. Cela posé, on appliquera au plan sécant KxX la méthode générale du n^ 298, et l'on obtiendra un point (Ç, Ç'), pour lequel la tangente à la courbe d'intersection serait à la fois dans les deux plans tangents le long des arêtes Tx et SX; mais ceux-ci ayant des traces \r^ et XY qui, par hypothèse, sont parallèles entre elles, ne pourront se couper que suivant une droite parallèle aussi à XY, et par conséquent horizontale. Donc le point (Ç, S^) sera le point le plus bas de la courbe d'intersection, et l'on trouverait le point le plus haut d'une manière analogue.
305. Remarque I. (Fig. 7a.) Pour discerner sur la projection verticale de l'intersection les arcs visibles d'avec ceux qui ne le sont pas, il faut observer que si le cône S existait seul dans l'épure, les arêtes qui aboutissent sur l'arc AQB seraient toutes visibles sur le plan vertical, tandis que celles qui tombent sur l'arc AVB ne seraient pas vues; de même si le cône T subsistait seul, les arêtes visibles de cette surface seraient celles qui aboutissent sur DPE, tandis que toutes les autres seraient invisibles. Mais lorsque les deux cônes existeront simultanément, comme dans la question actuelle, il pourra se faire qu'une arête visible sur le premier se trouve cachée en totalité ou en partie par le second ; néanmoins si cette arête vient à rencontrer une génératrice aussi visible sur cette dernière surface, alors il est clair qu'elle redeviendra visible en cet endroit. D'un autre côté, lorsqu'un point se trouve sur une arête qui serait invisible en ne considérant que le cône auquel elle appartient, il est certain qu'à plus forte raison ce point restera invisible, quand les deux surfaces existeront à la fois. Par conséquent, nous pouvons poser les deux règles suivantes, au moyen desquelles le lecteur se rendra aisément compte des parties pleines ou ponctuées que renferme notre épure sur le plan vertical.
Un point de la courbe d'intersection sera visible, lorsqu'il sera fourni par ta reri' contre de deux giSnebatrices visibles l'une et l'autre sur chaque surface considérée isolément.
Un point de l'intersection sera ikvisible, quand il proviendra de la rencontre de deux génératrices DOirr une, au moins y sera invisible sur la surface à laquelle elle ap' partient.
Ces deux règles sont également vraies pour la projection horizoïltale; mais ici où les deux sommets se trouvent projetés en dedans des bases, il mexiste p^ de plan tangent qui soit vertical, et par suite (n^i06) toutes les arêtes de^l deux cônes
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sont visibles sur le plan horizontal, lorsque chaque surface existe seule et que Ton fait abstraction des nappes supérieures, comme nous en sommés convenus dans les données de la question. Par conséquent, l'application de la première règle nous montre que la courbe d'intersection est visible en totalité sur le plan horizontal, et qu'ainsi elle doit être marquée en trait plein.
304. Observons encore que les règles précédentes sont aussi applicables à Fint ersection de deux surfaces quelconques, pourvu que l'on entende par le mot génératrice^ la ligne droite ou courbe qui, par son mouvement, produit la surface particulière dont il est question ; et qu'après avoir déterminé (n^ 106) le contour apparent de cette surface sur chacun des plans fixes, on s'attache k reconnaître quelles sont les portions de génératrices, situées en avant ou au-dessus de ce contour apparent.
305. Remarque II. Dans l'intersection de deux cônes, comme dans celle de deux cylindres (n^ 295), il peut y avoir pénétration ou arrachement. Le premier cas arrive dans l'épure actuelle, parce que les traces RUY, RPQ, des deux plans limites sont tangentes à la même base; mais cette pénétration n'exclut pas toujours l'existence de branches infinies, comme on le verra dans l'épure yS. Il y aurait arrachement si l'un des plans limites se trouvait tangent à la première base, et l'autre tangent à la seconde.
306. DES BRANCHES INFINIES. (Fig. 73). Prenons pour exemple de cette recherche, le cône qui a pour sommet (S, S') et pour base la courbe ÂHNB, avec le cône qui a pour sommet (T, T) et pour base la courbe DFME. Ce n'est pas en examinant si les deux bases données par la question se coupent ou non, que l'on pourra se prononcer sur l'existence de branches infinies dans l'intersection des deux surfaces; mais c'est en cherchant s il existe, sur un des cônes, quelque généra^ trice qui soit parallèle à une des génératrices de l'autre cône; car, lorsque cette condition n'aura pas lieu, la rencontre de deux génératrices ne pourra jamais se faire qu'à une distance finie, et conséquemment aucune branche de l'intersection ne se prolongera indéfiniment, même quand les bases seraient ouvertes, comme des paraboles.
Maintenant, pour reconnaître s'il existe des génératrices qui soient parallèles, on fera mouvoir le cône S, parallèlement à lui-même, le long de la ligne (ST, S'T'), jusqu'à ce que son sommet soit venu en (T, T'), et l'on construira la nouvelle base ab ou la trace horizontale de ce cône ainsi transporté que je désignerai par S^. Cette base abj qui sera semblable à AB, s'obtiendra généralement en menant du point (T, T') des parallèles aux diverses génératrices du cône primitif S; mais si la base AB de ce dernier est un cercle, comme dans notre épure, il suffira évidemment de tirer la droite (TW, Ta) parallèle à (S'A', SA), et la droite (T'//, Tfe) parallèle à (S'B', SB), puis de décrire un cercle sur ab comme diamètre.
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507. Cela posé, s'il arrivait que la nouvelle base ab n'eût aucun point commun avec la base DE, on pourrait affirmer que les cônes Sj et T n'ont point d'arête coin* mune, et par suite que les cônes S et T n'avaient point d'arêtes parallèles. Donc^ dans ce cas, l'intersection des deux cônes primitifs n'admettrait aucune branche infinie.
308. Si, comme dans l'épure actuelle, la base ab coupe quelque part, en Q par exemple, la base DE du cône immobile T, les deux cônes S, et T auront une génératrice commune projetée sur TQ; puis, lorsque l'on ramènera S, en S, cette génératrice deviendra l'arête SP parallèle à TQ; et, comme vérification, il faudra que les points P et Q se trouvent en ligne droite avec R, puisque RQP sera la trace du plan qui contient ces deux génératrices parallèles. Dans ce cas, il existera certainement une branche d'intersection eyfjiV..., qui convergera vers le point infiniment éloigné où les deux arêtes parallèles SP et TQ tendent à se rencontrer.
Le second point de section qr où se coupent les bases ab et DE, fournira aussi, sur les cônes primitifs, deux génératrices parallèles projetées suivant Tç etSp; et celles-ci indiqueront l'existence d'une autre branche d'intersection sU... qui sera encore infinie.
309. Des asymptotes. Une pareille droite étant la tangente de la courbe pour le point infiniment éloigné où convergent les deux génératrices parallèles SP et TQ, elle sera fournie par l'intersection des plans tangents aux deux cônes, le long de ces génératrices. Or, comme ces plans ont pour traces horizontales les droites V$ et Qd tangentes aux bases, le point 0 où ces traces se couperont, appartiendra à Tasymptote demandée. Inquelle sera la droite d(ù menée parallèlement à TQ; car les plans tangents dont nous parlons, sont tous deux parallèles à cette génératrice. L'asymptote Ç(<> de Tautre branche infinie, s'obtiendra d'une manière semblable; mais par suite de la symétrie que nous avons adoptée ici pour les données, de part et d'autre du plan vertical RTS, cette seconde asymptote devra couper la première sur la droite RTS.
510. Branche infinie sans asymptote. S'il fût arrivé, après la construction du n®306, que la base abàxx cône transporté Sa eût touché en Q la base DE du cône immobile T, ces deux surfaces auraient eu encore une arête commune TQ, et les deux cônes S et T auraient présenté aussi deux génératrices parallèles SP et TQ; conséquemment l'intersection de ces surfaces offrirait encore une branche infinie, mais cette courbe n'admettrait plus d'asymptote. En effet, dans l'hypothèse actuelle, les bases ab et DE ayant une tangente commune en Q, les plans tangents aux cônes Sa et T le long de l'arête TQ, coïncideraient entièrement; donc, lorsque S, serait ramené parallèlement à lui-même dans la position primitive S, les plaD^ tangents le long des génératrices SP et TQ se trouveraient parallèles entre eux; et dès lors leur intersection, qui doit être l'asymptote demandée, se transporterait
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tout entière à une distance infinie, c*est-à-dire qu'elle n'existerait plus pour nous. C'est ce qui arrive dans une parabole du second degré, où les tangentes n'ont pas de limite finie.
Ainsi, généralement, chaque pomf de section entre les bases ab et DE, indiquera l'existence d'une branche infinie douée d* asymptote; et chaque point de contact entre ces mêmes bases, annoncera la présence d'une branche infinie dépourvue dasj'tnp^ iote. Au reste, ces deux circonstances peuvent se présenter à la fois dans l'intersection des deux mêmes surfaces coniques.
311. Après ces recherches préliminaires sur la nature de Tintersection, occupons-nous de construire les diverses branches de cette courbe, et menons d'abord les deux plans limites dont les traces RL, RK, sont tangentes au cercle AB et sécantes à l'ellipse DE. Chacune de ces traces, par exemple RL, fournira trois arêtes projetées sur SN, TM, TL, et situées dans le même plan ; donc leurs rencontres donneront deux points X et jti où la courbe sera touchée par les génératrices TL et TM (n^299). Pour un autre plan sécant BIGHF situé entre les plans limites, on obtiendra quatre arêtes qui fourniront seulement trois points y, ç, /, de l'intersection, parce que la rencontre des deux génératrices SH et TG n'aurait lieu ici qu'au delà des sommets T et S, et par conséquent sur les nappes supérieures des deux cônes, dont nous faisons abstraction par le même motif qu'au n°297.
Les points dont nous venons de déterminer les projections horizontales, se retrouveront sur le plan vertical, en projetant sur la ligne de terre les pieds des génératrices fournies par chaque plan sécant, et en joignant ces derniers points avec V et S'. D'ailleurs, si l'on considère les génératrices relatives au contour apparent des deux cônes, et qui, d'après la disposition actuelle dès données, sont toutes quatre situées dans le plan vertical RTS, on obtiendra immédiatement les points d\ ^, €', qu'il faudra projeter sur RT en rf, cf, e; puis^ comme les points V et U, où se coupent les deux bases, font évidemment partie de l'intersection des deux cônes, cette courbe se présentera ici sous la forme des deux branches distinctes
[df\tfixd,d'f\'^) et (V/ivfiU, V'fxV).
512. Il y aurait une troisième branche d'intersection, si nous avions eu égard aux deux nappes supérieures : mais, dans tous les cas où les bases des deux cônes seront des courbes du second degré, la totalité des branches de l'intersection devra former, sur chaque plan de projection, un système de lignes qu'une droite ne puisse rencontrer en plus de (quatre points. En effet, les équations de deux surfaces coniques étant alors elles-mêmes du second degré, ne pourront conduire par l'élimination d'une des variables x, y, z, qu'à une équation finale du quatrième degré au plus; de sorte que la combinaison de cette dernière équation avec celle d'une droite quelconque, ne fournira jamais plus de quatre sohitions communes.
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313. Dans l'épure actueUe, nous avons disposé les deux bases et les sooitnets de telle sorte, que le plan vertical RTS partage évidemment, en deux parties égales, toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires dans chacune des surfaces coniques, comme UV, LK,..* ; ain8Î, ce plan est un plan PRitrciPAL commun à ces deux 5tirfaces du second degré. Or, on sait qu'alors la courbe d'intersection est non-«eul€ment symétrique des deux cotés de ce plan, mais qu'en outre elle se projette en totalité sur ce plan principal, suivant une ligne du second degré ( * ) ; par conséquent, les courbes c'jul' V et d'ïfd' sont ici des portions d'une même hyperbole. D'ailleurs, la branche X'(^ prolongée jusqu'à la rencontre des deux génératrices A' S' ctE'-T, commencerait alors à recevoir la projection de la courbe suivant laquelle se coupent les nappes supérieures des deux cônes.
314. C'est encore par suite de la symétrie que présente l'intersectioii de ces deux cônes, de part et d'autre du plan vertical RTS, que cette courbe vient couper brusquement les génératrices du contour apparent aux points- d', ù et s'^ au lieu qu'en général, une courbe située sur une surface quelconque doit toucher, enpro^ jection^ le contour appai^ent dans le |)oint où elle le rencontre. En effet, pour ce point, la tangente de la courbe et celle du contour apparent sont toutes deux situées dans un plan tangent qui se trouve perpendiculaire (n^ 106) au plan de projection, et, par conséquent, les projections de ces deux tangentes se confon^ dent : mais» lorsqu'il arrive, comme ici au point {dy d')^ que la tangente de la courbe $e .trouve perpendiculaire au plan vertical, alors la projection de cette droite se réduit à xm point unique d\ et l* élément qui eût été commun à la courbe et au contour apparent, venant à s'évanouir sur la projection verticale, ces deux lignes n'ofïi*ent plus de contact entre elles.
315. {Fig. 73.) En projetant le point & ou | sur la ligne de terre, et menant une parallèle à la génératrice T'Q% on aurait l'asymptote commune aux deux branches p!Y' et X'rf' de l'hyperbole qui reçoit la projection verticale de l 'intersection ; mais les considérations précédentes ne fournissent pas la seconde asymptote de cette hyperbole. La raison de cette différence est facile à apercevoir : car les branches [iW et yd\ quoique indéfinies en elles-mêmes, ne reçoivent plus aucun point de l'intersection au delà de c' et de d' ; ainsi elles sont vraiment limitées, en tant qu'on ^ considère comme appartenant aux deux cônes à la fois, et, par suite, elles u'admettent pas d'aayptotes sous ce point de vue, qui est celui du problème actuel. Au lieu que, des deux brandies fx'V et X'(^', la première est vraiment indéfinie sous tous les rapports (n^ 312); et, quoique la seconde paraisse se terminer au pointe?', quand on la regarde comme le lieu des points communs aux deux surfaces coniques, néanmoins, après un intet*valie imaginaire sous ce rapport» cette
( *) Voy«6 V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimenstonsi chap. IX.
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braa$he redevient réeUe à partir du point de rencontre des génératrices A' S' et E'T" ; car elle reçoit alors la projection de Tintersection des deux nappes supérieures (n*' 308), qui est aussi une courbe indéfinie* Ainsi, par ce motif, la méthode des intersections devait, fournir l'asymptote de cette branche d'hyperbole-
PROBLÈME m. Intersection dwicme et d'un cy^lindre.
MG. [Fig. 74 0 Comme cette question a beaucoup d'analogie atnec les deux problèmes précédeaits, nous nous contenterons d'en indiquer la solution, par une figure en perspective. Soient donc SAB le cône et CDE le cylindre proposés : on mènera par le sommet S, une parallèle SB aux génératrices du cylindre; et en conduisant par cette droite divers plans sécants, ils produiront évidemment dans les deux surfaces, des sections rectilignes bien faciles à construire, et dont les points de rencontre mutuelle appartiendront à la courbe demandée.
317. Les plans sécants limites s'obtiendront encore en menant, par le point B, deux droites BK et BL dont chacune soit, à la fois, tangente à l'uiie des bases et sécante par rapport à l'autre; et ces plans fourni rcmt des points 011 la courbe sera touchée par les arêtes du cône, ou par celle du cylindre, selon que le plan limite KL coupera F une ou l'autre de ces surfaces, comme nous l'avons démontré au n^ 299.
318. Quand les deux bases seront des courbes fermées, il n'y aura de branche triy?n/^qu'autant.qu'une des génératrices du cône se trouvera parallèle aux arêtes du cylindre^ et on le reconnaîtra immédiatement, puisque alors la droite SB devra aboutir précisément sur le contour de la base ALBK. Encore, faudra-t-il que la tangente en ce point puisse couper la base du cylindre; sans quoi, aucune branche de l'intersection ne convergerait vers la génératrice SB, comme il est facile de l'apercevoir en constniisant la fignre relative à ce cas particulier.
PBOBLÈME iy« Intersection d'un cône et d'tmesplière concentriques.
319. {Fig. 75). Soient (S, S') le sommet et ABCDE... la base du cône proposé.; soient aussi XKY et X'Z'Y' les projections de la sphère qui a son centre en (S, S'), et. que nous supposons réduite ici à l'hémisphère inférieur, afin de laisser voir la courbe d'intersection sur le pl$m horizontal. Nous empknerons, pour couper ces deux surfaces, des plans verticaux menés par le sommet (S, S'); celui de ces plans sécapts qui a pour trace la droite quelconque SM^ rencontre la base du cône au point M^ et^ par conséquent, il coupe cette surface suivant l'arête (SM, S' M'), tandis que, dans la sphère^ il donne pour section un grand cercle. Si donc nous rabattons ce plan SM sur le méridien principal SY, le grand cercle coïncidera avec X'Z'Y', et la génératrice deviendra (SP, ST'); alors ces deux lignes se coupant au point (Q, Q'), il suffira de ramener celutK^i, au moyen d'un arc de cercle horizontal, sur la génératrice primitive en (m, m'}, et ce sera là un point de la courbe d'intersection du cône avec la sphère.
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320. Il bera bon d'appliquer, en même temps, la construction précédente aux deux plans méridiens 8M et SN qui rencontrent la base du cône en deux points M et N situés à égales distances de S, parce que Ton obtiendra, au moyen du même parallèle RQ' de la sphère, un second point (n, n') situé sur la généra trice(SN, S'N'), laquelle viendrait évidemment se rabattre aussi sur S'P\ En outre, on devra spécialement construire, par le même procédé, les points de la courbe d'intersection qui seront situés sut les arêtes
SA, S'A'), (SB, S'B'), (SE, S'F), (SF, S'F
lesquelles forment le contour apparent du cône, ou bien sont placées dans le méridien qui donne le contour apparent de la sphère, parce qu'on obtiendra ainsi les quatre points
OÙ la courbe doit toucher^ sur le plan vertical, Tun ou Fautre de ces contours ap** parents. D'ailleurs, d'après la règle établie au n^ 504, ce sera toujours dans quel* ques-uns de ces points que se fera le passage de la partie visible à la partie invisible • de la projection yerticale; ici, par exemple, ce passage a lieu en (6, 6'), et non pas en (fl, a'), parce que l'arête (SA, S'A') est déjà en arrière du méridien (SX, Z'X'); tandis qu'à l'autre extrémité de la courbe ce passage s'effectue au point (e, e'), parce que la génératrice (SE, S'E') est en avant du méridien (SY, Z'Y').
Quant à la projection horizontale, elle est visible en totalité, puisque Thémisphère supérieur est enlevé, que la surface conique est réduite à sa nappe inférieure, et qu'avant son sommet projeté au dedans de la base, elle n'admet pas ici de plan tangent qui soit vertical (n^ 503).
321. {Fig. 75.) Il est intéressant de déterminer la position précise du point gf', où la projection verticale de l'intersection présente un nceud. A cet effet, nous observerons que ce nœud doit provenir de deux points (jf, g') et (v, g') qui seront : 1^ placés sur deux arêtes SG, SV, confondues en projection verticale, et dont par conséquent les pieds répondront à une corde GV perpendiculaire à la ligne de terre; it^ situés sur un même parallèle de la sphère, et dès lors il arrivera, comme pré* cédemment pour les points m' et n', que les pieds des génératrices rempliront la condition SG £= SV, de sorte que la corde inconnue GV devra avoir son milieu I placé Sur SY. Or la droite AE étant évidemment le diamètre conjugué de toutes les cordes parallèles à EE', il s'ensuit qu'elle contient aussi le milieu 1 de la corde GV ; par conséquent cette dernière sera déterminée par la rencontre de AE avec SY, et en appliquant alors aux génératrices SG, SV, le procédé général du n^ 319, on trouvera les deux points qui se projettent en g' sur le plan vertical.
382. De la tangente. Pour obtenir cette ligne relativement au point quelconque (m, m' ), il faut chercher l'intersection des deux plans qui touchent la sphère et le
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cÀne en ce poinr. Or, d'après ce que nous avons dit au n^ 153 pour une «iirface de révolution, il suffira évidemment de mener en QMa tangente Q'T' au méridien principal de la sphère, puis de rapporter la distance D'T en ST, sur le méridien SM, et enfin de tirer perpendiculairement à ce dernier plan la droite Td, qui sera la trace horizontale du plan langent de la sphère pour le point (m, m'). Quant au plan tangent du cône, il touchera cette surface tout le long de la génératrice (SM, S' M'), et par suite il aura pour trace la droite Mo qui touche la base au point M. Donc le point 0 où se coupent ces deux traces, appartient à la tangente demandée, laquelle est par conséquent projetée sur ôm et sur 6' m'.
323. On peut aussi construire le point ie plus haut ou le plus bas delà courbe^ c'est-à-dîre plus généralement les points où la tangente sera horUontalje. En effets puisqu'une pareille droite se trouvera contenue à la fois dans les deux plans tangents aux surfaces proposées, il faudra évidemment que ceux-ci aient leurs traces horizontales parallèles Tune à Tautre. Or, en supposant que le point cherché soit sur la génératrice (SC, S'C), le plan tangent du cône aurait pour trace la tangente au point G de la base, et le plan tangent de la sphère aurait sa trace horizontale perpendiculaire au méridien SCK; ainsi, pour que ces deux traces soient parallèles, il faudra que SC se trouve normale k la courbe ABDE. Donc, en menant du point S dans le plan horizontal, une normale SC à la base du cône, et construis sant par Je procédé général du n° 519, la rencontre de la génératrice (SC, S'C) avec la sphère, on obtiendra le point (c, d) où la tangente de l'intersection se trouvera horizontale. Ce point est ici le plus bas, et Ton aurait le point le plus haut en menant une seconde normale qui aboutirait vers le point L de la base : mais nous n'avons pas exprimé cette dernière construction sur notre épure, parce qu'il en serait résulté de la confusion avec quelques autres lignes essentielles à manifester.
D'après les données actuelles, on ne peut mener du point S que deux normales
à l'ellipse ABDE; mais, pour une autre position de S, le nombre de ces normales
pourra s'élever jusqu'à guafre, ainsi que nous allons le prouver; et alore la courbe
• d'intersection présentera, avec des inflexions, quatre points où sa tangente sera
horizontale.
324, {Fig. 76.) Mezter une kobmale à une courbe plane ABDE, par un point S donné dans son plan. Ce problème, dont la solution serait utile dans la question précédente, ne peut être résolu par une marche directe qu'en traçant d'abord la développée uSâs de h courbe primitive, laquelle développée s'obtient (n° 197) par les rencontres successives des normales menées en des points très-voisins sur la courbe ABDE; ensuite, il reste à tirer du point S une ou plusieurs tangentes à cette développée, opération qui s'exécute avec toute la précision désirable, en dirigeant une règle de manière qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie sur la courbe aSd^e. La seule incertitude qui pourrait rester ici, porterait sur la position précise
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du point de contact de cette tangente avec la développée; mais cette position est tout à fait indifférente dans la question actuelle, tandis que le point C, où aboutira la normale sur la développante ÂBDE, sera clairement déterminé.
Si la courbe primitive ABDE est une ellipse, comme dans Tépure précédente, on sait (n**200) que la développée aS&s présentera quatre branches qui se réuniront par des points de rebroussement situés sur les axes; et alors, quand le point donné S se trouvera au dehors de la développée, on ne pourra évidemment tirer à cette courbe que deux tangentes SC et SL, lesquelles seront les normales demandées pour la courbe primitive ABDE. Mais, si le point donné S' se trouve en dedans de la développée, on pourra mener à celte courbe quatre tangentes, savoir SX et S'C* qui toucheront, comme tout à l'heure, les branches c^cet Sa; puis, en outre, deux autres tangentes S'C et S'C qui toucheront la même branche ê^, entre laquelle et les deux axes, se trouve compris le pçint donné S'. Par là nous avons suffisamment jus(i6é l'assertion émise à la fin du n®323, sur le nombre des normales que l'on pouvait mener à la base elliptique du cône, par le point S.
325. {Fig, 77.) Méthode par une courbe d'erreur. Pour résoudre le problème de la normale menée d'un point S à une courbe plane AA'A"A*'..., on donne quelquefois une méthode qui, malgré le défaut grave qu'elle présente, mérite cependant d'être connue. Par un point arbitraire A de la courbe proposée, menons-lui une tangente AT, et abaissons sur cette dernière la perpendiculaire ST. Si le point A était vraiment celui où doit aboutir la normale partant de S, il est évident que le pied T delà perpendiculaire abaissée sur la tangente, devrait coïncider avec A, c'est-à-dire se trouver sur la courbe donnée AA'A"... : la supposition précédente est donc erronée; mais, en menant diverses tangentes A'T', A^T^,..., et abaissant dessus les perpendiculaires ST', ST',..., les pieds T, T', T^,... formeront une courbe d*erreur ou courbe auxiliaire TT'T"..., qui, par sa rencontre avec AA'A"..., fournira le point !N ; et alors la normale demandée sera SN.
526. Malheureusement, il arrive que la courbe auxiliaire TT'T^..., loin de couper AA'A". . . sous un angle bien prononcé, ce qui serait nécessaire pour accuser nettement la position du point N, se trouvera toujours tangente à la courbe primitive. Par conséquent, cette marche laissera autant d'incertitude sur la position de N, que si, après avoir mené les normales aux deux points voisins A et A% et avoir reconnu que Tune passait au-dessus de S et l'autre au-dessous, on se fût contenté d'estimer, à vue d'œil, la situation de N entre les points A et A'. Il faut donc avoir soin, dans tous les problèmes où l'on emploiera une courbe d'erretir, d'éviter l'inconvénient que nous venons de signaler, et qui aurait encore été plus sensible, si le point S eût été placé en dedans de la ligne A A'A". . . ; parce qu'alors la courbe d'erreur aurait tourné sa concavité vers AA'A ''..., et qu'elle eût ainsi laissé plus d'incertitude sur le lieu du contact véritable.
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Qupi qu'il en soit, observons que, quand Ja ligne donnée A A' A"... sera fermée, la cQurhe d'erreur Tï'ï".,. sera pareillement fermée, et que, si le point S çst placé au dehors de la courbe primitive, la courbe d'erreur passera deux (bis par ce point S, en y offrant un nœud suivant la forme
T^r'rsT*rT*T^...
D'ailleurs, elle touchera une seconde fois en n la ligne donnée AA'A"..,, ce qui fournira une seconde normale Sn, dont la direction ne coïncidera pas, en général, avec celle de la première normale SN, quoique cela arrive ici à cause de la forme circulaire que nous avons adoptée pour la ligne primitive.
527. {Fig. 77, ) Meiïer une tangente à une courbe plane BB'B". . . par un pointS donné dam son plan. Quoiqu'il suffise, pour obtenir la direction de cette tangente SM avec toute l'exactitude que comportent les opérations graphiques, de diriger une règle de manière qu'elle passe par le point S et qu'elle s'appuie sur la courbe BB'B"..,^ néanmoins il reste quelque incertitude sur la positiqp du point de contact M; et si l'on a besoin de connaître celui-ci avec précision, on pourra le déterminer, au moyen d'une combe derreur, en, admettant toutefois que Ton sait mener les tangentes à la ligne BP'B"... par des points donnés sur cette courbe.
On construira les normales BT, B'X', B"!'",... pour divers points pris sur la ligne donnée, et l'on abaissera sur ces normales, les perpendiculaires ST, SP, SI",..., Alors on sent bien que si B", par exemple, était le point de contact de la tangente partie de S, il devrait arriver que le pied T'' de la perpendiculaire abaissée sur la normale en B', coïncidât avec le point B", c'est-à-dire que T" devrait se trouver sur la courbe donnée; et puisqu'il n'en est pas ainsi, la supposition précédente est erronée: mais il en résulte que la courbe d'erreur TT'T"... devra passer par le point de contact que l'on cherche, et, par conséquent, ce point M sera fourni par l'intersection de la ligne TT'T''... avecBB'B"..,. Ici ces deux courbes se coupent véritablement, et la méthode n'est pas sujette à l'inconvénient signalé au n^326; d'ailleurs, comme la courbe d'erreur rencontre une seconde fois en m, la ligne donnée BB'B'..., il y a une seconde tangente Sm que l'on peut mener du point S.
528. {Fig. 74 bis.) Autre solution. Voici une nouvelle méthode qui aura l'avantage de ne pas exiger que l'on sache construire les normales, ou les tangentes de la courbe proposée, pour des points assignés sur cette ligne. Soit XMY la courbe à laquelle il s'agit de mener une tangente par le point S : je tire de ce point une sécante quelconque SBA sur laquelle j'élève deux perpendiculaires Aa, et BS, égales chacune à la corde interceptée AB, et partant des deux extrémités de cette corde, mais dirigées l'une en dessus et l'autre en dessous de la sécante; je répète cette opération pour d'autres sécantes SB'A', SB" A",,.., et la courbe a*aS6'' déterminée
édit. ao
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par les extrémités de toutes ces perpendiculaires, devra évidemment passer par le point de contact cherché de la tangente SMT, puisque cette tangente est une sécante dont la partie intérieure se tix)uve égale à zéro, far conséquent, la rencontre des courbes XMY et a'"a6ê*', fera connaître le point M que Ton doit joindre avec S pour obtenir la tangente demandée; ou du moins, cette rencontre servira à fixer la position du point de contact M de la tangente ST, si Ton s*est contenté, comme nous l'avons dit plus haut, de tracer cette droite ST avec la règle. Il est évident, d^ailleurs, que si Ton renverse toutes les perpendiculaires du c6té opposé à celui où on les a d'abord élevées, on obtiendra une seconde courbe auxiliaire qui devra encore passer par le même point M, et pourra servir de vérification; et qu'enfin, il sera permis d'attribuer à chaque perpendiculaire, une longueur égale ou dooWe ou à la moitié de la corde correspondante, rapport qu'il peut être utile de fiiirc varier, suivant la forme plus ou moins aplatie de la courbe donnée dans les environs du point M.
529. On pourrait aussi recourir à une courbe d*erreur, pour résoudre les pro* blêmes suivants :
Mener à une courbe plane une tangente parallèle à une droite donnée dans son plan;
Mener une tangente commune à deux courbes situées dans le même plan.
Mais, dans ces questions, il y aura toujours autant, et même plus d*exflclitude â employer simplement une règle que Ton appuiera sur les deux courbes données, t>u sur la courbe unique et dans la direction assignée^ que d'avoir recours à des lignes auxiliaires dans la forme desquelles il entre toujours un peu d'arbitraire. Seulement, quand le lieu du contact paraîtra incertain et qu'on aura besoin de le connaître avec plus de précision, on pourra, après avoir mené la tangente, recourir à la méthode du numéro précédent.
PROBT^ÈME V. Développement d^une surface conique à base quelconque.
530. Le problème que nous avons résolu au n**319, peut servira efléchier ce développement. Car, si après avoir construit la courbe d'intersection [abcdm,.*^ a'b^cfctm'...) {fig, ^S), du cône proposé avec une sphère d'un rayon arbitraire et dont le centre est placé au sommet, on développe (n*'222) le cylindre droit qtrf projette cette courbe suivant abcdm...^ et qu'on trace sur ce cylindre développé, là transformée de la ligne à double courbure {abcdm..,^ a^b'dd'm^.,.)^ on obtiendra une courbe plane que je désigne par aêyc^jut..., et dont les arcs, faciles à mesurer alors, auront la même longueur absolue que ceux de la ligne à double courbure. Ensuite, comme tous les points de cette dernière courbe se trouvaient, sur le cône? & égales distances du sommet, il est certain qti'après le développement de la swi*face conique, ces mêmes points devront être placés tous sur la circonférence d'un "cerclé décrit d'un point arbitraire S", et avec le rayon S'Y' de la sphère sécante. Par conséquent, après avoir tracé cette circonférence sur le plan du dév^loppemept
CHAPITRE m. — INTERSECTIONS DE DEUX SURFACES COURBES. l
(dous^ laissons au lecteur le soin d^eflfectuer ces diverses opérations), on devra y marquer des arcs
égaux en longueur absolue aux arcs
ag, Çy, ycf, c^/x,....
de la première transformée; puis, en joignant les points de division a', 6', /,... avec le centre S'', il restera à porter sur ces rayons des longueurs
respectivement égales à celles des génératrices du cône qui aboutissaient aux divers points
A, A'), (B,B'), (C,C), (D,DO, (M, M
et par là on obtiendra le développement de la surface conique, sur lequel la base primitive aura pour transformée la courbe
531. Dans cette méthode, la courbe intersection du cône avec la sphère concentrique coupe évidemment toutes les génératrices à angles droits; de sorte qu^elle lient lieu ici de ce que nous avons nommé dans les cylindres la section droite Où section ortliogonale, courbe qui nous a servi très-commodément (n** 245) à développer un cylindre quelconque, parce que nous connaissions d'avance la forme irectiligne qu'elle devait prendre après le développement du cylindre. Dans les surfaces coniques, on connaît aussi d'avance la forme circulaire que doit prendre, sur le développement, la section ortliogonnle du cône, faite par une sphère con-r centrique; mais malheureusement cette section n'est plus une ligne plane, de sorte que pour mesurer ses arcs on est obligé de lui faire perdre une ses courbures (*), en effectuant le développement préalable d'un cylindre. Ainsi, il faut avouer que celte méthode exigeant un grand nombre d'opérations préliminaires qui nuilti* plient toujours les chances d'erreurs, elle ne fournira pas des résultats graphiques plus exacts que si l'on avait suivi la marche plus courte indiquée au n** 267.
PROBIJÈME VI. Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se ren^ contrent.
552. {Fig. 78.) Choisissons les plans de projection de manière que le premier soit parallèle aux deux axes, et le second perpendiculaire à l'une de ces droites; CQ dernier plan étant regardé comme horizontal, Taxe de la première surface aura pour projections la verticale O'Z' et le point O, tandis que l'autre axe sera pro-
(^) Nous parlons ici suivant le langage ordinaire^ mais voyez ce que nous disons de la courbure da Ugaea gaucbes au &«* f et OM.
ao.
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jèlé suivant Tl T, et OI parallèle à la ligne de terre. Les méridiens principaux A'B'C et a'b'c'y c*est-à-dire ceux qui se trouvent dans le plan vertical OI^ sont donnés par la question, et se projettent verticalement suivant leur véritable grandeur; ces courbes, qni forment en même temps les contours apparents des ckux surfaces (n° 131) sur le plan vertical, sont ici deux ellipses; mais la méthode que nous allons exposer est indépendante de la nature des méridiens. Sur le plan horizontal, le premier ellipsoïde a pour contour apparent Téquateur BLX/; et quant à l'autre surface, nous n'en ferons pas mention sur ce plan de projeclfon, parce que le tracé de son contour apparent exigerait ici la recherche de la courbe de coniacl de cet ellipsoide avec un cylindre circonscrit et vertical (n** 106), question que nous apprendrons à résoudre plus tard, mais qui compliquerait sans utilité le problème actuel.
, 333. Cela posé, observons que deux surfaces de révolution qui ont un axe commun en direction, ne peuvent se couper que suivant un ou plusieurs cercles perpendiculaires à cetaxe^ et décrits par les points où se rencontrent leurs méridiennes. D'ailleurs, une sphère pouvant être tjonsidérée comme de révolution autour de chacun de ses diamètres, si nous imaginons une série de sphères sécantes, ayant toutes pour centre le point {Z\ O) commun aux deux axes, chacune de ces sphères coupera les surfaces proposées suivant deux cercles respectivement perpendiculaires aux axes, et dont il sera facile d'avoir les points de section* En effet, traçons du point Z', avec un rayon arbitraire, le cercle D'F'E'G' pour repré* senter la projection d'une de ces sphères : elle i encontre les méridiennes données aux points IK et E', F' et G'; alors il résulte des observations précédentes que les droites Ji'W et F' G' sont les projections verticales des deux cercles suivant lesquels les ellipsoïdes sont coupés par la sphère projetée sur D'FŒ'G. Or, les plans de ces deux cercles ayant pour intersection une corde horizontale (M', M m) qui tombe ici en dedans du contour de la sphère, nous pouvons affirmer que leurs circonfé* rences, situées d'ailleurs sur cette splière^ se couperont elles-mêmes en deux points projetés verticalement sur M', et horizontalement eu M et m, à la rencontre de la corde Mm avec le cercle (DIV^E, D'E'). Ces points étant évidemment communs aux deux ellipsoïdes, appartiendront à leur ligne d'intersection; et des opérations semblables, répétées sur d'autres sphères décrites toujoui*s du point Z', fourniront pour les deux projections de cette courbe les lignes
K'UM'H' et KLMHm/K.
334. Il faudra spécialement appliquer la méthode précédente à la sphère qui passe par l'équateur (B'X', BLX); parce qu'on déterminera ainsi les deux points (L', L) et (L'j /) à partir desquels la courbe passe au-dessous de l'équateur, et devient invisible sur le plan horizontal. D ailleurs^ quoique cette courbe d'intersection
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soit bien loin d'être, dans l'espace, taijgente à l'équateur, néaàtnoins les tangentes de ces deux lignes pour le point (U, L) se trouvant Tune et l'autre dans le plan langent qui est évidemment vertical tout le long de l'équateur, il en résulte que les projections horizontales de ces deux tangentes se confondront; et qu'ainsi la courbe KLM. . : touchera le cercle BLX en L et /.
355. Cette conséquence générale ne souffrira d'exception que quand la tangente au point (U, L) de la ligne à double courbure se trouvera exactement verticale. Alors Télément qui eût été commun aux projections horizontales de cette txingente et de l'équateur, disparait ou se réduit à un point mathématique; de sorte que la courbe cesse de toucher l'équateur, et vient le couper en formant ordinairement un rebroussement. Une drconstance analogue va se présenter ici pour les points (K', K) et (H', H), qui sont donnés immédiatement par la rencontre des deux méridiens principaux. En effet, dans chacun de ces points, les plans tangents aux deux surfaces sont nécessairement perpendiculaires aux plans méridiens, et, par suite, au plan vertical; donc leur intersection qui serait la tangente de la courbe, est aussi perpendiculaire à ce plan vertical, et s'y projette suivant un point unique'; d'où il arrive, par les raisons précédente^, que la projection K'L'H' n'offre plus de contact avec les contours apparents des deux surfaces, tandis que ce contact â lieu ordinairement. D'ailleurs, il n'y a point ici de rebroussement aux points K' et H', parce que les denx branches de l'intersection, situées l'une en avant et Tantré en arrière du plan wrtical OI, ont des positions symétriques et se confondent en projection verticale, comme on le voit d'après la construction générale qui a donné les deux points (M, M') et (m. M').
356. {Fig. 78.) Il est utile d'observer que la projection verticale K'L'H' sera nécessairement une ligne du second degré , toutes les fois que les deux surfaces de révolution seront elles-mêmes de cet ordre. En effet, le plan vertical Ol étant un plan méridien pour Tune et pour l'autre de ces surfaces, il divise évidemment en deux parties égaies tontes les cordes qui lui sont perpendiculaires, telles que (Mm, M') ; donc ce plan est un plan principal qui se trouve commun aux deux surfaces, et aloi's on démontre par un calcul fort simple que Tintersection de celles-ci se projette sur ce plan principal, suivant une ligne du second degré (*"). On devra donc profiter de cette notion acquise d'avance sur la nature de la courbe K'L'H^ pour redresser les erreurs de construction qui tendraient à produire, dans cette ligne, des inflexions ou une courbure qui ne s'accorderaient pas avec la forme bien connue des sections coniques.
337. Observons encore que, quel que soit le degré des deux surfaces de révo-
(*) Ce théorème intéressant est dd à M. /. Bînet. Voyez V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions, chap. IX.
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lution, ta Courbe plane K'L'H' considérée en elle-même, et indépendamment de la coui*be gauche dont elle reçoit la projectîoYi verticale, ne se termine pas brusquement aux points ¥k' et H^; mais qu'elle doit se prolonger au delà pour rentrer sur elle-même, ou pour s'étendre indéfiniment. De sorte qu'en continuant de tracer sur le plan vertical des cercles qui aient toujours le point 2' pour centré, et qui s'étendent au delà ou en deçà des points H' et K^ on pourra, si la forme des méridiens leur permet d'être encore coupés par ces cercles, obtenir des points de la courbe K'UH', situés au dehors de la partie qui reçoit la projection de l'intersection des deux surfaces. Cette circonstance, que l'on apercevra plus clairement dans l'épure 79 relative à' une question analogue (n** 34i), tient à ce que la propriété graphique qui sert à trouver chaque point M' de la Courbe plane K1/W est plus générale que la définition de ce même point, considéré comme la projection d'un point commun aux deux surfaces. En effets sous ce dernier rapport, i) faut que M' soit non-seulement à la rencontre des deux cordes D'£' et PG', mais encore situé dans Tintérieur du cercle DT'£'G\ comme nous l'avons énoncé n^533; de sorte que, quand les deux cordes D'E^ et F'G' ne se couperont que daus leur prolongement» le point de section conviendra bien encore à la courbe plane K'L'HS mais non plus à la courbe gauche suivant laquelle se coupent les deux surfaces de révolution.
538» {Fig. 78.) De la. tangente; première méthode. Nous pouvons trouver cette droite pour le point (M» M'), en cherchant l'intersection des plans qui touchent les deut surfaces en cet endroit. Or, le plan tangent relatif à l'ellipsoïde A'B'C, s'obtiendra (n° 155) en transportant le point M' en \3f sur le méridien principal, puis en traçant la tangente D'V à ce méridien; alors^ si l'on ramène le pied (T, T") de cette tangente en T sur le méridien OM, la droite TY perpendiculaire à OM sera la trace horizontale du plan cherché.
Quant à l'ellipsoïde a'i/c' dont Taxe n'est pas vertical, je ramène d'abord le point M' en F' sur le méridien principal; puis, je construis la normale F'N\ de laquelle je conclus (n*^ 156) la normale (M'N', MN) relative au point (M, M'); et alors il me suffira de mener par ce point un plan perpendiculaire à cette dernière normale. Pour cela, j'imagine dans ce plan une droite parallèle à sa trace verticale» el dont la projection verticale sera la ligne M'P' perpendiculaire à M'N^ tandis que sa projection horizontale sera MP parallèle à la ligne de terre; ensuite, par le pied (P, P') de cette ligne auxiliaire, je mène perpendiculairement sur MN la droite PQ qui sera évidemment la trace honzontale du plan tangent au point (M| M') de Tellipsoûle a'6'c'.
Cela posé, les traces PQ etTY des deux plans tangents allant se rencontrer au point 0^ c'est là le pied de la tangente demandée^ laquelle a ainsi pour projections ÔM et e'M'-
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359. Deuxième méthode, par le plan normal Nous avon» vu an n° 214 que la tangente à rintersecti:>n de deux surfaces devait être perpendiculaire au plan mené par les deux normales de ers surfaces; il nous suffira donc de trouver ce plan, qui est lui-même normal à la courbe. Or, nous avons déjà constniit la normale (M'N'i MN) pour le deuxième ellipsoïde; quant au premier, nous mènerons au point D' du méridien principal, la droite D'B' perpendiculaire sur la tangente D'T, et alors on sait (n° 150) que la normale pour le point (M', M), sera la droite (M'R', MO). Gela posé, il serait bien facile de trouver la trace verticale du plan mené par les deux normales ci-dèssus indiquées; mais, comme nous avons besoin de connaître seulement la direction de cette trace, et qu'elle sera la même sur les plans verticaux 01 et OT qui sont parallèles, nous observerons que les normales en question vont rencontrer les axes en R' et N'; d'où il résulte immédiatement que N'R' est la trace du p!an normal sur le plan vertical 01, et qu'en tirant par le point M' la droite M' 9' perpendiculaire à cette trace, on aura la projection verticale de la tangente demandée.
Pour obtenir Tautre projection, prolongeons jusqu'au plan horizontal d^u» quelconques des droites qui réunissent les trois points (M', M), (N', N), (R', O), lesquels sont situés dans le plan normal. Ici, on voit que la droite (N'MS NM) perce le plan horizontal au point a, et que la droite (N'B', NO) le rencontre en 9; donc aS est la trace horizontale du plan normal, et en lui menant une perpendiCu*laire M 9, <^c sera la projection horizontale de la tangente cherchée.
340. {Piy 78.) La méthode que nous venons d'employer est non*seulement plus simple, dans certains cas, que celle des deux plans tangents, mais elle offre encore l'avantage de pouvoir quelquefois s appliquer à des points particuliers, pour lesquels l'autre méthode serait insuffisante.
Considérons, en effet, le point (K, K') situé à la fois sur les deux méridiens principaux : à cause de cette position particulière, les deux plans tangents seront l'un et l'autre perpendiculaires au plan vertical, et, par suite, leur intersection qui est la tangente de la courbe (K'U H', KLII,...), sera projetée horizontalement suivant une perpendiculaire à KO, et verticalement en un point unique Kf. Cette construction fait connaître la position qu'occupe, dans l'espace, la tangente de la courbe gauche; mais elle n'apprend rien sur la droite qui toucherait en K' la courbe plane K'UH', droite que l'on doit regarder comme la projection de la tangente qui précéderait immédiatement, dans Tespace, celle qui s'est réduite à. un poiot unique en se projjetant sur le plan vertical : tandis que la considération des deux normales manifeste une propriété constante dont jouit la courbe plane K'L'H' regardée comme tracée dans le plan des deux méridiens, et indéfiendamment de la ligne à double courbure dont elle reçoit la projection. Cette propriété consiste en ce que, si l'on transporte le point quelconque Mf sur les deux méridiens, eà
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D' et en F' par des perpendiculaires aux axes, puis si Ton tire les normales D'R' et F'N', la droite R'N' sera toujours perpendiculaire à la tangente en M'. Or, cette relation subsistant pour tous les points de la courbe plane K'L'H', et ne portant que sur des lignes situées dans son plan, elle doit être vraie aussi pour le point K' où elle demeure évidemment applicable avec encore plus de simplicité, puisque ce point est par lui-même transporté sur les deux méridiens. Par conséquent, il suffira de mener les normales K'V et KMJ', puis de tracer la droite U'V, sur laquelle on abaissera la perpendiculaire K'S' qui sera la tangente demandée.
Une construction semblable fera trouver la tangente au point H'.
PROBLEME VII. Intersection d' un paraboloide avec un hyperboldide y tous deux de révolution, et dont les axes se rencontrent.
341. {Fig. 79.) Soient (O, O'Z') l'axe du paraboloïde, et A'C'B' le méridien principal de cette surface que nous supposerons terminée au cercle (A'B% AB), de manière que Tintérieur de ce paraboloïde soit visible sur le plan horizontal. Soit aussi (01, ZT) Taxe de Thyperboloïde, ce qui suppose que le plan vertical de projection a été choisi parallèle aux deux axes à la fois : quant au méridien de cette seconde surface, nous ne le regarderons pas comme donné par la question, parce qu'alors le problème rentrerait entièrement dans celui du n® 352; mais nous définirons Thyperboloïde au moyen de la génératrice rectiligne (PQ, FQ') qui l'engendrerait en tournant autour de la droite fixe (01, ZT), sans toutefois considérer celte seconde surface comme réellement existante; c'est-à-dire qu'ici le paraboloïde subsistera seul, et sera traversé suivant une certaine courbe par les diverses positions de la droite mobile (PQ, P'Q'). Du reste, pour trouver celte courbe, nous emploierons encore des sphères sécantes (n^333) décrites toutes du point Z'; seulement, comme nous ne connaissons pas à priori le méridien de l'hyperboloïde, nous ne tracerons plus arbitrairement le grand cercle dVne de ces sphères^ mais nous commencerons par construire un parallèle de cet hyperboloîde.
342. Menons donc par un point «' pris à volonté sur l'axe, un plan F «'G' qui lui soit perpendiculaire : ce plan rencontrera la génératrice au point (S', S), dont la distance au point w' sera évidemment l'hypoténuse d'un triangle rectangle construit sur les côtés oa'ê' et S'ê" = aê; ainsi, en décrivant avec cette hypoténuse a>'S" un cercle F' 6" G', ce sera le rabattement du parallèle suivant lequel l'hyperboloïde est coupé par le plan F'co'G'; et les extrémités F' et G' de son diamètre, sers^ent deux points de Vhjperbole méridienne située dans le plan vertical OI.
Cela posé, adoptons pour rayon d'une de nos sphères sécantes, la distance Z'F. Alors, une pareille sphère coupera l'hyperboloïde suivant le parallèle projeté sur F G', et le paraboloïde suivant un cercle projeté sur ly E^ ; par conséquent le point
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M' OÙ se rencontrent ces deux, cordes, et qui tombe en dedans de la sphère, représente la projection verticale des denx points où se coupaient les circonférences 'de ces parallèles. Ce sont donc là deux points de Tintersection des surfaces proposées; et on les retrouvera sur le plan horizontal, en y traçant le parallèle (DME, D'F) et abaissant la verticale M' m M.
543. Des constructions analogues fourniront autant de points que l'on voudra de la courbe
(K'UX'M'H', KLXMHm/K),
suivant laquelle le paraboloîde est coupé par Thyperboloïde; et le méridien V'F'S'U' de cette dernière surface, qui se conclura de tous les points tels que F, devra toucher, sur le plan vertical, la projection de la génératrice au point (S, S') dans lequel cette droite traverse le méridien principal OT. D*ailleurs, ce sera la rencontre de ce méridien V'F'S'U'avec le méridien du paraboloîde, qui fournira les points extrêmes de l'intersection (K, K') et (H, H').
344. Observons aussi qu'une même sphère pourra fournir deux points tels que L' et X' situés sur un parallèle unique, et appartenant tou^ deux à l'intersection des surfaces proposées; tandis que, d'autres fois, une sphère sécante fournira deux points M' et /x', dont un seul appartiendra véritablement à l'intersection, parce que le deuxième serait placé en dehors du contour de la sphère. Cependant ce point fi\ continuant de satisfaire à la propriété graphique qui sert à construire chaqiie point de la courbe plane K'M'H', considérée indépendamment de la courbe gauche dont elle reçoit la projection, appartiendra toujours au prolongement de cette ligne plane, comme nous l'avons expliqué au n*^ 537; et celle-ci sera évidemment une hyperbole, d'après les raisons citées au n^ 336.
345. De la tangente. Cherchons, comme au n° 539, les normales des deux sur- £icespour le point quelconque (M, M'). Dans le paraboloîde, la normale E'R' du méridien fait connaître le point R' où aboutirait, sur Taxe O'Z', la normale de la surface en (M, M'); et sans tracer cette dernière droite, il nous suffît d'avoir obtenu ce point R'.
Dans Thyperboloïde, dont le méridien n'est pas donné par la question, j'observe que le plan tangent relatif au point projeté en (6, S') et rabattu en S*, passerait par la tangente ê"T du parallèle et par la génératrice (êP, ê'P') qui perce le plan . vertical 01 en (S, S') : par conséquent, sur ce plan des deux axes, le plan tangent aurait pour trace la droite TS' ; donc, en lui menant une perpendiculaire 6'N', ce sera la projection de la normale relative au point (6, &). Mais ce point est sur le même parallèle que (M, M') ; donc aussi, pour ce dernier, la normale delà surface rencontrerait l'axe FZ' au point N'; ainsi cette normale est suffisamment déterminée.
Cela posé, le plan des deux normales eji (M, M') coupera évidemment le plan
4« édit. ?ï
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vertical 01 suivant la droite R'N' ; donc, en abaissant sur cette ligne une perpendiculaire M' 6', ce sera la projection verticale de la tangente à la courbe d'intersection. Ensuitei nous pourrions chercher sur le plan horizontal de projection, la trace du plan des deux normaleSi lequel passe par trais points connus {W, M), (R', O), (N', N); mais il sera beaucoup plus court de déterminer cette trace sur ]^ plan hori^ïontal D'E', où est déjà situé le point (Mj M'), Car en prolongeant R'N' jusqu'à ce qu*elle coupe ce plan en p% et projetant ce dernier point en p> la droite /9 M sera évidemment la trace demandée; ai donc on lui mène la perpendiculaire M^y on aura la projection horizontale de la tangente à rinlersection des deux surfaces,
346. Remarqub. La Méthode des sections hormntoU$ qui suffit toujours pour trouver l'intersection de deux surfaces quelconques, quoiqu'elle soit souvent trèslaborieuse, est susceptible, dans certains cas, d'une modification qui la rend trèsavantageuse, et que nous allons expliquer sur un exemple assez simple pour que 1q lecteur puisse tracer lui-même l'épure. Désignons par S un cône qui a pour base ou trace horizontale une courbe quelconque B ; soit S' un autre cône dont la base est un cercle C. En coupant ces deux surfaces par un plan horizontal quelconque, on obtiendrait deux courbes 6 et c dont la dernière serait un cercle; mais Vautre 6 serait une courbe qu'il faudrait construire par points, ce qui serait pénible. Au lieu de cela, imaginons un cône auxiliaire Sa qui ait le même aommet que S, et pour directrice le cercle c : ces deux cônes S et S, se couperont évidemment suivant une ou plusieurs génératrices rectil ignés G, G', qui passeront nécessairement par les points m, m\... communs aux sections 6 et c. Or il est facile de trouver ces génératrices; car, en prolongeant le cône St jusqu'au plan horizontal, il y tracera un cercle G, dont le diamètre s'obtiendra très-aisément; et alors la rencontre des bases B et C, fera connaître les projections horizontales des génératrices G, G',..., lesquelles à leur tour couperont la projection du cercle e aux poials cherchéfi w, m',.,, qui devaient être communs aux courbes 6 et c; et dès lors ces points appartiendront à l'intersection des deux cônes pritnirifs S et S'. Tout ceci revient à dire que Ton projette penspeciwemenl les sections 6 et c sur le plan horizontal, au moyen de droites issues du sommet S.
Cette méthode, où l'on n'emploie «pie la ligne droite et le cerck, sera évidemment applicable à la combinaison du cône S à base qnelcenque B, avise nne sphère, un conoîde, un cylindroïde, ou toute autre surface dans laquelle les sections^ horizontales sefoitt des cercles où <^s. droites; par exemple, le lie» engeniirfe par tin cwole variable, tomjomni hariaontaH et dont un diamètre s'^ppiiië constatnMent sur deux droites fisses
Si la première surface S était un cylindre à base quelconque B, on ehoitiTalt po»r la surface auxi^liAûre S^ un autte cy^liadre pairaUète au premier, et ayank fteur
LIVRE V
DES PLANS TANGENTS BONT LE POINT D« C^NtACt M'eST PAi ttOl^lÊ.
347. Les problèmes que nous avons résolus au livre IT, sur les plans tangents» supposaient que le point de contact était donné sur la surface. Il reste donc» pour compléter cette théorie importante^ à examiner les questions où, sans assigner le point de contact, on exige que le plan tangent cherché remplisse certaines condi* tions, telles que les suivantes :
1^» Que le plan tangent passe par un point donné hors de la surface;
a^. Qu'il soit parallèle «^ une droite connue;
3^. Qu^il passe par une droite donnéei ou par deux points assignés dans l'eipace;
4°. Que le plan tangent cherché soit parallèle à un plan donné;
5^. Qu'il touche plusieurs surfaces à la fois.
Ces diverses conditions vont faire le partage naturel de ce livre en plusieurs chapitres, dans lesquels nous ne reviendrons pas sur ce qui regarde les surfaces cylindriques ou coniques, parce que nous avons complété tout de Suite, au chapitre III du livre II, les problèmes relatifs à ces deux genres de surfaces tris-simples.
CHAPITRE PREMÎEK
DES FLANS TANGENTS MENÉS PAR UN POINT EXTÉRIEUR A LA SlJBFAQEi
548. {Ptg. 8o.) Soit V le point donné au dehors de la surface quelconque S : metions par ce point divers plans sécants dans une direction arbitraire, et, par exemple, fcîsons-les passer tous par une droite quelconqtie VAD qui traverse la surface. Alors, ils couperont celle-cî suivant des courbes AMD, AM'D, AM''!),... que Ton saurait construite par les méthodes exposées précédemment, ef auxquelles on pourra généralement mener, du point V, des tangentes VM, VM', VM^...j de sorte que toutes ces droites formeront évidemment un cône dyartt le poîntT pour sommet, et qui sera circonscrit i\ la surface S, c'est-à-dire qui la louchera tout le long de la courbe MM'M''.... En effet, pour le point M", par exemple, le plan tangent de S renfermera la tangente M"! de la courbe MM'M", aussi bien que l'arête M'^V qui, par conslruction, est tangente à la surface : donc ce plan sera lui-même tangent au cône; et \ûs deux surfaces ayant ainsi un plan tangent commun en M"^, offriront un véritable contact dans c0 po*nt, et dans tous cettt de la ligne MiWM".,..
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549. Gela posé, pour résoudre le problème général qui fait l'objet de ce chapitre, i7 suffira de conslnnre la ligne de contact MM' M" de la surface proposée S- avec un cône circonscrit ayant ûon sommet en V, puis de mener un plan tangent à S dans un quelconque des points de ceite ligne; ce plan satisfera éTidemoient à la questioiii puisqu'il touchera nécessairement (n^548) le cône circonscrit, et qu'ainsi il passera par le sommet Y, qui est le point donné.
Réciproquement, tout plan mené du point V, tangentidlement à la surface S, touchera celle-ci en un certain point, que j'appelle m, et qni, étant joint avec Y, fournira une droite Y m évidemment tangente à S; donc cette droite Y m sera nécessairement une des arêtes du cône circonscrit YMM'M".... et, par conséquesut, le point m devra se trouver sur la courbe MM'M^..., qui devient ainsi le lieu de toutes les solutions du problème proposé.
Seulement, le problème sera impossible quand le cône circonscrit n'existera pas; c'est-à-dire lorsque le point Y sera tellement placé, que l'on ne pourra nfiener, de ce point, aucune tangehte aux diverses sections faites par des plans passant par YAD.
3S0. Il résulte de là que la question qui nous occupe admet une infinité de solutions, excepté quand la surface proposées est développaUe. En effet, nous avons vu (n** 183) qu'une telle surface était l'enveloppe de toutes les positions d'un plan mobile, assujetti à une loi de mouvement qui ne laissait d'arbitraire qu'une seule condition (*) : donc, lorsque ce plan mobile, qui est en même temps le plan tangent de la surface développable, viendra à passer par le point donné Y, il ne pourra plus prendre d'autre situation; ou, du moins, il ne saurait occupet alors qu'un nombre limité de positions, suivant la nature et le nombre des nappes de la surface. Ainsi, pour cette classe de surfaces, le problème de construire un plan tangent qui passe par un point donné, devient tout à fait détertniné (**), et c'est ce que nous avons reconnu dans les cônes et dans les cylindres (n***116 et 123).
D'ailleurs, comme une surface développable est touchée par son plan tangent tout le long d'une même génératrice rectiligne (n'^lTT), il s'ensuit que si Ton effectuait ici les sections indiquées n<>348, et qu'on leur menât des tangentes par le point Y, tous les points de contact se trouveraient situés sur une droite de la surface*, et le cône circonscrit se réduirait alors à un ou plusieurs plans tanf^uts qui passeraient par le point Y.
(*) Ou auuxsment dit, qui ue laissait ({u'une seule constante arbitraire dans son équation; ainsi la condîtiou de passer par le point V, fixera complètement la position de ce plan dans Tespace.
( ** ) L'exception que présentent les surfaces développables est unique , car elle n'a point. lieu pour 1rs surfaces gauches. En effet, nous verrons que dans celles^;!, tout plan mené par le point V et par une génératrice rectilign^ , est tangent à la surface dans un certain point qu'il faut construire ; de sorte qu'en joignant ce point de contact avec V, on obtiendra encore une des arêtes du cône di-conscriî, lequel subsiste ici comme dans les surfaces non réglées.
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3S1. Le problème de mener, par ud point V, un plan tangent à une surface S' non développabie, redeviendrait déterminé, si Ton ajoutait la condition que ce plan dût toucher la surface sur une courbe donnée , par exemple sur un méridien, ou sur un parallèle, dont la position serait assignée. En effet, après avoir construit la ligne de contact MM'M'^.. du cône circonscrit à S, il suffirait d'examiner en quels points elle rencontre la courbe donnée, et ce seraient là évidemment les points de contact des plans tangents qui satisfont au problème. Celui-ci serait impossible, si la courbe assignée sur la surface n'avait aucun point commun avec la ligne
3Sâ. Quant à la construction de la ligne de contact dWe surface quelconque S, avec un cône circonscrit qui a pour sommet un point donné Y, courbe qui est d'ailleurs très-utile dans la Perspective, puisque c'est évidemment le contour apparent de la surface vue du point Y, la seule méthode tout à fait générale est celle que nous avoiks indiquée n^548; cependant, comme elle exige des opérations graphiques assez pénibles, nous allons exposer d'autres méthodes plus simples, mais applicables seulement à certains genres de surfaces qui se rencontrent plus fré-' quemm^U. Auparavant, toutefois, nous démontrerons un théorème important sur ces lignes de contact, par rapport à toutes les surfaces du second degré,
355. La courbe de contact d'un cône circonscrit à une surface du second degré est toujours pjLANE ; et son plan se trouve parallèle au plan diamétral qui serait conjugué avec le diamètre mené par le sommet du cône.
Soient Y le sommet du cône, et S la surface du second degré dont il s'agit {fig. 8q); nous supposerons d'abord qu'elle admet un centre O, mais, du reste, elle peut être indifieremment un ellipsoïde ou bien l'un des deux hyperboloïdes. En faisant passer par la droite YO divers plans sécants, nous obtiecidrons des courbes du second degré ABD> AB'D, AB'^D,..., ayant toutes un diamètre commun OA; et si nous les coupons par le plan diamétral BBX, qui est conjugué avec OA, c'est-à-dire qui divise en deux parties égales toutes les cordes de la surface parallèles à cette direction, nous obtiendrons des droites OB, OB', OB^,..., qui jouiront évidemment de la même propriété, par rapport aux cordes menées dans chacune de ces courbes parallèlement à OA. Ainsi OA et OB, OA et OB', OA et OB'",..., formeront des systèmes de diamètres conjugués deux à deux, dans les diverses courbes du second degré ABD, AB'D, AB"D,....
Gela posé, tirons à l'une de ces courbes une tangente YM, puis menons, par le point de contact M, tm plan parallèle à BB'C : ce nouveau plan coupera la surface S suivant une courbe MM'N, et les sections primitives suivant des ordonnées PM, PM'j PM ',..., respectivement parallèles à OB, OB', OB". Alors, si l'on mène par les divers points M', M",,.., des tangentes aux courbes AM'D, AM"D,.,., je disque ces tangentes aboutiront, sur la droite OA9 au même point Y d'où est partie la
l€6 LIVRE V. — PLANS TANGENTS DONT LE POINT.,. n'eST PAS DONNÉ, première MV. En effet, on sait que dans toute ligne du second ordre rapportée à deux diamètres conjugués^ la soiis^tangente ne dépend que de Tabscisse du point de contact et du diamètre sur lequel on compte cette abscisse; par conséquent» pour les divers points M, M', M'',..., qui répondent à la même abscisse OPy la soua-tangente aura une valeur commune, savoir s
PV=§^'^OP, d'où OV = ^.
Donc, toutes les tangentes menées en M, M', IVr,..., formeront bien un c6ne circonscrit à la surface du second degré, et dont la ligne de contact sera la courbe plant MM'M"N, parallèle au plan diamétral BB'Cqui est conjugué avec YO (*). D^ailleurs, ce diamètre VO contiendra le centre P de la courbe MM' M**..., comme nous allons le faire voir.
554. Dam toute surface du second degré, les diverses sections faites par des plans parallèles entre eux sont des courbes semblables, dont les centres sont situés. sur le dia^ mètre qui se trouve conjugué avec celui de ces plans sécants qui passe par le centre de la surface. En effet, quelle que soit une de ces sections planes MM'M^N, on pourra mener par le centre O un plan BB'B''Cqui lui soit parallèle, et construire le diamètre OA conjugué avec ce dernier plan. Alors toutes les sections ABD, AB'D; AB"D,. ., atîront pour diamètres conjugués, deux à deux, OA et OB, OA et OB', OA et OB" : donc, les ordonnées MP, MF, MP',..., qui correspondent à la même abscisse OP, seront proportionnelles aux diamètres non communs OB, 0B\ OB%...î et, par conséquent, ces droites, considérées comme des rayons vecteurs PARALLttts menés dans les deux courbes MM'N et BB'C, satisferont à la condition générale àt la similitude. D'ailleurs, comme le point O est évidemment le centre de figure de là courbe BB'C, il en sera nécessairement de même du point P par rapport à la courbe MM'N ; ainsi les centres des sections parallèles au plan diamétral BB'C sont bien situés tous sur le diamètre OA conjugué avec ce plan.
555. [Fig. St.) Revenons au théorème démontré n^^SSS pour les surfaces douées d^un centre; et afin de l'étendre aux surfaces qui en sont dépourvues, c'est* à-dire adx deux paraboloïdes, modifions la démonstration de la manière suivante. Menons parle point donné Vune parallèle VX' à ïaxe ou diamètre principal OX du paraboloîde; cette droite VAX' sera encore un diamètre de la surface, et les divers plans sécants menés par ce diamètre fourniront des sections paraboliques AME, AM'E', AM*E%.... Cela posé, tirons à Tune d'elles la tangente VM, et parie point de contact M menons, parallèlement au plan tangent du paraboloîde en A,
(*) Dans le cas particulier où la surface est une sphère, la courbe de contact du cône circonscrit deyient un petit cercle^ perpendiculaire à la droite VO, qui réunit le sommet V avec le centre àe la sphère. D'ailleurs, cela se prouve directement, en fiiisaût tourner autour de VO un grand cercle et a toûgettti menée da pûnc V.
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un plan MM'M'^N qni coupera les paraboles suivant des ardonnées^ MP, M'P, M" ?,.,., respectivement parallèles aux tangentes AT, AT', AT",..., de cescQurbes« Alors, pour de telles ordonnées, on sait que la sous-tangente sera constamiiient double de l'abscisse commune AP; par conséquent, toutes les tangentes eu Mi M', M%..,, aboutiront au même point V, et formeront ainsi un cône circonscrit qui touchera le paraboloïde le long de la courbe plane MM'M'N. En outre, on voit que le plan de cette courbe est parallèle au plan langent en A, lequel remplace ici le plan diamétral conjugué avec YX- ; car ce dernier serait à une distance infmie.
Dans Tellipsoide de hjig. 80, le plan tangent en A était aussi parallèle à BB^B^'C, et par suite à la courbe de contact MIM' M "N; mais nous n'avons pas voulu employer alors ce plan tangent pour la démonstration, parce qu'il n'existerait plus dans les hyperboloïdes, si le diamètre VO ne rencontrait pas la surface.
PROBLEME I. Ttxmver la courbe de contact (Vjine sinface de révolution, avec un cône circonscrit dont le sommet est donné.
556. (Fig. 84.) Soient (O, TZ') l'axe de révolution que nous regarderons comme vertical, et (X'C'Y'iy, CD) le méridien principal de la surface. Ici, cette eourbe est une ellipse dont un diamètre principal coïncide avec l'axe de révolution ; mais la méthode que nous allons exposer est tout à fait générale, et applicable à un méridien quelconque. Soit d'ailleurs (V, V) le point assigné pour le sommet du cône circonscrit : la courbe X'M'Y', suivant laquelle il touchera l'eliipsorde, peut se déterminer en construisant successivement les points qui se trouvent sur chaque parallèle de la surface, ou bien ceux qui sont situés sur les divers méridiens; ce qui va donner lieu à deux méthodes, dont chacune suffit à elle seule pour tracer la courbe demandée.
557. Méthode du parallèle. Soit (E'F',* EMF) le parallèle choisi arbitrairement sur la surface de révolution que nous désignerons par S : en substituant à celle-ci un cône droit engendré par la révolution de la tangente E'Z' autour de Taxe, il est évident que ce cône touchera la surface S tout le long du cercle E'F', et qu'ainsi tout plan tangent qui sera mené à ce cône par le point (V, V') touchera S dans le point où Taréte de contact rencontrera le cercle E'F'. Par conséquent, ce point de rencontre appartiendra à la courbe demandée X' M' Y', qui n'est autre chose (n« 349) que le lieu des points de contact des divets plans tangents menés à la surface S, par le point {y, y).
558. La question est donc réduite à trouver un plan qui, partant du poiijt (V, V), aille touche»^ le cône Z'E'F' : car on y parviendrait (n° 125) en joignant le sommet (Z', O) [*] avec (V, V'), puis en cherchant le point où cette droite
[•] Les irois points désignés par Z' dans noire épure, sont censés représenter le point unique où la tangente E'Z' irait couper Taxe vertical, point qui est le sommet du cône droit, mais qui n'a pu se trouver ici ren&rmé dans le cadre.
l68 LIVRE V. — PLANS TANGENTS DONT LE POINT... N'eST PIS DONNÉ, irait couper le plan horizontal E'F', en menant enfin de ce dernier point des tangentes au cercle (ET', EMF). Mais comme le sommet (Z', O) peut se trouver, ainsi que cela arrive ici, placé à une distance incommode, et que d'ailleurs le point d'où partiraient les tangentes à la base du cône varierait aussi à mesure qu'on changerait de parallèle, nous allons employer une marche qui obviera à ces deux inconvénients.
Adoptons pour base du cône droit le cercle (G'H', GPH), suivant lequel il est coupé par le plan horizontal Y' G' H' : alors cette nouvelle base contenant dcmsson plan le point donné (V, V), il deviendra inutile de recourir au sommet du cône, et il suffira de mener les tangentes à la base actuelle par le point (V, V), D'ailleurs, comme ce sont les points de contact qui seuls nous intéressent, décrivons sur la droite VO, comme diamètre, une circonférence qui coupe le cercle GPH aifx points P et Q, et les rayons OP et OQ seront évidemment les projections horizontales des génératrices suivant lesquelles le cône droit sera touché par les plans tangents menés de (V, V). Donc, en prolongeant ces rayons jusqu'au parallèle donqé £MF, les points M et N, que Ton projettera sur E'F' en M' et N', seront deux points qui appartiendront (n^ 557) à la courbe de contact de la surface S avec le cône circonscrit dont le sommet serait en{V, V).
559. Pour trouver les points de cette coiu*be qui seront sur un autre parallèle, on agira d'une manière toute semblable; et la même circonférence ^ décrite siur VO comme diamètre, servira pour toutes ces opérations, puisque les tangentes à la base du nouveau cône droit devront encore partir du point (V, V). Par exemple, si nous considérons le parallèle {W¥'% EMF) égal au précédent, il faudra tirer la tangente E'^G'' qui, en tournant autour de Taxe vertical,, décrirait un ^ô|ie droit
. dont la base, considérée dans le plan horizontal V G', sera le cercle (G'^H"', G'' P'H'^ : celui-ci étant coupé par la circonférence VO en deux points P" et Q", le» rayons OP" et OQ" sont les projections horizontales des arêtes de contact du cône droit G'*E''F*ir avec les plans tangents qui lui seraient menés par le point (Y, Y'); puis, la rencontre de ces rayons avec leparallèle (EMF, E'" F"') fournira les points {Wj ^I*)» (N*', W) situés sur ce parallèle, et appartenant à la courbe de contact de la surface S avec le cône circonscrit qui a son sommet en (V, V).
560. {Hg- S^.) Métliode du méridien. Pour trouver les points de cette même courbe, qui sont situés sur un méridien quelconque a OS, imaginons par tous les points de cette méridienne des droites perpendiculaires à son plan, et dont l'ensemble formera un cjUndre horizontal, évidemment circonscrit k la surface S le long de cette courbe méridienne. Alors, si parle point (V, V) nous menons à ce cylindre un plan tangent, ce dernier se trouvera aussi tangent à l'ellipsoïde dans le point où il touchera la base du cylindre; et, par conséquent, ce point appartiendra à la courbe cherchée, puisque celle-ci (n** 549) est le lieu de tous les
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pointa de contact de Tellipsoîde avec les plans tangents qui partiraient de (V, V). Or, pour construire ce plan tangent au cylindre horizontal, il faut (n° 116) tirer du point (V, V) une parallèle aux génératrices de cette surface, c'est-à-dire une droite (VP", V'H'^) perpendiculaire au plan vertical aOê qui contient la base dû cylindre; puis, du point P", où cette droite rencontre ce plan méridien, mener à cette base une ou plusieurs tangentes. Mais pour réaliser cette dernière opéra* tion, je rabats la méridienne aOS sur le plan vertical, ainsi que le point P''; ce dernier se transporte évidemment en (H'', H*^, et en tirant les tangentes H*'?', H*F^, j'obtiens lés points de contact (9', 9), (F*', F) sur la base du cylindre rabattue; donc, en les ramenant par des arcs de cercle horizontaux dans le méridien primitif aO S, ils auront pour véritables positions (ij;, Y) et (M'', M'^).
361. Ce dernier point coïncide avec un de ceux que nous avons obtenus par la méthode du parallèle, parce qu'ici le plan méridien OaS a été choisi de manière à renfermer le point (M'', M"") déjà construit; et nous avons adopte cette disposition, afin de montrer clairement que, si les deux méthodes s'appuient sur des considérations très-différentes, elles emploient du moins les mêmes opérations gra^ phiques, exécutées dans un ordre précisément inverse, comme on doit le voir ici pour le point (M", M'*). Au reste, quelle que soit la méthode que Ton emploiera, jl est des points particuliers qui s'obtiendront par un procédé direct; et nous recommandons de commencer l'exécution de répure par la recherche de ces points remarquables. 562. Points sur les contours apparents. Quant à ceux qui seront situés sur Téquateur (CD', CLD), il est clair que les plans qui toucheront Tellipsoïde en ces points se trouveront verticaux, et dès lors leurs traces horizontales seront les tangentes VL et VK partant du point V; d'ailleurs, les points de contact L et K se trouvant déterminés en projection horizontale, par la rencontre du cercle CLD avec la circonférence dont VO est le diamètre, il suffira de projeter L et K en L' et K' sur CD'. Observons, en outre, que ces deux points, étant sur le contour apparent de la surface relativement au plan horizontal, formeront les limites communes de tare visible LMXK et de l'arc invisible LM'YK sur cette projection; au surplus, le premier de ces arcs se distinguera aisément de l'autre, en examinant si l'un de ses points (M, M') est placé au-dessus de l'équateur CD'.
De même, pour les points situés sur le méridien principal (X'CY'D', CD), les plans tangents de Fellipsoîde se trouveront (n'' 129) perpendiculaires au plan vertical; ainsi leurs traces passeront par le point V et seront les deux tangentes V'X', V Y', dont les points (*) de contact X' et Y' devront être projetés en X et Y sur CD. D'ailleurs, comme ces deux points sont placés sur le contour apparent
(*) Il suffirai de mener ces tangentes avec une règle appuyée sur le point V et sur le méridien ; mais, ensuite, il faudra fixer leurs points de contact avec prédÂon , en se servant des cordes supplémentaires de Tellipse méridienne.
4^ étUt, 22
170 LIVRE V, —PLANS TANGE^'TS DONT LE POINT... n'EST PAS DONNÉ, de la surface par rapport au plan vertical, ils sépareront l'arc visible X'M'Y' de l'arc invisible X'N'Y' sur celle projection ; et Ton distinguera Je premier de ces deux arcs, en examinant si l'un de ses points (M, M') est placé en avant du plan vertical CD qui contient le méridien principal.
565. Points limites. Nous entendons par là les points où la tangente de la courbe de contact se trouxtera horizontale , et qui seront, par conséquent, plus haut ou plus bas que tous les points voisins. D'abord, cette circonstance ne pourra se rencontrer que dans le méridien VO qui passe par le sommet (V, V) du cône circonscrit. En effet, la méthode générale qui a fourni (n*" 358) les points (M, M') et (N, W) montre évidemment que les divers points de la courbe sont, deux à deux, situés sur des cordes horizontales {MN ^ M'N') que le plan vertical VO divise chacune en deux parties égales^ donc, lorsqu'un de ces points correspondants se trouvera dans le plan vertical VO, l'autre s'y trouvera aussi, et, par suite, la corde relative k ces points ainsi confondus sera devenue tangente k la courbe, sans avoir cessé d'être horizontale. Ainsi les points le plus haut et le plus bas sont bien dans le méridien VO.
Maintenant, pour déterminer ces points limites, j'observe que la droite qui join* drait l'un d'entre eux avec(V, V) serait nécessairement tangente à la méridienne VO, puisqu'elle se trouverait à la fois dans le plan de cette courbe et dans le plan tangent de l'ellipsoïde. Donc, si je rabats cette méridienne sur le plan vertical, ainsi que le ppint (V, V) qui sera transporté évidemment en V^; puis, si je mène la tangente V"U' dont je déterminerai exactement le point de contact U' au moyen des cordes supplémentaires, il n'y aura plus qu'à projeter ce point U' en U, et à le ramener, par un arc de cercle horizontal, dans sa véritable position (R, R'). Ce 3era là le point le plus bas de la courbe, et la tangente horizontale VW indiquera le dernier des parallèles qui peuvent contenir des points de cette ligne.
Le point le plus haut (T, V) s'obtiendrait semhlablement; mais nous n'avons pas voulu effectuer la construction qui s'y rapporte, dans la crainte de jeter quelque confusion sur la figure.
564. Dans l'exemple actuel, où la surface de révolution est du second degré, la courbe de contact est nécessairement plane (553), et ici c'est une ellipse qui ft pour un de ses axes, dans l'espace, la droite (RT, R'T'), puisque les tangentes aux extrémités de cette ligne lui sont perpendiculaires, attendu qu'elles le sont au plan vertical VO (n^* 565). Il serait même facile d'en conclure le deuxième axe et les deux autres sommets, en faisant une section horizontale dans l'ellipsoïde par le milieu de la droite (RT, R'T'); et l'on doit observer que ces deux diamètres principaux resteront les axes de la projection horizontale RLTK, parce que, Tui^ d'eux étant horizontal, l'angle compris entre leurs projections demeurera droit; tandis que sur le plan vertical, ces deux diamètres ne seront plus perpendiculaires l'un
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à Tautre, et deviendront simplement deux diamètres conjugués obliques de la courbe
36o, Remarque. Si Ton se rappelle que toute surface de révolution peut être considérée comme ienveloppe d'un cône mobile (n^ 194) toujours circonscrit le long d'un parallèle, ou bien encore comme t enveloppe d'un cylindre mobile (n® 196) toujours circonscrit le long d'un méridien, on sentira que, dans les deux méthodes employées n^* 557 et 560, nous avons eu pour but de substituer à la surface de révolution proposée, une enveloppée conique ou cylindrique, pour la^ quelle la construction du plan tangent mené du point (V, V) était plus facile que pour la surface primitive. Or, comme les surfaces de révolution admettent aussi tmeenvdoppée sphériqu^ {w^ 195) dont le rayon est la normale au méridien, il en résulte une troisième méthode, moins avantageuse dans la pratique, mais qu'il est intéressant de connaître.
566. Troisième méthode par une enveloppée sphérique. {Fig, 84 • ) Avec la normale E'v>' du méridien, traçons un cercle qui, en tournant autoiu* de l'axe vertical, engendrera une sphère évidemment tangente à la surface de révolution S tout le long du piiraUèle £'F' ; puis, imaginons un cône circonscrit à cette sphère, et ayant pour sommet le point donné (Y, Y'). La courbe de contact de ce cône auxiliaire avec 1^ sphère aéra un petit cercle (n^ 555, note) dont le plan se trouvera perpendiculaire à la droite (Y' w', YO); et comme dans les points où ce petit cercle rencontrera le parallèle V^'F, les plans tangents de la sphère seront communs à U surface S, il s'ensuit que ces points appartiendront à la courlie cherchée X'M' Y'. Or, si i)Qus /aisons to.urner simultanément la sphère et son cône circonscrit^ autqur de la verticale O, jusqu'à ce que l'axe (Y'o)', YO) de celui-ci soit devenu parallèle au plan vertical, le sommet (Y, Y') se transportera en Y"; et en menant les tangentes Y"/, Y"cï', le cercle de contact sur la sphère se trouvera alors projeté suivant la corde '/â\ Dans cette situation, ce cercle de contact coupe le parallèle E'F' ^n deux points placés aux extrémités de la corde projetée verticalement sur le point ê' } or, comme la distance de cette corde à Taxe de révolution ne changera pas quand nous ramènerons la sphère et le cône circonscrit dans leurs positions primitives, il est clair qu'en reportant par un arc de cercle le point sf sur le méridien primitif YO en (, et en tirant par ce dernier point une corde per« pendiculaire à YO, les intersections de cette corde avec la parallèle EMF fourniront les points demandés M et N, qu'il faudra ensuite projeter en M' et N' sur B'F.
PROBLÈME II. Par un point donnée mener à une surface de révolution un plan tangent qui la touche sur un parallèle donné.
567, l\ ne sera pas nécessaire ici, comme nous Tavions annoncé généralement au n^ 5^1 , de constrt^ire l* courbe de contact de la surface avec un cône cir-«
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conscrit; il suffira évidemmeDt d'appliquer au parallèle assigné par la qu^lioa^ la. méthode du n^ 357 ou celle du n'' 366, et l'on obtiendra directeçieffl-t ^pomis de contact des plans tangents demandés. Dès lorç ces plans seront faciles à constrwre (n« 132).
PROBLÈME III. Par un point donné , men$r à une surface deréoolutUmunpkn tangent qui la touche sur un méridien donné.
368. Ce problème se résoudra encore directement, en appliquant au méridien assigné par la question, la méthode expliquée au n^ 360. On connaîtra ainsi les points de contact des plans tangents que Ton cherche^ et ces plans serocA alors faciles à déterminer (n** 132).
PROBLÊME IV. TrcMver la courbe de contact d'une surface qijblconqvb cfu «• cond degré , avec un cône circonscrit dont le sommet est donné.
369. {Fig. 85.) Prenons pour exemple un ellipsoïde à trois, axes inégabx, et choisissons nos plans de projection parallèles à deux des trois plans principaux de ce corps. Alors, les contours apparents de la surface seront les deux eUipses (ABDE, A'D')et (A'C'D'F', AD),^ui auront chacune deux axes communs aTec Vellipsoïde ; et en désigniant par (Y, Y') le sommet du cône circonscrit, nous, cher*
'cherons à déterminer les points de la courbe de contact, qui se trouvent placés sur une section horizontale quelconque G'K'i Cette section est une ellipse ^einfr/a6($ à ABDE, et dont (G' H', GH) est un des diamètres principaux; alors, si nous la re-* gardons comme la base d'un cône auxiliaire qui aurait son. sommet au point T^, où Taxe vertical de la surface est rencontré par la tangente G'T, ce cône VtsTV sera circonscrit à l'ellipsoïde^ En effet, toutes les sections .feôSes dans ia surface par des. plans menés suivant U verticale (O, O'T'), seraient des ellipsefi qui auraient un axe commun (O, C'F').p'ailleursi, pour tous les points de ces ellipses;placées sur G' H', l'abscisse O'V étant la même, la sous* tangep te serait aussi constamment égale à TT'; par conséquent, les tangentes à ces ellipse^ verticales aboutiraient toutes au point T', et formeraient bien le cône circonscrit T' G' H', Cela posé, si nous menons à ce cône auxiliaire un plan tangent partant de (V, Y')^ l'afiéte de contact rencontrera la base G' H' en un point qui appartiendra à la oonrbe de* mandée; car, en ce point, le plan tangent du cône auxiliaire touchera l'eltipsiCHile et passera d'ailleurs par le point (Y, Y'), ce qui est h caractère dirtinclif (n**549) de la courbe de contact de la surface avec le cône circonscrit dont le sommet ser rail en (Y, Y').
370. Maintenant, pour mener du point (Y, Y') un plan tangent au coneT'G-'H', et afin de n'avoir à opérer que sur l'ellipse principale ABD£, donnée imméMale de la question, je prolonge ce cône jusqu'au plan horizontal A'^D", qui a été choisi de manière à couper cette surface suivant une ellipse égale à la précédente; puis, en adoptant cette section (A'^D", ABDE) pour base du cône, et joignait le
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commet avec \e poini:(V, V), je cherche là rencontre de cette droite (V'TR', VÔR) avec le platï A'IT; et enfin, du point R je mène deux tangentes RP, RQ à l'ellipse ABDE. Les points de contact de ces tangentes étant fixés avec précision (au moyen des cordes supplémentaires), je tire les rayons OP, OQ, qui seront les projections horilsontales des arêtes de contact, et j'en conclus aisément leurs projections verticales T F, T'Q'. Enfin, ces dernières coupant l'ellipse G'H' aux points M' et N', jelesprojette en M et N, et j'obtiens ainsi les deux points de la courbe de- Biàndée, qui sont placés sur la section horizontale G'H' de l'ellipsoïde.
On atirait pn trouver directement les points M et N, en projetant lï' en H, et: menant par ce dernier point des parallèles HM et HN aui cordes DP et DQ; car, dans deux ellipses semblables, telles que G'H' et A^D', les rayons vecteurs OM et OP sont proportionnels aux demi-axes OH et OD.
.571. Pour toute section horizontale autre que G'H', on opérera d'une manière apdflogué; n^ais s'il'arrî^it que le somniet T' du cône auxiliaire fut à une distante incommode, on pourrait adopter pour base de ce cône la section R'L* fieiitepar le plan horizontal tnené du point (V, Y'); et alors il suffirait de concevoir, p«<r oe dernier point, des tangentes à cette ellipse K'L'. Or ces droites, ainsi q«e leurs points de contact; sont très-faciles à déterminer par une construction directe, samdécrire la courbe^ et d après la seule connaissance dés axes, qui sont ici proportionnels avec AD et BE, et dont l'un est K'L'. Cette construction se trouvera expliquée tout à rheure, dans un cas analogue (n® 574),
572. Points sur les eonlottrs apparents. On les déterminera comme dans le problàme précédent (n** 56&), en menant les tangentes V'X' et V'Y' au contour apparent dé relKpsoifde sur le plan vertical, et projetant les points de contact X' et Y' en X et Y, sur AD. De même, lés tangentes Vx et V/ au contour apparent sur le pian horizontal, fourniront deux points x et /qu'il faudra projeter en Jt:' et / snr A'D'. D'aiHeurs, ces deux systèmes de points indiqueront les extrémités des ivres t^isié^fes sur les deux pians de projection.
575v (Fig. S5.) Les points limkes, c'est-à-dire ceux où la tangente de la courbe «era hamontatey se trouveront nécessairement situés dans le plan vertical VO. En dBfet, ilrésuite évidemment de la construction générale qui a donné les points P et Q, ou M^et N, que les points de la courbe de contact sont deux à deux sur des cordes horizontales (MW, M'N'), constamment 7?am//éfe5 au diamètre conjuyué de OR dans l'ellipse ABDE; et, par suite, chacune de ces cordes est divisée en deux parties égales par le plan vertical VOR*. Donc, lorsqu'un de ces points corresp^tidants se trouvera dans le plan VOR, Tautre y sera pareillement; et la corde qtii les réutrissait sera devenue tangente à la courbe, sans avoir cessé d*ètre horizontale.
374> 'Maintenant, pour construire ces points dont la hauteur sera maximum
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OU minimum^ il suffira évidemment de mener, par le point (V, Y'), deux tangentes à la section produite dans rellipsoïde, par le plan vertical VOR. Or cette sec-» tion est une ellipse dont les denii-*axes sont O'C et Oa; et si, en la faisâût tour* lier autour de Taxe (O, O'Z), nous la rabattons sur le plan vertical, ainai que le point (V, V) qui se transportera en V, il s'agira de mener par ce dernier deox Ifngentes à une ellipse dont les demi» axes deviendront O'C et 0'a\ problème qui peut se résoudre sans tracer la courbe» £n efîet^ après avoir construit les foyera ç et (|^ de cette ellipse, je décris un arc de cercle avec le rayon Vf, et un second 9rc de cercle du point \^ comme centre, avec un rayon égal au grand axe de Têiiipse ; alors, ces deux circonférences se coupant aux points ë et 7, on sait (^ ) que Ui droite Vc^, menée par le milieu de Tare fS, est Itf tangente deniandée, et que son point de contact / est fourni par sa rencontre avec la droite ^S. Par consé* quent, il n'y aura plus qu'à ramener le point (ç', 8)dan9 le plan vertical VO, au moyen d'un arc de cercle horkontal, et Ton obtiendra ainsi le point (X, ï!) le plus bfis de la courbe de contact.
De même, la seconde tangente à l'ellipse précédente isera la droite y^fù passant par le milieu de l'arc tpy; et sa rencontre avec ^y déterminera son point de con<> tact (?;', 1;), lequel ramené dans le plan vertical YO, devîendraie point (|x, fi') le plus haut de la courbe en question.
375. On pourrait encore construire, d'une manière analogue, les deux poifits de cette courbe qui seraient placés dans le plan VO', perpendiculaire au plan vertical ; car la section produite dans l'ellipsoïde par ce plan sécant Y^C serait une ellipse dont les axe^ sont faciles à trouver : mais, pour ne pas rendre l'épure difficile k lire, nous laisserons au lecteur le soin de s'exeroer à cette cotistruetton, qui est entièrement semblable à la précédente.
376. Noua ferons observer, en terminant, que la méthode employée ioi pour un ellipsQÎdQ est également applicable à un hyperboloîde, ou même à un parabo* loïde avec les modifications légères qu'amènerait tout naturellement la nature des sections piaula qui seraient faites dans ces surfaces.
»ooo«
DES PLANS TANGENTS PARALLÈLES A UNE DROITE DONNÉE
577. [Fig^ 80, ) Soiçnt s une surface queloonquet et YO la droite donnée (ou bien une ligne parallèle à la droite donnée, et mené^ par un point pris arbitraire* ment dans l'intérieur de S) : si, par la ligne YO, nous conduisons divers plans
(*) Voyezy dans les Traités de Géométrie analytique; la méthode graphique des Anciens pour les langeâtes atn saetiotis ootiiques.
OHAPlTtll II. — PLAK8 tANGENtÔ PATKALLÈLÉS A «NE DROITE. . 178 sécants, ils couperont la surface S suivant des courbes ABD, AB'D, AB"D,..., qui pourront toujours être construites par les méthodes générales dti livre IV; et en menant à ces sections des tangentes BU, B'U', B"U%..., parallèles à VO, elles formeront un cylindre qui sera circonscrit à S, c'est-à-dire qui toncheta cette surface tout le Img de la courbe BB'B"E. En effet, le plan tangent de S, relatif au point quelconque B'', renfermera évidemment Taréte B"U'' du cylindre, ainsi que la tangente B'^ à la courbe BB'B"... qui lui sert de base; donc ce plan sera aussi tangent au cylindre, et dès lors cette dernière surface aura un véritable contact avec S au point B% comme aussi tout le long de la ligne BB'B"E.
378. Cela posé, pour mener à la surface S un plan tangent qui soit parallèle d une droite donnée VO, il suffira de chercher la courbe de contact BB'E de cette surface avec un cylindre circonscrit parallèle à VO, puis de construire le plan tangent lie 8 pour un quelconqtie des points de cette ligne de contact; car ce plan touchera iiécessai rement le cylindre circonscrit, et par suite il l'enfermera une de ses arêtes, qui sont toutes parallèles à VO; donc lui-même sera parallèle à cette droite.
Réciproquement, tout plan parallèle à VO et qui touchera la surface S en un certain point que j'appelle 6, contiendra nécessairement une droite menée parallèlement à VO, par ce point A; donc cette dernière droite sera une arête du cylindre circonscrit, et son point de contact 6 devra, par conséquent^ se trotivér sur )a courbe BB'E, qui devient ainsi le lieu exclusif de toutes les solutions du problème proposé.
Ce problème sera donc impossible, quand le cylindre circonscrit parallèlement à la droite donnée n'existera pas; ce qui arriverait, entre autres exemples, dans un paraboloîde, si la droite proposée était parallèle à taxe de la surface; car alors les sections ABD, AB'D,..., seraient des paraboles, lesquelles n'admettent pas de tangente parallèle à leur diamètre principal.
579. 11 résulte de ces principes que la question générale qui nous occupe est susceptible d'ane infinité de solutions, ou bien elle n'en admet aucune^ On doit seulement excepter le cas où S est une surface développable , parce qu'alors, d'après la remarque faite au n^ 550, le plan mobile qui engendre une telle surface, et qui est en même temps son plan tangent, se trouvera complètement déterminé par la condition nouvelle d'être parallèle à une droite donnée. C'est ce que nous avons déjà reconnu pour les cylindres et pour les cônes, dans le chapitre III du livre II.
580. IjC problème de mener à une surface S non développable, un plan tangent parallèle à une droite donnée, redeviendrait déterminé si Ton ajoutait la condition que ce plan dût avoir son point de contact sur une courbe connue; parce qu'alors ce point serait fourni par la rencontre de cette courbe avec la ligne de contact du cylindre circonscrit.
Quant à la construction de cette dernière ligne; qui est aussi fort utile dans la
176 LIVRE V. — PL^NS TANGENTS PONT LE POINT... N'fc%T VA» DOI^NÉ. théorie des ombres, la seule méthode générale est celle que im>ii8 avons indiquée n*^ 377; mais nous donnerons bientôt des procédés plus commodes pour certains genres de surfaces qui se rencontrent fréquemment, après que nous aurons ùÀt quelques remarques sur ces lignes de contact dans les surfaces du second d€|;ré.
381 . La courbe de contact dun cjlindre circonscrit à une surface du second degré est toujours PLANF, et située dans le plan diamétral qui se trouve conjugué avec le diamètre parallèle au cjlindre.
En effet, si Ton conçoit par le centre O de la surface du second degré S {fi^.. 80), une droite VO parallèle à la direction du cylindre, les diverses sections ABD, AB'D, AB^D,..., produites par des plans menés suivant VO, seront des courbes du second degré qui auront toutes un diamètre commun AOD; or, en coupant ces courbes parle plan diamétral BB'E, conjugué avec AD (c'est-à-dire le plan qui diviserait en deux parties égales chacune des cordes parallèles à AD), les intersections seront des droites OB, OB', OB",.-» qui se trouveront nécessairement rfromètres conjugués avec OA, dans chacune des courbes correspondantes. Donc, les tangentes BU, B'U', B'"ll'',..., que Ton mènera à ces sections par les divere points B, B', B",..., seront parallèles à OA, et formeront ainsi un cylindre circonscrit à la surface S, dont la ligne de contact BB'B^' sera placée tout entière dans le plan diamétral BB'E conjugué avec OÂ (*).
Au reste, ce résultat important peut être regardé comme une conséquence du théorème démontré n®353, pour la ligne de contact d'un cône VMM'N circonscrit à S; car, si le sommet V s*éloigne à l'infini sur la droite OAV, il est facile de voir que les divers points de contact M, M', M'',..., se transporteront en B, B', B,....
582. (Fîjjf. 82.) Pour étendre le théorème précédent aux deux paraboloides qui sont dépourvus de centre, imaginez, par l'axe principal OXde la surface, un plan EOF parallèle à la direction assignée pour les génératrices du cylindre, et menez dans cette direction une tangente VBU à la parabole EOF; alors, le plan diamétral, qui coupera en deux parties égales toutes les cordes parallèles à VBU, passera évidemment par le point de contact B de cette tangente, et produira dans la surface une section parabolique BB'B"C. Cela posé, toutes les droites B'U', B"U'',..., menées par les divers points de cette dernière parabole, parallèlement à VBU, se trouveront nécessairement tangentes à la surface; sans quoi leurs parties intérieures, ou cordes, ne seraient plus coupées en leurs milieux par le plan BB'C qui est supposé diamétral et conjugué avec VBU- Par conséquent, toutes les
( * ) Dans le cas particulier où la surface proposée est une sphère , la courbe de contact du cylindre circonscrit devient un grand cercle, perpendiculaire h la direction VO des arêtes du cylindre; résuUat qui se prouve directement , en faisant tourner autour de VO un grand cercle et sa tangente parallèle à cette droite.
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droites BU, S'il', B^'U*,..., formeront bien le cylindre circonscrit que Ton demandait, et Ton voit que sa ligne de contact BB'B'^C avec la surface sera plane et toujours parabolique.
Un raisonnement semblable, fondé sur la définition même du plan diamétral, aurait pu être employé dans le n^ 581.
PROBLEME I. Trouver la courbe de contact d'une surface de révolution, avec un cylindre circonscrit et parallèle à une droite donnée.
385. {Fig. 86.) Soient (0,r Z') Taxede la surface de révolution, et (E'C'E^'D'jCD) le méridien principal, dont la forme particulière n*aura point d'influence sur le succès de la méthode. Soit d'ailleurs (AB, A'B') la droite à laquelle doit être parallèle le cylindre circonscrit : la courbe de contact x'm'y' (*) de ce cylindre avec la surface proposée peut se construire en cherchant successivement les points qui sont situés sur chaque parallèle, ou bien ceux qui se trouvent sur chaque méridien; d'où résultent les deux procédés suivants.
584. Méthode du parallèle. Soit (ET', EmF) un parallèle choisi arbitrairement sur là surface de révolution S; en substituant à celle-ci le cône droit engendré par la révolution de la tangente E'Z' du méridien, il est clair que ce cône toucbera la surface tout le long du parallèle E'F', et qu'ainsi tout plan tangent mené à ce cône, parallèlement k ( AB, A'B'), touchera S dans le point où Tarêle de contact rencon* trera le parallèle ET'; donc ce point appartiendra à la courbe demandée, dont la propriété caractéristique (n^578) consiste en ce que, pour chacun de ces points, le plan tangent de la surface S se trouve parallèle à ( AB, A' B').
Nous sommes ainsi ramenés à conduire un plan tangent au cône ZTT', parai* lèlement à une droite donnée; mais pour ne pas être obligés de recourir au sommet Z' de ce cône, qui pourrait se trouver à une distance incommode, et afin de n'avoir à mener des tangentes que d'un même point fixe, nous modifierons le pro^ cédé général du n^l24, de la manière suivante.
Imaginons que le cône droit Z'ET'a été transporté parallèlement à lui-même, avec le plan tangent demandé, jusqu'à ce que son sommet soit venu se placer en un certain point O'de Taxe vertical (O, TZ'); dans ce mouvement, on sent bien que l'arête de contact aura conservé la même projection horizontale; et la trace horizontale du cône ainsi transporté s'obtiendra en tirant la droite OV parallèle à ZT', et en décrivant, avec un rayon Oe = IV, le cercle epf. Alors, pour mener à ce cône un plan tangent parallèle à (AB, A'B'), je tire dans cette direction la droite (OV, Oa) qui vient percer le plan horizontal au point (a, a') duquel devraient
(*) Comme le problème actuel a beaucoup d'analogie avec celui du n* 5»6, nous emploierons îd des lettres italiques, afin qu*on aperçoive les parties analogues des fig. 84 et 86, sans confondre cependant les deux courbes, qui se trouveront reproduites k la fois dans Tépure 89.
édit
178 LIVRE V. — PLANS TANGENTS DONT LB POINT... n'eST PAS D02HNÉ. partir les tangentes au cercle epfi mais comme je n'ai besoin que de» pointe de contact, je décris sur Oa, comme diamètre, une circonférence qui, par m rencontre avec le cercle epf^ déterminera ces points p et ^ ; et les rayons Op, Oq seront les projections horizontales des génératrices de contact des plans tangents que l'on cherchait. Maintenant, ces génératrices vont rencontrer le paraUèle (E»mF| E'F'), base du cône primitif, aux points (m, m') et (iî, W) ; par conséquent, ce sont là deux points de la courbe de contact de la surface de révolution avec }e cylindre circonscrit.
585. Les points de cette courbe, situés sur un autre parallèle, se construiront d'une manière semblable, en transportant toujours au point O' le sommet du cône droit circonscrit le long de ce parallèle; et par là, la circonférence décrite sur le dior mètre O a servira pour toutes ces opérations.
Mais il sera fort avantageux de chercher immédiatement les points situés, sur le parallèle E'" F*' égal à E'F', surtout si le méridien se trouve, commua dans cet ..exemple, symétrique au-dessus et au-dessous du plan horizontal CD'; car alors il n*y aura aucunes nouvelles constructions graphiques à exécuter. En effet, si Ton conçoit le cône Z"'E*'F'" circonscrit le long du parallèle E'^F"'; il est évident que se$ génératrices seront respectivement parallèles à celles du cône Z'E'F', de sorte que, quand nous le transporterons au point O', suivant la règle précédente, il coïncidera entièrement avec le cône O' éf\ et toutes les opérations ultérieures redeve- .nant les mêmes que ci-dessus, nous en conclurons que les arêtes de contact avec les plans tangents cherchés, se trouvent encore projetées horizontalement sur les raj^ons Of?, O7, qui, par leur rencontre avec le cercle E?nF, fourniront aussi les points demandés. Toutefois, il y aura ici une petite modification; car on devra prolonger ces rayons au delà de O pour obtenir la véritable position des points cherchés m" et n", que Ton projettera en niT et n"* sur le parallèle E^'F'j et la raison de cette différence tient à ce que ce parallèle était situé sur la nappe si^rieure du cône T^'ETl^'^, tandis que le cercle epf^ auquel nous menons les tangentes ap et aq, se trouve sur la nappe inférieure de ce cône transporté dans la position OV/'.
. 586. Méthode du méridien, {Fig, 86. ) Si Ton veut obtenir les points de la courbe en question^ qui seraient situés sur un méridien donné a OS, on imaginera par tous les points de cette méridienne des droites perpendiculaires à son plan, lesquelles formeront un cylindre horizontal évidemment circonscrit à la surface (k révolution tout le long de cette méridienne. Alors, si l'on mène à ce cylindre auxiliaire un plan tangent parallèle à (AB,A'B'), ce plan touchera la surface S dans le point où il rencontrera la méridienne aê, base du cylindre; et, par conséquent, ce point appartiendra à la courbe cherchée^ qui est (n"" 378) /e lieu de tous les poifU» de contact des plans tarigettis de S menés paralUkmenl à la droite ( AB^ A' B" ).
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Pour construire ce plan tangent an cylindre auxiliaire qui est horizontal^ je tire (n**117) la droite (Oa, OV) parallèle à (AB, A'B'), et du pied (a, a') j'abaisse une perpendiculaire ap sur le plan vertical aOê; alors, en joignant le point p avec (O, (y), j'aurais la direction suivant laquelle il faudrait mener une tangente à la méridienne aS, base du cylindre proposé. Mais, pour pouvoir effectuer celte opération, je rabats sur le plan vertical cette méridienne et la droite qui réunirait ks points p et (O, (y) : par là, le point p se transporte en (e, e)et la droite en question devient (Oe, O'e'); je mène donc, parallèlement à cette dernière, une tangente Z'£' au méridien principal, et le point de contact (E', E), étant ramené dans le méridien primitif Oa par un arc de cercle, fournira le point demandé (m, m').
Comme -on peut mener au méridien principal une seconde tangente parallèle à OV, il existe un second point de contact (F*', F) qui, ramené dans le méridien aOSy fournira un nouveau point (m'' m") appartenant aussi à la courbe cherchée.
387. Nous retrouvons ici deux points que nous avons déjà construits par l'autre méthode, attendu que le méridien aOS a été choisi de manière à passer par ces mêmes points ; et par là nous avons voulu manifester cette circonstance remarquable, que si les deux méthodes sont fondées sur des considérations très^diffé* lentes, elles emploient du moins les mêmes opérations graphiques exécutées dans un ordre précisément inverse. Mais, outre les points situés sûr un parallèle ou sur un méridien quelconque, il en est plusieurs qui s'obtiennent par des procédés directs, et nous recommandons au lecteur de commencer le tracé de Tépure par la recherché de ces points remarquables.
588. {Pig. 86.) Points sur les contours apparents. Pour les points de la courbe en question qui se trouveront sur l'équateur (CD', C/D), les plans tangents de la surface seront verticaux; ainsi les traces horizontales de ces plans seront des droites parallèles à AB et tangentes au cercle C/D. Donc, en tirant le diamètre A/ perpendiculaire à AB, les extrémités k et / que l'on projettera sur CD' en A' et t fourniront les points demandés. D'ailleurs, l'arc de courbe qui sera visible sur le plan horizontal, se terminera précisément à ces deux points, puisquUls appartiennent au contour apparent de la surface par rapport à ce plan de projection j et cet arc visible bnnk se distinguera du reste de la courbe, en examinant si un de ses points (m, m*) se trouve au-dessus de l'équateur CD'.
Quant aux points de la courbe qui seront placés sur le contour apparent de la surface relativement au plan vertical, c'est-à-dire sur le méridien principal, on' observera que les plans tangents correspondants se trouveront perpendiculaires au' plan vertical ; donc leurs traces seront des droites parallèles à A'B' et tangentes à* la méridienne E'CE*'. Ainsi, en menant ces tangentes, et déterminant leurs points de contact x' etj\ que l'on projettera sur CD en x et/, on obtiendra les points' cherchée, lesquels formeront aussi les extrémités de l'arc de courbe visible sur le'
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plan vertical; cet arc sera ici x'nCy*^ parce que l'un de ses points (m, m') Se tMove placé en avant du plan vertical CD qui contient le méridien principal.
589. Les points limites, c'est-à-dire ceux où la tangente de la courbe sera hori^ zontale, se trouveront nécessairement situés dans le méridien Oa parallèle à la droite donnée ( AJB, A'B'). En effet, il résulte évidemment de la construction générale qui a fourni les deux points (m, mf) et (n, n') relatifs à un même parallèle, que ce plan vertical Oa divise en deux parties égales toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires, telles que {mn^ m'n'); donc, lorsqu'un de ces points se trouvera dans le plan méridien Oa, l'autre point correspondant devra s'y trouver pareillement, et la droite indéfinie qui les réunissait sera devenue tangente à la courbe sans avoir cessé d'être horizontale.
Maintenant, pour construire ces points placés sur le méridien Oa, j'observe que l'arête du cylindre circonscrit, qui passerait par l'un d'eux, se trouverait néces* sairement tangente à la méridienne Oa, puisqu'elle serait dans son plan; par conséquent, il suffira de mener des tangentes à cette méridienne, parallèlement à la droite (AB, Â'B'). A cet effet, je rabats sur le plan vertical. le méridien Oa et la droite (Oa, O' a') déjà parallèle à (AB, A'B')î cette droite rabattue devient O'a", et en tirant dans cette direction une tangente au méridien principal, le point de contact u' se projette en u; puis, lorsqu'on ramènera ce point dans le méridien {>rtroitif Oa, il prendra la position (r, r^), qui est le point le plus bas de la courbe. Le point le plus haut (^, 1") s'obtiendra d'une manière semblable, en -menant au méridien principal une seconde tangente parallèle à O'.a''; niais dans l'exemple actuel ^ où le méridien est une ellipse, on sait que les deux points de contact de ces tangentes parallèles seraient sur un même diamètre dont le milieu O' restera im* mobile quand on fera tourner le méridien autour de l'axe vertical; par conséquent» les deux points (r, r') et (/, t!) devront encore se trouvei* sur un. diamètre de la surface, et ce dernier point pourra se déduire de l'autre.
390. Cette relation et la dépendance analogue qui existe manifestement ici entre les points (m, m') et (m", m*'), (n, n') et (n*', n*'),..., sont une suite nécessaire du théorème démontré au n"" 581, d'après lequel on a vu que, quand la surface est du second degré, la courbe de contact d'un cylindre circonscrit est tout entière dans le plan diamétral conjugué avec le diamètre (Oa, O'a'); d'où il résulte évidemment que le centre (O, O') de la surface du second degré doit être aussi le centre de la courbe de contact. On peut encore observer que les deux axes de cette courbe dans l'espace sont les diamètres (A/, k'I') et (it, rY), puisque les tangenta menées aux extrémités de chacun d'eux lui sont perpendiculaires (n^ 589). Puis, comme un de ces deux axes est horizontal, ils continueront d'être les diamètres principaux de la courbe en projection horizontale; mais il n'en sera pas de même sur le plan vertical, où ils deviennent simplement diamètres conjugués obliques.
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391. Troisième méthode ^ par une enveloppée sphérique. {Fig. 86.) D'après les remarques faites au n^ 365, nous pouvons obtenir les points de la courbe précédente^ qui sont situés s!ir un parallèle donné E'F', en substituant à la surface de révolution S une sphère qui lui soit circonscrite le long de ce parallèle, et dont le rayon sera la normale F'(ù' au point F' du méridien principal. En effet, imaginons un cylindre auxiliaire circonscrit à cette sphère, et parallèle à (AB, A'B'); la courbe de contact sera ici un grand cercle perpendiculaire à cette droite ( 11^381, note)j et comme dans les points où ce grand cercle rencontrera le parallèle E'F', les plans tangents de la sphère seront communs à la surface S, il s'ensnit que ces points appartiendront à la courbe demandée, dont le caractère consiste en ce que chaque plan tangent de S se trouve parallèle à (AB, A'B'). Or, si nous faisons tourner autour de la verticale O la sphère et le cylindre circonscrit, ainsi que la droite (Oa, O'a') qui indique la direction des arêtes de ce cylindre, jusqu'à ce que cette dernière droite soit venue dans la position O'a" parallèle au plan vertical, alors le grand cercle de contact sur la sphère se trouvera projeté suivant le diamètre y'w'd^' perpendiculaire à O'a''; et, dans cette situation, ce grand cercle coupera le parallèle E'F' en deux points placés aux extrémités de la corde horissontale projetée en g'. Mais cette corde ne changera pas de distance par rapport à l'axe vertical Ô, quand nous ramènerons le système dans l'état primitif; par conséquent, si Ton rapporte, par un arc de cercle, le point e' en s sur le méridien Oa, et que Ton tire la corde m en perpendiculaire à Oa, les points m etn, où cette corde rencontrera le parallèle £ m F, seront les points demandés qu'il faudra ensuite projeter sur E'F, en m' et n\
PROBLÈME II. Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à une droite donnée, et dont te point de contact se trouve sur un parallèle connu.
392. Il ne sera pas nécessaire ici, comme nous l'avions indiqué généralement au n** 380, de construire la courbe de contact de la surface de révolution avec un cylindre circonscrit, dont les arêtes seraient parallèles à la droite donnée; mais il suffira d'appliquer immédiatement au parallèle assigné par la question, la méthode du n^ 384 ou celle du n® 391, ce qui fera connaître le point de contact du plan demandé ; après quoi, la construction de ce plan deviendra bien facile.
PROBLÈME III. Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à une droite donnée^ et dont le point de contact se trouve sur un méridien connu.
595. On résoudra encore directement ce problème, en appliquant au méridien donné par la question la méthode exposée n°386; car elle fera connaître immédiatement le point de contact du plan tangent cherché, ce qui suffira pour construire ce plan.
PROBLÈME IV. Construire la courbe de contact d'une surface quelcoiïqub du second degré, avec un cylindre circonscrit parallèlement à une droite donnée.
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594. En disposant les données de la question comme dans Tépure 85 relative au problème du n^ 369, on substituera d'abord à Tellipsoïde un cône circonscrit le long d'une section horizontale G' H'; puis, on mènera à ce cône TG'H' un plan tangent parallèle à la droite donnée, au lieu de le faire passer par le point (V, V). On sait qu'à cet effet il faudra tirer par le sommet T' une parallèle à la droite assignée par la question, puis chercher le point de rencontre de cette parallèle avec le plan M'ïy* que Ton adoptera encore pour base du cône; et ce sera par ce point qu'il faudra mener des tangentes à l'ellipse ABDE. A cela près de cette modification, les opérations graphiques seront les mêmes que dans le n* 369 déjà cité; c'est pourquoi nous laisserons au lecteur le soin d'exécuter les constructions, qui d'ailleurs seront applicables, d'une manière analogue, à toute autre surface du second degré.
i^OQÛt
CHAPITRE III
DES PLANS Tangents menés far une dhoite donnée.
595. {Pig. 83.) Pour résoudre généralement ce problètae par rapport à tme surfaee quelconque S, qu'il faut supposer non développable , puisque autrement la question serait impossible (n** 350), imaginons un cône circonscrit à S et dont le sommet V soit placé arbitrairement sur la droite donnée AB ; puis déterminons, par quelqu'une des méthodes exposées précédemment, la courbe de contact ÎXY de ce cône avec la surface S. Cette courbe étant (n° 349) te lieu des points de contact de tous les plans tangents de S qui vo7\t passer par le point V, elle contiendra nécessairement le point de contact X du plan tangent mené par AVB; et si Ton construit de même la courbe de contact X'XY' d'un second cône circonscrit à S, et ayant aussi son sommet Y' sur AB, cette courbe devra encore passer par le point cherché X. Donc ce point sera fourni par l'intersection des deux lignes XXY et X'XT.
Réciproquement, tout point X ou fx, qui sera commun à ces deux courbes, satisfera aux conditions du problème, car, dès lors que le point (x se trouve sur XY, le plan tangent de S en /x passera par le point V; puis, à cause que ce point [i se trouve sur X' Y', ce même plan tangent passera par V : d'où l*on doit boncluw qu'il renfermera la droite donnée AB.
596. On peut aussi combiner la courbe XXY avec la ligne de contact xX^ d*un cylindre circonscrit à S, parallèlement à la droite AB. En effet, cette dernière ligne est le lieu des points de contact de tous les points tangents dé S, qui sont parallèles à AB (n® 378); et comme le plan cherché satisfait à cette condition, son point de contact X devra se trouver encore sur la courbe x\j. Réciproquement, pour tout point commun aux courbes x\j et XXY, le plan tangent de S satisfera aux deux
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ronditiops suivantes : i^ d*étre parallèle à AB; a® de passer par le point V : donc ce plan renfermera bien la droite AVB.
397. On peut encore n'employer que le seul cône VXY, circonscrit à la surface S; car, en menant à ce cône un plan tangent par la droite AVB, on aura évidemment xine solution de la question. Au reste, quand les courbes xj^ XY, X'Y' ne se rencontreront pas, le problème de mener un plan tangent à la surface S par la droite donnée AB, deviendra impossible ; et l'on sent bien à priori q[ue cela doit arriver pour certaines positions de cette droite.
398^. R£MA&QUi:s. Lorsque la surface proposée S est du second degré, on sait (n*^555) que toutes les courbes de contact XY, X'Y', X^Y'",.-! ^^^ cônes çircon» écrits dont les sommets se trouvent sur AB sont planes; par conséquent, les plani de ces courbes ont alors pour intersection commune la corde X/x, quî réunit lei points dç contact des deu^ plans tangents mmh par AB à la surface S. Il est d'ail*leurs facile de voir que cette corde est conjuguée avec le plan diamétral qui passe* rait par AB.
599. En outre, qqand la droite AB se trouvera située dans un plan principal ile la spr£aca S, que nous appellerons horizontal pour simpli6er le langage^ lei plans des courbes XY, X' Y', X" Y",,-? qui sont (n*" 535) respectivement paraïlèlei ^ux plans diamétraux conjugués avec les droites YO, VO', V"0", seront tousvfrv ticMx, et par suite les courbes XY» X'Y',..., se projetteront suivant des droitei qui pa^^ront toutes par le point où se projettera la corde Xjx) puis, compie d'ail-» Jeur4 lei^ cônes circonscrits k la surface S se projetteront eux-mêmes suivant de« couple^ de tangentes à la section principale, on peut eu conclure ce théorème r#^ marquable de géométrie plane : laiton fait mouvoir sur une droite XB le sommet Y iiun angU variable XV Y dhnt les côtés demeurât tangents à un^ courba du second degr^, le§ cordas qui joindront deux à dmx les points de contc^ct de ces tangentes çorr^pon* fiantes se rencontr^ont toutes en un poifU unique, lequel sera situé ^r le diarfiàtre con^ jugué avec la droite AB. Cette dernière circonstance résulte de ce que la corde Xf^ ne trouvait dans le plan x),fj qui est lui-même ( n° 581 ) Je plan diamétral cpojug ué Airec AB.
400. £q re?vMantau problème général qui fait l'objet de ce chapitre, on voit qtie la solution exigera ordinairement le tracé des courbes de contact de 4eu» cdnes^ ou bien d'un cône et d'un cylindre, circonscrits à la sur&ce proposée S; «aisy dans plusieurs cas^ cette marche pourra être simplifiée parles considérationt particulières que nous allons exposer sur divers e^en^ples,
PBOBLÈAIE h Par une droite donnée, mener un plan tangent à um sphère.
401* (Fig, 87. ) Faisons passer nos deux pkns de projection par le centre de )ft sphère donn^; alors les ^eetioDs produites par ces plans, ejt qui formeraient Im contours ap()arenta de la surlt^e, m «rpuireront iiabattues suivant un cercle imique
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EE'F'F, décrit du point O avec le rayon même de la sphère. Soit d*aîfleurs (AB, A'B') la droite donnée; en imaginant un cône circonscrit à la sphère, et dont le sommet soit en un point quelconque de cette droite, il suffira évidem* ment de mener à ce cône un plan tangent qui passe par (AB, B'A'), pour obtenir la solution du problème proposé; car ce plan renfermera une génératrice du cône circonscrit et une tangente à sabase, qui sont deux droites tangentes à la sphère; et dès lors îi sera lui-même tangent à cette dernière surface.
Choisissons pour sommet de ce cône circonscrit le point (A, A'), où la droite donnée vient percer le plan horizontal. Alors, en menant les tangentes AE et AF au grand cercle horizontal de la sphère, cette surface sera touchée par le cône EAF suivant un petit cercle perpendiculaire à la ligne AO {note du n*^ 355]; par conséquent, ce petit cercle sera vertical et projeté sur son diamètre EF ; puis, comme le plan vertical EF va rencontrer la droite donnée au point (R, R'), c'est de ce point qu'il faut {n? 123) mener des tangentes k la base du cône. A cet effet, je rabats le cercle vertical EF sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de «on diamètre EF, et ce cercle devient ETF; mais, par suite de ce mouvement, le point (R, R'), dont la plus courte distance à la charnière EF était la verticale (R, R'G) se transportera perpendiculairement à cette charnière, à une distance RR"= R'G; donc les tangentes R"S et R'^T feront connaître, en rabattement, les points de contact S et T des plans tangents demandés avec la base du cône, et aussi avec la sphère. A présent, pour ramener ces points dans leur véritable position, je k^lève le système autour de la charnière EF, et, en abaissant sur cette ligne les perpendiculaires SX et T/x, j'obtiens les projections horizontales X et fi des points de contact cherchés. Quant aux projections verticales, j^observe que les points S et T, quand ils seront relevés, auront pour hauteurs au-dessus du plan horizontal les ordonnées SX et Tjx; donc, en prenant sur des perpendiculaires à la ligne de terre les distances IX' = SX, Vfi.'= T/jl, on aura enfin (X, X') et (jx, fi') pour les points de contact de la sphère avec les plans tangents menés par la droite ( AB, A'B').
402. Une fois les points de contact trouvés, il sera bien facile d'obtenir les traces AX et XB', AY et YF de chaque plan, puisqu'elles doivent passer par les points A et F, et se trouver respectivement perpendiculaires sur les projections des rayons menés aux points de contact. Cependant comn^e cette dernière condition n'offrira pas toujours, dans la pratique, toute la précision désirable, on pourra la remplacer par une droite qui unirait le point de contact avec un point arbitraire de (AB, A'B'), ou qui serait parallèle à cette dernière ligne.
403. Deuxième méthode. {Fig. 87.) Outre le cône EAF déjà circonscrit à la ^hère, imaginons-en un second pareillement circonscrit, et dont le sommet soit en (B, B'). Ce dernier touchera la sphère suivant un petit cercle perpendiculaire à la ligne B'O (n®555, note), et par conséquent perpendiculaire au plan vertical
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à^ projection diuiji lequel est «tuée. cette Kgne; ainsi, en menant la» tangentes B'E' et B'F', ce périt cercle de contact ç^ra projeté verticalement wr ET' qui m $er?i le 4ia«nètre, Or, d'après les conwdératious générales eicppsées au xf 30S> les cercles EF et E'F' doivent passer l'un et l'autre par les points de conttict de la sphère avec les plans tangenU menés par (AB, A'B'); donc ces deux points seront aux extrérnités de la corde suivant; laquelle se coupent ces deux cercles, corde qui a nécessairement pour projection horizontale la droite indéfinie £F, et pour prpjectiou verticale E' F\
Cela posé, rabattons cette corde avec un des deux cercles qui la contieiwwent, par exemple avec le cercle vertical EF, qui, en tournant autour de son diamètre boriaonUil, est déjà venu se placer en ETF^ Pendant ce mouvement» le point (K, R')> OÙ la cprde en question vient percer le plan horiaonfal, restera immobile, parée qu'il esl^ sur la charnière EF; Un second point de celte cprde, par exmiplesa trace verticale (L, IJ\ décrira un arc de cercle dont le rayon sera la verticale y L abaissée de ce point sur la charnière ; donc si^ dans une direction perpendiculaire à £7, on porte la distance LI/^ IJ^^ le point U sera la position que prendra (Ii^ U) après le rabattement de la corde, et cette dernière deviendra KL". Alors les points $ etT^ où celte droite coupiçra le petit cercle rabattu suivant ETF, seroiit les deux eiitrémité^ d? la corde; et il n'y ajura plus qu'à les ramener sur EF, perdes perw pendiculaires SX et T/a, puis enfin à projeter les points X et /x sur E'F', en X' et j*v
iOi. Troisième méthode. {Fig. 87.) Après avoir déterminé seulement les droite^ EF et E'F', au moyen des couples de tangentes menées à la sphère par les points A et B'j et avoir observé que ce sont là les projections de h carde qui réunit les dwx points de contact des plans tangents demandés, on pe\U éviter de tracer unie nour vçlle circonférence, en cherchant la rencontre de celte corde (EF, E'F'javec h grançl cercle qui la contient* Le plan de ce dernier aura pour trace horizontale OK; et, en le rabattant autour de cette droite, ce grand cercle se confondra avec le contour de la sphère. Quant à la corde (£F, ET'), emportée par le même mouvement, elle passera toujours par le point K qui, étant sur la charnière, demeure immobile; tandis que le point (L,L') de cette corde décrira un arc de cercle dont le rayon sera la perpendiculaire abaissée de ce point sur OK. Or, si l'on tire LM à angle droit sur OK, il est facile de voir que le rayon en question aboutira en M, et se trouvera l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés LM et LL'j si donc on construit ce triangle KLM, et que l'on prolonge LM d'une quantité M/" = MN, le point /" sera la position que prendra (L, L') après le rabattement de la corde, et, par conséquent, cette droite deviendra R/". Alors les points P et Q, où cette dernière ligne coupera le contour de la sphère, seront les points cherchés quMl faudra ensuite ramener, par des perpendiculaires à la charnière OK, en Xet fi sur EF; puis, enfin, on projettera ces derniers points sur £'F' en X' et fl^ 4* édir 24
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405. Quatrième méthode. {Fig. 88.) Dans cette méthode, qui deviendrait nécessaire si les deux traces de la droite donnée étaient placées à des distances trop considérables, on regarde comme construits les deux plans tangents menés à la sphère par la droite (AB, A'B'); puis, en les coupant par un plan conduit suivant les rayons qui aboutissent aux points de contact, il est clair qu'on aura pour sections deux droites tangentes au grand cercle contenu dans ce plan sécant, et que la connaissance de ces tangentes suffira pour déterminer les points de contact cherchés. Or il est aisé de construire ces tangentes, parce que le plan sécant dont nous parlons, passant par deux rayons respectivement perpendiculaires aux plans tangents, se trouvera lui-même perpendiculaire à ces deux-ci, et, par conséquent, il le sera à leur intersection (AB, A'B'); ainsi ses traces seront les droites OC et OIV menées à angle droit sur AB et A'B'. D'ailleurs ce plan COiy coupera la droite (AuB/ A'B') en un point (R, R') que l'on sait construire (n^ 30), et d'où il faudra mener des tangentes au grand cercle (*) suivant lequel la sphère est coupée par ce même plan COiy. Pour cela, rabattons ce plan autour de sa trace horizontale OC : le grand cercle en question viendra se confondre avec le contour delà sphère; le point (R, R') décrira autour de la charnière OC un arc, dont le rajon sera la perpendiculaire (RG, R'C) abaissée sur cette droite : donc, en construisant la vraie grandeur GH de ce r^yon, et la rabattant de C en R% ce dernier point sera la position nouvelle de (R, R'), et les tangentes cherchées seront rabattues suivant R^P et R'^Q.
Maintenant, voyons ce que deviennent les points de contact P et Q, lorsqu'on ramène ces tangentes dans le plan COD'. La première, R'^P, rencontrait la charnière OC en un point V qui restera immobile; ainsi cette droite sera projetée horizontalement sur RV, et, par suite, sa projection verticale sera R'V : donc, en ramenant, par une perpendiculaire à OC, le point P en X sur RV, puis en projetant X en X' sur R' V, on obtieudi-a la vraie situation du point de contact (X, V) du premier plan tangent à la sphère.
Quant à la tangente rabattue ^suivant R'-Q, elle va couper ici la charnière OC à une distance' trop considérable pour qu'on puisse tirer parti de ce point immobile. Mais pour y suppléer, j'observe que PQ représente le rabattement de la corde qui unirait les deux points de contact des plans tangents; et comme cette corde renconti'e la charnière OC au point (K, R'), elle a nécessairement pour projections KX et K'X'. Donc, en ramenant, par une perpendiculaire à OC, le point Q en /x sur KX, puis projetant fi en /x' sur K'X', on obtiendra le point de contact (//., fi')
. (^) Ce gt^nd cercle n'est autre chose que la courbe de contact de la sphère avec un cylindre cir* conscrit et parallèle à la droite {AB, A'B'} : de sorte que pour tous les points de cette circonférence > les plans tan^ntsde la sphère sont parallèles à la droite donnée.
CHAPITRE IIL — PLANS TANGENTS MENÉS PAR UNE DROITE
du second plan tangent à la sphère. On pourrait d'ailleurs s'appuyer ausà sur cette considération 9 que la corde (X/x, Vfi') doit évidemment se trouver perpendiculaire au plan AOB' qui passerait par le centre de la sphère et par la droite donnée (AB, A'B').
PROBLÈME II. Par une droite donnée, mener un plan tangent à une surface de révolution dont le méridien quelconque est connu.
406. {Fig. 89.) Soient (O, VZ') l'axe de révolution, (X'C'Y'D', CD) le méridien principal de la surface, et ( AB, A'B') la droite par laquelle il faut conduire lé plan tangent demandé. Nous emploierons ici la méthode générale indiquée aux n^' 595, 396, et conséquemment nous chercherons :
!**• La courbe de contact (XKYRL, X'K'Y'R'U) de la surface proposée avec un cône circonscrit dont le sommet (V, V) est pris à volonté sur la droite (AB, A'W); cette courbe se construira par les moyens employés pour le problème du n^ 356^ et nous avons eu soin de conserver ici les mêmes lettres qui avaient servi dans l'épure 84, relative à ce' problème isolé : de sorte que les explications antérieures s'appliqueront littéralement à l'épure actuelle;
2?. La courbe de contact {xllfr^ x't'ly'r') de la surface proposée avec un cylindre circonscrit parallèlement à(AB, A'B'), laquelle courbe se construira aussi par les moyens employés pour résoudre le problème du n** 585, sur l'épure 8&, dont les notations ont été conservées dans l'épure actuelle.
Maintenant, examinons si ces deux courbes de contact se coupent quelque part, et, pour trouver leurs points de section, gardons-nous de combiner j sur un même plan de projection, une branche pleine ou visible, avec une branche ponctuée ou invisible; car de telles branches, n'étant pas situées sur la même nappe de la surface, ne sauraient se rencontrer. Nous voyons ici que les courbes se coupent en deux points (X, X') et (|ui, [j/)j dont les projections horizontales et verticales doivent d'ailleurs, pour chacun d'eux, être placées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre; alors, d'après les raisonnements développés aux n*^ 595 et 596, ce sont là les points de contact de la surface de révolution avec les plans tangents qui passeraient par (AB, A'B*), et, une fois ces points connus, il sera bien facile de construire, par divers moyens, les traces de ces plans. Nous ferons seulement observer que les traces horizontales devront passer par le pied A de la droite, et être perpendiculaires aux projections OX et Ofi des normales relatives aux deux points de contact trouvés.
407. Cas particuliers. Si la droite donnée était verticale, il suffirait évidemment de mener par son pied deux tangentes k la projection horizontale de l'équateur.
Si cette droite était horizontale, on mènerait un plan méridien qui lui fût perpendiculaire, et, du point où il la rencontrerait, on tirerait deux tangentes à la méridienne contenue dans ce plan; opération facile à exécuter, quand on aurait
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rabattu ce point et la méridienne en question sur le pUn vertical, commç on Ta fait au n^ 560 pour le point P' de l'épure 84*
408. Deuxième mét/iode. Lorsque la surface de révolution «era du second degré, il y aura beaucoup d'avantage à employer, comme au n** 393, deux cônes cir-^ conscrits dont on placera les sommets aux deux points où la droite donnée ren* contrera le plan de l'équateur et le plan du méridien principal; parc^ qu'alors, d'après le théorème démontré n^ 355, chacune des courbes de coAtact sera projetée suivant une droite sur un des deux plans de projection; et il n'y aura à construire dans toute l'épure qu'tme seule courbe, ainsi que nous l'expliquerons €n détail dans le problème analogue et plus général qui sera traité au n^417.
409. Troisième méthode. En supposant encore que la sur&ce de révolution soit du second degré, on pourra n'employer qu'un seul des deux cônes circonscrits 4ont. nous venons de parler; car, comme la courbe de contact sera (n^ 353) tout entière dans un plan perpendiculaire au plan horizontal (ou au plan vertical), il ai^fiBra de mener à cette courbe deux tangentes par le point où son plan rencontrera la droite donnée (*). D'ailleurs on a vu (n** 574) combien il était facile de con^tniîre ces tangentes avec leurs points de contact, sans tracer la courbe du second degré en question, mais en connaissant seulement ses deux axes; or l'un de ceux-ci s'obtiendra immédiatement, en menant par le sommet du cône circonscrit deux tangentes à l'équateur (ou au méridien principal), et le second axe s'en déduira d'une manière bien facile à imaginer (yojez n** 418).
Nous engageons le lecteur à appliquer cette méthode à un ellipsoïde de révolution; mais ici, pour varier les exemples, nous allons en faire l'appUcatiou à un hyperboloîde gauche de révolution, défini par sa génératrice, rectiligne^ et non par sa méridienne.
PROBLÈME III. Par une droite donnée, mener un plan tangent à len hyperboUAM gauche de révolution.
410. Soient (O, O'O") l'axe vertical de la surface, et (ADB, A'D'A") {fig. 90) la droite mobile qui, en tournant autour de cet axe, engendre (n'' 140) rbypqrbo*' loïde que nous supposons terminé aux deux sections horizontales A' 6' et A" B% également éloignées du cercle de gorge. Nous n'exécuterons pas la représentation de la surface sur le plan vertical, puisque cela conduirait à tracer l'hyperbole méridienne dont nous voulons éviter l'emploi; mais »ur le plan horizontal, nous regarderons la surface comme réellement projetée, et en conséquence nousponctoe* rons les parties de lignes principales qui seront au-dessous de la nappe supérietu^
411. Maintenant, soit (aS, a'ê') la droite par laquelle il s'agit de menw W plan tangent; si du point (V, V), où elle perce le plan horizontal du cercle.de
(*) Cette marche est analogue à celJe qui nous a servi pour la sphère, au n? 404.
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gôrge^ on imagine un cône circonscrit dont deux des arêtes seront évidemment les tangentes YX et VY, ce cône touchera rhyperboloide suivant une courbe située tout entière (a® 353) dans le plan vertical XY, et qui, par conséquent, sera une hyperbole ayant pour axe réel îa corde XY. Donc, en menant deux tangentes à cette courbe par le point (R> R'), où son plan va couper la droite (a V6, «' V'ê'), on obtiendra les points de contact des plans tangents à Thyperboioide.
4^12. Potir construire ces tàngenteS) il faut d'abord faire tourner autour de Taxe (O, O'CT) le plan vertical XY, jusqu'à ce qu'il prenne la position x/^ parallèle au méridien principal, et alors le point (R, R') se transportera en (r, r'). Dans cette situation, Fhyperbole contenue dans le plan vertical x^* est semblable à la méridienne principale de la surface, et a comme elle, pour projections de ses asymptotes, les droites A'D' et B'D'; de là, et au moyen de Taxe réel xy\ on déduit aisément les deux foyers 9 et ^. Cela posé, pour mener deâ tangentes à cette hyperbole par le point r' (*), je décris un arc de cercle avec la distance r'tp pour rayon, et un autre arc dont le centre soit en t)^ et le rayon égal à xy^ puis^ en tirant la droite r't par le milieu de Tare 97, j'obtiens l'une des tangentes cherchées^ et son point de contact /' sera déterminé par sa rencontre avec la droite ^7. De même, TaUtre tangente sera la droite r'm' menée par le milieu de l'arc f&^ et la ligne ^& prolongée déterminera le point de contact m' de cette seconde tangente.
A présent, il ne reste plus qu'à projeter les points /' et m' en / et m. sur a^y puis à ramener ces points dans le plan vertical primitif XY, en (X^ X') et (/x, fi'). Ce sont ià les points de contact de l'hyperboloïde avec les deux plans tangents menés par M droite (ezê, o^^')i et leurs traces aB^A, et aA|B, sont faciles à construire avec ces seules données.
415. Mais comme, dans l'hyperboloïde gauche, nous savons que chaque plan tangent doit renfermer deux génératrices rectilignes de la surface, lesquelles se coupent au point de contact, on pourra mener par les points X et /a quatre tangentes au cercle de gorge, savoir XAj, XBj, fxA,, fJiBj, lesquelles fourniront, par leure rencontres avec la trace horizontale de la surface, quatre points appartenant aux traces des plans tangents. D'ailleurs les deux génératrices XA^ et /xBg, faisant partie Tune du système (AD, A'D'), l'autre du système (BD, B'D'), iront nécefrsairement se couper (n** 144) en un point qui devra évidemment se trouver sur la droite («S, a'6'); et ce point (s, e') sera précisément celui où celle dtvile ptrcc l'hjpet'bohïde. Il y aurait aussi un second point de section qui serait fourni par la rencontre des génératrices XB^ et |uiA«.
414. Observation. Si le point (V, V), où la droite donnée(aS, a' S') perce le plan
( * ) y^ye^ dHis les Traités des lectioas coniques , la méthode des Jnciens pour mener des tangentes à ces courbes.
1^ LIVKE V. — PLAHS TAHGENTS DONT LE POINT... N'EST PAS DONNÉ, horizontal du cercle de gorge, se trouvait en dedans de ce cercle^ on ne pourrait plus mener les tangentes VX, VY; et cela indiquerait que la courbe de contact de rhyperboloïde avec le cône circonscrit qui a son sommet en (V, V) change de position, et devient une hyperbole dont l'are réel est vertical, et dont le plan est toujours perpendiculaire à l'horizontale YO. Dans ce cas^ on mènerait du point (y, Y') deux tangentes à la méridienne située dans le plan YO, et la corde com« prise entre leurs points de contact serait l'axe réel cherché; ensuite, le reste des constructions s'efl^cluerait d'une manière analogue à ce qui a été &it dans le premier cas.
415. Autre solution. {Fig. 90.) Les remarques faites au n^413 fournissent une méthode. fort simple et applicable à toutes les positions de la droite dcMinée. En effet, si, après avoir construit, par le procédé du n^284, les points d'intersection dé la droite (aS,a'ê') avec l'hyperboloïde, on mène par Tun d'eux (e, g'), des taa* génies eÂ,, eB» au cercle de gorge, ces génératrices, combinées tour à tour avee (a€, (x!&)j détermineront immédiatement les deux plans tangents demandés» qui auront pour traces horizontales aA^ et aBs. Quant aux points de contact, ils seront fournis par les deux autres génératrices partant des points B, et A^ {*). - 416. Il résulte de là que, si la droite donnée ne coupait pas l'hyperboloïde quelque part, il serait impossible de mener par cette droite un plan tangent à h surface; condition qui est évidente à priori, puisque tout plan tangent devant ren» fermer, ici deux génératrices qui se coupent, il y en aura au moins une qui reor contrera la dtt>ite (aë, a'&) située par hypothèse dans ce plan tangent. Seulement, ce point de rencontre s'éloignera à, l'infini, dans le cas tout particulier où ces deux génératrices et la droite (aë, a'&) se trouveront parallèles toutes trois; maiç alors la position du plan tangent n'en deviendra que plus facile à assigner, puis^ qu'il sera évidemment (n^280} tangent au cône asymptote.
PROBLÈME lY. Par une droite donnée, mener un plan tangent à une surface QUELCONQnE du sccond degré.
417. (Ft^.91.) Prenons pour exemple un ellipsoïde rapporté à deux plans de projection, dont. chacun soit parallèle à un plan principal de la surface; celle^i aura pour contours apparents lesellipsesprinci;?a/e5 ( ABDE, A'D') et (A' CD' F, AD) qui ont chacune deux axes communs avec l'ellipsoïde. Soit d ailleurs (BS, R'S-) la droite donnée; les points de contact des plans tangents menés par cette droite seront fournis (n^ 395) par les intersections des courbes de contact de deux cônes circonscrits à l'ellipsoïde, et ayant leurs sommets situés où l'on voudra sur la droite donnée; mais, pour simplifier la construction de ces courbes^ plaçons les
{*) Une solution semblable peut être appliquée à Thyperboloide à une nappe et non de révo* lution. (ro/ejBn*»l590.)
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Sommets de ces cônes aux points (V, V) et (v, i/), où la droite (RS, R'S') varen^ contrer les plans des denx ellipses principales qui se trouvent parallèles aux plans de projection.
' 418- Alors, si Ton mène les tangentes Va' et V'(^ à Tellipse A'C'iyF', les points a! et ^ appartiendront évidemment à la projection verticale de la courbe de contact du cône circonscrit (V, V); et cette courbe, qui est plane (n°555), se trouvera projetée verticalement sur la droite a'c^. En effet, comme le sommet (V, V) est situé dans un plan vertical VAD qui divise Tellipsoïde en deux parties exactement symétriqiies, il est certain que les points de la courbe de contact doi* vent être, deux à deux, sur des cordes perpendiculaires à ce plan principal; donc aussi le plan de la courbe cherchée sera perpendiculaire au plan vertical VAD, et s'y projettera suivant la droite cnfi' qxiî réunit les deux points déjà trouvés.
Par les mêmes raisons, la droite («(>, o'c^) est un axe de la courbe dansTespacSi et elle continue à jouir de cette propriété en projection horizontale, où elle fournit les deux sommets a et (?. La direction («y€ du second axe se déduit aisément de là; mais, pour déterminer sa longueur, j'observe que ces deux axes sont proportion-» nels à ceux de la section faite, dans Tellipsoïde, par un plan diamétral iVn^ paral^ lèle à la courbe de contact oid'. Si donc on projette a' en a, et que Y on tire ^6 parallèle à aB, on obtiendra la longueur cùS du second axe cherché; et alors il sera I>ien facile de tracer l'ellipse aXS^Y qui, d'ailleurs, devra passer par les points X et T que Ton déduit de la section X^ et dans lesquels elle touchera évidemment le contour ABDE sur le plan horizontal.
419. Maiïitenant, le deuxième cône circonscrit dont le sommet est en (v, t/) touchera rellipsoide suivant une courbe plane qui, par des raisons analogues à celles que nous aîvons citées plus haut, se trouvera projetée horizontalement sur la droite :rf ; puis, sans chercher la projection verticale de cette courbe, qui s'ob* tiendrait par des procédés semblables à ceux qui nous ont servi pour ie premier cône, on peut tout de suite apercevoir les points de section X et jx des deux courbes de contact, sur le plan horizontal, et reporter ces points en X' et ^il sur afd'. Alors nous avons pour chaque plan tangent demandé, son point de contact (X, X^) ou (|x, fji'), et une droite (RS, R'S') par laquelle il doit passer; de sorte qu'il est bien aisé de trouver ses traces par des constructions dont Tépure actuelle présente seulement les résultats.
420. Autre méthode. (Fig.gi . ) On peut résoudre le problème précédent avec le seul cône circonscrit dont le sommet est en (V, V); car tout plan tangent à ce cône, qui sera mené par la droite (RV, R'V), satisfera évidemment à la question. On cherchera donc le point (R', R) où cette droite est coupée par le plan de la base af&'y puis, on tirera du point R les tangentes RX, et Rfx, à la courbe aYâX : et même, on doit observer qu'il est inutile de tracer Tellipse aYc^X, et qu'avec les
J^fk LIVRE V. ^ fhhVS TANOENTS 0ONT LE POIHT..* n'eST PA8 DONNÉ.
deux deiPMxes oa et uê, on sait construire les points de contact jui et X des tan* gentes Rjul et RX» comme nous l'avons déjà fait dans les n^' 374 et 412. Ainsù \eê points (X, X') et (|ui, [x') seront ceux dans lesquels Tellipsoïde sera touché par les plans tangents conduits suivant la droite (RV, R'V); et, par conséquent, ceg deux plans se trouveront déterminés par une méthode qui aura l'avantage de n'employer que la ligne droite et te cercle.
DES PLANS TAMOENTS PARALLÈLES A UN PLAN DONNÉ
421. Soit S la surface à laquelle on propose de mener un plan tangent qui soit parallèle à un plan donné P. Imaginons que, dans ce dernier, on trace deux droite! arbitraires A etB; puis, que Ton détermine» par les procédés indiqués au chapitre II, les courbes de contact X et Y de la surface S avec deux cylindrei circonscrits, parallèles Tun à A et l'autre à B. Alors on sait (n^ 378) que pour tQUS les points de la courbe X, les plans tangents de S se trouvent parallèles à A} qye pour tous ceux de la courbe Y, les plans tangents sont parallèles à B : donc, si les courbes X et Y se coupent, chaque intersection fournira un point pour le« quel le plan tangent de la surface S se trouvera parallèle à la foi« aux deux droites A et B| 9t copséquemment il sera parallèle au plan donné P.
422. Il est bon d'observer que le problème précédent revient à cela^ci ; Mew à un^ surface $ une normale qui soit parallèle à une droite donnée D. £n effet, si Tod construit un plapi P perpendiculaire à la droite D| il suffira da trouver un plan tangent parallèle à P ; et la normale relative au point de contact de ce plan tangent sera évidemment parallèle à la ligne D. Cette recherche est nécessaire pour obtenir le point brillant d'une surface, éclairée par des rayons de lumière que l'on regarde comme parallèles entre eus.
423- Lorsque la surface S sera développable, le problème deviendra impossible en |[énéraly attendu que la condition d'être parallèle à une droite donnée suffît (n^ 379) pour déterminer complètement le plan tangent d'une pareille aurfacei et qu'ainii l'on ne saurait exiger que ce plan soit parallèle à la fois à dwn droites A et B, ou au plan P qui les contient.
424. La mode de solution que nous avons indiqué au n^ 42i e^t général, mais il entraînera souvent dans des opérations graphiques fort compliquées; c'est pourquoi il faudra chercher, dans chaque surface, à profiter des propriétés particulières qui pourront simplifier la solution, comme nous allons l'indiquer sur quel" qu?s exemples.
i"". Si 1a surfgM prapcMée eatda révolution, auquel cas chaque plan tangent est
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perpendiculaire au plan méridien correspondant, on commencera par mener un plan méridien perpendiculaire au plan donné P, et qui coupera ce dernier suivant une droite que j'appelle â; alors, en tirant à la section méridienne ainsi obtenue une tangente parallèle à e?, son point de contact sera évidemment celui d'un plan tangent qui se trouvera parallèle à P. Cette marche sera d'une application fort aisée pour une sphère, un ellipsoïde, un tore, etc.
a^. S'il s'agit d'un hyperboloide de révolution à une nappe, lequel admet (n**146) deux systèmes de génératrices rectilignes respectivement parallèles aux arêtes du cône asymptotigue, on coupera ce cône par un plan mené du sommet, parallèlement à P. Ce plan sécant fournira deux arêtes a et a', parallèles à P, et Ton en déduira aisément les quatre génératrices correspondantes de l'hjperboloîde, savoir, A et B parallèles à a, puis A' et B' parallèles à a^ Alors, en combinant les génératrices A et B', on obtiendra un plan évidemment parallèle à P, et qui touchera l'hyperboloïde dans le point où ces deux droites se coupent ; puis, on en trouvera un second qui remplira les mêmes conditions, en combinant en* semble les génératrices A' et B qui se coupent pareillement.
La Boême méthode s'appliquera à un hyperboloïde à une nappe et non de révolution, attendu que cette surface admet aussi, comme nous le verrons au livre VII, deux systèmes de génératrices rectilignes parallèles aux arêtes d'un cône asymptotique [voyez n^ 581).
DES PLANS TANGENTS A PLUSIEURS SURFACES A LA POIS
425. Trouver un plan qui touche en même temps deux surfaces données S et T. Pour résoudre ce problème d'une manière générale, et quels que soient les plans
de projection adoptés^ menons dans l'espace un plan arbitraire P ; puis, cherchons la courbe de contact X de la surface S avec un cylindre circonscrit et perpendiculaire au plan P, question qui rentre dans celle du n^ 577, puisque les arêtes de ce cylindre devront être parallèles à une droite connue, savoir la perpendiculaire au plan P. Déterminons de même la courbe analogue Y pour la surface T, et construisons les projections a: et y de ces deux lignes sur le plan P : alors, en menant une tangente commune aux deux courbes .r et y, ce sera la trace d'un plan n perpendiculaire à P, et qui, touchant évidemment les deux cylindres, sera nécessairement tangent aux surfaces S et T. On obtiendra donc ainsi une solution du problème proposé; mais il y en aura une infinité d'autres n', n",..., que Ton trouvera en répétant des constructions analogues pour divers plans P', P",.*-» choisis dans des directions différentes.
426. On peut lier entre elles toutes ces solutions^ en construisant la surface dé-- 4* édit. a5
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veloppablê qui est circonscrite à la fois aux deux surfaces S et T. Pour cela, imaginons que les points de contact m et n des courbes x et^ avec leur tangenle commune sur le plan P, ont été projetés sur les courbes X et Y en M et N; ce seront là les points dans lesquels le plan n touche les deux surfaces S et T; et si Ton construit semblableraent les points de contact M' et N', M"" et N",..., des plans n\ tc",..., la suite des droites MN, M'N', M''N%..., formera une surface 2 qui touchera évidemment S et T le long des courbes MM'M*..., et NN'N"...; mais j'ajoute que mte surface 1 sera déoeloppable. En effet, si les points M et M' sont pris infiniment voisins, le plan tangent n renfermera les éléments linéaires MM' et NTÎ', et dès lors les deux génératrices ME et M'N' seront bien situées dans un même plan, ce qui esl le caractère distinctif des surfaces développables (n° 179). D'aiU leursi on peut regarder les droites infiniment voisines MN, M'N', M'I^'^vm comme les intersecticms consécutives des plans tt, Tf^it"^.,., ou bien comme Ten* veloppe de l'espace parcouru par le plan n lorsqu'il roule sur les surfaces S et T, en demeurant tangent à l'une et à l'autre, ainsi que nous Tavons expliqué aux n^ 482 et 184.
Cela posé, qoand la sui^face 2 sera construite, tous les plans tangents qu'on lui mènera, toucheront parallèlement S et T, et fourniront les diverses solutions du problème primitif.
427. La surface développable 2 circonscrite aux surfaces S et T, est nécessaire à considérer dans la théorie des ombres ; et elle présente ordinairement deux nappes distinctes, lesquelles proviennent de ce que les courbes r et/ du n** 425 peuvent admettre une tangente commune extérieure y et une autre intérieure. An surplus, ces généralités seront éclaircies par Texemple fort simple des deux sphères que nous considérerons au n^437.
428. Lorsqu'une des deux surfaces proposées, par exemple S, est elle-même développable^ le problème de leur mener un plan tangent commun n'est pas en général impossible; mais il n'admet plus une infinité de solutions, comme on doit le sentir en faisant rouler un plan tangent sur la surface S jusqu'à ce qu'il rencontre T; D'ailleurs, dans l'hypothèse actnelie, la courbe x relative au plan P (n° 425) se réduirait i «ne ou plusieurs lignes droites, auxquelles il ne serait plus possible de mener une tangente commune avec la courbe^; à moins que Tune de ces droites ne se trouvât d'elle-même tangente à cette courbe/, ce qui ne pourrait arriver que pour un certain nombre des plans P, P', P",... : de sorte que le problème deviendrait déterminé, et la surface 2 se réduirait alors à un ou à plusieurs plans. Nous en verrons un exemple dans le n** 434.
429. Enfin, le problème n'admettrait en général aucune solution, si les surfaces données S et T étaient toutes deux développables, puisque les courbes x et y an ïïiP 48S, «levanant alors l'une et l'autre des lignes droites, Mf tous
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l^ plans P, F, P'%-..> itne serait plus possible de leur men^r une tangente oomr mune.
430. Lorsque les surfaces S et T ne sont développables ni l'une ni Tautre, on peut rendre déterminé le problème de leur mener un plan tangent commun^ en assignant un point extérieur V par lequel devra passer le plan demandé. En effet, cela reviendra à conduire par ce point V un plan tangent à la surface développable ly qui est circonscrite (n^ 426) aux surfaces S et T, et cette dernière question n'est susceptible que d'un nombre limité de solutions^ comme nous l'avons TU n^ 549 et 350. Pour les obtenir, il faudra généralement construire la seclion faite dans la surface 2 par un plan quelconque mené du point Y, puis tirer par ce point des tangentes à cette section ; alors ciiacune de ces tangentes, jointe à la génératrice rectiliguequi passe par son point de contact, déterminera un plan tangent à la surface ly et, par suite, aux deux surfaces primitives S et T. On trouvera un exemple de ce genre au n° 437.
431 • Trouver un plan qui louche en même temps trois surfaces données S^ T, U.
La marche générale pour résoudre ce problème consiste à imaginer une surface développable 2 circonscrite à S et à T, puis une autre 2a circonscrite à S et à U. Alors, en construisant (n^426) les courbes de contact MM'... et MaM'»... de ces deux surfaces 2 et 2, avec S, chaque point |x, où se rencontreront ces courbes, sera te], que le plan tangent de S touchera. évidemment les surfaces 2 et 2, à la fois, et, par suite, ce plan touchera aussi les surfaces T et U. Ce sera donc une solution du problème; mais comme les opérations graphiques seront ordinairement fort compliquées, nous nous bornerons à en citer un exemple où les constructions deviennent très-simples {yojrci n^ 441 )•
Observons que, quoique nous ayons dit (n^429) qu'on ne pouvait pas généra-^ lement mener un plan tangent commun à deux surfaces développables, la chose devient impossible, parce que les deux surfaces 2 et 2^ oifrent cela de particulier, qu elles sont circonscrites à la même surface S.
432^ Si une ou plusieurs des trois surfaces données étaient développables , le problème serait généralement impossible. En effet, si S est développable, les sur*» faces 2 et 1^ du numéro précédent se réduiront à des surfaces planes (n^4SÎ8), auxquelles il ne sera plus possible de mener un plan tangent commun ; à moins que, par des circonstances toutes particulières, deux de ces surfaces planes ne viennent à coïncider complètement.
433. On ne saurait proposer de trouver un plan qui touche à la fois quatre surfaces S, T, U,y, ou un plus grand nombre. Car, en imaginant les trois surfaces développables 2, 2^, 2,, circonscrites aux groupes S et T, S et U, S et V, il n'arrivera pas, en général, que les trois courbes suivant lesquelles la surface S sera touchée par 2, 2„ 2» viennent se couper toutes en un même pcânt ft^ circimstance
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qui serait cependant nécessaire pour que le plan langent de S en |x touchât en même temps 2, 2,, 2„ et, par suite, les autres surfaces proposées T, U, V.
PROBLÈME I. Construire un plan qui touche, à la fois, une sphère et un cône de révolution (*).
454. {Fig, 9a.) Faisons passer les deux plans de projection par le centre O de la sphère donnée qui a pour rayon OA, et dirigeons le plan horizontal perpendiculairement à l'axe du cône qui aura pour sommet (S,|S'), et pour base le <:ercie du rayon SB. Le problème de mener un plan tangent commun à ces deux surfeces sera déterminé (n°428), parce qu'ici l'une d'elles est développable ; et, pour le résoudre plus simplement que par la méthode générale, supposons que PQR' soit le plan cherché. Xi touche le cône suivant une arête située dans un plan méridien SM, perpendiculaire à PQ; de sorte que la distance de ce plan tangent au pied (S^ r) de Taxe est une droite égale à TG, et située d^ns le plan méridien SM : mais si je transporte le plan PQR' parallèlement à lui-même, jusqu'à ce qu'il passe par le centre O de la sphère, il se sera rapproché du point (S, I^) d'une quantité égale au rayon OÂ ; et alors il deviendra tangent à un autre cône droit dont la génératrice T'F', parallèle à S'B', en sera éloignée de la distance OA. Or ce dernier cône est. facile à construire» ainsi que son plan tangent conduit par le point O; donc, ensuite^ il suffira de mener au cône primitif un plan tangent parallèle à celui-ci.
D'après ces considérations^ on prendra sur la perpendiculaire TG un intervalle GH = OA; puis, en tirant par le point H la droite T'F' parallèle à S'B', on déterminera, le cercle SF auquel on mènera, du point O, les deux tangentes ON et OL. Alors, en conduisant au cercle SB deux tangentes PQ et XY parallèles aux précédentes, on aura les traces horizontales de deux plans PQR^ et XYZ', qui toucheront extérieurement les deux surfaces données : les traces verticales de ces plans sont bien faciles à trouver.
^55. Il existe aussi des plans qui touchent ces surfaces intérieurement, c'est-àdire en laissant Tune d'un côté, et l'autre du côté opposé. Pour les trouver, on verra sans peine qu'il faut augmenter la distance TG, d'une quantité GA=:^ OÂ; puis, tirer parallèlement à S'B' la droite i'f^ qui déterminera le cercle S/auquel on mènera les tangentes On et O/. Alora, en conduisant au cercle SB deux tangentes pq et xjr parallèles aux précédentes, ce seront les traces horizontales des deux plans tangents intérieurs.
436. Si l'on veut trouver pour un de ces quatre plans, par exemple PQR', son point de contact avec la sphère, on coupera cette surface par un plan OD perpendiculaire à PQ; et, après avoir rabattu la section sur le grand cercle horizontal, on tirera la tangente Dâ dont le point de contact d, ramené en jui, fournira la pro-
(*) Ce problème est tiré de la Géométrie descripthe de H. Lefébare de Fonrcy.
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jectiou horizontale du point où la sphère est touchée par le plan PQR'. La projection verticale /x' se déduira aisément de là,
PROBLÈME II. Par un point donné, mener un plan tangent à deux sphères.
437. {Fig, 93.) Adoptons pour plan horizontal celui qui passe par les centres O et O' des deux sphères et par le point donné A'\ Alors, sans recourir à un second plan de projection» nous pourrons mener aux deux grands cercles horizontaux la tangente commune MNA, qui, en tournant autour de OO'A, engendrera une surface conique évidemment circonscrite aux deux sphères données. Ce cône AMP est ce que devient ici la surface développable 1 du n^ 426, car il est bien V enveloppe de toutes les positions que prendrait le plan vertical MNA, tangent attx deux sphères, en roulant sur ces deux surfaces à la fois. Ainsi, puisque tout plan tangent à ce cône touchera les deux sphères, et que la réciproque est pareillement vraie, le problème primitif se réduit à mener du point donné k" un plmt tangent au cône AMP. Pour cela, on sait qu'il faut tirer la droite AA", et du point où elle ira percer le plan du cercle vertical MP, base du cône, tirer à ce cercle deux tangentes; opération qui s'effectuera aisément, en rabattant le cercle MP autour de son' diamètre, conmieon Ta vu au n**401.
438. Il est plus simple de remarquer que le problème primitif se réduit à mener par la droite kM' un plan tangent à la sphireO; car ce plan touehefa éVidèmment le cône AMP, et, par suite, la sphère O' que ce cône circonscrit. Or, d'après ce qui a été dit au n°403, il suffît de tracer le nouveau côtié A^M'^P*', circonscrit pareillement à la sphère O, et l'intersection des deux cercles verticaux MP et M'^P*' fera connaître immédiatement la projection horizontale [x du point de contact de la sphère avec le plan tangent demandé. La seconde projection de ce point, sur un plan vertical choisi à volonté, s'obtiendra aisément en rabattant le cercle Ml? autour de son diamètre, et par là la position du plan tangent sera complètement déterminée ; mais nous laisserons au lecteur le soin d'effectuer ces opérations trèssimples, qui conduiront évidemment à deux plans tangents extérieurs.
439. On peut trouver deux autres plans tangents intérieurs, en considérant le cône amp décrit par la tangente man commune aux deux grands cercles horizontaux, mais placée entre ces circonférences. Alors, par des considérations analogues aux précédentes, on verra qu'il suffit de mener par le point A^ un plan tangent au cône amp\ ou bien de mener par la droite a M* un plan tangent à la sphère O; de sorte que le point de contact \ sera donné par l'intersection des deux cercles M^P' et mp.
440. Il n'est pas besoin d'avertir que les quatre solutions précédentes se réduiront à deux, ou n'existeront pas du tout, suivant la position qu'aura le point donné A'' par rapport aux deux sphères, ou par rapport aux cônes circonscrits extérieur et intérieur. En outre, l'un de ces cônes ou tous les deux disparaîtront, si les sphères données se coupent, ou bien si Tune enveloppe l'autre.
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PROBLÈME III. Trouver un plan qui soit tangent à trois sphères données.
441. (Fry.93.) Adoptons encore pour le plan horizontal celui qui passe par les rentres O, O', O" des trois sphères données; puis, remarquons que les surfaces développables 2 et 2^ (n*^ 4f51 ), qui doivent élre circonscrites aux sphères O et O', O et O", deviennent ici les deux cônes AMP et A'M"P''. Alors, en traçant leurs courbes de contact avec la sphère O, lesquelles se réduisent aux deux cercles verticaux MP et M'T", les deux poinfs de section qui sont projetés en jx, seront ceux où les plans tangents de le sphère O toucheront à la fois le cône AMP et le cône A"M"P" ; par conséquent, ces deux plans seront aussi tangents aux sphères O' et 0', et ils les toucheront extérieurement.
442. Mais comme il existe deux autres cônes circonscrits intérieurement aux groupes des sphères O et O', O et O'", lesquels peuvent être combinés d'une manière analogue, soit entre eux, soit avec les cônes extérieurs, il en résultera généralement huit solutions pour le problème proposé, savoir :
Deux plans tangents extérieurs fournis par les cônes AMP et A^M'^P", et dont les points de contact avec la sphère O sont projetés en jul;
• Deux plans tangents intérieurs fournis par les cônes AMP et a^'m^'p" ; les points de contact avec la sphère O sont projetés en v; ^ Deuxplans tangents m/^r/eur^. fournis par les cônes amp et A''M''P'' ; l«uf^ points de contact sont projetés en X ;
Enfin, deux plans tangents intérieurs fournis par les cônes amp^ a^'m^p"^ et dont les points de contact sont projetés en n.
443. Il est facile d'apercevoir que ces huit plans tangents se réduiront à quatre^ si deux des sphères se coupent : quand une d'elles rencontrera les deux autres, il y aura au plus deux plans tangents coniniuns; et il n'en existera aucun, lorsqu'une des trois sphères sera enveloppée par une autre. Mais, outre ces cas particuliers, la question sera impossible toutes les fois que les quatre cercles de contact MP, M^P", wp, m"p'\ ne se couperont pas; et le nombre de leurs poiats de section indiquera toujours le nombre de solutions qu'admettra le probième proposé.
444. Nous n'avons point parlé des cônes N' A'Q' et n'a!(f dont chacun est circonscrit aux deux sphères O' et 0'\ Néanmoins^ il est évident que tout plan tangent aux trois sphères devra aussi toucher le cône A' ou le cône d\ de sorte que le système de ces deux surfaces coniques aurait pu être combiné, soit avec le sj^stème A et a, soit avec le système A" et a"^ pour résoudre le problème proposé. En outre, puisque chaque plan tangent aux trois sphères touchera en même temps trois des cônes circonscrits, il passera par leurs sommets, lesquels se trouveront ainsi à la fois dans un plan tangent et dans le plan des trois centres des sphères; d'où Ton conclut que les sommets des trois cônes touchés par un même plan seront
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toujours en ligne droite. Aussi Ton voit dans notre épure, que les sommets des six cônes circonscrits aux sphères sont distribués trois à trois sur quatre droites AA'A', Aa'a*, A^a'a, k'a"a, dont la première renferme les \to\^ sommets extérieurs , et chacune des autres, un sommet extérieur slvçc deux sommets intérieurs.
443. De là on peut déduire un théorème remarquable de la Géométrie plane, en se bornant à considérer seulement les génératrices des cônes et les grands cercles des sphères, qui sont situés dans le plan des trois centres O, O', O". En effet, comme les sommets de ces cônes sont évidemment les points de rencontre des couples de tangentes communes à deux de ces grands cercles, on eu conclut que si, après avoir tracé trois cercles quelconques dans un même plan, on mène toutes les tangentes qui peuvent toucher à la fois deux de ces cercles, les six points de ren'contre A et a, A' et a', A" et a*', déterminés par chaque couple de tangentes, seront placés trois à trois sur quatre droites, dont une contiendra les trois points extérieurs, et chacune des autres im point extérieur avec deux points intérieurs*
Comme exemple d'un plan tangent commun à plusieurs surfaces, nous citerons encore le problème résolu au n^ 67, et où il s'agissait de trouver un plan qui fut tangent à deux cônes ayant même sommet.
CHAPITRE PREMIER
DE l'hélice, et de L'hÉLICOIDE DÉVELOPPABLE.
446 {Fig. 95.} L'HÉLICE est une courbe AMNCD,.. tracée sur un cylindre quelconque, et telle» que les ordonnées (dirigées suivant les génératrices) sont pro^ portionnelles aux abscisses curvilignes comptées sur la base à partir d'un point fixe A; pourvu qu'on entende ici par base du cylindre la section orthogonale faite par le point A. Cest-à-dire qu'on doit avoir les relations
îî£ = ^ = ^=... = it, ou généralement z = hs,
en désignant par s un arc quelconque de la base, et par z l'ordonnée qui aboutit i son extrémité {*), Le nombre k^ qui exprime le rapport constant de Tordonnée
avec l'abscisse pour tous les points d'une même hélicei varie d'une hélice à une
■ 1 I II I ■ -Il - ■ • ■ ■ ■ — I ■ ■ .^^.^^_^..,^_
(*) Noos avons donné précédemment (n° 165) une autre définition de Thélice; mais nous allons Usum voir tout à Theure qn^Ue s*accorde complètement avec la définition actuelle.
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autre, car on en peut tracer une infinité sur le même cylindre; mais chacune est complètement déterminée, dès qu'on assigne le rapport h et le point A choisi pour origine des abscisses. D'ailleurs, il. est évident que l'hélice coupera la base du cylindre précisément en ce point A, puisque, dans l'équation z = As, l'hypothèse s iir o donne aussi z = o.
447. Lorsque la base du cylindre est une courbe fermée APBA, l'abscisse variable AP = s peut devenir égale au périmètre p de cette base; et alors on obtient un point D dans lequel l'hélice vient couper une seconde fois i'aréte AF. Or, comme cette circonstance se reproduira indéfiniment pour des abscisses égales à a/>, 3p,..., il existera sur la génératrice AF une infinité de points où l'hdice viendra la rencontrer, et qui seront à des hauteurs
AD = h = pkj h'='jLphy h''=Zpk,...'j
par conséquent, tous ces points seront distants les uns des autres d'une quantité A que l'on nomme le pas de l'hélice. Lorsque ce pas est assigné directement, et que le périmètre de la base est connu, la constante k s'en déduit immédiatement, puisque, d'après la définition même de l'hélice (n^ 446), ce nombre exprime le rapport de l'ordonnée h avec l'abscisse correspondante p; ainsi, dans le cas où la base du cylindre sera un cercle du rayon R, on aura
448. De la tangente à V hélice. {Fig. 95. ) Comme cette courbe n'est pas donnée ici par l'intersection de deux surfaces, il faut recourir à des considérations particulières pour obtenir sa tangente en un point quelconque M. Concevons le cylindre développé sur le plan qui touche cette surface tout le long de la génératrice MIL; cette ligne demeurera immobile, et la base orthogonale APB deviendra (u** 161) une droite ATB', perpendiculaire à PL, tandis que les portions des autres génératrices conserveront leurs mêmes longueurs et leur parallélisme. Par conséquent, si l'on porte sur la transformée de la base les distances
PA'rrPA, PQ'=PQ, PB' = PB,...,
et que Ton élève les perpendiculaires
Q'N' = QN, B'C' = BC
les divers points A', M, N', C',..., donneront la transformée de l'hélice sur le développenient du cylindre. Or il est aisé de prévoir quecette transformée A' MN'C... sera une ligne droite; car les ordonnées et les abscisses rectilignes de cette nouvelle ligne, ayant la même grandeur absolue que les ordonnées et les abscisses curuilignes de l'hélice, seront, comme ces dernières, dans un rapport constant; ce qui est le caractère exclusif de la ligne droite^ pour des points situés dans un même plan.
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Gda posé; je dis que la droite A'MC est précisément la fatigeote au point M de l'hélice primitive AMC. En effet, cette droite est d'abord située dans le plan tangent du cylindre, qui contient un élément superficiel LPp/ de la surface ; et comme cet élément est resté immobile pendant le développement de la suriace, il en résulte que l'élément linéaire Mm se trouve commun à la courbe AMC et à la droite A'MC; donc ces deux lignes sont bien tangentes Tune à l'autre.
449« D'après cela, pour obtenir dorénavant la tangente à l'hélice, il suISra de construire, dans le plan tangent du cylindre, un triangle rectangle MPA' qui ait pour hauteur l'ordonnée MP du point de contact, et pour base une droite A'P égale à l'abscisse AP rectifiée; l'hypoténuse de ce triangle. sera la tangente demandée. C'est ce que l'on peut exprimer d'une manière abrégée, en disant que la sous-tangente A'P est égale à H abscisse curviligne AP du point de contact; car cette règle fera connaître le pied A' de la tangente, et comme le point de contactM est connu, la position de la tangente sera complètement fixée.
D'ailleurs, on voit que la tangente k^TA^ ainsi déterminée, aura la même longueur que Tare d'hélice AM; puisque Tune est la transformée de l'autre, d'après ce que nous avons dit au numéro précédent.
450. Observons ici que l'angle MAT de la tangente avec le plan de la base du cylindre, sera donné par la formule
., MP MF , tangA'=^ = - = Aj
or, comme ce dernier rapport est constant pour tous les points d'une même hélice ( n^ 446), on en conclut que les diverses tangentes à cette courbe sont toutes éga-lement inclinées sur le plan de la base du cylindre ^ et, par suite, chacune de ces tangentes coupe la génératrice du cylindre sous un angle constant A'MP ; résultat qui montre que la définition donnée au n® 163 rentre dans celle du n** 446.
451. {Fig. 94.) Construisons maintenant les projections d'une hélice, en prenant pour base du cylindre droit sur lequel cette courbe doit être tracée, un cercle ABCD dont nous adoptons lé plan pour plan horizontal de projection. Soient d'ailleurs (A, A') l'origine, et A' A" le pas de l'hélice; en partageant cet intervalle A' A" ou O'O'' en un certain nombre de parties égales, par exemple seize, et divisant la circonférence ABCD pareillement en seize parties égales AL, LM, MN,.,., il suffira d'élever par ces points de division, des ordonnées verticales P'L% Q'M', R'N',..., respectivement égales à -^ij, -j^, ^,... de l'intervalle 0'0% pour obtenir divers points de la projection verticale A' L' M' NX' A''... de l'hélice demandée (*). Quant à la projection horizontale de cette courbé, c'est évidemment la
base ABCD du cylindre droit.
■ ■ — '"■■*■ ■ Il ^ "^
{*) Cette projection est une sinusoïde; car, ai on la rapporte à deux axes B'X', VZ', dont Vôti- 4« édtt. ' 06
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45S. La tangente de l'hélice en un point quelconque (M^ M') s'obtiendra en prenant sur la tangente, au point M de la base, une longueur MT égale à Tare IVIA rectifié (n'^ 449); alors le point (T, T') sera le pied de la tangente cherchée, laquelle aura pour projection MT et M'T'.
4^5. D après cela, on voit que si l'on construisait ainsi diverses tangentes à l'hélice, les pieds de ces droites seraient tous situés sur une courbe ATGH..., pour laquelle On aurait MT = MA, BG = BA, EH=EA,.,-; par conséquent, cette ^courbe n'est autre chose que ]a développante du cercle ABCD (n^ 199, 2201), et c'est ausÂ la trace horizontale de la surface, lieu des tangentes à l'hélice» surface que l'on nomme Vhélicoïde développcAle, et sur laquelle nous reviendrons tout à l'heure.
454. {Fig.Q/i.)ÈlatUdonnéeuneUUce{ÀMBCDA,A'WC/i''C'y...\m courba UM tangente qui soit parallèle à un plan donné U'VS.
Rappel ons*nous d'abord que toutes les tangentes à l'hélîoe font un angle constant avec la vel*ticale (n^ 450), et qu'ainsi elles sont resjiectivement parallèles aux génératrices d'un cône de révolution, dont l'axe serait vertical, et dont le demiangle au centre égalerait l'inclinaison commune des tangentes sur les arêtes du : cylindre. Pour connaître cette inclinaison, je construis la tangente particulière au point (B, B'), parce qu'elle sera évidemment parallèle au plan vertical, et oie fournira ainsi la vraie grandeur de l'angle cherché : je prends donc sur la tangente au cercle une longueur BG, égale à l'arc AB rectifié, et, projetant le point G
gÎDe soit au point B', et que Ton compte les abscisses curvilignes de Phélice , sur la section circniaiie faite dans le cyKndre par le plan horizontal B'X^ on aura, pour on point quelconque (£, t/), to rdition»
B'F=rtinBB, ~^h
ou bien, en comptant les ainut dans le œrde dont le rayon est ruoitéi
et alors, par réUminatiQn de l'arc s, on trouve
«=::RsiB( axjl
pour réquation de la projection de Thélice sur le plan des deux axes B'X' et B'Z'. En j joignat Féqiiation du cylindre
fUi, oonMiiée avec la précédente, conduit à
r = Rcosf27rîj,
OU aura le» troii projection» de rhélice sur des plans rectangulaires dont Torigine serait au foint (0,B'V
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en G' sur la ligne de terre, j'obtiens la tangente (BG, VO') rdlàtive au point (B, B'). Alors, en lui menant par le point (O, F) une parallèle {Og , FO'), et faî* sant tourner cette dernière autour de la verticale O, je forme le cône droit en question, lequel a pour base le cercle du rayon Og. Maintenant, je coupe ce cène par un plan parallèle à tJ'VS, et mené par le sommet (O, B') : on sait comment obtenir (n® 23) la trace horizontale alS d'un pareil plan, qui donne, pour ses intersections avec le cône, les deux génératrices Oa et OS, pnrallètes au plan SVU'; par conséquent^ les tangentes à Thélice qui jouiront de cette dernière propriété, s'obtiendront sur le pian horizontal, en menant au cercle la tangente MT, parallèle à Oa, et la tangente EH, parallèle à Oê. De là, on conclura leurs projections verticales en prenant MT = MA et EH = EBA, ce qui fera connaître les pieds (T, T') et (H, H) des tangentes demandées, qui seront enfin (MT, M'T') et (EH, E'H'). Il y en aurait d'ailleurs une infinité d'autres parallèles à celles-là, et relatives aux points M" et E", M'' et E*",..., des diverses spU^s de Thélice indéfinie. Observons aussi que l'on pouvait mener, sur le plan horizontal, une seconde tangente fiB parallèle àOa; mais cette droite, considérée comme la projection d'une tangente à Phélice, aurait son point de contact en (jx, p/); d'où l'on voit clairement que sa projection verticale ne serait plus parallèle à celle de la généra* trice du cône projeté sur Oa : ainsi il faut rejeter la tangente p.9. Une pareille ambiguïté se présenterait pour la génératrice OS; mais elle se lèvera toujours, en exigeant que la tangente et la génératrice du cône soient parallèles sur les deux plans de projection à la fois.
455. Si l'on demandait de mener à l'hélice ime tangente qui {ùl parallèle à une droite donnée, le problème serait en général impossible, à moins que cette droite ne fit elle-même avec la verticale un angle égal à l'inclinaison commune de toutes les tangentes de l'hélice sur les arêtes du cylindre; mais si celte condition était remplie, alors il ne s'agirait que de mener au cercle ABCD une tangente parallèle à la projection horizontale de la droite donnée, et l'on en déduirait, comme cidessus, la projection verticale de la tangente à Thélice.
456. {Fig. 96. ) L'HÉLICOIDE développable est la surface engendrée par une droite mobile et indéfinie, qui glisse sur nne hélice, en lui demeurant constamment tangente. Nous appelons cet hélicoïde développable, tant pour le distinguer d'un autre hélicoïde qui est gauche et dont nous parlerons plus loin, que parce que |a surface actuelle satisfait évidemment (n° 181 ) à la condition que deux génératrices infiniment voisines se trouvent dans un même plan. Pour représenter graphiquement cette surface, on pourrait tracer d'abord l'hélice
(Aêvc^eXTiA, A'êY^^^'^'A'Of puis construire ses tangentes aux divers points (A, K'\ (ê, I'), (7, /),...; mais 11
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sera plus commode çt plus exact de déterminer ces droites, en cherchant immédiatement leurs traces sur le plan horizontal^ de projection, et sur un autre plan horizontal afk^l' élevé, au-dessus du premier, d'une quantité A' A" égale au pas de l'hélice; parce qu'alors la projection verticale de cette hélice sera formée direotement par les intersections successives de ces diverses génératrices, pourvu qu'elles soient assez multipliées. Or, déjà nous savons (n* 455) que les traces horizontales de ces droites sont situées sur la développante de cercle ABCDEF..., <que Ton construit en prenant sur les tangentes à la base du cylindre les distances
gB = gA, 7C = yA, â1} = âk,....
Ensuite, pour avoir leurs traces sur le plan supérieur a'A", j'observe que la droite inconnue (Aéi, A' a'), qui sera tangente à l'hélice au point (A, A'), doit faire avec la verticale un angle déterminé (n° 450) par la relation
tang A"A'a' =: j, ou bien j^, = -j-;
or, comme on a pris A^A'= A, il en résulte que A"a'= uttR, c'est-à-dire que l'intervalle inconnu A" a! ou A a doit être égal à la circonférence du rayon OA, ce qui permet de construire immédiatement la première génératrice (Aa, Afa') de l'hélicoïde. D'ailleurs, dans les diverses positions que prendra cette droite mobile, la portion comprise entre les plans horizontaux L'A' et a' A" conservera une longueur invariable, puisqu'elle aura toujours une inclinaison constante (n° 450) sur ces plans parallèles; il en sera évidemment de même pour les projections horizontales de ces portions de génératrices, qui demeureront égales en longueur à Aa. Par conséquent, sî, à partir de la développante inférieure ABCDEF..., on porte sur les tangentes du cercle les longueurs
Aa, B6, Ce, Drf, Ee, F/,...,
toutes égales à la circonférence OA rectifiée; puis, si l'on projette les divers points fl, 6, c, c/, e,.,., sur le plan horizontal supérieur a'A% en même temps que les extrémités inférieures A, B, G, D, £,,.., sur la ligne de terre, on pourra construire immédiatement les projections verticales
A' a', B'é', Gc\ D'rf', E'e', F'/',...
des génératrices d^ l'hélicoïde; et ces droites dessineront d'elles-mêmes, par leurs intersections consécutives, la projection de l'hélice ou la courbe A'&Y^e'Xti'A!' à laquelle elles devaient être tangentes.
457. (/igf. 96.) La courbe abcdef...j qui est la projection horizontale delà trace de rhélicoïde sur le plan supérieur a'A'\ se trouve nécessairement une développante du cercle OA, symétrique de la première ABCDE.,.. En efifet, puisque la droite Dc^rf par exemple, est égale à la circonférence totale, et que la partie Drf
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égale Tare A(J, il faut bien que le reste &d soit égal à Tare âXnki et de même se est égal à Tare êXtt A. Ainsi la spirale abcdef^ située dans le plan supérieur <Jh!\ viendra se terminer au point (A, A'^), si Ton se borne, comme dans notre épure, à considérer une révolution unique de la génératrice mobile.
458. D'après cela, on peut aisément construire en relief la. surface que nous venons de décrire; car, en prenant deux plateaux sur lesquels on tracera les deux spirales ABCDEF..., afccrfef..., et en les maintenant dans une situation parallèle et symétrique, au moyen de tiges verticales, il suffira de tendre des fils qui i'éunissent les points correspondants A et a, B et 6, G et c, D et e/,...; et l'ensemble de ces fils rectilignes représentera l'hélicoïde développable, dont Varéte de rebroussement (n° 178) sera l'hélice figurée aussi par les intersections consécutives de ces mêmes fils. Si, d'ailleurs, on évide sur le plateau supérieur l'intérieur de la circonférence OA, on apercevra très-sensiblement cette hélice en forme d'arête saillante; ce qui justifiera bien aux yeux du spectateur la dénomination attribuée dans toutes les surfaces développables, à la courbe formée par les intersections des génératrices, laquelle parlage la surface en deux nappes distinctes, mais réunies par ]un r^brous-^ ' sèment le long de cette courbe.
459. {Ficj, 96.) Pour manifester ici cette circonstance importante du reforous- '' sèment, construisons la section faite dans l'hélicoïde par un plan horizontal qiie}-, conque X'Y'. En projetant sur le plan inférieur les points de rencontre de X'Y' . avec les projections verticales des génératrices, on obtiendra une spirale con^posée de deux branches XWX et XZY, placées l'une sur la nappe supérieure formée par tes portions de génératrices situées au-dessus de leurs points de contact avec l'hélice, et l'autre sur la nappe inférieure; et je dis que cette spirale est aussi une développante du cercle OA. En effet, si le plan X'Y' est mené, par exemple, par le milieu X' de la hauteur A' A", il coupera toutes les génératrices en deux parties égales ; de sorte que son point de section avec la droite (Drf, 'lYd') sera tel, que DW égalera la demi-circonférence A(?X. Mais, puisque déjà la partie D^ = A^,' il s'ensuivra que le reste tf W égalera l'arc (^X ; on trouvera de même que AX = A ^X, et p 2 = pX, .'. . Donc la section XWXZY est bien une développante du cercle OA, laquelle a pour origine le point X; et la forme de cette spirale en ce point, manifeste clairement le rebroussement que présentent les deux nappes de la surface, lorsqu'elles s'approchent de Thélice.
460. Voyons, maintenant, quelles seront les sections faites dans l'hélicoïde par un cylindre FWZp, concentrique avec celui qui contient l'hélice primitive. Pour cela, prenons d'abord les points F, a, 0,..., où le cercle ¥WZp coupe les portions inférieures des génératrices sur le plan horizontal, et rapportons ces points sur les . projections verticales des tnémes droites ; ensuite, faisons la même opération pour leé points ^, rj, W,..», où les portions supérieures des génératrices sont rencontrées
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par le cylindre proposé, et nous obtiendrons les deux courbes
(FaflZw, TaiQ'Z'tù') et (?>îWÇp, r>5'W'Ç'p'),
situées l'une sur la nappe inférieure de Thélicoïde, Tautre sur la nappe supérieure, et qui seront aussi des hélices de même pas que l'hélice (AêycJ, A'S'y^f'). En efiet, les portions de génératrices ((pF, y'F'), (Xa, X'a'), (rrô, îr'Ô'),..., sont toutes de même longueur, puisqu'elles sont projetées sur des droites évidemment ^ales f F = Xa = Tid, . . . , et que leur inclinaison sur le plan horizontal est constante. Donc, lorsque la droite finie (ç)F, 9'F' ) parcourra l'hélice donnée, en lui demeurant tangente par son extrémité mobile (9, ç'), l'autre extrémité (F, F') s'élèvera de quantités égales aux différences de niveau des points (y, y'), (X, X'), (n, tt'),... ; or ces différences sont proportionnelles aux arcs çX, çXtt,.,., qui ont évidemment entre eux le même rapport que les arcs Fa, FaÔ,...; par conséquent, ces derniers se trouveront eux-mêmes proportionnels aux ordonnées des points (a, a'), (9, 9')j..m ^^ la courbe (Faô, FV6') sera bien une hélice dont le pas égalera celui de l'hélice { Aêy, A'ê'y'), puisqu'au bout d'une révolution, les deux points (F, F') et (ç, f*) auront monté de la même quantité h.
On démontrera la même proposition, d'une manière analogue, pour la section (Ç>3W,gVW').
461. [Fig. 96.) Il est bon d'observer ici, comme une conséquence immédiate de ce qui précède, que quand une droite mobile et indéfinie (Fç>/, F'ç'/^) glisse sur une hélice {kSy^...^ A'6'7'(^), en lui demeurant tangente par un même point qui reste invariable sur la droite mobile, tout autre point (F, F') de cette dernière ligne décrit aussi (n^ 460) une hélice de même pas que la première. Mais si la tangente roulait sur l'hélice, sans glisser, de telle sorte que chaque élément de la droite -vînt s'appliquer successivement sur les éléments dé la courbe, alors un point quelconque (F, F') de la droite mobile resterait toujours dans un même plan horizontal, et y décrirait (n** 455) u«e développante du cercle qui sert de base à l'hélice primitive.
462. Le plan tangent pour un point quelconque (0, 9') de rhélîcoïde est le même que dans tout autre point de la génératrice (P9p, P'0'pO> ^^^^^ fl"^ "O"* Tavons démontré (n** 177) pour toute surface développable : donc le plan demandé renfermera la tangente PV à la spirale ABCLP, et cette droite sera précisément la trace horizontale de ce plan tangent, lequel se trouve par là suffisamment déterminé. Observons, d'ailleurs, que comme la ligne Ptt, tangente à la développée A êX;r, est toujours normale (n^ 197) à la développante ABCLP, il s'ensuit que la trace VP du plan tangent se trouvera perpendiculaire sur la génératrice (Pn, PV), et qu'ainsi ce plan renfermera le rayon (Ott, O't:') du cylindre. D'où l'on peut con* dure que le plan tangent de rhélicoide se trouve déterminé par 1b génératrice sur
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laquelle est le point donné, et par le rayon du cylindre qui aboutit au point de contact de cette génératrice avec l'arête de rebroussement.
463. Il résulte évidemment de là que tous les plans tangents de Thélicoïde font, avec le plan horizontal, un angle constant qui égale Tinclinaison de la tangente à l'hélice primitive. D'ailleurs, chaque plan langent, tel que ttPV, contenant deux génératrice infiniment voisines qui sont des tangentes à l'hélice, n'est autre chose quç le plan oscuUateur {n^ 177) de cette courbe; et, par suite, Thélicoïde est / enveloppe de tons les plans osculateurs de son arête de rebroussement, comme cela arrive dans toute surface développable (n^ 181).
464. D'après cela, le contour apparent de l'hélicoïde sur le plan vertical de projection est formé par les droites (L/, L7'), (Aa, AV), (AU, A"U'), puisque, le long.de ces génératrices, le plan tangent se trouve perpendiculaire au plan vertical : seulement, une partie des deux dernières génératrices est recouverte par la première, et se trouve rendue invisible par cette circonstance. Quant au contour appa* rentffur le plan horizontal, il est formé évidemment par l'hélice ( A g7(^X, A'S'/(^X'), quoique le long de cette courbe les plans tangents de l'hélicoïde ne soient pas . verticaux, ainsi que l'exigerait la règle générale du n*' 106; diais c'est qu'ici la surface présente, pour limite des parties visibles, la circonstance particulière d'un rebroussement. On doit ajouter à ce contour les spirales ABCGQRS et abclpqrA^ qui terminent la portion de surface que nous nous sommes borné à considérer ici, avec le soin d'omettre la partie de la première qui est recouverte par la seconde ; et, d'après ces remarques, il sera aisé au lecteur de se rendre compte des parties pleines et ponctuées que présente notre épure.
465. Développement de l'hélicoïde. {Fig. 96.) On pourrait l'effectuer ici, comme dans toute surface développable, en partageant une courbe plane ABCDGL, située sur la surface, en petits arcs sensiblement confondus avec leurs cordes; alors les secteurs élémentaires projetés sur Dd^C, Es^D, Fç€E,..,, pourront être regardés comme des triangles dont les côtés, connus par leurs projections , seront faciles à évaluer; de sorte que, si l'on construit ces triangles sur un même plan et à la suite lès uns des autres, leur ensemble représentera le développement de la surface en question. Toutefois, il faut avouer que ce mode d'opérations donnerait lieu à des chances d'erreurs accumulées, qui disparaîtraient si Ton connaissait d'avance la forme que doit prendre, sur le développement, une certaine courbe donnée sur la surface primitive ; et c'est aihsi que nous en avons usé pour les cylindres et les cônes, dans les n"^ 243 et 251.
466. Or, dans l'hélicoïde développable, il arrive que toutes les hélices ont pour iransformées, sur le développement, des cercles concentriques. En effet, si nous concevons l'hélice arête de rebroussement (ASyc^,.., A'S'/t?'...), comme partagée en éléments égaux projetés sur Aê, êy, y^y .' ., ilj^t facile d'apercevoir que tous les angles
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de contingence sont égaux entre eux dans cette ligne à double courbure; car celui qui est projeté sur DcJC, étant combiné avec la verticale â^ formera un angle trièdre dans lequel deux faces et Tangle dièdre compris resteront les mêmes pour tous les points de l'hélice. Mais ces angles de contingence, qui changent ordinairement de grandeur pour une courbe quelconque tracée sur une surface que Ton développe, demeurent invariables quand il s'agit de l'arête de rebroussement (n® 179, note) : donc l'hélice {ASy&...^ A' & Y &"..,) se transformera dans une courbe plane, dont les angles de contingence seront égaux entre eux , pour des arcs de même longueur ; par conséquent, cette transformée aura une courbe unifornae (n** 198), et dès lors elle sera un cercle.
Maintenant, pour une autre hélice (FaôZw, F'a'ô'Z'd)') située sur le mêmehélicoîde, on obtiendra sa transformée en traçant, sur le développement, des tangentes au cercle dans lequel sera changée l'hélice (ASy.*., A'ê'/ ••)> ®* ^^ prenant ces tangentes égales aux portions de génératrices (9F, ç>T'), (Xa, X'a'), (ttô, tt'ô'),.- Or, comme ces dernières droites ont toutes la même longueur (u? 460), il arrivera évidemment que leurs extrémités aboutiront sur une circonférence concentrique avec la précédente : donc, etc.
467. {Fig. 96.) Pour faire servir cette propriété des hélices au développement de l'hélicoide sur un de ses plans tangents, nous choisirons le plan LL'X' qui est perpendiculaire au plan vertical , et qui renferme les deux droites (LX, Ll')i (tj;a, L'a'), tangentes aux deux hélices projetées sur AêX et FaO* Or, comme ces droites devront se retrouver tangentes aux deux cercles dans lesquels ces hélices se transformeront, il n'y aura qu'à rabattre ce plan autour de LU, avec les deux tangentes en question, qui deviendront évidemment LX'' et vj/a"; puis, élever sur ces dernières lignes les perpendiculaires X"0" et a"0", qui détermineront le centre 0" et les rayons de ces deux transformées circulaires.
Cela posé, sur la JÎ9. 97, et avec un rayon OjXa égal à la droite 0"X" de la/y. 96» je décris une circonférence sur laquelle il faudra marquer des arcs qui aient la même longueur que les arcs d'hélice projetés sur AS, êy, ycJ,.... Or, puisque la demi-spire (A S7X, A'&yV) est égale en longueur (n^ 449) à sa tangente (LX, L'/)» nous tracerons la tangente X^ L^ , égale à X'L', et, après avoir divisé cette droite X,Lj en huit parties égales, nous les reporterons sur la circonférence depuis Xj ]^^ qu'en Aa et A, ; alors l'arc de cercle A2X2A, sera la tratuformée de la spire entière ( AêyXA, A'ê'y'X'A"). Ensuite, nous mènerons les tangentes êaBj, 72Ca, (^»Dï?-» que nous ferons égales à i, a, 3,... des divisions de XjLa, et ce seront les vraies longueurs des génératrices de l'hélicoide, comprises depuis l'arête de rebroussement jusqu'au plan horizontal ; de sorte que la nappe inférieure de cette surface 8e trouvera développée suivant la forme
AaêayaXaA,UaTaLaC.BaA.,
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dont le contour extérieur est évidemment la développante du cercle A2X3 Ag, tandis que la circonférence F^ a, ©a ^2 sera la transformée de Vautre hélice (F aôw, F' a' 9' w')« Quant au développement de la nappe supérieure de rhélicoïde^ on l'obtiendrait en prolongeant chaque génératrice F^f,, de manière que sa longueur totale F^f^ égalât le double de L^Xa-
468. Nous aurions pu éviter de recourir à la seconde hélice(Fa6, F'a'0'), pour trouver le rayon OaXj = 0"X'^ du cercle suivant lequel se transforme l'hélice primitive (ASyX, A'ê'7'X'), attendu que ce rayon doit être précisément le rayon de courbure (n° 198) de cette dernière hélice ; car, dans le développement d'une surface développable, on sait (note du n^ 179) que l'arête de rebroussement conserve les mêmes angles de contingence qu'auparavant, ainsi que des arcs de même longueur ; de sorte qu'elle garde la même courbure, mais seulement elle perd sa torsion, comme nous l'expliquerons plus en détail au n^ 654. D'ailleurs, nous verrous au n^676 que le rayon de courbure d'une hélice est donné par la formule
/) = R(i + tang»co) = ^,
où 01 désigne l'angle de la tangente à Thélice avec le plan de la base orthogonale du cylindre^ et R le rayon de cette surface (*). Or cette expression est susceptible
( *) Si l*on veut trouver directement celte formule , on pourra employer le moyen suivant qui m*a été communiqué par M. Catalan^ répétiteur à TÉcole Polytechnique. Soient MP et PQ {^g, 98 ) les projections de deux éléments égaux de l'hélice , correspondants au point ( P, P' ) pour lequel le plan osculateur contient (n^ 465) le rayon du cylindre (PO, F), et projette ces deux éléments sur la droite M'P'Q' qui fait Fangle ta avec la base du cylindre. Si Ton fait tourner ce plan osculateur autour de la droite (PO, P'), jusqu'à ce qu'il devienne horizontal , les deux éléments seront rabattus suivant F m eiVq; puis, en élevant des perpendiculaires sur leurs milieux , le rayon de courbure de rhélice sera représenté par Po» ou |PF. Or on a évidemment
r.p = PF = L_i, ^R = PG = 4_L,
d'où Ton déduit, en observant que PM est la projection de la droite P'M'= P//i,
p_/P/yiy_ 1
R""\PMy ""cos'w'
ds On pourrait aussi rattacher cette méthode à la formule générale p = — trouvée au n*" 1889 en
obserraot qu'ici l'angle de contingence c a pour vraie grandeur le supplément de m P ^ ; or on a évidemment
PH
d'où Ton conclut
; = cos(-^-) = sm^ = Xc, et PH=L_i = _^;
^/jcos'u R
et qui justifie la constructioD employée dans le texte.
4« édit. 27
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d'une construction fort simple; car, si par le point E' de la fig. 96, et parallèle* ment à la tangente W, on tire la droite ¥JV sur laquelle 00 élèvera la perpendi* culaire l'K^, la comparaison des triangles rectangles conduira aisément à la
relation
E'A' = E'K'cos^«;
d'où il suit que le rayon de courbure de l'hélice est p = E'K'. C'est donc avec cette longueur (qui doit se trouver égale à O^X") qu'il faudra décrire le cercle 0,X, de la fig. 97 ; et ensuite, les autres opérations graphiques s'effectueront comme au second paragraphe du n^467.
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469. {PL kl-ifig- ï •) Une courbe mobile jca/ est dite rouler sur une courbe fixe XAY, lorsque des éléments égaux ah = AB, hc = BC, cd = CD,..., viennent s'appliquer respectivement les uns sur les autres, de telle sorte que le point 6 arrive à coïncider avec B, ensuite c avec C, d avec D, et ainsi des autres. Gda éqtiivaut à dire que le lieu du contact, qui est actuellement en A et a, doit parcourir, dans le même temps, des espaces égaux sur les deux courbes à la fois; tandis que, si ca espaces étaient inégaux, et que Je point b vint à coïncider avec C, il y aurait à la fois roulement et glissetnerU d'une courbe sur l'autre; et enfin, il n'y aurait qu'un ample glissement, sans aucune rotation, si c'était le même point a de la courbe mobile qui vint coïncider successivement avec B, C, D,.... D'ailleurs, ces distinctions s'appliquent pareillement à des courbes gauches, comme à celles qui seraient situées dans le même plan ou dans des plans différents, pourvu que la courbe mobile ait toujours une tangente commune avec la courbe fixe.
470. Pendant la rotation de la courbe xaj, un point quelconque m, fixe sur cette ligne mobile et entraîné avec elle, décrira dans lespace une autre courbe mz que nous allons apprendre à construire par divers exemples; mais, dans tous les cas, la tangente m/, relative à une position quelconque, sera toujours perpendiculaire à la droite A m, qui réunit le point générateur avec le point de contact correspondant. En effet, lorsque les deux courbes x/et XY se touchent en A, elles ont en cet endroit un élément commun AA' ; or, pendant que les deux éléments ainsi confondus se détachent, et jusqu'à ce que les éléments voisins a6 et AB soient parvenus à coïncider, le sommet A reste immobile, et le pointgénérateur m décrit un arc mm' infiniment petit et situé évidemment sur la sphère du rayon Am. Donc, la tangente mt^ qui doit être le prolongement de cet élément mm\ sera bien perpendiculaire à la droite A m, laquelle se trouve ainsi nQïmak à U courbe numlii*
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D'ailleurs on voit bien que ce raisonnement s'appliquerait de même à tout point n qui, sans être situé sur le périmètre de la courbe roulante x/^ se trouverait lié fixement avec elle, et décrirait une autre courbe nu dont la normale serait encore An. Donc, dans tous les cas, la droite qui joint le point de contact de la courbe roulante avec le point générateur, est une xtoraiale à la courbe que décrit ce dernier point.
Si Ton voulait conserver à la démonstration précédente toute la rigueur de forme
dont eH^ est susceptible» il faudrait d'abord substituer aux deux courbes x/ et
Xy deux polygones {Jig. a) à côtés respectivement égaux; puis, en les faisant
rouler Tun sur l'autre, de manière que leurs pians fissent entre eux un angle
constant ou variable, le point m décrirait une ligne discontinue mm'm!\.. com*
posée d'arcs sphériques qui auraient leurs centres successifs en A, B, C,..., et tellci
que la tangente mt Ai point m serait perpendiculaire sur A m. Or il est évident que
cette dernière propriété subsistera toujoui*s, quelle que soit la grandeur des côtés
et des angles des deux polygones : seulement, à mesure que les angles augmentent
et que les côtés décroissent, les arcs mm\ m'm",,.., diminuent de longueur, et
deux rayons consécutifs sont plus près d'être égaux, ce qui rapproche de plus en
plus la ligne mm' m".,, d'une courbe continue. Donc, puisque dans toutes ces va*
riations l'angle Amt reste constamment droit, il en sera encore de même quand
les deux polygones seront devenus deux courbes quelconques, par exemple deux
cercles; ainsi, dans ce dernier état> la courbe continue décrite alors par le point
m aura pour tangente en m une droite perpendiculaire sur Am.
Épîéfcloîdes planes.
4tl^. Premier cas. {PL kl^fiS' 3.) Considérons un cercle mobile O^ qui roul« extérieurement sur un cercle fixe O, eu demeurant toujours dans le même plan que ce dernier, et adoptons pour point générateur le point de contact actuel D de ces deux circonférences. Lorsque le cercle O' aura roulé jusqu'à toucher l'autre en un point quelconque A4, on retrouvera la position correspondante M du point générateur D, en décrivant, du point O^ comme centre et avec le rayon O'D, une circonférence sur laquelle on prendra un arc A4 M de même longueur absolue que l'arc A4D, ce qui s'effectuera en mesurant ce dernier au moyen d'une très*>petite ouverture de compas. Mais ces opérations s'exécuteront avec plus de rapidité, si l'on a eu soin d'abord de diviser la circonférence mobile en parties égales, et de les reporter sur le cercle fixe suivant DA|, A«A2^ A^A,,...; car alors il sufi&ra de décrire deux arcs de cercle, l'un du centre 0^4 avec un rayon 0'4M sr O'D, l'autre du centre A4 avec un rayon A4 M égal à la corde D4 du cercle primitif (X. Des constructions semblables effectuées pour d'autres points de contact Ag, A^,..»^ parmettront de tracer aisément U courbe DMGF BOBUoée ÉPictcLOinB extérieure f
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laquelle comprend une infinité de branches identiques à celles que nous venons de citer, et qui se rattachent les unes aux autres par des points de rebroussement tels que D et F.
472. La tangente au point M de cette courbe sera précisément la droite MT, corde supplémentaire de MA4, puisque nous savons (n^470) que cette dernière est normale à Tépicycloïde. Cette propriété fournit même un tracé beaucoup plus simple et bien suffisant pour les engrenages; car, si Ton décrit divers arcs de cercle ayant pour centres les points A,, Aj, A,,.--> ^^ pour rayons les cordes Di, Da, D3,,.., du cercle primitif O'; puis, si Ton trace une courbe enveloppe de tous ces arcs, cette enveloppe sera précisément Tépicycloïde DMGF, attendu que les cordes dont nous venons de parler indiquent évidemment (n°470) les longueurs des normales telles que MA4, qui aboutiraient aux points de contact successife A|, A,, A,,..., du cercle mobile. C'est la méthode proposée par M. Poncelet.
473. On pourrait adopter un point génépateur D' situé hors du cercle mobile, mais lié avec celui-ci d'une manière invariable. Alors ce point D' décrirait une courbe à nœud D'M'G'... que Ton nomme épicjrcloide rallongée, et qui se construirait en prenant, sur chaque rayon O'^M, déterminé comme au n^471, une distance MM' = DD'. La droite A* M' serait encore (n^470) normale à cette courbe j ainsi la tangente M"F devra être menée perpendiculairement kk^^W.
Si le point générateur D"^ était en dedans du cercle mobile^ la courbe décrite alors serait une épicycloide raccourcie D'^M'^G", laquelle offrirait des points d'inflexion au lieu d'un nœud* Un point quelconque M'' de celte courbe s'obtiendra aussi en prenant, sur le rayon Cy4M, construit comme au n^ 471, une distance MM'' = DD"; et puisque la droite A4M'' sera encore (n^ 470) normale à cette épicycloide, la tangente WT' s'en déduira immédiatement.
On pourrait aussi (n® 472) se contenter de tracer ces courbes comme Tenveloppe de tous les arcs décrits des centres A|, Aj, A,,,.., avec les normales D'i , D'à, D'3...,ouiyi,D"a, D-'S,....
474. Deuxième cas. {Fig. 40 Lorsque le cercle mobile O' roule dans la concavité du cercle fixe O, et que le premier a un rayon R' < ^ R, le point générateurD décrit une épicycloide intérieure qui présente la forme DGF, et qui se construit, du reste, comme précédemment. Si Ton choisissait le rayon R' = |R, comme dans la fig. 5, la courbe DMFD'F' aurait une forme et une équation toutes semblables à celles de la développée de l'ellipse {fig, 76), avec la seule différence que les quatre points de rebroussement seraient ici placés à égales distances du centre {voyez la note du n^ 492).
475. (Fij. /|.) Épicycloide rectiligne. Ce cas très-particulier, et fort utile pour les Mgranages, se présente quand on choisit le cercle mobile O' de manière que son rayon R" = ^R; car alors Tépicycloîde décrite par un point du cercle O* se
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trouve confondue qoec te diamètre Tï'OD qui passe par la position initiale D" du point générateur. En effet, si nous considérons le cercle mobile à une époque quelconque de sa rotation , où il touche le cercle O en A et où il coupe le diamètre lyOD en M, il suffira de prouver que les arcs AM et AD'' sont égaux en grandeur absolue, puisque alors il sera certain que le point générateur, placé d*abord en D*', sera venu en M sur le diamètre D^OD. Or l'angle AO*M est évidemment double de AOiy ; donc les arcs AM et AD" sont aussi doubles Tun de Tautre, quant au nombre de degrés qu'ils contiennent : mais le premier de ces arcs appartient à une circonférence qui n'est que la moitié de l'autre ; donc la longueur absolue de AM égale celle de AD''.
476. Troisième cas. {Fig. 6.) Supposons maintenant que le cercle mobile O', qui roule dans la concavité du cercle O, ait son rayon R' > «IR; je dis que l'épicycloïde DGF, décrite alors par le point générateur D, coïncidera avec celle que décrirait un troisième cercle O'^ qui aurait un rayon R" = R — R', et qui roulerait en sens contraire de O'. Pour le prouver, je considère le cercle mobile (y parvenu dans la situation quelconque (y, où le point générateur D occupera une position M telle que l'arc AM = AD : je tire la droite MO'a, et sa parallèle OB; puis, j'achève le parallélogramme OCKaMO'', qui me donne O'^B = O'^M =:R — R', et je trace enfin le cercle O". Cela fait, il n'y a plus qu'à démontrer que les arcs BM et BD ont la même longueur absolue; or les trois arcs BA, AM, MB, qui mesurent des angles évidemment égaux, doivent être proportionnels à leurs rayons, ce
qui donne
BA_AM_BM.
et puisque Ton a pris R'' -f- R' = R, il en résulte que BM + MA == BA : mais déjà l'on sait que l'arc AM = AD; donc il reste BM = BD.
477. Quatrième cas. {Fig. 7.) Enfin, supposons que le cercle mobile CM ait un rayon R' > R, auquel cas il enveloppera le cercle fixe- Alors Tépicycloîde décrite par le point générateur D se trouvera extérieure, et chaque branche DGF occupera, sur le cercle fixe, un arc DEF égal à l'excès de la circonférence O' sur la circonférence O. D'ailleurs on démontrera aisément, comme au n** 476, que cette épicycloïde DGF coïncide avec celle que décrirait un cercle O*' tangent extérieurement au cercle O, et dont le rayon serait R" = R' — R.
478. {Fig. 8.) Lorsqu'on suppose infini le rayon R du cercle fixe, ce cercle devient une droite DAF sur laquelle roule le cercle O'; et un point quelconque M de la circonférence de ce dernier décrit alors la cjrcbïde DMGF, dont la normale est encore MA et la tangente MT. Le tracé de cette courbe s'effectuera aisément par les moyens indiqués aux n^» 471 et 472, sans qu'il soit besoin de les répéter ici- D'ailleurs, la cycloïde serait raUongée pu raccourcie, comme au n^475, si le
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poiut générateur était placé an dehors ou au dedans du cerde mobile. Quant aux autres lignes de cette figure, nous en parlerons au n^ 823 bis.
479. (F/gr. 9.) An contraire, si c'est le cercle mobile qui acquiert un rayon infini, ce cercle deviendra une droite indéfinie DX, qui, en roulant sur la circonférence O, décrira, par chacun de ses points D, une spirale DM'ATM"..., laquelle n'est autre choseque la développante du cercle O (n^ 197). D'ailleurs, comme les normales M'A', M'' A",..., sont précisément les rayons de courbure (n** 198) de cette spirale, si des points A', A'\ A'',..., on décrit avec des rayons égaux à Dm^t Do', Da*",..., des arcs de cercle, ces arcs se confondront dans une étendue assez considérable avec la spirale même, et ils fourniront un moyen très-exact et très-commode pour tracer cette courbe.
Èpicjrcloldes sphériques,
480. (i^iV^. 9g.) Considérons maintenant deux cercles OA et CA, dont le second roule sur le premier, en lui demeurant toujours tangent, mais de manière que leurs plans fassent entre eux un angle constant CAX = o : pendant cette rotation, un point quelconque M, fixe sur la circonférence mobile et entraîné avec elle, décrira dans l'espace une courbe DM... qui se nomme une épictgloîde sphériqui, parce qu'elle est située tout entière sur la surface d'une sphère constante. £n effet, si, par les centres des deux cercles^ on élève sur leurs plans les perpendâculaireB OS et CS) oes deux axes iront se rencontrer nécessairement dans chacune des positions du cercle mobile; car, pour chaque point de contact tel que A, les plans AOS et ACS se trouveront évidemment perpendiculaires à la tangente commune AV, et dès lors ils coïncideront. D'ailleurs, comme l'angle OAC est le supplément ée CAX s éd, qui demeure constant pendant la rotation, il s'ensuit que le quadri<> latère OACS aura deux côtés et trois angles dont la grandeur restera invariable, et consèquemment il en sera de même pour les côtés OS et CS» dont le point de rencontre demeurera immobile. D'où il résulte que la distance de ce point S au point mobile M sera constamment égale à SA, et qu'ainsi l'épicycloïde tout entière -we troufera situé sur la sphère qui aurait SA pour rayon*
481. En outre^ si l'on imagine deux cônes de révolution^ ayant pour sommet craamun le point S, et pour bases les cercles OA et CA, il est évident que c^ cônes auront un plan tangent commun SAV ; et, par conséquent^ la génération de Tépicycloîde peut s'énoncer de la manière suivante : Si deux cônes de réuohaion, qui ont toujours même sommet et des génératrices de même longueur^ roulent [un sar l'autre , sans glisser, et en demeurant tangents le long d'une génératrice variable, un point quelconque, fixe sur la base du cône mobile, décrira la courbe nommée épir 4^Unde sphérique. En elFet, on doit voir que, par là, les circonierences des deux kâseaSMont toujours tangenies, #t qu« leurs piftos conservMowt me incHnaison
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constante; et même c'est là le moyen le plus commode pour réaliser mécanique* ment ces deux conditions pendant le roulement du cercle mobile sur le cercle &%e,
482. (Fig. joo.) Construisons la projection de Tépicycloïde sur le plan de la base du cône fixe, en regardant ce plan comme horizontal, et adoptons pour plaa vertical celui qui passe par Taxe S'O de ce cône et par le point de contact A des deux bases^ dans la position actuelle qui se rapporte à une époque quelconquti du mouvement. D'après cela, les deux cônes seront projetés verticalement sur les triangles isocèles S'AE, S'AB\ et la droite AB' représentera la projection verticale du cercle mobile qui, rabattu autour de la tangente commune AV, deviendra le cercle Amfr. Cela posé, soit D l'origine de Tépicycloïde, c'est-à-dire la position qu'occupait le point générateur, quand il se trouvait en contact avec le cercle fixe : maintenant que le cercle mobile a parcouru, en roulant sur l'autre, l'arc DA, le point générateur se trouvera placé sur le rabattement en m, à une distance curviligne A m, égale en longueur absolue à l'arc AD(*), Mais en relevant le cercl?Am6 autour de AV, on voit bien que le point (m, m') va décrire alors un arc perpendiculaire à la charnière AV, lequel se trouvera projeté horizontalement sur la droite mM, parallèle à la ligne de terre, et verticalement sur m'M'; d'où Ton conclura que (M, M') est un point de Tépicycloide demandée.
483. Pour en obtenir im second, il faudra imaginer que le cercle mobile a ronlé jusqu'à veqir toucher le cercle fixe en A«, par exemple : alors, on pourrait recommencer, sur le plan vertical OAe rabattu, des opérations semblables à celles que nous avons exécutées sur le plan vertical OA; mais il sera bien plus simple de ramener toutes les constructions à s'effectuer sur ce dernier. Pour cela, imaginons que les deux cônes, parvenus à se toucher le long de l'arête qui aboutit en A^, tournent simultanément, et sans changer leurs positiçns relatives^ autour de la verti-» cale OS', jusqu'à ce que le rayon OA^ vienne coïncider avec l'ancienne ligne de terre OAX. Alors le point générateur sera situé sur le cercle mobile rabattu^ non plus en m, mais à une distance An, égale à l'intervalle DAe compris entre l'origine Det le point de contact dans sa vraie position, qui est A«. De sorte que si Ton construit, comme ci-dessus, les projections N et N' du point rabattu n^ il n'y aura ' ■ ** —II.. ,. ■ ■ . I . .1 .1 ■ ■ ■ .,1 <■ ■ ji <iij, , ,, ,11 ,| ,, „
(^) Po!|r tracer Tépure, il est bon de oommenoer par diviser le cercle mobile en parties égaUa» de mesurer une de ces parties au moyen de très«petites cordes; puis» de transporter c^Ues-ci ^ur le cercle iixe, ce qui donnera un arc égal à Tune des divisions du cercle mobile. Ensuite, on répétera cet arc du grand cercle autant de fois qu'il y avait de divisions dans le cercle mobile , et Ton obtiendra l'étendue DAF occupée par une branche de Tcpicycloide, sur le cercle fixe. Cependant, si le rapport des deux rayons AO et C'A était exprimé par un nombre assez simple, il serait plus exact de prendre d'abord sur le cercle fixe un arc DAF, égal à une fraction de cette circonférence, exprimée par oe rapport; puis, on diviserait Tare DAP en autant de parties égales qu'on eo aurait marqué dans te emdenobUe*
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plus qu'à ramener OA en OAa, puis à trouver un point N" placé, relativement à cette dernière droite, dans une situation toute semblable à celle de N par rapport à OA; ce qui s'exécutera au moyen du cercle décrit avec la distance ON, sur lequel on prendra Tare FN" égal à IN.
484. On agira de même pour toute antre position du point de contact des deux cercles ; et quand ce contact aura lieu au milieu K de Tare DKF, égal à la circonférence du cercle mobile, on voit bien que le point générateur se trouvera rabattu en 6, qui se projette en B' et B : si donc on ramène ce dernier point sur OK, au moyen d'un arc de cercle BG, on obtiendra le sommet G où la projection horizontale de l'épicycloïde s'écarte le plus du cercle fixe.
Observons enfin que les points D, M, W, transportés symétriquement au delà du rayon OG, au moyen d'arcs de cercle, fourniront des points F, M*, N", qui appartiendront encore à Tépicycloide, laquelle aura pour axe la droite OG, et admettra une infinité de branches identiques avec DGF.
485. Les constructions précédentes donnent auœi le moyen de tracer la projection verticale de Tépicycloîde, puisque M' appartient à cette projection ; et quant au point (N, N')> qui a été transporté en N", sans changer de hauteur,x>n retrouverait bien aisément sa projection verticale dans cette dernière situation. Mais nous n'avons pas voulu effectuer ce tracé, dans la crainte de rendre l'épure un peu confuse, et surtout parce que nous regardons ici le plan vertical de projection, seulement comme un moyen d'exécuter nos opérations graphiques, et non comiue existant réellement} attendu que sa présence aurait rendu invisibles une grande partie des lignes de l'épure. D'ailleurs l'épicycloïde est sufiSsamment déterminée par l'intersection du cylindre vertical DMGF, avec la sphère du rayon S'A qu'il est facile de représenter sur le plan horizontal.
486. De la tangente à Vépicjrcldide. {Fig. loo.) Puisque cette courbe est tout entière (n^ 480) sur la sphère fixe qui a pour centre le sommet S' et pour rayon 1 apothème S'A, le plan tangent de cette sphère en (M, BT) renfermera déjà la tangente demandée. Ensuite, comme nous avons démontré au n^ 470 que la droite ( AM, AM'), qui joint le point générateur avec le point de contact correspondant A, est une normale k l'épicycloïde, nous en pouvons conclure que la tangente cherchée se trouve aussi dans un plan perpendiculaire à cette droite, lequel peut être regardé comme le plan tangent d'une sphère qui aurait son centre en A, et pour rayon la droite (AM, AM'); mais cette seconde sphère est variable de position et de grandeur, en passant d'un point à un autre de l'épicycloïde, et elle ne feit que toucher cette courbe avec laquelle elle n*a de commun qu'un élément linéaire. D'après cela, le problème se réduit à chercher Tintersection du plan tangent à ta sphère fixe avec le plan tangent à la sphère variable.
487. Pour y parvenir, coupons ces deux sphères par le plan B'AY, qui contient
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la base AB' du cône mobile. La section faite ainsi dans ]a sphère S'A sera évidemment le cercle AB' lui-même; rab&ttons-le suivant Amb^ et menons-lui la tangente mP qui, étant relevée, rencontrera le plan horizontal en P sur la charnière AV : dès lors ce point P appartiendra à la trace horizontale du plan tangent de la sphère S'A, et cette trace sera la droite PT menée perpendiculairement sur la projection OM du rayon qui aboutit au point proposé (M, M'). Quant à la sphère yariable dont le rayon est (AM, AM'), elle est coupée par le plan B'AV suivant un grand cercle qui, rabattu sur le plan horizontal autour de AV, deviendra le cercle décrit avec Am pour rayon. Menons-lui la tangente mQ (laquelle doit aboutir au point 6), et relevons cette droite avec son cercle, pour trouver sa trace horizontale Q sur la charnière AV; dès lors ce point Q appartiendra à la trace du plan tangent de la sphère variable, et cette trace s'obtiendra en menant QX perpendiculaire sur la projection AM du rayon correspondant. Gela posé, les traces QX et PT des deux plans tangents allant se couper au point T, la droite TM sera la projection horizontale de la tangente à Tépicycloïde; et la projection verticale T'M' s'en déduira, en projetant le point T sur la ligne de terre.
488. jiutre méthode. {Fig. loo.) On peut obtenir cette tangente d'une manière beaucoup plus simple, par le procédé du plan normal (n^ 214), car ici nous connaissons immédiatement deux normales à Tépicycloïde : l'une est le rayon de la sphère constante, mené du sommet S' au point (M, M'); l'autre est la droite (MA, M^A), d'après ce que nous avons prouvé au n^ 470. Par conséquent, si nous faisons passer un plan par ces deux normales, la tangente cherchée devra lui être perpendiculaire, et ses projections seront ainsi déterminées. Or la première de ces normales va évidemment percer le plan vertical en S', et la seconde en A; donc S'A est la trace verticale du plan normal. Quant à l'autre trace, imaginons, dans le plan normal, une droite auxiliaire parallèle à S'A ; ses projections M'R, MR donneront le point R, où elle perce le plan horizontal ; et, par suite, AR sera la trace horizontale du plan normal. Dès lors la tangente à l'épicycloïde s'obtiendra en me>nant MT perpendiculaire sur AR, et M'T' perpendiculaire sur AS'.
489. Il importe d'observer qu'aux points de rebroussement D et F, la projection horizontale de l'épicycloïde a pour tangentes les rayons OD et OF. En effet, la droite variable (AM, AM'), à laquelle la tangente dans l'espace est toujours perpendiculaire, étant prolongée indéfiniment, est une sécante par rapport au cercle mobile, comme on le voit par son rabattement Am. Or, ses deux points de section A et m se trouvant réunis quand le point de contact A du cercle mobile est arrivé en D, la droite indéfinie rabattue suivant Am devient alors tangente au cercle mobile dans le point m, et, par suite, tangente au cercle fixe dans le point D, puisque à cette époque les deux cercles sont en contact par les points m et D. Donc la tangente au point D du cercle fixe DA se trouvera être précisément la normale de
l'épicycloïde et en même temps la trace horieôntâlè du plan normal; M, e&Ufté* quemment) la tangente dé Tépicyclolde sera pi^ojetée hôritohtàlemeiit Mt le rayon ODX'.
Quatit à la projection verticale de cette même tâtigetite^ il suffira de pit>jitef son pied D en ly ftuf la ligne de terre, et d*abaisser de ce dernier point tinê pél^n^ diculaire sur la trace Verticale du plan normal relatif au point D. Or cette tface s'obtiendra fort aisément^ puisqu'elle passera évidemment par le point 8% et par le point où la ligne de terre rendotitrefa la seconde normale^ qui esti <Sômme tKnii venons de le prouver^ confondue avec la tangente de rât*o DA;
on agira d'une manière toute semblable pour trouver les projections de la tftn^ gente à l'autre extrémité F de l'épicycloïde; et l'on doit apercevoir que diâeune de ces tangentes en D ou en F coïncide préaisément àvee la tangente du gmttd ceivfe verdcâl de là sphère constante dont le rayon est S'A.
490. Pour le sommet de l'épicycloïde, qui est projeté en G, la tangente sera horizontale et perpendiculaire au plan vertical OKG; car ce plan contiendra éfl* demment les deux normales du n'' 488, quand le point générateur sera parvenu à l^éxtrémité supérieure B' du diamètre mené par le point de contaet du cercle nlobile.
491. {Fig. lôo.) Lorsque nous avons cherché (n** 487) la trace QX du plan tangent à la sphère variable dont le rayon est (AM, AM'), nous nous sommes ap« puyés sur ce que ce plan devait contenir la tangente rabattue Suivant Qm6. Or, quand elle sera relevée dans le plan FAV du cercle mobile, elle ira percer le plâb vertical en fi'; donc B'X est la trace verticale du plan tangent à là Sphère variable. En outre, cette droite doit se trouver perpendiculaire à B'A, car 6*est sur cette dernière droite que se projette le rayon (AM, AM') mené au point de contact de ce plan tangent.
492. Observons d'ailleurs que, dans les diverses positions A, A, ,..., que prend le point de contact du cercle mobile, la projection AB' de ce cercle, sur les plans verticaux correspondants OA, OA^,.-., aura toujours la même grandeur et la même inclinaison; de sorte que pour tous ces plans, lé triangle rectangle AB'X restera invariable de grandeur, et, par suite, les traces XB^ des divers plans tangents aux sphères variables iront toutes rencontrer la verticale OS' au même point 2', De là il résulte que si l'on avait à considérer un cône dont le sommet ftlt en î?, et qui eût pour base répicycloïde sphérique, tous les plans tels que SE^XQ lui seraient tangents, puisque chacun d'euîc renfermerait le sommet et une tangente de la base. En outré, tous ces plans tangents viendraient passer successivement par la droite fixe Z'X, lorsque le Cône épkyrkndxxly en tournant autour de OZ^, amèneratt en M lès divers points N", G, N'^,,.. Cette propriété est employée dans les engrenages coniques, qUi sérVènt à fkire mouvoir les roues dûngles (vovefc le n^ 883) f*l.
[* ] Cherchons les équations qui déterminent répicycloïde sphérique {/g loo), en rapportant cette
^BZy mYmtOV?^m^S,ffmiQm, {Jl^ig, lo?.) Lûrwjueleççiï^wpbapgo. quif^Ft «pe fl»vç??|:ure ^el|e, q\\p l'aoglç BU ceptra ^SB {fig^ 99) «ÎPYient ég^i à |8q", ^ çdnQ pe r^qj^ ^ un Rerple dpn* le r^yQU égal^ V^pothèwp SA ^i» cône fi»e, et 4ppt Iç plftP es<>pgçnt ^ ce 4erQier çôpsi 4»»» sp ç»# p?rliçuliw. l'épicycloïde
ÇO^?^Ç ^\y^ IfÇJs axes rectangulaires OX', OT^ QZ', dont le premier passe p^r le poi^^ ^e rebrousse-
mei^t D. Si )'on pose
OS' = A, OA = R, CA = R', angleB'Aô = », •n a^fii éiiidemmoAt
pemr l'équalion de hi ^p^'e eoAStante, sur laquelle est située l'éptcycioide tout entière; de sorte que
eêUa courbe se tmuTera oamplét^tent déâode^ en joignant à )'équatioi| préoédepte celle de sa projectioii
IlomPHAie PMfiKt 0?t ^ SOi}A AppelQQ» ce T^lgl^ DOA.> oous isn conolurofts que
Ra R.a=:AD=:Am; d'où angle Acm = ~j-?
•( aIW 991» W»fQ^ MW 1« ««ûi4w»nfe# dv pfôpt W» wppQfté d'abord »Wt M«» OX et OY, jr z= OA -f- AH = R -f- ( R' — R' cos -^ I oos w ,
WW ipQVI^ reT«» 4p cp^ »ltÇS| qvî ^^r^Pi^t mpbil^^ avec te point 4^ pQWt^Çt A, a^c ^^ fiw OV ^t OT'i il fi^ut employer les fprmules cpnnues
^=: ^çp§a— jsin^j ^^=«sîn«tf-jrcQ|i*î
donc I en substituant ici les valeurs précédentes de a? et ^^ il viendra J
Ra Ra î
(a) «'=t(R^R'cos«)cosa — R'cosr-7 coS(»ûOSflt4-li'»î» gr»^n«,
(3) ^=B(ll^Il'co8w)dn«-.R'coê^oos%»sinii— R'rfn^cpsa.
Il resterait maintenant à éliminer Tjirc « entre ces deqx écjuatîons, pour obtenir celle de la copfbe DMGF sur le plan horizontal ; mais cette élimination ne pouvant s'effectuer que quand on aiuti 6xé numériquement le rapport des rayons R, R', et quand ce rapport sera un nombre commen^urable , PPVI gar4efqi^ ^ps d^wi^ écju^tfpft^ (a) er (3) q}ii W%pnt poqr «alcwler 1^ fipftfdQop^^ «^ e^jr' des divers points , en attri)>u^pt ^ s» différentes YJBd^l^rf s^cc^v^i
Pour passer de là à l'épicycloïde plane , Jl suffira de poser cos &» = rh i , selon que le cercle mobile roulera au dehors ou au dedans du cercle fixe ; et si, en nous arrêtant à ce dernier cas, nous supposons d'ailleurs que R' est le quart de R, conimp dai)s la/^. 5 ()e la PI, 47» Ips équqlions (2) et (3) deviendront
(4) a;' = |R cosa -f. |R ooaia cos4f« rh 7R sin a sin 4»,
(5) j^=^Rsina + -J^Rsina cos4a — ■yRçosasin4a; puis , si l'on substitue dans ces dernières les valeurs connues
cos4a= I — 8sin^aC0fl>a, mk^azs^si0ï»cosa(co%*a — sin'a),
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décrite alors par un point '^M du cercle mobile, reçoit le nom de développante sphérique, attendu que la question revient à dire simplement que Ton fait rouler sur un cône fixe S'AO un de ses plans tangents S' AY, comme, dans la ^9. 9 de la PL 47, nous avions obtenu la spirale développante du cercle en faisant rouler sur cette cir* conférence une de ses tangentes.
494. {Fig. loi.) Comme la courbe en question est tout entière sur la sphère du rayon S^A, il suffira de construire sa projection horizontale. A cet effet , rabattons le cercle mobile dont le centre est au sommet (S', O)^ autour de la tangente AV qui lui est commune avec le cercle fixe; et sur ce rabattements'' prenons un arc Am égal à l'arc AD, si l'on adopte D pour l'origine de la développante^ c'est-à-dire pour la position qu'occupait le point générateur lorsqu'il se trouvait en contact avec le cône fixe. Alors m sera le rabattement de ce point générateur quand le contact est arrivé en A, et sa position véritable (M, M') se déduira aisément de là, en relevant le cercle S'" dans le plan tangent S' AV, autour de la charnière AV.
Lorsque le cercle mobile aura roulé jusqu'à toucher le cercle fixe en Aj, on imaginera que tout le système tourne simultanément, sans rouler, autour de la verticale S^O, pour amener le rayon OA^ sur la ligne de terre OA; alors, en prenant l'arc An = DA5, le point générateur se trouvera rabattu en n, et projeté en N et N' : maïs ensuite, pour reporter le cercle mobile dans sa vraie position, on décrira avec le rayon ON une circonférence sur laquelle on prendra Tare NN5 égal à Tare II5, compris entre les rayons OA et OA^; de sorte que Ns sera le point cherché. On trouvera ainsi DMN5PGQF pour la projection horizontale de la développante sphérique.
495. La tangente au point quelconque (M, M') devra être menée perpendiculaire sur le plan des deux normales dont nous avons parlé au n^ 488, lesquelles sont les droites qui réunissent le point générateur (M, M') avec le ceittre (O, S') et
on trouvera 9 en supprimant les accents qui deviennent inutiles à présent,
ar = Rcos3a, ^=:R«in»«.
Maintenant l'élimination de a est facile j car, en ajoutant ces équations après les avoir élevées à la puissance |, il restera pour répicycloïde représentée dans la /g:. 5 de la P/. 47,
Cest donc un cas particulier de la développée de Tellipse qui a pour équation
et ces deux courbes appartiennent à la famille des storvïdes, qui sont représentées généralement par
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avec le point de contact actuel A. Or ce plan normal coïncide évidemment avec le plan S'AV où est situé le cercle mobile, et qui est tangent au cône fixe; donc il suffira de tirer MT perpendiculaire sur AV, et M'T' perpendiculaire sur S'A.
496. On doit apercevoir que la branche DMPGQF, qui sera décrite au bout d'une révolution entière du cercle mobile, occupera sur la base du cône un arc DAGF, égal à Fexcès de la circonférence S^ sur la circonférence O5 mais, en outre, il fout bien remarquer que cette branche se composera de deux parties réunies par un rebroussement au point G, milieu de DGF, lequel est la projection de la position la plus élevée du point générateur. Pour se rendre compte de cette circonstance, il faut imaginer la nappe supérieure du cône S'AE prolongée jusqu'à ce qu'elle soit terminée par un cercle égal à celui du rayon OA, et observer que le cercle mobile S*" se trouve dans un plan variable qui touche à la fois les deux nappes du cône, suivant une génératrice égale au diamètre de ce cercle S''; d*où il résuite que, pendant qu'un certain arc Am de la circonférence mobile roule sur la base inférieure du cône, Tare diamétralement opposé roule en même temps sur la base supérieure; et, conséquemment, lorsque le point générateur m est arrivé au milieu de sa course, il se trouve en contact avec cette base supérieure, et il y produit un rebroussement tout à fait identique avec celui qui avait eu lieu au point de départ D sur la base inférieure du cône. Quant aux autres lignes que renferme cette épure, nous en parlerons au n® 669.
SUR LES SPHÈRES ET LES PYRAMIDES
497. Trouver l'intersection de trois sphères données. {Fig, 102.) Adoptons pour plan horizontal celui qui contient les centres A, B, G, des sphères proposées, et décrivons les grands cercles qui sont les traces horizontales de ces surfaces. Alors, si les circonférences A et B se rencontrent aux points D et £, il est clair que le cercle vertical, décrit sur DE comme diamètre, sera l'intersection des deux sphères Aet B ; tandis que les sphères A et G se couperont suivant un autre cercle vertical projeté sur FG. Maintenant, si les deux cordes DE et FG se rencontrent en M, on pourra affirmer que les circonférences projetées sur ces cordes se coupent effectivement en deux points qui seront projetés horizontalement en M; et ces points de l'espace se trouveront évidemment communs aux trois sphères en question. Pour achever de fixer la position de ces points, projetons-les sur un plan vertical quelconque XY ; en rabattant le cercle DE autour de son diamètre horizontal, et tirant l'ordonnée Mm» cette droite mesurera évidemment la hauteur de Tun des points cherchés
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au«des9ui du plan horiKontal : donc, en prenant au*des8ii9 at au«dessoua da XY les dUtanoes IM' et IM'', égales à Mm> on obtiendra les projections (M| M') et (M, M'') des deux points demandés.
498. Si l'on avait cherché l'intersection des deux sphères B et C, on aurait obtenu un cercle vertical dont la projection iiK aurait dû néoep^irem^nt passer aufljii par le point M) d'où l'on peut conclure ce théorème de géom^tria plane : Qu^nd trais eirconjérences tracées dan» un même plan 90 coupent deux à dmvc^ tes pointsi dç §^tien correspondants se trompent situés sur d^s cordes qui passent toutes trois pnr un m^ point du plan.
490. Construire une pyr^amide triangulaire dont l^ six e^r^s sont connues d^ yrash deur. {Fig, ipa.) On tracera d'abord? sur le plan horizontal, une des facw ^BC de la pyramide, au moyen des trois arêtes données qui se rapportent k cette feoe; ensuite ou déterminera le quatrième sommet (M, M') en cherchant, oçmmf ddBs le problème précédent, l'intersection de trois sphères qui auraient pour cçptres les points A, B, G, et pour rayons les longueurs des trois autres arêtes assignées par la question. Il y aura évidemment deux pyramides symétriques l'mifl d^ l'autrSi puisque le dernier sommet peut être placé en (M, M') ou en (M^ W)\ et ol'ailleurs on trouvera, par les méthodes du livre I^, tout ce qui peut intéresser sur lep aogiss plans, les angles dièdres, etc., de chacune de ees pyramides,
500. Circonscrire une sphère à une pyramide triangulaire donnée- {Fig^ io3*) Soient (A, A'), (B, B'), (G, G'), (S, S') les projections des qus^tpe sommet^, wv <l*ux plans rectangulaires, dont un renferme la face ABG; si ces projections n'étaient pas données immédiatement, elles se détermineraient comme au problème précédent. Le centre de la sphère cherchée, devant être à égale distance de ces quatre sommets^ se trouvera à la fois dans les deux plans verticaux FO et GO, élevés perpendiculairement sur les milieux des arêtes AB et AC; donc ce centre sera quelque part sur 1^ verticale (O, VO')f intersection de ees plans. De même, il doit être contenu dans le plan ^\evé perpendiculairement sur le milieu d'upe troisi^iM uréte appartenant à une autre face, telle que (SA, S'A^) ; donc, si l'on prend Ift peine de construire les traces de ce plan, ainsi que le point où ii ira couper la verticale (O, V O'), on obtiendra le centre demandé. Mais comme ces opérations serai^Pt un peu longues, à moins qu'on n'ait eu le soin de choisir le plan vertical p9rAll^l^ à Taréte (SA, S'A'), on pourra ordinairement les remplacer par la eonstruction suivante }
Avec le rayon OB, traçons le cercle circcmsorit au triangle A^. CetfQ eircenférenee appartiendra à la sphère demandée, et si elle est coupée par le plap vertical SD parallèle k la ligne de terre, en un point (D, D')> ^^ pPUrpa di^e que la droite (SD, Sfjy) sera une corde de la sphère, paraUèk au pl^n vertiwlj p4r conséquent, le cfBtre de cette surface devra être situé dans le pif» lUi' élfr^ p«>¥*^'
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diculftiremétit sur le milieu de cette corde* Or ce plan va Couper la verticale (O, V<y) au point (O, O); donc c'est là le centre de la sphère en question.
Quant au rayon de cette sphère^ qui est projeté sur (OB^ O'B'), on obtiendra sa Véritable longueur en le rabattant parallèlement au plan vertical suivant (06, 06'); donC) si des points O et O', avec un rayon égal à O'b'^ on décrit deux cercles, ce seront les contours apparents de la sphère demandée, qui est ainsi complètement déterminée de grandeur et de position «
501» Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire donnée* [Fig. 104.) Pre^ âons encore le plan d'une des faces ABC pour le plan horizontal, et soit (S, S') le sommet situé hors de ce plan. Si, par l'aréfe AB, nous menions un plan qui divi* sàt en deux parties égales l'angle dièdre formé par les faces SAB et GAB, ce plan bissecteur renfermerait évidemment tous les points de l'espace qui sont à égale distance de ces deux faces; donc la sphère demandée^ qui doit toucher chacune de celles-ci) aurait son centre situé nécessairement dans ce plad bissecteur. De même, deux autres plans bissecteurs menés suivant les arêtes AG et BG^ de ma« nière à diviser en deux parties égales les angles dièdres qui ont ces droites pour arêtes» Côtitiendraient aussi le centre cherché ; par conséquent^ ce centre est 6 rin** tersection de ces trois plans bissecteurs, c'est^^dire au sommet de la pjramide inté»rieure qu'ils forment avec la base primitive ABC : ainsi la question est ramenée à trouver le sommet de cette nouvelle pyramide, ou bien les trois arêtes qui y aboutissent.
Pour cela» mesurons d'abord l'angle dièdre SABC» en le coupant par un plaû Tertical SD, perpendiculaire à AB» et rabattons sur le plan vertical la section ainsi faite» laquelle deviendra évidemment l'angle S'D''H; construisons de même les angles S^Ë^^H et S' F' H qui mesurent les angles dièdres AC et BG, puis divisons ces tr^ angles plans chacun par moitiés, au moyen des droites D''I, Ë'^L, F^'K : alors <{es trois biflsectrices, ramenées dans les plans verticaux SD, SE, SF» appartiendraient aux faces de la pyramide intérieure , qui a aussi pour base le triangle ABC. Par conséquent, si l'on coupe ces bissectrices par un plan horizontal quelconque X' Y', on obtiendra trois points ()'S t") f"", qui, ramenés en ây s» f > appartiendront à la section triangulaire ct6c faite par le plan X'Y' dans la pyramide intérieure; donc ce triangle abc est maintenant facile à tracer, puisque ses trois côtés doivent être évi« demment parallèles à ceux de ABG. Alors» si l'on tire les droites Aa, B6, Ce» ce seront leê arêtes latérales de la pyramide intérieure, et elles devront aller se couper en un point unique O, qui sera la projection horizontale du centre de la sphère demandée*
Quant à la projection verticale O' de ce même centre, elle s'obtiendra en projetant le point O sur l'arête Ce' de la pyramide intérieure; et le rayon de la sphère sera k parpeadiculaire O'R' abaissée du centre sur la face inférieure. 2tenC| en
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traçant avec cette droite CyR' deux cercles dopt les centres soient en O et O', on
aura les projections de la sphère cherchée.
502. Si Ton désire connaître les points de contact de cette sphère avec les faces latérales, on pourra facilement construire les traces du plan indéfini qui contient la face SAC par exemple; puis, on abaissera du point (O, O') une perpendiculaire sur ce plan, par la méthode générale du n** 35. Mais il sera bien plus court d'observer qu'un plan perpendiculaire à AC, et mené par le point O, couperait la sphère et la face SAC suivant un grand cercle et une droite qui lui serait tangente ; d'ailleurs, cette droite rabattue sur le plan vertical, autour de (O, O'R'), deviendrait évidemment parallèle à S'£''. Si donc; sans tracer cette parallèle, on abaisse du point O' un rayon perpendiculaire sur S'E'', ce rayon ira couper le contour vertical de la sphère en un point qui sera le rabattement du point de contact cherché; et il sera facile ensuite de ramener ce point dans sa véritable position.
$03. {Fig. 104.) Les considérations employées au n*" 501 peuvent servir à résoudre ce problème général : Trouver une sphère qui soit tangente à quatre plans donnés. En effet, les quatre faces de la pyramide SABC, étant prolongées indéfiniment, formeront autour des arêtes AB, AC, BC, trois angles dièdres extérieurs et supplémentaires de ceux que nous avons employés ci-dessus, et ces nouveaux angles auront pour mesures S'D"B', S'E"C', S'F'X'. Donc, si l'on divise ces derniers en deux parties égales, par des droites qui couperont le plan X' Y' en des points analogues à ^\ 6", y", on pourra combiner trois à trois ces divers points pour former plusieurs triangles, tels que abc ; et ceux*ci conduiront à divers centres, tels que (O, O'). Par exemple, adoptons la droite D'^df' qui divise par moitiés l'angle extérieur S'D"B', et qui rencontre le plan X'Y' au point d'\ que l'on ramènera en c/sur le plan horizontal ; puis, conservons les deux anciens points t et f : alors nous obtiendrons le triangle cc^b" dont les sommets, étant joints avec A, B, C, fourniront le point (O", O'") pour le centre d'une sphère qui touchera la face SAB en dehors de la pyramide primitive, tandis qu'elle sera tangente aux trois autres faces prolongées à droite de SAB. De cette manière, on trouvera généralement huit sphères tangentes aux quatre plans indéfinis qui contiennent les faces de la pyramide SABC; car, en désignant par a, a', a'', les trois angles dièdres intérieurs, et par «, o)', w", les trois angles dièdres extérieurs, qui ont pour arêtes les côtés AB, AC, BC, on pourra évidemment adopter, pour centre de la sphère demandée, le point d'intersection des trois plans bissecteurs qui diviseront les angles dièdres compris dans chacune des combinaisons suivantes :
6C, os , Cl)
On sentira aisément pourquoi il faut exclure toute combinaison où entreraieBt
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deux angles adjacents à la même arête, comme a et w ; et, d'ailleurs, le nombre des solutions pourra devenir moindre, suivant les inclinaisons des quatre plans donnés. Cette question est analogue au problème de la géométrie plane, dans lequel on propose de trouver un cercle qui soit tangent à trois droites connues.
S04p. Construire un point dont on connaît les distances à trois points donnés, ou bien à trois plans connus, ou enfin à trois droites données.
i^. Désignons les points donnés par A, B, C, et leurs distances respectives au point inconnu x, par a, S, y. Alors, en imaginant une sphère qui ait son centre en A et pour rayon la distance a, le point x devra évidemment se trouver quelque part sur la surface de cette sphère; il sera pareillement sur deux autres sphères qui auraient leurs centres en B, C, et pour rayons les longueurs 6, y : par consé* quent, la question revient à trouver l'intersection de trois sphères données, problème que nous avons résolu au n*^ 497.
a**. Si Ton désigne à présent par P, P', P'' les plans donnés, et par (?, c^, â^ leurs distances au point inconnu jc, ce dernier devra être à la fois dans trois plans p, p', p^j respectivement parallèles à P, F, P", et éloignés de ceux-ci de quantités égales à &, (^, â^\ Donc, en construisant les plans p, p\ p", d*après les méthodes du livre I*', la question se réduira à trouver l'intersection de trois plans connus, problème que le lecteur saura aisément résoudre. Observons seulement que^ comme le plan p, par exemple, pourra être mené à la distance d^, soit au-dessus, soit au-dessous de P, il y aura ainsi huit solutions pour la position du point démandé X.
3**. Soient enfin A, B, C trois droites données, dont le point inconnu x est éloigné des quantités a, 6, y. Si l'on imagine un cylindre de révolution qui ait pour axe la ligne A, et pour section droite un cercle du rayon a, celte surface cylindrique contiendra nécessairement le point x. De même, ce point se trouvera aussi sur deux autres cylindres de révolution, qui auront par axes et pour rayons B et 6, Cet y; par conséquent, la question est réduite à trouver tous les points communs à ces trois cylindres. Or, en supposant que les traces horizontales de ces trois surfaces ont été construites comme nous allons l'expliquer plus bas, il n'y aura plus qu'à chercher, parla méthode du n° 28S, la courbe d'intersection du cylindre A avec le cylindre B, puis celle des cylindres A et C; et ces deux courbes, qui pourront se couper au plus dans huit points, attendu que les trois surfaces sont évidemment du second degré, feront connaître par leurs rencontres les diverses positions que peut avoir le point demandé jc. Toutefois observons que, pour obtenir les points vraiment communs aux deux courbes dans l'espace, il ne faudra prendre, parmi les sections des deux projections horizontales, que les points qui correspondront exactement à des sections sur le plan vertical; c'est-à-dire que ces points devront être deux à deux sur des perpendiculaires à la ligne de terre. D'ail- 4* édit. ag
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leurs on pourra^ comme vériEcatioiii construire aussi la courbe d*liitentectk>n des cylindres B et C, laquelle devra encore passer par les points communs aux deux premières courbes.
505. {Fig. io5.) Quant k la manière de trouver la trace horizontale de chaque cylindre, représentons^ sur deux plans de projection, Taxe de Tun d'entre eux par (AF, AT'). En faisant tourner cette droite autour de la verticale A, pour la rabattre parallèlement au plan vertical, elle deviendra (A/, A/'); et alors la section circulaire du cylindre se projettera suivant une droite G'H% égale à !i a et perpendiculaire sur A'/'. Donc le contour apparent du cylindre sera fourni par les droites G'K', H'U, parallèles a A'/S et la trace horizontale de cette surface dans la position actuelle sera une ellipse ayant évidemment pour grand axe la distance UK\ Par conséquent, si Ion ramène les points K' et U en a et cf, la droite ad et sa perpendiculaire bAe= 2a seront les axes de l'ellipse suivant laquelle le cylindre primitif coupait le plan horiaontal; de sorte que cette courbe sera maintenant &cile à construire*
306. a Un ingénieur (^), parcourant un pays dû montagnes^ M muni d'une carte topoçrapinque sur laquelle $ont marquéeê exactement les projections des différents poàKs du terrain, ainsi que les cotes qui intliquent les hauteurs de ces points au*dessus d*une même surface de niveau^ Il renconti^ un point remarquable qui n'est pas maPqué sur la , carÈe, et il ne porte avec lui d'autre instrument pr<^re à mesurer les angles, quun graphomètre garni dun fil à plomb. On demande que, sans quitter /a station^ V ingénieur construise sur la carte le point où il est, et quil trouve la cote qui convient à ce point, cest^à-^ire sa hauteur au-dessus de la surface de niveau.
p Parmi les points du terrain marqués d'une manière précise sur la carte» et qui seront les plus voisins» l'ingénieur en distinguera trois» dont deux au moins ne soient pas à la même hauteur que lui; puis il observera les angles formés par la verticale et les rayons visuels dirigés à ces trois points, et, d'après cette seule observation, il pourra résoudre la question.
9 £n effet, nommons A, B, G les trois points observés dont il a les projectioos horizontales sur la carte» et dont il pourra construire les projections verticales au moyen de leurs cotes. Puisqu'il connaît l'angle formé par la verticale et par le rayon visuel dirigé au point A, il connaît aussi l'angle formé par le mén^ rayou avec la verticale élevée au point A ; car, en négligeant la courbure de la terre, ce qui est convenable ici^ ces deux angles sont alternes-internes» et, par conséquent, égaux. Si donc il conçoit une surface conique à base circulaire^ dont le sommet soit au point A, dont l'axe soit vertical, et dont l'angle formé par l'axe et par la droite génératrice soit égal à l'angle observé, ce qui détermine complètement cette ■■ ■* ..■■... . — j - I
( * ) Gei trkîde «t le suivâol «ont winiu de la Géométrie descnptiw dA l&au%e.
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surface, «He passera par \e rayon Visuel dirigé au point A, et conséquemment par : le point de la station : ainsi, il aura une première Surface courbe déterminée, sur laquelle se trouvera le point demandé. En raisonnant pour les deux autres points B, C, comme pour le premier, le point demandé se trouvera encore sur deux autres surfaces coniques à bases circulaires, dont les axes seront verticaux, dont les sommets seront aux points B, C, et pour chacune desquelles l'angle formé par Taxe avec la génératrice sera égal à l'angle formé par la verticale avec le rayon visuel correspondant. Le point demandé sera donc en même temps sur trois surfaces coniques, déterminées de forme et de position, et, par conséquent, dans leur intersection commune. Il ne s'agit donc plus que de construire, d'après les données de la question, les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces, considérées deux à deux (*)| les intersections de ces projections donneront les projections horizontale et verticale du point demandé, et, par conséquent, la position de ce point sur la carte, et sa hauteur au^essus ou au->dessous des points observés, ce qui déterminera sa cote»
» Cette solution doit en général produire huit points qui satisfont à la ques* tion; mais il sera facile à l'observateur de distinguer, parmi ces huits points, cdni qui coïncide avec le poînt'de la station. D'abord, il pourra toujours s^assùrer si le point de la station est au*<lessus ou au-dessous du plan qui passe par les trois points observés. Supposons que ce point soit au-dessus du plan des sommets des cônes; il sera autorisé à négliger les branches des intersections des surfaces coniques qui existent au-dessous de ce plan, et par là le nombre des points possibles sera réduit à quatre : ce serait la même chose si le point de la station était au contraire placé au-dessous du plan. Ensuite, parmi ces quatre points, s'ils existent tous, il reconnaîtra facilement celui dont la position par rapport aux trois sommets, est la même que celle du point de la station par rapport aux points observés. »
SOT. « Les circonstances étant tes mêmes que dans la question précédente, avec cette seule d^érence que t instrument West pas garni de fil à plomb , de manière que les angles avec ta verticale ne puissent pas être mesurés, on demande encore que l'ingénieur^ sans quiUer la station, détermine sur ta carte la position du point où il est et quit trouife la cote de ce points cest^à-dire son élévation au-dessus de la surface de niveau à laquelle tous les points de la carte sont rapportés.
» Après avoir choisi trois points du terrain qui soient marqués d'une manière précise sur la carte, et tels, que le point de station ne soit pas avec eux dans le
— I 11— H HHH .^— ■ . .,..■ p.* « n ■ ■ ... ■■!»■-■■. — , , .1 , I I I |.
( *) VinienBci'\on de deuK de ces cônes se construira par ta çnéthode du n"^ 897, ou> mieux enoore , en les coupant par divers plans horizontaux; car les sections seront de$ cercles, dont les centres se projetteront au même point ^ue le sommet, çt dont les rayons se trouveront marqués sur le plaq tcrticâl.
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même plan, Fingénieur mesurera les trois angles que forment entre eux les rayons visuels dirigés à ces trois points; et, au moyen de cette seule observation, il sera en état de résoudre la question.
» En elfet, si nous nommons A, B, C les trois points observés, et si on les sup* pose joints par les trois droites AB, BC, CA, l'ingénieur aura les projections horizontales de ces droites tracées sur la carte; de plus, au moyen des cotes des trois points, il aura les difFérences de hauteur des extrémités de ces droites ; il pourra donc avoir la grandeur de chacune d'elles.
» (jFYgr. io6.) Cela posé, si, dans un plan quiconque mené par AB, on conçoit un triangle rectangle BAD construit sur AB comme base, et dont l'angle en B soit le complément de l'angle sous lequel le côté.AB a été observé, l'angle enD sera égal à l'angle observé, et la circonférence de cercle décrite par les trois points A, B, D, jouira de la propriété, que, si d'un point quelconque de l'arc ADB on mène deux droites aux points A et B, l'angle qu'elles ^comprendront entre elles sera égal à l'angle observé. Si donc on conçoit que le plan du cercle tourne autour de AB comme charnière, l'arc ADB engendrera une surface de révolution dont tous les points jouiront de la même propriété *, c'est-à-dire que si, d'un point quelconque de cette surface, on mène deux droites aux points A et B, ces droites formeront entre elles un angle égal à l'angle observé. Or il est évident que les points de cette surface de révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété; donc la surface passera par le point de la station. Si l'on raisonne de la même manière pour les deux autres droites BC, CA, on aura deux autres surfaces de révolution, sur chacune desquelles se trouvera le point de la station : ce point sera donc en même temps sur trois surfaces de révolution différentes, déterminées de forme et de position ; il sera donc un point de leur intertection commune. Ainsi, en con* struisant les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois surfaces, considérées deux à deux, les points où les projections se couperont dlesmémes toutes trois, seront les projections du point qui satisfait à la question. »
308, A la vérité, si, pour effectuer ces constructions par la méthode du n'' 533, on adopte le plan du triangle ABC pour le plan horizontal de l'épure, et que Ton dirige le plan vertical perpendiculairement à un des côtés, AB par exemple, on n'obtiendra ainsi que la projection du point demandé sur le plan ABC, et sa hauteur au-dessus ou au-dessous de ce plan; mais, comme ce dernier a lui-même une position connue par rapport à la surface de niveau à laquelle tous les points de la carte sont rapportés, il sera bien facile de retrouver ensuite la projection de la station sur le plan même de la carte, et sa hauteur au-dessus de ce plan.
509. Observons aussi que si l'on voulait résoudre ce problème analytiquetnent, en combinant les équations des trois surfaces de révolution décrites par les arcs ADB, bec, CFA, on obtiendrait beaucoup de solutions qui seraient étrangères à
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la question, car l'analyse ne séparerait pas la nappe décrite par l'arc ADB, de celle que décrirait l'arc ArfB; mais une seule équation embrasserait ces deux nappes à la fois. Cependant, puisqu'ici les angles compris entre les rayons visuels sont don* nés par l'observation, on sent bien qu'il n'est pas permis d'adopter indifféremment l'angle ADB, ou son supplément ArfB. Par conséquent, on devra, dans les opérations graphiques, négliger entièrement les branches de courbes et les points qui seraient fournis par les nappes supplémentaires^ engendrées par la révolution des trois arcs ArfB, BeC et A/C.
NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES SURFACES GAUCHES
510. Toutes les surfaces qui peuvent être engendrées par le mouvement d'une ligne droite sont désignées généralement sous le nom de surfaces réglées, parce qu'on peut évidemment les exécuter fiur un corps solide, au moyen d'une règle, avantage qui en rend l'usage très-fréq\ient dans les arts; mais on doit les partager en deux classes bien distinctes, selon que la loi qui dirige le mouvement de la génératrice rectiligne satisfait, ou non, à la condition, que deux positions consécutives de la droite mobile soient situées dans un même plan. Lorsque cette condition est remplie, la surface réglée est developpable, et un même plan la touche fout le long de la génératrice, comme nous l'avons prouvé aux n^* 175 et 177. Or, tout ce qui regarde la détermination du plan tangent, la construction des génératrices et le développement d'une telle surface, ayant été suffisamment expliqué dans les livres précédents, et notamment par l'exemple général du n^465, nous ne reviendrons plus sur ces questions ; et ici nous nous occuperons seulement des surfaces gauches, c'est-à-dire des surfaces engendrées par une droite qui se meut de telle $orie, que deux positions consécutives , quelque rapprochées qu'on les suppose, ne sont pas dans un même plan.
511. {Ifig. 107.) Avant d'indiquer diverses manières de réaliser la condition précédente, nous ferons observer qu'il en. résultera toujours que Vêlement superji^ ciel indéfini en longueur, et compris entre les deux génératrices infiniment voisines G et G', sera lui-même gauche; car, pour toutes les courbes A, B, C,..., que Ton tracera sur la surface, les éléments linéaires LL', MM^, ISN',..., qui sont des droites
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ayant chacune deux points communs avec G et 6^ ne pourront être ritoés dans un même plan dès que ces deux génératrices n'y sont pas. En outre, comme les t«angentes LUT, MM'U, NN'V,.-? qni sont les prolongements de ces éléments linéaires, se trouveront ainsi dans des plans différents, il arrivera nécessairement que les plans tangents GLT, GMXJ, GNV,..., relatifs aux divers points L, M, Tî,..., d^une même génératrice , seront distincts les uns les autres, quoiqu'ils renferment tous la génératrice GLMN.
512. De là il résulte encore que, dans une surface gauche, chaque plan tel que GLT, quoique véritablement tangent en L, c'est-à*dire renfermant les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface par ce point, devient sécant dans tous les autres points qui lui sont communs avec elle; et son intersection se composera d'abord de la génératrice GLM elle-même, puis d'une seconde branche passant par le point L, et qui peut être rectiligne ou curviligne, suivant la forme de la surface gauche en question.
515. Voyons, maintenant, de quelle manière nous pourrons réaliser la condition (n^5iO) qui caractérise les surfaces gauches. Si nous assujettissons la droite mobile à glisser seulement sur une, ou même sur deux courbes directrices A et fi, invariables de forme et de position, le mouvement de cette droite ne sera pas complètement déterminé ; puisque, pour chaque point L choisi à volonté sur A, la génératrice rectiligne pourra prendre une infinité de positions, situées toutes stir le cône qui aurait pour base B, et pour sommet le point L. Deux courbes ne suf« fisent donc pas pour diriger le mouvement d'une droite, à moins qu'on n'impose, à priori, la condition que la surface engendrée soit développable, comme on Ta vu n^l80; mais cette condition est précisément celle que nous voulons écarter ici.
{Fig. 107.) Assujettissons donc la droite mobile à glisser constamment sur trois courbes directrices A, B, G, et nous allons voir que ces conditions suffisent pour régler complètement le mouvement de cette génératrice. En effet, si Ton imagine deux cônes qui auraient pour sommet commun le point L pris à volonté sur A) et pour bases, Tun la directrice B, Tautre la directrice G, on pourra aisément construire les traces de ces surfaces coniques sur un des plans de projection; et en joignant les points de section de ces deux traces avec le sommet commun L, on obtiendra une ou plusieurs di;oites, mais en nombre fini, qui, comme GLMN, s'ap« paieront évidemment sur les trois courbes A, B, G, puisqu'elles seront les intersections des deux cônes passant par B et par G. Ces droites seront donc les positions déterminées que doit prendre la génératrice mobile, lorsqu'en glissant sur A, elle arrive au point L; et pour d'autres points L% L"",..., on construira semblablement les positions de cette génératrice.
Au lieu d'employer deux surfaces coniques, dont il faut chercher les traces, il sera quelquefois plus commode de construire l'intersection du premier cÀne LMf,
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avM l€ cylindre veiiicai qui projettera la directrice C sur le plan horizontal Par lày on obtiendra une courbe auxiliaire dont la rencontre avec la projection verticale de C fera connaître le point qu'il faut joindre avec L pour avoir une position de la gén^atrice.
âté*. D'ailleurs^ la surface ainsi engendrée sera gauche en général ; car, lorsque la droite mobile passera d'une position GLMIï à une autre G'L'M'N' infiniment voisine, elle pourra être censée glisser sur les trois tangentes LT, MU^ NV^ qui ont, avec les directrices, les éléments communs LU, MM^ 'STU^ : donc, si ces tangentea ne sont pas situées toutes trois dans un seul et même plan, les deux gênétriées G et G' n'y seront pas non plus. Or, pour que ces tangentes se trouvassent dans un même plan, et surtout pour que la même circonstance se reproduisît à chaque système de points (L, M, N)t (L'^ M', N')» (L"", M"", W)^...^ situés trois à trois en ligne droite, il est clair qu'il faudrait faire un choix tout particulier dans la forme et la position des directrices A, B, C; par conséquent, en général, la iur-^ face décrite par une droite mobile qui s appuie constamment sur trois courbes fixes est gmiche»
Mais une telle surface peut o0Frir une ligne singulière, le long de laquelle il existera un élément p/an^ indéfini en longueur^ c'est ce qui arriverait dans le cas où, pour un certain point L, les deux cônes dont nous avons parlé au numéro précédant auraient leurs traces tangentes Tune à l'autre» Alorà, la génératrice menée de L à ce point de contact pourrait, sans quitter le point L, glisser sur la tangente commune aux. deux traces, et elle décrirait ainsi un élément particulier qui serait plan. Cda revient à supposer que les deux tangentes MU et MY sont dans un même plan; et, à plus forte raison, en serait-il de méixie, si les trois tangentes en L^ M, N, se trouvaient dans un plan unique,
5i5. Ctlihdboide. {Fig. loS.) On désigne ainsi une surface où /a rfrottemaéîfe 0 doii glisser constamment sur deux courbes fixes A et B, en demeurant toujours parailèle à un plan donné P, que l'on nomme le plan directeur. Pour construire ici les positions de la génératrice, il suffira de couper les courbes A et B (n^233) par divers plans parallèles à P ; et en joignant par une droite les deux points de section de chaque pian, on aura des lignes GLM, G'L'M',.*., qui satisferont évidemment aux conditions imposées à la génératrice. La surface, lieu de toutes ces droites, sera encore gauche en général, parce que les tangentes LL'T, MM'U, sur lesquelles s^appuîe la droite G lorsqu'elle passe à la position infiniment voisine Gfp ne se trouveront pas ordinairement dans un même plan.
Au reste, ce genre de surfaces gauches rentre dans le précédent, lorsqu'on ima* gine que la troisième directrice C est située k l'infini dans le plan P.
ai 6. Dans toutes les surfaces réglées, on peut remplacer les courbes directrices par des surfaçe$ directrices auxquelles la droite mobile devra être tangcata» Par
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exemple, si l'on assigne une courbe A et une surface S pour diriger la génératrice, avec un plan P auquel cette droite mobile devra rester parallèle, on mènera par chaque point L pris sur A, un plan parallèle à P, lequel coupera la surface S suivant une courbe à laquelle on conduira des tangentes partant de L; ce seront bien là des positions de la génératrice demandée, et la surface réglée ainsi produite swa en général gauche. D'ailleurs, elle touchera S tout le long de la courbe formée par les points de contact a, ê, 7,..., des tangentes dont nous venons de parler; car, pour la surface gauche comme pour la surface S, le plan tangent renfermera la génératrice rectiligne et la tangente de la courbe aêy qui est commune aux deux surfaces.
Si Ton donnait deux surfaces S et S' avec un plan directeur P, on couperait ces ^ur&ces par divers plans parallèles à P, et Ton mènerait une tangente commune aux deux sections produites par chacun de ces plans sécants. Ce serait encore une des surfaces nommées cylindroides.
547. Lorsque la surface réglée n'admet point de plan directeur ^ on peut encore
remplacer une ou plusieurs des trois courbes directrices A, B, C, par des surfaces
auxquelles la génératrice devra être tangente. Supposons, en effet, que Ton assigne,
pour diriger le mouvement de cette droite, les courbes A et B avec une surface S;
pour chaque point L pris sur A, il faudra construire deux cônes ayant leurs sommets
communs en L, et dont Fun aurait pour base la courbe B, tandis que Tautre serait
çircoMcrit à la surface S (n^ 548) : les intersections de ces deux cônes, qui seront
: nécessairement des droites, fourniront les positions de la génératrice lorsqu'elle
• passe par le point L. Quand la surface S se trouvera développable, il sera plus
court de lui mener un plan tangent qui coupe les deux courbes A et B en des
points que Ton réunira par une droite; ce sera bien là une position de la géné-
' ratrice.
Si Ton donne une seule courbe A avec deux surfaces directrices S et S', il faudra confiner ensemble deux cônes circonscrits Tun à S, Tautre à S', et dont le sommet commun serait en un point L de la ligne A.
518. Lorsqu'on assignera frow surfaces S, S', S*", auxquelles la droite mobile -devra rester constamment tangente, la construction des diverses positions de cette gtoératrice sera beaucoup plus laborieuse ; mais on y parviendra en ramenant la question à l'un des cas précédents. En effet, si nous connaissions une droite G qui touchât la surface S en un certain point a, 9f en a', et S" en a''; puis, que nous fissions glisser cette ligne Gaa'a^ sur les deux surfaces S et S', en Tassujettissant d'ailleurs à demeurer parallèle à un plan directeur P, nous obtiendrions, par la méthode du n^ 516, une surface auxiliaire 2, qui couperait S*' suivant une certaine courbe «^€"7" passant par le point a*', et à laquelle la droite G serait nécessairement tangente en ce point : car G se trouve évidemment dans le plan tangent de S%
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et dans celui qui touche la surface gauche 2 au point a'\ Par conséquent, si Ton commence par construire la surface auxiliaire 2 qui a pour directrices S, S'', et le plan P; puis, si Ton détermine son intersection a'^ê"/ avec la surface S'', il n'y aura plus qu'à mener à la courbe «"€*'/' une tangente qui soit parallèle au plan P, et cette tangente sera la position d'une génératrice G de la sur&ce demandée qui a pour directrice S, S', S''. Pour obtenir d'autres positions de cette génératrice, on fera varier la direction du plan P.
519. On peut encore diriger le mouvement de la droite qui engendre une sur* face réglée, en assignant deux courbes directrices Â et B, a^c la condition que la génératrice coupe tune d'elles sous un angle constant et donné; ou bien, que la portion de cette génératrice comprise entre AetB conserve une longueur fixe. On peut aussi faire glisser la droite mobile le long d'une seule courbe A tracée sur une surface fixe S, à laquelle la génératrice devrait rester normale, etc., etc. Mais toutes ces variétés de surfaces réglées, pour lesquelles il sera facile d'imaginer un mode de construction approprié aux conditions que chaque problème imposera, n'offrent pas assez d'intérêt pour que nous les discutions en détail; et, d'ailleurs, elles ne forment pas, au fond, des genres vraiment distincts, puisqu'on peut toujours les concevoir ra-^ menées à celles du n^ 513, en adoptant pour directrices de la droite mobile trois sections faites à volonté dans la surface.
520. Pour compléter ces notions générales, nous ajouterons que, parmi les GTLiiTDROiDES, on douue le nom particulier de coitoides aux surfaces gauches qui admettent un plan directeur P avec deux directrices dont une est rectiligne : l'autre directrice peut être une courbe ou une surface. Le conoïde serait dit droit, si la directrice rectiligne était perpendiculaire au plan P (voyez n? 596).
Lorsque les deux directrices sont l'une et l'autre des droites, le conoide prend le nom de paraboloide hyperbolique, ou de conoïde du second degré, parce que c'est le seul dont l'équation ne s'élève pas au-dessus de cet ordre.
Enfin, lorsqu'une surface réglée, qui n'admet pas de plan directeur, a pour directrices trois droites quelconques, elle reçoit le nom à^ hjrperbokiide à une nappe : cet hyperboloîde et le paraboloide dont nous venons de parler se désignent encore simultanément sous le nom de surfaces gauches du second degré, parce que l'analyse montre que ce sont les seules surfaces de cette nature dont l'équation ne s'élève pas au delà du second ordre. Nous allons commencer par considérer ces deux genres particuliers, qui offrent des propriétés fort remarquables, et nécessaires à connaître pour étudier les autres surfaces gauches.
»OQg<
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521. {Fig. 109.) Nous appellerons ainsi la surface particulière engendrée par une droite mobile A, qui s appuie constamment sur trois droites fixes B, B', B"', non parallèles à un plan unique, et dont deux quelconrfues ne se trouvent pas dans un même plan; parce qu'il sera démontré plus loin (n® 555) que cette surface est identique avec celle que nous avons déjà désignée sous ce nom au n^ 83. La construction des génératrices s'effectuera par le procédé générai du n* 5i3, qui deviendra ici très^simple, puisque les surfaces coniques auxiliaires se réduiront à des plans. Ainsi, après avoir pris un point arbitraire L sur la directrice B, on conduira par ce point deux plans dont T un passe par R', et l'autre par B"; puis, en cher» chant l'intersection de ces deux plans, on obtiendra une droite ALMN, qui s'ap* putera évidemment sur les trois directrices assignées. On arriverait au même ré* sultat, en construisant l'intersection de la directrice B'' avec le seul plan mené par L et la droite B'\ et en joignant ce point de section au point L. Ce procédé, appliqué successivement à d'autres points U, L'',..., de la droite B, fournira les diverses génératrices A, A% A'', A*",..., de l'hyperboloïde en question; et comme chacune ne peut évidemment occuper qu'une position unique, lorsqu'elle passe par un point donné L ou U, il s'ensuit que le mouvement de la droite mobile est complètement déterminé par la condition de s'appuj^er sur les trois directrices assignées,
522. Cette surface est nécessairement gauche; car deux génératrices quelconques A et A' ne pourraient se trouver dans un même plan, qu'autant que les droites B, B', B'', dont chacune a deux points communs avec A et A^ seraient ellesmêmes situées dans ce pian unique; ce qui est contraire aux conditions formellement imposées dans la définition du n® 521. D'ailleurs, ce raisonnement n'exigeant pas que les deux droites A et A' soient ici infiniment voisines, comme on le sup pose pour une surface gauche générale (n^ 510), il en résulte que, dans l'hyperboloïde, deux génératrices quelconques ne sont jamais dans un même plan.
525. [Fig. 110.) Si, parmi les trois directrices B, B', B", que l'on suppose n'être point parallèles à un plan unique, il y en siwixitdeux qui fussent dans un même plan B'CB', la droite mobile A ne pourrait satisfaire aux conditions imposées que des deux manières suivantes : 1*^ en passant constamment par le point de section C et en glissant sur B, ce qui lui ferait décrire le plan CDB; a^ en tournant dans le plaa B'CB", autour du point D où il est rencontré par la droite B. Donc, alors, la surface décrite serait le système^ de deux plans qui se couperaient. Mais cette variété de l'hyperboloïde, qui est analogue au cas d'une hyperbole réduite à ses asymp» totes, ne présentant aucune recherche nouvelle, nous continuerons à exclure
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dorénavant Fhypothèse toute particulière qoe deux des directrices soient dans un même plan.
524. {Fig. 109.) L'hyperboloïde à une nappe jouit d'une propriété bien re* marquable, et fort importante pour la détermination des plans tangents aux sur» faces gauches générales : c'est qu il admet un second mode de génération par la ligne droite, dans lequel les premières génératrices deviennent directrices, et réciproquement. C'est-à-dire que, si l'on fait glisser une droite mobile sur trois quelconques des droites A, A', A", A'",..., que nous venons de construire, cette nouvelle généra'^ irice, qui coïncidera évidemment dans trois de ses positions avec B-, B', B", décrira UM surface inENTiQUB avec le premier kjrperboloide, tant pour la forme que pour la position. Mais avant de démontrer cette belle propriété, nous rappellerons deux théorèmes connus de la théorie des transversales.
525. Lemme P'. {Fig. m.) Lorsque, dans un triangle ABC, on mène une transversale quelconque PQR, qui, en coupant leurs trois côtés ou leurs prolongements, forme six segments, le produit de trois segments non contigus est égal au produit des trois autres segments; c'est-à dire que l'on a
(jc) AP.CR.BQ = AQ.BR.CP.
En effet, menons la droite BH parallèle à PQR, et nous aurons évidemment le$ proportions
AQ:QB::AP:PH = ^^^, cr:br::cp:ph = ^^}
puis, en égalant le^ deux valeurs de PH, on obtiendra la formule (x).
526. Lemme IL {Fig. iia et îi3.) Si dans un quadrilatère gauche ABCD on trace deux droites MN et PQ, qui, eu s'appuyant chacune sur deux côtés opposés, ou sur leurs prolongements, se coupent elles-mêmes en un certain point O, le produit de quatre segments non contigus sera toujours égal au produit des quatre autres segments; c'est-à-dire que l'on aura
{y) AP-BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP.
D*abord, observons que si les deiîx transversales MN et PQ se coupent effectivement, elles doivent être dans un même plan, lequel contiendra les droites PN et MP, qui, par conséquent, iront se couper en un certain point R; mais comme ces droites PN et MQ se trouvent, l'une dans le plan du triangle ABC, l'autre dans le plan du triangle ADC, et que ces plans se coupent suivant la diagonale AC, il faudra que le point de rencorf^re R des lignes PN et MQ soit placé précisément sur cette diagonale. D'où il suit que, pour obtenir dans un quadrilatère gauche dans trawversalei opposées qui se coupent réeUement^ on peut prendre k volonté
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Tune d'entre elles MN^ et choisir arbitrairement le point P de la seconde; mais ensuite on devra tracer la droite PNR, qui ira couper la diagonale AC en un point Ry puis tirer RM , qui déterminera la position du point Q, quHl faudra joindre avec P.
Cela posé, les triangles ÂBC et ÂDC, coupés par les transversales PNR et MQR, donnent, d'après le lemme précédent,
AP.BN.CR = AR.CN.BP, CQ.DM.AR = CR.DQ.AM;
d'où| en multipliant ces égalités membre à membre, et supprimant les (acteurs communs, on déduit la relation annoncée,
(7) AP.BN.CQ.DM = AM.DQ.CN.BP,
laquelle peut s'écrire ainsi :
^^^ PB ' QD "" MD * NB'
527. Réciproquement, si deux droites PQ et MN coupent les côtés opposés d'un quadrilatère gauche ABCD, de telle sorte que la formule (/) soit vérifiée, ces deux transversales sont dans un même plan. En effet, si cela n'était pas, on pourrait mener par le point P une droite PQ', qui couperait MN, et alors on await
AP . BN . CQ'. DM=AM . DQ'. CN . BP,
équation incompatible avec la formule (^), que l'on suppose vérifiée, puisque si CQ' est plus grand que CQ, nécessairement DQ' sera moindre que DQ.
528. {Pig. 109.) Maintenant, revenons au double mode de génération que nous avons annoncé au n^ 524 pour l'hyperboloïde à une nappe, et prouvons que toute droite B"'DD'D*', qiti s* appuiera sur trois génératrices quelconques A» A', A' du premier mode, coupera nécessairement toutes les droites de ce système; par exemple, qu'elle rencontrera la génératrice A" en un certain point D". Il s'ensuivra évidemment que tous les points de cette ligne B"' se trouveront sur le premier hyperboloïde déjà construit avec les trois directrices fixes B, B', B*', et qu'ainsi une de ces dernières peut décrire encore cette même «urface, en glissant sur trois droites du système A.
Or, puisque, d'après le premier mode de génération, les trois droites A, A', A' coupent B, B', B% le quadrilatère LNN'^L'" donnera, en yertu de la formule (z),
t'^ L'L'* * N'N "" MN * M^'
mais, puisque la droite A"" rencontre les trois droites B, B', B"", et que B' coupe aussi les droites A, A', A''^ le même quadrilatère fournira encore, d'après la Amt*
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mule (z) les deux relations suivantes :
/ N l.ir N^'N'V LM N'"M''
vif' N"N "MN'm-'L*''
LD N^D*' LL' N^'N
DN D-'L'^ ~ Vif W'JH '
alors, les seconds membres des équations (2) et (3) étant égaux en vertu de t'équation (i), nous en conclurons cette nouvelle égalité
DN * ly'lf ~ vif ' N'^N '
laquelle prouve (n** 527) que les deux droites A'' et B'" se coupent effectivement en un point D".
529. Remarquons ici que le second membre commun des équations (i) et (2) est une quantité constante k qui demeure invariable, dès que la position des cinq droites B, B', B", A, M" est fixée; d'où il suit que, pour une nouvelle droite quelconque A', qui s'appuiera sur les trois premières, on aura toujours IS") LU_,NN'
L'L'" ~ N'JS-'
Or, si les trois droites B, B', B*" se trouvaient parallèles à un même plan, on sait qu'elles diviseraient A et A* en parties proportionnelles, de sorte qu'on aurait k = i; par conséquent, l'équation (5), qui devient alors
prouve que, dans ce cas, les trois droites A, A', A"* seraient nécessairement aussi parallèles à un plan unique, mais différent du premier. Nous retrouverons plus loin cette conséquence, dans le paraboloïde hyperbolique (n° 553).
550, Du plan tangent {Fig. 109,) Puisque, par chaque point de l'hyperboloïde, il passe deux droites (n^ 528), l'une du système A, l'autre du systèpie B, et que ces lignes sont elles-mêmes leurs propres tangentes, elles devront se trouver toutes deux dans le plan tangent relatif au point où elles se coupent; et, par conséquent, elles suffiront pour déterminer ce plan et pour trouver ses traces. Ainsi, lorsqu'on définira un hyperboloïde par les trois directrices B, B', B", et qu'on assignera le point de contact D sur une génératrice donnée A, il faudra construire (n^ 521 ) au moins deux autres positions A, A'^ de cette génératrice; puis en adoptant ces lignes A, A', A" pour directrices, 6n construira une droite DD'D" qui s*appuie sur ces dernières, et qui parte du point D. Alors cette droite DD'D'' sera située sur l'hyperboloïde, et en conduisant un plan par les deux lignes KTf et DD'D", ce sera le plan tangent relatif au point D. Cette solution est trop simple pour que nous croyions nécessaire de la construire dans une épure spéciale.
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531. Lorsque les données d'un hyperboloidt seront assignées sur deux plans de projection, et qu'on citera seulement la projection horizontale D, par exemple, d'un point de cette surface pour lequel ou demandera le plan tangent, il ne sera plus possible de mener immédiatement la génératrice AD, avant d'avoir, trouvé la projection verticale du point D. Pour cela il faudra, en général, conduire par ce point un plan vertical quelconque; chercher la section qu'il produira dans la surface, en construisant les points de rencontre de ce plan sécant avec diverses génératrices qui s'appuieraient sur les droites données B, B', B", et enfin projeter, sur cette section, le point D assigné sur le plan horizontal. Alors, connaissant les deux projections du point de contact, on pourra aussi construire les projections de la gêné* ratrice A qui passe par ce point, et Ton rentrera dans le cas du numéro précédent.
552. Du GEffTRB de Ihjrperboloide. {Fig. if4.) Cette surface est douée d'un centre, c^est«à-dire qu'il existe un point tei, que \outes les cordes de la surface qui passent par ce point, sjr trouvent divisées chacune en deux parties égales. Pour démontrer cette proposition, représentons par B, B', B", trois directrices primitives qui satisfassent aux conditions énoncées dans la définition du n^ 521 : nous pourrons alors, par les droites B' et B", conduire deux plans distincts B'DG et B'' CD, parallèles l'un et l'autre à la directrice B, et ces deux plans se couperont suivant une droite ACD évidemment parallèle à B; de sorte que cette ligne ACD sera une génératrice de rhyperboloïde proposé, puisqu'elle s'appuiera sur B' et sur B", et qu'elle ira rencontrer B à une distance infinie. De même, en conduisant par B^ et par B deux plans B^'GH et BHG parallèles à B', ils se couperont suivant une droite A'GH, qui sera encore une génératrice de l'hyperboloïde ; et l'on en trouvera une troisième A'^KE au moyen de deux plans BHF et B'DI, parallèles à B% et menés par B et B". De là nous conclurons d'abord que chaque génératrice d'un sjstime a sa parallite dans le sj-stème opposé; car ce que nous avons dit ici de B s'appliquera également à toute autre génératrice B'', B'^'V.., laquelle peut être prito pour directrice au lien de B (n"^ 528). Ensuite les six plans que nous avons construits ci-dessus forment évidemment un parallélipipède qui a, pour arêtes opposées, les six droites B, B', B', et A, AS A"; et je dis que le centre O de ce parallélipipède est aussi le centre de rhyperboloïde.
Pour le démontrer, je mène par xm point M, pris arbitrairement sur la directrice B une droite M^MM"" qui coupe les deux autres directrices en M' et M"^, et qni sera ainsi une génératrice du système A ; puis, je la compare avec une génératrice du système B, qui, s'appuyant sur A, A', A'', serait parallèle à MM'M''. Pour obtenir cette nouvelle génératrice, je prends les distances
DN = HM, GN'=E]VP, EN^ = GM
et les trois points N, N', N^, ainsi déterminés, se trouveront en ligna droits. En
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effet, en tirant les lignes OM et ON, les triangles OMH et OND, qui sont visiblement égaux, prouveront que les côtés OM et ON sont égaux et en ligne droite; la même conséquence aura lieu pour les lignes OM', et ON', OM" et ON", en vertu de triangles égaux que l'on aperçoit aisément. Ensuite, les triangles MOM' et NON', égRixt, par ce qui précède, entraîneront le parallélisme des côlés MM' et NN'; et enfin, MM'' sera parallèle à NN" en vertu des triangles égaux MOM' et NON". Par conséquent, les deux portions N'N et NN" ne formeront qu'une seule ligne droite, qui sera une génératrice du système B, parallèle à la génératrice M'MM" choisie à volonté dans le système A; d'ailleurs, on voit par là que deux génératrices parallèles se trouvent toujours dans un plan passant par le point G, et sont également éloignées de ce point.
Gela posé, si, par un point arbitraire P de la droite M'MM", on tire une corde POQ qui passe par le point O, elle ira nécessairement percer Thyberboloïde en un point Q situé sur N'NN", et, d'après les relations ci -dessus établies, on aura évidemment OP = OQ ; donc, puisque cette conséquence est vraie pour tout point P pris sur l'hyperboloïde, il demeure prouvé que le point O est bien le centre de celte surface (*).
553. Observons que, quand il s'agira seulement de construire ce centre, on Tobtiendra sans tracer le parallélipipède dont nous venons de parler, en cherchant l'intersection des trois plans menés par la droite donnée B et sa parallèle A, par B'' et sa parallèle A', par B*' et sa parallèle A"; car chacun de ces plans diagonaux passe évidemment par le centre du parallélipipède, qui est celui de ThyperboToïde. D'ailleurs, on peut dire que ce sont là trois plans a^mptotiqués de la surface, comme nous Texpliquerons au n^ 546.
554. En résumant les propositions précédentes, on voit que dans^ l'hyperbo-
(*) CVstM. /. Binet qui a fait connaître (/o^r/z^/ de t École Polytechnique, 1 6" cahier), parmi d^autres parallélipipèdes concentriques avec rhyperboloîde , ceux qui sont ainsi formés par trois génératrices quelconques d'un système, jointes à leurs parallèles dans le système opnosé. Ce savant géonètra en a déduit beaucoup de conséquences intéressantes; mais ici nous ferons seulement observer : i» que chacun de ces parallélipipèdes est €ircon$cnt à Thyperboloîde , puisque chaque face roH ferme deux génératrices, et devient tangente dans le point où se coupent ces droites; 2^ qu'ils offrent une construction graphique fort élégante , pour trouver le centre de la surface gauche définie par trois directrices rectilîgnes; 3* qu'ils ne sont pas moins utiles sous le rapport analytique, puisqu'en adoptant ce centre pour origine des axes coordonnés , choisis parallèles aux trois directrices assignées, l'éqoatîon de la furface se présentera sous la forme très-simple
XY jrz xz «6 €7 07
£n effet, les axes actuels étant évidemment trois arêtes du cône asymptotique , il doit arriver que chaque plan coordonné coupe la surface suivant un hyperbole qui ait pour asymptote les deux axes coateutts dans ce plan.
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toïde à une nappe, i^ il existe deux systèmes de génératrices rectilignes
A, A', A", A**,..., et B, B', B*^, B",...,
dont chacune coupe toutes les droites du système opposé (n^ S28); cependant, chaque génératrice A' a sa parallèle dans le système B (n^ 532 j^ et réciproquement; de sorte que pour ces droites comparées deux à deux , la rencontre n a plus lieu qu'à une distance infinie.
0?. Deux génératrices du système A ne se trouvent jamais dans un plan unique (n^ 522); il en est de même des génératrices du système B, puisque ces dernières s'appuient aussi (n^ 528) sur trois droites du système A, lesquelles sont dans des plans différents.
3^. Trois droites quelconques du système A ne sont jamais parallèles à un même plan ; car^ si cela avait lieu, il s'ensuivrait par le n^ 529 que les directrices B^ B', B'', sur lesquelles s*appuient toutes les génératrices du premier mode, seraient aussi parallèles toutes trois à un même plan, ce qui est contraire à la définition du n^ 521. Réciproquement, trois quelconques des génératrices du système B ne se trouvent jamais parallèles à un même plan; car cela entraînerait aussi (n^ 529) une restriction semblable pour les droites du système A, sur lesquelles s'appuient ces génératrices du second mode.
4^. Le centre de l'hyperboloîde est placé au centre du parallélipipède construit avec trois droites quelconques du système A, jointes aux trois génératrices du système B^ qui se trouvent respectivement parallèles aux trois premières (n^ 552); ou plus simplement, il est donné par l'intersection de trois plans asymptotiques (n^553).
5®. Une droite quelconque D ne saurait percer l'hyperboloîde en plus de deux points ; car, si elle avait trois points communs avec cette surface, la droite D s'appuierait sur trois génératrices de l'un ou de l'autre système, de sorte qu'elle coïnciderait tout entière avec la surface. D'ailleurs, pour obtenir ces points d'intersection, il faudra construire, comme au n^ 531, la section faite dans rhyperboloïde par un plan vertical ou horizontal , conduit suivant la droite D.
555. La surface gauche engendrée par une droite qui glisse sur trois autres droites fixes non parallèles à un même plan, est identique avec l*hyperboloïde à une iwppt que nous avons décrit au n^ 83. En effet, celte surface gauche est d'abord du second degré, puisque, sans effectuer les calculs, il est aisé de voir que les conditions par lesquelles on exprimerait que la droite mobile a un point de commun avec chaque directrice, ne pourraient conduire qu'à une équation du second degré. Ensuite, cette surface gauche est douée d'un centre (n° 552); donc, comme elle ne saurait être évidemment ni un cône, ni un cylindre, qui sont développables, il faut qu'elle soit un ellipsoïde ou Tun des deux hyperboloïdes. Or l'ellipsoïde est
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une surface limitée en tous sens (n^ 81) qui ne saurait admettre pour génératrice une droite indéfinie ; d'un autre côté; l'hyperboloîde du n^ 85 présente deux nappes séparées par un intervalle imaginaire, de sorte qu'une droite indéfinie et continue ne saurait évidemment s'appliquer tout entière sur cette surface; par conséquent, on est ramené à la proposition énoncée au commencement de cet article.
536. (Fi^. 119.) Pour manifester plus clairement l'identité dont il s'agit, et qui peut paraître assez étrange au premier coup d'oeil , nous allons démontrer syn* tjiétiquement que l'hyperboloîde décrit au n^ 83 admet en effet deux s/stèmes de génératrices reciilignes. D'après la définition de cette surface^ toutes les sections perpendiculaires à son axe imaginaire sont des ellipses semblables : si donc nous la coupons par trois plans horizontaux e^a\ V'X', V"X'', dont le premier passe par. le «rentre et dont les deux autres soient à égales distances, au«dessous et au-dessus de ce point, nous obtiendrons CelUpse de gorge [abefy a'e') et deux autres ellipses égales, projetées horizontalement sur VUXY qui a ses axes parallèles et proportionnels à ceux de céef. Cela posé, en menant à cette dernière une tangente quelconque ÂDB, on sait que les parties kD et DB seront égales (^); si donc, nous joignons le point (D, Jy) avec (A, A') et (B, ê'), nous obtiendrons deux droites(AD, A'D') et (DB,D'ê') qui seront nécessairement le prolongement l'une de l'autre, puisque ce sont les hypoténuses de deux triangles rectangles évidemment égaux, projetés sur DTÂ' et DTg'. D'où il résulte que la droite totale (ADB, A'D'ê') a trois points de communs avec l'hyperboloîde, et, conséquemment, eUe est toiU entière sur cette surface, attendu que celle-ci est du second degré.
Maintenant, projetons le point A sur l'ellipse supérieure en a', et le point B sur l'ellipse inférieure en B', puis, joignons ces deux points dans l'espace avec (D, D'); nous obtiendrons encore deux droites (BD, B'D'), (DA, D'à'), dont ou prouvera de même la coïncidence; de sorte que la droite totale (BDA, B'D'a') aura trois pK>ints de communs avec l'hyperboloîde, et, par suite, elle sera située tout entière sur cette surface du second degré.
537.. {Fig. 119.) De là nous pouvons conclure que tout plan vertical ADB, tangent à l'ellipse de gorge, coupe l'hyperbc^oîde suivant deux droites distinctes, qui se croisent en (D, D') sur cette gorge, et sont inclinées symetriquement.de part et d'autre de la verticale D. Par conséquent, cette surface peut être regardée comme produite par le mouvement de la génératrice (AD, A'D'), ou de la génératrice (BD, B'D'), assujettie à glisser constamment sur les trois ellipses semblables
(XYVU,X'VO, {abef,a\e% (XYVU, X^V"); car on sait (n^ 515) que ces conditions règlent complètement le mouvement d une
(^) Cette proposition se démontre aisément, par la définition purement géométrique des diamètrea conjugués et des courbes semblables,.
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ligne droite. Les diverses positions de ces deux g^ératrioes préstitteroni donc deux ^sternes de droites indéfinies, situées toutes sur l'hyperboloïdéi savoir ;
A] (AD,A'D'), (A,E,A;E'), (A,F, A^F
[B] (BD, B'D'), (B,E,b;E'), (B,F, BT^F),,.,,
et les unes comme les autres se projeftteront veriicalëtflent sur dés t&tigéntëi à l'hyperbole X''^X',V''e' V, contenue dans le plan vertical VX.Ëh elFéf, du point (tï, 2Ï'), où l'une de ces génératrices vient percer ce plan VX, lé plan tangent de la stirfecè est perpendiculaire au plan vertical, attendu qu'il coiitient la tangehté à Téllifise horizontale qui aurait son sommet en (N, W); donc lît génératrice (BND, fi'M'îy) se confond, en projection verticale^ avec la tangente de l'hyperbole (i^d'lt', ûX) qui est aussi dans ce plan tangent. La même circonstance arrive potit' la droite (ADN, A'D'N'') dont la projection verticale touche cette hyperbole tiU point (Pî, ÎÏ'')J «t les asymptotes sont fournies par les génératrices (6R, O'R'), (/B^, O'tfj), lesquelles, étant parallèles au plan vertical VX, ne toucheront pluô Thyperbôle <ju'à l'infini.
538. Deux génératriceê quelconques du système A rtê sont jamais danêuh tnimé plan^ et la sutface est GAtrcûË. Considérons, tn effet, \éÉ droites (AO, A'f^) ftt (A4 G, A'^O'). Si elles se toUpàient, leur point de section setait projeté hdfîzôîltalement en M; mais, pour la première de ces dfoîtes, le point M, étant àtt ck?li de D qui appartient à l'ellipse de gorge, devra se trouver sur la nappé supéfiéùfé en M"; tandis que pour la droite (A4 G, A'^O'), lé point M, étdnl éh deçà de 6, appartiendra nécessairement à la nappe inférieure, et sera projeté en M^ Donc les droites proposées ne se coupent pas, et d'ailleurs il est bieti évidéht qu'elles ne sauraient être parallèles.
On prouvera de même que deux génératrices du système B ne sont jàihais dans nn plan unique.
539. Au contraire, chaque génératrice (A4 G, A'^G') du premier s/stème coupé toutes les droites du second, par exemple (BD, B'D'). Car le point M, où se rencontrent les projections horizontales de ces deux droites, est plalcé, sur* l'une et sur l'autre, en deçà des points G et D, qui appartiennent à Fellipse de gorge; donc les deux points projetés en M sont sur la nappe inférieure de l'hyperboloïde, et, par conséquent, ils se projettent à la fois en M', puisque cette iiappé ne peut évidemment être coupée par la verticale M qu'en un seul point. Observons, cependant, que quand on choisira uùe génératrice dti système A et urie dû système 6 qui passeront par les extrémité» d'un mèïtte diamètre de Téllipse de gorge, ces deux droites se trouveront parallèles; mais du moins elles serenl €s>core dans un plan unique.
Où déBioBtrera de même que chaque f^nètmeiee eu ffSfèrtW » cd*pé tèutes celles du système A, excepté une seule qui lui est pafattfèfe.
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^40. Or, le mouvement d'une droite étant complètement déterminé (n*'521 ) par la condition que cette ligne mobile s'appuie constamment sur trois droites ûxe^j il en résulte que si Ton fait glisser la génératrice ( AD^ Â'D') sur trois droites quelconques du système B, elle ne pourra prendre que les positions A^, A3, A4,..., qui toutes remiontrent ces trois directrices (n^SSO); de même, la génératrice (BD, B'D')f ^W glissant sur trois droites du système A, viendra coïncider nécessairevent avep B», B^y B^,.... Par conséquent, Thyperboloïde actuel nous offre I^ia toutes U$ propriétés que nous avons déjà reconnues dans la surface gauche 4i| i)"" ^%% I et| si l^s trois ellipses directrices étaient des cercles, on retomberait sur l'hyp^rboloûk d^ révolution dont nou^ avons parlé dans les n'^ 140, 141,....
^41* D^plqn tan^nl. {Fig. 119.) Lorsque l'hyperboloïde à une nappe est défini parles trpifi ellipse semblables citées n^537 (courbes que Ton peut aisément construire, dès qw l0s trois axes OasaO'^', OA, OVde la surface sont assignés), il est hym ^icile di9 trouver le plan tangent relatif à un point donné par sa projection borjzontale M- £o effet, si nous tirons par le point M une tangente AMB à Tellipse d^ g orgf», ce sera la projection de deux génératrices, représentées sur le plan vertical par A'IK et B'D', et sur lesquelles il faudra projeter le point donné ep M" PU en M'î de sorte qu'il y aura deux positions pour le point proposé. Considérons d'abord le point (M, W) Bitué sur la droite (ADM, A'D'M'') : il y passe une seconde génératrice appartenant au système B, savoir (B4GM, B'^G'M''), laquelle s'pbtient en tirant parle point M la nouvelle tangente MGB4 à Tellipse de gorgei Alors, l'ememble de ces deux génératrices déterminera complètement (u^530) le plan qui touchera l'b3rperboloïde au point (M, M"), et les pieds de ces droites fourniront iinmédiatement la trace horizontale AB4P de ce plan tangent. Qv^Ql k m trace verticale PQ', on Tobtiendra par le secours de l'horizontale (MQ, WQ") menée parallèlement à AB^.
Pour l'autre point (M, M') on combinera ensemble les deux génératrices {WH, B'M'iy) et (A4MG, A'^M'G') qui s'y coupent; et la trace horizontale du plan tangent relfttilà ce nouveau point sera la droite A4B, qui se trouvera évidemment parallèle à AB». La trace verticale s'obtiendrait par le même moyen que précédemment.
548, Pour obtenir une symétrie convenable dans la représentation de Thyperboloïdeau moyen de ses génératrices rectilignes, il est essentiel de choisir les cordes AB, AftBj, AsBx,...^ sur le plan horizontal, de manière qu'elles reviennent tôt ou tard aboutir deux à deux aux mêmes points de Telllpse XYVU. Or, si cette courbe était un cercle, cmi sait (n^l50) que l'on remplirait cette condition en partageant la circonférence en un certain nombre de parties égales, et en tirant des cordes qui saua*tendissent un nombre constant de ces arcs partiels; d'ailleurs, ces cordes se trouveraient bien tangentes au cercle de gorge, qu'elles traceraient parleurs
a44 UVÎilË, VII. — DES SURFACES GAUCHES.
seules intersections successives. Si donc^ en supposant cette construction effectuée pour le cercle décrit sur VX comme diamètre, on imagine qu'il tourne autour de VX, d'une certaine quantité angulaire propre à lui donner pour projection Tdllipse XYVU, il arrivera bien que les cordes primitives se projetteront sur d'autres cordes, qui viendront nécessairement aboutir, deux à deux, aux mêmes points de cette ellipse; et en outre, ces nouvelles cordes seront évidemmait tangentes à l'ellipse intérieure suivant laquelle se projettera le cercle de gorge primitif. D'où je conclus qu'il faut choisir les points A, Aj, A,,.-., de telle sorte qu'ils r^ondent aux ordonnées qui diviseront le cercle VX en arcs égaux ; et tracer ensuite dans l'ellipse XYVU, des cordes AB, A^Bj,..., qui sous-tendent un nombre coiistantàe ces arcs d'ellipse, quoique ceux-ci ne soient plus de même longueur. Une fois que les génératrices seront ainsi déterminées sur le plan horizontal, on en conclura aisément les projections verticales, en projetant les extrémités A et B en A^ et ^, et aussi en a' et B', sur les deux parallèles VX' et V"X". D'ailleurs, les intersections consécutives de toutes ces génératrices, si elles sont assez multipliées, suffiront pour dessiner par elles-mêmes le contour de l'ellipse de gorge sur le plan horizontal, et les deux branches de l'hyperbole parallèle au plan vertical.
$43. Du COITE ASTifPTOTE de ihyperboldide. {Fig. 1 19. ) Si par le centre (O, O) de cette dernière surface, on menait des droites respectivement parallèles aux diverses génératrices du système A, elles le seraient en même temps aux génératrices du système B, puisque chaque droite d'un système a sa parallèle dans l'autre (n^ ^32); et l'on formerait ainsi une surface conique qui serait aspnptote de rhyperboloïde proposé. Pour le prouver, cherchons d'abord quelle sera la trace horizontale de ce cône. En considérant Taréte quelconque Om et les deux génératrices DA et HK qui lui sont parallèles, ces trois droites seront dans un même plan passant par le diamètre horizontal (DOH, D'O') ; donc la trace de ce plan sera une corde RA parallèle à DOH, et le milieu m de cette corde sera évidemment le pied de l'arête Om. En raisonnant de même pour une autre arête et pour les deux génératrices de l'hyperboloide, qui lui sont parallèles, on verra que la trace horizontale vmyx du cône en question sera fournie par les milieux de toutes les cordes qui sous*tendront, comme RA, un nombre constant de divisions dans l'ellipse VYX. Or, d'après ce que nous avons dit au numéro précédent, on sait que toutes ces cordes ont pour enveloppe une ellipse qu'elles touchent en leurs milieux, et qui est semblable à VYX; donc la trace vmjx est effectivement une ellipse qui jouit de cette propriété, et dont le demi-grand axe Ov est égal à A K.
Maintenant le cône que nous venons de construire est asymptote de l'hyperboloide; car, en coupant ces deux surfaces par des plans horizontaux, les sections seraient des ellipses respectivement semblables à VYX et v/x, et qui, comme ces dernières, auraieni pour différence de leurs demi-axes une quantité variable Yi/
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égale à Fintervalle V'K' qui sépare Thyperbole WV de son asymptote (VK'. Or cet intervalle approche indéfiniment de zéro, à mesure que Ton s'abaisse davantage au-dessous du centre CK ; donc aussi les deux sections faites dans Thyperboloïde et dans le cône par un même plan horizontal qui s'éloigne de plus en plus du centre, seront des ellipses semblables qui approcheront indéfiniment de se con« fondre, quoique la première enveloppe toujours la seconde; donc ces deux surfaces sont bien asymptotes Tune de l'autre.
544. Dessecxioits planes cle l'hjrperboldide. [Fig. 109.) Pour obtenir Tintersec^on de cette surface par un plan donné tt, il suffit de chercher les points dans lesquels ce plan va couper les^ diverses génératrices A, A', A",..., que Fou sait construire (n^ 521) d'après la connaissance des trois directrices B, B', B''; puis, de réunir tous ces points par un trait continu. La tangente à cette courbe sera donnée par l'intersection du plan n avec le plaa tangent de Thyperboloîde pour le point en question, plan que nous avons enseigné à construire (n^ 530).
545. Dans le cas particulier où le plan donné n passerait par une génératrice A du premier système, la seconde branche d'intersection serait nécessairement rectiligne, puisque la surface est du second degré; et cette droite, qui appartiendrait au système B, s'obtiendrait en cherchant seulement les deux points où le plan TU coupe deux génératrices A' et A*' du premier système. D'ailleurs, ce plan n serait tangent à la surface dans le point de rencontre des deux génératrices qu'il renfermerait.
546. Lorsque ces deux génératrices se trouveront parallèles entre elles, le plan TT devra être considéré comme asjrniptote de l'hyperboloïde, ou tangent dans le point infiniment éloigné où concourraient ces deux droites; alors le plan n passerait nécessairement par le centre (n^ 535) de la surface, et serait tangent au cône asymptote, comme onl'a vu (u^ 543) pour les génératrices DA et HR de layî^. 1 19. Ainsi, tout plan tangent au cône asjrmptote coupe l'hyperboloïde suivant deux droites parallèles à [arête de contact de. ce plan avec le c6ne.
547. Pour reconnaître d'avance la nature de la section produite par un plan donné TT, il ÙLudra examiner s'il existe quelque génératrice parallèle au plan sécant; parce qu'alors la section admettrait une ou deux branches infinies. A cet effet, on construira la trace du cône asymptote sur le plan horizontal, en menant par le centre O de l'hyperboloïde, déterminé comme au n^ 533 (ou même par un point quelconque de l'espace), des parallèles à un nombre su£Bsant de génératrices A, A', A",. . .; puis, on conduira par le sommet de ce cône un plan ;:' parallèle à tt, et alors il poiu*ra se présenter trois cas distincts.
i^. Si la trace horizontale du plan 7f ne rencontre pas la base du cône asymptote^ il n'existera sur ce cône aucune arête parallèle à ?r; et il en sera de même des génératrices de l'hyperboloide, qiii acmt {p? 545) réftpectitement p^alljèles à
ces arête*. Donc, dap$ ce c«s^ la courbe de sçotioa »-aura aqcup pmpt «tué à Ti»'' fini, et elle §çra unç ellip$ç.
a°. Si la trace horizontale du plan 7^ coiipe eu deux points la ba«e du côiw asymptote, il y aura sur ce cône deux arêteç çt et a' parallèks w phn tfi et aiMii dans rhyperboloïde deui^ génératrices de cUaqu« mode (a et 6, a' et 6') qui r»i» pliront celte condition f par conséquent, la section faite par le plau n admtttra deux branches infinies, et sera une hypevbokf Pour en trouver le* aaymptPtfi§, QP mènera, le plan P, qui touche le cône asyu^ptote (*) le long de l'arête a.\ et comine ce plan renfernierait (n*" 546) les deux génératrices a et /i qui, $ur l'hyperbol^wd^ seraient parallèles à ^, il est tangent à cette suf&ce pour le point infinimfQt â|oî« gné où a et 6 iraient rencontrer le plan sécant t^ • donc l'intersection des plaM P et n donnera l'asymptote de cette branche, L'autre asymptote sera fournie pur l'intersection du plan TT avec le plan P' qui touchera le cône asymptote wivant l'arête a'\ car c'est dans ce plau V que seraient contenues les deux génémtriaes a' et 6', qui sont parallèles à cf'.
3"^. Si le plan n\ mené par le somnset du cône asymptote, toucha ce cône suî* vaut une arête unique a, il n'y aura sur J'hyperboloîde qu'une seule génératrice (a et 6) de chaque système, qui soit parallèle à a; donc alors 1^ section iaite par le plan n n'aura qu'une branche infinie, et sera um parabole. D'ailleurSf elle n'ad-r mettra pas d'asymptote ; car c'est le plan n' lui-wéine qui, touchant le cône asjrai» tote, renfermerait (n^ 546) les deux génératrices a et 6 parallèles à (t. Donc os plan est tangent à l'byperboloîde pour le point infiniment éloigné de la coyHie; maïs, comme il se trouve ici parallèle au plan sécant tt, leur intersection, qui ser«l l'asymptote, se transporte tout entière à l'infini et a existe plus-
548. Par les constructions précédentes, on saurA résoudre le problème wi« vaut, quand i| sera possible : Trouver $ur un hjperboloide (hnné uw ^énémtric^ çvi 4olt parallèk à un plan connu Tc. Car, en menant par le soinn^et du cône asymptou le plan n'j parallèle à tc, si le plan n' coupe ce cône suivant une ou deu^ arêtes a et a', les plans tangents au même cône le long de ces arêtes donneront^ par leurs intersections avec l'hyperboloide, les génératrices « et 6, parallèle» i 41» et les génératrices a' et b\ parallèles à ç(f, lesquelles satisferont toutes quatre à la question proposée.
CHAPITRE III
DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE.
549. {Fiy. II 5.) Nous appellerons ainsi la surface engendrée par une droite
{*) U faut, ici, que qs odp^ »t été eomUtfit 4s mamèi» q/aa soa tsmiaet loît pMcteémem mi csbt tre 0 <)id Vkjp&Mçi^^ qMs Vw sai» «mviv psr le P"* If 99-
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mobile A^ njul gllsêe suf* deux dmitei fixes Ë et ft' non situées dam un même pbn, et qui demeure en outre constamment parallèle à un plan donné P, que l'on nomme le pian directeur; car il sera démontfé |)îus lolfi (n** 858) que cette surface est identique avec celle que nous avons déjà désignée sous ce nom au n^ 80 # Pour con^ stmire les diverses positions de la génératrice, il suffira de mener par chaque point M, pris à volonté sur la génératficc B, un plan parallèle à P; puis, de chercher le point N où ce plan ira couper l'autre directrice B', et de joindre ces deux pointa pitr titië di^oitè AMt^. On voit ainsi que les conditions précédentes règlent cùmpléteihent le tiiotiVétriétlt dé là droite mobile, puisque, pour chaque point M, elle ne petit pl-etidre qu*iine posîtiôfi Unique.
530. Le parabolôïde hypeAolic|ue est une surface gauche; car deux génératrices qiJelcdnquéâ A et A', méttie quand elles né sont pas infiniment voisines, ne pourraient se trouver contenues dans un plah linique, qu'autant que les directrices B et B', qui ont chacune deux points communs avec les premières, seraient ellesméilieâ situées datis ce plan : or, cela est dontraîre à là défitiîtion donnée au numéro pi'écédent; doué là surface est gaUche.
991. [Pig* Il 5.) Là surface qui nous occupe admet, comme l'hyperboloïdè gauche, uti âeeond fnode de génération inversé du premier, et dans lequel deut des génératrices A, A^ A'^,...> deviendront les directrices. î^ôur le prouver, détndtiti*dîis que tout plan DUV, parallèle aux deux directrices B et B', coupe le parabo^ làtdê suivant une droite; ee <JUi se réduit â faire voir que les trois points D, ÏX, D'^, où ce plàli fencdntfe ti'oîfe génératrices quelconques A, A', A'', se trouvent en ligne dt*6ite.
Projetons la figure entière sur Un plan QOX, parallèle aussi aux deux directrices B et F, et employons pouf lignes projetantes des droites obliques (*), maïs pâfàllèleé toutes à Une ligne PO tnenée arbitrairement dans le plan directeur POX. AltM*s B et B' deviendront deu3^ lignes quelconques b et 6^; mais les droites MON, M'tyïï', M''D''N^ âyaut leurs plans projetants parallèles à P, se projetteront suî- Tàtit deâ dfôiteô mrfn, m'd'n\ m^d^'n"^ nécessairement parallèles à Tintersection OX des deux plâhâ P et Q. Cela posé, on aura évidemment
MD md WW n^ M!£!^^!^,
maiSj d'un autre côté, le plan DUV étant parallèle aux deux ligues B et B', on peut regarder les droites A, A', A'', comme coupées par trois plans parallèlesi et,
(*) Nous ayions, dès raaaée i8i8, démontré celte proposition en coiiBervant les projcctÎMis oi^ thogonales, et employant un plan QOX perpendiculaire au plan directeur P; ee qui laisse subsister tous les Raisonnements et les calculs du texte. Mais la marche actuelle offre Pavantage de meiite sous les yeux du lecteur le second plan directeur Q qu'admet le paraboloïde hyperbolique.
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d'apï-ès titt théorème connu de la géométrie ordioairei on aura les rapports égaux
MD _ M^iy _ M^^D^ qui, en vertu des égalités précédentes, donneront encore
dn ~ d'n! ~ d''n" '
Or, puisque ces rapports égaux subsistent entre des droites mn^ m'n% m'^nT^ qui sont parallèles entre elles, il en résulte nécessairement que les trois points d^ d\ d" sont sur une même droite qui convergerait avec b et 1/ vers un point unique; d'où il suit que les points de l'espace D, D', D'' se trouvent dans le plan projetant passant par la droite rfc/M"; et comme ils sont d'ailleurs dans le plan DUV, cpii est distinct de ce plan projetant, il en résulte que ces trois points D, D', jy\ sont effeetivement en ligne droite.
552. {Fig. 1 15.) D'après cda, si Von fait glisser sur deux génératrices kekA! du premier mode une droite mobile W assujettie en outre à demeurer parallèle au plan Q, elle engendrera le même parabokHde que ci-dessus ; car, lorsque B'' passera par le point D par exemple, elle ne pourra manquer de coïncider avec la droite DD'D"" qui est située (551) siu* ce pai^oloîde, et qui rem{^it déjà les conditions impo- ' sées à B'". Ainsi, voilà un second mode de génération où le nouveau p/on directeur Q est parallèle aux deux directrices B et B' de l'ancien mode, et où les directrices nouvelles sont deux génératrices quelconques du premier système A.
^ 553. Maintenant, essayons de fnire mouvoir une droite B" de manière qu'elle s'appuie constamment sur trois droites quelconques A, A', M\ du premier système, sans lui imposer la restriction d'être parallèle à un plan directeur. Ces conditions suffiront pour régler complètement (n^ 521) le mouvement de cette génératrice; et quand elle passera par le point D, par exemple, elle devra encore coïncider avec DD'D", qui remplit déjà les conditions énoncées : donc B'^ va ainsi décrire le même paraboloide que précédemment. Par conséquent, voilà un troisième mode de génération, dans lequel cette surface est produite par le mouvement dune droite ïf qui glisse constamment sur trois droites fixes A, A% A'^, lesquelles sont parallèles à un même plan; car ici ces trois directrices, au lieu d'être tout à fait quelconques, se trouvent, par la définition du n^ 549, parallèles toutes au plan P : de sorte que, sous ce point de vue, le paraboloïde hyperbolique est un cas particulier de Tbyperboloide à tme nappe ( n^ 521). D'ailleurs, quoiqu'on n'ait pas imjposé à la droite mobile B'' ta restriction de demeurer parallèle à un plan fixe, elle ne laissera pas de remplir cette condition, puisque les positions qu'elle prendra, comme Diyi/, sont déjà toutes parallèles au plan Q; ce qui s'accorde avec la remarque du ii^'529.
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Il est aussi érident que ce mode de génération admets pour réciproque^ un « quatrième mode dans lequel on ferait mouvoir la droite A sur trois quelconques des génératrices du système B; car cette droite A ne pourrait prendre (n*^ 521) que les positions A', A'',..., qui remplissent déjà cette condition^ et elle demeurerait ainsi parallèle au plan P, quoiqu'on ne lui eût pas imposé cette restriction.
554. [Fig, 1 1 5.) Il résulte évidemment de là : i® que par chaque point D pris à volonté sur le paraboloide, il passe deux droites situées tout entières sur la surface, et appartenant Tune au système A, l'autre au système B; 2** que deux génératrices appartenant au même mode ne sont jamais dans un plan unique, puisque ce qui a été prouvé (n^ 550) pour les droites A, A', A"*,..., s'applique évidemment aussi aux droites B^ B', B^,.-- ; 3^ que chaque génératrice d'un système coupe toutes les droites de l'autre mode, sans qu'il y en ait deux de parallèles : car, slcelte cîrcon^ stance avait lieu pour A" et B*", par exemple, il s'ensuivrait que ces droites seraient aussi parallèles à l'intersection OX des deux plans directeurs, ce qui est impossible, à moins qu'on ne les regarde comme placées à une distance infinie ; 4^ une droite qudconque ne peut traverser le paraboloide qu'en deux points : car, si elle avait trois points communs avec cette surface, elle s'appuierait sur trois génératrices, et, par conséquent (n^ 553), elle coïnciderait tout entière avec le paraboloide. D'ailleurs, pour obtenir les points d'intersection, il faudra construire la section faite dans la sur£sice par un plan vertical ou horizontal, conduit suivant la droite donnée.
555. Enfin^ puisque dans le premier mode de génération les diverses posi* tions A, A', A^,... de la génératrice sont fournies par des plans parallèles à P^ qui coupent les directrices B et B' aux points M et N, M' et N',..., on sait, par la géométrie ordinaire, que ces plans diviseront les droites B et B' en parties proportionnellesy c'est-à*dire que l'on aura
NN' ""N'N'' ""N"N
d'où il résulte qu'au lieu d'un plan directeur, on pourrait assigner deux positions primitives A et A' de la droite mobile, puis exiger que celle-ci glissât sur B et B' de manière à intercepter toujours des parties proportionnelles avec MMf et MK'. Cette marche sera d'un usage fort commode pour Texécution en relief du paraboloide hyperbolique; car, après avoir construit un quadrilatère gauche, tel que MNN'^'lVr, dont les cotés et les angles soient invariables, il suffira de diviser les côtés oppo< ses MM" et NN"' eu un même nombre de parties égales; puis, enjoignant les divisions correspondantes par des fils tendus en ligne droite, on obtiendra uiie représentation fidèle de cette surface. Pour y introduire en même temps les génératrices du système B, il n'y aura qu'à diviser aussi les deux autres cotés MN et M'^N"' en un même nombre de parties égales, et joindre les points de division correspondants 4 '^ édie. 3a
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par d'autres fils, qui derront alors s'appuyei* d'eux-mêmes sur les premiers, et ne iformer qu'uue seule et même surface, où les deux modes de génération se trouveront exprimés d'une manière bien sensible [vojez n^ 566 et la^jf. lao).
556. Du plan tangent. [Fig. 1 1 5.) Lorsque le point de contact G sera donné sur une génératrice connue ÂMGN, il suffira de construire seulement une seconde génératrice A' du même mode, en employant le procédé du n® 549, si le paraboloîde est défini par im plan directeur P ; et, s'il Tétait par trois directrices B, B', B% parallèles à un même plan, on emploierait la marche du n® 521. Quand une fois on connaîtra les deux génératrices A et A', on les coupera par un plan mené du point G parallèlement aux directrices B et B', et la droite GH, qui réunira les points de section, sera située (n^ 551 ) sur le paraboloîde} donc le système des deux droites AG
' et GH, qui sont elle&-mémes leurs propres tangentes, déterminera le plan tangent de la surface ponr le point donné G.
557. Si l'on assignait seulement la projection horizontale g du point de contact, sans donner la génératrice qui le contient, il faudrait chercher d'abord la seconde projection de ce point. Pour cela, on ferait i>asser par g un plan vertical queloonque dont on déterminerait les intersections avec diverses génératrices, et la suite de ces points fournirait la projection verticale de la section faite dans la surface; alors on projetterait le point g sur cette courbe, et, ayant ainsi les deux projections y et j' du point de contact, il serait bien facile de mener la génératrice qui, passant par ce point, s'appuierait sur B et B' : de sorte que l'on serait ramené au cas précédent
558. La surface gauche qui nous occupe est identique avec le parabolcUde hyperbolique que nous avons décrit au n^ 89. En effet cette surface gauche est du second degré; car, sans effectuer les calculs, il est facile de voir que les conditions par lesquelles on exprimerait que la droite mobile A a toujours un point de commun avec B et avec B', et demeure parallèle au point P choisi, si l'on veut, pour un des plans coordonnés, conduiraient à une équation qui ne dépasserait pas le second degré ; et cette conséquence s'accorde avec la dernière remarque du n** 554. Ensuite, cette surface gauche n'admet aucune section plane qui soit une courbe FBBicfB, comme nous allons le démontrer (n^ 564); d'ailleurs, elle ne peut être un cylindre à base hyperbolique ou parabolique, attendu qu'elle est gauche : il faut donc qu'elle coïncide avec le paraboloîde hyperbolique (n^ 89), puisque toutes les autres surfaces du second degré admettent^ par leur génération même, des sections elliptiques {voyez livre II, chapitre I*').
559. Sections planes du paraboloîde hyperbolique. {Fig. ii5*) On obtiaidra la courbe d'intersection de cette surface avec un plan donné n, en construisant les points où ce plan coupe les diverses génératricesA, A', A",...; et la tangente à cette courbe en un point donné, résultera de Tintersection du plan n avec le plan tangent au paraboloîde, pour le point en question, plan qui ae construira comme
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ail n^ 556. Quant à la nature de la section, on peut la prévoir d'avance par les règles suivantes.
560. D'abord 9 si le plan sécant n passe déjà par une droite A du paraboloide, Taiitre branche d'intersection sera encore rectiligne, puisque cette sur&ce est du second degré : on l'obtiendra en cherchant seulement les points D' et D'% où n va rencontrer deux autres généra tricies A' et A'', du même mode que A; et la section totale se composera des deux droites A et DD'D'% de sorte que le plan n se trouvera tangent en D, et sécant partout ailleurs.
561 . Dans le cas, plus particulier encore, où la plan tt, qui passe par A, se trouverait parallèle au plan directeur P, qui correspond à cette génératrice, il ne couperait plus les autres génératrices du même mode ; de sorte que la seconde branche d'intersection qui était tout à l'heure DD'D'^ s'éloignerait tout entière à l'infini. Donc alors la section se réduirait à la droite unique A ; mais le plan tt devrait toujours être considéré comme tangent au paraboloide dans le point infiniment éloigné situé sur A, ou bien comme un plan a^mptote de la surface.
562. Généralement, soit fr un plan quelconque qui n'est pas parallèle à l'intersection OX des deux plans directeurs; il coupera c^ix-ci suivant des droites ^ et (^, non parallèles à OX, et alors il existera dans chaque système une génératrice parallèle à rr. En effet, conduisons par la directrice B un plan BCE parallèle à la trace &; ce plan coupera nécessairement la directrice B' en un certain point N*, et en menant par ce point la droite N'^M" A'' parallèle à &, elle ira rencontrer la directrice B, et sera évidemment une génératrice parallèle au plan n. Si Ton opère d'une manière semblable pour la trace d^, en menant par la génératrice A un plan parallèle à ^, il coupera une autre droite A' du même système en un point D^, par lequel on pourra conduire une autre génératrice B'', qui sera parallèle à c^ et au plan n. De là on doit conclure que la section faite par ce plan ne présentera deux branches ouvertes, qui convergeront vers les points infiniment éloignés où n irait rencontrer les deux génératrices A'^ et B" ; ainsi cette section sera une hyperbole dont nous allons construire les asymptotes.
Menons par la génératrice A*' un plan n' pafrallèle à P : ce plan n' sera tangent (n®56i) au paraboloide dans le point situé à l'infini sur A"; donc l'intersection de ce plan tangent avec le plan it de la courbe, fournira l'asymptote de la branche qui converge vers A", et cette asymptote sera évidemment parallèle à cette génératrice. L'autre asymptote sera donnée semblablement, par l'intersection du plan fr avec un plan n" mené, suivant Wy parallèlement au second plan directeur Q, et elle sera parallèle à B".
565. Enfin, supposons que le plan sécant n soit parallèle à l'intersection OX des deux plans directeurs, auquel cas ses deux traces c^ et c^ sur ces derniers se trouveront elles-mêmes parallèles à OX. Alors, si Ton veut esfftyer d'obtenir vu»
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génératrice parallèle à tt, il faudra encore m^ier par B un plan BGE parallèle à â\ mais ici ce plan ne coupera plus aucune des génératrices B', B^..., puisqu'il deviendra évidemment parallèle à Q : donc la génératrice parallèle à rcy dans le système A, est transportée tout entière à une distance infinie. Il en sera de même de la génératrice qui« dans le système B, serait parallèle à tt; de sorte que la sectioii faite par le plan n sera encore ouverte, puisqfu'ii y aura des génératrices de plus en plus éloignées qui approcheront indéfiniment d'être parallèles à n : mais cette courbe naura plusd'asjrmpiote. En effet, cette dernière ligne serait donnée, comme on Ta vu au numéro précédent, par l'intersection du plan n avec un plan v! oun*, parallèle à P ou Q, et mené suivant la génératrice parallèle à ft : or cette génératrice est ici transportée tout entière à l'infini; donc aussi le plan if s'éloigne indéfiniment, et ne fournit plus d*asymptote. Par conséquent, la section relative au cas actuel est une parabole.
âGi* En résiunant cette discussion, on voit : î® que Umi plan ir, paraUàk à {intersection OX des deux plans directeurs (*), donne une section parjlboliqxjb; et s, en outre, n est parallèle à Vun de ces plans directeurs, cette parabole se réduit à une droite unique (n^561).
a?. Si le plan sécant n nest point patnllèle à t intersection OX des deux plans érec' teurs, la section est dne hyperbole; mais elle dégénère ew deux droites Qm sb coo- PEXfT, si le plan sécant contient déjà une génératrice de la surface (n® 560)»
3®. Dans aucun cas, la section faite par un plan quelconque n dans le parabohidene peut être vmz courbe fermée.
565. Observons aussi que les constructions indiquées au n^562 serviront à résoudre ce problème : Trouver sur un paraboloide donné une génératrice gw ^^ parallèle à un plan connu n. 11 y aura deux solutions quand ce plaa n oe âerapoiat parallèle a Tintersection des deux plans directeurs ; et le problème sera impossible, lorsque n se trouvera parallèle à celte intersection, à moins qu'il ne le soit en même temps à l'un des plans directeurs, auquel cas il existera une infinité de solutions, fournies par toutes les génératrices parallèles à ce plan directeur.
PROBLEME* Représenter un paraboloide engeivdré par une droite mobile A quiglisse sur deux droites fixes B et Ba, e^ demeurant parallèle à un plan directeur donné P; «^ construire le plan tangent de cette surface, pour un point connu.
566. A6n de donner à notre épure toute la symétrie qu'on devrait chercher à obtenir dans la construction d'un modèle en relief, nous ferons observer qu'un plan Q, parallèle aux droites données B et Bj, serait le plan directeur du second mode de génération (n^552) du paraboloide cherché; et comme ce plan Q est
(*) On verra au n° «74 que cette droite OX est V axe principal du paraboloide, ou du moii» la» est parallèle; car les deux plans directeurs ne sont pas déterminés quant à leur position absolue, mais seulement quant à leur direction.
CHAPITRE III. — DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE
évidemment déterminé, au moins en directiany par les données actuelles du -problème, il nous sera toujours permis d'adopter les dispositions suivantes :
i^. (Fig. lao.) Nous choisirons notre plan horizontal de projection, perpendi* culaire aux deux plans directeurs P et Q> lesquels seront alors représentés parieurs traces horizontales opeioq.
Q?. Nous dirigerons le plan vertical de projection , de manière qu'il boit parallèle à la droite ojr qui divise en parties égales l'angle f^o^; puis^ nous tracerons les projections (CD, G^iy) de la droite donnée B, et les projections (EF, G' F') de l'autre directrice B,, en faisant attention que les deux projections horizontales GD et £F devront être nécessairement parallèles entre elles, d'après la condition i^, puisqu'elles le seront à la trace oq du plan directeur Q.
3^. Nous pouvons encore élever ou abaisser notre plan horizcM^tal de telle! sorte, que la ligne de terre VY' passe par le point G', où se croisent les deux projections verticales des directrices B et B,; et alors les traces horizontales G <et F? de ces droites se trouveront sur une même perpendiculaire GE à la ligne de terre.
4^. Nous limiterons ces directrices aux deux points (D, D'), (F, F') où elles vont rencontrer le plan vertical DGF mené perpendiculairement sur le milieu de GE; de sorte que la figure GDEF sera un losange, dont le centre O sera la projection de ï axe du. parabol(nde, ainsi que nous le verrons plus loin (n''572), pourVii cependant que les directrices B et B^ soient également inclinées sur le plan horizontal actuel. A la vérité, cette dernière condition pourrait bien ne pas être rempHe par les directrices que la question assigne; mais nous admetlrons quelle est vérifiée ici ^ eîy par suite, que les points (D, ly ), (F, F'), sont à la même' hauteur, attendu que, dans tous les cas, nous saurons retrouver (n^ 572) parmi les génératrices du paraboloîde deux droites qui seraient également inclinées sur la verticale, et qui^ dès lors, pourraient être substituées aux directrices données (GD, G'D'), (EF, C'P), si ces dernières ne remplissaient pas cette condition.
S67. {Fig. lao.) Gela posé, la droite qui réunira les points (I>, D') et (E, C) sera évidemment parallèle au plan directeur P, puisque sa projection horizontale DE se trouvera parallèle à la trace op de ce plan vertical P, d'après les conditions ^"^ et 4^ du numéro précédent* Donc (DE, D'G') est une position de la génératrice mobile A; et comme il en sera de même de la droite (GF, G'F'), on voit que, si Ton divise en un même nombre de parties égales les deux directrices données (GD, G'D"), (EF, G'F') ; puis, que l'on joigne les points de division o et i6, i et i5, a et 14^ 3 et i3,.«., on obtiendra ainsi les diverses génératrices du système A, savoir
DE, D'G'),..., (GH, G'H'),..., (GF, GF
et d'ailleurs toutes ces droites seront projetées horizontalement sur des parallèles à la trace op du plan directeur P.
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568. Quant aux projections verticales de ces mêmes génératrices, elles fortneront, par leurs intersections successives, une courbe D'O'F enveloppe de toutes ces droites, et qui sera une parabole. Car chaque génératrice G' H' fournissant évîdem* ment la proportion FG' ; G' G' : : OH' : H'iy, il en résulte que, dans la courbe enveloppe, deux tangentes menées du même point sont coupées par une troisième tangente en parties réciproquement proportionnelles ; ce qui est une propriété connue de la parabole du second degré. D'ailleurs, puisque la courbe IKCP forme le contour apparent de la surface, sur le plan vertical, il faudra ponctuer les parties des génératrices qui se trouveront au delà de ce contour apparent; ainsi la droite (GMH, G'M'H'), par exemple, sera visible sur le plan vertical dans la portion G'M', et invisible dans la portion M'H' : en outre, le point de contact M', qui sépare ces parties, se trouvera nécessairement projeté en M sur la diagonale DF. En effet, dans la parabole D'O'P, on aura, par le principe rappelé ci-dessus,
G'M' : M'H' : : CH' : H'D' : : i i ; 5;
mais, dans le losange CD£F, on a aussi évidemment
GM;MH::GF:DH::ri;5;
d'où Ton conclut G'M' ; M'H' : : GM ; MH, et, par conséquent, le point M' se projette en M. Cette circonstance, qui se reproduit pour toutes les génératrices, prouve que la parabole D'CKF n'est autre chose que la section faite par le plan vertical DOF, dans le paraboloïde en question.
569. Maintenant, si Ton projetait ce même paraboloïde sur un plan vertical yTJ\ parallèle à la diagonale CE, les directrices primitives deviendraient les droites (CD, Ciy), (EF, E"iy); et Ton prouverait, comme ci-dessus, que les projections des génératrices formeraient, par leurs intersections successives, une autre parabole C&'W^ qui représenterait la section faite dans la surface par le plan vertical COE. liCs lecteurs familiarisés avec l'application de l'analyse à la géométrie des trois dimensions reconnaîtront, dans les plans verticaux OY et OZ qui fournissent ces paraboles, les deux plans diamétraux principaux du paraboloïde hyperbolique,
' lesquels doivent se couper (n®91) suivant Y axe unique de cette surface; et, en effet, nous allons démontrer (n** 572) que cet axe est la droite (O, (VX').
570. {Fig* lao.) Le paraboloïde hyperbolique admet, comme nous Tavons vu au vP 5Si, un second système de génératrices rectilignes qui sont parallèles au plan directeur Q, déterminé par les deux directrices primitives B et Bj, ou (CD, Ciy) et (EF, C'F')} c'est ici le plan vertical oq. Par conséquent, ces nouvelles génératrices seront projetées horizontalement sur des parallèles à la trace oq ; et comme elles doivent en outre s'appuyer sur deux droites du premier système A, par exemple sur (DE, D'G) et (CF, CF'), dont les extrémités correspondent déjà (n^ 566) â des plans verticaux DG et EF parallèles à oç, on voit qu'il suffira de diviser en ufi même
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nombre de parties égales ces deux nouvelles directrices (DE, D'C); (CF, CT'), puis de joindre ensemble les points de division o et i6, i et iS^ 2 et 149 3 et i3;...; par là^ on obtiendra les diverses génératrices du système B, savoir :
(CD, C'iy),..., (jMA, G'M'HO,..., (FE, FC).
571 . Ces droites du système B se confondront en projection verticale avec celles du système A déjà construites; car, dans le losange CDEF, il est évident que les points G et gf, H et h se trouveront deux à deux sur des perpendiculaires à la ligne de terre. Ainsi, les projections verticales de ces génératrices B seront encore tan*gentes à la parabole principale D'O'F' j mais les parties visibles, CQmme(MA, M'H'), tomberaient sur les parties ponctuées des génératrices A, et réciproquement. C'est pourquoi, afin de laisser subsister pour l'œil la distinction des deux nappes anié'- Heure et postérieure au plan vertical DOF, nous n'avons pas voulu représenter les génératrices du système B comme réellement existantes, mais nous les avons mar* quées seulement en lignes mixtes sur le plan horizontal.
Une coïncidence analogue aura lieu sur le plan vertical VZ'', où les génératrices du système B se trouveront aussi tangentes à la parabole principale CO^'E''.
572. Pour trouver le sommet et Vaxe du paraboloîde hyperbolique, il faut em-* prunter à l'analyse, ou bien admettre comme des définitions qu'il est loisible de poser, les relations suivantes : L'axe du parabotoïde est une droite parallèle aux deux plans directeurs P et Q, et telle, quelle coupe la surface en un point par lequel passent deux génératrices qui sont l'une et l'autre perpendiciUaires àcet axe : ce point esld'aUkurs appelé soMMf;T (n® 91). D'après cela^ on voit que, pour des données quelconques, il faudra généralement mener un plan it perpendiculaire à P et Q, puis chercher, par le n^ 565, les deux génératrices qui sont parallèles à n. Alors le point de rencontre de ces deux droites sera le sommet demandé, et une perpendiculaiife à n menée par ce point, sera l'axe de la surface.
(Fig, 120.) Mais ici, nous avons adopté (n^ 566) les données les plus symétriques> il est clair que l'axe du paraboloïde est vertical, et que par le point (O, O') il passe deux génératrices horizontales (K'OT, KOI) et (K'OT, kOi); donc le point (O, O') est le sommet demandé, et, par suite, l'axe est la droite (O, CO'X'). Parmi les conditions admises au n^ 566, il y en a une seule qu'on ne sera pas toujouro maître de remplir, c'est celle qui suppose que les deux directrices données sont également inclinées sur le plan horizontal, choisi comme nous Tavons fait. Lorsque cette relation ne sera pas vérifiée, il en résultera seulement que les points D' et F' ne se trouveront plus à la même hauteur, et que le centre O du losange CDEF, formé comme il a été dit (n^ 566), ne sera plus la projection du sommet de la surface; mais alors on obtiendra ce sommet par la méthode générale, ou, plus simplement, en menant à la parabole D'O'F' une tangente horizontale. D'ailleurs, on
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pourra aussi se procurer deux directrices telles que nous les avons admises, en conduisant à cette parabole deux tangentes également inclinées sur la verticale; et en regardant ces droites comme deux génératrices du paraboloide^ on trouvera aisément leurs projections horizontales^ qui serviront alors à former le losange dont le centre répondra exactement au sommet de la surface.
573. Pour manifester clairement la forme inverse des deux nappes du paraboloîde, qui sont Tune au-dessus, l'autre au-dessous du sommet unique (O, O') où elles se réunissent sans discontinuité, coupons cette surface par divers plans perpendiculaires à Taxe (O, C'CyX'). Soit L'R' un de ces plans; il rencontre les projections verticales des génératrices que nous avons construites , en des points que l'on projettera sur le plan horizontal , et qui formeront une courbe composée de deux branches indéfinies, mais séparées, LM/, RNr. Cette couii>eest nécessair^neot une hyperbole {n^ 562) dont l'axe réel est ici (MN, M'N) : mais si le plan sécant était au«dessous du sommet, comme T'W, alors la section, qui serait encore (n^ 502) une hyperbole TUW, tuw^ aurait pour axe réel la droite (Un, V); et si ce plan sécant passait précisément par le sommet (O, Cy), la section se réduirait aux deux droites (KOI, K'T) et {kOiy K'r)> dont les projections horizontales sont les asymptotes communes aux deux sections précédentes.
574. Le plan tangent pour un point quelconque du paraboloîde, donné par sa projection horizontale X, s'obtiendra en menant les génératrices Xa et X6, respectivement parallèles à DE et DC; puis, ^ l'on projette sur le plan vertical les deux points où chacune de ces droites ira couper les côtés opposés du losange CD£F, on trouvafa ainsi les projections verticales de ces génératrices, et il restera à faire passer un plan par ces deux droites. Nous n'effectuerons pas ici ces constructions, dans la crainte de rendre l'épure un peu confuse; mais elles n'offriront aucune difiicolté pour le lecteur,
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L*hyperboloîde à une nappe et le paraboloîde hyperbolique sont, parmi les surfaces gauches, les plus simples que l'on puisse concevoir, puisque toutes leurs directrices so^t rectilignes; aussi ce sont les seules dont l'équation ne s'élève pas au delà du second degré, et, pour cette raison, on les appelle les deux surfaces gauches du second degré. Comme la construction de leurs plans tangents est facile, on a cherché à y ramener la solution des questions semblables pour les surfaces gauches générales, et l'on y est parvenu au moyen du lemme suivant.
575. Lemhe. {Fig. ii6.) Lorsque deux surfaces gauches S et S' ont une génératrice commune GLMN, et quelles se toucheitt en trois points L, M, N, de cette droite.
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aiars ces deux surfaces se raccordent complètement tout le long de cette génératrice; c'est-à-dîre que, pour chaque point de cette droite, le plan tangent est commun à F une et à l'autre surface.
Puisqu*en L les deux surfaces ont un plan tangent commun , et qu'il en est de même aux points M et N, trois plans quelconques menés par ces points couperont les surfaces S et S' suivant des courbes respectivement tangentes,
Aa, B6, Ce, et A' a', B'6', Ce',
dont les trois premières pourront être adoptées pour directrices de la droite nio^
bile G, quand elle décrit la surface S, tandis que les trois autres courbes seront les
directrices relatives à S'. Cela posé, je fais glisser la génératrice G sur les trois direc*
trices Aa, B6, Ce, et je l'amène dans une position infiniment voisine glmn : cette
droite mobile n'aura pas cessé d'être en même temps sur la seconde surface S', parce
que les courbes directrices de celles-ci, qui sont tangentes aux autres, ont de coin*
mun avec elles les éléments linéaires Ij/, Mm, Nn ; donc les droites G etjr, ainsi que
toutes les positions intermédiaires de la génératrice, sont communes aux surfaces S
et S% ce qui permettrait déjà de conclure que ces surfaces ayant de commun l'élé^
ment superficiel compris entre G et g, et indéfini en longueur, elles se touchent tout
le long de la droite G. Mais pour établir encore plus clairement cette conséquence,
coupons les surfaces S et S' par un quatrième plan arbitraire, mené par le point
quelconque H : alors les sections seront deux courbes Drf et D'rf', qui passeront
nécessairement par les deux points H et /i, où ce plan sécant rencontrei^a les
droite&G et gf ; donc les courbes D rfet D'rf', ayant deux points communs infiniment
voisiM, se toucheront suivant l'élément H /t, ou bien elles auront la même tangente
HAT. Par conséquent, les plans tangents de S et de S' au point H coïncideront bien
l'un avec l'autre, puisque chacun d'eux devra passer par les droites GH et HT.
576. Si les surfaces gauches S et S' sont des cjllndrdideSy c'est-à-dire de celles qui admettent un plan directeur, il suffira, pour qu'elles se raccordent tout le long d'une génératrice commune G, qu'elles aient seulement deux plans tangents communs en deux points de cette droite, et quen outre le plan directeur soit le même pour l'une et l'autre surface. Cette proposition se démontrera précisément comme la précédente, et l'on doit voir tout de suite pourquoi, dans le cas actuel, on n'exige que deux plans tangents communs; car, dès lors que les directrices A a et X'a\ Bb et B'6' {fig. 1 16) sont respectivement tangentes, et, qu'en outre, le plan directeur est le même, cela suffit évidemment pour que la droite 9, menée par le point /, ne puisse pas prendre deux positions différentes sur S et S', et soit ainsi commune à ces deux surfaces.
Les deux théorèmes précédents sur le contact des surfaces gauches, sont nonseulement utiles dans plusieui's questions de stéréotomie où l'on veut raccorder de 4« édit, 33
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pareilles surfaces, mais ils servent aussi de base à la méthode par laquelle on construit leurs plans tangents ou leurs normales, dont la détermination est encore nécessaire pour former les joints des voussoirs de certaines voûtes.
577. {Fig. 117.) Du plaît tangent dont le point de contact est donné. Soient Afl, B6, Ce, les trois directrices d'une surface gauche quelconque S, et H le point d'une génératrice GLMN, pour lequel on demande le plan tangent. Je mène les tangentes LT, MU, NV aux directrices données ; et en faisant glisser la droite G sur ces trois tangentes fixes, j'obtiendrai (n^* 521) un hjperboloïde à une nappe qui aura évidemment en L, M, N, les mêmes plans tangents que S. Donc ces deux «u^ faces se toucheront (n« 575) dans tous les points de la génératrice OLMN5 et, par suite, la recherche du plan tangent de la surface S an point H sera tàtnenéè k celle du plan tangent de cet hyperboloïde en ce même point, problème dont la solution a été indiquée au n^ 530. Mais il sera encore plus simple de recourir i un paraboloïde, comme nous allons l'expliquer au n*^ 579.
578. Observons d*abord que pour construire un hyperboloïde de raccordement le long de la génératrice G, il n'est pas nécessaire d'employer précisément les trois tangentes LT, MU, NV : il suffirait d'adopter pour directrices trois droites quelconques, situées respectivement dans les plans GLT, GMU, GNV, qui touchent la surface S aux points L, M, N; car l'hyperboloîde ainsi formé aurait encore évidemment trois plans tangents communs avec la surface S. Par consé'quent, t hyperboloïde de raccordement est susceptible d'une infinité de formes; aussi, parmi tou» ces hyperboloîdes tangents, il y en aura un qui offrira un contact plus intime avec la surface S, et qu'on appelle hyperboloïde osculateur : mais comme sa construction ne nous est pas utile à présent, nous en parlerons en traitant de liWfeuPbure des surfaces (vo/ez n° 744).
579. Un paraboloïde de raccordement offre la méthode la plus sitnpie potnr construire le plan tangent d'une surface gauche générale S. En effet (yîjr. 117), dans le plan tangent de S en N, lequel est déterminé par GN et NV, on peut toujours tracer une droite NR qui soit parallèle au même plan que les deux tangentes LT et MU ; car cela se réduit à couper le plan tangent GNV par un plan parallèle à LT et MU. Alors, si j'adopte les trois droites LT, MtJ, NR, qui se trouvent parallèles à un plan unique, pour diriger le mouvement de la génératrice G, j'obtiendw (n® 555) un paraboloïde qui aura encore trois plans tangents communs âvecw surface S, dans les points L, M, N; donc le plan qui touchera S en H sera le même (n" 575) que le plan tangent du paraboloïde ainsi formé : or ce dernier plan ^ construira par la méthode très-simple du n* 556. Nous offrirons bientôt tin exemple de ces constructions dans le problème du n** 608.
580. Lorsque la surface S admettra elle-même un plan directeur P, il suffira alors d'adopter les tangentes LT et MU aux deux courbes directrice», pour faire g\ii^
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la, . génératrice GLM parallèlement au plao P ; par là cette droite décrira immédiatement un paraboloïde qui aura bi^n deux plans tangents communs avec S et le même plan directeur. Donc (u® 576) ce paraboloïde touchera la surface S tout le long de GIjM; de »orte qu'en construisant le plan tangent de ce paraboloïde pour le point H (n^ S$6)» ce sera aussi le plan qui touchera la surface S en ce point {vojez rexeropledun^598).
581. Si une des directrices linéaires était remplacée par une surface directrice -2, à laquelle la génératrice de S devrait demeurer tangente (vo^ez n® S16), la GQurbe aa'a''.«., ibroxée par la suite des points de contact des génératrices Ga, G' a', G''a'',.,.f avec 2, serait au fond la troisième directrice linéaire; mais, sans construire cette courbe ni sa tangente, il n'y a qu'à observer que le plan tangent de la surface 2 au point a est le même que le plan tangent de la surface gauche proposée S, puisque Tun et l'autre doivent renfermer la droite G a et la tangente de la courbe uotfaf... Donc il suffira de tracer dans le plan tamjeni de 2, relatif au point a, une droite quelconque aR, laquelle, jointe aux tangentes des deux autres directrices linéairesy servira encore à former une surface auxiliaire du second degré, qui aura trois plans tangents communs avec S, et dont on tirera le même parti qu'au n"" 577. Cette méthode trouvera des applications utiles dans le^ épures relatives aux escaliers en pierre ou en bois {voyez aussi l'exemple du n^ 604).
582. Enfin, il peut arriver que la définition de la surface gauche S ne fasse pas connaître immédiatement iroU directrices, comme nous en avons cité des exemples au n*^ 519 j ou bien, que ces directrices étant données, on ne sache pas construire leurs tangentes. Dans ce cas, désignons par G la génératrice sur laquelle est situé le point H ou Ton veut trouver le plan tangent, et construisons plusieurs génératrices voisines,,.., G„ Ga, et G% G''..., qui précèdent et qui suivent la proposée. Alors, un plan tt, mené arbitrairement par la droite G, coupera ces génératrices voisines en des points ai, aai a', a", qui fourniront une courbe a,, aa, a', a"..., dont la rencontre a avec G fera connaître le point dans lequel le plan n louche la surface S; en efiet, ce plan ;:, renfermant la droite G a et la tangente de la courbe oo' «"..•, sera bien tangent à S dans le point a. De même, en conduisant par la droite G un autre plan n\ on trouvera le point ê où il sera tangent à S; puis, un tix>isièrae plan ;:", mené par G, louchera cette surface en un certain point 7. Cela posé, dans les trois plans tangents tt, tt', n% on tracera des droites quelconques «R, ST, 7V, que l'on adoptera pour directrices d'une surface gauche du second degré, laquelle touchera bien la surface proposée S tout le long de la droite G (n^ S78) ; donc la recherche du plan tangent de S au point H sera réduite à trouver le plan tangent de la surface auxiliaire du second degré pour ce même point : problème qui se résoudra comme au n*' S56 ou 530, selon que les trois directrices rectilignes auront été choisies parallèles, ou non, à un même plan.
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585. Il résulte de là que tout plan ;r, mené par une droite G d'une surface gauche, se trouve^ en général, tangent à cette surface dans un certain point a, qui se détermine en construisant, comme ci-dessus, la courbe asa^o^a'^.., suivant laquelle ce plan coupe la surface proposée. Cependant, le plan n deviendrait asjrmpiote de la surface, si la courbe a,aaa'a"... ne rencontrait la droite G qu'à l'infini, ainsi qu'il est arrivé dans Thyperboloïde au n^ 546; ou encore, si ce plan ne coupait pas les génératrices voisines de G, comme dans le cas du paraboloide examiné ao n°561.
584. Ce qui précède nous permet de résoudre un problème intéressant, du moins sous le rapport de la théorie : c'est de construire la tangente à une courbe D tracée arbitrairement, et tout à fait inconnue quant à ses propriétés géométriques, mais donnée par ses deux projections.
• Pour cela (*), faisons passer par cette courbe une surface gauche S qui ait pour directrices la courbe D et deux droites A et B, prises à volonté. Après avoir construit la génératrice GH, qui passera par le point H donné sur la courbe D, on saura trouver, par le n** 382, le plan tangent de S pour le point H, sans emploj^er la tangente inconnue de la directrice D. De même, en formant une seconde surface gauche S', dont les directrices seraient la courbe D et deux droites A', B', trèsdifférentes des premières, on saura construire aussi le plan tangent de S' pour le point donné H. Or, puisque la courbe D est en même temps sur les deux surfaces S et S', sa tangente au point H devra être située dans les deux plans tangente dont nous venons de parler; et, par conséquent, elle sera fournie par rîntersectioU de ces plans.
Pour simplifier les opérations graphiques, on pourra former les deux surftces gauches S et S', avec deux seules directrices D et A, D et A', en y joignant d'ailleurs un plan directeur commun P. Une seule surface S suffirait évidenraieut, si la courbe D était plane, puisque le plan de cette courbe devrait renfermer là tangente demandée.
585. Des plans tangents dont le point de contact nest pas donné. On peut appliquer aux surfaces gauches les méthodes générales indiquées pour ces sortes de problèmes dans le livre V; mais ici, elles sont susceptibles de quelques simplifications notables.
Si le plan tangent à la surface S est assujetti seulement à passer par un point donné V, le problème admettra une infinité de solutions (n*^ 349), lesquelles seront fournies toutes par la ligne de contact d'un cône circonscrit à la surface S, et
{ * ) Celte méthode ingénieuse est due à M. Hachette. Mais il faut avouer que, dans la pratique, la multiplicité des opérations qu'elle entraîne ne produira pas un résultat plus certain que si Ton se contenuit de mener cette tangente au moyen de la règle, en lui donnant un petit arc de commun avec la courbe proposée.
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ay^nt son sommet eu V. Pour obtenir cette courbe, il suffira de mener par le point V et par chacune des diverses géi^ératrices G, G', G",.--> des plans qui seront tangents à la surface S, en des points a, ê, 7,.., que l'on saura construire {xèP S83) ; alors la courbe aêy..., qui réunira tous ces points^ sera la ligne de contact cherchée.
S86. Cette marche sera fort commode, si la surface S est du second degré; car la ligne auxiliaire a, oL^oifa" du n^ 582, qui sert à trouver le point de contact a du plan mené par la génératrice G, se réduira à une droite dont il suffira de construire deux points, et la courbe définitive aSy. . . sera elle-même plane et du second degré (n«>553).
On pourrait ramener au cas actuel le problème du numéro précédent, en con* struisant le paraboloide de raccordement le long de chaque génératrice G de la surface quelconque S.
687. Lorsque le plan tangent à la surface S ^^vra être parallèle à un^ droite donnée D, on conduira par les diverses génératrices G, G^ G'")..., dçs plans parai* lèles à D; et en déterminant (n^ 583) leurs points de contact a, S, 7^.»», avec la surface S, la courbe aSy... sera la ligne de contact d'un cylindre, circonscrit à S et parallèle à Hi par conséquent, cette courbe aSy... fournira toutes las solutipns du problème proposé (n^ 578).
588. Si la surface S est du second degré, on retrouvera les mêmes simplifications qui ont été indiquées au n^ 586; et l'on pourra aussi ramener au cas actuel le problème analogue pour une surface quelconque S.
589. Lorsque le plan tangent à la surface gauche quelconque S devra passer par une droitedonnée D, il n'y aura qu'à suivre la marche générale indiquée n^ 395, laquelle consiste à chercher les points communs aux courbes de contact de. deux cônes qui sont circonscrits à S, et qui ont leurs sommets placés sur la droite D«
590. Mais si la surface gauche est du second d^ré, on résoudra le problème d'une manière beaucoup plus simple, par les considérations suivantes» Le plan tangent cherché devra contenir^ outre la droite D, les deuy génératrices dei'hyperbolo'ide(ou du paraboloide) qui.se coupent au point de contact inconnu; donc une^ au moins, de ces génératrices ira rencontrer D en un point M, dans lequel cette dernière droite traversera l'hyperboloïde.
D'après cela, si l'on commence par chercher (n^554', 5^) les deux points M et M' où la droite donnée D coupera généralement la surface; puis, si l'on construit les quatre génératrices MA et MB, M'A', et M'B', qui passent par ces deux points, il n y aura plus qu'à conduire par les droites D et MA, D et MB, deux plans qui satisferont au problème, puisqu'ils seront tangents quelque part à la surface (n^545). D'ailleurs, comme le plan DMA renfermera évidemment la génératrice M'B', qui a un point M' dans ce plan, et qui nécessairement rencontre MA^ et que l'autre plan
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DMB contiendra aemblablement la génératrice M' A^ on voit que les points de contact a et ê de ces plans tangents seront £Durnîs immédiatement pv la rencontre de MA avec M'BS et de MB avec M'A'.
591. Il résulte de là que le problème en question sera impossible, toutes les fois que la droite D ne rencontrera pas l'hyperboloîde. Cependant, il ne faut pas comprendre dans cette exclusion le cas où cette droite, venant à coïncider avec une arête du cône asymptote» se trouverait elle-même asymptote de la surface : alors le plan tangent demandé serait celui qui touche ce cône le long de la droite D.
582. Considérons enfin le cas où le plan tangent cherché doit être paraUèle à nn plan donné n. Si la surface gauche S est quelconque, il faudra encore recourir à la marche générale du n^ 421 ; mais on. pourra y substituer les méthodea suivantes» lorsque la surface sera du second degré.
593. Pour un kjrperboldide gauche, on cherchera» comme au n^ ^48, les génératrices A et B, A' et B\ qui, dans les deux systèmes, se trouvent parallèles au plan tt; on sait que les deux premières seront parallèles entre elles, et que lejs deux autres offriront une relation semblable. Alors le plan conduit par les drpites A et B'» ainsi que celui qui passera par B et A^ satisfera évidemment au problème, puisqu'ils renfermeront chacun deux droites parallèles à ;: et qui se coupent. D'ailleurs» les points de contact seront immédiatement fourni» par la rencontre des génératrices A et B', B et A' ; et le problème pourra admettre deux solutions, ou une
.seule» ou aucune, suivant la discussion faite au n^ 547«
594. Pour un paraboloïde gauche, on trouvera encore plus facilement par le n^ 565, les deux seules génératrices A et B qui, dans les deux systèmues, sont parallèles au plan tt; et comme ces deux droites ne sauraient être ici parallèlea entre dles (n^ 554, 3^), le plan conduit suivant ces deux lignes sera bien paraUèle à ir, et fournira la solution unique du problème actuel. D'ailleurs, lepoiut de contact ie ce plan tangent sera donné immédiatement par la rencontre des génératrices A et B.
On aurait pu se contenter de construire une seule A de ces génératrices, puis de mener par celle-ci un plan parallèle à n; mais alors il resterait à trouver le point de contact de ce plan tangent» en cherchant la seconde branche de son intersection avec le paraboloïde» laquelle serait précisément la génératrice B. Le problème peut être impossible ou indéterminé» selon ce que nous avons dit au n^ 565.
595. THÉORÈME. {Fig. iiB.) Dans toute mrface gauche S^ les dwerses nomales MN» M'N', M"N%..., menées par tous les points d'une mime génératrice O^ forment toujours un paraboloïde hyperbolique.
Si Ton-désigne par 2 la surface lieu de toutes ces nornudes» et qu'on lui iasse faire un quart de révolution autour de la droite G, chaque normale MN, qui est déjà perpendiculaire à cet axe de rotation, décrira un plan et se rabattra suivant une droite MT» qui formera des angles droits avec GM et MN; par conséquent, MT
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se trouvera dans le plan tangent de la sarfaoe S. D'ailleurs, comme ce déplacement simultané de tontes les normales altère seulement la position de la surface 2, et non sa forme^ il suffira d'examiner quelle est la nouvelle surface 2' produite par les diverses droites MT, M'T', MT',..., qui sont tangenteskSj et qui satisfont en outre à la condition d'être toutes perpendiculaires à la génératrice G.
Pour cela, je fais glisser la droite G sur trois quelconques de ces tangentes^ sa* voir : MT, Jt/tTyl/t^T^i et, comme ces directrices sont évidemment parallèles à un même plan/ je forme ainsi un paraboloïde (n^ 555) qui, ayant les mêmes plans tangents que la surface S aux points M, M', M'', touchera cette surface (n* 575) tout le long de 6MM'. Or je dis que les autres tangentes M'^T'y..., sont pareille* ment situées sur ce paraboloïde; car si je le coupe par un plan perpendiculaire à GM et mené par le point M*', on sait (n^ 551) que la section sera une droite M''R qui, à cause du mecorrf^men^ établi entre S et le paraboloïde, se trouvera contenue dans le plan tangent de la surface primitive S, c'est-à-dire dans le plan GMf'V : d*où il suit que les[deux droites M^'R efMTY' coïncideront entièrement, puisqu'elles seront Tune et l'autre perpendiculaires à GM*", et placées toutes trois dans un même plan GM*T*: Donc M*!*' est bien située sur le paraboloïde que nous avons construit avec les trois premières tangentes. D'ailleurs, comme ce raisonnement s'appliquerait à toutes les autres tangentes de S, perpendiculaires à la génératrice G, il demeure prouvé que la surface 1% lieu de ces tangentes, est un paraboloïde hyperbolique; et la même conclusion s'étend à la surface Z, formée par les normales MN, M'N', . .., puisque celle-ci ne diffère de 2' que par sa position dans l'espace (*).
Ce théorème, remarquable par sa grande généralité, puisqu'il subsiste pour toutes les surfaces gauches, servira à assigner la nature des joints normaux dans les voûtes où la douelle sera gauche, et à prévoir aussi la forme des sections faites dans ces joints par ces divers plans.
EXEMPLES DIVERS DE SURFACES GAUCHES
§ 1*'. Conoide droit.
596. {Fig. lai.) Nous avons dit (n^ 520) qu'un conoide était la surface engen^ drie par une droite mobile, qui suppute constamment sur uitk droits et sur une courbe fixes, en demeurant parallèle à un plan donné. Ici, nous prendrons ce plan directeur pour le plan horizontal de projection, et pour directrices, l'ellipse (AZ'H, AH) et la verticale (O'Z', O); cette dernière étant perpendiculaire au plan directeur, le • - - - ^- -' — • — -^-- - -...-- . ..,■».. ... . _.^^^_^__^,^_ . . . ...
(^ ) Cetlè démotistration fort simple, «t purement synthétique, est dae à M. /. Miâei.
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conotde sera droit. Les diverses génératrices se constraîront bien aisément, puisqu'il suffira de conduire un plan horizontal arbitraire B'G', qui coupera l'axe au point (O, O*') et Tellipse au point (B'B), (G'G); puis, en joignant ces points, on trouvera (OB, 0"B') et (OG, CG') pour deux génératrices du conoide, et les autres s'obtiendront d'une manière semblable.
' 597. Il est certain que cette surface sera gauche; car, quelque rapprochés que soient deux points B' et G' pris sur la directrice, les génératrices correspondantes (BO, B'O") et (GO, C'O*') ne seront point parallèles, puisque leurs projections horizontales se coupent en O : et d'ailleurs ces génératrices ne pourront se couper dans l'espace, attendu qu'elles sont situées dans des plans horizontaux différents. En outre, il faut observer que ces droites, prolongées indéfiniment, formeront une seconde nappe projetée dans l'espace angulaire aOA; et que Ja verticale (O, CyZ'), suivant laquelle se coupent les deux nappes de la surface, sera une ligne de stricthoy attendu qu'elle indiquera la direclion de la plus courte distance entre deux génératrices quelconques.
598. Le plan tangent de ce conoïde, pour un point (M, M') donné sur unegératrice, s'obtiendra en appliquant ici la méthode générale indiquée au n^ 580. Je trace donc la tangente B'T au point de l'ellipse où aboutit la génératrice en question (OMB, 0"M'B'); et, comme l'autre directrice (O, O'Z') est une droite qui est elle-même sa propre tangente, je la conserve, et je fais glisser sur cette verticale 0 et sur la tangente B'T la génératrice (OMB, 0"M'B'), toujours horizontale : pai'là, j'obtiens un parabolo'ide de raccordement^ dont une seconde génératrice du même système est évidemment la droite TO, tracée dans le plan horizontal de projection. Alors, je coupe les deux génératrices OT et (OMB, 0"M'B') par le plan verlicàl MP, évidemment parallèle aux deux directrices, lequel devra donner (n** 551) pour section dans le paraboloïde une droite du second système, qui sera MP, M'P'). Gela posé, le plan qui passera par les deux droites (MP, M'P') et MB, M'B'), situées l'une et l'autre sur le paraboloïde, sera bien le plan tangent de cette surface auxiliaire, et aussi du conoïde proposé, puisque ces deux surfaces se raccordent (n® 576) tout le long de la génératrice (OMB, 0"M'B'). Or il est facile de voir que ce plan aura pour trace horizontale la droite Pa, parallèle à MB, et pour trace verticale la droite aB', qui doit se trouver aussi parallèle à M'F; ainsi, PaB' est le plan tangent du conoïde pour le point (M, M').
599. Si l'on voulait avoir le plan tangent relatif à un autre point (N, N') situé sur la même génératrice, le paraboloïde déjà construit servirait encore; il suffirait de le couper par le plan vertical NQ, parallèle aux deux génératrices, et la section, qui serait la droite (NQ, N'Q'), combinée avec la génératrice (NB, N'B'), fournirait le plan Q6B' pour celui qui touche le conoïde en (N, N'). On reconnaît ici que les divers plans tangents de cette surface, le long de la génératrice (OB, OB*)^ sont
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bien disUncls les uns des autres, quoiqu'ils côntiejuient tous cette génératrice; et, par suite, leurs traces horizontales sont toutes parallèles à OB. Enfin, si Ton assignait le point de contact en (O, O'), le plan tangent deviendrait le plan vertical OBB'.
600. 11 est bon d'observer que toutes les droites B'T, M'P', N'Q',..., doivent aller rencontrer la verticale O'Z' en un même point que j'appellerai o^'; car ce sont les projections d'autant de génératrices du paraboloïde, appartenant au second système, et qui doivent toutes s'appuyer sur la génératrice du premier mode (OO'o'). D'ailleurs, comme les droites M'P% N'Q',..., seraient évidemment les tangentes des sections faites dans le conoïde par les plans verticaux MP, NQ,..., la relation pré* oédente s'accorde bien avec la nature de ces courbes, qui sont ici des ellipses ayant toutes vn axe commun O'Z'. Elles se construiraient aisément, en projetant sur le plan vertical les points où chaque plan, tel que MP, rencontre les diverses droites OA, OB, OB,..., du conoïde.
§ 2. Conoïde circonscrit à une sphère,
601. {Fig. 123.) Imaginons une droite mobile qui ^ restant toujours horizontale ^ sappuie sur une droite fixe (AH, A'H') et sur une sphère (RI, OT) à laquelle elle demeure tangente : la surface ainsi décrite sera encore un conoïde, dans lequel la directrice curviligne sera remplacée pai* une surface que devront toucher les diverses génératrices. Pour obtenir ces dernières, on mènera un plan horizontal quelconque C'S', qui rencontre la droite fixe au point (C, C), et coupe la sphère suivant un cercle du rayon K'S' ; alors, en conduisant à la projection horizontale de ce cercle les deux tangentes CM et Cm, ce seront deux génératrices du conoïde, qui seront projetées verticalement suivant la droite unique Cm'. D'ailleurs, si l'on projeUe sur cette dernière droite les points de contact M et m en M' et m', puis si l'on répète des opérations semblables pour tous les plans horizontaux qui peuvent couper la sphère donnée, on obtiendra une courbe fermée
(RLMNPQRç/jnm/R, R'L'M'N'P'Q'R"(jf>'n'm'/'R')
pour la ligne de contact de la sphère avec le conoïde circonscrit : cette courbe, si elle avait été connue primitivement, aurait pu remplacer la sphère directrice.
602. Afin d'obtenir plus de netteté dans notre épure, nous avons supposé ici que les génératrices du conoïde étaient terminées à leurs points de contact avec la sphère, ce qui laisse visible toute la partie de celte surface, située au delà de la courbe de contact par rapport à la droite (AU, A'H') ; mais, en deçà de cette droite, il existe une seconde nappe du conoïde, dont la partie supérieure et visible sur le plan horizontal se trouve formée par les prolongements BX, C|x, Dv,..., des génératrices inférieures B/, Cm, Dn,..., de l'autre nappe, et réciproquement. D'ailleurs, pour compléter le contour apparent du conoïde sur le plan horizontal, il faudrait tracer
4* édité H
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les courbes enveloppes des droites AR, B/, Cm,..., et GR, FQ, EP,... ; courbes qui seraient fournies immédiatement par les intersections successives de ces génératrices, si, en les multipliant davantage, nous n'avions pas craint de jeter quelque confusion dans Tépure.
603. Ici, la droite (AH, A'H') n'est plus une ligne de striction, comme cela arrivait dans l'exemple du n^ 597 ; mais, par les raisons citées dans cet article, on verra que la surface actuelle est encore gauche, aussi bien que tous les conoïdes.
(f04. Cherchons le plan tangent relatif à un point quelconque (V, V) situé sur la génératrice (CM, CM'); et comme ici la seconde directrice est une surface et non une courbe, employons la méthode du n° 581 . Je construis donc, d'abord, une tangente de la sphère au point (M, M'), et, pour plus de simplicité, j'adopte la tangente du méridien, qui est évidemment (RMT, Z'M'T') ; puis, en faisant glisser sur celte tangente et sur la directrice rectiligne (AH, A'H') la droite (CM, CM'), toujours horizontale, je forme un paraboloïde qui raccordera (n^ 576) le conoïde tout le long de cette génératrice : d'ailleurs, une seconde position de cette droite mobile sera évidemment la ligne TH , située dans le plan horizontal de projection. Cela posé, je mène par le point (V, V) un pian parallèle aux deux directrices (AH, A'H') et (MT, M'T') ; ce plan, qui a pour trace horizontale la ligne XY, facile à trouver, doit donner, dans le paraboloïde, une section rectiligne (n** 551), laquelle est, par conséquent, la droite (aV, a'V) : alors cette droite, jointe à (CVM, C'V'M'), déterminera un plan aêy', qui sera tangent au paraboloïde, et aussi au conoïde primitif dans le point (V, V).
605. Ce plan, quoique tangent au conoïde, doit couper cette surface (n®* 512 et 583) ; et l'intersection totale se composera de la droite (CVM, C'V'M') et d'une courbe passant par le point (V, V), laquelle s'obtiendra aisément en cherchant les points de rencontre du plan aêy' avec les diverses génératrices du conoïde que nous
avons construites.
§ 3. Z<? Biais passé, dit Corne de vache.
606. {Fig. laa.) Cette surface, employée quelquefois à voûter un passage biais compris entre deux plans verticaux parallèles AC et BD, a pour génératrice une droite mobile qui s'appuie constamment : i*^ sur le cercle vertical (AZ'B, AB); a*" sur un second cercle (C'Z'D', CD), égal et parallèle au premier» 3*^ sur une droite O'OO', perpendiculaire aux deux cercles précédents, et menée par le centre O du parallélogramme ABDC. Pour construire les diverses positions de la génératrice mobile, on mènera par la droite 00' un plan quelconque OO'K' ; il coupera les deux cercles aux points (R', K), (L', L), et en les joignant par une droite (KL, K'U), ce sera une génératrice de la surface en question. De même (M'N'O', MNO") sera une autre position delà droite mobile; et, quand cette ligne viendra passer par les deux points des circonférences qui sont projetés en Z', elle se trouvera horizontale, et
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ne rencontrera plus la directrice OO' qu'à l'infini. Au delà de cette position, la génératrice mobile s'inclinera en sens contraire, et ira couper la directrice OO' derrière le plan vertical (*).
607. La surface ainsi produite est gauche. En effet, pour passer de la position (M'N'O', MNO^) à une position infiniment voisine, la génératrice peut être censée glisser sur les deux tangentes M'T' et (N'V, NV) ; et comme évidemment ces tangentes ne sont pas dans un même plan, il en arrivera autant pour deux génératrices voisines. D'ailleurs, deux génératrices quelconques se trouvent dans des plans menés suivant OO', et ne pourraient se couper que sur cette droite ; or elles vont la rencontrer en des points différents, comme on le voit par les projections hori-
* zontales BD, KL, MN,.... Il est bon d'observer que ces diverses projections formeront, par leurs intersections successives, une courbe enveloppe de toutes ces droites, et qui sera le contour apparent de la surface sur le plan horizontal. Quant à la nature de cette courbe, et à l'équation de la surface elle-même, on pourra consulter V Analyse appliquée à la géométrie des trois dimensions y chapitre XV.
608. Construisons le plan tangent de cette surface gauche, pour le point (G, G') donné sur la génératrice (MNO", M'N'O') ; et pour cela, formons d'abord un paraboloîde auxiliaire ayant pour directrices trois tangentes de la surface qui soient parallèles à un même plan (n°579). Deux de ces directrices seront les tangentes M'T' et (N'V, NV) ; la troisième doit être une droite parallèle au plan vertical, et menée par le point C dans le plan qui touche la surface en ce point. Or ce plan tangent, devant contenir la droite 0"0' et la génératrice (MNO", M'N'O'), est précisément le plan CVCM'; et, par suite, la troisième directrice du paraboloide auxiliaire est(0"|x, O'M').
Cela posé, je fais glisser sur ces trois directrices la droite mobile (MNO", M' N'O'), et je cherche la position qu'elle prend, lorsqu'elle arrive au point (V, V) par exemple. Pour cela, je conduis par ce point et par la directrice (0"jx, O'M') un plan dont la trace horizontale est évidemment O'' Va, et la trace verticale une droite aS', parallèle à OM'; puis, comme ce plan rencontre la première directrice M'P au point (g', g), j'en conclus que 6V7, g'V'7') est une seconde position de la génératrice (MNO% M'N'O') du paraboloide auxiliaire. Maintenant, je coupe ces deux Hgnes par le plan vertical GH, parallèle aux trois directrices, et la droite (GH, G' H')
(*) Il y aurait, à la vérité , un autre moyen de faire remplir à la droite mobile la condition de s^appuycr constamment sur les trois directrices assignées. Car, si cette droite, passant toujours par le point Bxe O, gKssait sur le demi-cercle supérieur (AZ'B, Afi), elle rencontrerait nécessairement aussi la moitié ir\férieure du second cercle, et réciproquement; de sorte que la surface ainsi produite serait un cAne du second degré. Mais, comme on aperçoit bien que la position de cette surface n'est point propre à former une voûte qui recouvre l'espace ACDB , nous négligeons ici ce mode de génération.
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est une génératrice (n^ 551) appartenant au second mode de génération du paraboloide; par conséquent, le plan qui passera par les droites (GH, G'H') et (MNO", M'N'O'), savoir OTM', sera bien le plan tangent du paraboloïde, et aussi de la surface gauche proposée, pour le point en question (G, G'). On observera que la irace PM' doit se trouver précisément parallèle à la projection verticale G'H' d'une des droites que contient ce plan.
S'il fallait (comme dans la Stéréotomie, n** 660) trouver la tangente au point (G, G') de la section faite dans cette surface par un plan vertical XY, parallèle aux cercles de tête, on n'aurait pas besoin d'achever la construction du plan tangent; car la droite (GH, G'H'), qui doit être dans ce plan tangent, et qui se trouve déjà dans le plan de la courbe, serait évidemment la tangente demandée.
609. De là on conclura aisément la normale de la surface gauche au point (G, G'); et en construisant de même les autres normales pour divers points de la portion (M'N', MN) de la génératrice, on obtiendrait un paraboloïde hyperbolique (n® 59S), qui serait propre à former le joint normal de cette petite voûte.
§ 4* ^^^ Hélicoïdes gauches.
610. {Fig. ia4) Après avoir construit une hélice à base circulaire(ABCD,..., A'B'G'D' n'A'^H"), imaginons une droite mobile {kOy h! a') qui gUsse sur celte kéUceet sur son axe (O, O'Z'), en formant d'ailleurs un angle constant avec cet axe : nous produirons ainsi un hélicdide qu'il ne faut pas confondre avec Chélicdide développabh déjà considéré au n^ 456 ; car celui dont il est ici question est gauche, comme nous allons le déinontrer, après avoir appris à construire les diverses positions de sa génératrice.
61 1 . Pour obtenir celle qui passera par le point quelconque (F, F') de l'hélice, prenons sur Taxe vertical un intervalle a'/', égal à la différence de niveau des points (F, F) et (A, A'), et la droite (F'/, FO) sera la génératrice demandée; car elle formera, avec l'axe et le rayon du cylindre qui aboutirait au point (F, F), un triangle rectangle évidemment égal à A'a'O' : de sorte que les angles aux sommets de ces deux triangles seront bien les mêmes, comme l'exige la loi de mouvement citée plus haut. Mais, pour rendre cette opération plus uniforme et plus simple, on observera que le tracé de l'hélice primitive a déjà conduit (n^ 451) à diviser la circonférence ABCH... et le pas de l'hélice A' A" en un même nombre de parties égales, ici quatorze; par conséquent, si l'on commence par marquer sur Vaxe vertical, à partir du point a', des intervalles a é', èV, &d% ci'e', e'/',..., tous égaux aux divisions du pas de Thélicè, il n'y aura plus qu'à joindre par des droites les points correspondants B' et 6', G' et c', !> et rf',..., pour obtenir les projections te^ ticalesB'<^', CV, lyrf',..., des diverses génératrices projetées horizontalement sur les rayons BO, CO, DO,....
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612. D'après cette construction, il est évident que deux génératrices, quelque rapprochées qu'elles soient, ne se trouveront jamais dans un même plan» Car,. 1^ elles ne sont point parallèles^ puisque leurs projections horizontale^ se coupent en O ; o? elles ne se coupent pas, puisque les points situés sur la verticale O y seront placés à des hauteurs différentes : donc cet hélicoïde est, une surface gauche.
613. Puisque les divers triangles rectangles formés par chaque génératrice avec Taxe et le rayon du cylindre qui aboutit au point correspondant de l'hélice, sopt (n^* 611) tous égaux à A'a'O', il s'ensuit que la portion de la droite mpbile, com* prise entre Taxe, et l'hélice directrice, conserve toujours la même longueur; par conséquent, on peut aussi regarder l'hélicoïde gauche qui nous occupe, cprnme engendré par une droite de longueur constante ( AO, A' af ) qui glisse sur une héUce^à bçse circulaire et sur son axe.
614. Dans ce mouvement, où la longueur de la génératrice et ^on inclinaispn sur l'axe demeurent invariables, il est évident qu'un point quelconque, (û;,/^) ^e cette droite mobile, reste à une distance constante aO de Taxe vertical (O, O'Z'), c'est-à-dire que ce point se meut sur le cylindre droit qui a pour base le cercle aîy.... En outre, comme les deux extrémités de la génératrice s'élèvent^ à la£tns, d'une quantité égale a' 6', ou aV, ou o'rf',..., il en sera de même du point (a, «'), dont les ordonnées verticales, comptées à partir du plan horizontal a'(ù\ seront toujours égales aux ordonnées du point (A, A') au-dessus du plan A'O'. Or œllesrci sont, par la nature de l'hélice que parcourt le point (A, A'), proportionnelles aux arcs AB, AC, AD,..., ou bien aux arcs aS, a^, aô^,...*, donc aussi ces derniers sout proportionnels aux ordonnées des positions qu'occupe le point (a, a') au^-dessu^ du plan horizontal (xf ot)\ lorsqu'il se projette successivement en S, Y» ()^,^« . :* pat* mnséquent (n® 446), ./a courte =. . ,
décrite par un point quelconque (a^ a') de la génératrice^ pendant son rnouvement, est une hélice de même pas qu,e ('hélice primitive ^m^s tracée sur un cyliqdre ponçentrique au premier.
Pour construire cette hélice, il suffirait, après avoir décrit le cerclç du rayon Oa, de projeter les points S, 7, cf,..., en S', 7', c^,..., sur les génératrices .déjà tracées; mais, afin d'éviter la rencontre de lignes très-obliques, il vaudra mieux couper ces génératrices par des horizontales élevées au-dessus de a'w', de i, 2, 3,..., fois Tintervalle a'6\
61 S. D'après cette proprié té» on pourrait aussi définir l'hélicoïde gauche comm^ engendré par une droite qui glisse constamment sur deux hélices concentriques, de rayons inégaux y mais de même pas, et sur l'axe commun de ces deux courbes. Par U, on assir
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gnerait trois directrices à la surface, et les autres conditions énoncées aux n^ 610 et 613 se trouveraient remplies d'elles-mêmes.
616. Il est évident que Thélicoïde gauche admet encore une nappe supérieure, laquelle serait engendrée par le prolongement a'U' de la droite (a' A', OA), qui a déjà décrit la nappe inférieure. Cette dernière est la seule que nous ayons voulu représenter ici, afin d'en laisser voir plus distinctement la forme; toutefois, nous ferons observer que non-seulement les deux nappes auraient de commun la droite (O, O'Z'), mais quelles se couperaient encore suivant une ou plusieurs hélices de même pas que l'hélice (ABCD, A'B'C'D'...). En effet, si Ton compare deux positions de la génératrice qui soient situées dans le même méridien, telles que ( AO, A' a'U') et (OH, /l'H'), on voit qu'elles se coupent en un point 1/ commun aux deux nappes, et qui restera constamment sur Tune et sur Tautre, lorsqu'il sera entraîné par le mouvement simultané de ces deux droites autour de Taxe. Or nous avons démontré (n*^ 614) que, dans ce mouvement, un point quelconque af ou u' de la génératrice décrivait une hélice concentrique avec (ABCD, A'B'C'D'...) et de même pas que celle-ci î donc, c'est bien une telle courbe qui formera l'inlersection des deux nappes de l'hélicoïde} et il existerait d'autres sections analogiies, si l'on prolongeait les génératrices assez loin pour que A' a'U' rencontrât h^R^'j A^H",..., en des points II", u"*,...» qui décriraient encore des hélices communes aux deux nappes.
61 7. {Fig, I a4. ) Représentation graphique de la surface. Elle est donnée par l'ensemble des génératrices successives que nous avons construites ; et si Ton restreint l'hélicoïde à sa nappe inférieure, et que l'on termine les génératrices aux points où elles s'appuient sur l'hélice directrice (ABCD..., A'B'C'D'...), le contour apparent de la surface, sur le plan horizontal, se réduira au cercle ABCHLAc
Quant au plan vertical de projection, le contour apparent se composera d'abord des portions A'B'C'D'G'H'L' et P'Q'A"B"C"F"H''L" de l'hélice directrice ; . puis, de diverses courbes symétriques X'Y'B', .r'yL',X"Y"B'',..., qui seront les enveloppes des projections verticales des génératrices. En effet, les droites AV, B'6', Ce', D'rf', formant avec Taxe O'Z' des angles qui vont toujours en diminuant, produiront par leurs intersections successives un polygone dont la convexité sera tournée vers l'axe; et si Ton conçoit ces génératrices multipliées indéfiniment, ce polygone deviendra une courbe X'Y'B', tangente à chacune de ces droites, et qui aura pour asymptote la génératrice particulière a' A' dont l'inclinaison sur Taxe est maximum en projection verticale. Cette courbe touchera aussi l'axe O'Z', qui est lui-même la projection d'une génératrice de la surface, en un certain poinl X', situé entre d' et e' ; puis, elle continuerait à avoir pour tangentes les prolongements des génératrices E'e', F'/, G'j/', H'/i', dont la dernière serait une nouvelle asymptote. Mais, comme ici la nappe supérieure de l'hélicoïde n'existe pas, h courbe enveloppe des génératrices se réduira à la partie comprise depuis le
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ppint X', jusqu'au point (situé vers B') où la génératrice de Thélicoïde se trouve en projection verticale, tangente à la sinusoïde A'B'C'D'; seulement, dans cette dernière partie^ la courbe enveloppe se confondra sensiblement avec la droite
De même; la branche a/ ^ L' du contour apparent se tracera en la rendant tangente à Taxe entre les points n\ p% et tangente aussi aux génératrices n'N', m'M', /'IV, jusqu'à ce qu'elle touche la sinusoïde H'L'M'; et si l'on devait la prolonger plus loin, elle aurait pour asjmptote la génératrice /l'H'. Enfin, on opérera semblablement pour les autres branches X" Y"B", a:'y L" (*),
618. Sections remarquables. Si Ton coupe l'hélicoïde gauche par un plan mené suivant l'axe (O, O'Z'), on aura évidemment pour section des lignes droites, qui seront autant de positions diverses de la génératrice; et si l'on employait, pour couper la surface, un cylindre vertical aSy&XTc^ concentrique avec l'hélice directrice, il résulte de ce que nous avons prouvé au n^614, que la section surgit une autre hélice a'ê'yc^XV.-., de même pas que A'B'G'DX'F....
619. Maintenant^ coupons l'hélicoïde par un plan horizontal quelconque C'af^Hr. II suffira de projeter, sur le plan horizontal, les points G'', W\ î% S",..., où le plan sécant rencontre les projections verticales des génératrices de la surface, et Ton obtiendra la spirale OIKSs WG..,, qui s'étendrait indéfiniment, si l'on prolongeait assez loin les génératrices suivantes A" H", /"L",... D'ailleurs, si la nappe supérieure (n° 616), formée par le prolongement des droites RV, Q'ç',.. ., existait ici, elle serait coupée par le même plan G" a" K", suivant une autre branche O ik&. . . appartenant à la même spirale, et ces deux branches auraient pour tangente commune le diamètre AOH ; car les rayons OKG, OIB sont des sécantes dont les deux points de section avec la spirale se réunissent en un seul O, quand on arrive à la position OA.
620. La section que nous venons d'obtenir est une spirale d'Jrchimède. En effet, d'après la manière dont nous avons construit (n*>611) les génératrices de Phélicoïde, chacune de ces droites a pour différence de niveau, entre ses deux extrémités, un intervalle constant égal à OV, qui comprend ici sir divisions du pas de l'hélice; puis, comme les points F'^ E'', D%.,., sont au-dessous du plan G'V de i,
(*) Nous conseillons ici de tracer les courbes X'Y'B', a//'L',, .., en les rendant simplement Ungentes à la sinusoïde et aux projections des génératrices, parce que ce procédé oflrira toute la préckîon graphique que Ton peut désirer, en multipliant suffisamment les génératrices qui sont trèrtaciles à construire. Cependant, si l'on voulait déterminer les points de contact de cette courbe, il n'y aurait qu'à mener par chaque génératrice un plan perpendiculaire aa pian vertical; puis, chercher le point où ce plan serait tangent à Vhélicoïde, en employant la méthode que nous exposerons au n^ 6fi7 : alors, la suite de tous ces points de contact appartiendrait rigoureusement au contour apparent X' Y'B' de la surface ; mais cette marche serait très-laborieuse.
OI = |0B, OK = |0C, OS = |OD
D'après cela, on voit que, pour un point quelconque W de la spirale, on aurait la
relation générale
OW AF p «
ÔF=ÂG' ""^ R = ï^'
en appelant p le rayon vecteur de ce point, u Tangle correspondant mesuré dans le cercle qui a pour rayon l'unité, et R le rayon donné OA. Ainsi, puisque l'équation précédente prouve que p et u croissent proportionnellement, la courbe est bien une spirale (V Archimède ; mais pour y introduire, suivant l'usage, le rayon vecteur constant R' qui correspond à la première révolution totale^ il n'y aura qu'à prendre
R' = -y-R, et il viendra p = R' — •
I^a fraction -^ exprime ici le rapport du pas de l'hélice A' A*", avec la hauteur O'ii' que nous nous sommes donnée arbitrairement, pour fixer la première génératrice de l'hélicoïde gauche.
621. [Fig. 1 a4. ) Du plan tangent pour un point donné sur une génératrice quelconque (DO, D'rf'). Supposons d'abord que le point assigné soit (D, D') situé sur l'hélice directrice : alors, en tirant la droite DT égale à l'arc DA, et perpendiculaire sur DO, on sait (n^ 449) que le point (T, T') sera le pied de la tangente à l'hélice; par conséquent, le plan tangent relatif au point (D, D') se trouvera déterminé par l'ensemble des deux droites (DO, D'rf') et (DT, D'T'), et ce plan aura évidemment pour trace horizontale la ligne VT.
Maintenant, soit (c?, d') un point quelconque de la même génératrice. On sait (n®614) que par ce point il passe une hélice dont la naissance (a, a') se détermine en décrivant Tare (?a, et projetant a en a' sur la génératrice A a'. D'ailleurs, sans tracer cette courbe, sa tangente est facile à construire ; car, si après avoir mené la droite TO, on tire cW parallèle à DT, il est évident qu'on aura &Q = &a : donc, en projetant 6 en Q' sur le plan de naissance a'w', on obtiendra le pied (Ô, 6') delà tangente cherchée, qui sera (c?6, &'0'). Cela posé, le plan tangent au point (c?, ^) de l'hélicoïde, devant contenir cette tangente ainsi que la génératrice ((JO, ^') qui vient percer le plan horizontal «'a' au point (|, §'), il aura évidemment pour
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Irace, sur ce plan de naissance, la droite ^ô ; et sur le plan horizontal primitif, sa trace sera V^ parallèle à §9.
On opérerait semblablement pour un nouveau point (ij;, i|;')de la génératrice (DO, D'rf'), en employant toujours le triangle rectangle TOD, dans lequel on tracerait, parallèlement à DT, la droite ^Ç qui fournirait le pied (Ç, Ç') de la tangente à l'hélice passant par le point (t|;, ^|;').
622. Il importe ici de remarquer que, pour tous les points dune même génératrice (DO, D'(f ), les triangles rectanglesTDY,$&^,...^ auront des bases égalesTXV = (î? = .... En efifet, la hauteur du point (D, D') au-dessus de (A, A') est évidemment la même que celle du point (cf, c^) au-dessus de (a, af); par conséquent, les portions D'V et c^§' de la génératrice sont égales, et il doit y avoir aussi égalité entre leurs projections horizontales DY et â^. Mais Fangle à la base, V ou Ç, de ces triangles est variable; tandis qu'il serait constant et la base variable, pour les divers points d'une même hélice, attendu qu'en passant du point D aux points C, B,..., les côtés DV et DT varient dans le même rapport.
Il résulte de là que les plans qui touchent Thélicoïde dans les divers points d'une même hélice sont également inclinés sur le plan horizontal.
625. Observons encore que, pour tous les points d'une même génératrice (DO, D'd'), les pieds des tangentes aux hélices sont tous situés sur la droite (TO, T'a'), ce qui permettrait d'obtenir la projection verticale 6' sans recourir (n*^ 621 ) au plan de naissance a' w'. En effet, les hauteurs des deux points (O, a') et (0, 9') au-dessus du plan horizontal primitif fournissent évidemment les rapports égaux
O'a' _ A' a' _ AO _ DO _ TO, O'w' ■" A' a' "'Aa~"DJ"~Tô'
or l'égalité entre la première et la dernière de ces fractions indique que les ordonnées verticales des points (O, a') et (9, 0') sont proportionnelles à leurs abscisses comptées du point (T, T'); donc ces trois points se trouvent en ligne droite.
624. Il suit de là que les tangentes (DT, DT'), {&9, (^6'), (^j^Ç, f Ç'),.--, aux hélices décrites par les divers points delà génératrice (DO, D'e/'), s'appuient toutes sur les deux droites fixes (TO, T'a') et (DO, D'e/') ; et d'ailleurs, comme ces tangentes sont évidemment parallèles à un même plan vertical DT, il en résulte ( n** S49) qu'elles forment, par leur ensemble, un paraboldide hyperbolique qui touche la surface de l'hélicoïde tout le long delà génératrice (DO, Vy d).
625. C'est à ce résultat que nous serions parvenus si, d'après la méthode générale du n*^ 577, nous avions voulu former Chjperboloïde de raccordement le long de la droite (DO, I^rf'); car, en définissant l'hélicoïde comme au n® 615, par le moyen des trois directrices (ABCD.. ., A'B'C'D'.. .),(ag7(?..., a' 6' 7'(^...),(0,0'Z'), cet hyperboloïde aurait eu lui-même, pour directrices, les droites (DT, D'T'), (cW, <^ô'), (O, O'Z'); et puisqu'elles sont évidemment toutes trois parallèles à un
4« édit. 35
374 UVBE vu. — DES SURFACES GAUCHES.
même plan vertical, cette dernière surfoce dégénère (n** 555) en un paraboloîde
hyperbolique, qui est celui dont nous avons parlé tout à Theure.
626. Ce paraboloîde a pour plan directeur du premier système de génératrices, le plan vertical DT; quant au second système, le plan directeur devrait passer par (TO, TV) et par une parallèle à (DO, D'rf')- ^^j »» !'<>« '^l* pa^^i»" ^^^^ parallèle du point (O, af)y il est aisé de voir qu'elle ira percer le plan horieontal en D; de sorte que TD sera encore la trace horizontale du second plan directeur, et il sera incliné d'une quantité angulaire égale à a'A'CV, ce qui achève de fixer sa direction* On voit ainsi que les deux plans directeurs sont à la fois perpendiculaires au plan vertical OD qui contient la génératrice de l'hélicoide; d'où l'on peut Conclure que l'axe du paraboloîde (n**572) est horizontal et parallèle à DT,
Pour toute autre génératrice que (DO, D'rf'), il est évident que le paraboloîde de raccordement demeurerait constant de forme^ et prendrait seulement une position analogue par rapport à la nouvelle génératrice.
627. [Fig, ia4.) Trouver le point de contact de l'hélicoide gauche, avec un plan donné qui passe par une génératrice connue. Ce problème, qui serait utile dans la Perspective et les Ombres ^ pour trouver la courbe de contact de Thélicoîde avec un cône ou un cylindre circonscrit à cette surface, pourrait se résoudre comme on l'a indiqué n*** 585 et 587 ; ou plus simplement, par les procédés des n**586 et 588, si l'on commençait par substituer à l'hélicoide le paraboloîde de raccorde» ment le long de chaque génératrice. Mais les opérations graphiques sont encore très-laborieuses, et nous allons donner une méthode beaucoup plus courte^ fondée sur la remarque du n^ 622 (*•).
Soit Vda trace horizontale du plan donné qui passe par la génératrice (DO, jyd) ; après avoir construit le triangle rectangle TDO, qui détermine la tangente de Thé* lice au point (D, jy) de la génératrice proposée, menez par le point t une parallèle tQ à DO, puis une perpendiculaire Qd) cette dernière fera connaître le point [dj #) où le plan donné touche l'hélicoïde. En effet, pour construire le plan tangent relatif à ce point ((?, d^), il faudrait (n^621 et 622) tirer, dans le triangle ODT, la droite ^ pei*pendiculaire sur c^O, puis prendre (?§ égale à DV, et la ligne 6Ç serait la trace de ce plan tangent sur le plan de naissance u'tù' à% l'hélice passant par ((^5 d'). Or il est évident que, d'après les constructions employées ci-dessus, la ligne B^ se trouvera parallèle à Y I; ainsi, le plan donné et le plan tangent pour le point (cf, (^) auront leurs traces horizontales parallèles, et, comme ils passent tous les deux parla droite (ODV, <f D' V), il coïncideront certainement Tun avecTautre,
628. HÉLICOIDE à plan directeur. La définition générale du n*»610 suppose
(*) Cette méthode a été iadiquée dans le Traité des Surfaces régîécê par M. Gasclieau, ancien élève de l^École^Polytechnique.
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que ta droite mobUe glisse sur une hélice et sur son axe y en formant avec ce dernier un angle constant, muiê quelconque : lorsque cet angle est droit, toutes les positions de h génératrice ûe trouyent évidemment parallèles au plan horizontal qui devient ainsi un pUm directeur de la surface; et celle-ci, toujours gauche, rentre alors dans ]e genre des concèdes droits (n^ 520). Il est facile de voir comment toutes les propriétés reconnues dans Thélicoïde gauche général se reproduiront^ avec des simplifidations remarquables, dans Thélicoide particulier qui nous occupe; c'est pourquoi nous nous contenterons d'indiquer la forme de ce dernier^ en employant tm seul plan de projection, comme dans la fig. i^6j qui doit nous servir plus tard À représenter une vis. On y aperçoit l'hélice directrig^ ABCDE..., et les diverses positions A 0| Bi| C3|..«| delà droite mobile; puis, on démontrera plus facilement encore qu'au n°614, que tout point a de la génératrice décrit une hélice aêyd^s... cw^entrique ayêc la première, et qui a le même pas et le même plan de naissance que celle-là.
6S94 Quant au plan tangent de cet hélicoide, pour un point assigné sur une génératricei il se construira aussi eu cherchant, comme au n^62l9 le pied de la tangente à l'hélice qui passera par le point donné; et ce pied se déterminera encore au moyen du triangle rectangle ODT de la fig. 124 : mais, dans le cas actuel, les traces horizontales des divers plans tangents le long de la génératrice OD, partiront des points T^ d, Çy...^ et seront toutes parallèles k OD, puisque cette droite /loràontale se trouvera commune à tous ces plans.
630. {Fig. 124.) D'ailleurs, la droite (TO, TV), sur laquelle étaient situés (n®623) les pieds des tangentes aux diverses hélices, se réduira ici à la ligne TO tracée dans le plan horizontal ; et le paraboloïde de raccordement (n^ 624 et 626) aura pour ses deui plans directeurs le plan vertical DT et le plan horizontal luimême.
631. Enfin, le problème du n^627 se résoudra bien simplement ici, puisque étant donnée pour trace horizontale du plan assigné, une droite tO parallèle à OD, le point d, où cette trace rencontrera la ligne TO, permettra de tirer la perpeudiculaire $ây qui fera connaître le point de contact â que l'on cherchait.
La surface dont nous parlons ici est employée, non-seulement pour former la
vis k filet rectangulaire, mais encore dans les escaliers dits vis à jour circulaire, et vis
à nqj^au plein.
§ 5. De la Fis à filet triangulaire.
632. {Fig. ia5-) Imaginons un triangle isocèle à aka\ dont la base aa' coïncide toujours avec une arête d'un cylindre vertical à base circulaire, et dont le plan, passant constamment par Taxe de ce cylindre, tourne uniformément autour de cette droite; puis, concevons que ce triangle s'élève en même temps de qtian- Cités proportionnelles aux eq^MUses angulaires décrits par son plan mobile, et de
as.
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telle sorte qu'au bout d'une révolution totale, le triangle générateur se soit éleyé d*une hauteur égale à sa base aaf^ c'est-à-dire qu'il ait pris la position a' A' ef. Alors, le solide engendré par ce triangle mobile sera le filet de la vis dont le cylmdre primitif est le noyau.
(J35. Il est évident que, d'après ces conditions et le n^446, le sommet A du triangle décrit une hélice ABCDEFA'B'..., qui appartient à un cylindre concentrique avec le premier, et dont le pas est égal à aaf; d^ailleurs, comme les côtés Aa et A a' rencontrent toujours l'axe, en faisant des angles constants avec cette droite, il en résulte (n^610) que les deux faces du Qlet sont des portions de deux liélicoîdes gauches^ dont la nappe supérieure de l'un (n**6i6) forme la Éace inférieurt du filet, tandis que la face supérieure de ce filet appartient à la nappe inférieure ie l'autre hélicoîde.
634. Pour représenter complètement cette vis, il faudra d'abord cofistroire (n^ 451 ), au moyen d'un plan horizontal que nous avons supprimé ici, la projection verticale ABCDFA'B'... de l'hélice décrite par le point A, en observant que fe pas AA' de cette hélice doit être pris égala la base aa,' du triangle donné. Ensuite, les divisions égales de ce pas, qui sont ici au nombre de dix, devront être reportées sur l'axe, à partir des points o et i6 où cette droite est rencontrée par les côtés A a et A a' ; ce qui produirait en général deux séries distinctes de points de division : mais ici elles n'en forment qu'une seule, attendu que nous avons choisi le triauglc Aaa', de manière que ses côtés comprissent, sur l'axe, un nombre exact des divisions du pas de Fhélice. Cela posé, en joignant le premier point de division B de l'hélice avec les points i et 17, le point C avec a et 18, le point D avec 3 et ig,-» on obtiendra évidemment les diverses positions du triangle générateur.
635. Toutefois, il faut terminer ces droites aux points 6 et 6', 7 et 7', ^ et ef, .> où elles vont rencontrer le noyau cylindrique de la vis. Or, ceux-ci n'étant autre chose que les positions successives prises par les points a et a' du triangle mobile, il résulte du n^614 que la courbe projetée sur aé7ya'6'... est une hélice de ffi^me pas que ABCDFA'...; par conséquent, on déterminera cette nouvelle hélice en coupant les génératrices indéfinies par des horizontales menées des points 4 ^^ ^ki 5 et i5, 6 et 16,.... D'ailleurs, comme le point a' est commun aux deux triaogte «Aa' et ofAfo^y il arrivera nécessairement que l'hélice aîyfOL'&y.,. sera aussi produite par les intersections des côtés B€' et B'6', C7' et C'7',..., ce qui offrira une vérification des constructions précédentes. Cette hélice formera ainsi tttréle rentrante de la vis, tandis que l* arête saillante sera l'héhce projetée sur ABCDFA'. •
636. {Fig. 125.) Quant au contour apparent des deux faces du filet, on doit bien observer qu'il n'est pas formé par deux génératrices rectilignes, mais par deux courbes XY et xjr, qui sont (n^ 617) les enveloppes des projections des génératrices, et qui ont pour asymptotes les génératrices particulières A a' et A' a'. Toutefois,
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TU que hes porrions des deux hélicoïdes gauches qui forment le filet sont peu étendues et assez éloignées de Taxe, les lignes XY et xry pourront être ici tracées ap* proxÎBiatWemeDt connue deux droites convergentes avec a' A et a' A', et qui devront toucher, l'une les deux arcs AYB et a'Xê', l'autre le;5 deux arcs A'jFeta'arç. D'ailleurs^ de ces deux branches du contour apparent» la première XY cache une partie de la seconde x/^ laquelle doit alors se terminer en un point Zy aitué à la hauteur de a^ à cause de la forme symétrique de ces deux courbes.
Ces remarques, qui s'appliquent à chaque angle rentrant du filet situé à gaudie, et qui se reproduiront d'une manière inverse pour les angles rentrants situés à droite^ suffisent sans doute pour que le lecteur se rende compte aisément des diverses ponctuations par lesquelles nous avons exprimé, sur notre épure, les parties visibles ou invisibles de la vis en question. Nous ajouterons seulement que le rectangle UVvu représente le parallélipipède qui forme la tête de cette vis.
§ 6. De la Fis à filet carré,
637. {Fig. ia6.) Le filet de cette vis est en|[endré par un rectangle A oXL dont le plan, qui passe par l'axe d'un cylindre droit et circulaire, tourne uniformément autour de cet axe, tandis que le rectangle s'élève le long des arêtes du cylindre, de quantités proportionnelles aiu espaces angulaires décrits par son plan mobile. Il en résulte évidemment que les points A et L décrivent, dans ce mouvement, deux hélices égales, dont le pas commun AA' ou LL' peut être choisi arbitrairement pourvu qu'il égale au moins le double de AL, afin de laisser un libre passage au filet saillant de l'écrou qui engrène avec la vis. D'ailleurs, les deux côtés Aa et LX, qui s'appuieront toujours sur ces hélices et sur l'axe, en coupant celui-ci sous un angle droit, engendreront des faces gauches qui appartiendront (n^ 628) à des héUcoides à plan directeur; tandis que le côté AL décrira une zone cylindrique, qui terminera extérieurement le filet de cette vis.
658. Pour représenter graphiquement la vis à filet carré, il faut d'abord con^ struire les deux hélices de même pas ABCDÊFAT'... et LMNPQRL'R'..., en se servant (n®451) d'un plan horizontal que nous avons supprimé ici; puis, tracer semblablement sur le cylindre du noyau les deux autres hélices aSyis(pa'... et ïfmp.n.j qui sont produites (n^ 628) par les points a et X, et dont le pas commun aaf doit égaler AA'. Ces deux dernières courbes sont les intersections du noyau de la vis avec les faces inférieure et supérieure du filet, et elles servent à limiter les portions des génératrices BS et Mjui, D(? et Pff, Fç et Rp,..., qui appartiennent à ces deux faces gauches. Enfin, on pourra ajouter quelques-unes des arêtes du cylindre extérieur, telles que BM, CN, DP^....
659. Parmi les diverses lignes dont nous venons de parler, le lecteur discernera aisément celles qui sont visibles de celles qui se trouvât cachées. Nous avons
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trâcé lee unes et les ûxxtttê complétetnent dans la première %fin dn filets to les ponctuant d'une man^fe convenable à leur position; mais, dans les autres qmresi nous n'airoûs conservé que les lignes visiblo, afin d'offirir ici un résultat tout à bit c(mfi>tme à celui que^présenterait au spectateur la Tua de robget eu relief.
§ 7* JDu Conoïde de la vodte d'arêtes en tour ronde.
640. (^Fig. 1^7.) Eu écarUnt les oirconstances qui sont ^f»écialemei»t relatÎTes à la stéréotomie, la question se réduira ici à trouver l'intersection d'un tore avec tm Côttoide, courbe dont les tav^nles donnent lieu à des recherches nouvcHes» et qui trouveront des applications utiles dans la Coupe des piarresn Is toté est engendré par la révolution du demi^cerde £^(76' qui, relevé dans le plan vertical B'^ tourne autour de la verticale ca, et forme la surface intérieure de la voil||e principale qu'on nomme un berceau tournant. Une porte pratiquée dans cette premîèfe voûiç, et limitée aux plans verticaux F/et Gg qui convergent vers l'axe de la tour, est recouverte par un conoïde dont la génératrice rectUi^e demeure toujours horizontale, en glissant sur la verticale tù et uir une seconde directrice formée de la manière suivante. On rectifie l'arc AOD suivant sa tangente aOrf, et sur cette droite comme grand axe, on décrit une demi-ellipse Af'CW dont le demi-axe vertical O'Cr est égal au rayon OB du cyB" du tore; ptiis, en imaginant quecsite ellipse, placée d'abord dans le plan vertical aOef, soit roulée mt le (fjrtmdre droit AOD, de manière que ses abscisses coïncident avec les arcs de cette circonfêrence, et ses ordonnées avec les arêtes verticales du cylindre, cette ellipse deviendra une ligne à double courbure projetée sur AOD, et que l'on adopte pour la seconde directrice ou pour la base du conoide.
641 • Cela posé, pour obtenir Tintersection de ce conoïde avec le tore, coupoas ces deux sur&ces par divers plans horixontaux. Celui qui passera par le point M' du méridien VGb\ coupera avec le tore suivant deux cercles décrits avec les rayons câF et ci>;/; puis, si Ton cherche sur l'ellipse les pointa M' et W qui sont à la même hauteur que M^ et que Ton prenne les arcs OP et OQ égaux atix abidsies C'F et O^'Q*, les points P et Q seront évidemmmt les projections des points où la base du conoïde est rencontrée par le plan sécant horizontal ; et, pau" scnlSf les sections bites dans cette surface seront deux droites projetées sur tù'P et (k>Q« Or ces droites rencontrent les deux sections circulaires en quatre points M, m, N, a, qui appartiennent à Tintersection des deux surfaces, laquelle se composera de deux branches à donUe courbure, projetées horizontalement sur GMOn/" et FNOni^»
642. Observons, i*^ qtfen prolongeant le conoide en arriéré de Taxe vertîcsl», il rencontrerait une seconde fois le tore suivant deux autres branches GjO,/i ^ ï^âOa^ai qitl sont symétriques avec les premières et se construisent par les mêmes opérations ; â^ que les deux nappes du conoïde sont censées terminéi» ici aux detix
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eylinilii^s verticmixB'GBF.,,, et l>'gt^... qu'elles coupent wivant des courbes à donliile courbure^ qui ne sont autre chose que des ellipses roulées sur ces cyliudresi et ayant tout«s pour demi^axe vertical le rayon du tore ; c'est ce qui résulte *vi* demment d^ la proportionnalité des arcs horizontaux BG et BF, ou bg et hf^ avec les arcs OA et OD; 3^ que, pour faire servir le tore et le conoide à former une uaûte d'aréles, il faudrait supprimer entièrement toutes les porliom intérieures des génératrices i^ectilignes et ciri^ulaires, lesquelles sont ici ponctuées comme étant invisibles,
«45. {fig. îa^ . ) Il est à remarquer que chacune des courbes planes, telles que GO/, qui reçoivent la projection bôris^outale des courbes d'arête, est une spirale d^jirchimède. En effet, d'après la coustructîôn qui a fourni (n**6id ) le point quelconque M, TarcOP et la droite PM sont respectivement égaux aux abscisses O^F' et O'F des deux points W et M', qui répondent à une même ordonnée verticale dans l'ellipse et dans le cercle méridieii du tore; or, ces deux courbes ayant un axe vertical commun, on sait que de telles abscisses sont entre elles dans le rapport du grand axe au petit axe : par conséquent, nous aurons la proportion
OP ; PM ; ; OA ; OB
Mmsi sî.Voo prend un are OX qui soit ^vec OA dans le rapport de (»0 avec OBt nous pourrons remplacer 1^ proportion précédente par cdle*ci:
op:PM::ox:Oft);
et en faisant la somme des antécédents et celle des conséquents, il viendra
xp;wM;;:XO:caO,
résultai qui montre que le rapport de l'arc XP au rayon vecteur ci>M demeure constant pour tous les points de la courbe GMO/ci) ; par conséquent, cette courbe est une spirale d'Archimède, dont Y origine est sur le rayon coX qu'elle touche en se prolongeant suivant une autre branche cof , symétrique de la première. Pour avoir le pas de cette spirale, c'est^-à-dire le rayon vecteur qui correspond à une révolution entière, il suf6ra de construire une quatrième proportionnelle ù aux trois lignea suivantes : l'arc XO, la circonférence totale, et le rayon ei>0; alors on pourra, selon l'usage ordinaire» compter sur la circonférence du rayon è les arcs qui mesurent le mouvement angulaire du rayon vecteur mobile.
644. La courbe FO^^^y est aussi une spirale d'Archimède dont l'origine est ^ur le rayon gc)Ç, et qui ne coïncidera avec la précédente qu'autant que Tare OX % trQHV^r^ ég£|l 1^ Ui^ quart de cercle j pour obtenir cette coïncidence, il suffirait de prendre la demi-ouverture OA de la porte tellei qu'elle eut avec le quart de cercle le même rapport que OB avec Otù. Enfin^ les deux autres courbes G^Oa/» et FjiOajjfa appartiennent encore à deux nouvelles spirales d'Archimède, qui
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touchent les mêmes rayons XoX, et ÇcoÇ,, mais qui ont une situation opposée aux premières (*).
645. {Fig. 127.) La tangente en un point quelconque M sera donnée par l'intersection du plan tangent au tore avec le plan tangent du conoîde. Or le premier de ces plans a pour trace horizontale la droite YK, perpendiculaire à (k>M, laquelle s'obtient en ramenant en V le pied T' de la tangente M'T' du méridien circulaire; quant au second plan tangent, il faut d'abord construire (n^ 580) un paraboloîde qui raccorde le conoîde tout le long de la génératrice «PM. Pour cela, je mène la tangente M"T'' à l'ellipse plane; puis, en roulant cette courbe (n° 640) sur le cylindre vertical DOA, la sous-tangente deviendra PT = P"T", de sorte que T sera le pied de la tangente au point P de la base du conoîde : alors la génératrice &)P
(*) L'analyse condait aussi à ces résultats; car, si Tod adopte pour axe des x la droite «>0B, aoe perpendiculaire à celle-ci pour axe des Xf ^^ enfin la verticale &> pour axe des z; puis, si Ton pose
wO=:/, OB = R, OA = 0''A"=r^, on trouvera {Analyse appliquée, chap. XTV) que les équations du tore et du conoîde sont
y^ÏM^p R/
Alors, en éliminant z, il viendra , pour la projection horizontale de l'intersection de ces deux surfaces,
-4===±sin-(/^V'^^^ f' + J'* R/
Nous simplifierons cette équation en y introduisant les coordonnées polaires , au moyen des formules jr = r cos « , / = r sin a i car elle deviendra
sin a = ± sm — - :
d*où Ton conclut
. «(/ — r) ^ ^ail-^r)
ou bien
Ces quatre équations distinctes sont celles des quatre spirales construites dans notre épure; et pour ramener la première, par exemple, à l'axe polaire wX qui lui est tangent, il n'y a qu'à reculer l'origine des angles u, qui se comptent ici à partir et à droite de la ligne 0&>, en posant
« = «' — S"' d'où il résultera r = — «'. R a
Cette dernière équation est bien celle d'une spirale d' Archimède , dont les angles u' sont comptés à partir du rayon uX ; mais pour y introduire le pas de cette spirale, c'est-à-dire le rayon vecteur qui correspond à une révolution entière, posons
2 7rR/ - ., . . • k'
= tf, et il viendra r z= J — •
Il 27r
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du paraboloidé auxiliaire, qui doit glisser sur cette tangente et sur la verticale û^
en demeurant toujours horizontale, prendra la position oT quand elle arrivera
au pied de cette tangente. Cela posé, si je coupe les deux génératrices «P et «T
par le plan veWîcal MS, on sait (n** 551) que la section sera une droite projetée
sur MS et qui, jointe à la génératrice uM, déterminera le plan tangent du para-
boloîde; donc ce plan aura poiu* trace horizontale la ligne SK, parallèle à (îi>]y[.
Maintenant, les traces SK et YK des deux plans tangents allant se couper en K,
il en résulte que KM est la tangente cherchée.
646. Cette méthode ne peut plus s'appliquer immédiatement au point multiple
O, parce qu'en cet endroit, les deux plans tangents devenant horizontaux, ils
coïncident entièrement, et leur intersection reste indéterminée. Mais, si l'on cherche
à évaluer Tangle VMK = 9 qiie forme une tangente quelconque avec le rayon
vecteur correspondant, on trouve d'abord
^ KV MS tang0 = ;^ = p^;
puis, comme la sous-tangente P'T dans le cercle équivaut à la sous- tangente dans l'ellipse, PT' ou PT, multipliée par le rapport du petit axe au grand axe, il vient
, X ^ û ws OA , . ^ û M» OA
(i) *^°g® = PT-ÔB* ou bien tang9 = p^.^.
Or, dans cette dernière expression, la seule quantité qui varie avec le point de
contact M, c'est le facteur Mw, lequel devient égal à son dénominateur Pw, pour
le point particulier O ; donc l'inclinaison de la tangente en ce point sera donnée
par la formule
r \ . £j Ok Oa
laquelle montre que cette tangente Oa est précisément la diagonale du rectangle construit sur Oa et OB.
647. {Fig. 127.) La construction générale du n*' 645 est encore insuffisante pour obtenir les tangentes aux quatre points F, G, jf, /, qui sont à la naissance de la voûte ; «parce qu'en ces points, les plans tangents des deux surfaces devenant verticaux, leur intersection est une verticale qui serait bien tangente à la courbe d'arête dans l'espace, mais qui se réduit à un seul point en projection horizontale, et n'apprend plus rien sur la tangente de la courbe plane GO/, au point G. Cependant, si nous recourons encore à la formule (1), elle deviendra, pour le point G,
car les arcs OA et GB sont semblables et proportionnels à leurs rayons Aw et G«. Or, de cette dernière forme, il résulte évidemment que la tangente en G sera la 4» édit. * 36
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diagonale du rectangle construit sur GA et sur Tare GB rectifié; opération extrêmement simple que, pour laisser plus de clarté dans Fépure, nous avons effectuée au point F, en formant un rectangle avec FD et F6 = FB.
648. 11 est même à remarquer que cette mélhode très-avantageuse s'applique aussi au point quelconque M; car^ si dans la formule générale (i) on remplace le ^appôrt de OA à OB par celui de OP à PM, qui lui est égal d'après le n*' 643, il . viendra
ce qui prouve que la tangente LMK peut s'obtenir immédiatement, en forrtiant, sur MP et l'arc MI rectifié, un rectangle dont la diagonale sera la tangente cherchée. Ici, nous n'avons tracé que la moitié de ce rectangle, en prenant PL = Mî, et tirant LM, qui devra coïncider avec la tangente MK, déjà construite.
1 "1 lf:fc
SUR LA COURBURE ET LES DÉVELOPPÉES DES LIGNES COURBES
649. Une courbe et sa tangente, qui n*ônt en général qu'un seul élément de commun, sont dites avoir entre elles un contact du premier ordre; mais, comme dans certaines questions on a besoin de considérer des lignes qui approchent fie se confondre avec la courbe proposée, plus que ne fait la tangente, il est nécessaire de distinguer ces rapprochements plus ou moins intimes, et l'on dit que deux courbes quelconques, planes ou non, offrent un contact du premier, second, troisième,..., ORDRE, selon quelles ont un, deux, trois,.. r, ihÉMEUTs consécutifs de communs.
650. {Fig, I ag. ) Comme le contact du second ordre se présentera très-fréquemment dans les applications géométriques, nous le désignerons souvent par le nom abrégé Ôl osculation ; ainsi deux courbes osculatrices seront celles qui auront deux élé' ments communs. Pour en donner un exemple, qui nous deviendra fort utile par la suite, considérons une courbe quelconque AMBj et, après l'avoir partagé en éléments égaux C), élevons, sur les milieux de MM' et M'M", deux normales KO et
(^) Si rt% élémealft éuiéot iûégiiux , mais toujoui^ infiniment petits, les mêmes c<mséqueiieei si^-
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K'O situées dans le plan MM' M", lequel ne contiendra les autres éléments de AMB qu'autant que cette courbe sera plane. Alors le point O, où ces deux normales se couperont, sera le centre d'un cercle «M S, qui passera évidemment par les trois points M, M% M*', et aura ainsi deux éléments MM' et M'M" communs avec AMB; ce sera, par conséquent, le cercle osculateur de cette courbe pour le point M. Le rayon de ce cercle sera l'une des trois distances égales OM, OM', OM*; mais on peut adopter en place l'une des deux normales égales OK et OK', parce que la différence n'est qu'un infiniment petit du second ordre {vojez n? 197).
651. On voit par là que le cercle osculateur est unique pour chaque point M assigné sur la courbe AMB, tandis qu'il existe uîie infinité de cercles simplement tangents dans ce point ; mais le cercle osculateur variera de position et de grandeur en passant aux points M', M'',..., puisque alors il faudra opérer semblablement sur les deux éléments consécutifs M' M'' et M^'M"*, M" M* et M* M'",..., ce qui changera le rayon KO en K'O', K"©",..., Nous examinerons tout à l'heure (n«> 656) si ces rayons se coupent consécutivement.
652. Le plan du cercle esculateur, qui n'est autre que celui de deux éléments consécutifs MM' et M'M", ou de deux tangentes infiniment voisines MT et M'T', se nomme aussi le plan osculateur de la courbe AMB pour le point M; et, à moins cjue cette dernière ne soit plane, ce plan osculateur variera en passant d'un point à un autre de AMB. D'ailleurs, deux plans osculateurs consécutifs TM'T' et^M'^T* se couperont toujours suivant l'élément intermédiaire M' M".
655. {Fig. lag.) Quant à la courbure de la ligne AMB au point M, nous avons déjà dit (n^ 198) qu'elle était indiquée par l'angle TM'T compris entre deux tant gentes infiniment voisines, parce que cet angle, nommé angle de contingence ou de oourbure, exprime évidemment la quantité dont il a fallu écarter l'élément M'M" de sa direction primitive M'T, pour plier la ligne droite MM'T suivant la ligne polygonale MM' M* M*.., (*). Or l'angle TM'T' égale KOK'; et comme ce dernier a pour mesure Tare e décrit avec un rayon égal à l'unité, tandis qu'il comprend un arc KM'K' du cercle osculateur dont le rayon est OK rs-p^ on aura pour l'exprès» sion de la courbure au point M,
^"** "ÔiT "" OK "" p'
Mais la courbe ayant été divisée en éléments égaux, la quantité ds sera constante
^ ' '' * Il ■ . I II I I» - «.IIP»! I ■»■.■ I ■ .1 » I I I 11 ■ 1^
sisterid^Qt, comme le calcul le prouve aisément. Toutefois, pour abr^er les démonstratious , il est plus simple de supposer qu'on a choisi des éléments égaux , ce qui est toujours permis. Voyez VAna-^ fyse appliquée^ chap. XVI, n» 5»i.
(*) 11 est bon d'observer que l'angle de contingence TM'T' est aussi égal à l'angle de deux plans normaux consécutifs , puisque ces plans seraient perpendiculaires sur les milieux des deux éléments MM'ctM'M*,
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pour tous ses points; et Ton pourra dire que la courbure varie, d'un point à un autre, en raison inverse du rayon OK = p qui, pour cette raison se nomme aussi le rayon de courbure de la courbe au point M.
Observons toutefois que, pour avoir la mesure exacte de la courbure d'une ligne, et pour rendre cetle mesure applicable à deux courbes différentes dans lesquelles les éléments, quoique infiniment petits, pourraient se trouver inégaux de Tune à Tautre, et même avoir un rapport déterminé et nécessaire, il faut considérer, non pas la grandeur absolue de l'angle de contingence £, mais bien son rapport avec l'élément ds ; parce que c'est seulement sur deux arcs de même longueur^ que l'angle extérieur des tangentes extrêmes peut manifester, avec précision, la courbure plus ou moins prononcée de l'un de ces arcs par rapport à l'autre. Par exemple, dans deux cercles concentriques dont les rayons seraient doubles et les circonférences divisées chacune en un même nombre d'éléments égaux, les angles de contingence correspondants aux mêmes rayons seraient égaux, et cependant la courbure des deux cercles serait évidemment différente; mais, si l'on fait attention que les éléments de la grande circonférence ont une longueur double de ceux de la seconde,
on reconnaîtra que le rapport ^ indique effectivement une courbure moitié plus
faible pour le grand cercle que pour le petit. Il suit donc de là que la véritable mesure de la courbure d'une ligne quelconque sera toujours donnée par le rapport
-r OU -> as p
p désignant le rayon du cercle osculateur de la courbe, an point considéré.
654. Tout ce qui précède convient également aux courbes planes et aux courbes gauches ou cambrées : nous nous servons ici de cette dernière expression, au lieu de courbe à double courbure^ tant pour abréger que pour éviter l'emploi du mot courbure dans un sens inexact ou ambigu. En effet, nous pensons avec M. Vallée que quand une courbe n'est point plane, elle n'admet encore qu'une seule courbure qui s^estime comme au numéro précédent; mais elle offre en outre une cambrure ou espèce de torsion qui a étp produite en faisant tourner l'un des deux plans osculateurs consécutifs TM'T' et T'M'T", autour de l'élément commun M'M* : de. sorte que dans une courbe gauche, la torsion ou la cambrure est indiquée en chaque point par l'angle des deux plans osculateurs voisins. Or, si l'on rendait nul cet angle, en rabattant le plan T'M"T" sur TM'T', par une rotation autour de la droite M'M'', la torsion disparaîtrait et la courbe deviendrait /^/ane dans les environs du point considéré, sans que sa courbure eût augmenté ou diminué, puisque les angles de contingence TM'T' et T'M*"F seraient demeurés constants; au contraire, sans rien changer dans la position de ces deux plans osculateurs, ou dans la cambrure de la courbe, on peut altérer sa coiu*bure en écartant ou rapprochant les deux
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éléments MM' et M'M". Par conséquent, la courbure d\\ï\e ligne et sa cambrure sont des affections indépendantes Tune de l'autre, et qu'il convient de désigner par des noms distincts, mais analogues; d'autant plus, que l'une dépend de l'angle de deux éléments linéaires, et l'autre de l'angle de deux plans. Au reste, on pourrait assigner la grandeur et la position d'un certain cercle de rayon i>, qui permettrait de représenter l'angle de torsion 6 et la valeur absolue de la cambrure, sous les formes
c/ = — > et T- = -î
V as V
analogues aux expressions que nous avons données ci-dessus pour l'angle de contingence s et pour la courbure de la courbe; mais, à cet égard, nous renverrons le lecteur au Mémoire de M. de Saint^Fenant, cité dans la note ci-jointe (*).
655. Les courbes planes et les courbes cambrées présentent, quant au lieu de leurs centres de courburCy une différence essentielle que nous allons faire ressortir.
( * ) Les deux affections d'une courbe gauche , dont nous avons parlé ci-dessus , ont d^abord été désignées sous les noms de première courbure et de seconde courbure. Mais , outre l'inconvénient d'appliquer des noms semblables à des affections de nature différente y ces dénominations ne semblent élre que des numéros d'ordre qui ont encore le défaut de rendre le discours traînant , et de produire quelquefois des ambiguïtés fâcheuses dans une démonstration où il s^agit de comparer plusieurs lignes distinctes que la clarté de la rédaction oblige à nommer : la première courbe , la seconde courbe. Aussi y d^autres avaient-ils plus simplement nommé ces deux affections: la courbure et \9l flexion d'une courbe. Cependant M. Vallée, dans son Traité de Géométrie descriptive, objecta avec raison que le sens naturel du mot flexion se rapporterait plutôt à la première courbure qu'à la seconde, et il proposa de désigner celle-ci par le mot de torsion. Ce dernier nom peint assez bien la transformation qu'il faut faire subir à une courbe plane pour la changer en une courbe à double courbure, et nous l'avions nous-méme adopté dans nos précédentes éditions. Mais M. de Saint- Venant, dans un Mémoire présenté à l'Institut en septembre )844 ^' inséré dans le 3o^ cahier du Journal de l'École Polytechnique, fit observer que les mots de flexion et de torsion indiquaient un changement de forme produit par une cause extérieure et souvent passagère, plutôt qu'une affection constante; que d*ailleurs il était nécessaire de réserver ces dénominations spéciales pour exprimer certains effets mécaniques qui se rencontrent dans la théorie des verges élastiques, et dont les résultats ne coïncident
pas toujours avec les changements que subissent les quantités — et -^ c^est ce qui l'a conduit, par
des raisons très- plausibles, à proposer de nommer ces deux affections la courbure et la cambrure de la courbe. En effet, ce dernier mol rappelle, par son étymologie même, l'espèce de courbure que produirait le mouvement d'un plan qui tournerait successivement autour de diverses droites, et c'est bien ce qui a lieu ici pour des angles compris entre les divers plans osculateurs de la courbe primitive. En outre, il propose de remplacer la dénomination fausse et incommode de courbe à double courbure par celle de courbe cambrée, plutôt que par le nom de courbe gauche qu'avait adopté M. Vallée; car ce dernier nom serait peu d'accord avec la nature de la surface développa bte qui est formée par les prolongements des éléments de la courbe, et qui a des rapports si intimes avec la caurbe elle-même.
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Parmi tontes les normales que* l'on peut mener en un même point M [fig. lag) d'une courbe quelconque, celle suivant laquelle est dirigé le rayon de courbure KO doit être tracée (n^OSO) dans le plan osculateur MM' M', et nous la distinguerons par le nom de normale principale. Or, quand la courbe AMB est plane, toutes les normales principales relatives aux divers points M, M', M",. , ., se trouvent dans son plan; et, par suite, elles se coupent consécutivement de manière à former une courbe OO'O"... à laquelle ces diverses normales sont évidemment tangentes; d'où il suit (n** 199) qu'un fil 0"'0"0'0K, plié sur cette développée, et déroulé successivement, décrirait par son extrémité K la ligne AMM'M^B.
656. Au contraire, quand la courbe proposée est gauche , les normales principales, ou les rayons de courbure, ne se rencontrent plus consécutivement. En effet (fig. a3o), concevons par les milieux K, K,', K*',..., des divers éléments, les plans normaux PQS, P'Q'S', P^'Q^'S'',..., qui se couperont deux à deux suivant les droites QS, Q'S',..,, et formeront ainsi une surface développable (n** 186), enveloppe de tous ces plans. Alors, si nous coupons les plans P et P' par le plan osculateur ^M'M' qui est perpendiculaire à ces deux4à, nous obtiendrons pour intersections lesdeuit normales KO et K'O' qui déterminent évidemment le centre O du cercle osculateur correspondant au point M , et dont la première sera le rayon de courbure relatif à ce point (*). De même, en coupant les plans normaux P' et P* par le second plan osculateur M'M^M*^, nous aurons pour sections les normales K'O' et K*0' dont la première sera aussi le rayon de courbure relatif au point M'. Or ce rayon Vi/Cy ne coïncide pas avec l'autre normale K'O^ puisque ces droites proviennent du même plan F coupé par deux plana osculateurs distincts • ainsi K'O' va ren*» contrer QS en un point I différent de O; et, par conséquent, les deux rayons da courbure consécutifs KO et K'O', n'ayant pas de point commun sur l'intersection QS des plans P et F qui les contiennent, ne sauraient eux-mêmes se rencontrer.
Il résulte de là que les centres de courbure O, O', O",..., n^étant pas donnés par les intersections successives des rayons de courbure KO, K'O', K"0",,.., la courbe que l'on ferait passer par tous ces centres n'aurait pas pour tangentes ce$ mêmes rayons, et, par conséquent, ceux-ci ne sauraient être regardés comme formés par le développement d'un fil qui entourerait la ligne OO'O".... Donc, enfin, le lieu des centres de courbure d'une courbe gauche AMIWM'\., 7i est point une développée de cette dernière ligne.
657. {Fig. i3op) Cependant la courbe gauche AMM'M"... admet une infinité de développées, ainsi que Mouge Ta fait voir. En effet, si, dans le premier plan normal P, nous traçons arbitrairement une droite KD, qui sera toujours normale
(♦) Il nous sera utile, plus tard, d'observer ici que cela revient à abaisser, du point K, une perpendiculaire KO sur la génératrice QS de la surface enveloppe des plans normaux.
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à Ja courbe proposée, et ira rencontrer QS en un point D; puis, si, par les points K' et D, nous tirons la droite R'DD', qui sera dans le second plan normal P', puis la droite K^D'D" située dans le plan P", et ainsi de suite, nous obtiendrons par les intersections successives de ces normales, une courbe DD'WD'"... à laquelle elles seront tangentes, et qui pourra servir à décrire la ligne AMM'... par le développement d'un fil enroulé autour de cette développée DD'D".... Pour le prouver, il suffit de faire voir que les portions DK et DK' des tangentes à cette développée sont égales entre elles, ou bien que le point D est à égale distance des trois points M, M', M"; or cela résulte de ce que la droite QS étant l'interseclion de deux plans P et P' " élevés perpendiculairement sur les milieux des éléments égaux MM' et M'M", chaque point de QS est à la même distance de M, de M' et de M" : aussi, cette droite QS est appelée la ligne polaire de Tare MM'M", et les distances DK, D'K', D'K",..,, sont les rayons de développée qu'il ne faut pas confondre avec les rayons de courbure KO, K'O', K'^O",,... D'ailleurs, comme la première normale KD a été menée arbitrairement dans le plan P, on pourra donc, en faisant varier la direction de cette normale, obtenir une infinité de développées, situées toutes sur la surface polaire qui est l'enveloppe des plans normaux P, P', P'%..., de la courbe AMM'M"....
6^. Cette surface polaire et développable , lieu de toutes les développées de la courbe AMM^.., a pour génératrices rectilignes les intersections successives QS, Q^S'y Q'^S'^,..., des plans normaux ; et ces droites, qui se coupent évidemment deux à deux, forment ainsi (n*^ 178) [arête de rebroussemerit UV de cette surface développable. D'ailleurs , puisque chaque génératrice QS est perpendiculaire au plan oscutateur correspondant MM'M'', et passe par le centre de courbure O où se coupent les deux normales égales KO et K'O, il en résulte évidemment que les angles KDOet K'DO, formés par deux tangentes de la développée avec la génératrice inter* médiaire QSy sont égaux; et, par suite (n** 187), on peut affirmer que chaque déve^ loppée DD'D".., deviendra une ligne droite^ quand on développera la surface polaire enveloppe des plans normaux. Cela revient à dire (n*^ 187) que cette développée est la ligne la plus courte qui puisse être tracée sur la surface polaire, entre deux de ses points; par conséquent, un fil qui, attaché en K, serait tendu et plié librement sur cette surface développable, prendrait de lui-même la forme d'une des développées KDjyD"...^ puisqu'à cause de son élasticité, ce fil ne pourra demeurer en équilibre sur la surface qu'autant qu'il aura suivi la route la plus courte.
« D'après cela^ dit Monge, on conçoit comment il est possible d'engendrer, par un mouvement continu, une courbe quelconque k double courbure. Car, après avoir exécuté la surface polaire touchée par tous les plans normaux de la courbe, si» du point donné dans l'espace et par lequel la courbe doit passer, on dirige deux fil« tangents à cette surface, et si, après les avoir plies sur la surfj^ce en les tendant, on les fixe par leurs autres extrémités, le point de réunion des deux fils, qui aurak
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faculté de se mouvoir avec le plan tangent à la surface polaire, sans glisseV hî sur
l'un des fils ni sur l'autre, engendrera dans son mouvement la courbe proposée. »
659. Il est intéressant d'observer ici que la courbe UV, arête de rebroussement de la surface polaire, a pour plans osculateurs les plans normaux de la courte primitive AMB ; car les tangentes aSQ, a'S'Q' sont toutes deux dans le plan F. D'où il suit, d'après la note du n** 653, que l'angle de torsion de UV est ^alà l'angle de contingence de AB; et réciproquement, l'angle de contingence de tfV est égal à l'angle de torsion de AB, attendu que les plans normaux de la courbe UV sont perpendiculaires aux tangentes aSQ, a'S'Q', et conséqnemment panillèlesanx plans osculateurs de AB. Toutefois, il faut se garder d'étendre cette réciprocité â la grandeur même de )a torsion ou à la cambrure de UV qui n'égalera pas la courbure de AB, non plus que la courbure de UV n'égalera la cambrure de AB; car, d'après le n® 653, il resterait à diviser les angles indiqués ci-dessus par les éléments respectifs ao' et MM', lesquels ne sont pas, en général, de même longueur.
660. {Fig. i3o.) Lorsque la courbe AMM'... sera sphérique, c'est-à-dîre située entièrement sur une sphère d'un rayon quelconque, tous les plans normaux P, P', V^,.., iront passer nécessairement par le centre de cette sphère, et leur enveloppe, ou la surface polaire qui est le lieu de toutes les développées dé AMM^.., se réduira ici à un cône dont le sommet sera placé au centre de la sphère en question. Ce point unique pourra donc être considéré comme étant une développée particulière de la courbe AMM'...; et en effet, un fil attaché à ce centre pourra tourner autour de ce point sans s'allonger sensiblement, tandis que son autre extrémité demeurera sur la courbe AMM^.., dont tous les points sont à une distance constante du centre.
661 . Enfin, si la courbe AMM'... était plane ^ tous les plans normaux P, P', P*,..., seraient perpendiculaires au plan de cette courbe, aussi bien que leurs intersections consécutives QS, Q'S',... ; de sorte que l'enveloppe de ces plans normaux se réduirait k un cjrlindrey sur lequel seraient situées toutes les développées qu admettrait encore la courbeplane AMM'.... En outre, chacune de ces développées DIXÔ*... serait alors une hélice; car ses diverses tangentes, ou les rayons de développée KD, R'iy,..., formeraient tous des angles égaux (n° 659) avec les droite^ parallèles QS, Q'S',..., qui sont les génératrices de ce cylindre. D'ailleurs, le lieu des centres de courbure OO'O".,. redeviendrait ici une véritable développée, puisque cette courbe serait la section droite du cylindre enveloppe, et qu'on peut dès lors la regarder comme une hélice dont le pas est nul : mais celte ligne OO'O''... serait, parmi toutes les développées de la courbe AIVIM'..., la seule qui fût plane. Ainsi, par exemple {Jig. 96), la spirale développante de cercle ABCDL... a potir développée plane le cergle Aêyc^X... ; tandis qu'elle admet pour développées gauches toutes les hélices qui, comme (Aêy^X..., A'6'/c^X'...), ont leur origine au point (A, A')-
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662. {Fig. lag.) Observons ici que le cercle oscillateur aMê de la courbe plane AMB traverse ordinairement cette courbe, c'est-à-dire que s'il se trouve en dehors à gauche du point M, à droite il sera en dedans de la courbe. En effet, la partie recliligne OK du fil qui entoure la développée OO'O"... va continuellement en augmentant à mesure que Ton déroule ce fil ; donc les rayons de courbure qui précèdent OK sont plus petits que cette droite, et ceux qui le suivent sont plus grands; donc aussi l'arc MA de la courbe proposée sera embrassé par l'arc de cercle Ma, tandis que M"B se trouvera en dehors de M" S, du moins dans les environs du point considéré M. Cependant, lorsque la développée présente un point de rebroussement, comme cela arrive aux sommets d'une ellipse {fig. 76), alors le rayon de courbure devient un minimum ou un maximum, et le cercle osculateur se trouve, tant à droite qu'à gauche du point de contact, placé en dedans de la courbe, ou bien en dehors. Dans ce cas particulier, le cercle osculateur acquiert un contact du troisième ordre avec la courbe.
663. {Fig, i3o.) Une circonstance analogue se présente pour le plan osculateur MM' M" d'une courbe gauche AMB; c'est-à-dire que ce plan traverse ordinai^ rement la courbe, en laissant au-dessous de lui l'arc MA, et au-dessus l'arc M"B, parce que la torsion des éléments, produite (n*^ 654) par la différence d'inclinaison des plans osculateurs consécutifs, persévère en général dans le même sens. Cependant, comme, par suite de la continuité de la courbe proposée, l'inclinaison du plan osculateur ne varie que par degrés infiniment petits, s'il existe un point singulier où cette torsion change de sens, cela ne pourra arriver qu'autant que V angle de torsion aura passé par zéro ; et dans cet endroit de la courbe, trois éléments consécutifs seront situés dans un même plan osculateur, lequel se trouvera alors tout entier au-dessus de la courbe AMB, ou bien tout entier au-dessous.
664. Construire le plan osculateur relatif à un point assigné sur une courbe gauche, {Fig, 5i.) Soit N le point assigné sur la courbe gauche VNU, laquelle devra être
définie par ses deux projections. Si, pour obtenir approximativement deux tangentes infiniment voisines, on menait celle du point N et une autre extrêmement voisine, deuTL droites aussi rapprochées détermineraient, avec peu de précision, les traces du plan qui les contient. 11 vaudra donc mieux construire diverses tangentes à la courbe VU, pour le point N et pour d'autres situés à de médiocres distances, en arrière et en avant de N; puis chercher les traces de ces tangentes sur le plan horizontal, par exemple, et réunir tous ces points par une courbe continue ALD, qui sera la trace de la surface développable lieu de toutes les tangentes à la courbe VU. Alors, comme on sait (n*^ 181) que le plan tangent de cette surface est le plan osculateur de son arête de rebroussement, il n'y aura qu'à mener la tangente Ld à la trace ALD, et le plan NLd sera le plan osculateur demandé.
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665. Construire le rajron de courbure relatif à un point donné sur une coutbe gauche. Soit M le point donné sur la courbe gauche que nous désignerons par A ; con-
strnisons, comme ci-dessus, le plan osculateur n correspondant au poîntM, et projetons-y la courbe A, qui deviendra une autre ligne B ayant évidemment deux éléments communs avec la première. Dès lors, la courbure de A étant la même que celle de B en M, la question sera réduite .à trouver le rayon de courbure d'une courbe B, qui est plane.
666. {Fig. i4i.) Pour résoudre ce dernier problème, soit MN la normale de B au point donné M, et MC, MCv.., diverses cordes partant de ce même point Si, par le milieu de la corde MC, on lui mène une perpendiculaire IP, et que par le point P, où elle va couper la normale MN, on élève sur cette dernière droite une perpendiculaire Pa = MC; puis, si l'on repète des constructions analogues pour les autres cordes, la courbe aa'a^èë' ira couper la normale MN en un point O, qui déterminera le rayon de courbure MO de la ligne proposée. En eiTet^ lorsque la corde MC diminue do plus en plus, l'ordonnée Va" décroit pareillement, et la perpendiculaire TP" approche davantage d'être normale à la courbe MB; donc, le point O où la ligne auxiliaire aa'6 ira couper MN^ sera bien l'intersection de cette normale avec une normale infiniment voisine; et, par conséquent, le rayon de courbure de la ligne B pour le point M aura bien pour longueur MO {*).
667. ÉlarU donnée une courbe quelconque A, construire une de $es développées, et le lieu des centres de courbure.
On mènera divers plans normaux à cette courbe, par des points assez rapprochés ; et après avoir construit leurs traces sur les deux plans de projection, on dé^ crira une courbe a tangente à toutes les traces horizontales, puis une courbe ê tangente à toutes les traces verticales. Ces deux courbes a, € seront évidemment les traces de la surface polaire 2, lieu de toutes les développées de A (n^ 658); et Ton obtiendra diverses génératrices G, G', G%..,, de cette surface développable, en joignant deux à deux les points où les courbes a et 6 sont touchées par on même plan normal. Cela posé, du point de départ M, choisi à volonté sur la courbe A, on mènera une tangente MD à la surface 2, puis on efiectuera le développement de 2 sur un plan quelconque, où la développée cherchée, devant être une ligne droite (n^ 658), ne sera autre chose que le prolongement indéfini de MD. Alors, en marquant les points où cette droite MD rencontre chacune des génératrices y, y, /v*M àe 2 développée, puis rapportant ces points sur les génératrices primitives G, G', G'V-> on obtiendra la développée qui est tangente au rayon
{*) Cette méthode est tirée de la Céométrie des courbes, par M. Bergerj; et elle offre rayaatage, que la courbe auxiliaire vient couper à angle droit la normale donnée, ce qui fixe mieux la position du point cherché.
CHAPITRE I. •-' COURBURE ET DÉVELOPPÉES DES LIGNE
MD. En faisant varier cette droite, qui a pu être tracée de bien des manières, on trouverait d'autres déveIop|>ées de la courbe A.
668. Si du point M on abaisse une perpendiculaire sur la génératrice G, qui se trouve dans le plan normal relatif à M, le pied de cette perpendiculaire sera le centre de courbure de A pour le point M (n** 656, note); et le lieu de tous les centres de courbure s'obtiendrait en répétant cette construction pour divers points M', M",*.., de la ligne donnée A.
Ces diverses opérations seront ordinairement très-laborieuses, mais elles deviendront assez simples dans plusieurs cas intéressants, comme cela arrive pour les dmix ei^emples que nous allons étudier, et qui serviront d'ailleurs à éclaircir la généralité des considérations précédentes.
669. (J^ig' 101.) Étant donnée une développante sphérique, projetée sur DMPGQFf trouver le lieu de ses centres de courbure^ et l'une de ses développées,
Noos avons dit, au n^ 405, que celte épicycloïde particulière est engendrée par on point m d'un cercle mobile S"", dont le plan roule sur un cône fixe S'AE, pendant qu^ «on centre coïncide perpétuellement avec le sommet S' de ce cône; on a va aussty au n^ 49o, que le plan normal de cette courbe, pour un point quelcon«que (M, M'), est le plan S'AY dans lequel se trouve alors le cercle mobile, et qui est tangent au €oneûxe S'AE. Il s'ensuit donc que ce cône est précisément la sur«> face polaire^ enveloppe de tous les plans normaux, dont nous avons parlé au li? 6S8, et sur laquelle doivent être placés toutes les développées et tous les centres de courbure de la développante sphérique DMPGQF» Ainsi, d'après la note dii n^ Qoêf si nous abaissons du point (M, M') la perpendiculaire (MR, M') sur ia génératfiee de contact S'A du plan normal, le pied (R, W) de cette perp^dicu» laire sera le centre de courbure correspondant à (M, M'), et la vraie 'grandeur du rayon de courbure sera RM. Semblabiement, lorsque le point générateur se trouvera projeté en Ng, époque où le contact du cercle mobile est arrivé en A,, la pwpendîculaîre W5B5, abaissée sur la génératrice OA5, sera le rayon de courbure, et Bs la projection du centre de courbure : sa projecli<m verticale serait facile à obtenir. Enfin, pour le point P, qui répond à un quart de la révolution du cercle vaobih^ le rayon de courbure sera PO, égal à S"A; de sorte que le lieu des cen^ très de courbure aura pour projection horiaontale une courbe à double nœud DRRsOB^G, . ,0, . .F que nous n'avons pas achevée, afin d'éviter la confusion, mais qui passerait deux fois par le point O, et dont la partie OR9GO répond à un arc situé sur la nappe supérieure du cône S'AE.
670. Pour suppléer à la projection verticale que nous n'avons pas voulu tracer ici, nous allons construire sur le plan du cercle mobile les positions occupées succejssivement par ton* k» ^c^tre» de çoarburç. Or, d'après la méthode exposée cir dessus pour le point quelconque (M, M') de la développante sphériquci, on doit
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voir que si l'on tire les rayons S''^^, S^a^, S'^a^y...yqm représentent les génératrices suivant lesquelles le cône est touché successivement-par le plan du cercle mobile, et qu'on leur mène les perpendiculaires mr^^ mrg, mr^^.,,f parties du point générateur m y ces perpendiculaires seront les longueurs précisés des divers rayons de coui'biire; et leurs pieds, qui forment évidemment une circonfiérenoç- de -cercle, iront coïncider tour à tour avec les vrais centres de courbure de la développante sphérique, lorsqu'on fera rouler le cercle S"A sur le cône S'AE, Il en serait de même si Ton ployait le plan de ce cercle pour l'appliquer sur le cène, par une opération inverse de celle qui sert à développer celte surface; de sorte que la circonférence mrrj^r^S"r^.,. peut être regardée comme k tran^rmée du Heu des centres de coiirburei lorsqu'on développe lecôneS'AE qui contient réeUement tous ces centres (*).
671 . Quant à la construction d'une dévehppée de la développante spfaérîqne, il faut se rappeler (n^ 638) qu'une pai^ille courbe doit dévenir reçiitigne lorsqu'on développera la surface* envelojipe de tous les plans normaux, laqiielle est' ici le cône S'AE. Si donc, sur le cercle rabattu en S", on trace une droite arbitraire partant de m, telle que maSyrf, il n'y aura plus qu'à transporter sur le cône S'AE les points a, g, y>. •> où cette droite rencontre les divers rayons S'^ae, S^a^y S"ati--7 qui représentent autant de génératrices de ce cône; or il est bien facile dere^ trouver les véritables positions de ces génératrices sur les deux plans de projection, et d'y rapporter, à partir du sommet S, les longueurs S^a, S"€, S^'y,..., ce qui fournira les deux projections de la développée en question. Nous n'avons point effectué ces opérations sur notre ^ure, afin d'éviter la confusion qui en serait résultée pour ie lecteur ; mais nous les achèverons dans le problème suivant, où les résultats offriront plus d'intérêt.
672, Étant donnée une hélice à base circulaire (ABCDEF... A'B'C'D'E'F'b-), «maver le lieu de ses centres de courbure, et l'une de ses développées.
{Fuj. ia8.) Après avoir construit la tangente (ET, ET) de cette hélice, menons le plan normal correspondant E'N'N, lequel passe évidemment par le rayon (OE,E') du cylindre qui contient cette hélice, et fait avec l'axe vertical O un^e complémentaire de celui que forme la tangente. Or cette dernière b'gne ayant une inclinaison constante (n'' 450) quelle que soit la position du point de contact (K, E') sur l'hélice, il s'ensuit que tous les plans normaux de cette courbe auront
(*) Ce résultat remarquable est emprunte à un. Mémoire intéressant de M. T/i, Olipier^ sur les centres de courbure des épîcycloïdes , insérée dans le xxiii* cahier du Journal de V École Polytechnique. Toutefois, nous croyons devoir avertir que, dans ce Mémoire, il s'est glissé une erreur sur/fl prqjectwn du Heu des centres de coiirbufe de la développante sphériqoe; car celte projection ne saurait éu%, comme on l'a dit par inadvertance, la développée de la projection horizoatale de là développante spbé^çue. .
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parerllement une inclinaison constante, et que chacun passera par le rayon du cylindre qui aboutira au point considéré sur Thélice. Par conséquent, si Ton con-^ çQÎt que ces plans norniaux soient menés par des points infiaioient voisins, pris à distances égales sur l'hélice proposée, ils se couperont consécutivement suivant des droites qcii auront toutes des poâirions parfaitement symétriques relativement à l'ase vertical O; c'est-à-dire que ces droites seront également inclinées sur cetaxe, et placées' à la vnême distance de cette verticale. D'où je conclus que ces droites, intersectfons des plans normaux consécutifs, se trouveront tangentes à une nou^ velle hélice tracée sur un cylindre droit à base circulaire àbcde.,., dont le rayon est ODcore inconnu, et qu^elies* formeront un hélicoïde développable [n^ 436) qui sera Icv Hea despêtes^ ou le tieu de toutes les développées ( n^ 658) de l'hélice primitive (ABCDE..., A'B'C'D'E'...).
673< Pour déterminer cet hélicoïde, j'observe que sa trace hori:îontale sera précisément la développante du cercle inconnu abcd$... (n^ 455), et que cette courbe devra être tangente aux traces de tous les plans normaux. Or, le plan normal relatif au point (A, A') ayant évidemment une trace AOI qui passe par le centre O, le rayon OI contiendra nécessairem^it Torigine de cette développante; tandis que la trace IN'N, perpendiculau^e à OI, répondra au premier quart de révolution de cette développante; par conséquent, sa distance an centre, c'est<»à-dire OI ou en, devra se trouver précisément égale au quart de la circonférence inconnue abcdcM^is déjà il existe une relation semblable entre la sous-tangente ET et le quart de cercle AE; donc le rayon OA de ce dernier doit avoir avec ET le même rapport qu'aura le rayon inconnu Oa avec OI. D'après cette remarque, on tirera la droite k'^ parallèle à FT', puis d^ ci pamllèle à Ë'N^ et cette seconde parallèle déterminera la grandeur O'a' que l'on doit donner au rayon du cercle demandé abcde) ensuite, on construira l'hélice (abcde..., a'b'dd'é ..!) de même pas que l'hélice primitive, et ce sera l'arête de rebroussement de riiélicoïde en question. Cette surface aura d'ailleurs pour trace horizontale la développante aiu;r du cercle abcdc.y et pour génératrices les tangentes de la nouvelle hélice, telles que (en, E'N'), (Au, AV), les<(uelle8 représentent les intersections consécutives des plans normaux infiniment voisins, menés à l'héKce (ABGD..., A'B'Ciy...).
674; [Fig. 128.) Pour trouver le rayon de courbure de cette dernière ligne au point (E^ E') par ^exemple, il faut abaisser de ce point {note du n** 656) une perpendiculaire (EOe, E') sur la génératrice (en, E'N'), qui est dans le plan normal correspondant au point assigné. Or, comme cette perpendiculaire aboutit évidemment au point (e, £'), et que des résultats semblables arriveraient pour tout autre plan normal, nous en conclurons ces deux théorèmes bien remarquables : i^ toute hélice à base circulaire (ABCDE..., A' fi' CD' £'...) a pour lieu de ses centres de cour* bure une autre hélice {abcde...^ a'I/c'd^e^...) déterminée comme ci«-de6sus; 2? le
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rayon de courbure de la première hélice est coiïstaat, et égal à la $omme OË 4* Oe (^ rayons des cylindres où sont situées ces deux courbes.
675. Réciproquement, on prouvera, par des considératioDB semblajbles, qiiela seconda hélice {abcde,..j àb'c'd'e'.,.) a pour lîeu de ses centres de courbure la première hélice (ABCD,,,, A'B'G'D',,.); et que le rayon de courbure de ceUe-là est aussi constamment égal à la somme Oe + OE. Gela tient à oe que le plan nor« mal £'!N'N de la première hélice est le plan osculateur ( n^ 463) d« )a seconde; et qu^aiissi le plan normal de celle-ci, qui serait E'TT^ perpendiculaire à ta tan* gente (i?n, E'W)^ se trouve le plan osculateur de là première; de sorte qu'il y a une oovnplèiie réciprocité entre ces deux hélices, et les angles de contingence et dt torsion (n^^ 655, 6o4) dans lune, sont respectivement égaux aux angles de tomm et de contingence dans l'autre. Ce résultat est un cas particulier de la i^elatîon générale que nous avons £sut remarquer au n^ 659; mais, comme tiou/s ravooi observe alors, il ne faut pas en conclure que la torsion merne^ ou la cambrure de la seconde hélice, soit égale à la courbure de la première, ni r^proquement; car lei éléments correspondants AB et 06 de ces courbes ne sont pas de même lorigueur.
676. Si l'on veut exprimer par l'analyse la grandeur des rayons de courbure f et p' de ces deux hélices, il n'y a qu'à poser
OA = ïl, Oa = r, angle r=: w, W= 90^— « = w', 0'E' = |A;
et le triangle rectangle Md'cfj que nous avons tracé sur l'épure, fournira éyidem^ ment la relation r = R tang* «, d'où l'on déduira
p = R4-r=R(i + tang^a)) = R(i+j^,)
pour la {première hélice; et pomr la seconde,
p' = r + R = r (i ^. tang» o)') = r (i + ^,) .
677. i^Fig. ia<8.) Maintenant, construisons une c/^^p;»^^ de rhâice(ABCDM.| MWGV...), m menant d'abord, par un point arbitraire (E, E') de cette courbe, une droite qui soit «tuée (n"» 657) dans le plan normal E'N'N relatif à ce poifit; ou bien une tangente à la surface polaire, enveloppe îles plans normanx, bqi^i^ sur&ee est ici l'hélicoîde développable qui a pour arête de rebroussemeut J'h^^^ {etbcdes..^ cflfcfd'e^...). Afin d'arriver à des résultais plus symétriques, choi$isson$ poiar c«tte première tangente le rayon de c<mrbttre (Ee, E'), et rap^ieloas-^^^"^ qu'après te développement de cet hélicoïde, la développée cherchée deviendra ^^ ligne droite (n^ 658) qui devra être le prolongement indéfini de(E£, E').Si d^ nous voulons développer cet hélicoïde sur son pian tangent E'N'JÏ', i* ^*^^ (a*» 467) rabattre les taiigeni£s(ite, N'Emet (W«, NV) suivant n€«t Ha'' j p«i^ ^ ver À len» Mlrhailém deox peipendiculaîres xa et ix'u qai aéterimneront par ^
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rencontre le centre w et le rayon «g (*) du cercle eX suivant lequel se transformera Fhélice (afrcrf..., a!l/&d'...); d'ailleurs, sur ce développement, la droite indéfinie <ùsit représentera la transformée de la développée cherchée.
Quant à la position que prendra, sur ce développement, la génératrice quelconque {hvyh'%/) de rhélicoïde, nous l'obtiendrons en prenant l'arc de cercle ^ de même Idngueur que l'arc d'hélice {eh^ E'A'), longueur qui est donnée (n^ 468) par l'hypoténuse du triangle E'Yj'yj'^ dont la base E'37' égale l'arc horizontal eh; et alors la génératrice cherchée deviendra la tangente Yjn. Or, cette dernière allant rencontrer la transformée cos de la développée, au point n, il s'agira de reporter la distance y??: sur la génératrice primitive (Aw, A' y'); pour cela, on prendra l'hypoténuse £'71" = >37r, et la base ¥Jn de ce nouveau triangle rectangle étant portée de h en />, fournira évidemment la projection horizontale p, puis la projection verticale p% d'un point de la développée cherchée, laquelle sera {epx, E'p'x').
678. Ainsi, un fil enroulé sur cette branche suivant la direction (xpeE^ x'p'E') décrira par son extrémité (E, E') la partie supérieure (EFGH..., E'F'G'H'...) de l'hélice donnée, du moins jusqu'à une certaine limite que nous allons déterminer; et le ra/on de développée aboutissant au point (p, p') sera la tangente (H/>, H'p'). Quant à la partie inférieure (EDCB..., E'D'C'B'...), elle aura pour développée une autre branche (ePX, E'P'X') qui se construira comme la première, ou plutôt qui s'en déduira immédiatement, en cherchant des points (P, ?') placés symétriquement avec (p, p').
679. Il y aura sur le développement de l'hélicoïde une tangente Xp, parallèle à la transformée cùstt de la développée : donc, si nous rapportons le point X sur l'hélice, en prenant l'arc de cercle eWégal à la base E'X' du triangle rectangle E'X"X' dont l'hypoténuse est l'arc eX rectifié, la génératrice (/r, /V) de l'héliccnde correspondra à Xj9, et n'ira plus rencontrer la développée {epxy E'p'xf) qu'à l'infini. Toutefois, ce n'est pas là l'asymptote de cette branche; car une pareille droite doit non-seulement rencontrer la courbe en un point infiniment éloigné, mais aussi lui être tangente. Or, puisqn'au point (p, p'), situé sur la génératrice (Av, Hx/\ la tangente était (Hp, H'p'); pour le point infiniment éloigné situé sur (/r, /V) la véritable tangente, ou \ asymptote, partira du point (L, L'), diamétralem^it opposé à (/, /')? et sera la droite (Lz, L'z'), parallèle à (/r, f r').
680. On voit par là que la branche de développée (epx, E'p'x'), quoique infinie, ne peut servir qu'à décrire la portion d'hélice (EKL,E'K'L') ; et quand le point
(*) Ce rayon a>c doit se trouver égal à £c, puisque c'est là le rayon de courbure (n°674) de l*hélice [ahcd, . ., a! Vd d* , . .}, et que cette ligne ne doit pas changer de courbure, quand on déreloppe la surface dont elle est Taréte de rebroussement (n® 170, note). Ainsi il aurait mieux valu rabattre une seule tangente suivant /ic, puis élever la perpendiculaire S6> égale à Etf, laquelle aurait toffi pour tracer le cercle %\ : c'est la marche que nous avons déjà conseillée au n^ 4W.
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générateur (E, E') du fil mobile est arrivé en (L, L'), il faut que ce fil prolongé en sens contraire (LZ, L'Z'), et fixé à son extrémité opposée, recommence à se plier sur une nouvelle branche (YQfc, Y'Q'6") qui a la même asymptote^ et qui servira à décrire un second arc d'hélice (LAB, UA'B*), égal au précédent. Pour construire cette nouvelle branche de développée, dont la projection horizontale doit être évidemment symétrique de epx^ on prendra l'arc Ib = fe, puis on décrira la circonférence /?P 9 Q, sur laquelle on placera le point Q à gauche du rayon Oé, comme le point p était placé à droite du rayon Oe; enfin, on projettera Q en Q', en élevant ce dernier au-dessus de l'horizontale B^b'' de la même quantité dont le point p' est abaissé au-dessous de E'X'.
681. A la branche de développée (YQ6, Y'Q'6") succédera une troisième branche (69/, ^"9^ ) ^^^^ chaque point (9, 9') se construira comme précédemment, et d'une manière que notre épure rend assez visible; cette troisième branche servira à décrire un nouvel arc d'hélice (BES, B"E"S"), toujours égal aux précédents, et ainsi de suite. L'asymptote de cette dernière branche serait encore parallèle à la génératrice de l'hélicoïde, qui partirait du point diamétralement opposé à (S, S"); mais il sera plus simple de mener au cercle la tangente SWU, qui coupera LZ au point W, situé sur le rayon 06 : et comme ce point serait projeté en W sur la première asymptote, il faudra placer le point W" à la même hauteur andessus de B"6", puis tirer la droite W"U' de manière à former avec la verticale le même angle que WZ.
682. Quant à l'asymptote (VÇ, V''Ç')dela branche (ePX, FP'X'), sa projecrton horizontale a une position symétrique de Vz; et sa projection verticale étant évidenmient parallèle à V's', il suffira de la mener par le point V placé au-dessous de E', comme le point V est au-dessus.
683. {Fig. ia8.) Pour mieux saisir la liaison de ces diverses branches de la développt'^e totale d'une hélice, et bien comprendre la description de cette courbe par un mouvement continu, sans être obligé de transporter le point d'attache du fil mobile, d'une branche sur l'autre, il n'y a qu'à se représenter une droite indéfinie eX injlexible y placée d'abord dans la position horizontale (Ee, E'), laquelle roule, sans glisser, sur la branche (e/?x, YJp'x^) en lui demeurant tangente. Dans ce mouvement, le point générateur (E, E') commencera par décrire l'arc d'hélice (EKL, E'K'L'), et lorsqu'il sera parvenu en (L, L'), la droite mobile sera devenue Tasymptote (L2, L'z') ; mais, comme au même instant cette droite touchera à l'infini la seconde branche (/> Y, 6" Y'), si elle recommence à rouler en sens contraire sur celte dernière branche, pour se rapprocher de la position horizontale (B6 W, Wb"\ le point générateur décrira, dans cette seconde période de son mouvement non interrompu, l'arc d'hélice (LAB, L'A^'B''). Puis, si de la position horizontale (B6, Wb"), la droite mobile vient à rouler sur la troisième branche {bqy^ b^^f)^
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le poittt générateur décrira un nouvel arc d*hélice(BES, B'^E^S"), jusqu'à ce que la droite ait pris la position de l'asymptote (SWU, S" WU'); d où elle passera, sans interruption, sur une quatrième branche qui a la même asymptote, et ainsi de suite. Si Ton éprouvait quelque difficulté à suivre ces divers mouvements dans l'espace, on pourrait d*abord les étudier sur une sinusoïde (n*^4ol, note)^ pourbe plane dont la développée, situçe dans son plan, offre ainsi des branches inBnies qui ont, deux à deux^ une asymptote commune.
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684r. Deux surfaces sont dites osculalriçes l'une de Tautre, lorsque tout plan mené par la normale commune les coupe suivant deux courbes qui sont osculalriçes entre elles (n° 650), ou bien qui ont le même rayon de courbure. Mais on doit sentir que,. parmi toutes les sphères qui peuvent toucher une surfaceS en un point donné, aucune ne saurait lui être osculatrice; puisque la courbure d'une sphère est uniforme, tout autour de sa normale, tandis qu'il n'en est pas ainsi d'une surface quelconque. Alors, pour estimer la courbure de cette dernière en un point donné, on cherche les rayons de courbure des diverses sections normales, et, par leur comparaison, on acquiert des notions précises sut* la forme plus ou moins aplatie de la surface autour du point considéré, ainsi que sur sa position par rapporta §on plan tangent. Or il existe, entre les rayons de courbure de ces sections normales, une loi bien remarqua})le que nous allons d'abord étudier sur les surfaces du second degré.
683. {Pig. i3i.) Dans un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont OA = a, OB = by OC = c, considérons spécialement un sommet C, pour lequel la normale est l'axe COZ, perpendiculaire aux tangentes CX et CY des deux ellipses principales CAet CB. Si nous menons par ce point un troisième plan normal VCZ, dont la trace, sur le plan tangent XCY, soit CV, il coupera la surface suivant une ellîpsfe CD, qui aura évidemment pour demi-axes OC = c et OD = d. Or on sait (n® 200) que les rayons de courbure, au sommet C des trois ellipses CA, CB, CD, ont pour grandeurs respectives
et comme le demi-diamètre d de l'ellipse ADB aura toujours une longueur comprise entre a et 6, on voit qu'en supposant a < 6, le rayon p se trouvera toujours plus grand que R, et plus petit que R' ; c'est-à-dire que toutes les sections normales faites par le sommet C, la courbe CA est la section de courbure maximum, puisque 4« édit. 38
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son rayon R est le pins petit (n^653), et la courbe CB est la section de courbure
minimum, pui3qiie son rayon R' est plus grand que tout autre.
D'ailleurs, si Ton désigne par y l'angle que fait le plan normal VCZ avec le plan principal XCZ, (p sera aussi Tangle compris entre l'axe OA et le diamètre OD de l'ellipse ADB; et l'on sait que la longueur de ce diamètre est donnée par l'équation
ii = icos*yH-~sin«qp.
Donc, en multipliant tous les termes par c, et ayant égard aux valeurs précédentes des rayons p, R, R', il viendra
(i) -=-cos«9-h^,sm^y,
relation qui permettra de calculer immédiatement le rayon de courbure p d'une section normale quelconque passant par le sommet C, quand on connaîtra l'angle f de cetle section avec une des deux sections principales, et les rayons de courbure R ctR' de ces dernières courbes.
686. {Fig, i3a.) Considérons maintenant un hyperboloïde à une nappe, dont l'ellipse de gorge est CAFE qui a pour axe les deux axes réels de la surface, savoir: OA = a, OC = c; tandis que l'axe imaginaire est une horizontale Ob :^ 6, perpendiculaire au plan de l'ellipse que nous regardons ici comme le plan vertical de la figure. Lie rayon de courbure de cette ellipse, pour le sommet C, sera une ligne
GG = — ;c: R, et celui de l'hyperbole BCL contenue dans le plan des deux axes OC et Oby sera Cil— = R'; mais il se trouvera dirigé au-dessus du plan tangent XCY,
au lieu d'être au-dessous comme CG. Maintenant, menons par le point G un normal quelconque VCZ, qui forme avec le plan principal XCZ un angle désigné par f ; si cet angle est assez petit, la section sera une ellipse CDF qui aura pour axes OC = c, OD = rf, et ce dernier sera évidemment un diamètre de l'hyperbole ADK contenue dans le plan des deux axes horizontaux OA et 06, Or on sait que ce diamètre est lié avec les axes de l'hyperbole, par la relatiou
l = lcos*y-i;sin»y;
si donc on multiplie tous les termes par c, et qu'on observe que le rayon de courbure au sommet C de l'ellipse CDF est p— , on en conclura
(^) 7 = ]^cos»?-5>sîn«f,
relation qui rentre précisément dans la formule (i), pourvu qu'on y regarda
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comme négatif celui des deux rayons principaux R, R', qui se trouvera dirigé audessus du plan tangent {*).
687. Cela posé^ tant que l'angle f sera peu différent de zéro, il est certain que le premier terme du second membre de la formule ( a ) prévaudra sur le terme négatif, et qu'ainsi le rayon de courbure p de la section normale CDF sera positif, ce qui annonce que cette courbe sera convexe, c'est-à-dire située au-dessous du plan tangent
XCY. D'ailleurs, i étant évidemment moindre que ^^» et à plus forte raison
moindre que g» il eu résulte que le rayon variable p sera plus grand que R, et qu'il
augmentera continuellement avec f , jusqu'à ce que cet angle ait acquis la valeur ci> déterminée par l'équation
-^==-^> dau tang«n= rhi/^*
Si donc on trace sur le plan tangent XCY, ou sur le point horizontal (**) parallèle à celui-là, deux droites OT, O'Q, qui fassent avec O'X' des angles égaux à w , alors, quand le plan sécant normal arrivera dans la position O'P, il coupera l'hyperboloîde suivant une ligne dont la courbure sera nulle, puisque p deviendra inâni : et, en effet, on doit voir que cette section sera l'une des deux génératrices rectilignes qui passent par le sommet C, attendu que, diaprés les valeurs de R et R', l'expression de (ù revient à tangGi) = —
688. {Fig. i3a.) tiorsque l'angle 9 sera devenu plus grand que «, et que le plan normal aura pris la position O' W, alors la formule (a) montre que le rayon p aura une valeurïiégative; de sorte que la section correspondante se trouvera concave, c'est-à-dire située au-dessus du plan tangent^ et ce sera une hyperbole dont le rayon de courbure p ira en diminuant numériquement, jusqu'à ce que Ton ait
(f = 90^, d'où p = — R' = CH.
Ce dernier résultat se rapporte au plan normal 0' Y', qui coupe la surface suivant Thyperbole principale BCL.
689. En continuant cette discussion depuis y = 90"^ jusqu'à y = 36o^, on re-
(*) Ordinaireineiit, on adopte l'hypothèse contraire, parce que Tanalyse fournit une valeur positive pour le rayon de courbure d'une courbe située au-dessus de sa tangente, du moins quand on compte les ordonnées positives de bas en haut. Mais, comme nous avons dirigé ici Taxe des a positifs de haut en bas, la convention faite dans le texte s'accorde bien avec l'analyse ; et nous avons préféré cette disposition , parce que les sections normales sont plus commodes à figurer, quand on les place au-dessous du plan tangent.
(**) rfous employons ici, outre la figure en perspective sur le tableau vertical XGZ, une projection horizontale faite sur un plan perpendiculaire à la normale CZ, afin de faire mieux apercevoir les limites qui séparent les sections convexes du sections concaves.
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trouverait successivement des résultats analogues, puisque la formule (a) ne renferme que les carrés de sin ç et cos ç. D'où l'on doit conclure, i° que les deux plans normaux PO'p, QO'9 partagent la surface autour du point (O', C) en quatre régions distinctes : dans les deux angles PO'Q eX pO'q opposée par le soromet, toutes les sections normales sont convexes y ou situées au-dessous du plan tangent XCY; et dans les deux autres angles PO'ij, Q0'/>, toutes les sections normales sont concaves, ou situées au-dessus de ce plan tangent; d'ailleurs le passage des unes aux autres se fait par deux sections rectilignes P0'/>, QO'9, qui sont les génératrices de rhyperboloïde situées dans le plan tangent XCY. a® Le rayon de courbure R de la section principale CAF est le minimum de tous les rayons positifs, lesquels varient depuis p == R jusqu'à p = 00 ; tandis que le rayon de courbure R' de Tautre section principale BCL est le minimum des rayons négatifs : ou bien, en tenant compte du signe de ces derniers, on pourra dire que — R' est un maximum, maïs seulement par rapport aux rayons négatifs qui varient depuis p = — R' jusqu'à
690. {Fig. i33 et i34.) Les propositions que nous venons de démontrer ponr un sommet réel d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde 4 une nappe, sont également vraies pour toute surface S, et pour un point quelconque M de cette surface dont la normale est MZ. Cest-à-dire que, parmi toutes les sections normales passant par ce point, il y en a toujours deux, MA et MB, nommées sections prhtcipaxes, dont la première a un rayon de courbure MG = R qui est miivimum, et la seconde un rayon de courbure MH = R' qui est maximum : ces deux sections principales sont situées dans des plans XMZ, YMZ, perpendiculaires entre eux; et quand une fois on connaît la position de ces plans et les ratoits priitcipàcx R, R', le rayon de courbure p de toute autre section normale MD passant par le même point, est donné par la formule
(3) i=:^cos*y+^,sin^y,
011 (p désigne l'angle du plan de MD avec le plan de MA, et il où faudrait regarder comme négatif celui des deux rayons principaux, R, R', qui serait dirigé au-dessus du plan tangent XMY, si la surface était non convexe, c'est-à-dire traversée par son plan tangent en M.
Ce théorème important, dû à Euler, n'est guère possible à démontrer d'une manière complète et rigoureuse, au moyen de considérations purement synthétiques; c'est pourquoi nous préférons de l'admettre ici comme un résultat du calcul différentiel (*); mais c'est l'unique emprunt que nous ferons à l'analyse, et nous allons ensuite développer, par la géométrie seule, les conséquences intéressantes dont ce théorème est susceptible.
(*) Fo/ez VJnalfse appliquée à la géométrie des trois dimensions, chap. XVI.
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691. Lors(]ue les deux rayons principaux MG = R, MH = R', sont positifs, comme dans lajig. i33, la formule (3) montre que p est constamment positif, quel qtie soit l'angle y; donc alors toutes les sections normales se trouvent au-dessous du plan tangent XMY, au moins dans les environs du point M, et la surface est coîwexe en ce point. D'ailleurs, en supposant que R < R', il est facile de voir que R est alors le minimum absolu de tous les rayons de courbure des sections normales passant par M, et R' le maximum absolu de tous ces mêmes rayons ; en effet, la formule (3), écrite tour à tour sous Tune et l'autre des formes suivantes,
montre qu'on a toujours, quel que soit l'angle ç,
Des conséquences semblables auraient lieu, si les deux rayons principaux étaient négatifs à la fois; seulement alors, la surface se trouverait placée au-dessus du plan tangent, tout autour du point M.
692, Lorsque, pour un point particulier M d'une surface quelconque, il arrive que les deux rayons principaux R, R', sont égaux et de même signe, la formule (3) se réduit évidemment, et Tangle 9 disparait; de sorte qu'on trouve /9 = R poiu' toutes les sections normales passant par ce point, autour duquel la surface présente une courbure uniforme dans tous les sens, comme celle d'une sphère. Ges points particuliers se nomment des ombilics^ et nous en ferons remarquer plusieurs de ce genre dans l'ellipsoïde (n^ 739) j mais il est déjà évident que, quand la méridienne d'une surface de révolution coupe l'axe sous un angle droit, ce point est toujours un ombilic.
695. Lorsque les deux rayons principaux sont de signes contraires, comme dans la /</. i34, où MG = R, qui se rapporte à la section (MA, M'A'), se trouve positif, et où MH = R', qui se rapporte à la section (MB, M'B'), se trouve négatif^ alors la formule (3), écrite avec le signe de R' en évidence, devient
(4) J = 5Cos>-^,sin»?.
Elle montre déjà que p sera tantôt positif, tantôt négatif, suivant la valeur de Fangle f ; c'est-à«dire qu'il y aura des sections normales situées, les unes au-dessous, les autres au-dessus du plan tangent XMY; ainsi la surface sera non convexe, ou à courbures opposées. Pour déterminer les limites de ces diverses sections, cherchons la valeur particulière w de l'angle y, qui satisferait à l'équation
~ cos* ^ "" 5> ^^^^ « = o, d'où tang (ù = ± i/— 5
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puis, traçons sur le plan tangent XMY, ou sur le plan horizontal (*)qui Un est parallèle, deux droites M'P, M'Q, qui fassent chacune avec M'X' un angle égal à <ù. Alors, pour toutes les valeurs de (p comprises entre ç=— ci>etç = + «, comme aussi pour toutes celles qui tomberont entre 9= 180® — w et ç= i8o**-l- q, la formule (4) donnera évidemment des valeurs de p, qui seront positives; c'est-àdire que toutes les sections normales comprises dans les angles dièdres PM'Q et pWq seront situées au*de$sous du plan tangent horizontal XMY. Au conlraire» lorsque la valeur de f tombera entre u et 180^ — «, ou bien entre j8o**H- » et 36o^ — (d, la formule (4) donnera pour p une valeur négative; ce qui prouve que toutes les sections normales, comprises dans les deux angles dièdres PM'^ et QM'p, seront situées au-dessus du plan tangent XMY, au moins dans les environs du point M.
694. i^Fig. i340 ^i^fii^t lorsque f recevra une des valeurs f =±:(id, ou (f = 180^ ±: », le rayon p devenant infini dans la formule (4), il s'ensuit que les deux plans normaux limites VM'p^ QM'^, couperont la surface suivant des courbes qui, sans être recttlignes, comme cela arrivait dans Thyperboloïde (n^ 687)i se* ront du moins très-aplaties dans les environs du point M, et y offriront tmecouf" buremUlc} c'es^àHiire que ctiacune aura en cet endroit deux éiéuaenta comimiDS avec sa tangente qui sera précisément la trace M'P ou M'Q du plan normal Umik sur le plan tangent XMY. Ainsi, on pettt dire que les deux plans normaux FM'p et QM'q partagent la surface en quatre régions distinctes qui sont tour à tour convexes et concat;^^.
En rétamé) dans les surfaces non convexes, les rayons de courbure positifs va* rient, d'après In formule (4)^ depuis p = h- R jusqu^à p =x -f* ao ; et les rayons négatife, depuis p = — R' jusqu'à p = — 00 . Donc ici, R sera un mimmwn relative» ment aux rayons de la première classe, et — R' un maj^imum analytique pour ceux de la seconde classe, en tenant compte de leurs signes; mais si l'on voulait seulement parler de leurs grandeurs absolues, R' serait aussi un minimum.
695. RfiMABQtJE. Si l'on compare, dans tme surface quelconque, deux sections normales dont les plans comprennent entre eux un angle droit, leurs rayons de courbure seront donnés par les formules
i = icos»9 + 5>sîn^f , p = ^cos^g>'-f- ^.sin'f,
avec la relation ç' «= q> 4- 90®; d'où il suit qu'en ajoutant ces équations membre à - ■ ■ — ,..,.. —■..«.. ■ ■ - > -^
(*) Nous employons encore ici, pour plus de clarté, une perspeclive sur un plan vertical, et «ne projeclîon sur un plan horizontal; si d'ailleurs on veut fixer ses idées par un exemple, on peut regarder la surface qui nous occupe comme étant )& gorge d'une poulie dont Tàic serait horizonul et projeté suivant ( B' L', G ) . Le point considéré ( M , M' ) est alors sur le cercle de gorge ( EMA, E'M'A'), et la section (BML, B' M'L'} est un demi-cercle qui sert de méridien au tore de œtte poulie.
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membre, on aura
ce qui montre que la somme des couRuuREsc/e deux sections perpendiculaires l'une à Tautre, quel que soit Tangle q?, est toujours constante et égale à la somme Ses deux
cov WVM1E& principales. La somme g; + g; a été nommée quelquefois ta courbure de
ta surface; mais il vaudrait mieux appliquer cette dénomination à la moitié de cette somme, qui se trouverait ainsi une moyenne arithmétique entre la courbure maximum et la courbure minhnnm. D'un autre côté, M. Gams a désigné sous le
même nom de courbure de la surface^ la quantité "^g-g-, ou la moyen ne géométrique
entre les deux courbures principales. Quant à la construction graphique dasseo*^ tions principales et de leurs n'ayons de courbure^ nous attendrons, pour en citer des exemples, que nous ayons parlé des lignes de courbure^ parce que ces dernières offriront à la géométrie des secours fort utiles (*}.
696* (-P^* i35.) Pour chaque point M d'une surface quelconque S, on peut con^ slruire une surface du second degré 2 qui soit osculatrice de S (n° 684), tout autour de ce points Si^posons d'abord que la surface donnée S soit convexe eu M» et que MA et MB représentent se^ deux sections principales, ou les sections normales de cch/?v bure maximum et minin^um^ lesquelles ont pour rayons MG = R, MH^A'. Sur ]• normale MZ^ prenons uae distance arbitraire MO s c, que nous adopterons pour un des axes d'une ellipse MA' qui, tracée dans le plan de la section MA^ devra lai être oscuUtrice : pour remplir cette condition, ii suffît de choisir le second axe OA^ =? a de telle sorte que le rayon de courbure de l'ellipse au sommet M soit égal à R| ce qui donne la relation
Ç=R, d'où a=\/R7; ainsi le àerni-ne OA' ==:: a se déterminera en cherchant une moyenne proportion-»
( * ) Pour compléter les notions précédentes , nous ajouterons que si , par la tangente WV [Jig. 1 33),
on faisait une section oblique dont le plan formât un angle 0 avec la section nonnaïe MD qui passe
fmr lu même tangente MY, le rayon de courbure pi de la section oblique aurait avec le rajon p de
MD la relation suivante :
p,= pcosÔ,
laquelle exprime que pi est la projection de p sur le plan de la section oblique ; ou bien , que la sphère décrite avec le rayon p sera coupée, p£|r le plan de I4 section oblique, suivant un petit cercle qui sera précisément le cercle osculateur de cette section. C'est le théorème dû à Meunier, pour la dé- Qonstntioo duquel nous renverrons à notre An€ilyi9 appliquée^ cbffp* XVH} en faisant feulement observer ipi qu^, diaprés la fprmule précédente, les sections obliques faites dans une surface quel* conque seront toiyours convexes ou concaves en même temps que b section normale qui passera par la ménae tangente.
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«elle entre R et c. De même, dans la plan de la section MB, cpr^ti^w^ns une ellipse MB' qui lui soit osculatrice, et qui ait pour ses demi-axes OM = c.^t OB'=i; ce dernier se déterminera encore par la relation
-=R', d'où b = slWc.
Cela posé, les deux ellipses MA' et MB' déterminent «Complètement un ^ipsotde 2 qui aura pour ses trois dem^axeeOM, OA', OB', attendu que leplaor de la courbe MB est perpendiculaire sur celui de MA; et je disque cetj ellipsoïde sçra osculaiew de la surface S, ce qui se réduit à prouver (n^ 684) que tout plan normal MOD coupe S et 2 suivant deux courbes MD et MD' qui ont Je métue VBLjon de courbure. Or, en appelant p et p' les rayons de ûes.déuii &ebtiDn&, ile^soroAit donnés (n~690et685) par les formules . . / . , i^î»
i = gCos^.? + ^,sin'.y, p=~cos»ç)^+~sin^g?, ^ .
lesquelles prouvent que p = p', d'après les valeurs précédentes de aétb.
697. On doit observer que Tellipsoïde 2, oscillateur dé S pour le point M, n'est pas utiique, puisque la longueur de Taxe c a été choisie arBîtràifènient ; ainsi, en prenant c = a = R, ou c = 6 = R', on le rendrait de révolution,' mais tion pas autour de la normale MZ. D'ailleurs, nous élirions pu émployei* deui hyperboles,' ou 3eux paraboles, pour courbes ôsculatrices des sections principales MA et^; et la surface osculatrice de S serait devenue un hyperboîoîdé à deux nappés', oii un paraboloïde elliptique, qui sont tous les deux des surfaces convexes. '
698. [Fig. 136!) Soit maintenant une surface S non c6nvéxè,"doTit lés sections principales MA et MB ont des rayons de courbure de' sens opposés, MG=îK, MH = R^ Construisons, comme ci-dessus, une ellipse MA^'qui sôît" oschlatrtce de MA au point M, et dont les demi-axes soient MO = c, longueur arbitraire prise sur la normale, et OA' = a, ligne déterminée par la relation a=^ y^Rc; mais, pour courbe osculatrice de la section MB, nous ne pouvons plus adopter une ellipse, car il n'existe pas de surface du second degré qui admette deux sections de ce genre, situées Tune au-dessous et l'autre au-dessus du plan tangent. Nous construirons donc une hyperbole B ML', qui ait pour demi-axe réel la lîgne MO === ^> f ^ P^^^ demi-axe imaginaire une droite 0B" = 6, perpendiculaire au plan de Tellipse, et telle, que le rayon de courbure de cette hyperbole (n** 200) vérifie la relation
^ = R', d'où b^yJWc.
Alors, l'ellipse MA' et l'hyperbole MB' détermineront complètement un hyp^^'
boloïde a une nappe 2, lequel sera bien osculateur de S au point M (n** oof )»
* car tout plan normal qui fera un angle 9 avec MA, coupera S et 2 suivant deux
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courbes dont les rayons de courbure p et p' seraient donnés (n^ 695 et 686) par les formules
1= icos> - ^sin»9, ^7 = ^cos»? - psin»9,
lesquelles prouvent que p = p', d'après les valeurs précédentes de a et 6. Nous aurions eu encore un hyperboioide osculateur de S> mai^ tourné en senscontraire, si nous avions mis l'eilipse à la place de l'hyperbale, el réciproquement; d'ailleurs, on ne doitpas oublier que l'axe c, dirigé suivant la normale MG ou MH, peut recevoir une longueur arbitraire. Enfin , si l'on avait adopté deux paraboles pour courbes osculatrices des sections MA et MB, on aurait obtenu^ pour surface oscuiatriee de S, un paraboloïde hyperbolique.
699. LIGNES DE COURBURE sur une surface quelconque. {Fig. j35.) Mowge a nommé ainsi la suite des points pour lesquels les normales de la surface S vont se rencontrer consécutivement, et nous allons démon treV qu'à partir de chaque point M donné sur S, il n'existe en général que deux lignes de courbure MaU, M6V, lesquelles se coupent à angle droit, et sont tangentes aux sections principales MAjj MB (n^ 690), dont elles diffèrent néanmoins, puisque ordinairement elles ne sont point planes, comme ces dernières. Commençons par étudier ces lignes.de cour* bure au sommet d'une surface du second degré.
700. [Fig. i3i.) Soient CA et CB les deux sections principales qui se coupent au sommet C d'un ellipsoïde, pour lequel la normale (Je la surface est CO j en menant un plan parallèle au plan tangent XCY, et à une distance C(ù infiniment petite, il donnera une section elliptique aêe, dont les sommets aet€ ^erout placés sur CA et CB; et si l'on prend sur cette courbe un point quelconque. N différent de a et 6, je dis que la normale KK de l'ellipsoïde ne rencontrera pas lu normale rCO relative au sommet C. En effet, cette dernière est projetée au centre o) de la petite ellipse, tandis queNK, qui doit être perpendiculaire à la tangente NT, se projettera sur le plan de celte même ellipse, suivant une droite KK', encore perpendiculaire à Nï : or on sait qu'une normale NK' de Tellipse acc ne va point passer par le centre w; donc la normale KR de la surface ne rencontrera jamais C&>, quelque près de C que soit pris le point Nj à moins qu'on ne le choisisse en a ou 6, sur une des deux sections principales CA ou CB, parce qu'alors la normale.de l'ellipsoïde serait projetée suivant l'un des axes aoj ou êw, lesquels vont passer par le centre w.
11 résulte de là que, pour le sommet C d'un ellipsoïde, il n'y a que deux lignes de courbure qui sont dirigées d'abord suivant les éléments Ca et Cf des deux sections principales. D'ailleurs, pour ce point particulier, il arrivera que les deux lignes de courbure coïncideront totalement avec les sections CAF et CBF; parce que les normales de l'ellipsoïde, mené.es par tous les points de la courbe CA, sont 4' édit, 39
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situées dans le plan de cette courbe, attendu que les tangentes des sections horizontales, pour les sommets a, A,..o se trouvent toutes perpendicjulaîres m plau de Tellipse CAF. Les mêmes motifs s'appliquent à Vautra ^ecUpn principale CR¥.
701. Dans Thyperboloïde à une nappe de la/gr. i3a, on verra aisétnent qu'une section parallèle au plan tangent XCY< et placée au^lessoiis. à une distance infiniment petite, fournirait une hyperbole dont les deux sommets réels a et c sfr«ient suk* ACE; Undis que si cette section était au-^dessus deXCYi ce serait une bypierbole renversée dcmt les scmimets réels $ et A se trouveraient sur BGL* Or* comme la normale de la sur&ce se projetterait encore sur la normale de l'imc ou de l'autre de ces hyperboles, et que cette dernière droite ne va passer par le centre qu'autant que le point de contact coïncide avec l'un des sommet^; on en conclura, comme ci<-dessu8, que la normale QCH de Thyperholoïde en G ne peut être rencontrée par une normale inûniment voisine que quand cette dernière part d'un point de la section principale GA ou GB. Il est donc démontré qu'au sommet C de rhyperbol<;Hde, il n'y a encore quQ deux lignes de courbure, lesquelljss coïncident entièrement avec AC£ et BCL, par les mêmes raisons qvie danç Tellipi^i^e,
702i {Fig. i35«) Revenons majintenant à une surface générales que nous suppioserons d'abord cotivete, aiitoiur du point qu^onque M que Ton considf ne. li existe toujours (n^ 696) un ellipsoïde 2 qui est psculateur de S en M ; et si l'on coupe ces deux surfaces par un plan parallèle au plan tangent, et infiniment voisin^ non-seulement tous les points de la section aN S ainsi obtenu seront communs à 8 et à 2) mais encore les normale^ de ces denx surfaces, pour chacun des points a, N, 6,..., seront les mêmes. En effet, on a vu. que deux sections MD, MD',fCOQtenues dans un même plan normal quelconque, étaient osculatrices; c'est-à-dire qu'elles avaient deux tangentes consécutives comn3un.es, l'une en Jflij l'autre.raN* donc cette dernière tangente Nô, jointe avec la tangente NT de la courbe «K6, déterminera tm plan qui touchera en même temps S et ^ au point N^ et, par suit»; là perpendiculaire à ce plan sera une normale commune aux surÊices $ et 2. Gela posé, il a été prouvé (n® 700) que sur l'ellipsoïde 2, la normale MO du sommet ne peut être rencontrée par une normale infiniment voisine qu'autant que cellwi part du point a situé sur MA', ou du point S sitjué sur MB r donc aussi, sur la su^ face S, il n'y a que les deux normales «G et S H qui aillent couper la normale ItfO; et, par conséquent^ il n'existe, à partir du point M, que deux lignes: de courbure dont tes premiers éléments Ma et Mê sont communs aux sections principalesMA et MB-
Maintenant si, à partir de a, on voulait trouver un point infiniment voisin «' dont la normale allât couper la précédente «G, il faudrait choisir ce nouveau point sur une des deux sections principales relatives à a : or, en général, açKîune de ces deux dernières ne serait dans le plan de MA; par conséquent, la pfctt"**^ ligne de courbure Maa'U îsera gauche ordinairement, et elle se trouvera seulement
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tarigentè à ta section principale M de A. Une conséquence analogue a Heu pour la fteconde îlgtie t!e courbure MÇV, qui touchera la section principale M S B, mais différera ordirt^itsement de celle*-cî dans le resté de son cours; et, d'ailleurs, ces deux lipieÈ de courbure MU et V se couperotH à mujle droit en M, comme les deux sections principales auxquelles efies S0nt tang^entes.
705: (Pig. r35. ) Ert outre, les portions MG et MH de la normale primitive MO, déterminées par sa renconire avec léb deilx normales voisines, et que Mouge a tiommées les tayvns de courbure de la sutface au point M, ne sont autre chose que Iti&A^xïtTajrons principaux définis an n^ 690. En effet, les droites MG et aG étant normiiles à là surface S, le sont nécessairement à la courbe MA; et comme elles sont d'ailleurs dans son plan , leur rencontre G est bien le centre du cercle oscuïateur(n^ 6S0) de la section MA : de même, H est le centre de courbure de la section MB; mais la dénominrition adoptée par Monge tient à une propriété quHl importe de faîte ressortir.
Sî du point G comme centre, avec une des normales GM, G«, qui sont égales "(n*'850), on décrit une sphère, elle touchera la surface S en deux points consécu* l^sM et a, puisque deux de ses rayons sont normaux à S; et 11 en arrivera autant po\fr lai sphère décrite du point H, avec le rayon HM = H6. Tandis que si^ avec le rayon de courbure MI = NI d*une autre section normale MND, on décrivait une sphère, elle toucherait la surface S seulement en M, et non en N; car le rayon NI ne serait pas normal à la surface S, puisque nous venons de prouver que la véritable normale NK ne peut aller couper MO. Ainsi, les portions MG et MH de là normale en M sont les rayons de deux sphères qui seules peuvent avoir deux plans tangents consécutifs communs avec S, et dont la courbure exprime le maximum et le minimum dé courbure que présentent les diverses sections normales autour du point M. Toutefois, M ne faut pas dire que ces deux sphères sont oscubtrices de S; parce que le double contact qu'elles ont chacune avec cette surface n'a lieu que dans une direction, et non tout dutoilr du point M, comme l'exigerait le véritable caractère de rosciïlatfôn générale (n^ 684).
1f04. Il faut aussi se garder de croire que MG soit le rayon de courbure de la ligne de cour*bureMaU, e'est*à-dire le rayon du cercle qui aurait avec cette ligne deux éléments communs. En effet, il est bien vrai que les deux droites MG et a G, étant normales à la surface, sont aussi telles par rapport à la courbe MaU : mais pour que leur rencontre G donnât le centre de courbure de MaU, il faudrait que ces normaks fussent situées toutes deux dans le plan osculatear de cette courbe (n^ 6S0); ce qui n'arrivera que dans le cas particulier où MU coïncidera avec MA, ou du moins lorsque MU e! MA auront un contact du second ordre.
705. » {Fig. 1 36.) Pour une surface non convexe, on démontrera d'une nxanlère tonte sémUable l'existence et les propriétés des deux lignes dé courbure relatives t
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un point quelconqye M, en construisant (n** Q98>.l'hypepboloïde Morf^^eurde celte surface en M, et y appliquant ce que noifs avqus, prouvé pwi: )a rpopcatre des normales au sommet d'un hyperboloïde (n? 7Q1), gçuWmenticii.Jî^deW osntres de courbure G et H seront placés l'un au-dessous, l'autre aMrd?^s^iSi4u plaoi langent; mais toutes les relations précédentes seront égalemanl; yr^jes,.: j, >
706. Lorsque le point M^ considéré sur.une sui;i^ce qHej|coiiqqe9.S0rR unàmbitic (n*' 692), le nombre des lignes de courbure d/eviendra iiMléfinî, coffiini^ cel^i des sections principales auxquelles elles doivent étre.tai?gen(^s;.iAais<)eUe4^>rco»slxiDce particulière ne se présentera jaipais daiîs.les ^urfao^non cpnvexes, pgâi^qney -quand même les rayonp principaux seraient éga,ux ea gr^^fldewr absolue;, il» iHô sermwt pas identiques qufint à la position, i ... . . j. ; î. •;
707. Après avoir ainsi démopiré gé^éralçme^t l'existence de .deux lignes de courbure pour cl^ue point d'une surface quelconque, il est boni 4e citer divers exemples où la détermination de ces lignes s'effectue immédiatement, i
{Fig. i39et j4o.) Dans une surface de. révolution décrit^^p^unjïnéridten quél^ conque AME, ce méridien est lui-même une }xremière.}igae de courbure pouir diacun de ses points^ tel que M j car les aorjuAles de U surfacerMlO, ^G| ct'G^,..., « trouvant contenues toutes dans le plan njéridien (n?. iSO), iront. ae XîOtftperjOWsé- . culivementsur la développée GG'G"... de ^ paiu:be,MA, Lî^seoopdelîgîieaQcou^ bure passant par le point M, est évidemment )e parallèle M^V^ puisqiie toutes ks normales de la surface qui partent des points M,,ê, V,..,^ voBt aboutir (n^r 430) au même point H de l'axe, Ajoujonsi qu'ipi les deux rayons de. courbure de la surface sont : 1° le rayon de courbure GM du qiéridie»; a!^. la pontioa MH de la «ôrrtâlè comprise entre le point çppsidéré M et l'axe de révolution • . . ^ ,.»
708. Quant 3ux deux sections principales Ae. la surface (n^ 690), reluâres au point quelconque M, la première est enqorç le nïéï?idie.n^MA;.carleplan)de.cellte section doit contenir la normale MG de la sur£ace, et lelépaefit;Ma de la JigiÉede courbure qui lui est tangente (n° 702); et cettcçoweidence-aptière entra ïft sço tion principale et la ligne de courbure se reproduira. évidemipettt. toutes les fbis que cette dernière sera plcuie et que son phn renfarmera ia normale^deja satface. La seconde section principale pour le point M ne coïttcide plus.avec i'autreligoe de courbure MêV, parce que celle-ci, quoique plane, ne x^niûrjaxé pas k normale Mfl; mais on obtiendra aisémeut cette seconde section principale MêB, en conduisant suivant MHG un plan séca^it perpendiculaire au pbû. de la>preBa(tère section MA, et la courbe MSB aura un élément Mê commun avec le parallèle MêV. D'ailleurs, les deux rayons d^ courbure des sections normales Itfà'^t MB seront (n° 703) les rayon? de co.urbure MG et MH de la Siirface/
709. Dans un cylindre à base quelconque, la gi^i^ratrice rectiligne qui passe par le point considéré sera évidemnaent u^e pvemicire ligne de ço^jrbure; car^ le
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plan fftngelAt étant commun tout le long de cette génératrice, les diverses normales seront parallèles entre elles, êti contenues dès lors dans un même plan, quoiqu'elles n'aillent ici «e rcticontrer qti'à Tinfini. Cette génératrice sera en même temps une pretnière 'section princi|>âle, par la raison générale citée au numéro précédent; et la courbure de la surface sem rmlle dans le sens de la génératrice, puisque le rayon de conrbore fourni par la rencontre de deux normales voisines se trouvera infini. ^Ensuite, ôipar le point considéré on mètie un plan perpendiculaire à la génératrice, tttsectiùn orthogonale ainsi produite sera la seconde ligne de courbure, puisque I^Si TK>raiakfi du cylindre relatives aux divers poinls de cette courbe se trouveront évidemment dans son plan, et iront se couper sur la développée de cette section orthogonale dont le rayon de courbure devient ainsi le rayon minimum de la surface; c'est-à-dire que la courbure maximum du cylindre a lieu dans le sens de la section orthogonale, laquelle est aussi évidemment (n^ 708) la seconde section principale.
7I0|. On' verra de même que, dans un côtie à base quelconque, chaque gênératricie rectiligne est à la fois une ligne de courbure et une section principale, dans le sens de laquelle là surface oflre une courbure nulle; puis, comme toutes ces génératrictôs doivent être coupées à angles droits par les lignes de la seconde courbure; ces dernières seront les intersections du cône avec des sphères dont le centre commun sera placé au sommet. Quant à la seconde section principale, relative à un poïht'donné sur une génératrice, on l'obtiendra eh menant, par la normale du cône en ce points un plan sécant perpendiculaire à la génératrice.
7if i SM^g'agil d'une surface développable quelconque, la génératrice rectiligne sera encore à la fois une ligner de courbure et une section principale dont le rayon de courbure se f^d lèvera infini, attendu que le plan tangent de la surface est coiin»uii>'toDt-ie long de cette génératrice. La seconde section principale pour un point doiùiéM s'obtiendra en menant, par la normale en ce point, un plan sécaiK'per{iendiculaine à la génératrice qui y passe; et la seconde ligne de courbure qui. doit couper à angles droits tontes les génératrices sera une développante de l'arête de. rebrbu&semefit de la surface. Ainsi, dans Thélicoide développable de la yî^. 96, les' génératrices rectilignes sont les lignes de première courbure, et les lignes de Seconde courbure sont les sections horizontales, telles que ABCDOIPQ...; car cette apirale; coupe ^ angles droits toutes les génératrices, et elle est bien une
développante (n^'fiei) de l'hélice (A€7t>..., A'SY^'-O-
742. {Fig. i43') Lorsque la sur&ce proposée S sera gauche, la génératrice GMP
ne sera pl4s une ligne de coiirbure, puisque les normales le long de cette droite,
loin de se rencontrer, forment un paraboloïde hyperboHque (n*^ 593) ; mais GMP
se troutatit dans le plan tangent en M sera précisément la section d'un des deux
plam normaux limites {if 694) qui séparent les sections normales placées au-des«
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sons du plan tangent, d'avec celleâ qui sont sîtnées au-dessus. Or, comme le plan tangent en M coupera la surface gauche suivant une seconde branche Ma, si on lui mène sa tangente MQ, qui sera la trace du se4:ond plan normal iimité, et que Ton divise par moitiés l'angle PMQ et son supplément au moyen dtes droites MA et MB, ces dernières seront les traces des deux sections principales sur le plan tangent, et ce seront atissi les tangentes aux deux lignes de courbure partant de M.
713. Des résultats semblables auraient lieu pour une surface S qui, sans être gauche, serait non convexe, parce que le plan tangent d*une telle surface la couperait nécessairement suivant deux branches passant par le point de contact, et dont les tangentes indiqueraient encore la position des plans normaux limites; d'où Ton conclurait, comme ci-dessus, la direction des sections principales tt des lignes de courbure en ce point.
714. {Fig. 142.) Après ces divers exemples, rentrons dans la théorie générale, et concevons qu'à partir d'un point M, pris à volonté sur une surface quelconques, on cherche, parmi les points infiniment voisins, les deux seuls M' et K pour lesquels les normales vont couper celles de M; puis, qu'à partir de M', ôti fasse la même recherche qui fournira les points M" et K', et que Ton continué à opérer semblablement pour les points M'V • > KL, K',...? R, R'?-.; on obtiendra aînéideux séries de lignes de courbure
MM'U, KK'U', RR'U%..., et MKV, M'K'V, M"K."y%...,
lesquelles partageront la surface proposée en quadrilatères curvilignes^ dont les côtés se couperont toujours à angks droits {n? 703), et indiqueront les directions d<5S deux courbures de la surface, c'est-à-dire les directions où elle préstsjitera, autour de chaque point, une courbure maximum ou ti[iinifmim(n^ 70S).
715. Maintenant si, par tous les points d'une des lignes de la première coar* bure MU, on conçoit les diverses normales de la surface S, ces droites, qni ^^' contreront consécutivement, formeront une surface développable dont l'aréie de rebroussement GG'G% tangente à toutes ces normales, sera la suite des centres de là première courbure de S, relatifs à la ligne MU. Observons, d'ailleurs, que cette arête de rebroussement sera une développée (n^ 657) de la ligne MU, et que cette deraiëte se trouvera aussi une ligne de courbure (n° 711) pour fa surface d*^^' loppable formée par les normales en question. En opérant ainsi ponr chaque l'g"^ RU', RU", TU',..., de la première courbure, on obtiendra «ne série de «urfeces dérveloppabtes, chacune normale à S, et dont lés arêtes de rebroussetnetît GO'G^- » GiG'jG^j..., formeront, par leur ensemble, une surface 2 lieu des centres de h pr^ mière courbure de S, et à laquelle toutes les normales de cette dernière seront tangentes. De même, il existera une seconde surface l' lieu des centres de fa seco^ courbure de S, et qui sera formée par les arêtes de rebroussement, tdtes qti«
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HH'H"..-^<Je toutes les surfaces développables produites par les normales menées le long do chaque ligne de seconde courbure, MV, M'V, M^'V,...; et cette surface 2/ sera encore touchée par les uiémes normales que 2,
716. Ordinairement, les lieux 2 et 2' de tous les centres de courbure ne seront autre cl^ose que deux nappes distinctes d'une même surface courbe, assujetties à une génération commune, et représentées par une équation unique. Mais, quelqi^efois aussi, ce seront deux surfaces indépendantes; comme dans les surfaces de révolution, où la nappe 2' des centres de courbure relatifs aux parallèles se réduit à Taxe de révolution lui-même (n^ 707), et où la nappe 2 des centres de courbure relatifs aux divers méridiens est une nouvelle surface de révolution engendrée par la rotation de la développée plane du méridien (n^ 707) autour du même axe. Au reste, les deux nappes des centres de courbure de la surface S sont, par rapport à celle-ci, ce que les développées sont par rapport aux ligne? courbes.
717. (FiV/. i4î^«) 11 faut bien observai' que les surfaces développables, normales à S le long des lignes de première courbure MU, KU', RU",..., sont, tangentes à la seconde nappe des centres 2', tandis que la première nappe 2 est touchée par les surfaces développables qui passent par les lignes de seconde courbure MY, M'y, M^'V,.... En effet, les normales parties de M, M', M", se coupent sur la première nappe 2 en G, G', aussi bien que les normales parties de K, IL', K", qui se coupent en G^ G'^; mais la rencontre des normales de M à K, de M' à K', de W à K", se fait en H, H|, H^, sur la seconde nappe 2': donc cette nappe est le lieu des inlenectiom con^cutives de toutes Iqs surfaces développahlie^ de la; pr«« mière série, ou bien elle çst leur enveloppe {n? idO)^ Qt conséquemment elle se trou\e tapgente à chacune d'elles. On verra de même que la nappe 2 est l'entia^ loppe de toutes les surfaces développables relatives aux lignes de la seconde
coui:bure.
718. Ce qui précède montre que deux surfaoes développables normales à S, et qui appartiennent à la même série, ou qui passent par deux lignes de courbure de la in.éaie espèce, comme MU et ILU', se coupent suivant une courbe HBiH, qui est située sur la nappe des centrer de Tespèçe opposée. Mais si l'on compare les surface» dévelc^pahles de séries différente^, on verra qu'elles se coupent deux à deux suivant une normale de S, comme GMM'U et GMKV, qui ont pour intersec» tion la droite MG. De plu^, ceUe intersection se fait toujours à angU droite pui&que les plans M'MG et KMG» qui ^qnt évidemment tangents à ces deux sur&œs déreloppables» se trouvent perpendiculaires l'un sur l'autre, attendu qile les éléments MM' et MK. d^ deux lignes de courbure sojit perpendiculaires entre eux et à la normale MG.
719. Or le plan M'MG, tangent à une surface développable de la première séine, doit toucher (n** 717) la seconde nappe des centres 2'; et de même, le plan KMG
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sera tangent à la première nappe 1 : donc^ puisque ces plans sont rectangulaires, toutes les fois que l'on considérera ces deux nappes d'un point de vue M pris à vo* lonté sur S, les contours apparents de ces deux nappes paraîtront toujours se couper à angles droits.
720. Observons encore que le plan M'MG est le plan osculateur de l'arête de rebroussementGG'G..., située sur la nappe 2; or, puisque ce plan est perpendiculaire sur KMG, qui touche cette nappe (n^ 717)> il s'ensuit que la courbe GG'G"'... a tous ses plans osculatcurs notinaux à la nappe 2; et, par suite (n^ 189), cette courbe est la Ugne minimum entre deux de ses points sur la surface 2. La même conséquence a lieu pour toutes les autres arêtes de rebrousseinent situées sur cette nappe^ comme aussi pour toutes celles qui composent la nappe 1',
72i. Si les deux nappes 2 et 2' se coupent quelque part, elles se couperont à angles droits, d'après ce que nous venons de dire; et leur intei^section $ s'appelle le lieu des centres de com4}ure sphërique, parce que chaque tangente à la courbe* sera une normale de S, qui ira percer cette surface en un point X pour lequel les deux courbures auront évidemment même rayon et même centre; de sorte qu'elles seront égales, comme cela arrive en chaque point d'une sphère. Aussi, l'ensemble de toutes les tangentes à l'intersection <J ira percer la surface S suivant une courbe XX'X"... qui se nomme la ligne des courbures sphériques, et qui coupe nécessairement toutes les lignes de courbure de première et de seconde espèce.
722. a II est bien évident, d dit Monge^ « que la ligne des courbures sphériques sur la surface S est une développante de la ligne des centres de courbure spbérique $. Ainsi, après avoir fixé un fil en un des points de cette intersection des deux nappes des centres, si, en le tendant, on le fait mouvoir de manière qn'il s'enveloppe sur cette intersection, et que la patrie rectiligne du fil soit toujours tangente à cette courbe, un des points de ce fil parcourra la ligne des courbures sphériques. Mais si, en tendant le fil^ on ne s'assujettit à aucune condition, et Yon suppose qu'il n'exerce aucun frottement sur les nappes des centres, dans quelque position qu'on le considère, il sera divisé en trois parties : la première sera enveloppée sur une partie de l'intersection des deux nappes; la seconde sera pliéeet tendue sur la nappe des centres dont le fil se sera rapproché, et sera appliquée sur une des arêtes de rebroussement (*) dont cette nappe est le lieu, et cesde"^ parties de courbe se toucheront à leur point commun; la troisième partie du fil en ligne droite sera tangente à cette arête de rebroussement, et normale à la «ïf* face S; enfin, l'extrémité du fil sera sur cette surface même. Ainsi, eu agiwf '^ fil constamment tendu, on pourra transporterie même point du fil successivement
(* ) Parce que cette arête est la courbe minimum entre denx de ses points, comme dou« ï»^^"^ démontré n*^ 780.
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snr fotas-tés points dé la sUrf^ic^: On voit' donc <{tt'ane «sur&ee quelconque peut être engendréepar les deux mouvements contiiins du point d'un fil tenduqui a'en- "reloppesur les nappes des^centres, de même qu'une courbe plane peut être engendrée par le point d'un fil tendu qui s'enveloppe sur la développée de la eourbe. )» 78S. « Voyons actuellement, 7> continue Mtmçe, « quelques exemples de futilité dont êeis généralités peuvent être dans certains arts. Le premier exemple sera pris daiîs Tarchitecture.
9 Les voûtes construites en pierre de taille sont composées de pièces distmctas, auxqudles on donne le nom générique de voussoirs. Chaque voussoir a plusieurs faces qui exigent la plus grande attention dans l'exécution : i^ la face qui doit faire parement, et qui; devant être une partie de la surface visible ée la voûte, doit être exécutée a^êc la plus grande. précision : celte fece se nomme douelk; a^ les faCespar lesquetles les vobssoirsconséQutife s'appiiq«ient les uns contre lea^ autres: on ke nolnme généralement yom<5. Les joints exig^it aussi la plus grande exactitude danS' leur exécution; car la pression se transmettant df un voussoir à l'autre perpendiculaîremettt à la surface du jointe il est nécessaire que les deux pierres se tottdient par le pltis grand nombre possible de points^ afin que pour* chaque point de contàct-la pression soit la moindre, et que pour, tous elle approche le plus de FégalitéJ II fautdonc que dans chaque voussoir les joints approchent le plus de la véritable surface dont ils doivent faire pairtie; et pour quet cet objet soit plus . £atctle à remplir, il faut que la silr&ce des joints soit de la nature la plus simple et d^l'èxééuiMin la pins susceptible de précisûuii C-est pour cela que l'oafait<)rdinairement les joimts J^lans; mais les surfaces de toutes les^ voûtes ne; comportent pas œite disposition, etdâns quelques-unes on blesserait trop les^ convenances dont noU9'p<ai4eroiis dans un moment, si l'on ne donnait pas aux joints une. sur&ce eotirbe; Dam ce cas, il £aut choisir parmi toutes les surfaces courbes qui pour* raient d'ailleurs satisfaire aux autres conditions, celles dont la général/ion est la plus simple, et dont l'exécution est plus susceptible d'exactitude. Or^ de toutes les surfeces coufrbesv celles qu'il est plus facile d'exécuter sont celles qui sont engen* drées par le motiveàient d'une ligne droite, et surtout les sunfaces développables; ainsi, lorsqu'il est nécessaire que les joints des voussotrs soîetit des surfaces courbes^ on les compose, autant qu'il est possible, de sur£sM2es développablesw
j> Une des principales conditions auxquelles la forme. des joints des voussoirs doik satisfaire, c'est d'être partout perpendiculaires 4 la surface de la Voûte que ces vonswirs composent. Car, si les deux angles qu'un même joint fait avec la surfece de la voûte étaient sensiblement inégaux, celui de ces angles qui excéderait l'angle droit serait capable d'une plus grande résistance que l'autre; et dans l'action que deux voussoirs consécutifs exercent l'un sur l'autre, l'angle plus petit que l'angle droit serait exposé à éclater, ce qui, au moins, déformerait la voûte, et pourrait 4« édih * 4o
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même altérer sa solidité^ et diminuer la dnrée de Védifice. Iiors donc que la surface d'un joint doit être courbe, il convient de l'engendrer par ime droite qui soit partout perpendiculaire à la surface de la voûte; et si l'on veut de plus que la surface du joint soit développable, il faut que toutes les normales à la sur£ice de la voûte, qui composent, pour ainsi dire, le joint, soient consécutivement deux k deux dans un même plan* Or nous venons de voir que cette condition ne p6ut être remplie, à moins que toutes les normales ne passent par une même ligne de courbure de la surface de la voûte; donc, si les surfaces des joints des vousseirs d'une Voûte doivent être développables, il Êiut nécessairement que ces surfaoei rencontrent celle de la voûte dans ses lignes de courbure.
» D'ailleurs, avec quelque précision que les voussoirs d'une voûte soient exé« GUtés, letur division est toujours apparente sur la surfiice; elle y trace des lignes très*sensibles, et ces lignes cibivent être soumises k des lois générales^ et satisfiiire à des convenances particulières, selon la nature de la surface de la voûte. Parmi les lois [générales, les unes sont relatives à la stabilité, les autres à la durée de l'édifice; de ce nombre est la règle qui prescrit que les joints d'un même voiu* soir soient rectangulaires entre eux, par la même raison qu'ils doivent être eui* mêmes perpendiculaires à la surface de la voûte. Aussi les lignes de division dei voussoirs doivent être telles, que celles qui divisent la voûte en assises soient toutes perpendiculaires à celles qui divisent une même assise en voussoirs^ Quant aux convenances particulières, il y en a de plusieurs sortes, et notre objet n'est pas ici d'en faire l'énumératicM ; mais il y en a une principale, c'est que les lignes de division des voussoirs qui, comme nous venons de le voir, sont de deux eq)éces, et qui doivent se rencontrer toutes perpendiculairement, doivent aussi porter le caractère de la suriEsice à laquelle elles appartiennent. Or il n'existe pas d'sutre ligne,^sur la surface courbe^ qui puisse remplir en même temps toutes ces conditions, que les deux suites de lignes de courbure, et elles les remplissent complètement, f Ainsi, la division d'une voûte en voussoirs doit donc toujours être faite par des lignes de courbure de la surface de la voûte, et les joints doivent être des portions de surfaces développables formées par les normales k la surface qui) considérées consécutivement, sont deux à deux dans un même plan ; afin que pour chaque voussoir, les surfaces des quatre joints et celle de la voûte soient toutes rectangulaires.
» Avant la découverte des considérations géométriques sur lesquelles tout et que nous venons de dire est fondé, les artistes avaient un sentiment coijfitf des lois auxquelles elles conduisent, et ordinairement ils avaient coutume de s'y cottformer. Ainsi, par exemple, lorsque la surface de la voûte était de révolution, ewt qu'elle fût en sphéroïde, soit qu'elle f|jit en berceau tournant, ils diviesient s* voussoirs par des méridieDS et par des parallèles, c'est-à^re par les lignes de
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pourborade la surface de la TO&te. Les jointe qui correspondaient aux méridiens
étaient des plans menés par l'axe de révolution ; ceux qui correspondaient aux
parallèles étaient des surfaces coniques de révolution autour du même axe : et
oes deux espèces de joints -étaient rectangulaires entre eux^ et perpendiculaires à
Uft sar£K)ede la voùte^ Mais^ lorsque les surfaces des voûtes n'avaient pas une gé«
nération aussi simple^ et quand leurs lignes de courbure ne se présentaient pas
d'une manière aussi. marquée, comme dans les voûtes en sphéroïdes allongési et
dans un grand nombre. d'autres, les artistes ne pouvaient plus satisfaire à toutes
les^ oonvenanoes, et ils sacrifiaient, dans chaque cas particulier, celles qui leur
présentaient les difficultés les plus grandes.
A II serait donc convenable que, dans chacune des écoles de Géométrie des-^ cripl^va établies dans l^s déparlements, le professeur s'occupât de la détermination et de la construction des lignes de courbure des'surfaoes employées ordinairement dans ks artsy afin que, dans le besoin, les artistes, qvi ne peuvent pas consacrer beaucoup de temps à de semblables recherches, pussent les consulter avec fruit et profiter de leurs résultats.
724. V Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l'art de la gravure^
n Dans la gravure, les teintes des différentes parties de la sur&ce des objets représentés, sont exprimées par des hachures qne l'on fait d'autant plus fortes ou d'autant plus rapprochées, que la teinte doit être plus obscure. Lorsque la dis-* tance k laquelle la gravure doit être vue est assez grande pour que les traits indi- ▼kUielade la hachure ne soient pas aperçus, le genre de la hachure est à peu près iodif£érei|t; et^ quel que soit le contour de ces traits, l'artiste peut toujours les forcer et les multiplier, de manière à obtenir la teinte qu'il désire et à produire VeiEtt densandé. Mais, et c'est le cas le plus ordinaire, quand la gravure est destinée à étn vue d'assez près pour que les contours des traits de la hachure soient aperçus, la forma de ces contours n'est plus indifférente. Pour chaque objet, et pour chaque partie de la surface d'un objet, il y a dés contours de hachure pins propres que tous^les autres, à donner une idée de la courbure de la surface; ces contours par^ tîoutiers sont toujours au nombre de deux, et quelquefois les graveurs les emploient tous deux à la fois, lorsque, pour forcer plus £icilement leurs teintes, ils croisent les hachures. Ces contours, dont les artistes n'ont encore qu'un sentiment conBis, sont les projections des lignes de oouiimra de la eurface qu'ils veulent exprimer. Comme les surfaces .de la plupart des objets m 3ant pas susceptibles dç définition rigoureuse, leurs lignes de courbure ne sont pas de nature à être déternûnées, ni par le calcul, ni par des constructions graphiques» Mai^ si, dans leur jeune âge, les artistes avaient été exercés à rechercher les lignes de courbure d'un grani sfinbre dt rorfines diflérentes, et tusceptlUes de déftnithms exactes, ils
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seraient plus sensibles à la forme de ces lignes et à leur position, même pour les objets moins déterminés; ils les saisiraient avec plus de précision, et leurs ouvrages auraient plus d'expression.
» Nous n'insisterons pas sur cet objet, qui ne présente peut-être que le moindre des avantages que les arts et l'industrie retireraient de l'établissement d une école de Géométrie descriptive dans chacune des principales villes de France. »
725. DÉTERMINATION GRAPHIQUE des lignes de courbure. Nous avons déjà cité (n*** 707, 708,...,) plusieurs genres de surfaces pour lesquels il est aisé d'apercevoir immédiatement la forme de ces lignes ; mais, si l'on voulait trouver leurs directions pour un point M donné sur une surface quelconque S, voici la marche qu'il faudrait suivre, en supposant d'abord cette surface convexe. Imaginons, sans le construire, l'ellipsoïde osculateur de S au point M, lequel a déjà été représenté dans la jîgf. i35; puis, rappelons-nous (n® 696) que tout plan normal coupe ces deux surfaces suivant des courbes MD, MD', qui ont le même rayon de courbure p en M, et qu'en outre ce rayon est lié avec les demi-axes MO = c, Oiy = d de
l'ellipse MD', par la relation p '=—'> ou rf = s[cp. Il suit de là que, connaissant p
et c qui a une longueur arbitraire, on peut trouver OD' = d par une moyenne proportionnelle; d'ailleurs cette dernière ligne sera toujours, pour chaque plan normal, un demi-diamètre de l'ellipse A'B'E' dont les axes, inconnus ici de posi* tien et de grandeur, suffiraient évidemment pour retrouver la courbure et la position des sections principales MA et MB de la surface S en M : aussi, par cette raison nous appellerons indicatrice cette ellipse A'B'£' qui est la section faite dans l'ellipsoïde osculateur^ par un plan mené du centre, parallèlement au plan tangent du point M.
726. {Fig. i35 et j37.) Pour construire cette indicatrice (*), on conduira par la normale en M divers plans sécants assez rapprochés les uns des autres, et après avoir construit en vraie grandeur les sections ainsi produites dans S, on cherchera, par la méthode du n® 666, leurs rayons de courbure p, p', p%..., relatifs au point M; puis, sur un plan quelconque et à partir d'un point arbitraire iw, on tracera des rayons vecteurs md, md\ mci",,.., formant entre eux les mêmes angles que comprenaient les plans sécants, et ayant des longueurs égales aux moyennes proportionnelles suivantes,
md=y/cpy md'=\fcp'j md" — s[cfy.,.j
où c désigne une longueur arbitraire, mais constante. Alors, ta courbe qui passera par tous les points rf, rf', rf",..., sera V indicatrice dont nous avons parlé plus hau^i et si, après avoir tracé cette ellipse, on décrit avec le rayon md" un arc de cercle
(*) Cette marche a été employée d'abord par M. Dupin, dans ses Développement de Géamétrii'
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qui la coupe en /, la droite ma menée par le milieu de cet arc et la perpendiculaire mb seront les deux demi-axes de Tindicatrice, lesquels sont aussi ceux de rellîpsoïde osculateur qui a pour troisième axe, suivant la normale, la ligne ac. De là il résulte (n~ 696 et 705) que les rayons de courbure de la surface en M auront pour grandeurs
et la position des sections principales sera aussi connue, car leurs plans devront passer par la normale en M, et faire avec le plan de la section md des angles égaux à dma et rfm6; ou plutôt, si Ton regarde le plan de \^fig. i37 comme parallèle au plan tangent de S en M {fig. i35), les droites ma et mb seront les traces des plans normaux qui contiennent ces sections principales; et ce seront aussi les projections des tangentes aux deux lignes de courbure partant de M, de sorte que le premier élément de chacune de ces lignes sera dirigé suivant ma ou mb.
727. {Fig, i36 et i38.) Lorsque la surface proposée S sera non convexe autour du point assigné M, on imaginera, sans le construire, Thyperboloide osculateur qui a déjà été représenté dans la jîjr. i36, et Ton se rappellera (n** 686) que les rayons de courbure des sections normales faites par le sommet M de cet hyperbdloide, sont liés avec les diamètres de la section parallèle au plan tangent et passant
par le centre O, par la relation p s — 3 puis, comme ces sections normales ont la
même courbure que celles qui sont faites par les mêmes plans dans la surface S, on en déduira le procédé graphique suivant :
Par la normale de S en M, on conduira divers plans sécants assez près les uns des autres, et, après avoir construit en vraie gratideur ces, sections et leurs rayons de courbure p, p' p",..., (n® 666), i^latifs au point M, on cherchera les moyennes proportionnelles suivantes,
d = )/cp^ d'z=:\fcpj d"=\fcy'y..y
où c désigne une ligne arbitraire, mais constante ; puis on portera ces longueurs d, <f , cf,,.., suivant les droites mrf, md!^ ind"',..., tracées sur un plan quelconque, mais formant ëntire elles les mêmes angles que comprenaient les plans normaux dont on s'est servi ; et V indicatrice qui passera par tous les points c/, d\ </^,.. ., ainsi déterminés, sera l'hyperbole que produirait, dans Thyperboloîde osculateur, un plan sécant mené parle centre parallèlement au plan tangent du point M.
728. Les constructions précédentes supposent que tous les rayons p, p', p'',.-^ étaient positifs; car, si l'un des plans normaux à S fournissait une section située au^essus du plan tangent, le rayon de courbure pa de cette section se trouvant négatif {n^686j note) y la moyenne proportionnelle sfcpl serait imaginaire; résultat
3lS LIVRE VUU -• GODBBUIff Vgfi UQJHU BT 9ES iVffkCES. qui s'accorde bien^ il est vraii avec la nature des diamètre» de Thyperbole d, df^ (ty...^ lesquels ne rencontrent plus cette courbe quand ils s*écartent au delà d'une certaine limite^.niais qui exige une modification dans les opérations grapbi* ques. Lors donc qu'on rencontrera des sections normales situées au-dessus du plao tangent de S en M, on ne tiendra compte que de la grandeur absqlue de leurs rayons de courbure p,, p'j, p'^avi ^^ après avoir construit les moyennes proportionnelles
on aura soin de distinguer cette classe de rayons vecteurs, pour réunir leurs extrémités par une hyperbole particulière ibâ* qui sera une nouvelle branche de Yindi* catrice, et que Ton peut regarder comme la section que produirait, dans l'hyperboloïde osculateur, un plan parallèle au plan tangent» mais mené avHtemis du point M, et à une distance égale à c.
729. (Fig. i38.) Cela posé, on construira le premier axe ma de rindicalrice, en le menant par le milieu de l'arc de cercle dj décrit avec un des diamètres md, puis le second axe «^ qui est perpendiculaire au premier, et l'on en conclura lei asymptotes mP et m Q commîmes à ces deux hyperboles conjuguées. Alors, les deux rayons de courbure de k surÊice S au point M (n^ 686) auront pour grandeurs
et les sections principales seront données par deux plans normaux qui formemient avec le plan connu relatif à m</, les angles dma et (6n6; ou.plutot| si l'on regarde le plan de la firj, 1 38 comme parallèle au plan tangent de S en M^ 1^ droitea '"^ et mb seront les traces des plans normaux qui contiennent ces sections principal»» et ce seront aussi les projections des tangentea aux deux lignes de i;ottrburfi qui partent de M.
730. Quant aux plans normaux limites qui séparent les sections convexes ou situées au-dessous du plan tangent, d*avec celles qui se trouvent au-dessus et qne nous appellerons concaves, nous savons (n*^ 694) qu'ils coupent la surÉweS $vi* vaut des courbes dont les rayons de courbure sont infinis au point M^ àoofice^ plans auront pour traces sur le plan tangent les diamètres infinis de Tindicamcet c'est-à-dire les deux asymptotes mP et mQ qui se détermin^ont au moyen du rectangle construit sur les deux axes ma et mb. Il résulte delà que ces asyfnptote* auront chacune un contact du second ordre au moins^ avec les deux section» normal» limites; et, en effet, il est aisé de voir qu'elles sont précisément tes intersectioDsdu plan tangent en M, avec l'hyperboloïde osculateur.
731. D'ailleurs^ comme ce plan tangent doit couper la aur&oe S non oonfet» suivant une courbe, i^ deux brapçbeç pa9a«nt par le poijut M| il ar^vfi* W«» 9f^
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le* droites mV et mQ seront tangentes à ces deux branches. En effet, chacune de oe« droites se trouve dans le plan langent, et a deux éléments communs avec S, d'après ce qui a été dit au numéro précédent; donc ces deux éléments appartien* nent à IHntersection de la surface par son plan tangent, courbe dont chaque branche ofirira ainsi un contact du second ordre avec mp ou mQ. En outre, ce sont ces deux branches qui fourniront les limites précises des quatre régions tour à tour convexes et concaves (n^ 694), que présente la surface S autour du point M.
732. I/es considérations précédentes permettent de simplifier la méthode du qo 727 pour une surface S non convexe, en admettant que l'on sait construire les tangentes au point multiple de Tiatersection de cette surface avec son plan tangent ; ou en se bornant à les mener approximativement, hypothèse d'autant plus plau* sible que la direction de ces droites sera ici mieux indiquée^ parce que chaque branche de l'intersection offrira un arc presque rectiligne (n^ 731) dans les envi* rons du point considéré M. Il suffira, en effet, de construire cette intersection sur un plan parallèle au pian tangent de S en M, de lui mener des tangentes mP et mQ au point multiple, lesquelles seront les asymptotes de l'in^tcalrtce, qui n'aura pas besoin d'être tracée; puis, de diviser en deux parties égales les angles aigus et obtus que forment ces asymptotes : alors ces droites bissectrices maetmb seront les traces des plans normaux principaux, et aussi les tangentes aux deux lignes de courbure partant de M. Ensuite, il restera à construire les sections faites dans la surface S par chacun de ces plans principaux, et à trouver (n^ 666) les rayons de courbure de ces sections qui seront ceux de la surface elle-même.
Cette marche s'emploierait avec avantage pour un point quelconque d'un hypersboloîde ou paraboloïde gauche, puisque la section du plan tangent serait ici com'^ posée de deux droites qui tiendraient lieu des tangentes qu'il fallait mener €i<dessus approximativement. Pour une sur&ce gauche quelconque (J?^. i43), une de ces tangentes serait la génératrice rectiligne GPM, et la seconde branche Ma de l'intersection s'obtiendrait par la marche générale du n^583.
733. Au contraire, si l'on voulait construire rigoureusement les tangentes au point multiple de l'intersection d'une surface non convexe quelconque, avec son plan tangent, il n'y aurait qu'à déterminer, comme au n® 727, les directions et les rayons de courbure des deux sections principales pour le point de contact assigné^ puis, en déduire, par le n^730, les asymptotes de Findicatrice, lesquelles seraieut les tangentes cherchées.
734* Afflicatioit Àtj roRK. {Fig. 45.) Ce tore, représenté dans l'épure 45, a été coupé par son plan tangent M'T'f relatif au point (M, M'), suivant une courbe à deux branches MHRE... et M Are... que nous avons construite au n^ 268. Pour trouver les tangentes de ces branches en M, nous observerons qu'ici^ où la surface est de révolution» le méridien A'M'B" est à la fois une première ligne de cowbure
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et une section principale (n® 708) dont le rayon de courbure est R = If (a; Vmtrt section principale serait située dans le plan wM'Ç, perpendiculaire au inéridi€& précédent, et elle aurait pour rayon de courbure R' = M'Ç, c'est-à-dire la portion de la normale comprise entre le point M' et Taxe O'V de révolution (n^'TOS). Pour en déduire Thyperboloïde osculateur au point (M, M'), il femt {n^698) donner à Taxe réel de cette surface, dirigé suivant la normale (M'co, MB), une longueur arbitraire c, que nous choisirons ici égale précisément au rayon M^td, parce qu'il en résultera pour le second axe réel, dirigé suivant (wdt, BC), cette valeur très-simple a = ^c.R = M' w ; c'est-à-dire que Thyperboloïde sera de révolution, .et aura pour cercle de gorge le méridien donné (A'JVTB'a, AC). Quant à l'aie imaginaire, qui sera perpendiculaire à ce méridien et passera par son centre (ca,B), sa longueur, déterminée par b = \/c7r?, sera la droite M' S, moyenne proportioûnelle entre M' eu et M'Ç. Maintenant que Thyperboloïde osculateur est compIét^ ment déterminé, nous sommes dispensés de construire par points rindicatrice, puisque cette courbe n*est autre chose (n® 727) que la section faite dans ^hype^ boloîde par le plan a&)£ parallèle au plan tangent M' T'T; ce sera donc une hype^ bole ayant pour axe réel ua, et ponr axe imaginaire une droite égale à M'S et élevée par le centre (u, B) perpeDdiculairemenl; au plan vertical. Les asymptotes de cette indicatrice seraient alors faciles à construire; mais comme il faudrait oisuite les projeter sur le plan tangent M^TT, cela revient évidemment à prendre Wâ^ = (oa, puis à élever du point (^ une perpendiculaire au plan vertical, qui ait pour longueur WS ; et Thypoténuse du triangle rectangle ainsi formé sera la projection de Tasyroptote sur le plan tangent, et ce sera aussi (n^ 751) la tangente même de la section que forme ce plan dans le tore. Enfin, pour obtenir cette tangente sur le plan horizontal, il faudra projeter le coté M'c^ de ce triangle suivant M J, puis élever une perpendiculaire ^X = M'ê, et la droite XM sera la tangente de la branche M Are. La tangente X^'M de l'autre branche MHR£ s'obtiendrait par le moyen de la seconde asymptote, mais cela se réduit à prendre ^X"" = (^X; ainsi, quant à la méthode pratique, on voit que la construction de ces deux tangentes n*exigera qu'un très-petit nombre d'opérations fort simples.
755. Revenons à une surface générale S. Après avoir déterminé, parles méthodes précédentes, les tangentes ou les premiers éléments des deux lignes u^ courbure relatives à uii point quelconque M assigné sur cette surface, il àudrait, pour obtenir le cours entier de ces lignes, répéter des opérations semblables sur un point Ma très-voisin de M, et choisi sur Tune des deux tangentes d^à trouTées; puis, agir de même pour un point M, voisin de M^, et placé sur l'une des deux directions que comportent les lignes de courbure relatives à ce dernier point ;^ ainsi de proche en proche. Mais la complication et les incertitudes d'une pareni marche font assez voir que la détermination complète des lignes de courbure est
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un problème qui est généralement insoluble par des opérations purement graphiqries; c'est donc à l'analyse qu'il faudra recourir pour se procurer des données certaines sur cette matière^ quand la surface ne tombera pas dans un des genres examinés aux n^ 707... 711 ; et nous allons exposer les beaux résultats auxquels Afonge est paprvenu dans l'exemple d'un ellipsoïde à trois axes inégaux {*).
736. {Fiy. i44*) Soient a, 6, c les trois demi-axes de l'ellipsoïde donné, entre lesquels nous supposerons les relations a > 6 > c. Adoptons, pour plan horizontal de projection, un plan parallèle aux deux axes les plus grands, et choisissons le plan Tertical parallèle à l'àxe maximum et à l'axe minimum ; alors, si (O, O') est le centre de la surface, et que l'on décrive sur les demi*axes OA = a, OB = 6, une ellipse (ABD£, A'iy), ce sera le contour apparent de l'ellipsoïde sur le plan horizontal; tandis que le contour apparent relatif au plan vertical sera l'ellipse ( A'CD'F', AD) décrite avec les demi-axes (yAr= a, C C = c. La troisième ellipse principale^ qui a pour demi-axes b et c, se trouve projetée sur BE et C'F' ; et nous l'avons rabattue ici suivant EC. Quant aux excentricités de ces trois ellipses, on les trouvera graphiquement par les relations connues
ainsi il deviendra facile de construire, par le secours de quatrièmes proportionuelles, les deux distances
sur lesquelles, comme demi-axes, on décrira une ellipse auxiliaire aeS, puis une hjrperbole auxiliaire a^. Ensuite, on portera sur les axes delà projection verticale, deux distances
aviec lesquelles, comme demi-axes, on décrira une nouvelle ellipse auxiliaire XXZ' qm se trouvera toujours en -dehors de rellipsoîde, puisque ses deux axes sont évidemment plus grands que a et c.
737. Cela posé, l'analyse apprend que les lignes de courbure de la première espète sont projetées horizontalement suivant des hyperboles TU, W, KR,..., et ▼erticalement suivant des ellipses T'U', L'S', K'R',..., qui se construisent avec les données précédentes^ comme il suit. Après avoir choisi sur OA un point T arbitraire, mais situé entre O et a, on trace les deux coordonnées Ta et zO de l'ellipse auxiliaire aê; puis, avec l'abscisse OT comme axe réel, et avec l'ordonnée OQ comme axe imaginaire, on décrit une hyperbole TU . Ensuite, on projette le point U
où cette hyperbole va couper le contour apparent ABD, en U\ à partir duquel on
(*) Foyet le chap. XVI de noire Analyse appliquée h la géométrie des trois dimensions. 4* édit. 4»
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trace les deux coordonnées V'n et ni; de rellipsc auxiliaire X'Z'; ppia, wec l'abscisse CU' et l'ordonnée (XÇ comme demi-axes, on décrit une ellipse ÇT'U' qui est la projection verticale de la ligne de courbure déjà projetée horiaontalemeut suivant TU. On sent bien que cette ligne de courbure est gauche, txmsfennée, ctqu'elle offre des parties symétriques au-dessus et au-dessous, en avant et ep arrière dis plans principaux de l'ellipsoïde^ ce qui fait que ses deux projectioxis n'occupent qu'une portion limitée d'hyperbole ou d'ellipse.
738. (Fig. 144.) Quant aux lignes de courbure de la seconde eapèooi elles h projettent horizontalement et verticalement sur des ellipses (f MV, y'M'V), (>}NI, )7'N'r),..., qui se construisent de la manière suivante. Après aVoîf pris on point arbitraire V entre a et A, on trace les deux coordonnées Vcf et dH}^ 4e ïhjferbole auxiliaire ay; puis, sur les droites OV et O^ comme demkiXfes^ on décrit uae ellipse 4>Vf . Ensuite, on projette le sommet f ou tj; de cette courbe^ sur l!allipse principale rabattue suivant EC, et l'on relève le point f en ^ sur le plan vertical; alors, en traçant les deux coordonnées ç> et fiW de l'ellipse auxiliaire X'Z', on obtient les deux demi-axes a W et Cf' de l'ellipse cherchée f' V'W% dont une partie seulement reçoit la projection verticale de la ligne de courbure qui est aussi fermée et gauche.
759. Etudions maintenant les variations de forme que subissent les lignes^ courbure des deux espèces, lorsque les points Tel V s'éloignent ou se rapprochent de a. Quand le point T est en O, et le point V en A, la projection de la première ligne de courbure se réduit évidemment à la droite BOE, et la seconde devient l'ellipse ABD, ce qui montre que les deux ellipses principales EC et ABDE sont elles-mêmes des lignes de courbure ; en effet, les normales de l'ellipsoïde menées par tous les points de l'une ou de l'autre de ces courbes sont situées dans leur plan, et ne peuvent manquer de se couper consécutivement. Lorsque les points T et V se rapprochent de a, l'hyperbole TU et Telhpse YMy se resserrent déplus en plus, et quand ces points sont arrivés en a, la seconde se rçduit évidemment à la portion de droite aw, tandis que la première est remplacée par les portions reclilignes «A et wD; de sorte qu ici les deux lignes de courbure viennent à coïncider, et leur ensemble fournit l'ellipse principale (AD, A' CD'). On voit donc que le point a et son homologue w déterminent, sur l'ellipsoïde, quatre points singuliers (a, «')» (a, a''), (w, «'), («, «"), pour lesquelles les lignes de courbure des deux espèces viennent se confondre, comme le montre aussi la projection verticale où les ellipses çrU'et fV'W s'ouvrent de plus en plus, l'une dans le sens horizontal, l'autre dans le sens vertical; ou plutôt, dans ces quatre points, la direction des lignes de courbure devient indéterminée, comme le prouve l'analyse, et la courbure de la surface est uniforme autour de chacun d'eux ; de sorte que ce sont quatre omiito, tels que nous les avons définis au n^692.
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740. L'anàljse prouve encore que, sur le plan vertical, toutes les ellipses des deux séries se trouvent inscrites dans le losange X'Z'X'^Z", qui touche l'ellipse principale A'C'iyF' précisément aux quatr^ombilics. D'ailleurs il est intéressant de savoir que les lignes de courbure de Tellipsoïde sont précisément les intersections de cette surface avec les divers hyperboloîdes à une nappe et à deux nappes, qui auraient les mêmes foyers que cet ellipsoïde. Cest ce qui résulte du beau théorème dû à M. Binet, d'après lequel les lignes de courbure d'une surface du second degré sont les intersections de cette surface avec les surfaces du second degré homofocales de la première, mais d'un genre différent ; et ces trois séries de surfaces se coupent partout à angles droits. M. jDupin a démontré aussi que, quand trois séries de surlaces quelconques se coupent orthogonalement, leurs intersections mutuelles sont respectivement leurs lignes de courbure.
741. Pour montrer une belle application de la théorie des lignes de courbure dans les surfaces du second degré ^ nous allons citer ce que Monge a écrit sur ce sujet :
« S*il était question de voûter un espace circonscrit en projection horizontale par une ellipse, on ne pourrait pas donner à la voûte une surface plus convenable que celle de la moitié d'un ellipsoïde dont une des ellipses principales coïnciderait avec l'ellipse de la naissance; et en supposant que cette voûte dût être exécutée en pierres de taille, 11 faudrait que la division en voussoirs fût opérée au moyen des ligties de courbure dont nous avons donné la construction, et que les joints fussent les siirfaces développables normales à la voûte. Les lignes de division en voussoirs traceraient sur la surface des compartiments rectangulaires susceptibles de décoration ; et ces compartiments eux-mêmes n'auraient rien de fantastique, puisqu'ils ne seraient qu'une suite nécessaire de la première donnée , qui est une ellipse j maïs la destination de cet emplacement pourrait influer sur le choix de celui des trois axes quSI faudrait placer verticalement.
» tl n'y aurait aucune raison pour faire Taxe vertical égal à Tun des deux axes horizontaux ; ainsi, les trois axes seraient inégaux. Dans celte hypothèse, Taxe vertical pourrait être plus grand que les deux autres, et alors la voûte serait surmontée ; il pourrait être plus petit, et la voûte serait surbaissée; enfin, il pourrait être compris entre les deux autres, et la voûte serait moyenne. La voûte surmontée aurait en général plus de hardiesse et plus de dignité; et si la naissance était ellemême à une grande hauteur, quelle' que fût d'ailleurs la destination de remplacement, ce serait la voûte surmontée qu'il faudrait employer, parce que sa grande élévation, faisant paraître ses diikiensions verticales plus petites qu'elles ne seraient réellement, écraserait trop une voûte d'une autre espèce- La voûte surbaissée, en diminuant le volume d'air compris dans l'emplacement, serait plus favorable à la V6ix é'utk orateur. Si remplacement devait être éclairé par deux lustres suspendus
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à la voûte, il faudrait que cette voûte fût ou surraontéc oa sarbainée, parce que, dans ces deux cas, sa surface aurait deux oâabiticâ, placés symétriquMKent audessus du grand axe de l'ellipse horizontafe, et que ces ombilics, rendus très-appa* rentsparles compartiments qui se distribueraient autour d'eux, seraient les points naturels de suspension : alors on pourrait disposer du rapport entre lesaxes^ pour que ces points fussent espacés d'une manière convenable.
» Au contraire, si remplacement devait avoir quatre grandes ouvertures, ou si la voûte devait être portée par quatre groupes de colonnes, ou en6n si, dansia décoration intérieure, on employait quatre supports distribués isymétriqwement, il faudrait choisir la voûte moyenne pour laquelle les quatre ombilics sont toujours dans la naissance, et placer les massifs ou les supports aux quatre ^extrémités des axes, parce que c'est aux environs de ces quatre points, et loitt des ombilics, que les lignes de courbure, rendues apparentes par la décoration de la voûte, et qui d'ailleurs rencontrent toutes verticalement la naissance , s'écartent plus lentement de la ligne de plus grande pente de la surface.
742. » On s occupe aujourd'hui de la construction de salles pour 1^ deux conseils de la législature : les emplacements dont on a pu disposer jusqu^à présent pour de semblables salles, ont forcé de donner à l'amphithéâtm moins de jfrofondeur en face de l'orateur que sur les cotés ; mais l'expérience ayant prouvé que h voix se porte à une plus grande distance en face, il parait que c'est «ne dispositkm toute contraire qu'on devrait adopter. De toutes les formes allongées qu'on pourrait donner à l'amphithéâtre, il n'y en a auôune dont la loi soit plus simple et plus gracieuse que l'ellipse : il faudrait donc que la salle fût elliptique, et qu'elle fut couverte par une voûte en ellipsoïde sutbaissée.
» Le service des assemblées législatives exige un emplacement pour le bureau, en avant duquel est la tribune de l'orateur. En plaçant le bui^eau à un des sommets de l'ellipse, on pourrait lui consacrer un espace suffisant pour la coaittaàité du service, et l'orateur se trouverait naturellement placé sous un des ombflîcs <ie la voûte : l'amphithéâtre n'occuperait que la partie qui serait en avant. Une galerie qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assex élevée pour être très*distiûcte de Tamphithéâtre, fournirait des places au public. La salle, qui n'aurait ni tribune ni aucune espèce d'irrégularité, pourrait être décorée par des colonnes, à chacune desquelles correspondrait une nervure de la voûte, pliée suivant la ligne de coorbure ascendante. Toutes ces nervures, verticales à leur naissance, se courberaient autour de l'un ou de l'autre ombilic, pour redescendre ensuite k plomb sur les colonnes opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autre» a^*^ vures pliées suivant les lignes de l'autre courbure. Les intervalles de ces nertures pourraient être à jour, soit pour éclairer la salle , soit pour donner des iBsnes à l'air, et fprmeraient un vitrage moins fantastique que les roses de nos égVs^ ff^
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thiques. E^6ii| deux lustrea 8uiipç»dus aux ombilicft de la yot^tpj el à 1^ suspens^q desquels la. voûte! ^Qtièr6 semblerait concourir, serviraient à éclairer la ^Ue.peaoït. dantia nuit.
» Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails k cet é^ard ; il nous sui^t d'avoir indiqué aux artistes un objet simple^ et dont la décora{ion^ quoique très^ riche, pourrait n'avoir rien d'arbitraire^ puisqu'elle consisterait principaletnent à dévoiler à toua les yeux une ordonnance trèsp^racieuse , qui est dans la nature même de cet objet. »
743. Pour rendre réf>ur6 i44 applicable aux idées que Jlfonje vient d'exposer^ il faudrait distribuer les lignes de courbure ascendantes de manière qu'elles divi-« sassent l'elUpse de naissance ÂBDE en parties égales US» SR,.... Alors, le. point U étant donnée on le projetterait en U'^ d'où l'on conclurait les deux demi-axes U'n etnÇ de l'ellipse ÇT'U'; et celle^^i, étant tracée, fournirait le point T, qui, projeté en T, déterminerait le sommet et les axes Te, cd, de l'hyperbole demandée TU« Quant aux lignes de la seconde courbure, on les ferait passer par des points qui diviseraient la demi*ellipse ECB en un nombre impair de parties égales; et diaque point de division f'' étant projeté en ^^ et relevé en (f'y ferait connaitrei cpmn^e au n® 758, les demi-axes \^& et ^V, f'fi et |xW', des ellipses ^Y(p et f' V'W, suivant lesquelles se projette une ligne de la seconde courbure. Pour les autres déta^ils^^ nous renverrons au n** 7i4 de notre Traita de Stéréotomie.^
744. HYPERBOLOIDE OSCULATEUR le long d'une génératrice d'unie mrface gatiçhe S. {Fig. i43.) Nous avons vu (n** $78) que si, dans les plans tangents relatifs à trois points M> M% M", pris sur la même génératrice G, on traçait des droites arbitraires MQ, M'Q', M'^Q", et qu'on les adoptât pour directrices de la droite naobile G, on obtiendrait ainsi un hyperboloïde à une nappe qui raccordemil la surJEic^ S tout le long de la droite GMM'M'', c'est-à-dire qui jurait,. en; chs^que point .deceUe ligne, le même plan tapgent que S ; de sorte que l'élément superiSi* ciel WA^M'm^m'm^ indéfini en longueur, serait commun aux deux surfaces* Or il y aune infinité d'hyperboloîdes qui jouissent de cette propriété, puisque les trois directrices MQ, M'Q', M^Q"" peuvent être tracées à volonté dansiez plans tangents. Mais, si l'on choisit la droite MQ de ipanière. qu'elle sçit tangente à la. courbe Mc^ suivant laquelle la surface S est coupée par son plan tangent en M, on sait (n^ 73i) que cette tangente aura deux élénients Mm et mn communs avec M a, et, par suite, avec S : il en arrivera autant pour les droites M'Q', M"Q", si on les choisit langenles aux sections M'aS Wof!'^ que tracent dans la surface les plans tangents relatifs aux points M', M". Par conséquent, eu adoptant ces trois tangentes particulières pour directrices de l'hyperboloide, ce dernier aura ainsi deux éléments supiei^ciels MM''m''m et mm^n^n communs avec S, et sera dit l'hyperboloide oscillateur de cette surface, le long de la droite assigpée GMM'M". La génération de cet fa^perboloide
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ne ranfermant plus qne des donnée* «iitièremmit âxM, H a&rà unique ; et il offrira ayee It snr&ce 8 un contact plus intime que tous les autres. D^aiUéurs, pour tout point de ia droite GM, les lignes de courbure de S seront tangetites à oelfeft de ï'hyperboloide osculatenr ; et ces dernières sont aisées à dAterminer d'après les retnanques du n** 722.
CHAPITRE PREMIER
tHÉOBAma DITERS.
Nous réunissons ici diverses propositions relatives à des théories antérieures > mai» qui n*aaraieot pas eu alors (Inapplication prochaine , tandis qu*elles nous deviendront utiles dans la PerspectÎTe , les Ombres et la Stéréotomie. ___]_
745. Lorsque un eyUnàre pénètre dans une sphère par une courbe Pt^kift^ iâ seconde branche de l'intersection est également plakb ; d*aîlleurs cette courbe de sortie, qui est un cercle égal à la courbe d'entrée, se trouve perpendiculaire au plan qui serait mené à angle droit sur la courbe d*entrée et parallèlement aux génératrices du cylindre.
{Fig. i45.) Conduisons par le centre de la sphère un plan de projection qui soit parallèle aux génératrices du cylindre et perpendiculaire à la courbe d'entrée ! alors cette couil>e, qui est nécessairement un cercle, s'y trouvera représentée par la corde AB, égale à son diamètre» et les génératrices GA, FB sortîrotll delà sphère par les points A' et B', évidemment situés sur le même grand cerele que A et B; tandis qu'une arête quelconque DM sortira de' cette surface par tm point dont ia projection W tombera sur la droits h!V. En effet, toutes les cordw pari'lèles AA', BB', MM',.»., comprises dans la sphère, seraient divisées en deux parti» égales par le plan OR, mené du centre perpendiculairement à leur direcHon commune : donc les ordonnées EA, PM, IB sont respectivement égales à EA', WP, Vf} et dès lors il est certain que les trois points A', M', B' se trouvent en ligne iwte, puisque A, M, B remplissent déjà cette condition. D'on il résidte que la cwirf» de sortie est projetée sur la droite A'M'B', et qu'amsî elle estpkme; d*ai1leflrs «"® satisfait bien aux autres conditions de Fénoncé, d'après le choix du plaa de pro* jection employé ici, et attendu que le diamètre A'B' est éTidemment égal au d^^ mètre AB«
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0)Merv«>nfr .c|ue ai la iDylindro pénétrait àmA là «filière pft? un grand derote^. tel ^ue aObf Utcourbe de «ortie aérait l'autre grand cercle a^Ob'} et pour conetruive plus aisément cette derrière oourbe) qui se rencontrera dans l'épure des Ombrm €i'un€ niche, il su£&ra d'employer un plan de projection qui soit parallèle aux Y*ayons de lumière et perpendiculaire à la courbe d'entrée, puisque^ sur un tel plan^ la courbe de sortie se projettera suivant Une droite.
746. Dans l'intersection d'un cône avec une sphère, si la courbe d'entrée est PLAirat ia courbe de sortie lest pareillemerd.
[Fig* i/|6.) Adoptons pour le plan de la figure celui qui, passant par le centre de la sphère et le sommet du côtie, se trouve en même temps perpendiculaire à la courbe d'entrée, et dé8ignons4e smie \e nom de plan horizontal. La courbe <l'entrée) qui est nécessairement un cercle, sera projetée suivant utie corde AB de la spbère, et si S est le sônliiiet situé dans notre plan horizontal» les deux arêtes SA, SB iront évidenment sortir de la sphère par les points a, b; mais^ en outre^ je dis que la droite ab est la projection totale de la courbe de sortiCi En effet, si, par le point de la stirface conique qui est projeté en m, on mène un plan vertical A'mB', parallèle k AB, il coupera le c6ne suivant un cercle du diamètre A^B', ^ue nous rabattrons ici suivant A'm'B'; et l'ordonnée mfm du cône étant moyenne proportionnelle entre les deux parties de ce diamètre, nous aurons
nim'= Afm.mh\ ^ Mais les deux triangles mAfa et mB'6 sont semblables, puisque l'angle A^ égale Tangle SAB, qui a pour mesure le même arc que l'angle abB; donc ces triangles donneront l'égalité suivante :
A'm.mBfss:am.màf d'où mm'ssamknwi.
Cette dernière relation prouve que Vwdannèe rabattue «aivsiot fnn¥ appartint attsti au cerde vetdcâl décrit sur ab comme diamètre} ef puisqâe ce nouveau cercle eut évidemment sur la sphère proposée, nous eti eôdclurous que le sommet de l'ordonnée mm', ou le point du cône qui est projeté en fn, se trouve en ménJe temps sut la sphère. Comme on en dirait autant de tout autre point An côue projeté en » sur ab, il est csertain que le plan vertical ab coupe le cône et la iptèt^ suivant un cercle unique, lequel est la seconde branche de leur inferâectiôU OU la nMUrbe de sortie; ce qui démontre le théorème annoncé.
747. Observons que le cercle vertical ab est précisément ce qu'on appelle la section anti^paraUèk du cône SAB à baôe circulaire; car la première condition que doit remplir cette secrion, c'est d'être perpendiculaire au plan pHndpnl dû cône, c^est-ihdire à celui qui, passant par le sommet S et le centre G de la base circulaire AB, se trouve en outre perpendiculaire à cette base i or ce plau cotacide évidemment ayec celui de notre épure, lequel contient les points S, O, et le rayott 0C#
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Ensuite, la section anti-parallèle doit former, sur le plan [HÎncipal, un tnaagleSa6, semblable et non parallèle à SAB; condition qui eA encore rempliey ppisque nous Tenons d^observer que les angles SAB et S 6a avaient la ndéme mesure.
748. Lorsque deux cylindres du second degré se coupent suivant une première courbe vtkJirB, la courbe de sortie est aussi PLAifB.
(jFV^. 147) Supposons que Trilipse EMM'FM^K soit la courbe d'entrée, commune aux deux cylindres (les mêmes raisonnements seront applicables 4 une hyperbole ou à une parabole); alors, en menant divws plans qui soient parallèles aux génératrices des deux cylindres à la fois^ ils traceront dans l'ellipse des cordes MNy M'N',..., parallèles entre elles, et chacun de ces plans coupera d'ailleurs les deux cylindres suivant quatre droites. Celles qui répondront au plan sécant MN, savoir MA et NB, Ma et Vb, formeront, par leurs intersections, un parallâogramme MnNm, dont les deux sommets m et n appartiendront éyiiriemment k ia courbe de sortie ; de même, cette courbe passera par les points wf et n' où se coupent les quatre arêtes M'AS «t ^'^^ ^^^ ^^ ^^y c(mtenues dans le plan sécant H'N'; et ainsi des autres. Or toutes les diagonales mn, m' n'y... y sont évidemment parailèles; elles passeront d'ailleurs par les milieux des cordes MN, M'N,..,, et, par suite ; elles rencontreront toutes le dmmètre £F conjugué avec c^es cordes. Donc ces diagonales formeront, en s'appuyant sur la droite ËF^ une surface néœsairement plane, qui conti^^lra toute la courbe de sortie mmfFn'n^ ainsi, cette dernière satisfait bien à l'énoncé du théorème.
749. On voit d'ailleurs que la courbe mm!'Evln sera de même espèce que la courbe d'entrée ; car, pour des abscisses communes OP, OF,...^ les ordonnées MP et m P, WV et m'P', . . ., seront évidemment proportionnelles ; de sorte que les deux branches de l'intersection seront ici deux ellipses ayant un diamètre commun £F. Il est clair aussi qu'aux extrémités de ce diamètre, les tangentes ET et EV de&deox courbes, ainsi que les arêtes des deux cylindres, se trouveront toutes parallèles aux plans sécants employés ci-dessus ; par conséquent, les cylindres proposés auront deux plans tangents communs et parallèles.
750. Lorsque deux surfaces du second degré ont vv ax£ coioiuzf , en grandeur et en position^ elles ne peuvent se couper que suivant vevx courbes plakes, qui jxisseï^ l'une et l'autre par l'axe commun.
{tig. i48. ) D'après l'hypotbèse admise, les deux surfaces aiiroqt le même centre, et en faisant passer par ce point notre plan horizontal de projection, que nous choisirons d'ailleurs perpendiculaire à l'axe commun (O, O'C), il coupera les deux surfaces données suivant deux courbes du second degré et concentriques AB^^ etabde. Or, si ces dernières se rencontrent en deux points G et H, .il y en aura nécessairement deux autres, I et R, diamétralement opposés aux premiers 9 et qui seront encore communs aux deux courbes. Alors le plan vertical GI coupera le^
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8ttrfe<^es proposées sciivant daix courbes qui coîneidercml complètement, puisqu'elles auront les mêmes demi-axes OG et O'C^ ; donc cette section commune sera une des branches de l'intersection totale des deux surfaces, et l'autre branche sera la section aussi commune, faite par le plan vertical HK«
Ces raisonnements sont applicables à toutes les surfaces du second degré qui ont un centre, qu'elles soient ou non de même espèce, pourvu que l'axe commun soit en même temps réeto^ imaginaire dans les deux sur&ces à la fois.
754, Si la première n'avait pas de centre, son axe unique serait infini ; et, par conséquent, la seconde devrait, pour satisfaire à l'énoncé du théorème, être aussi un parabololde ayant le même sommet. Alors on couperait ces deux paraboloïdes par un plan perpendiculaire à l'axe commun , et ces deux sections, qui auraient évidemment le même centre, se rencontreraient en quatre points diamétralement opposés, tels que G et I, H et R dans la figure précédente; d'où l'on conclurait que le plan conduit par la droite GI ou HK, et par l'axe comimun , coupe les paraboloïdes suivant deux paraboles qui, ayant même axe, même sommet et un point commun G ou H, se confondront nécessairement
755. On peut généraliser le théorème du n^ 750, en l'appliquant à deux surfaces du second degré qui ont deux plans tangents communs et parallèles. En effet, la
<k*oite qui joindra les points de contact de ces plans sera un diamètre commun aux deux surfaces ; le plan diamétral conjugué avec ce diamètre, devant être parallèle aux plans tangents donnés, se trouvera le même pour la première et la seconde surface, et il coupera celles-ci suivant deux courbes concentriques, telles que ABDË et abde : de sorte que le plan mené par GI ou HK , el par le diamètre commun, produira dans les surfaces proposées deux sections qui devront encore coïncider, attendu qu^elles aiu*ont deux diamètres conjugués communs en direction et en longueur; donc ces surfaces se couperont suivant deux courbes planes.
735. (JRgr. 149.) Un cas particulier de ce théorème se présente dans la rencontre de deux berceaux ou cylindres, qui ont le même plan de naissance et la même montée. En effet, si les deux ellipses AMNB et amnby dont les axes verticaux sont égaux, représentent les bases de ces cylindres qui sont ici rabattues autour des axes ABet ab situés dans le plan horizontal de la naissance, on voit d'abord que les quatre génératrices ÂG, BH, a G, 6K, se rencontrent en formant le parallélogramme GHIR. Ensuite, si l'on coupe les deux cylindres par un même plan horizontal, on obtiendra quatre arêtes partant des points M, N, m, n, et qui se rencontreront nécessairement en des points projetés sur M', N^ M'', N""; or je dis que ces projections tomberont précisément sur les diagonales du rectangle GHIK. En effet, les deux ordonnées pm et PM étant égales, on sait que les abscisses ap et AP sont entre elles comme les deux axes ab et AB, cç qui donne la proportion
Ga;aM'::GR:KI;
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d'où Vôtk conclut que le point M' est en ligne drpijte aveo 6 et I* i)n.,iNi«ttfer« semblablement que ^^ tombe sur la même diagonale^ tandia queN' et M"; wni lur la droite HK : ainsi, l'intersection totale des cylindres proposés se composera des deux ellipses situées dans les plans verticaux GI et HK.. Tous œs raiaonneme&ti s'appliqueraient identiquement au cas où les génératrices des deux «ylip^xesse rencontreraient obliquement, avec le soin de prendre pour base du premier uns section faite par un plan vertical parallèle à aGH) et pour baae da Moond uns section verticale parallèle à ÂGK.
754. Rbmaaqub. Lorsque deux surfaces quéleonquêi 6 et S' se aoiielmilen ne point, et qu'en outre elles se coupent suivant une eourbt à dieun branohesqiii prissent par le point considéré, il n'est plus possible de trouver les: tangenfies de ces branches au point multiple, par la méthode des pkna fan^ts^ puisque ceUM coïncident. Mais, si Ton substitue aux surfaces S et S^ deux surfoces du seoond d^ré 2 et l' qui soient oscultarioH des pk^emières, il est évident que rinttrseciioo de 2 avec l' aura les mêmes tangentes que l'intersection dé S avec S^. Or^ tsùmm dans chaque surface 2 ou X^ il y a un axe c ou e' qui est arbitraire en lon^éur (n^696), quoique toujours dirigé suivant la normale au point ôonsidiîré, si roa prend cet axe égal de part et d'autre, il arrivera que les surftices S et 2'se oeupe^ ront suivant deux courbes planes (n^ 750), dont les projections mrun planpef^ pendictttaire à la normale se réduiront à deux droites faciles à constrofite; alors cet droites seront évidemment les tangentes d^ deux branches de TinterseotioB de S avec S', pour le point multiple en question. Cette méthode ingénieuse a été donnée par M. Th. Olivier^ dans un Mémoire inséré au !ii* cahier du Âwmal de tÉcok Polytechnique; et l'auteur l'a appliquée au conoïdô de ùt }>oéted'aréÈes en tôur mtde, dont nous avons trouvé les tangentes par un autre moyen (n^646).
755. DES TANGENTES C0N5UGUÊES ou récipf^ques. (%. i6o.) Lonqn'm cône VMKN est circonscrit à une surface du second degré, t/nfe arête ^uêtconqueVU de ce cène et la tangente MT, menée à la Courbe de Contact MKN par le pïed d« cette arête, sont toujours respectivement parallèles à" deux diamètres conjugaés de la section faite, dans la surface, par un plan parallèle au plan tangent TMT.
Pour démontrer ce théorème (*), adoptons comme plan de la figure le plan dra* métrai qui passe par Tarôte VM et le diamètre VO, et qui coupera la surface stti- . vant une courbe NXMY, à laquelle VM sera tangente. D'ailleurs, si noû$ menons le plan diamétral conjugué de VO, la section de ce plan avec la surface sera nne courbe E2Y, parallèle et semblable (n«554) à NKM, et, par suite, les tangent» YT' et MT se trouveront parallèles; donc, le conjugué de OY sera tme droite Œ, ■ ' ■ * ■■ .. " > , ■ ■ ■ "*
(*) n est dû à M. Dopm; m^dd nous lé démoatrons ici ifunê manière différente, sans passer pâf l'intermédiaire d'un cylindre.
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parallèleà MT. Cela posé, les trois diamètres OX, OY, OZ étant conjugués entre eux, il en résulte que le plan XOTde la figure actuelle divise en deux parties égales toutes les cordes pat^l)èl«9 à OZ? donc il en sera de même du diamètre RY% tiré paralfèlement à MV; et ce diamètre étant ainsi le conjugué de OZ dans la section RZY'^ qui se trouve bien parallèle au plan tangent VMT, Ténoncé du théorème en question est Justifié» puisque OY' et OZ sont respectivement parallèles h rareté VM et à la tangente MT.
756. Ces deux tangente^ de la surface ont été aussi nommées réciproques, parce que $i l'on plaçait sur MT le sommet d'un noitves^u cône circonscrit à l'ellipsoïde, la co^rbe de contact de ce cône aurait pour tangente la droite MV. En effet, la section faite dans la surface proposée par un plan parallèle au plan tangent en M serait encore la courbe RZY', dont le diamètre OZ, parallèle à MT, a pour conjugué QY'^ ainsi la tangente à la nouvelle courbe de contact, qui doit, par le théc^nème précédent, se trouver parallèle à OY', ne pourrait être que MV, qui remptil déjà cette condition.
757. (Fîjr, x5i.) Cette réciprocité et le théorème du n** 755, sur lequel elle est fondée, s'étendront facilement à un cône circonscrit à une surface quelconque S. Car, soient ÂMB la courbe de contact de ces deux surfaces, MT une des tangentes et YM Taréte du cône qui aboutit au point de contact ; cette arête peut être re«> 0ard^ (n^l82) comme l'intersection de deux plans tangents infiniment voisins^ menés du sommet Va la surface, et dont les points de contact p et ^ avec S se trouveront sur la courbe AMB. Blaintenant, imaginons l'ellipsoïde ou l'hyperbo* loide 2; qui serait osculaieur de S en M. Dans les environs de ce point, les surfaces S et 2 auront deux plans tangents consécutifs de communs; donc les points p et q appartiendront aussi à la courbe de contact A' MB' du cône qui, ayant son sommet en V| serait circonscrit à 2, et, par ^uite, cette dernière courbe aura encore pour tangente MT. Or, dans la surface 2, on sait (n''755) quelle relation existe entre MV et MT : donc aussi, pour la sur&ce quelconque S, barète du cône circonscrit et ta tangente à la courbe de contact sont respectivement parallèles à deux diamètres conr jugués de la section faite parallèlement au plan langent y dam la surface du second degré oscutalrice de S] et ces deux tangentes offrent pareillement la réciprocité énoncée au n« 756.
758. Ce théorème, qui nous sera utile dans là perspective d'un tore et d'un • piédouche, subsiste évidemment pour un cylindre circonscrit à la surface quelconque S, puisqu'on peut supposer le sommet V placé à l'infini sur MV; et il serait facile de l'étendre, par des considérations semblables, à une surface développable q[UfilQQSquç qui s« trouverait circonscrite à la surface donnée S.
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MÉTHODE DES PLANS COTÉS
759. Pour représenter graphiquement les points et les lignes^ nous avons vu qu'il suffisait d'assigner leurs projections sur deux plans fixes, et que de là on pouvait déduire tout ce qui intéressait sur les distances de ces points, sur la forme de ces lignes pu des surfaces auxquelles elles appartiennent, etc. Mais, dans certains cas, comme pour les dessins de Fortification et pour la Topographie, on trouve plus commode de définir les objets seulement par leur projection horizontale, à laquelle on ajoute des cotes qui indiquent la hauteur des divers points au-dessus d'un plan horizont£|l fixe, que l'on suppose pi us bas que tous les objets en question. Il est évident que cette méthode, où l'on n'emploie qu'un seul plan de projection, suffit néanmoins pour déterminer complètement la position de chaque point, parce que la cote de celui-ci remplace sa projection verticale, et pourrait même servir à retrouver cette projection, si on le désirait. Aussi nous allons voir que, par cette marche, on résout aisément tous les problèmes élémentaires de la Géométrie descriptive, et d'une manière qui se prête mieux aux traductions numériques auxquelles on est obligé de recourir dans la Fortification ; car ici les données et les résultats d'un problème offrent des dimensions trop considérables pour pouvoir être exprimées sur les dessins autrement que par le moyen d'une échelle de réduction. Ajoutons encore que, dans la Fortification, le peu de relief de la plupart des objets au-dessus du sol, comparativement à leurs dimensions horizontales, rendrait incommode l'emploi d'un plan vertical de projection, sur lequel le plus grand nombre des droites considérées seraient presque horizontales, et iraient se rencontrer fort loin.
760. Observons, d'ailleurs, que ce mode de description ayant été d'abord employé pour des côtes sous*marines rapportées au niveau de la mer, l'usage a prévalu de compter les ordonnées verticales de haut en bas, en les regardant comme de véritables «)nrf<*5 abaissées d'un plan de comparaison horizontal situé au-dessus de tous les objets considérés; tandis que le plan de projection sur lequel on opère est toujours censé horizontal et placé à une distance arbitraire au-dessous de ces mêmes objets. Du reste, ces conventions ne rendront pas plus difficile l'évaluation de la différence de niveau de deux points donnés, mais il faudra se rappeler que le point qui est affecté de la cote la plus forte est plusMas que l'autre.
(* ) La plus grande partie de ce chapitre est tirée, en subsUnce, des Leçons rédigées en i83i pour rÉcole d'application do MeU, par M. le capitaine du Génie Noizet, qui a ainsi coordonné et perfectionné les éléments de la méthode des plans cotés ; quoiqu'elle eût été déjà employée par d'autres ingénieors.
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761. {PL 6^f fig. I.) D'après cela, un point de l'espace sera représenté par sa projection et par sa cote, comme celui qui est indiqué ( i2™,5) dans la fig. i. Cependant, s'il y avait plusieurs points reiparquables situés sur la même verticale, il faudrait écrire la cote de chacun d'eux auprès de cette projection commune.
762 . [Fig. I . ) Une droite est définie par sa projection AB, avec tes cotes de deux de ses points. De là, il serait facile, au moyen d'un trapèze rabattu autour dé ÂB, de conclure graphiquement la longueur d'une portion de cette droite, son inclinaison sur rhorizon, la cote d'un troisième point de cette ligne, donné par sa projectioD; ou réciproquement, la projection d'un point défini par sa cote. Mais, comme, pour les applications que nous avons en vue ici, il fendrait finir par évaluer ces résultats en nombres, au moyen de l'échelle métrique du dessin, il sera plus exact et plus commode de construire d'abord Véchelle de pente de la droite proposée. Soient donc A et B les projections de deux points dont les cotes sont 1 4"*, 7 et i a", 5; on commencera par chercher l'intervalle L qui, sur la projection de la droite, séparera deux points dont les cotes différeront d'un mètre, et on y parviendra évidemment par la proportion suivante :
(i4'^,7-ia"",5):AB;:i«:L = -^AB;
de sorte qu'après avoir évalué AB en parties de Véchelle horizontak du dessin, et avoir trouvé ici AB = G"*, 8, on en déduira
L = S*",! et — L = o^'jQ.
Alors, en prenant sur l'échelle horizontale uîie ouverture de compas égale à cf^^g et en la portant sur AB au-dessous du point (i4", 7)» on obtiendra oduî qui doit avoir la cote 1 5"; puis en portant, à partir de ce dernier point, la langueur L phisieurs fois de suite, on trouvera les points qui répondent aux cotes i4"*, i3*, la™,...; et enfin il restera à subdiviser un de ces intervalles en dix parties égales, pour compléter Véchelle de pente de la droite proposée. Cette longueur constante L peut être nommée Yunité de l'échelle de pente.
763. {Fig. I . ) Gela posé, trouver la cote dm point situé sur cette droite, et dont Jâ. est la projection. Si M tombe entre les divisions i3™ et i4"* par exemple, on pren* dra avec le compas la distance horizontale du point M au point 1 3"^, et en la portant sur la partie de Féchelle de pente qui est subdivisée en décimètres, on verra quel est le nombre de décimètres qu'il faut ajouter à 13*^, pour obtenir la cote du point projeté en M. Les centimètres pourront s'estimer à vue.
On résoudra aussi aisément cette autre question : Quelle est la projection d'un point de cette droite, dont la cote serait assignée, comme 1 1™, 3?
764. Trouver la vraie distance de deux points de cette droite, donnés par leurs projections. On*cherchera d'abord leurs cotes, puis, on calculera Thypoténuse
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d'un triangk faetang}6 dont la hauteur sainit kt d^rmee tk M$ cùk», et âantk base ^T%\% égale 1 l'intmialh 4e$ deux pwje€ti<ms, eatknée eu naétrea aur Yé(Mk horizontale du dessin. AiBai, pour les deux pointa pr<^eMi w A; ^ B> Ifl vfai« dii* tance sera doonéa par k formule
76â, (F19, 1.) Quant 4 la pmte de la droite» on entend par Ula taQgeotetri^ gonométrique de i'angle que cette ligne fait «lyec r]:tPri9%on} c'eat-Mire Udifié^ rence de niveau de deu^^ points 4e cette droite, diviaée p^r la 4v»tAQiCe de km projections. Aipai^ pour la droite citée n"" 762» la pente éat e^pnn^é^ fw la fr«ctioo
■^"^ÏB ' ^" ^==5 environ,
en se rappelant que L désigne ici Tîntervalle qui sépare les projections de deiu points dont les cotes diffèrent d*un métré, et qu'il faut estimer cette longueur en parties de Téchelle horizontale du dessin. On énonce encore cette règle, en disant que la pente d'une droite est te rapport de la hauteur k la base.
766. {Fig. I.) Réciproquement, si Ton donne la projection d'une droite et la
cote 14», 7 d'un de aea points, avec la pente 5 que doit avoir <jetle ligne» W preodra
sur Téçhelle horizontale du dessin une longueur égale à 3 mètres, laquelle, ét»^ portée à la suite du point (i4% ?)> fe**^ connaître le poiut qui devrait avoir k cote (i3",7). Alors on connaîtra deux points cotés de la droite, et l'on construira son échelle de pente comme au n^ 762.
767. {Fig. 1.) Par un point rfonn^ C (10», 6), mener une dlnoUe panatièl&àuM droite dé/à connue. Par le point C, on tirera une parallèle à Ja projedio» AB Aê Ja première droite, et ce sera évidemment celle de la seconde. Ensuite, oon»! ces deux droites doivent avoir la même pente, si Ton joint le poi»t (io^,6}deli seconde avec le point affecté de la même cote sur la première, puis si Ton tin des parallèles à cette ligne de jonction par les divisions entières de la prettilfel droite, on formera immédiatement Téchelle de pente de la droite demandée^ laquelle sera ainsi complètement déterminée.
76tJ. [Fig. I.) Lorsque la première droite ne sera donnée que pardeo» poiaï» cotés (14"", 7) et (ia~,5), on portera l'intervalle AB de eea projectteni au-detfoitf du point (10", 6), et Ton obtiendra un second point de la nouvelle droite, leqt»! aura évidemment pour sa cote (io«,6 ^- a*,a) ou (ia*^,8). Alorto«*^^^ Téchelle de pente de la droite demandée, comme au n^ 762,
769. Une courbe isolée se représente par sa projection horizontale accompagnée des cotes d'un certain nombre de ses points, assee rapprochés pour quelw puisse saiiir le cours ascendant ou descendant de cette Ngne> on pour ^« •«•^^
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iât^viécliaires puissent être regardés comme des droites* Mais, presque touJDttrs, les courbes sont liées à des surfaces que nous apprendrons bientôt à représenter; c^est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas davantage ici.
770. [PL 6^,Jig. a.) Un ï^law, lorsque c'est une grandeur réeDement existante, et qu'il est, par conséquent, limilé de tonîes prttts, se représente par la projection de son contour dont chaque angle doit avoir sa cote ; et Ton y ajoute un certain nombre de sections de niveau qui sont des droites parallèles à sa trace horizontale. Ces sections, que l'on choisit équidistantes et éloignées, par exemple de i mètre dans le sens vertical y doivent être marquées à leurs deux extrémités d'une cote commime; ptais, si Fôn trace une perpendiculaire à ces horizontales, ce sera évidemment la projection de la Ugne de plus grande pente du plan proposé, et en cotant les points où elle est rencontrée par les diverses horizontales, elle deviendra ce qu'on appelle V échelle depenie du plan en question, laguelle est ordinairement indiquée par un trait double^ Ce mode de représentation équivaut à regarder, ainsi qu'^q le fait dans la géométrie descriptive, un plan comme engendré pat une de ses horiaon^ taies qui glisserait, parallèlement à elle-même^ sur la ligne de plus grande pente de ce plan.
77i. {Fig. 2 bis.) Lorsqu'un plan est illimité et n'existe pas réellement, on le représenté seulement par une de ses horizontales cotée, avec son échelle de pente graduée : on assigne ainsi la génératrice et la directrice de uette surface, Ce qui suffit pour la déterminer complètement Souvent même on se contente de marquât réehetle de pente graduée; parce que de là on peut déduire autant d'horizontales cotées que Ton veut, puisqu'elles sont toujours perpendiculaires à la direction de l'échelle.
772. Lorsqu'im plan est horizontal, son échelle de pente n^exisle plus, mais tous les angles de son contour portent la même cote; ou bien, si ce plan est indéfini, on le désigne par le plan horizontal à la cote n. Si le plan donné est vertical, on le repr^ente simplement par sa trafee horizontale.
773. {Fig. a bis*) Déterminer le plan qui passe par trois points donnés (9^,4)» (i4'°) et (17°^). On joindra par une droite le premier et le dernier de ces points, et, an moyen d'une proportion analogue k celle employée dans le n^ 762, on cherchera sur cette droite un point qui ait pour cote i4™ -' alors la droite qui réunira ce dernier point avec le second des points donnés, sera évidemment une horizontale du plan demandé; et une parallèle, menée par le point (17°^)» sera une seconde horizontale de ce plan, dont l'échelle de pente deviendra dès lors trèsfacile à marquer et à graduer.
La même marche s'appliquerait évidemment au cas où le plan demandé devtftit paiier par un point et par une droite donnés; et si cette droite était déjà pourvue de iofi échelle de pent6> la eoluiion serait encore plus iimple»
774. {PL 6^j fig. 3.) Par une droite donnée, conduire un plan dont la pente soit -.
On doit connaître au moins les cotes de deux points de cette droite, qui sont ici lo™ et la", 5 : alors, en regardant le point supérieur (lo") comme le sommet d un
cône droit dont les génératrices auraient Tinclinaison - (n*' 765), il suffira évidemment de mener à ce cône un plan tangent qui passe par le second point. Or, si l'on décrit un cercle qui ait pour centre la projection du point (lo™), et pour rayon une longueur prise sur l'échelle horizontale du dessin, et égale à n fois la dififérence 2™, 5 des cotes des points donnés, ce cercle sera évidemment la trace du cône en question sur le plan horizontal qui passe par le point inférieur (i a", 5). Donc, en menant par ce dernier point deux tangentes à ce cercle, on obtiendra les traces horizontales de deux plans qui satisferont au problème; et leurs échelles de pente s'en déduiront aisément, puisqite Ton connaîtra leurs directions et deux points cotés de chacune d'elles. Il est d'ailleurs facile de voir que le problème n'admettra qu'une solution ou deviendra impossible, selon que la pente assignée sera égale à celle de la droite donnée, ou moindre que cette dernière.
775. Lorsque la droite définie par les deux points cotés se trouvera très-peu inclinée, la méthode précédente conduirait à tracer un cercle très-petit, et par là peu commode à employer. Dans ce cas, on imaginera un plan horizontal inférieur aux deux points, et coté en nombre entier ; puis, on décrira sur ce plan deux cercles dont les centres soient les projections des deux points proposés, et dont les rayons soient n fois la hauteur de chacun de ces points au-dessus de ce plan horizontal. On aura ainsi les bases de deux cônes dont la pente sera -y et il restera à mener une tangente commune à ces deux cercles.
776. Si la droite donnée était horizontale, on aurait tout de suite la projection de l'échelle de pente du plan cherché, en tirant une perpendiculaire à la droite
proposée; puis, comme l'inclinaison - est assignée, il n'y aurait qu'à porter sur
cette échelle, à partir de la droite proposée, une longueur de n mètres mesurée sur l'échelle horizontale du dessin, et l'extrémité de cette longueur répondrait a un point de l'échelle de pente, dont la cote serait moindre d'un mètre que celle du point situé sur la droite donnée. Ayant ainsi deux points cotés de cette échelle de pente, il serait bien facile d'en achever la graduation.
777. [Fig./i.) Par un point (io",3) situé sur un plan donné, tracer sur ce pion
une droite dont la pente soit i- On tracera une horizontale de ce plan dont la cote
diffère de celle du point donné, de 4° par exemple, et soit ainsi i4'"f 3? P"^> *^^ un rayon égal à 4 fois la base n de la pente assignée, et du point donné comme centre, on décrira un arc de cercle qui, en coupant l'horizontale choisie, fera cou-
CHAPITRE II. — MÉTHODE DES PLANS COTÉS
naître le point que l'on doit joindre avec le point donné pour avoir la droite demandée. On sent que ce prc^lème aura en général deux solutions, mais elles se réduiront à une seule, ou deviendront impossibles , si la pente assignée pour la droite égale ou surpasse celle du plan donné.
778. Etant donnée la projection d'un point situé sur un plan connu ^ trouver la cote de ce point. On mènera par cette projection une perpendiculaire sur l'échelle du plan, et la cote du point de rencontre sera celle du point proposé.
Si l'échelle du plan n'était pas construite, et qu'il fût représenté seulement par diverses horizontales, on pourrait appliquer sur le point proposé une règle divisée en millimètres, en la plaçant de manière que deux divisions entières tombassent sur les horizontales voisines ; par là, on apprécierait immédiatement la fraction de mètre qu'il faut ajouter à la cote de l'horizontale supérieure pour obtenir la cote du point en question.
779. {Fig. 5. ) Trouver l'intersection de deux plans P et P', donnés par leurs échelles graduées. On tracera, dans chaque plan, deux horizontales qui aient respectivement les mêmes cotes ; et la rencontre de ces quatre droites fera connaître deux points cotés de l'intersection demandée, ce qui en déterminera la projection et la pente, ainsi que la jÇ^. 5 le montre assez clairement.
780. {Fig. 6. ) Lorsque les horizontales des deux plans P et P' se rencontreront trop loin, on emploiera des plans sécants auxiliaires, par un procédé remarquable auquel il faut souvent recourir dans la théorie actuelle. Traçons deux parallèles a et fr dans une direction arbitraire, et regardons*les comme les projections de deux horizontales qui auraient pour cotes, l'une i a", l'autre 1 5™ ; dès lors ces droites a et 6 déterminent un certain plan P", dont il est facile de trouver, par le procédé du n® 779, l'intersection c avec le plan P, et l'intersection d avec P'. Or ces deux sections c et (/ se coupent en un point x^ qui appartiendra évidemment à l'intersecfion des plans primitifs P et P'; puis, on trouvera un second point x', en tirant deux autres parallèles horizontales a' et 6' : de sorte que xx' sera la projection de l'intersection demandée, et, pour achever de définir cette droite, il n'y aura plus qu'à trouver les cotes des points x et a:', ce qui s'effectuera par l'un des moyens indiqués aux n*» 765 et 778.
Ce procédé deviendrait indispensable, si les plans donnés P et F avaient leurs horizontales respectivement parallèles; mais alors un seul plan auxiliaire suffirait, puisque l'intersection demandée devrait être aussi parallèle aux horizontales primitives.
781. {Fig. 7.) Trouver l'intersection d'une droite et d'un plan donnés. On conduira, par la droite proposée, un plan auxiliaire dont les horizontales seront deux parallèles menées arbitrairement par deux points de cette droite; puis, en cherchant l'intersection de ce plan auxiliaire avec le plan donné, cette intersection
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coupera la droite propoiée au point demndé x. Il ra^tera à estimer la oote de ce
point, comme nous l'avons indiqué aux n^ 763 (st«778»
782. (Fig. 8.) On trouvera semblablement le point de rmeontre de deux droites données, qui seraient situées dans le même plan verticaU om qui auraient la même projection. Car, en conduisant par ehacune d^ellfs un plan arbitraire, l'intersection de ces deux plan$ ira passer par le point ebercbé, ibnt la cota t'estimera ensuite comme au tfi 765.
783. Par un moyen analogue, on pourra reoonnattra sî dmix dmiÈÊi dormées, dont les projections sont différentes, se coupwt effeeHvement; ear^ dans ce cm, il faudra que Tintersection des deux plans arbitraires eondtiits par ces droilM atHe passer par le point commun aux deux projections données; ou bien» on examiom s'il y a parallélisme entre les droites qui réuniraient les points afleetéa des ménMs cotes.
784. {PL 65 jfig. g.) Par un point donné (ro^j^)y côntluire un plan paraUèk à un plan donné. I/échelle de pente du plan cherché sera parallèle à celle du plan connu, et passera par le point donné. D'ailleurs, puisque HncUnaison doit être égale, il suffira de joindre le point ( lo*", 4) avec celui qui a la même cote sur l'échelle donnée, puis de mener à cette ligne de jonction, des parallèles par les autres divisions de l'échelle du plan connu.
785. {Fig. lo.) Par deux droites données, conduire deux plans ùui soient paraUèk entre eux. On mènera, par un point de la première droite, une parallèle à la seconde, et, par uu point de celle-ci, une parallèle à la première droite. Alors, en conduisant un plan par la première et la troisième droites, puis un autre plan par la deuxième et la quatrième, on obtiendra évidemment les deux plans demandés. On sent bien qu'ils se réduiraient à un seul, si les droites primitives se coupaient; ou qu'ils deviendraient indéterminés, si elles étaient parallèles.
786. D'un point donné (8™> a), abaisser xtne perpendiculaire sur un plan connu, U projection de cette perpendiculaire sera évidemment parallèle à la projection de l'échelle du plan^ mais leurs inclinaisons seront inverses Tune de l'autre j c està-dire que si la pente du plan donné est ? par exemplei celle de la droite cbtf"
chée sera y Alors, en prenant sur Téchelle horizontale du dessin une longueur
égale à 3 mètres, et portant cet intervalle sur la perpendiculaire indéfioiei au-dessous du point donné (8™, 2), on obtiendra un second point de cette perpendiculaire qui aura pour oote (8'",a w- 6») ou (i3»,a). Par là, otfte perpeudiculairt ^^ eomplétement déterminée! mais nous laisserons au lecteur le soiu à'aécuW^ constructions, ainsi que celles qui sont indiquées dans les numéros «uivanti.
787. Si d'ailleurs on cherche (n^ 78i ) le point de rencontre de cette perp^^'
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«ulftire âVec le flan popote ^ et que I'imi oatloulela vraie diatance de ce point de MCtlon au point donné (n* 764)vOb conmdtra la plus courte diêtance deœ dernier point M plan propoti.
7ë8* De xoèmt^AYxm dMoiftudait ia;/^ courte distance d'un point à une droite^ os toodinrait par oe point na plan perpendieulaire à cette droite, et l'échelle de ce plan se construirait par un procédé in vei^e de celui du n° 786. Ensuite ou chercherait le point de renConti*e de ce plan et de la droite proposée , puis la vraie disumoe de ce point de Mctioâ au point donnée
Les questions qui précèdent »uffi«entf sana doute^ pour montrer comment on réi0u4ra tous leâ prohlémea où il n'y aura à coiid>iner que des droites avec des plans; et nous engageons le lecteur à s'exercer encore sur la recherche de la plm couru MMançe (h d$ux droites, et sur l'angle de deux plans, ou de deux droites données.
789. [PL 65ffig. ii.) Leh suafacss gouassai surtout lorsqu'elles ne sont pas iUsc^tibles d'une définition rigoureuse^ comme cela arrive pour la surface du sol^ ie représentent par lea projections d'un certain nombre de courbes de niveau, qui sont les aeûtioDi que produiraient dans Celte surface des pkns horizontaux, équi-^ tiistanti dans le sans vertical } puis, Ton regarde chaque zone coknprise entre deux courbes de niveau consécutives^ comme engendrée par une droite qui^ en glissant $Ur ccêdeux courbée, demeurerait constamment normale k l'une d'elles 9 par eiiemple à la courbe inférieure. C'est donc ime surface gauche que l'on substitue ainsi, dans chaque stone^ à la surface réelle du terrain ^ dont la forme rigoureuse ne serait connue qu'autant qu'on aurait assigné la loi géométrique qui lie entre elles les diverses sections de niveau ; mais cette approximation est bien suffisante ici#
790» Ordinairement^ les courbes horizontales Sont assez rapprochées et assez peu différentes d^s leur courbure, pour que la génératrice rectiligne de chaque Mne puisse être regardée comme sensiblement normale aux deux courbes à la ibis. Dans cette hypothèse, la stirface que l'on substitue à la zone du sol devient développable (n^ 180); car chaque génératrice, pOuf passer à une position infiniment voisine, se meut sur deux tangentes qui sont évidemment parallèles, et dès lors situées dans un même plan<
791 . {Fig. II.) Lorsque la distance des sections de niveau se trouve, dans certaines régions, trop considérable pour que les droites génératrices soient sensiblement normales aux deux courbes voisines, on peut substituer à ces droites dés arcs de courbe qui remplissent cette condition ; et par là on ne change pas le mode de génération , car cela revient à imaginer d'autres sections de niveau intercalées entre les premières, et assez voisines pour intercepter sur la génératrice curviligne des arcs qui paissent être regardée comme confondus avec letirs cordes^
TfS. {Pig, tt,) Trowtr ta cote d'un point dtmné par êa project^ hotizontak, et
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situé sur une surface connue. Si cette projection tombe «atrc les coarbes de niteau qui ont les cotes la** et iS"*, on mènera par ce point une génératrice normale dont les extrémités auront ces mêmes cotes; puis, en appliquant sur cette droite une règle divisée en milîitaètres, on verra aisément quel est le rapport des deux parties de cette normale, et alors une simple proportion fera trouver laoote du point proposé (ia°»,6).
795. La question réciproque, où l'on aurait pour but de trouver tons les points de la surface qui ont une cote donnée ( i4™> 5), est également facile à résoudre, en prenant les milieux des diverses normales ; et c^est par ce moyen qu'on intercalera de nouvelles courbes de niveau entre les premières, ainsi qu'on le voit dans hfy. II. . •
794. {Mg. II.) Construire le plan tangent pour un point donné sur une surface connue. Lorsque lé point donné M sera placé sur une dès courbes de niveau, le plan tangent devra passer par la tangente de cette courbe et par la génératrice rectiligne LM qui lui est normale ; ainsi, en prolongeant cette normale jusqu'à la courbe supérieure, la partie interceptée ML fera connaître : i^ la direction de VécheUeé pente du plan demandé ; a® les cotes de deux points de cette échelle, dont la graduation sera dès lors bien facile à achever. Si Ton admet l'hypothèse habituelle du n^ 790, ce plan touchera la zone tout le long de la génératrice interceptée LM; tandis qu'il ne serait tang^it qu'au seul point M, si Ton conservait la génération du n^ 789.
795. Quand le point de contact sera donné entre deux courbes de niveau consécutives, on mènera encore de ce point une normale à la courbe inférieure; et si cette droite est sensiblement normale à la courbe supérieure, la partie interceptée fournira la direction et la grandeur d'une des divisions de l'échelle du plan tangent. Dans le cas contraire, on tracera (n^ 795) la section horizontale qui passerait par le point donné; et alors la tangente et la normale de cette courbe détermineront le plan tangent comme au numéro précédent.
796. Si, à partir d'un point L donné sur la surface, on mène une normale LM à la courbe inférieure, puis que, du pied de cette normale, on en conduise une autre MN perpendiculaire à la troisième courbe, et ainsi de suite, l'ensemble de ces diverses normales formera la ligne de plus grande pente de la surface, relativement au point de départ L. Cela deviendra évident, si l'on admet que chaque zone du terrain coïncide avec son plan tangent, dans une largeur ti*ès-petite autour des droites LM, MN, NP,..., et si l'on se rappelle ce que nous avons dit au n'77v pour la ligne de plus grande pente d'un plan.
797. Dans les applications de la méthode actuelle, il importe beaucoup * savoir discerner d'avance quelle sera la position du plan tangent par rapport à w surface, dans les environs du point de contact. Or, d'après ce que noua afOii»<û
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sor la courbure de$ surfaces et la uptei do ^^ 69S, on peut ppseTt comme vraie en général^ la règle suivante : Lorsque deux courbes tracées sur une surface se çou-^ pent à angles droits^ et que IVne et Vautre sont conpexes, c'est-à-dire situées audessous du plan tangent relatif ai^ point commup, la surface est elle-même conves^e tout autour de.ce.poînt. Cette co^iséquençe ne souffrirait d'exception que si les tangentes aux deux courbes rectangulaires se trouvaient comprises dans le niéme angle obtus PM^ ou QMp {fig- 1 34) £c)rm^ par les deux plans Qprmaux Hmifes dont nous avcMis parlé au n^ 694 : mais ce cas exceptionnel ne se présentera jamais ici pour la section de niveau et la ligne de plus grande pente, du mpins en conservant rhypatfaèse' ordinaire d'une zone développable^ admise au n^ 790; car alors cette ligne de plus grande pente sera tangente à Tune des deux sections principales. Ainsif pour s'assurer que la surface du sol est convexe autour d'un certain ppint^ il suffira de reconnaître que la courbe de niveau et la ligiie de plus grande pente sont toutes deux conveo^ dans le voisinage de ce point : or, la première de ces lignes étant donnée en vi*aie grandeur sur le plan horizontal » on verra bien si elle rei^pHt oetfe condition; et quant à la seconde, voici un caractère facile à saisir.
798. {Fig. II.) En désignant par h la distance verticale de deux sections de niveau consécutives, et par / leur distance LM en projection boria^ntale, il est dair que Tinclinaison a de la tangente à la ligne de plus graade pente au point M
sera donnée par la relation tang a == -tj du moins pour des valeurs de h assez petites. Si donc on veut que cette courbe soit convexe, ou située au-dessous de sa tangente dans le voisinage du point considéré, il faut évidemment que l'angle a aiUe en augmentant à mesure que l'on descend de L àM, N, P,..., et conséquemment que les distances horizontales / ou LM, MN, NP,..., aillent en diminuant, puisque h est constant. D'après ces remarques, on peut poser les règles suivantes :
]^, La surface est convexe, c'est-à-dire inférieure au plan tangent tout autour du point de contact, quand toutes les courbes de niveau voisines sont convexes, et que leur distajice horizontale diminue en descendant, ou du moins res^e constante;
3^. La surface est concave, ou supérieure au plap tangent, lorsque toutes le^ courbes de niveau sont concaves, et que leur distance horizontale augmente en descendant^ ou du moins reste constante ;
3^. Lorsque les courbes de niveau sont coni;ea:es> et que leur distance horizontale augmente en descendant, la sur£sice est convexe dans le sens horizontal, mais elle est concave suivant la ligne de plus grande pente, comme la gorge d'une poulie dont l'axe serait vertical ;
4^* Quand les courbes de niveau sont concaves, et que leur dists^ice horizontale diminue en descendant, la surface est concave dans le sens horizontal et convexe
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dam Id setift de la ligne de plué grande p^aie, comme là gorgt d'une pouUe âoni
Taxe serait horizontal I
Mais, dânis ces deux derniers cas et dans les Qutmé variétés de foitne que peuvent offrir les coûtées de niveau, le pl^n tangent se trouve en partie au-dessue et en partie au-dessous de la surface; par conséquent, il coupe le terrain, et Fou ne peut plus s'en servir utilement pour les problèo^es^du déjilemenié Le même iiicon« vénient a lieu dans le second cas cité plus haut^
799. Il résulte aussi des conatdérations précédentes que la pente dn sé), regardé côDiihe £dU)ddant avee son plan tangent dans une petite étendue autour du peiat
considéré, a pour mesure -r- Ainsi cette pente est d'autant plus roide que les
ceurbes de niveau sont plus rapprochées les unes des autres en projection horifeontala ; et si deux de ces courbes venaient à se toucher, le terrain serait à pic^ net endroit.
800. {Fig. t f .) Sur vm surface connue, tractr (axe dun chemin dont la ppni^mt constante. Si | est la pente assignée, on prendra une ouverture de compas égale à 6 unités de Téchelle horizontale du dessin, et en la portant de a eu bp entre deux courbes de niveau dont les cotes diffèrent de i mètre, il est clair que la droite projetée sur ab sera la ligne milieu d'une rampe plane qui aura bien Une pente égale à ^. Donc, en continuant de porter le même intervalle de b en c, de c en d^ de d en e, avec le soin d'éviter que Tune de ces droites ne coupe deux (ois la même courbe de niveau, on aura satisfait à la question proposée.
80i . {PL 65, ftg. i a.) Trower t Interaction d*un plan donné avéc une suff ace connue. On tracera les horii^ontales du plan, qui ont les mêmes cotes quelea courber "dé niveau de la surface proposée ; et leurs rencontres mutuelles feront conmttre les points de l'Intersection demandée. Mais il faudra prendre garde de confi)odf« les points d'entrée avec les points de sortie, et quelquefois intercaler de nouTelles courbes de niveau dans les parties où les données ne seront pas assez voisines. Pour obtenir le point culminant de la section, c'est-à-dire le point où la tangente sera horizontale, il faudra chercher une génératrice ab qui soit normale à la cotlAê de niveau inférieure, et parallèle à la projection de [échelle de pente An plan sécant; car, pour le point z de la courbe qui se trouvera sur afr, le plan tangent de la surface sera le même qu'en a (du moins dans Thypothèse habituelle du n®790); et comme ce dernier plan aura sa trace horizontale parallèle à celle du plan sécant, leur intersection, qui sera la tangente en z, se trouvera nécessairement horizontale. Quant à la manière de trouver le point z où la génératrice ab rencontre le plan sécant donné, cela s'effectuera par la méthode du n^781, ainsi qtt^ottfe voit indiqué sur la fig. la.
802. Lorsque le plan proposé sera vertical, la section se trouvera projetée wt
CHAPITRE III. •<-* Mll£lMmAfRB8 Sim XSS ENGRENAGES
êé trac«$ mais alo», comme on oonnattra lea cotes des points oà il coupe les courbes de niveau, on pourra exécuter un pro/Ç/ rabattu, en faisant tourner le plan sécant autour de sa trace horixontale.
805. {Fig. i3.) Trouver l'interjection d'une droite et d'une iurface données. On conduira par cette droite un plan arbitraire, en tirant à Tolonté des parallèles par. tous ses points de division i puis, en cherchant ia section que ce plan prodiiira dans la surface, cette courbe ira rencontrer la droite primitive au point -demandé.
804. On trouvera Tintersection de deur surfaces connaes, en combinant les courbes de niveaii qui ont des cotes respectivement égales dans les deux surfeoes.
Enfin, s'il s'agissait d'avoir le point de rencontre d'une surface avec une courbe, on imaginerait, par cette dernière, un cylindre horizontal dont on chercherait Tintèrsection avec la surface donnée, opération qui s'exécuterait comme au n^ 801 ; alors cette intersection irait couper la courbe donnée, aux points qui sont communs & cette dernière et à la surface proposée.
Nous nous bornons ici à ces indications succinctes, parce que les autres questions que Ton pourrait traiter par ces méthodes n'auraient d'intérêt qu'en les présentant sous une forme qui les rattacherait spécialement à la Fortification.
NOTIONS PBÉUMIWAIRES 6UR I,ES ENGRENAGES
805. Quand un corps solide, quelle que soit sa forme, tourne autour d'ttti axe fixe, tous les points de ce corps décrivent, dans un même temps, des arcs de cercle qui correspondent à des angles nécessairement égaux ^ puisque le système est de forme invariable. Donc ces arcs se trouvent proportionnels à leurs rayons ry^^^u*^ qui sont les distances de ces divers points à Taxe fixe^ et cooséquemment les vitesses absolues v^ %/y v",..., de tous ces points sont aussi proportionneUea eux rayons r, r^, r^'^; de sorte que si l'on désigne par cû la vitesse absolue commune à tous les points qui sont placés à une distance de l'axe égale à l'unité, on aura toii* jours les relations
- = — , = -7, :^ .• . =&), doU V = rw, î/rr: r («),.... r r' r" ' '
La quantité «d est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ou la vitesse de roiaiion du système, soit qu'elle demeure constante ou qu'elle varie avec le temps; et lorsque cette vitesse m sera connue, on voit que les vitesses des autres points du corps s'en déduiront immédiatement.
806. Cela posé, un engrenage cylindrique est le système de deux roues dont les axes sont parallèles, et dont Pune ayant reçu un mouvement outçnr de son
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axe immobile, communique à l'autre roue une rotation contraire autour de son axe également invariable. Mais cette transmission de mouvement doit être faite sous la condition essentielle que les vitesses angulaires des deux roues conserveront toujours entre elles un rapport constant; afin qu'un mouvement uniforme imprimé ^ à la roue menante produise aussi un mouvement uniforme dans la roue menée, oe qui est en général une condition nécessaire pour le jeu régulier des machines.
807. {PL 66yjig. i.) Pour remplir la condition énoncée ci-dessus, partageons l'intervalle 00' des deux axes en deux parties OA = R, O'A = R', qui soient en raison inverse des nombres kei k' par lesquels la question aura fixé le rapport que doivent offrir les vitesses angulaires des deux roues ; puis, avec ces distances pour rayons, décrivons deux cercles tangents en A, et dont chacun soit lié invariablement avec son axe. Alors, je dis qu'on atteindra le but proposé en faisant tourner ces deux cercles primitifs de manière que les points de leurs cbxonférences prennent des VITESSES ABSOLUES qui soient égales dans les deux cercles; ou, en d'autres termes, de manière que les points A et a de ces circonférences décrivent toujours^ dans un même temps, des arcs AÂ! et aa' qui soient égaux en longueur absolue.
En effet, en appelant Y et Y' les vitesses absolues des points A et a, il en résultera pour les roues O et O' des vitesses angulaires (n® 805) données par les formules
^ et si Y = Y' à toutes les époques du mouvement, quoique ces vitesses puissent varier avec le temps, il est évident que l'on aura toujours
Ainsi, en remplissant la condition A A' = aa% le rapport des vitesses angulaires des deux roues demeurera bien constant, et égal à celui que la question avait assigné.
808. {Fig. I.) Pour que le mouvement de rotation imprimé à la roue 0 soit transmis à la roue O' d'une manière efficace et capable de vaincre des résistances considérables, on arme ces deux roues de saillies ou dents ^ terminées par des surfaces cylindriques projetées sur des courbes telles que AB et ab. On pourra tracer à volonté le profil ab d'une de ces dents (sauf la restriction du n^ 830); mais ensuite la forme AB de la dent conjuguée devra être choisie de manière que, par sa pression continue sur a6, le mouvement satisfasse à la condition essentielle AA' = aa' indiquée ci*dessus.
(Fig. a.) Si donc on conçoit que la roue C'ait tourné de manière que le rayon O'a soit parvenu en O'a', et le profil ab en afb'j l'autre roue O aura dû tourner d'un angle AOA' tel, que Tare AA' = ao' ; et dans cette position, la courbe inconnue AB, transportée en A'B', devra aussi toucher le profil a' 6' en un certain point m'.
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Un pareil contact devra 8e reproduire pour tonte autre rotation satisfaisaut.à l'égalité des arcs parcourus par les points Â et a; mais^ comme dans ce genre de niouveo^nt les deux profils AB et ab se déplacent simultanément, il n'est pas facile d'apercevoir la relation géométrique qui doit les lier entre eux : tandis que cela deviendrait fort aisé, si Tun de ces profils demeurait immobile. Nous allons donc tâcher de ramener la question à ce dernier état.
809. A cet effet, et lorsque les deux roues ont déjà pris la position où les dents sont devenues A'B' et afb'j faisons tourner tout le système autour du point O, sanâ alt^r la situation relative d'aucune de ses parties, et de manière que le rayon OA' reprenne sa position primitive OAZ, et le profil A'B' sa première situation AB. Par là, la ligne des centres 00' aura décrit l'angle O^OO^ correspondant à un arc AA,, égal à AA' : le cercle O' sera devenu le cercle O^, et le profil a'b' aura pris la position a^à^j qui devra évidemment se retrouver tangente au profil primitif AB, comme cela avait lieu pour a' 6' et A'B'. Mais, puisque les arcs A, A et A^^a sont les mêmes que AA' et Ao', qui ont par hypothèse la même longueur, il s'ensuit que ces arcs A, A et A^a^ sont aussi égaux entre eux; et de là résulte cette conséquence remarquable : le cercle 0„ avec son profil a^b,, nest autre chose que ce que deviendrait le cercle O' avec son profil ab, 51 ton faisait rouler ce dernier cercle, sans ff lisser, sur la circonférence O demeurée entièrement immobile , ainsi que son profil AB.
Et comme il en serait de même pour tout autre angle de rotation, satisfaisant à la condition AA' = aa-, on peut poser ce principe général : Lorsque deux cercles tangents O et O' tournent autour de leurs centres immobiles, de manière que leurs circonférences pi^nnent des vitesses égales, leurs positions relatives, et celles des courbes qu'ils entraînent avec eux, sont les mêmes que si l'on avait laissé le cercle O entièrement immobile, et qu'on eût fait rouler le cercle O' sur le premier.
810. {Fig. 3.) D'après cela, on voit que la propriété caractéristique de la courbe AB peut être énoncée comme il suit : Le profil AB doit être l'eitveloppe de toutes les positions a^b,, a^b,,..., qu occupera le profil ab, lorsqu'on fera bouler le cercle Cï sur le cercle O, qui demeure entièrement immobile. Ainsi , après avoir con« struit un certain nombre de positions O', , O3 , O'^ ,..., du cercle roulant O', avec les courbes correspondantes a, t,, a^b^j 0464,..., il n'y aura plus qu'à tracer une courbe Aee^e^... qui soit tangente à toutes ces enveloppées. Mais ce procédé fort simple, qui offrirait déjà une approximation suffisante dans beaucoup de cas, acquerra toute la précision désirable, si nous donnons, comme nous allons le faire, un moyen de trouver la position même des points de contact.
811. (Fig. 3.) Observons, d'abord, que l'enveloppe de toutes les courbes ab^ a^b^j «s fr»vM n'est autre chose que le lieu des intersections consécutives t, i', î",..., de toutes ces courbes supposées infiniment voisines; car ce lieu aurait évidemment
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deux points coramuns avec chacune de ces enveloppées, et conséquemment il serait tangent à chacune d'elles.
Cela posé, si l'on considère le cercle individuel O3 avec l'enveloppée correspondante ^3 b^^ et qu'on mène à celle-ci une normale A^e^ partant du point de contact du cercle mobile, je dis que e^ sera le point de contact de l'enveloppe AB sur la courbe a^ 63. En effet, pendant la rotation du cercle O3 pour passer à une position infiniment voisine, le point e^ décrit (n** 474) un petit arc circulaire 636 qui a pour rayon la distance A^eg ; or, puisque cette droite a été choisie normale à la courbe ^^363, l'arc 63 Ê sera tout entier sur l'enveloppée a, 6,; donc le point s se trouvera commun à l'enveloppée a^b^ et à celle qui la suit immédiatement, et dès lors ce point appartiendra à l'enveloppe cherchée AB. Mais cette enveloppe passerait aussi par un point analogue e' situé à gauche de ej, et qui serait Tintersection de la courbe a^b^ avec l'enveloppée qui la précède immédiatement; donc l'élément e'e,! se trouve commun à l'enveloppée âf, ^3 et à l'enveloppe générale AB : par conséquenty le contact de ces deux lignes est bien en Cj, et leur nonnale commune est A3 ty
812. D'après cela, quand l'enveloppée ab sera définie géométriquement, on saura mener à ses diverses positions des normales partant des points Aj, Aj,.-» lesquelles feront connaître autant de points ej, eg,..., de l'enveloppe générale. Si l'enveloppée ab n'est donnée que graphiquement, après l'avoir transportée dans la position agtj par exemple, on cherchera une ouverture de compas telle, qu'en décrivant du centre A3 un arc de cercle, il touche simplement la courbe in, 63 ; une petite portion de cet arc appartient sensiblement à l'enveloppe, et en raccordant tous les arcs semblables par un trait continu, on obtiendra l'enveloppe cherchée avec une exactitude suffisante pour la pratique. Néanmoins ce tracé offrirait encore plus de précision, si on l'effectuait avec les rayons des cercles osculateurs de l'enveloppe; c'est pourquoi nous allons donner le moyen de trouver ces derniers.
815. {PL 66, fig. 4-) Centres de courbure de [enveloppe. Soit O' une position quelconque du cercle mobile qui touche le cercle fixe O au point a\ soient aé l'enveloppée correspondante à cette situation, AmB l'enveloppe générale, Cet C les centres de courbure de ces lignes pour le point de contact m, centres qui doivent être sur la normale commune a.m^ et dont le premier est censé connu par la définition de la courbe amb. Si l'on prend sur les cercles primitifs deux arcs aa, etaoî' qui soient égaux en grandeur absolue et infiniment petits, la droite Q»a^m^ sera une normale de l'enveloppe, et Cm' a! une normale de l'enveloppée; car le centre de courbure G ou C doit être l'intersection de la normale a m avec une normale innniment voisine. Or, quand la rotation du cercle O aura amené le point «'en contact avec a,, les deux normales Ca. et C'a' se trouveront nécessairement en ng"^ droite, ainsi que les deux rayons Oa< et O'a'; d'où Ton conclut que les anglesOtf*^ et O'a'C doivent être égaux actuellement, puisqu'ils ne changeront pas de gran-
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deiir pendant le rouiement du cercle O'. Cela posé, en désignant par © l'angle OaC=:0'aC', on a évidemment
O a , C = 9 4- O ~ C, O V/ C/ = y + C - O' ; d'où il résulte, en égalant ces deux expressions, (a) 0-i-0' = Ç4-C'.
Pour estimer ces derniers angles, il faut employer les arcs décrits de leurs sommets avec un rayon égal à l'unité, et comparer ces arcs avec (la.^ et a^tj! que Ton doit regarder comme une seule ligne droite perpendiculaire à OaO'. Dès lors, en posant
Oa = R, Cm = p, O'a = R', Qlm = p', a.m = p, aa, = a^Cf! = c/s,
et en décrivant avec le rayon C a ou C'a un arc de cercle qui aura évidemment pour longueur e/^.cos ç, on trouvera aisément
angleO=~» 0' = -,, C =:^ ^, C'=: . ^',
puis, en substituant ces valeurs dans Tégalité précédente (a), il viendra
(A^) [— ^ -7-7— ) COS© == i -h ~ :
^ ^ \f^—p p-^pj ^ R R'
formule très-simple qui fera connaître le rayon de courbure p de Tenveloppe , et, par suite, son centre de courbure C, quand on connaîtra le rayon p' de l'enveloppée, et les quantités p eif qui seront déterminées pour chaque position du cercle mobile O'. Mais nous allons donner, de cette formule, une traduction graphique qui dispensera de tout calcul.
814. On prévoit aisément, sans tracer une nouvelle figure, qu'on devra changer le signe de p' dans cette formule, quand le centre O tombera du même côté que C par rapport au point m : il en &udra faire autant pour R% si le centre O' est placé du même côté queO relativement au point de contact a des deux cercles. Ainsi, dans le cas de lay?^. 5, l'équation (À) prendra la forme
qui est bien symétrique dans toutes ses parties. Sous ce point de vue, il eût été plus rationnel d'établir la démonstration sur la fig. 5, où les centres sont placés d'un même côté de la tangente ; mais comme ce dernier cas se présente beaucoup plus rarement dans les engrenages, nous avons voulu fixer l'attention du lecteur sur les données les plus habituelles.
Les formules (A) et (B) et celles du n® 817 sont dues à M. Savarjr, qui les avait données dans ses Leçons de machines à l'École Polytechnique, ainsi que la con* stniction graphique fort élégante que nous allons exposer.
813. (Fijf. 6.) Joignons par des droites les centres O et C, (y et C; puis, en
prolongeant ces droites, cherchons les points D et D' où elles iront couper la perpendiculaire aD élevée sur la normale commune CaC : il arrivera que ces deux points D et D' seront confondus. En effet, si des centres O et O' on abaisse des perpendiculaires sur la normale CaC, on formera des triangles qui seront semblables avec CaD et C'aD', et desquels on tirera aisément
"^~Rcosy-(p-/>)' ^^ ""(p'-h/.)-.R'cos?
Or la formule (A) donne, en transposant le deuxième et le troisième terme,
Rcos«p — (p — /?) (p'-^p) — R^cosy
(P-/.)R. - (p'-hp)K^ '
ce qui prouve que les valeurs précédentes de aD et aD' sont bien égales.
816. Ainsi, quand on connaîtra le centre de courbure G pour le poinl m de Tenveloppée amby on tirera la droite C'O' que Ton prolongera jusqu'à ce qu'elle rencontre en un point D la perpendiculaire aD élevée sur la normale amC] puis, en joignant ce point D avec O, la droite OD ira couper la normale prolongée C'a au point C, qui sera le centre de courbure de l'enveloppe AmB pour le point m. Lorsque l'enveloppée ambj au lieu d'êlre définie par ses propriétés géométriques, ne sera donnée que graphiquement, on tracera plusieurs cercles tangents en m à cette courbe, et en choisissant celui d'entre eux qui approchera davantage de se confondre avec ab dans les environs de m, son centre pourra être pris pour le point C.
Dans tous les cas, si, avec les rayons tels que Cm, on décrit de petits arcs de cercle, et qu'on les raccorde par un trait continu, on obtiendra le tracé de l'enveloppe AmB de la manière graphique la plus exacte.
817. {Fig, 4') Avant d'appliquer ces résultats à divers exemples, nous placerons ici une remarque importante pour la théorie des engrenages; c'est que, pendant la rotation du cercle O' sur le cercle fixe O, la courbe amb ne roule pas simplement sur AmB, mais elle glisse en même temps sur cette dernière (n®469), d'où il résulte entre les dents des deux roues un frottement qui consomme une partie de la force motrice. En effet, lorsqu'à une époque quelconque les cercles O et O' se touchent en a, le contact m de l'enveloppe avec l'enveloppée est donné par la normale CamC, menée de ce point a; donc, quand un déplacement infiniment petit aura fait toucher les cercles par les points a' et a,, les normales correspondantes seront les droites C'a' et Ca,, qui vont déterminer les points m' et m,, par lesquels l'enveloppée et l'enveloppe se toucheront à cette seconde époque du mouvement. Or, si les arcs mm' et mm^ ne sont pas égaux et dirigés dans le même sens, il est clair qu'il y aura glissement de l'une des courbes sur l'autre : calculons donc ces arcs.
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I/arc mmt fait partie du cercle osculateur de ÂmB, et il est semblable à l'arc qui serait décrit avec le rayon Ca, et que nous avons déjà dit (n^ 813) être égal à ds. cosf. Ainsi on trouvera
pcmf,ds , ù' COS9. ds
mm, = ^ ' — 9 mm' = ^ , ^ — :
d'où
mmi
-"'"''={-pr^-f^)^9'ds = {i+i)pàsy
en réduisant d'après la formule (Â). D'ailleurs, si l'on considère un déplacement de grandeur finie, représenté par f — s' sur le cercle fixe, la différence des arcs parcourus sur l'enveloppe et l'enveloppée par leur point de contact sera donnée par l'intégrale définie
donc, en excluant le cas inusité où la portion de normale am = p changerait de signe dans l'intervalle de ^ à fy il est certain que cette intégrale, composée d'éléments tous /^osiVf/s^ ne sera jamais nulle; et, par suite, il y aura toujours un glissement entre les courbes amb et AmB.
818« Nous ne nous arrêterons pas au cas très-particulier où p serait supposé constamment nul ; car cela exigerait que l'enveloppée et l'enveloppe fussent confondues avec les circonférences CK et O. Si l'un des deux centres C, G ét^it situé entre a et m, on doit apercevoir, sur la jîjf. 4> que les points m, et m' seraient placés l'un à gauche et l'autre à droite de m; mais, comme alors un des arcs mm^ et mm' serait négatif, ce serait encore leur différence analytique qui donnerait l'écartement des points m^ et m', de sorte que l'intégrale & s'applique aussi à ce cas. Enfin, lorsque le roulement est intérieur, comme dans la fig. 5, celte intégrale prendra la forme
maïs, puisque, dans ce cas, tes rayons R et R' sont nécessairement inégaux, la différence â' des arcs parcourus par le contact se trouvera encore différente de zéro, et il y aura toujours un glissement entre l'enveloppe et l'enveloppée, pourvu que p ne change pas de signe dans l'intervatle que l'on considère.
Revenons maintenant à la construction graphique des centres de courbure d'une enveloppe, en prenant pour exemples les cas employés le plus ordinairement dans les engrenages.
819. {PL 67, fig. 9.) Enveloppe d'un point mobile. Si l'enveloppée se réduit à un point unique a placé sur la circonférence même du cercle mobile O'", l'enveloppe ne sera autre chose que la courbe décrite par ce point, c'est-à-dire l'épicycloide
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simple âMB : ce serait répicycloîde allongée a'M'B', si le point générateur était placé en o! à l'extérieur du cercle mobile; et s'il était placé intérieuremenl en d*, il donnerait lieu à l'épicycloïde raccourcie a"M''B". On a vu précédemmenr (n®' 471, 473) combien il est facile de trouver les points M, M', M" de ces courbes, qui répondent à chaque position du contact a du cercle mobile C; et que les normales correspondantes sont les droites a M, aM', aW. Maintenant, pourobte» nir les centres de courbure, il faut, suivant la règle du n*' 816, élever sur chaque normale une perpendiculaire aD, aD' ou aD", et la prolonger jusqu'à ce qu'elle coupe le diamètre MO' : puis, en joignant le point de section D, D' ou D", avec le centre O, par une droite, cette dernière rencontrera le prolongement de la normale au centre cherché C, C ou C".
820. {Ficj. 9.) Pour Tépicycloide simple AMB, on voit bien que, sans tracer la perpendiculaire aD, le point de rencontre avec MO sera toujours à 1 extrémité D de ce diamètre; en outre, la suite des centres de courbure analogues à C formera une développée ACE, qui sera elle-même une nouvelle épicjrcloïde y que l'on peut déterminer à priori de la manière suivante. Après avoir élevé la perpendiculaire Ce sur la normale, on décrira un cercle qui ait pour diamètre Tintervalle aê, et un autre cercle qui ait pour rayon 06 : puis, en faisant rouler le premier sur le second, le point C engendrera la développée ACE. Pour justifier cette assertion, adoptons les notations suivantes :
Oa=:R, 0'a = R', Og = r, aî = %r']
puis, observons qu'à cause de aD = MT, on a évidemment
Og:Oa::êC;aD::aê:aT; ce qui donne la relation
r : R : : r' : R'. D'ailleurs R = r -h a r' ; d'où l'on conclut
R + 2R'' "~ RH-2R
Ces valeurs constantes prouvent déjà que les deux cercles décrits avec 06 et é resteront invariables de grandeur, quelle que soit la position du contact a du cercle primitif O' ; dès lors, après avoir pris l'arc AF égal à la demi-circonférence MaD, et avoir tiré le rayon OEF, il ne restera plus qu'à démontrer que l'arc 6C est égal à SE. Or les arcs semblables êC et MT sont proportionnels à leurs rayons, ainsi que SE et aF ; on a donc
arcSC = ^ . MT, arc€E = ^ • aF.
Mais MT = aF; donc les arcs 6C et 6E sont aussi égaux en longueur absolue d'après la proportion trouvée plus haut entre les quatre rayons.
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821 . Pour le sommet B de Tépicycloïde primitive^ le centre de courbure est évidemment placé à Torigine E de la développée ACE; mais, comme la règle générale du n® 816 devient insuffisante pour obtenir ce centre particulier E, à cause de la coïncidence de plusieurs lignes, il importe de savoir le trouver directement. Or la valeur de r = OE, qui a été donnée ci-dessus, fait voir que si l'on décrit sur OB comme diamètre une demi-circonférence, elle coupera le cercle primitif du rayon OA en xm point G tel, que la perpendiculaire GE fournira le point cherché E.
822. On a vu au n® 199 que, daos une courbe quelconque, un arc de la développée est toujours égal à la différence des rayons de courbure qui aboutissent à ses extrémités. Donc ici Tare AG égale la droile CaM; et la demi-branche ACE aura pour longueur EB= ar'-h aR'; mais, pour n'employer que les éléments même de l'épicycloïde ACE, il faudra substituer pour R' sa valeur en fonction de r et r', tirée des formules du n° 820, et l'on trouvera
ACE = 4 r' + i^ ;
résultat qui peut se construire aisément sur la figure.
822 bis, La cycloïde ordinaire dont nous avons parlé au n^ 478, se déduit de l'épicycloïde, en supposant in/înf le rayon du cercle fixe, ce qui change ce dernier en xine droite sur laquelle roule le cercle mobile. Si donc on applique à X^fig, 8, PL l\'jj la règle du n** 816, on trouvera que, par l'extrémité du diamètre MO'c?, il faut tirer une droite qui aboutisse au centre du cercle fixe, c'est-à-dire ici une perpendiculaire de sur la base DAF; et que la rencontre de cette droite c?C avec la normale MA prolongée, fournira le centre de courbure C relatif au point M. Il en résulte évidemment que le rayon de courbure MAC de la cycloïde est toujours double de la normale MA ; et conséquemment, pour le sommet G, le rayon de courbure GE est égal au double du diamètre du cercle mobile. De là on conclura aisément que la développée DCE est une autre cycloïde égale à DGF, et que la longueur totale de cette branche DGF est égale à quatre fois le diamètre du cercle générateur O'.
823. [PL ô'jjfiy* lo.) Enveloppe d\m cercle. Soient O le cercle fixe, et O" le cercle mobile qui, en roulant sur le premier, entraîne avec lui un petit cercle w dont le centre est fixé sur la circonférence O". Adoptons pour position initiale celle où le centre w se trouve coïncider avec le point de contact A des cercles O etO''; alors, quand ce dernier aiira roulé jusqu'en O', où il touche le cercle 0 en a, il faudra prendre l'arc aM égal à a A ; puis, du point M comme centre, avec le rayon donné r, décrire un cercle amb qui représentera la position actuelle de w. La série des points M, Ma,..., formera d'abord une épîcycloïde AMjM; ensuite, d'après le n^ 8H, il faudra mener du point de contact a, une normale aM à l'enveloppée
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aniby et les points de rencontre m et m' appartiendront à Tenveloppe demandée, laquelle se composera ici de deux branches^ Tune intérieure em, l'autre extérieure s'm\ Ces deux enveloppes auront évidemment les mêmes normales que Tépicycloïde ÂM; conséquemment, elles auront aussi les mêmes centres de courbure et la même développée ACE que l'épicycloïde, ainsi qu'on y serait conduit forcément en appliquant à l'une ou à l'autre le procédé graphique du n** 816. Mais leurs rayons de courbure, tels que Cm ou Cm', seront tous plus petits ou tous plus grands que ceux de AM, de la quantité constante Mm = r; de sorte que ces trois courbes seront équidistantes partout, dans le sens de leurs normales communes.
824. Chacune de ces enveloppes présente un rebroussement à l'endroit où elle vient rencontrer la développée ACE. Pour déterminer le point £, il faut observer que, les points m et C s'étant rapprochés jusqu'à coïncider, alors le rayon de courbure de Tépicycloïde est devenu égal à M m = r. Si donc on l'egarde celle épicycloïde comme l'enveloppe de l'espace parcouru par le point co du cercle roulant O"', et qu'on lui applique la formule (A) du n® 813, en observant que la normale désignée alors par p est ici la corde a M du cercle mobile^ on verra qui! faut poser, dans cette formule,
p = rj p'^=Oj p=aR'cos<p,
d'où l'on déduira aisément
Dès lors, en prenant sur la circonférence O, à partir du point A, un arc égal à celui qui, dans le cercle O", a pour corde la valeur que nous venons de trouver pour fy on obtiendra le point de contact a! qui répond au rebroussement cherché 6 ; et ensuite ce dernier point se construira facilement, comme on l'a fait pour le centre C au moyen de a.
Au lieu d'appliquer la formule (A) du n® 813 à l'épicycloïde AM, on aurait pu l'appliquer directement à l'enveloppe em dont le rayon de courbure devient nul pour le point cherché 6. Alors il aurait fallu poser dans cette formule p z= o, p' = r, p' = a R' cosf — r,
car la normale p' serait ici la droite am ; et l'on aurait obtenu
P "~ 2(R-f.R')' valeur négative, parce que la normale p' = am, coïncidant avec aC, se trouverait en dedans du cercle O. Mais de là il aurait fallu conclure la grandeur de la corde aM = p'-f- r, ce qui aurait ramené à la valeur trouvée ci-dessus pour/?.
825. La seule partie de ces enveloppes qui soit utile dans les applications aux engrenages, c'est la branche €m, ou, pour parler plus exactement, c'est la portion
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èm de cette branche qui se trouve à l'extérieur du cercle O. Quoique l'origine ù de cette portion utile diffère très- peu du rebroussement £, si l'on veut déterminer avec précision ce point c? situé sur la circonférence O, on observera qu'il se pré- * sente quand le petit cercle amb passe par le contact a des cercles O et O', c'est-àdire quand la corde M a se trouve égale au rayon Mr?î. Donc il suffira de prendre l'arc A(? égal à celui qui, dans le cercle O'', a pour corde le rayon Mm, c'est-àdire l'arc (ùi.
82($. {Fig. II.) Enveloppe d'un rayon. Si noiKs adoptons pour enveloppée le rayon O'a du cercle mobile O', l'enveloppe sera l'épicycloïde AmB engendrée par le point a d'un cercle V qui serait décrit sur AO' comme diamètre, et qui roulerait lui-même sur la circonférence O. En effet, quand le cercle O' sera parvenu dans * la position quelconque O", le rayon O'a occupera une situation 0"a!' déterminée par la condition aa"= «A; si donc nous abaissons sur cette enveloppée C'a" la perpendiculaire am, le point m sera (n® 812) un point de l'enveloppe cherchée. Mais ce point m appartiendra évidemment à la circonférence V décrite sur aO" comme diamètre ; et, dès lors, les arcs a m et ol(x!\ qui répondent à un même angle d'O^OL et sont décrits avec des rayons doubles l'un de l'autre, se trouveront égaux en longueur absolue : d'où l'on conclura que l'arc OLm égale aussi l'arc a A, et qu'ainsi le point, m, déjà trouvé pour l'enveloppe, appartient effectivement à l'épicycloïde AB que décrirait le point a du cercle V qui roulerait sur la circonférence O.
827. Ce qui précède démontre en même temps que si le cercle V roulait dans l'intérieur du cercle O' devenu immobile, le point a de cette circonférence V décrirait une épicycloïde reciiligne qui serait précisément le rayon AO', ou plutôt le diamètre entier du cercle O', comme nous l'avons déjà vu au n? 475. De sorte qu'ici V enveloppée et V enveloppe sont engendrées par le roulement du même cercle V sur les circonférences O et O'; et ce résultat n'est qu'un cas particulier de la proposition suivante.
828. [Fig. la.) Enveloppe d'une épicycldide. Si l'on fait rouler un cercle U de rayon quelconque, d'abord dans l'intérieur du cercle O', et ensuite à l'extérieur du cercle O, un même point de la circonférence U décrira ainsi deux épicycloïdes ab et AB, dont la dernière sera l'enveloppe de toutes les positions que prendra l'enveloppée a6, lorsque celle-ci se trouvera entraînée par la rotation du cercle O' sur la circonférence O. En effet, prenons les cercles O et O' dans une position quelconque où ils se touchent en a, puis traçons le cercle U tangent aux deux autres dans ce même point. Alors la circonférence U ira couper l'épicycloïde ab en un point m tel, que l'arc am = aa:, mais par suite de la rotation du cercle O' sur O, l'arc aa = a A : donc les arcs am et a A sont égaux, et conséquemment le point m de la courbe ab appartient aussi à Tépicycloïde AB, D'ailleurs, ces deux
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épicycloîdes sont tangentes au point commun m, puisque pour l'une comme pour l'autre (n^ 472) la normale est la corde a m du cercle générateur U. Mais il est très-rare qu'on emploie ces deux profils curvilignes pour les dents des roues, attendu qu'on trouve bien plus commode d'adopter le système de Isijig, i(,où l'un des deux profils est une ligne droite ACV (*).
829. (Fig. i3.) Enveloppe d'une développante de cercle. Adoptons enfin pour enveloppée la courbe ambj qui est la développante (n® 479) d'un cercle concentrique avec O' et décrit d'un rayon arbitraire O'C Si du point a nous menons à ce cercle O'C' la tangente amC, celle-ci sera normale à am6, et elle fournira (n*' 812) un point m de l'enveloppe cherchée AmB; d'ailleurs, le centre de courbure C de cette enveloppe s'obtiendra (n® 816) en tirant O'C et sa parallèle OC, laquelle se trouvera perpendiculaire sur la normale CaC et aura évidemment une valeur constante, savoir :
d'où l'on conclut que la circonférence décrite avec le rayon OC sera le lieu de tous les centres de courbure de l'enveloppe AmB; et conséquemment cette enveloppe est elle-même une développante du cercle OC. L'origine E de cette développante AmBy s'obtiendra en prenant l'arc CE égal à la droite Cm.
830. {Fig. 7.) Revenons^ maintenant, au véritable état de deux roues dont l'une transmet à l'autre le mouvement circulaire qui l'anime; car Thypothèse admise au n** 809, que le cercle O' roulait sur le cercle O entièrement fixe, n'étail qu'une simple fiction propre à simplifier l'étude et le tracé des enveloppes dont nous avions besoin. Ainsi, en réalité, les centres O et O' sont fixes tous les deux, et le mouvement de révolution qui est imprimé à la roue O se communique à la
(*) En généralisant ces considérations, on peut définir autrement cpie nous ne ravonsfaitau n" 810, la forme que doivent avoir les profils conjugués des dents d'un engrenage. Pour cela, àési- ' gnons par W une courbe quelconque tangente en A (Jig. 2) aux deux cercles O et 0', et faisonsrla rouler tour à tour dans Tintérieur de la circonférence O' et à Textérieur du cercle 0; alors le point A de W décrira successivement deux courbes ab et AB qui seront les profils demandés. Car, lorsque les cercles 0 et O' tourneront autour de leurs centres immobiles, et de manière à imprimer des vitesses égales (n** 807) à leurs circonférences, il arrivera que les courbes AB et ab, engendrées comme gdessus, se toucheront constaanmeni en un point variable pour lequel la normale commune passera toujours par le point A sur la ligne des centres. C'est ce que Ton démontrera comme au n° 809, s» Ton substitue au mouvement de révolution des cercles 0 et 0' autour de leurs centres imroobii»> le roulement de la circonférence O' sur la circonférence O entièrement û\e.
Maïs cetle seconde définition des profils des dents serait peu commode à employer dans le cas ou l'on assigne d'avance et arbitrairement la forme ab d'un de ces profils; car il faudrait alors cototoe^^^ par chercher quelle serait la courbe ^Y qui , en roulant sur 0', pourrait engendrer le profil donné âb, ce qui offrirait souvent beaucoup de difficultés.
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roue (y par la poussée de la courbe AB sur la courbe ab ; mais pour que ce mou* vement satisfasse à la condition essentielle du n^SO?, il faut {v? 810) que Tune de ces courbes soit l'enveloppe de l'autre dont la forme demeure arbitraire. Toutefoisy on. doit y mettre la restriction que^ dans la portion de ab qui sera utilisée, les rayons vecteurs, tels que CK/ti, aillent toujours en décroissant ou toujours en augmentant; et dès lors ceux de AB, tels que Om, varieront constamment en sens contraire des premiers. Cela est nécessaire pour qu'il y ait véritablement pou^s^e d'une dent sur l'autre; car, si l'un des rayons vecteurs CV m était maximum ou minimum, il serait nécessairement normal à la courbe ab. Or, quand les deux dents viendraient se toucher en m, la normale O m, qui doit, à cette époque (n^ 812 ), passer par le point de contact D des deux cercles, irait donc coïncider en direction avec la ligne des centres ODO'; et dès lors la révolution du cercle O autour de son centre immobile, produirait une vitesse précisément tangentielle à la courbe amb^ ce qui ne donnerait lieu qu'à un simple frottement, lequel serait insuffisant pour entraîner la roue CK.
851. [Fig. 7.) Lieu des contacts. Dans le mouvement de révolution autour des centres fixes O et O', le point de contact m de l'enveloppe et de l'enveloppée, qui toutes deux participent à ce mouvement, occupe successivement des positions différentes par rapport à la droite invariable ODO et au point D dans lequel les cercles mobiles se touchent constamment : la suite de ces positions du point m, sur le plan fixe des deux cercles, forme une courbe utile à connaître. En général, on l'obtiendrait en mesurant, sur chaque position du cercle mobile de la Jig. 3, le rayon vecteur Aj 63 et l'angle ejAaP'j, pour les rapporter ensuite sur la fig. 7, à partir du point D considéré comme pôle; mais, dans plusieurs cas, ce lieu des contacts entre l'enveloppe et l'enveloppée s'obtient d'une manière directe et très- ' simple.
1^. Si l'enveloppée se réduisait à un point de la circonférence O', il est évident que cette circonférence serait elle-même le lieu demandé.
a**. Lorsque l'enveloppée est le rayon O'a {fig. 11), le lieu des contacts successifs est la circonférence V décrite sur O'a comme diamètre; car, quelle que soit la position O'a' du rayon mobile, la normale AN', qu'il faut abaisser du point A fn^ 812), aboutira toujours sur la circonférence V.
9^. Dans le cas peu usité de la fig. la, où l'enveloppe et l'enveloppée seraient deux épicycloïdes, leurs points de contact se trouveraient tous évidemment sur la circonférence U, placée tangentiellement aux deux cercles primitifs sur la ligne invariable qui joint les centres fixes.
4^. Enfin, lorsque l'enveloppée et l'enveloppe seront deux développantes de cercle {fig. i3 ), le lieu de leurs contacts successif sera précisément la droite C'aC, tangente commune aux deux cercles auxiliaires qui donnent naissance à ces déve-
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loppantes ; car, pendant la révolution de ces courbes autour des centres fixes 0 et O', la normale qu'il faudrait mener du point a (n®8i2) coïnciderait toujours avec la droite CaC.
832. Limites correspondantes. Comme, dans la pratique, on n'emploie que des arcs peu étendus de l'enveloppe et de l'enveloppée, il importe de savoir limiter une de ces courbes à la portion vraiment utile, d'après la grandeur de l'arc conservé pour l'autre. Or les points correspondants, c'est-à-dire ceux qui se trouveront en contact à une certaine époque du mouvement de révolution, seraient tout Dalurellement donnés si l'on construisait l'enveloppe d'après la méthode du n*^812 et la fig. 3; mais, dans la plupart des cas usuels, on connaît d'avance la nature de l'enveloppe et de l'enveloppée, et l'on trace ces courbes indépendamment Tune de l'autre : de sorte qu'il devient nécessaire de chercher ensuite les limites correspondantes, ce qui est facile quand on a construit le lieu des contacts successifs.
833. Par exemple, dans le cas de la^gf. 1 1 où l'enveloppée est le rayon O'a, et l'enveloppe l'épicycloïde AmB décrite par le roulement du cercle V, pour trouver le point correspondant à N, on ramènera ce dernier en N' sur la circonférence V, qui est le lieu des contacts successifs, au moyen d'un arc de cercle décrit du centre O; puis, du centre O', avec le rayon O'N', on décrira un autre arc de cercle qui transportera le point N' en n sur le rayon O'A; et ce dernier point n correspondra à N. De sorte que si l'on ne conserve de l'enveloppe que l'arc AN, la seule portion utile de l'enveloppée sera An; or, ces arcs ayant évidemment des longueurs trèsinégales, on aperçoit bien qu'il y aura glissement et, far suite 9 frottement de l'enveloppe sur l'enveloppée, comme nous l'avons démontré généralement au n° 817.
834. Dans la^gr. i3, où l'enveloppe et l'enveloppée sont deux développantes, nous savons que le lieu de leurs contacts successifs est la droite C'aC. Donc, pour obtenir le point correspondant à N, il suffira de transporter ce dernier en N'par un^rc décrit avec le rayon ON; puis, de ramener N' en n au moyen d'un arc de cercle décrit du centre O'. Ainsi, les arcs AN et an^ AB et afe,..., seront les arcs correspondants qui roulent et glissent l'un sur l'autre, pendant la révolution des cercles O et O' autour de leurs centres immobiles.
TRACÉ DES ENGRENAGES PLANS OU CYLINDRIQUES
833. {PL 68,yîgr. 14.) Lorsque les deux roues que l'on veut mettre en mouvement ont des axes parallèles projetés en O et O' sur le plan de notre épure, ces roues, ainsi que les dents dont elles sont armées, se composent de tranches cylindriques plus ou moins épaisses, mais dont les génératrices sont parallèles aux axes :
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dès lors ces dents se projetteront suivant des courbes ou profils qu'il suffira évidemment d'assigner, pour que la forme totale de la roue soit bien définie. Nous ferons donc abstraction des épaisseurs, et nous n'aurons à nous occuper que des profils situés dans le plan de Tépure. Cela posé^ d'après les notions préliminaires développées aux n^ 806 et 807, on sait qu'il faudra commencer par diviser Tintervalle OC en deux parties OA = R, O' A = R', qui soient en raison inverse des vitesses angulaires (n° 805) w et w' que l'on veut imprimer aux deux roues : puis, avec ces rayons, on tracera les cercles primitifs aS et a' 6', dont les circonférences devront prendre des vitesses absolues qui soient égales; c'est-à-dire que des arcs égaux AA' et aa' devront passer par la ligne des centres OO', dans un même temps.
836. Maintenant, choisissons deux nombres entiers quelconques n et n'y qui
soient en raison inverse des vitesses angulaires « et ci)', c'est-à-dire tels, que l'on
ait
puis, partageons le cercle primitif aê en n parties égales AA^ A' A", A'^A*',..., et le cercle a'& en n' parties égales aa\ a' a" y a" a*',... Ces divisions auront aussi la même longueur absolue dans les deux cercles; car, d'après la proportion précédente, on a évidemment
= — r-5 OU AA' = aa';
de sorte que, par la révolution des deux cercles, les points A' et a\ A'' et a",..., arriveront en même temps sur la ligne des centres OCy. Ensuite, nous subdiviserons chacune des divisions précédentes en deux parties inégales, en prenant les arcs AB, A'B', A'^B",...» égaux entre eux, mais un tant soit peu moindres que la moitié de AA'; ces arcs partiels formeront la base de chaque dent ou \e plein de la roue, tandis que les arcs AB', A'B",..., seront le creux ou V intervalle entre deux dents consécutives. On opérera de même sur le cercle primitif a' 6', où ab, a'fc',..,, seront les bases des dents de cette roue, im peu plus petites que les intervalles 6a% b'ify... Cette différence est nécessaire pour le jeu qui doit exister toujours dans l'engrenage, comme nous le montrerons plus loin (n® 842).
837. Si l'on veut estimer l'amplitude de ce jeu avec précision, appelons B et B' les bases AB et ab qui peuvent être inégales, 1 et V les intervalles, et nous aurons
d'où l'on conclut pour le jeu
c'est-à-dire la longueur commune des divisions moins la somme des bases. Si les bases sont égales sur les deux roues, l'amplitude du jeu sera l'excès d'un intervalle sur
une base; mais, dans tous les cas, il &ut que ce jeu reste compris entre un douzième et un vingtième de la longueur constante AA' des divisions primitives, afin de ne pas trop diminuer l'épaisseur des dents, et conséquetnment la résistance dont elles sont susceptibles; et aussi pour rendre moins sensibles les chocs alter* natifs qui se manifestent souvent lorsque les deux roues, tout en continuant de marcher dans le même sens, éprouvent des variations dans leurs vitesses, produites par des causes accidentelles.
Tous les détails qui précèdent sont communs aux différents genres d'engrenages, et ceux-ci ne diffèrent entre eux que par la forme du profil des dents ; mais dans tous les cas, pour remplir la condition essentielle (n^ 807) que des arcs égaux AA' et aa! passent en même temps par la ligne des centres, il faudra se rappeler que les profils correspondants ZAF et za/* doivent être, Tun par rapporta l'autre, enveloppe et enveloppée (n® 810), et qu'on peut choisir à volonté un de ces deux profils, en satisfaisant toutefois à la restriction indiquée au n® 850.
838. [Fig, i40 EiTGRENAGE A FLANCS, sjrmétrtque et réciproque. Ici nous adopterons pour profil de chaque dent de la roue O' un rayon tel que CVa; et dès lors Je profil correspondant AZ sur la roue O devra être un arc de Tépicycloïde engendrée par le point a du cercle V décrit sur le diamètre O'a, lequel cercle roulerait sur la circonférence O : car on a vu (n^ 826) que cette épicycloïde était Venveloppede toutes les positions que prend le rayon O'a pendant la rotation du cercle 0'. Od tracera donc cet arc AZ par le procédé du n® 471 ou par celui du n*' 472, et on le terminera au point Z où il coupera le rayon OZ mené par le milieu de la base AB : puis, on transportera ces résultats symétriquement à gauche de ce rayon OZ, pour obtenir le profil opposé BZ. Car ici l'engrenage est symétrique^ c'est-à-dire que la roue menante O est destinée à tourner également de droite à gauche comme de gauche à droite; tandis que si la roue O ne devait jamais mener que dans le second sens, la forme du profil BZ resterait arbitaire {^).
839. On donne le nom dejlanc à la partie plane de la dent, dirigée suivant le rayon O'a; et comme il n'y a qu'une faible portion de ce rayon qui soit touchée el conduite par l'arc épicycloîdal AZ, il importe de savoir trouver détendue précise oj que doit avoir le flanc. Or, d'après ce que nous avons dit au n® 853, il faudra décrire, avec la distance OZ pour rayon, un arc de cercle qui transportera l'extrémité Z en m sur la circonférence V; puis, ramener ce point m en/ par un arc de cercle décrit du centre O'.
(*) Pour éviter toute équivoque, et ne pas tomber dans des contradictions graves sur le sens ae divers mouvements de rotation autour d'axes différents, il faut avoir soin d'observer chacun d'eux en se plaçant sur l'axe correspondant. Ainsi, dans la^^. i4, si le système fonctionne dans la direction indiquée par la flèche f , il faudra dire que la roue O tourne de gauche à droite, et la roue 0' de droite à gauche.
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840. Ordinairement) on rend cet engrenage réciproque y c'est-à-dire tel, que la roue Çy puisse être aussi la roue menante. Pour cela, on prolonge le profil ZA. dans rijitérieur de la roue O par un flanc AF^ et on ajoute à Textérieur de la roue O' une dent saillante azb dont le profil est formé de deux arcs d'épicycloïde, symétriques l'un de Tautre. Ici l'arc az se tracera (n® 826) en faisant rouler sur la circonférence O' le cercle V décrit sur AO comme diamètre ; et retendue précise AF du flanc qui sera conduit par l'arc az, s'obtiendra (u? 835) en décrivant du point O' l'arc de cercle zM terminé à la circonférence V, puis en ramenant le point M en F par un arc concentrique avec O.
Quand une fois on a tracé le profil FAZBE sur un carton que l'on découpe le long de ce contour, cela forme un panneau mobile qui se transporte sur les autres bases A'B', A!'B'\...j et au moyen duquetl on trace immédiatement les profils de toutes les dents de la roue O. On opère de même pour la roue O', en employant un panneau mobile découpé suivant le contour /az6e«
841. {Fig, 1 5.) Limite des entailles^ ou Courbe de raccord entre deux profils. A la suite des flancs AF et B£, il faut pratiquer une entaille qui permette à la dent azb de se mouvoir librement. Pour en déterminer les limites précises, considérons la fig. i5 où le jeu de l'engrenage est supposé nul, et où dès lors la dent azb se trouve nécessairement en contact avec les deux profils ZAF et TIYiYl à la fois; alors il s'agira de chercher le lieu FGE' de toutes les positions que prend le point z sur le cercle O mobile autour de son centre, pendant que le cercle O' tourne lui-même et entraîne le rayon O'z autour du point fixe O'. Or, d'après les considérations exposées au n® 809, cette courbe FGE' est la même que celle qui serait décrite par le point z dans l'hypothèse où le cercle O' roulerait sur le cercle O entièrement immobile; mais ce dernier genre de rotation produit une épicycloïde allongée dont nous avons donné la construction au n® 473 : c'est donc une portion du nœud de cette épicycloïde qu'il faudra prendre pour le contour FzE', et cet arc se raccordera complètement avec les deux flancs AF et BE'. En effet, si nous considérons {^fig. i6) la dent azb parvenue dans la position où elle va cesser d'être en prise, et où l'extrémité du flanc AF est touchée par le dernier élément de l'arc az, alors la normale commune à cette enveloppée et à cette enveloppe est la droite FD (n*^ 810); mais en regardant le point z comme ayant décrit dans le même temps l' épicycloïde rallongée E'GF, la droite FD sera aussi (n° 470) normale à cette dernière courbe; d'où l'on conclut que Tépicycloïde E'GF est bien tangente au flanc AF, et semblablement elle touche l'autre flanc B'E' au point E'.
842. Ce que nous venons de dire suppose que la base ab de chaque dent égale précisément l'intervalle AB'; mais cette hypothèse ne doit jamais être admise dans la pratique, car il en résulterait, sur chaque face bz des dents en prise, un contact inutile pour la poussée et, par suite, des frottements qui diminueraient notablement
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l'efFet utile de la force motrice : d'ailleurs, la moindre irrégularité dans les profils arrêterait le mouvement de la machine, ou exposerait les dents à se briser. Il faut donc toujours admettre un certain jeu, dont nous avons indiqué les limites au n*" 837 ; et, dans ce cas, qui est celui de la/^. i4, l'épicycloïde FG n'ira plus rejoindre le flanc B'E', et on devra la terminer à son sommet G situé sur la circooférence décrite avec le rayon OL qui se trouve en prenant O'L = O'z. Puis, comme il faut pourvoir au cas où une cause accidentelle venant à ralentir la vitesse de rotation de la roue menante, il arriverait que le profil/az marcherait à vide, tandis que la poussée s'exercerait entre les faces ebz et Z'B'E', on devra tracer aussi Tépicycloïde allongée E'II', symétrique de FG (*); et l'ensemble de ces deux branches réunies par un très-petit arc de la circonférence OL, composera le contour FGH'E' de l'entaille rigoureusement nécessaire pour que la pointe z se meuve librement, soit dans les petites vacillations que permet le jeu , soit dans le cas où la roue 0 devrait mener à gauche comme à droite.
On déterminera semblablement le contour ehg'f de l'entaille à pratiquer dans la roue O' pour laisser un libre passage à la dent A'Z'B'^ en le composant de deux branches d'épicycloïdes rallongées, décrites par l'extrémité du rayon OZ', lorsque celui-ci est entraîné par le roulement du cercle O sur le cercle O'; et ces deux branches se raccorderont avec un petit arc de la circonférence dont le rayon sera O'/ lequel se détermine en prenant la distance 0/ = OZ'.
845. {Fig. 14.) Au lieu de s'en tenir à ces limites rigoureuses, il faut toujours, dans la pratique, creuser l'entaille un peu plus profondément; et pour simplifier les procédés d'exécution, on se contente ordinairement de prolonger les flancs jusqu'à la circonférence OIj, dont le rayon se trouve en prenant O'L = O'z : de sorle que l'entaille est terminée carrément, comme on le voit en F''G,H,E*', En outre, comme des parties aiguës ou des arêtes vives exposent à des arcs-boutements, ou entament les surfaces contre lesquelles elles glissent sous l'effort d'une grande pression, ce qui altère la courbure primitive des profils et augmente les frottements, on est dans l'usage de retrancher la portion de chaque dent qui avoisine la pointe Z, comme on le voit en B4XYA4 ; d'ailleurs on a soin d'adoucir l'arête vive qui résulterait de cette troncature exécutée au moyen d'un cercle concentrique avec 0. Les dents sont dites alors échanfrinées ; et en opérant de même sur la roue O', on pourra
( * ) Ces deux arcs FG et E' H' n^appartieuDent pas à la même épicydoïde rallongée ; car, pour avoir le sommet G de la première, il faudrait porter sur la circonférence aê , à partir du point A, un arc égal à la moitié ak de ab ; puis, tirer le rayon 0 A' qui couperait la circonférence OL au point demandé G. Tandis que pour l'autre cpicycloïde E'H', il faudra porter Tare hh sur le cercle a6, mais à partir du point B', en faisant jouer les deux roues pour mettre en contact le profil bz avec Ibrigine B' du flanc B'E'.
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donner aux entailles des deux roues un peu moins de profondeur que ne l'indiquent les circonférences OL et O't
844. Pour fixer convenablement le rayon du cercle XY qui détermine Yéchanfrinement^ il faut satisfaire à la condition suivante ; Lorsque deux dents se touchent
en A sur ta ligne des centres OAO', il doitjr avoir, après cette ligne, dans le sens du mouvement, un autre couple de dents 11 et z' qui soient encore en prise à cet instant-là. Or, comme Tépicycloide A'Z' touche le flanc a'f en un point x qui se trouve en abaissant du point A une perpendiculaire Ax sur ce flanc (n^ 812), il suffira donc de tirer cette normale, et de prendre la distance Ox pour le rayon du cercle XY.
S'il arrivait que la normale Ax, abaissée sur le flanc a'/', allât tomber au-dessus du point /', cela indiquerait que les dents sont trop écartées pour remplir la condition énoncée ci-dessus ; et alors il faudrait augmenter les nombres n et n', en diminuant la grandeur des divisions égales AA' et aa^. Nous reviendrons sur cette circonstance au n^ 879.
845. {Fig. 14.) Méthode approximative. De la condition précédente on a déduit un procédé fort simple, mais dont l'exactitude n'est qu'approchée, lequel consiste à remplacer le profil épicycloidal AfZ' par un arc de cercle qui passe par le point x indiqué ci-dessus, et qui touche en A' le flanc rectiligne A'F'O : il sera bien facile de trouver le centre de cet arc circulaire que Ton devra terminer en Xj en échanfrinant la dent comme précédemment. Cette méthode, qui doit être proscrite quand il s'agit d'une machine de précision, peut être employée dans une machine de force où les mouvements sont régularisés par des volants; surtout lorsque les dents de la roue sont assez rapprochées pour que les portions de profil B4X, A4Y, qui restent après l'échanfrinement, ne dépassent pas 4 ou 5 centimètres.
846. Et même quand un dessin a pour objet, non pas de servir à exécuter une machine dans $es vraies dimensions, mais seulement de faire connaître la disposition de ses diverses parties , on se contente de figurer les dents en décrivant un cercle qui ait pour centre le milieu « de l'arc B, A,, et pour rayon l'une des deux distances égales oiB^ ou Gt^A.; alors ce cercle fournit d'un seul couples deux profils opposés BtX^ et AgYg, avec une approximation grossière qui suffit pour l'indication qu'on a en vue.
847. Dans notre épure, la petite roue O' est supposée pleine, et on la nouAne un pignon. La grande roue O est évidée, afin de la rendre plus légère. N représente ]a jante qui est reliée par des croisillons P, F,..., avec le mojreu: celui-ci est projeté entre les deux cercles OQ et OS dont le dernier indique le vide destiné à recevoir r arbre de la roue^ et cet arbre se fixe dans le moyeu au moyen de deux clefs que J'en introduit dans les entailles T, T'. Enfin W est une freUe ou anneau de fer qui entoure le bout saillant du moyeu, pfour le fortifier et empêcher qu'il n'éclate.
.848. Bemarque. Si^ après avoir construit cet engrenage, on avait besoin plus 4* édii. 46
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tard de changer le rapport des vitesses angulaires, et qu'on voulût conserver intacte la roue O, en substituant seulement à O' une nouvelle roue O" d'un rayon différent, on sait (n° 810) qu'il fendrait adopter pour le profil de chaque dent de CK, l'enveloppe de res]>ace qui serait parcouru par le contour ZAF dans l'hypothèse oii le cercle O itnilerait sur la circonférence O''. Or, comme la portion ZA de ce contour est déjà une épicyeloïde engendrée par ïe roulement du cercle V sur 0, on a vu (n** 828) que son enveloppe était une autre épicyeloïde produite par le même cercle V roulant dans f intérieur de la circonférence C : ce sera donc cette opicycloïde intérieure qui remplacera ici le flanc af. Quant à la partie rectiligne AF, son enveloppe sera encore (n® 826) une épicyeloïde engendrée par le rouleraenf du cercle V sur la circonférence CK- Ainsi la deni de cette nouvelle roue n'aurait pas de flanc rectiligne; et son profil entier se composerait de deux arcs appartenant aux épicycloides produites par les cercles V et V qui rouleraient à l'intérieur et à l'extérieur du cercle O*' : le tracé serait donc moins simple qu'à l'ordinaire, mais il offrirait l'avantage de faire servir la roue O déjà construite.
849. {PL a^fig. 1 7.) EïTOBENàGE a Pt Aires, ^pnéîri^ue, mais non réciproque. I^a grande roue O pourrait seule porter des dents proprement dites, c'est-à-dii^ des saillies en dehors du cercle primitif oêy tandis qtie le pignon n'aurait que des flancs flf, /;e, dirigés suivant des rayons dans l'intérieur do cercle primitif a'ê'. L'étendac de ces flancs s'obtiendra comme au n^ 839, en ramenant le point Z en m sur la circonférence V au moyen d'un arc décrit du centre O, puis en décrivant du centre (X l'are de cercle mfe} ensuite^ on prolongera ces flancs pour former une entaille terminée carrément k la circonférence O^ dont le rayon doit être au plus égal à la différence des distances OO et OZ (n"" 843). Quant à la roue O, die n'aurait à la rigueur ni flancs, ni creux ; mais comme il est toujours prudent de laisser un peu de jeu pour éviter les frottements que produirait un déplaoemenC accidentel, on entaillera cette roue dans le sens des rayons jusqu'à une profondeur de I ou Q, centimètres, indiquée par le cercle GH.
8^. Cet engrenage est dit non réciproque, parce que c'est la roue seule qui doit mener le pignon, du moins si l'on veut éviter qu'il ne se trouve des dents en prise avant la ligne des centres^ ce qui est un inconvénient que nous expliquerons plus lofn au n*^ 875. En effet, on voit bien que l'épicycloïde AZ commence à toucher le flanc af au point a, lorsque ce flanc coïncide avec la ligne des centres 00', et qu'après cette ligne, dans le sens du mouvement, le contact x du profil A'X avec le rayon (y o' est plus près du centre <y ; donc, à gauctie de OO', le profil A,Z, n'aura aucun point de commun avec le flanc O'a^. Ainsi, qiuind c'est la roue O qui conduit le pignon, les dents ne sont jamais en prise qu'après la ligne des centres 00', dans le sens du mouvement; tandis que le contraire aurait Lieu si le pignon 0' conduisait la roue O, soit k droite, soit à gauche* Dans \afig. i/fy il y avait poussée
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avant comme après la ligne des centres, attendu que la petite roue était elle*niéme armée de dents saillantes en dehors du cercle primitif a'&.
851. (Fâ/. i8.) CHiÊMàiLLÈRB mue par une roue dentée. Si, dans Tengrenage précédent, on suppose que la roue O' acquière un rayon infini^ le cercle primitif (xf'& se changera en une droite tangente à la circonférence aS de la roue O; et la rotation de celle-ci imprimera un mouvement rectiligae à la pièce droite XY, nommée fTémaillère^ laquelle est maintenue dans cette direction par des coulisses ou des fjuides. Ici, sans s'occuper du rapport des vitesses angulaires dont une est zéro, il faudra partager la circonférence aS en un certain nombre de parties égales AÀ', A' A",...; puis, reporter la longueur rectifiée d^une de ces divisions suivant aa', aV,....
Le profil AZ de la dent de la roue devra être une déveloffpante de cercle engendrée par le roulement de la droite a!^ sur la circonférence aS; car cette droite est ce que devient ici le cercle V de la fig. 1 7, lequel avait poiir diamètre le rayon du cercle O' qui est infini dans le cas actuel. Par la même raison^ les flancs de la crémaillère seront des droites agr, 6/1,..., perpendiculaires à a'S^ et on les prolongera jusqu'à une droite 9/^» parallèle à a'S\ et menée à une distance O9, égale au moins à OZ : ou plutôt^ ces drcHtes ag^ bh^..^^ ne servent quà former les entailles nécessaires pour le libre passage des dents, car ici les flancs de la crétnaillère se réduisent à un point unique: En effet, la tangente a'& étant normale (n^ 479) à tontes les développantes AZ^ A'Z', A^'Z'', » . ,, c'est constamment aux points a, a', «'',...> que seront placés les contacts de ces profils avec les flancs agf, a'gf', a"gf*',.... D'ailleurs la roue O n'aurait pas besoin de creux, à parler rigoureusement, puisque les faces ab^ rt'6',..., se trouvent tangentes à la circonférence «S; mais, comme il faut éviter les frottements, on entaillera la roue suivant le contour AGH'B', jusqu'à une profondeur d'un centimètre environ. Ici, on aura l'avantage que les dents ne seront en prise qu'o/?rès la ligne des centres.
852. {Fig. 19.) On peut aussi armer la crémaillère de dents saillantes azbj a'z'b',..., qui conduiront des flancs AF, A'F taillés dans l'intérieur de la roue suivant ses rayons; et puisque c'est le cercle V décrit sur AO comme diamètre qui, en roulant sur la circonférence aS, produirait Tépicycloïde rectiligne AF, c'est aussi (n^ 827) ce même cercle V qu'il faudra faire rouler sur la droite a'& pour obtenir lenveloppe az : cette dernière courbe sera donc une cjrcloide ordinaire qui se construira comme au n^ 478. Pour fixer l'étendue précise du flanc AF qui sera touché par l'arc az, on opérera comme dans l'épure i4 dont celle-ci n'est qu'an cas particulier, exi transportant le point z en M sur la circonférence V, au moyen d'une parallèle à a'ê' (n^ 840); puis, on décrira 4u centre O l'arc de cercle MEF. EiJîn, on prolongera le flanc AF jusqu'à la circonférence GH'G' décrite avec \m rayon OG déterminé par la parallèle MGz; car cette limite rigoureuse deviendra suffisante dans la pratique, attendu qu'il faudra échanfriner les dents de
la crémaillère, pour éviter les arca^boutetnents que produiraient les dents qui se trouveront en prise avant la ligae des centres (n* 877).
853. Une autre combinaison qui serait encore admissible, consisterait à supprimer les dents de la roue en ne lui laissant que des flancs, tandis que la crémail* 1ère n'aurait point de flancs et porterait eUe seule des dents c^cldidales; mais il nous parait bien superflu de tracer iei une figure nouvelle pour ce cas particulier.
854. {Pig. ato.) £irGR£KAO£ a flancs, intérieur. Lorsque le plus petit cercle O'o^S' doit être placé dans l'intérieur du grand Oaê, la meilleure disposition consiste à mettre les flancs af^ 6e, df'^...^ sur la petite roue, et à fcire porter les dente AZB, A'Z'B',..., parla plus grande. Le profil AZ est alors une épicycloide mlàieure (n® 474) décrite par le cercle V qui roule en dedans de la circonférence a6; et rétendue précise du flanc of s'obtiendra encore en décrivant du centre O l'arc Zm, puis du centre O' l'arc m/. Quant à la profondeur de l'entaille, elle devra s'étendre jusqu'à la circonférence gli(f dont le rayon sera déterminé par le cercle mZ. La roue menante devra être celle qui porte les dents, par les motift déjà expliqués au n^ 850, afin que la poussée ne s'exerce qu'après la ligne des centres.
855. {Fig. ai.) Si, au contraire, on voulait faire porter les dents par la petite roue (ya'&j et placer les flancs sur la grande roue aS dont le centre est fictivement représenté par O (car il tombe réellement hors des limites de la^î^. 21)9 il faudrait, pour tracer le profil az, décrire un cercle VSA dont le rayon VA serait la moitié de OA, et faire rouler ce cercle V sur la circonférence a'& qu'il enveloppe, ce qui fournirait ime épicycloide du genre de celle que nous avons considérée au n**477. Quant au flanc FAG, il devrait d'abord s'étendre de A en G jusqu'à la circonférence GH'G'décrite avec le rayon OCy-f- Cfty afin de laisser un libre passage à la dent azb; et ensuite on devrait le prolonger vers le centre de A en F, pour recevoir la poussée du profil az. En effet, si, d'après la règle générale du n® 833, on veut trouver quel est le point de l'enveloppée AO qui viendra en contact avec le points
. de l'enveloppe az^ il faudra transporter le point 2 en M sur la circonférence V, au moyen d'un arc zM décrit du centre O'; puis ramener le point M en F par on arc MEF décrit du centre O. Ainsi AF, AjF,,..., seront les seules porticms des flancs sur lesquelles s'exercera la poussée des dents; et tandis que le contact x s'avancera de «a vers z, sur la petite roue, sur la grande il marchera en sens contraire de A» vers Fj : de sorte que, le chemin total parcouru par ce contact étant plus grand que dans les autres cas, le frottement augmentera considérablement.
^ Mais il y a encore un autre inconvénient plus grave, résultant de l'entaille qu'il faut pratiquer dans la petite roue pour permettre au flanc AF de tonrner librement. Car, pendant la révolution des deux cercles O et O' autour de leurs centres iffiï»^ biles, la courbe parcourue par le point F sur le petit cercle mobile est là même (n°809) que celle qu'il décrirait sur le plan fixe de ce cercle, si l'on fisiisait rouler
CHAPITRE IV. — DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES
la circonférence aS sur a' S'; donc, cefte courbe est une épicycloîde à nœud &XFjxz qui viendrait raccorder en % le profil oz, comme nbus Pavons prouvé dans un cas semblable au n^84l . Par conséquent, il faudra évîder la roue O' suivant le contour F X 6, lequel enlèvera une petite portion du profil az; d*où il résultera que la dent azb ne commencera à être en prise qu'un peu après la ligne des centres. Mais ce qui est bien plus gravci c'est que la base de la dent se trouvera tellement affaiblie par cette entaille, qu'elle n'offrira plus de résistance suffisante ; et, conséquemment, le système d'engrenage représenté dans la fig, %i doit être proscrit absolument dans la pratique.
856. Lengrenage intérieitr ne peut pas être réciproque; c'est-à-dire qu^il est impossible de donner à chaque roue des dents et des flancs à la fois, afin que chacune de ces roues puisse être menante à son tour. En effet, si Ton superpose les Jig. ao et aï de manière à faire coïncider les deux: rayons désignés par O'a, on
verra bien que le profil AZ serait recouvert par le flanc AF, et qu'il faudrait détruire ce dernier pour pouvoir exébuter l'autre : de même, dans la roue CV, le flanc afne peut coexister avec l'entaille aXF.
857. [PL 6g, fig. an). Engrenage a lanterne. On désigne sous ce dernier nom une espèce de tambour composé de deux tourteaux ou plateaux circulaires, égaux, parallèles, et réunis par des cylindres droits, nommés Juseaiix , dont les bases sont les cercles c, c', c'' : les centres de ces petits cercles sont situés tous sur une circonférence a' S' qui forme le cercle primitif de cette espèce de roue, et la fîg. a 2 représente une coupe faite entre les deux plateaux par un plan qui leur est parallèle; c'est pourquoi les cercles c, c', c'',..., sont couverts de hachures. Cette lanterne est mise en mouvement par une roue O dont le cercle primitif est aê; les dents de celle-ci sont ordinairement taillées à part et ensuite implantées dans le corps de la roue : alors on les nomme des aUuchons, lesquels s'exécutent en bois très-dur, tandis que les fuseaux, qui s'usent plus vite par le frottement, sont quelquefois en fonte. Ce genre d'engrenage ne s'emploie que pour de fortes machines où l'on n'a pas besoin d'une grande précision dans les mouvements; car il n'offre pas autant de douceur et de régularité que l'engrenage à flancs.
Après avoir choisi (n^ 836) deux nombres entiers n, n'y qui soient entre eux comme les rayons des circonférences oê, af&y on divisera la première en n parties égales A A', A' A'',..., la seconde en n' parties égales no', a'a^,... ; d'où il résultera aussi AA'= aa! : on marquera les bases^des dents AB, A'B^..., égales au plus à la moitié d'une division AA' ; puis, en prenant un are ac plus petit que le quart de la division «a', on emploiera la corde de cet arc pour décrire tous les cercles c, c*', c",..., qui seront les bases des fuseaux. Cela fait, comme le profil AZ doit être l'enveloppe (n^ 810) de l'espace qui serait parcouru par le cercle c dans l'hypothèse où la circonférence a'& roulerait sur aS immobile, on observera d'abord que le point
c décrirait alors une épicycloîde cl facile à construire (n®47i); si donc, de divers points de cette épicycloîde et avec un rayon constamment égal à la corde ca, on décrit plusieurs arcs de cercle, il suffira de tracer une courbe AZX qui leur soit tangente, pour obtenir le profil demandé par un moyen plus expéditif que la construction par points indiquée au n® 823,
838. Cette branche AZX de l'enveloppe du petit cercle c se prolongerait dans Tintérieur de la circonférence aS jusqu'à un point de rebroussement indiqué pare' dans la^gr. lo de la PL 67 ; et comme à Tépoque où l'enveloppée toucherait l'enveloppe en ce point s\ l'axe c du fuseau aurait déjà dépassé la ligne des centres (Xy, rien ne s'opposerait à ce que l'on gardât ce prolongement de AZX : mais, pour plus de facilité dans la pratique, on termine ce profil au point (^ qui répond à A sur \sLfig. as, et pour lequel le contact arrive quand ce point A est parvenn sur la droite OO' (n** 825). Ainsi, dans l'engrenage à lanterne, les dents ne scrofltjamais en prise avant la ligne des centres.
859. Quant à l'entaille nécessaire pour qurfles fuseaux se meuvent librement, on pourrait lui donner pour contour le demi-cercle décrit sur la corde de l'arc AB' comme diamètre ; mais on se contente ordinairement de tracer la portion de rayon AG un peu plus grande que la corde ac^ et de décrire du point O l'arc de cercle GH' terminé aussi au rayon B'H'. Il est vrai que la droite AG n'est pas rigoureusement tangente au profil AZ, puisque la normale commune à cette courbe et à Tépicycloïde c/, serait la corde ac (n^ 825); mais l'arête saillante qui en résultera en A sera très-obtuse, et d'ailleurs on pourra l'adoucir, sauf à ce que la dent ne commence à se trouver en prise qu'un peu plus tard.
860. Il est bon d'échanfriner les dents, mais sans cesser de remplir la condition du n^ 844, afin que le mouvement se continue sans à-coups. Pour cela, on tirera la droite Ac*', qui, étant normale (n^825) à l'enveloppée c'afb' et à l'enveloppe A'Z', déterminera leur point de contact .r ; et alors il suffira de prendre un rayon un peu plus grand que Ox pour décrire la circonférence à laquelle commencera l'échanfrinement. Si cette normale Ao^ fournissait un point x qui fut audessus de la section Z' des deux profils symétriques, les fuseaux seraiait trop écartés pour remplir la condition du n^844; et dans ce cas, il faudrait augmenter leur nombre n' en faisant aussi varier le nombre n des dents de la roue, de manière que le rapport des nombres n et n' restât toujours le même que celui des rayons R et R' des cercles primitifs a€ et a' 6'.
801. {Fig. a3.) Crémaillère a FUSEArx. Ix>rsque le rayon R' devient infi^^ le cercle primitif a'& se réduit à une droite, et la lanterne devient une crém^l* 1ère XY. Dans ce cas, la courbe cl décrite par la droite a' S' roulant suroê, étant une développante de cercle, la courbe équidistante AZ sera aussi une développante de aS, engendrée par le point a, de sorte qu'on peut tracer immédialeoient cette
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dernière, sans recourir à cL L'entaille AGH'B' s'exécutera comme ci-dessus; et ici la normale A(/ coïncidant toujours avec a'ê', les points de contact .r de tous les profils des dents se trouveront constamment sur la ligne a'S' : donc, pour cchanfriner les dents^ il sufBra de tracer une circonférence avec un rayon un peu plus grand que Ox.
862. [Fig. ^%), Crémajllàrb at;ec une LàiTTEANE. Si, dans la ^9. aa, on supposait au contraire le rayon R infini, la roue O deviendrait une crémaillère armée de dents, qui conduiraient la lanterne O'. Dans ce cas, la couii>e c/ serait unec/c/btV/e ordinaire décrite par le point c du cercle a' ê' qui roulerait sur la ligne aS devenue droite; et le profil AZ devant être une courbe équidistante de celte cycloïde, on le construirait par des arcs de cercle, comme au n® 857.
863. {PL 70, /îjf. 24.) EwGRENAGK A DÉVELOPPANTE. Après avoir déterminé, comme au n^ 836, les divisions égales AA', aafj ainsi que les bases des dents AB, ab, sur les cercles primitifs «6, a'6', dont les rayons sont représentés par R, R', on tracera par le point A une droite TAT' faisant un angle arbitraire avec la ligneOAO'; et des centres O, O' on décrira deux nouveaux cercles CD, CD', tangents à cette droite TAT' : les rayons de ces cercles auxiliaires se trouveront évidemment proportionnels à R et R\ Cela posé, en faisant rouler la droite TAT' sur la circonfé* rence CD, le point A décrira une courbe FAZ développante de ce cercle; et la même droite roulant ensuite sur CD', le point a décrira aussi une développante /c/z de cette dernière circonférence. Or on a vu (n^829) que ces deux courbes FAZ •t/ïz étaient respectivement enveloppe et enveloppée; donc (n** 810) ce sont là les profils conjugués qu'il faut adopter pour les dents, afin qu'il passe par la ligne des centres, dans le même temps, des arcs égaux AA' et ad mcsm^ sur les cercles primitifs.
864. Pour échanfriner les dents, en satisfaisant à la condition du n"" 844, on observera qu'ici le point x où la droite AT rencontre la développante a' 2', est précisément le pied de la normale abaissée du point A sur cette courbe; donc il faudra prendre le rayon du cercle d'échanfirinement au moins égal à Ox. De ménie, pour les dents de la roue O', le rayon analogue devra égaler ou surpasser un peu la distance OV. Quant à Tentaille nécessaire pour donner passage aux dents, après avoir continué la développante ZAF jusqu'à son origine F sur le cercle auxiliaire, on prolongera cette courbe (s'il le faut) suivant un rayon FGO, jusqu'à une profondeur telle, que OG soit un peu moindre que la différence entre O'O et O'z; semblablement, pour le creux de la roue O', le rayon O'g du fond de l'entaille devra être un peu moindre que la différence entre OO' et OZ. On doit observer qu'ici les dents seront en prise tant ayant qu'après la ligne des centres; à moins qu'on ne réduisit les dents de ïa roue menée O' à ne pas dépasser le cercle primitif, suivant la fornie ^abh : mais^ alors Tengrewage ne serait plus réciproque.
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865. Quoique nous ayons laissé arbitraire Tangle TÂO = 9 formé par la tangente aux cercles auxiliaires avec la ligne des centres, il est convenable que cet angle soit au moins égal aux trois quarts d'un angle droit, afin que les entailles à pratiquer dans les deux roues n'aient pas trop de profondeur. En outre, nous ferons observer que ce système d'engrenage est souvent préféré par les constnicteurs modernes, à cause des deux avantages suivants :
i^. La largeur des dents va toujours en augmentant jusqu'à l'extrémité inférieure EF, ce qui les rend susceptibles d'une plus grande résistance; tandis que, dans \dijig. 14, les flancs convergent vers le centre, et la base des dents se trouve quelquefois bien affaiblie.
2^, Quand un engrenage à développante est exécuté, on peut diminuer ou augmenter d'une petite quantité la distance OCy primitivement adoptée pour l'écartement des axes, sans que le système cesse de fonctionner aussi régulièrement; et cela est précieux dans la pratique, 011 il est souvent très>difficile de placer les axa rigoureusement à la même distance qu'on a supposée dans l'épure. Pour justifier cette latitude, imaginons que, dans ia^. ^4, on ait abaissé le centre O avecles cercles a§ et CD, et qu'ils aient pris les positions 0„ as^s, C^D, (le lecteur les tracera aisément); alors, si l'on mène une tangente commune aux deux circonférences C9D2 et OUj cette droite coupera la ligne des centres en un point Â^ qui divisera la distance 0,0' en deux parties dont le rapport sera encore le même que celui des rayons des circonférences C^iD^i et CD'. D'ailleurs cette nouvelle tangente, en roulant tour à tour sur ces deux circonférences, décrira par le point A, les mêmes développantes ÂZ et az qui formaient déjà les profils des dents de Tengrenage primitif; seulement ces développantes se toucheront par d'autres points correspondants que dans la première position de Tengrenage. Donc le nouveau système fonctionnera comme l'ancien, et en produisant des vitesses angulaires qui auront le même rapport que dans le pi*enner cas.
866. CRéMAiLLÈRE à detiis obliques. Lorsque, dans la figure précédente, on suppose que le cercle primitif a'& acquiert un rayon infini, ce cercle se change en une droite, et la roue O' en une crémaillère XY à dents obliques, dont les profils flfoz, g'a'z\..^y sont des droites perpendiculaires à TT'; car le cescle auxiliaire Clï ayant pour rayon la perpendiculaire abaissée du centi^ CK sur TT, vient se confondre avec cette d^nière droite; et comme le point de contact s'éloigne en même temps à l'infini, si l'on veut faire rouler la droite TT sur cette circonférence dégénérée en ligne droite, chaque point a décrira une perpendiculaire gaz à la ligne TT'. Les contacts des dents conjuguées seront encore ici pl^ tous sur la droite TT^ en a, jc, oc';. mais la poussée s'exerç£uit suivant une normale à gfaz, c'est-à-dire suivant TT', .qui est oblique .à Ja directiou XY du mouvement que doit prendre la crémaillèrei il en résultera un frottement considérable dans
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les coulisses qui maintiennent cette pièce : c'est pourquoi le système de \sifig. aS est moins avantageux que celui de la crémaillère droite (^19. 18). Au surplus, cette dernière n'est qu'un cas particulier de la /y. a5 : celui où la droite arbitraire TAT' serait nienée à angle droit sur AO.
867. (Fig, a6.) L'engrenage à développante peut être intérieur; c'est lorsque les deux cercles primitifs aê, a'€' sont embrassés l'un par l'autre. Alors, après avoir mené sous un angle arbitraire la droite TAT', et avoir tracé les deux cercles intérieurs CD, G'iy, tangents à cette droite et concentriques avec O et 0% il faudra encore faire rouler la droite TAT successivement sur les circonférences CD, CD', pour engendrer les profils GAZ et gazy qui seront toujours des développantes de cercle. Mais ici les deux points de contact de cette tangente commune TAT étant d'un même côté par rapport au point A, les développantes tourneront leur concavité dans le même sens ; et il en résultera un frottement beaucoup plus considérable, par suite des petites imperfections inévitables dans l'exécution des profils matériels. Aussi, le système actuel, et en général tous les engrenages intérieurs, sont rarement employés dans la pratique.
' Nous ajouterons seulement qu'après avoir prolongé la développante zo/ jusqu'à son origine/ sur le cercle CD', on devra limiter l'autre développante ZA au point correspondant G; pour trouver celui-ci, il faudra (n® 834) ramener le point/ en/' sur la tangente TAP au moyen d'un arc décrit du point O', puis transporter le point/"' en G par un arc de cercle décrit du point O. Enfin, on prolongera le profil zâ^ suivant un rayon /^O', d'une quantité suffisante pour que l'entaille permette à la dent de la roue O de se mouvoir librement.
868. (PL jOyfg. 27.) Cames et piloits. Soit ABZ l'axe d'une tige verticale qui doit alternativement monter de la quantité AB et redescendre ensuite librement, abandonnée à son propre poids. Pour produire ce mouvement rectiligne analogue à celui de la crémaillère du n^851, on emploie une roue dont l'axe horizoQtal est projeté en O, et dont le cercle primitif aS est tangent à la verticale AZ; et l'on arme cette roue de cames ou dents AX, AaXai AsX,, assez éloignées les unes des autres pour laisser au pilon le temps de retomber de B en A avant d'être saisi par la dent suivante. Le profil antérieur de ces cames doit être une développante AXY du cercle aê; car cette courbe aura la propriété (n® 851) de toucher constamment le mentonnet horizontal M du pilon, dans un point qui demeurera sur la droite AZ toujours normale à la développante AXY, quelque position que prenne cette courbe pendant la rotation autour du point O. L'étendue précise AX qu'il faudra donner à ce profil pour qu'il conduise le mentonnet depuis A jusqu'en B, s'obtiendra (n^ 834) en décrivant avec le rayon OB un arc de cercle qui viendra couper la développante AY au point demandé X. On pourrait terminer la.came par le rayon AO; mais, pour éviter de faux contacts hors de la verticale AZ, ce qui
4* édit. 4?
ferait déverser la tige et produirait des frottements nuisibles, on échanfirine la came suivant une petite courbe AD arbitraire, laquelle doit raccorder le rayon AO déjà tangent à ÂX.
869. Quant au mentonnet sur lequel la came exerce sa poussée dans la 'direction verticale AZ, c'est une pièce horizontale et rectangulaire M^ qui, dans les anciennes machines, se fixait en avant de la tige du pilon, comme on le Yoit fig. 28; et la saillie £B devait égaler la différence entre les rayons OA et OX de la^i^. 27 : mais comme alors la poussée de la came passait fort loin du centre de gravité du pilon, il en résultait un couple de forces qui tendait à déverser la tige et produisait un frottement considérable sur les jumelles G et g entre lesquelles se meut cette pièce. Pour éviter cet inconvénient grave, surtout quand le poids du pilon est considérable, on emploie ordinairement la disposition proposée par Montgolfier, et qui est représentée dans la fig. 29. Ici la tige ou le manche du pilon est formé de deux parties TM et TjN, réunies par des jumelles latérales J et^*; de sorte que l'intervalle de M à N offre un vide dans lequel la dent AX de la came peut pénétrer, et en agissant sur la face horizontale M qui fait l'office de mentonnet, cette came soulève bien le manche dans la direction de son axe ABZ, pour l'amener de A en B, Arrivé dans cette dernière situation, le pilon ne retombe pas encore, parce qu^il reste à la came à parcourir la demi*épaisseur du mentonnet; mais ce petit temps perdu deviendra presque insensible, en échanfrmant la dent ax suivant la conrbe indiqnée par des points ronds, ce qu'il faut toujours faire pour ne pas laisser subsister des parties aiguës on des arêtes rives qui entameraient les sorfaces et pourraient produire des arcs-boutéments.
870. Une autre combinaison, indiquée yîg. 3o, est employée dans les mines où les pilons doivent avoir tin poids considérable. La tige T, est d'une seule pièce, mais on la garnit de deux mentonnets latéraux m', m'', sur lesquels agissent les deux branches x\ :r^, (fig. 3i) de la came ax qui, alors, est fonrcboe. Nous supposons ici que les trois cames projetées verticalement sur axj a^x^^ a^x^y sont fourchues et serrent à faire mouvoir le manche T^, tandis que les cames à deni unique AX, AjXa, A3X3, agissent sur le manche TBITa ; car on adapte ainsi sur le même arbre autant de rangs de cames qu'il y a de pilons à iiaire mouvoir, avec le soin de faire correspondre les cames de diverses séries à des rayons différents OX et O j, afin que les tourilfcms ne supportent pas en même temps le poids de tous? les pilons. Les trois dents dechaqne série sont en fonte, et coulées d'un seul jet avec l'anneau qoi réunit leurs bases; et cet anneau, polygonal à l'intérieur, s'adapte sur ^^threde la rone qoi est en bois, et offre le même nombre de pans.
»71. Pourmaintenir les tiges des pilons toujours dans la même direction verticale, tout en leur laissant la liberté de monter et de descendre, on les enkrtse entre deux pièces horiiwMïtaJes et parallèles (G, G') {g^ 6') nommées jumelks; ei
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Gelie&rci sont reliées entre elles par des enlre-toises qui empêchent aussi la tige de s'écarter à droite ou à gauche dans la direction de Taxe O'O''. Un second rang de jumelles (G,, G") (9,, C"), est placé dans la partie inférieure, mais à une hauteur telle^ qu'il ne gène pas la course du pilon. Les signes en forme d'X que l'on voit sur l'épure indiquent, en charpente, des bouts de pièces on des sections faites perpendiculairement aux fibres du bois.
872. {PL 66^fig. 8.) Des excentriques* Dans quelques machines, on emploie
ime sorte de roue dont le contour extérieur n'a pas, pour centre de figure, le centre
du mouvement de rotation, et qui a pour but de faire alternativement monter et
descendre lUie tige verticale ÂZ, mais graduellement, et non pas brusquement
comme dans le cas des pilons dont nous venons de parler. Ce contxmr forme donc
une courbe excentrique qui peut offrir plusieurs variétés; mais il suffira d'en
citer un exemple, celui que Ton désigne sous le nom de courbe en cœur. Soit
AA4 la hauteur dont la tige doit monter : après avoir partagé cet intervalle
en parties égales, 4 par exemple, on en fera autant pour la demi-circonférence dé*
crite avec le rayon OA4; puis, sur les divers rayons Oi, Oa, 03, on prendra les
distances
OR^OAm OC = OAa, OD = OA„ 0E = 0A4,
et la courbe ABCDE, jointe à la branche symétrique AB'C'D'E, composera Texcen trique demandée. Eu effet, la tige AZ étant retenue dans la même direction verticale par les guides m et n, lorsqu'on fera tourner la roue autour de son axe O, et que le rayon vecteur OB aura pris la position OA,, la poussée oblique qu'elle exerce sur la tige aura fait monter celle-ci et aura tran^orté son pied A en A,, puisque ce dernier point coïncidera avec B. De même, quand le rayon OC sera devenu vertical, le pied A se trouvera transporté en Aa, et ainsi de suite jusqu'à ce que OE coïncide avec OA4 ; puis, le mouvement de rotation continuant dans le même sens, la branche ED'C'B'A laissera redescendre la tige graduellement depuis A4 jusqu'en A.
873. Ce système ne s'emploie que dans le cas où il ne faut pas exercer un grand effort sur la tige; et alors même on doit chercher à diminuer les frottements dus à la poussée oblique. Pour cela on garnit le pied de la tige d'un galet mobile autour de l'axe horizontal A, et l'on adopte pour contour de la roue ime courbe abcded'b'a qui soit équidistante de l'excentrique primitive; cette nouvelle courbe se trace en la rendant tangente à des arcs de cercle décrits de divers points de ABCD... avec un rayon constamment égal à celui du galet. Par là, le mouvement rectiligne de la tige demeure le même que dans le premier cas; mais, au lieu d'un frottement de glissement, on n'a plus qu'un frottement de roulement, lequel est beaucoup moindre.
874. Quand on veut éviter le changement un peu brusque de vitesse qui a lieu
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aux points extrêmes Â et A4, on divise l'intervalle ÂÂ4 en parties inégales, au moyen d'une demi-circonférence décrite sur cette distance comme diamètre, et que Ton partage en arcs égaux; les ordonnées de ce demi-cercie fournissent les points A(, Aa, A,,.**9 ^t la courbe ABCDË, construite comme ci-dessus, ne présente plus de points saillants. Nous laissons au lecteur le soin de tracer l'excentrique dans cette nouvelle hypothèse.
875. Remarques. Nous avons fait observer diverses fois que» pour tel système d'engrenage, la poussée des dents ne s'exerçait qu'aérés la ligne des centres, dans le sens du mouvement; tandis que^ pour tel autre système, il y avait des dents en prise ccvant la ligne des centres. Cette distinction est importante à faire, à cause des inconvénients graves que présente souvent le dernier de ces deux cas.
D'abord, on doit se rappeler que dans tous les engrenages examinés ci^dessus, lès profils des dents ne roulent pas simplement Tun sur Tautre, mais qu'il y a aussi un glissement (n^817), lequel est parfois assez considérable, comme on Fa vu aux n^' 835 et 834. De là résulte un frottement qui est proportionnel à la pression exercée par les dents Tune sur l'autre, et qui absorbe une partie de la force motrice : or cette perte de force est plus comidérable pour deux dents qui sont en prise avant la ligne des centres, que pour deux dents analogues qui ne seraient en contact qu'après la même ligne. Cette proposition, que l'expérience confirme, s'établit par des principes de mécanique et par des calculs dont l'exposition nous éloignerait trop du but graphique de cet ouvrage; mais nous pouvons, du moins, la justifier par les considérations suivantes.
876. {Pi 70, fig. 3a). Admettons que, dans la fig. 3a, O' soit la roue menantey et qu'elle tourne dans le sens indiqué par la flèche ç". Il peut arriver, soit par suite du trop petit nombre des dents, soit par suite de quelque irrégularité dans leur exécution, qu'à une certaine époque la poussée des deux roues ne s'exerce plus que par un seul point m qui corresponde au dernier élément du profil a'':^', alors la pointe z", ou plutôt l'arête vive qui est projetée sur ce point, sera comparable au tranchant d'un ciseau dont les faces seraient symétriques par rapport au plan diamétral O'z". Or, tant que le mouvement a lieu dans le sens y", le contact marche de m vers A"; et, l'angle O'z'A" étant aigu, le ciseau ne fait que frotter sur la surface G" A"z", et la polir sans l'entamer. Mais, si nous changeons les rôles, et que O devenant la roue menante, elle tourne dans le sens de la flèche f, alors le tranchant du ciseau marchera de m vers G% du côté de Fangle obtus O'^'G" : conséquemment il tendra à péaétrei- dans la surface A" G", il l'entamera légèrement et apportera beaucoup plus de résistance au mouvement de rotation de l'engrenage. Quelquefois même, sous l'effort d'une grande pression, l'arête sf' pénétrera assez avant dans la surface A'' G" pour ne plus pouvoir se dégager, et il y aura un arc- ti^çutement qui arrêtera subitement la machine, ou. qui fera rompre Tu"^
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des dents ainsi engagées. C'est pour cela qu'il faut toujours échanfriner les dents, et avoir smn d'adoucir encore les arêtes qui résulteraient de cette troncature.
877. Mais, lors même que ces précautions ont été prises, il reste toujours des aspérités inévitables sur le bois ou la fonte qui ont servi à former les dents ; et ces aspérités produisent, quoique d'une manière moins prononcée, des effets analogues à ceox que nous avons décrits au numéro précédent. D'où l'on doit conclure, conformément à l'expérience, que le frottement et la perte de force motrice sont toujours plus considérables pour deux dents qui se poussent avant la ligne des centres, que pour celles qui sont en contact après cette ligne. En outre, dans le premier de ces cas, il peut encore y avoir arc-boutement, quoique la dent a^z'^b" soit échanfrinée, si par quelque légère irrégularité, il arrive que la poussée des deux roues ne se fasse que par le dernier élément du profil conservé a"z", et que la pression soit considérable. Ainsi, nous pouvons poser ce principe général : dans tout engrenage il faut, autant que possible, éviter que les dents commencent à entrer en prise avant la ligne des centres.
878. Pour remplir cette condition, le premier moyen serait de supprimer dans une des roues, O' par exemple, toutes les portions de dents qui seraient en dehors du cercle primitif a' ê', ainsi que le montrent les jÇ^. 17, 18, ao, 2a, 23, et d'exiger que la roue O fut toujours la roue menante, soit à droite, soit à gauche, car alors on voit bien que la poussée ne s'exercerait jamais qu'après la ligne des centres. On pourrait obtenir le même avantage dans l'engrenage à développantes de la fig. a4, si l'on réduisait les profils des dents de O' aux parties intérieures gfa^ heby... I^es engrenages de ce genre, où une seule des roues peut mener, sont dits non réciproques.
879. Mais cette disposition offrirait des inconvénients dans les grandes machines, à mouvements rapides, à résistances très-inégales, où les vitesses sont régularisées par l'emploi des volants. Car, alors, en raison des petites variations périodiques que subit la vitesse, et à cause du jeu qui doit toujours exister entre les dents (n®837), chacune des deux roues, tout en continuant de marcher dans le même sens, se troiive tantôt menante et tantôt menée : or, pour remplir ce double rôle, elles doivent toutes deux être armées de dents saillantes en dehors des cercles primitifs, comme on le voit dans la fig, 3ii, où l'engrenage est dit réciproque. Ainsi, pour conserver cet avantage sans retomber dans l'inconvénient d'avoir des contacts, tant en avant qu'en arrière de la ligne des centres, il faudra démaigrir les dents du côté opposé à celui ou le mouvement doit avoir lieu, c'est-à-dire enlever les parties que nous avons couvertes de hachures dans la^î^. 3a; mais le système ne pourra fonctionner que dans un seul sen?, celui qui est indiqué par les flèches ?ety^n.
(*) Ce procède, ainsi que les remarques précédentes, sont tirées des Leçons que M. Savnry avait rédigées pour s6n Cours de Muchines à l'École Polyte^bniqtte.
3^4 LWKE IX. -r^ ADDITIONS.
880. {Fig. 3:2.) Limite du nombre des dents. A la poussée d'un couple de (lents doit succéder, sans interruprion aucune, la pomsée d'un autre couple» afin d'éviter les chocs rétrogrades que l'on nomme des chcoups : il faut donc qu'à l'instant où les deux dents GAZ et gaz commencent à se toucher sur la ligne des centres en A, les dents 6'A'Z' et g'afz' du couple précédent soient encore en prise. Or, en abaissant la normale Ax sur le profil a Y (rectiiigne ou non), on sait que le pied x de cette normale doit être (n*^ 812) le point de contact de l'enveloppée t/g^ avec l'enveloppe A'Z' ; si donc ce point x se trouve au-dessous du sommet Z' de la dent de la roue O, la condition demandée sera remplie ; sinon, il y aurait des à-»coups, et pour les éviter, il faudra rapprocher les dents en augmentant leurs nombres netn', qui devront toujours être choisis proportionnels aux rayona R et R' des cerdcs primitif. Il suit de là que le nombre n' des dents de la petite roue admet un minimum, qui varie avec la nature des profils et avec le rapport des vitesses angulaires; aussi, en cherchant à déterminer par le calcul la position du pied de la normale A a:,
M. Savary a trouvé les limites suivantes, où jul désigne' le rapport —? qui est toujours moindre que l'unité :
Dans un engrenage à flancs n' = ou > lo ( i -f- jui);
Dans un engrenage à lanterne n' — ou > 7 H- 4i^;
Dans un engrenage à développantes n' = ou > i6 -h a /:je..
Kous ne rapporterons point ici les calculs qui conduisent à ces résultats, parce qu'ils peuvent être avantageusement remplacés, dans chaque exemple, par la vérification graphique citée plus haut, laquelle n'exige que le tracé provisoire de deux dents.
DES ENGRENAGES CONIQUES
881. [PL jiyfig' 1 .) On appelle ainsi le système de deux roues dont les axes, au lieu d'être parallèles, vont se rencontrer sous un angle quelconque. Soient Z'O' et Z'o' ces deux axes, situés ici dans le plan vertical de notre épure; on commencera par tracer dans l'angle O'Z'o', une droite Z'A' telle, que les deux perpendiculaires abaissées d'un quelconque de ses points sur les deux axes, soient en raison inverse des vitesses angulaires (n** 805) que Ton veut imprimer aux deux roues, c'est-à-dire en raison inverse des nombres de tours que ces roues doivent faire dans un même temps : ces nombres étant assignés parla question, la détermination graphique de la droite Z' A' est trop facile pour nous y arrêter davantage. Ensuite, selon la grandeur plus ou moins considérable que l'on voudra donner aux deux roues, on choisira sur la droite Z'A' un point A' plus, ou moins éloigné de Z', et
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duquel on abaissera dur les axes les perpendiculaires A'O', A'o'; ce seront là les rayons des cercles primitifs, lesquels serviront de bases à deux cônes de révolution 7IA!Qf et Z'AV dont chacun sera, pour ainsi dire, le noyau d'une des roues.
882. Maintenant, pour obtenir entre les vitesses angulaires le rapport assigné ci-dessus, il sufEra évidemment de faire tourner les deux cônes primitifs autour de leurs axes immobiles, de telle sorte que les circonférences A'O' et AV prennent des viiesses absolues qui soient égales (n® 807). Or, pour remplir cette condition au moyen de la poussée de deux dents correspondantes, il faut terminer ces dents par deux surfaces coniques ayant leur sommet commun en Z', et dont Tune soit J'enveloppe de Tespace qu^ parcourrait rautre^ si, en laissant tout à fait immobile le cône Z'A'O'y on faisait rouler sm celuJ*là le cône Z'A'o' qui entraînerait avec lui la surface de sa dent ; car, en appliquant ici les détails que nous avons donnés aux n^ 808 et 809, on verra bien que ce roulement amène les deux cônes primitife dans la même situation relative que s'ils avaient tourné autour de leurs axes îtnmobiles et de manière à faire parcourir des arcs égaux par deux points quelconques des circonférences A' (y et A'o'.
883. {Fig. t.) D'après ce principe, la solution la plus simple s'obtiendra en formant : i^ la dent de la petite roue avec un plan mené par l'axe Z'o', et qui reçoit le nom àe flanc; a° la dent de la grande roue, avec une surface conique qui soit constamment tangente à ce flanc, dans toutes les positions qu'il occupera pendant le roulement du cône primitif Z'AVj et l'on va voir que ce cône, enveloppe du flanc, a pour base une épicycloïde sphériqne.
Dans le plan du cercle primitif dont le rayon est A'o' (plan que nous appellerons le plan auxiliaire de projection, et qui est rabattu ici avec ce cercle suivant A'Ge'), traçons une circonférence A'Fo' qui ait pour diamètre le rayon AV, et faisons-la rouler successîTement : i^ sur le cercle primitif du rayon C A', en conservant toujours entre leurs plans l'inclinaison marquée par l'angle o'A'X; a^ dans l'inté* rieur et dans le plan du c^de primitif qui a pour rayon o'A\ Pendant le premier mouvement de rotation, un point quelconque de la circonférence mobile, par exemple celui qui est rabattu en m sur le plan horizontal, décrira une épicycloïde sphérique dont nous savons trouver la projection horizontale DM (n^ 482), et dont le cône générateur A'8'o' s'obtient en élevant parle centre tk/ la perpendiculaire tù'S' sur le plan du cercle mobile; de sorte qne cette épicycloïde est située tout entière sur la sphère décrite avec le rayon S'A' : d'ailleurs, si l'on rabat le point (M, M') en F sur le plan auxiliaire , on sait (n® 470) que la droite projetée suivant (A'M, A'M'), et qui a pour vraie position A'F dans le plan auxiliaire, se trouve être une normale de FépicycJoïde au point (M, M'). D'un autre coté, pendant la rotation du cercle A' Pô' sur A'G^, le même point générateur (M, M') ou F décrira une épicycloïde rectiltgne (n^ 478) qui sera précisément la droite o'FG. Cela posé,
si l'on conduit un plan par cette droite oTG et par l'axe Z'o', je dis que ce plan méridien sera tangent au cône qui aurait pour sommet te point Tl et pour base (épicycloïde projetée sur DM. En effet, si l'on observe que le plan méridien en question a pour trace verticale Z'o'X, et pour trace sur le plan auxiliaire la ligne o'Fell^ même, on reconnaîtra aisément que ce plan est perpendiculaire sur la droite rabattue suivant A'F, et projetée suivant (A'M, A'M') : or, puisque cette droite est normale à l'épicycloïde, il est certain que le plan méridien Z'o'F contient la tangente de cette courbe au point (M, M'); et comme il passe aussi par le sommet Z' du cône épicycloïdal , il sera bien tangent à cette surface, tout le long de la génératrice qui réunira le sommet Z' avec le point F relevé en (M, M').
D'ailleurs, ce contact continuera de subsister le long d'une génératrice variable sur ce cône épicycloïdal, pendant que le cône primitif Z'o' A' roulera sur le cône Z'O'A'; car, pour toutes les positions du point F sur le petit cercle, les deux cordes A'F et o'F, A'Fa et o'Fg,..., se trouveront toujours perpendiculaires Tune à l'autre. Donc le plan Z'o'F est bien propre à former le flanc d'une dent delà roue Tld S!^ puisqu'il sera touché constamment et conduit par la dent que termine le cône épicycloïdal [Z', DM], de la même manière que si le cône primitif Z'o' A' roulait, sans glisser, sur l'autre cône Z'O' A' : ce qui remplit bien la condition du n^882.
884. [Fiq. I,) 11 reste à trouver l'étendue précise que doit avoir le flanc pour correspondre à un arc limité DM de l'épicycloïde. A cet effet, rabattons le flanc Z'o'F sur le plan vertical, autour de Taxe Z'o' : dans ce mouvement, le point F décrira l'arc de cercle F/ dont le centre est en 0' ; et la droite Z'/sera le rabattement de la génératrice de contact qui aboutit au point (M, M'). Mais, à l'époque où le flanc passait par l'origine D de l'épicycloïde, il touchait le cône épicycloïdal suivant la génératrice projetée sur O'D, laquelle se rabattra évidemment surZ'A'. Donc l'angle A' Z'/ mesure en vraie grandeur sur le flanc, l'espace angulaire qui a été conduit et touché par la dent épicycloïdale, pendant que le flanc a roulé depuis le point D jusqu'en (M, M'). Ce sera donc à cette partie angulaire A'Z'/ qu'il fe*^* dra restreindre l'exécution du flanc, si la dent est réduite à la portion de cône qui correspond à l'arc DM.
885. Mais ce procédé ne serait pas d'une application commode dans l'épure générale qui va suivre, attendu qu'alors nous ne connaîtrons immédiatement que la projection horizontale M de l'extrémité de l'arc DM, avec la sphère Z'A'P'o' sur laquelle est située l'épicycloïde. Dans ce cas, il faudra rabattre le point M en R> projeter ce dernier en P' sur le grand cercle de la sphère, et abaisser sur Taxe Z 0 la perpendiculaire P'K' qui représentera le parallèle sur lequel doit être situe Je point de l'épicycloïde projeté en M. Alors ce parallèle P'K' coupera le cercle générateur qui a pour diamètre A'o', suivant une corde projetée au point M'; on raba -
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Ira cette corde suivant M'F, qui fera connaître le point F, duquel on déduira /et le reste comme ci-dessus.
886. {PI. 7 1 , yîgf, a.) Tracé de répure. Soient Z'O' et Z'o' les axes des deux roues, situés dans le plan vertical de projection ; soient aussi A'O' et A'o' les rayons des cercles primitifs que l'on déterminera comme il a été dit au n^ 881 : ces deux cercles sont représentés, sur les deux plans {fig. 3 et 4) perpendiculaires aux axes, par les circonférences OA et oa. Après avoir choisi deux nombres entiers n et n', qui soient entre eux dans le même rapport que les rayons primitifs, on divisera la circonférence OA en n parties égales AA|, AiA^,..., et la circonférence oa en n' parties égales aa,j a, «a,...; et il arrivera nécessairement (n^ 856) que les divisions AAi et aa^ seront de même longueur absolue. Ensuite ^ on subdivisera chacun de ces arcs en deux parties dont une AB, destinée à former la base de la dent , soit moindre que l'autre BA, d*environ un douzième de Tare total AA, {vo/ez n^ 837).
887. {Fig. 2 ef 3. ) Cela posé, dans le plan du cercle primitif A' 0', et sur ce rayon, comme diamètre, décrivons un cercle qui est rabattu ici suivant (ù"A^{fig. 3); puis, faisons-le rouler sur la circonférence O'A', en maintenant entre leurs plans l'inclinaison primitive O'A'o'. Dans ce mouvement, le point (A, A') du cercle mobile décrira une épicycloïde située sur la sphère qui a pour rayon s'A' ; et pour construire cette courbe sans déplacer le contact actuel A des deux cercles, on prendra deux arcs égaux A m et AI, d'où l'on déduira (n^ 482) les projections M, M', d'un point de l'épicycloïde qui aurait son origine en I; mais comme l'origine est réellement en A, on verra bien qu'il suffit de prendre l'arc p^i égal à RM, pour obtenir un point |x de la projection horizontale AfjJl de l'épicycloïde demandée. Alors le cône, qui aura pour base cette épicycloïde et pour sommet le point (Z', O), formera (n^ 883) la dent qui commence en (A, A') ; mais il reste à en trouver les intersections avec les deux surfaces coniques inférieure et supérieure qui terminent le noyau de la roue, et dont nous n'avons pas encore parlé.
888. Par le point A' menons une droite indéfinie A'Q', formant avec A'Z' un angle un peu plus grand que 90^; puis, après avoir marqué la longueur A^a' que Ton veut donner aux dents, menons la droite a'V parallèle à A'Q', et faisons tourner ces deux parallèles autour de l'axe vertical (O, O'Z') ; nous produirons ainsi deux cônes de révolution que l'on terminera à deux cercles horizontaux Q'Q", V'V, assez écartés pour que le solide qu'il comprendront offre une résistance suffisante : ce solide forme ce qu'on appelle Yenrajrure,c[a\ est quelquefois évidée, comme dans la PL 68 ; tandis que la partie comprise entre les deux cônes décrits par A'Q' et a' V forme la couronne dans laquelle sont taillés les dents et les creux, et qui devra être prolongée jusqu'à une certaine limite Z'N'P' dépendant de la saillie que Ton voudra donner aux dents, comme nous l'expliquerons tout à Theure (n^ 890).
Quant à la petite roue, on tirera la droite A' 9' dans une direction à peu près 4* édit. 48
symétrique de A'Q' par rapport à la ligne h!X ; puis, du point ad on mènera o'i/ parallèle à A' 9', et l'on terminera les deux cônes, que ces parallèles décriront autour de Tlo\ par les deux cercles de Tenrayure i/u" et q'cf. Enfin, on prolongera ces mêmes cônes jusqu'à la limite TIv!p que nous allons apprendre à assigner pour la saillie des dents de cette seconde roue.
889. Revenons maintenant au cône épicycloïdal qui avait son sommet en (0,Z') et pour base Tépicycloïde projetée sur AfiX, et cherchons la courbe ACL suivant laquelle se projette son intersection avec le cône inférieur décrit par la révolution de la droite A'Q'. Ck)mme cette épicycloïde est située sur la sphère du rayon /A', si nous coupons cette surface et les deux cônes ci-dessus par un plan vertical, tel que OX, et que nous le rabattions sur le plan vertical autour de Taxe (O, O'Z'), on verra bien que le point X se transportera en X', et que Z'X' sera le rabattement de la génératrice du cône épicycloïdal; donc, en prolongeant cette droite jusqu'en L', où elle coupe la génératrice Q'A'P', et en ramenant par un arc de cercle le point L' en L ^ur OX, ce dernier point L appartiendra à la projection demandée ACL.
890. De la on déduira la courbe BD symétrique de AC par rapport à la Hqnt milieu de la dent, sur laquelle ce§ courbes iraient se rencontrer; mais, en les prolongeant ainsi, les deux faces coniques de la dent se couperaient suivant une arête vive, ce que Ton doit éviter avec soin ( n**' 843 et 876) : c'est pourquoi on échanfrine la dent, en traçant un arc de cercle PCD placé un peu au-dessous du point de section des courbes AG et BD, il en résulte une nouvelle face conique ayant pour sommet le point (Z'O) et pour base un arc de la circonférence (PCD, FP*). C'est ce cercle d'échanfrinement qui détermine la limite Z'P dont nous avons parlé au n^888; et la vraie mesure de la saillie que présentent les dents au-dessus du cône primitif Z' A' O' est exprimée par Tangle A'Z'P'.
Le cône supérieur de }a couronne, décrit par la révolution de la droite a'V', sera coupé par les faces coniques de la dent, suivant des courbes «7, Se?, évidemment semblables avec AC et BD, puisque les génératrices a'V et A'Q' sont parallèles; de sorte qu'on pourra tracer ces courbes au moyen de rayons vecteurs proportionnels.
891 . Quant à la petite roue, aprèsavoir tracé un cercle horizontal sur (OA,0'A') comme diamètre, on fera rouler le cône droit S'A'Û' sur le cône S'A'o' : le point (A', a) du cercle mobile décrira une épicycloïde située sur la sphère du rayon S'A', et dont on construira la projection a /ut' sur le plan auxiliaire de la /g- 4î P"*^' en imaginant un cônenjuiait pour base cette épicycloïde et pour sommet le poifi^ (Z'o), on cherchera Tintersection de ce cône épicycloïdal avec le cône de la couronne décrit par la révolution de la droite A' 9' aut^iur de Taxe Z'o^, ce qui fournira la projection ac du contour de la dent. De là on déduira par symétrie les
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diverses courbes ôirf,, a^c^^.^.j que Ton coupera, avant leur rencontre, par le cercle d'échanfrinementptffCi, lequel fera connaître le point p'et la saillie A'Z'/)' que présenteront les dents de cette roue au dehors du cône primitif Z' A' o'. Nous ne &isons qu^ndiquer ces diverses opérations, parce qu'elles sont toutes semblables à celles que nous avons effectuées pour la première roue.
Remarque. Quoique la saillie de la dent ait pour limite rigoureuse la droift Z'p', il sera bon, afin de laisser quelque jeu à la machine, de tracer une autre droite Z'/?" un peu plus écartée de Taxe, et de considérer cette dernière comme la limite fictive de la dent, quand il s'agira tout à l'heure de déterminer l'étendue des flancs et des entailles de la grande roue.
892. Limites des flancs. Nous avons vu au n^885 que les flancs de la grande roue qui seront conduits parles dents de la petite sont les plans verticaux OA, OA|, OA,,... ; mais pour déterminer la partie utile de ces plans; c'est-à-dire celle qui est successivement touchée par la portion de cône épicycloïdal correspondante à l'arc fini ac, il faudra recourir à la méthode du n^ 885. Ainsi, du point p*", où la génératrice extrême Z';/' du cône épicycloïdal rencontre le grand cercle O'p" k! de la sphère qui contient l'épicycloïde en question, abaissons sur Taxe ZV la perpendiculaire p''k!\ elle coupe le diamètre O'A' du cercle générateur au point a, que l'on projettera en 3 sur la circonférence de ce cercle; on rabattra le point 3 en 4 sur le plan vertical, et la droite Z'4> que l'on prolongera jusqu'en F, où elle rencontre le cône inférieur de la couronne, fera connaître la partie angulaire k!Z'¥' du flanc qui seule est conduite par la dent correspondante à l'arc ac. Toutefois, comme la droite 71 Y rencontre aussi le cône supérieur de la couronne au point (f\ on doit dire que la grandeur précise du flanc est donnée parle trapèze k'aiff'Y'^ dont les angles F' et tf' fournirout sur le plan horizontal les circonférences auxquelles il faudra terminer les côtés des flancs AF, of , B£,....
Pour la petite roue, on trourera d'une manière semblable les côtés des flancs ^/> bey...y en opérant sur la génératrice Z'F du cône épicycloïdal qui forme la dent de la grande roue.
893. Limites des entailles. Au lieu de faire tourner les deux roues autour de leurs axes immobiles, nous pouvons, d'après le principe du n® 809, laisser le cône Z'A'O' entièrement fixe et faire rouler sur celui-là le cône Z'A'o' qui entraînera avec lui la dent correspondante à l'arc ac. Pendant cette rotation, l'arête extrême Z'p" de la dent engendrera une surface conique ayant son sommet en Z', et pour base l'épicyclcnde rallongée qui sera décrite par le point x' où cette arête va couper le plan du cercle mobile A'o'; et les intersections de cette sur&ce avec les deux cônes qui terminent la couronne de la grande roue, indiqueront évidemment les limites de l'entaille à pratiquer, pour que la dent de la petite roue puisse se mouvoir librement.
38o LIVRE IX. — ADDITIONS.
{Fig, 2 et 5.) Afin de construire» sans confusion, cette épicycloïde rallongée qui sera tout entière sur la sphère afy décrite avec le rayon ZV, transportons le triangle Z' A'O' dans la situation Z'A'^O", et en traçant la droite A!':xr égale et parallèle à A'x', nous aurons les projections x" et x du point générateur quand il est arrivé dans le plan vertical; d'ailleurs le cercle x"^, décrit avec la distance Z^'x^ pour Ayon, représentera la sphère qui contient l'épicycloïde cherchée. Cela posé, si nous traçons le cercle A"B" avec le rayon C'A'', et le cercle A'^fc'" avec un rayon o' A" choisi égal à o'A', ce dernier sera le rabattement du cercle mobile qui doit rouler sur l'autre ; de sorte qu'en prenant deux arcs égaux A^M = A^'m, et en prolongeant le rayon o'^m d'une quantité mG égale à A'^jc", le point G serait le rabattement, et 9, jr' les projections du point générateur quand la rotation aurait fait parcourir Tare A" M, si l'origine de cette rotation était en M; mais comme cette origine est vraiment en A", on verra bien qu'il faut tracer la circonférence giht et porter l'arc gi de h en /, pour obtenir un point / de la projection Ixde l'épicycloïde demandée.
Maintenant, il faut imaginer un cône qui ait son sommet en Z" et pour base l'épicycloïde projetée sur Ixy et en chercher l'intersection avec le cône inférieur de la couronne de la grande roue, lequel aura pour génératrice, sur la Jig. 5, la droite A'Q" menée parallèlement à A'Q' de la/gi. a. D'abord, la génératrice Z^f du cône épicycloïdal fournira, par sa rencontre avec A'' Q'*, un point (X*, X) de l'intersection demandée. Ensuite, considérons la génératrice quelconque projetée sur O'^ /, et rabattons-la sur le plan vertical : le point de l'épicycloïde projeté en / étant à la même hauteur que g% il se transportera en A:', sur la sphère o:^/"; la génératrice sera donc rabattue suivant Z'' A', et alors elle coupera A^Q'^au point (r', r); de sorte qu'il n'y aura plus qu'à ramener par un arc de cercle le point r en L sur O/, pour obtenir un point de la courbe F'LX suivant laquelle se projette horizontalement l'intersection des deux cônes ci-dessus indiqués.
894. C'est cette courbe E"LX qu'il Eaudra transporter sur la fig. 3 suivant EH, avec le soin de placer le point E" (que nous allons apprendre à déterminer) à l'extrémité E du flanc BE^ et le sommet X sur le cercle limite THG, lequel se déduit du point T' où la couronne de la roue est renoontrée par l'arête Tlp" x\ Quant au point E'^ de la fiq, 5^ si l'on se représente bien la rotation du cône primitif Z' A' o' sur le cône iitindobiJe Z'A'O', Qïi reconnaîtra aisément qu'il faut prolonger le cercle B" A'' d'une quantité A'' U" égale à l'arc 6, u de la fig. 4; puis, tirer le rayon O'M" sur lequel on prendra k longueur U^'E", égale au flanc BE de M fig. 3.
Sur le cône sjipérieur de la couronne, le cercle limiie Qrj sera fourni par '^ point 6' où Ja génératrice N'a'V est coupée par la même arête Z'/j'o^; et la courbe eio étant semblable à EH, elle se déduira de celle-ci par des rayons vecteurs proportionnels.
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La projection verticale des courbes qui forment le contour des dents se conclura de la projection horizontale, en ramenant les divers points de celle-ci sur les cercles horizontaux auxquels ils appartiennent. Mais ce tracé, que nous avons effectué ici, ne doit être regardé que comme un complément de la représentation graphique, car il est entièrement inutile pour le constructeur; aussi, sur le plan vertical de la petite roue, nous n'avons figuré qu'une simple coupe.
895. {Fig. 6.) Développements des panneaux. Pour exécuter cet engrenage, il est nécessaire de connaître, en vraie grandeur, les intersections des diverses faces de la dent et du creux avec les deux cônes de la couronne qui sont engendrés par la révolution des droites parallèles FA'Q' et N'a'V autour de l'axe O'Z'. On développera donc ces deux sur&ces coniques par la méthode du n^ 251, en cherchant d'abord la position de leurs sommets sur cet axe; ainsi, pour le cône FA'Q' par exemple, on décrira, avec son apothème, une circonférence sur laquelle on prendra des arcs égaux en grandeur absolue à PC, CD,...; et sur les rayons qui aboutiront à ces points de division, on portera les longueurs des portions de génératrices comprises entre le cercle P'P'' et les divers points projetés en A, B, £, H,.. . .
890. Après avoir taillé le solide de l'enrayure et de la couronne, on appliquera sur les deux parois coniques correspondantes à P'Q' et N'Y", les panneaux dont nous venons de parler, construits en carton flexible, afin qu'en les faisant fléchir ils puissent coïncider entièrement avec ces surfaces; dans cet état, les courbes transformées auront repris leur forme primitive à double courbure, et l'on tracera alors sur les parois coniques le véritable contour des dents et des creux. Ensuite, il n'y aura plus qu'à exécuter les surfaces coniques dirigées vers le sommet Z', au moyen de l'arête d'une règle que l'on promènera sur les contours inférieur et supérieur, avec le soin de l'appuyer en même temps sur les points de repère qui correspondent à une même génératrice, points qui sont donnés par le tracé même des panneaux.
897. Remarque. A l'égard des entailles, nous avons voulu expliquer la méthode rigoureuse qui servirait à enlever le solide minimum, et laisserait ainsi aux dents la plus grande résistance possible; mais, dans la pratique, et pour ne pas ajouter aux difficultés d'exécution que présente cet engrenage, on se contente de déterminer les cercles limites THG, 0>3, au moyen des deux points de section T', Q\ marqués sur le plan vertical de la^î^. a, et l'on prolonge en ligne droite les côtés des flancs B£, AF, Se,..., jusqu'à ces deux circonférences limites; ou bien, on raccorde leurs extrémités avec ces circonférences par une petite courbe arbitraire, mais située visiblement en dehors de la limite rigoureuse EU. Cette simplification, qui devra toujours être employée, ne nuit en rien à la marche régulière de l'engrenage; mais il n'en est pas de même pour la suivante.
898. Méthode approximative. Pour éviter la longueur et les difficultés que pré-
sente le tracé des épicycloïdes sphériquesi beaucoup de coo&tructeurs se permettent d'y substituer des épicycloïdes planes, qu'ils déterminent de la manière suivante. Après avoir fixé les rayons primitifs A'O' et A'o', ils mènent par le point A', et perpendiculairement à la génératrice Z'k\ un plan que j'appellerai plan auxiliaire, et qui va couper les axes des roues en deux points que je désignerai par O, et o,; dans ce *plan auxiliaire ils décrivent deux cercles avec les rayons O, A\ o. A', et ils opèrent comme si ces deux circonférences devaient rouler l'une sur l'autre, ce qui n'est pas très^loigné de la vérité, du moins pour le court intervalle pendant lequel s'exerce la poussée d'une même dent.
Ainsi, après avoir rabattu le plan auxiliaire avec les deux circonférences qu'il renferme, on rapportera sur celles-ci les divisions égales marquées sur les cercles primitifs, et l'on construira les profils d'une dent de chaque roue, comme pour un engrenage cylindrique (n° 858). Ensuite, comme on termine ici \e& couronnes des deux roues d'angle par les surfaces coniques que décriraient les droites A'Oj et A'o, en tournant autour des axes respectifs, les profils construits ci-dessus remplaceront les panneaux développés sur la jî^. 6; de sorte qu'il suffira d'appliquer ces profils sur la couronne même, pour pouvoir exécuter les diverses faces des dents et des creux, ainsi que nous l'avons dit au n^ 896.
NOTES DE M. E. MARÏELET.
?sOTE SUR LES CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECTION ET SUR LES
Changement de plans de projection.
I**" PBOBLiME. — Changement de plan de projection par rapport à un point.
Nous prendrons pour ce premier problème une figure en relief [fig. i), afin de mieux faire comprendre répure qui est en regard [fig. i). Soit donc un système ordinaire de plans de projection V et H, se coupant suivant la ligne de terre LT; nous remplaçons le plan vertical V par un autre plan vertical V, coupant le plan horizontal H suivant la ligne de terre L' T', et le plan V suivant la verticale ^^ Nous avons projeté un point M de l'espace en M^ et Ma sur les deux premiers plans, et nous demandons quelle sera la projection M^ de ce même point sur le nouveau plan vertical.
On sait: i** que les deux projections d*un point doivent se trouver sur une même perpendiculaire à la ligne de terre; 2^ que la distance d*un point au plan horizontal se mesure par la distance de sa projection verticale à la ligne de terre; par conséquent, en abaissant de Ma la perpendiculaire Ma m' sur L'T^ en prolongeant cette droite d^nne longueur m' M,/ égale à /itM,, on aura en M/ la nouvelle projection verticale du point M.
Fig. I. Fig. 3.
iM, = /R — m'M/ = /K, = /K/.
Les mêmes considérations devant être employées quand on remplace le plan horizontal H par un
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autre plan H' perpendiculaire au j>lan vertical V suivant la nouvelle ligne de terre L' T', nous nonj» bornons à énoncer la construction : abaissez de M^ une perpendiculaire M, m' àl/T\ et prolon^cz-la d 'une longueur m' Mjk/ égale àmlAh{ fig- 3 et 4 )•
On remarquera que dans le relief (/f^. t) nous avons considéré le plan horizon ul comme fixe, et nous avons rabattu chaque plan vertical sur le plan horizontal^ tandis que nous avons fait le contraire dans le relief [fig^ 3').
Fig. 3. Fig. 4.
-'If.
Supposons enfin qu'on veuille changer les deux plans de projection par rapport au point M ; c'està-dire remplacer les deux plans V et H par un autre système de plans V et H' rectangulaires entre eux (fig. S).
On changera d'abord le plan horizontal H en un autre plan H' perpendiculaire au plan V suivant la ligne L' T', et on aura les projections M^'M,; on changera ensuite le plan V en autre plan V perpen diculaire à H' suivant la ligne de terre L"T", et on aura les projections M^Mv. Fig 5.
Fig. 6.
ot'M, = l'G. = tGy = m"M^.
Il* P&OBLÈMB. — Changement de plans de projection par rapport à une droite. Soil D„ Dk (fig. 6), les deux projections d'une droite D, changeons le plan vertical suivant la nou- ▼elle ligne de terre LT. La projection horizonUle D^et la trace horisontale t de la droite D restefon»
les mêmes j la nouvelle projection verticale V àe la trace i s*obtiendra en abaissant en e^ une perpendiculaire à L'T'; il suffira donc de chercher la nouvelle projection verticale d'un autre point de la droite D. Prenons, par exemple, ia trace verticale B de la droite D, ce point a pour projection horizontale ^k ' en menant par Ga une perpendiculaire B/^ à L'T', en portant la distance Ga^ de r en 9^, on aura la nouvelle projection verticale 9^ du point 0, et en joignant f/, O^on déterminera la nouvelle projection verticale D^ de la droite D. On reconnaît, diaprés la position des projections Oa 0/ eu égard à la nouvelle ligne de terre L' T', que le point 0 est derrière le plan V, ainsi qu'on devait s'y attendre.
Comme vérification de ce qui précède, on peut observer que Tintersection I des deux, plans verticaux est projetée horizontalement au point Ia, où les deux lignes de terre se rencontrent, et verticalement : 1*^ dans le premier système, suivant I, perpendiculaire à LT; 2^ dans le deuxième système, suivant I«/ perpendiculaire à W, Par conséquent, si Ton mène 9 A parallèle à LT, si Ton décrit l'arc A A' du point Ia comme centre avec Ia A pour rayon , et enfin si l'on mène A' 9/ parallèle à V T', cette parallèle doit aller aboutir en 9^. On écrit de cette manière dans l'épure les relations sur lesquelles repose la construction précédente.
On peut se proposer comme seconde vérification de chercher la nouvelle trace verticale 9' de la droite D, soit directement en élevant du point 9'a> où Da coupe L'T', une perpendiculaire à cette dernière ligne, jusqu'à la rencontre en 9' de D/ ; soit indirectement en revenant à l'ancien système, c'està-dire en abaissant 9'a9^ perpendiculaire à LT, en menant par &\ la parallèle G'^B à LT, en décrivant de Ia comme centre avec le rayon Ia B l'arc BB' et en conduisant enfin du point B', la parallèle B' A' à L'T' qui devra donner le poinl 9'.
Il est bien évident qu'on aurait pu , au lieu des traces de la droite , prendre deux points quelconques, mais on comprend aisément qu'il est plus avantageux d'employer les traces, en ce qu'elles servent en même temps à déterminer la droite et à reconnaître la position qu'elle occupe dans les quadrants formés par les plans de projection des deux systèmes. Toutefois, pour plus de généralité, nous allons employer deux points quelconques dans le problème suivant : Soit donnée {^g. 7] une
/îN, =/i'N^, 9''y=9A/?, m' Ma =^ m'* Ma//, rty = tt^^
droite D par ses projections D^ Da , rapportées à un système de plans V et H se coupant recUngHlai-
renient suivant LT, on veut construire les projections de la même droite par rapport à un aulre système de plans V et H" se coupant reclangul ai renient suivant la ligne L"T'', en faisant usage de deux ))oints quelconques M et N pris à volonté sur cette droite {Jig. 7). En considérant attentivement répure, on reconnaîtra que nous avons d'abord remplacé le plan vertical V par un autre V coupant le plan H suivant la ligne de terre V V; que nous avons ensuite abaissé des projections Ma et Njj les perpendiculaires Ma M^/, Na Nr/ sur L' T' ; que nous avons enfin reporté /« M^ de m' en My, n N, de n' en >.<, et qu*en joignant M^ N,/ nous avons obtenu la nouvelle projection D^/ qui a dû couper U V au pied ty' de la perpendiculaire / /,/ menée de la trace t sur la nouvelle ligne de terre. L*ancienne trace verticale B de la droite D a fourni une nouvelle vérification, la distance 00a devant être égale à O^/Oa/^. Quant à la nouvelle trace verticale 0', on Ta obtenue en élevant par ©V une perpendiculaire 0^0' à LT.
Pour la seconde partie de Tépure, on reconnaîtra de même que nous avons substitué an plan horizontal qui avait déjà servi aux deux premiers systèmes, un plan B" perpendiculaire à V, suivant la nouvelle ligne de terre L"T", et qu^alors en menant de M/ et de N^ les perpendiculaires itf/ Map, N^ Na//, à V T", en reportant M' Ma de w" en Ma^/, /?' Na de /i" en n" Na'/ et en joignant Ma// et Na*, nous avons obtenu la projection Da// de la droite D sur le plan H'^ Comme vérification des constructions précédentes, si l'on mène B^ q perpendiculairement à L" T'% on coupera Da// en Oa^, nouvelle projection horizontale de 0, et on devra trouver Oa// ^ = Oa/?, de façon que les projections du point 0 auront kv successivement
1*^-0, Oa, ( le point 0 étant lui-même sa projection verticale dans le
2". ©•, ©A, premier système. )
3». 0/, Oa//.
Si l'on mène également t^ tyi perpendiculairement à V T", on coupera Da// en un point tyi^ nouvelle projection horizontale du point f , tel que rt^ii = f r»*, de manière que les projections du point t auront été successivement
1°. /, /^, (le point / étant lui-même sa projection horizontale dans le 2®. ty t^y premier système. ) 3«. 0.//, V.
Les deux nouvelles traces de D sont 0' OV et t', t^f. Nous disons à cette occasion que les projeclionb ï), et Da//, ainsi que les traces 0' et t' de la droite D, sont simultanées par rapport à la ligne de terre T/'T" qui caractérise le nouveau système de i)lans de projection simultanés V et H", dont le second ne peut plus être désigné sous le nom de plan horizontal, puisqu'il a cessé d'être parallèle à l'horizon.
On voit aisément le parti qu'on peut tirer de ces changements de plan de projection pour rendre l'un ou l'autre d'entre eux parallèle ou perpendiculaire à une droite donnée dans l'espace, ou même pour rendre l'un d'eux parallèle et l'autre perpendiculaire à cette droite : ce qui, dans certains cas, peut simplifier la solution d'un problème, pourvu toutefois que les constructions préliminaires à exécuter en vue de ce résultat ne soient pas aussi compliquées que celles qui conduiraient directemeoi à la solution, en conservant les plans primitifs.
Soient données, pour dernier exemple, les projections Dr, Da, ei les traces f, 0, d'une droite P {fis- 8), rapportée à un plan vertical V et à un plan horizontal H dont la ligne de terre est LT, nous demandons les projections D,/ et Da// de cette même droite D par rapport à un système de pbns simultanés V et H", dont l'un , V, est vertical et parallèle à D, à une distance § en arrière de cette droite, et dont l'autre. H", simultané de V, est perpendiculaire à D en un point donné Ma M,.
Puisque le plan V doit être vertical et parallèle à D, il est parallèle au plan projetant qui a fourni
^A» ^t> P^r oonséqueni, la nouvelle ligne de .terre U V doit être tracée parallèlement à Dh au-dessus de Da à la distance J; la nouvelle projection M/ du point M sera sur la perpendiculaire abaissée de Ma sur L'T' à une hauteu)r 772' M/ = /n;M,,; la trace horizontale t de la droite D se projettera verticalement en V sur L' T'., et la ligne M^ t^ sera la nouvelle projection verticale D/ de la droite D. Si Ton mène du point 9a la perpendiculaire ^kP ^^9 à L' T% on aura B^p = ^ et B^p •= B 6a-
Le plan.H'^ étatlt à la fois perpendiculaire au plan Y' et à la droite D, d'après Ténoncé, sa trace sur le plan V, c'est-à-dire la nouvelle ligne de terre L"T", devra être perpendiculaire en direction à la ilroite D , et par conséquent à D^ parallèle à D. Comme de plus le plan H''^ perpendiculaire à V doit passer par le point M, la trace L"T^ du plan H'^ sur V doit passer par M^, projection du point M sur V. Enfin ^ la trace de Ik droite D stir le plan H" devant se trouver, ainsi que tous les autres points de lette droite, à la distaiiçe $ dû plan V\ il en résulte qu'en reportant ^ de M^ en Da"» on aura à la fois uu point Dyt la trace et la projection de la ligne D de l'espace sur le plan H'^ On peut remarquer en passant que le changement de plan vertical donne immédiatement la véritable grandeur d*une portion déterminée de la droite D, par- exemple la grandeur de la partie de cette droite comprise entre ses deux traces primitives;/ et B \ mais mieux vaut, en pareil cas, rabattre immédiatement l'un des plans projetants sur les plans de prqjection p-rimitife (y%. 8).
B^p=zBBf,, M^Da»=:^.
m* PfiOBLiiHC. — Changement de plan de projection par rapport à un plan.
Soient P,, Pa [fig^ 9) les traces d'un plan P rapporté au système des plans V et H se coupant suivant LT, nous changeons le plan V en un autre plan vertical V coupant le plan H suivant L'T'.
Les deux plans verticaux V et Y' se coupent suivant une verticale I, qui a pour projection horizontale le point Ia où les deux lignes de terre se rencontrent, et pour projection verticale I, dans le premier système et 1/ dans le second.
Si donc on reporte, par un arc de cercle décrit du point Ia comme centre, la longueur Ikû de Ia en />, on aura un point v de la trace verticale nouvelle P,/ ; en joignant O' v, cette ligne P/ sera la trace verticale du plan P dans le nouveau système.
Il peut arriver que le point 0' ne se trouve pas renfermé dans les limites de l'épure ; on prendra ,
dans ce cas , une horizontale d du plan P, les projections de d seront ^a parallèle à Pa et d^ paralièie à la ligne de terre. On cherchera la trace verticale 9 4e cette droite, et en élevant à L' T' par ^y une perpendiculaire dV^' égale à Ô^O, on aura en 0' un nouveau point de P,'; en joignant ce nouveau point à V, la trace P^ sera déterminée.
On emploie le même procédé pour un changement du plan H en H', il faut alors prendre la droittw/ parallèle au plan V.
Soient P^, Pa les traces d\;n plan P rapportées à un système de plans V et H se coupant suivant LT, on demande les traces P^» P*/ du plan P par rapport à un autre système V, H' de plans rectangulaires entre eux et se coupant suivant L"T" {fi^^ lo), le plan V étant perpendiculaire à H.
Considérons d^abord la ligne de terre V V intersection du plan V et du plan horixonfal H; par le
/•,^,. ,0. point Ia, intersection de LT et L' T', menons L «t 1/
respectivement perpendiculaires à ces deux lignes
X **" de terre, portons li/r de Ia en />, joignons /> avec
. / X le point de rencontre O' de Pa et de L'T', nous
^v / / ' aurons la nouvelle trace verticale P^ du plan P.
\ ^ , Prenons pour plan simultané de V un plan H' qui
/^' / ' ^-^^ l"i soit perpendictilaire suivant la nouvelle ligne
y' "/'\ .^'^ - ^^ ^^"''"^ L"T", et nous répéterons le même genif
î 0 '/ ^ >;i^. 'a ^ de construction, c*est-à-dire que du point K^^, où
' orfv. \\ ïes deux dernières lignes de terre L'T', \!'T se
-^ K^.y -^ croisent, nous leur mènerons perpendiculairement
/ *' \ ^^"^ ^^^^^^ droites K^Ka' et K^Ka'/, nous prendrons
"" V K»'Ka// = K^Ka' et nous joindrons O'^Ka", ce qui
Pa", ^^- nous donnera la trace horizontale Pa^/, et finalement
les deux traces P/, P^j// du plan P se coupant en 0' sur la ligne de terre L"T".
Nous bornerons là ce que nous voulions dire sur ces exercices, avec lesquels il peut être bon de se familiariser dès le commencement de la Géométrie descriptive, surtout pour les personnes qui ne se proposent pas de pousser leurs études en ce genre beaucoup au delà des prtfliminaires. Autrement, on rencontre assez fréquemment, dans les applications, des occasions d'employer les chans^ements de plans de projections pour attendre que ces occasions se présentent, et l'on s'en servira alors d'autant plus utilement, que le choix à faire sera motivé, en pareil cas, par la nature du problème à résoudre. C'est ce que font journellement les constructeurs, sans considérer pour cela comme une méthode de recherche ce qui n'est en réalité qu'une transformation de coordonnées.
Il en est de même de ce qu'on est convenu, depuis quelque temps, d'appeler la méthode des mouvements de rotation, et qui n'est tout simplement qu'un changement de disposition des données relativement aux plans auxquels on les rapporte. Nous allons entrer dans quelques détails sur ce sujet.
Mouvements de rotation.
Étant données deux droites indéfinies AB et CD {fig. i) qui se coupent en S ; si Ton imagine que Tune d'elles, AB, restant fixe, l'autre, CD, tourne autour d'elle en la coupant toujours au même point S et en faisant constamment avec elle le même angle ASC , la droite mobile engendrera dans sa rotation, comme chacun sait, un cône de révolution, et les divers points M, M,, M, de cette droite décriront
sur Je cône de$ circonférences dont les plans seront perpendiculaires à la droite fixe, qui deviendra
Fig. I.
Taxe du cône. Les rayons de ces circonférences seront les perpendiculaires Mi Oi , . . . , abaissées de chaque point Ml,..., sur Taxe, et les centres seront les pieds 0 , Oi , . . . , de ces mêmes perpendiculaires.
Il est évident que ces circonférences se projetteront , I** en vraie grandeur sur un plan quelconque perpendiculaire à Taxé, et a^ suivant des droites sur un plan quelconque parallèle à Taxe. Ces droites seront d'ailleurs perpendiculaires à la projection même de Taxe sur ce dernier plan. On peut en outre observer que la droite ayant passé de la position CD à la position CD\
les angles MOM', M.O.M', , M,OaM',,..., sont tous
égaux entre eux , que par conséquent les arcs MM',
M, M,, Ma M*,,..., décrits par les différents points
M , M, , Ma, . . . , sont semblables, et qu'enfîn on a la suite d'égalités
MO. OM
fi étant la longueur de Tare décrit avec l'unité de longueur pour rayon et correspondant à un déplacement angulaire a** de ce rayon. La longueur de l'arc décrit pendant le mouvement par l'un des points M sera d'autant plus grande, que la distance MS du point décrivant M à rintei*section S ou la distance MO de ce point M à l'axe sera pins considérable. Suivant que les points considérés seront comme M et M, d^un même côté, par rapport au point S, ou comme M et M, de côtés différents, les arcs décrits seront dirigés dans le même sens ou en sens contraire. EnBn la longueur de chaque arc est égale au rayon de cet arc multiplié par a.
Ces préliminaires établis, il est facile de voir comment on peut faire tourner un point, une droite ou un plan d'une quantité déterminée autour d'un axe donné, et rerrouver, soit les projections du point, soit celles de la droite, soit les traces ou les génératrices du plan après la rotation.
Pt'g. 2. Il est inutile de faire remarquer que si l'axe n'était pas per-
pendiculaire à l'un ou à Vautre des plans de projection , on devrait d'abord le mettre dans cette position à l'aide des changements de plan ; sans quoi l'application des notions précédentes présenterait dans la pratique une complication aussi fâcheuse qu'inutile.
P' Problème. — Faire tourner un point M d'une quantité angulaire «® autour d'un axe A, Aa , perpendiculaire au plan vertical [fig. a) ou au plan horizontal [fig, 3 ).
Dans le premier cas [fig, a), le point M en tournant engendre une circonférence C qui a son centre O sur l'axe A, dont le plan est perpendiculaire à cet axe A , et par cons(*quent parallèle au plan vertical ; cette circonférence se projettera donc verticalement suivant Cry dont le centre est A^ et le rayon A^M^, fit horizontalement suivant Ca parallèle à la ligne de terre; la nouvelle projection verticale du point M
sera en M'; ou en M", suivant que le déplacement angulaire a** doit se produire dans un sens ou dans Fautre par. rapport à Taxe, la projection horizontale M'j^pu M"a située nécessairement sur Ca s'obtiendra par une ligne de rappel abaissée de M^ ou de M",. . .
Dans le second cas (Jîg. 3), le point M a décrit une circonférence horizontale projetée horizontalement en vraie grandeur sur Ca, et verticalement suivant Cr par^llMe à la ligne de terre. Le reste du tracé s'achève con^me il a été dit ci-dessus ; il y a encore deux solutions si le sens du mouvement n*est pas donné d'avance.
Si le point M est placé dans Tun des plans de projection, Tune des deux projections de la circonférence G doit alors se confondre avec la ligne de terre. * , '
IP P&OBLiME. — Faire tourner une droite D d'un angle donné a? autour d'un 'axe A.
Supposons d'abord {fig, 4 ) ^^^^^ perpendiculaire au plan vertical y sa projection verticale Ar est un
point et sa projection horizontale Ak une perpendiculaire à la ligne de terre. Prenons sur la droite D deux points M, et M, et faisons pour chacun d'eux ce que nous aurons fait tout à Theure {fiS-'^' pour le point M » en supposant que la rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flèche , a^n ^ faire cesser toute incertitude.
Décrivons du point A, comme centre , avec les dislances de ce point aux deux points M,r ^^ ^^'' pour rayons, les deux circonférences G,,, Gio qui seront projetées horizontalement suivaot C.a et Cihi prenons de Mt^ en M',^ un arc correspondant à la grandeur de l'angle a, faisons de mètf^ ^
M», en M'jri et en joignant ces deux nouveaux points M',, et M',, nous aurons la projection verticale D'p de la droite D dans sa nouvelle positron D', en mettant les deux points M', et M', en projection horizontale M',A« M'jA, et joignant, nous aurons la projection D'à*
Nous avons, comme vérification, déterminé la nouvelle position 9', O'a de la trace verticale d, Oa; on devra chercher comme exercice ce que devient la trace horizontale /, r,, et on remarquera que la droite rencontrait d'abord le plan vertical au-dessus du plan horizontal en 0 et le plan horizontal en arrière du plan vertical en / ; tandis qu*après son déplacement elle rencontre le plan vertical en 9' au-dessous du plan horizontal et ce dernier en t^ en avant du plan vertical.
Afin de simplifier les constructions , il est commode d'employer toujours la même circonférence pour mesurer l'arc correspondant au déplacement angulaire ol^ de chacnn des rayons, que Ton a soin de prolonger dans ce cas jusqu'à cette circonférence. Nous avons adopté de préférence ici la circon- . férence du plus grand rayon A,9, afin d'échapper le plus possible aux ch'ances d'inexactitude qui résultent inévitablement de l'emploi de points trop rapprochés; ce rayon sera le rayon i auquel correspond l'arc a.
Si la droite mobile rencontre l'axe de rotation, elle engendre un cône, et si elle lui est parallèle, elle engendre un cylindre; ces deux cas sont trop simples pour que nous les examinions en particulier. Mais dans l'hypothèse ou la droite ne rencontre pas l^axe sans lui être parallèle, ainsi qu'il arrive dans le problème que nous venons de résoudre , la discussion présente des particularités remarquables que nous allons étudier en changeant toutefois la situation de l'axe, a6n de jeter dans cette étude un peu de variété.
Soient donc [Jig. 5 ) a/i axe A perpendiculaire au plan horizontal et une droite D faisant un tour ^'8' ^- rntier autour de cet axe y dans le sens indiqué par la
flèche f.
Au lieu de prendre un point quelconque de la droite, prenons celui qui est le plus rapproché de Taxe, c'est-à-dire celui qui correspond à la perpendiculaire commune aux deux droites A et D. C'est évidemment' le point M projeté horizontalement en Ma au pied de la perpendiculaire abaiss^^e de Aa sur Da. En effet, cette perpendiculaire commune oi\ plus courte distance esthorizontaLlc comme perpendiculaire à la verticale A; elle est donc, à cause de cela, parallèle à sa propre projection horizontale; elle est d'ailleui*s perpendiculaire à D, conséquemment an plan projetant horizontal de D et par suite à Da, trace horizontale de ce plan , donc eiffin sa projection horizontale est bien A a Ma- Il suit de là que les projections horizontales de la droite D, dans ses positions successives, seront toutes tangentes à la circonféremc Ca 7<'' a pour rayon A a Ma. Il est d'ailleurs évident que les traces horizontales de toutes les positions de la droite D seront situées sur la circonférence c décrite du point Aa comme centre avec la distance Aa/ pour rayon; il est facile d'après cela d'avoir les projections de la droite pour un déplacement angulaire donné ^^ sans passer par les constructions
4« idÂt. — tralii de Géométrie descriptive, par Leroy. 5o
lUj'2 CHANGEMENTS DE PLAN DE PROJECTION
précédentes; en effet, on prendra sur la circonférence c Tare /i correspondant à ce déplacement «•, à partir du point ty et en menant par la seconde extrémité if de cet arc une tangente à Ca» on aiii-a U nouvelle projection horizontale de D. On vérifiera si Tare compris sur C* entre les points de contact Ma et M'a est bien semblable à Tare a : ce qui se fait en prolongeant les deux rayons AaMa, Aa^^Vl juscpi'à C et en s'assurant que Tare up', intercepté sur la circonférence C entre les prolongements de ces rayons 9 est égal à Tare a,
Panui ces tangentes, il en est une, D'a« qui est parallèle «\ la ligne de terre; on reconnaît aisément ({ii^âlors la droite correspondante D' est dans Tespace parallèle au plan vertical. Il en est une autre, D'V qui est perpendiculaire à la ligne de terre; la droite D" qui loi correspond est alors dans un plan peipendicutnire à la ligne de terre. Enfin, si Ton prend la tangente D'^a parallèle à Da, od aura la projection Uorizontale de la droite D après une demi* révolution autour de Vaxe A; les deux projections verticales Dm ^'\ ^ont alors symétriquement placées par rapport h la ligne A,, sur laquelle elles se coupent au point N^ où se projette verticalement le diamètre NN*' du cercle AN.
liCS points de la droite D, tels que N et P, situés à même distance au-dessus et au-dessous du plan C, sont projetés horilontalement sur la même circonférence; cette remarcjue permet de simplilîer les constructions, quand on doit déplacer la droite D de quantités angukires données. III* Problème. — Faire tourner un plan 9 eTun angle a auto§§r eTun axe A {^g. 6).
• Supposons Taxe vertical et le plan cKinne
par ses traces P, , Pa.
Le sens du mouvement est indiqué par la flèche/.
Appliquons la construction précédente à chacune des deu x i races considéréestommc des droites quelconques r/, et d^ situées dans les' plans de projection. La droite dx effectue sa rotation dans le plan horizontal où elle se trouve déjà ; elle ne cessera donc pas d'être la trace horizontale du plan P, sa plus courte distance à Taxe est la perpendiculaire AaM, en faisant tourner le point M de l'arc MM' correspondant à Tangle a , et en menant par M' la tangente (t^ à cet axe, on aura la nouvelle trace horizontale P' a sur laquelle le point t se sera transporté en /'. Quant à la trace verticale P,, en la considérant comme une droite quelconque d^ du plan vertical , ses projections sont dans le plan vertical la ligne r/; elle ménie, et dans le plan horizontal la ligne de terre; sa plus courte distance à l'axe est projetée horizontalement en vraie grandeur en Aa Na et verticalement en un point unique N^; dans le mouvement, le point ft décrit un arc NN' semblable à MM' et se projette en N'a et N'^. La droite </, prend alors pour projection horizontale la tangente df^h à Tare NaN'a menée du point N'a- Cette tangente doit nécessairement passer en ^. En joignant t\ et N',, on aura la nouvelle projection verticale //j-d^ la droite f/„ et, par suite, le point ô qui fait partie do la nouvelle trace verticale PV; il n'y a donc plus qu*à mener la ligne 0// pour avoir cette nouvelle trace verticale P'r.
ET MOUVEMEKTS I)K ROJATION. 3(^3
On doit reconnaître que les arcs Na N'^j et f /' sont semblables à Tare MM' et correspondenr, sur ic cercte de rayon A/|M, à des arcs n/t\ 66' é^raiix à Tare MM', circonstance dont on devra profiter, ainsi qu'il a été dit au II*' problème, pour simpli6er les constructions.
Parmi toutes les positions qw.^ ie plan P peut prendre en tournant autour de Taxe A , nous remarr|uerons principalement les deux suivantes : i^ celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la parallèle P^A.à la lit^ne de terre, et 2" celle pour laquelle la trace horizontale Pa devient la perpendiculaire P'^A ^ 1a ligne de terre. Dans le premier cas, le plan P est lui-même parallèle à la ligne dr terre, le point t vient en f", et la trace verticale, qui est aussi parallèle à la ligne de terre, s'obtient ap moyen de la droite d\ ainsi qu'il a été dit. Dans le second cas, le plan est perpendiculaire au plan vertical, le point t vient en ^, et la trace verticale s'en déduit toujours par les mêmes considérations.
Il est bien évident d'ailleurs que, pendant tout le mouvement, le plan P forme toujours le même angle avec le plan horizontal; on peut, comme vérification, s'en assurer en prenant dans chaque situation difTérente la ligne de plus grande pente, passant par le point fixe O où Taxe A perce le plan P. Ce point O s'obtient fort aisément à l'aide de l'horizontale H correspondante à la position initiale P.
Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le plan P incliné d'une manière quelconque sur les plans de projection , et par conséquent rencontrant Taxe qui est toujours donné perpendiculaire à l'un d'eux. Si le plan P était parallèle à l'axe, le tracé serait tellement simple, que nous ne croyons pas devoir nous y arrêter ici.
Enfin, si an lieu de donner le plan par ses traces, on le donnait soit :
1°. Par deux droites se coupant^
2". Par deux parallèles;
3°. Par trois de ses points;
4®. Par l'une de ses normales dont le pied dans l^plan serait connu ;
5". Par Tune de ses lignes de plus grande pente ; la solution serait toujours ramenée au IP problème. D'abord cela est évident pour les deux premiers cas; quant.au troisième cas, on le ferait dépendre du IV problème, en joignant les points deux à deux, ce qui fournirait deux droites qu'on ferait tourner chacune de l'angle donné, ou bien on traiterait directement la question en déplaçant chacun des trois points de l'angle donné, au moyen dn P*^ problème. Le quatrième cas exigerait quelque précaution, si au lieu de faire tourner la normale otson pied de l'angle donné, on voulait lui substituer deux droites du plan passant par ce point et parallèles l'une ait plan vertical, l'autre au plan horizontal; il faudrait alors se rappeler que la première de ces lignes, étant perpendiculaire à la normale comme faisant partie du plan et de plus • parallèle au plan vertical, a poor projection verticale une perpendiculaire à la projection verticale de la normale et pour projection horizontale une parallèle à la ligne de terre ; tandis que la deuxième, étant parallèle au plan horizontal, a pour projection horizontale une perpendiculaire à la projection horizontale de la normale et pour projection verticale une parallèle à la ligne de terre.
Ces deux lignes se nomment quelquefois \es principale.* du plan.
Le cinquième cas se résout évidemment an moyen des constructions dn problème III. On peut toujours faire partir la ligne de plus grande pente d'un point de l'axe de rotation et remarquer que les projections horizontales de cette ligne, avant et après le déplacement, font précisément entre elles l'angle donné a.
Au surplus, nous n'insistons pas sur ce cinquième cas, parce que la détermination d'un plan, au moyen de sa ligne de plus grande pente pour un point donné, rentre, à proprement parler, dans le système de projections désigne sous le litre de Méthode des pians cotés et nivelés, et noits renvoyons au texte de Ler-oy, livre IX, chapitre II de cette édition.
Les considérations précédentes, appliquées à la solution des questions contenues dans le premier livre do cet ouvraj^e, conduisent à des constructions beaucoup pins compliquées que celles données par raiiteur, lesquelles d'ailleurs ont été consacrées par l'enseignement de Monge et sont généralement adoptées. iVlais si leur emploi manque de-simplicité en pratique, il a, comme exercice, l'avantage (l'habituer les commençants à lire facilement dans Tespace, et c*est pour ce motif, comme indication du parti qu^on peut en tirer à ce point de vue, que nous avons placé ici quelques exemples.
EXEMPLE
Mener par un point M une dmite D, qui coupe une droite D, sous un angle donné a.
Soient LT la ligne de terre, M,, Ma les deux projections du point M, et Dir, D,a les deux projections de la droite D, ; menons par le point M une horizontale d du plan P, déterminé par le point et la droite D, ; faisons tourner le plan P autour de Tborizontale d comme axe, jusqu'à ce qu'il devienne parallèle au plan hoftzontal de projection, la droite D, sera emportée dans ce mouvement de rotation ; prenons sa projection horizontale' D', a après le mouvement et coupons-la sous Tangle a, par une droite Dja menée de Ma, celte droite D', a sera la projection horizontale de la droite D2 après la rota- I tion du plan P, il ne restera plus qu*à la ramener l\ la position qu'elle doit occuper avant le mouvement du plan.
Nous aurons d^ en menant par M, une parallèle à la ligne de terre, qui coupera D,„ en I^; d'où nous conclurons Ia et, par suite, d^ en joij^nant MaIa- L'horizontale d étant prise pour axe de roUtion, tous les points de la droite D,, excepté le point I qui reste immobile, décriront autour de l'axe dos arcs de cercle dont les centres seront sur l'axe çt dont les plans seront perpendiculaires à ce métne axe; si donc nous considérons le point 9 entre autres, ce point, après le mouvement, sera projeté en ^\y ô[, , que Ton déterminera en abaissant de 9a la perpendiculaire 9a Oa sur l'axe, en cherchant la vraie grandeur de cette ligne et en la reportant de Oa en 9'^. En joignant Ia et 9'^, on obtiendra D',*; quant à la projection D\,, elle se confond évidemment avec d„. Menons, ainsi qu*tl a été dit, la droite D'jA par le point Ma en coupant D'^ sous l'angle a, et il ne nous restera plus qu'à replacer D'. dans sa vraie position D3 , ce qui se fera aisément d'après les explications précédentes : pour cela on ramènera le point S';^, sommet de l'angle, dans la position S^, Sa, et en joignant M et S, on obtiendra enfin la droite D,.
Il* EXEMPLE.
Déterminer la plus courte distance d'un point M à une droite D.
La construction étant celle de l'exemple précédent, en y remplaçant l'angle a par un angle tle 90 degrés, nous ne la reprendrons pas.
EXEMPLE
Déterminer la plus courte distance d'un point M a un plan P.
Soient LT la ligne de terre, M, M^ les projections du point M, et P, Pa les traces du plan P ; faisons tourner le plan P autour de la projetante horizontale du point M, prise pour axe, jusqu'à ce que ce plan devienne perpendiculaire au plan vertical \ à cet instant la normale au plan sera parallèle au plan vertical de projection, et, par conséquent, se projettera en vraie grandeur sur ce plan. Nous pourrons ensuite ramener le système à sa position initiale, et déterminer alors les deux projections de la normale dans cette position. Du point où Taxe perce le plan on abaisse la ligne de plus grande pente du plan P, elle se projette horizontalement suivant 9a Ma f perpendiculaire à Pa, et verticalement suivant ô/y qui coupe en K^ la projection de Taxe; le point K est donc celui où le plan est percé par Taxe, et ce point reste immobile pendant le mouvement. Quand le plan P est perpendiculaire au plan vertical , cette ligne de plus grande pente / devient parallèle au plan vertical; elle se projette alors horizontalement suivant O'^Ma /' parallèle à la ligne de terre, et verticalement suivant t[ K, ^^ ; les points t et Oa décrivent dans le plan horizontal les arcs semblables tt! et H^\ dont le centre est en Ma et dont les projections verticales sont t^t[ et 00'^; la trace Pa, emportée par le mouvement, prend la direction ^f^f t'^ perpendiculaire à la ligne de terre ; les trois points t'^ , K^, 0[, sont sur une même ligne droite, qui est à la fois la nouvelle trace verticale P[, et la nouvelle projection verticale /^ de la ligne l\ la normale n au plan est donc, suivant ce qui a été dit en commençant, représentée en vraie grandeur par M^N'^ perpendiculaire à l\y son pied est projeté en N^N'^, et si Ton ramène le tout à la position initiale, on a définitivement M^N,, Ma Na pour projections de la normale /i, et N,, Na pour projections de son pied dans le plan .
Nous proposerons sur ce même exemple deux cas particuliers : i** celui où le plan P est parallèle à la ligne de terre ; 2" celui où les deux traces P, et pAdu plan P sont en prolongement Tune de Tautre. . Nous avons indiqué les constructions sans reprendre Texphcation.
On sait que les traces d'un plan sont en prolongement Tune de l'autre quand le plan passe par P^ une perpendiculaire à la ligne de terre élevée dans le plan bissecteur de Tun ou de Tautre des dièdres
SA ou IP supérieur formés par les plans de projection antérieur ou inférieur postérieur, et récipro-.
quement.
On doit remarquer ce fait important : dans les trois figures relatives à ce problème les traces du
plan et les projections de la normale, situées sur le même plan de projection, sont perpendiculaires
entre elles, ce qui est la conséquence de ce principe : Quand deux droites sont perpendiculaires
entre elles dans l'espace, si Tune d'elle* est parallèle à l'un des plans de projection, les projections des
deux droites sur ce même plan sont perpendiculaires entre elles.
On tire un parti tellement avantageux de ce principe pour la recherche de la plus courte distance d'un point à une droite ou à un plan , que nous croyons devoir indiquer ici celle application , quoiqu'elle soil étrangère aux mouvements de rotation dont Temploi présente, dans le cas actuel, ainbi qu'on a pu le reconnaître, une complication au moins inutile pour la pratique.
Fig. II.
Fig. 12.
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Soient M, ^ Ma ,, Dr , D« les projections du point M et de la droite D ; désignons par dy et d^ les i\eii%pnn-
Fig. .3.
ci pales (1) d^an plan P- passant par le point M et perpendiculaire à la droite D. Supposons que la lignée, soit la principale parallèle au plan vertical, elle aura (en vertu du principe énoncé ci-dessus) pour projection verticale une droite </,, perpendiculaire à D,; la ptx>jection horizontale sera d'ailleurs une parallèle ^lAà la ligne de terre; la ligne ^,, qui est, par suite, la principale parallèle au plan horizontal aura (toujours conséquemraent au principe) pour projection horizontale une droite d^ perpendiculaire à Da et pour projection verticale une parallèle d^^ à la ligne de terre. En coupant ces deux droites en A et B par le plan projetant horizontal de D, on détermine une droite AB qui est située dans le plan P et qui coupe la droite D au point N; en joignant M, N, on obtient la plus courte distance demandée vi.
!V*^ EXFMPLE.
Déterminer l'angle de deux droites Di et Dj «// coupant en un point M.
Soient Dia> D.,, Dja^ Dir, Ma, M., les projections des données, faisons tourner le plan détermine
(1) Nous avons déjà dit que nous entendions par principales d'un plan P pour un point M, les droites menées par le point M dans le plan P, parallèlement aux deux plans de projection.
ET MOUVEMENTS DE ROTATION. Sg^
par les deux droites jusqu'à ce qu'il devienne parallèle à lun dos plans de projection , au plan ver-
tical , par exemple, et Tangle demandé se projettera verticalement en vraie grandeur.
Nous prendrons pour axe de rotation la principale AB, parallèle au plan vertical, sa projection horizontale sera AaBa, parallèle à la ligne de terre, et nous en déduirons A^B„; le point M , en tournant avec le plan autour de cet axe, décrira un arc de cercle dont nous savons trouver le centre O et le rayon r, ce qui nous fournira la projection M^ du point M après le mouvement, en joignant M', avec A„ et B^, nous aurons Tangle demandé.
Si les deux droites données ne se rencontraient pas, un mènerait d*un point M de Tune d elles une parallèle à l'autre, et Ton reproduirait la construclion préré- (lenie, qui d'ailleurs ne diffère que dans les termes de celle donnée dans Touvrage.
V** EXEMPLE
*• Déterminer la plus courte distance entre deux droites non situées dans le même plan.
Soient D, et D, les droites données, on prendra sur D,, un point M à volonté, on abaissera la projetante horizontale de ce point, et l'on fera tourner les droites D, el D3 autour de cette ligne jusqu'à ce que la première devienne parallèle au plan vertical; prenant alors pour nouvel axe de rotation la projetante verticale du point M , on fera de nouveau tourner les deux droites autour de cet axe, jusqu'à ce que D, , qui était parallèle au plan vertical, devienne perpendiculaire au plan horizontal. Dans cette dernière position des deux droites, leur plus courte distance sera représentée en vraie grandeur par la perpendiculaire abaissée de Ma sur la projection horizontale qu*on aura obtenue pour la droite D,, après le double mouvement de rotation.
Nous avons donné cette construction comme exercice seulement; car elle est d'ailleurs plus compliquée dans l'exécution que celle indiquée livre I«', rhapitré II de cet ouvrage.
On peut consulter encore pour ce problème le Traité de Géométrie descfiptiçe de l'illustre Monge (Paris, Klostermann fils, 181 1), page 43, on y trouvera une solution très-élégante de la question, fondée sur l'emploi d'un plan mené par l'une des droites parallèlement à l'autre et tangent à un cylindre de révolution qui a pour axe cette autre droite et pour rayon la plus courte distance cherchée.
^ARIS. — IMPMMEHIK DE MALLET-BACHF.LIER ,
Rue du Jardinet, 12.
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