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QUI SB TBOUVEKT CHE 1 M. CÛRBY, LinRAlRF. , SUE MACON&A1HT ANDHK-DE3-AET3 , H* 8.
Traité élémentaire des Machines, i roi. io>4*, avec 35 planches in-folio. 4* édition ; Pari», année i8a8. Correspondance sur T École royale polytechnique , année* 1804 - i8i5, 3 vol. in-S", il planche*.
Programme d'un Cours de Physique, 1 vol. in-8"; Paris, année 1809.
Supplément à la Géométrie descriptif de Monge, contenant, i° nue Méthode synthétique pour mener le* tangentes aux courbe* planes et k double courbure ; a* la Construction géométrique des rayons de courbure et de* plans ose a ta te ors des courbes à double courbure ; 3* l'Analyse géométrique de M. John Leslie, traduite de l'anglais; 1 vol. in-4% 8 planches, irnpr. de Firmin Didot - Paris, année 1818.
, t. terne ns de Géométrie à trois dimensions, suivis d'an Traité analytique des sur faces du seoond degré; 1 vol.
! in-S*', avec 5 planches; Paris, année 1817.
i \ Ce Traité est le premier ouvrage cTAnalrse appliquée k la Géométrie, dans lequel on a établi la division des surfaces da second degré en cinq genres, ssvoir : l'ellipsoïde, les deux byperboloide* k une, k deux nappes, et les deux parsboloïdes , elliptique, hyperbolique.
Collection des Epures de Géométrie descriptive , à l'usage de l'École royale polytechnique, année 1817; 1 vol. in-folio de 91 feuilles; présenté à l’académie royale des science», m septembre 1818. [Poy. les procès-verbaux de cette Académie des ai septembre 1818 et it septembre i8ao.)
Nota. Cette Collection se compose des Epares de Géométrie descriptive, de coupe de pierres, de cksrpentr, d'ombres et de perspective linéaires, faites en commun par MM. Monge et Hachette, en 1794 , année de la fondation de l'Ecole Polytechnique. En 1797, M. Hachette fut seul chargé du Cour* de Géométrie descriptive, et refit presque en totalité le premier travail graphique , peu différent de celui qui avait été recneilli à l'ancienne école da génie de M rai ères , pour servir de type dans la nouvelle école. Les planches qn'U a ajoutées, et dont le tirage s'est fait avant l'année 1816 , ont pour titre : Court de Géométrie descriptive, par M. Hachette. , ^ J* T*
Programme du Cours élémentaire des Machines, fait à l’E/ole polytechnique en 1808, par M. Hachette, et Essai sur la composition des Machiné*., par MM. LtAu et Betanconrt ; 1 vol. in-40, avec 1? planches ; Paria, impr. royale, année 1808. ”
La planche jointe an programme, est le tableau de* Machines géométriques on élémentaires divisée* en dix séries ; ce mode de division a été proposé par M. Hachette.
Mémoire sur la Théorie du numérotage des fils , et snr lea valeur* diverses de* numéro* employés dans le commerce pour les fils des tissas et des toiles métalliques, pour les cordes des instrnmens de musiqne. ( Bulletin de la Société tT Encouragement, cahier de décembre 1 8aJ. )
Description géométrique de la partie d'une charme qu'on nomme versoiroa oreille. (Mémoires de la Société royale et centrale tT agriculture , année 1 8a 1.)
ANNÉE
La géométrie descriptive a pour base la méthode des projections ; elle embrasse diverses connaissances , telles que la stéréotomie, la coupe des pierres, la charpente, le tracé des cartes et des cadrans, etc. Les plus anciens monumens d’architecture attestent que la méthode des projections était déjà connue et pratiquée aux époques où ils furent construits; qu’on fit usage de cette méthode pour représenter sur des feuilles de dessin, la forme des corps, leurs dimensions et leurs positions respectives. L’application plus moderne de la stéréotomie ou de l’art du trait à la construction des voûtes pleines et de diverses formes, paraît n’avoir été inventée et perfectionnée que dans les derniers siècles. Quelques procédés de cet art ont été décrits sur la fin du seizième siècle, dans un traité d’architecture de Philibert de l’Orme, aumônier de Henri II, roi de France. En 1642, Jousse publia un traité de coupe de pierres, sous le titre de Secrets de l’architecture. 11 est probable qu’à cette époque, la pratique de l’art «lu. trait n était connue que d’un petit nombre d’initiés, qui suivaient quelques- écoles particulières. En 1649, François Derand, jésuite, et Desargue, architecte de Lyon, mirent au jour des traités plus étendus de coupe de pierres. Néanmoins les dessins joints à ces ouvrages, qui en auraient fait le mérite principal, étaient fort incorrects. Heureusement, les arts dudessin etdc la gravure se sont perfectionnés, et en 1728, de La Rue a "enrichi l’art des constructions d’une collection d’épures de coupe des pierres la plupart fort exactes, et d’ailleurs très-bien gravées.
Ces divers traités pratiques laissaient beaucoup à désirer sous le rapport de la clarté et de la méthode : le texte ne contenant que l’indication d’une suite d’opérations graphiques qui Variaient pour chaque voûte, et qui ne s’appuyaient sur aucune théorie, la lecture en était difficile et fatigante. Frezier, officier supérieur du génie militaire (né à Chambéry en 1682), qui joiguait à des connaissances théoriques fort
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, v étendues, la pratique de l’art de l’ingénieur, essaya d’expliquer par les principes de la géométrie les diverses combinaisons de lignes et de sur- :cs qui constituent la coupe des pierres et celle des bois : il publia 1739 un ouvrage qui est encore fort estimé, sous le titre de Théorie pratique de la coupe des pierres , en trois volumes in-4°. Encouragé par le succès de cet ouvrage, il mit au jour, en 1760, des élémens de stéréotomie, à l’usage de l’architecture (a volumes in-8°).
Vers le même temps, en 1748, sous le ministère de M. d’Argenson, on avait formé à Mézières un établissement pour l’instruction de MM. les élèves du corps royal du génie militaire. C’est aux chefs, aux professeurs de cet établissement, qu’appartient véritablement l’honneur d’avoir amené la science des projections au degré de perfection où elle se trouvait en 1794, époque de là fondation de l’École polytechnique. La question du défilement des ouvrages de fortification [voyez note vii, page 296), paraît avoir été le motif des recherches qui firent découvrir les vrais élémens de la géométrie descriptive. Chatillon, qui fut le premier commandant de l’École du génie, d’autres officiers du génie, Millet de Murcau en 17495 Dubuat en 17C8, Meusnier en 1777, ont successivement traité cette question, dont la solution comprend une grande partie de la géométrie descriptive. Gaspard Monge (*), qu’un heureux hasard avait amené en 1764 de Beaune sa ville natale, à Mézières, prit une part très-active à ces recherches; son génie l’éleva bientôt à des considérations plus abstraites, et la partie rationnelle de la géométrie aux trois dimensions devint l’objet spécial de ses études. En 1 784, époque à laquelle il cessa de professer à l’École, du génie, il avait publié dix-sept mémoires d’analyse appliquée à la géométrie aux trois dimensions. Trois de ces mémoires sont remarquables par le nombre et la beauté des propositions nouvelles qu’ils renferment. Le premier, de 1771, traite des courbes à double courbure, de leurs rayons de courbure, et de leurs développées. Le second, de 17745 contient la théorie des surfaces développables, et l'application de cette théorie à la solution la plus générale du problème des ombres, dans l’hypothèse d’un corps
(*) Ayant Monge, l'École royale du génie avait eu pour examinateur Camus, et pour professeurs les abbés IN'ollet et Bossut, tous trois membres de l'Académie royale des sciences.
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lumineux et d'un corps opaque étendus aux trois dimensions. Un troisième mémoire, de 1 781, Ciisantsuite à celui d’Euler, imprimé en 1 760, el au mémoire de Meusnier, publié en 1776, renferme la théorie des lignes de courbure .des surfaces. Les autres mémoires, relatifs aux surfaces courbes, contiennent les expressions analytiques des divers modes de génération de ces surfaces, et de leurs propriétés principales. Ces considérations générales sur l’étendue aux trois dimensions amenèrent bien tôt la comparaison et le rapprochement des méthodes graphiques, que l’on avait jusqu’alors regardées comme très-distinctes, parce qu’on les appliquait de diverses manières h des arts diflërens, tels que la fortification, le tracé des routes el des canaux, l’appareil des ouvrages en pierres et en bois ; et c’est de celte époque que la stéréotomie fut généralisée; ses opérations furent réduites à des combinaisons très-simples de lignes droites, combinaisons qui forment maintenant les préliminaires de la géométrie descriptive. Cette science prit un nouvel essor en époque à laquelle on établit une iicole centrale de travaux publics, nommée' postérieurement École polytechnique. Monge, consulté par le gouvernement sur son organisation, proposa pour modèle de cette grande et belle institution, l’École du génie de Mézières (‘). Plusieurs personnes qui avaient été ou élèves ou professeurs de cette école furent appelées à Paris, pour enseigner à l’École polytechnique, les unes la géométrie aux trois dimensions, les autres l’application de celte géométrie à l’art de fortifier les places. *
(*) Celle école fut dirigée & l’époque de sa formation par de savons et laborieux officiers du génie, JDI. Duvignau el Claatillon, qui eurent pour successeurs d’autres officiers du corps non moins recommandables, J1M. de Ramsault, le comte de J&ubcrt, etc.
Un décret du il février 1794 transféra l’École du génie de Mézières à Metz; par un autre decret du 1 1 mars suivant, une commission a été chargée par le gouvernement de préparer rétablissement de l’École centrale des travaux publics Vers le milieu de novembre, même année, on ouvrit l’École préparatoire des chefs de brigade, cl le ai mars 1795, l’École centrale des travaux publics fut mise en activité. (Voyez la Notice historique, 1. 1 de la Correspondance, p. 3a5.) Quelques mois après, on changea son nom en celui à' École polytechnique, en lui conservant sa première destination, de donner aux élèves des services publics civils et militaires, le premier degré d'instruction. En i8o3, un décret a rendu l’École de Metz commune aux élèves dé l’École polytechnique qui sont admis dans les-services militaires de l’artillerie et du génie. En 1811, elle eut pour commandant en chef, M. le baron Berge, lieutenant-général d’artillerie, l’un des vingtcinq élèves de l’École préparatoire polytechnique, cités dans la note de la p. vin de cette préfacc.
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Le projet d’organisation de celte école portait que les élèves, au nombre de quatre cents, seraient répartis par vingt dans des -salies d’étude; que chaque salle serait présidée par un chef choisi entre les élèves; que ce chef répéterait les leçons des divers professeurs. Cette disposition n’aurait pas été praticable pour la géométrie descriptive, qui n’était encore connue que par tradition- Il eût été impossible de trouver parmi les élèves des écçles de Paris, des chefs d’étude capables d’expliquer la géométrie descriptive, et de diriger le travail graphique qui devait faire partie de l’enseignement de cette science; on sentit la nécessité d’une école préparatoire, pour y former ces chefs d’étude.
Des jeunes gens (*), dont la plupart s’étaient distingués, ou à l’École ,du génie de Mézières, ou à l’École des ponts et chaussées de Paris, furent rappelés des armées; on fit pour eux un cours de géométrie descriptive, et pour la première fois à Paris, la méthode des projections fut enseignée et mise en pratique, comme elle l’était à l’ancienne École du génie de Mézières. Monge expliquait dans cette école préparatoire ses feuilles d’analyse, et j’étais principalement chargé de l’enseignement de la géométrie descriptive. Cette instruction préliminaire s’est donnée pendant les derniers mois de 1 794 ; les cours de l’École polytechnique ont été ouverts au commencement de l’année 1 795. Monge fit, pendant les trois premiers mois, vingt-quatre leçons sur la géométrie descriptive ; il a rendu un compte sommaire de ce cours, dans le premier cahier du Journal de l’École polytechnique (pag. 6, année 1795); le programme suivant, qu’il a rédigé et publié à la même époque, fait connaître le sujet des vingt-quatre leçons :
ire Leçon. Exposition de la méthode des projections; procédés qui en facilitent l’usage.
2' Leçon. Détermination des plans taugens et des normales aux surfaces courbes; des tangentes et des plans normaux aux courbes à double courbure.
(*) Noms des élè<*s , premiers chçfs d’étude de V École polytechnique. — MW. Ànselin, Berge, Biot, Bouvet, Brochant, Bruslé, Callier, Cavcnnc, Choron, Debaudre, Donop, Dupuis Eudel. Fayolles, Francoeur, Guigne», Hautcrre, Hesse, Lancrct, l ahure, Malus, Pattu, Pâturai, Rcy, Saint-Genis.
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3 Leçon. Construction des intersections des surfaces courbes ; exemples du genre de questions à la solution desquelles cette méthode est principalement propre.
4e Leçon.' Génération, propriétés et constructions îles surfaces développables, et de toutes celles qui sont engendrées par le mouvement d’une ligne droite. ,,
5e Leçon. Examen des deux courbures d’une surface courbe en général ; de la manière dont elle est divisée par les deux systèmes de ses lignes de courbure; de la position des deux surfaces qui passent par ses centres de courbure.
6e et 7e Leçons. Application de la géométrie descriptive à la construction rigoureuse du contour de l’ombre d’un corps quelconque portée sur une surface quelconque, et à celle de la ligne qui sépare» sur la surface du corps qui porte ombre, la partie éclairée de la partie obscure, soit que l’objet lumineux lût un point unique, soit qu’il eût dfes dimensions finies.
8e Leçon. Principes de la perspective aérienne. Dégradation des teintes, soit dans l’ombre, soit dans le jour, suivant la position des parties de la surface des corps , et par rapport à l’objet lumineux, et par rapport à l’observateur» Altérations quelles paraissent éprouver dans leurs couleurs propres, d’après la nature des corps lumineux, et d’après les jugemens que nous sommes induits à porter, par les circonstances environnantes.
9e Leçon. Application de la géométrie descriptive aux constructions de la perspective linéaire.
io®, iic et i2* Leçons. De la coupe des pierres. Ordonnance des voûtes et voussures. Convenances auxquelles elles doivent satisfaire. Décomposition des voûtes en voussoirs. Procédés par lesquels on donne à chacune des pierres qui entrent dans la composition d’un édifice la forme quelle doit avoir. Usage de la géométrie; descriptive pour cet objet.
i3% i4', i5* et 16* Leçons. De fart de la charpenterie. Ordonnance générale des ouvrages de charpenterie. Procédés par lesquels on donne à chaque pièce la figure qu'elle doit avoir, i° lorsque la pièce est droite, a° lorsqu’elle doit être terminée par des surfaces courbes. Usage de la géométrie descriptive pour cet objet.
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1 7', 18', 19' et loi1 Leçons. De la topographie. Méthodes par lesquelles ou détermine avec précision la position des principaux points d’une grande carte. Moyens par lesquels on exécute les. remplissages.
Les dillérens procédés de nivellement. De l’art de figurer sur les cartes les formes et les accidcns du terrain.
ai*, 22',. 23 et i!\ 'Leçons. Exposition des divers mécanismes au moyen desquels on peut convertir, les uns dans les autres, les différens genres de mouvement. Mécanismes pr lesquels on facilite les mouvernens de tous genres. Description des principales machines connues dans les arts, et mues par des animaux, ou par des Ibrces prises dans la nature. ( Fin du programme.)
A peine le premier cours de Monge à l’Ecole polytechnique fut-il terminé, qu’une réunion de douze cents élèves fut conçue et effectuée en quelques semaines; elle avait pour objet de former des professeurs pour tous les genres d’instruction scientifiques et littéraires. Monge fut chargé d’enseigner la géométrie descriptive dans ces premières écoles normales y M. Lacroix et moi y fûmes appelés comme professeurs adjoints (*). Les leçons de Monge, recueillies "par des. sténographes, revues par lui-même, ont été imprimées en 1 795, dans le Journal des Écoles normales , et réunies quatre ans après en un seul corps d’ouvrage, Le recueil de ces leçons est le premier traité de géométrie descriptive dans lequel on a considéré cette science d’une manière abstraite, et indépendamment de ses applications.
Les Mémoires d’analyse appliquée à la géométrie, avaient déjà placé Monge au rang des géomètres les plus distingués; son traité de géométrie descriptive, quoique dégagé de tout calcul, ne porte pas moins l'empreinte du génie dont la nature l’avait doué. Ou y reconnaît cette làculté d’imagination qui lui faisait découvrir fes propriétés de l’étendue figurée : un style clair et précis, une rédaction soignée, ont placé cet ouvrage au rang des livres classiques de premier ordre. Plusieurs
{*) Les autres professeurs pour les sciences étaient : MM. La place, Lagrange, pour les” ma- 1 hématiques; M. Haiiv, pour la physique; M. Bcrtholet, pour la chimie; MM- Thouin ctDju- I union, pour l'histoire naturelle et l'agriculture.
M. Lacroix avait déjà composé à cette époque la plus grande partie de scs Essais sur la p’oniétrie à trois dimensions, qu'il a publiés la même année 1795.
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éditions se «ont succédé sans aucun changement. La dernière, faite de son vivant, parut en 181 f ,«vec nn supplément qu’il avait jugé digne d’étre placé à la suite de son ouvrage.; le nouveau traité que je publie maintenant contient ce supplément, et de plus, les additions qui m’ont paru nécessaires pour en faire un ouvrage plus complet.
DrÇlSION DE L’OUVRAGE.
Ce traité est divisé en deux livres : le premier contient la géométrie descriptive pure; le second renferme deux chapitres qui ont pour titres : t° 1 Jeux géométriques; T Ombres et perspectives linéaires.
L'ouvrage est terminé par un appendice dans lequel j’expose les principes de la stéréotomie, et les procédés généraux de cet art, appliqués à la coupe des pierres. *
Livre premier. — Géométrie descriptive pure
La géométrie descriptive, telle qu’on la considère dans ce premier livre, contient deux parties, l’une rationnelle (*), et l’autre technique.
La première, purement théorique, se rattache à une branche importante des, mathématiques, qui embrasse toutes les propriétés de l’étendue figurée, et que les plus grands géomètres ont traitée ou par l’analyse ou par la synthèse.
La partie technique de la géométrie descriptive est l’art de représenter sur des feuilles de dessin , les points et les lignes de l’espace ; elle a pour base la méthode des projections; la pratique de cette méthode exige un coup d’œil assuré, une main exercée, qui sache employer avec adresse la règle, le compas et l’équerre.
La géométrie descriptive est un art, lorsqu’elle a pour objet la description des solides et des surfaces données ; elle doit être regardée
(*) Les proposition* principales de la partie rationnelle de la géométrie descriptive ont été réunies dans un ouvrage que j’ai publié en 1817, sous le titre à' Elément de géométrie h trois dimensions (1 vol. in-8®, Finnin Didot). Plusieurs questions de géométrie descriptive ont été l’objet de nouvelles recherches sur les courbâtes des lignes et des surfaces; j’en ai exposé les résultats dans un Second Supplément à la géométrie de Monge (t vol. in-4*, Finnin Didot, ! 8 1 8; ,
XII ~ PRÉFACE
comme un complément des méthodes géométriques, lorsqu’on l’emploie pour déterminer des formes secondaires inconnues, qui résultent nécessairement de formes primitives donné ys".
Monge l'a considérée sou6 ce double rapport dans ses leçons aux Écoles normales; mais il a du pour ces écoles se borner à l’exposition des méthodes générales, et traiter fort brièvement la partie technique de la géométrie descriptive. Des neuf leçons (ju'il a données (du ao janvier au io avril 1795), les deux dernières contiennent des résultats de l’analyse appliquée à la géométrie ; sept seulement sont consacrées à la géométrie descriptive pure. Si l’on observe que notre cours à l’École polytechnique se composait de quatre-vingt-dix à cent leçons; qu’il était spécialement destiné aux élèves ingénieurs des services publics, pour épii la partie technique de la géométrie est de la plus haute importance, j’espère qu’on appréciera les motifs qui m’ont déterminé à traitée les mêmes questions du livre de Monge, en insistant davantage sur la construction des épures. J’ai fait à ce livre d’autres additions qui ne sont pas moins nécessaires pour l’application de la géométrj^ descriptive aux ombres, à la perspective et à la stéréotomie; je vais les indiquer brièvement.
Ch ap. I. — Des préliminaires.
La solution d’un problème quelconque de géométrie descriptive consiste à trouver un ou plusieurs points de l’espace, d’après certaines conditions qui déterminent la position de ces points. Je rappelle ce que j’ai déjà indiqué dans mes élémens de géométrie à trois dimensions (année 1817), que toutes lés opérations graphiques qui conduisent à la solution du problème proposé se réduisent à celles qui sont nécessaires pour résoudre les deux questions sidvantes :
ire Question. Trouver la distance de deux points , dont on a les projections orthogonales sur deux plans rectangulaires ?
Question. Une droite étant donnée par Ses deux projections orthogonales sur deux plans rectangulaires , trouver les projections du point d'intersection de cette droite et d’un troisième plan, dont la position par rappqft aux deux premiers, est aussi donnée ? -, , • • »•
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Le tableau des constructions graphiques d’une épure quelconque de géométrie descriptive, n’offre jamais que la répétition des opérations élémentaires qui donnent la solution dqg deux-questions précédentes.
Chap. II. — Des plans tangens ausc surfaces courbes.
On admet en géométrie qu’un plan tangent en un point donné d'une surface, est déterminé par les tangentes à deux lignes de la surface, qui passent par ce point. Monge n’avait considéré dans sa Géométrie que les plans tangens aux surface.; dont les rayons de courbure en un point de ces surfaces, sont dirigés dans le même sens; mars les surfaces qui ne satisfont pas à cette condition, sont remarquables en ce que leurs plans tangens sont en même temps tangens et séeans. J’ai donné pour exemples de cette seconde espèce de plans tangens, ceux qui sont tangens aux surfaces à élémens gauches, et à la surface annulaire connue en architecture sous le nom deTôre ( Voyez art. 121, liv. 1" de ce traité).
On a appelé jusqu’à présent surface gauche, toute surface engendrée par une droite mobile, quelle que soit la loi du mouvement de cette droite, pourvu néanmoins que deux droites consécutives, qui comprennent un élément de la surface, ne se rencontrent pas. Chaque élément est un petit plan gauche ; mais l’ensemble de ces élémens forme souvent dès surfaces très-régulières, qui ne conservent aucune apparence de difformité. Nous étions convenus avec Monge de les apjteler surfaces réglées y ce qui tnotivecette dénomination, c’est qu’on peut appliquer une règle sur les droites de la sdrface, et s’assurer ainsi quelle est exécutée rigoureusement. * . ' ■
Après avoir établi par line discussion plus complète que celle d’Euler, la division des surfaces du second degré en cinq espèces que j’ai nommées ellipsoïde , hyperboloïde à une nappe, hyperboloïde a deuxnappes, paraboloïde elliptir/ue, paraboloïde hyperbolique, je me suis principalement occupé de la recherche des propriétés géométriques des deux surfaces réglées du second degré, l’hypcrboloïde à une nappe, et le paraboloïde hyperbolique ou plan gauche ,
Les propriétés les plus remarquables de ces surfaces, sont, i* que toute surface régléea pour surface normale suivant une droite, un byperboloide à une nappe, ou un plan gauche dont les paramètres
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varient pour, chaque droite; 2° que toute surface réglée a pour surface oscolatrire suivant une droite, un hyperboloïde à une nappe déterminé, dont les paramètres varient pour chaque droite; 3® que toute surface réglée a pour surfaces tangentes suivant une droite, une infinité dTiyperboloïdes à une nappe; 4° que deux surfaces réglées qui ont une droite commune et trois plans tangens communs en trois points différons de cette droite, sont tangentes l'üne à l’autre dans tous les pointsde la droite qui leur est commune.
J’ai déduit de ces propriétés une méthode graphique pour mener les plans tangens à une surface quelconque engendrée par la ligne droite, ainsi quepour construire la tangente en un point d’une courbe, lorsque cette courbe est donnée en relief ou par ses projections. J’ai appliqué cette méthode à plusieurs surfaces réglées, employées pour la construction des voûtes.
Chap. III. — Des intersections de surfaces.
Une surface est définie, lorsque pour chacun de ses points, on assigne la forme et la position d’une ligne mobile, génératrice de la surface. Pour trouver l’intersection d’une surface par un plan, on cherche les points d’intersection de ce plan et de la génératrice considérée dans ses positions successives ; la ligne qui joint tous ces points est l'intersection de la surface par le plan donné. Ln tangente en un point quelconque de la section plane de la surface est la droite, intersection du plan tangent à la surface en ce point, et du plan de la section. Lorsque le contour de la section est une courbe à une ou plusieurs branches infinies, les tangentes aux points situés à l’infini, placées à une distance finie d’un point de la courbe, se nomment asymptotes. J’ai fait voir comment on déterminait les asymptotes, dans le cas où la surface proposée est un cône du second degré, ou un hyperboloïde à une nappe, ou un paraboloïdc hyperbolique.
On obtient en général la ligne d’intersection de deux surfaces, en les coupant par un système de plans. Les sections de l’une et de l’autre surface, qui sont contenues clans un même plan, et dont les contours se rencontrent, déterminent les points communs aux deux surfaces. Non-seulement il importe, dans chaque cas particulier, de choisir le système de plans coupans, qui donne les constructions les plus simples;
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mais il n’est pas moins utile de connaître les plans coupa ns limites, entre lesquels la ligne d’intersection des deux surfaces est comprise. J’ai fait voir comment ou déterminait les plans limites pour plusieurs cas particuliers, et notamment pour deux cylindres et deux cônes. Les lignes d’intersection de ces surfaces ont des branches fermées ou infinies ; j’ai indiqué un moyen pour reconnaître a priori l’existence des branches infinies, et pour construire leurs asymptotes. La solution de ces questions a complété ce que Monge avait écrit sur l’intersection de ces surfaces.
J’ai ajouté un article sur l’usage qu’on peut faire, dans quelques cas particuliers, des projections obliques, pour trouver l’intersection des deux surfaces, plus simplement que par la méthode des projections orthogonales. D’autres additions que j’ai faites à la géométrie de Monge appartiennent au livre suivant des applications.
Livre II. — Des applications. ^-Chap. I. — Des lieux géométriques
On appelle lieu géométrique d’un point , la ligne ou la surface qui contient ce point. Lorsque, d’après l’énoncé d’un problème , un point doitse trouver sur trois surfaces connues, ces surfaces et leurs lignes d’intersection sont des lieux géométriques du point demandé; on trouve les projections de ce point, en construisant tes intersections des trois surfaces prises deux à deux. J’ai considéré le cas oè l’une seulement des trois surfaces est de révolution; j’ai fait voir que dans ce cas il suffisait de construire la com'be à double courbure, intersection des deux surfaces nojg de révolution ; qu’on en déduisait une seconde courbe située dans un plan méridien de la surface de révolution, et que les points communs aux trois surfaces proposées étaient déterminés par la rencontre de la seconde courbe, et du contour de la section méridienne de la surface de révolution. "
Ce mode de solution, que jai appliqué à plusieurs problèmes de la Géométrie de Monge, a l avantage de faire connaître les données d’après - lesquelles on trouve le plus grand nombre de points qui satisfont aux conditions de ccs problèmes.
! Le cliapilre suivait, et l’appendice qui termine ce traité, contiennent
XVI PRÉFACE
dos applications de la géométrie descriptive, qni n’ont pas élé écrites par Monge. ' *
Ch ap. II. — Des ombres et de la perspective.
Une théorie complète des ombrel, celle qui serait nécessaire aux artistes, peintres et dessinateurs, comprendrait l'examen de tous les phénomènes de la lumière, tant sur les corps que dans les milieux que le fluide traverse. Il faudrait avoir égard à la forme et aux dimensions du corps lumineux, à l’action «le la lumière directe, aux effets de la lumière réfléchie ou par le milieu ou par les corps eux-mémes ; enfin, on considérerait les couleurs et leurs diverses nuances. L’ingénieur constructeur n’emprunte aux arts du dessin d’imitation que des résultats démontrés, qui ont pour objet de faciliter l’intelligence du dessin géométral. On fait abstraction pour ce dernier genre de dessin, de la forme du corps lumineux et de la couleur des objets éclairés ; on n’admet qu un seul point lumineux à une distance finie ou infinie des corps éclairés ; on n’a point égard à la faculté qu’ont tous les corps de réfléchir la lumière directe en plus ou moins grande quantité ; ce qui les rend eux-mémes des corps lumineux. Il résulte de ces diverses suppositions, que les espaces ombrés ont pour enveloppes des surfaces coniques ou cylindriques ; que ces enveloppes sont tangentes aux surfaces des corps éclairés, suivant les lignes qui séparent l’ombre de la lumière, et qu’on nomme, par cette raison, lignes de- séparation iV ombre et de lumière.
Les surfaces des ombres, prolongées au-delà des lignes de séparation d’ombre et de lumière, coupent ou les surfaces des corps éclairés, ou les surfaces d’autres corps environnans; les lignes d’intersection de ces surfaces forment les contours des ombres portées. Je nomme ces contours, et les lignes de séparation d’orabre et de lumière, ombres linéaires, pour les distinguer des surfaces auxquelles elles appartiennent.
La déteVmination des ombres linéaires se réduit à deux problèmes de géométrie ; le premier consiste à trouver sur un corps donné, la li- % gne de séparation d’ombre et de lumière ; le second, à construire l’intersection d’un cône ou d’un cylindre qui a pour base cette ligne, par une
xtlf
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surface donnée : j’ai fait voir que dans l'hypothèse où les rayons lurni -neux partent d’un seul point, 1» théorie des ombres linéaires comprend la /iers pective linéaire.
Après avoir exposé les méthodes générales connues, qui sont applicables au. tracé des ombres et des 'perspectives linéaires, j’ai considéré les trois familles de surfaces qu’on emploie le plus souvent dans les arts, savoir : les surfaces développables, les surlàce6 de révolution, et les sur- . faces à élémens gauches, autrement surfaces réglées. J’ai montré comment, pour ces deux derniers genres de surfaces, les problèmes d’ombres et de ]>erspectives pouvaient se résoudre par une méthode particulière, plus simple et plus exacte dans la pratique que la méthode générale; elle consiste à déterminer la ligne de contaet d’une surface enveloppe et d’uncône dont le sommet est-donné.
Pour comprendre le principe sur lequel cette méthode particulière ; est fondée, il faut considérer sur une enveloppée mobile, deux lignes, la caractéristique j qui est l'intersection de deux enveloppées consécutives, et la com be de contact de la première enveloppée avec un cône ‘ tangent à cette enveloppée, qui a même sommet que le cône tangent à» l’enveloppe. Si ces deux lignes se coupent, le point d’intersection appartient à la courbe de contact de l’enveloppe et; du cône tangent à cette enveloppe, qui a son sommet en un point don pé.
C’est d’après cette considération qu’on trouve les lignes de séparation d’ombre et de lumière, sur les surfaces ou réglées, ou deréyolution. Les premières ont pour enveloppées des byperboloïdes à une nappe, ou des paraboloïdes hyperboliques jles secondes des cônes droits, des sphères ou des cylindres : ces enveloppées, d’une génération plus simple, que celle de leurs enveloppes, ont pour caractéristiques des droites et des cercles.
Après avoir indiqué un moyen ponr trouver les points -limites des ombres linéaires et des cop tours .apparais, sur des portions de surfaces renfermées dans des courbes données, j'ai considéré les points -les plus apparens des surfaces qu’on nomme points brillant. L>e point brillant, est sur un corps parfaitement poli, le seul point visible de ce corps, qui réfléchit un rayon.de lumière vers l’œil du spectateur. En supposant que le corps sôit mat et néanmoins visible, le point brillant devient le
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plus.3itparoj.il. J'ai fait voir comment cm détermine géométriquement ce point sur une sur là ce quelconque définie, -et de quelle manière on simplifie cette solution générale pont; le cas particulier des surfaces de révolution. Plusieurs questions relativesaux points brillaus et aux lignes de pénombrûs , sont suivies de la construction des perspectives linéaires, pafla méthode la plus usitée et cou nue depuis long- temps, qu’oti nomme . Méthode par les [/oints de concours.
J’ai ajouté au livre des ombres et delà perspective, i° l’explication îles anamorphoses vues directement ou par réflexion, sur des miroirs cylindriques ou coniques ; a® la construction des mappemondes par la projection stéréographique.
L’appendice qui termine ce traité contient les principes de la stéréotomie, et des notices explicatives sur les épures de coupe de pierres •jointes à cet appendice (*). • - .
Le travail de Monge sur la géométrie descriptive est connu par les leçons qu’il a données aux Écoles normaLe$ de 1795, et par la-première collection d épures que nous fîmes graver la même année, pour l’usage de l'École polytechnique (**). Ce nouveau traité, et les dessins qui s’y
(*) Immédiatement après JaWcotr de géométrie descriptive, les élèves de' l'École polytechnicpie dessinent l’épure que le professeur a expliquée; ik -som aidés dans ce travail graphique par t'éptir© gravée qu'on a distribuée à chacun d’eux, et par. un où plusieurs modèles placés dans chaque salle d’études ; ces modèles sont en bois pour la charpente, et coulés en plâtre pour la coupe des pierres. La personne qui distribue les épures aux élèves ost en mémo temps chargée de la conservation et de la construction des modèles. Cette place d’artiste conservateur est depuis long-temps remplie avec distinction par AI» Brocchi, a qui l’on peut s’adresser pour avoir des modèles en relief, relatifs aux quêtions de géométrie descriptive pure et appliquée. On trouve aussi chez lui des modèles de charpente, construit d’après les dessins qui faisaient partie de la èollécliou de nos épures en 181 d. i ’•
(**) Avant l’ouverture des cours de l’École polytechnique, on avait formé un bureau de dessinateurs, qui était dirigé par M- Eiseflman, actuellement ingénieur et bibliothécaire de l’École des ponts et chaussées. Chaque professeur fit préparer dans ce bureau le porte-fciîillc de l'enseignement dont il était chargé. Les dessins, mis au net, furent gravés^rt distribués aux élèves. Les modèles des épures pour les applications de la géométrie descriptive, qui servirent à l’enseignement en 1795, ont été extraits de l’ouvrage de LaJiue, et des cahiers manuscrits de l’ancienne École du génie de Mézières. Plusieurs. dessinateur s du bureau dirigée par M. Eisenman, furent attachés à l’École polytechnique, et l’un d’eux, M. C.it ard, n'a pas cessé d’appartenir & cet établissement. Ou reconnaîtra le talent de eej habile.professeur, dans les épures de ce traité de géométrie descriptive, que j’avais fait dessiner pour mes cours de l’Ecole polytechnique.
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trouvent joints, constatent letat auquel s’ôtait élevé-, en r8i(J, J’ertseignenient de la géométrie descriptive, dont je demeurai seul chargé depuis 1797, deux atis* après l’établissement de FÉcol? polytechnique.
Deux professeurs de cette Étroit (Monge et moi), enseignions la géométrie descriptive et l’analyse appliquée à celte géométrie; Monge, à son retour il’Égypte (eu 1800), continua à professer l’analyse; en 1810, il fut remplacé pour ce cours, par M. Arago, à qui l’on confia de plus l’enseignement de k géodésie et de la géométrie descriptive pute. En avril 1808, M. Binet ( J.-P.-M.), actuellement (i8an) inspecteur clés études, avait été nonqjé répétiteur pour nos 'cours; il en a rempli les fonctions jusqu’en i8i5, époque à laquelle il fut appelé à la place de professeur de mécanique, laissée vacante par M. Poisson, qui passait aux fonctions d’examinateur permanent, pour l’admission dans les services publics. • . 1
A l’avantage d’étre secondé pgr des collaborateurs du premier mérite, se joignait celui d’être, par les devoirs dc~ma place, en relation habituelle avec des élèves, doht l’émulation amenait, chaque année, des perfectionnement dans l’enseignement de la géométrie descriptive. Leurs observations, les difficultés résolues, ont été en partie recueillies par les soins des professeurs de l’École polytechnique ; ee nouveau recueil plus complet, contribuera,’ j’espère, à propager «une doctrine féconde dans ses applications, qui est 1* fruit de vingt ans de travail dans une École, dont la célébrité atteste les services qu’elle rend journellement aux arl$ et aux sciences. ’ (
ôrvRAGh» pnîSx/p.vfx de stéréotomie et te géométiüe descriptive.
Théorie et pratique de la &upe îles pierres , 3 vol. in- 4°; par Frézfer, ingénieur en chef à Landau. Première édition de Strasbourg, 1739 j seconde édition de Paris, 1754,3 vol. in- 4*.
Élétnens île Stéréotomie , à l'usage de l’architecture pour la coui>e des picp'oa, par Jfrézicr. * 2 Pari*, 1760. *" “*.
y ou veaux principes tic perspective lifté aire, par Taylor auteur du théorème qui porte son 11010 ; né eu 1680, mort ch I73i). Cet ouvrage a cto traduit de l'anglais en français, en 1757.
Leçons de géométrie descriptive, par Gaspard Monge ( né le 10 mai 1746, décédé le *8 juillet 1818}; i vol. in- 4°, Paris, 1799; extraites du /ourno/ des Écoles normales. Ja-8®, Paris, 1795.
lissais île géométrie sur les plans et les surface* courbes , par M. Lacroix ( Sylvest re-François). 1 vol. î«-8°. Première édition, ^^5^ quatrième édition, 181a.
Os outrage fait partis «Pan cours complet de in* thé «uniques, qui a clc traJoh eu anglais, en allcmao J et eu iudifu. (Le cours caùer comprend neuf volumes iu-8°.)
Développement de géométrie 9 par 5t Charles Dupin, x v. in-4°. Paris, 18^ 3.
De la Richesse minérale, 3 vol. in-4"; pa#M. llérou de Villcfosse, inspecteur divisionnaire du Corps royal des mines de France. Paris, 1819.
Crt ouvrage renferme d’utiles et iffembrcuset applications de la géométrie descriptive à la construction des cartes et machine* employées dans l'cxploi talion des oiiuea.
Traité théorique et pratique de V art île bâtir, par /. Rondelet, architecte du Panthéon français,
_ Toint* II, coupe des pierres, année 1 8.1 4.
Traité de géotnétri: descriptive, par M. Potier. 1 vol. in-8\dc §6 pag.Tt 1 pL Paris, 1817.
Traité de géométrie descriptive, parM. Vallée (Louis-Léger), ingénieur des ponts et chaussées, élève de l’École polytechnique en x8or. 1 vol. in-4*, avec Go planches. Paris, 1819.
Traité de la sçienco du dessin, t vol.in-4®* 56 planches, par le même. Paris, septembre 1821.
Études des ombres, à l'usage des écoles d’architecture; par M. Lévetllé, ingénieur en chef au Corps royal des ponts et chaussées. 1 vol. in-40. 1 5 planches. Paris, 18 12.
Traité sjjécial de coupe des pierres, par M. Douliot, professeur d’architecture et de construction à l’École royale gratuite de mathématiques et de dessin, a vol. in-4°. Paris, 1824 et i8a5.
Jouait ai,- na l’Écolk poltteohuiqc p, contenant
. V Plusieurs Mémoires sur les fortifications, par MM. Dobeuheim, Say, officiers du génie. Cahiers numéros t— 4* %
a6 Sur la Gnomonique, par M. Le François. Onzième cahier, année 1802.
3’ Essais sur l’art de projeter les canaux de navigation, par MM. Brisson-Huart et Dupuis- Torcy, ingénieurs des ponts et chaussées. Quatorzième cahier, année 1808.
4° Sur les moyens généraux de construire des celles et des sphères, qui satisfont à certaines conditions ; par M. Gaultier, professeur de géothétrie descriptive au Conservatoire des arts et métiers. Seizième cahier, année x8i3.
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CHAPITRE PREMIER. — § Iw
Définition de la géométrie descriptive et de la méthode des projections.
t. La géométrie descriptive se compose de deux parties : l'une rationnelle, qui comprend les solutions synthétiques des problèmes relatifs aux propriétés de l’étendue ; l’autre simplement graphique , qui consiste dans l’art de représenter exactement la forme et la position des lignes situées dans l’espace. Cette représentation se fait sur des feuilles de dessin qu’on nomme épures.
Un dessin de géométrie descriptive est le tablean des lignes et des surfaces qu’on a combinées pour arriver à la solution d’une question proposée. Après avoir tracé sur une épure les données d’un problème , on obtient, par une suite d’opérations graphiques, les points ou les lignes qui satisfont aux conditions de ce problème.
L’application la plus immédiate de la géométrie descriptive est la représentation des corps qui sont dans leur état naturel, ou dont les formes sont susceptibles de définition rigoureuse. Les arts libéraux, la sculpture , l’architecture, tous les arts dits mécaniques , qui ont pour but principal de donner à la matière brute des formes déterminées, empruntent à la géométrie descriptive des procédés graphiques, à l’aide desquels on représente fidèlement toutes les partie» d’un objet en relief, avant que cet objet soit exécuté. Cette représentation se fait , pour la géographie, sur des cartes ou mappemondes; pour l’archit<£ture, sur des dessins qu’on nomme plans, profils , élévations, et plus généralement dessins géomètraux. En considérant deux points quelconques sur un relief, la distance de ces deux points ne sera pas toujours donnée directement par les dessins géométraux; mais on la déduira, des lignes tracées sur des feuilles de dessin : cette propriété du dessin géométral le distingue des perspectives ordinaires.
Des opérations et du dessin de la géométrie descriptive.
a. Los opérations ou constructions de la géométrie descriptive comprennent d'abord celles qui servent à résoudre graphiquement les problèmes de la géométrie plane.
Lorsque de cette géométrie on passe à la géométrie de l’espace, qui considère les corps étendus aux trois dimensions , toutes les questions de cette partie de la science de l’étendue sont ramenées à la géométrie plane, par la construction des deux problèmes suivans :
i° Trouver la distance de deux points dont on a les projections ; a” Construire le point d’intersection d’une droite et d’un plan.
On trace sur une épure les lignes droites et les cercles en se servant de trois instrumens, la règle, l’équerre et le compas. La plus grande difficulté du dessin graphique consiste à déduire une courbe d’un polygone, ou à réunir, par un trait uniforme à la plume ou au crayon , des points isolés d’une courbe placés à des distances finies les uns des autres. L’exactitude de ce tracé est aussi nécessaire en géométrie descriptive que la précision des calculs en arithmétique. Lorsqu’un point est déterminé par deux courbes dont il est l’intersection, sa position n'est rigoureusement déterminée que lorsque les deux courbes sont marquées d’un trait fin, exempt de toute discontinuité.
Une épure de géométrie descriptive n’étant que le tracé ou le tableau d’une conception géométrique, il faut d’abord combiner des. lignes, des surfaces, prévoir tout ce qui résulte de leurs intersections, de leurs contacts, en un mot résoudre dans l’espace un problème de géométrie -à trois dimensions, avant que la main puisse exécuter les opérations qui conduisent à la solution graphique de ce problème.
PRÉLIMINAIRES DE IA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE
Des projections d'un point , d'une droite , d'un polygone , d'une ligne quelconque.
3. Lorsque des points en nombre indéfini, placés à des distances finies les uns des autres, occupent un certain espace, on parvient à fixer leurs positions respectives , en concevant l’espace qui les contient , divisé en quatre parties égales par deux plans rectangulaires prolongés indéfiniment. On abaisse de chaque point de l’espace des perpendiculaires sur ces plans , et les
pieds de ces perpendiculaires, qu’on nomme projections du point, en déterminent la position. En effet, un point est donné lorsqu’il est l’intersection de deux droites connues; or la perpendiculaire à l’un des deux plans qui divisent l’espace, et qu’on nomme plans de projection , passe par le point que l’on considère et par sa projection sur le premier plan; la perpendiculaire au second plan de projection passe aussi par ce point, et par sa projection sur le second plan ; donc le point unique, intersection des deux perpendiculaires connues , est le point de l’espace que Ton considère.
On suppose ordinairement que l’un des deux plans de projection est horizontal; dans cette hypothèse, l’autre plan est vertical, et les points de l’espace sont déterminés par leurs projections, qu’on nomme horizontales ou verticales, selon quelles appartiennent au plan horizontal ou au plan vertical de projection. . s
Cette convention pour déterminer la position d’un point de l’espace est analogue à celle que les géomètres ont adoptée pour déterminer la position respective d’un système de points situés dans un plan. Ils imaginent sur ce * plan deux droites rectangulaires , que Ton nomme axes des abscisses et des ordonnées. De chaque point du plan on abaisse deux perpendiculaires, Tune sur Taxe des abscisses, et l’autre sur Taxe des ordonnées. Les parties des axes rectangulaires comprises entre le point où ces axes se coupent, et les projections d’un point du plan sur ces mêmes axes, se nomment abscisses et ordonnées de ce dernier point. Les abscisses et les ordonnées se comptent respectivement sur les axes des abscisses et des ordonnées. Les longueurs de l’abscisse et de l’ordonnée d'un point du plan', le sens dans lequel on doit prendre ces longueurs sur les axes, déterminent les projections du point du plan sur les axes, et par conséquent la position de ce point. On nomme aussi coordonnées d’un point, l’abscisse et l’ordonnée de ce point, et axes des coordonnées, les droites rectangulaires sur lesquelles on compte les abscisses et les ordonnées.
4- Une ligne droite située dans l’espace a, comme Tun quelconque de ses points, deux projections. Si Ton conçoit par cette droite des plans perpendiculaires aux deux plans de projection, les droites intersections de ces plans sont les projections de la droite donnée. Généralement la projection d’une • droite sur un plan quelconque est l’intersection commune de ce plan et d’un second plan mené par la droite perpendiculairement au premier.
En effet, une droite quelconque menée sur Tun des plans de projection, peut être considérée ou comme la trace d’un plan qui passerait par cette droite et qui serait perpendiculaire au plan de projection, ou comme la projection de toutes les droites contenues dans ce plan; donc, réciproquement 1
une droite donnée dans l’espace a pour projection , sur l’un des plans de projection , l’intersection de c.e-plan par un autre plan qui lui serait perpendiculaire , et qui passerait par la droite donnée ; car cette intersection contient les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées de la droite dans l’espace sur le plan de projection; donc elle est la projection de cette droite.
5. Quel que soit le nombre des côtés d’un polygone continu ou discontinu, situés ou nou dans le même plan, les projections des côtés de ce polygone sur les deux plans de projection, forment sur ces plans deux autres polygones qui déterminent la forme et la position du premier.
6. Une courbe n’étant qu'une suite de points liés entre eux par une loi de continuité, sa forme et sa position, à l’égard des plans de projection, seront déterminées par les projections des points pris sur cette courbe à des distances très-rappnochéos. Plus ces distances seront petites, moins le polygone formé des petites droites qui juignent deux à deux les points consécutifs de la courbe, différera de cette courbe. Mais les deux projections d’un polygone (art 5) en déterminent la forme et la position; donc elles déterminent également la courbe dont ce polygone est la limite.
Si la loi de continuité qui lie les points d’une ligne courbe, les assujétit à être dans un même plan , la courbe est plane ; dans le cas contraire , la courbe est du genre de celles qu’on nomme courbes à double courbure.
§ III. Dü POIKT ET DB LA LIGUE DROITE.
Dessin et explication des figures de la première épure.
7. On prépare la feuille de dessin, ou l’épure, de la manière suivante : Avant rapproché les deux bords parallèles les plus longs, on comprime légèrement les milieux des bords opposés de la feuille; on mène par ces milieux une droite telle que Z Z', et on élève avec la règle et le compas, sans le secours de l’équerre, la perpendiculaire XY, de manière que la feuille de dessin soit divisée en quatre parties à peu près égales. L’angle droit formé par les deux droites ZZ\ XY se nomme, dans les arts graphiques, trait carré.
Lorsque l'épure contient plusieurs figures , on fait pour chaque figure le trait carré ; plusieurs traits carrés d’une même épure peuvent avoir un côté commun et d’autres côtés parallèles, ainsi qu’on le voit pl. i‘”. Soit XY, le côté du trait carré de la /ig. i,pl. 1, qu’on prend pour l’intersection des deux plans de projection; quoique ces deux plans soient perpendiculaires entre eux, il
faut les concevoir réunis sur la même feuille de dessin. On suppose que l’un des deux plans, l’horizontal par exemple, étant fixe, le plan vertical a tourné autour de la commune intersection XY comme charnière, pour s'abattre sur le plan horizontal. 11 suit de cette hypothèse que les deux projections d’un point quelconque de l’espace sont situées sur une droite perpendiculaire à la commune intersection des deux plans de projection. En effet, ces projections sont des points du plan, qui est mené par le point de l’espace perpendiculairement à la commune intersection XY; elles sont par conséquent sur les droites intersections de ce plan et des plans de projection. Mais ces droites, perpendiculaires entre elles, passent par le même point de la commune intersection des deux plans de projection, et sont aussi perpendiculaires à cette intersection ; donc elles ne formeront qu’une seule et même droite , lorsque les deux plans de projection seront réunis sur la même feuille de dessin. Ainsi la droite A a (Jîg. I ,pl. t ) qui joint les projections A et a d’un point de l’espace, est perpendiculaire à la droite XY, intersection des deux plans de projection réunis en un seul. Quoique les deux parties AB, Ba de la droite ABa ne forment qu’une seule droite qui coupe l’intersection commune XY au point B, il faut concevoir que ces deux parties sont les côtés d'un angle droit, dont le point B est le sommet; que l’un de ces côtés BA est sur le plan horizontal , et l’autre côté B a sur le plan vertical. Ces côtés AB, aB mesurent les distances respectives du point de l’espace aux plans de projection, l’un vertical et l’autre horizontal.
8. Il est important de remarquer, i° que la droite XY est l’intersection des deux plans de projection, et n’en est pas la limite. Ces plans se prolongent indéfiniment, et deux points placés d’une manière quelconque sur une droite perpendiculaire à XY correspondent nécessairement à un point déterminé de l’espace; de même deux droites quelconques AC, ac, menées suites plans de projection, sont nécessairement les projections d’une droite dont la position dans l’espace est déterminée.
a° Que tous les points et toutes les lignes situées sur l’un des plans de projection se projettent sur l’autre plan , suivant la ligne d’intersection de ces deux plans ; ce qui résulte de cé que ces plans de projection sont perpendiculaires entre eux;
3“ Que lorsqu’une ligne droite ou courbe rencontre un plan de projection, ce point et sa projection coïncident ; ou , que le point d’intersection d’une ligne et d’ua plan de projection , appartient^ la projection de la ligne sur ce plan. *■
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Conventions pour l’explication des figures de Géométrie descriptive.
9. Pour désigner un point dans l’espace, nous écrirons en parenthèse les deux lettres qui correspondent à ses projections. Soient par exemple A et a les deux projections d’un point de l’espace , ( A , a ) désignera ce point. De même (B, b) désignera un autre point de l'espace dont les points B , b sont les projections. Par analogie, on écrira (AB, ab ), pour exprimer une droite de l’espace , dont les droites AB , ab sont les projections. Nous emploierons aussi par abréviation les signes algébriques -t-, — , = à la place des mot s plus, moins, égale.
§IV. SOLUTIONS DE DIVERS PROBLÈMES RELATIFS A LA LIGUE DROITE ET Aü PLAIT.
Premier problème. — Etant données les deux projections d’une droite, construire les points où cette droite coupe les plans de projection (fig. 1 , pi. 1).
10. Solution. Soient (pl. t, fig. 1 ) AC et ac les projections données de la droite. Le point où cette droite coupe le plan vertical a pour projection horizontale un point C qui doit être et sur la droite XY intersection des deux plans de projection, et sur la droite donnée AC; mais les deux projections d’un point de l'espace sont (art. 7) sur une droite perpendiculaire à la commune intersection XY des plans de projection; donc la perpendiculaire Ce à XY contiendra le point demandé. Ce point doit de plus se trouver sur la projection verticale donnée ac ; donc il est en c intersection des droites Ce et ac.
Prçlongeant la droite donnée ac jusqu’en D , et élevant par le point D de la droite XY la perpendiculaire à cette droite D d, qui coupe la projection horizontale AC au point d, ce point sera l’intersection de la droite dans l’espace et du plan horizontal. Si l’on conçoit un triangle rectangle qui a pour côtés les droites dC et Ce, l’hypothénuse de ce triangle, menée par les points d et c situés l’un sur le plan horizontal , et l'autre sur le plan vertical , sera la droite de l’espace qui coupe les plans de projection aux points d et c.
On peut encore déterminer ces points d etc, par la considération suivante.
I.es projections AC, ac d’une droite 1) de l’espace, déterminent deux plans perpendiculaires aux plans de projection , dont chacun contient la droite D. Le premier de ces plans a pour trace sur le plan horizontal la droite AC, et pour trace sur le plan vertical , la verticale Ce; d’ou il suit que la droite D ne peut couper le plan vertical de projection qu’en un point de la droite Ce, mais ce point est aussi sur la droite donnée ac ; donc il est l’intersection des deux droites connues Ce, ac.
Le second plan qui contient la droite D de l’espace, a pour trace sur le plan horizontal, la droite D d perpendiculaire à XY intersection des deux plans de projection; d’où il suit que la droite D ne peut couper le plan horizontal de projection qu’en un point d de la droite D d; mais ce point est aussi sur la droite donnée AC; donc il est l’intersection des deux droites connues Dr/, AC.
Deuxième problème. — Par un point donné dans l’espace, mener i° une parallèle à une droite donnée; a” trouver la grandeur d’une partie de cette droite ? ( fig. a , pl. 1 . )
11. Solution. Soient A’C', a'c' {pl. i,/ig ■ a ) les projections horizontale et verticale de la droite donnée ; A et a les projections du point donné. Deux droites parallèles ont des projections parallèles; donc si l’on mène par les points donnés A et a des droites AC, etc respectivement parallèles aux projections données A'C', de, ces droites seront les projections de la droite demandée. Connaissant les projections AC, ac de la droite (AC, ne) de l’espace, on trouve par le problème précédent (art. 10) les points e et doù cette droite coupe les plans de projection.
La droite comprise entre le point donné (A, a) et un autre point quelconque (E, e), a pour projections AE et ae. On construira la grandeur de cette partie de droite (AE, ae) , en la considérant comme le quatrième côté HI d’un trapèze AEHI , dont les côtés parallèles AI, EH sont respectivement égaux aux droites Ba , Ce , qui mesurent le» distances verticales des points (A , a), (E, e) au plan horizontal. Cette longueur 1H est aussi Thypothénuse d’un triangle rectangle HIK dont le côté HK est égal à AE, et le côté IK égal à la différence La des deux droites BA, Ge. Menant par le pointe la parallèle eL à XY, qui coupe la verticale Ba au point L, et portant de L en M une longueur LM égale à AE ou AE', on aura un triangle rectangle a LM, égal an triangle HIK., dont l’hypothénuse «M est 1a longueur de la droite (AE, ae).
né plaît. • •
1 a. Le plan est une surface sur laquelle on peut appliqu er une ligne droite dans tous les sens. Deux droites qui joignent trois points quelconques de ce plan suffisent pour déterminer sa position.
Un plan dans l’espace, et les deux plans de projection auxquels on le rapporte, comprennent un angle trièdre, dont le sommet est sur la commune intersection des deux plans de projection. Des trois droites qui forment cet
angle, l'une est cette commune intersection; les deux autres sont les traces du plan dans l’espace sur les deux plans de projection. Connaissant ces traces, la position du plan dans l’espace est déterminée.
Soit ( pi 3) la commune intersection des deux plans de projection ; M un point de cette droite par lequel on a mené sur les plans de projection les droites ML et M/j, situées l’une sur le plan horizontal, et l'autre sur le plan vertical ; ces droites sont les traces d’un plan dans l’espace. L’angle trièdre qu elles forment avec la commune intersection XY, a son sommet au point M.
Lorsqu’un plan passe par trois points ou par deux droites données sur les plans de projection, on désigne ce plan par les lettres qui correspondent sur la figure aux points et aux droites donnés. Ainsi la notation, plan (LM, Mn), indique un plan qui a pour traces horizontales les droites LM , Mn. Celle-ci,. plan (L, M, n), indique un plan qui passe par les trois points L, M, n.
Troisième problème.— Par un point donné mener un plan parallèle à un autre plan donné , et construire ses traces sur les plans de projection (fig. 3, pl. i).
i3. Solution. On donne un point par ses deux projections, un plan par ses deux traces sur les plans de projection , et il s’agit de mener par le point donné un plan parallèle à celui dont on connaît les traces.
Les traces des plans parallèles sur chaque plan de projection sont des droites parallèles; or, le plan demandé qui passe par un point donné, passe aussi par des droites menées par ce point parallèlement aux traces du plan donné; donc la question proposée est ramenée à celle-ci, qu’on a résolue art. 1 1 : Mener par un point donné, des parallèles aux traces d’un plan données sur les plans de projection? Connaissant ces parallèles, on construira ( art. i.o ) les points où elles rencontrent les plans de projection , et ces points appartiendront aux traces demandées.
Soient A ,a(Jig. 3 ,pl. i)les projections du point donné; LM, Mn les traces du plan, données sur les plans de projection. La parallèle à la trace Mn, menée par le point (A ,a), a pour projections les droites ab, AB parallèles, l’une à Ain, et l'autre à XY, intersection des deux plans de projection.
Cette parallèle coupe le plan horizontal au point B , qui détermine les traces L'BM' et M'n’, parallèles respectivement aux traces données LM et Mu'.
On aurait pu mener par le point (A , à) une parallèle ( AD , ae) à la trace horizontale LM ; cette parallèle rencontrerait le plan vertical au point e ; on tirerait par ce point la parallèle eM' à la trace Mn, qui couperait la commune intersection XY au point M’; menant par ce point la parallèle MT à la trace
donnée ML, le plan demandé serait déterminé par scs deux traces L'M', M7»; cette seconde construction sert de vérification à la première.
14. Le problème qu’on vient de résoudre est un cas particulier de celui-ci :
Mener par un point donné un plan parallèle à deux droites données?
Lorsqu’on suppose que les droites données sont situées, l’une sur le plan horizontal de projection, l’autre sur le plan vertical, et qu’elles se coupent en un point de la commune intersection de ces deux plans, la question se réduit à mener par un point un plan parallèle à un autre plan , dont on a les traces sur les plans de projection. Dans le cas général, où les deux droites sont données par leurs projections, on observera qu’un plan est parallèle à une droite, lorsqu’il passe par une parallèle à cette droite, et qu’un plan parallèle à une droite, coupe tous les plans qu’on peut mener par cette droite, suivant des droites parallèles entre elles, et parallèles à la droite donnée.
Ainsi, par le point donné, on mènera (art. 11 ) des parallèles aux deux droites données, et le plan de ces deux parallèles sera le plan demandé.
Lorsque le point donné est sur l’une des deux droites, et qu’on mène par ce point une parallèle à l’autre droite , le plan mené par cette parallèle et par la première droite, est encore parallèle aux deux droites.
te
Quatrième problème. — Construire sur les plans de projection, les traces d'un plan qui passe par trois points donnés dans l'espace? (PI. », fig. 4.)
1 5. Solution. On joint les trois points donnés par trois droites, et les points de rencontre de ces droites avec les plans de projection déterminent les traces demandées.
(/*/. i,/ig- 4)- Soient (A, a), (B, b), (C, c) les trois points donnés; on joint ces points par trois droites (AB, ab), (BC, bc), (AC, ac ), qui coupent le plan horizontal en trois points D, F, E, et le plan vertical en trois autres points r/, y; e; les droites DFÊ et d/e prolongées, qui se coupent en un point M de la commune intersection XY-des deux plans de projection , sont les traces du plan mené par les trois points donnés.
Des trois points D, F, E, ou d,/, e, deux seulement sont nécessaires pour déterminer, ou la trace horizontale DFE, ou la trace verticale dje. L’une de ces traces étant connue, on en déduit la seconde trace par un seul point, en prolongeant la première jusqu’à la commune intersection XY.
ÎO
Cinquième problème. — Deux plans étant donnés parleurs traces sur les plans de projection ; i“ construire les projections de leur ligne d'intersection , a° mener par un jwint donné , une droite parallèle aux deux plans? (PL a, fig. i.)
îli. Solution. Les traces de deux plans sur chacun des plans de projection, se coupent en deux points, qui déterminent la droite intersection des deux premiers plans.
Soient i° ( pl . a , ftg. i) LM, Mn, les traces sur les plans deprojection d’un plan donné (L, M, n), et LO, On les traces d’un second plan aussi donné (L, O, n); ces traces se coupent sur le plan horizontal au point L, et sur le plan vertical au point n; la droite qui joint ces deux points est l’intersection des deux plans donnes. Mais le point n a pour projection horizontale le point N de la droite XY, intersection des deux plans de projection; le point L a pour projection verticale le point l de la même droite : donc LN, ht sont les deux projections de l’intersection des deux plans donnés.
On construira la parallèle à deux plans, qui passe par un point donné, en menant par ce point une parallèle à l’intersection des deux plans; ayant trouvé cette intersection, on lui mènera une parallèle, par le procédé indiqué art. 1 1 , deuxième problème.
Sixième problème. — Une droite et un plan étant donnés , trouver tes projections du point OÙ la droite rencontre le plan ? ( Pl. a , fig. a et 3.)
17. La solution la plus générale de ce problème consiste à mener par la droite donnée un plan quelconque, qui coupe le plan donné suivant une droite; l'intersection de cette droite et de la droite donnée est le point demandé. Le plan mené par la droite n’étant pas déterminé, on peut le supposer perpendiculaire à I*tin ou l’autre des plans de projection; la Jig. 2, pl. 1 , est construite dans cette hypothèse. “ v
Explication de la ftg. a, pl. a. Soient LM, M n les traces d’un plan donné, qui se coupent au point M de la commune intersection XY des deux plans de projection. OL et sp étant les projections d’une droite donnée, on conçoit par ces droites deux plans, l’iin LOn perpendiculaire au plan horizontal, qui coupe le plan vertical suivant une droite On perpendiculaire à XY; l’autre psS qui coupe le plan horizontal suivant S s perpendiculaire à XY : or ces plans, et le plan donné (LM, Mn ) se coupent suivant deux droites qui passent l’une par le point L du plan horizontal et par le point n du plan vert u
tical, l’autre par le point S du plan horizontal et par le point p du plan vertical; donc ces droites ont pour projections (art. 16) la première OL, ni, la seconde ps, PS.
Mais lorsque deux droites se coupent dans l’espace, leur point d’intersection a pour projections les points de rencontre des projections des droites ; donc chacune des deux droites (OL, ni), ( PS, ps) coupe la droite donnée (OL, ps) en un point (I, i ) , qui est aussi l’intersection de cette droite et du plan donné. Les deux points I, », projections d’un même point de l’espace, sont situés sur une droite I» perpendiculaire à la commune intersection XY.
La solution suivante est plus générale- .
18. Explication de la fig. 3, pl. a. Soient XY l’intersection des plans de projection, et LM, Mb les traces du plan donné, la droite donnée (OL, ps) coupe les plans de projection (art. 10) aux points H et K; d’où il suit que tout plan mené par cette droite coupera les plans de projection suivant deux droites qui passeront par les mêmes points II et K. Menant par le point H une droite quelconque RHT, qui coupe la droite XY au point T, et par les points T et K la droite KT/i, le plan qui a pour traces les droites RT, Tn, coupera le plan donné (L,M, n) suivant la droite ( RN , ra ) (art. 16); or cette droite coupe la droite donnée (OL , ps) au point ( I , »'); donc ce point est l’intersection du plan et de la droite donnés.
On aurait pu mener parle point K une droite quelconque KTn , qui aurait déterminé la seconde trace TIIR d’un plan RTn qui passerait par la droite donnée, et couperait le plan donné suivant la droite (RN, m).
Cette solution et celle du deuxième problème page 7, comprennent toutes les opérations graphiques de la géométrie descriptive.
Propositions relatives aux plans et aux droites qui se coupent à angle droit.
19. Une droite perpendiculaire à un plan, est perpendiculaire à toutes les droites qu’on peut mener par son pied dans ce plan.
Un plan perpendiculaire à une droite, est perpendiculaire à tous les plans qui passent par cette droite. Deux plans sont perpendiculaires entre eux , lorsque l’un d’eux passe par une droite perpendiculaire à l’autre.
Considérant la droite intersection de deux plans perpendiculaires entre eux, l’un de ces plans est perpendiculaire aux parallèles menées dans l’autre plan perpendiculairement à leur intersection commune.
D’où il suit qu’un plan perpendiculaire à deux autres plans inclinés l’un à l’égard de l’autre, est nécessairement perpendiculaire à deux systèmes de droites menées sur ces derniers plans; ce qui n’est possible que parce que
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les droites des deux systèmes sont parallèles entre elles, et parallèles à l'intersection des deux plans.
L’angle compris entre deux plans inclinés l’un à l’égard de l’autre, se nomme angle dièdre. Il est égal à l’angle de deux droites menées dans ces plans perpendiculairement à leur intersection commune, et par un point quelconque de cette intersection.
20. Une droite étant perpendiculaire à un plan, on suppose i* que la droite est projetée sur deux plans rectangulaires} a" que le plan perpendiculaire à la droite est donné par ses traces sur les plans de projection ; dans celte hypothèse, les projections de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan.
Pour le démontrer, considérons d'abord le cas particulier où la droite est donnée sur l’un desplaus de projection, par exemple, sur le plan horizontal.
Il est évident qu’un plan perpendiculaire à cette droite horizontale, sera vertical , et que sa trace sur le plan horizontal coupera à angle droit la droite donnée, qui ne diffère pas de sa projection horizontale.
I-a trace du plan perpendiculaire à la droite horizontale, sur le plan vertical de projection, sera une verticale; la projection verticale de cette droite sera une horizontale parallèle à l’intersection des deux plans de projection ; donc la trace sur le plan vertical et la projection verticale de la droite horizontale donnée, seront perpendiculaires entre elles.
Passons maintenant au cas général, celui où la droite est donnée par ses deux projections, et le plan perpendiculaire à la droite par ses deux traces sur les plans de projection.
ai. Soit D une droite de l'espace qui a pour projections horizontale et verticale les droites d et d'. Nommons t et t les traces horizontale et verticale d’un plan P perpendiculaire à la ‘droite D. Il s’agit de démontrer que les couples de droites ( d, t ), (</', tj forment deux angles droits, le premier sur le plan horizontal de projection, et le second sur le plan vertical.
Soit P’ le plan par lequel on projette la droite D sur le plan horizontal. Puisqu’il est perpendiculaire au plan horizontal et au plan P, il est aussi perpendiculaire à leur intersection commune f(art. 19). Réciproquement cette droite test perpendiculaire au plan P' et k toutes les droites du plan P' qui passent par son pied sur Ce plan. Mais l’une de ces droites est l’horizontale d; donc les droites d elt sont perpendiculaires entre elles.
De même, soit P" le plan par lequel on projette en d' la droite D sur le plan vertical de projection. Puisqu’il est perpendiculaire à ce plan vertical et au plan P, il est aussi perpendiculaire à leur intersection commune t'. Réciproquement la droite t ’ est perpendiculaire au plan P' et à toutes les droites
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du plan P' qui passent par son pied sur ce plan. Mais l’une de ces droites est la projection verticale d' de la droite D; donc les droites d' et t‘ sont perpendiculaires entre elles.
La proposition réciproque est encore vraie, c’est-à-dire que si les deux projections d et d' de la droite D sont perpendiculaires aux traces t et t' d’un plan P, ce plan est perpendiculaire à la droite.- En effet , concevons par chaque projection de la droite D un plan perpendiculaire au plan sur lequel elle est projetée, on aura deux plans dont la droite D est l’intersection commune. Mais chacun de ces plans est perpendiculaire au plan P donné par ses traces; donc leur commune intersection est aussi perpendiculaire à ce plan P. „
Septième problème. — Par un point donné mener une perpendiculaire à un plan donné, et construire les projections du point de rencontre de la dioite et du plan ? (Pl. 3 , fig. t . )
aa. Solution. Soient LM, Mn ( pl. 3 ,/ig. t ) les deux traces du plan donné, qui se coupent au point M de l’intersection XY des deux plans de projection. Le point donné ayant pour projections A et a, on abaissera les perpendiculaires AI , ai sur les traces ML , 51 n ; ces perpendiculaires seront ( art. at ) les deux projections de la perpendiculaire demandée.
On trouvera le pied (I, i) de la perpendiculaire, c’est-à-dire le point où la perpendiculaire au plan rencontre ce plan, par la construction (art. t-) du sixième problème {fig. i,pl. a). La longueur de la perpendiculaire comprise entre son pied (I, i ) et le point donné (A, a), est déterminée (art. 1 1) par ses deux projections AI, ai; • , ■
Si l’on proposait «le mener par une droite donnée un plan perpendiculaire à un autre plan donné de position , on abaisserait par un point quelconque de la droite une perpendiculaire sur le plan donné; le plan conduit (art. i5) par celte perpendiculaire et par la droite donnée, serait le plan demandé; car deux plans sont perpendiculaires entre eux, lorsque l’un d’eux passe par une perpendiculaire à l’autre (art. 19).
Huitième problème. — Par un point donné, mener une droite perpendiculaire à une droite donnée, et construire la projection du point de rencontre des » deux droites ? (Pl. 3, fig. a.)
a3. Solution. On mène par le point donné un plan perpendiculaire à la droite donnée, qui coupe cette droite en un point; la droite qui joint ce point d’intersection et le point donné est la perpendiculaire demandée.
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Explication de ta fîg. a , pi 3. Soient A et a les deux projections du point donné; UC, bc les deux projections de la droite donnée. Un plan perpendiculaire à cette droite aura (art. ai ) pour traces sur les plans de projection deux droites, telles que L'M', MV, perpendiculaires aux projections BC, bc de la droite donnée. Menant (art. i3) par le point (A, a) un plan parallèle au plan L'M'/i', il aura pour traces sur les plans de projection, les droites LM et Mn , et il rencontrera la droite (BC , bc) au point ( I, ï), que l’on trouvera par la construction (art. 17) du sixième problème {Jig. a, pl. a). Tirant les droites AI, ai, on aura les projections de la perpendiculaire abaissée du point donné (A, a) sur la droite donnée (BC, bc).
Cette solution comprend celle du problème; suivant :
Par un point donné, mener un plan perpendiculaire à u/ie droite donnée , et construire les projections du point de rencontre du plan et de la droite.
?4- On pourrait encore résoudre la question précédente (8e), en menaut par le point et par la 'droite donnée un plan; les traces horizontale et verticale de ce plan seraient déterminées. On le ferait tourner autour de l’une de ces traces , par exemple , autour de l’horizontale , et on ramènerait sur le plan horizontal le point et la droite donnés. On abaisserait du point une perpendiculaire sur la droite, comme si le point et la droite étaient situés sur le plan horizontal; enfin on déterminerait les projections horizontale et verticale du pied de la perpendiculaire , en considérant le point et la droite comme situés sur un plan donné par ses traces.
Ces diverses constructions donneront une seconde solution graphique du problème proposé; le lecteur attendra, pour eflectuer les opérations indiquées pour cette solution, qu’on ait expliqué les articles a8— 3a.
Neuvième problème. — Un plan étant donné par ses traces, trouver les angles qu’il forme avec les plans de projection ? (Pl. 3, fig. 3.)
a5. Solution. L’angle de deux plans est égal à l’angle de deux droites D, D' menées dans ces plans par un point de leur intersection commune, perpendiculairement à cette intersection (art. 19 ). Dans le cas proposé, l’une de ces droites, D par exemple, sera menée sur le plan horizontal de projection, perpendiculairement à la trace donnée sur ce plan. Le plan mené par cette droite D, perpendiculairement au plan horizontal de projection, coupera le second plan de projection et le plan donné, suivant deux autres droites qui formeront avec la première D, un triangle rectangle. Construisant ce triangle au moyen des deux côtés adjacens à l’angle droit, l'hypothénuse fera, avec le côté situé sur le premier plan de projection, l’angle demandé.
26. Explication de la fig. 3 , pl. 3. Soient AB et Bc les traces d’un plan donné sur les plans de projection. Par un point D de la trace horizontale AB, on élève la perpendiculaire DE, que l’on regarde comme la trace d’un plan vertical qui coupe le plan vertical de projection, suivant la droite E f perpendiculaire à l’intersection XY des plans de projection : or cette droite coupe la trace verticale Bc en f; donc le plan vertical DE coupe le plan donné suivant l’hypothénuse d’un triangle rectangle qui a pour côtés les droites DE, E f Ramenant ED en ED', l’hypothénuse Dydu triangle rectangle ED/ fera avec le côté ED', un angle EDy égal à l’angle du plan horizontal et du plan qui est donné par ses traces AB, Bc.
On construira de la même manière l’angle du plan vertical et du plan donné. Par un point# de la trace Bc on élève la perpendiculaire gh à cette trace, et on la considère comme la trace verticale d’un plan perpendiculaire au plan vertical de projection. La trace horizontale de ce plan sera la droite AK perpendiculaire à XY; cette droite coupe la trace horizontale AB au point K; d’où il suit que le plan #AK rencontre le plan donné suivant l’hypothénuse d’un triangle rectangle qui a pour côtés les droites gh, AK. Ramenant A g en A#', on aura le triangle #’AK, dans lequel l’angle g est égal à l’angle du plan vertical de projection et du plan donné ABc.
En élevant les deux perpendiculaires Ef, AK’ aux droites ED, gh, et les faisant égales respectivement à Eyct AK, on obtiendrait deux triangles rectangles EDy, ghK' respectivement égaux aux triangles ED’/1, #'AK, dont les angles D et# mesurent les inclinaisons du plan donné (AB, Bc) par rapport aux plans horizontal et vertical de projection.
Dixième problème. — Deux droites qui se coupent étant données , construire l’angle qu’elles forment entre elles ? (Pl. 4, fig. 1 et 2.)
27. Solution. On mène par les deux droites données un plan qui coupe l’un des plans de projection, l’horizontal, par exemple, suivant une droite. Cette droite et les deux dfaites données forment un triangle que l’on construit en faisant tourner le plan de ce triangle autour de sa trace sur le plan horizontal, jusqu’à ce qu’il soit abattu sur ce plan. Le point d’intersection des deux droites données décrit, en tournant autour de la même trace, un cercle qui coupe le plan horizontal en un point; joignant par des droites ce point et ceux où les deux droites données rencontrent le plan horizontal , on a l’angle de ces deux droites.
.28. Explication des fig. 1 et 2 , pl. 4- La fig. 1 fait voir comment on dé»
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termine la position d’un point d’un plan , par rapport aux traces de ce plan sur les plans de projection.
Soient LM et M n les traces d’un plan qui se coupent au point M de l’intersection des deux plans de projection. Un point du plan étant donné en projection horizontale, soit A cette projection ; on trouvera la projection verticale en menant la parallèle AF à la trace horizontale LM; considérant cette parallèle comme la projection d’une horizontale du plan LM/j, elle coupe le plan vertical au point/de la trace M/j ; elle a pour projection verticale la parallèle fa à XY. Le point du plan LM//, dont A est la projection horizontale, a pour projection verticale le point de rencontre a des deux droites Aa,fa, l’une perpendic ilaire, et l’autre parallèle à l’intersection XY des deux plans de projection.
Si l’on eût donné la projection verticale a du point (A , a) du plan LM/j, on aurait construit la projection horizontale A, en menant les quatre droites uf,fY, FAet a\ ; les deux dernières se coupent au point A. On obtiendrait encore ce point A, en menant la parallèle ak à M/i, et en élevant la perpendiculaire XK à XY, qui coupe la trace ML au point K; la parallèle K A à XY, et la droite a A , qui est perpendiculaire à cette intersection des deux plans de projection, se rencontrent au point A. Si l’on donnait le point A, on mènerait les quatre droites AH, Kk , ka, A a; les deux dernières se couperaient au point a; d’où l’on voit qu’un plan étant donné par ses traces, l’une des deux projections d’un point de ce plan détermine l’autre projection.
29. Le point d’un plan étant connu par ses projections, on demande tes distances de ce point aux traces du plan? Soit (A , a) le point du plan LMn ( pl.L\,ftg . 1). Ayant abaissé du point A la perpendiculaire AL sur ML, on regarde cette droite AL comme la trace d’un plan vertical qui coupe le plan LM/i suivant une droite. La portion de cette droite, comprise entre le point (A, a) et la trace LM, mesure la distance de ce point à la trace; donc si l’on construit le triangle rectangle «DO', qui a pour côtés les droites al) et DO’ = AO — AL, l’hypothénuse aO’ sera la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (A , a) sur la trace LM. Portant cette longueur aO' de L en A' sur le prolongement de AL, A' sera le point où le cercle décrit par le point (A , a) autour delà trace horizontale LM, coupe le plan horizontal.
30. Ayant mené la parallèle AK à XY, qui coupe la trace LM au point K, et joignant les points K et A’ par la droite AK, on aura un triangle rectangle A’LK, dans lequel l’hypothénuse A’K est égale à. la droite ak parallèle à la trace M«. En effet, la droite (AK, ai) , parallèle à la trace verticale Ma du plan LMn, et située dans ce plan, a pour longueur sa projection verticale ak; en même temps que le point (A, a) décrit un cercle autour de la trace LM, la droite (AK, ak) décrit un cône droit dont le cercle est la base, jet
lorsque le point ( A, a) est en A' sur le plan horizontal, cette droite s’applique sur le même plan en KA'; sa longueur étant constante, on a : KA'±=/a.
Supposons maintenant que le plan LAIn tourne autour de sa trace M« comme charnière , le point (A , a) décrira un cercle dont le plan coupe le plan vertical suivant la droite anA.", perpendiculaire à M n. On construira le point A' où ce cercle coupe le plan vertical, en décrivant du point /"comme centre, avec un rayon /A" égal à FA, un arc qui coupe la droite an A' au point A”. En effet, lorsque le plan LAD» tourne autour de sa trace verticale Mn comme charnière, la droite horizontale (AF, af') de ce plan , parallèle à sa trace horizontale LM, décrit un cône droit qui a pour base le cercle que le point "A, a) décrit autour de M/j; donc le plan (LM//), qu’on suppose abattu sur le plan vertical, coupe le cône suivant une arête /A", qui est de même longueur que la droite FA, projection horizontale de l’horizontale (FA ,/û); d’ou il suit que //A" est la distance du point ( A, a) à la trace M/j du plan LM«. Cette distance est encore l’hypothénuse d’un triangle rectangle en //, lequel aurait an pour premier côté, et pour second côté une droite égale à AD; portant AD de n en D', on a «D'=A"n.
3i. Le point A’ ou A" du plan ( LM , Ain ) étant donné sur les droites A'A, A'a, respectivement perpendiculaires au* traces LM, Ain, on pourrait proposer de construire les projection^ horizontale et verticale A , a <
i de ce point;
cette question est l’inverse delà précédente. Un plan quelconque (PQR,/%. 1), vertical et perpendiculaire à la trace horizontale LM , contient l’angle que le plan (LAI/j) fait avec le plan horizontal. On construit “cet angle en décrivant (art. a5) du point Q comme centre avec le rayon QP, l’arc PP' qui coupe l’intersection XY des plans de projection au point P’. Ce point et celui R où les traces verticales QR , AI/i se rencontrent, détcrraiue la droite RP', hypothénuse du triangle rectangle RP’Q, dont l’angle P’, opposé au côté RQ, est égal à l’angle du plan horizontal de projection et du plan donné (LAI, M/j). Le plan vertical AA' qui passe par le point A’ étant perpendiculaire à la trace horizontale LAI, et par conséquent parallèle au plan vertical I'Q, il contient aussi l’angle du plan horizontal de projection et du plan donné (LMn); d’où il suit que la droite A'L de ce plan est située sur une droite inclinée à l’horizon de l’angle connu QP’R, et que sa projection a pour longueur le côté P'L' du triangle rectangle P'L'a.', dont l’hypothénuse P’a' est égale à la distance A'L du point donné A' à la trace horizontale LM. Portant le côté P'L' de L en A sur la perpendiculaire AA’ à LAI, ce point A est la projection horizontale du point A' donné sur le plan (LAIn) qu’on suppose abattu sur le plan horizontal. De cette première projection A, on déduirait la seconde a, en menant comme précédemment, les droites AF ,fa, et la perpendiculaire A a à XY.
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Jî. Les traces LM , M/? du plan donné (LM/i) font entre elles un angle TMF', que l’on construit en faisant tourner un poiut quelconque /"de la trace verticale Mn, autour de la trace horizontale LM comme charnière. Ce point/, abattu sur le plan horizontal, se trouve sur la perpendiculaire FF' à la charnière LM, à une distance TF’ de cette charnière, égale à l’hypothénuse du triangle rectangle F fl, dans lequel le côté Ft est égal à la droite FT.
Menant par un point donné A' du plan ( LM//), une droite quelconque VS, qui coupe les traces de ce plan aux points V et S, ou aura les projections horizontale et verticale de cette droite, ou les droites \a et V'.v, en remarquant que le point V est sur le plan horizontal de projection, et le point S sur la trace verticale Mn en un point s tel qu’on a Ms = MS. •’
La perpendiculaire A'A à la trace horizontale LM contient la projection horizontale du point donné A'; cette projection étant aussi sur la droite Vf', elle est déterminée par l’intersection de ces deux droites A'A , \s'. La seconde projection a du point donné A’ est l’intersection de la droite V's et de la perpendiculaire A Do sur la droite XY:
Les constructions précédentes relatives à un plan , à un point et une droite contenus dans eu. plan, servent de préliminaires à la seconde solution du huitième problème, qu’on a seulement indiquée page i/| (art. »4)> et à l’explication suivante des fig. a, 3 et 4. ( PI . l\.)
33. Explication de la figure a, pl. 4> relative à la solution du dixième problème (art. 27 ).
Soient AB, AC (/tg. a) les projections horizontales des deux droites données, et ab, ac leurs projections verticales; ces deux droites se coupent au point (A, a). La droite (AB, ab) prolongée rencontre les plans de projection aux points B et n; l’autre droite donnée coupe le plan horizontal au point C; d’où il suit que le plan mené par les deux-droites coupe le plan horizontal suivant BCM, le plan vertical suivant Mn, et que l’angle des deux droites a pour sommet le point ( A , a ) de ce plan. Faisant tourner ce sommet autour de la trace horizontale BCM comme charnière, il décrit un cercle qui coupe le plan horizontal (art. 39) en un point A' de la perpendiculaire ALA', abaissée du point A sur la trace BC. Pour déterminer le point A', on construit le triangle rectangle aUl avec le côte D / égal à AL ou AL'; portant l’hypotbénuse al de L en A’, et joignant par des droites le point A’ et les points B et C, on a le triangle BA’C dans lequel l’angle A' est égal à l’angle des deux droites données.
On obtiendrait le même résultat en faisant tourner le plan de l’angle (BCM//) autour de sa trace verticale Mn ; la construction est indiquée sur la figure, sans explication.
Onzième problème — Deux plant étant donnés , construire l'angle qu’ils forment entre eux? (H. 4, fig. 3.)
34- Solution. On coupe les deux plans donnés par un troisième plan perpendiculaire à l’intersection commune des deux premiers. Les traces de ce troisième pian sur le plan horizontal et sur les deux plans donnés, forment un triangle dont le côté horizontaLest opposé à l’angle demandé.
Soient (Jîg. 3, pl. 4) LM, LO les traces horizontales et M/i , Ou les traces verticales des deux plans donnés; ces plans se coupent (art. i6) suivant la •droite (LN, In). Menant à volonté une droite ADB perpendiculaire à la projection LN de l’intersection des deux plans donnés, cette droite peut être considérée comme la trace horizontal» d’un plan perpendiculaire à l’intersection (LN, In ). Si l’on connaissait le point où ce plan coupe la droite (LN, In ), on joindrait par deux droites oe point et les points A, B dans lesquels la trace ADB rencontre les traces LM, LO; l’angle de ces deüx «Iroites serait l’angle demandé. Pour trouver le sommet de cet angle, on conçoit par la droite LN un plan vertical LNn, et dans ce plan, l’angle n'LN que la droite (LN, 4i)Tait avec sa projection horizontale LN. On construit cet angle, en élevant la perpendiculaire N/i’ à NL, et en faisant cette perpendiculaire égale à la verticale Nu. Maintenant, si du point D on abaisse la perpendiculaire DE sur l’hypothénuse L n du triangle rectangle LNn’, h’ point E sera sur le plan vertical LN le sommât de l’angle demandé.
Le plan de cet angle est déterminé par les deux droites S®1, DE, situées l’une sur le plan horizontal de projection, et l’autre sur le plan vertical LN. Faisant tourner ce plan de l’angle autour de sa trace horizontale AB, la circonférence du rayon DE, décrire par le point E de ce plan , coupe le plan horizontal, en un point F de la droite LDN, tel que la partie DF de cette droite soit égale à DE. Menant les droites FA, FB, l’angle AFB de ces droites est la mesure de l’angle des deux plans donnés LM/», IX)//.
Au lieu d’ékver la perpendiculaire N/t’ à LN, on décrit du point N comme centre, avec les droites NL, ND pour rayons, les arcs I.L’, DD' qui coupent l’intersection XY des plans de projection aux points L', D'; tirant la droite //L', et la perpendiculaire D'E' à cettè droite, on forme un triangle D’E’L', égal au triangle DEL : les côtés DE , D’E’ de ces triangles sont égaux ; d’où il suit qu’on aura le point F sommet de l’angle demandé AFB, en faisant DF égal à D'E'. ‘ , .*3*
On pourrait encore construire l’angle de deux plans donnés, en imaginant, par un point quelconque de l’espace, deux droites respectivement perpen-
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diculaires à ces plans; l’angle de ces deux droites serait le supplément ou l'égal de l’angle demandé. En effet, le plan mehé par les deux perpendiculaires coupe les plans donnés suivant deux autres droites perpendiculaires à leur intersection commune : or ces quatre droites forment un quadrilatère qui a deux angles droits; donc les deux autres angles sont suppldmens l’un de l’autre; d’où il suit que l’angle des deux perpendiculaires abaissées d’un point quelconque de l’espace sur deux plans donnés, mesure l’angle de ces plans ou le supplément de cet angle. . .
Douzième problème. — Construire l’angle formé par une droite et par un plart, donnés de position dans l’espace ? (PI. 4» f>g- 4 - )
35. Solution. Par un point de la droite donnée, on abaisse une perpendiculaire sur le plan donné ; l'angle de la droite et de la perpendiculaire est le complément de l’angle demandé.
Explication de la fig. 4 , pl 4- Soient AB, ab les projections de la droite donnée; LM, Mn les traces du plan donné. Par un point (A, a) de la droite donnée , on abaisse une perpendiculaire (AC, ac) sur le plan donné ; l’angle des deux droites (AB, ab),( AC, ac) est le complément de l’angle demandé. Pour construire cet angle, on conçoit par ces deux côtés un plan; la trace de ce plan sur le plan horizontal de projection , passe par les points B, G, dans lesquels les droites (AB, ab), (AC, ac) coupent ce même plan de projection. Faisant tourner le plan de l’angle autour de sa trace horizontale BC comme charnière, le sommet de l’angle décrit un cercle situé dans le plan vertical AD, perpendiculaire à BC. Le rayon de ce cercle est l’hypothénuse d’un triangle, rectangle, qui a pour côtés l’horizontale AD, et la verticale ad qui mesure la distancé du sommet (A, a) de l’angle au plan horizontal de projection. Soit donc a’E' = AE = AD , on aura le triangle rectangle aE'a’, dont Fhypo.thénuse «E' est la distance du sommet de l'angle cherché à la trace BCD. Portant cette distance sur la perpendiculaire AD à BC, de D en A', et tirant les droites A’C, A’B, on aura sur le plan horizontal l’angle BA'C, que la droite donnée (Ab, ab) et la perpendiculaire (AC, ac) au plan donné, comprennent entre elles. Élevant la perpendiculaire CP à CA’, l'angle CPA', complément de CA'PB, est égal à l’angle formé par la droite et par le plan donnés de position dans l’espace. 1 . " ■
ai
Treizième problème. — Deux droites étant données dans l'espace, construire la droite qui leur est perpendiculaire, et sur laquelle se mesure leur plus courte distance ? ( Pl. 5 , fîg. i ) (*). ,
36. Ayant mené (art. i3) un plan parallèle aux deux droites données, on conçoit par ces droites deux autres plans perpendiculaires au premier ( art. aa ) ; l’intersection de ces deux derniers plans est une droite perpendiculaire aux deux droites données; elle coupe ces droites eu deux points, et la droite qui joint ces points est la plus courte distance des droites données.
Explication de la fig. i, pl. 5. Soient AB, CD les projections horizontales des deux droites données ; ab, cd leurs projections verticales. Par le point - (B, b) où la première droite (AB, ab) coupe le plan vertical, on mène une parallèle (BE, be) à la seconde droite donnée (CD, cd) ; cette parallèle rencontre le plan horizontal au pointE ; la droite donnée (AB , ab) le rencontre au point A; la droite AEF, qui joint les points A et E, est la trace horizontale d’un pian mené par la première droite donnée, parallèlement à la seconde. La trace verticale de ce plan est F b; le point F de cette trace est sur la commune intersection XY des plans de projection , et sur le prolongement de la droite AE. Le plan [AF b) étant déterminé par ses deux traces AF, F b, on projette la seconde droite donnée sur ce plan, et on remarque que la droite et sa projection sont parallèles, parce qne le plan (AFè) sur lequel on projette est, par hypothèse, parallèle à la droite projetée (art. i4).
Par le point C, où la seconde droite donnée (DC, de) rencontre le plan horizontal , on abaisse la perpendiculaire (CG, cfr) sur le plan {KF b), et on construit (art. 17) le point (I, i) où cette perpendiculaire rencontre le plan. Menant par ce point la parallèle (IN, in) à la droite (CD, cd), cette parallèle est la projection de la droite (CD, cd) sur le plan ( KF b).
(*; Ce problème est un cas particulier <le celui-ci : Étant. données deux droites, et les angles qu'elles forment avec une troisième droite qui les coupe, déterminer 1a direction et la position de cette troisième droite?
Pour lé résoudre, on mène par nn point quelconque de l’espace deux droites respectivement parallèles aux deux droites données , et on regarde ce point comme le sommet commun des deux cènes droits, qui ont pour axes les parallèles , et dont lestcôtés font avec ces parallèles, des angles qui sont égaux à ceux que les droites données font avec la troisième droite cberchée. Cette dernière droite est parallèle à l'une eu à l'autre- des deux droites suivant lesquelles les cônes se coupent", sa direction est donc connue. Pour trouver sa position sur les droites données, on mène par chacune de ces droites un plan parallèle à 1a droite dont on a déterminé le direction ; les deux plans parallèles 1 celte droite se coupent, et la droite d'intersection satisfait aux conditions du problème proposé.
a» GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
Deux droites situées sur le même plan se rencontrent ! or, les droites (AB, ab) et (IN, ùi ) sont sur le même plau (AF£); donc elles se coupent au point ( N, rt^ déterminé par les intersections de leurs projections horizontale* et verticales. Ce point étant trouvé, le problème est résolu : en effet , un plan mené par la seconde droite, perpendiculairement au plan ( AFb) qui est parallèle aux deux droites données, coupe la première droite au point connu (N, n) ; d’où, il suit que la perpendiculaire au plan (AFé), élevée par ce point, est perpendiculaire aux deux droites données. Mais cette perpendiculaire a pour projections horizontale et verticale les droites NQ , nr respectivement perpendiculaires aux traces AF, F b du plan (AF£); donc la portion (NP, np) de cette perpendiculaire, comprise entre les deux droites données, est la plus courte distance de ces deux droites. Cette construction détermine Ja direction et la grandeur absolue de la plus courte distance des deux droites; si l’on ne demandait que la grandeur absolue , la construction deviendrait beaucoup plus simple. En effet, après avoir déterminé les traces AEF, F b du plan (AF b) mené par la première droite donnée parallèlement à la seconde, on aurait pu mener par le point (C, c) de la seconde droite un plan vertical CG , perpendiculaire à la trace horizontale AEF du plan AFé. Ce plan vertical coupe le plan AFô suivant une droite (GH, gh) qui u pour longueur l’hypothénuse d’un triangle rectangle GIL/f, dont le côté II/»' est égal à II/». Abaissant du point C la perpendiculaire CT sur l'hypothénusc G/T, cette bjpothé- * mise est la longueur de la plus courte distance des deux droites.
37. Ajoutons à ce qui précède la construction suivante : Menons la perpendiculair^TI sur GCH, et la perpendiculaire I» sur l’intersection X.Y des plans de projection; cette droite I» coupe la droite gh au point », ce qui détermine les deux projections du point (1, i) par lequel on mène la parallèle (IN, in) à la seconde droite donnée (CD, cd). Cette parallèle rencontre la première droite donnée au point (N,/i) qui détermine la perpendiculaire
. ( NP, np ) aux deux droites données. Cette seconde construction du point
(N, n) sert de vérification -à la précédente, et d’ailleurs, elle donne directement la plus courte distance des deux droites.
38. Deux droites qui ne sc coupent pas, 11e forment pas un angle; cependant on prend quelquefois pour l’angle de deux droites situées d’une manière quelconque dans l’espace, celui qui est formé par les projections de ces droites sur un plan qui leur est parallèle, et dont le commet est sur la perpendiculaire aux deux droites; ce second angle est égal à celui de deux parallèles aux droites de l’espace, menées par un point pris arbitrairement; il est aussi égal à l’angle des deux plans conduits par les droites de l’espace et par la droite qui leur est perpendiculaire.
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3g. Trois droites quelconques étant données dam l’espace de manière qu ' elles ne se rencontrent pas, et qu elles ne soient point parallèles à un même plan, il n’existe qu’un seul parallélipipède dont trois arêtes soient dirigées suivant les trois droites données.
Démonstration. Nommons A, B, C les trois droites de l’espace qui ne se rencontrent pas : on sait (art. i4) que la direction d’un plan est déterminée par la condition d’être parallèle à deux droites; d’où il suit, i° que par un point quelconque de l’espace, on peut mener trois plans respectivement parallèles aux couple» de droites(A, B), (B,C),(C, A); a° que par l’une quelconque des trois droites A, B, C, A par exenpple, on peut mener deux plans, l’un parallèle à la droite B, et l’autre à la droite C; ce qui détermine six plans parallèles deux à deux, et par conséquent le parallélipipède dont les arêtes sont dirigées suivant les droites intersections de ces plans : or de ces six plans , trois sont par hypothèse conduits par les droites données A , B,C; donc ces droites sont nécessairement dirigées suivant trois arêtes d’un parallélipipède unique, capable des trois droites données A , B, G.
Construction géométrique du parallépipède capable de trois droites AB, BC, CA' qui ne se rencontrent pas. (PI. V, fig. a.)
4o. On mène, t par la première droite AB {Jrg. a) un plan parallèle à la seconde droite B'C’ ; ce plan est coupé par la troisième droite CA’, au point C par lequel on mène la parallèle CD à AB, et la parallèle CB à B'C.
a» On conduit par là seconde droite donnée BC un plan parallèle à la troisième droite CA'; ce plan coupe le plan des trois droites AB, BC, CD, suivant la droite AD, qui complète le parallélogramme ABCD, face du parallélipipède capable des trois droites données.
Pour achever ce solide, on mènera les trois parallèles BD', AC, DB' à la droite donnée A'C; les deux dernières couperont la droite donnée BC, aux points B',C', par lesquels on tirera les parallèles B' A* C’D’ à la droite donnée AB; la première de ces parallèles rencontrera la droite CA', au point A'; par ce point, on mènera la parallèle A’D' à B’C', et les six faces du parallélipipède seront construites. Les trois arêtes de ce solide, dirigées suivant les droites données , ont pour longueurs les droites déterminées AB, B’C', A’C. Les quatre diagonales AA', BB’, CC', DD’ se coupent au centre I du parallélipipède, par lequel on a mené les droites ab, b'c, a'c respectivement parallèles aux arêtes AB, B’C’, A'C. ^ ' »
4i. Le parallélipipède capable des trois droites données AB, B'C', A'C étant construit, on remarquera que non-seulement trois des douze arêtes de ce solide sont dirigées suivant les droites données, mais que trois autres droites ont ce caractère particulier, que chacune d’elles est en même temps parallèle à l’une des trois droites données, et sécante ou transversale des deux autres. Les droites données A, B, C étant dirigées suivant les arêtes AB, B'C’, CA’, dn parallélipipède , le* trois autres A', B’, C' dirigées suivant les arêtes A'B', BC, C'A sont respectivement parallèles à l’une des deux premières et sécante des deux autres. . '
Problème. — - Mener par un point donné P de la droite A'C (fig. 3), la transversale IV/n des deux autres droites AB, C’B’, arêtes du parallélipipède ABCDA’B’C'D'.
4a. Solution. Le plan mené par le point P {fig. 3) et par la droite B’C’ coupe le plan ABC1) suivant la droite ni parallèle à AD ou BC; or cette droite ni coupe la droite AB au point l; donc la droite IP qui joint les points / et P sefa dans le plan /«B'C, qui contient la droite B'C'; donc elle rencontrera cette dernière droite en un point m, et sera une transversale des trois arêtes AB, A'C , B'C' du parallélipipède. La droite symétrique de cette transversale coupe les trois arêtes A'B', AC, BC aux points /' , P', rn, qu’on détermine en menant par le centre I, les droites lit', PÏP’, mbri.
Quelle que soit la transversale IPm des trois premières arêtes AB, B'C’, A'C du parallélipipède capable de ces trois droites , elle a pour transversale symétrique une parallèle IP'm, et le plan de ces deux transversales passe par le centre I du parallélipipède, dont elles sont également éloignées. Désignant les premières arêtes par les lettres A, B, C; leurs parallèles symétriques par A', B', C'; par T une transversale quelconque des droites A, B, C; par S la symétrique de T, qui est une transversale des droites A’, B', C1, on a deux systèmes de transversales T, T', T".... S, S', S"....; telles que l’une quelconque du premier système , T, par exemple , coupe toutes les droites S, S', S*. . . . du second système, et réciproquement line droite quelconque de ce second
système coupe toutes les droites T, T', T" du premier. Cette proposition
sera démontrée dans le paragraphe du chapitre 3 , relatif à la surface dite hiperboloïde à une nappe.
Les constructions graphiques indiquées sur la fig. 3 s'exécuteraient par la méthode des projections sur les plans horizontal et vertical, comme pour les problèmes précédais relatifs à la ligne droite et au plan.
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CHAPITRE II
§ I". CES TANGENTES AUX COURBES, ET CES PLANS TANCENS AUX SURFACES • COURBES.
43. Oit a vu (art. G) qu’une courbe est la limité d’une infinité de polygones qui auraient pour côtés des cordes successives de la courbe. Lorsque l'un quelconque de ces polygones se confond avec la courbe, ses côtés deviennent les élémens de cette courbe , et leurs prolongemens en déterminent les tangentes. , >
Ou peut encore considérer une ligne courbe comme le lieu géométrique d’un point mobile soumis à une ou plusieurs forces qui sont constantes, ou qui varient pour chaque position du point; la loi du mouvement détermine, la nature de la courbe. En supposant que toutes les forces constantes ou variables qui agissent sur le point mobile, cessent leur action, le point continuera à se mouvoir suivant une droite qui sera tangente à la courbe.
Les anciens géomètres définissaient la tangente d’une courbe, une droite qui n’a qu’un point commun avec cette courbe, et telle qu’on ne puisse mener aucune autre droite entre elle et la courbe.
De quelque manière qu’on définisse la tangente d’une courbe, que cette courbe soit plane ou à^double courbure , les projections des tangentes de cette • courbe sont tangentes aux projections de la courbe.
44- Une surface étant décomposée en un assez grand nombre de parties pour que chaque partie puisse être considérée comme un élément plan, le plan de cet élément prolongé indéfiniment est un plan tangent de- la surface. L’élément réduit à un point physique, se nomme point de contact; il est la limite des sections planes de la surface parallèles au plan tangent.
Le plan tangent contient les tangentes de toutes les lignes planes ou à double courbure menées sur la surface par le point de contact; deux quelconques de ces tangentes déterminent la direction du plan tangent. La perpendiculaire à ce plan est une normale de la surface; en coupant la surface par une suite de plans qui passent par une normale, les sections faites sur la surface par ces plans se nomment sections normales. . +
45. Toute ligue à simple et à double courbure peut être considérée comme résultant ou de l’injersection d’une surface courbe par un plan , ou dei’in-
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terseclion de deux surfaces courbes. La tangente en uq point quelconque de la courbe plane est l'intersection du plan langent à la surface en ce point, et du plan de la courbe ; la tangente en un point quelconque de la courbe à double courbure est la droite intersection des deux plans tangens menés par ce point aux deux surfaces dont la courbe est l’intersection : ces deux propositions sont des conséquences de la définition du plan tangent à une surface courbe. ... *
46. Il y a deux espèces de plans tangens ; les. uns n’onf de commun avec la surface que le point de contact, et toutes les sections normales qui passent par ce point sont placées du même côté par rapport au plan tangent. Lorsque les sections normales sont placées de côtés différens par rapport au plan tangent (*), ce plan appartient à la seconde espèce ; il est en même temps tangent et sécant. Nous donnerons des exemples des deux espèces de plans tangens aux surfaces courbes. t
$ II. De la génération des surfaces et de leur définition.
4y. Les géomètres expriment la nature d’une surface par une relation entre les trois distances d’un point quelconque de cette surface à trois plans fixes, et cette même relation détermine la position de la surface par rapport à ces plans. En géométrie descriptive, on considère une surface comme le lieu d’une courbe mobile dont la forme constante ou variable est donnée à chaque instant; la loi du mouvement de cette courbe détermine la forme et la position de la surface : on nomme là courbe mobile la génératrice de la surface.
En faisant mouvoir une surface d'une forme constante ou variable, l’enveloppe de l'espace qu’elle parcourt est une autre surface qu’on appelle surface enveloppe, et qui est le lieu des lignes d’intersections successives de la surface mobile. Chacune de ces lignes, que Monge a nommée la caractéristique de la surface enveloppe, peut être considérée comme ia génératrice de cette surface. Les quantités qui déterminent une position particulière de la surface mobile, et les dimensions de la surface correspondantes à cette position, se
(*) Monge a démontre cette belle propriété des surfaces courbes, qu'une normale en on point quelconque d’une surface ne peut être rencontrée que par deux autres normales menées à une distance infiniment petite du point de la surface. Les parties de la normale comprises entre la surface et les points où cette normale est coupée par deux autres normales infiniment voisines, se nomment les rayons de courbure principaux de la surface. Le plan tangent en nn point quelconque d'une surface est de première ou de seconde espèce, selon que les rayons de courbure en 'ce point sont dirigés dans le même sens ou en sens contraire.
nomment les paramètres de la surface. Les paramètres, constans pour une position déterminée, changent en général de valeurs, lorsque la surface prend les diverses positions assignées par la loi du mouvement. Cependant il y a des cas où les paramètres qui fixent les dimensions de la surface sont invariables.
Une surface est définie, lorsque pour chacun de ses points, on peut assigner la ligne génératrice, constante ou variable de forme, qui passe par ce point ; cette génératrice peut être donnée en relief ou par ses projections.
48. Les surfaces qu’on emploie le plus fréquemment dans les arts, sont celles qui ont pour génératrices mobiles le cercle et la ligne droite. Parmi les surfaces qui ont pour génératrice le cercle , on doit distinguer celle qu'on appelle surface de révolution, et qui s’exécute sur la machine outil connue sous le nom de tour.
U y a deux espèces de surfaces engendrées par une droite : les unes qu’on nomme surfaces developpables ; les autres qu’on appelle surfaces gauches, qui ne sont point développables, et que j’ai proposé de nommer surfaces réglées, parce qu’on peut appliquer l’arête d’une règle sur les droites de ces surfaces.
Des surfaces de révolution , et en général des surfaces engendrées par un cercle ■ y mobile. ,
49. Lorsqu’un cercle se meut, son centre décrit une courbe; son rayon
varie suivant une certaine loi ; les intersections successives du plan du corde forment une surface. L’envelqppe de l’espace qu’un cercle parcourt n’est donc déterminée que lorsqu’on donne ces trois choses : 1* la loi suivant laquelle le rayon du cercle varie; a° la courbe décrite par son ceatre ; 3° la surface lieu géométrique (*) des intersections successives du plan mobile qui contient le cercle. ^ . } » ;
Quel que soit le mouvement d’une sphère d’un rayon constant ou variable, l'enveloppe de l’espace qu'elle parcourt est le lieu des cercles intersections successives de la sphère mobile. Si l’on remarque que deux sphères qui se pénétrent, ont pour intersection un oerde dont le plan est perpendiculaire à ’ la droite qui joint leurs centres, on verra facilement que la courbe décrite par le centre d’une sphère mobile, est l’axe curviligne d’un canal dont les sections perpendiculaires à cet axe sont des cercles.
Lorsqu’on substitue à cet axe courbe une ligne droite , la surface canal
(*) On entend par Uea géométrique d’on point, la ligne on la surface qui contient ce point ; par lieu géométrique d’une ligne, la surface qui contient cette ligne. C’est dans ce sens qu’en * géométrie, ou emploi! le mot lieu, sans y ajouter géométrique.
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devient une surface de résolution. On appelle ainsi la surface engendrée par une ligne droite ou coûrbe, plane ou à double courbure , qui tourne autour d'un axe fixe. Un plan mené par cet axe se nomme plan méridien ; tous les plans méridiens coupent la surface de révolution suivant la même ligne , et on nomme cette ligne section méridienne.
Toutes les lignes planes ou à double courbnre qu’on peut tracer sur une surface de révolution dont I axe est donné, engendrent par leur mouvement de rotation autour de cet axe la même surface ; ce qui est évident en remarquant que les rayons et la position respective des cercles de la surface ne varient pas.
Quelle que soit la ligne génératrice d’une surface de révolution, toutes les sections perpendiculaires à l’axe de cette surface, sont des cercles qui ont leurs centres sur oet axe.
Toutes les normales d'une surface de révolution passent par son axe; la normale en un point quelconque de k» surface, est aussi normale à la section méridienne dont le pian passe par le point; la partie de cette normale comprise entre la section méridienne et l’axe de révolution, est le rayon d’une sphère qui a son centre sur l'axe, et qui est inscrite ou circonscrite à la surface.
Les normales d’une surface de révolution, menées par les points d’un cercle de cette surface, dont le plan est perpendiculaire à l’axe, ont pour lieu géométrique, un cône droit qui a son sommet sur l’axe, et pour base lé cercle de la surface de révolution.
Des surfaces développables. r
50. Une surfa* développable est le lieu géométrique des tangentes à une courbe à double courbure, qu’on nomme arête de rebroussement de la surface; deux tangentes consécutives correspondent à deux positions consécutives de la ligne droite mobile génératrice de la surface. L’arête de rebroussement partage la surface en deux parties égales et symétriques, dont l’une comprend les tangentes de cette courbe et l’autre leurs prolongemens. Les cylindres et les cônes sont des surfaces développables dont l’arête de rebroussement est un point; ce point est le sommet ou plus exactement, le centre du cône : il est situé à l’infini pour le cylindre. La surface conique est engendrée par une droite mobile, assujétie à passer par un point fixe; lorsque 1a droite génératrice est constamment parallèle à elle-même, la surface conique se change en une surface cylindrique : la directrice de la droite mobile détermine la forme particulière du cône ou du cylindre.
51. Deux droites consécutives d’une surface développable comprennent un élément de cette surface ; tous les ilémens peuvent être réunis sur un seul et
même plan. En effet, deux élémens consécutifs étant séparés par une droite de la surface , le second élément peut tourner avec la surface autour de cette droite, jusqu’à ce qu’il s'applique sur le plan du premier élément. Ces deux premiers élémens réunis étant fixes, le troisième élément peut tourner avec là portion de surface qui lui est adjacente pour s'unir au second, et ainsi de suite. Tous ces .'élémens réunis sur un seul et même plan, forment ce qu’on appelle le développement de la surface. 11 suit évidemment de ce mode de développement que toutes les courbes planes ou à double courbure tracées snr la surface développable, et qui coupent les droites de cette surface sous des angles déterminés , se transforment sur le plan de développement en d’autres courbes qui coupent les droites de la surface développable rapportées sur ce plan , sous des angles respectivement égaux aux premiers.
En considérant une surface courbe quelconque , rien n’empéche de la concevoir divisée par deux systèmes de plans parallèles, en un assez grand nombre de parties, pour que chaque partie ne diffère pas sensiblement d’un élément plan ; mais si toutes ces parties étaient réunies sîir un même plan , de manière que deux parties contiguës aient un côté commun, elles laisseraient entre elles des intervalles , ou se superposeraient. L’aire comprise dans le contour extérieur de ces parties ainsi réunies, ne serait pas -de même grandeur que la portion de surface courbe formée des mèmès parties; les surfaces développables jouissent seules de cette propriété de pouvoir se développer sur un plan sans rupture iii duplicature : elles sont les seules dont les élémens plans ont une dimension illimitée dans le sens des droites de la surface. Les prolongemens de ces élémens dans tous lessens forment les plans tangens de la surface.
De quelque manière qu’un plan se meuve , l’enveloppe de l’espace qu'il parcourt est xme surface développable. Cette surface est le lieu géométrique des droites, intersections successives du plan mobile.
Nous donnerons des exemples de plans tangens aux surfaces développables, et de développemens de ces surfaces.
Génération des surfaces réglées. i
5a. Deux droites consécutives d’une surface développable se rcncontreut et comprennent un élément plan de cette surface. Dans une surface réglée, deux droites consécutives, quelque petite que soit leur distance, ne se rencontrent pas , et l’élément compris entre ces- deux-droites n’est pas plan ; c’est un élémeut courbe qui a une dimension illimitée dans fa sens des droites qui 1e comprennent : sa forme est celle d’un plan gauche, et par cette raison
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on appelait la surface lieu des élémens de cette forme, surface gauche.
La régularité, la symétrie et la forme élégante de certaines surfaces réglées, tellesque l’hyperboloïde de révolution engendrée par une droite mobile qui tourne autour d’une autre droite fixe , prouvent suffisamment que la dénomination de surface gauche ne convient pas en général aux surfaces engendrées par une ligne droite ; c’est ce qui m’a déterminé à substituer à l’épithète gauche, lè mot réglée, qui exprime qu’on peut appliquer l’arête d’une règle sur les droites de la surface.
La surface réglée la plus générale est engendrée par une droite mobile qui s’appuie sur trois courbes données; on donne à ces courbes le nom de directrices. Prenant un point quelconque sur la première directrice , et le considérant comme le sommet des deux cônes qui ont pour bases les deux autres directrice*, les droites intersections de ces cônes appartiennent à la surface réglée. On peut encore déterminer le mouvement de la droite mobile génératrice de la surface par d’autres considérations ; par exemple celle-ci : de passer par deux courbes, et de toucher un cylindre sur lequel l’une des deux courbes est donnée.
. Dans le paragraphe suivant, on donnera des exemples de plans tangens aux trois espèces de surfaces qu’on vient de définir, et qui sont désignées par les noms de surfaces développables, surfaces de révolution, surfaces réglées.
III. EXEMPLES DE PLANS TANGENS AUX SURFACES COURBES
Premier exemple. — Mener un plan tangent à une surface cylindrique : i* par un point pris sur la surf Ace; 2° par un point pris hors de la surface parallèlement à une droite donnée? (PI. 6. )
On entend par surface cylindrique, une surface développable engendrée j>ar une droite mobile, constamment parallèle à une droite donnée, et dirigée dans son mouvement par une courbe aussi donnée, qu'on appelle la directrice.
53. Solution. — Premier cas. — Le point de contact est donné sur la surface. On mène par ce point la droite génératrice de la surface ; cette droite rencontre la directrice en un point, par lequel on mène une tangente à cette courbe : la tangente et la droite de la surface déterminent le plan tangent demandé. Ce plan ne touche pas senlement la surface an point donné; il contient (art 5i ) l’élément cylindrique qui est compris entre deux droites parallèles consécutives, et dont il est le prolongement ; ce contact du plan et de la surface a lieu pour tous les points de la droite génératrice , menée par le point donné.
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Deuxième cas. — Le point donné est hors (a surface. On mené par le point donné, une tangente à une section de la surface cylindrique dont le plan passe par-ce point; cette tangente, et la droite de la surface menée par le point de contact, déterminent le plan demandé.
Autrement, on mène par le point donné une parallèle D à la droite génératrice de la surface cylindrique; le plan d’une section quelconque de la surface coupe la droite D en un point par lequel on mène une tangente à la section; la droite de la surface qui passe par le point de contact, et sa parallèle D déterminent le plan tangent demandé.
Troisième cas. — Le plan tangent est parallèle à une droite donnée. On mène par un point quelconque de l’espace deux droites, l’une parallèle à la droite donnée, et l’autre parallèle à la droite génératrice de la surface cylindrique ; . on joint ces deux droites par une troisième, telle qu’on puisse mener une tangente à la surface cylindrique, qui lui soit parallèle. Cette tangente et la droite de la surface menée par le point de contact déterminent le plan tangent; ce plan sera parallèle à la droite donnée, parce qu'il passe par des droites parallèles à deux autres droites qui coupent cette droite donnée.
54- Explication des fig. i, a , 3, pl. 6, relatives aux trois cas du problème proposé. Pour ces trois cas, la surface est un cylindre à base circulaire, c’està-dire qu’elle est engendrée par- une droite mobile qui a pour directrice un cercle, et on suppose dans les trois figures que le cercle, base d’un cylindre oblique, est donné sur le plan horizontal; XY est sur chaque figure l’intersection du plan horizontal du plan vertical.
(Fig. t , ph 6. ) Premier cas. — Le point de contact de la surface cylindrique et du plan tangent, n’est donné que par l'une de ses projections.
Soit Ali CD la section circulaire du cylindre, donnée sur le plan horizontal de projection ; la génératrice du cylindre est parallèle à une droite donnée (GZ, Gx). Ayant mené les diamètres AB, CD, l’un parallèle à l’intersection XY des plans de projection, l’autre perpendiculaire à la projection horizontale GZ d’une parallèle à la génératrice du cylindre , on tirera par les points C, D les droites CE, DF, parallèles à GZ, et par les points a, b, projections verticales des extrémités A, B du diamètre AB, les parallèles ag, bh à la projection verticale G’x de la droite donnée (GZ, G’*). Les deux premières parallèles CE, DF sont les limites de la projection horizontale du cylindre, ou, plus exactement, de toutes les lignes appartenantes à ce cylindre ; les deux dernières ag , bh forment les limites de la projection verticale.
Le point de contact de la surface cylindrique est donné par une seule pro-
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jection. Soit K la projection horizontale donnée ; on construira d'abord la
seconde projection X ou XV
Toutes les droites de la surface cylindrique étant parallèles entre elles, celle qui passe par le point de contact a pour projection horizontale une droite KL parallèle-à CE ou DF; mais cette droite coupe lé cercle donné aux points L, M, qui ont pour projections verticales les points l, m ; donc la droite lo ou mo , parallèle à ag ou l>h , contiendra la projection verticale du point de contact. Cette projection doit aussi se trouver sur la perpendiculaire KX à XY, qui coupe les droites lo, mo' aux points X, X; d’où il suit que le point de contact est (K , X) ou (K , X').
Les plans tangens à la surface cylindrique, menés par ces points, 11e different pas ( art. 49) des plans tangens, conduits par les droites de la surface (I3IO, lo), (MO, mo ) ; or ces droites de contact rencontrent le cercle ABCD aux points L, M; les plans tangens en ces points auront donc pour traces sur le plan horizontal, les tangentes au cercle LP, MQ. Les mêmes droites de contact rencontrent le plan vertical aux points o, o; joignant ces points et ceux où les tangentes LP, MQ coupent la droite XY, o» aura les traces verticales Po, Qo' des plans tangens aux points ( K, X), (K, X') du cylindre.
On vérifiera l'exactitude des-opérations précédentes par les considérations suivantes.
Les deux plans tangens, passant par des droites de la surface qui sont parallèles entre elles, se coupent suivant une parallèle à ces droites : or cette parallèle ( RY, rv ) coupe le plan vertical au point (V, e); donc les dçux traces Po, Qo', prolongées, passent par le point v. Les horizontales des plans tangens menées par les points de contact (K, X), (K, X'), coupent le plan vertical aux (joints s, t; donc ces points doivent se trouver l’un sur la trace IV, et l’autre sur la trace Qc. .
lies Jig. a. et 3, que nous allons expliquer, se rapportent aux deux autres cas; les points et lignes analogues sont marqués des mêmes lettres dans les trois figures.
55. ( Fig. 2 , pl. 6. ) Deuxieme cas. — Le point donné est hors la surface. Soit ( N , n ) le point donné hors la surface ; la parallèle à la génératrice du cylindre, menée parce point, coupe le plan vertical au point (V, v), et le plan du cercle ABCD au point R, par lequel on mène les tangentes RL, RM à ce cercle. Ces tangentes sont les traces horizontales des deux plans tangens au cylindre, qu'on peut mener par le point donné ; les points P et Q de ces traces prolongées jusqu’à ce qu’elles coupent la droite XY, appartiennent aux traces verticales des mêmes plans tangens. On aura ces traces en joignant le point v et les points P et Q par les droites Ve, Qc.
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Les plans langens (RPe), (RQ»') touchent le cylindre suivant les droites ( LO, lo ) et (M», mm) : on ces droites coupent le plan vertical aux points (O, ©), («, «')*, donc ces points doivent se trouver, l’un en o sur la trace Verticale Pv du premier plan tangent, et l’autre en m sur là trace Qv du second plan.
L’horizontale ("NTT, nn) du premier plan rencontre le plan verticaLnu peint n' de la trace Pc; une horizontale du fécond plan , menée par le même point donné (N, n), coupé aussi le plan vertical en un point de la trace verticale Qr de ce second plan. y
56. (Fig. 3, pl. 6- ) Troisième cas. — Le plan tangent est parallèle à une
droite donnée. ,
Soit (UZ , ut) la droite donnée ; par un point (Z, z) de cette droite, pis tire une droite (GZ, G’z), parallèle à la génératrice du cy lindre dont la direction est connue. Les deux droites (UZ, ut), (GZ, G'z) déterminent un plan dont la trace sur le plan du cercle ABCD est GU : on mène deux droites RP, R'Q, tangentes à ce cercle et parallèles à GU ; ces droites sont les traces horizontales des deux plans tangens qu’on peut mener parallèlement à la droite donnée. Ces plans touchent le cylindre suivant les droites (LO, lo), (M«, >W) qui coupent le plan vertical aux points (O, o), (a, a'); d’où il suit que les traces .verticales des plans tangens sont P ov, Q j V. Ces traces sont parallèles entre elles, et parallèles à une droite telle que (G«, GV), intersection du plan vertical de projection et du plan cendoit-par les deux droites .(ZG, zG‘ ), (ZU, tu). On obtient cette droite (G*, GV) en menant par le point G de la droite donnée (GZf Gz), la parallèle G* à XY, qui coupe l’autie droite donnée (UZ, ut) aupoint (a, *’) ; ce qui déterminé la droite GV, parallèle aux traces P v, Q v'\
57. Quoique nous n’ayons considéré qu’un cylindre particulier, celui dont la base ou l'intersection par l’un des plans de projection est un eerde, on résoudrait de la même manière les trois derniers problèmes pour tout autre cylindre. Le nombre de solutions pour chaque problème dépend de la base du cylindre, c’est-à-dire de la section du cylindre, donnée sur le plan horizontal. Lorsque cette baseést ùn cercle, une droite ne peut couper la surface du cylindre qu’en deux points ; et, par un point pris en dehors de cette surface , on ne peut lui mener que deux plans tangens. On conçoit facilement une surface cylindrique qui serait coupée par une droite en un plus grand nombre de points, et à laquelle on mènerait par un point pris en dehors, autant de plans tangens qu’on pourrait mener de tangentes à une section plane du cylindre, par un point pris en dehors de cette section.
Deuxième exemple de plan tangent. — Mener un plan tangent à une surface
• conique : i n par un point pris sur la surface ; a0 par un point pris hors la
surface ; 3° parallèlement à une droite donnée ? ( PI. 7.)
On nomma surface conique , une surface développable, engendrée par une droite mobile, assujétie à passer constamment par un point donné,, et par une courbe qu’on appelle la directrice de la droite génératrice.
58. Solution. — Premier cas. — Le point dé contact est donné sur la surface. Ou mène par ce point la droite génératrice de la surface ; cette droite rencontre la directrice en un points par lequel on mène une tangente à cette «ourbe. La tangente et la droite de la surface déterminent (art. 5i) le plan tangent demandé. Ce plan ne touche pas seulement la surface au point donné; il contient i’éléroentqui est compris entre deux droites concourantes vers le sommet du cône, et dont H est le prolongement : le contact du plan et de la surface a lieu pour tous les points de la droite menée par le point donné.
Deuxième cas. — Le point est donné hors la surface. On mène par le point donné une tangente à une courbe de la surface conique, dont le plan passe par ce point. La droite de la surface conique menée par le point de contact de la courbe et de la tangente, et la tangente elle-même, déterminent le plat» demandé. Autrement, on mène parle point donné et par le sommet du cône une droite D, qui est rencontrée par le plan d’iuie section connue du cône en un point, par lequel on mène une tangente i» la sectiou ; la droite du cône qui passe par le point de contact, et la droite D appartiennent au plan tangent demandé.
Troisième-cas. — Le plan tangent est parallèle à une droite donnée. On mène par le sommet de la surface conique une parallèle. a Ja droite donnée, et on prend sur cette parallèle un point par lequel on puisse mener tme tangente à une ligue connue de la surface conique. Cette tangente et la parallèle à la droite donnée, fixent la position du plan tangent. I-a droite de contact du plan et du cône est déterminée par le point de contact de la tangente à la ligne connue de la surface conique.
59. Explication des Jig. 1 , 2 , 3, pi. 7, relatives aux trois cas du problème proposé. On suppose que pour ces trois cas la surface est un cône à base circulaire, c’est-à-dire quelle est engendrée par une droite mobile qui s’appuie sur un cercle comme directrice. Le cercle, base du cône, est donné sur le plan horizontal ; la droite XY est sur chaque figure l’intersection du plan horizontal et du plan vertical de projection.
( Fig. r, pl. 7. ) Premier cas. — Le point de contact de la surface, conique et du plan tangent , n’est donné que par l'une de ses projections. Soit ABCD l’intersection'du cône par le plan horizontal ; on prend eette intersection pour la base du cône qui, dans ce cas particulier,' est un cercle du rayon >A ; le sommet du cône est donné. Soient E, e les projections horizontale et verticale de ce sommet; les tangentes EC, ED menées par le point E au cercle ABCD, sont les limites de la projection horizontale du cône; elles peuvent être considérées comme les traces horizontales de deux plans tangens verticaux , qui touchent le cône suivant les droites (EC,-ec), (ED, ed). Ayant mcnéje diamètre AB parallèle à l’intersection XY des deux plans de projection, les droites du-cône qui passent par les points A et B, ont pour projections verticales les droites ea, eb qui sont les limites de la projection verticale du cône.
Le point de contact de la surface conique est donné par une seule projection. Soit K (Jig. 1 ) la projection horizontale donnée, on construira d’abord la seconde projection A ou A’ du poiut de contact.
Toutes les. droites de la surface conique devant passer par le sommet du cône, celle qui passe par le point de contact (K, A) ou (K., A1), a pour projection horizontale la droite EKML, qui coupe le cercle donné ABCD aux points L, M; mais les droites du cône qui passent par ccs points d’intersection ont pour projections arerticales les droites le, me, et elles contiennent par hypothèse les points de contact; donc ccspoints se trouvent en projection verticale, et sur la perpendiculaire Ké à l’intersection commune XY des plans de projection, et sur les droites le, me, par conséquent aux intersections A, A' de ces droites et de la perpendiculaire K/,- d’où il suit que le point de la surface conique, pour lequel on demande le plan tangent, est ou (K, A ), ou (K, A'), et que les droites de contact sont (EL, el) pour le premier point, et (EM, em) pour le second. .''•••
Ces droites de contact rencontrant le cercle donné aux points L et M, les plans tangens en ces points auront pour traces horizontales les tangentes LP, MQ du cercle ABCD. Les mêmes droites de contact rencontrent le plan vertical aux points o, o'; joignant ccs points et ceux où les tangentes LP, MQ coupent la droite XY, on aura les traces' verticales Po, Q o des plans tangens aux points (K, ê) , (K, A') de la surface conique.
On vérifiera, comme pour le cylindre (art. 54), les opérations graphiques par lesquelles on vient de trouver les traces des plans (-RPo), (BQo') tangens aux cônes.
Les deux plans tangens (RPo), (RQo1) se coupent suivant la droite (ER, er): or cette droite coupe le plan vertical au point v de la droite Ve; donc les traces Po, Q o' passent par ce point e. .
Les horizontales des plans tangens menées par les points de contact (K, X), (K, X') coupent le plan vertical aux points jet t; donc ces points doivent se trouver l’un sur la trace verticale IVo, et l’antre sur laf trace verticale Qt 'O. _ ,
60. Les fig. a et 3 que nous-allons expliquer se rapportent aux deux autres cas; les points et lignes analogues sont marqués des mêmes lettres dans les trois figures.
(Fig. a, pl. 7.) — Deuxième cas. — Le point domiè est hors de la surface. Suit (N, n) le point donné hors la surface, par lequel il s’agit de mener un plan tangent à cette surface. Puisque tous les plans tangens d'un cône passent par le sommet du cône, le plan demandé passera par la droite (EN, en) qui joint ce sommet et le point donné : or celte droite coupe le plan du cercle donné ABCD au point R , par lequel on peut mener les tangentes RL, RM à ce cercle ; donc ces tangentes sont les traces horizontales des plans tangens au cône, qu’on peut mener par le point donné. D'ailleurs ces plans sont conduits par la droite (EN, en) qui coupe le plan vertical au point v; donc ils ont pour traces verticales les droites Pv, Qv.
Les plans tangens (RPe), (RQc) touchent le cône suivant les droites (EL, el), (EM, em) qui coupent le plan vertical de projection aux points o et donc ces points doivent se trouver l’un sur la trace verticale Pro, l’autre sur la trace ,Qvu. / • ' ' -, ’.•••••
L’horizontale (NN’, nn') du premier plan tangent (RPrj rencontre le plan vertical au point n’ de la trace Pv, et l horizontale (NT, ut J le rencontre au point t qui se trouve sur la trace ^A- du second plan tangent (RQt). '
(Fig. 3, pl. 7.) — Troisième eas. — Le plan tangent est parallèle à une droite donnée. • , . • ' / •* .
Soit ( UZ, uz) la droite donnée. La parallèle à cette droite, menée par le somraét du cône, ayant pour projection les droites ER, er, elle, coupe les plans de projection aux points R et u, par lesquels les traces des. plans tangens doivent passer; d’où il suit que les tangentes RL, RM menées par le point R au cercle ABCD, sont les traces horizontales de ces plans. Ces traces coupent la droite XY aux points P et Q; d’où il suit que les droites P*<, Qi< sont les traces verticales des plans tangens.
Les points (O, o) et(0‘, «) du plan vertical de projection que l’on construit comme sur la figure précédente, appartiennent l’un à la trace Pvo , et l’autre à la trace Qe«.
En substituant au cercle ABCD, intersection d’un cône par le plan horizontal, toute autre courbe, on résoudrait de la même manière les trois cas du plan tangent au cône proposé.
Du plan tangent à la surface développable, engendrée par une droite mobile, qui passe par deux courbes données. (Troisième exemple.)
6r. Trois courbes sont nécessaires pour diriger le mouvement d’une droite qui engendre la surface^églée'généralejmais lorsque cette surface est développable , deux courbes suffisent. En effet, soient C etC’ les deux courbes données; on prend sur la première C un point quelconque P que l’on regarde comme le sommet d’un côrte qui'â pour base la courbe C’.' La courbe C étant donnée, la tangente à Cette courbe au point P est déterminée; on mené par cette tangente un plan tangent au cône (art. 58); la droite de contact appartient à la surface développable demandée.
Prenant sur la courbe C un autre potot P', sommet d’un second cône passant par la courbe G', 4e plan tangent à ce cône mené par la tangente à la courbe C' au point P', passera par une tangente à la courbe C/; nommant Q’ le point de contact sur cette courbe C, une droite de la surface développable passera par -les points P’ et Q'; on obtiendra ainsi une série de droites PQ, P Q i P’Q' dont le lieu géométrique est la surface développable demandée. Cette construction a pour objet de déterminer les couples de tangentes aux courbes C et C’, qui sont situées dans le même plan; les plans successifs de ces divers couples se coupent, et les droites d’intersection appartiennent à la surface développable, car deux droites tangentes aux- courbes C et C’ étant dans un même plan, les deux droites consécutives infiniment voisines qui s’appuient sur ces deux courbes et sur leurs tangentes, sont aussi- dans ce plan : ce qui est le caractère des surfaces développables.
6a. A)'ant construit les droite» de Ij^surface développable qui passe par deux oourbes données , il s’agit de lui mener un plan tangent, t° par un point donné sur la surface, a° par un point donné hors la surface, ou parallèlement à une droite donnée.
Premier casi ■ — Le point est donné sur la surface. Soit D la droite de la surface qui passe par ce point; cette droite rencontrera l’une des courbes données C, C, oit toute autre courbe, de la surface à laquelle on sait mener des tangentes; la tangente à cette courbe menée par le point de rencontre, et la droite D, déterminent le plan langent demandé. * ,
Deuxième cas. — Le point est donné hors la surface. Un mènera par ce point P un plan quelconque qui coupera la Surface suivant jinc courbe que l’on construira. par points ; la tangente à cette courbe, menée par le point P, la touchera en un .point P’; la droite de la surface développable qui passe par ce point P’, et la droite PP' qui joint les points P et P', déterminent le
plan tangent qui passe par le point donné hors de la surface. Si le plan tangent doit être parallèle à une droite donnée, on coupera surface par un plan quelconque qui passe par une parallèle à cette droite , ët on mène une seconde parallèle, tangente à la |cction;.le plan mené par cette tangente et par la droite de la surface développable qui passe par le point de contact, est tangent à cette surface. . - ■ , • .
On voit que la solution graphique de ce second cas dépend des intersections de surfaces courbes par des plans, qui seront l’objet du chapitre suivant. ; ' .
Quatrième Exemple. — Plan tangent à une surface de révolution. — Par un . point donné sur une surface de révolution , mener un plan tangent à cette surface ? ( PI. 8. )
63. Solution » On conçoit par le point donné et par Taxe de révolution, un plan qui contient une section méridienne (art. 44) de la surfâce. Le plan tangent passe par une tangente à cette section menée par le point donné ; mais la surface étant composée d’une suite de cercles dont les plans sont perpendiculaires à Taxe de révolution, le plan tangent au point donné passe aussi par la tangente au cercle de la surface auquel ce point appartient ; d’où il suit que le plan tangent d’une surface de révolution est déterminé par les deux tangentes menées par le point donné à la section méridienne et au cercle, qui se croisent à angle droit en ce point. v
La tangente au cercle étant perpendiculaire au -plan 'de la section méridienne, le plan tangent en un point quelconque d'une surface de révolution est perpendiculaire au plan méridien qui passe par ce point. La double condition de passer par une tangente à la section méridienne d’un point de la surface, et d’être perpendiculaire au plan de cette section, déterminent le plan tangent en ce point.
6/(. Explication de laftg.. i, pl. 8, pour le cas particulier où lu surface de révolution est un ellipsoide. On prend pour plan horizontal de projection un plan perpendiculaire à l’axe de révolution ; le point de contact sur la surface est donné par une seule projection.
Soit (A, abc) l’axe de révolution, M la projection horizontale du point de contact; le plan méridien mené par le point Ma pour traces sur les plans de projection les droites MAT ettTf'. En le faisant tourner autour de l’axe (A, abc), il arrive dans la position DAEL' parallèle à l'intersection XY des plans de projection. Considérant la droite DAE comme la trace d’un plan méridien parallèle au plan vertical, ce plan coupe la surface suivant une
section méridienne cbde4 irisée en deux parties égales par l’axe bc. Faisant AM = AM', et élevant par le point M’ la verticale MWb’ qui coupe la sec* tio* méridienne aux points ri, ri, les horizontales rim, ri ni contiennent les projections verticales des points de contact de la surface-.de révolution, correspondantes à la projection horizontale donnée M ; d’où il suit que ces projections verticales sont déterminées par la rencontre des droites rim , rim et de la perpendiculaire M mm à l’intersectioi» XY des plan» de projection. Le point connu de la surface étant (M, rn ) ou (M, tri), il s’agit de trouver les traces du plan tangent mené par l’un et l’autre point, en observant que dans le pas particulier où la sectioirméridienne est une ellipse hcde, les points m, m sont à égale distance du second axe r/e ded’ellipse, perpendiculaire au premier bc. •* ï '■
La tangente à l’ellipse au point ri, coupe la droite XY au point /’, et cette tangente, considérée successivement dans les plans méridiens AL’, AL, coupe le plan horizontal aux point îd, L ; d’où il suit que la tangente au point (M, m) de la section méridienne AM, rencontre le plan horizontal au point L; le plan tangent an même point (M, m ) passera donc aussi par le point L, et comme il est perpendiculaire au plan méridien vertical AML, il a pour trace sur le plan horizontal ta droite LQ perpendiculaire à AL. D’ailleurs l'horizontale (MP, mp) du plan tangent coupe le plan vertical au point />;duac le plan tangent (LQ p) au point {M, m) de la surface de révolution, a pour trace sur le plan vertical la droite Qp.
Oj* trouvera de la même manière qae- le plan tangent- au point (M, ni) a pour traces sur les plans de projection les droites RR et- IL. Les deux traces horizontales LQ, KR perpendiculaires à la même droite AM, sont parallèles, et les deux traces verticales Qp,- IL se coupent en-un point s, qui est situé sur le .prolongement de l’axe horizontal de- l’ellipse,- par la même raison que les tangentes aux points ri, ri de celte ellipse, se rencontrent au point s du même axe. Les deux plans tangens à l’ellipsoïde de révolution ayant leurs points de contact sur le même méridien, et à même distance du centre de l’ellipsoïde , ils se coupent suivant une horizontale située sur le plan du plus grand cercle de la surface dont le diamètre est de; cette horizontale se projette donc sur le plan vertical suivant la droite de : d’où il suit que cette droite de prolongée, doit passer par le-point s de l’intersection des deux plans tangens-
Qn s’assurerait de l’exactitude des traces verticales IL, Qs des plans tangens, en cherchant les points de rencontré du plan vertical et des tangentes à la section méridienne menées par les points donnés. Ces tangentes ont pour projections verticales les droites Un, /•ni,, et pour projections sur le plan lio-
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rizontal, la'droite unique ALMT. Considérant cette,droite AT comme la trace horizontale d’un plan vertical qui coupe le plan vertical de projection suivant la verticale tTc', les points d’intersection t, t de cettè verticale et des droites Im, km prolongées, se trouvent nécessairement Tun sur la direction de la trace Q p, et l’autre sur la direction de la trace Us.
De ce que la tangente l'n coupe Taxe çbc an point o, il s’ensuit que la droite Un prolongée doit passer par le même point; car on peut considérer le’* point o de l’axe de révolution comme le sommet d’un cène droit, circonscrit à la surface de révolution suivant le cercle du diamètre nV; or les droites de ce cône droit sont des tangentes aux sections méridiennes, menées par les points du cercle; donc la tangente qui pusse par le point (M, m ) a pour projection verticale la droite Uno, qui passe par le point o de l'axe abc. On prouverait de la môme manière que les droites nk, m'k prolongées doivent passer par le point o' du même axe abc.
Ayant prolongé le plan méridien DAE parallèle au plan vertical.de projection , jusqu’à ce qu’il rencontre en Q' la trace horizontale LQ du plan tangent (LQ/>), Ie plan méridien et le plan tangent se coupent savant la droite (AQ1, oq'); d’où il suit que la projection verticale oç' de cette droite est parallèle à la trace verticale Q t du plan tangent ( LQQp). On trouverait de la même manière h parallèle à la trace verticale IL du plan tangent (KR/j, passant par le point o de l’axe de révertution oo. • • .
65. Le chapitre suivant traitera des intersections de surfaces par des plans et par d’autres surfaces courbes, des tangentes aux courbes qui résultent de la pénétration des surlaces; il contiendra de nouveaux exemples de lans tangens. On y considérera les plans tangens de la seconde espèce qui sont à la fois tangens et sécans, et on donnera quelques exemples des lignes suiWnt lesquelles ces plans prolongés au-delà du point de contact, coupent les surfaces. . • ’ . . ^
CHAPITRE III
Des interjections de surfaces courbes par des plans, et par d'autres surfaces
courbes.
§ 1*7. DES IXTERSECTIOKS DE SIT.ïACES COUSUES PAU DES PLANS.
66. La courbe d’intersection d’une surface par'un plan, passe par tous les points dans lesquels ce plan coupe un système de lignes données sur la surface.
Considérant sur la surface donnée une ligne quelconque, qui rencontre le plan coupant en un ou plusieurs points, ces points appartiennent à l’intersection de la surface et du. plan. La ligue de la surface que l’on considère , peut être ou une ligne droite, ou une ligne courbe plane, ou une courbe à double courbure; tous les problèmes relatifs à l’intersection des surfaces se réduisent donc à trouver l’intersection de l’une de ces trois lignes par un plan.
Si la surface a pour génératrice une ligne droite, le plan coupant rencontrera cette droite dans toutes ses positions.
Le problème qui consiste à trouver le point de rencontre d’une droite et d’un plan ayant été résolu (art. 17), on appliquera la même solution à toutes les droites de la surface. Là ligne continue, menée par tous les points d’intersection de ces droites et du plan, sera l’intersection dé la surface proposée par le plan donné. . ’ .
67. Lorsque la surface a pour génératrice une courbe plane, dont le plan est variable de position, et qui varie elle-même dans son plan, le plan variable, considéré dans une position déterminée, rencontre le plan coupant suivant une droite , et les deux plans 11’ont de commun que les points de cette droite; d’où il suit que. les points d’intersection du plan coupant et de la courbe génératrice se trouvent nécessairement sur cette droite. On a vu (art. 16) comment on trouve la ligne d’intersection de deux plans; cette ligne, et la courbe génératrice située dans le plan que l’on considère, se coupent en un ou- plusieurs points qui appartiennent à la courbe d’intersection de la surface proposée et du plan coupant.
68. Le tro'sième cas et le plus général a lieu, lorsque la surface est engen-
drée par une courbe à double courbure. On ramène ce dernier cas au premier, en plaçant la courbe génératrice considérée dans une position déterminée sur une surlace réglée, dont celte courbe est prise pour l’une des trois directrices (art. 5a). Les deux autres directrices sont arbitraires; on peut se donner deux lignes droites placées d’une manière quelconque par rapport à la courbe donnée. Prenant un point sur cette courbe, on mènera, par ce point et par l’une des droites directrices, un plan qui coupera la seconde droite directrice en un point. Joignant ce dernier point et celui qu’on a pris sur la directrice courbe, par une droite, cette droite appartient à une surface réglée qui passe par la courbe donnée. Le plan coupant , .qui , par hypothèse, rencontre cette courbe,- coupe nécessairement la surface réglée, et la section contient les points communs au plan et à la courbe; donc ces points se trouveront nécessairement sur la section plane de la surface réglée et sur la courbe donnée , par conséquent à l’intersection de ces deux courbes.
Lorsqu'on donne une courbe génératrice par ses deux projections, on donne aussi deux surfaces cylindriques engeudrées par des droites perpendiculaires aux plans de projection; chacune de ces surfaces- contient la courbe donnée et tient lieu de la surface réglée, qui a pour directrices deux_ droites arbitraires, prises hors de la courbe donnée. Chaque cylindre étant coupé par le plan qui, par hypothèse, rencontre la courbe donnée, cette courbe et la ligne d’intersection sur le cylindre auront des points communs, qui seront les points demandés. - .
Exemples d’intersections de surfaces par des plans.
Nous considérerons successivement les surfaces développables , les surfaces dé révolution , les surfaces réglées , et les lignes d’intersection de ces surfaces par des plans.
II. DES SURFACES DEVELOPPA (ILES COUPEES PAR UN PLAN
Premier exemple. — Intersection du cylindre droit à base circulaire par un
plan. (1*1. 9.)
69. Le cercle, base du cylindre, est donné sur le plan horizontal ; on suppose la droite génératrice de la surface cylindrique, verticale, et le plan coupant perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans cette hypothèse, la courbe d’intersection du cylindre par le plan , a pour projection horizon
taie, le cercle base du oylindre, et pour projection verticale, la droite, trace du plan coupant sur le plan vertical. Si l’on veut connaître celle courbe telle qu’elle est dans son plan, on fait tourner ce plan jusqu'à ce qu’il s’applique ou sur le pjan horizontal ou sur le plan vertical de projection, et on détermine cè que devient chaque point de la courbe après ce mouvement de rotation. Cette construction est le principal objet des Jig. j, i a , pi. 9.
70. Explication des /ig. 1, i.a, 1 .b,pl. 9. Soit ABCD Jig. 1, la base circulaire du cylindre droit vertical; élevant les»pcrpendiculaires AA 'a, BB'A à la commune intersection XY des plans de projection, ces perpendiculaires sont les limites de la projection verticale du cylindre. La Jig. 1 comprend les deux projections, horizontale et verticale. *
Soit Yg'fig. 1) la trace verticale du plan coupant; puisqu'on siipposece plan perpendiculaire au plan vertical de projectiod, sa trace sur le plan horizontal sera une droite FE, perpendiculaire à l’intersection XY des plans de projection. La courbe d’intersection du cylindre par le plan EFg, a pour projection horizontale le cercle. ABCD, et pour projection verticale la droite F^.
Pour la construire dans son plan, on suppose que ce plan tourne autour de sa trace verticale Fg, ej on cherebe ce que devient un point quelconque (II, h ) de la courbe, lorsqu’il s’applique sur le plan vertical. La distance de ce point à la droite autour de laquelle il tourne, est égale à l’horizontale Il’H. Ayant transporté la trace parallèlement à elle-même en F ’g( fig. t .a), et le point h de cette trace en V, la perpendiculaire VA', de même longueur que l’horizontal 11H', sera la distance da point de la courbe à son axe de rotation, et l’extrémité h' de cette perpendiculaire sera le point (H ,-A ) de la courbe, appliqué sur le plan-dHaical.’ On aurait le point A" de cette courbe, situé sur la même droite VA', en^Bwnnt VA' = H'I; ce point h " a pour projection horizontale le point I du cercle ABCD, et pour projection verticale le point h situé Sur la droite- HIH'A. On trouverait tant d’autres points qu’on voudrait de la courbe «’jS'A'A* (/5 g. im) intersection du cylindre et du plan. Chaque point de cette- courbe, tel que h', est déterminé (art. 3 ) par une abscisse FV=:F h, comptée sw l’axe des abscisses F'g', et par une Ordonnée V/t' perpendiculaire à l’abscisse. •
Au lieu de faire, tourner le plan de la courbe autour de l’une des traces du plan coupant sur les plans de projection, on imagine par le centre O du cercle ABCD deux diamètres , l’un perpendiculaire, l’autre parallèle à la trace horizontale FE, ét par ces diamètres deux plans verticaux, qui rencontrent le plan coupant EF^ suivant deux droites, l’une («g, Kg), l’autre horizontale (CD, e), perpendiculaire à la première au point (O, c), et on fait toit nier le plan de la courbe successivement autour de ces deux droites.
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Transpprtant la droite ab parallèlement à elle-même en *ff, et le point h en J’ sur la perpendiculaire AJ' k ab, ou aura les points h', h’ de la courbe a fi’ h' h' (Jig. t .a), en taisant J’A= J'h" = JH s= JI ; la droite «”|3" (//g-, 1 .a ) est, sur le plan de la courbe, la droite (AR, ab\ ( Jig , l ).
Abaissant la seconde droite (CD, c) sur le plan horizontal en Cl), et faisant tourner le plan do la courbe autour de cette droite transportée en CD, le point (II, h) de la courbé décrira un cercle d'un rayon égal à ch.
Ayant élevé la perpendiculaire HQ’ à CD, et portant du point Q’ en I*’ une droite Q’P’= ch , le point P' sera ce que devient le point (II . h) de la courbe, • après avoir tourné autour de la droite (CD, c)-pour s’appliquer sur le plan horizontal passant par cett» droite.
On trouvera de la même manière tant d’autres points de la courbe COP*?' ( Jig. i .b), qui ne diffère pas de la courbe cc’/ih" (/ig. i.a ). Si l’on compare les dimensions de cette courbe dans les deux Jigures \.a , t b, on aura : CD= c’c';«*= «¥ = «’/»’, Jig. i ;-P’Q’= P'QT = p'K =p'h".
De la tangente à la courbe d'intersection d'un cylindre droit vertical par un
plan. „
7t. La tangente en un point quelconque ( H , h )-dc la courbe appartient-, au plan tangent du cylindre; elle est aussi sur le plan coupant : elle est par conséquent l’intersection de ces deux plans (art. 45). Le plan tangent au point (H, A) du cylindre vertical, est vertical (art. 53), et a pour trtce surle plan horizontal de projection la tangente au cerclç LUE menée par le point II de ce cercle; or ce plan coupe le plan de la courbe au point E de la trace horizontale FE: le point de la courbe ( II, h \ est commun à ces deux, plans, donc en portant FE en F 'El {Jig. i.a),et joignant le point h de la courbe avec le point E' de l’intersection des deux plans, la droite E’A’ sera la. tangente au point A' rie la courbe c'e’hh". ' ■
En raisonnant de la même manière, on obtiendra la tangente au mêmepoint (II, A), rapporté en P’ sur la Jig. i .b. La tangente LUE coupe le diamètre CD au point L de l’intersection du plan tangent et du plan de (a courbe. Joignant ce point et le poinfP' de la courbe par une droite, on aura la tangente LP' au point P’ {Jig. i ,b \ et li {Jig. 1 ,a\
72. Comparant les Jig. \ji et Jig. 1. b, dont chacune représente la courbe résultant de l'intersection du cylindre par le plan (EFg),on a : M'EN— E'N’; TO = r'ty.
La courbe CDag (Jg. i.b) est une ellipse qui a pour axes princqaux les droites rectangulaires CD et ag. En décrivant sur le plus petit de ces axes,
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comme diamètre, ie cercle ABCD, on voit que pour les points du cercle et de l’ellipse, situés sur une droite quelconque P'Q' perpendiculaire, au diamètre commun CD, la soup-tangente Q’CL de ces deux courbes est la même. On démontre cette proposition par l’algèbre, dans les traités des courbes du second degré; la construction géométrique précédente fait voir que les deux tangentes P'L, HL doivent en effet concourir en un même point L du diamètre CDL.
Deuxième exemple* ■ — Intersection du cône droit à base circulaire par un plan.
■j3. Lorsqu’un côijc à base circulaire est droit , la ligne droite menée par le sommet de ce cùne,et par le centre du cercle qui lui sert de base, est perpendiculaire au plan de ce cercle. Si cette droite, qu’on nomme axe du cône, est oblique par rapporrau plan du cercle, le cône est oblique.
On peut concevoir sur le cône droit deirx systèmes de lignes, ou des droites dirigées du sommet vers les points de la base circulaire, ou des cercles parallèles à la base, qui ont pour rayons les perpendiculaires abaissées de l’une quelconque des droites du premier système sur l’axe. Le plan coupant, donné de position par rapport à la surface, rencontre et les droites du premier système, et les cercles du second système, en des points qui appartiennent à la courbe d’intersection du plan et du cône.
74- Explication de la fig. 1 , pl. 10. La surface et le plan coupant étant donnés de position dans l’espace, on prend pour plan horizontal le plan du cercle base du éône, et pour plan vertical un plan perpendiculaire au plan coupantiSoit ABCD (Jig. v,pl. 10) le cercle base du cône; FN la trace horizontale du pl^p coupant; XY perpendiculaire à FN, l’intersection du plan horizontal etdn plan vertical de projection; F g la trace verticale dn plan coupant NFg’. Quèlleqtie soit la courbe d’intersection contenue dans ce plan, la projection verticale de cette courbe se confondra avec la trace F g, puisque (art. 4 et 8) le plan coupant est par hypothèse perpendiculaire au plan vertical de projection. •
Ayant mené le diamètre AB parallèle à l’intersection XY des plans de projection, on divise chaque demi-circonférence ABC, ABD en un certain nombre de parties égales , par exemple çn douze parties ; les droites menées dû centre O du cercle aux points dé division ,sont les projections horizontales des droites de la surface conique, menées du sommet aux mêmes’ points de division. Soit (OH, oH') l’une de ces droit'es ; elle est rencontrée par le plan coupant(NF^) au point (M , ni). De ces deux points m,M, le premier détermine le second », puisqu’ils sont sur une perpendiculaire otM à la droite XY.
La droite oïl' est aussi la projection verticale d'une droite de la surface dont OI est la projection horizontale; d’où il suit que la perpendiculaire /nM à XY coupe la droite OI au point S, qui appartient comme le point Ma la projection horizontale LMPSde la courbe d'intersection du cône et du plan.
Les droites o A’, oD’ projections verticales.des droites du cône, qui ont pour projections horizontales OA, OU, sont les limites de la projection verticale du èône; la trace F g coupe ces limit A aux points l,p, cjui déterminent les points L, P, de la projection horizontale LMPS.
En opérant de la même manière sur toute autre droitcde la surface conique comme sur la droite (OH, oW ), on construira tant de points qu’on voudra de la projection horizontale et l'intersection du cône et du plan.
Considérant sur le cône le second système de lignes, c’est-à-dire les cercles engendrerai" les points d’une droite de la surface telle que (AO, A’o), tour- x nant autour de l’axe (O , m, chacun de ces cercles est rêneontré par le plan coupant en deux points, dont les projections appartiendront à la courbe déjà construite LMPS.
j5. Soit ag une horizontale," ou plutôt la trace verticale d’nn plan horizontal qui coupe le cône suivant un cercle du diamètre a&. La circonférence décrite du point O comme centre avec un rayon moitié de u/3, rencontre la perpendiculaire i»H à XY aux points M et S de la courbe LMPS, projection horizontale de la Courbe d'intersection du cône et du plan.. Tous les cercles du cône coupés par le plan sont renfermés dans les plans horizontaux qui ont pour traces verticales les horizontales /). et p-r.
On doit remarquer, parmi ces cercles, celui dont le diamètre y J' passe par. le point i, où la projection verticale O ’o de l’axe du cône coupe la trace F g. La projection horizontale de ce cercle coupe la droite OO’ perpendiculaire à XY, aux deux points R etQ, qui appartiennent à la courbe LMPS.
En suivant le premier mode de construction de cette courbe, on n’aurait pas trouvé directement les deux points R et Q, et les points voisins de ceuxlà ne seraient détermines que par des lignes qui se couperaient fort obliquement. •
On ne parvient au tracé exact de la courbe LMPS que par la combinaison des deux modes de construction , qui résultent de la considération de la double génération du cône par la ligne droite et le cercle.
76. La courbe LMPS et la droite Fg étant les deux projections de l’intersection du cône (ABCDO, À’Bo) par le plan (NFg\ on obtient cette intersection dans son plan en faisant tourner ce plan autour de l’une de ses traces, sur les plans de projection.
Comptant les abscisses (art. 3) de cette courbe d’intersection, sur la trace
verticale F g du plan coupant, les ordonnées sont des horizontales perpendiculaires à cette trace; ou prenant la trace horizontale FN pour l’axe des abscisses, les ordonnées sont des parallèles à la trace verticale F g. Les fig. i a, fig. i .b font voir la courbe d’intersection , lorsque le plan de cette courbe est appliqué sur les plans vertical et horizontal de projection, après avoir tourné autour des traces F#, FN,
77. Explication de la fig. i.a. Fin étant L’abscisse du point (M, m) d’une courbe située dans le plan (NFg'), il s'agit de trquver la position de ce point sur Ig fig. 1 .a.
Ayant mené par le point donné m la perpendiculaire mSM à XY,.ct la perpendiculaire mm'k la trace F g, On fêta cette perpendiculaire nun' de même longueur que la distance MM’ du point donné M à la droite XY,et le point rn sera le. point de la courbe (M, m) appliqué sur le plan vertical. On aurait le point ni" et) prenant nun" — M'S.
78. Explication de la fig. t.b. FN étant l’abscisse du point (M, m ) d’une courbe située dans le plan {NFg)^, on demande la position de ce point sur la Jig. t.b, après avoir tourné autour de la trace horizontale FN.
Ayant élevé par le point donné M la perpendiculaire NM/*' à lît trace FN, on porte sur cette perpendiculaire la longueur N/*’ = Fin, et le point p est encore le point (M, m) de la courbe, appliqué sur le plan horizontal. On aurait le point s en élevant la perpendiculaire ST àFN, et la prolongeant en s, de manière qu’on ai t Tr — Fwi.
On trouverait de la même manière que les points de la courbe d’intersection (L, /), (P, p) deviennent sur la fig. ("1 .a), l',p\ et sur \*fig. <p’, 4'.
Le plan vertical OU rencontre le plan coupant (NF/>), suivant une droite qui divise en deux parties égales et symétriques , la courbe d’intersection du cône et du plan; pour rapporter cette droite sur la fig. 1 .a, on mènera FN’ perpendiculaire à Fg, et on portera sur cette droite une longueur FU’ = FU (fig. 1 ) ; la parallèle tS'p' k la trace F# divisera en deux parties égales .les ordonnées de la courbe, telles que min", perpendiculaires à cette trace : ainsi on a km' = km’ — KM =a KS (fig. 1).
De la tangente à la courbe d’intersection du cône et d'un plan.
79. Soit (M, m) (fig. 1 , pl. io);un point quelconque de l’intersection du cône et du plan ; le plan tangent au cône mené par ce point , passe par la droite ^OMH, omll), qui rencontre le cercle base du cône au point II, et ce plan a 'art. 58 tel 59) pour trace horizontale, la tangente HE du cercle ABC : or cette trace coupe k trace FN du plan. tangent au point E; donc ce point appartient à la tangente EM de la courbe LMPS.
• Pour rapporter celte tangente EM sur les fig. 1 .a et i <b, on portera FE en FE’ {Jig. i.a), et la droite EW sera la tangente de la courbe tm'p'm. ],e point (M, rn) s’appliquant en /x (fig. i.ô), on aura la tangenje en ce point yl de la courbe en menant la droite Ej/ par le point E où la tangente au
cercle 1IE coupe la trace horizontale FN du plan coupant.
Du cône à base circulaire et de ses trois sections dites Ellipse, Hyperbole, m Parabole. (PI. n.) *
80. Nous venons de considérer le cas où le cône à base circulaire est droit, et nous avons supposé qu’un plan coupait toutes les droites de la surface, ou toutes les arêtes du cône; dans cette hypothèse fia courbe d’intersection du cône par le plan est une courbe fermée à laquelle on a donné le nom d 'ellipse.
Que le cône soit droit ou oblique, il est formé de deux nappes symétriques, -£ qui n’ont de commun que le sommet du cône. Les sections de ce cône par un plan affectent trois formes différentes; d’où résulte leur division en trois espèces, qu’on nomme ellipse , hyperbole , parabole. Avant de construire l’intersection d’un cône par un plan , on pourra toujours reconnaître à quelle espèce cette courbe d’intersection appartient.
Quelle que soit la position d’un cône par rapport k un plan , toutes les arêtes sont rencontrées par ce plan , à moins qn’iine ou plusieurs arêtes ne soient parallèles au plan coupant. Si toutes les arêtes sont rencontrées, la section est une ellipse ; dans le cas où une ou plusieurs arêtes sont parallèles au plafi coupant, la courbe a une ou deux branches infinies. La coùrbe à une seule branche infinie, située sur l’une des deux nappes du cône, se nomme parabole; celle qui a deux branches infinies, situées sur les deux nappes, se nomme hyperbole. ' ' . t
81. Pour reconnaître si la courbe d’intersection d’un cône par un plan s’étend à l’infini, on mènera par le sommet du cône un plan parallèle au plan coupant, et on le prolongera jusqu’au plan du cercle base du cône. La droite intersection de ces deux plans sera ou sécante ou tangente du cercle, ou n’aura aucun point commun avec ce cercle. Dans ce dernier cas, le cône n’a aucune arête parallèle au plan coupant, et la section est une ellipse. Si la droite coupe la circonférence de la base en deux points , les deux arêtes du cône menées par ces points seront parallèles au plan coupant ; et la courbe d’intersection, composée de deux branches situées sur les <ieux nappes du cône, s’étendra à l’infini sur chaque nappe. Cette courbe est V hyperbole. I>e troisième cas a lieu lorsque le plan- parallèle au plan coupant, mené par le sommet du cône , est tangent au cône. Alors il y a un point de la courbe, si-
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tué à l'infini sur l’arête de contact parallèle au plan coupant. La courbe contenue dans ce plan diffère de l’hyperbole , parce quelle ne s’éteud que sur une seule nappe du cône (*).
8a. Connaissant les arêtes du cône parallèles au plan coupant, il sera facile de construire les asymptotes; ou nomme ainsi les droites qui touchent une section conique, en des points situés à l’infini, et qui sont néanmoins à une distance finie d’un point pris à volonté sur la section. En effet, la tangente en un pwnt quelconque de la section conique, résulte de l'intersection du plan tangent au cône en ce point, et du plan de la section : or le plan tangent en un point d’un cône touche le cône suivant l’arête qui passe par ce point; mais l’arête du point situé à l’infini est connue, puisqu’elle est parallèle au plan coupant; donc si par cette arête on mène un plan tangent au cône, l’intersection de ce plan et du- plan coupant sera l’asymptote. Lorsque la section est une hyperbole, le cône a deux arêtes parallèles au plan coupant, et par conséquent deux plans tangens suivant ces arêtes, qui coupent le plan de l’hyperbole suivant deux asymptotes.
Le centre de l'hyperbole est déterminé par l’intersection des deux asymptotes, ou par le point de concours, du plan coupant et des deux plans tangeits qui contiennent les asymptotes.
Il suit de là que les sections parallèles et hyperboliques d’un cône à base circulaire, ont leurs centres sur la droite intersection des deux plans tangens à ce cône menés par les droites de contact, parallèles au plan de l’une quelconque des sections hyperboliques.
83. Explication des fi g. i, i.a, i.b,pl. u. Un cône droit a pour base le cercle ÀBCD donné sur le plan horizontal, et pour sommet le point (O, o) ; il est coupé par un plan (MFg), dont la trace horizontale FM est perpendiculaire à la droite XY, intersection des deux plans de projection. La trace verticale F g coupe les droites oA’, oB’, limites de la projection verticale du cône, en deux points l, p, situés l’un au-dessous, et l’autre au-dessus de la projection verticale o du sommet du cône. Pour reconnaître si la courbe d’intersection s’étend à l’infini, on mène par le sommet du cône, un plan (M'F’o) parallèle au plan coupant (MFg). Puisque la trace horizontale M’F coupe le cercle ÀBCD aux points M', S', le plan parallèle au plan coupant rencontre le cône suivant deux arêtes (OM‘, e>F')t (OS’, oF ). Ces arêtes étant parallèles au plan coupant, les points où elles rencontrent ce plan sont situés
(i ) Les trois courbes, parabole, hyberbole, ellipse, se nomment aussi courbes du second degré, parce que les équations de ces courbes sont comprises dans l'équation générale du second degré entre deux variables.
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à l'infini ; d’où il suit que la courbe d’intersection s’étend l’infin iipent vers ces points. Les plans tangens au cône, suivant les arêtes parallèles au plan coupant , rencontrent ce plan suivant deux asymptotes, qui ont pour projections horizontales les droites Tir', NI/i' respectivement parallèles aux droites OS', OM . Les points T et N, qui déterminent les projections horizontales des asymptotes à la section conique, sont les intersections des tangentes au cercle M'N, ST, et delà trace horizontale FMN du plan coupant.
La projection horizontale de la courbe d’intersection du cône et du<plan, se compose de deux branches séparées SLM , GPG', coupées à angle droit en L et P par le diamètre AB du cercle ABCD. On construit cette projection horizontale ainsi qu’on l’a expliqué (art. 74) pour la fig. 1 , pl. 10.
Les branches SIJW, GPG' ont pour asymptotes les droites T<’, Nn' qui se coupent au point I du diamètre AB.
Faisant tourner le plan de la courbe d’intersection du cône et du plan autour de sa trace verticale F g, on construit la fig. 1 .a qui contient la courbe d’intersection mis, g'pg’ dans son plan, et scs asymptotes ni, tT; cette construction ne diffère pas de Celle de la fig. 1 ,a,pl. 10.
84. Supposons maintenant' le plan coupant parallèle à un plan tangent du-
cône, par exemple, au plan (AA’o) (pl. 1 1), qui touche le cône suivant l’arèto (OA,oA'). Soient /S9, çtt les traces horizontale et verticale du plan coupant, respectivement parallèles aux droites AA', A 'o ; ce plan coupe le cône suivant une courbe dont la portion située entre le sommet et la base du cône, a pour projection horizontale «Æ4- Cette courbe s’étend indéfiniment au-dessous du sommet du cône, en s’approchant continuellement du plan tangent (AA ’o), parallèle au plan coupant. Ges deux plans étant par hypothèse parallèles, ne se rencontreraient qu'à l’infini; d’où il suit que la section du cône n'a pas d’asymptote, quoiqu’elle s’étende à l’infini sur une nappe de la surface conique. Faisant tourner le plan de cette section autour de sa trace horizontale afi transportée parallèlement en «'g', la section appliquée sur le plan horizontal devient a’4’à’ (fig. 1 ■/>)■ La droite >4’ est le prolongement du diamètre AB, et on a >4' == vrP > distance du point (4, w) de la section conique, à la trace horizontale fxii du plan de cette section. ■
85. La section conique (fig. 1 .a, pl. 11), composée de deux branches qui s’étendent indéfiniment sur les deux nappes du cône, et qu’on nomme (art. 80) hyperbole , a deux asymptotes et un centre. La .section (fig. 1 .4) formée d’une seule branche qui s’étend indéfiniment sur l’une des nappes du cône, et qu’on nomme (art. 80) parabole, n’a ni centre, ni asymptote.
Il y a sur le plan d’une ellipse ou d’une hyperbole deux points très-remarquables qu’on nomme foyers; la parabole n’a qu’un seul foyer.
Définition des foyers des sections coniques.
86. Les foyers d’une ellipse ou d’une hyperbole jouissent de cette propriété, que la somme ou la différence des droites menées de ces points vers un point de la courbe, est une quantité qui ne varie pas, quel que soit le point pris sur cette courbe. La distance constante des deux foyers , et les droites variables tirées d'un point de la courbe vers ces foyers, forment un triangle qui est dans le plan de la courbe , et don t les côtés variables se nom men t rayons vecteurs. On exprime la propriété des rayons vecteurs par cette phrase : La somme ou la différence des rayons vecteurs est une quantité constante.
La détermination géométrique des foyers 4’une section. conique est due à MM. Dandelin et Quetelet, de l’académie royale des sciences et belles-lettres de Bruxelles, (Voyez les Mémoires de cette académie , année i8a5.)
Construction des foyers d'une section conique. (PI. suppl. A, fig. 1-4.)
87. Le plan qui coupe un cône droit étant donné , un second plan mené par l’axe de ce cône perpendiculairement au premier, coupe le cône suivant deux droites SC, SD (fig. I ,pl. supol. A), qui font avec l’axe SR' les angles égaux GSR', DSR', et le premier plan suivant une droite PQ,qui fai t avec les côtés SC, SD les angles SPQ, PQD. On divise chacun de ces angles en deux parties égales, par les droites PR, QR1, qui coupent l’axe SR’ aux points R, R'; de ces points comme centres, on décrit les deux circonférences des rayons RA, R’ C , tangentes l’une aux droites PS, PQ, l’autre aux droites PQ, QD. Ces circonférences sont les.grands cercles de deux sphères inscrites au cône droit, et tangentes au plan coupant PQ.; les points de contact F, F' sont les foyers de la section' formée dans le cône droit par le plan PQ, perpendiculaire au plan de la section méridienne CSD du cône. Pour le démontrer, il faut faire voir que la somme des rayons vecteurs d’un point quelconque m de la section conique, tel que celui qui se projette en M (fig. •)> est une quantité constante. ( La lettre m n’est pas sur la figure, parce qu’elle désigne un point de l'espace dont la position efct déterminée par sa projection M sur le plan des deux droites SC, SD du cône, plan que nous supposerons horizontal.)
Soit menée la droite SM, projection horizontale de la droite S m du cône, qui rencontre les cercles du diamètre AB, CD en des points i , t", dont les projections horizontales sont respectivement I et I’. ( Les lettres 1, î ne sont pas dans la figure, parce qu’elles désignent deux points de l’espace, situés hors du plan de projection.) Les droites m¥, mi menées du point m aux points F et i.
sont égales, parce qu’elles partent du point m et quelles sont tangentes à la sphère du rayon inscrite au cône droit ; par la même raison, les droites mV, mi tangentes à la sphère du rayon R'C, et menées du point m , sont aussi égales entre elles; d’où il suit que la somme des deux droites m¥, mf est égale à la somme des droites mi , mi ; mais cette dernière somme ne dépend pas de la position particulière du point m de la section conique; elle est égale à la partie AC ou BD des droite* SC, SD du cône, comprise entre les deux, cercles des diamètres AB, CD,- et cette droite AC ou BD ne varie pas, quel que soit le point de la section conique d’où partent les deux rayons vecteurs. U est donc démontré que la somme de ces rayons est une quantité constante égale en longueur à la droite AC ou BD.
La trace horizontale du- plan qui coupe le cône droit étant xy, la partie PQ de cette droite, comprise entre les droites SC, SD du cône droit, est égale à la droite AC ou BD, ou à la somme des deux rayons vecteurs d’un point quelconque de la section conique. En effet, on a :
AC = AP PC = BD = BQ -+- QD.
Mais AP = PF , PC = PF, BQ = QF, QD — QF ; donc :
PF -f-PF’ = QF-+-QF'= FF'-I- aPF.; QF -t-QF' = FF'-H aQF' ; d’où PF = QF’:
Donc AC — PF PF = PF -f- FF’ 4- QF = PQ.
88. Les mérites démonstrations s’appliquent au cylindre droit k base circulaire (fig. *,pl. suppL A). Le plan ABCD mené par l’axe du cylindre perpendiculairement au plan de la section cylindrique, coupe ce plan suivant la droite xy, et le cylindre suivant les parallèles AC,BD,qui sont rencontrées par la droite xy aux points P et Q. Les droites PR,QR' qui divisent en deux parties égales les angles APQ, DQP, coupent l’axe RR’ du cylindre aux points R, R’ centres des sphères inscrites au cylindre, et tangentes au plan coupant xy. Les points de contact F, F' des sphères et du plan, sont les Joyers de la section cylindrique. Désignant comme pour le cône droit par m un point de la section cylindrique, par », »" les points où la droite du cylindre menée par le point m rencontre les cercles du cylindre des diamètres AB, CD, et supposant que les points m, », »" hors du plan de projection , se projettent sur ce plan en M, I,I’,les droites mi, mi' sont égales et parallèles à leurs projections Ml, MI’ (fig. a), et on a mf = MI, mV = MI’; donc la somme des rayons vecteurs mF ■+■ njF’=lMl', est égaleà la droite AC, dont la longueur ne varie pas, quelle que soit la position du point m de la section du cylindre par le plan xy. On a aussi comme pour le cône droit PQ = AC.
89. Si l’on suppose (fig. 3) que le cône droit est coupé par le plan xy suivant une hyperbole, on construira comme pour le cas de l’ellipse les deux
foyers F, F’, dont la distance FF est égale à aSP ou aSQ. Pour un point quelconque m de l’hyperbole, dont la. projection (fig. 4 ) est M, ce n’cst pas la somme, mais la différence des rayons vecteurs de ce point, ou mF — mF, qui sera égale à la droite PQ, partie de la trace xy, comprise entre les côtés SA, SD du cône droit.
90. Lorsque la section conique est {fig. 4) une parabole, ce qui a lieu si l’intersection ~x y des plans rectangulaires PQ et ASB est parallèle à la droite SB du cône, la construction précédente ne donne pour la parabole qu’un seul foyer Fj qui est le point où la sphèft inscrite au cône suivant le cercle du diamètreAB, touche le plan coupant; l’autre foyer est à l’infini; un point quelconque de la parabole n’a qu’un seul rayon vecteur.
Troisième exemple. — Intersection d'un cylindre oblique par an plan perpen diculaire à tes arêtes. (PI. ia, fig. 1, t.a.)
91. La trace du cylindre sur le plan horizontal est donnée ; on connaît la direction de sa droite génératrice ; le plan coupant est déterminé par ses traces sur les plans de projection.
Concevant une suite de plans parallèles à la droite génératrice , qui coupent la surface cylindrique et le plan donné, l’un quelconque de ces plans contient une droite du plan et une ou plusieurs droites du cylindre ; les points d’intersection de ces droites appartiennent à la courbe d’intersection du cylindre et du plan.
tJn système de plans n’est pas déterminé par la seule condition d'être parallèle à une droite; on peut encore supposer qu’ils sont perpendiculaires à l’un des plans de projection, au plan horizontal par exemple. La fig. 1 ,pl. ia, est construite dans cette hypothèse, et avec les données suivantes.
. ga. Soit ABCD (fig. 1 ,pl. ta) la base oirla trace du cylindre sur le plan, horizontal ; la droite génératrice de ce cylindre est constamment parallèle à une droite donnée ( a&, yJ). Le plan coupant a pour traces sur les plans de projection les droites LM, Mm qui se coupent au M de la commune intersection XY de ces plans.
. La base ABCD étant une ellipse, on lui mènera les deux tangentes CG, DF parallèles à la projection horizontale a# de la droite donnée (<t/3, yl)\ ces parallèles seront les limites de la projection horizontale du cylindre. Deux autres tangentes AA’, BB’, perpendiculaires k la droite XY, détermineront sur cette droite deux points A’, B', par lesquels menant des parallèles à la projection verticale >/ de la droite donnée (*0, on aura les limites A’/f, B’t de la projection verticale du cylindre. Un plan horizontal /ci coupe le cylindre
suivant une ellipse égale à sa base, et cette ellipse se projette sur le plan horizontal en GFI. Les droites CG, DF sont tangentes aux deux ellipses égales ABCD, GFI, et les touchent en des points semblablement placés. La droite Om, qui joint les centres de ces ellipses , est parallèle aux tangentes CG, DF.
Le plan vertical mené par la droite O» coupe le plan donné (LMm) suivant une droite dont la projection verticale est P'/i. Le point P' est la projection verticale du point P de la trace LM. On obtient le second point n de la projection P'/j, en menant une droite quelconque (NM', nm) parallèle à LM. Considérant cette droite coffime une horizontale du plan coupant (LMm), elle a pour projection verticale la parallèle mn à XY. La perpendiculaire à XY, menée par le point N, coupe l’horizontale mn au point cherché n. Tous les plans verticaux parallèlesau plan vertical Ou ou à la droite ai, couderont le plan donné (LMm) suivant des parallèles à la droite (PN, P n).
q3. La courbe d’intersection du cylindre et du plan a deux projections I1TQ, htq que nous allons construire.
Soit ER une droite quelconque parallèle à afi, qui coupe la base donnée ABCD dp cylindre aux points E, i, et la trace horizontale LM du plan coupant au point R; on considère cette droite ER comme la trace horizontale d’un plan vertical qui contient une droite du plan coupant et deux arêtes du cylindre. Abaissant les perpendiculaires EE’, ti, RR' sur XY’, on mènera par les points E', les parallèles E'f, «V à la droite ><f, qui seront coupées aux points t, v par la droite R Vf parallèle à Vit.
Ces points f, v appartiennent à la courbe htqv , projection verticale de la Courbe d’intersection du cylindre et du plan donnés. Abaissant les perpendiculaires tT, yS èïXY', qui coupent la droite ER aux points T et V, ces points appartiennent à la projection horizontale HTQV de la courbe d’intersection. On trouvera de la même manière tant de points qu’où voudra, tels que (T, / ) et (V, c)de cette courbe. Pour la. construire dans son plan, on fait tourner ce plan autour de sa trace horizontale LM comme charnière. Un point quelconque (T, f ) décrit une’ circonférence du rayon (TR, <R'), qui a pour longueur l’hypothénuse d’un triangle rectangle construit sur TR et T'/ comme côtés; portant cette longueur de R en 8, le point 8 sera après la rotation , le point (T, /) appliqué sur le plan horizontal. On construit de la même manière tout autre point de la section du cylindre, laquelle devient dans le plan de cette section, la courbe H'U’SQ'. Cette courbe se nomme la section droite du cylindre, lorsque le plan coupant est perpendiculaire à la génératrice de la surface cylindrique; auquel cas, les traces LM, Mm de ce plan sont respectivement perpendiculaires (art. ai) aux projections de la droite donnée (a£, y<f).
Des tangentes à la courbe d’ intersection du cylindre oblique et d’un plan.
g4- Ayant construit (/%. i, pl. ta ) les projections T, t d’un point quelconque dé la courbe d'intersection du cylindre par un plan, et ce point 9 sur le plan même, les- tangentes en ces mêmes points aux trois courbes HTQV, htqv, irU*0Q',sont déterminées; et pour les obtenir il suffira de construire l’intersection du plan tangent au point (T,f) du cylindre, et du plan donné (LM/n).
Le plan tangent au point(T, t) du cylindre passe par l’arête (TE, iE') (art. 53) et touche le cylindre suivant cette arête ; d’où il suit qu’il a pour trace horizontale la tangente EL à l’ellipse ABCD ; or cette tangente coupe la trace LM au point L; donc ce point L est sur la tangente de la courbe d’intersection du cylindre et du plan, au point (T, t)(de cette courbe. Élevant la perpendiculaire LL’ àXY, et tirant les droite sLT, lit, on aura. les tangentes des courbes HTQV, htqv aux points T et t de ces courbes. Lorsque le plan tourne sur sa trace horizontale LM comme cliarnière, le point L de la tangente est fixe ; le point (T, t) s’applique en 9 sur le plan horizontal ; donc la droite LQ est la tangente au point 9 ou (T, t) de la courbe d’intersection du cylindre et du plan. . _
Les tangentes à la base du cylindre CG, DF, ne sont pas seulement les projections horizontales de deux arêtes du cylindre , on peut encore les considérer comme les traces de deux plans tangens verticaux ; d'où il suit que toute courbe du cylindre qui rencontrera les droites de ce cylindre contenues dans les plans verticaux CG, DF, aura pour tangentes aux points de rencontre, des droites dont les projections horizontales sont CG et DF.
Par la même raison , les limites A'/; B’i de la projection verticale du cylindre, sont des tangentes des projections verticales de toutes les lignes courbes du cylindre qui rencontrent les droites de ce cylindre *dont A'X, Bï sont les projections verticales.
Les plans vertic'aux CG, DF tangens au cylindre, rencontrent le plan coupant (LM/zi) suivant des tangentes à la courbe d’intersection du cylindre ; donc les projections verticales G 'h, F ’q de ces tangentes, sont tangentes à la projection verticale htq de la courbe d’intersection du cylindre par le plan (LM/n). Les droites G'/i, F ’q menées par les points G’, F' projections verticales des points G, F, sont parallèles à la droite P'/».
Les plans tangens an cylindre, parallèles à une liorizontale du plan coupant (LM/n)^ touchent le cylindre suivant deux arêtes, qui Sont coupées par le plan en deux points; les tangentes à la courbe d’intersection menées par ces points sont horizontales, et leurs projections verticales ta, 34 sont aussi des horizontales. Après avoir considéré plusieurs surfaces développables particulières, revenons au cas général.
Des tangentes aux sections planes des surfaces développables, parallèles à des , droites données.
g5. Une droite étant donnée dans le plan d’une courbe de la surface développable, on mènera un plan tangent è. la surface, parallèle à cette droite; l’intersection de ce plan et du plan de la, courbe sera évidemment une tangente de cette courbe parallèle à la droite donnée. On a vu ( art. 56 et 60 ) comment on construit un plan tangent aux surfaces cylindrique et conique, parallèle à une droite donnée.
Quelle que soit la surface développable, on déterminera le plan tangent à cette surface, qui est parallèle à une droite donnée, en menant tfn plan quelconque parallèle à cette droite, qui coupe la surface suivant une courbe. La tangente à cette courbe 'parallèle à la droite donnée, et la droite de la surface développable qui passe par le point de contact, déterminent le plan tangent demandé.
Quant aux tangentes des projections d'une section plane de la surface développable proposée, on pourra, par la même considération, déterminer celles qui sont parallèles à des droites données sur les plans de projection. On mènera par l’une de ces droites un plan perpendiculaire au plan de projection sur lequel elle est donnée ; ce plan rencontre le plan de la courbe suivant une droite. En menant un plan tangent à la surface développable parallèle à cette droite, les projections de la droite intersection du plan tangent et du plan coupant, seront tangentes aux deux projections de la courbe, et l’une de ces tangentes sera parallèle à la droite donnée.
Des lignes d’une surface développable , rapportées sur le plan de développement.
96. On a vu ( art. 5o ) que les élémens d’une surface développable pouvaient être réunis sur un seul et même plan, et former ce qu’on appelle le développement de la surface. <•
Une ligne quelconque de cette surface, celle par exemple qui résulte de l'intersection de la surface par un plan, se transforme sur le développement en une autre courbe; nous allons exposer le principe qui sert de base \ la construction de cette courbe.
Lorsqu’on développe une surface, une ligne quelconque de cette surface plane ou à double courbure devient sur le plan de développement, une autre ligne que je nomme la transformée de la première.
Supposons d’abord qu’il y ait sur la surface développable une courbe dont la transformée soit connue, et pour la distinguer, nomroons-la axe de développement. La section droite sur le cylindre à base circulaire,, le cercle sur le cône droit, la ligne dont tous les points sont à la même distance du sommet du eône oblique, sont sur ces diverses surfaces, les lignes qu’on prend pour axes de développement ; les transformées de ces axes sont la ligne droite ou le cercle. -
97. L’axe de développement et sa tranformée étant connus, il n’y a aucune ligne de la surface développable dont on ne puisse construire la transformée sur le plan de dévçlopperaent. En effet, chaque tangente de l’axe de développement fait avec la droite de la surface développable qui passe par le point de contact, un angle déterminé; or cet angle ne change pas sur le plan de développement; d’où il suit qu’il n’y a aucun point de la surface développable qui ne soit déterminé par une abscisse courbe comptée sur l’axe de développement, et par une ordonnée rectiligne qui est la droite de la surface passant par l’extrémité de l’abscisse courbe.
98. Considérant sur une surface développable, une ligne autre que l’axe de développement, on aura la transformée de cette ligne, en rapportant sué le plan de développement, les .droites de la surface développable comprises entre la ligne que l’on considère et l'axe de développement. Si, par un point de cette ligne, on lui mène une tangente, cette tangente, la droite de la surface développable qui passe par le point de contact, et la tangente à l’axe de développement, mené par le point où la droite de la surface Coupe cet axe, forment un triangle qui est situé dans le plan tangent à la atirface développable, et qui ne change pas de grandeur dans le plan de développement; donc, connaissant dans ce triangle un côté et deux des cinq autres élémens qui le déterminent , on pourra le construire sur le plan de développement.
99. Lorsque l’axe de développement devient une ligne droite sur le plan de développement, toutes les tangentes à cet axe, rapportées sur le même plan , coïncident avec la droite qui est la transformée de l’axe. Dans ce cas, Taxe de développement est une courbe de la surface développable , qui jouit de cette propriété, d’étre la ligne la plus courte qu’on puisse tracer sur la surface, entre deux points quelconques de son périmètre.
Une surface développable étant exécutée, on y trace une ligne de cette espèce (la plus courte entre deux points), en pliant un ruban mince, flexible, d’une largeur égale dans toute longueur, de manière qu’il s’applique entièrement sur la surface ; chaque droite formant le bord du ruban, devient sur la surface la ligne la plus courte entre deux quelconques de ses points : sachant mener des tangentes à cette ligne, on pourra la prendre pour axe de développement.
100. Il suit de ce qui précède, que pour obtenir le développement d’une surface, il Élut connaître sur celte surface un axe de développement, et sur- le plan de développement la transformée de cet axe. Les droites consécutives de la surface qui rencontrent l 'axe sous des angles déterminés et connus, le divisent en petits arcs qui ne diffèrent pas sensiblement de la ligne droite; les points de division de cet axe correspondent à d'autres points de la transformée, et on obtient les points correspondons en rapportant les petits arcs de l’axe sur sa transformée, dans l’ordre où ils se succèdent sur la surface. Sachant mener des tangentes à ces deux- courbes, savoir à l’axe de développement et il sa transformée , ces tangentes déterminent sur le plan de développement les droites de la surface développable ; donc on aura sur ce plan la transformée .de l’axe de développement, qui sera une ligne d’abscisses, et les droites de la surface développable, qui seront les ordonnées correspon-' dantes des points de cette surface , qu’il s’agit de rapporter sur le plan de développement.
10 1. Le développement d’une surface a .principalement pour objet dans les arts, de tracer au moyen de patrons ou panneaux , sur cette surface déjà exécutée, une courbe autre que l’axe de développement; or, deux courbes suffisent pour diriger le mouvement de la droite génératrice d’une surface réglée ou développable, lorsque les points d’appui de chaque droite sur les courbes directrices sont déterminés (art. 5a et 6 1); d’où il suit que la surface étant exécutée, le développement n’est qu’un moyen secondaire pour y rapporter une courbe, qui est donnée par ses projections; car on peut tracer directement cette courbe par points en déterminant ces points par leurs distances aux courbes directrices, mesurées sur les droites de la surface.
N EXEMPLES .DE DÉVELOPPEMENT DE SURFACES
Premier exemple. — Développement du cylindre droit. (Pl. 9.)
ioa. Quelle que soit la base d’un cylindre, la section perpendiculaire à ses
arêtes, qu’on nomme (art. g3) la section droite, ou l’arc droit, se transforme sur le développement en une ligne droite; car les droites ou arêtes du cylindre, parallèles entre elles, conservant leur parallélisme sur le plan de développement, la ligne qui les coupe à angle droit est nécessairement une droite. Prenant donc la section droite du cylindre pour l’axe de développement, la transformée de cette section sera, sur le plan de développement, une ligne droite, et on demande la transformée de la section du cylindre (art. 69), par le plan (EF#), (Jig. 1, pl. 9). •
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io3. Explication de la fi g. a, pl. 9. On prend pour plan de développement, le plan tangent au cylindre', qui coupe le plan de la section droite de ce cylindre suivant une droite AA', parallèle à la trace horizontale EF du plan (EF g). Ce plan de développement coupe la trace verticale Y g (fi g- 1, pl. 9) au point a, par lequel on mène la section droite du cylindre (ai', ABCD). Ayant tiré (fg. a.) la droite BB' de même longueur que la circonférence ABCD, on prend sur cette droite le point A pour représenter le point (A ,'d) (fi g. i) du cylindre. AB et AB’ (fig. a ) sont les transformées des demi-circonférences AHCB, AIDB (fg. 1); ces demi-circonférences ayant été divisées en un asiez grand nombre de parties égales, pour que chaque partie puisse être considérée comme une ligne droite, on a rapporté les points de division à droite et à gauche du point A, en AHB, et AH’B’ (fg. a).
Les perpendiculaires à la droite BB’ élevées par ces points de division, sont les arêtes du cylindre rapportées sur le plan de développement; on les considère aussi comme les ordqnnées des lignes courbes tracées sur le cylindre, qu’il s’agit de rapporter sur le même plan.
Soit ( H, h ) (fg. 1 ) un point quelconque du cylindre; prenant l’arc AH (fg. 1 ) pour l’abscisse de ce point, et la longueur fy pour l’ordonnée, on rapportera ce point sur le plan de développement, en faisant la droite Ail (fg, a) égale à l’arc Ail (fg. 1) rectifié, et la perpendiculaire H h (fg. a) sur ATI, égale à jh (fg. 1). Le point h (fg. a) représente sur le plan de développement le point (II, h) (fg. t) du cylindre. On trouvera de la même manière tous les autres points de l’intersection du cylindre par le plan (EF^), et cette intersection (ABCD, ai) (fg. 1 ) aura pour sa transformée (fg’. a) la courbe bhkhb'. Cette courbe ne s’arrête pas aux points b , b'; elle s’étend à l’infini entre les deux parallèles BB ' ,ib' , qui la touchent aux points'A, b, b'; elle se compose d’une infinité de branches .-;d,-S a bkb', qui correspondent à la section oblique fermée (ABCD, ab) (fg. 1 ) du cylindre. En effet, on petit concevoir que ce cylindre est enveloppé par une toile sans épaisseur, qui fait une infinité de révolutions autour de sa surface. En déroqkmt la toile, lï section obflque qui est la même sur toutes les enveloppes superposées, se transforme évidertiment en autant de lignes égales à bkb', qu’il y a de révolutions.
La portion de courbe bkb’ étant appliquée sur le cylindre , Je manière que la droite k*(fg. 2) coïncide avec l’arête du cylindre (A, A a) (fg. t), les Extrémités b, b' de la courbe bkb' (fg. a), se réuniront au point unique ((B, b) (fg. 1) de la section oblique cylindre, et les extrémités 0, g de la droite (fg. a), coïncideront avec le point B de la section droite ABCD.
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De la tangente à la transformée d’une ligne courbe tracée sur le cylindre.
io4- Ayant mené par le point H (Jig. i) du cercle ABCD, la tangente LH K. qui coupe la droite A A' prolongée au point K, la tangente de la section oblique du cylindre au point (H-, h ) {/‘g- i ) est l’hypothénuse d'un triangle rectangle, qui a pour côtés les droites HK et jh. Ce triangle est dans le plan tangent du cylindre au point (H, A) : or ce plan se confond (fig. a) avec le plan de développement, et le point (II, h) (fig. i ) avec le point h de ce développement. Ainsi la longueur de l’arête AH ( fig . a ) étant égale à hj ( fig . i), et portant HK {fig. I) en HK {fig. a) sur la droite RB', on aura sur le plan de développement le triangle rectangle HAK , dont l’hypothénuse AK est la tangente de la courbe b Ab' (fig. a) au point A.
Second exemple de développement de surface. — Développement du cône droit.
105. Un cercle quelconque du cône droit a pour transformée sur le plan
de développement un autre cercle, dont le rayon est égal à une droite du cône, comprise entre le sommet et le plan du premier cercle. En effet, toutes les droites comprises entre le sommet et un cercle quelconque du cône droit, sont de même longueur : or ces droites ne changent pas de longueur sur le plan de développement; donc leurs extrémités appartiennent à une circonférence de cercle. .
106. Explication de la fig. a,pl. 10. Soit ABCD (fig. i ) le cercle du cône droit, qu’on prend pour axe de développement. La portion d’arête du cône comprise entre le sommet et le cercle ABCD, est évidemment égale à oA' ou oB'jdonc si d’un pointO(/î#. a) comme centre, avec OH,oft'(fig. i)pour rayon, on décrit une circonférence AB A' (Jig . a), cette ligne sera la transformée du cercle ABCD {fig. i ). Les parties égales de la circonférence rapportées sur la transformée, sont les bases des secteurs de cercle élémens du cône , et les rayons de ces secteurs représentent les arêtes du cône sur le plan de développement. Prenant OB(_/tg. a) pour représenter l’arête du cône(OB,oB') (fig. i ), le point (P, p) (fig. de l’intersection du cône par le plan (EF#) (art. 7 4), qui se trouve sur cette arête, s’appliquera (fig. a ) en p, extrémité de la droite OP (fig. a), égale à op (fig. i). Les. arcs BAet BA' (fig. a), étant égaux aux demi-circonférences rectifiées BCA, BDA (fig. i), les droites OA, OA' (fig. a) représentent l’arête (OA, oA') (fig. i); portant sur ces droites la longueur ol (fig. i) de O en Z (fig a ), et de O en les points /, /' (fig. a)
correspondent au point unique(L,7) (fig. i) de la courbe d’intersection du cône et du plan. ‘
Achevant la circonférence du rayon OB, (fig. a ) , la courbe Ipl' se répétera nne infinité de fois sur le plan de développement autour du point O, à moins que Parc AB.V ne soit une partie aliquote de la^ circonférence à laquelle cet arc appartient. Dans ce dernier cas, la courbe fermée résultant de l’intersection du cône par un plan, aura ponr transformée une autre courbe aussi fermée; mais en général, la transformée fera une infinité de révolutions autour du point O. . . " - . • ' • .
La portion Ipl" de la transformée suffit pour tracer sur le cône l’intersection de ce cône par le plan (EE£)( fig. 1). Ayant décrit la fig. ï sur un plan flexible, telle qu’une feuille de carton ou de papier, 'On. mettra la droite OB de cette figure sur l’arête (OB, oB’) du cône, et on appliquera le plan de la figure sur le cône ; les points / et ~V de cette figure se réuniront au point
(L< 0 {fie- 0 du cônc-
107. Soit maintenant une droite quelconque OH (fig. a), quf représente l’arête du cône (OH, oH') (fig. 1); on aura le point M de la courbe Ipl (ftg.i\ qui se trouve sur cette arête, en construisant la longueur OM de la -droite comprise entre le sommet (O, o) et le point (M, m) (fig. 1 ). ^Pour avoir la tangente ME menée par le point M (fig. a) à la courbe lpl\ oh remarquera qu’elle est l’hypotbénuse d’un triangle rectangle MHE, dont le côté HÈ (fig. a) est égal à HE (fig. 1). Ce triangle est situé dans le plan tangent au cône au point (M, m) (fig. 1), dont la trace horizontale est HE, ejfales longueurs des côtés de ce triangle, ainsi que les dimensions des droites situées dans les plans tangae* au cône, ne changent pas sur le plan de développement, puisque c’est snr ce pian que viennent s’appliquer tous les plans tangens.
108. Explication de la fig. a,pl. 1 1 . Le développement du cône droit, qui
à pour base le cercle ABCD, et pour sommet le point (O, 0) ( pl . 1 1), sc fait de la même manière que pour la Jig. a , pl. 10. La droite OB (fig. a) représente l’arête du cône (OB, oB') (fig. 1 ,pl. 1 1), et les droites OA , OA’ correspondent à l'arête unique (OA, oh! ) ( fig. 1 ). La branche d’hyperbole (MLS, F l) s
{fiëi 0 a P°ur transformée les deux portions de courbes /M, /'S (fig. 2). La transformée de la seconde branche ( GPG \pg) (fig. 1) de l’hyperbole, est
(fig. a) la courbe G pG'. • . ,
109. On rapporte sqr le plan de développement les asymptotes de l'hyperbole (art 8 a) en les considérant comme des tangentes en des points situés à l'infini. Soient OM’, OS (fig. a) les droites qui 'représentent les arêtes du cône parallèle&au plan de l’hyperbole. Les perpendiculaires M'N, ST ( fig. a) aux extrémités des rayons OM’, OS', étant respectivement égales aux droites
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M'N, S’T (y%. 1 ,pl. ii), terminées aux points N, T des droites projections horizontales des asymptotes, les parallèles NN', TT' {fg- a) aux rayons OM', OS' seront les transformées des asymptotes, qui deviennent elles-mêmes les asymptotes de la . transformée de l’hyperbole. Cette transformée est une courbe formée de trois branches séparées /M, /'S, GpG1. Les deux droites N N’, TT' sont asymptotes de la branche GpG', et chacune d’elles n’est asymptote que d’une seule des autres branches /M , l S.
Troisième exemple de développement de surface. — Développement du cy lindre oblique. (PI. t a ,fig. a.)
ito. Lorsque le cylindre à développer est oblique, on doit d’abord construire sa section droite (art. f)3), c’est-à-dire l’intersection de ce cylindre par un plan perpendiculaire à ses arêtes. Soit (HTQ, htq) ( pl . ia ,/rg. i), la section droite dp cylindre elliptique, qui a pour base sur le plan horizontal l’ellipse ABC1); ayant divisé cette ellipse en- arcs qui sous-tendent des cordes égalés, les arêtes du cylindre menées par les points de division, rencontrent la section droite ou l’arc droit en des points qui sont connus, et qu’on peut rapporter sur la droite , transformée de l’arc droit; ce qui détermine sur le plan de développement la position respective des arêtes du cylindre, dont on a les projections horizontale et verticale.
Soit zz {Jig. a) la droite qui est sur le plan de développement, la transformée de 1 arc drôit qu’on prend pour axe de développement, et lie {/Ig- a) l'arête du cylindre (ET, E ’/) (fg- i); la portion Ee (fg. a) de cette arête, comprise entre l’arc droit et la base, a pour projections {Jig. t) les droites ET, E'f. Déduisant de ces deux projections sa longueur vraie, et portant cette longueur sur eE, le point E sur le plan de développement {Jig. a) appartiendra à la courbe UEZZ’ transformée de l’ellipse ABCD {fig. t). On construirait de la même manière tout autre point d’une ligne quelconque du cylindre, qui se trouverait sur l’arête (ET, E'/).
tri. Pour trouver la longueur vraie d’une arête du cylindre qui a pour projections CH, Ch, on décrit du point H, comme centre, un arc de cercle Cy qui côtipc la parallèle H y à XY au point <f. Abaissant les perpendiculaires HH’A, $.<f ' sur XY, le pied y de la seconde perpendiculaire détermine le triangle rectangle y'ÏI 'h, dont l’hypothénuse /;?' est la longueur vraie de l’arête (CH, Ch). On obtiendrait plus directement les longueurs des arêtes du cylindre en se servant d’une nouvelle projection sur un plan perpendiculaire au plan coupant, ’et parallèle^ la génératrice du cylindre. Soit Ou {fg. r), la trace horizontüle de ce plan ; en le faisant tourner sur sa trace comme char-
nière, et l’appliquant sur le plan horizontal, on aura la fig. i.a, dans laquelle les arêtes Un, Zz sont rencontrées à angle droit par la droite P su du plan coupant, aux points u, z, dont les projections horizontales sont B', Z’.
Soient" U u, Zz ouZV, les droites (fig. a) qui représentent les arêtes du cylindre situées dans le plan vertical Ou ( fig. i), on- aura les points U et Z (fig. a) de la transformée de 4’ellipse AliCD (fig. j)en faisant Uu (fig. a) = Uu {fig. i.o), Zz ou Z'z (fig. a) = Zz {fig. t .à). On aurait de-même le
point E déjà construit, en faisant E e(fig. aj = e'e (fig. t .a).
De la tangente à la transformée de la base elliptique du cylindre oblique.
i ia. Ayant construit le point Ede la transformée Z’UZ (pl. ja a) de l'art: droit du cylindre oblique, on obtiendra la tangente en un point quelconque E de cette transformée, en portant là tangente L8 de l’arc droit développé H'U’Q" (pl. ta, fig. i), sur la droite zz (fig. a) de e en 8; la'droite E9 (fig. a) est la tangente de la transformée ZZ’U au point E de cette courbe.
. $ III. DES SURFACES DE &ÉYOLVTIOX COCHÉES PER ON Ht XX.
j i3. Deux séries de plans t les uns perpendiculaires à Taxe de révolution, les autres passant par cet axe, coupent la surface de révolution suivant des cercles ou des méridiens. Chacun de ces plans rencontre Jq plan donné qui coupe la surface suivant une droite; le point ou les points dans lesquels celte droite coupe le cercle ou la section méridienne, contenu dam le même plan que la droite, appartiennent à la courbe d’intersection de la surface de révolution et du plan donné. •
Premier exemple. — Intersection d’un ellipsoïde de rét>olution par un plan.
' - (Pi.i3,6g -Ty -
ti 4- On suppose que l’axe de révolution est vertical, et que le plan vertical de projection est perpendiculaire au plan coupant.
Soit (O, O'o) l’axe de révolution; Lm, mn, les deux traces du plan coupant; un plan méridien AOB parallèle au plan vertical de projection, contient l’ellipse méridienne abefi, qui a pour axes principaux les droites rectangulaires ab, ef. Cette ellipse, en tournant autour de son grand axe ef, dirigé suivant la droite (O, O'o), engendre V ellipsoïde de révolution.
te plus grand cerde de cette surfàce a pour diamètre ab , et se projette sur le plan horizontal, suivant un cercle ABCD de même diamètre.
La trace horizontale Lot du plan coupant étant perpendiculaire à l’intersection XY des plans de projection , la (race verticale mn contient évidemment la projection verticale de la courbe d'intersection de la surface de révolution et du plan donné ÇLmn).
Pour trouver un point de la projection horizontale de cette intersection, on imaginera un plan ss' perpendiculaire à l’axe de révolution; ce plan coupera le plan donné suivant une horizontale (RR', r), et la surfàce suivant un cercle du diamètre ts', qui se projette sur le plan horizontal suivant un autre cercle RR'S de même diamètre. Ce dernier cercle et la droite RR' se coupent aux points R, R' qui appartiennent à la projection horizontale RR'UZ de la courbe d'intersection de l'ellipsoïde de révolution par le plan donné (L mn).
1 1 5. On aurait cette courbe dans son plan (Jîg- i.«a), en faisant tourner chacun de ces points autour de la trace mn comme charnière. Un point tel que (R,r) décrit un cercle d’un rayon égal à la distance Rr du point R à la droite XY; portant cette distance (J îg . i.a) de r en p sur la perpendiculaire rp à la trace mn, le point p appartient à la courbe développée sur son plan.
Le plan méridien AB parallèle au plan vertical de projection, rencontre le plan (L//m), suivant une droite qui passe par le point I de la trace L/n de ce dernier plan. Portant ml en ml' sur la perpendiculaire à la trace mn, et menant par le point T la parallèle l’n {fig. i.a) à mn, cette parallèle divisera en parties égales les ordonnées telles que pp, perpendiculaires à la trace mn; *■ en sorte qu’on aura np = np'=z NR = NR'.
1 16. En considérant sur la surface de révolution le second système de lignes, c’est-à-dire les courbes méridiennes, les points de rencontre de ces courbes avec le plan donné appartiendront à l’intersection de la surface et du plan.
Soit OP la trace horizontale d’un plan méridien qui coupe le plan donné (L mn) suivant une droite (PO, mn), et la surface de révolution suivant une courbe méridienne égale à abje. Pour construire le point d’intersection de cette courbe et de la droite (PO, mn), on fait tourner le méridien OP autour de l’axe de révolution, et on amène le point P en P' sur le diamètre AB prolongé. Le point P' se projette sur le plan vertical en p; l’axe de révolution rencontre le plan donné ( Lmn ) au point k; tirant la droite pk qui coupe la section méridienne abfe aux points s, u, les distances s't, uv de ces points à l’axe ef, rapportées sur la droite OP de O en R et do O en U, détermineront les points R et U de la projection horizontale RR’UZ de la ligne d’intersection demandée.
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La circonférence décrite du point O comme centre, avec OP pour rayon , rencontre la trace Lot aux points P et Q; tirant la droite OQ, et la considérant comme la trace d'un autre plan méridien OQ, on aura deux nouveaux points de la projection RR’UZ, en faisant OR’= OR , et OZ t= OU. x
De la tangente à la courbe d’intersection d’une surface de résolution par un * • ■ •- PIan- •
it 7. Le plan tangent à la surface de révolution, mené par un point de 1« ligne d’intersection de cette surface par un plan, rencontre le plan coupant suivant une droite , qui est une tangente de la courbe d’intersection.
Soit (R, r) un point quelconque de la courbe d’intersection de la surface par un plan ; le plan tangent en ce point passe par les tangentes & la courbe méridienne et au cercle, qui se coupent à angle droit en ce même point; mais les tangentes aux courbes méridiennes, menées par les points du cercle du diamètre ss', qui passe par le point donné (R, r), forment un cône droit qui est coupé par le plan horizontal XY de projection, suivant le oercle du rayon OG = O 'g; d’où il suit que la tangente à la courbe méridienne au point (R, r) de cette courbe , -rencontre le plan horizontal XY au point G. D'ailleurs (art. ai), la trace horizontale GH dit plan tangent est perpendiculaire à la traça ORP du plan, méridien qui passe par le point de contact (R, r) ; menant cette perpendiculaire, cMe rencontre la trace horizontale Lot du plan donné, au point H qui détermine la tangente HR. Portant otH en otH’ (Jig. i.a), la droite II \'p est la tangente à la courbe de l’ellipsoïde, rapportée sur le pla$ de cette courbe (/ig. i.a). .... .
Deuxième exemple de l’intersection d’une -surface de révolution par un pîan.
— De l’intersection, du tore , ou de la surface annulaire par un plan.
(PI- l«.)
1 18.. On appelle tore, ou surface annulaire, la surface engendrée par un cercle, qui tourne autour d’une droite située dans le plan dü cercle. Cette droite est Taxe de révolution ; on la suppose verticale sur la figure de la pi. 1 4, que nous allons expliquer. - -
Soit (A, W) l’axe de révolution, qui est donné dans le plan vertical AEF du cercle dd'ef, dont la projection horizontale est la droite EF; ce cercle a son centre en C sur le plan horizontal de projection , et pour diamètre la droite (EF, ef). O11 suppose que le tore est coupé par un plan vertical GEH perpendiculaire à la droite AF, et'passant par le point (E, é) Situé sur le diamètre horizontal du cercle générateur, parallèle au plan vertical de projec- •
tion; la courb« d’intersection a pour projection horizontale la droite GH. Pour développer cette courbe dans son plan, on fait tourner le plan vertical GH autour de sa trace horizontale GH comme charnière. La distance d’un point quelconque de la courbe à la charnière, mesurée sur une verticale, s’abat sur une droite de même longueur, perpendiculaire à EG.
Ayant décrit du point A comme centre, avec un rayon quelconque Air, un cercle qui coupe la droite AF au point », la perpendiculaire »/> menée par ce point à XY, rencontre le cercle générateur du tore ddef, aux points q, q qui sont les projections verticales des deux points du tore, situés sur la verticale ir. Mais le cercle du tore qui a pour projection horizontale P'»P, rencontre le plan vertical Gn aux points dont P et P’ sont les projections horizontales; donc la hauteur de ce point du tore au-dessus du plan horizontal de projection , sera égale à pq, ou pq'. Ayaut élevé la perpendiculaire QPQ’ sur GH, on prend PQ = PQ'=yjÿ, et les points Q, Q' appartiennent à la courbe d’intersection du tore et du plan. Les points K, R' de cette courbe, dont l’ordonnée verticale Kl ou K’I est égale au rayon du cercle générateur du tore, appartiennent au cercle horizontal du rayon AC, décrit par le centre (C, c) du cercle générateur autour de l’axe de révolution. La courbe développée dans son plan se compose de deux branches égales, GRQE/’H et HÆEQ'K’G, qui se croisent au point double E. ( Koÿez pour Iq détermination des tangentes à cette courbe au point double E, mon deuxième Supplément à la Géométrie descriptive de Monge, page 1 1, in-4°, année 1818. )
1 1 g. La section du tore que nous venons de construire, forme le passage des sections parallèles à denx branches séparées, de celles qui sont à une seule branche. Toutes les sections du tore comprises entre le plan méridien ZZ' et le plan coupant GII, sont à deux branches séparées. Toutes les sections comprises entre le plan coupant Gll et le plan tangent parallèle mené par le point F, n’ont qu’une seule branche.
De la tangente à la courbe d’intersection du tore et d’un plan parallèle à son
axe.
iao. GH étant la trace horizontale du plan coupant, parallèle à l’axe du tore, et P la projection horizontale d’un point de la courbe d’intersection, la hauteur de ce point au-dessus du plan horizontal est la droite PQ d’une longueur égale à pq <Ju pq' ordonnée verticale du cercle dd’ef. Un plan méridien AP méné par le point P, coupe le tore suivant le cercle générateur égal à dd'ef; or la tangente à ce cercle au point q rencontre l’horizontale bej au point r; donc, si l’on porte la partie br de cette horizontale de A en r\ la ■droite rT perpendiculaire à Ar', sera la trace du plan tangent au. tore, an
point Q du développement de la courbe d’intersection. Mais cette droite r'T rencontre la trace GH du plan ooupant au point T ; d’où il suit que la droite menée par le point T et par le point Q touche la courbe EQGR' au point Q. La droite TQ' touche cette courbe au point Q'; la sous-tangente TP est la mènie pour les deux points Q, Q’ situés sur la droite QPQ'. v
Le plan tangent au point du tore qui se projette en I sur le plan horizontal , est horizontal ; d’où il suit que la tangente au point K ou K' de la courbe d’intersection du cône et du plan GIH, est une droite horizontale, intersection du-plan tangent et du plan coupant vertical.
*wlH '
Du plan tangent de la seconde espèce. ( Voyez art. 46. )
121. Le même plan que nous venons de considérer comme plan coupant, et qui contient une courbe à deux branches du tore, est aussi tangent au tore, non parce qu’il contient les deux tangentes au point double E d’une ligne du tore, mais parce qu’il ne diffère pas du 'plan qui serait déterminé par lej tangentes à deux lignes distinctes du tore, l’une le cercle horizontal du rayon AE, l'autre le cercle vertical du diamètre EF.
Le plan vertical G'FH’, perpendiculaire à l’extrémité F du diamètre EF, est aussi tangent au point F du tore, puisqu’il passe par les tangentes aux deux cercles qui se croisent à angle droit au point de..Contact F; c’est un plan tangent de la première espèce ; il n’a de commun avec la surface que le point de contact F, qui est la limite des sections parallèles à une seule branche, comprises entre les deux plans verticaux parallèles GII, GTT. L’élément du tore au point E est aussi la limite de ces mêmes sections; mais ce point E appartient en même temps à la ligne qui est limite des sections parallèles, dont chacune a deux branches séparées.
Troisième exemple d’intersection d'une surface de révolution par un plan. —
Intersection de la surface réglée de V hyperboloide de révolution par un plan.
(PI. i5.) _ ' .
12a. Une droite qu» tourne autour d’une autre droite fixe, engendre une surface de révolution , dont la section méridienne est une hyperbole qui a pour demi-axe principal et réel la plus courte distance des deux droites données. La droite génératrice est dans toutes ses positions parallèle à un plan méridien, et sa distance à ce plan est égale à la plus courte distance des deux droites données.
• Un plan quelconque perpendiculaire à l’axe de révolution, coupe la surface suivant un ocrcle, le pian donné suivant une droite, et les points de
MA
reûcontre du cercle et de la droite appartiennent à la courbe d’intersection
demandée.
Explication de la pl. 1 5. On suppose le plan horizontal de projection perpendiculaire à Taxe de révolution, et le plan vertical perpendiculaire au plan coupant. ' < •
Soit XY l'intersection des deux plans de projection; ( A , abd) la droite fixe ou l’axe de révolution; (BC, bc ) la droite mobile dans la position où elle est parallèle au plan vertical de projection. La perpendiculaire à ces deux droites ( art, 36) est une horizontale AB, qui se projette sur le plan vertical au point b de la droite ab. Le pied (B,ù) de cette perpendiculaire sur la droite (CB, cb), décrit en tournant autour de la droite fixe le cercle (BB'EF, ebf ), qui est le püis petit de la surface, et qu’on nomme par cette raison cercle de gorge. Les* autres cercles ont pour rayons les perpendiculaires abaissées des points de la droite donnée (CB, cb) prolongée indéfiniment sur l’axe de révolution. Le cercle de gorge divise la surface1 en deux parties égales, dont chacune a la figure d’un entonnoir, et qui sont tangentes l’une à l’autre ; ces deux parties ne forment qu’une seule nappe divergente au-dessus et au-dessous du plan du cercle de gorge (*).
Si l’on conçoit par ce ‘petit cercle un cylindre droit vertical, la droite génératrice de l’hyperboloïde qui est donnée dans un plan tangent à ce cylindre, et qui tourne autour de la droite fixe, passe successivement dans tous les plans tangent au même cylindre ; or, par un point quelconque de l’hyperboloïde, on peut mener (art. 55) deux de ces plans, dont chacun contient la
(*) M. Broechi, conservateur des modèles à l’École polytechnique, m’a communiqué un procède simple et très-exact, de son invention, pour exécuter sur le tour une portion du solide terminé par unhyperboloïde de révolution, et compris entre deux cercles égaux, qui sont à égale distance du cercle de gorge : ce procédé consiste, i° à faire un cylindre droit, qut a pour hauteur la distance des deux cercles estrémes de l’hyperboloïde, et pour base supérieure ou inférieure, l’un de ces cercles, a* Le cylindre étant supposé horizontal , on dispose une scie rectiligne dans un plan vertical qui passe par le milieu de l'arétc la plus élevée du cylindre, et qui fait avec l'axe horizontal de ce cylindre un angle égal à celui de ce même axe av^c une parallèle à la génératrice de l'hypcrboloïde. On donne un trait de scie, de manière que la droite mobile qui termine les dents soit constamment parallèle la génératrice de l’hypcrboloïde, et son mouvement de fa et vient doit cesser, lorsque le trait de scie est à une distance de l’axe du cylindre, égale au rayon du cercle de gorge de l’hypcrboloïde. 3° On remet le cylindre ainsi disposé sur le tour, de manière que l’axe passe de ce cylindre par les deux pointes de cet Outil , et avec le ciseau on enlève du cylindre des tranches circulaires concentriques \ son axe, en prenant le trait de scie pour la limite de ces tranches. À^rès cette opération, le cylindre droit est transformé en une hyperboloïde de révolution de même base et de même hauteur.
droite génératrice; donc il n’y a aucun point de la surface qui ne soit l’intersection de deux droites appartenant à cette surface.. Ainsi le plan vertical CD, parallèle au plan vertical de projection, contient deux droites de la surface qui se croisent au point (B, A) ; elles font avec le plan horizontal le même angle; Tune rencontre le plan horizontal au point C, et l’autre au point D; la distance CD de ces deux points, et les deux droites de la surface, forment un triangle isocèle égal au triangle cbd donné sur le plan vertical de projection. Cfaacune'des droites (BC, bc), (BD, bd) est une génératrice de la surface. En marquant par des fils leurs positions successives, on obtient deux systèmes dé droites qui divisent la surface en petits quadrilatères; les droites d’un système no se rencontrent pas entre elles , mais elles sont toutes rencontrées par une droite quelconque de l’autre système. Les droites de Tun et l’autre système sont également inclinées par rapport à uu plan perpendiculaire à J’axe de révolution; l’angle qu’elles font avec ce plan est constant.
Ainsi la surface que nous considérons ne jouit pas seulement de la propriété générale de toutes les surfaces de réyolution , d’être coupées par des plans perpendiculaires à Taxe de révolution suivant des cercles, mais elle peut encore être engendrée par une droite de deux manières différentes; d’où il suit qu’un point quelconque de l’intersection de la surface et du plan, résulte de l’intersection d’un cercle ou d’une ligne droite par le plan donné.
1 a3. Soit le cercle du rayon AU, situé dans un plan horizontal quelconque gu, qui rencontre la droitè génératrice (BC, bc) au point (U, u); ce plan coupe le plan donné (NOp) suivant l’horizontale (GG', g) ; cétte horizontale et le cercle du rayon AU se rencontrent aux points (G, g), ($, g), qui appartiennent à la courbe d’intersection de la surface et du plan donné (NOp).
Toutes les droites de la surface se projettent sur le plan, horizontal snivant des tangentes au petit cercle du rayon AB. Soit G# Tune de ces tqpgentes , qui touche le cercle au point jS, et qui coupe en H le cercle du rayon AC ou AD que le point C de la droite génératrice décrit sur le plan horizontal- de projection; la droite de la surface (H/3, If/3') est coupée par le plan donné (NOp) au point (G, g) déjà trouvé. Si Ton mène par le point G, la tangente G> au cercle du rayon AB, qui touche ce cercle au point y, et coupe le cercle du rayon AC au point <f>» on aura une nouvelle droite de la surface (4G>, 4'ffy') qui passe encore par le point (G , g) de la section plane de la surface. Les deux droites de la surface (HG/3, ( 4G>, 4'éT> ) passent Tune par le
point (j8, /B’), et l’autre par le point (y, y) du cercle de gorge (BB’EF, ebf).
ja4- Un cercle ou une droite de la surface étant donnée, on vient de construire le point de la courbe d'intersection de la surface par Un plan,, qui se
trouve sur l'une ou l’autre de ces lignes, et les deux projections de ce point déterminent le plan méridien qui le contient. Maison pourrait proposer de résoudre le problème inverse : Étant donné un plan méridien, trouer le point de là courbe situé dans ce plan? Soit AGQ la trace horizontale donnée d’qn plan méridien; on demande le point (G, g) de la section Située dans ce plan.
Solution. Le plan méridien AGQ est coupé par le plan donné (NQp), suivant une droite qui rencontre l’axe de révolution au point (A, a). On regarde cette droite comme la génératrice d’un cône droit qui a pour sommet le point (A, «}, et pour base sur le plan horizontal de projection, le cercle d’un rayon AQ, dont l’extrémité Q est déterminée par la rencontre des deux traces AQ, ON. La droite génératrice de l’hyperboloîde de révolution (CB, cb) rencontre le cône droit en deux points, dont on construit les projections horizontales U et Z. Décrivant du point A comme centre avec les rayons AU, AZ, des cercles qui coupeht la trace donnée ÀG du plan méridien, aux points G et Z’, ces points appartiennent à la projection horizontale de la courbe d’intersection de l’hyperboloïde par Je -plan (NOp).
ia5. Pour trouver les points d’intersection d’un cône droit et d'une droite, on mène par le sommet du cône une parallèle à la droite donnée; par cette droite et sa parallèle, on conduit un plan qui coupe le cercle base du cône en deux points ; les arêtes du cône menées par ces points , coupent là droite donnée aux points demandés
Par le sommet (A, *) du cône droit, on a mené la parallèle (Ai, ai’) a la droite génératrice ( CB, cb); le plan conduit par cette droite et sa parallèle coupe le plan horizontal suivant la droite RS, qui rencontre le cercle du rayon AQ, base d« cône droit, aux points R et S. Les arêtes du cône qui passent par ces points, coupent la droite (CB , cb) aux points dont U et Z sont les projections horizontales. Faisant tourner cette droite autour de l’axe (A, ad)jios deux points qui.se projettent sur le plan horizontal en U et Z, décrivent des cercles de la surface qui rencontrent nécessairement la droite du plan coupant, située dahslc plan méridien donné AGQ, aux points dont G et Z' sont les projections horizontales.
Les cercles décrits autour de l’axe (A, ab ), par les points (-U, «), (Z, z) de la droite génératrice (CB, cb), se projettent sur le plan vertical, respectivement suivant les horizontales menées par les points u et z. Les mêmes horizontales contiennent les projections verticales g, z des points de la surface, dont G et Z' sont les projections horizontales.
126. La circonférence du rayon AQ rencontre la trace NO du plan coupant aux points Q et Q', situés dans les deux plans méridiens AQ, AQ'. En portant sur AQ' les droites opposées A 9, AZ', respectivement égales aux
droites AG, AZ', les points ç et Z’ appartiennent, comme les points G et Z’, à la projection horizontale de l’intersection de l’hyperboloïde par le plan donné (NO/>).
On trouvera de la même manière les points I et J de cette projection , situés sur le méridien AN perpendiculaire à la trace horizontale ON du plan coupant. Les opérations semblables aux précédentes sont tracées sur l’épure.
Des tangentes à la courbe d’intersection de la surface réglée d 'une hyperboloïde de révolution par un plan. — Nouvel exemple d’un plan tangent de la seconde espèce. ( PI. 1 5. )
137. Un point quelconque de l’hyperboloïde de révolution réglé ou à une seule nappe (*), est l’intersection' de deux lignes droites et d’un cercle qui se croisent eu ce point. Le plan tangent au même point contient les deux droites et la tangente au cercle; de ces trois droites, deux seulement sont nécessaires pour déterminer le plan tangent.
Soit (G, g) un point de l’hyperboloïde de révolution ; les droites de la surface qui se croisent en ce point, rencontrent le plan horizontal aux points H et 4 ! par conséquent la droite H</> est la trace horizontale du plan tangent.
Le plan méridien du point (G, g) étant vertical , le plan tangent en ce point lui est perpendiculaire (art. 63) ; d’où il suit que ces deux plans sont coupés par le plan horizontal de projection, suivant deux droites AG, H4 perpendiculaires entre elles. En effet, dans le triangle GH4, formé par les tangentes au cercle du rayon AB, menées par le point G, les côtés GH, G4'sont égaux, et forment avec la trace AG du plan méridien des angles égaux ; le côté H4 est donc perpendiculaire à AG. Cette construction fait voir que le plan tangent en (G, g) est en même temps sécant en tout autre point des deux droites de la surface par lesquelles il passe, puisque sa trace sur le plan horizontal est une corde H4d’un cerçle appartenant à la surface.
1 a8. La trace horizontale 4H du plan tangent étant prolongée , elle rencontre la trace NO du plan coupant (NOp), au point T qui appartient à la tangente de la courbe d’intersection de l’hyperboloïde de révolution et du « * plan donné : d’où il suit que la droite TG est la projection horizontale de cette tangente; iç sera une autre tangente au point 41 de la courbe GLjiZ’JZ'
(*) La surface de ITirperboloïde de révolution non réglée est engendrée par une hyperbole qui tourne autour de son axe principal non transverse ; cette surface est formée de deiur nappes séparées.
7 a GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
si l’on prend sur la trace horizontale NO du plan coupant, la droite NT=N8,
et sur la perpendiculaire G$ à la droite AN, =
iag. Ayant construit la projection horizontale IGZ'JZ'çI de l’intersection de Thyperboloïde par le plan donné (NOp), on l’obtiendra dans son plan (/ îg . i.a), en faisant tourner ce plan autour de sa trace verticale Op {/îg. i). Après ce mouvement, un point tel que (G, g ) de la section s’abat sur le plan vertical de projection en g' {/ îg . i .a), la distance gg à la charnière Op étant égale à GG' ( ftg . i). On construit la tangente au point g {/ îg . i .a), en portant la droite OT {/ îg . i) en OT' {/îg. i .a) sur la perpendiculaire ON' à Qp; la droite menée par les points T’, g' est la tangente. Les points (I, /), (J, y) de la section deviennent sur son développement {/îg. i.a) i' et y", situés sur la droite i'j" menée parallèlement à Op, à la distance ON' = ON.
Des asymptotes aux sections planes d'une hjrperboloïde de révolution.
i3o. On démontre par l’algèbre que les sections de l'byperboloïde de ré- ■ volution sont, comme les sections du cône droit (art. 80), ou des ellipses, ou des hyperboles, ou des paraboles. Dans l’exemple précédent , la section est une ellipse, dont la projection horizontale est aine autre ellipse. Il est évident qu'elle ne peut s’étendre à l’infini, que lorsqu’une où plusieurs droites de l'byperboloïde sont parallèles au plan coupant. Il y a un moyen très-simple de reconnaître s’il y a sur un hyperboloïde d» révolution , une droite parallèle à un plan donué. Il consiste à mener par un point pris à volonté sur l’axe de révolution, une droite parallèle à la droite génératrice de l’hyperboloule, considérée dans une position quelconque. Cette parallèle, en tournant autour de l'axe, engendrera un cône droit, tel que chacune de ses arêtes sera parallèle à une droite de l’hyperboloïde , et réciproquement toute droite de l'hyperboloïdc aura sa parallèle sur le cône droit. Mais en menant par le sommet de ce cône un plan parallèle à un plan donné , il peut arriver que ce plan parallèle soit tangent au cône, ou sécant suivant deux arêtes, ou enfin qu’il n’ait de commun avec le cône que le sommet. Suivant qtie l'un de ces trois cas aura lieu, la section de l’hyperboloïde de révolution sera une parabole, ou une hyperbole, Ou une ellipse. Cela est évident pour l’ellipse ; le plan coupant n'étant pour ce cas parallèle à aucune des droites de Thyperboloïde, la courbe d’intersection est nécessairement fermée. S'il y a sur le » cône droit des arêtes parallèles au plan coupant, les droites de Thyperboloïde parallèles à ces arêtes, ne seront rencontrées par le plan coupant qu'à Tintiui; les taDgentes aux points de la section situés sur ces droites, sont les ' asymptotes.
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1 3 1 . Le plan tangent en un point de l'hyperboloïde de révolution , est déterminé (art 63 et 137) par les deux conditions de passer par une droite ' de la surface, et d’étre perpendiculaire au plan méridien du point de contact. Mais lorsque le point de contact est à l’infini sur une droite donnée de la surface, le plan méridien de ce point est nécessairement parallèle à cette droite (art. 1 ai) ; donc un plan mené par la droite donnée, perpendiculairement au plan méridien qui lui est parallèle, est le plan tangent au point situé à l’infini sur cette droite : l’intersection de ce plan tangent et du plan de la section, est l 'asymptote.
Dans le cas où la section est une hyperbole , il y a sur l’hyperboloïde de révolution,. deux droites parallèles au plan coupant, qui déterminent deux plans tangens pour les points de ces droites situés à l’infini; les droites intersections de ces plans et du plan de la section , sont les asymptotes. Dans le cas de la parabole, fe plan tangent au point situé à l’infini sur la droite parallèle au plan coupant, est parallèle à ce dernier plan, et la section n’a pas d 'asymptote. Pour démontrer le parallélisme de ces deux plans, nous ferons remarquer que les méridiens des points de contact situés à l’infini, passent par les arêtes du cène droit, parallèles aux droites de l’hyperboloïde, auxquelles ces points appartiennent; mais par hypothèse, dans le cas de la .parabole, le plan mené par le sommet du cène droit parallèlement au plan coupant, est tangent à ce cône; donc le plan méridien mené par l’aréte de contact est perpendiculaire au plan coupant : or le plan tangent au point situé à l’infini passe par une parallèle à l’arête de contact du cône , et il est de plus perpendiculaire au plan méridien de cette arête ; donc le plan tangent et le plan coupant passent par des droites parallèles, et sont perpendiculaires au même plan méridien; doù il suit qu’ils sont parallèles. O parallélisme n’a pas lieu pour le cas de l’hyperbole, parce que les plans méridiens des' points de contact situés à l’infini , étant normaux au cône droit, ils sont nécessairement inclinés par rapport au plan coupaut, dont le parallèle mené par le sommet du cône coupe ce cône suivant denx arêtes.
Des foyers des sections planes de l’hyperboloïde de révolution à une nappe.
i3a. Le» fiions planes de l’hyperboloïde de révolution étant comme pour le cône droit, des ellipses, ondes hyperboles, ou des paraboles, ces courbes ont des foyers, et on démontre que ces foyers sont, comme pour le cône droit (art. 87), les points de contact des sphères circonscrites à l’hyperboloïde et tangentes aux plans de» courbes."
Soit ABCD ( fig. 5,pl. suppl. A) la section méridienne de l’hyperboloïde,
^ * • tn
composée des deux branches égales d’hyperbole ALC, BNTD, et supposons que le plan de cette section soit perpendiculaire au plan qui coupe l’hyperboloîde, en sorte que l’intersection des deux plans soit la droite PQ. Désignons par « une droite quelconque de l’hyperboloïde, qui se projette (Jig. 5} suivant la droite 11’, tangente aux deux branches de l’hyperbole; la droite de l’espace il est coupé par le plan PQ, en un point rn de l’espace, qui appartient à la section faite par ce plan, et dont la projection (Jig. 5) est le point M.
Les sphères des rayons RF, R'F' circonscrites à l'hyperboloïde suivant les cercles des diamètres AB, CD et tangentes au plan PQ, touchent ce plan aux points F, F' qui sont les foyers de la section. En effet, la droite imi de l’hyperboloïde (les trois lettres irm, i désignent des points de l’espace et ne sont point sur la J îg . S) comprend deux parties mi, mî respectivement tangentes aux sphères circonscrites des rayons RF, R’F'; or les tangentes à l’une ou à l’autre de ces sphères, qui partent d'ïtn même point pris en dehors, sont égales, donc on a : mi=m¥ ; mi' =wtF’; d’où il suit que la somme des rayons vecteurs (/«F ■+■ m F') est égale à (mi -h mi') ou à la partie de la génératrice de l’hyperboloïde, comprise entre les deux cercles de l’hyperboloïde des diamètres AB, CD ; mais quelle que soit la position de la génératrice par rapport à l’axe de révolution, cette partie ne varie pas; donc la somme des rayons vecteurs d’un point quelconque de la section plane d’un hyperboloïdc de révolution à une nappe, est une quantité constante. La même démonstration s’applique à l'ellipse, à l'hyperbole et à la parabole.
Étant donnés l’axe et la droite génératrice d’im hyperboloïde de révolution, la détermination des foyers des section planes de cette surface sera l'objet d’un article du livre II, chapitre Ier, des lieux géométriques. Nous ferons usage dans cet article de la propriété (*) des courbes du second degré par rapport à une droite qu’on nomme la directrice de ces courbes.
(*) M. Manchet , professeur agrégé des colleges royaux de Paris, m'a communiqué ; en avril i8a6) la démonstration suivante de cette propriété :
Soit CSD (fis- t, pt. suppl. A ) la section par l'axe d’un cône droit, dont le plan est perpendiculaire à un autre plan sécant quelconque PQ. On a vu (art. 87) qu'une sphère inscrite au cAnc suivant le cercle du diamètre AB et tangente au plau sécant PQ, était touchée par le plan au point F, l'un des foyers de la section conique PQ. M. Blanche! a observé que la droite in- ; ter-section du plan PQ et du cercle A B était la directrice de la section coniq^PQ; qu'ainsi le point T intersection des droites AB, PQ appartenant k cette directrice, sa position était déter- V minée, puisqu'elle est dans le plan TPQ, et perpendiculaire *u plan de la section méridienne CSD du cône droit. Le plan sécant ayant tourné autour de sa trace PQ pour s'appliquer sur le plan de la section CSD, la directrice de la section du çône par le plan PQ est la droite TT' perpendiculaire à la tcacc TPQ. * .
§ IV. DBS IRTERSECTIOKS DES SURFACES RÉGLÉES PAR DR PLAN, “ET DBS TAKGBRTES AUX COURBES D'iRTERSECTIOR. . - '
1 33. Une surface réglée est définie (art. 5a), lorsque pour chacun de ses points , on peut assigner la position de la droite mobile qui s'appuie sur les t^ois courbes directrices. Un plan étant donné, une droite quelconque de la surface est coupée par ce plan en un point qui appartient à la courbe d’intersection de la^ surface et du plan : or on sait comment (art. 1 7) on construit le point de rencontre d’une droite et d’un plan donnés de position ; par conséquent on trouvera tant de points qu’on voudra de la courbe d’intersection d’une surface réglée et d’un plan ; mais la tangente à cette courbe en un point déterminé résulte de l’intersection du plan tangent à la surface au même point et du plan coupant; ainsi la détermination de la tangente dépend de la solution de ce problème : Mener un plan tangent à une surface réglée par un point donné sur la surface.
Il est nécessaire, pour re'soudre ce problème, de considérer la surface réglée particulière, qui a pour directrices de la droite mobile trois droites fixes données de position , et d’en faire connaître les propriétés par rapport au plan tangent.
De la surface réglée élémentaire, ou de l'hyperboloide à une nappe. (PL 16.)
i34- Nous avons démontré, dans nos Élémens de géométrie à trois dimensions(*), qu’H n’y avait que cinq espèces de surfaces du second degré, dont trois ont un centre, et deux autres en sont dépourvues. Les trois premières se nomment ellipsoïde, hyperboloïde à une nappe, hyperboloïde à deux
La propriété de la section conique PQ par rapport à la directrice TT consiste dans la relation qui existe entre les distances d’un point quelconque de la section au foyer F et 4 la droite TT; ces deux distances sont dans un rapport constant pour l’ellipse et fbyperbole, et elles sont égales pour le parabole. Adoptant les dénominations de l’article 87 cité page St, et ayant abaissé du point H la perpendiculaire MNN sur l'axe SRR’ du cône droit, on a mF —mi as AN= BN. Or les deux triangles QTB, QMS donnent la proportion :
BS' on mF : MT : : QB ; QT : : sin QTB : sin QBT; donc ^
mF et MT sont les distances d’un point quelconque m de la section conique PQ au foyer F et à la directrice TT; ces distances sont entre elles dans le rapport des sinus de deux angles qui ne dépendent que de la direction du plan PQ par rapport 4 l’axe du c6ne droit ; d’où il suis que ce rapport est constant. Lorsque la section est une parabole (JSg. h,pl. suppl. A), les deux angles QTC, QBT soûl supptMums lun de l’autre, et on a : mF = MT. .
;•) 1 roi. io 8*, partir anafyttqme, F. Didot, 18)7.
nappes ; les deux autres, paraboloide elliptique et paraboloïdc hyperbolique. Cetle dernière, et l’hyperboloïde à une nappe, jouissent de la propriété d’êlre engendrées par une droite de deux manières différentes; on peut aussi les appeler surfaces réglées du second degré, et c’est ainsi que nous les désignons pl. 1 6 et 17.
1 35. Étant données trois droites fixes, on prend un point quelconque sur la première ; par ce point et par la seconde droite, on mène un plan qui coupe la troisième droite; la quatrième droite, menée par le point d’intersection et par le point de la première droite, s'appuie sur les trois directrices fixes. Cette quatrième droite, qu’on mène successivement par tous les points de la première, est la génératrice de Ÿhyperboloide à une nappe. Cette surface a un centre, et trois axes principaux rectangulaires qui passent par ce centre. Ces trois axes sont ( pl. 16, fig. 1) les droites BAR’, EAF ou eaf et £«4.
Deux de ces axes BB’, EF sont aussi ceux de l’ellipse qui forme la gorge de la surface. Lorsque ces axes sont égaux {fig. a, pl. 16), l’ellipse de gorge devient un cercle, et l’hyperboloîdeà une nappe ne diffère pas de l’hyperboloïde de révolution, qui a été l’objet des articles (t aa-i 33). Les sections parallèles des surfaces du second degré étant semblables, les plans parallèles à l’ellipse de gorge de l’hyperboloïdc à une nappe, coupent nette surface suivant des ellipses semblables, dont les axes augmentent continuellement, à mesure que leurs plans s’éloignent de l’ellipse de gorge, ^en sorte que la surface est composée de deux parties égales, qui s’étendent indéfiniment au-dessus et au-dessous de cette ellipse. ,
BB'EF(fig. .1, pl. 16) çst l’ellipse de gorge construite sur les axes BR', EF. JjC plqu mené par l’axe EF, perpendiculairement à celui de l’ellipse, coupe l’hypprbolotde suivant l’hyperbole xex, yfy, qui a pour axes principaux la droite ef— EF, et la droite donnée »$. Un troisième plan perpendiculaire à celui de la gorge, qu’on mènerait par l’axe BB', couperait l’hyperboloïde suivant une hyperbole qui aurait pour axes principaux les droites BB' et «$. Ainsi les trois sections principales, construites sur les trois axes donnés BB', EF, *t, qui se croisent au centre A de la surface du second degré, sont pour l’hyperboloïde aune nappe, une ellipse et deux hyperboles; elles seraient toutes trois ellipses pour l'ellipsoïde, et se réduiraient à deux hyperboles pour l’hypcrholoïde à deux nappes. Les droites de l’hyperboloïdc à une nappe, projetées .sur les plans des trois sections principales de cette surface, sont tangentes à ces sections, car on démontrera (art. *44 ) que les plans projetant les droites de la surface , sont comme tous les plans passant par ces droites tangens à la surfaqc.
Des sections elliptiques et circulaires, prises pour les directrices de la droite
mobile génératrice de l'hyperboldïde à une nappe ; de la double génération
de cette surface par une ligne droite. (Fig. i, pl. 16.)
i36. Toutes les sections planes de l’hyperboloïde sont, comme pour le cône à base circulaire, des ellipses, des hyperboles ou des paraboles; deux systèmes de plans parallèles le coupent suivant des cercles : tous les cercles d’un même système ont leurs centres sur une droite qui passe par le centre de la surface , et qui est inclinée par rapport à leurs plans. Deux plans (xy, xy) ( fig . i), parallèles au plan de l’ellipse de gorge (BB'EF), coupent l’hyperboloïde suivant des ellipses qui se projettent sur le plan horizontal, suivant une seule ellipse XYZZ', semblable à l’ellipse BB’EF et semblablement située. Deux autres plans menés par les grands axes.de ces ellipses (XY, xy), (XY, xy") sous une inclinaison déterminée, coupent la surface suivant deux cercles égaux et parallèles, d’un diamètre égal à la droite XY.‘ Concevons que les circonférences de ces deux cercles aient'été divisées en un nombre pair d’arcs égaux, à partir des points (X, x), (X, x) extrémités de leurs diamètres parallèles; la droite menée du point (X, x) du cercle inférieur à un point déterminé du cercle supérieur, déterminera la position de toutes les * autres droites de la surface. Avançant d'im arc sur le cercle inférieur, on avancera pareillement d’un arc égal sur le cercle supérieur, et la droite qui joindra les - extrémités de ces deux arcs appartiendra encore à la surfacé; mais du point (X, x) du cercle inférieur on peut mener, deux droites de même longueur à deux points déterminés du cercle supérieur, et il est évi*dent que ces deux points à égale distance du point (X, x) sont situés dans un plan tel que »4> perpendiculaire à la droite XY.
Les deux droites, en se mouvant suivant 1a même loi, engendrent la même surface ; les deux systèmes de droites divisent cette surface en petits quadrilatères; une droite quelconque de l’un des systèmes coupe toutes les droites de l’autre système. On remarquera que les projections de ces droites sur le plan horizontal divisent l’ellipse XYZZ' en arcs inégaux, tels que les projections des deux systèmes de droites passent par les mêmes points de cette ellipse. 11 n’est pas nécessaire, pour obtenir cette division, de connaître TincLinaison du plan du cercle par rapport au plan de l’ellipse qui a pour grand axe le diamètre du cercle. On décrit sur XY, comme diamètre, une demicirconférence qg’on divise en parties égales à partir de l’extrémité X de ce diamètre, et on abaisse des points dé division des perpendiculaires' s#|BXY,
qui divisent l’ellipse de la manière la plus symétrique et 1a plus commode
pour exécuter la surface avec des fils.
Néanmoins les perpendiculaires à XY, voisines des droites Xjt ou Y/, couperaient l’elltpse XYZZ’ sous des angles très-aigus, et il conviendra par cette raison de déterminer l’inclinaison du plan qui coupe l’ellipsoïde suivant un cercle. La perpendiculaire ZV à l’axe BB' rencontre le cercle du diamètre XY au point v, par lequel on mène le rayon Av. Le plan mené par l’axe XY, et qui fait avec le plan de l’ellipse de gorge l’angle Z' Av, coupe l’hyperboloïde à une nappe suivant un cercle dont la projection sur le plan de la gorge est évidemment l’ellipse XYZZ'. Ayant divisé le quart de cercle X« en parties égales, on abaisse de chaque point de division, tel que t, la perpendiculaire ts sur AZ on porte As en As' sur le rayon Av, et les droites rectangulaires s't‘, tt\ parallèles respectivement aux axes EF, BB', se coupent à l'un des points de division i de l’ellipse XY’ZZ'. Cette division de l’ellipse étant connue, on prend deux disques elliptiques égaux et semblablement placés, dont les centres sont sur une droite perpendiculaire à leurs plans; on attache sur les bords de chaque disque de petites pointes ou crochets, aux points de division déterminés comme on vient de l’indiquer. Le fil qui joint successivement les points correspondans des deux ellipses, engendre l’hyperboloide dont la gorge est dans un plan parallèle aux disques, et à égale distance de ces disques. Lorsqu’à la place des disques elliptiques on prend deux disques circulaires, l’hyperboloïde à une nappe devient une surface de révolution dont la gorge ( fig. a ) est le cercle BB'EF, concentrique au cercle XYZZ’, projection des deux sections circulaires à égales distances du plan de la gorge.
137. Au lieu de prendre (/tg. i) pour directrices «le la droite mobile génératrice de l’hyperboloïdc à une nappe, deux ellipses égales et parallèles, on pourrait supposer que cette droite s’appuie constamment sur deux cercles égaux et parallèles, dont les centres sont joints par une droite qui est inclinée par rapport aux plans de ces cercles.
Soient (/ îg . 3 ,pl. r6) i, a, 3, 4...., et abcd ces deux cercles ; ayant divisé leurs circonférences dans le même nombre de parties égales, on mènera d’un point quelconque de division i du premier cercle, deux droites égales et d’une longueur donnée i.a, i.i' vers les deux points detlivision a, t'du second cercle. On aura pour les droites d’un système, celles qui joignent les points consécutifs t, a, 3, 4.... du premier cercle, et les points consécutifs a, b, c, </.... du second ; les droites de l’autre système joindront les points consécutifs et correspondans (t, i'), (a, a'), (.1,3’), .(4. 4')» etc- Ces deux systèmes de droites divisent en parties égales le cercle de gorge ab ef.
138. Si l'on donnait l’ellipse de gorge et une seule droite de la surface hy-
perboloïde, cette surface serait déterminée. En effet, on considérerait l’ellipse donnée comme la base d'un cylindre droit. Un plan quelconque, tangent à ce cylindre, couperait la droite donnée en un point; l’aréte de contact du cylindre et du plan rencontrerait l'ellipse en un autre point : la droite qui joindrait ces deux points appartiendrait à la surface. #
1 19. Soit qu’on prenne pour directrices de la droite génératrice de l’hyperboloïde à une nappe, deux ellipses égales et parallèles, ou deux cercles égaux et parallèles, cette surface comprend deux séries de droites, et le plan tangent en un point quelconque est déterminé par les deux droites qui se croisent en ce point; considérant trois droites quelconque de l’une ou l'autre série comme les directrices d’une droite mobile, il est évident (art. 5a) que la surface engendrée par cette droite sera déterminée, et quelle ne différera pas de l’hyperboloïde à une nappe, qui a pour génératrice la droite, dont les directrices ont été désignées dans l’article précédent. On peut donc définir la surface de l’hyperboloïde à une nappe par cette propriété caractéristique, qu’elle est engendrée par une droite mobile qui s’appuie sur trois droites fixes.
En admettant cette définition, on peut démontrer synthétiquement que la surface a un centre, et qu’elle peut être engendrée par une droite mobile de deux manières différentes. Nommons A, B, C trois droites de l’espace qui ne se rencontrent pas et qui ne sont pas parallèles à un même plan, et soit construit (art. <$o) le parallélipipéde capable de ces trois droites, et de leurs symétriques A’, B', C’ (art. 4' )• Chacune de ces droites symétriques, A' par exemple, est déterminée par la condition d’élrc parallèle à A, etdetre sécante des deux autres B et C. On a démontré (art. 4») qu’une droite T qui s’appuie sur les trois droites A, B, C, avait pour symétrique une droite paraltèleSqui s’appuie sur les trois droites symétriques A', B',C',et queles deux transversales T, S étaient à la même distance du centre du parallélipipéde. Ayant construit une série de transversales T, T', T'.... des trois droites A, B, C, on en déduit les transversales symétriques correspondantes S, S', S”; si les droites T, T, T".... appartiennent à la surface réglée, les droites S, S', S*.... seront sur la même surface.
En effet, concevons par le centre I 7, pl. suppl. A) du parallélipipède, trois parallèles ab, ca', b'c, aux trois droites données A, B, C, ou à leurs symétriques A’, B’, C', et les trois plans P, P', P” menés par ces parallèles prises deux à deux. Soit t un point quelconque de la tranversaleT,et t’ (*)
( ) Cas points r, t sont marqués des mêmes lettres surla Jtg. 3 , pl. 5; les droites fat, frn’ (meme . . » Cé»re) sont les transversales qui sont ici désignées par les lettres T, T, et qui coupent l’une les, rois droites AB, CA’, B’C, l’autre leurs symétriques AD1, CA, BC ( fig. 3 ,/j/. 3). ‘ -
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son point symétrique, qui est situé sur la droite 1/ prolongée, et qu’on détermine en prenant I f ‘ = 1 / . On conçoit un second parallélipipede ttinm' (Jîg. "],pl. suppl. k) de même centre I que le premier, dont les arêtes sont parallèles au* trois droites A, B, C, et qui a pour diagonale la droite tt‘. Le solide tt’rnni est divisé par les trois plans P, P’, P” en quatre parallélipipèdes égaux, dont deux Ubc, IfW ont pour diagonales les droites égales I/, I/';or les points t, t‘ rapportés aux trois plans P, P', P' sont déterminés l’un par les trois droites/*, xA, AI, l’autre par les trois droites /'*',*'«, al respectivement égales, parallèles et comprenant les memes angles; donc, quelle que soit la relation qui existe entre les trois premières droites, elle subsiste entre les trois secondes; donc les positions des points t et /' sont déterminées par les mêmes conditions; d’où il suit que ces points appartiennent à la même surface, et que cette surface a pour centre le point I, centre du parallélipipède capable des trois directrices données A, B, C.
i4o. Le centre I de la surface n’est pas seulement le centre du parallélipipède construit sur les trois droites A, B, C ou A', B', C . Trois droites quelconques prises dans l’une ou l’autre série des transversales T, T , T"..., S, S', S" déterminent un parallélipipède; tous les parallélipipèdes construits sur trois transversales quelconques prises dans la même série , ont même centre, et ce centre commun est aussi celui de la surface. Les trois transversales de chaquc série peuvent être prises pour la génératrice de l’hyperboloïde; d’où il suit que cette surface peut être engendrée par une droite mobile de deux manières différentes, et qu’il n’y a aucun point de cette surface par lequel on ne puisse mener deux droites D, I)', l’une D de la sérielles transversales T, T’, T'.... L’autre D' de la série S, S', S”....
Cette propriété de la double génération de l’hypcrboloide à une nappe,
, subsiste encore dans le cas particulier où les trois droites A, B, C directrices de la droite mobile, sont parallèles k un même plan; alors l'hyperboloïde à une nappe prend le nom de paraboloïde hyperbolique. Avant la division (arb 1 34) des surfaces du second degré en cinq espèces , le paraboloïde hyperbolique était connu en charpenterie sous le nom de pan ou plan gauche; on n’avait considéré pour la construction de certains combles , que la portion du paraboloïde comprise dans le quadrilatère qui est formé par quatre droites de cette surface non situées dans le même plan, et que plusieurs géomètres avaient nommé quadrilatère gauche.
Si
Du paraboloide hyperbolique, de sa double génération par une ligne droite.
(Fig. i,pl. 17.)
■4i. La section principale qui est une ellipse BB'EF (Jîg. i,pl. 16) pour l’hyperboloïde à une nappe, devient pour le paraboloide hyperbolique, une parabole; soit ZFZ' (pl. 17, fig. 1) cette parabole; toutes les droites de la surface se projettent sur le plan de cette parabole, suivant les tangentes à cette courbe. Soit FF'G' la tangente au sommet F de la parabole et la projection horizontale de l’une de ces droites \ff'g ou ff"g' , la projection de cette droite de la surface sur un plan vertical XY parallèle à la projection horizontale FF'. En prenant pour directrices de la droite génératrice du paraboloide, la parabole FMNZ (fig. 1 ), et la droite (FF'G', Jf'g ou ff g", fig. 1, i.a) , toutes les positions de la droite génératrice seront déterminées. En effet, considérons la parabole ZFZ’ comme ta base d’un cylindre dont les arêtes sont perpendiculaires au plan de cette parabole ; puisque, par hypothèse , les droites du paraboloide se projettent ( fig. 1) suivent les tangentes à la parabole ZFZ', un plan quelconque tangent à ce cylindre coupera lés droites (F'G \ff'g'), g’) en deux points; l’arête de contact sur le cylindre rencontre la parabole en un autre point; les droites menées de ce point aux deux premiers, appartiennent à la surface. Les projections de ces droites sur le plan vertical XY sont toutes parallèles entre elles, et parallèles aux droites don- ^ nées JJ’,ff. Soient M, N, Z, ou M', N', Z’, les points de la parabole qui se projettent sur le plan vertical XY en m , n, z, ni, n, z'. Les parallèles menées paY ces derniers points aux droites ffg ,ff’çf sont les projections verticales des droites de la surface, qui ont pour projections horizontales les tangentes à la parabole FFj MI, M'1, NE, N'K, ZL,Z'L. Tous les plans perpendiculaires au plan de la parabole ZFZ', et parallèles au grand axe KVf de cette parabole, coupent le paraboloide suivant une parabole constante F'I’rK’K'L'L'. Eu faisant mouvoir cette parabole dans les plans FA , MS, M'S', NU, N'U’,... de ' manière que son sommet parcoure la parabole de la section principale ZŸZ'. elle engendre le paraboloide hyperbolique. Les paraboles fixe et mobile divergent dans l’espace en sens contraire (’); ces diverses propriétés du paraboloïde réglé se démontrent par l’algèbre.
(’) Si ces deux paraboles divergeaient dans le même sens, la parabole mobile, telle que MÂT, égale il la parabole LT*L' retournée, engendrerait le paraboloide elliptique. ( Voy. la définition des autres surfaces du second degré, ait. iî4.)
8a A GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
l43. En partant de la définition du paral>oioïdc hyperbolique que cette surface à pour génératrice une droite mobile qui s'appuie sur trois droites fixes parallèles à un même plan, on démontre- synthétiquement qu’elle jouit comme l’hyperboloïde à une nappe, dont elle est un cas particulier, de la double génération par une ligne droite.
Soient AB, MN, CD (Jig . j,pl. suppL A ), les trois droites parallèles à un même plan, par exemple au plau horizontal qui contient la droite AB; il s'agit de démontrer que toutes les transversales de ces trois droites, telles que AD, IK, BC.... sont parallèles à un même plan, et par conséquent parallèles au plair mené parallèlement à deux quelconques d'entre elles. Menons par le point B les droites 1 W, 11/ respectivement parallèles aux droites AD, IK, et par les points G, K les parallèles Gg, K/ qui coupent les horizontales Cd, N« aux points / et g. Les quatre droites IGK, IB, Gg, K/ sont dans un plan qui coupe celui du triangle CDd suivant la droite Kg A ; or les distances des points £, /au plan horizontal passant par la droite AB, sont respectivement égales aux distances des points G, K et du même plan ; donc ou a : hg = JG ; B/= IK; mais des droites égales comprises entre deux parallèles, sont aussi parallèles entre elles ; d’où il suit que la droite B gk est parallèle à la droite lGK;ainsi toutes les droites d'un paraboloide, qui s'appuient sur trois droites parallèles à un même plan, sont elles-mêmes parallèles à un plan unique, lequel est parallèle à deux quelconques d’entre elles. On peut donc définir le paraboloide hyperbolique, une surface engendrée par une droite mobile qui s’appuie sur deux droites fixes, et qui est constamment parallèle à un même plan. Ce motje de génération étant admis, on démontre facilement la double génération par une ligne droite.
Démonstration de la double génération du paraboloide réglé.
1 43. Soit (pl. suppl. b, Jîg. 7 ) un quadrilatère gauche ABCD situé d’une * manière quelconque dans l'espace ; mie droite peut se mouvoir de deux manières, i° en s’appuyant sur les côtés opposés AB, CD, comme directrices, et restant parallèle au plan des deux autres côtés AD, BC; a° en s’appuyant sur ces derniers côtés comme directrices, et restant parallèle au plan des deux premiers AB, CD : une seule et même surface comprend toutes les droites dont la position est déterminée par ces deux lois de mouvement. Pour le démontrer, nous allons faire voir que toutes les droites telles que IK qui s'appuient sur les côtés AB, CD comme directrices, sont rencontrées par une droite quelconque MN qui s’appuie sur les deux directrices AD, BC. ,
Ayant construit le parallélogramme ABD</ sur les côtés AB, AD du quadrilatère, tirons la droite C d, qui forme avec les lignes D d, Cl) le triangle CDd, et avec les lignes B d, BC le triangle CB d; il est évident que les plans de ces
triangles sont respectivement parallèles aux côtésopposés du quadrilatèregauche. Menons deux plans qurdconques parallèles aux plans des triangles CB//, CIV, et soient 1/, Mn les traces de ces plans sur le plan du parallélogramme A B IV. Leurs traces sur les plans des triangles CD//, CIV/ seront les droites /K, nN parallèles à la droite C d, et on aura deux triangles IK/, MNn, dont les plaus respectivement parallèles à ceux des triangles CIV, CD//, se coupent suivant la droite G h qui passe par le point A, •'intersection des deux droites I/, Mn, et qui est parallèle aux droites Cd, K/ et Nn. Nous allons démontrer que la droite Gà qui rencontre nécessairement les droites IK, MN, les coupe au même point G. »
Considérons d’abord cette droite G A dans le plan du triangle Kl/, et comme une parallèle de K/, qui coupe la droite IK au point G : à cause des triangles semblables lhG, I/K, on a la proportion :
I/: U»:: K/: GA
d'où il suit que la droite GA qui se termine au point G de la droite IK, a pour valeur y K/ , ou —J Kl, ou enfin à cause des triangles semblables
B O/, BNn, GA = ”"K/.
Considérons maintenant la droite GA dans le plan du triangle MNn, et comme une parallèle de N/j qui coupe la droite MN; jç dis que le point d’intersection ne différer^, pas du point G de la droite IK; car on a, à cause des triangles semblables MNn, MGA, la proportion :
1 Mn : MA::NntGA;
ce qui donne pour la longueur GA, en supposant que l’extrémité G de cette droite soit sur MN :
„ , MA v 11/ « K/
CA = sï,N« = 55N/»= crfN"’
Les deux valeurs de GA sont égales; d'où il suit que toutes les droites IK, I’K' d’un premier mode de génération du paraboloïde réglé, sont rencontrées par toutes les droites MN, M'N' do second mode de génération; ce qui prouve i° que le paraboloïde peut être engendré par une droite mobile de deux manières différentes;
a° Que dans chaque mode de génération, le mouvement de la droite gé-
nératrice est déterminé ou par la condition de s’appuyer sur trois droites fixes, parallèles à un même plan, ou par les deux conditions de s’appuyer seulement sur deux droites fixes, et de rester parallèle à un plan directeur donné.
Du plan tangent à l’hyperboloide à une nappe, et au paraboloïde hyperbolique.
1 44 • On vient de démontrer que ces deux surfaces peuvent être engendrées par une droite de deux manières différentes; un point quelconque de ces surfaces est donc l’intersection de deux droites appartenant aux deux sys- * tèmes de génération ; d'où il suit que le plan tangent en ce point est déterminé par ces deux droites. Si l’on conçoit sur chaque surface trois droites d’un même système, un plan quelconque mené par l’une de ces droites, et tournant autour d'elle comme charnière, sera dans toutes ses positions tangent à la surface ; mais le point de contact variera, et pour l’obtenir il faudra * prolonger le plan tangent jusqu’à ce qu'il coupe les deux autres droites du premier système : la droite qui joindra les deux points d’intersection appartiendra au second système de génération, et coupera la droite du premier système par laquelle on a mené le plan tangent, au point de contact de ce plan et de la surface.
Lorsque le point de contact sera donné sur une droite du premier système,
. on construira (art. 4a) la droite qui passe par ce point et qui coupe deux autres droites quelconques du même système ; cette transversale et la droite connue du premier système déterminent le plan qui touche la surface au point donné sur cette' droite. ' ’
lorsque les plans directeurs du paraboloïde seront connus, la position de la transversale sera déterminée par la condition de couper deux droites de l’un des systèmes, et d’être parallèle au plan directeur qui correspond à l’autre système de lignes droites appartenant à la surface.
i45. Toutes les droites menées dans l’angle formé par les deux droites qui déterminent le plan tangent de l’hyperboloïde à une nappe ou du paraboloïde hyperbolique, sont des sécantes de ces surfaces; d’où il suit qu’un plan n’est tangent à l’hyperboloïde que suivant un élément infiniment petit, et en un seul point, limite de cet élément; en tout autre point des deux droites de la surface par lesquelles il passe, il est sécant, tandis que le plan tangent à une surface réglée développable, est tangent dans tous les points de la droite par laquelle il passe.
Des sections planes du paraboloïde hyperbolique.
1 46. Les sections planes d’un paraboloïde hyperbolique ne peuvent pas être des courbes fermées ; elles sont ou des paraboles ou des hyperboles ; car quel que soit le plan coupant, deux droites de la surface seront parallèles il ce plan, et les points de la courbe d’intersection situés sur ces droites, seront à l’infini. Pour le prouver, concevons que le plan coupant et les deux plans parallèles aux deux systèmes de droites du paraboloïde se rencontrent; nommons p et q les droites d’intersection de ces plans; A, A les côtés opposés du quadrilatère gauche (art. 1 43) qui détermine le paraboloïde, B, B' les deux autres côtés. Toutes les parallèles aux droites p etq seront parallèles au plan -coupant : or, il y a deux droites , l’une parallèle à p, l’autre à q, qui s’appuient, la première sur les directrices A, A', la seconde sur les directrices B, B'; car, si, par la directrice A et une parallèle à la droite p, on imagine un plan qui coupe la directrice A' en un point, une autre parallèle p' à la droite p menée par ce point, s’appuiera sur les directrices A, A' et sera parallèle au plan des deux directrices B, B’ et au plan coupant, plana qui par hypothèse se rencontrent suivant la droite p.
Par la même raison, la directrice B et une parallèle à la droite q, détermine un plan qui coupe la directrice B’ en un point, par lequel on conçoit une parallèle q' à la droite q; cette parallèle s'appuiera sur les directrices B, B', et sera parallèle au plan des deux directrices A, A' et au plan coupant. Mais les deux droites p , q l’une parallèle au plan des deux directrices B, B’, l’autre au plan des deux directrices A, A', appartiennent à la surface du paraboloïde, et sont parallèles au plan coupant; donc elles contiennent des points de la courbe d’intersection du paraboloïde et du plan donné, qui sont situés à l’infini; d’où il suit que le plan donné, quel qu’il soit, ne peut couper le paraboloïde suivant une courbe fermée.
Les deux droites p, q se réduiront à une seule, lorsque le plan coupant sera parallèle à la droite d’intersection des deux plans, l’un parallèle aux côtés A, A' du quadrilatère^uchc, l'autre aux côtés B, B' de ce quadrilatère. Dans ce cas, la section du paraboloïde sera une parabole, c’est-à-dire l’une des sections coniques qui s’étend à l’infini, et n’a pas d’asymptotes. Connaissant , dans le cas d’une section hyperbolique , les droites p', q' de la surface parallèle au plan coupant, on déterminera les asymptotes de cette section par des considérations semblables à celles qui ont servi à trouver les asymptotes des sections de l'hyperboloïde de révolution (art i3i).
En effet, le plan mené par la droite p' parallèlement au plan des deux di-
rectrices B, B , ne rencontre aucune des droites de la surface parallèle à ce plan, et il est tangent à la surface; le point de contact est donc situé à l’infini : d’où il suit qu’il Rencontre le plan coupant suivant l'asymptote de la section contenue dans ce dernier plan. Par la même raison, le plan mené par la droite q' parallèlement au plan des deux directrices A, A' ne rencontre aucune des droites de la surface parallèle à ce plan, et il est comme tout plan qui passe par une droite de la surface, tangent à cette surface (art. 1 44) ; donc le point de contact est situé à l’infini. Les intersections du plan coupant et des deux plans tangens pour lesquels le point de contact est situé à l’infini, déterminent les deux asymptotes qui, d'après cette construction, sont parallèles aux droites p, q. Lorsque ces droites p, q se réduisent k une seule, elles sont à une distance infinie des deux plans parallèles aux deux systèmes de droites; un troisième plan qui leur est parallèle, et qui est mené par c*tte droite, ne rencontre le plan coupant que suivant une droite située à l’infini; d'où il suit que la courbe contenu* dans le plan coupant n’a pas d’asymptotes; ce qui indique que cette courbe est une parabole.
Des sections pianos de l'hyperboloïde à une nappe.
147- Si l’on prend sur un liyperboloïde cinq droites d’un même système, et que par le centre de cette surface on mène dés parallèles à ces droites, le cône elliptique qui passera par ces parallèles jouit de la propriété qu’il n’y a aucune droite sur l’hyperboloïde appartenant à l’un ou l’autre système de génération, qui n’ait sa parallèle sur ce cône, qu’on a nommé parce tte raison cône asymptotique de l’hyperboloïde. En admettant cette proposition comme démontrée, et ayant construit le cône asymptotique dont on connaît le sommet, et cinq points de sa base situés sur les cinq arêtes données, ou pourra reconnaître l’espèce de courbe qui résulte de l’intersection de l’hyperboloïde et d’un plan donné. Ayant mené par le sommet du cône un plan parallèle au plan coupant, ou ce plan n’aura de commun avec le cône que le sommet, ou il lui sera tangent, ou enfin il sera sécant, et il contiendra deux arêtes du cône; les , sections correspondantes à ces trois cas seront ou des ellipses, ou des paraboles, ou des hyperboles.
Supposons que la- section soit une hyperbole; alors deux droites de l’hyperboloïde à une nappe sont parallèles au plan coupant , et déterminent les aqrmptotes de l'hyperbole. En effet, désignons par A la première de ces droites, et par B, C deux autres droites quelconques de l’hyperboloïde, appartenant au même système de génération.
Tout plan (art. 1 4 4) passant par A coupe les droites Bet C en deux points;
la droite qui joint ces deux points, et la droite A fixent la position d'un plan tangent à la surface, et se coupât au point de contact de la surface et du plan. Si par les droites B et G, et parallèlement à la droite A, ou mène deux plans, l’intersection de ces plans sera parallèles A, et s'appuiera sur les droites B et C; donc si par cette droite d’intersection et par la droite A on mène un plan, il" sera tangent à la surface en un point de cette droite A situé à l'infini; donc (art. i3i) l’intersection de ce plan et d’un plan coupant parallèle à la droite A, sera l’asymptote de l'hyperbole. En opérant de la même manière sur la seconde droite À' de la surface, parallèle au plan tangent, on construira deux autres droites quelconques B', C du même système de génération; on mènera par ces droites des plans parallèles à la droite A’: l’intersection de ces plans et la droite A' détermineront un second plan tangent, dont le point de contact sera situé à l'infini , et qui coupera le plan de l’hyperbole suivant la seconde asymptote.
Le cône asymptotique de l’hyperboloïde à une nappe, devient un cône droit à base circulaire, lorsque cet hyperboloïde est de révolution (art. i3o).
1 48. La théorie que nous venons d’exposer conduit à ce résultat, que l’hyperboloïde à une nappe comprend comme cas particuliers l’hypcrboloïde de révolution et le paraboloïde hyperbolique; que ces trois surfaces peuvent être engendrées de deux manières différentes par une droite mobile; quelles sont divisées en une infinité de petits quadrilatères gauches par les deux systèmes de droites génératrices; enfin, que les aires comprises entre deux droites consécutives d’un même système de génération, sont des élémens gauches qui s’étendent indéfiniment dans le sens des droites qui les comprennent.' Nottfc . allons mainteqpit prouver que la surface réglée la plus générale , telle que nous l’avons définie (art. 5a), et l’hyperboloïde à une nappe, peuvent par un choix convenable des droites directrices- de cette seconde surface, avoir en commun un ou deux élémens 'gauches consécutifs, suivant lesquels l'hyperboloïde est tangent à la surface réglée générale; c’est par cette raison que l*hy* perboloïde à une nappe est à l’égard des surfaces réglées ce que le plan est par rapport aux surfaces développables : il n’y a aucune surface réglée qu’on ne puisse regarder comme l’enveloppe de l’espace que parcourt un byperbo* loideà une nappe. fc.
SjnùKi-; ' * • • ' • *'
ÇÉOMÈTRIE DESCRIPTIVE.
Des plans tangens à la surf^e réglée generale.
i4g. Soient (pl. suppl. A, fig . 8) AB, A'B’, A"B' trois courbes quelconques directrices d’une droite mobile AA'A'; la surface- réglée dont cette droite est la géne'ratrice, a pour l’un de ses élémcns gauches l’aire AA’A ’aa'a" comprise entre deux positions consécutives A AA", ad a" de la droite mobile. Quelle que soit la surface engendrée par cette droite, qui a pour directrices les trois courbes AB, A’B', A" B", on conçoit qu’ayant mené par les trois points A, A', A' trois autres courbes quelconques AC , A’C', A'C" de la surface, on pourra prendre ces nouvelles courbes pour directrices de la droite mobile. La seconde surface, engendrée dans cette hypothèse, ne différera pas de la première, puisque les droites AA'A”, au a , BB'B”, qui s’appuient sur les directrices AB, A’B', A'B', rencontrent d’autres courbes de la première surface, telles que AC, A’C’, A'C', qui passent par les points A, A', A'. Mais en ne considérant que l'élément gauche kak'a'k'a ", il est évident que la droite ad a’ de cet élément s’appuie sur les tangentes aux trois premières directrices AB, A’B', A'B', et que la droite aaV qui s'appuie sur les tangentes aux trois nouvelles directrices AC, A’C, A'C', appartient au même élément, puisque toutes les tangentes à la surface menées par les points A , A', A' sont comprises dans les plans tangens en ces points ; donc si l’on mène trois plans tangens en trois points A, A', A' d'une droite d’une surface réglée , et dans chacun de ces plangpine droite qui passe par le point de contact, on aura trois droites qu’on pourra prendre pour les directrices d'un hyperboloïde, qui sera tangent^ la surface réglée, suivant l’élément gauche kk'k’aa'a\.
Ainsi, quelle que soit une surfac^ufaglée, il y a une infinité drhyperboloïdes à une nappe qui ont un élément commun avec cette surface, et qui lui est tangent suivant la droite qui termine cet élément. Chacun de ces hyperboloïdes a pour directrices de sa génératrice, trois droites menées arbitrairement dans trois plans tangens de la surface réglée , par trois points de la drcùj£ de contact de cette surface et des hyperboloïdes. Tous ces hyperboloïdes n’ont de commun avec la surface réglée que deux droites consécutives de dette surface, hors un seul qui passerait par trois droites consécutives de la surface réglée, qui aurait avec cette surface un contact plus immédiat, et que j'ai nommé par cette raison hyperboloïde oscidaleur.
i5o. Les hyperboloïdes à une nappe, tangens à une surface réglée suivant une droite, deviennent des paraboloïdes hyperboliques, lorsque les droites directrices prises dans les trois plans tangens, sont parallèles à un même plan. Soient A, A’, A” (/>/. suppl. k,fig. 8) trois points quelconques d’une droite
AA'A' d’une surface réglée; on mène par ces points les plans tangens à la surface, et par les mêmes points, trois plans parallèles quelconques, qm coupent les plans tangens suivant trois droites; prenant ces dernières droites pour directrices, la 'droite mobile engendre un paraboloïde; et comme la direction des plans parallèles est arbitraire, il s’ensuit qu’il y a une infinité de paraboloides qui sont tangens à la surface réglée suivant l’élément AA "a a. Parmi ces paraboloides tangens, il y en a un dont les directrices sont perpendiculaires à la droite donnée AA’A’. On détermine ces directrices, en menant par les trois points A, A’, A’ des plans parallèles, perpendiculaires à la droite AA'A”, qui coupent les plans tangens aux mêmes points A, A’, A”, suivant trois droites qui sont évidemment parallèles à un même plan, et perpendiculaires à la droite AA’A' de la surface réglée.
Du plan tangent en un point quelconque d'une surface réglée.
t5i. Soit M [pi. suppl. A, fig. 8) un point don né sur une surface réglée; on suppose que la droite AA’A' de la surface qui passe par ce point soit connue, et que les plans tangens en trois points A, A’, A" de cette droite soient déterminés. On mène dans ces plans trois droites quelconques directrices Aé> AV, A’ h ; par deux points g, k pris à volonté sur la première directrice A k, on fait passer doux droites gfe, kih qui s’appuient sur les deux autres directrices. La droite gfe et le point donné M de la surface déterminent un plan qui coupe la droite kih au point n; joignant les points n et M par une droite M/i , le plan conduit par les deux droites MA'A et M/>, sera le plan tangent de la surface réglée an point M de cette surface.
En effet, ce plan sera (art. i4'i) tangent à l’bypcrboloîde qui a pour directrices les trois droites Ak, AV, A’ h; or cet hyperboloïde est tangent à la surface réglée (art. 149), suivant la droite AA'A"; donc le plan (MA, M/i) est aussi tangent à cette surface. • • ’
Si l’on eût pris les trois droites Ak , AV, A "h parallèles à un plan donné, l’hyperboloide construit sur ces droites comme directrices, se changerait en paraboloïde, et le plan tangent au point M de ce paraboloïde serait aussi tangent à la surface réglée. ■ ' /.»
Nous allons appliquer cette méthode à des surfaces réglées particulières,, dont on fait usage en architecture pour la construction de quelques voûtes.
EXEMPLES DE PLANS TANCENS AUX SURFACES RÉGLÉES, BT DE T ARGENTES AUX SECTIONS PLANES DE CES SURFACES. (Pi. 17.)
Premier exemple. — Plan tangent à la suif ace réglée qu’on nomme conoïde. . (pl- «7.% «•)
i5a. La surface réglée qu’on nomme conoïde, est engendrée par une droite mobile toujours horizontale, qui s’appuie sur-deux directrices dont l’une est une droite verticale, l’autre une courbe donnée dans un plan vertical. Cette surface termina une petite voûte ou porte, qu’on appelle en coupe des pierres
voûte 'conoïde. . .
» Soit (pl. 1 7 ,Jig. a) la verticale (A, A ’a) directrice de la droite mobile horizontale; la seconde directrice est un cercle. BaC qui est donné dans le plan vertical XY, et qu’on prend pour la base du conoïde. Le centre A' de ce cercle jest sur l’intersection XY des deux plans de projection ; d’où il suit que les horizontales Alt, AC sont les traces du conoïde sur le plan horizontal de projection. Les projections horizontales de toutes les droites de la surface passent évidemment par le point A.
Un plan vertical X Y', parallèle au plan vertical de projection , coupe le conoïde suivant une courbe (DE, D’E’a), et on demande la tangente à cette courbe eu un point donné, dont la projection horizontale est le point M de la droite DE? La droite du conoïde qui passe par ce point, a pour projection horizontale la droite AML ; elle rencontre la base circulaire au point l; d’où il suit qu’elle a pour projection verticale l’horizontale U'; élevant la perpendiculaire à XY, qui coupe la droite II' au point m, ce dernier point appartient à la courbe (DE, D’p'cnE’') ; on construirait de la même manière tout autre point de cette courbe.
Connaissant la droite (AML, II') du conoïde, qui passe par le point (M, m) de cette surlace, on construira les directrices d’un paraboloïde tangent au conoïde suivant cette droite. Deux directrices suffiront (art. 1 44), parce que la droite génératrice du paraboloïde sera constamment horizontale, comme la droite génératrice du conoïde. L’une de ces directrices est la tangente Ih du cercle, menée par le point I où la droite (AJVIL, II ) rencontre ce cercle. Pour obtenir l’autre directrice, il faut remarquer quele plan tangent au point (A ,a) de la droite (AML,//'), passe par cette droite etjiar la verticale (A, A ’a) qui se croisent en ce point : or ce plan est coupé par le plan vertical X'%”, parallèle au plan vértical de projection, suivant la verticale (A, A a); donc les directrices du paraboloïde, situées dans les plans verticaux parallèles XY, XY',
sont i» la verticale (A, A 'a); a® la tangente Ih du cercle BoC. Mais cette tangente cdupe le plan horizontal de projection au point h; d’où il suit que la trace du paraboloïde sur ce plan est la droite A h. Le plan vertical X'Y' de la courbe D’aE' rencontre la trace A h au point G, dont la projection sur le plan vertical est G^ce qui détermine la droite (MG, inG') du paraboloïde. Menant par le point G la droite NGO parallèle k l’horizontale (AL, II'), cette droite sera la trace horizontale NGO du plan qui touche le paraboloïde au point ( M, m).* Ce plan tangent est coupé par le plan X'Y’ de la courbe D'ali', suivant la droite ( GM , G'm ); donc la projection verticale G rn de cette droite est tangente à la courbe D'aE'. On déterminerait de la même manière la tangente (i F’ au point \x de cette courbe, situé sur l’horizontale II.
Il est à remarquer que l’on peut prendra pour directrices du paraboloïde tangent au conoïde suivant l’horizontale (AMI., ll'rnfi), les deux horizontales (A h, M'), (AA', 1 ) : or le plan vertical X’Y' de la section D’aE' du conoïde, coupe la seconde directrice (AA',’ï):*u point (I, *); d’où il suit que la droite (GMI, GW), qui appartient au conoïde, est aussi dans le plan tangent au * point (M, m) de ce conoïde, et que la tangente Cm au point m de la courbe DoE’ passe par le point 1 de la verticale Aï.
Deuxâme exemple. — Plan tangent à la surface du biais passé. (PL 1 7, fig. i.J
fe » .•* S?.
1 53. Cette surfât* es^ engendrée paru ne droite mobile, qui a pour directrices deux cercles et une ligne droite. Soient XY, XV les traces parallèles de « deux plans verticaux sur le plan horizontal de projection; ces plans contiennent deux cercles des diamètres AB, CD, dont les centres «, Ê sont sur une droite afi inclinée par rapport aux traces XY, XV. Les diamètres AB, CD forment avec les droites AC, BD un parallélogramme qui est divisé en deux parties égales par la droite EF parallèle à AB. Par le milieu G de cette droite, on élève une perpendiculaire 1GHE aux plans des cercles, qu’on prend pour la troisième directrice de la surface du biais passé. Un plan quelconque mené par cette horizontale IGII , coupe le plan vertical XY suivant la droite Hi/, qui rencontre le premier cercle du diamètre CD au point k, et le second cercle au point (L, /); ces deux .points déterminent la droite (LKN, Tl kl) de _ . la surface. Soit (M, rn) un point de cette droite, pour lequel on demande le; ; * plan tangent à la surface; nous allons d’abord construire les directrices d’un* paraboloïde tangrtit à la surface du biais passé suivant la droite connue (LKIJjilif/). Les deux premières directrices, situées sur les plans des cercles, sont lès droites (XY, ks) ef (XV, //); la troisième directrice du paraboloïde
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située dans un plan X'Y' parallèle à celui des cercles, passe par le point N de ce plan où la droite de la surface rencontre l’horizontale IHN , l’une des directrices de la surface de biais passé. Cette troisième directrice est aussi daus le plan tangent à cette surface au point N, lequel plan a pour traces sur les plans de projection les droites NUI, H/il; elle a donc pour projection les droites I \Al et NX"Y'.
Connaissant les trois directrices (XY, X,jV), (X'Y’, //U'), (X'Y”, HX/), la position d’une droite qui s'appuie sur ces trois directrices sera déterminée, lorsqu’on donnera un point de cette droite sur la première directrice, par exemple le point V, où la tangente As rencontre le plan horizontal. Le plan mené par ce point V et par la directrice (X’Y’, lt ), a pour trace sur le plan horizontal la droite UVO, qui coupe la droite X"Y' au point O; d’où il suit qu’il rencontre le plan vertical X'Y* suivant une droite parallèle à (.X'Y’, U), menée par ce point O. I.a projection de cette droite sur le plan vertical XY, sera donc une parallèle O'p à la tangente UH' du cercle A /R , et de plus passera par le point O’, projection de O sur XY. Mais cette parallèle O'p coupe la projection H XX i de la troisième directrice (X'Y", 11X7) au point p, donc le plan qui a pour trace horizontale UVO, coupe cette directrice au point (P,/j). Il résulte de ces constructions que la droite du paraholoïde qui passe par le point V de la première directrice (XY, X As) de ce paraboloide, et par la seconde directrice (X Y’, U’/f), a pour projection horizontale la droite VP, et pour projection verticale la- droite Xp; ces deux projections partent du même point V de l’intersection XY des plans de projection.
Cette droite (VP, Xp) du paraboloide .tangent rencontre la seconde directrice (X’Y’, U 7/) au point (Q, rj ), déterminé par la rencontre des droites connues U’//, Xp qui se oroisent au point q. La perpendiculaire yQ à XY rencontre la droite X’Y' au point Q, situé sur le. prolongement de la droite VP. Maintenant on donne un point (M, ni) de la surface, situé sur la droite « (Ut, //-Il ; de cette surface, et on demande le plan langent en ce point?
i5|. Le plan vertical yxM. , mené par le point (M, ni) parallèlement aux plans XY', X Y' tics cercles, coupe le paraboloide tangent à la surface réglée, , . suivant la droite (Mil, mr) ; cette droite et la droite (LMK, UnA) de contact, déterminent le plan tangent au point M du paraboloide; et puisque par hypothèse le paraboloide touche la surface réglée au même point , il s’ensuit * que le plan conduit par les droites (LMK, UnA) et (MR, mr) est tangent à la •surface réglée au point (Nj, m) de cette surface.
i5’î. Le plan vertical yx coupe la surface du biais passé suivant uuc courbe qui se projette parallèlement à elle-même en ys>utJ'\ l’intersection du plan de Cette courbe et du plan tangent au point (M, ni) est (adroite (MR, mr); d’où - 4'
il suit que. la projection verticale rnr de cette droite est tangente à la courbe y rnu J' au point m de cette courbe. * . , ' '
Polir construire la courbe y' mué', ou remarque i° que les projections verticales des deux cercles du biais passé, se coupent sur le plan vertical XY au point », qui est sur le prolongement de la droite IGH, et que toutes les sections de la surface par des plans parallèles à Ceux des cercles, se projettent sur le plan vertical XY, suivant des lignes telles que /»/', qui passent par le point w; rt? que les droites horizontales AC, UDdu biais passé, sont coupées phr' lé plan vertical yx aux points 7, «T, dont les projections verticales sont 7', On trouverait tant d’antres points qu’on voudrait de- la courbe y'mmé', en mettant les droites de la surface en projection horizontale. Soit LMK la projection de l’une de ces droites; elle est coupée par le plan vertical xy au point (M, t/i), qui se projette sur le plan vertical. XY au point /« de la droite H41 lin plan quelconque TUAT, mené par la droite 1H, coupe les deux cercles donnés aux points h', T; les parpendiculaires à XY, tirées par ces points, coupent les traces XY, XT des plans verticaux des cercles- aux points K’, L', qui déterminent la projection horizontale K’L' d’une autre droite de la surface réglée, et un nouveau point (M, m') de la courbe d’intersection (xy, y'mmé'ydc cette surface par le plan vertical xy. Pour construire la tangente au point /«'de la ligne y'mm'f, on opérerait comme pour le point m de cette ligne. v *
Troisième exemple. — Surface réglée de l'arrière-voussure de Marseille.
Définition de celle surface. (Fig. 4, pl. 1 7.)
r5G. On mène perpendiculairement à une droite horizontale donnée, telle que ITI ( fig. 4, pl. 17), deux plans verticaux, qui ont pour traces sur le plan horizontal de projection, les' droites XY, X’Y’, perpendiculaires à III: Le pre. rnier plan XY contient un cercle donné, dont le centre est en H, et qui a pour diamètre la droite CD. Le second plan XT contient un autre cercle aussi donné, qui a pour corde la droite AB, dont le centre est sur la verticalé (1, H9), et qui se projette sur lé plan vertical XY suivant A'<jB'; les deux cercles et l'horizontale 1H sont lés directrices de la droite mobile, génératrice de la surface réglée.
Un plan quelconque (1H/) coupe les cercles en deux points (K, k), (L, /); la droite de la surface contenue dans ce plan a pour projection horizontale et verticale, les droites LK,~7i. La projection horizontale LK prolongée, coupe l’horizontale 1HN au point N, qui appartient à la droite (LK, IA) de là surface. Toute autre droite de la surface rencontrerait la directrice 1H en un point qu’on déterminerait de la même manière.
Intersection de la surface de V arrière-voussure, par un plan vertical parallèle au plan vertical de projection XY.
157. Les droites de k surface ont pour projections verticales des droites qui concourent -vers le point H, et pour projections horizontales des droites . telles que LKN. Un plan vertical donné xy, coupe la droite (LK, Ui) au point . qui se projette sur le plan vertical en m; le point (M, ni) appartient à
la courbe d'intersection de la surface par le plan xy. Les droites AC, BD de la surface, qui sont données sur le plan horizontal de projection , et qui concourent vers un point de l'horizontale 1H , forment avec le diamètre CD du petit cftrcip, et la corde AB du plus grand cercle, le trapèze ABCD. Le plan vertjcal xy coupe les droites AC, BD au point y, <T, dont les projections S appartiennent à la courbe y'oupl'. Pour' construire le point 4 de cette courbe,
1“ qui est sur le prolongement de la droite IH, «n rapporte la flèche H* de l'arc A $B , de I en e sur la droite XY'; on joint f et l’extrémité I> dû rayon HD par D$' : cette droite D41' coupe la droite xy au point a; la distance tnt' à l’horizontale lit est égale en longueur à H4- On verra la raison de cette construction , en menant par la droite IH un plan vertical qui coupe les deux plans verticaux des cercles suivant les parallèles HD, I4', et laaarface suivant la droite 1)$’. Il est évident que la verticale se projette sur le plan vertical XY suivant la droite H4» et qu'on a H4 = aût.
fr* , 1 *
De la tangente à la section verticale (xy, ym-^f'). - • •
j 58. On détermine la tangente(MR, mr) au ppint (M, m) de la courbe (xy, >'«4<f') par les mêmes opérations qui ont été décrites pour la figure précédente. Les articles ( 1 53 - i55) s’appliquent aux deux figures 3 et /j. pl- 17.
i5<> La surface de la petite voûte, qu’on nomme arrière-voussure de Martei lie, se compose de deux surfaces réglées qui ont deux directrices communes; savoir, l'horizontale IHN, et le cerclé du diamètre CD; leur mode de génération ne diffère que par la troisième directrice. Elles ont aussi deux droites communes, et j’ai fait voir dans mes leçons de stéréotomie à l’Ecole ■ polytechnique, qu’on pouvait les raccorder : ce raccordement consiste en ce quelles soient tangentes l'tuie à l’autre, suivant les droites qui leur sont communes. On démontrera (art. 161) que cette condition est remplie, lors- . qu elles ont mêmes plans tangens en trois points de chacune des deux droite* communes. **'■* . „
En pommant conoide une sutface réglée dont la génératrice a pour direo-
trices deux lignes courbes et une ligne droite, cette dénomination conviendrait aux deux surfaces du biais passé et de l'arrière-voussure de Marseille, qui ont chacune pour directrice de la génératrice une droite horizontale.
Quoique nous n’ayons considéré que des paraboloïdfés tangens aux surfaces réglées, les problèmes de plans tangens à ces surfaces ie résoudraient de lu même manière dans le cas général où la surface réglée élémentaire, dont ou aurait substitué l'élément à celui de la surface réglée générale, serait un hy,perboloide à une nappe.
IR
Du contact des hjperùoloides à une nappe et d'une surface réglée.
160. l*r»is lignes quelconques d’une Surface réglée dirigent le mouvement de la droite génératrice de eette surface ; les tangentes à ces courbes, menées par les points où une droite quelconque de la surface les rencontre, déterminent un hyperboloïde tangent à la surface-suivant cette droite; mais on a démontré (art. i44) qu’un plan qui tourne autour d’une droite d’un hyperboloïde, est dans toutes ses positions tangent a cet hyperboloïde; d’où H suit qu’un plan qui tourne autour d’une droite d'une surface réglée, est aussi dans toutes scs positions tangent à cette surface, puisqu’il ferait constamment tangent k un hyperboloïde qui est lui-même tangent à la surface réglée.
Ayant mené un plan quelconque par une droite donnée d'une surface réglée, ce plan est tangent à la surface ; mais le point de contact n’est pas connu, et on propose de le déterminer, sans avoir recours à l’un des hyperboloïdes, qui serait tangent à la surface réglée suivant la droite donnée. Pour résoudre cette question, nous désignerons pgr D la droite donnée «le la surface, et par P, un plan mené par œtte droite. Nous remarquerons que ce plan P coupe lés deux systèmes de droites situées des deux côtés de la droite D, en deux séries de points formant une courbe unique, et que cette courbe rencontre la droite D au point de contact du plan P et de la surface réglée. En effet, désignons par M ce point de contact, par rn, m , m... et par n, n, n"... les deux séries de points, intersections du plan P et des droites de la surface réglée situées des deux côtés. de la droite D. Un plan est tangent à cette surface, lorsqu'il passe (art. 44) par les tangentes à deux sections de la surface, qui se croisent au point de contact; mnis le point M est l’intersection de-la droite qui est sa propre tangente, et de la courbe unique formée par les deux séries de' points m , m, m’.... n, n, n". donc le plan P qui contient cette courbe et toutes ses tangentes* ainsi quela droite D, est tangent à la surface réglée au point d'intersection M de la droite et de la courbe.
On construira tant de points qu’on voudra «les deux séries m, rn, rn....-
n, n,n" en approchant continuellement de la droite D; ces deux séries
tendront à se réunir nu point M de la droite D; vers lequel elles convergent sans pouvoir jamais l'atteindre. Une main habile tracera la courbe avec une exactitude suffisante pour la pratique des arts graphiques, eu satisfaisant à la loi de continuité qui lie tous les points d'une même ligne, et à la condidion du raccordement, qui consiste en ce que les deux parties de la courbe ont une tangente commune au point cherché M ; l'intersection de cette courbe m, ni, m'.... n, ri, ri .... et de la droite D détermine le point de con-
' IBS!» ’•
On déduit de cette considération «me méthode graphique pour mener une tangente à une courbe, en plaçant cette courbe sur une surface réglée. (V oy. les Élément de géométrie à trois dimensions, cités page 75.) •
1 G 1 ■ Ayant mené par une droite d’une surfaee réglée trois plans quelconques qui latouchenten troi6 points connus, il est évident que toutes les droites menées dans ces -plans par les points de contact, seront tangentes à la surface : or trois de ces droites prises dans les trois plans, déterminent un hyperboloïde tangent à la surface réglée ; d’où U suit que deux surfaces réglées qui ont une droite commune et trois plans tangens communs en trois points de Cette droite , sont tangentes l'une à l’autre dans tous les points de la droite commune, car elles seraient touchées suivant cçtte droite par un hyperboloïde qui aurait pour directrices trois droites menées dans les trois plans tangens, par les points de .contact de ces plans et des deux surfaces.
16a. Les trois plans tangens menés par une droite donnée d’une surfaoe réglée, et les trois pointa de contact, déterminent une infinité d'hyperboloides à une nâppe, tangcna.i la surface suivant la droite donnée. Parmi ces hyperboloides, il J en A un très-remarquable; c’est celui qui contient trois droites consécutives de la surface réglée, ét qu’on nomme (art. i/jg) hjrperboloide osculateur (*). Il mesure 1% courbure d’un élément gauche de surface régjée, comme le cercle mesure celle de la courbe dont il est osculateur. ✓
Parmi les plans tangens d'une surface réglée, menée par une droite D de cette surfaoe, trois quelconques de ces plans coupent la surface suivant trois courbes C, C, C', qui sont rencontrées par la droite O en trois points M, M\ M*; les tangentes respectives aux courbes Ç, C, C', menées par les points M, M", M', sont les directrices de la droite génératrice de l’hyperboloïdc oscillateur. ..
DjgitiZed by (Soogle
I. DBS INTERSECTIONS DE SURFACES COURBES QUI SE PÉNÈTRENT
«63. Deux surfaces définies sont situées, l’une à l’égard de l’autre, de manière qu’elles se pénètrent ; on propose de déterminer la forme et la position de leur intersection, c’est-à-dire de la ligne suivant laquelle elles sc pénètrent. En concevant par chaque point de cette ligne un plan qui coupe à la fois les deux surfaces suivant deux courbes, il est évident que si ces deux courbes étaient construites, le point où elles se rencontreraient appartiendrait à la ligne d’intersection des deux surfaces : or, d’après le chapitre précédent, on sait construire et tracer les sections planes d’une surface, soif qu’on les représente sur les plans de projection , ou qu’on développe les plans qui les contiennent; donc on trouvera tant de points qu’on voudra de la ligne d’intersection des deux surfaces. Lorsque les sections des deux surfaces par un même plan ne se rencontrent pas, quoique les surfaces se pénètrent, on doit en conclure que le plan des deux sections et la courbe de pénétration n’ont aucun point commun. On choisit dans chaque cas particulier le système de plans coupans le plus convenable, pour réduire autant que possible le nombre et la longueur des lignes de construction. Ce choix étant fait, une autre question se présente ;-il s’agit de déterminer les plans limites entre lesquels la courbe d’intersection des deux surfaces est comprise.
Lorsque les deux surfaces qui se coupent sbnt coniques par exemple, on fait usage d'un système de plans coupans qui passent par les sommets des deux cônes et par des points de leurs bases. Il en résulte que chaque plan coupe les cônes suivant des droites qui se rencontrent en des points deTintersection des deux surfaces. C’est par la même raison qu’ayant à trouver l’intersection de deux surfaces cylindriques, on les coupe par des plans parallèles aux génératrices de ces cylindres.
Soient S, S' les deux surfaces qui se pénètrent : si la surface S a pour génératrice une courbe plane , chacun des plans dans lesquels cette courbe se trouve successivement, coupe la surface S' suivant une autre courbe; les points communs aux deux courbes situées dans le même plan, appartiennent évidemment à la ligne d’intersection, des deux surfaces courbes S et S'.
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Une ligne étant donnée sur la surface S, on peut demander le point de rencontre de cette ligne et de la surface S'. Dans le cas où la ligne donnée est droite, un plan quelconque mené par cette droite, coupera la seconde surface suivant une courbe ; les points communs à cette courbe et à la droite donnée appartiendront à la ligne d’intersection des deux surfaces. Lorsque la ligne donnée sur la surface S est une courbe à double courbure, on placera cette courbe sur une surface réglée développable ou non développable; chaque droite de cette surface sera rencontrée par la surface S' en un ou plusieurs points qui appartiendront à la courbe d’intersection de la surface réglée et de la surface S'; les points communs à cette courbe et à la ligne donnée de la surface S , sont ceux où cette dernière ligne rencontre la surface S’.
164. Deux surfaces courbes qui se pénètrent, étant définies, la recherche des points de la ligne de pénétration , dépend de l’intersection des deux surfaces par des plans menés suivant une certaine loi ; il n’y a pas de règle générale pour déterminer le meilleur système de plans coupans, ni pour trouver les plans limites de ce système. La solution de ces questions serait encore plus indéterminée si l’on substituait aux plans coupans un système de surfaces courbes de même nature et de dimensions variable^, dont chacune satisferait à la condition de passer par deux courbes tracées sur les deux surfaces proposées, qui se rencontreraient en un point de la ligne d’intersection de ces deux surfaces. Cette substitution présente néanmoins dans quelques cas particuliers des avantages, surtout lorsque les surfaces courbes substituées auxplans ne varient que par une seule dimension. Prenons pour exemple deux surfaces de révolution dont les axes.se rencontrent; on substitue aux plans coupans des sphères variables de rayon et Concentriques, dont le centré commuu est le point d’intersection des deux axes; ce qui. revient à considérer chaque point de la courbe d’intersection de deux surfaces comme le point commun à deux cercles d’une sphère, dont le rayon, qui est la dimension variable, est connu.
Deux petits cercles d’une sphère ne se rencontrent pas nécessairement; mais deux cercles qui ne sont pas dans le même plan, et qui se rencontrent, sont nécessairement sur la même sphère.. Ainsi, quel que soit le système des surfaces coupantes, les valeurs des dimensions variables doivent être telles, que chaque surface de ce système contienne deux lignes connues, tracées sur les surfaces qui se pénètrent.
La méthode générale que nous venons d’exposer, s’appliquera avec les modifications convenables aux cas particuliers que nous allons examiner.
Des tangentes aux courbes d’intersection de deux surfaces.
• i65- La tangente en un 'point de la ligne d’intersection de deux surfaces, * est évidemment dans le plan qui touche chaque surface en ce point; d'où'il suit qu’on obtient cette tangente par l’intersection des deux plans tangens. Si l’une des deux surfaces est un plan, on a déjà vu (art. 45) que la tangente est l’intersection du plan tangent à la surfacf et du plan de la courbe.
La tangente à la courbe à double courbure, qui résulte de la pénétration de deux surfaces, peut aussi être considérée comme une droite perpendiculaire aux normales des surfaces menées par le point où la tangente touche la courbe; mais lorsqu'une droite est perpendiculaire à deux- autres droites, et que ces trois droites se croisent au même point, la première est perpendiculaire au plan des deux dernières ; donc la tangente de la ligne d’intersection des deux surfaces courbes est perpendiculaire au plan mené par le point de contact, et par les deux normales aux surfaces qui passent par ce même point (*). • •
EXEMPLES DE SURFACES QUI SE PÉNÈTRENT, ET DE TANGENTES AUX LIGNES
d’intersection.
Premier exemple. — Intersection d'un cène, et d'une sphère qui a pour centre le sommet du cône. (PI. 18.) •
166: Les deux nappes opposées d’un cône étant coupées par la sphère qui a pour centre le' sommet de ce cône, la ligne d’intersection est formée de deux branches séparées et symétriquement placées par rapport au centre de la sphère; il suffira de construire l’une de ces branches, par exemple celle qui est située entre le sommet du cône et le plan horizontal de projection : tout ce qu’on dira de cette branche inférieure s’appliquera également •
à la supérieure. » .
On conçoit par le sommet du cône une suite de plans verticaux ; chacun'^ de ces plans coupe le cône suivant des lignes droitqs, la sphère suivant ün grand cercle; les points communs au cercle et aux lignes droites appartiennent à l’intersection de la sphère et du cône.
(*) y oyez on «rtifle de M. Binet (M.— J.), dans la Correspondance Sur V École polytechnique, tome III, page 199.
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Soit BCDE(/>/. i) la base du cône donnée sur le plan horizontal (A, a');
le sommet du cône ou le centre d’une sphère du rayon al ou a'\. Un plan vertical quelconque CAE, mené par ce point (A, a'), coupe le cône suivant deux arêtes qui passent par les points C et E, et la sphère suivant un grand cercle. Faisant tourner ce plan autour de la verticale (A, aa') pour l’amener dans le plan vertical FAG parallèle au plan vertical de projection , les points C , E viennent en F et G, et les arêtes du cône qui passent par ces points, se projettent sur le plan vertical en aÿe t a g : or ces droites sont rencontrées par le cercle du diamètre A aux points f , g', distans de la verticale au' de _/"<$ et g^l. Portant ces distances sur l'horizontale GAE de A en H et en J, ces points II et J appartiennent à la projection horizontale de la courbe d'intersection de la sphère et du cône. Les points correspendans h et i de la projection verticale de cette courbe se trouvent sur les perpendiculaires H/i, Ji à la trace XY des plans de projection , et sur les horizontales/7i|, g’i'4, par conséquent les points de rencontre h, i de ces droites appartiennent à la projection verticale de la courbe d’intersection.
1G7. Iæ tangente à cette courbe au point ( J, i ) s’obtient par l'intersection des plans tangens aux deux surfaces, menés par ce point. Le plan tangent au cône a pour trace (art. 59) sur le plan horizontal, la droite CP tangente à la base UCDE ; le plan tangent à la sphère considérée comme surface de révolution, rencontre le plan horizontal (art. G3) suivant la droite OP perpendiculaire au méridien vertical ACH; les deux traces OP, CP se coupent au point P de la tangente ; d'où il suit que les droites PJ , pi sont les projections horizontales et verticales de la tangente au point (J, i) de la courbe d’intersection des deux surfaces.
Pour trouver le poiut O de la trace horizontale OP du plan tangent à la sphère, on a mené la tangente go au grand cercle de la sphère, décrit du point a comme centre avec le rayon donné al; cette tangente rencontre la droite XY au point o, distant de la verticale au de oa. On a porté cette distance aa de A en O’ sur la droite AF, parallèle à XY ; l'arc de cercle décrit du point A comme centre avec AO’ pour rayon , coupe la droite AE au , point O.
1G8. Dans le cas particulier où la base du cône est une ellipse BCDE, on déterminera les arctes de ce cône situées dans les .plans tangens perpendiculaires au plan vertical de projection, en menant le diamètre BD de l’ellipse conjugué au diamètre qui est parallèle à la droite XY, intersection des plans de projection. Les tangentes Bô , D d coupent cette droite XY aux points b et d; les droites a'b, a'd sont les limites de la projection verticale du cône, et comme elles sont aussi les traces verticales des plans tangens au cône,
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perpendiculaires au plan vertical de projection , elles touchent (art. gj) la courbe hikn aux points n, k. \
Pour déterminer les points de contact n, k, on décrit du point A comme centre avec les rayons AB, AD, les arcs BB', DD’ qui coupent la droite I’ÂG aux points B’, D', par lesquels on élèvo les perpendiculaires B 'b', D'd' à XY. Tirant les droites a’b', a'd' qui coupent le grand cercle de la sphère du diamètre t), aux points d, k', les horizontales dn, k'k rencontrent les limites db , a'd de la projection verticale du cône, aux points n et k. Les perpendiculaires //N, AK à XY rencontrent les droites AB, AD aux points N et K de la projection horizontale NKCH de la courbe d’intersection de la sphère et du cône. On construirait les tangentes N/x, K fï aux points N et K de cette projection, comme pour le point J.
1G9. Il y a encore sur la courbe d’intersection d’autres points remarquables, tels que ceux pour lesquels les tangentes à la courbe sont horizontales. Ces points se trouvent sur les arêtes du cône, qui passent par les pieds des normales qu’on peut abaisser du point A sur l’ellipse BCDE. Soit Ap l’une de ces normales, sur laquelle se trouve le point (M,m) de la courbe d’intersection de la sphère et du cône; la tangente en ce point est horizontale; d’où il suit que le point m de La courbe hikn est le plus élevé au-dessus du plan horizontal de projection. (L’horizontale kk‘, sécante de celte courbe, 11e parait tangente sur le dessin, que parce qu’elle se confond avec l’horizontale qui passerait par le point m.)
I-es tangentes aux points'situés dans les plans verticaux normaux à la base du cône, sont horizontales, parce que les plans tangens au cône et à la sphère, dont elles sont les intersections, sc coupent suivant des droites horizontales ou perpendiculaires aux plans verticaux, qui ont pour traces horizontales des droites telles que Ap normales à l’ellipse base du cône.
170. La courbe hikn, construite sur le plan vertical XY', est tangente au grand cercle l/gl, limite de la projection verticale de la sphère, et pour déterminer les points de contact y, d, on -mettra en projection verticale les points de rencontre a, £ de la droite FAG et de l’ellipse BCDE; ce qui donnera les points d, jB’, par lesquels on mènera les droites ad, a'H' qui coupent le grand cercle if gx aux points de contact y, / de ce grand cercle de la sphère et de la courbe hikn. Cette courbe a un point double si qui se trouve sur une droite ai, mene'c par la projection d du sommet du cône, et par le point •’ projection verticale du point ». Ce dernier point est l’intersection de la droite FAG parallèle à XY', et du diamètre BD de l’ellipse. En effet, ce diamètre (art. 168) coupe en deux parties égales l’ordonnée «»»' de l’ellipse, et le milieu c étant sur la droite FAG, il s’ensuit que les droites A»'ir,A*>V sont
égales. Considérant ces droites Comme les traces de deux plans verticaux qui appartiennent au système de plans qui coupent la sphère et le cône, les arêtes du cône contenues dans ces plans se projettent sur le plan vertical XY, suivant une droite unique aV, et seront rencontrés par la sphère en deux points situés sur l’horizontale (•<■»', «*) perpendiculaire au plan vertical de projection. L’intersection des deux droites connues •»'«•', a't détermine le point double « de la courbe hikmnryJ ».
Du développement d'un cône à base quelconque (pl. 18). ( Dernier exemple de déi'eloppeinent de surface.)
17 1. Nous avons vu (art. io5)que le développement d’un cône droit est un secteur de cercle qni a pour bas? un arc de même longueur que la base circulaire du cône, et pour rayon la distance d’un point de cette base au sommet du cône. En considérant un cône à base quelconque, plane ou à double courbure, le développement de la partie de ce cône comprise entre son- sommet et sa ligne d’intersection par une sphère qui a ce sommet pour ceptre, est aussi un secteur de cercle de même longueur que la courbe d’intersection de la sphère et du cône, et d’un rayon égal à celui de la sphère. Il faut donc , pour construire ce développement, rectifier la courbe dont on a les deux projections JNHK, inM ( fig . i,pl. t8 ). Considérant la première de ces courbes comme la section droite d’un cylindre vertical, on la divise en un assez grand nombre de parties, pour que chaque partie soit sensiblement droite.
Le plan vertical AMR/j coupe la base du cône aux points pet p', et contient le point (M, m) de l’intersection du cône et de la sphère, qui est le plus élevé au-dessus du plan horizontal; on prend le plan tangent au cône en ce point ( M , m ) pour le plan de développement , et on porte sur la droite R R' (fig. t.a ) les deux parties MJR, MHR (fig. 1 ) de la courbe, qui est la projection horizontale de l’intersection du cône et de la sphère. Cette courbe étant divisée à partir du point M (fig. 1 ) en un assez grand nombre de parties, pour que chaque partie puisse être considérée comme une droite, les points M, I, y, R se placent sur la droite R’R' (fig. t .a) respectivement en M’, J', y, R’, et les points M, K, II, R (fig. 1) se placent du côté opposé sur la même droite R'R’, en M', K’, H', R’. On élève par ces points des perpendiculaires qui représentent les distances de6 points de la courbe d’intersection du cône et de la sphère au plan horizontal; ces distances sont connues par la projection vertiçale de cette courbe.
Ainsi les ordonnées R'R’, yy, J’J', M'M', K'K.' (fig. 1 .«) ont pour lon-
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gtieurs respectives, les perpendiculaires abaissées des points r , y, i , m , k ( fig . i) sur la droite XY. La courbe Ryj'M'K.' (fig. i.a)qui passe par les extrémités de ces ordonnées, fait connaître ce que devient l’une des parties (MJR, rnir',fig. i) de la courbe d’intersection de la sphère et du cône, sur le développement d’un cylindre vertical qui la contient; on trouvera de la même manière l’autre partie (MK R , mkr) de cette courbe.
La courbe R’M'R' (fig- t.a) a pour ordonnée maximum la droite M'M” qui correspond au point (M, m) (fig. i) de l'intersection des deux surfaces; l’ayant divisée en parties très-petites et sensiblement droites, on rapporte toutes ces parties sur un arc de cercle décrit du point S {fig- i -b) comme centre, avec un rayon SR" égal au rayon de la sphère qui pénètre le cône. On joint les points de division et le centre S par des droites qui représentent les arêtes du cône. Supposons que l’arc de cercle RYJ" soit de même longueur que la portion de courbe Ryj’ (fig. i .a), la droite SJ’C sera l’arête du cône qui a pour projection {fig. i) les droites AC, a'c, et le point J" (fig. i.b) représentera le point (J, i ) (fig- i) de la courbe d’intersection dn cône et de la sphère.
Construisant la longueur de l’arête du cône, qui a pour projection les droites AC, a'c(fig. i), et la rapportant (fig. i.l>) de S en C, le point.C appartiendra à la courbe p’CpE’p', qui est sur le développement du cône, la transformée de l’ellipse BCDE, base de ce- cône (art. gG). * •
La tangente CP (fig. t) de l’ellipse, et la tangente de la courbe d’intersection au point (J, «’), forment avec la portion d’arête du cône (CJ, ci), un triangle CJ'P (fig. ».ô), dont le côté CP est une tangente à la courbe p'CpE'p'; mais chaque tangente de la transformée de la courbe d’intersection, est une tangente de l’arc du rayon SR” (fig. i.ô); donc si l’on construit la longueur de la droite (JP, ip) (fig. i), et qu’on la porte de J' en P (fig. i .b) sur la perpendiculaire J'P à SV, l’hypothénuse CP du triangle rectangle CJ'P, sera la tangente de la courbe f'CpKf, transformée de l’ellipse base du cône.
Deuxième exemple d’intersection de surfaces. — Deux surfaces cylindriques se pénètrent, et on demande la courbe d’intersection? (PI. 19.) — Voyez la. dé- * ;
finition de ces surfaces, page 3o, art. 53.
17a. Chaque point de la ligne d’intersection de deux surfaces cylindriques est déterminé par la rencontre des deux droites qu’on peut mener par ce point sur les surfaces ; or tous ces couples de droites sont situés dans des plans parallèles aux droites génératrices des deux cylindres; donc en coupant les deux surfaces par des plans parallèles à ces génératrices, on construira chaque point de }a ligne d’intersection par la rencontre de deux
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droites; ce qui est ia solution la plus simple qu'on puisse trouver. La direction des plans coupans étant connue, il ne s’agit que de fixer les limites de ces plans; elles dépendent des bases ou des directrices des droites mobiles, génératrices des cylindres. En effet, supposons que ces bases soient des lignes données sur le plan horizontal de projection, telles que les ellipses ABCD, EFGH (Jig. I , pl. 19); les parallèles (IR, U), (IL, il) aux génératrices, menées par un point quelconque (I,i)dc l’espace, rencontrent le plan horizontal de projection aux poiuts K, L; d'ou il suit que les traces horizontales de tous les plans parallèles aux génératrices, seront des parallèles » la droite KL.
Menant les tangentes MNO, PQR aux ellipses ABCD, EFGH parallèles à la droite KL, elles seront les traces des plans coupans limites, c’est-à-dire que tous les points de la courbe d'intersection des deux cylindres seront renfermés entre ces plans. En effet, un plan quelconque parallèle aux génératrices des cylindres, dont la trace horizontale serait en dehors de l'aire comprise entre les deux parallèles MO, PR , ne rencontrerait qu’une seule base, ou n'en rencontrerait aucune. Dans les deux cas, ce plan ne renfermerait aucun point de la courbe d’intersection, puisqu’il ne contiendrait pas des droites appartenantes à l’une et à l’autre surface. Soit donc STUV parallèle à la droite KL, la trace d’un plan coupant qui rencontre les bases des deux cylindres aux points S, T, U, V ; on aura les projections des arêtes des cylindres contenues dans ce plan, en menant parles points S, T des parallèles à Kl, et par les points U, V des parallèles à LI; ces parallèles se couperont aux quatre points «, ,0, >, <T, qui appartiennent à la projection horizontale de l’intersection des deux cylindres. Abaissant les perpendiculaires SS', TT', UU’, VV’ sur XY intersection des plans de projection, les parallèles S'«V, T'0>' à la droite ki, et les parallèles U'flV, V’jy à la droite li, se coupent aux quatre points ai, 0', y, /',-qui appartiennent à la projection verticale de la courbe d’intersection; les droites a*', £3', yy, SS' sont perpendiculaires à XY, parce qu’elles joignent les projections des poiuts de cette courbe, situés dans l’un des plans ‘coupans.
Les projections horizontale et verticale de la ligne d’intersection des deux cylindres, se construisent indépendamment l’une de l’autre. Conservant les bases des deux cylindres, on pourrait faire varier les directions de leurs génératrices, de manière que la projection horizontale de l’intersection restant la même, la projection verticale changeât, et réciproquement.
173. La tangente au point tel que (/3, /B') de la courbe d’intersection, est à la fqis dans les plans qui sont tangens aux cylindres suivant Je» arêtes qui se rencontrent en ce point: or ces arêtes sont (T/6, Tfi ), (U.0, U’0"), et les
plans tangens suivant ces arêtes, ont pour traces horizontales les droites TZ, UZ tangentes aux bases des cylindres; donc le point Z où ces traces se coupent, appartient à la tangente. Tirant Zj8 du point Z au point donné /3, ’ abaissant la perpendiculaire ZZ' sur XY, et joignant les points Z , 8', on aura les projections Zfl, Z’|S’ de la tangente au point (8, /8’ ) de la courbe d’interseotion des deux cylindres.
17/1. On meuera d’autres plans coupans, par les points C, 1), G, H où les bases des cylindres sont touchées par les droites CO, DD', GG’, HH'. Les plans coupans limites MNO, PQR sont tangens au premier cylindre suivant des arêtes qui passent par les points M, P de la base ABCD, et sont sécans du secoud cylindre suivant les arêtes qui passent par les points N, O, Q, R dé la seconde base EFGH ; ces dernières arêtes sont des tangentes à la courbe d’intersection, puisqu’elles sont aussi les droites intersections des plans tangens au second cylindre menés par ces arêtes, et des plans tangens au premier menés par les points M, P de sa base. Mais les arêtes du second cylindre qui passent pasies points N, O, Q, R ont pour projections horizontales quatre parallèles à la, droite LI menées par ces points, et pour projections verticales quatre parallèles à la droite ü menées par les points N', O', Q', R', projections verticales des points N, O, Q , R ; d’où il suit que les quatre premières parallèles sont tangentes à la projection horizontale de la courbe d’intersection des deux cylindres, et les quatre autres sont tangentes à la projection verticale de cette courbe.
i 75. Les projections horizontales des deux cylindres ont pour limites les tangentes DD'v CC' menées à la base ABCD, parallèlement à Kl, et les tangentes GG , Hli: à la base EFGH, parallèles à LI : or ces tangentes sont aussi les traces de plans verticaux tangens aux cylindres, et ces traces sont ellesmêmes des tangentes à la projection horizontale de la courbe d’intersection ; donc les droites DD', CC’, GG’, HH’ sont tangentes à cette projection. Le même raisonnement s’applique aux limites des projections verticales des cylindres. Les tangentes aux bases, telles que AA', BB’, EE', FF’ perpendiculaires à XY, rencontrent cette droite aux points A', B’, E’, F’; menant par les points A', B' des droites parallèles à Ai, et par les points E’, F’ des droites parallèles à U, ces droites A’o, B b, EV, Vf sont des tangentes à la projection verticale de la courbe d’intersection.
176. Lorsque deux surfaces cylindriques dont les génératrices sont parallèles, se rencontrent, la pénétration a lieu suivant une ou plusieurs droites; ,dans le cas où les génératrices no sont pas parallèles, il peut arriver deux cas, ou que les bases des cylindres, c’est-à-dire leurs traces sur le plan horizontal, soient des courbes fermées ou infinies. Si elles sont fermées, la
courbe d’intersection est aussi fermée; si elles s’étendent à l’infini, de manière quelles soient rencontrées par tous les plans parallèles aux deux génératrices, la courbe d'iutersection s’étend aussi à l’infini.
177. En supposant que les bases des cylindres donnés soient les ellipses
ÀBCD, EFGII qui sont des courbes fermées,- la ligne d’intersection est aussi fermée; mais elle peut avoir ou une seule branche, ou deux branches séparées : c’est ce qu’on reconnaît à priori , par les traces des plans coupans limites sur les plans des bases. „ . »
Lorsque les deux traces sont tangentes ri l’une des deux bases seulement, et sécantes de l’autre, comme la Jig. 1 , pl. 19 l’indique, le cylindre correspondant à la première base pénètre le second cylindre, de manière qu'il y a sur celui-ci courbe d’entrée et courbe de sortie; mais si les traces des plans sécans limites ne sont pas tangentes à une seule des deux bases données, il n’y a pas pénétration totale, il y a seulement arrachement; la ligne d’intersection est dans ce cas d'une seule branche. On aurait cette branche unique ( pl . 19 ), en prenant les droites $4, <? 4' pour les limites des plans sécans; chacune de ces droites est tangente à une base, et sécante de l’autre. . . • ’ ,
1 78. 11 y a des cas où la pénétration de deux cylindres est une courbe plane. Soit, par exemple (Jig. a,pl. 19), un cylindre horizontal qui a pour base un cercle vertical du diamètre AB, et dont les arêtes passant par les extrémités A, B de ce diamètre, soient les horizontales ACE, BFD; en coupant ce premier cylindre par un plan vertical CD, et regardant la section comme la base d’un second cylindre dont les arêtes sont parallèles aux droites données CF, DE, il est évident que les deux cylindres se pénétreront, et que la ligne d’intersection sera composée de deux courbes planes, situées dans les plans verticaux CD, EF; ces deux courbes se coupent au point dont O est la projection horizontale ; ce point O est l’intersection de deux arêtes horizontales contenues dans le même plan tangent. L’intersection de ce plan et des plans verticaux CD, EF, déterminera les tangentes horizontales de la ligne d'intersection des deux cylindres.
Troisième exemple d' intersection des surfaces. — Pénétration de deux surfaces
coniques. (Pl. ao.)
1 79. Deux surfaces coniques, telles qu’on les a définies page 34, se pénètrent, et on propose de construire leur Ugne- d’intersection?
On prend pour le système de plans qui coupent à la fois les deux surfaces données, ceux qui passent par les sommets des deux cônes, ou plutôt par la
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droite qui joint ces sommets. Chaque point de la courbe d’intersection étant déterminé par la rencontre des deux droites des surfaces, le plan de ces droites contient évidemment la droite qui joint ces sommets, puisque toutes les droites de chaque cône passent par le sommet de ce cône. Réciproquement, un plan conduit par la droite qui joint les deux sommets et qui rencontre les deux bases, contient les droites des cônes, qui se coupent en un point de la ligne d’intersection demandée.
180. Soient ( pl. ao) (A, à), (B, b ) les sommets des cônes qui se pénètrent; DEFG, HIK.L les directrices des droites génératrices de ces cônes, données sur le plan borizontal de projection ; la droite (AB, ab) qui joint les sommets des cônes, coupe le plan borizontal au point C, par lequel on mène les tangentes CDK, CEL à la directrice DEFG base du premier cône. Ces tangentes sont les traces horizontales des plans coupans limites; le plan coupant dont la trace horizontale serait hors de l’angle DCE, ne rencontrerait pas les deux cônes, et par conséquent «te contiendrait pas de points de l’intersection demandée. Les traces limites CD, CE coupent la directrice I1IKL, base du second cône, aux points K, L, extrémités de l’arc KIL, base de la partie de ce cône, qui est pénétrée par le premier cône. Menant les arctes (BK, AK'), (BL, AL’ ) du second cône, et les arêtes (AD, aD’), (AE, aE') du premier, elles se coupent aux points (M, m ), (N,n) de la ligne d’intersection des deux cônes. Les projections horizontale et verticale de ces arêtes sont tangentes aux projections de la ligne d’intersection, parce que ces arêtes peuvent être considérées comme les droites intersections des plans tangens aux cônes, menés par les points (M, m), (N, n). . "
•iJBi. Un plan coupant dont la trace horizontale CRQP est dans l’angle DCE, coupe le premier cône suivant les arêtes (AQ, aQ ), (AR, <iR’), et le second cône suivant l’arête (BP, AP ) ; ces arêtes, situées dans le même plan , se rencontrent aux points (S, s), (T, t) de la ligne d’intersection. On déterminerait de la même manière.dkutres points de cette ligne.
On a déjà remarqué (art. 17a) qu’en prenant pour plan de projection le plan des bases des cylindres qui se pénétrent, les projections de la ligne d’intersection sur ce plan se construisaient à part, et sans avoir recours au second plan de projection, si ce n’est pour déterminer un plan parallèle aux droites génératrices des deux cylindres; la même remarque s’applique aux cônes. On ne se^iert dn second plan de projection que pour trouver le point d’intersection de la 'droite qui joint les sommets des deux cônes et du plan des bases de ces cônes. Cependant,*! l’on demandait (pl. ao) les points de la projection horizontale delà ligne d’intersection des deux cônes, qui sont sur la droite ABC, trace du plan vertical mené par les sommets des deux
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cônes, la projection verticale deviendrait nécessaire. Cette droite ABC, projection horizontale de la droite qui joint les deux sommets, peut être considérée comme la trace d'un plan coupant vertical , qui rencontre chacun des cônes suivant deux arêtes ; les projections verticales de ces arêtes se coupent en quatre points de la projection verticale de la ligne d’intersection des deux cônes. Deux de ces quatre points, marqués 3', 4’ (/>/. ao), sur le plan vertical de projection, déterminent sur la droite ABC les deux points 3, 4 de la courbe MNST, projection horizontale de la ligne d'intersection des deux cônes.
i8a. La tangente en un point quelconque (S, r)de l’intersection des deux cônes, se trouve dans les plans tangens aux cônes menés par ce point. Le plan tangent au premier cône passe par l'aréte qui rencontre le plan horizontal au point Q ; d'ou il suit que la tangente QV à la base DEFG est la trace horizontale de ce plan tangent. La trace du second plan tangent au même point (S, s) du second cône est la droite PV tangente au point P de la hase IL11K. : or les deux traces se coupent au point V ; donc ce point appartient à la tangente (VS, Vf). La droite VS est tangente à la projection horizontale MNST de la ligne d’intersection des deux cônes, et la droite \'s est tangente à la projection verticale mnst de cette ligne. Cette projection mnst a encore pour tangente la droite b\\ limite de la projection verticale du cône à base IKH, et les droites nF’, aG’, limites de la projection verticale du cône à base EFDG. Pour construire le point de contact sur l’une de ces tangentes, par exemple sur aF", qui correspond à l’arête (AF, aF’) du premier cône, on mènera par le point F la trace CF d'un plan coupant ; cette trace coupe la base du second cône au point/9. L’arête (B/0, b fl!) de ce cône rencontre l’arête (AF, aF’) du premier cône au point (a, «’); ce qui détermine le point de contact a! sur la droite a*’F’, tangente à la courbe mrul.
i83. La courbe (MNSTa, mnsta!) que nous venons de construire, n’est qu’une branche de la ligne d’intersection des deux cônes, car il est évident que le premier cône serait coupé en totalité par la portion du second cône, qui a pour base l’arc A de La base de ce cône ; ce qui formerait une seconde branche de la ligne d’intersection, que l’on doit tracer pour résoudre le problème complètement, mais qu’on a omise ( pi . ao) afin d’éviter la confusion des lignes de construction.
De la courbe d’intersection de deux cônes du second degrc.
1 84. On nomme cônes ou cylindres du second degré, ceux dont les bases sont des courbes planes du second degré, l’ellipse, la parabole, l’hyperbole (art. 80).
Deux cylindreâ à bases elliptiques ne peuvent se couper que suivant une courbe fermée, d’une seule branche ou à deux branches séparées ; la courbe ' . d’intersection ne s’étend à l’infini que lorsque les deux bases sont des hyperboles ou des paraboles. La condition nécessaire pour que deux cônes quelconques se pénétrent suivant une ligne à branches infinies , c’est qu’ils aient des arêtes parallèles. Chaque point de l'intersection étant donné par la rencontre de deux droites des cônes, il est évident que ce point 11e peut être situé à l’infini que lorsque les droites deviennent parallèles. En ne considérant que les cônes du second degré, on peut déterminer à priori le nombre de branches infinies de leur ligne d’intersection, et les asymptotes de cette ligne.
Des asymptotes de la ligne d’intersection de deux cônes du second degré.
185. -L’asymptote de la ligne d’intersection de deux cônes est la tangente
au point de cette ligne situé* à l’infini : or ce point est l’intersection des droites des cônes , qui sont parallèles ; d’où il suit que les plans tangens aux cônes menés par ces droites se coupent suivant les asymptotes de la ligne d’intersection. Pour déterminer les droites parallèles de deux cônes, on joint leurs sommets par une droite, et, supposant que le premier cône soit fixe, on fait mouvoir le second cône parallèlement à lui-même, de manière que son sommet parcoure la droite dirigée vers le sommet du premier cône. Lorsque les deux sommets sont réunis, on eoupe le cône fixe et le cône transporté par un même plan; les courbes qu’on obtient, présentent le* cas suivans : . . .
i° Elles peuvent se couper en quatre points; .
a" Se couper en deux points, et se toucher en un troisième ;
3° Se toucher en deux points;
4° Se couper en deux points ;
5° Se toucher en un seul point; • •
6° N’avoir aucun point commun.
Nous allons examiner ces six cas, et pour distinguer les cônes donnés, nous
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appellerons le premier A, le second B, et ce dernier, transporté parallèlement
à lui-même, B'; les deux cônes A et B' ont meme sommet.
186. Premier cas. Les sections des deux cônes A et B' par un meme plan, se coupent en quatre points.
Les cônes A et B', dans cette hypothèse, ont quatre arêtes communes qui passent par les points où leurs sections planes se coupent : or ces arêtes ont leurs parallèles sur le cône B; donc l’un des deux cônes A ou B, a quatre arêtes qui ont leurs parallèles sur l’autre cône. Les points k l'infini de leur ligne d’intersection sont situés sur ces arêtes ; donc les plans tangens menés par los quatre couples d’arêtes parallèles, se coupent suivant quatre droites, qui sont les asymptotes de la courbe d’intersection des deux cônes. Les asymptotes sont respectivement parallèles aux quatre droites de contact des cônes et des plans tangens aux cônes suivant ces droites.
Deuxième cas. Les sections planes des deux cônes A et B' se coupent en deux points, et se touchent en un troisième.
Dans cette hypothèse, les cônes A et B ont trois arétès parallèles; les plans tangens à ces cônes, suivant les deux premières arêtes, se coupent en deux droites qui sont asymptotes de la courbe d'intersection. Les plans tangens suivant la troisième arête sont parallèles, et ne se rencontrent pas.
Troisième cas. Les cônes A et B' se touchent suivant deux arêtes; ce qui indique que les cônes A et B ont deux arêtes parallèles, et que leurs plans tangens suivant ces arêtes sont parallèles entre eux; d’où il suit que la courbe d'intersection n’a pas d'asymptote.
Quatrième cas. Les cônes A, B' se coupent suivant deux arêtes; la courbe d’intersection des deux cônes A et B a deux asymptotes.
Cinquième cas. Les cônes A, B' se touchent suivant une arête ; la courbe d’intersection s’étend à l’infini et n’a pas d’asymptote.
Sixième cas. Les cônes A et B' n'ont aucune arête qui leur soit commnne. Les cônes A et B n’ont alors aucune arête pa.ralièle; toutes les branches de la courbe d’intersection sont fermées, et elles n’ont point d'asymptotes.
En résumé, la courbe d’intersection de deux cônes du second degré a deux ou quatre asymptotes; les branches de celte courbe, qui s’étendent à l'infini, sont ou hyperboliques avec asymptotes, ou paraboliques sans asymptotes.
1 87. Dans l'intersection de deux cônes du second degré , le nombre de branches fermées, de branches infinies hyperboliques ou paraboliques, dépend de la position respective des deux cônes; de quelque manière que les branches soient combinées entre elles, leurs projections ne peuvent être coupées par une ligne droite en plus de quatre points. Lorsque le sommet de
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l’un des cônes est sur la surface de l’autre, alors ce sommet est un des points de la courbe d’intersection; projetant ce point et la courbe sur un plan, la projection du point tient lieu d’une branche. Cet exemple fait voir en géométrie ce que dans la théorie des courbes on entend par point isolé.
Le sommet de l’un des cônes étant sur la surface de l'autre , et ces deux cônes ayant une arête commune, cette arête sera une des branches de la courbe d’intersection, et les branches qui complètent cette courbe ne pourront être coupées qu’en trois points par une ligne droite.
De l’intersection du cône et du cylindre dans le cas où les sections de ces surfaces par un plan sont des courbes du second degré fermées.
t88. Pour reconnaître à priori si la ligne qui résulte de l'intersection des deux surfaces, le cône et le cylindre du second degré, s’étend à l’infini, on mènera par le sommet du cône une parallèle à la génératrice du cylindre, et on construira le point d’intersection de cette parallèle avec la courbe du second degré, qui est la trace du cône sur l'un des plans de projection. Ou ce point se trouvera hors du contour de la conrbe, ou sur ce contour ; s’il est hors du contour, on conclura que le cylindre et le cône n’ont aucune arête parallèle, et que la courbe qui résulte de leur pénétration est nécessairement composée de branches fermées; s’il est sur le contour, toutes les arêtes du cylindre seront parallèles à une arête du cône, et le plan tangent au cône suivant cette arête, sera un plan asymptotique de la courbe d’intersection du cylindre et du cône.
Quatrième exemple d’intersection de surfaces; pénétration de deux surfaces de
révolution. (PI. ai.)
189- On suppose que deux surfaces de révolution se pénètrent, et on propose de construire leur ligne d'intersection dans le cas particulier où leurs axes se rencontrent ? {PI. ai ,fig. 1.)
Les deux axes des surfaces de révolution étant donnés, on prend pour l’un des plans de projection, l’horizontal par exemple, un plan perpendiculaire au premier axe, et pour plan vertical, un plan parallèle aux deux axes.
Nous avons considéré jusqu’à présent chaque point delà ligne d’intersection de deux surfaces, comme le point de rencontre de deux courbes de ces surfaces, contenues dans un même plan, et nous avons déterminé pour quelques cas particuliers le système de plans qui coupent les surfaces proposées suivant les lignes les plus faciles à construire. A ce système de plans coupans,
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ou substitue quelquefois (art iG4) avec avantage d’autres surfaces coupantes ; les deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent, en offrent un exemple. On considère le point de rencontre de ces axes comme le centre d'une série de sphères qui coupent chacune des deux surfaces suivant des cercles. Les cercles qui ne se couperont pas, ne contiendront pas de points de la ligne d'intersection; mais il y aura une ou plusieurs sphères coupantes qui contiendront des cercles tan gens l'un à l’autre; les points de contact de ces cercles appartiendront à la ligne d’intersection, et à partir de ces sphères limites, des sphères intermédiaires de même centre et de divers rayons, couperont les surfaces de révolution suivant des cercles qui auront leurs centres sur les axes de ces surfaces, et dont les plans seront perpendiculaires à ces axes. Les deux cercles situés dans deux plans inclinés L'un par rapport à l’autre, ne peuvent se couper que sur la droite intersection de ces plans; lorsque cette droite coupe l’un des cercles, les points d’intersection appartiennent à la ligne d’intersection des deux surfaces.
Explication de la fig. i, pi. ai.
190. Soient (D, D'd), (DR, dr) les deux axes de révolution, dont les projec- . tions sur le plan vertical de projection parallèle à ces axes, font entre elles l’angle Ddr; le plan horizontal de projection est perpendiculaire au premier axe (D, D'd). Le plan méridien ADR, parallèle au plan vertical de projection, coupe les deux surfaces de révolution suivant les courbes abcc, e/g h, qui se rencontrent aux points», i. La sphère du centre (D,d) et du rayon </«, coupe les deux surfaces suivant des cercles des diamètres aj8, ay, qui se touobent au point (a, a) de la ligne d’intersection. Le premier cercle se projette sur le plan horizontal suivant un autre cercle de même diamètre a’#’, qui a pour centre le point D. Une autre sphère limite, du rayon d<T, coupe les deux surfaces , suivant deux cercles tangens des diamètres d|, qui se touchent au point (<t, #') de la ligne d'intersection.
Une sphère intermédiaire d’un rayon dq plus petit que dj', et plus grand que da, coupe les deux surfaces suivant deux cercles des diamètres ln,pq , dont les plans se coupent suivant une droite horizontale («1, M/a), perpendiculaire au plan vertical de projection. La projection horizontale M/a de cette droite rencontre le cercle du rayon DM, moitié de In, aux points M, /a de la projection horizontale M/utf de l’intersection des deux snrfaces. En faisant varier le rayon de la sphère coupante, dont le centre (D, d) est invariable, on trouverait tant d’autres points qu’on voudrait de la ligne d’intersection des deux surfaces (M/u a’/', <tnuS,/ig. i,pl. ai ).
De la tangente à la ligne d'intersection des deux surfaces de révolution.
191. La tangente en un point de la ligne d’intersection de deux surfaces de révolution est, comme dans les exemples précédens, la droite intersection de* plans tangens à ces surfaces menés par le point qui leur est commun. Cbaque plan tangent est en général déterminé par les tangentes à deux sections de la surface; mais dans le cas particulier de la surface de révolution, la tangente i la courbe méridienne en un point quelconque, détermine la droite normale à la surface qui passe par ce point, puisque cette droite est aussi normale à la courbe méridienne. Connaissant les projections de la normale à la surface, on construit les traces du plan tangent à la surface de révolution, en considérant que ces traces sont perpendiculaires aux projections de la normale.
19a. Soit (M, ni) le point commun à deux surfaces de révolution, par lequel il s'agit de mener des plans tangens à ces surfaces. Le plan tangent à la surface dont l’axe est vertical, se construit comme il a été dit (art. 63); le cercle horizontal du diamètre In, dont le plan passe par le point (M,m), coupe la me'ridienne abcc' au point l, par lequel on mène la tangente lo à cette méridienne. On prend la distance D'o du point o de la droite XY au point D’ de la projection de l’axe, qui est sur la même droite, et on la porte sur le méridien vertical DM de D en O; la perpendiculaire OV à DM est la trace horizontale du plan tangent à la première surface au point (M, m,fig. 1, pL ai).
Le cercle du diamètre pq, dont le plan est perpendiculaire à l’axe incliné dr, rencontre la méridienne efgh de la seconde surface au point p; la tangente pr de cette méridienne coupe l’axe dfr au point r, et par conséquent (art. 64) la.tangente de la méridienne au point (M , m) a pour projection verticale la droite mr, et la droite MR pour sa projection horizontale. La perpendiculaire pu à la tangente pr, rencontre l’axe dr au point de concours » de toutes les normales à la surface suivant le cercle du diamètre pq : or ce point de concours a pour projection horizontale le point o>' de la dreite DR; donc la normale au point (M, m) a pour projections les droites mu, Mm'. I,e plan perpendiculaire à cette normale mené par le même point (M, m), a pour trace horizontale la droite VT perpendiculaire à la projection horizontale Mm’ de la normale : or cette droite rencontre la trace OV du premier plan tangent au point V; donc la tangente demandée a pour projections les droites MV, mW
1 93. La trace horizontale YT du plan tangent à la seconde surface de ré-
n4 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
volution, est déterminée par trois conditions, dont deux seulement sont nécessaires. En effet, puisque le plan tangent est perpendiculaire à la normale (ma, M»), sa trace sur le plan vertical est perpendiculaire à la droite ma, et la parallèle à cette trace nicuée par le point (M, &i) a pour projection verticale la droite mt perpendiculaire à ma, et pour projection horizontale la droite MT parallèle à l’intersection XY des plans de projection : or cette parallèle rencontre le plan horizontal au point T ; donc la trace horizontale VT dti plan tangent passera par le point T; première condition. Puisque ce |>lan est perpendiculaire à la normale dont la projection horizontale est M», la droite VT est perpendiculaire à cette projection; deuxieme condition. Enfin, elle |iasse par le point S où la tangente (MR, mr ), située dans le plan tangent, rencontre le plan horizontal; cette troisième condition dispenserait de construire la droite (MT, mt), et le point T où elle coupe le plan horizontal.
194. De ce que les normales aux deux surfaces de révolution, menées par le point (M, 7/1) de leur ligne d’intersection, rencontrent les deux axes de révolution aux points m et x, il suit qne le plan conduit par ces normales coupe le plan des deux axes, qui est par hypothèse parallèle au plan vertical de projection suivant la droite «X : or la tangente à la ligne d'intersection au point (M, ttj) est perpendiculaire au plan des deux normales; donc la perpendiculaire um\' abaissée du point m sur la droite «x , est une tangente de la projection verticale ami de la ligne d’intersection des deux surfaces.
Menant par le point (D, 1) de la première normale (MD, ml) un plan horizontal qui coupe la seconde normale au point (6,8 ), la droite Dé' sera parallèle à la trace horizontale du plan des deux normales; d’où il suit que la projection horizontale MV de la tangente de la ligne d’intersection, doit être perpendiculaire à la droite connue Dé'. 11 suffira, pour satisfairo à cette condition, d’abaisser du point M la perpendiculaire MV sur la droite Dé’.
Tout ce qu’on vient de dire sur la tangente à la ligne d'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent, serait encore vrai, dans le cas où les axes ne se rencontreraient pas.
1 95. Dans le cas général où les axes des deux surfaces de révolution ne se rencontreraient pas, chaque point de la ligne de pénétration de ces surface* serait l’intersection d’un cercle appartenant à la première surface, et de la section de la seconde surface par le plàn de ce cercle. Il serait donc convenable de couper les deux surfaces par un système de plans perpendiculaires à l'axe de l’une d’elles, afin de n’avoir à construire par points, que des courbes de l’autre surface. On a considéré un cas particulier pour lequel les axes de - V •’
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♦•évolution ne se rencontrant pas, et néanmoins on est parvenu à trouver chaque point de la ligne d'intersection par la rencontre de deux cercles qui sont les projections des sections des surfaces par un même plan. Cette solution particulière est de M. Chapuy, ancien élève à l'Ecole polytechnique ( f'oj-ez la Correspondance sur l'École polytechnique, tome 11, janvier 1 8 1 j ) ; elle est fondée sur les trois propositions suivantes: i* Deux surfaces du second degré, quelle que soit leur position respective, sont coupées par des plans parallèles suivant des lignes semblables et semblablement placées; a" la projection orthogonale d’une ellipse sur un plan passant par son petit axe, est un cercle d’un rayon égal à ce petit axe, lorsque le grand axe se projette suivant une droite égale en longueur au petit axe; 3° l’intersection de deux ellipsoïdes de révolution, qui ont même centre, et dont les sections circulaires passant par ce centre sont de même rayon, se compose de deux ellipses dont les plans sont perpendiculaires à celui qui passe par les axes de révolution des deux ellipsoïdes.
4° On peut couper les deux ellipsoïdes de révolution par deux couples de plans perpendiculaires à celui des deux axes de ces ellipsoïdes, tels que la section contenue dans l’un des plans du premier couple, par exemple, se projette sur l’autre plan du second couple suivant un cercle.
Intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont les axes ne se rencontrent pas.
196. Soient (/ig. 1, pl ■ ai) deux ellipsoïdes de révolution qui se pénètrent, le premier a pour axe la droite AD, et pour section méridienne l’ellipse ATIB; cette ellipse a pour grand axe la droite AD, perpendiculaire an demi petit axe OH. Qn prend pour premier plan de projection celui qui passe par Taxe AB, et qui est parallèle au second axe; on donne la distance de ce second axe au premier," mesurée sur une droite qui leur serait perpendicul'.ire.
Tout plan perpendiculaire au premier plan de projection, mené pa: le centre O du premier ellipsoïde AB, coupe cet ellipsoïde suivant une ellinse, dont le grand axe est un diamètre dé l’ellipse AEB, et le demi petit axe est égal- à OH, demi petit axe de l’ellipsoïde.
Il en serait de même d'un autre plan perpendiculaire r.u pian de p "éjection, qui passerait par le centre O' du second ellipsoïde. La section serait une ellipse qui aurait pour petit axe une droite égale au petit axe H'A' de l’ellipsoïde, et pour grand axe un diamètre de l’ellipse CDH7T, qui est la section méridienne de ce second ellipsoïde.
197. Soit OE la trace d’un plan quelconque perpendiculaire au premier
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plan de projection, qui passe par le centre O du premier ellipsoïde ; la section faite par ce plan sur l'ellipsoïde sera une ellipse (E), qui a pour demi grand axe OE, et pour demi petit axe OH. Construisant sur OÉ comme hypothénus<\ avec un côté EG égal à OH, le triangle rectangle EGO, EG sera la trace d'un :plan perpendiculaire au premier plan de projection , et en le prenant pour le second plan de projection, l’ellipse (E) s’y projettera suivant un cercle, puique la projection du grand axe de cette ellipse sera égale .au petit axe.
On fera nn raisonnement semblable anr le triangle E'O’G’, rectangle en G'. Si le côté E’G’ est égal au petit axe O’H', l’ellipse (E’), section du second ellipsoïde par le plan O'E’, se projettera sur le plan E G’ suivant un cercle, les lignes de projection étant parallèles au côté Ü'G', perpendiculaire à E’G’; mais il faut que les plans des deux ellipses (H;, (E’) soient parallèles, et, pour déterminer leur direction, on a recours à l’artifice suivant.
198. On imagine un troisième ellipsoïde de révolution, semblable au second, et dont le petit axe est égal à celui du premier ellipsoïde. Ce troisième ellipsoïde a même centre O que le premier; son grand axe CD', parallèle à l'axe CD du second ellipsoïde, est à cet axe CD dans le rapport des deux petits axes OH, O’H*. On porte sur OA, perpendiculaire à CD’, le petit axe OA = OH; et pour avoir la longueur OC' du demi grand axe, on fait la proportion :
OH' : 0A::0’C: OC
OA X O'C Oïl' '
L’ellipse CAD' du troisième ellipsoïde coupe l'ellipse AnB génératrice du premier, au point E, et on mène la droite OE. Cette droite et le demi petit axe OH déterminent le triangle EOG : or il est évident que le plan EO, perpendiculaire au plan parallèle aux deux axes, coupe le premier et le troisième ellipsoïdes qui sont semblables et ont des axes proportionnels, suivant des ellipses dont les projections sur le plan EG ou E'G', sont des cercles; d’ailleurs, les sections parallèles d’un ellipsoïde sont semblables et semblablement placées ; donc en prenant pour plan de projection le plan EG ou E’G', chaque couple de sections laites sur le premier et troisième ellipsoïdes, se projettera sur le plan suivant deux cercles, qui se couperont en deux points de la ligne d’intersection du premier ellipsoïde et de l’ellipsoïde auxiliaire. Ce dernier ellipsoïde est par hypothèse -semblable au second, et semblablement placé; d’où il suit que les deux ellipsoïdes donnés seront coupés par des plans parallèles è celai dont la trace est EO, suivant des ellipses dont les projections sur le plan EG ou ses parallèles seront des cercles.
199. Soit A 'B' une droite quelconque qui est perpendiculaire au côté OG du triangle EOG, et qu’on prend pour l’intersection commune des deux plans de projection. Supposant que le premier de ces plans, qui contient l’ellipse AIIB, soit vertical, la droite OG sera une verticale, et A']!’ la projection horizontale du premier axe de révolution Alt. La plus courte distance des deux axes étant donnée, op mettra la même distance entre les parallèles A lt , C"D', et cette dernière sera la projection horizontale du second axe. Les sections des deux ellipsoïdes par des plans parallèles à OE,et perpendiculaires au plan vertical de projection, se projetteront sur le plan horizontal suivant des cercles.
Soit la parallèle «<f à OE ou O’E’, la trace verticale d’un plan qui coupe les deux ellipsoïdes suivant deux ellipses (E), (E’)qui ont pour axes les cordes «A, y<t des ellipses génératrices. Ces axes se projettent, le premier en «‘a’ sur la droite A' B’, et le second en y'I' sur sa parallèle C'D"; la distance de ces deux parallèles A'B', C'D' est égale à la plus courte distance des axes de révolution des deux ellipsoïdes. Les cercles décrits sur *’£' et y J' comme diamètres, sont les projections horizontales des ellipses (E), (E’), et se coupent en deux points <p, tji qui sont les projections horizontales de deux points de la ligne d’intersection des deux ellipsoïdes; on aurait| leurs projections verticales par la rencontre de la droite <uT et des perpendiculaires à la droite A’B’, ou sa parallèle XY, élevées par les points et 4-
aoo. Les deux ellipses génératrices du premier ellipsoïde donné, et de l’ellipsoïde semblable au second ellipsoïde donné, se rencontrent en quatre points, qui sont placés sur les deux diamètres Ee, u', et les plans menés par ces diamètres perpendiculairement au plan avec des axes AB, C’D' des deux ellipsoïdes, contiennent deux ellipses qui sont les lignes d'intersection de ces ellipsoïdes. En général, deux ellipsoïdes qui ont même centre et un axe principal de même longueur, se coupent suivant des courbes planes. On s’est servi. du diamètre Ee pour déterminer le triangle EOG, dont le côté EG est la trace du plan sur lequel les sections des ellipsoïdes se projettent suivant des cercles; mais le second demi-diamètre «O ou t'O serait l’hypolhénuse d’un triangle eût rectangle en t, dont le côté Oi déterminerait un second plan, tel que toutes les sections des ellipsoïdes prailèles au plan mené par le diamètre «•' perpendiculairement au plan des deux axes AB, CD', s’y projetteraient aussi suivant des cercles.
De l'intersection de deux sur/aces de révolution qui ont même axe. Construction des points où une ligne quelconque plane ou à double courbure rencontre une surface de révolution dont on connaît la section méridienne.
ao j . Un plan quelconque mené par l’axe commun aux deux surfaces de révolution, contient les sections méridiennes de ces surfaces. Les points où ces sections se coupent, décrivent en tournant autour de l’axe commun, des cercles qui appartiennent é\ idemment aux deux surfaces, et sont leurs lignes
d’intersection.
Une ligne donnée hors d’une surface de révolution, décrit, en tournant autour de l’axe de cette surface, une seconde surface dont la section méridienne est déterminée. 11 est évident que lorsque les deux sections méridiennes se couperont, les points d’intersection détermineront des cercles qui rencontreront la ligne donnée, et les points de rencontre sont ceux où celte ligne coupe la surface de révolution proposée.
C’est sur cette considération qu’est fondée la méthode que nous appliquerons à la recherche des points qu’on détermine par les intersections de trois cônes droits, ou de trois surfaces annulaires ( Voy. liv. II, chap. I, des lieux géométriques ); elle sert aussi à trouver l'intersection d’une surface de révolution et de toute autre surface définie par la forme de la génératrice dans chaque position, et par la loi du mouvement de cette génératrice.
$ II. DE QUELQUES SURFACES Dl! SECOND DEGRÉ , DORT LA LIGNE D’iNTERSECTION EST UNE COURRE ÇLANF DU MÊME DEGRÉ.
.O ikx *
aoa. On appelle surface du second degré celle qui jouit de la propriété d’être coupée par un plan quelconque suivant une courbe du second degré, c’est-à-dire suivant une ellipse, une parabole ou une hyperbole (art. 8o). J’ai fait voir que les surfaces du second degré se divisaient en cinq espèces que j’ai nommées : ellipsoïde , hyperboloïde à une nappe, hyperboloïde à deux nappes , paraboloide elliptique, paraboloïde hyperbolique. Ces espèces comprennent, comme cas particulier, les cônes et les cylindres à bases circulaires, droits ou obliques, et l’hyperboloïde de révolution. On a considéré ces dernières surfaces dans les chapitres de ce Traité, relatifs aux plans tangens et aux intersections de surfaces par des plans.Maintenant nous allons examiner quelques cas particuliers dans lesquels deux surfaces du second degré se pénètrent suivant une ou deux courbes planes.
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On a déjà vu (art. 195) que deux ellipsoïdes de révolution se pénétraient suivant deux ellipses, lorsqu’ils avaient même centre, et lorsque des plans menés par ce centre perpendiculairement aux deux axes de révolution , les coupaient suivant des cercles égaux.
On conçoit facilement deux cylindres, l’an droit, qui a pour base un cercle, l’autre oblique, qui a pour base une section elliptique du premier cylindre; cette ellipse est évidemment la ligne d’intersection des deux cylindres ( fig. a , pl. 19, art. 1 78). D'autres exemples, que nous allons rapporter, se présentent fréquemment dans lés applications de la géométrie descriptive.
De lu pénétration de deux sphères.
ao3. Deux sphères de rayons quelconques qui se pénètrent, se coupent suivant un .cercle. En effet, chaque point de la courbe d’intersection est le sommet d’un triangle qui a pour base la distance des centres des deux sphères, et pour côtés les rayons de ces sphères : or ce sommet, en tournant autour de la droite des centres, passe successivement par tous les points de l’intersection des deux sphères-, donc cette intersection est un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite des centres, et dont le rayon est la hauteur du triangle constant, formé par la droite des centres prise pour base, et par les rayons des deux sphères. t '
Un plan est une sphère d’un rayon inüni ; donc une sphère et un plan se coupent toujours suivant un cercle. On démontre cette proposition directement en supposant qu’on ait mené par le centre de la sphère, et par une perpendiculaire abaissée de ce centre sur le plan donné, une suite de plans qui coupent la sphère suivant un grand cercle, et Je plan donné suivant une droite ; en ne considérant de cette droite que la portion qui sert de corde à ce grand cercle, les deux extrémités de cette corde appartiennent à la ligne d’intersection de la sphère et du plan : or, dans tous les plans coupans, les cordes du grand oerde de la sphère situées dans le plan donné, sont de même longueur; donc ces cordes sont les diamètres du petit cercle d’intersection de la sphère et du plan. .'
Ainsi, lorsqu’un plan coupe une sphère, la section est un cercle qui a pour centre le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur ce plan. Réciproquement, la droite qui joint le centre d’une sphère et le centre d’un petit cercle de cette sphère, est perpendiculaire au plan de ce petit cercle. ,
Lorsque deux plans coupent une sphère suivant deux petits cercles, les centres de ces cercles et le centre de la sphère déterminent la position d’un
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troisième plan perpendiculaire aux deux premiers. Cette proposition est une conséquence de la précédente, puisque les droites menées par le centre de la sphère et par les centres des petits cercles de la sphère, sont perpendiculaires au plan de ces petits cercles.
De la pénétration d'une sphère et d’un c6ne oblique. (Fig. s, », pl. 18.)
io/|. Le sommet du cône oblique étant donné hors ou dans l’intérieur de * la sphère, et supposant qu’il a pour hase un petit cercle de cette sphère, la pénétration totale sera composée de deux cercles, dont l’un est par hypothèse la base du cône. Nous allons d’abord démontrer que par deux cercles quelconques d'une sphère on peut faire passer deux cônes obliques.
Qn’on imagine par le centre O de la sphère et par les centres E, F des deux cercles donnés, un plan qui coupe la sphère suivant un grand oercle ABCD (pl. 18 ,/ig. s), et les plans de> cercles donnés, suivant les droites AB, CD; • les cordes AH et CD du grand cercle ABCD étant les diamètres des cercles donnés, on joindra les extrémités de ces cordes par deux droites AD, BC, qui se rencontrent en G, et par deux autres droites AC, BD, qui se croisent au point G'. Les points G et G' seront les sommets de deux cônes obliques menés par deux cercles qui ont pour diamètres les droites AB, CD, et dont les plans sont perpendiculaires au plan des trois centres O, E, F. Pour démontrer cette proposition, admettons comme une propriété connue du cercle, qu’une corde et un diamètre étant perpendiculaires entre eux, la corde divise le diamètre en deux parties, teHes que la moitié de la corde est moyenne proportionnelle entre les deux parties du diamètre. Ayant mene la droite G1K. qui coupe les cordes AB et CD aux points 1 et K, et regardant cette droite comme la projection d’une arête du cône oblique dont le sommet est en G, il s’agit de faire voir que cette arête s’appuie à la fois sur les deux cercles qui ont pour diamètres les cordes AB et CD.
Supposons quelle passe par le point du cercle du diamètre CD, qui se projette en I sur le plan des trois centres E, O, F; la demi-corde de ce cercle, menée parce même point perpendiculairement au diamètre BD, est moyenne proportionnelle entre les deux parties a, DI de ce diamètre. Ayant mené par le point 1 la droite LIM parallèle à AB, les deux triangles D1L, MIC sont semblables ; car les angles BAD et DCG ou DCM, qui ont chacun pour mesure la demi-somme des arcs BC, CD sont égaux; mais 1 angle BAD est égal à l’angle MLD; donc les deux triangles D1L, MIC ont trois angles égaux. Leur similitude donne la proportion DI ; IL " IM : IC; d'où il suit que DI X IC =r IL x IM. Ainsi la demi-corde au point I est moyenne propor-
tionnelle non-seulement entre les droites DI et IC, mais encore entre les parties IL et IM de la droite LM ; donc elle est aussi la corde du cercle qui a pour diamètre la droite LM, et dont le plan est perpendiculaire à celui des trois centres E, O, F ; mais dans un cône comme dans une pyramide, toutes les sections parallèles sont semblables; donc le plan mené par AB perpendiculairement au plan des trois centres E, O, F, coupe le cône dont le sommet est en G, suivant le cercle du diamètre AB. On démontrerait de la même manière que la droite, qui a pour projection sur le plan des trois centres E, O, F la droite I'G'K', s'appuie sur les deux cercles des diamètres AB et CD j donc par deux cercles quelconques donnés sur une sphère-, on peut mener deux cônes obliques, dont les sommets sont sur le plan qui passe par le centre de la sphère et par les centres des cercles donnés. ’ '
ao5. Réciproquement étant donnés un cercle de la sphère, et nn point au dehors de cette sphère, le cône oblique qui a pour base le cercle et pour sommet le point, passe par un second cercle de la sphère dont le plan serait perpendiculaire à celui qu’on mènerait par le sommet du cône, le centre de la sphère et le centre du cercle donné. Ce plan coupe le cône suivant deux arêtes, et l’angle compris entre ces deux arêtes est ce qu’on nomme la section principale du cône oblique. Cette section jouit de la propriété que l’une des deux arêtes qui la forment, fait avec les plans des deux sections circulaires du cône, des angles qui en général diffèrent entre eux, et qui, dans tous les cas, sont égaux aux angles inverses de L’autre arête de la section principale avec les deux mêmes plans. Dans la fig. s, l’arête AG fait avec les plans des cercles AB, CD, des angles égaux a ceux que l’arête BG fait avec les mêmes plans CD, AB ; ainsi étant donné un cône oblique du second degré, çn voit d’après ce qui précède qu’il peut être engendré par un cercle de deux manières différentes, et qu’il n’y a aucun point par lequel on ne puisse mener deux cercles situés dans des plans perpendiculaires au plan de la section principale du cône, et inversement inclinés par rapport à chaque droite ou arête de cette section. v ‘ »
j 06. Les plans de deux cercles d'une sphère étant parallèles, le cône qui passe par ees deux cercles, d'oblique qu’il eôt été avant le parallélisme, devient un cône droit. Lorsque les deux cercles sont de même raj’on et dans des plans parallèles, le cône droit se transforme en un cylindre droit. Une sphère étant traversée par un cylindre à base quelconque, la courbe de pénétration est composée de deux branches égales et symétriquement placées par rapport au plan mené par \e centre tle la sphère perpendiculairement aux arêtes du cylindre* car il est évident que ce plan divise en deux
parties égales toutes les cordes de la sphère dirigées suivant les arêtes du
cylindre. -
207. La proposition qui vient d’être démontrée. (art. 204) est une conséquence d’une autre plus générale. En effet , l’intersection de deux surfaces quelconques du second degré qui se pénètrent, est en général composée de deux branches; en supposant que l'une de ces branches soit une courbe plane, l’autre branche est encore nécessairement plane. On démontre cette proposition par l'analyse, çt on en verra des applications dans la théorie des ombres (liv. II, chap. II).
I.’interscction d’une surface quelconque du second degré par un plan, est une courbe du second degré qui jouit de la propriété de ne pouvoir être coupée par une droite qu’en deux points. En admettant cette propriété, on voit que tout plan qui coupera une surface du second degré suivant une droite, passera par une autre droite de cette surface, de sorte que le système de ces deux droites sera la section totale de la surface par le plan. C’est par cette raison que l’hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique peuvent être engendrés par une droite de deux manières différentes. Le plan qui passe par une droite du premier système de génération contient nécessairement une seconde droite appartenant au second système (art. i3G- i43).
208. Il peut arriver que le cône oblique qui coupe une sphère, ait pour sommet un point de cette sphère ; alors l’un des cercles d’intersection de ces deux surfaces est réduit au point qui est le sommet du cône. Supposons que la droite AB (pl. 1 8, Jig. s) et le point O restant les mêmes, la droite DC • diminue de grandeur en restant parallèle à elle-même, clic se réduira au point II qu’on prend pour sommet du cône, et qui appartient à la circonférence ABCD : or dans cette hypothèse, les droites OH, OF se confondront; donc tout plan perpendiculaire au rayon de la sphère mené par le sommet du cône, coupera ce cône suivant un cercle; ce qui peut encore être démontré de la manière suivante.
Soit ACB ( pl . \9>,/ig. s’) la section principale du cône oblique, qui a soo sommet au point C de la surface de la sphère, et pour base le petit cercle du diamètre AB; le plan PQ perpendiculaire au rayon OC de la surface de la sphère, coupe le cône suivant un cercle du diamètre RS, car Içs angles des arêtes AC, BC avec le plan AB, sont évidemment égaux aux angles de ces mêmes arêtes BC, AC avec le plan PQ ou RS; donc (art ao5j AB et RS sont les traces des plans perpendiculaires à la section principale du cône, qui coupent ce cône suivant des cercles. C’est sur cette propriété du. cône qu’est fondée la construction des cartes géographiques, dites stèréographiques , que nous expliquerons liv. II, chap, III, de la perspective.
§ III. Dû CHOIX DIS PL A PiS DE PROJECTION \ DÉFINITION ET USAGE DE DIVERS MODES DE PROJECTIONS. (PI. 22.)
209. On a déjà reconnu l’importance du choix des plans de projection pour la solution des problèmes relatifs aux intersections de- surfaces par des plans, ou par d’autres surfaces. L’une des deux projections qui sont nécessaires pour déterminer la ligne d’intersection d’une surface par un plan, se réduit à une ligne droite, lorsque le plan de projection est perpendiculaire au plan coupant. Dans le cas où une surface de révolution est coupée par un plan ou par une autre surface, on choisit pour l’un des plans de projection un plan perpendiculaire à l’axe de révolution ; alors tous les cercles de la surface s’y projettent suivant d’autres' cercles. Lorsque les axes de deux surfaces de révolution se rencontrent, on prend le plan de ces axes pour le plan vertical par exemple, et le plan perpendiculaire à l'un des axes pour plan horizontal. Si l’on propose de trouver l’intersection de deux cônes (art. 179), il y a quelque avantage à mettre les sommets de ces cônes sur l’un des plans de projection. Lorsque deux cylindres se pénètrent, on simplifie les opérations qui donnent leur ligne d'intersection, en rapportant cette ligne à deux plans, le premier parallèle aux droites génératrices des cylindres, et le second perpendiculaire à l’une de ces génératrices; la fig. 1 , pl. 22, offre un exemple de ce choix de plans de projection. Deux cylindres droits horizontaux se coupent à angle droit; leurs axes se rencontrent, et la projection de leur ligne d'intersection se compose de deux branches d’une hyperbole.
Intersection de deux cylindres droits horizontaux.
2to. Soient EGF, IGK {/ig. 1 gpl. aa) les axes horizontaux de deux cylindres droits qui se pénètrent ; le plan de ces axes qu’on* prend pour plan horizontal de projection, coupe les deux cylindres, l’un suivant les parallèles AB, CD, l'autre suivant les parallèles AC, BD, qui forment avec les premiers le parallélogramme rectangle ABCD. Le plan vertical XY de projection est perpendiculaire à la génératrice AG ou BD du petit cylindre, et coupe ce cylindre suivant le cercle e/g, projection verticale de toutes les lignes de cette surface. Un autre plan vertical BD coupe le grand cylindre suivant un cercle du rayon DF, qu’on transporte sur le plan vertical XY, -en décrivant du point H’, avec le rayon H/=DF, le cercle fhm. On va voir le motif de cette transposition.
Un plan horizontal quelconque gm coupe les deux cylindres suivant des
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droites horizontales qui se rencontrent en des points de leur ligne d’intersection. Les droites du petit cylindre se projetant sur le plan horizontal suivant les parallèles tpç', NN', les projections des droites du grand cylindre couperaient ces parallèles en quatre points M, M', /a, /a" de la projection horizontale de l’intersection des cylindres. La construction graphique de ces points s'obtient plus simplement, et avec des lignes moins longues, en faisant usage du cercle transposé en /ntt. Ayant élevé la verticale jf \ on prolonge l’horizontale /un jusqu’à sa rencontre avec la verticale ff en m', et avec le cercle du rayon H’/ en n. La partie rnn de L’horizontale se porte en NM, <t/A°, N’M’, //a'; ce qui détermine les quatre points M, M’, On
concevra la raison de cette construction, en regardant la droite NM comme la projection d’un triangle mixtiligne égal à Jm'n, et comme la trace horizontale d’un plan vertical qui coupe le petit cylindre suivant une droite égale en longueur au côté m'n du triangle, et le grand cylindre suivant un arc égal à l’arc fn, autre côté du même triangle.
an. On déterminerait la tangente au point (M,/n) de l’intersection des deux cylindres, comme dans le cas général (art. i^3); mais cette méthode des tangentes est en défaut pour les points A, B, C, D de l’intersection, puisque les plans tangens pour l’un quelconque de ces points, C par exemple, sont verticaux, et se coupent suivant une verticale; ce qui réduit la tangente au point C projection de cette verticale. Il faut pour ce point avoir recours au plan des deux normales (art. i65). Ix>s normales en C du petit et du grand cylindre coupent le plan horizontal, l’une en L, l’autre-en E; tirant la droite EL trace horizontale du plan des deux normales, la perpendiculaire CP à EL est la tangente au point C. Les courbes CRD, AIB sont les deux branches d’une hyperbole (*) qui a pour axe réel la droite 1K ; elles correspondent à la courbe d’entrée dans le grand cylindre, et à la courbe de sortie ; l’intersection totale se projette sur le plan vertical XY suivant le cercle efg.
{*) On démontre cette proposition per l’analyse, en prenant pour axes de coordonnées les droites rectangulaires EF, 1K, qui se coupent au point G origine de» coordonnées. L'équation du petit cylindre est x* a* =r /■•; celle du grand : y* -|- *' = R’. Éliminant on a pour l'équation de la projection suc le plan des xj :
équation de l'hyperbole équilalère.
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Intersection d'un cylindre et d'une sphère.
a la. La ftg. a *pl. aa, représente l'intersection d’un cylindre et d’une sphère. Le plan horûontnl de projection passe par le centre de la sphère et par Taxe d’un cylindre droit à base circulaire; le plan vertical est perpendiculaire à cet axe : la projection verticale de la courbe d’intersection est un cerclé, et la projection horizontale une parabole.
Le plan horizontal de projection contient le centre O de la sphère, le grand cercle de cette sphère du rayon OD, l’axe GG' du cylindre et les deux arêtes AC, BD du cy lindre droit, qui a pour base le cercle efg. Le plan vertical OI) coupe la sphère -suivant un grand cercle qu'on transporte sur le plan du- petit cercle efg par un motif semblable à celui qu'on a exposé dans l’exemple précédent. On porte le rayon OD de f en II’, et du point H' comme centre, on décrit le grand cercle de la sphère, transposé en fnl sur le plan vertical XY. Un plan horizontal quelconque ni/. t coupe le cylindre suivant des droites qui se projettent sur le plan horizontal en NN et $<*'; ( horizontale mu coupe la verticale Jf' au point ni, le cercle fik au point «. Portant la distance ni n de la verticale ff' au cercle fnk, de 1) en J' snr le rayon OD, et décrivant du point O comme centre avec le rayon OI une circonférence qui coupe les droites NN’, aux points M, M’, /i, pi", ces quatre points appartiennent à la projection horizontale de la courbe d'intersection de la sphère et du cylindre. Cette projection se compose de deux branches CMD, AM'B, qui appartiennent à une parabole (*) dont le sommet est en S, sur la perpendiculaire OG qu’on abaisse du point O centre de la sphère, sur l’axe GG' du cylindre.
a 1 3. La tangente CP en Ç,se détermine comme dans l’exemple précédent, par la condition d’étre perpendiculaire à la tracé horizontale OL du plan des deux droites CL, CO, l’une normale au cylindre, et l’autre normale à la sphere ; elle rencontre la droite OG au point P, en sorte que la sous-tangente est C’P. Divisant C’P en deux parties égales au point S, ce point est le sommet de la parabole. ( Voyez la note ci-dessous.)
(*} On démontre cette proposition par l’analyse, en prenant le centre O de la sphère pour l’origine des coordonnées, la perpendiculaire OS sur l’axe CL du cylindre, pour l’axe des x, et la parallèle a la droite GL pour l’axe des y. L’équation delà sphère est : x* -f- y* = R,. \p. pelant o la distance OG, l’équation du cylindre est (x — <i)t -f = R et r sont les rayons de la sphère et de la base du cylindre. Éliminant r», on a pour l'équation de la projection de l’intersection du cylindre et de la sphère sur.le plan des xy : y' 4- aux — <1. = R> — n.
Cette équation appartient à une parabole dont le sommet S est à une distance OS du centre
égale à
R- -| q' — r' ta
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Des projections obliques. ^
ai4- Un mode de projection, quel qu’il soit, a pour objet de déterminer la position respective des points situés dans l’espace. La définition d’un mode de projection est complète, lorsqu’on donne la surface sur laquelle on projette, et la loi d’après laquelle on mène par clique point de l’espace la droite qui projette ce point.
Ix» mode de projection le plus simple, et le seul dont nous ayons fait usage jusqu’à présent, se nomme projection orthogonale. 11 consiste à projeter les points de l’espace sur un plan, par des droites perpendiculaires à' ce plan. Lorsque les lignes de projection sont constamment parallèles à une droite donnée, et obliques par rapport an plan de projection, ce mode de projection se nomme projection oblique. La projection perspective désigne le mode pour lequel les lignes de projection concourent vers un point fixe et déterminé.
ai 5. Cçs trois projections, orthogonale, oblique, perspective, se font sur des surfaces planes. La proposition suivante s’applique aux trois modes de projection.
« Lorsque deux droites se coupent dans l’espace et comprennent entre elles » un angle, le sommet de cet angle a pour projection sur un plan le point » d’intersection des projections des deux droites sur le même plan. »
La proposition est vraie pour deux lignes quelconques, planes ou à double courbure, qui se coupent ou se touchent. Si elles se touchent, la projection de leur point de contact est le point de contact des lignes qui en sont les projections.
Cette seconde proposition, Des droites parallèles ont pour projections des droites parallèles, est applicable aux deux modes de projections orthogonale et oblique, pour lesquels les lignes de projection sont parallèles; elle n’a pas lieu pour la projection perspective. #
On a fait voir (art. 7) que dans la projection orthogonale, les deux projections d’un point sont placées sur une ‘droite perpendiculaire à l’intersection commune des deux plans de projection, en supposant que ces deux plans se confondent en un seul, après avoir tourné autour de la droite suivant laquelle ils se coupent. Cette propofition n’est pas applicable aux projections oblique et perspective. La suivante (art. a 1) n’est encore vraie que pour la projection orthogonale : « Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan P, la projec- » tion de la droite sur un plan quelconque P , est perpendiculaire à la droite » intersection des deux plans P et P'. » Les deux modes de projection oblique et perspective ont pour bases les deux propositions suivantes: »
I. « Toutes les lignes tracées sur un cylindre étant projetées sur un plan ou » toute autre surface, par des droites parallèles aux arêtes du cylindre , la » ligne d’intersection du cylindre et de la surface de projection, ainsi que » toutes les lignes du cylindre projetées sur cette surface, coïncident en tota- » lité ou en partie. »
IL « Toutes les lignes tracées' sur un cône étant projetées sur un plan ou » toute autre surface, par des lignes concourantes vers le sommet du cône, la » ligne d’intersection du cône et de la surface de projection, ainsi que toutes » les lignes du cône projetées, coïncident en totalité ou en partie. »
L’emploi des projections , oblique et perspective , conduit dans quelques cas particuliers à des solutions plus élégantes que celles qu’on obtiendrait par la méthode des projections orthogonales; en voici quelques exemples (*).
De la projection oblique appliquée à la recherche de l'intersection de deuxsurfaces , dont rune est un cylindre. ( PI. 22, fig. 3.)
ar6. Lorsqu’un cylindre et une autre surface quelconque définie se pénétrent, on trouve leur ligne d’intersection en coupant les deux surfaces par une suite de plans parallèles, et les points où les sections contenues dans un même plan se rencontrent,, appartiennent à la ligne suivant laquelle les deux surfaces se pénètrent. En projetant les sections sur un plan fixe, par «les droites parallèlcsà la génératrice du cylindre, la projection de la section du cylindre sera constante; celle de la section de la surface qui pénètre le cylindre sera variable pour chaque plan coupant; mais les parallèles aux arêtes du cylindre, menées par les points où ces projections se couperont, contiendront les points de la ligne d’intersection des deux surfaces; et comme ces points se trouveront aussi sur le plan coupant, ils seront déterminés. Supposons qu’un cylindre dont la génératrice est horizontale, soit pénétré par un autre cylindre incliné; nous allons construire leur ligne d’intersection, et la section du second cylindre par un plan perpendiculaire à sa génératrice.
Explication de la fig. 3, pl. 22.
2*7. Soit CD l’axe horizontal d’un cylindre à base circulaire; AB la-lrace horizontale d’un plan vertical qui coupe ce cylindre suivant un cercle du
(*) Celte idée a été développée dans un ouvrage nouvellement publié sous le titre de Géométrie perspectiir; l’auteur de cet ouvrage est M. Cousinery, élève de l'École polytechnique, ingénieur au corps royal des ponts et chaussées. In-4* de g 3 pages et 7 planches. Paris, 1828.
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rayon AC ou BC. Le cylindre horizontal est pénétré par un cylindre oblique dont la base circulaire f'gh est dans un plan vertical fh; le diamètre fh de cette base est distant du plan horizontal de projection de la hauteur verticale ff‘ ou hh. Les projections horizontales et orthogonales des arctes du cylindre oblique, qui passent par les points /', h , sont les droiles/F, /iH. Ces arêtes sont dans un plan incliné qui coupe le plan horizontal de projection suivant la droite FII. Un plan vertical /FF' tourne autour de sa trace horizontale / F' comme charnière, pour s'abattre sur le plan horizontal; c’est à ce premier plan qu’on rapporte les points de l’espace par des lignes obliques. On prend pour lignes de projection des horizontales parallèles à la génératrice du grand cylindre horizontal ; toutes les lignes de ce grand cylindre se projettent suivant la courbe FLF', qui résiüte de son intersection par le pian vertical de projection /"FF1. La hase f gh dece cylindre se projette sur le même plan /FF', suivant la droite/*’ perpendiculaire à /F'; en sorte que le diamètre horizontal fh a pour projection oblique le point/’ de la droite/», qu'on détermine en {hxsMxtff—ff.
L’hypothénuse Vf" du triangle rectangle Yff est la projection oblique du parallélogramme qui a pour côtés opposés les horizontales FH, fh. Portant e’g en fg, et menant la parallèle g'k à/"F, la projection oblique de l’intersection du demi-cylindre à base f'gh, est la portion F k de la courbe FLF'; cette intersection a de plus pour projection horizontale orthogonale, la courbe FK.H que nous allons construire. Les points F et II de cette courbe sont déterminés sur l’horizontale AA', par la rencontre de cette horizontale et des droites /F, AH. Pour avoir un point intermédiaire M sur la droite MN parallèle à Yf on considère cette droite MN comme la trace horizontale d’un plan vertical, qui coupe suivant N/« le plan du cercle f'gh'. Portant la verticale N m sur fg de /en rh, et menant la parallèle mini' A Vf ", qui rencontre la courbe FI en m", on abaissera de ce point m" la verticale rnf, et par le point /j. de la droite Ef, on mènera la parallèle juM à FII, qui coupera la droite NM au point M. Un autre plan coupant M N', parallèle au plan vertical MN, donnerait un autre point M’ de la courbe FMM IL
ai 8. La projection oblique de la section droite ou arc droit du petit cylindre à base f'gh, est sur le plan de projection /FF', une courbe pqr qu’il s’agit de ciHistruire. Le plan de cette section droite a pour trace sur le plan horizontal de projection, la droite PQ perpendiculaire au* parallèles Vf, HA, MIT. Un plan vertical quelconque M'N' coupe le cylindre et Je plan de l’arc droit suivant deux droites qui sont perpendiculaires entre elles dans l’espace, et dont les projections obliques sur le plan vertical/F’ se coupent aussi à angle droit : or la projection oblique de la droite du cylindre sur le plan vertical
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/F’ est mm"; celle du point R est R’; donc si du point R' on abaisse la perpendiculaire RV sur mm", le pied ¥ de cette perpendiculaire appartient à la projection- oblique qr'p de l’arc droit.
La projection oblique du point Q est Q'; les projections obliques des deux arêtes dn cylindre contenues dans les plans verticaux f F , AH sc confondent en une seule droite d’où il suit que les perpendiculaires Q'q, Vp abaissées des points Q’ et P sur Fyv, déterminent les points p, q de la courbe pr’q.
C’est au moyen de l’arc droit du petit cylindre oblique, qu’on obtiendrait le développement de ce cylindre, et qu’on y rapporterait les lignes déterminées par les deux projections, l’une verticale oblique, et l’autre horizontale orthogonale. L’épure relative à la voûte qu’on nomme descente biaise rachetant un berceau , et que nous avons expliquée dans notre Cours de Stéréotomie à l’École polytechnique, se construit de deux manières; l’une par la projection orthogonale, et l’autre par la projection oblique. L’intérieur de cette voûte est formé de deux cylindres à bases circulaires, et on trouve toutes les lignes nécessaires pour le tracé de la voûte, par la méthode que nous venons d’exposer.
De la projection perspective. — Exemple fig. 4, pl. 22.
219. Un cône et une surface de révolution se pénètrent; on propose de construire leur ligne d’intersection ?
Les deux surfaces étant coupées par une suite de plans perpendiculaires à l’axe de révolution, on considère la section du cône faite par un plan quelconque de cette série comme la base du cône, et on projette sur ce plan les sections circulaires de la surface de révolution, par des lignes concourantes vers le sommet du cône. ï.es projections des sections circulaires sont évidemment d’autres cercles parmi lesquels on distingue ceux qui rencontrent la base du cône. Par le point où l’un de ces cercles coupe la base du cône, on mène une arcte du cône, qui rencontre la section circulaire de la surface de révolution dont ce cercle est la projection perspective, et le point de rencontre appartient à l’intersection de cette su^ace et du cône.
Explication de la fig. li, pl. 22.
220. Le plan horizontal de projection , perpendiculaire à l’axe de la surface de révolution, coupe le cône suivant la ligne BCD. Prenant la droite XY pour l’intersection des deux plans de projection horizontal et vertical, le sommet du cône est donné pour ses deux projections orthogonales A et a. On mène par l’axe de révolution (¥,/]¥') un plan méridien parallèle au plau
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vertical de projection, dont la trace g F/j' est parallèle à la droite XY. Ce plan méridien coupe la surface dç révolution suivant la ligne ff'gh, génératrice de la surface; cette génératrice est, par exemple, une ellipse qui tourne autour de son grand axe Jf .
Un plan horizontal quelconque, dont là trace sur le plan vertical de projection est gh, coupe l’ellipsoïde de révolution suivant un cercle du diamètre g/g dont la projection horizontale est un autre cercle g o h' du diamètre g h’ — gh% qui a pour centre le point F. Le plan de projection perspective étant celui de la base BCD du cône, on projette le cercle (gh, g'Wfj par des droites concourantes vers le sommet (A, a) du cône; la projection perspective de ce cercle est un autre cercle du diamètre GH = GTT, dont le centre K est l’intersection du plan horizontal de projection, et de la droite (AFK., aoK’) qui joint le sommet du cône et le centre du cercle à projeter. Le cercle GHMN coupe la base BCD du cône aux points M, N ; les droites menées de ces points M, N au sommet (A, a) du cône, rencontrent le cercle (goh, g’o'h ’) de la surface de révolution aux deux points (M’, m'), (N', ri) qui appartiennent à la ligne d’intersection du cône et de l’ellipsoïde de révolution.
Considérant d’autres plans parallèles agh, et perpendiculaires à l’axe de révolution, on trouverait tant d’autres points qu’on voudrait de l’intersection des deux surfaces données.
S’il s’agissait de trouver l’intersection d’un cylindre et d’une surface de révolution, on substituerait à la projection perspective la projection oblique, en prenant pour lignes de projection des droites parallèles aux arêtes du cylindre. On trouverait par les mêmes considérations, l’intersection d’un cône ou d’un cylindre par une' surface qui aurait pour génératrice une courbe plane de forme constante ou variable, dont le plan se mouvrait parallèlement à lui-même. On prendrait pour base du cône, la section de ce cône par un plan parallèle à celui de la courbe mobile. Dans le cas le plus général, où la surface serait engendrée par une ligne quelconque variable de forme et de position, on couperait cette surface et le cône par une suite de plans parallèles à un plan fixe pris arbitrairement, et la projection perspective de chaque couple de section déterminer^ des points de la ligne d’intersection du cône et de la surface.
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LIVRE II
APPLICATIONS DK LA CÉOMKTRIE DESCRIPTIVE.
Ce livre comprend trois chapitres dans lesquels on expose, i* l'usage des lieux géométriques, pour résoudre diverses questions relatives aux propriétés de l'étendue; %° la théorie des ombres; 3° la perspective linéaire : il est terminé par tm Appendice sur un art qu'on nomme S teréotomie , et qui a pour objet de transformer un solide donné, en uu autre solide terminé par des surfaces planes ou courbes, dont on connaît la génération et les positions respectives.
CHAPITRE PREMIER
Des lieuse géométriques et de leur usage pour résoudre diverses questions.
i. La Géométrie élémentaire offre plusieurs exemples de lieux géométriques. Lorsqu’on demande un point situé à des distances connues de deux droites données sur un plan , on trouve ce point par l’intersection de deux droites, dont chacune est un lieu géométrique du point demandé. I.a parallèle à une droite donnée, menée à la distance de cette droite au point inconnu, contient évidemment ce point , et par cette raison en est le lieu ; une autre parallèle à la seconde droite donnée, est encore le lieu déterminé du point demandé; d'où il- suit que ce point est à l’intersection des deux parallèles. Connaissant les distances d'un point à deux points fixes et donnés, ce point a pour lieux géométriques deux circonférences, décrites des points fixes comme centres, avec des rayons égaux aux distances données. Ces circonférences se conpent en deux points, dont chacun satisfait à la condition d'être aux distances connues des points donnés. Dans un triangle dont un côté et l’angle opposé à ce côté sont constans, le sommet de cet angle feui prendre diverses positions, et le lieu géométrique de ce sommet est un arc de cercle, qu’on nomme l’arc capable de l'angle opposé au côté donné du triangle.
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Enfin la solution de cette question si intéressante pour les commenrans, /aire passer un cercle par trois points, est fondée sur cette considération, que le centre du cercle demandé est l'intersection de trois perpendiculaires, élevées sur les milieux des trois droites qui joignent deux à deux les trois points donnés. Chacune de ces perpendiculaires est un lieu géométrique du centre.
En général, on appelle lieux géométriques d’un point, les lignes ou les surfaces qui contiennent ce point, et lieux géométriques d’une ligne, les surfaces assujéties à la condition de passer par cette ligne. Lorsque les lieux géométriques d’un point sont des lignes, deux de ces lignes déterminent le point; lorsque le point a pour lieux géométriques des surlaces, trois de ces surfaces sont nécessaires pour le déterminer. Les exemples suivans feront voir de quelle manière on doit procéder pour résoudre les problèmes de géométrie 1i trois dimensions, par la considération des lieux géométriques.
PROBLÈME Ier. (PI. »3.)
Construire le point dont on connaît les distances à trois points donnés? .< - (PL »3, fig. iJ) * ■
a. Solution.. Tous les points également distans d’un point donné, appartiennent à la surface d'une sphère qui a ce point pour centre. Considérant les trois points donnés comme les centres de trois sphères qui ont pour rayons les distances connues" de ces trois points au point inconnu, chaque sphère sera le lieu géométrique de ce dernier point. Deux sphères se coupent (art. ao3, livre Ier) suivant un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite qui joint les deux centres; d’où il suit que les trois sphères se couperont deux à deux suivant trois cercles. Les plans de ces trois cercles passant par une droite perpendiculaire au plan des centres des trois sphères, cette droite coupe chacun des trois cercles aux deux mêmes points, qui satisfont l’un et l’autre à la condition d’être à des distances connues des trois points donnés.
’ Explication de la ftg. I, pl. a3.
’ 3. Soient A, B, C les trois points donnés ; D, D’, D' les distances connues d’un quatrième point aux trois premiers ; on prend pour plan horizontal de projection le* plan des trois points donnés, et pour plan vertical un plan XY perpendiculaire à la droite BC, qui joint deux des points donnés B et C. Des points A, B, C comme centres, avec des rayons égaux aux distances connues
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D, D’, D", on décrit trois cercles qui se coupent deux à deux suivant les trois cordes EF, GH, IK, lesquelles se coupent au même point M. Ces cordes sont aussi les traces horizontales des plans verticaux qui contiennent les cercles d’intersection des sphères; d’où il suit que ces plans ^e coupent suivant la droite verticale (M, mm') : or cette droite coupe en deux points le cercle du diamètre IK., intersection des sphères qui ont pour centres les points B et C; donc les points (M, ni), (M, ni ) seront aux distances données des trois points A, B, C.
Pour construire les projections verticales//», /«'des deux points qui satisfont aux conditions du problème, on décrit du point c de la droite XV, qui est sur le prolongement de la droite BC, la circonférence du diamètre nf=IK ; cette circonférence est rencontrée par la perpendiculaire Mm à XY, aux points m et m.
pbobt.kmb II.
Déterminer le centre et le rayon d’une sphère qui passe par quatre points donnés? (PI. a3, fig. a.)
4- Solution. On joint les quatre points donnés deux à deux par six droites, et on conçoit six plans perpendiculaires à ces droites, élevés par leurs milieux. Chacun de ces plans aura tous ses points k égale distance des deux points de la droite à laquelle il est perpendiculaire ; il sera donc un lieu géométrique du centre de la sphère demandée, puisque ce centre doit être à égale distance des quatre points donnes. Trois des six plans qui déterminent par leurs intersections le centre de la sphère, sont perpendiculaires à trois des six droites qui joignent les quatre points donnés; mais il faut remarquer que ces trois droites ne peuvent pas être prises arbitrairement. Lorsqu’elles sont dans le même plan, ou autrement, lorsqu’elles comprennent une lace de la pyramide triangulaire formée par les six droites, les trois plans perpendiculaires aux trois côtés d’une face passent par la même droite ; cette droite contient le point, mais sa position sur cette droite reste indéterminée. Elle sera au contraire déterminée, si les trois droites appartiennent à deux ou trois faces de la pyramide; alors le plan perpendiculaire à l’une des droites, coupera nécessairement la ligne d’intersection des plans perpendiculaires aux deux autres droites, et le point d’intersection sera le centre de la sphère demandée. La droite qui joint ce centre et un quelconque des quatre points donnés, est évidemment le rayon de la sphère.
IKjJ «'au..:. , WxjWio’ù M».: SVUl
Explication de la fig. a , pl. a3.
5. On prend pour plan horizontal de projection trois des quatre points donnés, et pour plan vertical de projection, un plan parallèle à l’une des droites menées du quatrième point donné aux trois autres. Soient A , B, C trois points donnés sur le plan horizontal; le quatrième point (D, d) est projeté en d sur un plan vertical XY, parallèle à la droite BD. En joignant les trois points A, B, C par trois droites, et prenant leurs milieux E, F, G, les trois plans perpendiculaires à ces droites menés par les points E, F, G, se coupent suivant une verticale M, qui est un lieu géométrique du centre de la sphère demandée.
Le plan mené par le milieu (K., X) de la droite (BD, bd ), perpendiculairement à cette droite, étant perpendiculaire au plan vertical de projection, la trace verticale ldi du premier plan sur le second, est perpendiculaire à la droite bd. De plus, celte trace passe par le milieu X- de la droite bd; sa position est donc déterminée. La projection verticale du centre de la sphère se trouve sur la droite hh, puisque ce centre est dans un plan perpendiculaire au plan vertical, qui a pour trace cette droite hh ; mais le centre de la sphère est aussi sur la verticale M, dont la projection verticale est mm; donc le point m intersection des deux droites hh, mm! est la projection verticale du centre de la sphère. Le rayon de cette sphère sera égal à la droite (MB, mb) qui joint le centre (M , m) et un point (B, b) donné. Portant MB en m'b' sur XY, l'hypothénuse mb’ du triangle rectangle mm'h sera la longueur du rayon de la sphère. Des points M et m comme centres, avec le rayon MB' = mb', on décrit deux cercles, qui sont les projections des deux grands cercles de la sphère, l’un horizontal et l’autre vertical, et sont aussi les limites des projections de cette sphère.
PROBLEME III
Trouver le centre et le rayon d'une sphère inscrite à une pyramide triangulaire?
(Pl. a3,fig.3.)
6. Solution. La sphère inscrite à une pyramide triangulaire est tangente aux quatre plans qui comprennent celte pyramide : or le centre d'une sphère tangente à deux plans, a pour lieu géométrique un troisième plan qui divise en deux parties égales l'angle formé par les deux premiers; car ce troisième plan contient tous les points à égales distances des deux autres, donc si l’on
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divise en deux parties égales chacun des six angles dièdres intérieurs de la pyramide triangulaire, on aura six plans dont trois détermineront le centre de la sphère, pourvu que ces trois plans ne passent pas par l'un des quatre sommets de la pyramide triangulaire donnée.
Considérant une face quelconque de la pyramide, et les trois angles dièdres adjacens au plan de cette face, les trois plans qui divisent ces angles en deux parties égales forment une seconde pyramide dont le sommet est le centre de la sphère inscrite à la première pyramide. Si les plans des trois angles dièdres divisés en parties égales, passaient par un même point, sommet commun de ces angles, dans ce cas les plans de division passeraient par une même droite, ne formeraient pas une nouvelle pyramide, et la pôsition du centre de la sphère sur la droite intersection des trois plans, resterait indéterminée.
Explication de la/tg. 3, pl.-iZ.
7. O11 prend pour plan horizontal de projection celui du triangle ABC, base de la pyramide donnée, et pour l’intersection des deux plans de projection, une droite quelconque XY. Soit (D, d) le sommet de la pyramide; les trois faces adjacentes à la base AI!C font avec le plan de celte base des angles qui se mesurent dans les plans verticaux DE, DF, DG respectivement perpendiculaires aux côtés AB, BC, AC du triangle ABC. Portant ces droites DE, DF, DG en De', D f, D'g, et menant les droites de', df, dg , les trois angles dièdres adjacens à la base ABC, seront égaux aux angles de D’, df'tii , dgD'-, divisant chacun de ceux-ci en parties égales par les droites ce ,ff, g'g", on aura les trois angles dièdres d'une nouvelle pyramide qui a même base ABC que la pyramide donnée, et dont le sommet («, u ) est le centre de la sphère demandée. Pour construire ce sommet, on coupe les trois plans qui comprennent la seconde pyrqmide par un plan horizontal quelconque, dont la trace sur le plan vertical de projection est la droite^. Cette droite coupe les lignes g'g' en trois points e’,f, g', dont les distances à la droite
D'd sont connues. Portant ces distances e d ,J'd' , g' d' sur les droites DE, DF, DG de D en t, (f, y, et menant par ces derniers points des droites *B', <jC’, y A' respectivement parallèles aux côtés AB, BC, CA, du triangle base des deux pyramides, ces droites se couperont en trois points A', B’, C', qui déterminent le triangle A'B’C', projection horizontale d’une section horizontale de la seconde pyramide. Joignant les sommets des angles égaux des deux triangles semblables ABC, A'B'C' par les droites AA‘, BB’, CC', ces droites seront les projections horizontales des trois arêtes de la seconde pyramide, qui se cou- «
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peut au point u projection horizontale du centre de la sphère inscrite à la première pyramide. L’une des trois arêtes de la seconde étant projetée sur le plan vertical, en cc par exemple, l’intersection de cette droite cc' et de la perpendiculaire mri à XY, détermine la projection verticale du centre de la sphère. Quant au point c, on l’obtient en menant la perpendiculaire C'c' àXY, qui coupe l'horizontale xy en c.
Connaissant le centre («, ri) de la sphère, le rayon de cette sphère sera égal à la perpendiculaire abaissée du centre sur l’une des quatre faces de la pyramide donnée, par exemple, sur la base horizontale ABC. Cette perpendiculaire est une verticale égale à rio rayon de la sphère. Les cercles décrits des points u, ri comme centres avec ce rayon u'o, sont les limites des projections horizontale et verticale de la sphère inscrite à la pyramide donnée. Des quatre points de contact de la sphère et des faces de la pyramide, on connaît celui («, o) qui est sur le plan horizontal de projection; pour obtenir les trois autres, on remarquera qu’ils sont les pieds des perpendiculaires abaissées du centre (», ri) sur les trois faces de la pyramide dont les plans ont pour traces horizontales les droites AB, BC, CD. Abaissant du point » les perpendiculaires uH, 6>I, «J sur les côtés AC, AB, BC, ces droites contiendront les projections horizontales K, M, N des trois points de contact. Pour construire les projections verticales A, m, n (A par exemple), on conçoit le plan vertical «H ramené en «H' parallèle à la -trace XY des deux plans de projection. Ce plan vertical coupe la face de la pyramide adjacente au côté AC de la base, suivant une droite h A' parallèle à cd. Abaissant du point u’ la perpendiculaire h A' sur d/i, et portant la distance Al du point A' a la verticale o»’, de 6» en K, le point K, projection horizontale de l’un des points de contact, sera déterminé. La perpendiculaire KX à XY et l’horizontale A I se coupent au point A projection verticale du même point de contact. On construira de la même maniéré les deux autres points de contact (M, m), (N, ri).
Les perpendiculaires abaissées du centre de la sphère sur les faces de la pyramide donnée, sont égales comme rayons de la même sphère; ainsi la droite ri A' — rio, et la droite h A qu’on a menée parallèlement à ^VXest tangente au cercle décrit du point ri comme centre, avec le rayon rio.
PROBLÈME IV. DE LA PYRAMIDE TRIANGULAIRE. (PI. 3/j.)
En ne considérant dans une pyramide triangulaire que six angles, savoir, les angles des trois arêtes qui ont pour sommet commun le sommet de la pyramide, et les angle s- dièdres formés par les trois plans des arêtes, on propose, trois dcysix angles étant donnés, de trouver les trois autres?-
8. Solution. On distingue les angles formés par les arêtes, des angles dièdres, en nommant les preni ïers.yâeej de la pyramide, et les seconds, angles de la pyramide. Les combinaisons trois à trois des six angles d’uile pyramide, abstraction faite de la base, sont au nombre de six, savoir :
i° Trois faces; ; .• . . .
a° Deux faces et un angle compris entre ces deux faces;
3° Deux faces et un angle opposé à l’une de ces faces;
4° Une face et deux angles adjaceus à cette face;
S1 Une face et deux angles, dont un seulement est adjacent à la face; ’
Trois angles
En supposant qu'on ait donné les trois angles désignés dans l’une quelconque des six combinaisons précédentes, il s’agit de trouver les trois autres angles nécessaires pour compléter la pyramide; ce qui présente six questions qu'on peut résoudre chacune séparément , mais qu’on peut réduire à trois par la considération de la pyramide supplémentaire^ Nous allons d'abord expliquer comment on forme cette pyramide; ensuite nous donnerons pour chaque question une solution directe et indépendante de la pyramide' dite supplémentaire.
9. Considérant dans une pyramide les trois arêtes qui se réunissent à son sommet, on forme une seconde pyramide, en menant trois plans respectivement perpendiculaires aux trois arêtes de la première. Les angles et les faces de cette nouvelle pyramide ont pour supplémens les laces et les angles de la pyramide dont elle est dérivée, et par cette raison, on la Domine supplémentaire. I.es plans des faces de la seconde pyramide étant perpendiculaires aux arêtes de la première, les plans des faces de la première sent nécessairement perpendiculaires aux arêtes de la seconde; dioù il suit que Jes deux pyramides sont réciproquement supplémentaires l’une de l’autre. Avant de démontrer qu’un angle ou une faeë de chacune d’elles a pour supplément une face ou un angle de l’autre, nous ferons remarquer qu'èn faisant varier les points de l’espace par lesquels on mène les plans qui comprennent la pyramide supplémentaire, on fait varier la position du sommet de cette pyramide, mais que les valeurs de ses angles ne changent pas.
ed D/Va
10. Soient {pl. il\y ftg. i )-SA, SB deux des trois arêtes d’une pyramide,
A et B deux points pris à volonté, l’un sur l’arête SA, et l’autre sur l’arête SB. Les plans menés par les points A et B perpendiculairement aux arêtes SA, SB, ont évidemment pour traces suf lp plan des dèux arêtes SA, SB, les deux droites AX, BX perpendiculaires l’une à la droite SA, et l'autre k la drnile SB; or dans le quadrilatère ASBX, les angles A et B spnt droits; donc l’angle X est supplément de l’angle S; mais l’angle S est une face de la première pyramide ; l'angle X est un angle dièdre de la pyramide supplémentaire ; donc ces deux angles S et X sont supplémens l’un de l’autre. Par la même .raison, le plan d’une face quelconque de la pyramide supplémentaire est perpendiculaire aux plans de deux faces de la pyramide primitive, et l’angle de ces deux plans est supplément de la face de la pyramide supplémentaire. ' '-.*■■ , • *
1 1 . En admettant qne de deux pyramides, dont la première est formée
par les plans perpendiculaires aux arêtes de la seconde, l’une quelconque soit supplémentaire de l’autre, il est facile de voir qne les six questions ( art. 8*) se réduisent à trois. En effet, lorsqu'on donne les trois angles A, B, C d’une pyramide, les supplémens de ces angles sont les trois faces de la pyramide supplémentaire; or, connaissant les trois faces, on pourra, en supposant la première des six questions (art. 8 ) résolue, -déterminer les trois angles dièdres, opposés aux faces connues; mais ces angles dièdres Sont les snpplémeus des faces de la pyramide dont on a donné les. angles A, B, C; donc |es six angles de cette dernière pyramide seront déterminés. -Ainsi l’on voit que la première et la sixième questions se réduisent k une seule ; on démontrera de la même manière que la deuxième et la quatrième, la troisième et la cinquième, se réduisent à deux autres questions ; donc la solution complète de la pyramide triangulaire ne comprend que les trois problèmes suivans.- -,
- i° Étant données les trois faces d'une pyramide triangulaire, déterminer les trois angles ; »■
u° Étant tloimés deux faces et un angle formé par les plans de ces faces, déterminer les deux autres angles;
3° Etant donnés deux faces et un angle opposé à l’une de ces faces, déterminer les deux autres angles. .
* Le renvoi sans désignation du livre, se rapporte à celui de l’article qui contient ce renvoi.
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Question i". — Étant données les trois faces d'une pyramide , déterminer les trois angles dièdres. ... . ,
la. Solution. Les trois faces données étant développées sur un même plan, soient (/>/. a a) SA ou SF, SB, SE les arêtes d’ime pyramide dont il faut déterminer les angles. On suppose les deux arêtes SB, SE fixes dans le plan de la face BSE, et on fait tourner les droites SA 'et SF, l’pne autour de la droite SB, et l’autre autour de la droite SE; par ce mouvement on engendre deux surfaces coniques droites-qui ont même sommet; la droite intersection de ces deux cônes est la troisième arête de la pyramide. Pour déterminer cette droite, on imagine une sphère d’un rayon quelconque SA on SF, dont le centre est au point S, sommet commun des deux cônes droits; cette sphère coupe le premier cône suivant un cercle du rayon AB, dont le, centre est en B, et le second cône suivant un cercle du rayon EF dont le centre est- en E. Les plans de ees cercles étant- perpendiculaires, l’un à la droite SB eti’autre à la droite SE, ils se .coupent, suivant une droite perpendiculaire au plan de la face BSE; or cette droite contient les points d’intersection des deux cercles; donc si du point B comme centre, avec le rayon AB, on décrit le cercle ÀC qui coupe la droite CD perpendiculaire à AB1) au point C, ce point appartient à la troisième arête; d’où il suit que dans le triangle CBD rectangle en D, l’arigle CBD est égal à l’angle compris entre les faces BSE et BSA. Décrivant du point E comme centre, ave© le rayon EF, le cercle FC', et élevant la perpendiculaire DC' à ED, l’angle C'ED est égal à' l'angle des faces BSE et ESF. - , / '
i3. Au lieu de développer la pyramide'stir le plan de la face BSE, on aurait pu prendre pour plan de développement celui de la face-ASB, ou celui de la face ESF ; et on aurait construit par la méthode exposée dans l’article précédent, l’angle des deux faces ASB et FSE; mais il’sera plus «impie de concevoir un plan perpendiculaire à l’aréte SA ou SF (fg. a), en un j>oint A ou F. Ce plan coupera les faces ASB et ESF, l’une suivant AG , perpendiculaire à SA , et l’autre suivant FH, perpendiculaire à .SF. Le plan ;mené par les deux droites AG, FH coupe la pyramide suivant le triangle G1I K., dans lequel les côtés GK., -HK sont égaux aux droites GA , HF, et dont l’angle K. opposé au coté GH est égal à l’angle fariné par les deux faces ASB, ESF.
Les droites AB, BI, IF sont les trois côtés d’un autre triangle CBI, dans lequel l’angle B opposé an côté CI , est égal à l’angle déjà trouvé (art. i a ) des deux faces ÀSB, BSE. » ■
Les faces données de la pyramide, au Heu detre des angles aigus, pourraient
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être des angles obtus ; alors la fig. a deviendrait la fig. i {iis) dans laquelle les mêmes points sont marqués dés même* lettres. *.
1,4- Si d’un point de l’espace on dirige deux rayons visuels vers deux objets déterminés, ces deux rayons et la verticale passant par le même point, forment une pyramide triangulaire; l’angle compris entre les deux faces dont les plans se coupent suivant la verticale, est ce qu’on nomme l’angle réduit à l'horizon. Connaissant les angles de la verticale avec les rayons visuels, et l’angle des deux rayons visuels entre eux, il est évident que la recherche de l'angle réduit à l'horizon, dépend de la solution d’une pyramide triangulaire dont on connaît lés trois faces. ».
■ 5. On trouve encore l’angle réduit à l’horizon de la manière suivante (Jig. a, pi. ' ' * -
Soient ASB l’angle de la verticale SA et d’un rayqn visuel SB, AB l’intersection du plan- de cet angle et d'un plan horizontal ; on trace sur ce second plan les deux autres angles connus, savoir t* l’angle ASC de la. verticale SA et du second rayon visuel SC; a' l'angle BSc des deux rayons visuels. Le plan de ces deux rayons coupe le plan horizontal suivant une droite , dont la partie comprise entre les deux rayons visuels, est le côté Bc du triangle BSc, dans lequel on a_Sc==.SC. '
Considérant le premier rayon visuel SB comme fixe , on fait mouvoir le second rayon SC autour de la verticale SA, jusqu’à ce que les deux rayons fassent entre eux l'angle donné BSc. Le point C, dans ce mouvement; décrit la circonférence CC dont le centre est en A, et qui a pour rayon la droite AC; il doit s’arrêter lorsque sa distance C'R au point B est égale à Bc; donc si l’on décrit du point B comme centre, avec Bc pour rayon, un cercle qui coupe la circonférence CC’ au pointe.', l’angle CAC sera la projection horizontale de l'angle observé BSc, et par conséquent cet angle réduit à l’horizon.
Question - iV — Connaissant dans une pyramide triangulaire deux faces et l’angle formé par les plans de ces faces, déterminer les deux autres angles et la' troisième face de la pyramide. ‘ ' A-
16 . SoltUion. La question proposée se réduit à trouver la troisième face de la pyramide; car alors on connaîtra les trois laces de cette pyramide; et pàr la solution du problème précédent, on construira les deux angles inconnüs. Pour déterminer la' face inconnue, soient (pl orf \,fig. 3) ASB, BSE les d.eux faces., données, développées sur le plan de' la'seconde BSE. Soit CBDfangle de ces deux‘face$, donné dans un plan ABCD perpendiculaire à la droite SB; on porte' la droite >ÀB4ur BC. Le. plàn- SBC-côntenantda face'donnée ASB; le
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point A de l’arête SA est élevé au-dessus du plan horizontal d’une hauteur égale à la droite CD perpendiculaire à la droite AGD; donc si par la droite CD on mène un plan CDE perpendiculaire k l'arête SEI, ce plan contiendra le triangle C’ED, dans lequel l’angle E opposé au côté C'D=CD, sera l’angle du plan de la troisième face cherchée et du plan de la face BSl; prolongeant la droite DE d’une, quantité EF = EC’, et menant la droite SF, l’angle ESF sera évidemment Ja troisième face cherchée.
Construisant la pyramide avec les trois faces ASB, BSE et ESF, les points A, C, F se réuniront en un seul; d'où il suit que les droites SA et SF sont lès rayons d’un même cercle décrit du point S comme centre.
Le plan ABCD coupe la pyramide suivant un triangle CBI, clans ieqnel le côté CB=AB, et le côté CI— IF ; donc les deux droites IF, EF et les deux arcs de cercle AF, Cf, décrits des points S et E comme centres, concourent au même point F de l’arête SF; d’où il suit que deux quelconques de Ces lignes déterminent par leur intersection le côté SF de la face cherchée ISF.
Si au lieu.de l'angle CBD compris entre les deux faces ASB, BSE, on eût pris le supplément ABC , on aurait trouvé par la même construction la troisième face ISF de la pyramide. '
Question 3*. — Connaissant dans une pyramide deux faces et un angle opposé % à l'une de ces faces, déterminer la troisième face?,
■ y. Solution. Soient (pl. i[\,fig. 4) BSE et ESF les deux faces données, développées sur le plan de la première BSE; soit EMi' l’angle formé par le plan qui contient la face BSE et par-le plan de la face qu’il s’agit de trouver; les droites SôB et 4H' déterminent la position du plan qui contient la face cherchée. L’arête SF, en tournant autour de l’aréte SE comme charnière, engendre un cône droit dont la base circulaire ff'E est dans un plan FEDG perpendiculaire à la charnière SE.: or ce plan coupe le plan S4BH' de la face cherchée, suivant la droite GH ; donc lorsque Tarête SF est dans le plan de la face cherchée, le point Fde cette arête est en/eu/', intersection de la circonférence Jf'V dont le centre est en E, et de la droite GHL Supposons-le en f: en faisant tourner le plan SôBti’ sur. SBÇ comme charnière, pour l’abattre sur le plan de la face connue BSE» les distances du point /aux points Get Sde la charnière ne varient pas; donc lè point A intersection des arcs de cercle fyk. Fa A décrits des points G et S comme centres avec des rayons égaux àG/e t SF, est ce que devient le point/ lorsqu’il est abattu sur le plan de la face BSE; donc ASB est la troisième face dh la pyramide, correspondant au point f.
Oh trouverait dcki inéme manière l’angle A'SB pour la troisième face de
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la pyramide, qui correspond au point/". Connaissant les- trois faces de la pyramide, les trois angles dièdres seront déterminés (art. la). .
18. On a déjà démontré (art. Li)quc les trois dernières questions (art. 8) sur
les angles de la pyramide triangulaire se ramenaient aux trois premières ; ce qu’on peut encore faire voir avec plus de développement , de la manière suivante. Désignons par A, R, C les angles dièdres de la pyramide , et jar a, b, c les faces opposées à ces angles. Cto vient de résoudre les trois questions suivante*': '
i* Connaissant les faces a, b, c, trouver les trois angles A, B, C?
a" Connaissant deux faces a, b et l’angle compris C , trouver les trois angles * C, A, B?
r 3" Connaissant deux faces a, b, l’angle non compris A ou B, trouver les trois angles c, C, B ou A. . s .
Supposons maintenant qu’on donne les trois angles A,‘B, C d’une pyramide, et qu’il faille trouver les trois faces a, b, c, on connaîtra dans la pyramide supplémentaire les trois faces a, b', c' respectivement égales à :
aoo*"1" — A,aoo* — B, aoo* — C. •'
On en déduit trois angles A', B', C', respectivement opposés aux trois faces a, b', c; mais on a par la propriété de la pyramide supplémentaire :
. A’ = aoo*' — a; B' = aoo* — b; C'= aoo* — c;
d’où il suit que les facès cherchées a, b, c sont les supplémeqs des angles connus A', JP', C; ce qui donne la solution de la sixième question (art, 8).
19. Passons à la cinquième question. On donne deux angles A, B et une
face c adjacente à ces angles ;il s’agit de trouver Pangle inconnu C et les deux faces b et a : la pyramide supplémentaire sera formée de deux faces (aoo* — A ), (aoo* — 'B), et d'un angle (aoo* — c) compris eutre les plans de ces deux faces. . .
Nous venons de désigner (art. i8)ces trois angles connus, respectivement par les lettres à, b', C'. Construisant; la pyramide supplémentaire, on aura la face c elles deux angles B, A'. Mais c'= 200* — rC; B=*aoo* — b, A'=2oo* — a ; d’où il suit que les angles cherchés C, b et a sont les supplémem d'angles connus c. B’, A'.’
La dernière question consiste à trouver deux faces d, b et l’angle non compris A, en connaissant la face c, et les deux angles G, B. La pyramide supplémentaire aura pour faces c, b’, les deux supplémens( aoo*— -C), (aoo* — JB), et pour angle C' opposé à la première de ces deux faces, (aoo* — c). C.o-
struisant cette pyramide , on connaîtra la face à, et lés deux angles A', B’, qui auront pour valeurs :
.(aoo* — A.),(aoo^— ■ a)*(20o* — b),
c’est-à-dire les supplémens des trois angles demandés K, a, b.
Nous allons maintenant donner une solution des trois dernières questions, . qui sera indépendante de la considération de la pyramide supplémentaire.
Question 4". — Les trois angles dièdres cT une pyramide étant donnés, on demande les trois faces ? (PL *4, tig. 5', fig. 5, fig. 5 bis-)
ao. Solution. Soient A, B, C les trois angles donnés; ayant mené deux plans
inclinés l’un par rapport à l’autre sous un angle égal à l’un des angles donnés, ' à A par exemple, la question consiste à’ déterminer -un plan qui passe par un point quelconque pris dans l’espace , et qui fosse avec les deux premiers des angles égaux à B et à C; ce troisième plan coupera Ta droite intersection des deux premiers plans en un point qui sera le sommet de la pyramide tonnée par les trois plans. • .» •“ *
La condition de mener un plan qui fasse avec un autre plan donné On. angle déterminé , équivaut à la condition «le mener un plan tangent à un cône droit, dont l’axe est perpendiculaire au plan donné, et dont le côté fait avec ce méfneplan l’angle déterminé : or l’un des plans qui, comprend nne fecc de la pyramide cherchée, doit faire avec deux plans donnée de-position, des angles connus; donc -il dôit toucher deux cônes droits qui ont- même sommet. Pour construire le plan qui touche ces deux cônes (nommons-les G et C j , en n’employant que la ligne droiteet le cercle, on observera que ce plan touche en même temps toutes les sphères inscrites aux cônes G et G’, et tous les cônes circonscrits aux sphères prises deux à deux, dont l’une estai) sente su cône C et l’autre au cône C'.
a». Soient [pi. il\,fig, 5’) At, B,C les trois angles donnés, et cbE ( fig. 5) un angle égal à l’un des angles donnés, à A par exemple. Ayant mené par un . point D pris à volonté dans le plan de l’angle cbE, deux droites DE, 1)/ perpendiculaires, l’une à bE etrl’autre à bc, on regarde ces droites comme les axes de deux cônes droits, dont les côtés DG, De font avec lés plans bÈ G et blc de leurs bases circulaires, «les angles DGE, De/, l'un égal à B et l’autre égal à G, et il s’agit de mener par le point D un plan qui touche à la fois ces deux cônes. < \ _ * . _
Soit II le point de rencontre de i’axe ÜEH et de la droite Gil perpeudt-
culaire à DG; une sphère dont le centre est en II, et qui a pour rayon GH, est inscrite au premier cône, et le touche suivant le cercle du rayon EG; une seconde sphère d’un rayon CM égal à celui de la première sphère, est ihscrile au second cône, et le touche suivant le cercle du rayon CL. Pour construire le centre M de la seconde sphère, on élève une perpendiculaire DK=HG au côté De du second cône; la parallèle K.C à l’axe DL/ de ce cône, coupe le côté De au point C, et la droire CM, égale et parallèle à DK , détermine la position du centre M. Ayant mené la droite CB parallèle à cb, et BS perpendiculaire à BE,on peut prendre la droite BS pour l’intersection des deux plans qui font entre eux l’angle donné A, et considérer cette droite comme une arête de la pyramide cherchée.
Les deux sphères île-rayons égaux ,_ dont l’une est inscrite au premier cône et l’autre au second cône, sont touchées par un cylindre droit dont l’axe est parallèle .à la droite UM, suivant dés grands cercles de ces sphères, dont les plans HO, MP sont perpendiculaires ô la droite HM , qui joint les centres II et M des sphères; donc le plan tangent à ce cylindre mené par le point D touchera les deux cônes, et l’arête de contact sur chaque cône passera par le point d'intersection du cercle base.de ce cône, et du cercle commun au cy ljndre et à lai sphère qui est inscrite à ce même cône. Mais lé plan de ce dernier certle coupe le plan de la base^du cône suivant la droite OF. perpendiculaire à EOG ; donc le plan tangent aux deux cônes touche le premier suivant une arête qui passe par le point F ; donc la tangente FS au cercle décrit du point E comme centre avec le rayon EG, forme avec la droite BS, un angle BSF, qui est une face de la pyramide cherchée. » . v
Ayant décrit du point B comme centre avec un raytmBL, l’arc LL’, et du poiqt L' comme centre avec un rayon LC’=LC,' le cercle G'A, la tangente S4- .à ce dernier cercle. et la droite SB, comprennent entre elles la face ASB de la pyramide cherchée.
Connaissant deux faces ASB, BSF et l’angle des plans de ces faces, la troisième face sera déterminée (art. iG). '
Si par le point O on mène la droite OF parallèle à ILM, qui coupe ladroite BC au point P , ce point sera la projection du point de contact A , sur le plan C'BE perpendiculaire à l’aréte SB. Donc après avoir décrit du point B comme centre, avec un rayon BP, l’arc Vp qui coupe la droite BC’ au point p , la perpendiculaire pk à BC' contient encore le point A de l’arête SA, tangente au cercle C'A.
■xi. La droite OF perpendiculaire à EG coupe le cercle décrit du point E comme centre avec un rayon égal à EG, en deux points F et F’. La tangente à ce cercle menée par le point F' transporterait le sommet S de la pyramide
en un point S' de la droite SBS', tel que BS = BS ; la pyramide qui aurait pour arête cette droite F’S', serait symétrique par rapport à la pyramide qui a pour arête la droite BS.
a3. Les sphères inscrites aux deux cènes droitsne sont pas seulement touchées par un cylindre dont l’axe est parallèle à la droite qui joint leurs centres;’on conçoit encore le cône qui a son sommet au milieu cl de cette droite, et qui est circonscrit aux deux sphères ; les deux plans tangens à ce cône, menés par le point D, forment avec les deux plans inclinés l'un par rapport à l’autre d’un angle CBE , deux pyramides qui sont symétriques ; chacune de ces pyramides ne difîère de celle qu’on a déterminée en faisant usage du cylindre circonscrit, que par un seul angle. Le plan tangent au cylindre donne une pyramide dont les angles A, B, C sont aigus; le plan tangent au cône dont le sommet est en d, détermine une pyramide dans laquelle deux de ces angles sont égaux aux angles A et B, et le troisième angle est supplément de l’angle C. La fig. 5 (bis) est relative à cette dernière pyramide; l’explication de la J/g. 5 s’y applique, parce que les points analogues y sont marqués des mêmes lettres. Ces deux figures ne diffèrent que par les droites perpendiculaires à la ligne des centres M et II, sur lesquelles se trouvent les points P et O. Dans la fig: 5, ces droites sont MP, IIO, et dans la fig. 5 (bis) R'PT et ROT.
Trois plans dont les inclinaisons respectives ont pour mesures les angles A, B, C divisent l’espace en huit angles trièdres symétriques deux à deux ; nommant A', B', C' les slipplémens des angles A, B, C, quatre des huit angles trièdres ont pour angles dièdres i° A, B, C; a° A, B', C'; 3° A1, B, C’; 4° A', B', C.
En excluant les supplémens des angles dièdres donnés A, B, C, les deux pyramides symétriques construites (art. a i et aa), sont les seules dont les faces comprennent entre elles les angles donnés.
Question 5*. — Étant donnés dans une pyramide deux angles et la Jace à laquelle ces angles sont adjacens, construire les deux autres faces?
a 4* Solution. Soient ( pl . i[\,fig. 6) BSE la face donnée, C bd et C'd'cf les deux angles connus, adjacens l’un à l’arête SB et l’autre à l’arête SE; il s’agit de déterminer les deux autres faces.
Ayant mené la parallèle quelconque CD à SB, et la parallèle Cd" à SE, ces deux droites, projections de deux autres droites qu’on suppose dans un plan parallèle au plan de la face BSE, à la distance Cd ou Cd' de ce plan, se coupent en un point D, qui est la projection d’un point de la troisième arête de la pyramide sur le plan de la face BSE. Faisant mouvoir les deux plans S BAC et SEt/'C', l’un autour de SB, l’antre autour de SE, le point de l’arête dont D
est la projection , viendra se placer dans le plan de la face BSE sur les droites DBA et DEF, perpendiculaires, la première à SB et la seconde à SE; de plus ce point est k une distance du sommet S de la pyramide, égale à l’hypothénuse du triangle rectangle qui a pour côtés adjacens à l’angle droit, DS et dC ou d'C; donc dans le développement, ce point est sur le cercle décrit du point S comme centre, avec cette hypothénuse pour rayon, et par conséquent il est à la rencontre de ce cercle et des droites DA et DF ; donc les angles ESF et ASB t sont les deux faces cherchées.
Ou aurait encore pu construire les points A et F, en observant que BA =ôC , et que EF = d'C.
(Juestioa 6'. — Étant donnés deux angles et la face opposée à l ' un de ces angles, on demande les deux autres faces ?
a5. Solution. Soient ( pl. il\,fig. 7) BSD la face donnée, CBD l’angle du plan de cette face avec le plan SBC qui contient la seconde face, BC’D’ l’angle de ce dernier plan avec celui qui contient la troisième face; la question consiste à mener par la droite SD un plan qui fasse avec le plan CBS un angle égal à BCD’. Ayant pris le point D pour le sommet d’un cône droit, dont DL perpendiculaire à BC’ est l’axe, et dont le côté DC fait avec BC un angle BCD égal à BCD’, on abat le plan SBC' sur le plan de la face BSD, et la base du cône du rayon LC, cbntenuc dans ce plan, vient se placer suivant le cercle CAA', qui a pour rayon la droite C’L'=; CI-, et dont le contre est un point L' de la droite Bü, tel que BL’= BL. Si du point S, ou mène à ce cercle la tangente SA ou SA', l'angle ASB ou A'SB sera la face adjacente à BSD; car le plan qui passe par SD et SA ou par SD et SA’, est évidemment tangent au cône dont LD est l’axe; donc il fait avec le plan CBS un angle égal à l’angle donné BC D’.
Ayant deux faces BSD et ASB ou A'SB, et l'angle CBD compris entre elles, on achèvera la solution comme il a été dit (art. 16).
26. Les six questions relatives à la pyramide triangulaire, que nous venons de résoudre, comprennent toute la trigonométrie sphérique. Le centre de la sphère sur laquelle on a tracé un triangle sphérique, peut être considéré comme le sommet d’une pyramide triangulaire,, qui a pour arêtes les trois rayons de la sphère meués par les sommets du triangle sphérique. Les angles que ces rayons font entre eux, et qui ont pour mesures les côtés du triangle, sont les faces de la pyramide. Ce qu’on nomme 1 angle du triangle, est un angle dièdre de la pyramide.
Soit O \fig. b,pl ■ i\) le centre d’une sphère; les trois rayons OA, OB, OC
GEOMETRIE DESCRIPTIVE. i47
déterminent le triangle sphérique ACB, qui a pour côtés les arcs de grands cercles AB, AC, CB, compris entre les rayons. En menant par. le centre O de la sphere trois autres rayons OA', OB’, OC', respectivement perpendiculaires aux plans des côtés CB, AC, Ait du premier triangle sphérique, on forme un second triangle A’B'C’ supplémentaire du premier. En effet, désignons comme précédemment par A, B, C, les angles dièdresdu triangle sphérique, mesurés dans des plans perpendiculaires aux rayons OA, OB, OC, et par a, b, c les côtés CB, AC, AB, respectivement opposés aux angles A, B, C; les angles dièdres A', B', C' du triangle A'B’C' sont les suppléinens des côtés a, b, c du triangle ABC, et en nommant a, b', c les côtés du triangle A'B’C, opposés aux angles A’, B', C', ces côtés sont respectivement les supplémcns des angles A, B, C. Ainsi le côté a opposé à l’angle A' étant compris entre les deux rayons OB , OC’ perpendiculaires aux plans des côtés b, c du triangle primitif ABC, le plan de ce côté a' est perpendiculaire au rayon OA intersection des plans des côtés b et c; on a donc dans ce plan, comme dans celui de la fig. irc, un quadrilatère ASBX à deux angles droits A et B, et à deux angles S, X, l’un égàl au côté à du triangle sphérique A BC, et- l’autre égal à l'angle dièdre A du triangle sphérique ABC; d'où il suit que les angles a' et A sont supplémens l’un et l’autre.
problème V. >
Mener par une droite donnée un plan tangent à la surface d'une sphère ?
27. Solution. Le plan tangent à la surlace d’une sphère, mené par une droite donnée, est aussi tangent à toutes les surfaces coniques qui ont leurs sommets sur la droite, et sont circonscrites a la sphère; or la ligne de contact de chaque sur/ace conique et de la sphère, est un petit cercle de cette sphere, qui est un heu géométrique du point de contact de la sphère et du plan tangent demandé; donc ce point sera déterminé par l’intersection des cercles de contact de la sphère et de deux surfaces coniques quelconques, qui lui sont circonscrites; ce point et la droite donnée fixent la position du plan tangent à la sphère, mené par cette droite.
Le point de contact étant l'intersection de deux petits cercles de la sphere, il suit que par une droite donnée, 011 peut mener deux plans tangens à une sphère, puisque les deux cercles lieux géométriques des deux points de contact, se coupent nécessairement en deux points.
Pour que la solution graphique soit la plus simple possible , il faudrait
prendre pour l’un des plans de projection , pour l'horizontal par exemple, celui qu’on mènerait par le centre de la sphère et par la droite donnée; l’autre plan de projection passerait aussi par le centre de la sphère, mais serait perpendiculaire à la droite donnée. Les deux figures (pl. a5) que nous allons expliquer ne sont pas construites- sur des plans de projection ainsi déterminés. On a eu principalement pour objet d’exercer aux constructions de la géométrie descriptive, et de présenter un système d’opérations graphiques qui se vérifient mutuellement. Les deux plans de projection des figures ( pl . a5) passent par le centre de la sphère; mais la droite donnée est située d’une manière quelconque par rapport à ces plans.
Explication des fig. , et a, pl. a5.
a8. Soit XY (fig. i) l’intersection des deux plans de projection, qui passent par le centre O de la sphère dont le rayon est OO'. La droite par laquelle il s’agit de mener un plan tangent à la sphère, est donnée par ses deux projections horizontale et verticale AB, ab.
On prend pour sommet des deux surfaces coniques circonscrites à la sphère, les points A et b, où la droite donnée coupe les plans de projection; le cône du sommet A touche la sphère suivant un petit cercle du diamètre CD, situé dans un plan vertical qui a pour trace sur le plan horizontal la droite CD; le cône du sommet b touche la sphère suivant un petit cercle du diamètre ef qui est situé dans un plan perpendiculaire au plan vertical, et a pour trace sur le plan vertical, la droite ef. Ces deux petits cercles des diamètres CD, ef sont les lieux géométriques des points de contact de la sphère et du plan demandé, et par conséquent les droites CD, ef sont les projections horizontale et verticale de la droite qui joint les points de contact, puisque cette droite est dans les plans des cercles qui se projettent, l’un sur le plan horizontal en CD, l’autre sur le plan vertical en ef. Mais la droite des points de contact, dont la position est déterminée par ses deux projections CD, ef, coupe la sphère en deux points; donc, si l’on construit ces deux points, le problème' proposé sera ramené à celui-ci : Trouver les traces d’un plan qui passe par un point et par une droite donnés ?
Sur CD comme diamètre, on décrit un cercle, et on construit sur le plan de ce cercle, la droite des points de contact; cette droite perce le plan horizontal au point K, et le plan vertical au point l situé au-dessous de la trace XY; donc si l’on porte la distance U en L* sur une perpendiculaire Lx à CD, la droite menée par .les points K et x sera la droite des points de contact, construite sur le plan du petit cercle du diamètre CD. En supposant que ce
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plan ait tourné autour de sa trace horizontale CD. pour venir s'appliquer sur le plan horizontal, le point / où la droite des points de contact perce le plan vertical, a pris la position 1, qui détermine la droite K.*..
Cette droite KX coupe le cercle du diamètre Cl) en deux points $, 4, l’un en dessous et l’autre au-dessus de l’horizoutal Cl) ; ces deux points sont ceux où les plans tangens à la sphère, menés |far la droite donnée (AR, etb), touchent la sphère. Ils ont pour projections horizontales les points H, H’ intersections de la droite CD et des perpendiculaires $H, 4H’ abaissées des points ç, 4 sur cette droite. Mais les projections verticales des points de contact sont sur la droite ef; elles se trouvent aussi sur les perpendiculaires H'A', HA à XY ; donc les points de contact sont déterminés de position par rapport aux plans de projection. Celui qui est au-dessus du plan horizontal a pour projections les points II’, A’; et celui qui est au-dessous a pour projections les points H, h. Les rayons de la sphère menés par les points de contact ont pour projections l’un (OH, oA), l’autre (OH1, ohÿ : or les plans tangens à la sphère sont perpendiculaires aux rayons menés par les points de contact; donc (art. 3 1 , Iiv. Ier) les droites AR, bs, respectivement perpendiculaires aux projections (OH, oh), sont les traces du plan qui est tangent à la sphère au point (H, h), et qui passe par la droite donnée (AB, ab). Ces deux traces doivent se couper en un point T de la droite XY. De même les deux traces AK'T’, bst respectivement perpendiculaires aux projections OH', oh' du rayon mené par le second point de contact (H', h), concourent vers un point de la droite XY : le problème proposé est complètement résolu.
39. Pour trouver l’intersectjon de la sphère et de la droite des points de contact, on pourrait mener par cette droite et par le centre de la sphère un plan; ce plan aurait pour trace horizontale la droite OK, et ferait avec le plan horizontal l’angle LMN, opposé au côté LN = U du triangle rectangle LMN. Le point (L, /) de la droite des points de contact, tournant autour de la trace OK comme charnière, s’appliquerait sur le plan horizontal en x’, sur la perpendiculaire L).' à OK; le point K de la droite des points de contact est sur la charnière OK ; par conséquent la droite X'K joint les deux points de contact. Cette droite- coupe le grand cercle de la sphère décrit du point O comme centre, avec OO' pour rayon, aux points P et Q, qui sont les points de contact de la sphère et do plan tangent mené par la droite donnée. Les projections horizontales II, H de ces points P et Q, sont sur les perpendiculaires PH, QH' à la charnière OK, et sur la droite KL, qui coupe ces perpendiculaires aux points II, H', déjà trouvés par la première construction. Les perpendiculaires HA, HA' à XY, ont rencontré la droite ef aux points A, U projections verticales des points de contact; on trouverait directement ces points
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Explication de la fig. a, pl. a 5.
3i. On mène par le centre O de la sphère, un plan (I.OM) perpendiculaire à la droite donnée (AB, ab), dont les traces OL, OM, sont respectivement perpendiculaires aux projections AB, ab de cette droite. Ce plan rencontre la droite donnée au point (N, n ), et coupe la sphère suivant le grand cercle du rayon OO'. Les tangentes au grand cercle, menées par le point (N, n), touchent la sphère au point de Contact de cette sphère et du plan cherché. Le plan (LOM) ayant tourné sur sa trace horizontale OL comme charnière , le point (N, ni) de ce plan s’applique sur le plan horizontal en N', par lequel on mène les tangentes N P, N'Q au grand cercle O'PQ. La tangente N Q qui coupe le plan horizontal au point I de la droite OL, a pour projection horizontale NUT; d’ailleurs le point Q se projette sur le plan horizontal en un point de la droite QH', perpendiculaire à OL; donc le point de contact Q se projette sur le plan horizontal en H'. Mais la droite PQ coupe le plan horizontal au point R de la trace OL; donc cette droite se projette sur le plan horizontal en H’KH. Abaissant du point P la perpendiculaire PH sur OL. le point II intersection de cette perpendiculaire et de la droite HKH, est la projection horizontale dn 'second point de contact P.
Pour construire les projections verticales des points de contact P et Q, on remarque que la tangente N'Q-a pour projection verticale la droite nih' . L’intersection de cette droite -et de la perpendiculaire II7T à la commune intersection XY des plans de projection , détermine le point h' projection verticale du point Q ; d'ailleurs le point K de la droite PQ se projette verticalement en K ; donc cette droite 1*Q se projette sur le plan vertical en h'K’h. Le point h, intersection de cette projection et de la perpendiculaire HA à la commune intersection XY, est la projection verticale du point de contact P.
On peut encore remarquer que la droite PQ étant perpendiculaire au pian mené par le centre O de la spUere et par la droite donnée (AB, ab), les projections HH , hli de la droite qui joint les points de contact de la sphère et du plan, sont respectivement perpendiculaires aux traces OA, f)/> du plan mené par le centre de la sphère et par la droite donnée.
Les points de contact (H, h), (H , h'), et la droite donnée (AB, ab), déterminent les traces horizontales ART, A RT et les traces verticales bTs, bit' des deux plans tangens à la sphère, menés par les droites données. Ces traces sont, comme pour la première solution, perpendiculaires aux projections des rayons delà sphère menés par les points de contact, et se croisent comme
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sur \tsf!g. i en deux points (T et ) de la commune intersection XY des
plans de projection.
3a. Les deux solutions du problème, Mener un plan tangent à une sphère par Une droite donnée , sont fondées sur cette considération, que le plan tangent à la sphère est aussi tangent à toutes les surfaces coniques circonscrites à la sphère, dont les sommets sont situés sur la droite donnée. La même considération donne la solution du problème plus général : Mener un plan tangent à une surface quelconque définie, par une droite donnée hors ta surface. Deux cônes circonscrits à la surface proposée, qui ont leurs sommets sur la droite donnée, touchent chacun la surface suivant une ligne, et les points d'intersection des deux lignes de contact, déterminent les plans tangens à la surface qu'on peut mener par la droite donnée. La construction géométrique des lignes de contact appartient à la théorie des ombres et de la perspective linéaires, que nous exposerons dans le second chapitre des applications. Ce chapitre contiendra la solution du problème général qui consiste à mener par une droite donnée, un plan tangent à une surface quelconque définie; maintenant nous ne traiterons cette Question que dans l'hypothèse où la surface proposée est de révolution.
Nous allons faire connailre pour ce cas particulier une solution fort élégante qui ramène la question de géométrie à trois dimensions à ce problème de géométrie plane : « Mener une droite qui soit à la fois tangente à une hyperbole et à une courbe qui est donnée dans le plan de cette hyperbole. »
problèmf. VI.
Mener par une droite donnée un plan tangent à une surface de révolution?
PU
33. Solution de Monge. La droite donnée, en tournant autour de l'axe de révolution de la surface proposée, engendre un hyperboloïde de révolution (art. i aa, liv. I*r ), et le plan tangent à la surface proposée, mené par la droite donnée, est aussi tangent à cet hyperboloïde, puisqu’il passe (art. 137 et i44, liv. Ier) par une droite de cette surface :or un plan tangent à une surface de révolution est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de contact; donc le plan tangent à deux surfaces de révolution qui ont même axe, est perpendiculaire au plan méridien qui passe par l’un ou l'autre point de contact; d’où il suit que les «leux points de contact sont dans le même méridien, et que la droite qui les unit résulte de 1 intersection de ce méridien et du plan tangent. Mais cette droite est aussi la tangente commune des deux sections mé>
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ritliennes de la surface, dont l’une est une hyperbole, et l’autre la courbe génératrice de la surface; donc en coupant les deux surfaces de révolution par un plan méridien quelconque, et menartl la tangente commune aux deux sections, le point de contact sur l’hyperbole déterminera le cercle de cet hypcrboloide, qui est le lieu géométrique du point de contact du même hyperboloïde et du plan tangent demandé : la droite donnée est aussi le lieu géométrique de ce point de contact; donc la position de ce point sera connue; conduisant par ce point et par l’axe de révolution un plan méridien, le plan tangent demandé sera déterminé par la condition d’être perpendiculaire à ce plan méridien et de passer par la droite donnée.
Explication des figures, pl. a6.
■14. Gn prend pour plan horizontal de projection tin plan perpendiculaire à l’axe de révolution (A, ad) de la surface proposée; le plan vertical de projection a pour trace sur le plan horizontal, une droite quelconque XY.‘ La courbe génératrice de la surface de révolution est-une ellipse nudo, dont le grand axe ad est la projection verticale de l'axe de révolution ; cette courbe a pour projection horizontale la droite OAO' parallèle à XY.
La droite donnée (BC , bc\ en tournant autour de l’axe (A, ad ), engendre un hyperboloide de révolution, dont le cercle de gorge a pour rayon la perpendiculaire AD, abaissée du point A sur la projection horizontale BC delà droite donnée. Ce cercle, dont le plan coupe la droite donnée au, point (ü, d), a pour projection verticale, l’horizontale xj menée par le point d, et pour projection horizontale, le cercle DD'E ; le plan méridien OAO’, parallèle au plan vertical de projection, coupe la droite donnée au point (E,e), le cercle de gorge Jiux points (D’, d'), (F, /) ; les deux points e, d appartiennent à la brandie d’hyperbole ed'g’, section de l’hyperboloïde de révolution par le plan méridien OAO’. Un point quelconque (G, g) de la droite donnée, décrit en tournant autour de l'axe ( A , ad ) un cercle du rayon AO, dont la projection verticale est gg; mais ce cercle a pour projection horizontale un cercle GG -du même rayon AG, qui est coupé par le plan méridien OAO' au point G’. Élevant la perpendiculaire Gg k XY, qui coupe l'horizontale gg an point g, ce point g appartient à l'hyperbole ed’g. On trouverait de la même manière d’autres points de la section méridienne de l’iiyperboloïde.
Supposons maintenant qu’on ait mené les droites ih, Ik tangentes à la fois aux sections méridiennes des deux surfaces de révolution, et qu'on ait déterminé les points de contact 1, l sur la première section, les points h, k sur la se-
ao
conde; les plans horizontaux hm, in coupent la droite donnée aux points (M, in ), (N, ri), qui sont les points de contact de l’hyperboloiLde de révolution et des plans demandés : or les plans roéridieus qui passent par ces points, ont pour traces horizontales les droites AM, AN; d'ailleurs ils sont verticaux ; donc les plans demandés qui leur sont perpendiculaires, et passent par la droite donnée (BC, bc ) , ont pour traces horizontales les droites BP, BQ, qu’on mène par le point B où cette droite donnée perce le plan horizontal , perpendiculairement aux droites AM, AN, traces des plans méridiens.
Les points de contact de la surface de révolution proposée et des plans tangens demandés, sont situés dans les plans méridiens AM, AN des points de contact sur ThyperboloSde ; ils sont aussi sur les^cercles des diamètres û", II' qui ont pour projections horizontales des cercles de même diamètre, décrits du point A comme centre; donc ces derniers cercles sont coupés par les droites AM, AN aux points I, L projections horizontales des points de contact de la surface de révolution proposée et des plans demandés. Ces points ont évidemment pour projections verticales les points p, \ des horizontales m", //'. e' .
35. Addition à la solution précédente. Nous avons supposé que chacune des tangentes i/i, il était déterminée par leurs points de contact sur les sections méridiennes de la surface proposée et de l’hyperboloide de révolution. Dans la pratique du dessin , on mènerait ces tangentes en appliquant une règle tangenticllçment aux deux courbes données. La première tangente ih ainsi tracée, rencontre l’axe de révolution des deux surfaces au point r; regardant ce point comme le sommet d'un cône droit engendré par la droite ih qui tourne autour de l’axe (A, au ), le plan tangent à ce cône mené par la droite donnée, est le plan demandé : or ce cône a pour hase sur le plan horizontal lô cercle BP', décrit du point A comme centre, avec un rayon AP' égal à la distance du centre A au point P', dans lequel la tangente ( rihp’, AP') coupe le plan horizontal; donc le plan tangent demandé a pour trace sur le plan horizontal, la droite BP tangente à la circonférence PP’ (*). Le second plan tangent demandé a pour trace horizontale la droite BQ tangente à la circonférence QQ', décrite du point A comme centre, avec le rayon AQ’ égal à la distance du centre A au point Q‘, dans lequel la tangente (//?', AQ’) coupe le plan horizontal. Les deux plans menés par la droite
O Par le point B où la droite donnée coupe le plan horizontal, on peut mener deux tangente* au cerde PP'; mai* la seconde tangente serait la trace d’un plan langent à la surface proposée, qui passerait par la génératrice de l liypcrboloide, dont la projection horizontale serait la tangente BD’ à la circonférence DDD* ’•
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donnée, tangent iellenmnt aux deux cônes droits, les touchent suivant des droites qui ont pour projections horizontales AP et AQ. Ces droites AP, AQ sont aussi les traces des plans méridiens verticaux , qui contiennent les points de contact de la surface donnée et des plans demandés. Connaissant ces plans méridiens, on construit les points ( M, m ), ( N , n), où ils coupent la droite donnée (I1C, bc ). Menant les horizontales mh , nk , elles rencontrent les tangentes ip\ kq aux points A et k de la branche d'hyperbole bd' g’.
Les plans tangens à la surface proposée, dont on connaît les traces horizontales BP, BQ, touchent cette surface en deux points (I; /i), (L, ).), qu'on déterminerait en menant par les points P et Q des tangentes aux courbes méridiennes contenues dans les plans verticaux AP, AQ.
On remarquera qu’ayant projeté les points P et Q en w et q sur la droite XY, les quatre points w, m, p, r sont sur la même ligne droite. Il en est de mémo des quatre points n, r, ), q, qui sont aussi sur la même droite qn.
Cette solution, quoique moins rigoureuse que la précédente, est néanmoins très-admissible dans la pratique du dessin graphique.
On a trouvé, pour les traces horizontales des plans tangens à l'ellipsoïde aux points (I, //), (L, 1) les droites BP, BQ; leurs traces sur le méridien vertical A E, parallèle au plan vertical de projection, passeront par des points déjà construits. En effet, ce plan méridien coupe la droite donnée au point (E, e) ; la tangente à la section méridienne qui passe par le point de contact (I, fx), coupe l’axe de révolution au point (A, r) qui est dans le plan méridien AE ; donc la droite er est sur ce plan, la trace du plan tangent au point (I, fi) de l’ellipsoïde. Cette droite er prolongée, fiasse par le point s projection verticale du point S, où le plan jnéridien AE coupe la trace horizontale RI* du plan tangent. De ces trois points r, e, s, deux suffisent pour déterminer la trace du premier plan tangent sur le plan vertical AE parallèle au plan vertical de projection XY. Quant à la trace ert du second plan tangent au point (L, 1) de l'ellipsoïde, elle est aussi déterminée par les projections e, r, l de trois points, dont le premier est sur la droite d^^iée, le second à l'intersection de l’axé de révolution et de la tangente à la section méridienne au point de contact (L, *), et le troisième à l'intersection des traces horizontales BT et AT du plan tangent et du plan méridien AE. '
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PROBLEME VII. (Fig. I, pl. B?.)
Mener une tangente à une hélice, tP par un point donné sur l'hélice-, a0 parai- • lèiement à un plan donné.
36. Solution. Parmi les courbes tracées sur uu cylindre, celle qui jouit de cette propriété, que ses tangentes lassent avec les droites du cylindre des angles égaux, se nomme hélice. Il suit de cette définition que l'hélice se transforme sur le développement du cylindre en une ligne droite; et ai Ton considère une partie quelconque de cette droite comme iiiypotbénuse d'un triangle rectangle qui a pour côté une droite du cylindre , l’autre côté sera la transformée d’une portion de la section droite du cylindre. Le rapport de ces deux côtés est constant; la valeur de ce rapport détermine l'augle que la tangente à l'hélice fait avec la droite du cylindre qui passe par le point de contact. Un lil plié librement sur un cylindre, forme une hélice. Lorsque le cylindre a pour hase une courbe fermée, l'ttélice coupe une droite quelcouque.de ce cylindre eu une suite de points équidislans; la distance de deux points consécutifs se nomme pas de l'hélice; la portion d'hélice comprise entre ces deux points, forme un tour entier; elle se projette sur un plan perjiendiculaire aux droites du cy lindre, suivant la base ou la section droite du cylindre. Le développement de cette base et le pas de l’hélice sont dans un rapport constant. Le même rapport subsiste entre les fractions semblables tlu contoür de la base et de la hauteur du pas. Cette propriété donne la construction suivante de l'hélice sur un cylindre droit à base circulaire.
Construction de l'hélice . (Pl. 17, fig. i.)
37. Soit ota3 tt ta o la circonférence, base du cylindre droit;
on la divise en arcs <|^ix. à partir du point 0, origine de l’hélice. Le pas de l’hélice étant donné, on le partage dans.le même nombre de parties égales, et on porte ces parties sur les droites du cylindre, qui passent par les points de division 1, a, 3, etc. de la circonférence; savoir une partie sur la droite du point t , deux parties sur la droite du point a, et ainsi de suite. L'hélice passe par les extrémités de ces droites, et a son origine au point o.
Pour construire la projectioq de l'hélice sur un plan vertical XY parallèle au rayon Oo, on y projette les droites verticales du cylindre, et les distances des extrémités a, b, c, d, etc. de ces projections à la droite XY, sont respectivement égales aux droites du cylindre, comprises entre sa base et' l’hélice.
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Si l’on a divisé la circonférence de la base en seize parties égales, la perpendiculaire 4/| '</ à la droite XY, cuupo cette droite au point 4’, et prenant 4 V/ égal au quart du pas de l'hélice, le point d appartient à la projectipu verticale du point de l’hélice, dont la projection horizontale est le point 4- Menons d'abord la tangente à l’hélice par ce points cette tangente est sur le plan tangent au cylindre, qui passe par le même point, et dont la trace sur le plan horizontal est la droite 4L. Cette droite parallèle à XY est évidemment la projection horizontale de la tangente. Développant le cylindre sur le plan tangent vertical 4L, le quart de circonférence oia34 deviendra sur le développement la droite 4L, et on aura sur le plan de développement un triangle rectangle ld!\, dont le côté (]'/== 4I-> et l'hypothénusc dl sera la [projection verticale de la tangente à l’hélice au point (4, d). Cette tangente fait avec la droite du cylindre, qui passe [»r le point de contact (4, d), un angle /r/4; elle coupe le plan horizontal au point L, dont la projection verticale est le point / de la droite XY.
On aura la tangente en un point- quelconque de l'hélice, autre que celui (4, d ), pour lequel cette tangente est parallèle au plan vertical de projection , en menant par le point donné de l’hélice, et dans le plan tangent au cylindre qui passe par ce poinr, une droite faisant avec l'aréte du cylindre un angle égal à l’angle connu ld\ D’après la d#iuition de -l'hélice, cet angle est constaut pour tous les points de la courbe.
Seconde partie delà solution. — Mener une tangente à l'hélice, qui soit parallèle à un plan donne (*)? (PI. t7.) • .
38. Les tangentes à l'hélice font avec les arctes du cyliutîre un angle constant; d’où il suit qu’elles sont parallèles aux arêtes d’un cône droit, qui aurait pour axe une parallèle aux arêtes du cylindre. Ce côpe étant construit, il n’y a aucune tangente à l’héfice qui n’ait sa parallèle sur la surface du cône. Mais un plan mené par le sommet de ce cône parallèlement au plan donné, coupe en général le cône suivant deux droites, et les tangentes parallèles à ces droites sont évidemment parallèleà au plan donné; ainsi la question proposée est ramenéo à celle-ci : Mener une tangente à une hélice parallèle à une droite dont on a déterminé la position ? Cette droite étant projetée sur le plan horizontal de la section droite du cylindre, la tangente à cette section parallèle
(*} J'ai résolu celte question, pour expliquer le mouvement ascensionnel (le l’eau dans la vis d'Arcbiinèdc. f Voye* le Traite dei Maehines, édition, r8»8, page t8o.)
à la projection (le la droite, est la projection horizontale de la tangente à l'hélice demandée. De cette projection , on déduit facilement le point de contact et la projection verticale de la tangente.
- • Suite de V explication de la Jlg. t, pl. i~r •
3q. "Soit (O, dd') l’axe du cylindre sur lequel l'hélice est tracée; on prend sur cet axe, un point (O, tl) pour sommet du cône droit qui a pour côté la droite dl faisant avec dl\ l'angle ldt\ égal à celui que la tangente à l’hélice fait avec l'arête du cylindre. La base du cône droit est le cercle décrit du point O comme centre, avec OP = l\l pour rayon. Le plan mené par le som* m met (O, et) de ce cône, parallèlement au plan donné, le coupera suivant deux*’ droites; et si l'on suppose le plan donné par ses demr traces ZZ', Z ’z, dont l’une ZZ est perpendiculaire k XY, le plan parallèle (TRS</) coupera le cône suivant deux arêtes qui se projettent sur le plan horizontal en OR et OT, rayons du cercle décrit du point O comme centre. Les extrémités R, T de ces rayons sont déterminées par l'intersection de la droite ST, perpendiculaire à XY, et du cercle décrit du point O comme centre, avec OP =4’/ pour rayon. Les tangentes QQ', W à la section droite du cylindre, respectivement parallèles aux droites OT, OR, sont les procédons horizontales des tangentes à l'hélice parallèles au plan donné, et on a les points V, Q pour les projections hori- * zontales des points de contact. , .
Les perpendiculaires Ve, Q q k XY déterminent les projections verticales i . q de ces points. Les parallèles , ^4 k la trace verticale Zz du plan donné, sont les projections verticales des tangentes k l’hélice aux points
Les droites Ve, Qq prolongées, couperaient la projection verticale de l’hélice en une suite de points équidistans tels que e’, q, pour lesquels les tangentes eV, y’4 k celte projection verticale seraient parallèles k la trace Z z du plan donné (ZZ ’z).. .
Si l'on proposait de mener une tangente k la projection verticale abed..... de l’hélice, qui fïit parallèle à une droite donnée, on résoudrait ce problème de la même manière que le précédent, en regardant la droite donnée comme la trace d'uu plan perpendiculaire au plan vertical de projection.
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PROBLÈME VIII
Mener une tangente a une èpicycloïde sphérique, par un point donné sur cette courbe? (Fig. 2, pl. 27.) .
/|0. Définition de l' èpicycloïde. De deux cônes droits qui se tôuclient et qui ont même sommet, l’un étant fixe et l’autre mobile, un point quelconque du cône mobile décrit une èpicycloïde. sphérique.
l\ 1 . Solution du problème. Pendant que le cône mobile roidc sur le cône fixe, la distance du point générateur de l’épicycloïde au sommet commun des deux cônes, ne varie pas; d’où il suit que l’épicycloïde appartient à une sphère qui a pour rayon cette distance, et pour centre, le sommet commuu des deux cônes. Cette sphère coupe le cône fixe et le cône mobile suivant deux cercles, dont les plans font entre eux un angle égal à celui qui est compris entre les axes de ces cônes. I-e cercle base du cône mobile touche dans toutes ses positions le cercle base du cône fixe, et pour chaque position du premier cercle, un point de'ce cercle appartient à l’épicycloïde. La droite menée de ce point de lepicycloule au point de contact du cercle' fixe et du cercle mobile varie de grandeur; elle est d’abord nulle ; elle croit jusqu’à ce qu’elle soit égale au diamètre du cctcle mobile ; ensuite elle décroît et redevient nulle; elle est à très-peu près constante, pendant que le point générateur passe d’une position à une autre, qui en est infiniment voisine; dans le même temps, le point de contact du. cercle fixe et du cercle mobile , 'W change pas sensiblement; ce point peut donc être considéré comme le centre, d’une sphère sur laquelle se trouve l’élément de courbe décrit par le point générateur de l’épicyckùde. Il suit de là que ce point, dans un instant quelconque de son mouvement, •décrit un élément de courbe qui est à la fois sur deux sphères, l’une qui a pour rayon la distance constante de ce point au sommet commuu des deux cônes, l’autre qui a pour rayon la distance variable de ce point à celui où le cercle mobile touche le cercle fixe; or un élément de courbe ne peut être à la fois sur deux, sphères, qu’il ne soit snr l’intersection de deux plans qui touchent ces sphères; donc i° la tangente en un point quelconque d’une, épicycloïd» sphérique, est une droite, intersection de deux plans qui touchent deux sphères dont les centres et les rayons sont donnés; a° cette tangente est perpendiculaire au plan mené par le point de l’épicy? cloïde et par les centres des deux sphères.
Explication de la figure a, pl. 37. — Description de Vépicjrcloïde sphérique.
4a. L’axe du cône fjxe étant supposé vertical, soit décrit sur le plan horizontal le cercle ABCD ( pl , %q,fig. a) du cône fixe, qui est constamment touché par le cercle du cône mobile, sur lequel se trouve le point générateur de 1 epicTcloïde.
Soit AU un arc quelconque du cercle ABCD compris entre l’origine A de l'épicycloïdc et le point de contact de ce cercle ABCD et du cercle mobile dans une position quelconque. Le plan vertical SUE1 contient i* les axes Sr, ss des deux cônes; a" l’arête ,sB, suivant laquelle ces deux cônes se touchent; 3” l’angle E’Be que font entre eux le plan horizontal du cercle fixe et le plan incliné (eBNVi) du cercle mobile; 4* le diamètre Jte de ce dernier cercle. En supposant que le plan du cercle mobile tourne autour de sa trace horizontale Bn comme charnière, pour s’appliquer sur le plan du cercle fixe ABCD, et que l’arc B/’ du cercle mobile soit de même longueur que l’arc AB du cercle fixe, le point f sera la position du point générateur de l’épicycloïde qui correspond au point de contact B, par lequel passe l'arête de contact s B îles deux cônes. La projection -horizontale F du point f' est sur la droite / T perpendiculaire à la droite Bn. Ayant mené / 'F perpendiculaire ait diamètre RE', l’arc de cercle décrit du point B comme centre, avec un rayon égal à BF, coupe la droite Beau point/; projection du point1/' sur le plan vertical SBw. La perpendiculaire fyf abaissée du point/ sur le diamètre BE', coupe la droite f F' au point F', projection horizontale du point /' de l’épicycloïde. Quant à la hauteur de ce point f au-dessus du plan horizontal, elle est évidemment égale à fy.
43. Supposons maintenant que le point de contact du cercle fixe et du cercle mobile, au lieu d’être en B, soit en K; on pourrait 1° mener le plan vertical SR, qui contiendrait les axes ile.s detnf cônes ; a° l’abattre sur le plan horizontal, et trouver un point G de la projection horizontale de l’épicycloïde, comme on a trouvé le point F; mais il n’est pas nécessaire d’employer un second plan vertical SK; le premier SBm suffit. En efTet, soit Vf ' g un arc du cercle mobile d’une longüeur égale à celle de l’arc ABK; on pourrait tracer le cercle du diamètre Kl = Be, et opérer sur ce cercle comme sur celui du diamètre BE', qui touche le cercle fixe au point B. Regardant ce point B comme le point de contact K, la projection horizontale du point g serait en G ,sur la droite g‘G perpendiculaire à la tangente fin des deux cercles fixe et mobile. Menant les droites SG’, BG', on formera le triangle SBG' qui étant transporté en SKG, détermine le point G qui est la projection horizontale du
point g <lu cercle mobile, lorsque ce cercle touche le cercle fixe ail point K. En supposant que le point de contact de ces deux cercles soit en C, extré. mité d’un arc ABC du cercle fixe, égal en longueur à la demi-circonférence du cercle mobile, le point générateur de i’épicycloïde a pour projection horizontale un point E du rayon SC , tel que CE est égal à la projection horizontale B« du diamètre Be da cercle mobile.
44- L’arc ACD du cercle fixe étant égal en longueur à la circonférence entière du cercle mobile, le point D appartient à l’épicycloïde sphérique, et peut être considéré comme l’origine d’une autre branche 1)0 de l’épicydoide, égale à la première, et qui aurait pour projection horizontale une courbe qui ne différerait pas de AED;-les deux branches ont pour tangente commune au point D, le rayon SD.
45. Il suit de cette construction, i* que lepicycloïde sphérique est en général composée d’une infinité de branches égales, qui se projettent sur le plan perpendiculaire à l’axe du cône fixe , suivant des courbes égales ; a° que le nombre de branches est finie , lorsque la circonférence du cercle mobile est contenue un nombre entier de fois dans la circonférence du cercle fixe; 3° que ces branches eu nombre fini ou infini ont sur la base circulaire de ce cône, des points de rebroussement; 4* que l’arc de cette base, compris entre deux points consécutifs de rebroussement, est égal en longueur à la circonférence du cercle mobile.
Construction de la tangente à i èpicycloide sphérique.
46. Première solution. Le point de l’épicvcloide sphérique pdtîr lequel 011 demande la tangente, est en f' sur le cercle mobile du diamètre BE1; il a pour projection horizontale le point F', et pour projection sur le plan vertical SBE', le point f. La tangente demandée est (art. 4<) perpendiculaire au plan des droites menées du point (F,/) aux ceutres s et B des deux sphères dont chacune contient l’élément d’épicycloide ; or la première droite (SF', sf) rencontre le plan horizontal au point V; la seconde droite passe par le point B; donc le plan des deux droites (SF, s/), (BF', l$f) a pour trace sur le plan horizontal la droite BV, et sur le plan vertical, la droite sB ; donc la tangente demandée a pour projections horizontale et verticale les droites F T, y! respectivement perpendiculaires aux traces BV, iB, et elle rencontre le plan horizontal au poiftt (T, t).
47. Deuxième solution. Soit encore f' le point donné sur l’épicycloîde, dont ta projection horizontale est F'. La tangente en ce point (art. 4i) est la droite intersection de deux plans tangens, l’un à la sphère qui a son centre au sommet (S, s) du cône mobile et du cône fixe, l’autre à la sphère qui a pour rayon
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la droite /'B, et dont le centre est le point de contact B du cercle fixe et du cercle mobile sur lequel se trouve le point f de l’épicycloïde. Le rayon de la première sphère, mené par le point/-', ayant pour projection horizontale la droite SE1, la trace du plan qui touche cette sphere au point f est perpendiculaire à cette droite SF'; de plus. ce plan passe par la tangente/"'/ du cercle f/"'g'E'; or cette tangente coupe le plan horizontal au point / de la tangente B/n du cercle fixe; donc le plan tangent à la première sphère, a pour trace sur le plan horizontal la droite Im perpendiculaire à SF’.
Le plan tangent à la seconde sphère au point f passe par la droite /'N tangente au grand cercle de celte sphère, décrit du point B comme centre avec un rayon égal à fl/"';or cette tangente coupe le plan horizontal au point N de la droite B/n, qui touche le cercle fixe au point B; donc si de ce point N on abaisse une perpendiculaire N p sur la projection horizontale BF' du • rayon V>f\ cette perpendiculaire sera la trace horizontale du plan tangent à la seconde sphère; elle coupe la tracera du plan tangent» la première sphère en un point T delà tangente à lepicycloïde. Doue la droite menée par les points T et F', touche la projection horizontale de lepicycloïde au point F'.
48. Le plan tangent à la seconde sphère au point/', étant perpendiculaire au rayon 15/"', et au plan du cercle mobile B/'g’E', il passe par la droite rpr menée perpendiculairement au plan Be du cercle mobile, par le point E' de ce cercle. Or cette droite epr coupe le plan horizontal au point p ; donc la droite N p est la trace du plan tangent à la seconde sphère, et doit être perpendiculaire à la projection horizontale BF' du rayon qui passe par le point de contact F*. Le plan tangent en /'à la sphère du rayon B/ 'perpendiculaire au plan du cercle mobile, coupe ce second plan suivant la droite /"'E', qui passe par l’extrémité E’ du diamètre BE"; d’où il suit que cette droite est la projection de la tangente h lepicycloïde menée par le point/' surJe plan du cercle mobile.
Le plan tangent à la sphère du rayon B/"' au point f' du cercle mobile B/'G’, est aussi tangent au cône qui a pour base lepicycloïde sphérique, et pour sommet le point rdc la droite &j, où cette droite est rencontrée par la perpendiculaire per à l’extrémité du diamètre Be; ce qui est évident, puisqu'il passe par une tangente à la ligne.qui sert de base au cône. Mais il est important de remarquer que pour une position quelconque Kly du cercle mobile, on a sur ce cercle un point y de l’épicycloïde sphérique, tel que le plan conduit par la droite 3 1, perpendiculairement à la droite yK, qui joint le point y de l’épicycloîde et le point de contact K des cercles fixe et mobile, est tangent au cône qui a pour sommet le point r, et pour base lepicycloïde sphérique. En effet, l'angle K>1 étant droit, le côté >1 de cet angle passe né-
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eessaiiement par le point I, extrémité du diamètre Kl du cercle mobile; le plan >1 perpemliculairc à la droite située dans le plan du cercle mobile, et par conséquent perpendiculaire à ce plan, passe par la droite qu'on mènerait par le point I perpendiculairement au plan du cercle mobile : or cette dernière droite coupe l’axe &» au point r, puisque ce point r est le sommet du cône droit engendré par la droite er, qui tourne autour de la droite Ssr; donc le plan >1, passant par le point > de lepicycloide sphérique, ainsi que le plan/’E’ passant par le point/' de cette courbe, est tangent au cône qui a son sommet au point r, et dont la base est l’épicycloïde sphérique.
4g. Conclusion. Quelle que soit la position du cercle mobile, on doit distinguer sur ce cercle trois points : I" le point générateur de l’épicycloïdc ; a° le point de contact du cercle fixe et du cercle mobile; 3° l’extrémité du diamètre qui passe par ce point de contact. Ayant élevé par ce dernier point une perpendiculaire au plan du cercle mobile, cette perpendiculaire coupe l’axe du cône fixe en un quatrième point, qui est invariable comme l’inclinaison du plan du cercle mobile, par rapport au plan du cercle fixe; le plan mené, par cette perpendiculaire et par le point générateur de V èpicy cloute sphérique, est tangent au cône qui a pour sommet le quatrième point, et pour hase iépicycloide sphérique.
problème IX. (PI. (A) in-folio, pl. a8 t/t-4*.)
Connaissant les distances d’un point à trois droites, construire ce point?
5o. Solution par /'intersection de trois cylindres. Nommons A, R, C les trois droites données; a, ô,-cJes distances connues du point cherché à ces _ droites; tous les points qui sont à la distance a d’une droite donnée A, appartiennent à un cylindre droit dont l’axe est la droite donnée, et qui a pour base un cercle du rayon a; la surface de ce cylindre est donc un lieu géométrique du point demandé. Par la même raison, les deux cylindres droits qui ont pour axes les droites B et C, et pour bases des cercles dont les rayons sont respectivement égaux aux distances connues b et c, contiennent le point demandé; donc ce point est déterminé par l’intersection de trois cylindres droits dont on connût les axes et les rayons. Les trois cylindres se coupent deux à deux, suivant trois courbes à double courbure; les points communs à ces trois courbes satisfont aux trois conditions d’êtro aux distances connues a, b, c de trois droites données A, B, C. On démontre par l’analyse que le nombre de ces points, toujours pair, est au plus huit, et au moins deux.
Les données du probtème sont i” les projections horizontales et verticales de trois droites ; a° les distances du point demandé à ces droites. Ces données
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déterminent les axes et les rayons des cylindres droits, lieux géométriques du point cherché. Pour trouver les lignes d’intersection de ces- cylindres consi» dérés deux à deux, par la méthode exposée (art. 17a, livre 1er), on cherche d'abord leurs traces sur le plan horizontal; ces traces sont des ellipses (A), (B),(C), (pL A, in-folio), dont les demi-petits axes sont respectivement e'gaux aux distances a, b , c du point cherché aux trois droites données; on construit ensuite les grands axes des ellipses de la manière suivante.
. Explication de la pl. (A , in-folio).
5i. Soient (A) A', (B) B', (C) C' les projections horizontales des droites données, et (A), (B), (C) les points où elles coupent le plan horizontal; ces droites font avec leurs projections horizontales les angles A (A) A', B (B) B', C (C) C'. Elevant par les points (A), (B), (C) des perpendiculaires aux droites
(A) A, (B) B, (C) C, et portant sur ces perpendiculaires des longueurs (A) a,
(B) b, (C) c, respectivement égales aux distances données a, b , c, on mène par leurs extrémités a, b, c les droites a*. b&, cy respectivement parallèles aux
- droites (A) A, (II) B, (C) C. Ces parallèles coupent le plan horizontal aux points *, 0, 7 , qui déterminent les demi-grands axes (A) *, (B) £, (C) y des ellipses a«V, fififs', yyy, traces des trois cylindres sur le plan horizontal.
Désignant par les lettres A, B, C les trois cylindres qui ont respectivement pour bases les ellipses aa’a”, /Bâ'/S", yy'y", on trouve :
i° Que les cylindres A et B se coupent suivant une ligne à deux branches, qui a pour projections horizontales les courbes iRaE/|3i, 56D 78DÔ; les projections verticales de ces ; deux branches sont marquées des memes lettres et des memes chiffres, ùli é-d ,
au Les cylindres A et C se coupent aussi suivant une ligne à deux branches, dont les projections marquées des mêmes lettres ou chiffres, sont 1 aGG5C', 3478EF .
3“ Les cylindres B et C se pénètrent suivant une courbe à une seule branche, marquée sur l’un et l’autre plan de projection par les lettres et chiffres i3Ü4H3To784ll’5Si. Ou remarquera qu’il y a deux points doubles sur la projection verticale, et un seul sur la projection horizontale.
Les trois courbes ont huit points communs, dont les projections sont marquées sur les deux plans de projection des chiffres 1, a, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Chacun de ces points satisfait à la condition d’étreaux distances connues des trois droites données. ,
On a choisi les données du problème, de manière que le nombre de solutions fût le plus grand possible; en faisant varier les données, ce nombre pourrait se réduire à G. 4 ou a.
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■ , Explication de la pl. 18, in-
5a. On simplifierait la solution précédente par le choix des plans de projection. Supposons en effet le plan horizontal perpendiculaire à l’une des droites données; le premier cylindre (A) y sera projeté suivant le cercle de sa base; soit A (fig. i , pl. a8) le centre de ce cercle du rayon donné AB (fig. a); les deux autres cylindres B et C ont respectivement pour ravonsles droites données AC, AD (fig. a).
c La projection horizontale de l’axe du cylindre B étant BB' (fig. i), le plan vertical de projection (fig. a), dont la trace horizontale XY est parallèle à BB', sera parallèle aux axes des deux cylindres A et B. Soient GC, ce les projections (fig. i et a) de l’axe du troisième cylindre; des deux projections des axes des cylindres B et C sur les plans (fig. i et a), on déduira les projections x’H", J'y (fig- 3) de ces mêmes axes sur un plan vertical X’Y’ (fig. 3) parallèle à l’axe (CC‘, cc) du cylindre C. Supposons ce cylindre C coupé par un plan (EFG), dont les traces EF, FG (fig. i et 3 ) sont respectivement perpendiculaires aux droites CC’, y'-yJ' projections de son axe. La section sera un cercle du rayon donné AD (fig. a). Faisant tourner ce plan autour de sa trace horizontale EF, et le couchant sur le plan horizontal , le centre du cercle (d, i) (fig. t et 3) s’applique sur le plan horizontal en D (fig. 4). Ayant décrit de ce point D comme centre , un cercle du rayon DO ou DP = AD (fig. a ), les tangentes ON, PQ à ce cercle, parallèles à CC’, sont les limites de la projection horizontale du cylindre C. Les limites de la projection verticale (fig. a) du même cylindre sont les droites «c, «V, parallèles à cc. Le cylindre B a pour limites de sa projection verticale (fig. a) les droites kk", IT parallèles à la droite bb et distantes de cette droite de la quantité bk' ou U , égale à AC (fig. a ). Les limites de la projection horizontale du même cylindre sont les parallèles HH’, IF (fig. i), à la droite BB’, distantes de cette droite de la quantité BH ou BI égale au rayon AC (fig. a). Le cylindre A a pour limites de sa projection verticale les verticales tO, t'V qui sont parallèles à la droite ad (fig. a), et se projettent sur le plan horizontal ( fig. l ) aux points T et T.
Ayant rapporté les trois cylindres A, F, C aux quatre plans^g. i, a, 3,4, on projette la courbe d'intersection des cylindres A et B sur le plan incliné (fig- 4) de la base du cylindre C; et pour obtenir la projection de cette courbe a double courbure, il est nécessaire de projeter une section circulaire du cylindre B sur le plan vertical X Y' (fig. 3). On prend pour cette section le cercle du rayon k'I (fig. ») qui se projette sur le plan horizontal
(J îg . i) suivant l'ellipse K.LIH, et sur le plan vertical (fig. 3) suivant Uêllipse klih, dont l'on des axes principaux est dirigé suivant la droite x'fl", projection de Taxe du cylindre II.
Une autre opération préliminaire qui n’est pas moins nécessaire, consiste à projeter ce même axe du cylindre B sur le plan incliné de la figure 4 s on prend sur cet axe deux points (B, /3*), (N, «’) (Jig. i et 3), et de chacun de ces points on abaisse une perpendiculaire sur le plan (EFG). Les pieds de ces perpendiculaires n {/îg- 3), ramenés (Jig. 4) eti rn et n sur les parallèles B m, N n (/îg- i) à la droite CC’, déterminent la projection rnn de Taxe du cylindre B sur le plan de la fig. Cela posé, on coupe les deux cylindres (A) et * (B) par une suite de plans verticaux parallèles à leurs axes ou à la droite BB' (fig. i), et on projette les droites contenues dans ces plans sur le plan de la fig. 4 ; leurs projections se coupent en des points, et le lieu de ces points forme (/îg. 4) la courbe ia3....8, qui coupe le cercle du diamètre ODP en huit poinls, projections des huit points communs aux trois cylindres, sur le plan (fig- 4 ) de la base du cylindre (C). Les projections des droites du cylindre A sur ce plan, sont perpendiculaires à la droite EF, et les projections des droites du cylindre B sont parallèles à la droite rnn; ainsi la projection i a 8 de la courbe d'intersection des deux cylindres A, B sur
le plan incliné (Jig. 4) se construira par la même méthode qu’on a suivie (art. 17a, livre Ier) pour trouver la projection de cette courbe sur un plan horizontal ou vertical.
Les projections horizontales des points communs aux trois cylindres, sont nécessairement sur le cercle du diamètre TAT (fig. 1), base du cylindre A,
et sur des perpendiculaires abaissées des points 1 , a , 3 8 (/‘g- 4) sur la
droite EF, lesquelles coupent le cercle TAT’ en huit points marqués également des chiffres 1, a, 8. Les huit points de l'espace déterminés par leurs
projections ( fig. 1 et 4). satisfont aux conditions du problème, d’être à des distances données de trois droites dont la position est aussi donnée; et si Ton demande les projections de ces points sur l’un des plans verticaux (fig. a „ et 3), on fera pour chacun les opérations que nous allons indiquer pour le point (4, 4). C fig- « et 4).
On portera 4$ (fig- 4)> distance du point 4 à la trace horizontale ÉF du plan (EFG), sur FG (fig. 3) de F en 4’- La parallèle 4 4 * à Pfi et la perpendiculaire 44’4' à X’Y' (fig. 3) se coupent au point t\ (fig. 3), distant de l’horizotitale X Y de la hauteur verticale 44"- Portant cette hauteur sur la perpendiculaire 444 " à XY ( fig a ), de 4 en 4"’, les points 4 et 4' sont (fig . a et 3) les projections verticales du point (4, 4). (fig- » et 4).
Les arêtes des trois cylindresqui se rencontrentau point (4, 4"»y%- • et a),
onl pour projections verticales (fig. a) les droites 4"4» 4”/’> 4"’» respectivement parallèles aux projections verticales ad, bb', cc'tdes axes des trois cylindres. La parallèle 4 *V à A4' coupe le cercle du diamètre k l au point s, qui se projette sur le plan vertical (Jig. a) en r, et sur le plan horizontal (fg. 1 ) en S; la distance SR de ce point S à la droite BB', est égale à l’ordonnée rs du cercle.
53. Dans la première solution du problème par Tintcrscction de trois cylindres, on a construit les projections de deux courbes à double courbure; la solution que nous venons d’exposer est plus simple, puisque la projection d’une seule de ces courbes, ët un cercle d’un rayon donné , déterminent les points communs aux trois cylindres.
Ayant trouvé l’intersection des deux cylindres A et B, et l’ayant projetée sur le plan {/ îg . 4) perpendiculaire à l’axe du troisième cylindre, on peut disposer de la grandeur du rayon de ce dernier cylindre et de Ja position de son centre, pour obtenir le plus grand nombre de points communs aux trois surfaces cylindriques. Ces trois surlaces étant de^-évolutiou, on pourrait encore trouver les points qui leur sont communs, en cherchant les points de rencontre de l’un des cylindres et de la ligne d'intersection des deux autres (art. aoi, liv. Ier \ Nous appliquerons cette méthode à la solution des deux problèmes suivans.
pnonLÉUK X- ( PI. aq. )
On donne sur une carte topographique trois points d’un terrain. Un observateur se transporte successivement à ces trois points, muni d’un /il à plomb et d’un instrument tel qu’un graphomètre, propre à mesurer les angles.' Il mesure les angles que les verticales menées par les trois j saints font avec les rayons visuels dirigés de- chacun de ces points vers un quatrième; ces angles étant connus , on propose de rapporter le quatrième point sur la carte,- et de M- trouver sa cote, c'est-à-dire sa hauteur au-dessus du plan horizontal tu/quel . on rapporte tous les points du terrain ?
54. Solution par l'intersection de trois cônes droits. Désignons par les'lettres A, A’, A' les trois points connus sur le terrain et sur la carte; V, V', V' les trois yerticales passant par ces points. Nommons a, à, a" les angles des verticales et des rayons visuels menés des points A, A’, A' vers le quatrième point du tei*rain, qu’il s'agit de rapporter sur la carte. Si l’on considère le cône droit dont le sommet est au point donné A, qui a pour axe la verticale V, et dont le côté fait avec l’axe l’angle a, tous les points de la surface de ce cône satisfont à
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cette condition, que le rayon visuel dirigé de l’un quelconque de ces points vers le point A, fasse- avec la verticale V l’angle donné a; d'où il suit que cette surface conique est un lieu géométrique du point demandé. On démontré de la même manière que ce point a pour lieux géométriques deux autres cônes droits , qui ont pour axes les verticales V', V' menées par les points B et C, pour sommets ces points, et dont les côtés font respectivement avec les axes les angles donnés b et c. Le point demandé est donc l’intersection de trois cônes droits, dont les axes sont verticaux, qui ont pour sommets trois points donnés , et dont les côtés font avec les axes des angles connus.
Considérant ces cônes deux à deux, et les coupant par un système de plans horizontaux qui donnent pour sections de l’un et l’autre cône, des cercles, on trouvera par cette méthode ou par collé qui a été exposée (art. 179, liv. 1er), la courbe d’intersection des deux cônes, tant en projection horizontale qu’en projection verticale. Les points communs aux trois courbes qui résultent de la pénétration des trois cônes satisfont aux conditions du problème. _
Explication de Ut planche ay.
55. On prend pour plan horizontal de projection le plan de la carte topographique, et pour le plan vertical, un plan parallèle à la droite qui joint deux des trois points donnés. Soient A , B, C (Jig- 1) les projections horizontales de trois points connus sur le terrain; les cônes de ces points, ou leurs distances au plan horizontal étant données, leurs projections sur le plan vertical XV seront aussi données. Soient a, b,< ces projections; les cotes des points donnés sont, d’après l’échelle de la carte, égales aux longueurs des verticales A’a, B b. Ce. ,
Lu observateur placé au point (A*, a) dirige un rayon visuel vers le point donné sur le terrain, point qu’il s’agit de rapporter sur la carte, et il mesure l’angle a (Jig . a), que la verticale du point ( A , <z ) fait avec le rayon visuel. Deux autres observations semblables donnent les angles b, c (f îg . a), que les * verticales «les points (B, A), (C, c) font respectivement avec les rayons visuels dirigés vers le point du terrain dont on demande la position sur la carte. Ces trois observations déterminent les trois surfaces coniques droites, qui sont les lieux géométriques du point cherché. Ces cônes n’ont point d’arêtes parallèles; d’où il suit (art. i85, liy. Ier ) que leurs lignes d’intersections sont des courbes fermées : ces lignes sc rencontrent en des points qui satisfont aux conditions du problème.
On construit la ligne d’intersection des deux surfaces coniques qui ont pour sommets les points (A, a), (B, A), en les coupant ou par un système de plans
qui passent par la droite (AB, ab ) qui joint les deux sommets* on par des plans horizontaux qui rencontrent les' deux surfaces suivant des cercles. Cette ligne d’intersection se compose de deux branches dont les projections sont DEFG et LMÎÏO sur le plan horizontal, et defg, l/nno sur le plan vertical. La droite AB divise en deux parties égales les courbes fermées DEFG, LM N O; chacune de ces courbes correspond sur le plan vertical à une autre courbe de/g ou l/nno, qui n’est pas terminée, et dont un point quelconque, tel que n, est la projection verticale de deux points de la ligne d'intersection des deux cônes, qui se projettent sur le pjau horizontal en N et N’.
56. Seconde solution. ( Même planche . 29.) Des trois surfaces coniques qui se pénètrent, la troisième qui a pour sommet le point donné (C, c), étant comme les deux premières, une surface de révolution dont l’axe est la verticale (C, C',cc'), on trouve (art. 201, Iiv. Irr) le point commun aux troissurfaces, par la considération d’une quatt&me surface de révolution, qui a pour génératrice la ligne d’intersectiou des deux premières surfaces, et pour axe la , droite (C, C'cc' ). Le plan vertical PCQ rtiené par cet1 axe, parallèlement au plan vertical de projèétion XY, coupe la quatrième surface de révolution, suivant les courbes de/' g, l'tn'n'd, et leurs égales d'’c/"g\ l’/nno’ placées symétriquement par rapport à l’axe C’cc : or la droite cp ou cq génératrice du troisième cône, qui fait avec la droite C'ct'Vl’angle Cep égal à l’angle donnée a)> c°upe la section méridienne de la surface de rqpolution auxiliaire, aux quatre points e, g, ai , n; donc si l’on mène par ces points quatre horizontales qui rencontrent les courbes defgflmno aux quatre poÿits c, g, o, r/y» «eux-ci seront les projections verticales des quatre points qui satisfont aux conditions du problème. Pour avoir les projections horizontales E, G, O, N correspondantes, on abaissera du point n, par exemple, la perpendiculaire «NX sur la droitç XY intersection des deux plans de projectif Cette perpendiculaire rencontre la courbe IJMNO en deux points N, N’, dont les distances au point. C sont respectivement GN, CN\ Le premier N correspond à la projection verticale n de l’un des points»cherchés, parce que sa distance CX à l’axe (C, C’cc’) est égale à la droite uri, qui mesure la distance du point n à la droite C’cc’.- Le point N’ ne peut pas être la projection horizontale du point cherché, dont n est la projection verticale, parce que la droite CN’ est plus petite que la droite un.
Le problème proposé a au plus quatre solutions, et d’après les données de la figure///. 39, les quatre points qui satisfont aux conditions de ce pro-
• . blême, sont (E, e), (G, g), (O, o), (X, n).
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PROBLÈME XI
1 0 Étant donnés un point et deux droites dans l’espace, mener par le point, un plan qui coupe les droitesen deux autres points, tels que les trois points soient les sommets d’un triangle semblable à un triangle donné ? 1° Résoudre cette question dans le cas particulier où les deux droites données se rencontrent?
Ce problème comprend celui-ci (problème XII, art. 63) :
Connaissant dans une pyramide triangulaire la base et les angles des arêtes opposés aux côtés de la base, construire le sommet de la pyramide? (Voyez la
Notice historique sur ce problème , à la' fin du livre II.)
.Première partie du problème. ( Fig. A, pl. 3o. )
57. Solution. Soient (fîg- A en perspective ) FD, (F)(E) deux droites quelconques données dans l’espace, et (Z) un point aussi donné; il s’agit de mener par ce point un plan qui coupe les droites FD, (F)E en deux autres points X, (Y) tels que le triangle X(Y)(Z) soit semblable à un triangle donné : nommant à,b,c les côtés de ce triangle, il faut qu’on ait :
Du point (Z) on abaisse les perpendiculaires (Z)D, (Z)(E) sur les droites .données FD, (F)(E); ayant mené par la droite FDX un plan parallèle à la droite (F)(E)(Y), on a projeté sur ce plan le point donné (Z), et sa projection-est le point z. On a projeté sur le même plan la droite (F)(Y), et sa projection FY lui est parallèle. Considérant le plan de projection FXY comme horizontal,^) droite (Z) z est verticale, et les deux droites (F)(Y), FY sont dans un plan vertical dont la trace horizontale est FY. Des droites (Y)Y, (E)E, (F)F sont les verticales qui projettent les points (Y), (E), (F) de la droite donnée* (F) (Y); I4 droite (F)F est la plus courte distance des deux droites donnée* FD, (I')(E). ,
Le côté (Z)X du triangle cherché (Z)(Y)X n’étant pas connu, supposonsle égal à une droite V prise arbitrairement; les deux autres côtés (ZXY),
(Y)X seraient dans cette hypothèse -j 1 '■ considérons le point (Z) fig. A
comme le centre de deux sphères des rayons V, — , et le point X comme le centre d’une troisième sphère du rayon — ; la première coupera la droitéf donnée FX au point p dont la distance an point (Z) est (Z) p— V ; la seconde
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• ' -» * sphère coupera la droite donnée (F/Y) au point (?) tel qu’on ait : (Z) q—~- :
la troisième sphère coupera la même droite (F)(Y) au point (?). '
Les points (?) et (r) étant connus sur la droite (F/Y), leurs projections horizontales? et r seront déterminées. Si la droite (T)p prise arbitrairement eût été égale au côté cherché (Z)X, le point (?) n’aurait pas différé du point (r); ces deux points auraient été réunis en un point unique (Y), et par la même raison, les projections ?, r, Y se seraÿnt confondues; d’où il suit qu’en construisant les deu* parallélogrammes Dpqi/i , D pm, le premier sur les trois points connus D, p,q, le second sur les trois points D, p, r , les sommets ni et « devraient se confondre. Faisant varier la première droite (Z )p, on construira des points analogues à (?) et (r), et deux nouveaux parallélogrammes qui auront pour sommets deux points m‘ n\ qui appartiennent à deux lieux géométriques, l'un la courbé Mmm', lautre la courbe MW. Ces deux courbes (*) tracées sur le plan horizontal se rencontrent au point M, par lequel on mène la droite MY parallèle à FD, qui coupe la droite donnée FE au point Y. La verticale Y (Y) coupe la seconde droite donnée (F/E/Y) au point (Y), l’un des sommets du triangle /Z/Y/X); ce qui déterminée côté (Z)(Y),de ce triangle, et par conséquent les deux autres côtés (Z)X, X(Y) de ce même triangle. En effet tirant la droite DM, et sa parallèle YX qui coupe la droite donnée FD au point X, on aura les trois sommets X, (Y), (Z) d’un triangle semblable au triangle formé par les trois côtés donnés a, b, c.
58. Supposons maintenant que les deux droites données FD, (F)(E) (Jig. A, pl. 3o), se rencontrent, ou que la seconde droite(F/E) se confonde avec sa prj jection FE, alors les pieds (E), (Y) des perpendiculaires abaissées du point (Z) sur la droite donnée (F)(E), ne diffèrent pas de leurs projections E, Y; la plus courte distance F (F) des deux droites devient nulle, et ces droites comprennent entre elles l’angle DFE. Joignant le sommet F de cet angle et le point donné (Z) par la droite F(Z), on forme la pyramide FXYZ, dont le sommet est en f, et dont la base XY(Z) est un triangle semblable à un triangle donné. Développant l’angle trièdre F de cette pyramide sur le plan de la face XI- V, on aura Jig . B ,pl. 3o) pour les deux autres faces adjacentes, les angles ZFY,Z*FX. Un plan mené par le point Zou Zl“ coiipe la pyramide suivant un triangle qui a pour côtés les droites ZY, YX, XZ*; on demande que ce triangle soit semblable a un triangle donné. Pour résoudre çette question, il faut construire sur le plan de l’angle DFE (Jig. B), les deux courbes Mnvri, M un' de la figure perspective A.
C) M- Kn|no de Naples a le premier démontré cpie. cbucune de ces courbes était une hyperbole. jnycx la notice historique à U fin du fivre IL) •
, Deuxieme partie du problème. ( Fig. B, B. n° 1 , pi. 3o. )
.'>9. Solution de cette question : Étant donnés un angle trièdre et un point sur l’tuie des trois droites intersections des plans qui forment cet angle, qn propose de mener par le point donné, un plan qui coupe l'angle trièdre suieant un triangle de similitude donnée. * — v” •
Soit (pl. 3o, Jig. B)XFY l’un des Sigles qui forment l’angle trièdre; les deux autres angles adjacens YFZ, XFZ1", étant développés sur le plan du premier qu’on suppose -horizontal, les deux droites F Z, FZ1"1 se réunissent,
• lorsque l’angle trièdre est formé, sur. une seule droite dont la projection horizontale est F;; le point z de cette projection est déterminé (page 139) par la rencontre des deux perpendiculaires ZEz.ô^’Dz abaissées des points Z, Zl“ respectivement sur les droites données F Y, FX. Prenant pour plan vertical de projection, celui dont la trace horizontale est xy (Jig. B. n° 1) parallèle à
* FX, le point Z ou Z** du développement de l’angle trjèdre a pour projections 4 horizontale et verticale, les points z, Z'.
La question à.résoudre-consis/ô â mener par le point donné (z, Z’) de la * % droite FZ, ou FZ'", un plan qui coupe les deux droites FX, FY en deux points X.et Y, tels que les trois droites XY, YZ, XZUl soient les côtés d’un triangle semblable à un triangle donné; l’un de ces côtés est la droite XY tracée sur le plan horizontal; les deux autres côtés ont pour projections horizontales les droites Xz, Y*- F» supposant le problème résolu, les trois points connus D, X, Y déterminent un parallélogramme DXYM, et le point M sommet de l’un des angles de ce parallélogramme. Ce point M a pour lieux géométriques deux courbes mtnmy nnn tracées sur le plan de l’angle YFY, que nous 1 construirons en faisant varier l'un des côtés du triangle (XYz, a^Z j.par exemple le côté (Xz, jtZ’). - *' • ' . .
Désignons par v le côté variable, et supposons qu’il soit l'homologue du côté a du'trianglc donné, dont les deux autres côtés sont b et c. Les trois côtés
d'un triangle t semblable bu triangle donné T étant v, ~ , — , 011 vérifiera si le
triangle t qui a l’un de ses sommets en un point déterminé (z, Z ) peut avoir ses deux aptres sommets sur les droites données FX, FY. Pour faire cette vérification, on considérera le point‘(z, Z’) comme le centre de deux sphères des
rayons v et , qui couperont, Finie la droite FX au point p, l’autre la droite
l'Y au point q. Du point p comme centre avec un rayon égal à -, on décrira un arc de cercle qui coupera la droite FY, en un point r; la coïncidence des
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points q et r n'a lien que lorsque le cytg v est égal à la droite (zX, 7.x). Construisant sur les trois points D ,p,q et I), p, r comme sommets d’angles, deux parallélogrammes, ils auront pour quatrième sommet, le premier un point m de la courbe nun'in"...., le second un point n de la courbe nn'n ; chacune de ces courbes étant le lieu géométrique du sommet M du parallélogramme DXYM, ce sommet est déterminé par l’intersection des deux courbes (*).
• Connaissant le point M, on tirera la droite MD qui joint ce point, et le point connu D de la droite FX; ensuite on mènera la parallèle MY à FX, qui Coupera la droite FEV au point Y. La parallèle YX à DM coupera la droite FDX au point X, et ou aura un triangle ( XYz, xyX ) semblable à un triangle donné, dont les trois sommets seront placés sur les trois droites intersections des trois plans qui forment l’angle trièdre donné.
Go: Supposons maintenant qu’il faille placer dans un angle trièdre un triangle donné T, on y placerait d’abord un triangle I semblable à oelui-là, qui aurait son sommet en tin point déterminé de l’une des arétes île l’angle triedre; considérant ce triangle t comme la base d’une pyramide triangulaire, la question proposée sc réduit à couper cette pyramide par un plan parallèle à sa base, do manière- que la section bit un triangle donné T. Pour compléter cette solution, il faut examiner en combien de manières on peut -placer un triangle donné dans une pyramide, dont on connaît l’angle trièdre opposé à. ce triangle.’ -
6t. Étant données les trois faces d’une pyramide, et faisant abstraction des , angles supplémentaires de ces faces, il n’y a que deux manières de placer le triangle T; ayant construit (art. ta) l’angle trièdre avec les trois (aces données, le triangle T pourra se placer dans cet angle, ou dans l’angle symétrique de celui-là, et on aura deux pyramides de mémo sommet, comprises entre les mêmes plans, dont les bases opposées seront deux triangles égaux T et T'. Mais si l'on considère les angles plans qui forment un augle trièdre, et r les snpplémeus de ces angles plaus, nous allons démontrer que l'angle trièdre peut se construire de huit manières différentes; chacun des huit angles trièdres ayant son symétrique, il s’ensuit qu’en général un triangle T peut être placé de seize manières différentes dans un angle trièdre, ainsi qu'on l’avait démontré depuis long-temps par les solutions algébriques.
Considérons l’angle trièdre formé par les trois angles plans A, U, G; les plans de ces angles prolongés indéfiniment se coupent suivant trois drmtes,
- n Chacune de cei courbes est une hyperbole, comme dans le cas général traité par M. Bruno. (To/vç la notice historique, à la fin du livre IIÎ) * .. ^ .
A if
et divisent l’espace en huitxangles trièdres, dont quatre sont respectivement les symétriques des quatre autres. Iæs quatre premiers sont formés par les. angles plans A, B, C et leurs supplémens combinés trois à trois dans l'ordre suivant (E) : *
Chacun des quatre angles trièdres, correspondant à ces combinaisons, a . son symétrique.
Les trois angles plans A’, B’, Ç et leurs supplémens A, B, C donnent de même les quatre combinaisons suivantes (E1) :
. * * - Les quatre angles trièdres (*) correspondans à çes dernières combinaisons
ont au$si leurs symétriques; d'où il résulte que la combinaison de trois anglés plans A, B, C et de leurs supplémens, produit $ei2e angles trièdres dans lesquels on peut placer un triangle donné T.
Ga. La solution que nous venons d’cxposcr.cst fondée sur la considération de certains lieux géométriques, que plusieurs géomètres ont nommés courtes d'erreurs.. Ces courbes ne résultent pas de l’intersection de surfaces définies, par des plans ou par d’autres surfaces counues. On s’écarte moins des procédés ordinaires de la géométrie descriptive, en traitant la seconde partie du problème (art. 5g), par la méthode que nous suivions dans nos cours à l’École polytechnique, qui consiste à chercher le sommet d’une pyramide triangulaire dont on connaît la base et les trois angles des arêtes opposés aux côtésde cette base, par l'intersection de trois surfaces annulaires.
PROBLKME XII.
Connaissant dans une pyramide triangulaire la hase et les angles des arêtes opposés aine côtés de la base, construire le sommet de la pyramide ? [ Plan- * ches in-folio (B) et (C). ]
, G3. Solution par l'intersection de trois surfaces annulaires. Désignons par A, B, C les trois cùtés du triangle base de la pyramide, et par a, b, c les
(*) La distinction des deux angles trièdres formés par Ica trois angles plans A, B , C , ou par leurs supplémens A', B', C , et la considération des six autres angles trièdres compris entre les mêmes plans, font voir pourquoi la solution algébrique ne dépend (l’oses la notice, S la fin du livre II J que d'une équation du quatrième degré, quoique le problème soit susceptible de seiae solutions; l'équation finale se rapporte aux quatre combinaisons (Et ou (E1.'.
angles que les arêtes font entre elles, et qui sont respectivement opposés aux trois côtés; on décrit sur chaque côté de la base, sur A par exemple, un cercle qui est divisé par ce côté en deux segmens, dont chacun est capable de l’angle a ou de son supplément. Ce cercle, en tournant autour du côté A, engendre une surface de révolution, dont chaque point jouit de la propriété, quç les droites menées de ce point aux extrémités du côté du triangle base de la pyramide, comprennent entre elles un angle égal à l’angle donné ou à son supplément; d'où il suit que la surface de révolution est un lieu géométrique du sommet de la pyramide. Mais les cercles décrits sur les côtés B etCcomme cordes, et divisés comnTe le premier cercle, en deux segmens capables des angles b et c et de leurs supplémens, engendrent en tournant autour de ces côtés deux autres surfaces de révolution, qui sont encore les lieux géométriques du point demandé; d’où il- suit que lorsque les trois surfaces de révolution se rencontrent, cliacnu des points communs aux lignes d’intersections peut être pris pour le sommet de la pyramide.
Explication des figures, pi. B et C in-folio. . „ * ,
6/|. Soit XYZ (pl. B, fig. 1) le triangle hase de la pyramide, et a, b, c, {fi g. 3) les angles des arêtes respectivement opposés aux côtés XZ, ZY, YX ; on décrit sur le côté XZ un cercle, dont le segment XFZ est capable de l’angle donné a; l’autre segment X/Z est capable du supplément du .cet. angle. Le cercle, en tournant autour de sa corde XZ, engendre la surface dite annulaire, qui est un lieu géométrique du sommet de la pyramide. Preuant pour plan horizontal de projection le plan du triangle XYZ, la limite de la projection horizontale de la surface annulaire est formée 1° de deux demi-cercles égaux AFD, BEC, a° de deux parallèles AB, DC, tangentes à ces demi-cercles, et perpendiculaires au côté XZ. Toutes les lignes de la Surface projetées sur le plan horizontal, sont renfermées dans la fig. ABECDF. ' •
Les cercles décrits sur les côtés ZY et YX, capables des angles donnés b, c {fig- 3), engendrent deux autres surfaces de révolution, qui sont, comme la première, les lieux géométriques du sommet de la pyramide. Les limites de leurs projections horizontales sont également^formées de deux demi-cercles égaux, et de deux parallèles tangentes à ces cercles, qui sont respectivement perpendiculaires aux axes de révolution ZY, YX.
La méthode que nous avons exposée (art. 189, liv. Ier) pour trouver l’intersection de deux surfaces de révolution, dont les axes se rencontrent, s’ap plique au cas particulier que nous examinons, puisque les axes des trois surfaces de révolution que Ton considère, sont les trois côtés d'un triangle
XYZ {Jig. i). On trouvera par cette méthode que les surfaces dont les axes XZ, XY se rencontrent au point X, se pénètrent suivant nne ligne dont la projection horizontale est une courbe qu’on distingue {Jig. i) par un traité points ronds, et qui passe par les points X, i, a, E', ié, g, 3, 4, X, «, 3, 5, a.’, 6, F’, |3, e, X. Les cinq points X, E', g, F’, e sont déterminés par les interjections des cercles générateurs des deux surfaces de révolution;», « sont les deux points de contact de la courbe et des parallèles AB, CD perpendiculaires à l’axe XZ. Il y a encore un point .«' de la courbe, voisin de », sur la droite XK tangente aux deux domi-cerdes décrits sur, les droites KL, MN parallèles à l’axe XY, comme diamètres. Les points i, a, 3, 4, 5, G sont les projections horizontales des points d’intersection des trois surfaces de révo- i
lution. i ' ‘
65. Chaque surface de révolution peut être regardée connue composée de deux happes, qui sont l’qne et l’autre de révolution, et qui ont pour génératrices les deux segmens d’un cerde, séparés par une corde de ce cercle.
Pour distinguer la nappe engendrée par le plus petit segment, de la nappe engendrée par le plus grand, nous appellerons la première, nappe intérieure, et l’autre nappe extérieure. L’intersection de deux surfaces résulte de l’intersection des différentes nappes qui se combinent entre elles, Les nappes extérieures, d’une part, et les nappes intérieures, de l’autre, se coupent suivant une branche de courbe fermée, dont les projections peuvent être engendrées d’un mouvement continu par un point mobile. 11 en est de même de la branche de courbe qui résulte de la combinaison de la nappe extérieure ou intérieure de l’une des surfaces, avec la nappe intérieure oü extérieure de' l’autre surface. Ces deux combinaisons donnent une seule courbe qu’un point mobile peut suivre sans discontinuité ;YV où il suit que la ligne d’intersection des deux surfaces est composée, de deux brandies fermées, dont les projection# sur un plan UY {Jig. a) perpendiculaire à l’un des axes, k XY par exemple, sont séparées : les projections de côsdeux branches sur le plan de la base XYZ (Jig. i) de la pyramide, se réunissent en une seule coaYfte.
66. Les deux nappes intérieures {Jig. i , pL B), qui ont pour axes les côtés XZ, XY', se coupent suivant une ligne dont la projectiôn horizontale est la portion de courbe X43efE'Y; or la partie E 'J'g de cette courbe, qui se termine aux points E', g, est en dehors des limites de la projection horizontale des nappes intérieures; donc cette portion de courbe ne correspond point à une , partie réelle de la ligne d’intersection des deux surfaces. 11 en est de même de la portion de courbe F'/3e qu’on trouve en dehors de la limite de la proi
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jeetion horizontale d'une nappe extérieure de la surface de révolution, qui a pciur axe le côté XY; et en effet, projetant la ligne d’intersection des deux surfaces de révolution, qui ont pour axes les droites XY, XZ, sur le plan UV perpendiculaire frlflUn de ces axes XY, on obtient" (y/jg. a) la courbe aux six points 1, 2, 3, 4, 5, 0, dont le trait ponctué rond est le même que dans la projection horizontale. Cette courbe est composée dé deux branches séparées, dont chacune a un nœud. La première branche est isieVxe'xr ; la seconde branche est x43*eVx56eVx, et il n’y a aucune partie de ces deux branches} qui corresponde aüx portions E Sg, Fée (/%. 1) de la projection horizontale.
On reconnaîtra de la même manière que les deüx surfaces de révolution qui ont pour axes les côtés XY, YZ, se coupent suivant une ligne qui comprend deux parties, dont les projections horizontales sont U*p,o/jg (fig. 1), et qui n’ont pas de projections verticales.
Tout Ce qui est relatif à l'intersection de ces deux surfaces- est indiqué par un trait long, suivi d’un seul point rond— — . — , et tout ce qui est relatif k l’intersection des deux surfaces de révolution qui ont pour axes les droites
YZ, ZX, est indiqué par un trait long, suivi de trois points ronds — — —
Cette dernière intersection comprend aussi deux parties, dont les projections horizontales sont üf/J P4P' (J' g- t, pi- et qui n’ont point de projections verticales (fi g. 2). • ’’ , '
67. Les trois lignes qtii résultent de l’intersection des trois surfaces de révolution, considérées deux à deux', se rencontrent aux points marqués des chiffres'!-, 2, 3, 4> 5,6, sur les projections horizontale et verticale; chacun de ces points en projection horizontale correspond k deux points en projection verticale, qui sont à égales distances du plan DV ( /ig. 2), ou du plan du triangle donné XYZ (/ig. ?). Les six points situés au-dessus du plan UV déterminent six pyramides qui satisfont aux conditions du problème, et les six points situés au-dessous déterminent les six antres pvranfldes symétriques par rapport aux premières; les douze pyramides ont pour base commune le triangle XYZ.
68. Lorsque des points sont déterminés par les intcrsçctions de trois surfaces, la considération de ces trois surfaces n’est pas nécessaire. En examinant la question sous un autre point de vue, les mêmes points peuvent appartenir à trois autres surfaces différentes des premières : le problème dont nous venons de donner la solution graphique en offre un exemple. On connaît . dans une pyramide triangulaire la base, et les angles des faces de cette pyramide qui sont opposés aux côtés de la base;il est facile (art. 1 2) d’en déduire les anglesdièdres. Soient A, D, C, les trois côtés de la base ; on connaît l’angle
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dièdre qui comprend deux de ces trois côtés, par exemple A et B; donc si i’on a deux plans, faisant l’un par rapport à l’autre un angle invariable (*), égal à l’angle dièdre connu, et si l’on fait mouvoir ces deux plans, en les assuj»;tissant à passer constamment par les côtés A et B, la droite intersection des deux plans mobiles engendrera un cône qui aura pour sommet le point d'intersection des deux côtés A et B ; or il est évident que la surface de ce cône contient le sommet de la pyramide; donc ce sommet est le point commun à trois faces coniques, qui ont pour sommets les points de rencontre des trois côtés A, B, C de la base de la pyramide.
69. Ayant construit sur les trois côtés du triangle qui sert de base à la pyramide, les cercles générateurs des trois surfaces de révolution, qui, par leur intersection, déterminent (art. 63) le sommet de la pyramide, qu’on se représente la ligne d’intersection de deux quelconques de ces trois surfaces, de celles, par exemple, qui ont pour axes de révolution les deux côtés A et B, de la base, C étant le troisième côté. Cette ligne, en tournant autour du troisième côté C, engendre une quatrième surface de révolution, sur laquelle se trouvent les points communs aux trois premières surfaces. Mais deux surfaces de révolution qui ont même axe, et qui se pénètrent, ne peuvent se couper que suivant un cercle; donc.la troisième et la quatrième surface de révolution se coupent suivant un cercle qui contient le. sommet de la pyramide. Poilr trouver un point de ce cerclé, il suffit de couper ces deux surfaces par ' un plan méridien quelconque, et ce plan y>eut être celui de la base de la pyramide, ou des trois côtés A, B, G de cette base; les points communs aux courbes génératrices contenues dans ce plan, déterminent les cercles communs aux deux surfaces.. La courbe génératrice de la troisième surface est le cercle, qui passe par les extrémités du côté C, et dont un segment est capable de l’angle donné opposé à ce côté G- Quant à la courbe génératrice de • la quatrième surface, qui est située dans un plan méridien passant par I axeC, on la construit #h remarquant* que chaque point de la courbe d intersection des deux premières surfaces, est le sommet d’une pyramide qui a pour base le triangle formé par les trois côtés A, B, C, et pour arêtes, des cordes qui déterminent sur les cercles générateurs des deux surfaces de révolution des arcs capables des angles a, b opposés aux côtés A et B.
On a vu (art. 67) comment on détermine les sommets des pyramides par
(*) t'ai démontré que lorsque cet angle est droit, le cône, lieu géométrique de» intersections successives des deux plans mobiles, est un cône oblique à base circulaire, qui est coupé par des plans perpendiculaires aux côtés de l'angle, suivant des cercles. ( Voyei U Correspondance stti l'École polytechnique, tome I", page 179, o» 6.)
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l’intcrscction de deux, courbes à double courbure; la solution que nous venons d’indiquer est préférable, puisque les courbes à double courbure sont remplacées par deux lignes planes dont l’une est formée de deux cercles égaux, qui ont pogr corde commune uq côté donné de la base de la pyramide. Regardant le rayon de ces cercles comme une quantité indéterminée, on l’augmente ou on le diminue, jusqu’à ce que ces cercles coupent la section méridienne de la" quatrième surface de révolution en seize points. Le nombre de solutions ne dépend plus que de ce rayon, ou du troisième angle des a retende la pyramide, qui détermine sa longueur; alors le problème proposé est ramené à celui-ci : Trouver la section méridienne d'une surface de révolution dont on connaît l'axe et une ligne génératrice. Cette question est résolue sur la planche C in-folio, dont on va donner l’explication.
Explication de la planche C in-fblio.
70. Ayant pris pour plan de projection celui du triangle XZY,basc donnée
de la pyramide, on décrit sur les côtés-XZ, ZY, des cercles dont les segmens sont capables des angles des arêtes de la pyramide, opposés à ces côtés. Les cercles, en tournant autour des côtés comme axes de révolution, engendrent deux surfaces'dont on construit la ligne d’intersection par la méthode exposée (art. 189, liv. I"); cette ligne est la génératrice de la quatrième surface de révolution, dont l’axe est le troisième côté XY de la base XYZ; elle est formée (art. 65) de deux branches, l’une qui résulte de l’intersection des nappes dé surfaces engendrées par les grands segmens XFZ, ZOY, et des nappes engendrées par les petits segmens Xfz, Z oy; l’autre qui résulte de l’intersection des nappes engendrées par un grand segment XFZ et un petit segment Z oy, ou par un grand segment ZOY et un petit segment Xfz.
Les deux branches, en tournant autour de l’axe XY, engendrent deux nappes de la quatrième surface ^ de révolution, dont les sections par le plan du triangle XYZ sont les courbes ACDZ, ou 13345678; et A’C B'Z, ou 1 '■a'3’4'5’6’7'8’; ces courbes sont divisées en parties égales par l’axe XY, qui les coupe à angle droit.
La section méridienne de la troisième surface de révolution comprend deux cercles XYGg, XYG’g', dont les segmens sont capables de l’angle des arêtes de la pyramide, opposé au côté XiY de la base XYZ. Or ces deux cercles et la section méridienne de la quatrième surface de révolution , se coupent en seize, points marqués des chiffres 1...... 8 sur la courhe ABCZ, et deschif- •
fres 1' 8’ sur la courbe A’B'CZjdonc les trois surfaces de révolution qui
ont pour axes les trois côtés XZ, ZY, XY se rencontrent en seize points, situés sur des cercles de la troisième suriâce, qui ont pour diamètres les
. droites i.fH a.7, 3.G, 4.5, i\8’,.a'.7', 3’.é', 4'-5', perpendiculaires à l’axe XY de cette surface, et divisées chacune en parties égales par cet axe. Chacun des cercles, tel que celui dont le diamètre est 1.8, contient deux sommets de pyramides, qui se projettent en uus*»l point a de la droite 1.8, en sorte que les seize sommets se projettçpl^jnif le plan du triangle XYZ, en 8 points a, jS, y, «?, a’, f£, y, J'', situés sur Tes huitidtenftrus 1.8, 2.7, ......v 4'-5'..
71. Nous ferons remarquer gu’on 'petit trouver la section méridienne ABCZ, A’ B’CZ, de la quatrième surface 'de révolution , sans qu’on soit . * obligé de construire les projections de la ligne d’interaction des iqrx pre-
mières surfaces qui ont pour axes de révolution les cptés XZ, Zx du triangle XYZ. En effet, un point quelconque de cette ligne, que je nomme A, après avoir tourné autour des axes XZ, ZY, vient s’appliquer sur les cercles YOZ, XFZ {pl. C ,/ig. 1 ) en deux points d, a", également distans de l’ex- • trémité Z des côtés XZ, ZY, en sorte que aZ = a’Z;-or les distances du point A aux extrémités X,Y du côté X Y, sont mesurées par les cordes n'X, <i”Y;
* donc ce point A, après avoir tourné autour de l’axe XY, s’appliquera au point 1 ou au point 8 de la corde 1.8, commune aux deux cercles décrits 1 ..* des points X et Y comme centres, «rèc les rayons Xa et Y ’a; les deux points
v 'L , 1 et 8 sont à égale distance de l’axe de révolution XY. On trouve de la même
7. * AV * manière d’autres points de là courbe ARCZ, ou A’B'C’Z, section méridienne
de la quatrième surface de révolution. Cette section et les cercles générateurs de la troisième surface de révolution étant placés symétriquement par rapport à Taxé' commun XY, ou voit pourquoi les huit points d’intersections des deux sections méridiennes, iperqpés 1, a, 3, 4, 1, a', 3’, 4 d’un côté de l’axe X_Y, déterminent les huit autres points placés de l’autre côté; ces points sont placés dçux. à deux sur des perpendiculaires à l’axe XY, à égales distances de cet axe, et accouplés dans l’ordre suivant :
Aux points tels que l, 8, de l’un de ces couples, correspondent deux' sommets de pyramides, dont nous allons construire les projections horizontales ' V et verticales. ' , ' * .
’• * . • JV. ' ’ ’ ./
Projections horizontales et verticales des seize sommets de la pyramide. (Pl. C) * • (
. 7a. Les points 1 et 8 étant déterminés par l’intersection de la courbe ABCZ et des deux segmens égaux Xg’Y, XgT, le cercle décrit du point X comme centre avec le rayon Xi, coupe le segment du cercle XFZ au poiut a d’où l’on abaisse la perpendiculaire a a sur XZ. Cette perpendiculaire rencontre la
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droite 18 perpendiculaire à XY, au point a. projection horizontale de l'uh des points de l'intersection des trois surfaces de révolution. Si du point Y comme centre, avec le rayon Y tou Y8, on eût décrit le cercle qui coupe le segment YOZ au point a, la perpendiculaire a « à ŸZ rencontrerait encore .la droite 1.8 au point a, intersection des trois perpendiculaires Ta, a a a aux trois côtés XY, YZ, XZ du triangle XYZ base de la pyramide.
73. Ayant la projection « de l'un des seize sommets de la pyramide, sur le plan de la base XYZ, pris pour plan de projection. horizontal, on en déduira facilement la projection sur un plan vertical iv(fig. a ), dont la trace liori-
'zontale w' est perpendiculaire au côté XY de la base. Eif effet, le côté XY' a pour projection sur ce plan le. point x; décrivant de ce point comme Centre un cercle du rayon xk (fig- a ), moitié de 1*8 (fig. 1 ), la 'parallèle «« au côté XY' coupe ce cercle aux deux points s , (a) {fig. 2 ) , projections verticales de deux sommets qui ont meme projection horizontale a ( fig . 1 ). Ainsi Je point (* fig. 1, a fig. 2 ) est le sommet d’une pyramide qui a pour base le triangle XYZ, et pour les angles des arêtes opposés aux trois côtés de 60 triangle, ceux qu’on a désignés ( art. 63) par les lettres «, b, c. Le pomt’{«, («)], (fig. 1 et a ), est le sommet d’une seconde pyramide symétrique de la première. -
Les seize sommets ont pour projections verticales (fig. 2) les seize points marqués des lettres a, g, 7, «f, (l\ y, («), (A), (7), (/), («'), (0'), (7), (/').
Les huit premiers sont au-dessus de l’horizontale vy’; les huit autres audessous de cette. horizontale,' sont marqués des mêmes lettres en parenthèses. Les deux points à égales distances de l’horizontale uv, sont situés sur une droite perpendiculaire à l’intersection w‘ des plans horizontal et vertical de projection.
74. l*es sommets de deux pyramides symétriques étant situés sur une droite perpendiculaire au plan de la base triangulaire XY'Z (fig. 1 ), le point où cette droite coupe le plan de la base, est la projection horizontale des deux sommets ; ce qui réduit les projections horizontales des seize sommets fux huit points a, É, 7, «T, à’, /B', 7', T, (fig. 1 ).
PROBLÈME XIII
Trouver le centrent le rayttn d'une sphère circonscrite à un hyperboloïde de révolution réglé , et tangente à un plan sécant de cet hyperboloïde.
7&. Solution. L’hyperboloïde de révolution réglé et la plan qui coupe cette surface étant donnés, le centre dé la sphère demandée est évidemment sur l’axe de révolution; de plus, ce point a pour lieu géométrique un cône du
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second degré. Pour le démontrer, nous remarquerons que la sphère demandée est circonscrite a l’hyperboloïde suivant un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe de révolution , quelle a pour tangentes toutes les droites de l’hyperboloïde, et que chacune de ces droites touche la sphère en un point du cercle de contact de cette sphère et de l'hypcrboloïdc. Il suit de là i° que toutes les perpendiculaires abaissées du centre de la sphère sur les droites de l’hyperboloïde et sur le plan sécant, sont égales entre elles comme rayons d’une même sphère; a0 «pie le centre dç la sphère appartient à la surface équidistante du plan sécant, et d’une droite quelconque de l’hyperboloïdc de révolution , surface qui jouit de cette propriété, que si de l’un quelconque de ses points on abaisse deux perpendiculaires, l’une sur le plan sécant, l’autre sur une droite déterminée de l’hyperboloïde, ces perpendiculaires, variables pour chaque point de la surface, sont constamment égales entre elles. Cette propriété de la surface la caractérise et la détermine. En effet, soient une droite D et un plan P ; considérant la droite D comme l’axe d’un cylindre droit d’un rayon arbitraire R, un plan parallèle au plan P et distant de ce plan du rayon R, coupera le cylindre suivant une ellipse dont chaque point sera à égales distances du plan P et de la droite D. Faisant varier le rayon R du cylindre droit, on obtiendra tant d’ellipses qu’on voudra, et le lieu de ces ellipses sera évidemment la surface équidistante du plan P et de la droite D. Regardant maintenant la droite D comme la droite d une série de cônes droits, qui sont touchés par le plan P; le sommet de ces cônes sera le point d’intersection du plan P et de la droite D, et l’axe de chaque cône sera déterminé par la droite de contact prise arbitrairement sur le plan P; d’où il suit que les droites, axes des cônes droits correspoudans aux droites de contact prises sur le plan P, ont encore pour lieu géométrique la surface équidistante du plan P et de la droite D; d’où il suit que cette surface est composée de droites qui passent par le point d’intersection de la droitcD et du plan P; or on a démontré que tous les plans parallèles au plan P coupent cette surface suivant des ellipses ; donc la surface équidistante d une droite et d’un plan, est un cône du second degré, qui a pour sommet 1<* point de rencontre de la droite et du plan.
76. Lorsqu’un plan coupe un hyperboloïde de révolution, il peut arriver (art. i3o, livre Ier) que la courbe soit fermée, ou quelle s’étende à l’infini; dans ce second cas, il y a au moins une droite de l’hyperboloïde parallèle au plan sécant, et la surface équidistante de cette droite et du plan sécant est un cylindre à base parabolique. On sait que tous les points d’une parabole sont à égales distances d’un point qu’on nomme foyer et de la droite qu’on appelle directrice. Considérant le foyer comme la projection orthogonale d’une
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droite D sur le plan de la pilrabole, la directrice comme la trace d'un plan P perpendiculaire au même plan «Je la parabole, et parallèle à la droite D, la surface cylindrique qui a pour section droite la parabole, est équidistante du plan P et de la droite D parallèle à Ce plan.
Le centre de la sphère cherchée est sur l’axe de révolution de Fhyperboloide; il a pour lieu géométrique un cône ou un cylindre du second degré déterminé; par conséquent le centre de la sphère est le point d'intersection du cône ou du cylindre, et de l’axe de révolution de l’hyperboloïde; point que l’on construit géométriquement par la méthode exposée (art. ia5 et 179, livre l*r, pages 70 èt 106). Le point de contact de la sphère et du plan sécqnt est un foyer de la section de l’hyporboloïde réglé.((Foyes art. i3a, page 73.)
problème XIV.
Trouver le centre et le rayon d.' mie sphère tangente à quatre sphères données
• • de grandeur et de position.
77. Viele, traducteur des ouvrages d'Apollonius de Perge, avait ajouté à la géométrie des anciens, un traité sur le contact des lignes droites et des cercles. Fermitt (né en 1 Sgo, mort en j664) a continué ce travail, et c’est à lui qu’on doit la première solution de cette question de géométrie à trois dimensions : Trouver le centre et le rayon d'une sphère tangente à quatre sphères données. Les ouvrages de ce. géomètre ont été imprimés à Toulouse en a vo* lûmes in-folio, qui ont paru en 1670 et 1 779, #ous le titre à' Opéra mathematica. J’ai traduit son mémoire sur le contact des sphères; on trouve cette traduction à la suite des leçons qui ont été données aux Écoles normales de 1 795 par Lagrange et Laplace, et dont le conseil d’instruction de l’École polytechnique a formé les cahiers 7 et 8 de son journal (iVt*4°, juin 181a).
En 1794 j’avais proposé les -questions traitées par Fermât aux élèves de l’École préparatoire des chefs d'études de l’École polytechnique. L'un d’eux, Dupuis, né avec les plus heureuses dispositions pour la géométrie, et qu’une mort prématurée enleva aux sciences, et au corps des ponts, et chaussées, résolut le problème de la sphère tangente à quatre autres sphères, par une méthode tout-à-fait diflérente de celle de Fermât. J’ai recueilli dans le premier volume de la Correspondance sur F École polytechnique , que j’ai publiée en i8o4> les propositions qu’il m’avait communiquées de vive voix et, sans > 'démonstrations.
Ce travail a été suivi de plusieurs mémoires fort intéressans sur le même sujet Je citerai d’abord celui de M. Charles Dupin (octobre 18 ta), que j’ai
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inséré dans la Correspondance (tome II, page zfao). Le seizième cahier du Journal de l' École. polytechnique contient de» recherche» fort curieuses sur le contact des sphères, par M. Gaultier, professeur' de géométrie au Conservatoire des arts et métiers. ( 'Voyez ce cahier, pages ta4 - a44> juin 1 8 1 a.)
La première solution analytique complète du problème de la sphère tangente à quatre sphères a été donnée par M. Poisson, qui l’a publiée dans le Bulletin de la Société philomatique, cahier de septembre 1812, page i4f- (y oyez cette solution à la fin du livre II, notes.)
M. Français, officier du génie et professeur à TÉcole d’artillerie et du génie de Metz, avait aussi traité la même question par l’analyse. J’ai publié -son travail dans le tome II de la Correspondance (pages 63 et 4°9, janvier 1810» et octobre 1 8 1 a).
En appliquant l’analyse à la solution synthétique que nous avons exposée (art. 6g), on trouve, comme par les deux solutions précédentes de MM-. Poisson et Français, que la détermination des centres et des rayons des seize sphères qui peuvent toucher quatre sphères données, ne dépend que de là résolution d’équations du second degré. Jaivpublié cette troisième solution dans la Correspondance, tome IT, page 4a5 (janvier t8t;3), et dans le dix-septième caliierdu Journal, in-4“, de l'École polytechnique (janvier i8l5), page 129.
Monge a donné dans sa géométrie (première édition, année 1795, art. 36 - 44) la solution de tjois questions relatives au contact de la sphère et du plan. La première consiste à mener par une droite donnée, un plan tangent à la surface d’une sphère; nous l’avons résolue de deux manières (art. 27 - 3r, fig. 1 et a5). , t \ ,
Voici l’énoncé dgfedeux autres questions :
10 Mener par urijwïnt donné, un plan tangent à deux sphères, dont les cfentçes et les rayons sont connus ; .
20 Mener un plan tangent à trois sphères données de grandeur et de position. " *» . ^
Nous résoudrons ces deux questions, et nous y ajouterons celle-ci.;
Étant données trois sphères, déterminer la position dit centre d’une quatrième sphère dont le rayon est connu, d’après la condition qu’elle soit tangente aux trois premières sphères?
Du contact de la sphère et du plan. *
Première question. Mener par un point donné , un plan tangent à deux sphères? ^ '
78. Solution. On conçoit les deqx cônes circonscrits aux deux sphères données; ils put leurs sommets sur la droite qui* joint les centres de ces
GEOMETRIE DESCRIPTIVE. t85
sphères; l'un des sommets est au-delà des centres, et l’autre entre les deux centres.
Par le point donné, on mène des plans tangens à chacun des cônes circonscrits, et il est évident que ces plans sont aussi tangens aux deux sphères
données. Ainsi le problème proposé a quatre solutions.
Explication de la fig. i , pi. 3l.
79. Soient A et B les centres des deux sphères données, A «, BA leurs rayons. En supposant que ces rajons >oient parallèles, la droite al>, qui joint leurs extrémités, rencontre la droite AB des centres au point S, sommet de l'un des cônes circonscrits aux deux sphères; la droite t ib', menée par les extrémités a, b' des rayons parallèles Aa, ISA', coupe la droite AB au point s, sommet du second cône circonscrit. 11 est évident que tout plan tangent aux deux sphères sera aussi langent à l’un des deux cônes circonscrit, à ces sphères, él passera nécessairement par l’un des sommets S, s «le ces cônes.
Quelle que soit la position du point donné, on conçoit par ce point et par les centres de6 deux sphères un plan «pie l’on peut prendre pour le plan de la fig. I . Soit D le point donné sur ce plan ; les droites DS, D.t qui joignent ce point et les sommets des cônes- circonscrits, seront connues; or le plan tangent aux deux sphères données, doit pa.ser par l’une de ces droites; donc le problème proposé est résolu, puisqu'il est ramené au précéilent art. 27), qui consiste à mener par chacune des droites I)S, Dr, un plan tangent à Finie desdeux sphères données de grandeur et de position.
Deuxième question. — Mener un plan tangent à trois sphères données ?
80. Soient A, R, C (fig. a, pl. 3 1 ) les centres des trois sphères données; S et r les sommets des deux cônes circonscrit, aux deux premières sphères; S', r' les sommets «les deux cônes circonscrits aux sphères des centres B et C, et enfin S’, r” les sommets des deux cônes circonscrit, aux sp’ ères des centres A et C, on remarquera d’abord" que les six sommets sont placés sur quatre droites dans l’ordre suivant :
SS’S”, S s s", sSt's , ss SI.
En effet, «lans les combinaisons des six sommets trois à trois, il' faut exclure, i° celles dans lesquelles entrent S et s, ou S’ et s\ ou enfin S” et s*,' parce que le même plan ne peut pas toucher les. deux oùues circonscrits à «leux sphères ; a* celles où il eutre un des trois sommets intérieurs s, s', s',
Dkji‘.izg*F
Bogie
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avec deux des trois sommets extérieurs S, S', S", parce que-le plan qui touche deux quelconques des trois cônes à sommets extérieurs, touche nécessairement le troisième d’un sommet de même nom; 3" enfin la combinaison s, s', s", parce que le plan qui touche deux cônes à sommets intérieurs, touche nécessairement un cône à sommet extérieur; donc les combinaisons des sommets trois à trois se réduisent aux quatres droites précédentes.
Maintenant, remarquons que le plan tangent à trois sphères étant aussi tangent à trois des six cônes circopscrits à ces sphères, il contient les sommets de ces trois cônes; mais ces sommets soUt encore sur le plan des trois rentres des sphères ; donc ils sont strr la droite intersection de ces deux plans (*).
Connaissant les quatre droites des sommets des cônes circonscrits, il est évident que le problème proposé consiste à mener par chacune de ces droites, des plans tangens A l’nnc des trois sphères données; ce qni le ramène air- précédent ( art. 27); et comme par chaque droite on peut mener deux plans tangens à une sphère, il s’ensuit que trois sphères peuvent être touchées par huit plans. '
Du contact des sphères. - -
81. Lorsque deux sphères se touchent, la distance de leurs centres est égale à la somme ou à la différence de feurs rayons; donc si l’on nomme A , B, C"lçs sphères touchées, et a, b , c leurs rayons ; T la sphère touchaute et t son rayon; le centre de la sphère T est sur l’une des deux sphères a', a concentriques à À, et des rayons t-\-a,t — a. Par la même raison, il est sur une des deux sphères b\ b" concentriques à D, des rayons /-f- b, t — b, et enfin sur une des deux sphères c',c concentriques à C, qui ont pour rayons t'-i-c et t — c; d’op il suit que le centre de la sphère T est le point commun à trois des six sphères d, a", b', b ”, c, c : or, en excluant des combinaisons trinaires de ces six sphères, celles dans lesquelles entrent les sphères a', a ", ou b\ b", ou c', c", parce que des sphères concentriques ne peuvent pas se couper, ces combinaisons se réduisent à huit, dans l’ordre suivant :
1 0 abc ; a° a'blc ; 3° ab’c'; 4* a'b'c ; 5* a’b'c ; 6” abc"; 7° a’b’c; 8' a"b"c.
(*) Il suit do colle proposition, que lorsqu'on a sur un plan trois cercles (Jrg. i,pl. Il), et qu’on a mené à deux quelconques de ces cercles» les deux couples de tangentes qui se coupent eu deux points de la droite menée par leurs centres, les tangentes et les droites des centres se rencontrent en six points, qui sont répartis sur quatre droites, de maoière que trois de ces points sc trouvent nécessairement >ur Tune des quatres droite#.
De plus, les trois sphères de l'une quelconque des huit combinaisons sc coupent en deux points; d’où il suit qu’il y a eu général seize points, dout chacun peut être pris pour le centre d’une sphère T d’un rayon déterminé t, qui touche trois sphères données de grandeur et de position. Lorsque la sphère tangente est d’un rayon infini, c’est-à-dire lorsqu’elle devient un plan, 0,11 a vu (art. précédent) que le nombre de plans tangens sc réduisait à huit.
8a. En faisant varier le rayon de la sphère T tangente aux trois sphères données, le centre -de cette sphère prend successivement diverses positions, correspondantes aux valeurs de sou rayon ; les points de contact de- la sphère variable T et des trois sphères fixes , changent continuellement; nous allons démontrer ' .
i° Que les centres des sphères tangentes à trois sphères données, ont pour lieux géométriques, quatre courbes planes du second degré ;
a° Que le lieu géométrique des points de contact de l’une quelconque des trois sphères fixes et de la sphère mobile tangente, est un cercle.
■De la courbe que parcourt le centre d'une sphère mobile , qui touche constamment trois sphères fixes.
83. Cette courbe jouit de la propriété que si l’on prend un point quelconque sur son contour, les distances de ce point aux centres des sphères fixes, diffèrent entre elles d’une quantité ébnstante et indépendante du rayon de la sphère mobile , en sorte que nommant d, d ' , d", ces distances, les quantités d — d', d — d", cr — d sont constantes, quelle que soit la sphère tangente. En effet, adoptant les dénominations do l’article 81, les distances <7, d', d ” peuvent avoir les huit systèmes de valeurs suivantes, qui correspondent aux huit combinaisons (art. 81) des sphères d , a", b ', b", c, c:
3* dzrz t <1, <-+- b, d’—t — c,
3* d = f-h a, dl= t — b, d"~ r-Hc,
h* d=zt — a, d' —t b, d’=t-\-c,
7 ‘ d-è=t — a, /üf — b , d’= t-h c,
8* d es t — a, </=<’— 4, d'xzt — e. '
11 est évident que pour l’un quelconque de ces systèmes, pour le premier par exemple, lei valeurs de d — d', d' — d", d " — d sont constantes et égales aux quantités a — b, b~~c,c — a. - • \
Mais il est à remarquer que le premier et huitième système donnent les ' mêmes valeurs absolues pour les différences des distances d, d\ d\ La même remarque s’applique aux systèmes a et 7, 3 et 6, 4 et 5; donc les centres da toutes- les sphères qui peuvent toucher trois sphères fixes, et qui appartiennent à huit séries différentes, sont distribués sur quatre courbes, telle que pour la première on a :
Pour la seconde courbe, on a :
d — d'=ta — b, d' — d’z=b-\-c, d“ — ■ d — a-hc;
Pour la troisième : *
Pour la quatrième enfin :
d — d' — a -+- b, d' — d“— b — c, d" — d — a -+• Ci
Nous démontrerons que ces quatre courbes sont planes, et que leurs plans sont perpendiculaires aux quatre droites (art. 80), qui contiennent les six sommets des cônes circonscrits aux trois sphères fixes touchées par la sphère mobile; enfin que chacune d’elles résulte de l’intersection d’un cône droit par un plan. * .
De la courbe formée par les points de contact de chacune des sphères fixes et de la. sphère mobile considérée dans toutes ses positions.
84. Parmi les huit séries de sphères qui peuvent toucher trois sphères fixes, prenons-en une à volonté, par exemple la série des sphères qui touchent les sphères fixes extérieurement. Une quelconque des sphères de cette série touche les trois sphères fixes en trois points; nous allons d’abord démontrei- que le plan mené par ces trois points passe parla droite qui contient les sommets «les trois cônes extérienrs circonscrits aux sphères fixes. Nommons comme précédemment A , R, C les sphères fixes touchées, et T la sphère mobile tangente. Le plan qui passe par le centre de la sphère T et par les centres «le deux quelconques des trois sphères A, B, C, de A et fl par exemple, coupe les trois sphères A, B, T suivant trois grands cercles, dont l’un appartenant à la sphère T touche les deux grands cercles des sphères
A et B. * ...
Soient (fig. 3 , pl 3i) X , Y, Z les centres de ces trois cercles, E et F les poinls de contact de la sphère T avec les sphères A et. B; il est évident que
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la droite EF qui joint les points de contact E et F, passe par le sommet O du cône extérieur circonscrit aux spheres A et B, puisque les deux droites OE, OH sont dans le rapport constant des deux rayons parallèles XE, VH des sphères A et B; d'où il suit que quel que soit le rayon ZE ou ZF de la sphère T, la droite qui joint les deux points de contact de cette sphère et des spheres A et B, passe constamment par le sommet O du cône extérièur circonscrit à ces sphères A et B.
Par la même-raison, la droite qui joint les points de contact de la sphère T et des sphères A et C, passe par le sommet du cône extérieur circonscrit à ces sphères ;donC le plan mené par lès trois points de contact de la sphère T et des sphères A, B, C, passe par la droite qui contient les trois sommets des cônes extérieurs circonscrits aux sphères A, B, C; ainsi, menant par cette droite un plan quelconque qui coupe les trois sphères A, B, C suivant trois petits cercles, un quatrième cercle tangent à-ces trois derniers, appartient à une des sphères T, qûi touche les trois sphères A, B, C; d’où il suit que la perpendiculaire au plan de ce quatrième .cercle, élevée par le centre de ce cercle, passe par le centre de la sphère T. *
85. Désignons les points de contact de la sphère T et des sphères A , B, C par les trois lettres », y, et par »', fi', y les points de contact d une outre sphère T avec les mêmes sphères A, B, C. On vient de prouver que le plan des trois points », fi, y,, et le plan des trois points a', fi', y', passent par une mèmd droite, celle qui contient les sommets des cônes extérieurs circonscrits aux spheres A, B, Ç. Maintenant nous allons démontrer que les' six points tu, fi, y, », a’, y', appartiennent à une même sphère.
D'abord en prenant quatre de ces six points dans l'ordre suivant :
> «7*Y, faP'ï,
ils sont dans un même plan et sur une même circonférence; car les droites menées par les points <*, fi:, et par les points », fi', concourent en un même point, qui est le sommet du cône extérieur circonscrit aux sphères A et B; donc le plan mené par ces deux droites coupe les sphères A et B, suivant deux cercles, dont l'un contient les points », fi', et le second los points fi, fi', comme on le voit (/ îg . 3 ,pl. 3l ); or les droites afi', a fi' concourent au même point O, qui représente dans cette figure le sommet du cône circonscrit aux sphères A et B; donc les quatre points », fi, fi' appartiennent à une circonférence de cercle, dont le centre K est déterminé; d’où il suit qu’on pourra mener une sphère par les quatre .points », fi, », fi' et un cinquième point y: or cette sphère contiendra le sixième point y, puisque les quatre points », y, », y ou t,y,fi',y, sont sur une même circonférence; donc les six points », fi, y, », fi\y-
appartiennent à une même sphère : le centre et le rayon de cette s|4ière varient en même temps que les deux sphères T et T' qui touchent les sphères fixes A, B, C. . . _ * ‘ • • ' -
86. Nommons S la sphère qui passe par les six points a, fi, y, «' fi', y; elle coupe la sphère A suivant un petit cercle qui passe par les points «, et les deux sphères T et T' suivant deux autres cercles tangens au premier aux points a, puisque ces sphères sont tangentes à la sphère A. Considérons les tangentes communes au petit cercle de la sphère A et aux deux petits cercles de la sphère S; on a démontré que les plans de ces petits cercles passaient par la dèoite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux trois sphères A, B, C; donc les tangentes à ces cercles passent par la même droite, mais de plus elles sont dans le plan du cercle- d’intersection des sphères A ct S; donc elles passent par le point d’i intersection de ce plan et de la droite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux trois sommets A , B, C. V
87. En supposant que les sphères A, B, C restent les mêmes, et qu’elles
soient touchées par une autre sphère T' différente de T‘, les nouveaux points de contact seront a”, fi", y. On prouvera de la même manière i° que les six points fi, y, «f, fi", y sont situés sur une même sphère S’ qui coupera la sphère A suivant un petit cercle, et les sphères T, T* suivant deux autres petits cercles tangens au premier; a° que les tangentes communes au petit cercle de 4a sphère A et aux deux petits cercles des sphères T et T" se rencontrent en un même point de la droite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux sphères A, B, C : or la tangente commune au petit cercle de la sphère A et au petit cercle de la sphère T né change pas' de position; donc elle coupc la droite qui’ contient les sommets des cônes circo'nscrits en un point qui ne varie pas; donc c’est vers ce point que concourent toutes les tangent05 communes aux petits cercles d’intersection de la sphère constante A et des sphères variables S, S’, S”, etc ; d’où il suit que ce point
est le sommet ,d’un cône droit circonscrit à la sphère A, qui a pour base un cercle dont le plan est perpendiculaire à celui des centres des trois sphères A, B, C.
Ainsi, lorsqu’une sphère variable, qui devient successivement T, T', T"..... touche constamment trois sphères fixes A, B, C , les points de contact a, a, o"
•le l’une des sphères fixes, de A par exemple, et des sphères T, T, T “ , ap-
partiennent à un petit cercle de la sphère A, dont le plan est perpendiculaire à celui qui passe par les centres des trois sphères A, B, G. •
88. La ligne de contact de chacune des trois sphères fixes et de la sphère mobile qui les touche étant un cercle, il s'ensuit que la courbe décrite par le
centre de cette sphère mobile, est commune à- trois cônes droits qui ont pour sommets les centres des sphères lues, et pour bases les petits cercles de contact de ces sphères et de la sphère mobile. De plus nous allons démontrer que relie courbe est plane.
89. Ayant nommé T et T' la sphère mobile considérée dans deux positions différentes, on a vu t° que la sphère T touche les trois sphères fixes A, B, C en trois points te, 8, y, et la sphère T en trois points a’, jS’ y'\ a° que les six points*, (3, >, v!,&,y appartiennent à une même sphère S qui contient les petits cercles menés par les trois points a, /3, y et par les trois points a’, £', y ; 3* que les plans de cfl6. petits cercles passent, quelles que soient les sphères T et T, par la droite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux sphères fixes.
Cela posé, une perpendiculaire au plan du petit cercle ogj. (en désignant ainsi le cercle qui passe par les trois points a, 18, y), élevée par le centre de ce cercle, contient évidemment le centre de la sphère T; de même une perpendiculaire au plan du petit cercle jlgiy élevée par son centre, contient le centre de la sphère T'. Çes perpendiculaires sont dans le même plan, puisqu’elles passent par le centre de la sphère S, et ce plan est perpendiculaire à la droite qui joint les sommets des cônes circonscrits aux sphères fixes. Or le point de rencontre de ces perpendiculaires est d’autant plus près de la courbe que décrit le centre de la sphère mobile, que les deux sphères consécutives T et T’ different moins entre elles; donc, lorsque ces sphères croissent par degrés insensibles, l’intersection successive des perpendiculaires aux plans des cercles <*By, a'Hy, *&y , etc.t menées parles centres de ces cercles, forme la courbe que décrit le centre de la sphère mobile; donc cette courbe a pour tangentes ces perpendiculaires. Mais une ligne dont toutes les tangentes sont situées dans des plans perpendiculaires à une même droite, est nécessairement plane ; donc ta courbe décrite par le centre dune sphère mutile qui touche constamment trois sphères fixes, est plane. Ayant démontré que cette courbe est commune à trois cônes droits dont elle est l’intersection, ou doit conclure que ces cônes se coupent suivant une seule et même ligne plane. Ainsi ta courbe décrite par le centre d'une sphère mobile qui touche constamment trois sfihères fixes , est une section conique, dont le plan est perpendiculaire à une droite qui contient le sommet des cônes circonscrits aux sphères fixes.
90. Un a prouvé (art. 83.) que les centres des huit séries «le sphères qui peuvent toucher trois spheres données, étaient distribués sur quatre courbes differentes; il suit de ce qui précède que ccs courbes sont des sections coniques situées dans des plans perpendiculaires aux quatre droites qui contiennent les sommets des cônes circonscrits aux sphères fixes.
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A chaque courbe, lieu des centres de la sphère mobile, correspond un cercle qui est aussi le lieu des points de contact d’une sphère fixe avec cette sphere mobile ; donc toutes les sphères qui peuvent toucher trois sphères fixes, touchent chacune d’elles en des points qui sont distribués sur quatre petits cercles. Chacun de ces petits cercles étant (art. 87) la ba sé d’uu cône droitqui a son sommet sur l'une des quatre droites. menées par les six sommets des cônes circonscrits aux sphères fixes, on propose la question suivante ! j ,
Connaissant les rayons et les centres de trois sphères, déterminer 1° la position des plans des quatre courbes, lieuse des centres de toutes les sphères qui peuvent toucher les trois sphères données ; a* les quatre petits cercles lieux des points de contact de chacune des sphères données , avec la sphère mobile qui, dam toutes ses positions, est tangente aux sphères fixes. ■ •
91. Solution. Ayant mené par les centres des trois sphères données un plan qui coupe ces sphères suivant trois grands cercles, on tracera dans ce plan les quatre droites sur lesquelles sont distribués les sommets des six cônes circonscrits aux sphères; à chacune de ces droites correspond (art. 87) une série de sphères tangentes aux trois sphères données. Après avoir déterminé le centre d'une quelconque des sphères comprises dans une série, on mènera par ce centre, et perpendiculairement à la droite correspondante à cette série, un plan qui sera un des plans demandés. On construit le centre d’une sphère comprise dans les quatre séri% des sphères correspondantes aux droites qui unissent les sommets des cônes circonscrits, en observant que le rayon de cette sphère est pris arbitrairement, et que son centre est l’intersection de trois sphères dont les rayons et les centres sont, connus.
Soient, comme dans les articles précédens, A, B, C, les trois sphères touchées par une quatrième sphère T, dont le centre est dans un plan perpendiculaire à l'une des droites qui contiennent les sommets des cônes circonscrits aux trois sphères A, B, C, et nommons D cette droite.
Par les points où la sphère T touche les trois sphères A, B, C, on mènera trois plans tangens à cette sphère T. Le plan qui touche les sphères T et A coupera la droite D en un point que l'on considérera comme le sommet d’un cône droit circonscrit à la sphère, A. Ce cône touchera la Spliére.A suivant un petit cercle qni sera le lieu des points de contact de cette sphère A, et de toutes les sphères ( comprises dans une même série) qui touchent à la fois les trois sphères A, B, C. La droite D sera coupée en deux autres points par les
plans qui touchent, l'uli les sphères T et B, l’autre les Sphères T et C. Ces
points seront les sommets des deux autres cônes droits circonscrits aux sphères B et C, les petits cercles de contact des cônes et des sphères, contiennent les points de contact des sphères A, B, C, et de la sphère mobile T qui les touche.
On raisonnera de la même manière pour une autre sphère T' tangente aux trois splières A, B, C, dont le centre serait dans un plan perpendiculaire à une autre droite D', contenant trois sommets de cônes circonscrits aux sphères A, B, C.
La question précédente renferme la suivante, comme cas particulier.
Etant donnés trois cercles dans un plan , trouver un quatrième cercle tangent aux trois premiers (*)?
92. Solution.' On considérera les' trois cercles donnés comme lés grands cercles de trois sphères, et la question proposée sera la même que celle-ci :
Trouver parmi les sphères tangentes à trois sphères données, celles qui
(") C 4 problème, traité algébriquement par Newton et Euler, a été résolu fort élégamment par MM". Cauchy et Poncelet, à l'époque où ils étaient élèves de TÉcolc polytechnique. J*ai publié Ipurs solutions dans la Correspondance, tome Ier, pagc ig3, juillet 1806; et tou^: II, *p. 171, janvier 1811. (f'of. aussi les Annales île mathématique de M. Gcrgoue, avril 1817, tome VII, page >89.)
O11 # encore traité cette question, dans l'hypothèse où le* trois cercles sont donnés sur une sphère. M. Carnot l’a résolue par l'algèbre, dans sa Géométrie de position ' i vol. ôt-i", anbéo »8o3, page 4i5). M. Olivier, ancien officier d'artillerie, m'avait communiqué in>6 solution synthétique de ce problème , que j'ai publiée dans la Correspondance de l’Êcote polytcchnisflic ( tome III , page to, année 1814', et qui se déduit des principes que cous avons exposés.
Soit A (Jtg. t,,pl. 3|) le centre de la sphère sur laquelle on donne troiseercles que je désigne par les lettres X, Y, Z ; le plan mené par ce centre et par les centres des deux cercles donnés X et Y, coupe la sphère suivant Un grand cercle M \mn, et les plans des cercles X, Y suivant des cordes tTN, mn du gland cercle, qui sorti aussi les diamètre* des petits cercles X et Y. ( t'oyez art. loj, liv. l,r.) On a démontré (même article) que par ces déilx petits cercles on peut faire passer deux cùnes obliques, qui ont pour sommets les points de concours S et a des eûtes et des diagonales du quadrilatère MPirn».
En substituant le troisième cercle donné Z au second Y, et le combinant avec le premier cercle X,'on forme deux autres -cènes obliques dont les sommets S’, s’ sont situés hors du plan de la Jtg. -i- La combinaison des deux cercles Y et Z donne encore deux cènes, dont les sommets 5", s" sont aussi hors dn plan de la Jlg. Jj. ~ % 1
Cela posé, la solution de M. Olivier est fondée sur celte considération, que le plan d’un quatrième cercle qui touche les trois cercles donnés X, Y,' Z, est langent & trois' des six cènes qui passent par ces cercles, et dont les sommets sont situés deux à deux sur les trois droites ÿ.r, SV, SV. Parmi les cercles qui peuvent toucher les trois cercles donnés, considérons celui qui est en dehors de ces trois cercles, et qui les touche en trois points. Les tangentes menées par les
ont leurs centres dans le même plan que celui des centres des trois sphères données ? - •
• Pour résoudre cette dernière question, on construira (problème précédent), sur les trois sphères, les quatre petits. cercles lieux des points de contact de ces sphères et de toutes les sphères qui peu«uit les toucher en meme temps; les huit points communs à ces petits cerclés et aux grands cercles donnés des sphères, sont ceux par lesquels doivent passer les cercles tangens aux cercles donnés. Il suit de cette construction que le problème proposé a huit solutions, c’est-à-dire qu étant donnés trois cercles, ils peuvent être touchés par un quatrième de huit manières différentes. t Connaissant les points de contact des trois cercles donnés avec les cercles ^ui peuvent les toucher, il sera facile de distinguer ceux de ces points qui appartiennent au même cercle tangent; mais pour éviter toute difficulté dans le choix de ces points, il conviendra de trouver sur le plan des trois cercles donnés, les traces des plans qui contiennent les centres'des sphères tangentes aux trois sphères de mêmes centres gt de memes rayons que les cercles donnés. Chacune de ces traces contiendra deux des centres des cercles cherchés. A chaque trace correspond un cône droit dont le sommet est (art. 87) sur l’une des droites lieux des sommets des cônes circonscrits aux sphères qui ont ‘ s
points de contact, sont les eûtes d'on triangle dont le plan ne diffère pas de celui du cerale tangent : or, le plan de* tangentes aux cercles X et Y, est évidemment tangent au cône qui fiasse par ces cercles, et dont le sommet est en S; de même le plan des tangentes aux cercle? X et Z est langent au cône, qui passe par ces cercles, et dont 1* sommet est eu S’; donc le plan tangent au co tic du ^sommet S, mené par la droite SS‘, est le plan d'un cercle tangent aux trois cercles donnés X» Y, Z. ^ t
La droite SS' prolongée, rencontre le plan du cercle X qui a pour diamètre U cordc MTV en un point. Menant par ce point deux tangentes au cercle X, et par les tangentes deux plans tangens au cône du sommet S, ces deux plans sc couperont suivant la droitegSS'; et comme chacun de ces plans est aussi tangent au. cône du sommet £*, leur droit e-d'intersent ion SS' contiendra les sommets S, S‘, $¥ des trois cônes qui passent par les cercles donnés X, Y, Z. ; t
On démontrera, de la même manière, que les autres sommets sont situés trois à trois dans l'ordre suivant Sx'/", xS'x% x/S*; d’où il suit i“ que les six sommets S, S’, x, / sent dans un seul et même plan ; que ce plan, (fui est déterminé par deux quelconques des trois droites Sx, S’x, S*/*, coupe la perpendiculaire Kxt au plan du cercle X, élevée sur le milieu x de la corde M N, en un point t qui ne varie pas, quels que soient les cercles donnés' Y et Z, pourvu que le premier cercle X du diamètre MN ne change ni de grandeur ni de position.
Les plans tangens aux six cônes qui passent par les trois cercles donnés X, Y, Z, se coupent deux à deux suivant les quatre droites SS'S*, SxVr, s$‘smt xx'S": or, par chacune de ces droites, on peut menfT deux plans tangens à l'un des six cônes; donc il y a en général huit plans qui coupent la sphère donnée, suivant un cercle tangent aux trois cercles donnés sur ccKc sphère.
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pour grands cercles les cercles donnés. Par le sommet du cône droit, on mène deux tangentes à l’un des trois grands cercles donnés, et chaque point de contact de ces tangentes est aussi celui où le grand cercle est touché par un quatrième cercle qui toucherait les trois cercles donnés ; donc les deux rayons de ce grand cercle, menés par les points de contact, couperont la trace du plan qui contient les centres des sphères tangentes, en deux points qui seront les centres de deux cercles tangens aux trois cercles donnés.
solutiox do problème XIII. (Page j 83).
Mener une sphère tangente à quatre sphères données.
g3. Solution. Soient A, B, C, D lesqnatre sphères données, et S la cinquième sphère qui les touche. Considérant d’abord trois des quatre sphères données, par exemple A, R, C, on construira 1° les plans des quatre courbes qui contiennent les centres de toutes les sphères qui peuvent toucher les trois premières sphères données ; s° on déterminera sur chacune des trois sphères A, B, C, les quatre petits cercles lieux des points de contact de ces sphères avec celles qui leur sont tangentes. On snbstituera ensuite la sphère D à la sphère C, et l’on obtiendra de la même manière, sur chacune des trois sphères A, B, D, les quatre petits cercles lieux des points de contact de ces sphères avec celles qui peuvent les toucher en même temps, ainsi que les quatre plans lieux des centres de ces mêmes sphères. Les quatre petits cercles lieux des points de éftntact de la sphère A, par exemple, et des sphères tangentes aux trois sphères A, B, G, et les quatre petits cercles lieux des points de ‘contact de la même sphère A et des sphères tangentes aux trois sphères A, B, I), se coupent en plusieurs points, parmi lesquels se trouvent nécessairement les points de contact de la sphère A et d'une sphère S tangente aux quatre sphères données A, B, C, D. Pour trouver le nombre et la position de ces derniers points, il faut remarquer que parmi les points a 'intersection des huit petits cercles de la sphère A, on ne doit tenir compte que de cenx qui résultent de l’intersection des petits cercles qui proviennent de combinaisons semblables entre les sphères A, B, C ou A, B, D.
Avant d’expliquer ce que nous entendons par combinaisons semblables et dissemblables, désignons de la manière suivante les quatre petits cercles lieux des points de contact de la sphère A et des sphères qui touchent les trois sphères A, B, C :
(E) A; B; c* , a; B; Ci , a; Bi c; , a;b;c;.
Le premier petit cercle A;B;C‘ est le heu géométrique des points de contact
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île la sphère A et de deux sphères tangentes aux trois sphères A, B, C, les unes tangentes toutes extérieurement, les autres toutes intérieurement : c’est pourquoi on doit lire cette notation de deux manières; ou A'B*C‘, ou
A.B.C,; elle se rapporte à un seul cercle de la sphère A, qui est je lieu géométrique des points de contact île cette sphère et des sphères des deux séries, tangentes extérieurement ou intérieurement. Le second petit cercle A'B'Q ( Usez A'B’C*, ou AjB.C" ) est le lieu des points de cpntact de la sphère A et des sphères qui touchent extérieuremett les sphères A et B, et intérieurement la sphère G, et des sphères qui touchent A et B intérieurement et C extérieurement. Le troisième cercle A^B'.Ç est le lieu des points de confcct de la sphère A et de deux séries de sphères, les unes qui touchent les sphères A et C extérieurement et la sphère B intérieurement, les autres qui touchent les sphères A et C intérieurement et la sphère B extérieurement : enfin le quatrième cercle AjB?Cj est le lies des points de. contact de la sphère A et de deux séries de sphères, les unes qui touchent les sphères B et C extérieurement et la sphère A intérieurement, les autres qui touchent les sphères B et C intérieurement, et la sphère A extérieurement
Les quatre petits cercles lieux des poihts-de contact de la sphère A et des . sphères qui touchent les trois sphères A, B, 1), seront désignés, d’après la même notation, de la manière suivante : ••
a; b;D; , A'B;rv. , a-BID; , a:b*d;.
Des huit cercles (E), (E1), les notations de ceux qui résultent de combinaisons pareilles entre les sphères A, B, C et les sphères A, B, D, comprennent les lettres A et B avec les mêmes ex posans; ainsi les petits cercles A'B;C|, A;B'D; résultent de combinaisons semblables; les petits cercles AjB'Cb A'B;D; résultent de combinaisons dissemblables, et parmi les sphères tangentes aux quatre sphères A, B, C, I), il n’y en a -aucune qui puisse toucher la sphère A en un point de l’intersection de ces deux derniers cercles. En effet, par ce point on ne pourrait mener qu’une sphère qui toucherait les deux sphères A,
B intérieurement ou extérieurement, puisqu’il appartient au cercle A;B^Cf; niais par ce même point on pourrait mener une sphère qui toucherait les deux sphères A et B, l’une intérieurement, l’autre extérieurement, puisqu'il appartient au cercle A'B'JX; or lorsqu’une sphère touche deux sphères A et B, les contacts ne peuvent pas être en même temps tous deux extérieurs ou tous deux intérieurs, et être l’un extérieur, l’autre intérieur; doue il n’y a aucune sphère tangente aux quatre sphères A, B, C, D qui puisse toucher la r sphère A au point d'iutcrseclion des deux cercles de combinaisons dissemblables a :b;c;, a;b;d;.
En raisonnant de la même manière sur deux autres petitSvcerdés de combinaisons dissemblables, situés sur la sphère A, on conclura qu’une sphère tan» pente aux quatre sphères A, B,C, D ne peut loucher la 'sphère A qu'aux points communs à l’un quelconque des quatre cercles (E), et à deux des cercles (E1); d’où il suit qu’il y a en général seize points de contact de l’une quelconque des qgatre sphères A, B, C, D, et d’une cinquième sphère qui les touche toutes quatre en même temps.
Ayant déterminé sur l’un des cercles (E) de la sphère A, les quatre points de contact de cette sphère A et de la sphère qui touche les quatre sphères
A, B,C, D, on mènera par ces points les rayons de la sphère A, et ces quatre rayons prolongés contiendront les centres de quatre sphères tangentes aux sphèreUA, B, C, D. De plus, ces centres seronl’sur l’un des quatre plans (art. 91) qui contiennent les centres des sphères tangentes aux trois sphères A,
B, C, et qui correspondent aux quatre cercles (E); donc les centres et les rayons de quatre sphères tangentes aux quatre sphères A, B, Ç, D, seront déterminés. On construira de la même manière les centres et les rayons des douze autres sphères tangentes aux mêmes sphères A, B, C, D. (A7 oyez lu Correspondance sur l'École polytechnique. Juillet, 1812, tom. Il, pag. 337.)
Résumé des propositions relatives au contact des sphères et des plans , et des sphères entre elles ( art. 77-93 ).
i* Un plan peut toucher trois sphères données de huit manières différentes ;
a° Une sphère d’un rayon déterminé petit toucher trois sphères données de seize manières différentes;
3" Lorsqu’une sphère variable de rayon se meut en touchant constamment trois sphères fixes données de grandeur et de position, la courbe formée sur chacune des sphères fixes par la suite de ses points de contact avec la sphère mobile, est un cercle, et la ligne que le centre de cette dernière sphère parcourt, est une section conique;
4" Trois cercles donnés dans un plan peuvent être touchés par un quatrième cercle de huit manières différentes;
5" Quatre sphères peuvent être touchées par une cinquième sphère de seize manières différentes.
De l’aire d'un triangle sphérique, ou de la surface de la sphère , comprise entre
trois arcs de grands cercles. '
V aiffl * • tf* Vft * •
94. La surface entière de la sphère est équivalente à l’aire de quatre grands cercles de cette sphère. Prenant le rayon de la sphère pour unité, et s pour
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la circonférence de l’un de ses grands cercles, a* ( ou huit angles droits) sera l'aire totale de la sphère. Qu'on imagine cette sphère -découpée en fuseaux par des plans passant par un diamètre de cette sphère : deux Quelconques de ces plans comprennent entre eux un fuseau, dont l’aire dépend évidemment de l’angle compris entre ces deux plans. Supposons cet angle mesuré par un arc A du grand cercle ». Les aires de la sphère entière et du fuseau sont dans le rapport de * à A. On a donc la proportion :
t : A :: air surface entière de la sphère : aire du fuseau ;
d'où il suit que a A est l’expression de l’aire de ce fuseau, le rayon d« la sphère étant l’unité.
Cela posé, considérons ^ triangle sphérique ABC (pl. 3 1 , fig. j), dont un côté AB est un arc du grand cercle ABB'À' qui partage la sphère en deux parties égales, l’une au-dessus, et l’autre au-dessous du plan de ce cercle. Soient AC A’, BCB', les deux autres grands cercles. Les plans de ces trois grands cercles comprennent entre eux trois fuseaux. En comparant les aires de ces fuseaux à Paire de l’hémisphère supérieure, on voit que cette hémisphère est composée i* du Biseau AA'BC compris entre les deux plans qui se coupent suivant le diamètre AA'; a° du fuseau BB'ÂC diminué du triangle sphérique ABC ; 3° du fuseau CC'A’B’ diminué du triangle sphérique A Ü'C, dont l'aire est égale et opposée 4 celle du triangle ABC : or A, B, C étant les angles donnés du triangle sphérique, les aires des trois fuseaux AA'BC, Bfi’AC, CC’A'B'- sont respectivement aA, uB, aÇ. Donc nommant T l'aire du triangle sphérique donné, et se rappelant que » est l'aire de l'hémisphère, on a l’équation suivante :
ir = aA -+- (xB — T) -4- (aC — T);
d’dù Ion tire :
c’est-à-dire que l’aire d’un triangle sphérique tracé sur une sphère dont le rayon est l’unité, est l’excès de ses trois angles, sur deux angles droits, la surface de la sphère étant huit angles droits.
Tous ceux qui ont étndié la géométrie de M. Legendre connaissent ce théorème remarquable; qu’il a donné pour réduire la résolution des triangles sphériques très-petits, à celle des triangles rectilignes :
« Étant proposé un triangle sphérique dont les côtés sont très-petits par rapport au rayop de la sphère, si de chacun de scs angles on retranche le tiers de l’excès de la somme des trois angles sur deux angles droits, les angles ainsi diminués pourront être pris pour les angles d’un triangle rectiligne, dont les côtés sônUégaux en longueur à ceux du triangle sphérique proposé. » , % > '
OMBRES ET PERSPECTIVE
§ ltr. — Introduction.
g5 j,v théorie géométrique des ombres et cle la perspective est fondée sur plusieurs hypothèses que les physiciens ont admises, pour expliquer les phénomènes de la vision. On sait que tous les corps sont ou lumineux, ou opaques, ou transparens; un point quelconque d’un corps lumineux est considéré comme le centre d’une infinité de rayons blancs, qui se propagent en lignes droites dans tous les sens, hors du corps lumineux. Ces rayons ne conservent leur blancheur et leur direction primitive, que lorsqu'ils traversent un milieu l*>raogène. La lumière se comporte comme un fluide compoîé de molécules parfaitement élastiques; elle est soumise aux forces attractives ou répulsives des molécules des corps qu’elle traverse, ou dont elle s'approche à des distances imperceptibles. La loi suivant laquelle ces attractions moléculaires s’exercent, détermine le mouvement de cliaque rayon lumineux dans des milieux donnés, ou vers les bords des corps éclairés.
-.96. On suppose, dans la théorie géométrique des ombres, que la lumière se meut toujours en ligne droite, soit au contact des corps dont elle rase les bords, soit dans le milieu qu’elle traverse et que l’on regarde comme homogène. On fait abstraction, dans cette théorie, des forces qui produisent les phénomènes de l’inflexion, de la réfraction, et de la décomposition de la lumière blanche en rayons colorés. On admet que chaque point de la surface visible d’un corps non lumineux par lui-méme, devient le centre d’une infinité de rayons réfléchis, qui se propagent eu faisceaux comme les rayons directs d’un corps lumineux; ce point est visible dans la direction de l’axe du faisceau dirigé vers l’œil du spectateur.
On suppose encore, dans la théorie géométrique de la perspective, que l’œil est un point unique vers lequel viennent concourir tous les rayons de lumière, qui portent sur la rétine l’image des objets visibles.
97. Ces hypothèses admises, nous ne considérerons d’abord dans l’espace qu’un seul corps lumineux, et des points pris en dehors de ce corps. Chaque
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GEOMETRIE DESCRIPTIVE, point du corps lumineux sera le centre d’une infinité de rayons, qui se propageront en lignes droites dans toüs les sens, en dehors du plan tangent à la surface du corps lumineux mené par ce point.
Chaque point pris en dehors du corps lumineux sera éclairé, et la quantité de lumière qu il recevra sera déterminée par le cône qui a ce point pour sommet, et qui est circonscrit au corps lumineux; tous ces points seront totalcment éclairés; mais leurs clartés seront inégales, puisqu’elles ont pour mesures les volumes variables des cônes lumineux compris entre les points éclairés, et les lignes de contact du corps lumineux et des cônes qui l’enveloppent.
g8. Plaçons maintenant en dehors du corps lumineux, un corps opaque, et considérons un point quelconque de l’espace, comme le sommet de deux cônes solides, dont les surfaces sont circonscrites, l’une à la surface du corps lumineux, l'autre à celle du corps opaque. Lorsque ces deux cônes n’ont de commun que leur sommet, le pointée l’espace est totalement éclairé. lorsque le premier cône est. eh totalité dans Antérieur du second, le point est totalement privé de lumière ; mais si le second cône est en totalité ou partiellement dans le premier, le point est privé d’une portion dé la lumière qu’il aurait reçue, si le Corps opaque «'existait pgs ; d’où il Suit que, dans l’hypothèse d’un espace qui ne contient qu’un seul corps lumineux, et un seul corps opaque, cet espace se divise en trois autres espaces : le premier totalement éclairé, qui est le jour; lé second totalement privé de lumière, qu'on nomme l 'ombre; enfin le troisième partiellement éclairé, qn’on appelle pénombre. La surface du corps opaque se divise, comme l’espace, en trois surfaces qui appartiennent, la première au jour , la seconde à l 'ombre, la troisième à la pénombre. Pour le démontrer, on mènera par un j oint quelconque de la surface du corps opaque, uq plan tangent à cette surface. En considérant ce plan com tue nne .plaque mince opaque, ou il interceptera les rayons de lumière qui, partant du corps lumineux, sont dirigés vers le corps opaque, 'ou placé au-delà de ce second corps, il n’interceptera aucun des rayons qui l’éclairent; ce qui présente plusieurs casque nous allons examine» successivement.
1° Le plan tangent à la surface du corps opaque, ne rencontre pas la surface du corps lumineux, et il est placé entre les surfaces de ces deux corps. Dans ce cas, le point de contact est totalement éclairé; il reçoit toute la lumière comprise dans le cône qui a ce point pour sommet, et qui est circonscrit à la surface du corps' lumineux.
a*- Le plan tangent à la surface du corps opaque ne rencontre pas la surlace du corps lumineux, mais il est placé de manière que le corps opaque et le corps lumineux sont du même côté par rapport à ce plan. Dans ce cas, Te point de contact sur le corps opaque est totalement privé de lumière. Le corps
opaque intercepte toute la lumière comprise dans le cône qui aurait ce point pour sommet, et qui serait circonscrit au corpsdumineux. »
3° Le plan tangent à la surface du corps opaque rencontre la surface du corps lumineux, et la coupe suivant une ligne courbe; dans ce cas, le point de contact n’est que partiellement éclairé, car le cône dont ce point est le sommet, et qui est circonscrit au corps lumineux, touche la surface de ce corps, suivant une autre ligne courbe; la portion de cette surface comprise entre* la courbe de contact et la ligne d’intersection par le plan tangent au corps opaque, détermine la quantité de lumière qui peut arriver du corps lumineux au point de contact du corps opaque : or cette lumière n’occupe qu’une portion du cône qui a pour sommet le- point de contact, et qui est circonscrit au corps lumineux; donc le point de contact 11'qpt que partiellement éclairé. • •
4* Le plan tangent à la surface du corps opaque est aussi tangent à la surface du corps lumineux. En supposant que le plan ait tuic épaisseur, les deux points de contact sont du même côté de ce plan ou de côtés différens. Considérons d’abord le premier cas ; alors le point de contact est éclairé par un seul rayon de lumière; le cône lumineux qui a ce point pour sommct,se réduit à la ligne droite menée pâr les deux points de contact. Si l’on conçoit la surface développable engendrée par un plan mobile, qui touche constamment du même côté de ce plan les deitx surfaces du corps opaque et du corps lumineux, chaque point de la ligné de contact de cette surface développable et du corps opaque ne sera de même éclairé que par un seul rayon de lumière.
5° Le plan tangent k la surface du corps opaque est aussi tangent à la surface du corps lumineux; mais les deux points de contact sont placés de côtés différens, par rapport au plan tangent qui aurait une épaisseur sensible. Dans ce cas, le point de contact est totalement éclairé, car il peut recevoir toute la lumière comprise dans le cône qui a ce point pour sommet, et qui est circonscrit au corps lumineux. Le plan mobile qui, dans chaque position, est tangent aux deux surfaces du corps opaque et du corps lumineux, de manière que les deux points de contact soient sur les deux faces opposées du plan tangent, ehgcndre une autre nappe de la surface développable du cas précédent, et tous les points de la courbe de contact de cette nappe et du corps opaque sont totalement éclairés. Pour distinguer ces deux nappes, qui sont les limites l’une de l’ombre, et l’autre de la pénombre, nous appellerons la première nappe de l'ombre , et la seconde, nappe de la pénombre. La partie de la surface du corps opaque qui appartient à la pénombre est comprise entre deux courbes; chaque point de la première courbe n’est éclairé que par un seul rayon de lumière, et chaque point de la seconde reçoit toute la lumière corn-
GEOMETRIE DESCRIPTIVE, prise dans le cône qui a ce poîut pour sommet, et qui est circonscrit au corps lumineux. «
. 99. Pour éclaircir cette théorie par un exemple, on peut supposer que le corps lumineux et le corps opaque sont des sphères; dans ce cas, les deux nappes de la surface développable circonscrite aux deux sphères se séparent, et chacune d’elles est une surface conique droite. La nappe de l'ombre devient •un cône droit, dont le sommet, situé sur la ligne qui joint les centres des deux sphères, est au-delà de ces sphères. La nappe de la pénombre est un second cône droit, dont le sommet est encore situé sur la ligne des centres, mais entre les sphères.
' Les lignes qui séparent sur la sphère opaque la zone éclairée de la pénombre, et la pénombre de l’ombre, sont deux petits cercles de cette sphère, situés dans des plans perpendiculaires à la droite qui joint les centres des deux sphères.
100. Ayant déterminé la surface de l’ombre et de la pénombre, dans l’hypothèse d’un seul corps lumineux, qui éclaire un seul corps opaque, ajoutons-y un second corps opaque, qui aura, comme le premier, son ombre et sa pénombre;^ partie éclairée du second corps opaque réfléchira la lumière qu’il reçoit du corps lumineux; alors les deux corps opaques sc comporteront l’un à l’égard de l’autre, comme le corps lumineux par rapport à chacun d’eux. Un point pris dans l'ombre de l’un des corps opaques, sera en partie éclairé par l’autre corps opaque. Dans cette hypothèse, il n’y aura plus d’ombre totale. Les points de l’espace seront néanmoins très-inégalement éclairés; c’est cette inégalité de clarté qui produit ce qu’on appelle ordinairement l 'ombre d’un corps. L’ombre prise dans ce sens, est un espace moins éclairé qu’un autre espace contigu.
Ainsi lorsque des objets sont éclairés par le soleil, l’ombre de ces objets n’est pas un espace totalement privé de lumière.
L’atmosphère, et tous les corps qui environnent les objets éclairés, réfléchissent la lumière dans tous les sens, et toutes les parties de l’espace, reçoivent plus ou moins de la lumière réfléchie. O11 fait voir dans les cours d’optique le contraste d’on espace éclairé et d’une ombre totale. L’observateur est dans l’intérieur d’une chambre obscure, dont les parois sont peintes en noir. Une ouverture à circulaire faite à l’une de ces parois permet à la lumière solaire d’y pénétrer : on reçoit cette lumière sur un tableau blanc vertical. La partie de ce tableau frappée par la lumière, est parfaitement éclairée; le jeeste du tableau est complètement privé de lumière sensible. L’image blanche du soleil se détache sur un fond noir; d’ou résulte un contraste qui nous trompe sur l’intensité de la couleur. Une disposition naturelle de l’organe de
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la vue nous porte à juger le blanc qui est en contact avec le noir, plus blanc qu’il n’est réellement, et réciproquement le noir voisin du blanc, plus noir qu’il n’est effectivement.
101. Lorsque le foyer de lumière cesse d'être un corps étendu aux trois dimensions, et qu’il se réduit à une ligne courbe lumineuse, un point quelconque de l’espace qui est totalement éclairé, reçoit le cône de lumière dont ce point est le sommet, et qui a pour base la courbe lumineuse. Interceptant par un corps opaque une partie de la lumière dirigée vers un point, ce point est dans la partie d# l’espace que nous avons nommée (art. 08) pénombre. II y aurait encore pénombre, dans l'hypothèse où la courbe lumineuse serait plane. Un point situé dans le plan de cette courbe pourrait ne recevoir qu’une partie de la lumière comprise dans l’angle dont le point serait le sommet, et qui dYfrait pour côtés, des tangentes à la courbe plane lumineuse; mais si l’on suppose le foyer de lumière réduit à un point, alors un autre point quelconque de l’espace n’est éclairé que par un seul rayon de lumière dirigé suivant la droite qui joint ces deux points; d'ou il résulte que dans cette dernière hypothèse, il n’y a aucun point de l’espace qui soit partiellement éclairé, autrement, qu’il n'y a pas de pénombre possible. La surface dc’veloppable de. l’ombre devient une surface conique qui a pour sommet le point lumineux, et-qui est circonscrite à la surface du corps opaque. Lorsque le point lumineux est à une distance infinie du corps opaque, la surface co- » nique de l’ombre se transforme en une surface cylindrique, également circonscrite au corps opaque, et dont la génératrice est parallèle aux rayons de lumière.
Conclusions.
10a. L’ombre et la pénombre d’un corps opaque ont pour limites les deux nappes de la surface développable, engendrée par un plan mobile constamment tangent à la surface du corps opaque et à celle du corps lumineux. Os nappes tangentes à la surface du corps opaque divisent cette surface en trois zones :1a première de ces zones est totalement éclairée, la seconde totalement dans l’ombre; la troisième est partiellement éclairée, ou dans la pénombre.Celte dernière zone est comprise entre les deux courbes de contact de la surface du corps opaque et des deux nappes de l’ombre et de la pénombre. Un point quelconque de la première courbe ne reçoit du corps Ituniueux qu’un seul rayon de lumière; un point quelconque çle la seconde courbe est complètement éclairé, c’est-à-dire qu’il reçoit tout le cône de lumière dont il est le. sommet, et qui est circonscrit au cône lumineux.
La zone du corps opaque, renfermée dans la courbe de contact de la sur-
ao/, GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
face de ce corps et de la nappe de l'ombre, est totalement privée de lumière. La zone, renfermée dans la seconde courbe de contact, qui appartient à la nappe dé la pénombre, est totalement éclairée. .
Enfin la zone du corps opaque, comprise entre les deux courbes de contact avec les deux nappes, est sur ce corps la limite de la pénombre ; chacun des points de cette courbe n’est que partiellement éclairé par le corps lumineux.
Lorsque le foyer de lumière est réduit à un point unique, ce qui comprend te cas où les rayons de lumière sont parallèles entre eux, tous les points de l’espace sont totalement éclairés ou totalement dans l'ombre ; il n’y a plus de pénombre. La surface de l’ombre d’un corps opaque est un cône ou un cylindre circonscrit à la surface de ce corps.
§ IL DES OMBRES ET DF. LA BEBSPKCTtVK I.1XÉAIRES. • >
io3.0n sait que l’application la plus immédiate de la géométrie descriptive est la représentation des corps sur deux plans de projection- (art. 1 ", liv. Ier). Chacun des points pris à la surface de ces corps étant détermine par ses projections sur deux plans rectangulaires, la combinaison des. lignes droites ou courbes tracées sur les plans, fera connaître la forme, les dimensions et la position respective des objets représentés. Pour compléter cette description, on conçoit que les corps sent dans un milieu éclairé; qu’ils sont eux-mêmes en partie éclairés, en partie dans l’ombre; que leur ombre se projette sur d’autres corps environnans, ou sur les plans de projections. Les lignes de séparation d’ombre et de lumière, les contours d’ombres portées, en un mot tout ce qui résulte de l’hypothèse qu’on a faite sur la manière dont les corps sont éclairés, sert de base aux jugemens que nous portons sur la forme et la position respective des objets. Les lignes déterminées d’après cette hypothèse ont aussi leurs projections, et la construction de ces lignes est, dans un grand nombre de cas, un complément nécessaire de la description géométrique des corps. La construction de ces lignes n’est d’aucune utilité pour l’artiste qui se propose d’exécuter en relief un objet dont il a les deux projections; mais elle est d’un grand secours à l’ingénieur chargé de l’examen d’un projet qu’il ne connaît que par des dessins et par des mémoires joints & ces dessins.
> jo4- Il était nécessaire pour atteindre le but qu’on s’est proposé en déterminant les lignes de séparation d’ombre et de lumière, et Jes contours d’ombres portées, de faire sur la manière dont les corps sont éclairés, une liypo-
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thèse simple dont on -pouvait prévoir facilement toute les conséquences. Il était encore important que celle hypothèse ne s'écartât pas beaucoup de ce qui se passe continuellement sous nos yeux. On satisfait à ces conditions, en supposant que les corps sont éclairés ou par des rayons de lumière parallèles entre eux, ou par un seul point lumineux dont la position est donnée; , c’est ainsi que pour chaque instant de jotir, tous les objets sont éclairés par le soleil. A la distance dont cet astre est de la terre, les rayons solaires, quelle que soit leur direction, nous semblent toujours parallèles entre eux, qu^aue néanmoins ils convergent sensiblement vers la terre.
L’ombre des corps éclairés par la lumière d'une bougie ou d’un quinquet, diffère d autant moins de celle qui résulterait d’un point lumineux unique, que les dimensions de la flamme sont plus petites, et dans tous les cas, le centre de cette flamme peut être considéré comme le point lumineux.
Des ombres dans l'hypothèse oà les corps sont éclairés par des rayons de lumière parallèles, ou par un seul point lumineux.
105. Chaque rayon de lumière doit être considéré comme ptie droite qui traverse tous les milieux transparais, et s’approche indéfiniment des corps opaques en conservant toujours sa direction primitive. Les rayons tangens à la surface de chaque corps opaque forment on une surface conique ou une surface cylindrique tangente à la surface de ce corps, et il est évident que la ligne de contact de ces fieux surfaces est sur le corps opaque la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Cette ligne est en général une courbe à double courbure, et dans quelques cas particuliers une courbe plane. Chaque point de cette ligne est sur la surface du corps opaque, le point de contact de cette surface et d’un plan tangent qui passerait par le point lumineux, ou qui serait parallèle à des rayons de lumière dont la direction est donnée.
La limite de l'ombre d’un corps opaque quelconque est ou nue surface conique, ou une surface cylindrique, selon que la lumière part d’un point à une distance finie ou infinie des corps éclairés. La ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un corps opaque, peut être considérée comme la ligne de contact de la surface de ce corps et delà surface de l’ombre.
106. Lorsque le corps opaque est un polyèdre à faces planes, les arêtes intersections des faces éclairées et de celles qui ne le sont pas, forment sur chaque polyèdre un polygone dont en général les côtés ne sont pas dans le même plan ; la pyramide qui a pour base ce polygone et pour sommet le point lumineux, détermine l’ombre du polyèdre; cette ombre se prolonge indéfiniment au-delà du polyèdre, à partir du polygone qui est la séparation d’ombre
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et de lumière. Lorsque les rayons de lumière sont parallèles entre eux, la pyramide devient un prisme qui a de même pour base le polygone dont rbaque côté est l'intersection de deux faces, l’une éclairée, et l’autre qui ne l’est pas; les arêtes du prisme sont parallèles aux rayons de lumière.
9 107. L'ombre d’un corps opaque ayant pour limite la partie de la surface
conique ou cylindrique circonscrite à la surface de ce corps, qu'on prolonge indéfiniment au-delà de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, tous les^Jijels placés dans cette ombre sont totalement privés de lumière; mais si l'oirconçoit un autre corps opaque ou transparent, dont la surface est pénétrée par celle de l’ombre, l'intersection de ces deux surfaces sera une ligne qu’on appelle aussi ombre du premier corps opaque, quoiqu’elle 11e soit que le contour de l'ombre portée par le premier corps sur le second. Appelant ombres linéaires les contours d’ombres portées par les corps opaques sur d’autres corps, et les lignes de séparation d'ombre et de lumière, qu’on a définies (art. to5), la détermination de ces ombres sera l'objet du paragraphe suivant; elle comprendra la perspective linéaire que nous allons définir.
m De I a perspective linéaire.
108. Chaque point d'un corps éclairé n’est visible que par le rayon, ou par le petit faisceau de rayons de lumière, dont l’axe est dirigé vers l'œil d’un spectateur. Pour définir la science qu’on nomme perspective , nous supposerons qu’on ait placé entre l’œil du spectateur et les corps qu’il aperçoit, une toile ou un tableau parfaitement transparent, de même couleur que le milieu dans lequel il est placé. Quelle que soit la surface de ce tableau, plane ou courbe, nous concevrons que chaque rayon visuel qui le traverse, y laisse l’impression de la direction de la lumière, de son intensité et de tous les accidens qui déterminent les effets d’une vision parfaite : il est évident que ce tableau devra produire sur l’œil du spectateur la même sensation que les objets eux-mêmes; que supprimant les objets, le spectateur n’en sera point averti, tant que l'image sera sous ses yeux. Cette image, peinte sur le tableau, est une perspective complète, qui comprend deux parties très-distinctes, qu’on nomme perspective linéaire, et perspective aérienne. Elle se réduit à la première partie lorsque les rayons visuels, en traversant le tableau, n’y ont laissé que l'impression de leur direction. La perspective aérienne est un art dont les règles servent de complément à la perspective linéaire : elle a pour objet de mettre sur chaque point du tableau la teinte et la couleur du rayon visuel qui passe par ce point; les grands tableaux des peintres anciens et modernes prouvent assez que cette science est arrivée à un haut degré de
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GEOMÉTRIB DESCRIPTIVE, perfection : cependant elle n'a jamais été écrite; on ne l'apprend que dam, les ateliers de peinture. Un géomètre qui serait à la fois peintre et physicien, et qui considérerait la lumière sous le rapport de l’art, ferait un travail d'une grande utilité, et qui manque presque entièrement (*).
109. D’après la définition de la perspective linéaire, la perspective d’un point de I espace est sur un tableau donné de forme et de position, le |>oint d intersection de la snrfacede ce tableau et de la droite menée par ce point et par l’œil du spectateur considéré comme un autre point (art. 9G).
La perspective d’une ligne courbe est l’intersection de la surface conique qui a pour sommet l'œil du spectateur, et pour base la ligne courbe visible. -
La perspective d’une surface a pour limite la courbe traoée sur le tableau, qui est la perspective d’une autre courbe de la surface qu’on nomme contour apparent : eette seconde courbe est la ligne de contact de la surface visible et d’un cône qui a pour sommet l’œil du spectateur.
La détermination des ombres linéaires , et la pêrspèctive linéaire, ne comprennent que ces deux problèmes de géométrie :
1° Trouver l’intersection d’une surface conique dont on connaît le sountiet et la base, et d'une autre surface donnée.
Ce problème comprend le cas où la surface conique devient une surface cylindrique dont on connaît la base, et qui a pour génératrice une droite doqt la direction est donnée.
a" Trouver la courbe de contact d'une surface donnée, et dTtn cône dont on connaît seulement le sommet.
Ce second problème comprend le cas où le cône circonscrit à la surface proposée devient un cylindre dont les arêtes sont parallèles à une droite donnée.
La solution de ce dernier problème sert de base aux constructions graphiques, relatives aux ombres et a la perspective linéaires.
(’) Monge s'était beaucoup occupé tlo plusieurs questions relatives à la perspective aérienne On a trouvé dans ses papiers une rédaction de la .leçon qu'il avait d'abord donnée aux Écoles 1101 males de 179!, et postérieurement à l'École polytechnique. Le talent de Monge, comme proiesscur, brillait dans tout son éclat, lorsqu’il parlait de peinture ou dtrchilcclurc. On a rappelé des souvenirs très-agréables aux élèves qui ont eu le bonheur de l’entendre, en publfaut ses Keeherches sur le dessin au lavis, avec sa Géométrie descriptive, réimprimée en 1820 J>ar les soins de il. Brisson-Huart. *
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J III. CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES RELATIVES AUX OMBRES ET A LA PERSPECTIVE
LINÉAIRES. v
v Du cône ou du cy lindre tangent à une surface.
no. Lorsqu’un cône ou un cylindre est tangent à une surface donnée, un plan quelconque mené par une droite du cône ou du cylindre, coupe la surface suivant une courbe qui a pour tangente la droite ; le point de contact sur cette droite appartient à la ligne de contact du cône ou du cylindre, et de la • surface proposée.
La surface étant définie, des plans verticaux menés par le sommet du cône tangent, on parallèlement aux droites du cylindre tangent, coupent la surface suivant des lignes qu’e l’on construit par la méthode exposée ( livre Ier, art. G6).
Les tangentes à ces lignes menées par le sommet du cône, ou parallèlement à la génératrice du cylindre, sont des droites du cône ou du cylindre tangent, et les points de contact sur les lignes de la surface proposée appartiennent à la courbe de contact de cette surface et du cône ou du cylindre. La construction de cette courbe est ramenée à la solution de cette question de géométrie plane : par un point donné hors d’une courbe plane, mener une tangente à cette courbe, ou lui mener une tangente qui soit parallèle à une droite dtïnnée ?
Cette méthode, pour déterminer le cône ou le cylindre tangent aux surfaces, s’applique à toute surface dont on connaît la génération, et pour laquelle on peut assigner la génératrice qui passe par un point quelconque de cette surface. Si l’on demandait la section du cône ou du cylindre tangent par un plan donné, on pourrait l'obtenir avec une exactitude suffisante pour la pratique, sans être obligé de construire par points la ligne de contact du cône ou du cylindre tangent et de la surface proposée. Il suffirait de projeter sur le plan donné la ligne génératrice de la surface proposée, par des droites concourantes vers le sommet du cône, ou par des droites parallèles à celles du cylindre : les projections de cette ligne, considérée dans toutes ses positions, seraient touchées paç une courbe unique, qui serait la section demandée du cône ou du cylindre tangent; connaissant la section plane d’un cône et son sommet, ce cône est déterminé.
Un cône ou un cylindre peut être inscrit ou circonscrit à une surface; dans les deux cas, nous les désignons par cône tangent , cylindre tangent. La détermination d’un cône tangent comprend celle d’un cylindre tangentdont la droite
génératrice est donnée en direction, car le cylindre est un cône dont le sommet est à l’infini sur» une droite dont la direction est connue.
1 1 1. Le contour apparent d’une surlace étant(art. 109 ) la base d’un cône tangent à cette surface, on déterminera ce cône par la méthode générale qui vient d’étre exposée. Si Tou regarde le sommet du cône comme un point lumineux, le contour apparent devient la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface. Cette ligne, dans l'hypothèse des rayons lumineux parallèles, appartient au cylindre tangent, dout la droite génératrice est aussi parallèle à ces rayons. I
Des deux méthodes ( art. no) par lesquelles on détermine le cône où le cylindre tangent, il est à remarquer que la première seulement donne lè contour apparent, ou la courbe de contact du cône et de la surface proposée. Jji seconde donne seulement une section du cône tangent; néanmoins ce cône ayant pour sommet l’oeil du spectateur, la sectiqn sera la perspective du contour apparent, en prenant le plan de la section pour le tableau.
Des surfaces développables et de leurs enveloppes.
1 ta. Lorsqu'une surface conique est tangente à une autre surface, un plau tangent à la première surface est aussi tangent à la seconde; le contact du plan et du cône se fait suivant une arête de ce cône; l’intersection de cette arête, et de la ligne commune au cône et à la surface détermine le point de contact de cette surface et du plan; il suit de cette considération que la courbe de contact d'une surface et d’un cône tangent à cette surface, est le lieu géométrique des points de contact de la surface, et des plans tangens à la surface menés par le sommet du cône. Dans le cas où la surface proposée est développable, le cône ou le cylindre tangent se réduit à un plan, et pour déterminer ce plan, il suffit de mener par le sommet du cône, un plan quelconque qui coupe la surface développable suivant une courbe; la droite tangente à cette courbe menée par le sommet, et la droite de la surface développable qui passe par le point de contact, déterminent le plan tangent. Si ce plan devait être parallèle à une droite donnée, on couperait la surface développable par un plan parallèle à cette droite’, et on mènerait une tangente à la section, parallèle à la même droite; cette droite tangente, et la droite de la surface développable menée par le point de contact, détermineraient le plan tangent. Le nombre de plans tangens qu’on peut mener à la surface dévqjoppable, est égal au nombre de tangentes qu’on peut mener par un point donné, ou parallèlement à une droite donnée, à une section de la surface dont le plan passe par ce point, ou est parallèle à la droite donnée.
1 i'3. De quelque manière qu’une surface développable se meuve, les courbes qyi résultent de ses intersections successives forment une seconde surface, qui est l’enveloppe de l’espace que parcourt la première ( art. l\i, liv. Ifr V lies courbes étant connues, la ligne de contact de la surface enveloppe et d’un cône dont on donne le sommet, sera déterminée. Eu effet, la surface mobile considérée dans une position quelconque est coupée par deux surfaces adjacentes suivant deux courbes; et l'élément de surÇjce développable terminé par ces courbes, appartient à la surface enveloppe : or le plan tangent à la sifrface mobile, mené par le point donné, touche cette surface suivant une droite, et l’élément de -la surface enveloppe suivant une portion de cette droite; donc le point d'intersection de la courbe qui termine cet élément, et de la droite de la surface développable, à laquelle appartient ce même élément, est sur la ligue de contact de la surface enveloppe de la surface développable mobile, et du cône.qui a son sommet au point donné.
Du cône ou du cylindre tangent à une surface enveloppe.
'■ ti 4- Nous déterminerons le cône tangent aux surfaces dites enveloppes ( art. 47, liv. 1er ), par une méthode particulière plus simple, plus exacte que la méthode générale précédemment exposée ( art. 1 to ). -
Pour, comprendre le principe sur lequel celte méthode est fondée, il faut considérer sur une enveloppée mobile deux ligues, savoir, la caractéristique de l’enveloppe, qui est ( art. 47, liv. Ier ) l’intersection de l’enveloppée mobile avec elle-même, et b courbe de contact avec un cône de même sommet que le cône tangent à l’enveloppe. Lorsque ces deux lignes se coupent, le point d'intersection appartient n la courbe de contact de l'enveloppe et du cône demandé ; car l’enveloppe et l’enveloppée ayant en ce point même plan tangent, ce plan passe par le point donné, sommet du cône tangent à l’enveloppe.
Nous allons prendre pour exemples les surfaces de révolution et les surfaces réglées ; elles sont comprises dans la famille des surfaces enveloppes , car les premières ont pour enveloppées des cônes droits, des sphères, ou des cylindres droits, qui ont pour bases les sections méridiennes : elles ont pour caractéristiques «les cercles; les surfaces réglées ont pour enveloppées des hyperboloïdes à une nappe, ou des paraboloides hyperboliques, et pour caractéristique des ligues droites. L'application de la méthode est facile pour ces deux genres d’enveloppes, parce qu’on trouve directement sur chaque caractéristique, le point de contact de l’enveloppe, et d’un plan passant par le sommet du cône tangent à cette enveloppe.
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Du cône ou du cylindre circonscrit aux surfaces de révolution et à leurs enve- •V loppes. — De la sphère et de ses envelop/res.
1 1 5. La sphère est une surface de révolution, qui a pour axe l’uu de scs diamètres, et pour section méridienne le grand cercle dont le planquasse par ce diamètre, la courbe de contact de la sphère et d’un cylindre est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite génératrice du cylindre tangent. Un cène touche la sphère suivant le petit cercle d’intersection de cette sphère et d’une seconde sphère qui a pour diamètre la distance du sommet du cône au centre Ue la première.
I)e quelque manière qu'une sphère constante ou variable de rayon semeuve, les intersections successives de la sphère mobile sont des cercles, parce que deux sphères qui se pénétrent ont pour ligne d’intèrsection un cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite qui joint leurs centres (art. ao3, liv. Ier ). La sphère mobile considérée dans une position quelconque, étant coupée par les deux sphères adjacentes suivant deux cercles, la zone sphérique comprise entre ces deux cercles est un élémenlde la surface enveloppe, lieu des intersections successives de la sphère mobile. Lorsque le cercle qui termine cet élément est rencontré par le cercle de contact de la sphère mobile et du cône dont on connaît le sommet, les points de rencontre appartiennent à la ligne de contact de la surface enveloppe, et du cône tangent à eette surface; car les plans tangens à l’enveloppe, menés par ces points, passeraient par le sommet du cône ( art. 1 14 ).
Si la surface enveloppe de la surface mobile sc monvait elle-même suivant une loi donnée , elle engendrerait une nouvelle surface enveloppe. Connaissant pour chaque position de la première enveloppe sa caractéristique ( art. 1 1 4 ), et la ligne de contact de cette enveloppe mobile avec le cône qui lui est tangent , l’intersection de ces deux lignes serait un point de la ligne de contact de la seconde enveloppe, et du cône tangent à cette en\eloppe. Il en serait de même de toutes les enveloppes successives, qui dériveraient de la même surface primitive, poftr lesquelles on déterminerait, par des procédés analogues, leurs lignes de contact avec un cône dont
le sommet serait donné.
Du cône tangent à Une surface de révolution.
j * ^ ne surface de révolution peut être considérée comme l’enveloppe ou
>1 un cône, ou d une sphère, ou d’un cylindre mobile; d’où l’on déduit trois
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méthodes pour déterminer la courbe de contact de cette surface, et d'un cône qui lui est tangent. * . v‘ v
Qu’on imagine par un point quelconque d’nne surface de révolùtion deux plans, l’un perpendiculaire à l’axe, et l’autre passant. par l'axe; la section du premier plan est un cercle, et La section du second plan une courbe méridienne. La tangente à cette courbe menée par le point de rencontre des deux sections, rencontre l’axe de révolution en un point, et ce point est le sommet d’un cône droit tangent à la surface, qui a pour base la section circulaire. Il n’y a aucun cercle de la stirface de révolution, qu’on ne puisse regarder comme la courbe de contact de cette surface, et d’un cône droit qui aurait son sonjmet sur l’axe de révolution; d’où il suit qu’une stfrface de révolution • est l’enveloppe de l’espace que parcourt un cône droit, qui varie de manière que sa base étant un cercle de la surface de révolution, sa génératrice est une tangente à la section méridienne, menée par le point où cette section coupe la base circulaire; le sommet dircpne mobile étant constamment sur l'axe de révolution, ses intersections successives sont des cercles de la surface de révolution. Considérant le cône droit dans une position quelconque, et menant par le sommet du cône qui doit être tangent à la surface de révolution, un plan tangent au cône droit, l’aréte de contact sur Ce cône et sa base circulaire se couperont en un point; ce point appartient à la ligne de contact de la surface de révolution et du cône tangent à cette surface, dont le sommet est donné hors la surface; car le plan tangent à la surface de révolution, ^mené par le point ainsi déterminé, passerait par le sommet du cône inscrit ou circonscrit.
1 17. Une sphère mobile qui aurait successivement pour rayons, les parties de normales à la section méridienne d’une surface de révolution, comprises entre la section et l’axe de révolution, et de plus pour centres les points de rencontre des normales et de l’axe, engendrerait la surface de révolution. 11 y a pour chaque position de la sphère mobile ( art. 1 15*), la caractéristique de son enveloppe, qui est un cercle de la surface de révolution; ce cercle est coupé par le cercle de contact de la mémo sphère mobile. et du cône dont le sommet est donné; l'intersection de ces deux cercles appartient à la ligne de contact de la surface de révolution et du cône tangent à cette surface.
11 8. Chaque section méridienne d’une surface de révolution étant considérée comme la base d’un cylindre dont les arêtes sont perpendiculaires au plan de la section, ce cylindre est tangent à la surface; faisant mouvoir ce cylindre de manière que sa base se trouve successivement dans les différens plaus méridiens, ses intersections successives seront les sections méridiennes : or il y a pour chaque position du cylindre mobile, la caractéristique qui est
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une section méridienne de la surface, et sur chaque cylindre, une ^rète de contact avec le plan tangentà ce cylindre, mené par le sommet donné du cône; Tintérsection de l’arête et de la section détermine un point de la courbe de contact de la surface dé révolution et du cône inscrit ou circonscrit à cette surface. «- '
1 19. Ces trois méfhodes ne s’appliquent pas seulement à la recherche de la courbe de contact d’une surface de révolution et d’un cône dont le sommet est donné ; elles serviraient aussi à trouver cette courbe dans le cas où le sommet du cône étant à l’infini, le cône tangent deviendrait un cylindre tangent. La surface mobile génératrice de la surface de révolution étant un cône ou un cylindre, on mènerait un plan tangent à cette surface parallèle à la droite génératrice du cylindre, et ce plan tangent serait substitué à celui qu’on aurait mené par un sommet donné. Regardant la sphère comme la génératrice delà surface de révolution, on construirait pour chaque position de la sphère mobile, le grand cercle suivant lequel cette sphère est touchée par un cylindre dont les arêtes sont parallèles à celles du cylindre tangent à la surface de révolution; l’intersection de ee grand cercle, et du petit cercle commun à la sphère et à la surface de révolution, déterminerait un point de la ligne de .contact de la surface de révolution et du cylindre tangent.
On ferait pour les enveloppes successives d’une surface de révolution quelconque, les mêmes raisonnemens que pour les enveloppes successives de la sphère (art. 1 15 ); la caractéristique d’une enveloppe quelconque, et la ligne de contact d’un cône avec la surface mobile qui contient cette caractéristique, déterminent par leur intersection, un point de la ligne de contact de lasurface enveloppe et d’un cône tangent à cette surface.
Du cône tangent à une surface réglée.
1 ao. Avant de construire la courbe de contact d’un cône ou d’un cylindre et d’une surface réglée, rappelons ce qui a été dit (art. tGo, liv. 1er) sur le plan tangent à cette surface. On a fait voir que ce plan à la fois tangent et sécant, coupe la surface réglée suivant une courbe qui contient le point de contact; et comme ce point est aussi sur la droite de la surface par laquelle on a mené le plan tangent, l’intersection de cette droite et de la courbe détermine sa position. .
La surface réglée la plus générale, est engendrée par une droite mobile qui s’appuie sur trois courbes données.
Soient AB, A B’, A'B' trois courbes quëlconques d’une surface réglée (pisuppl. S,fig. 8 ); la droite mobile prend successivement les positions AA'A”,
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Ulî'U". lai droite A AA rencontre les trois courbes données aux points A, A’, A", et si l’on rnene par ces points les tangentes A/, A i, A "A, la surface engendrée par mie droite mobile qui s'appuie sur ces trois tangentes aux courbes données, est tangente (art. t4y, liv. Ier) à la surface réglée générale suivant la droite AA'.Vqtti leur est commune. Les deux surfaces sé touchent suivant cette droite, parce quelles ont mi élément gauebe commun. A A'A'aua". Nous avons démontré (art. i/|4? liv. Ier) qu’un plan passant par la droite AA’A', et tournant autour de cette droite, était dans toutes ses positions tangent à la surface réglée particulière, qui a pour directrices les trois droites AA, Ai, A 7 1; d’où il suit que ce plan est aussi tangent dans toutes ses positions à la surface réglée générale, et pour chacune de ses positions, Je point de contact est le même pour les deux surfaces. Ainsi, ayant déterminé ce point sur la surface réglée particulière que nous avons noinméç (ari. j 34, liv. 1er) hyperhuloide à une nappe, il l’est aussi sur la surface réglée générale.
I.’hyperholoïde, tangent a la surface réglée- devient (art/ i5o, liv. Ier ) un paraboloïde, lorsque les trois droites directrices de la première surface sont parallèles^ un même plan.- . ’ - .
i a i . Connaissant pour chaque position de La droite mobile génératrice d’une surface ré-glée, l’hyperboloïde ou le paraboloïde tangent, le plan mené par cette droite et par le sommet du cône tangent à la surface, touchera l’hyper-boloide ou le paraboloïde en un point qui sera déterminé; ce point appartient à la courbe de contact du cône et de la surface réglée générale. Lorsque le plan mené par la droite de la surface est parallèle à la droite génératrice du cylindre tangent, il touchera l’hyperboloïde ou le paraboloïde en un point, qui sera sur la courbe de contact du cylindre et de la surface réglée. La courbe de contact du cône ou du cylindre tangent sera donc déterminée. Dans le cas où l'on né connaît mie surface réglée que par la loi du mouvement de sa droite génératrice, et eu supposant que les tangentes ù celte surface qui déterminent les liy pcrboloïdus ou paraboloïdes tangens ne sont pas données, ou peut encore construire La^tourbe de contact, en remarquant que le plaît mené par le sommet du cône tangent et par la droite de la surface réglée, est tangent u cette surface. Eu effet ce- pian, quoique tangent, coupe toutes les droites de la surface réglée, placées de chaque côté de, la droite par laquelle ou l’a mené; or les points d'intersection (art. 160, liv. Ier) forment sur la surface une ligne dont la tangente est dans le plan de la courbe; donc ce plan est tangent au poiut de lu surface où la courbe et la droite de celte surface se rencontrent; puisqu’il contient une tangente à cette courbe, et une droite de lu surlace qui est sa propre tangente ; le point de contact du plaît tangent est à l'intersection de la cout be et de la droite de la surlace. D’apres cette consi-
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dération, on déterminera chaque point de la courbe de contact d’un cône ou d'un cylindre tangent à une surface réglée, par l’intersection d'une droite etd’hnc courbe construite par points. La détermination de cette courbe, au moyen de- l'byperboloïde ou du paraboloïde tangent, est bien préférable, puisqu’on trouve chaque point de la courbe de contact' par l'intersection de deux droites. .
Si l’on demandait, le donc tangent à la surface enveloppe de l’espace que parcourt une surface réglée, on déterminerait pour chaque position de la surface réglée mobile, la caractéristique de l’enveloppe, et le cône de même seîmn&ifUe le cône demandé, tangent à cette surface réglée mobile; la courbe 8* coittact de ce cône et de la surface mobile rencontrerait la caractéristique de l’enveloppe, en un point de la ligne de contact dé cette enveloppe et du cône qui lui est tangent. *
Des points limites de la courbe de contact d'une surface donnée at d'un cône ou d’un cylindre tangent à cette surface. *
13a. Le mode de génération des surfaces en détermine la forme, et lorsqu’on demande un cône ou un cylindre tangent à ces surfaces, on les suppose prolongées indéfiniment, de manière que la courbe de contact ait toute l’étendue dont elle eat susceptible. Cette hypothèse convient aux généralités de la géopétrie ; mais les corps éclairés et pour lesquels on demande les lignes de séparation d’ombre et de lumière, sont terminés par des surfaces qui ont pour limites les arêtes ou les lignes communes aux surfaces adjacentes, et ou ferait un travailgraphique inutile, si l'on construisait les contours des ombres portées, on les lignes de séparation d’ombre et de lumière, hors de ces limites. Pour éviter ce travail, o» considérera chaque arête de la surface d’un corps de deux manières, d’abord comme la base d’un cône qui aurait son sommet au point lumineux, ensuite comme la ligne de contact de la surface du corps, et d’une surface développable qui serait le lieu des intersections successives des plans tangens au corps menés par les points de l’arête.
La surface du cône lumineux qui a pour base l'arête du corps, rencontrera les lignes qui portent ombre sur ce corps en des points; et les rayons de lumière menés parces points, couperont k surface du corps en d'autres points qui seront, sur l’arête de ce corps, des points limites du contour des ombres portées* ‘
Ayant mené par le point lumineux un plan tangent à la surface développable qui passe par l’arête du’ corps, la droite de contact coupera cette arête en un point qui sera une limite de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sue le corps.
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Si le point lumineux est à l’infini, le cône lumineux qui a pour base l'aréte du corps proposé, se change en un cylindre dont la droite génératrice est parallèle au rayon de lumière, et le plan tangent à la surface développable est aussi parallèle à ces rayons.
Nous ferons l’application de ces propositions à la détermination de l'ombre d’une vis triangulaire.
Ces préliminaires posés, nous allons d'abord considérer les lignes de séparation d’ombre et de lumière sur les corps simples de la géométrie, tels que • le polyèdre à laces planes, la sphère, le cylindre et le cône droit, et déterminer les ombres portées par des droites ou par des cercles donnés, sur quelquesunes de ces surfaces.
IV. DD TRACÉ DES OMBRES LINÉAIRES
De l’ombre d'un polyèdre à faces planes.
i a3. Lorsqu'un polyèdre est éclairé par des rayons de lumière parallèles entre eux, l’ombre de ce corps, ou l’espace qu’il prive de lumière, est un prisme dont cliaque face est dans un plan mené par une arête du polyèdre parallèlement aux rayons de lumière. Le système d’arêtes qui forment sur l%polyedre la ligne de séparation d’ombre et de lumière, est déterminé par cette considération, que chacune d’elles est l’intersection de deux faces, l’une éclairée et l’autre dans l’ombre, et que ces faces sont placées du même côté par rapport au plan qui contient l’ombre de l'aréte. Si par un point quelconque d’une arête du polyèdre, on mène une parallèle aux rayons de lumière, cette parallèle ou son prolongement sera dans l’angle des deux faces dont elle est l'intersection , ou en dehors. Dans le premier cas, les deux faces seront ou éclairées ou dans l’ombre. Dans le second cas, l'une sera éclairée et l'autre dans l’ombre, et on sera assuré que leur intersection appartient à la ligne de séparation d’ombre et de lumière.
Les faces du prisme d’ombre étant connues, on cherchera les lignes d intersection des plans qui forment ce prisme, et des surfaces planes ou courbes qui terminent les corps dont la position par rapport au prisme est connue; ces lignes seront les contours des ombres portées sur ces corps par le polyèdre. Leur construction est une application très-simple de la géométrie descriptive; et pour en montrer un exemple, nous supposerons qu’if faille trouver l'ombre d’une cheminée sur un comble, l^a solution de cette question se réduit à trouver 1 ombre d un point et l’ombre d une droite sur des plans don-
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nés; or, l’ombre d’un point est sur la droite menée par Ce point parallèlement au rayon de lumière, et l’ombre d’une droite est dans un plan conduit panla droite parallèlement à ce rayon de lumière, en sorte que la droite étant verticale, le plan qui contient son ombre est aussi vertical ; donc les parallèles au rayon de lumière menées par des points donnés, et les plans parallèles au rayon de lumière menés par des droites données, rencontrent les plans ou les surfaces aussi donnés, suivant des points ou des lignes qui déterminent les ombres des points et des droites, qu’on suppose éclairés par des rayons de lumière parallèles entre eu*.
De l'ombre d’une cheminée sur un comble. ( W. j. O, )
ia4- La cheminée porte ombre sur un comble de bâtiment, et pour décrire le bâtiment, nous le rapporterons, suivant l’usage des architectes, à trois plans, l’un horizontal, qu’on appelle simplement plan, et les deux antres verticaux, qu’on nomme élévation et profil. •
Description du bâtiment. ( Fig. 1 , 2, 3. )
ia5. Le plan de ce bâtiment (fig. t ) est un rectangle ABCD, dont les côtés AB, BC, CD représentent les faces verticales extérieures. de trois murs droits. Le long de ces murs règne une corniche dont la saillie est la meme sur les trois faces. Les Blets extrêmes de cette corniche se projettent sur le plan (fig. 1 ), suivant les droites EF, FG,GH. La portion de corniche correspondante au petit côté BC du bâtiment se termine aux deux plans verticaux, dont les traces horizontales BF, CG divisent eu parties égales les angles droits EFG, FGH.
I j; comble du bâtiment a la forme d’un prisme, dont les arêtes sont horizontales, et qui a pour base un triangle dont le plan est incliné par rapport au plan horizontal. On nomme en charpente cette partie triangulaire du comble, correspondante au petit côté du bâtiment, croupe droite; Tautre partie, formée de fieux plans également inclinés par rapporté l’horizon, se nomme long pan. La droite intersection de ces plgns s’appelle ligne de couronnement du comble. Le triangle RMN (fig. 1 ) est la projection horizontale de la croupe; les trapèzes IKLM, IKON sont les projections des longs pans; la ligne de couronnement a pour projections (fig. t et ») les droites IR, TR'; les lattis de long pan et de croupe se prolongent jusqu’à l’extrémité de la corniche. Trois surfaces cylindriques, telles que (NMFG, N G') (fig. 1 et 2 ), raccordent les plans inclinés des trois lattis et le plan horizontal supérieur de
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la corniche. Le raccordement sc fait, i° sur la corniche, suivant les horizontales qui ont pour projections les droites HG, GF, FE ( fig . i), et la droite unique G'H' (fig- a); a° sur les plans des lattis, suivant les horizontales d*mt les projections sont ON, NM, ML {fig- •), et O'IS’ {fig. a)..
Le comhle est traversé par une cheminée, dont les quatre faces verticales extérieures coupent le plan du lattis de long pan, suivant un parallélogramme qui a pour projections {fig. l et a ) abcd , db'cd . Les cotés ad, cb du parallélogramme abcd, prolongés, coupent la protection horizontale KNGde l’intersection des plans de lattis et de croupe, aux points z, v. Élevant les perpendiculaires zz, iv à l’intersection des plans de projections {fig- i et a), qui Coupent la droite K'N' aux points z, v, et menant par ces points les horizon;taies z'b’d, vdc , on aura la projection verticale db'cd' qui correspond à ja projection horizontale abcd de la section de la cheminée par le plan du lattis de long pan.
Les quatre faces intérieures coupent ce plan du lattis suivant un autre parallélogramme, qui a pour projections {fig. i ) Le bandeau de la cheminée a pour projection horizontale efgh {fig. i ), et pour projection verticale {fig. a ) efgh.
Le comble et la cheminée étant éclairés par des rayons de lumière parallèles h la droite ( ST, S'T), on demande t° le système de droites qui séparent l’ombre de la lumière; a" les ombres portées par les lignes de séparation d’ombre et de lumière, sur le corps de cheminée et sur les trois plans du comble qu’on nomme longs pans et croupe, plans qui se rencontrent au point • (K, K') de ht ligne de couronnement (Kl, KT).
Lignes de séparation d'ombre et de lumière sur la cheminée.
126. En faisant abstraction du creux de la cheminée et de son ouverture
supérieure ( afiyt, éf ), le bandeau est un prisme pleut, qui a pour projections horizontale et verticale les deux rectangles efgh, efg'h'. La ligne de séparation d’ombre et de lumière sur ce prisme, se compose de la verticale {h, hf'), des deux horizontales {h/,/'), {Je, ef), de la verticale {e, eg' ), et des deux horizontales ( eg, g' ), {gh, g'Ji). La ligne de séparation d’ombre et «le lumière sur le corps de la cheminée, sc réduit aux deux verticales («, da"), {b, b b’). .
Ombre du bandeau sur la chetninée.
127. Le contour de l'ombre que le bandeau porte sur la cheminée, se cotnposc*de l'ombre portée par les horizontales ( gh, g lv)y { eg, g ) sur les faces
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verticales bc, ca (fig. i ) du corps de la chçminée. En menant par le point g (Jig' a ) une parallèle g't à la projection verticale ST" du rayon 'de lumière, elle coupe la verticale àa au point 7, projection verticale de l’ombre portée par. l'horizon taie ( ge, g ) du bandeau sur là face verlicale-ac (jig. l ) du corps de cheminée.- L’ombré du pointr( h, b') de l’horizontale (gh, g’ h'.) se trouve sur la parallèle (fin, lin) au rayon de lumière : or, ccttè parallèle coupe le prolongement de la face verticale cb du corps de cheminée au point ( r, ri ); donc si l’on mèn e-(Jig. a) l’horizontale n b"a, la partie a b de celte horizontale sera la projection verticale de l’oinbre portée par l’horizontale (g/i, g' fi' ) sur la face verticale bc (Jig. i) du corps de cheminée.
Ombre de la cheminée et du bande cm sur le comble.
ia8. L’horizontale (//<,/”) porte ombre sur le plan K’N"(/q,'. 2) du lattis de croupe. Cette ombre est une autre horizontale ( 56, 6' ) qu’on détermine en menant (Jig. 1 et 2) les parallèles (46, /'6'), (/ 5,/"6’) au rayon de. lumière. Ces parallèles coupent le plan de croupe aux points (6, 6'), (5-, 6"), extrémités dç l’ombre portée-(56, 61). Le point (6, 6’) appartient aussi à l’ombre (67, 67"), portée par la verticale (A./’Ti^sur le plan du lattis de croupe. La parallèle au rayon de lumière menée par l’extrémité (\ i , h'), de la verticale (h, J'), coupe le plan de croupe au point (7, 7') de la droite (67, 67 'Ji Ce point est l’origine de l’ombre qui est portée par l'horizontale ( gh,gh ^ sur le même plan, et dont la projection horizontale est 78 (fig. 1 ). Cette droite 78 prolongée coupe la droite MN au point n de la droite MN, qu'on détermine en menant par l'horizontale ( MN, N’ ) un plan (TA'g!,Jig‘. a ) parallèle au rayon de lumière; ce plan coupe l’horizontale ( gh, g h' ) prolongée au point ( fi, u’ ), et la parallèle (Jig. 1) à la projection horizontale ST du rayon de lumière, coupe la droite MN au (joint n. L’ombre de la verticale (b, b'b") se projette (Jig. t ) suivant la parallèle bti à ST, qui rencontre la droite «7 prolongée au point 8; la droite b H prolongée coupe la droite gh au point p ; ' ce qui apprend que la projection horizontale 78 de l’ombre portée par la droite ( gh, gh' ), correspond A la portion de cette droite, dont hp est la projection horizontale. Les droites (gh.gh"',
( eJ>ef)iel les ombres qu’elles portent sur le plan du lattis.de croupe étant parallèles, les projections horizontales de ces ombres sont aussi (Jig. 1 ) des droites parallèles «78, 54- aurait directement le point \ Intersection des droites 54, KM, en prolongeant ( Jig. 3 ) la droite K'N’ jusqu’au point j de la droite e'J', et en abaissant la ligne de projection J j, qui coupe la droite ej au point J; la droite J 5 rencontre la droite KM au point 4. Le point ( J, y) étant » l'intersection du plan. dit lattis de croupe K'N’ et de l’horizontale (ej. e'J'),
ce point appartient a l’ombre ( 54, 6'4')portéc par celle horizontale sur le plan du lattis K'N’. ^
Puisque la droite 54 se termine au point 4 de la droite K.M, limite de la projection horizontale do lattis de croupe, la parallèle 43 à la ligne de couronnement est la projection horizontale de l’ombre portée par l’horizontale ( ef, ef ) sur le lattis de long pan IKLM (fig. i ). La verticale ( e, e'g ) du bandeau porte sur le lattis uno ombro contenue dans le plan vertical ea3 fig. t) parallèle au rayon de lumière. L’horizontale f eg, g") porte aussi ombre sur le même lattis de long pan, et, pour la déterminer, on mène par cette horizontale uu plan (gui, fig. a) parallèle au rayon de lumière: ce plan coupe les deux horizontales (IK, TR'), (LM, CN’) du lattis de long pan aux points ( u, u' ), ( t, i ). La droite us ( fig. i ) coupe la droite <?a3 au point a, extrémité de la droite ai, projection horizontale de l’ombre de l’arête verticale (e, eg ) du bandeau. Mais l’ombre de la verticale (a, aa) du corps de cheminée a pour projection horizontale la parallèle a i à ST, et cette parallèle coupe Ja droite ut au point 1; d’où il suit que le contour de l’ombre portée par la cheminée et son bandeau sur les trois plans de lattis, a pour projection horizontale Je polygone à neuf côtés, qui sont (fig. î) : al, ta, a3, 34, 45, 56, 67, 78, 8b. Pour construire la projection verticale de ce contour, ou peut se servir d’un nouveau plan de projection, par exemple, du profil (fig. 3) dont le plan est perpendiculaire à la ligne de .couronnement, et dont la trace (fig. 1) est PRQ. En faisant tourner ce profil d’un quart de révolution, on obtient la figure prq (profil fig. 3), dont l’angle r est égal à celui des deux lattis de long pan; ce second plan de projection n’est pas nécessaire, et nous n’en ferons usage que comme un "moyen de vérifier les constructions sur les plans de projections (fig. 1 et a).
129. Le plan vertical bjd (fig. 1) de. l’ombre de la vcrticalc,(é, -b'tl), arête de la cheminée , coupe l’intersection (K.N,K'îJ') des lattis de-long pan et de croupe, au point d’où il suit que l’ombre de nette arête sur le plan de lattis de long pan a pour projection horizontale et verticale les droites by
fis- 0 fififie- a)-
L’horizontale du lattis de long pan, dont la projection horizontale est 34 (fig. 1), a pour projection verticale la droite 3'4’ qu’on détermine en menant la perpendiculaire 44’ “ l’intersection commune des plans des fig. 1 et 2. Les perpendiculaires à cette intersection 33' et 22' coupent (fig. 2) l’horizontale 4’3' et la droite.g'f aux points 3’, 2’ qui déterminent la projection verticale a’3'correspondante à la projection horizontale a'3 de l'ombre portée par l'arête verticale (g,ge' ) du bandeau sur le lattis dû long pan. L'ombre portée par l'arête verticale de la cheminée (a, un1) sur les deux plans de lattis, est formée des
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deux droites en chevron (ah, aV), (xi,*'!1), dont les projections verticales (Jig. 2) comprennent entre elles l’angle aVi', qui est divisé en deux parties égaies par la droite X1).. Les trois sommets du triangle //xi (Jig. 1) correspondent en projection verticale (fig.it) a lix sommets),'* J, l' du triangle ).y 1
Ainsi les ombres portées par la cheminée sur les trois plans de lattis qui se rencontrent au point (K, K1) de la ligne de couronnement, sont en projection verticale
i° Pour le plan de lattis de croupe K.MN (Jig. 1).... 6’K' (fig. a);
a» Pour le plan de lattis de long pan KJON (Jig. 1) .jr'Jc'a'h’K' (fig. a)',
3° Pour le plan de lattis de long pan K1LM (Jig. 1) Vi'a’3'4' (Jig. 2 .
On aurait pu déterminer l'horizontale 43' (Jig. a) en se servant du profit (fig- 3), sur lequel 01» a projeté le rayon de lumière (ST, ST) ( Jig. \ et 2) suivant la droite ST". L’horizontale (ef, ef) étant projetée sur ce profil au point e ", la parallèle e'4" à ST, coupe la droite S q au point 4" située sur l’horizontale 4’3’ prolongée. La projection horizontale de ce point 4' étant u Jig. t ). la parallèle à 1K. menée par le point u se confond avec la droite 34.
üe l'ombre d'une seconde cheminée (X, X), (fig. ta et ib, pl. 1. O.) sur le plan 1 j. de lattis de long pan (1KNO, l’K'N'O’), (fig. 1 et 2) (*).
1 3o. La cheminée (X, X1) et son bandeau étant donnés de forme et de position, on détermine l’ombre qu’elle porte sur le plan de l’un des lattis de long pan, en procédant de la même manière que pour la première cheminée. Après avoir reconnu les drôles horizon taies et verticales, qui forment la ligne de séparation d’ombre et de lumière, on cherche l’ombre de ces droites sur le plan de lattisde long pamet le contour de cette ombre est en projection horizontale (Jig. i.a)ai\ a3456784, en projection verticale (Jig. j M) a'4cV8'7'6'5'3 ’a’i a .
Pour construire ces projections, on mène par l’horizontala ( fh,f~ ) un plan parallèle au rayon de lumière, qui coupe le plan du lattis de long pan suivant la droite (f mk, mk). Les parallèles lr]6,fit> k ST (Jig. 1 .a) interceptent sur la droite mk le côté 56 de la projection horizontale du contour de l’ombre de la cheminée (Xr X").
Ln second plan parallèle au rayon de lumière, mené par i’horizontale(/A, h\ coupe le plan du lattisde long pan-suivant la droite (ht, l-])-,\c point 7 (Jig. i.a) étant déterminé par la rencontre de la droite 46, et de la parallèle 47 à 56.
(•) Les fig. i.atl 1 .4 sont tracées sur les plans linfig. 1 et 2 ; 00 les distingue par les lettre» n et 4, parce qu’ou se sert pour l'explication de ces figures de lettres ou chiffre» déjà employé» dans les Jig. 1 et ».
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ou a 67 pour la projection de l'ombre de l’arête verticale du bandeau (h,)' h". Les parallèles 53, t\i, et 1K, coupent la parallèle à ST menée par le. point e, aux points a, 3 extrémités de la projection a3 de l’ombre de la verticale (e, e'g) du bandeau. Menant les parallèles ai, £8 à ST, la parallèle 2.1 â 56, et la parallèle 78 à 35, on a la projection horizontale totale «ia3 56j8b(/ig.
Le prisme vertical abcd Jig. i.a) du corps de la cheminée coupe le plan du lattis suivant un parallélogramme dont la projection verticale ( Jig. i.£)est dbed. Les droites ad, cb {Jig. l .a) étant prolongées jusqu’en NK, et les points de rencontre étant mis en projection verticale sur deux autres points de la droite K'N' (Jig. a), les horizontales menées par ces derniers points coupent les verticales dd,b'bj/ig. î.b) aux sommets a', b',c, d du parallélogramme ab’cd. '
Les verticales élevées par les points (5, 6, 7 ,Jig. 1 .a) et projetées (//£. i.b), coupent les droites/"*! , /z'7 aux points 5', 6', 7'. Menant l’horizontale 7 8 de même longueur que 78 Jig. x .a), et joignant les points d, 8', la droite d’8' est la projection verticale correspondante à la projection horizontale b8 ( fig. t.a). La parallèle «Y à d 'd ( fig. i.b) contient la projection verticale 1’ correspondante au point 1 Jig. 1 .a). La parallèle 1 Y à 5-6' détermine le point d correspondant à 2 Jig. ua ); la parallèle 2 3 à d'8’ contient la projection verticale 3 correspondante à 3 Jig. i.«); menant l’horizontale 3'5 Jig. i.b),ou a pour la projection verticale du contour de l’ombre portée par la cheminée (X, X j sur le plan de lattis de long pan , la figure (c’</8'7'-6'5’3Yi'a’cj.
1 3 1 . Pour compléter l’explication de la première planche des ombres (pl. t. O), nous n'avons à considérer que l'ombre du bâtiment sur le plan horizontal, et l’ombre de la corniche sur une face éclairée du mur.
La face du mur CD Jig. 1 , pl. 1 . 0.) qui est éclairée , efcla face à angle droit CB qui est dans l’ombre, se coupent suivant une verticale C,qui porte sur le plan horizontal Jig. 1), l'ombre C'C" parallèle à ST, projection horizontale du rayon de lumière. " . .
L’horizontale de la corniche (GH, fig. i)et (1 1. j d,fg. a) porte ombre sur la face verticale CD du mur, ét l'ombre portée est une autre horizontale qu’on détermine en menant par un point quelconque (o, oj de la première horizontale, une parallèle au rayon de lumière qui coupe le plan vertical CD au point (10, 10'), dont la prbjection verticale' Jig. 2) est iq', L'horizontale io’.i3 est la projection verticale de la limite de l’ombre portée par la corniche sur la face verticale" CD Jig. i)du bâtiment.
Cet exemple suffit pour faire voir comment on déterminerait l’ombre d'un polyèdre à faces planes, quelle que fût la position de ses arêtes par rapport aux surfaces qui reçoivent les ombres portées par ces arêtes.
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OMBRES D’USE SPHÈRE. PI. a. 0,fig. (l, i, 3).
i3a. Une sphère' suspendue à l’extrémité d'un fil, est éclairée par des rayons de lumière parallèles; on demande la ligne de séparation d’ombre ri de lumière sur cette splièrc, et le contour dé l’ombre quelle porte sur un plan horizontal donné ( pl . a '. O)?
Soit XY ( fig. i et a ,pi a. O) la droite d’intersection des deux plans de projection auxquels on rapporte une sphère du rayon AI!, dont le centre a pour projections les points A, a. La direction de la lumière est déterminée par les deux projections L, / d'un rayon lumineux.
On sait (art. ii5) que la ligne de séparation d’ombre et de lumière sft'r la splière est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire à la direction de lumière. Pour construire ce cercle, on rapporte la sphère !k un nouveau plan vertical de projection, dont la trace X Y ( fig. 3) sur le plan horizontal est parallèle à la projection horizontale L du rayon lumineux. On projette silice plan le centre de la sphère et la parallèle au rayon de lumière menée par ce centre. Cette parallèle coupe le plan horizontal au point D ; abaissant les perpendiculaires Asdot Dr/ sur X Y; faisant dx (fig. 3) =±«A' (fig. a' , et tirant ad', on aura le triangle a' ad’, dont les côtés ad', d'* sont, l’un, une parallèle au rayon lumineux passant par le centre de la sphère, et l’autre, une parallèle à la projection horizontale AD de ce rayon. La perpendiculaire eaj au côté ad', menée par le point d, détermine la ligne de séparation d ombre et de lumière sur la sphère. Cette ligne est un grand cercle de la sphère du diamètre r/j dont le plan est perpendiculaire au plan vertical X Y. La projection horizontale de ce grand cercle est une ellipse qui a pour grand axe le diamètre G1I du grand cercle de la sphère décrit du point A connue centre, et pour petit axe la droite El’ projection horizontale de e/j fig. 3. Le diamètre GH , fig. i, est dirigé suivant la droite A« perpendiculaire à X Y. Des deux projections EFGH, efifig. (i ct3),du grand cercle séparation d'ombre et de lumière sur la sphère, on déduit laYeconde projection verticale éf g/i, fig. a, tracée sur le plan XY. Les points i, A de celte projection sont sur le grand cercle de la sphère décrit du point «comme centre; ils correspondent aux points 1, K de la projection horizontale EFGH, que l’on détermine en baissant les perpendiculaires «I,1k. sur le diamètre BAC parallèle à XY.
Ia?s points remarquables de la seconde projection (fig- a) sur le plan vertical XY, spnt ceux pour lesquels les tangentes à l’ellipse dfgh ( projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la sphère) sont parallèles i’ au diamètre iA du grand cercle de la sphere; a* A la verticale A 'a; 3* à l'horizontale ab ou oc; on constniira ces points de la manière suivante 9
ai/J GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
i • Constructions des points r', s’ de l’ellipse e’f’gh (fig. a), pour lesquels les tangentes sont parallèles au diamètre ik.
1 33. Le diamètre (IK, il, fig. i et a) du grand cercle séparation d'ombre et de lumière sur la sphère, a pour projection sur le plan vertical X’Y {fig. 3) la droite îi\ et en faisant tourner ce cercle autour de sa trace ef pour l’abattre sur le plan X'Y, le diamètre (IK, il) devient ma'n {fig. 3); élevant la perpendiculaire pa'q à mn, les points p et q du grand cercle décrit du point à comme centre, sont ceux pour lesquels les tangentes à ce cercle sont parallèles à la droite rna'n : or les projections de ces points sur le plan X'Y, sont r et r, sur le plan horizontal R et S, et sur le plan vertical XY-(fig^d), r, s',- donc les tangentes à l'ellipse e'/'gh menées par ces points r', s', sont (art. 1 1, liv.Icr) parallèles à la droite il, et parce que cette droite est le grand axe de l’ellipse e'/’gh , la droite rs en est le petit axe.
Les points R, S (Jîg . i), appartiennent au cercle décrit du point A comme centre, avec un diamètre égal à celui des petits cercles égaux de la sphère contenus dans les plans horizontaux, menés par les points r et s {fig. 3) du plan vertical X’Y' ;r et/, ou s et s’ étant les projections verticales sur les deux plans X\', X’Y, des mêmes points du cercle de séparation d’ombre et de lumière, on a, après avoir mené les horizontales ru, st {fig. 3), ru, s't' {fig. a), qui coupent les verticales a a’, K a {fig. 3 et a), aux points u, t, u , t' :
a't (fig. 3) =x a( (fig. a) du (fig. 3) = au (fig. a).
D’où il suit que les points /, s {fig. a) sont sur les horizontales connues tir, (s.
a" Construction des points v’, z’ de l'ellipse tl'gh (fig. a), pour lesquels les tangentes sont verticales.
i34 Le plan vertical AA’ {fig. t) coupe une horizontale (Ffi, /) (fig. • et 3) du plan du cercle de séparation d’ombre et de lumière au point ($',/); l’intersection de ces deux plans devient a’tp', sur le plan du cercle .qu’on a couché sur le plan vertical X'Y, en le faisant tourner autour de la droite ef comme charnière' on obtient cette droite tiV, en prenant la droite _/ÿ’ perpendiculaire sur ef, égale à (fig, i ).* Élevant la perpendiculaire »aV (fig. 3) à la droite aV, qui coupe le grand cercle dç la sphère, dont le centre est en a, les tangentes à ce cercle menées par les points d’intersection ir, sont évidemment parallèles à la droite a or ces points w, d ont pour projections sur le plan vertical X'Y, deux points z et v du diamètre edfi qui sont à la ntfine distance du centre a’,- donc si l’on mène par ces derniers points
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des plans horizontaux, ils couperont la sphère suivant deux cercles qui ont pour projections horizontales, un cercle unique du diamètre connu 5e6, ou 718 (fig. 3\ Ce cercle (fig. 1) est coupé par les perpendiculaires eV, zZ à X'Y, aux points V et Z, qui sont les projections horizontales des points it, r! de la
evant les perpendiculaires Ve', Zz' à XY, les distances des points v\ z1 ( fig . a) au diamètre horizontal bc, sont égales entre elles, et égales aux distances connues des points r, z {fig. 3) au diamètre horizontal t./i’.a; d’où il suit que les points v,z. {fig- a) de l’ellipse efi gh sont déterminés, et que, pour ces points, les tangentes à cette ellipse sont parallèles à la verticale (A, An).
Les points v et v, ou z et z’ ( fig. 3 et a ) étant les projections verticales d’un point du cercle de séparation d’ombre et de lumière sur la sphère, les plans horizontaux 5r6, 7x8 {fig. 3) menés par les points v, z du plan vertical X’Y, ont pour traces sur le plan vertical XY, des horizontales vv, z’z" (fig. a) qui coupent la verticale A 'a aux points e", z', dont les distances au centre a sont égales entre elles et de même longueur que les perpendiculaires abaissées du point a' {fig. 3) sur les horizontales 5e6 et yz8 de ce plan.
3° Construction des points e', f' de l'ellipse e’f'gh {fig. a ), pour lesquelles les tangentes sont horizontales.
i35.Les plans horizontaux menés par lespointse,y"(y?^,3) du plan vertical X’Y coupent la sphère suivant deux petits cercles du diamètre fis, dont la projection horizontale est un cercle de même diamètre décrit du point A comme centre; ce dernier cercle est coupé par la parallèle AD {fig. 1) à la projection horizontale L du rayon de lumière aux points E, F; les points (E,e), (F,/) {fig- 1 et3), ont par hypothèse pour projections verticales sur le plan XY, les points e',f; donc si l’on prend afi ou ai’ {fig. 2) égale à où ou de {fig. 3), les horizontales te, ffi {fig. a)» et les perpendiculaires Ee, Vf' à XY se rencontreront aux points e',fi de l’ellipse projection du grand cercle de séparation d’ombre et de lumière sur la sphère. Mais les tangentes aux points (E, e), (F ,fi) de ce grand cercle sont horizontales ; donc leurs projections fiel, et sur le plan vertical XY le sont aussi.
Considérant le grand cercle de séparation d’ombre et de lumière sur la sphère, comme la base d’un cylindre droit dont les arêtes sont parallèles au rayon lumineux (L, /), l’ellipse 9. 10. 11. 12, intersection de ce cylindre par le plan horizontal de projection, est le oontour de l’ombre portée par la sphère sur ce plan. On construit chaque point de cette ellipse, en menant un rayon lumineux par un point de la ligne de séparation d’ombre et de lumière, et en prolongeant ce rayon jusqu’à ce qu’il coupe le plalP horizontal.
de l’omube bu puits ou trou de loup. (PI. 3. O.)
iJÜ. Le puits militaire est une excavation qui a la figure d’un cône tronqué renversé. On donne au diamètre supérieur vingt décimètres, à l’inférieur trois, et à la hauteur, ou à la distance des deux bases circulaires, dixsept décimètres. I-es terres qui proviennent du déblai se relèvent sur les lèvres du puits avec un talus suffisant pour qu'elles ne retombent pas. Dans le fond de chaque puits, on enfonce un piquet d’un mètre en longueur, pointu à l’extrémité supérieure. Pour employer les puits militaires à la défense des ouvrages fortifiés, on les dispose par trois ou quatre rangs parallèles en quinconce. Ayant tracé des triangles équilatéraux de sept mètres de côté, les extrémités et les milieux de ces côtés sont les centres des puits. Les terres relevées dans les intervalles des puits achèvent de rendre le terrain assez irrégulier pour que les troupes, infanterie ou cavalerie, ne puissent pas s’y former. (Voyez le Traité d’art militaire de M. Gay de Vernon. Paris, * 8oô.)
Avant de tracer les ombres du puits coniqnc {/tg. i), nous considérerons deux autres excavations, l’une hémisphérique (/ îg . a), et l’autre cylindrique-
De l’excavation hémisphérique. (Fig. a, pl. 3. O.)
l'iq. Soit (A ,n) (_/ Ig . a) le centre du cercle horizontal BDEF : ayant mené par ce centre un rayon de lunîière (AL, al), le plan vertical qui passe par ce rayon, contient l’horizontale XY du terrain, et le demi-grand cercle l>ed de l’excavation. Le bord BDEF du creux hémisphérique porte ombre dans l’intérieur de l'hémisphère, et pour en déterminer le contour, il faut considérer le cercle horizontal BDEF de la sphère comme la base d’un cylindre dont les arêtes sont parallèles au rayon de lumière; or ce cylindre coupera la sphère, suivant un autre grand cercle (art. 206, liv. Ier), dont le plan passera par les points E, F du troisième grand cercle qui serait, sur la Sphère, la ligne de séparation d’ombre et de lumière; mais ces points sont les extrémités du diamètre EF perpendiculaire au diamètre BD du cercle horizontal BDEF; donc le graud cercle, intersection de la sphère et du cylindre, est dans un plan perpendiculaire au plan vertical AB ou XY, mené par le centre de la sphère parallèlement au rayon de lumière. Pour déterminer la trace ac de ce pian sur le plan vertical XY, il suffira de mener par le point h une parallèle bc à la droite ali cette parallèle coupe le demi-cercle bed au point c, par lequel on mène la trace ac.
Le plan de l’onAtrc du boni EBFD dans l’intérieur de l’hémisphère, ayant
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(tour traces sur le plan horizontal la droite EF, et sur le plan vertical la droite ac, il coupe l’hémisphère suivant un demi-grand cercle dont la projection horizontale est la demi-ellipse ECF. Cettè ellipse a pourgrund axe le diamètre EF, et pour demi-petit axe la droite AC, projection horizontale du rayon ac du cerclt» bcd. Prenant sur le cercle horizontal I1DEF un point quelconque (M, m), et menant par ce point une parallèle (MN, mn), au rayon de lumière, la droite mn, projection verticale de ce rayon, coupe la droite ac au point n, d’où l’on abaisse la perpendiculaire nN à XY, qui coupe les droites MN, M'N' parallèles à AB, aux points N, N’ de l’ellip3e ECF. Le cercle (ECF, ac), partage l'hémisphère en deux parties (BCEF, abce ), (DECF, ade), l’une dans l’ombre, et l’autre éclairée.
De l’excavation cylindrique. (Fig. 3, pl. 3. O. )
1 38. SoitBDEF, le cercle horizontal, base d’un cylindre vertical, dont la ' section par le plan vertical BAD parallèle au rayon de lumière, est le parallélogramme bb'dd', dans lequel on a bd — b'd' — BAD diamètre du cercle BDEF. Le cylindre qui a pour base ce cercle, et dont les arêtes sont parallèles au rayon de lumière (AL, al), pénètre le cylindre vertical suivant une courbe plane (art. ao7, liv. Ier), dont le plan passe par les points E, F des droites verticales qui forment sur le cylindre la ligne de séparation d’ombre et de lumière. Mais ces joints sont les extrémités du diamètre EF perpendiculaire au diamètre BD du cercle horizontal BDEF; donc l’ombre portée par ce cercle sur le cylindre vertical, est dans un plan perpendiculaire à celui du parallélogramme bb'dd ’. Pour déterminer la trace ac de ce plan, il stiflfit de mener la parallèle bc à la projection verticale al du rayon de lumière ; cette parallèle coupe la droite dd' au point c de la droite ac.
Le plan de l’ombre du bord EBF dans l’intérieur du cylindre, ayant pour traces sur le plan horizontal la droite EF, et sur le plan vertical la droite ac, il coupe le cylindre vertical (EBDF, bb’dd") suivant la portion d’ellipse (EDF, ac). La partie du creux cylindrique au-dessous du plan de l’ellipse est dans l’ombre; ta partie au-dessus reste éclairée.
Du puits militaire. ( Fig. t, pl. 3. O. )
i3g. Soit BCDE ( fig . i) le cercle qui est la section du puits par le plan du sol qu’on suppose horizontal. Un plan vertical CA K. mené par le sommet (A, s), du cône qui forme l'intérieur du puits, coupe ce cône suivant le trapèze C E fg, dont le côté CE' est sur la droite XV, intersection des deux plans de projection, l'un horizontal, et l’autre vertical. Ln parallèle au rayon de
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lumière, menée par le sommet (A, s \ du cône tronqué, coupe le plan horizontal ou le plan du sol au point (H', II). l^as tangentes III, IIK au cercle BCDE, menées par le point II» déterminent les droites Al, AK, projections horizontales des arêtes qui sépareraient sur le cône en relief, l’ombre de la lumière. La portion 1BK du cercle BCDE , comprise entre les points de contact I et K, porte ombre dans l'intérieur du puits, et pour construire le contour de cette ombre, on se sert d’un second plan vertical I.AD, mené par le sommet (S, s ), du cône parallèlement au rayon de lumière. La section du puits par ce plan est (J tg . i.a), le trapèze bdf'g .
Le contour de l’ombre portée par le cercle BCDE dans l’intérieur du puits, est une courbe plane (art. ao7, liv. 1er); mais les points I et K du cercle BCDE appartiennent en même temps à la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur le cône du puits vu extérieurement , et à l’ombre portée par ce cercle sur le même cône vu intérieurement; donc la droite 1K est dans le plan de cette ombre portée. Or, cette droite IK est perpendiculaire au plan de la fi g- i.a; donc le plan de l’ombre lui est aussi perpendiculaire. Ces deux plans ont pour intersection commune la droite irn (Jig- t a), dont le point i est déterminé par la rencontre des deux droites Kl, X’Y’. On trouve le point/n en menant par le point b (/rg. i.a), la parallèle b/n au rayon de lumière si', qui- coupe la droite s'd au point m. Le rayon si passe par le sommet s du cône tronqué; la droite f g est un diamètre de la petite base de ce cône égal àda droite^ (y%. t). •
Le plan de l’ombre (IK, irn ), a pour traces, sur les plans des bases du cône tronqué, les droites IK, NN’, cordes des cercles concentriques BCDE, FGF’G’;' il coupe le cône suivant une ellipse qui serait projetée sur le plan horizontal suivant une autre ellipse INMN’K, dont le sommet M est sur la perpendiculaire M/n à X'Y' ou à la droite LAD. Mais parce que le cône est tronqué, et qu’il se termine au plan horizontal f'g (Jig . i a ), la projection horizontale du contour dé l’ombre sur le cône tronqué, se compose des deux branches égales d’ellipses IPN, KPN', qui se terminent aux points N, N’ de la projection FF'GG’ de la petite base du cône tronqué. La corde NN’, prolongée, passerait par le poiut n (_/ îg . i .a), de la droite f g .
Menant par les points N, N' des parallèles NS, NT à la droite AL, qui coupent le cercle BCDE aux points S, T, l’arc SBT de ce cercle porte ombre sur le plan de la petite base du cône tronqué. L’ombre du cercle (BCI)Pi, XY) sur un plan parallèle a celui de ce cercle, est un autre cercle de même rayon que le premier, dont on détermine le centre, en menant par le point ( A, A ) une parallèle ( AO, A'o) au rayon de lumière. Cette parallèle coupe le plan borizontal fg de la petite base du cône au point ( O, o ) de la droite LAD prolon-
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gée. L'arc NN’, décrit du point O comme centre avec un rayon ON ou ON', (égal à AB ou AD), forme avéc les portions d’ellipse IPN, KP’N’ la projection horizontale du contour, de. l’ombre portée par l’arc IBK du bord supérieur du puits dans l’ituériqur de ce puits.
Construction d'un poiiit quelconque (P , p) {/ig. i), ou (P, p' ) {/ g. I, i.a) du contour de l’ombre portée dans l’intéiieur du puits conique par le bord supérieur.
) 4o: Il y a deux manières de construire ce point: ou en considérant le contour de l’ombre comme l’intersection d’un cylindre et d’un cône, ou comme ta section d’un cône par un plan donné. Ayant mené par le sommet du cône (A, s), une parallèle au rayon de lumière qui coupe la base commune du cône ,et du cylindre au point ( H, II' ), et par cette parallèle une suite de plans coupans, les traces de ces plans passeront par le point II. Soit IIR, l’une quelconque de ces traces, qui coupe le cercle BCDE aux points R et Q; la parallèle au rayon de lumière, menée par le point Q, et l’arête du cône menée par le point R, se coupent au point ( P, p ), ou ( P ,/>’)• Le point P est l’intersection de la droite AR, projection horizontale d’une arête du cône, et de la droite QP, projection horizontale de l’arête du cylindre de lumière qui a pour base le cercle BCDE, ces deux arêtes du cône et du cylindre étant dans le plan dont la trace horizontale est HQR.
En menant une autre trace HQ'R’, la droite AR' et la parallèle Q P' à QP, se couperaient au point P' de l’ellipse IMK. On trouverait encore ce point (P', p) du contour de l’ombre, en le considérant pomme appartenant à la section du cône par le plan ( IK, in }, (//g. i .a ).
Menant par un point quelconque (Q’, q') du cercle BCDE, une parallèle ( Q'P’, q'p ) au rayon de lumière, la droite q'p' coupe la trace inm au point j>. d’où l'on abaisse la perpendiculaire pu’ sur X'Y {/ig- I .a) ; cette perpendiculaire prolongée, rencontre les droites QP, Q’P’ parallèles à LBD, aux points P et P'. Élevant la perpendiculaire Pr. à XY, et faisant xp — r.'p [/ig. t a\ le point p sera la projection verticale (/ig. 1) du point (P, p ) {/ig. i.a).
De la tangente en un point P oa P‘ de l'ellipse IMK.
■ 4t- Les traces horizontales des plans tangens au cône et au cylindre au point ( P‘,p ) de leur intersection, sont les tangentes Q’<p, R’<j> du cercle BCDE, menées par les points Q’, R' : or ces traces se coupent en ç ; donc la droite P j est la tangente au point P' de l’ellipse IMK. Aux points 1 et K de cette ellipse, les plans tangens du cône et du cylindre se confondent ; mais le plan tangent
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au point I sera coupé par le plan ( IK, ip'nm ) suivant une droite, dont la projection horizontale IU sera la tangente au point I de l’ellipse. Ix plan tangent qui a pour trace horizontale la droite HI, est coupé par le plan horizontal/#' ou /g, suivant la tangente 4-U du petit cercle FF'GG’4, parallèle à la tangente III du cercle RCDE; or ce plan horizontal coupe le plan (IK, ip'nm) suivant l’horizontale NN’U; donc l’intersection des deux horizontales 4U, NNTJ détermine le point U de la tangente IU. Prolongeant la droite NN’ en V, et prenant N’V = NU, la droite KV est la tangente au point K.
Ayant la projection horizontale IPNN’ I’ K. du contour de l’ombre portée dans l'intérieur du puits, par le bord circulaire et supérieur de ce puits, et une projection verticale (Jig. i .a ) de ce même contour, il sera facile d’en dé-
duire la seconde projection verticale sur le plan XY. Les points i, p, m de cette projection, correspondent aux points I, P, M de la projection horizon-
taie, et aux points i, p’, m, (Jig. i.a ). On pourrait se dispenser de construire
la partie ponctuée m'z de la projection verticale (Jig. i ), qui est au-dessous de l'horizontale/#; mais en la construisant, il faut observer que le point s où
elle est touchée par la droite sE\ est un peu au-dessous de l’horizontale /g, projection de la petite hase du puits.
-* - JR
OMDRES DE LA KICHE SPnÊRlQlTE. (PI. 4- 0.)
>/|2. T.a surface intérieure d’une niche sphérique est formée d’un cylindre vertical, qui a pour base un demi-cercle horizontal, et d’un quart de sphere de même rayotrque ce cercle, qui termine la partie cylindrique.
Soit (pl. 4- O.) ABCD le demi-cercle base du cylindre de la niche sphéri-
fetr *
que; un plan vertical AB coupe cette niche suivant la fig. k'Kabe, composée des deux verticales égales A ’a, B b, et d’un demi-cercle aeb tangent à ces deux verticales aux points a et b. Cette figure est tracée sur le plan vertical XY parallèle au plan AB. La direction du rayon de lumière est déterminée par ses deux projections^, p, ou par les deux droites CFI, ce, projections du rayon qui passe par le centre (C, c) de la sphère.
L’arête verticale (A, A’a) porte ombre dans l’intérieur de la niche; le plan vertical AD de cette ombre coupe le cylindre 'de la niche suivant l’arète (D, DW). L’ombre du point (A, a) est (D, d); la parallèle DV à ad coupe la droite A 'a au point a; d’où il suit que l’ombre (D, D'd) est portée par la portion
fc. .
(A, aa ) de 1 arete verticale au cylindre, dont la projection horizontale est le point A. Elle est suivie de l’ombre portée par le demi-cercle bae sur le cyindre vertical. Ce demi-cercle touche la verticale (A, A’a) au point a; or les
projections orthogonales ou obliques de deux bgnes qui se touchent, sur tine surface quelconque, seront encore réciproquement tangentes; donc, quelle que soit la projection verticale dgk de l’ombre portée par le demi* cercle aeb sur le cylindre vertical ABD, cette courbe dgk sera tangente en un point cl à la verticale D'd.
Pour déterminer la portion du demi-cercle (AB, aeb) qui peut porter ombre ou sur le cylindre, ou sur la sphère de ta niche, on mène une tangente au demi-cercle aeb, parallèle à p ou à la droite ce. Le point de contact i détermine la portion uetdu denu-ccrcle aeb, qui peut porter ombre sur les deuxsurfaces intérieures de la niche.
Le rayon de lumière mené par un point quelconque (F,/) du demi-cercle, coupe le cylindre vertical ABD au point (G, g), dont la projection verticale £ appartient à la courbe dgk.
i43. Pour trouver l'ombre portée par le demi-cercle aeb de la sphère sur elle-même, on regarde le plan de ce cercle comme horizontal, et on rapporte le rayon de lumière à un nouveau plan vertical c’eV parallèle à p' ou à ce alors le problème proposé ne diffère pas de celui qu'on a déjà résolu (art. 137 J pour le creux sphérique.
Regardant la droite ce comme une projection horizontale du rayon de lumière, on construit l’angle ech que le rayon ch fait avec sa projection ce, et on projette en c, e les points c, e, sur la parallèle c'e't à ce. Du point c’ comme centre avec ce z* ce, pour rayou, on décrit un demi-cercle e'hi, et on mene la parallèle ch' à ch, qui coupe ce demi-cercle en h'. L’ombre portée par le grand cercle (aeb, e'c't"). dans l’intérieur de la sphère est un autre grand cercle, dont la trace sur le plan du premier est cc. Ce second grand cercle a pour trace sur le plan vertical eh't auquel il est perpendiculaire, la droite ch! ; sa projection survie plan du cercle abe, est une ellipse. La portion iqk de cette ellipse a son origine au point t, intersection du demi-cercle aeb et de la droite cc ; l’extrémité k est la projectiou de l’intersection du cercle horizontal et du cercle incliné contenu dans le plan des droites cc, ch. Pour construire ce point k, on élève la perpendiculaire bb' à c'e't, qui coupe la droite ch au point m ; portant la distance h ni en bth sur la droite B 'b prolongée, et tirant la droite cm', cette droite coupe le cercle aeb au point n du cercle horizontal aeb, dont le plan a tourné autour de l'horizontale ab, pour venir s’appliquer sur le cercle aeb. La perpendiculaire nk à l’horizontale ab coupe cette horizontale au point k. Élevant la perpendiculaire kl à cic, qui coupe le cercle aeb au point /, le demi-cercle aeb est divisé au point / en deux arcs, l’un ael, qui porte sur la partie cylindrique de la niche, l’ombre dont la projection verticale est la courbe dgk; l’autre li qui porte sur la partie sphérique,
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l'ouibre dont la projection verticale est l'arc d’ellipse iqk. Un point quelconque (/», p) de l’arc //'porte «ne ombre située sur le rayon de lumière (j’q.p'q ) qui est rapporté aux plans des cercles aeb et e'h'i ; or la projection p’q de ce rayon coupe la droite ch au point q ; donc la perpendiculaire q'qs à bci coupe la parallèle pq à ce, au point q de l’arc d'ellipse iqk.
I,es plans tangens de la sphère aux points (/>,/>’), (fl, q) passent (art. 1 16) par un point r de la droite crç ; or cette droite est la trace du plan du cercle aeb, et du plan de l’ombre dont la projection verticale est iqk ; donc le point r appartient à l’intersection de ces deux plans, et par conséquent à la droite rq, qui est la tangente de la courbe iqk au point q de cette courbe, l'ne construction semblable donne la tangente ko au point X; il suffit de mener, parle point /, la tangente lo au cercle aeb. Cette tangente lo coupe la droite cc au point o, par lequel on mène la tangente ok de l'arc d'ellipse iqk. Cette droite ok est aussi tangente a la courbe kgd, parce que cette courbe et l'arc d'ellipse sont des projections obliques d’un cercle vertical sur deux surfaces, savoir le cylindre et la sphere de la niche, qui se touchent suivant le cercle horizontal commun à ces deux surfaces.
• Conclusion.
1 44- Le contour de l’ombre portée par le bord extérieur de la niche, dans l'intérieur de cette niche, se compose i" d’une verticale ( D, D'</); a” d’une courbe à double courbure ( DGK, dgk ) intersection de deux cylindre»; 3* d’un arc de cercle ( KQI, kqi ), dont la projection horizontale KQI se déduit de la projection cX sur le plan du cercle e'c'h't. Les points K et I résultent de l'intersection des perpendiculaires XK et il à XV, et des lignes AB, ABD du plan horizontal. Quant au point Q, qui correspond à un point quelconque q de la projection verticale, on l'obtient en menant la perpendiculaire qS à XY, qui coupe la droite AB au point S, et en portant sur cette perpendiculaire la droite SQ =sq', distance du point q' à la droite ect du plan de projection auxiliaire.
L’ordre que nous avons suivi pour faire connaître les ombres de la niche, est l’inverse de celui qui convient au tracé du contour de ces ombres; ainsi l’on construira d’abord l’ombre ( KIQ, kiq ) du bord de la sphère sur ellemême, ce qui donnera le point X, l’une des extrémités de la courbe kgd, et la tangente ko en ce point. Connaissant d’ailleurs l’autre extrémité d et la tangepte D'd en ce point d, on déterminera les points intermédiaires, tels que g, de cette courbe kgd, qui est la projection verticale de l'ombre portée par le bord circulaire de la niche sur la partie cylindrique de cette niche.
on BR es Dr poxt. (Pl. 5. O.)
t43. Le dessin du pont que nous allons expliquer comprend des exemples I» d'ombres portées par des droites et des cercles sur des surfaces planes ou cylindriques; a° de lignes de séparations d’ombre et de lumière sur des cylindres. Ce dessin se compose des trois parties ordinaires, plan, élévation , coupe, qui font connaître la forme et les dimensions de la première arche d’un pont en plein cintre, adossée il un mur de quai. L’élévation et la coupe sont réunis sur la même figure. Les hachures à lignes parallèles ont pour objet de distinguer les partie» du pont qui sont dans l’ombre.
Explication du dessin. (Pl. 5. O. Fig. i et a.)
l.a droite AA’ du plan (J îg . i j représente la face verticale du mur de quai ; l'arche adossée à ce mur est comprise entre les deux plans verticaux BC, BC’, perpendiculaires aux plans AB, A B’ : XY sépare le plan de l'élévation (J ig . a\ Le plan vertical X’Y1 parallèle au mur de cpiai passe par le milieu de l’arche, et coupe le pont suivant la figure que nous allons décrire.
1 • De la coupe du pont.
Cette coupe (/ îg . a) se compose de l'horizontale dd\ arête la plus élevée du plein-cintre de l’arche, i* des deux verticales bd, b’d’ ; a” de deux autres verticales Jg, f g réunies aux premières par les arcs convexes bf, b'J', limites des parapets bfg, b'/’g; 3“ de deux horizontales gh , g h' égales à la largeur de chaque trottoir; t\° de deux obliques kl, kl' en pente vers le trottoir pour former les ruisseaux; 5“ de l’arc convexe kk', section de la chaussée.
Les lignes en saillie sur chacun des plans verticaux BD, B’D’ ( /ig. i) appartiennent au bandeau du parapet et à la corniche de l’arche. Les bandeaux des parapets, les comiches de l'arche, les trottoirs se continuent en retour le long du mur du quai, avec les mêmes dimensions en largeur et en hauteur; en plan, {/ig. i) les parapets se terminent aux lignes MN, NO h gauchè de l’arche, et aux lignes M Y, h'O' à droite de la même arche.
Les deux lignes pleines en avant des droites AB, BC, ou A B’, BC/, et respectivement parallèles à cés droites, appartiennent aux bandeaux des parapets et aux corniches. Une ligne ponctuée en avant de AB ou de A’B' marque la Saillie d’un socle du mur du quai, dont la hauteur est la distance Xx /ig. 9, des horizontales XY, xy. Le plan horizontal xjr est le plan des naissances du berceau cylindrique, et la distance dq des deux horizontales dd\ xy est égal au rayon du plein-cintre de l’arche.
X'Y' étant pat hypothèse le plan qui divise l’arche en deux parties égales dans le sens de la longueur, et TT' celui qui la divise en deux autres parties égales dans le sens de la longueur, on prend ST = ST = dq rayon du pleincintre, et les naissances des pleins-cintres sont les droites intersections des
deux plans verticaux QTQ', Q 1 XJ' Jig. i, par le plan horizontal xj Jig. a.
Du raccordement du mur de quai et de la première arche, par des éperons à chapiteaux coniques.
i.{ C>. Du point B {Jig. i) comme centre avec BQ pour rayon, on décrit le quart de circonférence Qt qui se termine aux deux droites rectangulaires marquées sur le plan AB et BDC; cet arc est la section horizontale du fût de l’éperon; la naissance de ce fut est dans le plan horizontal xp. La hase de l’éperon se compose de deux socles, dont chacun n’a que la moitié de la hauteur du socle du mur de quai. La saillie du premier socle sur le fût de l’éperon est égale à la saillie du socle principal qui régne le long du mur de quai.
En avant de l’arc Qv du plan, on voit les trois arcs concentriques, intersections horizontales des deux socles du fût de l’éperon, et de la partie cylindrique du chapiteau do cet éperon.
A droite de l’arche, dans l’angle Q'B’-', il y a un second éperon en tout égal au premier.
Les deux parallèles à QQ' en avant de cette droite, sont tangentes aux arcs de cercle, sections horizontales des socles des deux éperons ; ces socles se terminent à la face verticale du socle du mur de quai.
La Jtg. a représente sur une plus grande échelle le plan et l’élévation de l’éperon à droite de l’arche; elle fait voir les lignes B' A’ et B'C' du nu des murs de quai et de l’arche. La droite $4 PSt sur cette ligure la trace de la face verticale du socle du mur de quai, et les deux arcs «, sections horizontales des socles de l’éperon, se terminent d’une part à la face verticale B'C de l’arche, et de l'autre à la droite <i4- La droite B’ A’ (_/? g. a) sépare le plan de l’élévation; elle tient lieu de l.< droite XY sur la Jig. a de l’élévation générale. L’horizontale xp {Jig a] représente le plan des naissances du berceau de l’arche, comme sur la Jig. a.
Le pout que l’on vient de décrire est, par hypothèse, éclairé par des rayons de lumière parallèles entre eux; il s’agit de trouver les ombres portées sur les diverses parties qui le composent, p et p (Jig . î et •■>) étant les deux projections d’un rayon lumineux. . ,
Des ombres du pont.
En allant de gauche à droite, et suivant le mur de quai, les oni| bres dont on demande le contour, sont, en les désignant par les lettres A, B, C, etc.’
i® Ombres A. Ombres de la corniche du mur de quai, sur elle-même ou sur le nu du mur; ombres du parapet qui termine le mur, sur le trottoir adjacent et sur le nu du mur; ombres du trottoir du mur de quai sur la chaussée parallèle à ce mur.
a° Ombres B. Ombres du parapet du pont sur le trottoir de ce pont; ombres du trottoir sur la chaussée du pont.
3" Ombres C. Ombres de la coupe transversale DD’ {fîg. 1 ) du pont ; ( le plan de cette coupe, parallèle au mur de quai, divise l’arche en deux parties égales ; la droite DD' et les droites QQ’, qq {fîg. 1 et a) sont de même longueur, comme parallèles comprises entre les parallèles RC d, li'C.'d'.)
4° Ombres D. Ombres des pleins-cintres de l’arche ou des quarts de cercle DQ, D'Q' {fîg- 1) sur le berceau cylindrique de l’arche, et sur le fût Q’BY de l’éperon, à droite de l’arche.
5° Ombres E. Lignes de séparation d’ombre et de lumière sur le fût Q'Br’
( /'S- * J de l’éperon, et sur les socles de la base de cet éperon. '
6° Ombres F. Ombres des socles de l’éperon à droite de l’arche sur la face verticale du mur de quai ; ombres du chapiteau de l’éperon à gauche de l'arche, sur le fût de la pile.
Tracé des ombres A et B.
1 48. Construisons d’abord sur les deux plans verticaux SVT, SVD [fîg. 1) les projections d’un rayon de lumière qui passe par le milieu (S, s), de la chaussée du pont. Ayant mené Slï parallèle à p, et su parallèle à p‘, ou abaisse d’un point quelconque U de SU, les perpendiculaires UU', UV, sur SV’ et SV, et du point S comme centre, avec SV pour rayon, on décrit l’arc W qui coupe la droite SU' au point V. Il est évident que la projection du point (U, u y, sur le plan vertical SV, ramené sur le plan vertical SV, est le point (V', v)\ d'où il suit que les projections d’un rayon de lumière sur les deux plans verticaux SV’, SV sont respectivement parallèles aux droites su, sv ( fîg. a), cette dernière étant ramenée par un quart de révolution sur le premier plan vertical SV.
L’horizontale (NO,/) qui termine le parapet du pont, porte ombre sur le
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trottoir, et pour la déterminer, on conçoit par un point (F,/) de cette horizontale un rayon de lumière, dont la projection verticale f~l, parallèle à su ou ci, coupe rhorizontale gh du trottoir au point X, par lequel on mène la parallèle >.LL’ à NO. Le profil du parapet, du mur de quai étant le même que pour le parapet du pont, la parallèle JX à sv', coupe l'horizontale gh au point Y distant du point g de la largeur gX de l’ombre portée sur le'-troiloir du mur de quai. Portant cette largeur sur le plan {Jig. i) de M en L', et tirant I.'h parallèle à MN, on aura Ll.LONM pour la projection horizontale ( Jig . i) de l'ombre des parapets du pont et dn mur de quai, sur leurs trottoirs respectifs.
Une parallèle à la projection sv {Jig. a) du rayon lumineux, menée par un point de rhorizontale inférieure du baudeau du parapet du pont, coupe la face extérieure du parapet, en un point qui détermine l'horizontale i.a ( Jig . a). Celte horizontale est le contour de l’ombre portée par le bandeau du parapet du mur de quai, sur le nu de ce mur.
La çorniche du parapet se compose d’une plate-bande, d’un filet et d’un „ cavet. D'après la direction du rayon lumineux (o, p’), l'horizontale inférieure de la plate-bande met dans l’ombre le filet et le cavet; elle porte ombre sur le nu du mur de quai, et une parallèle à sv ( Jig. a), menée par l’extrémité de la verticale qui est la projection de la plate-bande de la corniche du parapet, coupe la face verticale extérieure de ce parapet en un point qui détermine comme précédemment l’ombre portée (3.4) par la corniche du mur de quai sur le nu de ce mur.
Le trottoir du pont porte ombre ou sur la chaussée ou sur le ruisseau de celte chaussée. Le contour de cette ombre est une horizontale parallèle à l’horizontale (HH', h ) qui termine le trottoir. Menant par le point h [Jig. a)tine parallèle à chacune des droites su, sv', les deux parallèles rencontrent le profil de la chaussée en deux points, qui déterminent les distauces respec- * tives des droites 5.6, 5.6’ (Jig- i) aux droites III1', 1IH'.
Æa. " • '
Ombres C.
i4g. Le plan de la section transversale DD1 ( Jig. i) du pont, coupe le berceau «le l’arche suivant une horizontale (DD', dd ). L’ombre portée par cette horizontale sur le berceau, est ujie autre droite horizontale, arête de ce berceau. Ces deux droites/sont dans un plan parallèle au rayon de lumière, perpendiculaire au plan vertical DO du plein-cintre. Ayant décrit du point D comme centre, avec DQ pour rayon, l’arc QU, on transporte la droite DR en (ir [fig- a) sur ry , et du point q comme centre, avec qr— DR pour rayon, on
DiqiHÎ^tf >y C
décrit l’arc f/7 r, qui représente le quart du plein-cintre de l'arche. Ea projection du' rayon de lumière sur le plan de cet arc, est parallèle à la droite v's; donc si l’on mène par le point d, extrémité du. 1 horizontale de l , une parallèle d-] à v's, cette parallèle coupera l’arc d-r au point 7, qui détermine l’horizontale 7.8, projection verticale de l’ombre portée par l’aréte (DD , dd) du berceau sur ce berceau même. Cette projection a son origine an point c, qu’on obtient par l’intersection de la droite connue 7.8, et de la parallèle à p ou su, menée pan le point d. Abaissant la perpendiculaire eE à XY, et menant la parallèle DE à la projection horizontale p du rayon de lumière, elles se rencontrent au point E,' projection horizontale de l’origine (E, è) de l’ombre portée par l’horizontale (DD', dd ) sur le berceau de l’arche. Cette horizontale porte aussi des ombres sur le cylindre vertical de la pile à droite de l'arche, et sur la face verticale EE" du socie du mur de quai. Les rayons de lumière (DE', de), (D E", d e") coupent cette face verticale EE” aux points (E‘, e), (E", e"). Le second point est l’extrémité de l'ombre portée par l'horizontale (DI)', dd') sur le socle du mur de quai. La projection verticale de cette ombre se trouve {Jïg. a) sur l’horizontale menée par le point e ou e".
Le même rayon ( DE", de"), prolongé jusqu’au nu du mur A TF, le rencontrerait au point dont t est la projection verticale. La verticale c'b" qui contient l’ombre de la verticale ( D’, dû'), coupera l’horizontale xy en 1. Menant par ce point la parallèle te à p, et la prolongeant jusqu’au point e de la verticale d'b', id sera la projection verticale de la portion de là coupe extérieure du parapet, qui porte ombre sur le socle du mur de quai. Le reste de cette coupe porte ombre sur le nu du mur. La parallèle l>b" à p, menée par le point b', rencontre la verticale ijb“ au point b", origine du contour de celte ombre. Ce contour ne différerait pas du profil d'b' du parapet, s’il n'était modifié par les ombres des horizontales du bandeau du parapet et de la saillie de la corniche, comprises entre les plans verticaux D'X'Y' et D'E". Ainsi l’horizontale supérieure de la corniche porte sur le mur de quai, l’ombre zz pa-rallèle à b’b" ou à p.
Ombres D.-
i5o. Le cylindre qui a pour base le quart ( DQ', dq) du plein-cintre de Farche, et pour arêtes des parallèles au rayon de lumière, coupe le berceau horizontal suivant une combe plane (art. 207, liv. 1er ). La détermination de cette courbe est un problème tout-à-fait semblable à celui (art. i38)du puits cylindrique, et qu’on résout de la même manière, f/7 (J îg . a) étant la projection d’un rayon de lumière sur le plan du plein-cintre dqr, on mène la parallèle 9.10 à cette projection, qui louche l’arc d-r au poiut 1 1, et détermine
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sur cet arc Ja portion d. 11 qui porte- ombre sur le berceau. Le point ir, origine de l’ombre portée, ayant pour projection verticale [fig. a) le point la de la verticale dq, la projection verticale du contour de cette ombre, sera la courbe i i.ae. On aura un point quelconque intermédiaire u, en menant pp' parallèle à dy, et les horizontales pi//, p.i3. L'horizontale p.i3 coupe la verticale dq au point i3, par lequel on tire la parallèle i3.// à de ou p, qui coupe l’horizontale pipî au point p de la courbe ta./u’e. Le plan de cette courbe a pour trace sur le plan de l’arc d. i v.y, la droite q. 1 1 r ■
Des langerilcs à la courbe i a.uV ( fig. a ), projection de l’ ombre portée par l'arc du plein-cintre d'une arche, sur le berceau de l’arche.
1 5 1 . La courbe i i.-/c a pour tangente à l'une de ses extrémités e la droite de, parallèle à p, ou à us. En effet, cette droite de est la trace d’un plan tangent au cylindre, qui a pour arctes les rayons de lumière menés par le cintre de l’arche : or ce plan est perpendiculaire au plan vertical de projection XY, et d’ailleurs la courbe dont ia.p’e est la projection verticale, appartient au cylindre; d’où il suit que celte courbe a pour tangente "au point e la droite ed.
Autrement; les plans tangens aux cylindres, dont l’intersection est la tangente au point (E, e), ont pour traces sur le plan de l’arc d. t 1.7, les deux tangentes à cet arc dy, y y qui se croisent au point y de la droite q. 1 i.y, perpendiculaires à la corde dy de l’arc d. 1 1.7; or le point 7' se projette sur le plan vertical XY en d; donc ce point d appartient à la tangente de la courbe rx'.ts, au point e de cette courbe.
Les tangentes à l'arc de cercle dyr aux points p, p, se rencontreraient de même au point i/| de la droite q.n.y. L'horizontale 14, i5 coupe la verticale dq au point t5 de la droite iS.u*, qui est tangente au point p de la courbe 1 a.u’e.
Cette construction ne s’applique pns au |>oint 1a, projection verticale de l'origine de la courbe; mais on obtiendra la tangente pour ce point, en cherchant l’intersection du plan tangent au berceau au point 1 1, et du plan de la courbe. Or, le plan rangent au berceau, suivant l’arête de ce berceau qui passe par le point 1 1 de sa base, coupe le plan vertical QQ’ suivant une horizontale parallèle à l’arête de contact; le plan de la courbe coupe ce plan vertical QQ', suivant une autre droite; l’intersection de ces deux droites détermine la tangente au point de la courbe qui se projette en ta sur le plan vertical (_/?g. 2 ). En effet, la tangente 9. 10. 1 1, rencontre la verticale rr du plan vertical QQ', au point 16; donc 1 horizontale t6.t 7, intersection du plan tangent
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au berceau et du plan vertical QQ', contient un point de la tangente cherchée. Mais la droite^. 1 1.7', prolongée, coupe la verticale rr au point /‘.qui se projette ( fig. a ) au point r de la verticale qd. La parallèle à la droite q. 1 1 ./•' du plan de l’ombre, menée par un point quelconque de cette ombre, tel que ( K, e), coupe le plan vertical QQ au point dont 18 est la projection verticale; doncla droite r".r8 est l'interjection du plan de l’ombre cherchée et du plan vertical QQ : or cette droite coupe l’horizontale 1 G. J 7 au point 17; donc la droite lï.ïyes't la tangente au point ta de la combe la.f/e. -
L’arc en plein-cintre QD', opposé à celui qui porte ombre sur le berceau, porte lui-même ombre sur le cylindre vertical de l’éperon à droite de l’arche. On sait (art. 109) comment on trouve l'ombre d’une ligne sur une surface. La projection verticale de J'ombre de l'arc Q D', représentée à part ( fig. a ), est marquée ab ; sa projection horizontale se confond dans ce cas particulier avec la base du cylindre, hit île l’éperon, puisque ce cylindre a pour génératrice une droite verticale.
• Ombres' E.
1 5a. La perpendiculaire abaissée du point U’ {fig, 1) sur D E" ou c, projection horizontale du rayon de lumière, coupe les trpis cercles bases du lût et des deux socles de l’éperon de droite, en trois points; les verticales élevées par ces points sont, sur les cylindres du fût et des -socles, les lignes de séparation d’ombre et de lumière.
La fig. a , qui représente l’élévation de J'éperon sur une plus grande échelle, fait voir le quadrilatère abat, dans lequel les droites ad et de, les courbes cb et ba sont respectivement les projections verticales de la base du lut île l’éperon, de la droite séparation d'ombre et de lumière sur ce fût, des ombres portées par l’horizontale de l’arche (DI)’, dd'), et par l’arc en plein-cintre (Q’D’, qd') sur le fût de l’éperon. La parallèle au rayon de lumière (19.90), (tg'.ao'), [fig. 1 et a), menée par le point (19, 19’) de l’horizontale (Dl)', dit'), coupe le fût de l’éperon au point (20, 20'), ce qui détermine le point 20', marqué des mêmes chiffres sur la courbe rapportée {fig. à) en bho e.
rr» Ombres F.
1 5É Le bandeau du chapiteau de l’éperon à gauche de l’arche, et les socles de 1 eperon à droite, sont terminés dans la partie supérieure par des quarts de cercle. Le premier des trois cylindres qui ont pour bases ces quarts de cercle, et dont les arêtes sont parallèles au rayon de lumière, rencontre le fût de 1 éperon de gauche ; les deux autres se prolongent jusqu’à la face verticale
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Hu socle «lu mur de quai; les lignes d'intersectioQ sont les contours des ombres portées. On voit (fig. a), les deux courbes e et e, projections verticales des ombres portées par les bords circulaires des socles de l’éperon de droite de l'arche, sur le socle du mur de quai.
Ces exemples suffisent pour faire voir comment otr trouve les ombres portées par des lignes ou des cercles donnés, sur des corps ronds, tels que la sphère, le cône ou le cylindre. Conservant l’hypothèse d'un seul point lumineux, ou du parallélisme des rayons de lumière, nous allons construire les lignes de séparation d’ombre et de lumière sur deux genres de surfaces, que nous avons nommées (art. 49 et 5a, chap. 1"), surfaces de révolution , et surfaces réglées.
§ V. DF. LA LIGNE DF. SÉPARATION DOM DR F. Ef DE tXMliRE SCR C.N ELLIPSOÏDE- DE RÉVOLUTION. (PI. t>. O.)
i54- Nous avons exposé (art. 1 16- 1 10) trois méthodes pour .déterminer le cône ou le cylindre tangent à une surface de révolution; nous allons appliquer ces méthodes au cas particulier de l'ellipsoïde de révolution, en supposant cette surface successivement éclairée par un point lumineux et par des rayons parallèles.
«- Soit (A, ad )(pl. 6.0), l’axe de révolution do l’ellipsoïde. Un plan méridien OAO’, parallèle au plan vertical XY de projection, coupe cet ellipsoïde suivant l'ellipse ad 00. Les points E et e étant les deux projections du point lumineux, on demande sur l’ellipsoïde la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Cette ligne est la courbe de contact de l'ellipsoïde et du cône tangent qui a son sommet au point lumineux, et pour trouver un point de cette courbe, nous considérerons d'abord l'ellipsoïde comme l’enveloppe de l’espace que parcourt un cône droit dont le sommet est constamment sur l'axe de révolution.
Ayant coupé la surface de révolution par un plan X'Y’ perpendiculaire à l’axe ad, on mène une tangente à la courbe méridienne adod, par le point d intersection de cette courbe et de l'horizontale X’Y’.
Cette tangente coupe l'axe ad au point s. On prend ce point pour le som- • met d’un cône droit qui touche l’ellipsoïde suivant le cercle du diamètre dd , et tout plan tangent à ce cône est aussi tangent à l'ellipsoïde. Pour mener ce plan par le point lumineux (E, e ), on joint ce point et le sommet (A, s) du cône droit, par la droite (AE, se), qui coupe le plan X’Y' du cercle base du cône droit, au point (F,/-). Ayant décrit du point A comme centre, le cercle du diamètre DD '~dd', la tangente à ce cercle menée par le point F, le touche aux points H , H qui se projettent sur le plan vertical XY aux
points A, h de l’horizontale X'Y' ou dd. Les deux points (H, A), (H’, A’), appartiennent à la ligne de séparation d'ombre et de lumière de l’ellipsoïde. •
1 55. On serait averti que le cercle du diamètre (DD’, dd') ne contient pas de points de la courbe, si le point, tel que F, était dans l’intérieur du cercle du diamètre DD'. Mais pour éviter des constructions inutiles, on cherchera d’abord la limite des cercles qui contiennent des points de la courbe du contact. Pour trouver celte limite, on mènera par le point lumineux (E, é)t les tangentes à la courbe génératrice tracée dans le plan méridien qui passe par ce point. Dans le cas particulier de l'ellipsoïde, on peut mener deux tangentes, et les cercles de la surface de révolution qui passent par les points da contact de ces deux tangentes, sont les limites des cercles qui contiennent les points de la courbe de contact du cône et de la surface de révolution.
Faisant tourner le plan mériden AE d'un arc égal à EG, pour amener ce plan dans le plan méridien OAO', et le point G étant projeté en g sur l’horizontale donnée eg, on mènera par le point g deux tangentes à la courbe méridienne adoaod'; et par les deux points de contact i, t", on mènera des plans perpendiculaires à l’axe ad qui couperont la surface de révolution suivant les cercles limites de la courbe cherchée : prenant les distances des points 1, 1" à l’axe ad mesurées sur les horizontales ik, ik, et les portant sur le méridien AE de A en K, et de A en K’, les points qui se' projettent sur le plan horizontal en K. et R’, et sur le plan vertical en k et k', sont les points extrêmes de la ligne de contact de la surface de révolution et du cône qui a son sommet au point lumineux ( E, e).
1 5G. L’ordre des opérations graphiques n’est pas indifférent, et pour suivre celui que nous regardons comme le meilleur, on déterminera d’abord les deux points ( M, rn ) et ( M‘, ni ), situés sur le plus grand cercle ( OO', 00 ) de la surface de révolution. Ayant décrit du point A, comme centre, avec un diamètre 00’ = 00', un cercle, et considérant ce cercle comme la base d’un cylindre vertical, ce cylindre touchera la surface de révolution suivant le cercle ( OO’, ou ); or les deux plans tangens à ce cylindre, qui ont pour traces horizontales les droites EM, EM', touchent celte surface aux deux points M, m et M', m . Donc ces deux points appartiennent à la courhe de contact du cône qui a son sommet au point ( E, e), et de l’ellipsoïde de révolution.
La courbe méridienne (OO’, ad 00 ), peut être considérée comme la base d’un cylindre horizontal tangent à la surface de révolution; donc si l’on mène les tangentes el, el à cette courbe, les plans tangens au cylindre qui ont pour traces ces tangentes, touchent la surface de révolution en des points (/, L), et ( i , L ), qui appartiennent encore à la courbe de contact.
Avant déterminé les six joints K, K, L. L', M, M de la projection hori-
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zontalc de la courbe île contact, et les six points correspontlans X, k\ l, m, ni Je la projection verticale, on trouvera les points intermédiaires par la méthode <|u’on a suivie (art. i45 ) pour trouver les points ( II, h ) et ( II', k. )
157. Nous avons considéré la surface de révolution comme l'enveloppe de l'espace que parcourt un cône droit qui a successivement pour arêtes les tangentes de la courbe méridienne. Maintenant nous allons substituer aux cônes, des sphères qui ont pour rayons les portions de normales à la courbe méridienne, telles que d't, comprises entre cette courbe et l’axe de révolution.
Soit ( A, f), le centre de l une de ces sphères, d't son rayon, (OO , dud\‘) ^l’un de ses grands cercles. Le méridien AE coupe cette sphère suivant un autre grand cercle, et en supposant ce méridien amené sur le méridien AD G, te point (E, e) prend la position g; donc si par le point g, on mène les tangentes gu, gv au cercle dudv considéré dans le plan méridien AE, la droite uv est le diamètre du cercle de contact de la sphère et du cône droit dont le sommet est en ( E, e ), ou en g. Ce cercle dud v de la sphère et le cercle dd‘ commun à la sphère et à la surface de révolution, se coupent suivant une droite horizontale x , perpendiculaire au plan du méridien AE; donc si l’on porte la distance du point x à l'axe ad, de A en x sur AE, celte droite horizontale sera en projection horizontale, une perpendiculaire ILrlT à la trace AE du méridien qui passe par le point (E, e). L’intersection de cette droite H.rH’ et du cercle décrit du point A comme centre avec un diamètre DD’ — dd', donnera les points H, IL de la projection horizontale de la courbe de contact cherchée. ^
Élevant les perpendiculaires ll/i, HA' à l'intersection XY des plans de projection, et les prolongeant jusqu’à ce qu’elle coupe l'horizontale dd aux points h et li, ces points appartiennent à la projection verticale de la courbe de contact ; on trouvera de la même manière tant d'autres points qu’on voudra de cette courbe.
1 58. Considérons maintenant la surface de révolution comme l'enveloppe de l’espace que parcourt un cylindre qui a pour base la courbe méridienne , et cherchons dans cette hypothèse un point de la courbe de contact de la surface dé révolution et du cône qui a son sommet au point lumineux. Soit AN, la trace horizontale d'un plan méridien quelconque ; ( N, n ), le pied de la perpendiculaire abaissée du point (E, e) sur ce plan méridien AN. Ou remarquera que tous les points tels que Nj se trouvent sur un cercle décrit sur AE comme diamètre. Ayant fait tourner le méridien AN jusqu'à ce qu’il ait pris la position AN’ parallèle à XY, le point (N, n) se transporte en n, sur l'horizontale en. Par ce point n', ou mène la tangente dp à la courbe méridienne, et on porte la distance pq du point de contact p à l’axe ad, sur la
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trace AN de A en P. Le point P et son correspondant p, situé sur l’horizontale pq , sont les deux projections d’un des points de la courbe cherchée.
Cette méthode suppose, comme on vient de le voir, qu’on sache mener une tangente telle que n'p, à la courbe méridienne, par un point pris hors cette courbe. La tangente»/) est la trace d’un plan tangent à la surface cylindrique qui a pour base la courbe méridienne, et dont les arêtes sont perpendiculaires au plan méridien AN de cette courbe.
159. Ces trois méthodes s’appliquent également à la détermination de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur l’ellipsoïde de révolution, dans l’hypothèse des rayons lumineux parallèles.
Soit (p, p') l’un de ces rayons; on conçoit un cylindre tangent à l’ellipsoïde, engendré par nne droite parallèle à (p, p') ou (REC, bec) : la courbe de contact de ces deux surfaces est la ligne demandée.
Ayant coupé la surface de révolution par un plan quelconque perpendiculaire à son axe, elle est touchée suivant le cercle contenu dans ce plan, par un cône droit qui a son sommet sur l’axe. Le plan tangent à ce cône droit, mené parallèlement au rayon de lumière (p, p’), touche la surface de révolution en un point qui appartient à la courbe de contact de cette surface, et de la surface cylindrique dont la génératrice est parallèle aux rayons lumineux.
La surface de révolution est aussi touchée suivant le cercle contenu dans le plan perpendiculaire à son axe, par une sphère dont le centre est sur cet axe. Lorsque le grand cercle de cette sphère dont le plan est perpendiculaire au rayon de lumière, et le petit cercle commun à la sphère et à la surface de révolution se coupent, les deux points d’intersection appartiennent à la courbe de contact de la surface de révolution et du cylindre dont les arêtes sont parallèles au rayon de lumière. On obtient encore des points de cette courbe, en menant parallèlement au rayon de lumière des plans tangens au cylindre qui a successivement pour base la courbe méridienne considérée dans ses différentes positions, et pour arêtes des droites perpendiculaires au plan de cette courbe méridienne.
On obtiendra par l’une de ces trois méthodes la ligne de séparation d’ombre et de lumière ( afi ?<T, a fi' y J').
On remarquera sur cette courbe de contact, les points dont les projections verticales sont 4’, «, p, y\ <f'. Les deux premiers <?' et 4’ sont les points de contact de la courbe méridienne àdd'a) et des parallèles à la projection verticale du rayon lumineux; u et p appartiennent aux cercles limites de la courbe de contact du cylindre tangent, et se déterminent comme les points b, K (art. 1 55) de la courbe de contact du cône tangent. Enfin les points &
^ . v. "y'^ÊÊ
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correspondent aux points y, J' placés sur un diamètre yJ' du cercle 00><f',
perpendiculaire à la projection horizontale a du rayon luminetrx.
Les projections verticales des courbes de contact du cône et du cylindre, sont dessinées en parties pleines et en parties ponctuées. I-a partie pleine correspond à la portion de la surface de révolution qui est en avant du méridien OO’. parallèle au plan vertical de projection. La partie pleine dans la projection horizontale, correspond à la portion de ta surface de révolution qui est au-dessus du plus grand cercle de cette surface (OO'MM’, oo).
iGo. Des trois méthodes que nous avons exposées, ufte seule suffit pour trouver les lignes de séparation d’ombre et de lumière sur les surfaces de révolution, dont on connaît les génératrices ; cependant pour obtenir ces courbes avec exactitude, et pour éviter l’emploi des lignes droi|es qui se couperaient trop obliquement, on sentira dans la pratique du dessin^ la nécessité d'avoir recours à l'une ou à l'autre des trois méthodes, et de choisir, dans chaque cas particulier, celle qui donnera les constructions les plus exactes.
Corollaire.
1G1. Si l’on regarde la parallèle (RC, bc) au rayon de lumière, comme une droite donnée, on aura résolu la question de mener par cette droite un plan tangent à une surface de révolution. En effet, ce plan est ( art. 3a ) tangent au cône et au cylindre circonscrits à l’ellipsoïde, et le point de contact a pour lieux géométriques, les courbes de contact de l’ellipsoïde et des surfaces qui lui sont circonscrites : or, ces courbes qui ont pour projections, l’une, les lignes HH'MMP, hlimnip ; l’autre les lignes agjJ', afly'S', se coupent aux points (a, a), ($, |3'); donc les plans menés par ces points et par la droite donnée (BC, £c), sont tangens à l'ellipsoïde.
dp. l’ombre d’une vis triangulaire. (PI. 7. O.)
De la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface réglée du filet
de la vis.
16a. Nous ne considérerons, sur la vis triangulaire, que le filet qui est en saillie sur le noyau de cette vis. Le noyau est un cylindre droit,' qui a pour base un cercle du rayon AB ou AD (/>/. 7.O) . la section du premier tour de filet par un plan vertical CAE, qui passe par l’axe vertical. A du noyau, est un ^triangle isocèle Cbc, dont les côtés C'b, cb prolongés coupent l’axe du noyau **
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aux points (A, a), (A, à). Le chevron Cbc est la figure génératrice du filet de la vis; les droites Cb,bc se meuvent de manière que chaque point de ces droites décrit une hélice (art. 3G) dont le pas est égal au troisième coté C’e du triangle Cbc; chaque hélice est sur un cylindre droit de même axe que le noyau, dont la- base est un cercle qui a pour rayon la distance constante du point mobile à cet axe. Ainsi le point (C, C) décrit sur le cylindre droit à hase circulaire CFEF'. une hélice dont la projection sur le plan vertical XY, est C ’fegcf'ec... L’hélice décrite par le point (B, b) sur le noyau TÎDGG’, sépare le dessus et le dessous du filet; elle a pour projection verticale, la ligne b g dbg tl' ...... Ces deux hélices et l'axe du noyau peuvent être considérés
comme les trois directrices de la droite mobile qui engendre le filet de la vis (art. 5a, liv. Ier).
Soit (CBA, C'ba ) la première position de la génératrice; celte droite coupe l’axe du noyau au point (A, d), et les deux hélices directrices aux points (C, C ), (B, b). L’axe est pour chacun de ses points sa propre tangente. Les hélices ont pour tangentes aux points (C, C), (B, b) de la droite (CB, Cb) de la surface du filet, des droites situées dans les plans verticaux CTI, BI perpendiculaires au rayon ABC, et par conséquent parallèles à l’axe du noyau (A, ad ); d'où il suit (art. i5i, liv. I") que la snrface du filet est touchée suivant la droite (ABC, Cba), par un paraboloïde, qui a pour directrices l'axe du noyau et deux tangentes aux hélices décrites par les points (C, C \ (B, b). La tangente au point (C, C) est (art. 3 y) l’hypothénusc d’un triangle rectangle qui a pour côtés une droite horizontale CH égale au quart de la circonférence CFEF, et une droite verticale égale nu quart C’A du pas de l’hélice. La tangente au point (B, b ) de la seconde hélice, est fhypothénuse d’un autre triangle rectangle qui a aussi pour côté vertical un quart de pas de l'hélice, et pour côté horizontal une droite B1 égale au quart de la circonférence BGDG'. Un plan vertical A TH, passant par l’axe (A, ad) du noyau, et par les points I, H, coupe le paraboloïde tangent, suivant une droite dont la projection verticale hlx est parallèle au côté CZ> du triangle Cbc.
Ainsi La droite mobile génératrice du paraboloïde tangent, est pour l«* premier mode de génération, constamment parallèle au plan vertical CH, lequel est perpendiculaire au plan vertical ABC, et pour le second mode, elle se meut parallèlement au plan'(CC', Cb), perpendiculaire au plan vertical ABC, et incliné à l'horizon sous un angle B Cb. Ce second plan est parallèle aux deux droites (ABC, abC), (Ain, hjjï) du paraboloïde.
Si l’on conçoit ce paraboloïde fixé à la droite mobile génératrice de la surface du filet, il sera tangent il cette surface dans toutes les positions de sa génératrice. -
Du cône ou du cylindre tangent à la surface du filet d'une vis.
iG3. Le point lumineux étant le sommet du cône tangent à la surface du filet d'une vis, le plan mené par ce point et par une droite quelconque de la surface, est tangent à cette surface (art 1 44 » Üv. 1er) : le point de contact appartient à la ligne de séparation d'ombre et de lumière, ou au contour apparent (art. 109), si l’on a pris l’œil du spectateur pour le sommet du cône. Pour déterminer le point de contact, on conçoit par la droite de la surface du filet, le paraboloïde tangent dont on connaît les de^x systèmes de génération. Le plan mené par le sommet du cône, coupe deux droites quelconques du second système de génération en deux points, et la droite qui joint ces deux points, rencontre la droite commune au paraboloïde et à la surface du filet, au point de contact demandé. Le plan mené parallèlement aux rayons de lumière, toucherait le paraboloïde en un point qui serait sur la ligne de séparation d’ombre et de lumière, dans l’hypothèse d’un point lumineux situé à l'infini. Cette ligne peut aussi être considérée comme la courbe de contact de la surface du filet et d’un cylindre dont la droite génératrice est parallèle aux rayons lumineux. Ainsi, par la substitution d’une zone de paraboloïde à celle de la surface du filet, on détermine sur chaque droite de la surface, un point de la ligne de contact de cette surface et d’un cône dont on donne le sommet, ou d’un cylindre dont la génératrice est parallèle à une droite donnée.
De la courbe de contact de ta surface du filet d'une vis et d’un cylindre tangent à cette surface ; des points limites de cette courbe.
i6i- Le filet d’une vis étant compris entre les deux cylindres verticaux qui ont pour bases les cercles des rayons AB, AC, les lignes de séparation d’ombre et de lumière dans l’hypothèse des rayons de lumière parallèles, ne doivent pas s’étendre au-delà de ces cylindres; c’est pourquoi nous allons recherchei' les points de ces lignes qui se trouvent sur les hélices décrites par les extrémités (C, C'), (B, b), de la droite génératrice du filet.
Nous ferons remarquer que les plans langens de la surface du filet, menés par tous les points d’une hélice de cette surface, font le même angle avec l’axe du noyau de la vis ou avec toute autre droite parallèle à cet axe. En effet, chacun de ces plans contient une tangente à l’hélice, et la droite de la surface qui passe par le point de contact ; or, ces deux droites font entre elles et avec une parallèle à Taxe du noyau ; des angles qui ne varient pas;
donc le plan mené par ces deux droites, à une inclinaison constante par-rapport à l’axe, quel que soit le point de l’hélice, intersection de ces droites.
Déterminons ce plan, pour un point (F,/" ) de l'hélice (CEFF*, C fe), tel que la tangente à l’hélice en ce pqint, a pour projection horizontale une droite FK perpendiculaire au rayon AF. La hauteur/À’ du point (F,/-) de l'hélice au-dessus du plan horizontal de projection, étant égale à un quart de pas de l’hélice, on prend FK. égale au quart de circonférence CF, et la fangentc à l’hélice au point (F,/-) coupe le plan horizontal au point K. La droite de la surface du filet qui passe par le même point (F ,f) de l'hélice rencontre le plan horizontal au point qu’on détermine en menant fe parallèle au côté cb du triangle C ’bc, et en portant A<j> de F en La droite Kj qui joint les deux points K, est la trace horizontale du plan tangent à la surface du filet au point (F ,f) de l’hélice décrite par le point (C, C').
Si par un point quelconque (O, o) de l’espace on mène un plan parallèle à ce plan tangent, il aura pour trace horizontale une droite I.K' parallèle ;'K ; et pour déterminer le point L où cette trace coupe la droite OO'L, parallèl i à AF, on conçoit par le point (O, o ) une parallèle à la génératrice (F$',/A '), qui coupe la droite OL au point L. Ayant mené ul parallèle à cb ou J-, cette parallèle rencontre l’intersection XY des deux plans de projection îm point /; la circonférence décrite du point O comme centre avec OI.' — 07 pour rayon, rencontre la droite OO’ prolongée, au point L intersection du plan horizontal et de la parallèle à la génératrice (FV,/A’) du filet de la vis, menée par le point (O, o). La perpendiculaire OM, abaissée du point O surLK', détermine le rayon de la base d’un cône droit, dont tous les plans tangens oht, par rapport à l’axe de ce cône, une inclinaison égale à celle du plan tangent à la surface du filet, mené par le point (F ,f) de l’hélice que l’on considère, ou par tout autre point de cette hélice. Les deux cônes droits qui ont pour sommet commun le point (O, o), et pour bases des cercles décrits du point O comme centre avec des rayons OM, OL, sont tels qu’un plan tangent au premier cône et sécant du second, contient deux droites de ces cônes qui font constamment entre elles le même angle : la projection horizontale LOM de cet angle est aussi constante. Nous désignerons les deux cônes droits du sommet commun (O, o ) par les lettres C et C'. D’après la construction du point L de la base du second côncC, chaque côté de ce cône fait avec son axe, un angle égal à celui que la droite génératrice de la surface du filet fait avec l’axe du noyau (A, ad ).
i65. Supposons maintenant qu’il faille mener un plan tangent à la surface du filet, parallèle au rayon de lumière (1, X'), et déterminer le point de contact, sur l’hélice donnée qui contient ce point. On mènera un plan tangent au
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coin: C par la droite (OZ, oZ ), parallèle à ce rayon. L’arêle de contact sur ce cône ayant pour projection horizontale la droite ON, on fera l’angle NOP égal à l'angle à MOI,, et la droite OP sera la projection horizontale de la parallèle à la projection de la génératrice de la surface du filet qui contient le point de contact demandé. Menant la droite AS parallèle à OP, cette parallèle coupe la base circulaire du rayon AC au point S, projection horizontale d’un point (S. s ) de la c-oufl* de contact de la surface du filet et d'un cylindre tangent à cette surface, dont les arêtes sont parallèles au rayon de lumière. On déterminera de la même manière, par la considération de deux autres cônes droits C, G’, le point (T, /) de la courbe de contact sur l'hélice du noyau, décrite parle point ( 11, A). Ayant trouvé les points limites de la courbe de contact de la surface du filet et du cylindre tangent, on construira les points intermédiaires, ou sur les droites île la surface du filet comprises dans l'angle des deux plans verticaux AS, AT, eu imaginant par chacune de ces droites, le paraholoîde tangeÿ ( art. i G3 ), on sur des hélices qui auraient pour projections horizon* taies des cercles décrits du point A comme centre, avec des rayons plus petits que AS et plus grands que AT.
La verticale élevée par le point S ou T, rencontre les hélices auxquelles ces points appartiennent en d’autres points dont les projections verticales sont s, s', s ”, etc., ou t, t, t'\ et pour chacun de ces points, le plan tangent à la sur* face du filet est parallèle au rayon de lumière.
lies limites de la projection verticale d'une vis triangulaire,
>GG. Le triangle.générateur (CB, C7>c)du filet de la vis, se mentde manière que chaque point des côtés C 7>, bc de ce triangle engendre une hélice; les projections verticales,des hélices du filet sont touchées par une courbe qui est la limite de la projection verticale de la vis. Pour construire cette courbe, on la considéré comme la section droite d’un cylindre horizontal laugent aux surfacès supérieure et inférieure du filet, ou comme la projection de la ligne, lieu géométrique des points de contact de la surface du filet, et de plans perpendiculaires au plan vertical de projections. Une hélice étant donnée sur la surface du filet, on détermine le point de cette ligne pour lequel le plan tangent au filet, est perpendiculaire au plan vertical de projections : la projection verticale de ce point appartient à la limite de la projection verticale de la, vis. Prenons pour exemple l'hélice décrite par le point (C, C ). Le plan tangent à la surface du filet, mené par un point quelconque de cette hélice, fait avec l’axe de la vis un angle constant qui détermine l'angle du cône droit C dont le sommet est en uu point quelconque ( O, o ) de l'espace (art. 1 64 )• Le plan
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tangent à ce cône droit, perpendiculaire au plan vertical de projection, passe par une horizontale M M' perpendiculaire à XY et tangente au cercle du rayon OM =01I . Portant l'angle MOL en M'Op, la droite Ou est la projection horizontale d’une parallèle à la projection de la génératrice de la surface du filet, laquelle génératrice est située dans le plan tangent à cette surface, perpendiculaire au plan vertical de projection. Menant le rayon A-, parallèle à Ojx, qui coupe le cercle du rayon AC au point r, la perpendiculaire zz‘ à XY, coupe la projection verticale Cfe de l’hélice décrite par le point (C, C),au point (rr, z) de la courbe tangente aux projections verticales des hélices du filet. La droite cir’ prolongée coupe les tours successifs de la projection verticale de la première hélice, en des points distans de la hauteur du pas de cette hélico. Pour mieux voir.la projection verticale du filet de la vis entre les points C et b de cette projection, on a tracé.à part (/‘g- a ), sur une plus grande échelle, la droite C b, et la projection verticale de l’hélice jsÇ f sur laquelle on a rapporté les deux points z, r.’, origines des deux branches *"3, a 4 de la limite de la projection verticale de la vis. En raisonnant sur l'hélice du noyau décrite par le point (B, b), delà même manière que pour la première hélice, on y trouve des points 5, 6, analogues aux points z", z. Les points 5, 6 (fig- a), sont les naissances des deux branches 5.7.8, 6.7.9, T1' se coupent au point 7 en avant du point b, sur l’horizontale Ô7.7'. La branche 6.7.9 est prolongement de la branche a'4.9.6, qui se répète en -’3 au-dessous de l’horizontale XY, et en 5.7.8 au-dessus de l'horizontale 7.7'. - ~
De ta courbe cle contact de la surface dufdet de la vis triangüluii-e, et d'un cône tangent à cette surface.
167. Le sommet du cône tangent étant donné, il n’y a aucune droite do la surface du filet qui ne, contienne un point de la courbe de contact. Cette courbe a pour limites les points situés sur les hélices extrêmes décrites par les points (C, C' ), (B, b ) de la droite génératrice du filet. Nous allons d’abord construire le point situé sur la première hélice. Soit (O, o) le sommet du cône tangent, et en pleine temps le sommet du cône droit que nous avons désigné (art. 164) par la lettre C, dont tous les plans tangens font avec la verticale ( O, O o ) un angle égal à celui que les plans tangens à la surface du filet, menés par les points de la première hélice, font avec l’axe (A, a A ) du noyau. Regardons le point donné (O, o) comme le sommet d'un troisième cône, qui a pour base la première hélice, décrite par le point (C, C'); le plan tangent à ce dernier cône et au cône C, sera aussi tangent à la surface développable, circonscrite à la surface du filet suivant l'hélice; donc il sera tan-
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gent à cette dernière surface, et le point de contact sur l’hélice appartient à la courbe <le contact de la surface du filet et du cône tangent à cette surface dont le sommet est le point donné ( O, o ).
Le cône dont le sommet est au point (O, o ), et qui a pour base l'hélice décrite par le point (C, C' ), est coupé par le plan horizontal suivant la courbe spirale Cta’aa, comprise dans l'angle >(><’, lequel angle est formé par les tangentes au cercle du rayon AC, menées par le point O; le cône droit C a pour base sur le plan horizontal, le cercle du rayon' OM; donc si l'on mène les tangentes i.j', a. a’, etc., aux deux bases, on aura les traces horizontales des plans tangens au cône C et au cône qui a pour base l'hélice décrite par le point ( C, C ). •
La première tangente i.i’ touche le cercle du rayon OM au point 1', et le plan tangent à la surface du filet, qui a pour trace horizontale celte tangente, touche le cône droit C suivant une droite dont lu projection horizontale est O I*. Ce plan coupe le cône droit qui a pour base le cercle du rayon OL, suivant une droite dont la projection hosizontale est 0,3, qu’on détermine en faisant l’angle i '0^3 égal à l’angle MOL. Menant par le centre A du cercle CFEF' le rayon AQ parallèle à OS, l’cxtrémitc Q de ce rayon est la projection horizontale du point cherché ( Q, q) sur l’hélice décrite par le point ( C, C ).
168. La droite ÜQ prolongée coupe la courbe spirale au point de contact 1 de cette courbe et de la droite horizontale t.i', trace du plan qui est tangent à la surface du filet, au point ( Q, q ) de cette surface. L’intersection de ce plan tangent et de l’axe ( A, aà), est le point ( A, 4) qu’on détermine en menant le plan vertical 0<f, parallèle au plan vertical de projection. La section du plan tangent par le plan vertical 0«é, est une droite dont la projection verticale est or. Par le point (•/,/) de cette droite, situé dans le plan vertical A-/ parallèle à la droite i.i’/, on mène l’horizontale (Ay, /4) d*1 plan tangent; la parallèle -/4 à XY, coupe la droite aà au point 4- La droite génératrice du filet dans sa première position (CB, C'ô), coupe l’axe (A, a.\a' ) au point ( A, à ); quand elle coupe l’axe au point ( À, 4 )> chacun de ses points s’est élevé de la hauteur <j4 dont on connaît le rapport avec la hauteur du pas de l’tyélice décrite par le point (C, C’). Prenant un arc CFQ du rayon AC, qui soit à la circonférence entière dans le même rapport, l’extrémité Q de cet arc sera la projection horizontale du point cherché (Q, q) de l’hélice décrite par le poiut (C, C’), et qu’on a déjà trouvé par une autre considération.
On construira de la même manière le point ( R, /•}, sur l’hélice décrite par le point (B, é), et quant aux points intermédiaires compris entre les deux plans verticaux AS, AR, on les trouverait ou par la même méthode, ou par la considération du pa^aboloïdc tangent (art. ifia).
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168. Le second plan tangent à la surface du filet dont la trace horizontale est a. a', touche cette surface au-point ( Q , q ), situé sur le tour du filet qui suit immédiatement celui sur lequel on a trouvé le point (Q, q ). Le cône langent, dont Je sommet est au point donné (O, o ), touche les tours successifs du filet suivant les courbes (QR, qr), (QR’, qr ), et ainsi dç suite à l’in-
fini. Dans le cas où le cône tangent devient un cylindre, tons les points tels que q, q , etc., ou r, r etc , sont situés sur une parallèle à la projection verticale ak'à de l’axe du noyau.
Les courbes de contact de la surface de la vas et du cône tangent à celle surface, qu'on n’a tracées que sur le dessus des filets, se construiraient de la même manière pour le dessous.
Quant aux ombres portées sur les filets de la vis, on peut consulter la légende de l’épure, que nous avons publiée en 181 3 (tome II de la Correspondance, n° Y, page 4/l7 )• Cette épure comprend le dessin complet de la vis avec sa tête et son écrou, qui était le sujet de l’une de mes leçons à l’École polytechnique.
§ VI. DES POIICTS Bltü-LASS DES SURFACES.
Pc la largeur de la pénombre, dans l ’hjr/sot/ièse où le corps lumineux et le corps opaque sont des sphères. ( PI. 8 O, réunie à la planche 10 P. )
1G9. On a vu (art. 10 a) que les surfaces du corps lumineux et du corps opaque étant données, la surface développable circonscrite à ces deux surfaces est déterminée; qu’elle est l'enveloppe de l’espace qu’un plan mobile parcourrait en touchant continuellement les surfaces des deux corps; enfin, que les portions de l’espace, comprises entre les nappes de cette surface enveloppe, sont dans l’ombre ou dans la pénombre. Prenons pour exemple la terre éclairée par le soleil, et supposons que chacun de ces corps, fou opaque, l’autre lumineux, soient des sphères; en joignant leurs centres par une droite, un plan quelconque mené par cette droite contient les cAtrcs S, T ( pl . 8 O, fig. 1 ) du soleil et de la terre, et les grands cercles ABDE, aide de ces deux globes. I,a surface développable, circonscrite aux deux sphères des centres S et T, se compose de deux cônes droits qui ont pour axe commun la droite ST des centres, et pour sommets, l’un le point 1 de l’axe situé entre les centres, l'autre un point situé au-delà des centres. Le premier cône est tangent aux sphères suivant les cercles des diamètres AB et ab, et le second cône suivant les cercles des diamètres DE, de; l’ombre totale de la sphère du centre T, est comprise entre ce dernier cercle et le second cône droit, prolongé indéfini-
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ment au-delà du centre T. La pénombre est la partie de l’espace comprise entre la zone sphérique qui est terminée par les cercles des diamètres ab, de, et les deux cônes droits prolongés indéfiniment au-delà de ces cercles. En coupant les deux cônes par un plan XY perpendiculaire à la droite ST des centres, la section de l’ombre totale est un cercle du diamètre PQ, et celle de la pénombre est un disque compris entre les cercles des rayons R p, RP. Les plans tangens à la sphère T, menés par les deux points m, ni de la pénombre Qq, étant prolongés indéfiniment en M et M', ils séparent la sphère lumineuse S en deux parties inégales, dont une seulement éclaire le point m ou le point m ; ce dernier point, plus éloigné de l’ombre totale que le premier, est aussi plus éclairé.
Lorsque la distance ST des centres des deux sphères est très-grande, les droites Ee, A la des cônes circonscrits à ces sphères, se coupent en un point c, très-rapproché de la sphère du centre T. Les points S, T étant considérés comme les centres du soleil et de la terre, cette distance est de 23578 rayons terrestres; alors le point c ne s’écarte pas sensiblement de la surface de la terre, et l’angle d’un demi-degré, sous lequel on voit le soleil d’un point quelconque de la terre, diffère peu de celui que les cftux côtés cA, çE ou leurs pro-
longemens cq, cQ font entre eux. Il en résulte que le rapport ^ de la largeur Qq de la pénombre sur le plan XY, à la droite cQ, distance du point c à l’ombre Q de ce point, a pour valeur très-approchée, le rapport inverse du rayon, à la tangente d’un angle de demi-degré, c’est-à-dire 77,. Si le plan d'ombre Qq était incliné par rapport au plan XY, la nouvelle pénomhre Qq' serait à très-peu près égale à la première Qq multipliée par le sinus de l’angle Q qq du plan Qq' et du rayon de lumière cqq. En supposant cet angle de 45 degrés, on aurait Qq ~ Qq a, et par conséquent le rapport de la pénombre Qq' à la droite cQ, distance du point c à son ombre Q, serait produit de par 2. ,
La zone sphérique, comprise entre les cercles des diamètres ab, de, appartient à la pénombre^ et parce que les rayons T b, T d perpendiculaires aux côtés des cônes B bp, AdP font entre eux un angle égal à celui de ces côtés, c’est-à-dire d’un demi-degré, il s’ensuit que la largeur bd, ou ae, de la pénombre sur la sphère terrestre, est à très-peu près la 1 1 5e partie du rayon de cette sphère.
Du rapport des clartés réelles et apparentes , dans l’hypothèse d'un corps lumineux à dimensions finies. — Des points brilluns des surfaces polies.
170. Nous avons déterminé les ombres linéaires, en supposant que chaque point de l’espace n’est éclairé que par un seul rayon, parallèle à une droite donnée, ou partant d’un point lumineux. Dans cette hypothèse, etsi les rayons de lumière sont parallèles entre eux, tous les points isolés de l’espace sont également éclairés, et la clarté d’un élément de surface courbe est proportionnelle au sinus de l'angle que le plan de cet élément fait avec le rayon de lumière. Lorsque les rayons partent d’un, point, la clarté d'un point isolé de l’espace est en raison inverse du carré de sa distance au point lumineux; celle d’un élément de surface est en raison inverse du carré de la distance de cet élément au point lumineux, et en raison directe du sinus de l’angle, formé par le plan de l’élément et par le rayon de lumière incident; le rapport île la clarté réelle d'un point isolé de l'espace, à sa clarté apparente, ne dépend que de la distance de ce point à l’œil du spectateur, et ce rapport, pour un élémeut de surface, dépend d’abord de cette distance, et ensuite de l’angle que le rayon visuel, dirigé vers l’œil, fait avec le plan de l’élément. I*a détermination des clartés réelles et apparentes devient beaucoup plus compliquée dans l’hypothèse où la lumière émane d’un corps à dimensions finies, tel que le soleil : alors, la clarté d’un point isolé de l’espace est déterminée par le cône lumineux qui a son sommet en ce point, et qui est circonscrit à la surface du corps lumineux. Un point dont le cône lumineux n’est atteint par aucun corps opaque, est totalement éclairé ( art 97 ),; les points totalement éclairés ne le sont également, que lorsque les cônes lumineux qui les éclairent sont égaux.
Après avoir construit les lignes qui forment sur la surface d'un corps donné, la séparation d’ombre et de lumière et le contour apparent qui correspond à une position déterminée de l’œil d’un spectateur, la partie de la surface comprise entre ces lignes, est visible en totalité, et cependant elle ne le serait qu’en partie, si le corps était parfaitement poli. En effet, considérons un point éclairé de ce corps, placé dans l’intérieur du contour apparent. Ce point, dans l'hypothèse d’un corps lumineux à dimensions Unies, est le sommet du cône de lumière dont la surface est circonscrite à celle du corps lumineux; or, on conçoit qu’aucuu des rayons de lumière appartenant au oône de lumière, ne puisse être réfléchi vers l’œil du spectateur : donc il peut arriver que le point de l’intérieur du contour apparent sur le corps opaque donné, 11e soit pas visible si ce corps était parfaitement poli. Mais tous les
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points éclairés de l’intérieur du contour apparent d’un corps opaque, sont effectivement visibles. Il résulte de cette observation qu’il n’y a aucun corps qui soit d’un poli parfait. La surface de tous les corps est ondidée; chaque molécule de cette surface s’étend dans divers sens, et présente au corps lumineux une facette, qui réfléchit la lumière vers l’oeil du spectateur,
J -a partie d’un corps qui serait la seule visible dans l’hypothèse d’un poli parfait, en serait encore la partie brillante dans l’hypothèse contraire, et l’on pourrait proposer d’en déterminer le contour, qui dépendrait delà forme du corps opaque et du corps lumineux, et de leurs positions par rapport au spectateur. Nous allons résoudre ce problème pour le cas particulier où le corps lumineux se réduit à un point. Alors les seuls points visibles d'un corps dans l’hypothèse d’un poli parfait, sont encore les points brillons de ce corps, en admettant l’imperfection du poli des surfaces.
Du point brillant sur ime surface courbe quelconque.
171. Quelle que soit la surface du corps donné, on conçoit un ellipsoïde «le révolution tangent à cette surface et qui a pour foyers le point lumineux et l’œil du spectateur. Le point de contact de la surface proposée et de l'ellipsoïde, détermine le point brillant. La normale en ce point divise en deux parties égales le rayon de lumière incident et le rayon réfléchi vers l’œil du spectateur; de plus, elle passe par l’axe de révolution de l’ellipsoïde, qui joint le point lumineux et l’œil du spectateur. Lorsque les rayons de lumière sont parallèles entre eux, l’ellipsoïde tangent se change en un paraboloïdc de révolution, qui a pour axe la parallèle au rayon de lumière menée par l'œil du spectateur. La normale au point de contact de la surface du corps et du paraboloïde, divise en deux parties égales l’angle formé par le rayon incident en ce point et par le rayon réfléchi vers l’œil; elle passe aussi par l’axe du paraboloïde.
Construction du point brillant. (Pl. 8. 0,fg. a.) i° Dans l’hypothèse d’un point lumineux.
17a. On joint l'œil du spectateur et le point lumineux par une droite, et par tous les points de cette droite, on mène des normales à la surface proposée. I.es pieds de ces normales sur la surface, forment une courbe qui est évidemment le lieu géométriipie du point brillant. Mais il y a sur chaque normale un point que l’on peut regartler comme le sommet d’un angle dont les côtés passent par le point lumineux et par l’œil du spectateur, et qui est divisé en deux parties égales par la normale; ce point qui appartient à une
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courbe de la surface réglée des normales, serait le point brillant demandé, s'il était le pied de la normale; d'où il suit que cette courbe est un lieu géométrique du point brillant. Mais la courbe des pieds des normales sur la sur- • face proposée est un autre lieu géométrique du même point; donc l'intersection de ces deux courbes détermine le point brillant.
a^)ans l’hypothèse des rayons lumineux parallèles.
On mène par l’oeil une parallèle aux rayons lumineux; de tous les points de cette droite, on abaisse des normales sur la surface proposée. I.a courbe d«s pieds des normales, et celle des sommets des angles égaux formés de part et d’autre de chaque normale par un rayon incident et un rayon réfléchi, déterminent le point brillant.
Explication de la Jig. a, pi. 8. O.
173. Soient L le point lumineux, ce l’œil du spectateur, NO une normale à la surface, menée par un point quelconque N de la droite La- qui joint l’œil et le point lumineux. On abaisse la perpendiculaire a-Qœ’ sur NO, et on porte la distance Qœ en Q oc . La .droite l.œ prolongée coupe la normale au point P, qui serait le point brillant de la surface, si ce point coïncidait avec le pied de la normale sur la surface.
Lorsque les rayons de lumière sont parallèles à la droite doiuiée p, 011 mène par l’œil œ la parallèle a?N’ au rayon donné p, et par un point N' de cette parallèle, la normale à la surface. Ayant abaissé la perpendiculaire œœ’ sur celte normale , on porte la distance œQ’ en QV; la parallèle a/P à la droite p coupe la normale au.point P', qui serait le point brillant de la surface, si ce point coïncidait avec le pied de la normale sur la surface.
Ces deux constructions font voir comment, dans l'hypothèse d’un point lumineux ou des rayons parallèles, 'on détermine sur chacune des normales d’une surface, qui est dans le plan de l’œil et d'un rayon lumineux, un point tel que P ou P' d’une courbe, qui est un lieu géométrique du point brillant de la surface.
Construction du point brillant sur quelques sut jures particulières.
1 74- La méthode générale que nous venons d’exposer se simplifie pour quelques cas particuliers que nous allons examiner.
Supposons i° que la surface donnée soit telle qu’elle ait pour surface normale le long d une ligne connue, un plan; chacun de ces plans normal)* coupera la ligne droite qui joint l’œil du spectateur et le point lumineux, ou la parallèle aux rayons de lumière menée par l’œil ; si du point d’intersection.on •
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abaisse une normale sur la ligne contenue dans le plan normal, elle sera aussi normale à la»surface : le pied de cette normale, et le sommet de l’angle qu’on trouve sur cette normale comme pour le ca3 général, appartiennent à deux courbes, dont l’intersection détermine le point brillant.
Les surfaces développables et les surfaces de révolution sont dans ce cas particulier, car elles ont pour surfaces normales des plans qui coupent les premières suivant des droites, et les dernièrçs suivant des courbes méridiennes.
a® La surface proposée peut avoir pour surfaces normales suivant des lignes connues, ou des cylindres ou des cônes qui ont ces lignes pour bases. Dans le premier cas, on mène un plan par la droite qui joint le point lumineux et l’oeil du spectateur, et par une parallèle à la génératrice de l’un des cylindres normaux; si ce plan coupe le cylindre, il contiendra une normale sur laquelle on aura, comme précédemment, les points de deux courbes dont l’intersection détermine le point brillant. Dans le second cas, on mène le plan par la droite qui joint le point lumineux et l’œil du spectateur, et par le sommet de l’un des cônes normaux; l’intersection du plan et du cône normal, détermine une normale à la surface proposée, qui rencontre, comme la précédente, la droite menée par l’œil et par le point lumineux, ou la parallèle aux rayons lumineux qui passe par l'œil, lorsque le point lumineux est à l'infini.
On a vu (art. 192, liv. Ier) que les surfaces de révolution ont pour surfaces normales suivant des cercles, des cônes droits qui ont pour bases ces cercles, et pour sommets, des points de l’axe de révolution; on pourra donc employer les cônes normaux pour la recherche des points brillans. La détermination de ces points sera encore plus facile que par la méthode précédente, qui suppose qu’on sache abaisser d’un point hors d’une courbe méridienne, une normale sur cette courbe.
3“ La surface proposée est réglée, c’est-à-dire, qu'elle a pour génératrice une ligne droite. Toute surface réglée a pour surface tangente, suivant une droite , une infinité de plans gauches ou paraboloïdes hyperboliques (art. t5o, pag. 88). Or, l’un de ces paraboloïdes tangens a pour directrices, trois droites perpendiculaires à la droite de la surface réglée; donc si l’on fait tourner ce paraboloïde autour de la droite de contact, il deviendra, après un quart de révolution, normal à la surface réglée. Il n’y a donc aucune droite de cette surface par laquelle on ne puisse concevoir un plan gauche qui lui soit normal. La droite qui joint le point lumineux et l’œil dit spectateur, ou la parallèle aux rayon* de lumière menée par l’œil, rencontre ce paraboloïde normal en un point. Le plan conduit par ce point et par lit
droite de lu surface régira, contient, comme dans l.vsohifion génét-ale, une normale Mil- laquelle «e trouvent les points des deux courbe*, dont l'intersection détermine le jieint brillant. • ••■s .t'v ■’ -• •*
-j<y mj'ijn * «p* as* a
Des points brifttins à'itue d'oiseau, -c'est-à-dire ddns' Chypothèse oit' le spectateur est a ùuc dùuafce xla oùfatt- vis.ibky,. telle que tous les mXous visuels peuvent étrï, cynfa/éiés comme pandlcies à une droite dpnmlq? ..4 »
• >+■*•*■ < *<<'ifatfaÈËËËÊ)tt r., jo.j v. »•
1-5. Le point brillant d'une surface est. dans cette hypothèse, 1 iiilci seeUun
de d»tu* droites, qui 5qut parallèles,- lune aux .avons lumineux, et batilre aux rayons yisoeb.pu l’hrterseclion d'une parallèle aux rayons visuel'» « d’une droite qui pasSe par le |H>int lumineux. Dans les deux cas, la dijwtwq^ de la normale pïbsant par le point brillant sera déterminée, pui^pjVUc divine 1 11 deux angles égaux, l’angle île-, rayons incidens et réfléchis de eepnint^Ja_ rechft'i'che élu poiqt l.i ill.inL dépend donc de la sululion de ce problème •
Étant donnée une surfa# courbe, lufjruutar une normale parallèle à une
droite donnée? Ou de cehii-ei :
.-top a*»*
'Étant donnée une surfii&'edùtbd, lui mener un pfun kmgéftl y>c?pénMid taire à une droite donnée ? ‘ * ' !"• 1
Ce dernier problème Résout (art. 1 10) eu enveloppant la surface proposée de deux surfaces cylindriques^loiit les génératrices. çont parallèles ’t deux droites menées dans, la plan perpendiculaire à la droipj donnée ; le»* deux courbes do contact se rencontrent An point brillant. . . .
Sf la surface -proposée est île révolu tipti, on mènera d’abord ein pfaq méridien parâUcfe Ma droite. donnée, qui contiendra uné courbé fnérldiehnév,. 1? uorptaie à-’ cette çpuVté, parallèfe a la droite donnée, coupe la surfaco de révolution *njH>iulbrtou,t*c cette surface.
Dans le ças où b surface dé rovojnhpn-ost une sphère, on moue par le rentre do celte. : sphère une parallèle aux rayons visuels, et par ce mèmeçentr* un 'rayon lurmncux; le diamètre Je la sphère qui divisé en deux parti*» égales l’anglfi, de fa parallèle aux ro>ons visuels et du rayon, lumineux, coupe la sphère au point brillant fa. 3 et pl. 8, O). . , l^-etr^déÈl
1 7^’Étfn a déterminerait-. t3 n,pl. a, O) la lighe dft réparation d’ombre et de lumreresur nue sphère, daps l’hvpOthese où les rayons de lumière seraient parallèles à une droite donne* (JCi» et 4. J>h 8. Q.. Cette figne e?t un
grând cercle de la splierc y qui. a pour p;!<yec lions les ellipses (ÈFC.TÏ, àrs 'J. Pour trouver le point brillant. par rapport à, un spectateur placé a^ine <U>tance infinie du plàn’horizufitnl de projection {jig. 3), 011 conçoit' le plan
vertical AM paralicTe à la droite L, et dans ce plan le rayon de lumière AN et la verticale AG passant par le centre de la sphère; U droite A/iqjii divise en deux parties égales l’angle GATf, coupe le grand cercle BCG H au -point p, qui est le point brillant demandé} ce point p est en projection horizontale/)'.
On trouve de la même manière le point brillant pour im'apcc tateur placé ’ à une distance infinie du plan vertical. Le plan ab' [fg- b), perpendiculaire à ce plan vertical, et parallèle à la droite /, contient 1e rayon de lumière am et l’iiorizontale ak, passant par le centre a ale la sphère. La droite aq, qui divise en deux parties égales l'angle hnm , coupe le grand cercle bcii gu* point q; ce point est un autre point brillant, qui a pour projection verticale . • te point <(. ‘
1 7 j. "Nous terminerons ce chapitre des ombres, par les légendes des trois planches cotées i5, ifi et 17, qui offrent d’autres exemples de l'application de la géométrie descriptive au tracé des ombres linéaires; lès deux premiers exemples sont pris dans les ordres d'architecturale troisième dans la gnom unique. ' . . :
. fit base at tique (pl. 1 5, O), se compose de hait solides de révolution et d’qO parollélipipède rectangle. * •
Ombres d’une base attique. PI. i5. O.)
’SOMK DBS PASTI IBS DONT SE COMPOSE LA SA. SK ÀTT1QUE.
DÉSIGNATION DBS OMBnES LINÉAIRES A CONSTRUIRE.
Petit tore.
Fût de la colonne. , . ..... . , j, Séparation d’ombre et de 'lumière.
• • * . . . , „ (1* Séparation d’ombre et de lumière.
**' | Ombre portée par le fût de la colonne.
Premier filet au-dessous du congé. J Séparation d’ombre et de lumière.
t* Ombre' portée par le -premier filet, qui se' compose des ombres portées par une droite et parmi cercle. V * a* Séparation d’ombre êt de lumière.
Deuxièmefllet au-dessous du petit (’ , .
tore ’ • • " « i Ombre portée par le tore. •• £
j* Ombre portée par le cercle inférieur du deuxième Tilet;
{ ar° Ombre portée par le tore. •
Séparation d'ombre et tle lumière.
Scotie. '. .
Troisième -filet au-dessous de la scotie i
aüf)
A CONSTRUIRE
11° Ombre portée par le troisième filet.
• -(foy. plus haut^>enV tore.) •
a” Ombre portée oar le petit tore.
•S' Séparation d’omore et de lumière.
{Faces verticales, les unes éclairées, les au* très dans l’ombre.
ta base altique est représentée {pl. i5. O) en plan et en élévation. L’élé* Nation est en mémo temps une section de cettb base par un plan qui passe P?r son axe, et qui fait voir les courbes méridiennes génératrices des sididqs de révolution dont elle se compose.
Ombres d'un chapiteau dorique, plan et élévation {Pi 16. O.).
NOMS DES PARTIES DORT SE COMPOSE LE CHAUfTEAU DORIQCE.
DESIGNATION DES OMBRES LINEAIRES A CONSTRUIRE
Filet au-dessous de l’architrave. .
Talbif (à surfaces cylindriques). .
larmier ( surfaces planes). . .
Quart de rond {surface de révolution). .....;
Filet au-dessous du quart de rond.
CaVet. .............
(Faces Verticales, les unes éclairées, les autres dans l'ombre.
1t* Ombre du filet.
a* Séparatiou d'ombre et de lainière.
3° Ombre du talon spr lui-même.
| Ombres dn talon. ,
I Ombres du larmier.
Ligne de séparation d’ombre et de lumière. .
r" Ombres du quart do rond.
•x" Ombres du larmier.
3” Suite de l’ombre du quart de rond.
, ( On voit les projections de ces ombres li-
Inéaires sur l’ élévation, en allant de gauche a droite.) ' * \
i” Ombre du cercle inférieur du filet |a" Ombres du larmier.
3“ Suite «le l'ombre du cercle inférieur du ■filet, ou du cercle supérienr-du cavet. 4” timbre du quart de rond.
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>OWS tfÉS PÀHTfW DONT SF. COMPOSE LE CHAPrTEAÜ DOWQBE.
UfSKHtâTrO» MS OMLBES [IM KJIfs A' COMSTHUKl. ■
Gorgerin. ..
■'-* ’ . O ° Ombre dii cercla inférieur du cavet.
v ' ’ 1 a” Ombre du larmier.
• 7 3* Suite de l’ombre du cercle inférieur du
• • t >■• • • ' ■ câvet. ■ ••
’ •’tj 4' Ombre du quart de rond.
' | 5’ Séparation d’ombre et de lumière!
_ • , » . . i i° Séparation d’ombre et de lumière,
.. . ( a° Ombre "portée, par le quart die rond. *
Filet de l'astragale _ : 1 Ombre nortée nar le. tni-A de I’3«»r!>d<ite
Congé.
. : [Ombre portée par le tore île l’astragale, t Ombre du cercle inférieur du filiet de l’as-
Fût de là colonne- «• .
( tragatc.
( t° Ombre du cercle inférieur du liiet. là* Séparation cPombèe et de lumière.
Cadra» solaire. ,( Ph 17. O.) f . '
Ombres portées sur. une surface donnée, pur une droite parallèle à V axe de la terre ei par un point jiris sur cette droite, en supposant la droite et le point éclairés par le soleil. ,
1 78. La détermination de .ces ombres comprend la. gnomoniqué ou, le .tracé des cadrans solaires. Qn, trouve un résumé des leçons que j’ai, faites à l’École polytechnique sur. cette application de la géométrie descriptive, dans le 1 1* cahier du journal. dé cette école (juillet iüoà), et tome- fl de ht GorrOpondance, pages 54 -63. , •*
lin mémoire sur la Gnofnoniqpe, de M. LefraBçois (page a6i dé ce n* cahier), contient la description d’un cadran vertical avec les lignes horaires et {es courbes de déclinaisons. M. Girard l’avait trdtéen 1,800 au palais Bourbon,occupé à celte époque par l’École polytechnique, E0 jw- '7- O lait voir le cadran de l aucien collège 'Navarre, 011 l’École a été transférée en t8o4 M. Girard y a ajouté la courbé du .temps moyen. -L!inscription de ce cadran apprend qu’il a été. tracé en 1747 par. un savant (de Parcietix),auteür de plusieurs projets dignes dhin bon citoyen. Gu cadran semblable, qu’on voit au palais du Luxembourg, façade 6ud, est de M. Bouvard, membre de l’Académie royale de» sciences. ' •
Eri 176 j, Pingre, astronome-géographe de la mâtine, a fait exécuter sur la
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colonne de la halle aux blés de Paris, un eadcati cyliiuh'iqtie rjni subsiste encore et qu’on peut prendre pour exemple d’ombres portées par dés droites s«r une srnface corirbe. î/atrtcnr'de'cr cadran a supposé que l’axe de ^ terre passait ^>qr tir» popit de Taxe vertical de la colonne, et il a placé les verges qui nianpientlf^s heures dans; un même plan horizuntab Chaque verge, considécée couùuo une ligne droite sans épaisseur, est dirigée snivnnUu droite d'intersection dcoe, plan horizontal et d’un plan méridien. Parmi les ombre* jtortées «inaultanérticnt partantes les verges, Il Pillait distinguer celle qui indique la position -du soleil. On a placé â l’extrémité de’ chaque jvçfcgje une pliujup "do cuivré! Sur laquelle est grave en gros darac^ères^etâ jour, le chiffre de l'heure que la. verge horizontale doit indiquer. L£ même chiffre,. lorsque JesolciUuit, est tracé en caractères de lumière, au bas de la ligne horaire du cadran, -qui doit vite couverte par l’ombre de la verge. Pour ne laisser attCnn doute, on a encore répété Iç chiffre de l’heure au pied de la verge. *' ’
En donnant aux verges une même longueur et une saillie convenable par rapport au fût de la oilonne, les ombres portées sur ce fût par les extrémités . des verges, tin jbilr de k’auiiqe, déterminent la courbe de déclinaison correspondante à ce.jour, . * ' . «' ’ »* > ' -
Le méridien, qui fait avec celui de Paris tin angle dont la mesure est, pour un jour déterminé de Tannée, égale à la différence- <hi temps vlat "et du temps moyen, réduite ch degrés, rencontre ta^côurlfc'de'décliiiàisoo' correspoil'd.iute ;Y_pe jour, en un point qui appartient’ à la courbe du temps moyen.
La construction Æes cadrans est fondée sur la comiaiswiuce de plusu-ur-* fait* astronomiques exposés avec beaucoup de clarté dans l'urauographredè M- traoctcur; la Notice suivante est extraite de Cet ouvrage.' ,*
Notice historique surfes cadjuins solaires. . < . ......
, Tdui peuple qui a (toc astronomie régulière doit connaître l'art île diviser le temps. Il est donc ccrtaio que le* Égyptiens avaient trouve- dans le ciel des moyens d'atteindre it ce but. Oit doit crprnilapf avouer qu'on n'a trouvé nutum cadran solaire dans les antiquités d Lgvpuve t que )8s sculptures né fournissent aucun indice qu'il en ait o^iste. liait, d'un coté , ces ipMrmnens som pmt-élre e nfoncés dans les tables, ou renversés au miliqu îles ruines; e( de l'antre; en sait que l'esprit île la. langue hiéroglyphique est de remplacer les figures positives perdes emblèmes. Jiul ne prétcudra. que cens qui ont étové les masses immenses qu'on voit employées dans In conslruciiun des édifices, ne suaient pas la niccatliqiio, cl eepvndaqt on ne- voit pas dliiérnglyplie, qui soit l'image d’une machine. s . t . •
JUiodorcdc Sicile, Hérodote, et llocappoUoo attestent que les Egyptiens je servaient de clep. sydres pour diviser is tcuip». Çes.instrmnciLS leur offraient, une mesure de U duree : «t si on a objecté que celte mesur^ devait être inexacte, parer que la vitesse du fluide qui s'écoule varie
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avec sa hauteur «èanis le vase-, il était poniblèd’y maintenir nn niveau constant-, et ç’est probablement ce qui a été- fait. •* • *, V** • ;
On ciojl que ne* nombreux obélistpie», répandus sur le sol «le lEgyptc, érigé* on l'honneur , du soleil; et dont plusieurs ont été transjiork» à Rouie, étaient employé» comme gnomon*. .. Comme ilU’est pas bien prouvé qu'on fût alors dans l'usage de les surmonte^ par un globe, ou doit penser que Ta pénombre rendait ces instrum.iis nssrx impacts ( Bailly , jfstr.ànc {k 3a ij } ce qui u est. pas pu motiCde eroirc-qu'on ne les ait pas employés. Mais et fameux cercle d'Osymaudias, dont k « ircnnfcrcnce avait 365 coudées, et qui était réservé à des usages astronomie ques^ est a-t-il pu avoir un plus utile et plus simple que de. faire couuatite les azimut», et par conséquent de donner l'heure le jour aussi bien que la nuit? , .
On lié dam Plutarque [des Oracle * qui ont cesse1, $ 3 ;, que les Egyptiens étaient dans l'usagé «le mesurer la hauteur du pôle aveo unt tablette en forme de tuile, faisant un angle aigu un pian de niteau. On reconnaît ici le cadran équinoxial ' tracé sur un plan parallèle à l'équateur terrestre)* qui ni une suite naturelle de Ui connaissance de l'obliquité -de lecüptiqne. Qui croira, en effet, que des hommes «pii faisaient de l'étude du ciel leur iriRquc occupation, dont • les monument sont ai exactement orientés, et pour lesquels la mesure du temps était si nécessaire, aicut manqué d’ufi inst ruinent aussf simple? ; *
Çcst donc à tort qn(c Diogène Laërce attribue l'invention des cadrans solaires à Arraximnndre, et Pline à Anaxinune de MUet (vois l’an 6oo avant J.-C. ). Jl est certain que, plus de i5o ans avant, ces cadrans étaient en mage dans la Judée, puisque Dieu fit rétrograder l'ombre sur le cadran d'Achaz (*). Au’resle, il y a des cadrans solaires de tant de sortes, qu’un jH’rfectionncmeot fait à l’un de cos instrunicus a pu être regardé par les Grecs connue une decouverte nouvelle. Hérodote dit jiosihvciooot que les Grecs reçurent -les cadrans solaires des Babyloniens, et c’est probablement par cette voie.qme les J tiifs eurent quelques connaissances astronomiques. On oc peut comparer îc savoir des Grecs à celui des Egyptiens. Ceux-ci nous laissent des temples, des débris immenses, qui attestent leur splendeur antique et leur puistnne»; plusieurs de ces édifices sont astronomiques , et surjiassent en grandeur tout ce que les hommes ont jamais exécuté; l'o- • rlçioe /ça perd dans la nuit des temps. D'un autre côté, les’ Grec» vont chercher en Egypte les connaissances du tout genre .qui leur manquent; Orphée , Homère , Thaïe», l.udoxe, Platon, Pythagorc, y puisent l'iustructtpn qu'ils lie peuvent trouver daus leur patrie; et ccst à ces voyages, muant qu’ù leur génie, qu'ils doivent leur célébrité.
Les Romains n’ont jamais al teint les Grecs en éloquence, ui en architecture. Au rapport de Pline, c’est 3eo ans avant J.-C. que Pnpirius Cursor fit construire à Home le premier cadran solaire; encore indiquait -il mal les heures; et ce n’est que deux ÿèclos avant le» beaux jours de la république, temps o«i brillaient Cicéion, César et Caton, que Valérius Messnla, dans U t première guerre punique, rapporta de Sicile un cadran solaire, et le fit placer près dthr. tribune aux harangues.
A Home et en Grèce, on s’est long-temps servi de gnomons : un esclave était préposé poor observer lès progrès do l’ombre, et avertir du moment où die irait la longueur fixée. Lés Romains se servirent autsi d«*s clepsydres , et leur donnèrent même un grand degré de perfection : celle de Ctésibius a joui de quelque célébrité. L’eau s’échappait d«*s yéüx d'une ligure, qui semblait |taycrtin tribut de pleurs aux instnns qui s'écoulent. Le llttide, reçu dans un réservoir, y ch 'ait une autre figure armée d’une baguette , pour indiquer* 1rs heures sur une colonne, la- . queile, mue parTcau, tournait sur sou axe en un an. Ch} lisait ainsi sous Vindéx le moitié jour • *rt l’heure. Ctésibius vivait i »o an* avant J.-G‘ (no/, le 9rttnt\'e de Perrault ).
f} Liiic, UMi;i ÎJ wti tutarc Rtg- 1», u, u.
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CHAPITRE III
§.-l*r. MJ TRACÉ DE LA PERSPECTIVE UKKAIRE.
179. L owrt à mettre en perspective étant rapporté aux déni plans de projection horizontal et vertical, 011. suppose qu’on a déterminé, pour diaque partie de cet objet, le contour apparent, les lignes visibles qui ont polir limite ce contour, les lignes de séparation d’ombre et de lumière, le* lignes contours d’ombses portées, les points brillai» ; le tracé de la perspective ne dépend plus alors que de la forme du tableau et de sa position par rapport h l’objet et au spectateur. ?* •.
La surface d’un tableau peut être plane ou courbe; elle est courbe dans plusieurs circonstances, par exemple, lorsqu’il s’agit de décorer l’intérieur "d’un édifice voûté, tel qu’un dôme dont la voûte est sphérique ou elliptique; le plus souvent le tableau est plan. On le suppose ordinairement placé entre Pobjet et le spectateur; dans celte hypothèse, les dimensions du dessin sont plus petites que celles de l’original : elles seraient plus grandes, si le tableau était derrière l’objet par rapport au spectateur.
La position de l’œil par rapport au tableau, est donnée; on le met ordinairement sur une perpendiculaire à la surfacedu tableau, passant par le milieu de cette surface : la distance de l'oeil au tableau ue doit pas beaucoup différer de celle à laquelle ou se tient d’un objet pour le voir distinctement. I* champ de la vue n’est pas seulement limité pâr la distance de l’œil à l’objet, mais encore par l'angle des rayons visuels extrêmes.
On Voit confusément la partie d’uu tableau placée hors du côue quf a son sommet à l'œil, et dont le côté fqit avec le rayon visuel dirigé vers le milieu du tableau, un angle plus grand que le demi-angle droit. La plus petite distance à laquelle on voit un objet distinctement est, pour les vue; ordinaires, un décimètre. Un dessin réduit ne produirait plus J’effet de la perspective, si, d’après l'échelle de réduction, la distance de l’œil au tableau devenait moindre qu’un décimètre. Les points de vtffc pour les plus grands tableaux, tels que les toiles d’avant-scène des théâtres, ne sout pas à plus de quinzè mètres du spectateur.
Lorsque la surface du tableau est un plan vertical, on le place ordinaire-
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ment entre l'objet et le spectateur, de manière qu’il soit parallèle à l'horizontal qui passerait partes deux yen* dft spectateur. D’après -cette eonvewtio», on est dahs l’usage, pour juger l’efiet d’un tableau, de se placer parallèlement à son plan, de manière que Ha-iT soit 9 la hauteur de son centre; si le point de vue s’écarte sensiblement de cette position par rapport au tableau, la pers- * pective prend le nom i\’ar/amorj>Ju>sv. Nous ferons conuaitre dans ce chapitre les anamorphoses directes et par réflexion.
He ki perspective cl’un sy terne de points sur un tableau plan et vertical.
tfeoi Chaque point à mettre en perspective est déterminé par ses projections sur-deux plans, l’un horizontal, l’autre vertical: le plan vertical .ilü ta-’ OLeau. qst donné par sa trace Sur le plan horizontal. On projette les rayons visuels dirigés vers les, points dopnés, sur un plan vertical perpendiculaire au plan du tableau. L’œil, considère comme un pojni, étant donné par se? projections, les projection* horizontales et verticales des rayons visufels, sont déterminées. Chacun de ce? rayons çst coupé par le plan du tableau en un point,. qui est hçjiersjiCGtive du point d'où part le rayon visuel. Pour construire ce point sur le tableau même, on connaît Ja verticale du point du tableau qui. le qoutieut, et sa distance à la trace horizontale de ce plan ; d’où il suit qu’en regardant,çettii trace comme une ligne d’abscisses, et les distances des points du tableau à cette traçe pomme dos ordonnées, la perspective de chaque poiijt est déterminée par une abscisse et une Qrdonnée connues.
De la perspective^' une ligne droite ou courbe, sur un tableau plan ou courbe.
1 3 1 . On dî vise ta ligne courbé donnée*en un nombre de parties assez grand pour que chaque partie puisse être considérée comme une petite droite. Le* rayons visuels, 'dirigés de cette ligne vers l'œil, forment une surface Cubique, dont la courbe d’intersection par la surface du tableau, est la perspective dé la ligne. Cette courbe passe par les perspectives des points de division de la ligne proposée,’ t’cit-h-dire par les intersections des rayons visuels dirigés de ce. jKjiuts vers Pcéil, et de la surface plane Ou courbe du tableau; intersections qu’on Itouve par 1» méthode exposée liv. I", page 38. r < -•' .^ - •
Lorsque la lige a à mettre ,'err perspective est iine droite, le cône tics rayons visuels devieqt un plan. 1 ' —
On nopi me ligne originale ou solide original, la ligne où le solide qu’il s1 agit tic mettre eh perspective. . - • - -. 1 r ' • *-*
sG5
De la perspective des droites parallèles; de la perspective d'an système de point', par la méthode dite des points de concours. ’
182. Le plan mené | ar l’oeil du spectateur et par une droite, coupe la sur- • face du tableau suivant mie ligne qui est la perspective de la droite. Dans le cas où plusieurs droites données sont parallèles, les plans ainsi menés passent par une droite qui leur est parallèle ; si cette droite, "qui passe aussi par l’œil, rencontré la surface du tableau prolongée indéfiniment, le point de rencontre se nomme ftoint de concours des perspectives des droites parallèles données. Lorsque la surface du tableau est plane, ces perspectives ont nécessairement un point de conconrs, à moins que les droites parallèles entre elles, lé soient en même temps au tableau. •
* 83. Pour mettre ert perspective un système de points, par exemple, les sommets des angles de prismes ou de parallélipipedes à faces parallèles, on regarde chaqne sommet- comme l’intersection de deux droites parallèles aux arêtes des prismes, et on mène par l’oeil dit spectateur deux autre*; parallèles à Ces arêtes. Ces'dernières droites Coupent la surface plane dirtablean en deux points, qui senties points de Concours de toutes le» droites qui leur sont respectivement parallèles. Mais tes deux droites menées par le point qu’on veut metfre en perspective, rencontrent aussi le tableau en- deux points qui sont déterminés; les denx droites qui joignent ces derniers points et les -points de concours des droites menées par l’ceil, se coüpent; le point d’intersection est la ]ierspective du point, qui est par hypothèse le sommet d’im angle d’tui prisme donné.'
Cette méthode pour mettre en- perspective un- système de points sur un tableau plan, consiste à regarder chaque point comme le sommet d'un triangle dpnt les côtés parallèles à deux droites données, coupent le tableau en deux points, et qui a pour base la distance de CCS deux points, I perspective de ce triangle est un autée triangle de même base, dont les côtés passent par les points de concours des deux droites données; le point du tableau où ces côtés se rencontrent , est la perspective du sommet du premier triatiglé. . . 1
On se sert depuis long-temps de cettc'méthode des points de concours, pour mettre en perspe clive des édifices et autres monumens d'architecture. On on fak.aussi usage dans les ateliers où l'on exécute les décorations de théâtre. • . - » , *
aOG
. De la perspective d'un solide. .. <
1 8 j. La perspective d’un solide à faces planes ou courbes comprend la perspective dés points brilluns, et celle des lignes suivantes: i°'le contour apparent; n° les lignes visibles renfermées dans ce contour,, parmi lesquelles se trouvent le» lignes de séparation -d'ombre et de lumière , et les lignes contours d’ombres portées.'
On a exposé (art. tto) une métliode -générale applicable à une surface quelconque, pour trouver les contours appareils et les lignes de séparation d’ombre et de lumière dans l'hypothèse d’un point lumineux unique, ou de ravons lumineux parallèles. Lue autre méthode non moins générale donne les perspectives des contours appareils, eu considérant ces lignes comme des courbes taugeutos aux projections des génératrices de la surface proposée sur le plan du tableau, et en supposant que ces projections soient faites par un système de droites concourante» vers L’oeil; d'où il suit que la perspective d'un Mjlide quelconque se composera de lignes que l’on construira par point», ainsi qu’on l’a expliqué ( art. 180-1 83.), et de lignes tangentes à d’rtitres lignes connues sur le tableau, . • *
Mais lorsque le solide proposé sera terminé par mie surface appartenant à l’un des trois genres de- .surfaces que nous avons considérés dans le § III (p. ao8-a 1 G) de ce chapitre, les contours appareils et les lignes de séparation d’ombre et de lumière seront déterminés par des constructions plus simples, d’aile exécution plus exacte, puisqu'on aura deux projections orthogonales de ces lignes; il sera alors préférable de mettre chaque point de ces lignes en perspective par la méthode générale, ou parcelle des points de concours (art. 180-1 83). — • . • •
pur. Hlm exemple du perspective likéaire, par la méthode gexer alf. Perspective d'un cylindre posé sur un sodé ( PL 9. 'P ,fig- 1 » 2» ^ )•
\ 1 85. Le socle est un prisme à basé carrée ABDE{$g. t ), dont la hauteur est au ou bb' {fig- a ); le cylindre a pour base inferieure le cercle( FG11L, ih), et sa hautfcur est mesurée par les verticales lili (/'g- a).
On suppose le tableau verticalisés traces données sur les plans de projection sont les droites PQ (Jig. 1 ), pq (/ îg . a ). La position de l’œil du spectateur est déterminée par ses deux projections Q et o (/%. 1 et a ).
iGrj
• Perspective du socle. -
Le contour apparent du socle est formé des deux horizontales inférieures ( AD, ad y, ( AE, ae), des .trois verticales ( A, ad ), ( D ^fid ), ( E, ee' ), et étifm des Quatre côtésdu carre snpérieirr ( Ali DÉ, d'd ). Les rayons Visuels menés de l'oeil vers les extrémités de ces droites, sont déterminés par lenrs projections horizontales et verticales; ils rencontrent le plan du tableau ( PO, pq ) çn des points que l’on rapporte à fhorizontale PQ et à line verticale menée par un point quelconque de cette horizontale. Transportant l’horizotifale PQ (fig. « )*en l'Q, sur le développement (fig- 3) du tableau, on construit là perspective d’un poiqt quelconque tel que.-( A, d ), en menant le rayon visuel ,( OA, ad ), qui coupe le tableau au point ( A’, a ), et en rapportant cfe point sur le plan du tableau (fig. 3 ). La droite A' A* de cette fig. T'étant prise pour la verticale qui passe par Je point A' {fig. t ), il n'y a aucun point de la perspective qui ne sôit déterminé par deux droites, rectangulaires parallèles l’une à PQ {fig. 3), Vautre à A' A'- Ainsi, le rayon visuel (OA, oa ) {fig. i et a), étaut coupé par le plan dp tableau en un point ( A', a") distant de l’horizontale PQ (fig- i ), de la quantité pa' (fig. a ), on porie cette distance en A'« (fig. 3 ) sur la droite A 'A", et le point «' est la perspective du point ( A, a’}; on aurait de même la perspectivé (! (fig- 3) du point (R, Ai') (fig. t et a), en portant pli (fig. a), sur D# (Jig.- 3).
. Perspective du cylindre. 1
Le-contour apparent du cylindre est formé de deux droites de ce cylindre, qu’on détermine en menant par l’oeil deux plans tangcns à sa surface. Ces plans ont pour traces horizontales les droites OF, CG (fig. t ), tangentes au cercle FÇHI. Les points de contact F, G sur.ee cercle, sont- les projections horizontales des droites du contour apparent, et parce que le point O est sur une perpendiculaire K.K.' abaissée du centre K du cercle sur la trace horizontal^PQ du tableau, les verticales F, G du cylindre se projettent sur le plan vertical XV (fig. a \ suivant une seule droite ffi . 1-es perspectives de ccs verticales sa', yy (fig- 3 ) sc construisent comme les perspectives des arêtes verticales du socle.
La portion visible’du cerde inférieur du cercle,» pour projection horizontale 1 arc FGU (fig. • i ),-et pour perspective l'arc d’ellipse firy. I.e cercle supérieur n'est aussi visible qu’en partie, et sa perspective est l'ellipse intersection du cône optique qui a pour base le cercle ( FOUI, i'h\ par le plan du tableau.
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. De la j*enj>ectwe du piâdtMche. ( W, to. P, fig. il, v,p. )
,186. Le piétloiicUe, rfu'on emploie ordinairement comme support d'un l*usle ou d’un vase, est un solide de révolution composé d’une plinthe, d’uné scotie et d’un filet. L'axe de révolution du piédouebe étant (ph 10. P) la. verticale ad dit plaît vertical XV {fig. e ),ia ligne génératrice de ce solide est formée des deux verticales ee , il, et d’un arc d’ellipse «pii coupc ces verticales a angle droit, aux | oints e, A. Cotte ligne, eu tournant autour de la droite.au', engendre la surface du picdouche» La plinthe ‘et le filet du piétlouche sont dès cylindres qui ont respectivement pour hases les cerclés EFGTl, IK.I.M {fig, h ), et. pour hauteurs les verticales ee\ il {fig- v )■ * .
tableau est un plan vertical CIU) (fig. h), perpendiculaire aq plan méridion A BR' mené par l’œil du spectateur; la trace tld' du tableau sur le plan vwtical XY ( fig, y ), parallèle a ce plan méridien, est la projection Verticale de toutes les lignes droites ou courbes tracées sur le tableau.
Prenant pour unité de longueur le diamètre El'{ fig. h ) de la plinthe, l’apil est, dans ce'^ exemple^ la-distance 3 ! de l’hxc du piédouebe ; sa hauteur audessus du plan Wizoulal, est de i * Ces deux dimensions déterminent, suites plans horizontal et vertical, les points vers lesquels concourent les projections horizontales et verticales des rayons visuels.-Quoiquc ces points soient •au-delà du cadre de la plançhe,.oi » les concevra facilement sur les prolongemens des droites projections des rayons visuels; cùs droites n’ont pas été prolongées, afin de réduire les dimensions de la plaiiclm de cuivre. Ainsi les deux «Imites RR - LL’, tangentes au cercle du diamètre EE, coucou reut vers la projection horizoutale de l’œil, située sur la «boite ABU. La circonférence «iont le centre est sur eèttc droite, et qui a pour diamètre 1a distance de l’œil au tableau, coupe'leÿ cercles des rayons AG, AL aux quatre points R, S, ï,l|, qui s()n* tas projections horizontales «le quatre «Iroites verticales. Ces droites, qni forment le contour apparent des surfaces cylindriques de la pliirthqet du filet du piédouebe, mil pour projections verticales les droites ru, St. ke contour apparent de la surface de révolution, qui termine la scotie, a pour |>rojections, les lignes ( afyf, Il fl ) que l’on construit par les méthodes que nous avons exposées (art. i iG*i 18), Le pié«louclie Aant éclairé par des rayons de lumière parallèles entre eux, et dirigés suivant lu droile-(*J l ) ( fig, h et v), ie» mêmes méthodes dounent les projections liorizontale et verticale de la ligne de séparation d’ombre et de lumière sur la surface «le la-aeohe.
Dans la même hypothèse «les rayons de lumière parallèles, on construit
(art. 174) le* deux courbes dont les projections horizontale et verticale déterminent les projections. t, or'- ( fig. h et e) du point brillaut de la surface de la scotie. Considérant les cônes dont le sommet est l'œil du spectateur, et qui ont pour bases i* les contours apparens'des cylindres qui forment la plinthe et le filet,; V les. cercles qui terminent ces cy lindres ; 3° le contour apparent de la scotie; 4” les lignes dé séparation d’ombre et de lunûére Sur les cylindres et sur la scotie; les sections de ces. cônes par le plan vertical CD du tableau, forment sur le plan, développé {Jsg-p ), la. perspective du piédouche. L'intersection* du tableau et du rayon visuel dirigé vers le point brillant ( x, a'J,. détermine la perspective r? (/ig. p) de ce point.
. . Dus projections du contoiu afipareut.
137. Le contour apparent tlétcruiiné' par ses deux projections *Sy.</y«'8!/v (,/ig., h, y ) a plusieurs points remarquables: iu ceux qui sont situés dans Le plan méridien AUB’ passant par l’œil du spectateur. .Oir mène par la projection'de liceil sur lé plan vertical XY parallèle à AJîU' les tangenjes ««’, fi' fi’ , aux ares d'ellipses iue', iqf; les (Kiints de contact a, fi' se projettent sur le plan horizontal ( Jig. h) aux points a, 8; ce qui détermine les points («, si), (8,.8')>hi contour apparent, et fait voir (art. .1 55 ) que ce contour a tous ses points entre les cercles de la surface île révolution des rayons A*, A.3 {fie- h)i- ' ’ t
■a" Les points-silués dans le second plan méridien GAJ1, perpendiculaire au premier ABIV passant par l’œil. -
1 A plan horizoutnl mené par l'œil, coupe In verticale <ui en un point z, par lequel on rqène les tangentes z/i, zq aux arcs d’elljpse de la section méridienne de la surface p les deux points de contact n, y sont les extrémités du diamètre npq d’un cercle dont la jfrojection hurizoulale NGPQ coupe la droite GAHaux points O, P; ce qui détermine les points ( 0,p ),{ V,pj du contour apparent, - -•-» .
’3° Les points ( 6', p"), ( 1* ,p ) dy ce contour, situés sur le cylindre vertical qui a pour base le cercle RASTU ; ces points sont situés sur le cercle du diamètre npq, normale à la section tpéridienne de la‘ scotie aux points « , y'.
4” -bcs points les plus remarquables de la .ligne du coutour apparent, sont ceux pour lesquels les tangentes à cette ligue passent par l’œil du spectateur; les rayons visuels menés par ces points, appartiennent au cône qui a le cou-, tour apparent pour base, et de plus elles sont tangentes à cette base. La détermination géométrique de ces points est l'objet d'une note placée à Jp fin de ce livre (f^oy. celte note);puur les déterminer graphiquement, on mè-
lient par les projections horizontale et verticale de l’oeil, des droites respectivement tangentes aux projections horizontale et verticale du oofitonr apparent ; les points de contact 7, î de la projection horizontale, ^rle point / 'de la projection verticale, «ont situés. sur une perpendiculaire -j-Jy à XY, Une autre perpendiculaire à XY contient ies donx points de contact •, y, de la projection horizontale, et le point de contact t de la projection verticale; d’où il résulte qnc les rayons visuels des çjoatre points (», >• ) (<?, y ), ( f, r ($, t'), sont des tangentes du contour apparent poty ces mêmes points. Les intersections t', 4’ de ces rayons par le plan du tableau (Jig. p ), sont des points de .rebroussement de la perspective du contotir apparent. Les
tangentes i" «f , y ' «f concourent en un point uf de la perspective de l’axe de révolution. On détermine ces tangentes en les considérant comme les intersections du plan du tableau et des plans tangens à la surface du filet menés par les points (y, >’), (3, >’••), (Jig- h, V). Chacun 'de ces plans, celui par exemple. qui est tangent à la surface au point ($V)du contour apparent, coupa l’axe dç révolution de cette surface au point ( A, • )i le rayon visuel de ce point rencoqfre le tableau au point (fi, m’^, qui devient sur le développement du tableau (Jig. p. ), le poiut vers lequel concourent les tangentes ®V, ÿif aux points de rebroussement à', yf du contour apparent..
Pour construire lepoint(A, w) de l’axe dé révolution, oit amène le point (i, y) dans le plan méridien parallèle au plan vertical X.Y de projection, en décrivant du point A comme centre, avec A/ pour rayon, l’arc $#. Get arc coupe la trace horizontale du méridien Altli au point /’ par lequel on mène la perpendiculaire 3'&m à XY. Cette perpendiculaire rencontre l’tfrc d’ellipse énk au point <K; la tangente t"v de l’arc, menée par ce point, est la trace du ptan tangent à la surface de la scotie au point, (f, i' ); d’oo il suit que ce plan, et tous ceux qu’on peut mener par les points du cercle du rayôn Ai ou rencontrent l’axe de révolution au même point (A, k).
Développement du- tableau (fig. p), contenant la perspective linéaire du piédouche et de ses ombres.
188. Les projections horizontales et verticales des contours apparens dé la plinthe et du filet du piédouche, déterminent les projections des ravons visuels menés par les extrémités des verticales qui, forment ces contours. Les projections de ces rayon» RR’, rr1.... (Jig. A,v\ .coupent le plan CD dH tableau en des points tels que (R', py I.a droite CD (Jtg- h) étant transportée en C'IY {/•g p), «t le point R' {Jig- h) en R’ (Jig. p), on porté les hauteur» verticales dP\ dti (Jig- •>) en RV et RV'. (Jîg.p) et la droite r'/' est la perspective de la
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verticale (R, ru) {fig. h, v du contour-apparent de la plinthe. Ou construit de la même manière {fig- p) les droites u’u', s’s', t't'Vqui sont les perspectives de* trois autres verticales formant les contours apparens de la jHrnthe et du filet, tes cercles qui terminent ces deux parties du piédoucbe, ont pour perspectives les ellipses intersections du plan dp tableau et des rayons visuels menés par les poipts de la circonférence de ces cercles, (.a première ellipse r'/'if n’est visible sur le tableau qu’entre les points de coutpct r*, tt' de celte ellipse et des -droites perspectives du, cou tour apparent de la plintlie. La seconde ellipse r'/V ' n'est aussi, visible que jusqu'aux points t , ■>., où elle coupe la perspective du co,ntoûr 'apparent de In scotie. J ai troisième ellipse est visible entre lçs points s*, f de la perspective du contour apparcut ts\ rt’' du filet. La. quatrième ellipse j'V’, perspective du cercle supérieur du iilCt, est vue en totabté. '■
La perspective totale du contour apparent.de .1* scotie est une courbe à quatre branches et à quatre points de rebroussement yf, Sr, ÿ qu’on a déjà construits (art. 18.7j.La branche perspective .de la partie (-.V, ji'y), {fig. h , v), du contour apparent, est invisible. Les trois autres branches seraient visibles en totalité, si l’ellipse perspective du cercle inférieur du filet ne cachait pas toute la branche t'a'ç', et les parties 3^, 4é'- des deux autres branches adjacentes.
De ta perspectiv e des ombres du picclouche. -
i8t). -Après avoir déterminé (art. ioo) les projections horizontale et verticale de la courbe de contact de la surface de la scotie du piédoucbe et du çôhe ou du cylindre lumineux, on considère cette courbe comme la base d’un-coue qui a pour sommet l’oeil du spectateur. L’intersection «le ce cône par le plan du tableau, donne {fig. p\ pour la perspective de la ligne de séparation.d’ombre et de lumière sur la scotie, la lign e abede/ghiibnea, qui a deux noeuds c et /.-Les lettres de là fig. [f, sans l’exposant p, se rapportent aux perspectives des ligues de séparation d’ombre «Jt de lumière, et des contours d'ombres portées. -Le cercle iuférieur «lu filet porte ombre sur la scotie, et la perspective du contour de cette ombre est la ligne nop qui a un nœud au. point o. .
Là scotie porte ombre .sur elle-même. La cylindre- des rayons lumineux, d’abord tangent à cette scotié, se prolonge et coupe sa surface suivent nue ligne dont ou construit les deux projections. La perspective de cette ligne se compose des deux parties gt/r, ist {fig. g) d’une même courbe., tangentes à la perspective de la ligne du séparation d’ombre et de lumière aux points L, g.
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perspectives des points de la surface de la scotie, qui sont les limites du c'ontour de lontbre portéc par ta scotie sur elle-même. : • '
Uer piédouche étant éclairé par dès rayons de lumière parallèles entre eux, les perspectives de ces rayons ont sur le tableau (/ tg.p ) -un peint de Concours (art. t8-i). En supposant que cepointsoit déterminé, la droite menée (/*&• P) Par ce P0*»1 et par un point quelconque r de la cqnrbe gqr, rencontrera («.perspective abede delà ligne de séparation d’ombre et de lumière
sur la scotie, et le point de rencontre sera la perspective du point de cette ligne, dont l'ombre sur la surface de la. scotie, a pour perspective le point /-.
I -es lignes vif, xy (jîg. p) sont les perspectives des droites qui forment SHr la plinthe et sur le filet, les lignes de-séparation d’ombre et de lumière..
On n’a point considéré ( fig. p) les ombres portées par le piédouche sur le plan horizontal qui le supporte ; mais Ces ombres étant- connues sur le plan horizontal (fig. /»), le tfticé de leurs perspectives ne présente aucune difficulté. * '
11 n’y a qu’une partie e/g (Jig. p) de la perspective de. la ligne de sépa ration d’ombre et de lumière-sur la scotie, qui soit visible; le reste est caché par les couvbes-gqr, noep, perspectives des ombres portées snr la.-scotiepar elle-même et par le cercle inférieur du filet. .■
§ II. EXEMPLES JtB PERSPECTIVE LINEAIRE PAR LA MÊTffODE-DES POIXTS DE
coscorns. (PL n, P, n. P,. i3. P, i4- P.)
190. On a fait voir comment -(art. 180) la perspective linéaire se déduit. des deux projections de l'objet proposé sur deux plans rectangulaires, J-'un horizontal et l'autre vertical. Les rayons visuels menés des points principaux de l'objet original vers l’œitdu spectateur étant conuus par leurs projections sur ces-méiàes plans, l'intersection de ces m-nns par le tableau, détermine la perspective de l’objet.- L’application de celte méthode généralè-ne laisse ripn il désirer, lorsque Içs objets à mettre en perspective n’ont que de petites dimensions-; mais il y a des cas où le nombre et la grandeur des lignes de construction la rendraient impraticable. Supposons en effet qu’il faille exécuter les décorations cj'un grand théâtre. On prend ordinairement la toile d’avant-scène pour tablçau, et on suppose le spcçtateurplacé imtnédrateihent au-dessous de la première galerie ou des premières loges, et sur la ligne -du milieu du parterre, perpendiculaire au tableau. La toite a ordinairement quinze mètres de largeur j le spectateur est en. avant de cette toile d’environ le ineme nombre de mitres : en' supposant la profondeur du théâtre de quinze
mettes, les décorations du fond seront à trente mètres envîron du spectateur; les- aires sur lesquelles on tracerait les projections orthogonales, auraient donc cette dimension dans le sens de la longueur, ce qui entraînerait des opérations graphiques longues et pénibles : c’est pour les éviter, qu’on emploie les points de concours. Ces points étant donnés sur le tableau, on peut mettre en perspective tous les objets réguliers, tels que les monumens d’architecture, dont les dimensions sont exprimées en nombres. Au moyen dé ces nombres ou cotes, la projection perspective se construit directement sur le tableau, sans avoir recours aux deux projections orthogonales. On a déjà résolu plusieurs questions de géométrie descriptive pour lesquelles une de ces dernières projections se construit indépendamment de l’autre; les intersections cylindriques, coniques (art. 17a et 181, liv. Ier), en sont des exemples. La projection perspective peut aussi se déduire immédiatement des cotes qui fixent les dimensions de l’objet original, en faisant usage de la méthode des points de concours, dont nous avons exposé le principe art. 18a.
• Application du principe de la perspective par les points de concours.
191. La surface du tableau et sa position par rapport jux objets étant données, on conçoit par l’œil deux droites arbitraires, et par chaque point de l’espace à mettre en perspective, des parallèles à ces droites. Les perspectives de ces parallèles se coüpent en un point, qui est la perspective du point de l’espace. .
Lorsque le tableau est plan, les droites menées par l’œil coupent ce plan en deux points, qui sont respectivement les points de concours de leurs parallèles, et que je désigne par les lettres D et D'. Un point donné de l'espace est le. sommet d’un angle dont les côtés parallèles aux droites menées par l’oeil, coupent le tableau en deux autres points d, d'; joignant les points D et d, D et d’ intersections du plan du tableau et de deux droites parallèles entre elles, on a deux nouvelles droites qui se rencontrent, et le point de rencontre détermine la perspective du point de l'espace.
On peut supposer que le tableau soit 1111 plan vertical, et que les droites menées par l’œil soient deux horizontales, l’une perpendiculaire et l’autre inclinée à 43° par rapport au tableau, la perspective d’un point quelconque de l’espace sera dans cette hypothèse l'intersection des perspectives de deux parallèles aux droites horizontales; ces parallèles,* et la droite qui joint les points où elle rencontre le tableau, forment un triangle rectangle isocèle.
Pour donner un exemple de l’application du principe que nous venp^s
d’exposer, au cas'particulier des droites parallèles horizontales, nous allons considérer un système de carrés horizontaux, dont les centres sont situés- sur une verticale.
De la perspective des carrés par la méthode des po ints de concours. (PI. 1 1 . P,)
192. Soit un système de carrés horizontaux, dont les centres sont situés sur la verticale C (pl. 1 1. P ,Jlg- j), et supposons que les diagonales de ces carrés soient, en projection horizontale, les deux droites AB, DE. L’un de ces carrés a pour sommet nn point A du tableau vertical PQ; le plan horizontal qui contient ce carré, est à une distance donnée du plan horizontal mené par l’œil du spectateur.
Le point O étant la projection horizontale de l’œil, les droites OP, OQ, OR parallèles perspectivement aux côtés AD, AE, et à la diagonale AB du premier carré ABCDE, déterminent sur le tableau les points de concours, des parallèles aux côtés et à la diagonale de tout autre carré placé parallèlement au premier.
. Soit (fie. a) P'Q’ l’horizontale intersection du plan vertical cfu tableau et du plan horizontal meué par l'œil; on prend sur cette droite les trois points P', Q', R' pour les points de' concours des parallèles-aux côtés des carrés AD, AE (Jig. 1), et de la diagonale AB. Le sommet de l'angle du premier carré est. sur une verticale donnée a A.' (Jig. a\ à une distance connue A « de l’horizontale P'Q’. Menant les droites A’ P', A'Q’, A'Ri(^/%. 2), on a indéfiiûment les perspectives des droites AD, AE et de la diagonale AB (Jig: 1). L’arc de cercle décrit du point A comme centre avec AE pour rayon ( Jig. 1 ), coupe la droite PQ au point e , et la corde Ee de cet arc forme avec les droites AE, Ae tin triangle isocèle, dont la perspective déterminera celle du point E. Portant le côté AE «11 son égal Ae sur l’horizontale AV (Jig, a), et menant eS’ vers le point de concours S' des parallèles à la corde Ee (Jig— 1 ), le point E’, intersection des droites e’E', A’Q’, est la perspective du point E (Jig. 1 )t intersection des droites Ee, EA. Tirant la droite E'B’ vers P’, et menant par le point B‘ où cette droite coupe A’R’, une autre droite BQ', on aura le quadrilatère A'B’D’E’ pour la perspective du carré ABDE (fig. .
ig3. Ayant trouvé la droite A’E’ pour la perspective du côté AE (fig. 1 ), nous allons construire les points de cette perspective qui correspondent à des points de division donnés sur la droite AE- On imagine sur cette droite un [dan vertical, et dans ce plan un parallélogramme rectangle qui a la droite AE pour 1 uu de ses côtés. .Ayant pris pour l’autre côté adjacent, une longueur arbitraire A K. (fig. 2), dirigée suivant la verticale A (fig. 1 ) du tableau, on
la divise en autant de parties égales qu’il y en a sur la droite AE. La droite KL, dirigée vers Q', coupe Ja verticale EL au point I;, ce qui donne le trapèze AELE' {Jig. a) pour la perspective du parallélogramme rectangle construit sur AE {Jig. i) et A’K {Jig. a) connue côté9. Par les points de division de la verticale A'h, on mène vers le point Q’ les droites qui coupent la diagonale A'L du trapèze en des poilits, par lesquels ori abaisse des parallèles à la verticale E’L. Ces parallèles rencontrent la droite A'E’ en des points, qui sont les perspectives des points de division de la droite AE {Jig. i).
De la perspective du carré GHIF plus f>etit que te premier A RDE , et construit sur tes mêmes diagonales. (Fig. i et a, pl. 1 1. P.)
I * • »Sl .
tg'i. Le côté GII prolongé coupe le côté AE au point M, et on connait en nombres le rapport de la droite A K et de sa partie AM. On porte (Jig. a) de A’ en N une partie semblable A'N (*) de A' K, et on mène vers Q' la droite Nn, qui coupe la diagonale A'L au point n.’La verticale «M' coupe la droite A’E' au point M’, perspective du point M {Jig. t ) de la droite AE. On mène vers P' la droite M'H’G', qui çencontre la droite A'R' au point IF; les droites H’I Q’, H’G'P' coupent la droite D E' aux points G', F, parJesqoels on mène les droites G'F'Q', ITT', qui se rencontrent au point F' du quadrilatère F'G’H'l’, perspective du carré FGUI {Jig. i ) contenu dans le mémo plan horizontal que le premier carré ABDE.
Si le premier carré à mettre en perspective, au lieu d’avoir, comme le carré AUDE, l’un de scs sommets sur le plan du tableau, était placé ‘comme le carré FGHI, on prolongerait la diagonale FH jusqu’au point A de la droite PQ, et on regarderait ce point comme le sommet d’iin second carré A^.DE de même centre que le carré proposé. Connaissant le côté AE ou AD, on construira le trapèze A’B'E'D' {Jig. a), perspective du carré A RED, situé dans le même plan que le carré proposé FGHI. *
On aurait pu supposer que le |ilan*vertical du tableau passait par Je contre C {Jig.. i) du carré à mettre eu perspective. La trace horizontale PO deviendrait }iq. Cette droite pq serait coupée par le côté 11E ou FI du carré à mettre en perspective au point U ou V. Connaissant les distances CV ou CUr les points de concours des côtés des carrés et de l'uue de leurs diagonales, la perspective du carré ABDE ou IFGH sera déterminée.
(T) La longueur A S est le tpialrimuc terme tic cette proportion, dont lertroi» premiers termes sont connus :
AE : AM : : Alt : A lt.
De la perspective <lu carrç FGIII contenu dans un plan horizontal, dont la distance au plan horizontal qui contient le premier carré ABDE, est donnée.
ig5. Le plan du carré FGHI ( Jig . 1 ) coupe la verticale A en un point dont la distance à l’horizontale PQ du tableau est donnée ; portant cette distance sur
la verticale A 'a ( Jig . a), du point a de la droite P'Q' en T, la droite TR’ dirigée vers R’ est indéfiniment la perspective de la diagonale PH ( fig . 1) du carré proposé. En supposant ce carré et le premier carré ABDE dans le même plan horizontal, le côté GH prolongé coupe le côté AE au point M, distant du point A d’une quantité donnée AM. Portant cette distance en A m {Jig. 1), et menant la corde M/n, la perspective du point M sera déterminée par les perspectives des deux droites AME et M/n. Menant (/£. a) l'horizontale T/n’ == Am (Jig- i),les droites TQ’ et ni S’, dirigées vers les points de concours Q', S', se coupent.au point p perspective du point M {Jig. 1 ) ; d’où il suit que la droite /a P’ (y^. a) est la perspective indéfinie du côté GH {Jig. 1). Mais cette droite coupe la perspective TR' {Jig. a ) de la diagonale FH {Jig. t), au point h {Jig. a) ; donc ce point h est la perspective du point II { fig. 1 ). Menant hg,fii (Jig. a ) vers les points de concours P', Q', et tirant les parallèles G 'g, 1 ï à la droite A’n, qui coupent les droites hg, hi aux points g et i, on achèvera la perspective. du carré FGHI (Jig. 1 ),par les droites gflj, ifV qui se coupent ay point J de la droite TR’. On remarquera que les deux points F’, /sont sur une droite F/parallèle à la verticale A ‘a.
On aurait pu déterminer la perspective pijig. ‘a ) du point M (fg‘ 1 ) par une construction semblable à celle qu’on a faite-( art. 19*4 ) pour trouver le point M' {Jig. 'a ).
Des anciennes définitions, employées dans . les divers traités de perspective.
19G. Taylor (*), dans son Traité de perspective, appelle plan objectif le plan parallèle aux droites qu’il s'agit de mettre en perspective; ligne de fuite du plan objectif, l’intersection du plan du tableau et d'un plan parallèle au plan objectif mené par l'œil ; centre du tableau , le pied de la perpendiculaire abaissée de l’œil sur le plan du tableau.
(*) Célèbre géomètre connu pir le théorème fondamental de l'analyse mathématique; né en t685, mort en 1781 ; son Traite de perspective, outrage fort estimé, «été traduit en français, ' l'année 1787. En 1748, l’abbé de la Caille a publié son Traité d'optique, qui contient de fort bhns principes de perspective linéaire.
Dtgitized by GoogU
La ligne de Alite des carres horizontaux que nous avons considérés (art. 1 92- 19$), est ('fig. a,/)/. 1 1. P) l’horizontale PQ'. Cette ligne contient six points de concours, savoir, les points’de côricours de deux diagonales, de deux côtés rectangulaires deS carrés," et des cordes des angles que ces côtés font avec le tableau. Ces deux derniers points se nomment points de concours des cordes. Des six points de concours, quatre suffisent, en prenant pour l'un d’eux celui des côtés des carrés. Ori emploie de préférence les points de concours les plus voisins du centre du tableau. Dans le cas néanmoins où ils seraient hors du tableau, la géométrie [fournit plusieurs moyens de mener des droites dont les pcolongemens passeraient par ces points.
De la perspective d’une suite de pilastres ou colonnes, dont les axes verticaux sont équidistans et situés dans un même plan. (PI. 12. P.)
197. Soient ( /?£. 1 ,pl. 12P), C,C',C" les axes verticaux d’une suite de
pilastres situés dans un plan vertical CC’C" ;on prend pour tableau up plan
vertical PQ passant par le premier axcC. Les sections horizontales des pilastres sont des carrés qui ont pour centres les points C , C1, C", et dont les côtés sont parallèles ou perpendiculaires k la droite CC'C". Le pointO étant la projection horizontale de l’œil, lés points P, R, S, S’ (Jig . 1) sont respectivement les points de «onceurs, i° des côtés des carrés perpendiculaires à la droite CC'C"; a0 des diagonale^ de ces carrés parallèles à la droite ACB , et -des cordes telles que K K.', et MM', bases des triangles isocèles cRr’ et CMM'. On rapporteces points surla ligne de fuite des horizontales, qui est sur le développement du tableau (Jig. q), la droite PSRS'. Le premier axe vertical C ( fig. 1) étant à la distance CP du point de concours P, on porte cette distance ( fig . a ) dé P en d, et la verticale de du tableau est la perspective du premier axe C (fig- 1). Le plan du carré ABDE coupe l’axe verticale en un point distant de la ligne de fuite PS’ (fig. 2) d’une quantité donnée; portant cette distance sur la verticale de, l’extrémité c de cette verticale-est la perspective du centre ducarré ABDE (fig. 1). Le point K dç ce cirré étant l’interçection des deux droites CR, RK' (Jig . 1 ), dont les perspectives concourent (fig. a) vers 'les points P et S', les droites cP, k'S' se rencontrent au point k (fig. a), perspective du point R (fig. 1). Le point k’ (Jig. 2), par lequel on mène la droite S'k'k, appartient à l'horizontale cq, parallèle à la ligne de fuite P dq, et on a ck' (fig. a ) == CR'
On aura de même la perspective du point L (fig. 1 ) par l’intersection des deux droites k'l....S, cc’c ....q (fig. a ), dirigées l’une vers le point S, l’autre vers le point de concours q‘ (fig. a) des côtés AE, BD (fig. 1) du carré ABDE.
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Le point M (fig. i ) a poûr perspective le point m (fig- a ) intersection des deux droites mm'.... S, cc'c"....q.
Menant (fig. a ) les droites cAR , ke vers les points de concours ît et q , et les droites IbY, amY vers le point de concours P, les points a et b seront détemiinés, et tirant les droites ae, bd vers le point de concours q, on aura le quadrilatère ubde pour la perspective du carré Al} DK (fig. i).
ip8. Dans le cas où le point de concours q' serait trop éloigné, et hors du tableau, on pourra, sans y avoir recours, construire la perspective d’un point quelconque C' (fig. i ) de la droite CCC.
Ayant tracé le triangle isocele CCN rectangle en C, dont lé côté CN = CC =CN', le point N est l’intersection des drôles CN, N N’, dont les perspectives concourent (Jig- a ) vers les points P et S’. Tirant les droites rt'S' et cP, leurs prolongemens se coupent au poin^r perspective du point N (Jig. i ); mais le point C’ ( / ig . i ) est l’intersecti* des deux droites NC', N'C', dont les perspectives/iR,/i S se coupent au point e (yîg. a); donc ce point c' est la perspective du point C (Jig. t). Joignant les points c, c_, la droite ccc’.... (Jig. a) est la perspective indéfinie de la droite CC’C".... (Jig. i).
199. Fonnant (Jig. i ) le carré CG'UV, qui a potrr centre le point a, on
abaisse de ce point la perpendiculaire «T $ur CC’C', et l’on porte CT = —
en CT, pour déterminer la corde TT’ parallèle à OS. Les deux droites cCc", iS (fig-. a), -se coupent au point t. tpii est la perspective du pointT(/?£, i). Les droites /P. cR ( Jig. a) se rencontrent au point », perspective du point » (Jig.ii). Les droites eu' et çu coupent les droites cV, eu dirigées vers le point P, aux points v et u, qui sont les perspectives des points V'et U (Jig II). Joignant les points v, u (fig. a), la droite uv est la pei-spective de la droite UVX (Jig. t), parallèle à la droite CC’C”, et distante de cette droite de la quantité CU=CC.
La droite c'R (fig. a) coupe la droite uv au point a-; menant par ce point x la droite Par, qui rencontre la droite ccc'... au point c, ce point appartient à la perspective ed" de l'axe C” (fig. i). De même, tirant cVR et .r'P, cette demiere droite j>rolongéc coupe la droite ccc au point c" de la perspective c’"d”trun axe C "(//g. i ).
Toutes ces constructions dérivent du principe que nous avons exposé(art. 18a et 190), et qui consiste à regarder les points qu'il s’agit de mettre en perspective, comme les sommets d'angles dont les côtés sont parallèles à deux droites fixes, menées par l'oeil du spectateur.
De la perspective des carrés qui ont leufs centres sur les axes verticaux C, C', C' (ftgt) de pilastres ou de colonnes dont les dimensions sont données (PI. la.P).
a oo. Nous avons construit (art. 194) la perspective aide (pi. rx,Jig. a) du carré ABDE(_/Ï£. i).On sait (art. 19/4 et iq5) comment on trouverait la perspective d’autres carrés FG1H, situés ou non dans le même plan que le premier, et dont les centres situés sur Taxe C, seraient à des distances données du premier centre e(Jig. a ). Nous allons maintenant construire la perspective yz d’un carré YZ ( Jig . 1 ), dont le centre est en C' sur l’horizontale CC'C'. Les points Y et Z de ce carré sont les intersections des droites CY, YY', et CZ, ZZ’, qui ont pour perspectives {Jig. a ) cyc et^'S, cz et zz'S ; d’où il suit que les points y, z* sont les perspectives des points Y, Z. Tirant les droites ^P, zP vers le point de concours P des côtés do carré, la ilroito eu vers le point u perspective du point U {Jig . 1 )de la diagonale C’U, la droite c'R (Jig. a) vers le point de concours R de la diagonale C’X (Jig . 1); ces quatre droites comprennent entre elles le quadrilatère yzsl (Jig. a ), qui est la perspective du carré YZ$ {fis- 1 )• Connaissant la perspective de ce premier carré, on construira (art. 195) la perspective de tout autre carré qui a pour côté la droite C’4, pour centre un point de Taxe C’, et dont le plan est parallèle à celui du premier carré.
On opérera de la même manière pour îles carrés ou des parallélogrammes rectangles qui auront leurs centres sur Taxe G”, et dont les plans seront perpendiculaires à cet axe; d’où il suit qu’il n’y a aucun pilastre dont on ne puisse construire la perspective par la méthode que nous Venons d’exposer.
Perspective de deux pilastres. ( Fig. a, pl. 14. F. )
On voit (fig. a, pl. «4- P) la perspective de deux pilastres consécutifs; 011 y a marqué des mêmes lettres les points déjà trouvés (fig. i,pt. il P).
Dans le cas où les verticales C, Gy C'..., pl. ta. P, seraient les axes de colonnes, on aurait pour sectious horizontales, à diverses hauteurs, des cercles, et ou met chaque cercle en perspective par la considération de deux carrés à côtés parallèles, l’un inscrit, et l’antre circonscrit; les perspectives de ces deux carrés déterminent huit points et quatre tangentes de la courbe qqi est la perspective du cercle.
fc.
De la perspective d’un cercle par ha méthode des points de concours.
(El. i3. P, fig. i et a. )
aoi. Soit LMNK (fig. i, pl. i3. P), le cercle à mettre en perspective sur un tableau vertical PQ ; on inscrit et on circonscrit'à ce. cercle deux carrés FGHI, AUDE, dont les côtés ^ont , parallèles aux deux droites OP, OQ menées par l’oeil O. Les points de concours de ces côtés, de la diagonale AB, deseordes parallèles KU, NT, sont respectivement les points P, Q, R, S' sur la ligne de fuite PQ. Rapportant, cette ligne de fuite ( fig . a) sur le développement du plan du tableau, ou construira sur ce plan développé (art. 19a), les quadrilatères -perspectives fghi, abde des carrés inscrite et circonscrits, et les droites l/n, ni perspectives des droites LM, NK. {fig. 1 et a), qui divisent les carrés chacun en quatre carrés égaux. Les quatre sommets,/; g, h, i du premier quadrilatère appartiennent à l’ellipse perspective du cercle ; Jes quatre côtés du second quadrilatère abde sont tangens à la même ellipee, aux points i, l, m, n, perspectives des points K, L, M-, N (fig. 1 ), extrémités des deux diamètres rectangulaires LM, K N du arrcle «proposé. Huit-points et quatre tangentes déterminent assez exactement le contour de leUipse perspective de ce cercle (*).
Conclusion.
aoa.'Nou* avons mis en perspective des carrés à eôtés paratlèles, qui ont leurs centres. sur les axes des pilastres ou colonnes, et dont les plans sont horizontaux. On en déduit la perspective, 1“ des parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux côtés des carrés; a0 des sections circulaires horizontales, qui ont leurs centres sur les axes : d’où il suit qu’ayant le dessin géométral d’un ordre quelconque d’architecture, on pourra en construire directement la perspective, en ne faisant usage que des cotes ou nombres qui fixent les dimensions des parties de cet ordre, et sans a voit- recours à la combinaison des deux plans de projections orthogonales.
ao3. Le dessin perspective (pl. 18. P) a été construit d’après cette méthode,
(*) On démontre plusieurs propriétés très-remarquâbîes des ellipses et d'autres sections coniques, en considérant ces lignes comme des perspectives de cercles; la théorie 'des transversales comprend des propositions qui sont des conséquences des principes de perspective appliqués aux ligues droites. Cette géométrie perspective a été traitée dans plusieurs ouvrages anciens et modernes fort estimés. Voyez la Théorie des transversales , par Carnot, et deux opuscules de MM. Servois, Brianchob, professeurs des écoles d’artillerie (Paris, 180/* et 1817).
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par M. Girard. Il représente un chapiteau dorique du théâtre de Marcellus, dont la Jig. à fait voir la demi-section passant par Taxe. Ce chapiteau est composé dé parties dont on a fait l'énumération (art 177). 11 diffère du chapiteau de la pl. iG. O, parles deux filets au-dessu* du gorgcrin, qui sont substitués au eavct.
Au-dessus du tailloir, composé du larmier, d'un talon et d’un filet, la Jig. a donne le profil de l’architrave, delà frise, etdu filet qui les sépare.
La hauteur verticale comprise entre les naissances du gorgerin et de l'architrave est d’un module. Le plan du tableau sur lequel on a construit la perspective (pi. 18), passe par l’axe vertical AU du chapiteau, et le module y est représenté par la partie ab de cet aie.
Le plan horizontal mené par l’œil coupe celui du tableau suivant la droite ARO, sur laquelle on donne la projection O de l’œil et un point de concours R des diagonales des carrés du chapiteau, qui ont leurs centres sur l'axe AB. La distance de l’œil au tableau est mesurée par la droite OO' (hors du cadre de la planche').
Avec ces données et l’échelle en module de la fig. a , on peut tracer le dessin perspective pl. 18, P. Le point a de l’axe vertical AU étant par hypothèse le centre du carré qui termine le filet du tailloir, le centre du carré inférieur du larmier est au pointede cet axe, distant du |>oint a de la quantité ac donnée par le profil (Jig. a), en parties du module ab. Ce carré a pour perspective le quadrilatère defg, dont la diagonale de concourt vers le point II de la ligne deTuitc ARO. Le contour r, 1, 3, 4,5 est la perspective de la section par l’axe du chapiteau, dont le plan est parallèle à deux faces du larmier, lesquelles faces passent par les droites parallèles qui ont pour perspectives les côtés dj, gedu quadrilatère dgfe.
§ III. des anamorphoses. (Pl. 14. P. fig. t.a, 1 .b, i.a a .b.)
ao4- La plupart de ceux qui commencent l’étnde de la perspective ne considèrent le tracé d’un, dessin perspective que comme un simple problème de géométrie; ils n’ont point égard aux positions respectives des objets, de l’œil et du tableau : souvent ils placent l’oeil du spectateur tellement prés du tableau,que la perspective, quoique construite^par lus règles de la géométrie, paraît fautive. Elle l’est réellement dans ce sens, qu’un objet j^tcé à la même distance du spectateur, ne lui présenterait qu’une image confuse. Il y a encore confusion dans l’image; lorsque le spectateur ne se place pas au point de vue pour lequel le tableau a été fait. On voit ordinairement des dessins fort irréguliers, dans les cabinets de physique, où Ton fait des expériences qui ont
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seulement potirobjetde produire des illusions, et d'inspireran speelalenr de la crain te ou de l'étonnement. Ces dessins, vus de face sur les parois du mur, ne présentent qu'une difformité choquante; mais si l’on regarde par une petite ouverture à travers une planchette placée d’équerre sur le mur, la difformité se change en un objet qui produit une surprise agréable. Cette perspective, qui n’est pas construite pour un point de vue placé sur la perpendiculaire élevée par son ceutrc, se nomme anamorphose; an en trace les contours par les règles ordinaires. Ayant placé un petit dessin bien exécuté dansant plan perpendiculaire^ la face peinte du mur, et très-près de ce mur, on regarde ce dessin comme la base d’un cône optique, don.t l’intersection par le plan du mur, détermine la perspective linéaire dite anamorphose. Les rayons visuéls de cette perspective étant très-inclines par rapport au tableau, elle paraît difforme et très-irrégulière aux curieux qui ne sont pas prévenus qiùm -s'est écarté de la règle ordinaire pour le placement du poiut de vue, et qui le cherchent à une certaine distance du mur, en face du tableau.
•jo5. On réunit quelquefois dans un mème'cadre une perspective ordinaire vue de face, et deux perspectives anamorphoses vues de côté. Cette espèce de tableau se compose de lames étroites, de forme rectangulaire , placées à angle droit sur un plan. La première perspective est dessinée sur ce plan pour un point de. vue situé sur la perpendiculaire au milieu du tableau. Chacuue des deux autres perspectives est tracée pour un point de vue placé à droite ou, à gauche du premier; de manière qu’un petit mouvement de tète amène l’oeil dans la -position- convenable pour voir successivement trois objets différons?
aoG. Les anamorphoses sont directes ou réfléchies. Les premières se construisent comme les- perspectives ordinaires; les secohdes doivent être vues |*ar réflexion : elles sont tracées sur un carton qu’on suppose éclairé. I^es rayons de lumière qui partent du contour de chaque figure, se réfléchissent sur un miroir pour arriver à l’oeil du spectateur. L’image régulière qui se réfléchit sur le miroir, détermine la figure irrégulière qu’on doit tracer sur le carton. Les miroirs dont on se sert Ordinairement dans les cours d’opliqitej pour produire ees phénomènes, sont ou cylindriques, ou coniques, ou pyramidaux.
Une perspective étant donnée sui*un tableau plan, on considère le point de vue de ce tableau conaïqp le sommet d’un cône optique* qui a pour base le dessin perspeAve. L’intersecifon de ce cône et de la surface dn miroir, doit produire sur l’œil le même effet que le dessin perspective : or, chaque rayon visuel sç réfléchit sur le miroir en faisant l’angle d’inCideuce égal à l’angle de réflexion; donc la suite des rayons réfléchis il’après cette loi, forme une surface dont l’intersection par le plan sur lequel le miroir est. posé, donne la
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perspective anamorphose réfléchie. Les rayons de luraière.qui partiront des points de cette perspective, se réfléchiront vers l'œil du spectateur, et produiront la même image que le dessin perspective vu directement.
Exemple. On demande l’anamorphose par réflexion, qui fait voir un cercle sur nn, miroir cylindrique. Soient (j>t. 14. P .Jig. i.a.Jig. i.b) ARCD, A llai le plan et la coupe du miroir; h» position de l’œil est dounéc par ses projections O, o, situées sur une droite Oo perpendiculaire aux traces horizontides-XY, ET du plan de la Jig. i.i, et du plan parallèle, tangent à la surface du miroir. On imagine sur ce dernier plan un cercle du diamètre (IK, U), qui a pour centre le point (C, c); le cône optiqne dont ce cercle est la base, et qui a son sommet au point donné (O, o), pénètre la surface du miroir suivant une courbe (AUCD, Chaque droite du cône, telle que (OM, om), sc réfléchit suivant une autre droite qui coupe le plan (Jig. i.a)dc la base- inférieure
du miroir au point N. Ce point appartient à l'anamorphose PN(J du cercle. Les rayons de lumière qui partiront des points de la courbe P?(Q, seront réfléchis par le miroir cylindrique vers l’œil (O, o) du spectateur, et produiront la même apparence que le cercle (1K, ôf) vu directement.
La normale au poiut (M, m) de la surface du miroir étant, horizontale, sa projection (/ ig . i.a) LM A divise en deux parties égales l’angle OMX, qui a pour côtés les projections horizontales M N, MO d’un rayon incident sur le point (Ml m) du miroir cylindrique, et de ce rayon réfléchi vers l’oeil (O, o). La drofte(OM,0m) coupe le plan liorizontal au point li, par lequel on mène la droite HN parallèle à M>., qui coupe la droite MN au point N dé l’an:lmorphose.
La même construction s’applique au miroir conique {Jig. i.a,a.b)\ ABC!) est la base du miroir, A /U’ sa section par le plan vertical ALB; l’œil est sur le" plan vertical OCLD, au point (Ojo) de ce plan. On imagine un cercle(lK, ôf) dans nn plan vertical LF perpendiculaire à la droite OLf. Le cône optique qui a pour base ce cSrcle, pénètre la- surface du miroir suivant la courbe (MiM'.VT, mm m'y. Les droites de cecônc sc réfléchissent et forment une surface réglée, dont l’intersection NPQ par le plan de la base inférieure du miroir, est l'anamorphose du cercle (1 K, ù f).
(•) ta courbe mmm" Jig 1 .4), distincte du cercle ik au-dessous du diamètre U, te confond avec lui dans la partie supérieure. En opérant sur une plus grande échelle, on éviterait celle confusion. *
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§ IV| DH LA PROJECTION PERSPECTIVE, dite PROJECTION STÉR^OGRAPIIIQt'E.
(PI. 3i du 1er livre.)
207. Ce mode de projection n’est en usage que pour indiquer sur une carte, quori appelle mappemonde, la position respective des lignes tracées sur la surface de la terre, et des points remarquables du globe, déterminés par les intersections de ces lignes.
Considérant la- surface de la terre comme sphérique, on la divise par deux systèmes de plans; les uns méridiens, passant par l’axe de la terre; les autres perpendiculaires à cet axe, ou parallèles à l’équateur. Une mappemonde est uu plan sur lequel on a projeté les deux systèmes de cercles; savoir, les méridiens et les parallèles à l’équateur. Les géographes emploient pour la construction des cartes, plusieurs modes de projection, parmi lesquels on doit distinguer celui qui jouit de ces. deux propriétés très-remarquables :
1" Qu’un cercle quelconque de la sphère se projette suivant flfn autre cercle;
a° Que l'angle de deux tangentes à la sphère ne diffère pas de sa projection.
On satisfait à ces d?ux conditions en prenant pour plan de projection, celui d’un grand cercle de la sphère, et en faisant concourir les droites de projection vers l’extrémité du rayon perpendiculaire au plan de ce grand cercle. Considérant cette extrémité du rayon comme un point de vue, le plan du grand cercle comme un tableau, les droites de projection comme des rayons visuels, la projection dite stéréographique, est un dessin de perspective linéaire: nous allons démontrer les deux propriétés qui distinguent cette projection.
208. Soit (fig. 5, pl. 3i du livre I") ABOE le grand cercle d'une sphère, dont le plan passe par les trois points O, C,D, qui sont respectivement le point de vue, le centre de la sphère, et le centre d’un cercle quelconque de la sphère à mettre en perspective. Ce plan est perpendiculaire au tableau et au plan du cercle donné à mettre en perspective, puisqu'il contient deux droites UC, CD, dont l’une est par hypothèse perpendiculaire au plan du tableau; l’autre joignant le centre de la sphère et le centre du cercle donné, est aussi perpendiculaire au plan de ce cercle; d’oü il suit que le plan du grand cercle ABEFO contient la section principale EOF (art. ao5, liv. I") du cône oblique, qui a pour sommet le point de vue O, et pour base le cercle du diamètre EF, dont le plan EF fait avec le côté OE de la section principale, l'angle OEF; mais le plan AçÉB du tableau perpendiculaire au plan de la section principale, fait avec l’autre côté OF de cette section un angle F/B, qui est égal au premier EOF, parce qu'ils ont tous deux pour mesure la moitié d’un quart de circonférence AO ou OB, plus la moitié de l’arc BF ; d'où il suit (art. ao5, liv. I") que le plan Aç/Ti coupe le cône oblique suivant un cercle du diamètre ef, qui est
la perspective du cercle du diamètre EE. Cette conclusion s'applique à tout autre cercle; Il est donc démontré que tous les cercles de la sphère seront représentés par des cercles sur la mappemonde construite par la projection stéréographique. •
209. La seconde propriété de la projection stéréographique consiste dans l’égalité de deux angles, l'un formé par les tangentes à la surface de la sphère, l’autre par les projections stéréographiques de cçs tangentes. Cette propriété se démontre de la manière suivante r
* Soit COE ( fig. G, pl.it) le plan mené par le centre de la sphère, par le point . de concours O des lignes de projection, et par le sommetE de l’angle proposé. Ce plan coupe la sphère suivant le grand cercle ABOE du diamètre AB, et le plan de l’angle des deux tangentes, suivant EG perpendiculaire au rayon CE. La droite OE coupe le diamètre AB au point e, qui est évidemment la projection.stéréographique du sommetE de l’angle des deux tangentes à la surface de la sjiftre.
Considérant le plan des trois* points C, O, E comme vertical, le plan horizontal qui passe par le diamètre AB, contient le grand cercle AB ab de la sphère, et coupe le plan des deux tangentes suivant la droite GH';-or ces tangentes ne peuvent rencontrer le plan du grand cercle A l\al> qu’en deux points tels, que II, H' de la droite GII’, et la droite HH’ qui joint ces deux points, est le côté commun à deux triangles qui ont leurs sommets, l’un au point donné E de la surface de la sphère, l'autre à sa projection perspective e ou e ; mais ces deux triangles sont égaux; car, à cause de l’égalité des angles EeG, eEG, les droites EG et eG sont égales; donc l’angle qui a son sommet au point E, et dont les côtés passent par les points II, H', est égal à l’angle dont le sommet est au point e projection stéréographique du point E, et dont les côtés passent par les mêmes points H, H' (*).
210. 11 résulte décès deux propriétés qu'un triangle formé sur une sphère par trois arcs de cercle assez petits, pour que chacun diffère peu de la ligue droite, et le triangle qui est sa projection stéréographique, sont deux figures presque semblables.
(*) Lacroix, dam son Introduction à la géographie (seconde édition, Paris, 181 1), et postérieurement MM. Puissant, Delambre , ont donné (laos leurs ouvrages une démonstration A peu prés semblable, foudre sur la considération de l'égalité des deux droites EG, eG (fig. 6, pl.3t).
On lit dans 1‘ Astronomie de Delambre, tome III, que le plus ancien ouvrage k la connaissance de ce savant érudit, qui ait fait mention de la seconde propriété de la projection atéréograpbique, est un Traité de navigation de Robertson, imprimé en 17S4. La première propriété était connue du temps de Ptolomée.
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Construction stéréo graphique d'une mappemonde sur' le plan d'un méridien , (Fig. 7, pl. Si du Ier livre. )
air. Soit PP'a.o*.3o\.. (/ig- J,pl. 3o),le cercle de la sphère terrestre, contenu dans le plan d’un premier méridien ; oti divise sa circonférence en quatre parties égales, par les droites PP' et a.o% qui représentent l'une l’axe de la terre, et Tautre la trace de l'équateur terrestre sur le plan du premier méridien. On subdivise chaque partie en 90 degrés. Soient 0% 3o% 60".... a, b, dles points de division qui déterminent les parallèles à l’équateur, dçs diamètres b. 3o”, d.6 o".,..; les mêmes points déterminent les méridiens terrestres, dont les plans font avec le plan du premier méridien des angles mesurés par les arcs ab, bd... Il s’agit maintenant de construire la projection stére’ograi phique des méridiens et des parallèles à l'équateur.
1 Project ion stèréographique d'un parallèle à l'équateur.
ai a. Le parallèle d’une latitude donnée, 3o" par exemple, coupe le premier méridien aux deux points 3o’ et b (Jig. •) ); d’où il suit que la projection de ce parallèle, ou sa perspective sur le premier méridien qu’on prend pour tableau, passe par ces points.
Considérant le plan du premier méridien comme un plan horizontal, le plan vertical PP , mené par l'axe de la terre, coupe lp parallèle à l’équateur eu un point, et pour mettre ce point en perspective, on abat le plan vertical sur le plan horizontal. Le point du parallèle situé au-dessus du premier méridien, et à 90" des points b et 3o\ s'applique en 3o", et le point de vue situé au-dessous du premier méridien, au point a extrémité du rayon C a. Menant le rayon . visuel a.3o", qui coupe la droite PP' du tableau au point/ les trois points 3o”, b, /déterminent l’arc de cercle bf. 3o“, qui est la perspective du dgmi-parallèle à. l’équateur, situé au-dessus du premier méridien, dont la latitude est de 3o°.
Projection stèréographique d’un méridien • .
ài3. Frenons pour exemple le méridien de la longitude ab, dont le plan fait avec celui du premier méridien, l’angle mesuré par l’arc ab.
Le plan de l’équateur aC.o” étant abattu sur celui du premier méridien, l’intersection de ces deux plans prend la position Cb; le point de vue s’abat en P', et le rayon visuel Y b du point b du méridien, coupe la droite C« du tableau au point e, perspective du point b. Les trois points P, P\ e détermi-
lient l’arc de cercle PP'e, perspective du demi-méridien de la longitude ab situé au-dessus du premier méridieif.
On déterminera de la même manière l’arc PgP', perspective du méridien de la longitude ad. Tous les arcs perspectives des méridiens passeront évidemment par les pôles P, P’, et auront leurs centres sur le diamètre aC.o° intersection du premier méridien et de l’équateur terrestre.
l)es tangentes aux projections stéréographiques des méridiens et des parallèles ' à V équateur.
ai4- Les parallèles à l'équateur coupeijt le premier méridien à angle droit; or, l’angle de deux cercles quelconques de la sphère terrestre, ne diffère pas dé sa projection stéréographique ( art. 208 ) ; donc la perspective é/3or) d’un parallèle rencontre à l’angle droit le premier méridien aux points b et 3tr; d'où il suit qi*%les rayons C£ et C. 3o° sont langens à l’arc If. 3o°. Par la même raison, la tangente P p au premier méridien, et la droite P b tangente à la perspective PeP*du méridien delà longitude ab, comprennent entre elles l'angle bVq, qui a pour mesure la moitié de l’arc P db double de la longitude ab. L’angle de deux tangentes Vb,Vb' aux perspectives PcP% Pg»P de deux méridiens quelconques, est égal à l’angle des plans de deux méridiens.
a 1 5. La fig. 8" (pi. îi) est une mappemonde snr l’horizon d’un lieu dont la latitude est donnée. Le plan de l’horizon passe par le centre de la terre; la verticale menée par ce centre, coupe la sphère terrestre au point de vue. I,a ligne des pôles étantidonnée de position par rapport tu plan de- la -carte, la perspective du pôle situé- au-dessus de ce plan, est le point de Concours des perspectives des méridiens -visibles sur la carte.
216. Les deux propriétés de la projection stéréogrnpluque réunies, 'n’appartiennent qu’à la' surface dé lg -Sphère ; mais la première qu’on a démontrée (art. 207), a également lieu pour l’elKpsoïde de révolution, pourvu qu’on place l’œil à l’extrémité de l’axe de révolution. Toutes les sections planes de l’ellipsoïde vues de ce point, et projetées sur le 'plan de l’équateur, doivent paraître des cercles. Cette proposition nous ayant été communiquée par M. Legendre, nous avons démontré qu’elle avait encore lieu pour i’ellipsoïde à. trois axes inégaux, en projetant les sections planes de cette surface sur l’un des plans parallèles aux deux systèmes de cercles dont cette surface se com- .pose, et en faisant concourir les lignes.de projection, vers l’extrémité du diamètre qui passe par les centres des cercles parallèles au plan de projection. (Voyce la Correspondance sur F École polytechnique, t. I, p. 76, juillet i8o5.)
Notice sur les diverses projections employées pour la construction des mappemondes et des cartes géodèsiques.
a 1 7. On trouve, dansl'introduction à l« géographie, par M. Lacroix (deuxième
édition 181 1 ), des notions précises sur les divers modes de projections employés par les géographes. Après avoir défini la projection stéréograpliique, il. fait, mention d’une autre projection perspective, dont M. de Prony avait eu l’intention de se servir pour les cartes du cadastre. Le point de vue serait au centre de la sphère, et on prendrait pour tableau un plan tangent à la sphère. Il définit la projectjon orthographique, dans laquelle les méridicus et les parallèles sont projetés orthogonalement sur un plan. suivant des ellipses, lesquelles deviennent des cercles ou des lignes droites, lorsque le plan de projection est parallèle à l’équateur. La Hire a modifié la projection orthographique, en plaçant" l’œil sur le prolongement du rayon de la terre perpendiculaire au plan diamétral de la carte, k une distance de la surface de la sphère terrestre, égale ail sinus d’un demi-angle droit mesuré en parties du rayon de cette sphère.
M. Lacroix nomme projections par développement celles qur.se font en assimilant des portions de la surface terrestre à des zones de surfaces développables. La plus simple de ces projections se nomme projection, conique; elle se construit, en supposant que la zone terrestre, comprise entre deux cercles de latitude, est une portion dé cône droit tronqué. Cètte hypothèse approche d’autant,plus de la vérité que la carte embrasse moins. t}’étendue en latitude. M. Lacroix a fait connaître d’autres projections du même genre proposées par Bion, Arrowsmilh, Flamsteed, Nolin, Delisle, Dauville, Delorgna et Cagnoli. Les opérations, effectuées dans le. siècle précédent pour déterminer la figure de la terre, par la mesure des degrés du méridien et des parallèles, ont fait naître, dit M. Iatcroix, une espèce de projection très-importante, puisque c’est celle de la grande carte de France de MM. Cassini, le plus beau travail géographique qu’on ait exécuté jusqu’ici. (Voyez les Mémoires île Cassini, Académie des sciences, 1745, et le Traité de géodésie de M. Puissant, officier supérieur au corps royal des ingénieurs géographes, deuxième édition, a volumes in-4°, Paris 1819.)
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NOTES
Note I«.
Article 100, livre I", page 58. — Développement de surfaces.
M. Lacroix a donné, dans nn Mémoire présenté à l'Académie des sciences en 1790, 1a solution analytique du problème suivant : « Une coorbe quelconque étant tracée sur une surface dé- » veloppable, trouver ce qu'elle devient dans le développement de cette surface; et, récipro-
• quement, une courbe étant tracée sur un plan, trouver ce quelle devient, lorsqu'on enveloppe
• ce plan sur une surface donnée. •
Il a aussi publié cette solution dans le premier volume de son grand Calcul différentiel, in-4*, page 636.
Note II.
Après l’article 3g, livre II, page i58. — De l'hélice et de la surface héliçoïde.
Une droite étant Axe, on conçoit une courbe mobile, dont chaque point décrit une hélice sur un cylindre 1 base circulaire, lequel a pour axe la droite fixe, et pour rayon, Ijt distance du point de la* courbe h cette droite; le lieu géométrique des hélices de meme fat (art. 36, liv. Il), décrites simultanément par tous les points de la courbe, se nomme surface héliçoïde ; la droite fixe eslj'ax» de celle surface. I-a voûte qui supporte les marches d'un escalier à noyau, qu'on désigne dans les traités d'architecture çiar le nom de vis Saint-Gilles, est terminée par une suiface hclicolde, qui a pour génératrice nn demi-cercle, et pour axe, une droite verticale située dans le plan de ce demi-cercle, laquelle droite est aussi l'axe du noyau de l'escalier.
On conçoit deux plans, l'un passant par l'axe d'une surface héliçoïde, et l'autre perpendiculaire à cct axe; considérant ces deux sections et l'hélice décrite par un point quelconque de la première section autour de l’axe, on attr» trois choses, dont deux déterminent la troisième. De cette relation, j'ai déduit la théorie géométrique des Damas , ou lames figurées de douer, tjue j'ai exposée dans le cahier des Annales des Mines, mars i8o.'(, tome XV. J’avais antérieurement (en 1795) proposé cette question aux élèves de l'École polytechnique: • De ces trois choses d'une surface héliçoïde, la section par l'axe, la section perpendiculaire à Vaxe, l'hélice décrite par nn point quelconque de la surface autour de l’axe, deux étant données, trouver la troisième? • ( l'oyei le second cahier du journal in-4" de l'École polytechnique, page to3.)
NOTES
Note III.
Article ^9, livre II, page i63. — Des épicjrcloides sphériques , et de leur usage . dans la construction des engrenages.
O11 déduit des propriétés de l’épicvcloïdc sphérique, la solution de celle question de mécanique :
« Étant donnés deux axes fixes, et deux peints M, M' attachés mvariahlement à ces axes, on » suppose qu'une force appliquée iV l'un de ces points, à par exemple, le fasse tourner autour » du premier axe, on demande par cyiel mécanisme on doit joindre le point M au point M1, • pour que ce dernier tournant autour du second axe, les arcs de cercle parcourus dans le ■ même temps par les deux points, soient dans un rapport donné et constant. • .
' t'oyez la solution de cette question date» mon Traité tics Machines, 4e édition, année i8j9, pagc^l.). • ■ . .
Note IV.
Article 56, livre II, problème X, page 169. — Intersection de trois cônes ' droits à axes parallèles.
I,r problème X, page 167, a au plu» quatre solution» : pour le démontrer, n*us rapporteront le» trois surfaees conique» droite», lieu* géométrique» du point cherché; A 1n\is plan» rectangulaire», et non* supposerons que leurs <f*c* sont parallèle» A l'axe de^s; nous placerons le sommet du premier cônr à l'origine des coordonnés le sommet du second sur le plan de r;, au point Jétentfiné par les 'coordonnées x= a, t — h; le sommet do troisième, au point qui a pçut coordonnées sz=A’. • •
Nommant l,m, m les cotangentes des angles que les droites génératrices des cènes droits, fànl respectivement avec les axes de ces cènes on aura pour les équations des trois surfaces :
*’=f(x* +j*)i — tif -hr’}; 4- (s— *)\(
Développant les deux denMres équations, on a : •
(r-A)'=m\jr* -fj*) (a-A')*:=i»'* (.*■• /*) + ’*{«*'
et mettant pour x * -f- y \ la valeur égale — ;
(a — A)» ™ i‘ m% (®* — aoxjj (a— = m*’ (<*** -j- b'9 ) — •xdrri'x — ilitrPyi
à*Tm% -l-m’a* — /» (a — A)* .
d’où 1 on tire.: x — • . . . (1)
a/’mvn'* (a* -f* V*‘ — ad) -4* m'nî't* (<* — «’) -f- /* {et né9 (a — A)1 — atn* (a — A')’) f y aa6/*mW»
Substituant ces valeurs de x et y dans 1 équation a' = /• (x9 -t-y*)9
NOTES
l'équation finale sera évidemment du quatrième degré, cl à chaque racine de celle équation correspondront les valeurs linéaires de x et /, données par les équations (i) cl (a). Les quatre systèmes de valeurs correspondantes, qu’ou trouve pour x, y, t , déterminent qna're points communs aux tj^ois surfaces coniques des équations E, dont la jtosilion satisfait aux condition*» du problème X.
• Note V.
Articles - 6a, liv. Il, page 170.
Notice historique suii en piutbi.^me : Connaissant dans une pyramide triangulaire la Laïc rt lesm angles des arvtes opposés aux cdtés de la basé, construire le sommet de la pyramide ?
Les premières recherches sur la solutiou de ce problème se trouvent dans le deuxième volume des savans étrangers, Académie de Paris, année i"54; Eslève, de la Société royale des sciences de Montpellier, Kavaü mis eu équations; il posait ainsi la question : La base d’une pyramide triangulaire étant donnée , avec le s angles au sommet, déterminer les dimensions de la pyramide? Il avait pris pour inconnues, dans la pyramide triangulaire ABCD ( pl . Zo,Jig. C) les trois angles ADC, ADB, ABC compris entre les deux arêtes AD, Ail et les trois cAtés CD, DB, BC de la base; les quantités connues de In pyramide sont ces trois rAtés, et les trois angio opposés, qui ont pour sommet commun le sommet A de la pyramide.
Nommant b, e , d les côtés de la base BCD de la pyràmide ABCD; B, C, D les angles opposés à ces cAtés, qui ont pour sommet ecffhmun le point A sommet de la pyramide; x,y , x les angles inconnus ADC, ADB, ABC ? x?, /, x les angles ACD, A BD, ACB, on aura :
sin x = sin (x -p B] ; sin/' = sin ( y f- C) ; lin a*— sin *f D) ; d'dà l’on dédüit :
. ^jin/ csin/ c sin/ </sins' A ait» x ^sin s •
sin B siu C sm C sin D siu B sin D » ' r-
4*ùi x-f. B «sin (jt+ C) * c«inj-
• A*)' ÏV "* “ ' • - W-
sin B
SIU C
Les équations (1), (a), (3) renferment la solution du problème considéré dans sa généralité, et on en déduirait les valeurs de sin x, sin y, sin z , qui déterminent toutes les dimensions de la pyramide. • t
Estèvc n’a pas donné pour le cas général , l'cqûation finale qui ne contiendrait qu’une seule inconnue, par exemple sin x; il n'a achevé la solution que pour fe cas particulier où les deux
angles x et a seraient égaux. Alors lequation (1) donne c'est-à-dire, que les cAtés 6
d smD 1
et d de la pyramide, sont proportionnels aux sinus des angles B et D, opposés à ces côtés.
Dans cette hypothèse, l’équation finale est du quatrième degré en sin xr, et se résout à la manière des équations du second degré.
En 1773, Lagrange a publié dans le volume de l'Académie de Berlin, pour cette année, un mémoire sur la pyramide triangulaire, où Kon trouve les trois équations suivantes :
t 7 * — «7 cos B = A»;/* -f. a1 — %yx cos C = c*; x* -fc-x» — axa cos D zsji'+x, y, x
étant les trois arêtes de la pyramide; A, c, d les trois #Atés de la base; B, C, D les angles opposés à ces côtés.
29** NOTF.S:
Éliminant /, c , l’équation finale en x serait du huitième degré, ainsi que M. Lacroix l'a remarqué dans son Complément de géométrie, première édition , année i ;y5, page 85.
Eu 179$, Lagrange est revenu sur cette qnéstion dans le (Àwr* de mathématiques élémentaires qu’il fit aux écoles normales de cette année, conjointement avec Laplace, et il fit observer qu’en prenant pour incounues l’une quelconque des arflfc de la pyramide, et les rapports de celle-ci aux deux autres, l’équation finale ne serait que du quatrième degré. Le calcul avait été indiqué par Lagrange; je l'ai développé dans U Correspondance sty l'École polytechnique (tome II, juillet 181a , page 334). Faisant ^ = u, “ zz t, cos B = £, cos C=y, cos D=<7, les trois équations précédentes deviennent :
de ces trois équations, on déduit les deux suivantes du second. degrc en u et t :■
fr* {* + 1 * — ***) “^(t+a1 — \$u) l ^
e* (t -f* f* — 23V) ■= d » (a*-f- /• — lya/J ) * '*
L élimination de u ou de t entre ces deux équations, conduit à*une équation du quatrième degré en n ou en t.
Les deux solutions algébriques de Lagrange ne déterminaient pas le nombre des pyramides qui satisfaisaient aux conditions du problème; il notait pas prouvé que l’équation finale du huitième degré, à laquelle on arrive par la première solution, ne contenait pas des racines égales ou imaginaires, et cettè équation s’abaissant du huitième degré au quatrième par la seconde solution, ou pouvait croire que le problème ji’ctait susceptible que de quatre solutions distinctes. J’ai fait voir dans l article cité de la Cornr//K>nd<ZAcea(juU]ct 1812}, 1° qu’on pouvait obtenir les huit racines de lùiquation du huitième degré par l’inlcrseclioo d’une courbe du quatrième degré et de deux cercles dont les centres et les rayons étaient donnés; a#quc cette courbe du quatrième degré se construisait par points; 3° qu’elle était coupée par deux cercles en huit points, qui étaient les sommets 8c huit pyramides de même base. Ayant abaissé de chacun des huit sommets des perpendiculaires sur le plan de la base commune, et les ayant. prolongées autant au-dqssous du plan qu’eu -dessus, les extrémités de ces perpendiculaires sont les sommets de huit autres pyramides symétriques des premières, de même base et de même hauteur. J’avais démontré que les huit pyramides et leurs symétriques satisfaisaient aux conditions du problème, et qu ainsi ce problème; était susceptible de seize solutions.
1 Estève avait remarqué que le problème dont il s’etait occupé n était pas de pure spéculation; qui) pouvait être utile en géographie, ce qui en avait fait najtre l’idée, et qu’on pourrait l’énoncer ainsi : « Étant placé sur le sommet d’une montagne, et connaissant la distance qu’il y » a entre’ trois objets qu’on découvre dans la plaine, il s'agit de déterminer du mémo sommet,
• par les règles de la trigonométrie, la hauteur de la montagne et. la distance à chacun des objets » qui sont dans la plaine; enfin, tout ce qui appartenait à la pyramide, dont la base connue est
• dans la plaine, et le sommet à l’œil de l'observateur qui y mesure les angles formés. »•
Oh sait que la géométrie descriptive et son appliçalion à la théoricilu défilement ont pris naissance à l’École royale du Génie établie à Mezières en 1748, et que Monge a professé dans cette école pendant vingt ans de 1 784 à 1 804. On y proposait le problème d’Estève, comme unç application de la géométrie descriptive 4 la topographie. Monge en a donné la solution dans ses leçons aux écoles normales de 1795, et a publié cette solution dans le journal de ces écoles, tom. III, p. 347-3&1. St cette question était traitée par l’analyse (dit Monge, p. 349 du même journal ), elle conduirait généralement à une équation du soixante-quatrième degré. Ce savant
NOTES. a«j3
supposait qu’on aurait pris pour inconnu», I» trois coordonnées du sommet d^la pyramide, et que ce sommet serait .déterminé par l'intersection de trois surfaces annulaires; I» équations de c» surfaces étant chacune du quatrième degré, on pourait en conclure que généndement l'équation finale non réduite serait du soixante- quatrième degré. Monge n'avait pas effectué ni discuté c» calculs; il S'oulait seulement montrer dans une leçon orale de géoinétKe descriptive, que pour certains problèmes, I» constructions géométriques étaient préférables aux calculs algébriques.
Es t8x5,'M. Bruno de Naples a publié un piémoire écrit en italien, qui a pour titré : Soluzione geometrica di un dijficil proUema di silo ; \apoli, 1 8l5, de ao pages et une plan-
che. On .trouve dans ce mémoire la solution de la question suivante : Liant donne un point et deux limites dans l'espace, mener par lé point un plan tjui coupe les deux droites en deux autres points , tels que les tmis "points soient les sommets d'un triangle semblable à un triangle donné, (t'oyez page " i
M. Bruno a résolu en problème synthétiquement par la méthode des ancienl, et il a fait voir que la solution générale dépendait'de l'interseetiqn de deux hyperboles tracées sur le même plan. Le problème d'Estève n’est évidemment qu’un cas particulier de celui qui vient d’étre énoncé ; il suffit de supposer que les deux droites données se rencontrent ; Je point de rencontre étant pris pour le sommet d’utie pyramide, on joint ce point et le poiut doAné par une droite ; cette droite et les deux droit» donné» concourant» au mêitfc point, sont le» arêtes d'une pyramide triangulaire qui) s’egit de couper suivant un Iriaugle de similitude donnée. M. Bruno a résolu cette quation, et il a de plus examiné' ce que devient la solution générale, lorsque deux côtés du triangle, base do la pyramide, sont«proportioniiels lux sinus des angles opposés à ces côtés et compris entre I» arêtes de la pyramide. Eslève avait vu que dans ce cas particulier, la solution du problème dépendait d'une équauoo du qualnéuie degré, qui se résout à la manière du second, et M. Bruno l'a ramené 1 l'intersection de la ligne droite et du cercle. J'ai traduit le mémoire de M. Bruno ; la traduction otjes additions qui m'ont palru nécessaires pour compléter le texte, ont été publiées dans les mémoires de l'Académie royale des sciences et belles- lettres de Bruxelles, année s8»6. J'ai ajouté i cette traduction la solution analytique suivante du problème de M. Bruno. *
On prend pour plan des xy le plan mené par le point donné A (Jig. D,pl. 3o) parallèlement aux deux droit» donné», et pour ax» des x et de* .y les parallét» à ces droit» menées par le point A pris pour origine d» coordonné» x et y. Les droites données sont projetées orthogonalenicnt sur le plan des xy suivant BDM et BEN ; on suppose que çes projections comprennent un angle donné MBN ou OBEj elles se coupent au poiut B qui «t la projection do la plus courte distaoce d» deux droit» donné» sur le plan d» xy. Soit AMN la projection du triangle dont l’un d» sommets est en A, et I» deux autres sommets en m et itfur 1» droit» données, aux points de l'espace dont M et N sont l« projections ; on demande que ce triangle soit semblable à un triqnglc donné.
Nommons y l’angle connu des ax« AX, AY, a la droite AD, b la droite AK, /la distance du point m de lespace au plan d» xy, f‘ la distance du point n de l’espace au même plan , et l'on
aura pour les droit» AM, AN, MN, les valeurs suivantes eux et y, qui sont I» coordonnées, l’une du point M parallèle à l’axe desx, l'autre du point N parallèle à l'axe des/.-
AM = x* a* -j- aox cos y ; AN =/• + ô* + zby cos y ;
MN = MB + NB — » MB. NB. cos y = (x— i)' + (y— a)' — a cos y (x— A) (y-n),
Bi
ag/, NOTES.
désignant |>ar /,•/’, l’ 1rs trois côtés du triangle A nui de l'espace, dons la projection sur le plan des xr, est AMM, les longueurs de ces côtés seront déterminées par les relations suivantes :
* /• = AM + /';/’■ = AN ’ + /'■ ; f- = MN~+ (/•—/• ,
su l' — x' -f- lax cos 1 4 \a- +/’i 1‘ =J“ h aôjeos •/ + ^ ■ ;
/'• = (x — 6)* +■ (jr— a)'— a cos 7 (x— 6) (jr—a' + (/—/')’.
Puisque le triangle des côtés est semblable à un triangle connu, les rapports de ces
/ / • , <♦ ' côtés- _ , — . sont donnés, et on aurait :
A’; A et A’ étant des constantes connues.
Substituant les valeurs de 1,1', /*, on aurait :
(x-ô)* h (r— «)• — »Tds y tr— (r “) +'</— /')*=f '*• ao^cos y O. Z1), (t). (x — i) ■ -f (/—<*)’ — » oos y (x— t) Cr — ") 4- if-rf)' — N 0" -f *Ar°?s 7 4 *• r/1’)- (*)
De ces deu* équations, on en déduit la suivant* : ■ >
A :x’ -j- aux cos 7 j- a, +/'.) =x A‘ (/-■ -j- 16/0047 -|- 6’ +/'• (3).
Cette dernière équation; combinée avec l'Une des deux premières, donne les valeurs de ici/ représentées sur la figure B [pl. 3o), par les droites AP, AQ.
Considérant deux quelconques des trois éqnatidns précédentes, commo appartenantes à deux courbes du second degré rapportées *tu axes obliques A^i'AY, les poiuts d intersection de ces courbes détermineront [/îg. D ) les points M et N sur les projections des droites données , et par conséquent le triangle dont ces points sont les projections.
Nous remarquerons que dans les équations^!) et (a)èlc ,crn>0 en V * P°ur factc',r cos T <IUI peut prendre les deux valeurs ± cos 7; d'où il suit qu'il y a deux courbes du second degré qui correspondent i chacune des équations (1) et(a). Chacune de ces courbes rencontrant la ligfie de l’équation 3) en quatre points, il s'ensuit que le problème proposé par M. Bruuo est susceptible de huit solutions, c’est-lt-dire, que l'on peut placer huit triangles semblables à un triangle donné, de manière qu'ils aient un point donne pour l'un des sommets Communs, et les deux autres sommets sur les droites données.-
L'équation (3) en x et jr ne représente qu'une seule courbe du second degré, parce que le facteur ± cos 7 n'affecte que les termes linéaires de cetté équation.
Dans le cas particulier où les deux droites données se rencontreraient, lé point de rencontre serait te sommet de huit pyramides, qui auraient pour bases, des triangles semblables i.un triangle donné.
NOTES
jgS
Not^VI.
Article 77, livre II, problème XIII, page 184. — Solution analytique du problème d'une sphère qui en touche quatre autres ; par M. Poisson.
Soient A, B, C, D les centres des quatre sphères données ; en les joignant par des droites, ou tonnera une pyramide triangulaire dan» laquelle tout sera connu. On suppose que le lecteur ttacera la figure.) J emploierai dans le calcul suivant les trois arêtes DA, DB, DC, les angles ADC, BDC . et l’angle compris entre les plans de ces deux angles; données qui Miffuent pour déterminer la pyramide AJICD. J'appelle C l'angle des deux faces ADC, BDC; soit de plus :
DA =«, DB=é, DC=c; angle ADC =«, angle BDC =|S.
Pour fixer les idées, je suppose que le centre de la sphère demandée tombe dans l’intérieur de la pyramide ABCD, et que ce centre soit le. point O. Joignons ce point aux sommets A, B, C , ü, et soient :
DO=r; angle ADO=x, angle BDO==>-, angle CDO = z.
I.a distance du point O an point D étant appelée r, lés distances du même point O aux points A, B, C seront égales à l'inconnue r , augmentée. ou diminuée de 'quantités connues, qui dépendront des différences entre les rayons des sphèécs données; on pourra donc supposer AO ==r-h£v • B0=r4-è; CO rrr-f-A; #
g, h , k désignant des quantités données dans chaque cas particulier. Enfin le plan des deux lignes OD et CD coupe l’angle dièdre C,*rn deux parties inconnues que je représenterai par p et q, p étant la partie comprise entre ce plan et la face ADC, et par conséquent q, l'angle compris entre ce même plan ODC et la face BDC Nous aurons Cr =/>-+- q , et d'après une formule facile à démontrer : , *•
sin*C=cos’/> + cos’7 — a cos p. cos q. cos C. . . ( 1).
Cela posé, le triangle COD donne : •
(r -- A)% ü r* -j- c' — 2cr. cos a;
d’où l'on tire : à
• • t • — h—- *kr
, cos a — — — — — .... - (a).
a cr . '
On aura de meme : • »
bx — A* — a hr <r — g* — igr
COS Jr «■ — : ; COS X .= .
. -xbr # . xar
Si IW considère la pyramide triangulaire AI)CO,etque l’on se propose de déterminer l’angle ODA au moyen de l'angle dièdre opposé, et des angles adjacen* ADC; ODC, ou aura, d’après les déyomina lions précédentes :
et par conséquent :
cos x = cos eu cos 2 sm oc. sin z. cos p,
cos * cos z — cos x
cosp «-
sm 3. sm z
ou bien eu mettant pour cos « et cos x, leurs valeurs, et multipliant par r sin Z,
* — k' co sa' a'— g* 1 ( g k cos ai \ r
r, sin z. cos q s
✓ sin :
NOTES
*gp
On trouvera semblablement :
. r’— A* eosS i /h kco*S\ r
r. sw z. cos q “ ■ • — ■ • — — ■ 4- ( — — • - -■ ■ )—
ac sw p a o sw p \ b • c ✓ sw £
Je multiplie tous les termes de 1 équation (i) par /* sin* a .* je substitue ensuite dans son second
membre pour r sin z. eos p et r sin z. cos q leurs valeurs y et en ordonnant par rapport à r, on
aura évidemment une équation de cette forme :
r * sin* a sin*C=L + Mr+N/-, •
dans laquelle L, M , N sont des quantités connues, dont je me dispenserai d’écrire les expressions. D’ailleurs l'équation (a) dcuwte ; «
^ «in. * - -^r~ (4»* + 4*r +*•— I
ce qui change la précédente en nne équation de cette forme :
L', M , N’ étant aussi des quantités connues.
Cette équation du second degré donnera ta valeur de r; les équations fs) et (3) feront connaître les angles z et p, et par conséquent le céntre'O, dont U position est déterminée par les trais quantités r, z, p. Quant au rayon de la sphère demandée ^ il est égal k U râleur de r, diminuée du rayon de la sphère, dont le centre est en D,
NOTE VII
Article 93, livre II, page 199. — Théorie géométrique des ombres , dans l’hypothèse d'un corps lumineux étendu aux trois dimensions, Application au défilement, par M. Say, officier du génie.
Say, ancien professeur de fortifications à l'Ecole polytechnique, frère dit savant M. Dûment, et de H. Say professeur d'économie politique, a terminé jeune encore sa carrière ihilitaire sous les murs de Saint- Jcam-d’Acre. Il avait publié en 1794, dans le grand journal de l’Ecole polytechnique { 4* cahier, pag. 588), un Mémoire sur le défilement. Noos en transcrirons les premières pages, qui contiennent lenonci d'un» question, dont 1a solution parait avoir donné naiasancc aux théories de la géométrie descriptive, et à l'enseignement de ceue science dans l'ancienne Ecole du génie dé Méaières.
Du défilement. •
Up des principaux objets de tout onvrage de fortification, est de garantir ceux qui te défendent, de l'effet des armes de feux qui l'attaquent.
Si l’on considère les fortifications sous ce point de vue, le premier soin de l’ingénieur, le plus indispensable, doit, être de garantir les dcfenmÿn des ouvrages, de l'atteinte des ballfS et boulets tirés de plein fouet. Cest aussi l'objet de cette partie dp l’art de la fortif cation, qu'en appelle le défilement.
NOIES. . a cfj
La règle fondamentale du defijement est colle-ci : «■ Il faut disposer les ouvrages de manière » que leurs parapets garantissent tout ce qu'il serait dangereux d’exposer aux coups directs de • l’enneati. • ' .
On doit considérer dans le défile met»!, principalement trois clioses :
i° L'espace d'où peuvent partir les coups de l’ennmti-dirigés contre l'ouvrage qu’on veut dénier. L'onnemi pouvant s'exhausser plus ou htoins, cet espace s’étend II une certaine iiatitrur audessus du terrain qui environne l'ouvrage. Il> eleod aussi à une certaine distance horixontale de l'ouvrage, dont on détermine les limites;
a* L’espote que l’on vent soustraire aux coups de l'ennemi ou défiler;
3* La masse des parapets, qui, lorsqu'un ouvrage est bien défilé, doit intercepter tous les coups directs, toutes les (ignés droites tirées de l'espace cootre lequel on veut sc couvrir, vers celui qu'on veut couvrir. *
J'appellerai Ycspaee extérieur celui contre lequel 01* vent so couvrir, et Y espace intérieur celui que l'on veut couvrir.
Qn doit voir déjà un grand rapport entre lor nature des données des problèmes de défilement, et celle tics données des problèmes d'ombres, f.es coups directs remplacent les rayons lumineux de ces derniers problèmes ; Yespssce extérieur remplace le corps lumineux ; la masse des parapets-remplace le corps opaque. L'ombre absolue 'de ce corps est l'étendue entière défilée pat- Ics pgrapets, et l ‘espace intérieur doit être renferme dans cette étendue.
1 J espace extérieur et le parapet étant donnés , on peut sc proposer de détccinmcr géométriquement les limite» de letendue défilée. On y parviendra par le même procédé qu'on emploierait pour déterminer l'ombre du parapet, si tous les points de Y espace extérieur étaient lumineux. lin plan qui sc mouvrait cnVappuyaqj toujours sur le parapet et sur la surface qui termine l'espace, extérieur, engendrerait par ses intersections successives, une nouvelle surface qni termine l'étendue défilée. J'a'ppcllerai la surface ainsi engendrée, surface de défilement.
La partie des parapets sur laquelle doit s'appuyer le plan générateur, n est souvent qu'une seide ligne ifroitc, la c'rèle intérieure du parapet. On voit qir’alors la sufaemde défilement devient un plan passant par cette crête, et tangent à la surface qui termine Yrspaet extérieur.
Le plan de défilement n'ejt pas seulement tangent k la surface qui termine l’espace extérieur mais il laisse toute ccttç surface au-dessous de lui,.c'est-à dire que la touchau! en uu ou plusieurs points, il uc la coupe nulle part; cette circonatance.cst. essentielle, et elle est sous-entendue partout où l'on parle du plan de défilement. * ,' -
N ors Vin.
Article i to, livre II, page ao8. — Des tangentes conjuguées.
Lorsqu'un cylindre est tangent à une surface courbe quelconque, U droite tangente en un point quelconque de la courbe de oOUact, et la droite du cylindre qui passe parle même point, sont des tangentes conjuguées. C'est ainsi que M. Charles Dupm les a nommées, à ranse de cette propriété réciproque, que l*une étant prise pour la droite du cylindre langent, l’autre est la tangétate de la courbe de contact. Une autre propriété des tangentes conjuguées, non moins remarquable , est celle-ci : • En chaque point d'une surface courbe quelconque, tous les couples de tangentes con- • jugttées , sont des couples dé diamètres Conjugués d'une courbe du second degré unique; les
NOTES-
* axes de celte courbe sont dirigés suivant les tangentes des laites de plus petite el plus grande
* couilxire, au point de la surface que l'on considère#* (‘#*0/. lev articles do gébmétrie, par 3t. Du pin, que j’ai insérés dans In correspondance. sut; l*Eco!e polylcchti:q'1ie, et l'ouvragé qu’il a publié en i8i3, sous le litre de Dèveloppe/nen i de Cromctrir, «n voU
* x. Note IX. .
A il ides i G r et 33, livre H pages a44 ej*i5a. — Plan tangent à un ellipsoïde . * île révolution. . •
."Ces articles Contiennent fa solution de çc problème : - Mener par uuq droite donnée, un plan » tangent à une surface de révolution. ■» Lorsque celle surface est du second degré (oqy. art. i34» liv. l*r, p. 75}, les points de contact sont déterminés par l'intersection de deux courbes planes, parce que Jcs points de contact d’une surface du second degré et d'un cône tangent à cotte surlace, appartiennent à une combe plane. En appliquant la solution générale, modifiée pat çc|te propriété des surfaces du second degré, au cas particulier d’un ellipsoïde de révolution, on construit géométriquement le rayon de la réfraction extraordinaire, dans les cristaux doués de la double réfraction. Celte conflrncüou est l'objet d’uu article que j’ai publié en 1810 sur le spath d'Islande, et sur la loi d'Huygens, que Malus avait à cette épifrjuc confirmée pat* de belles et nombreuses expériences. Elle se trouve aussi rapportée dans le Traité de Physique de M. Biot, tome III, page 3TB, On sait que dans lotit cristhl doué de la double réfraction, îT y a un axe d’oit émane la force qui produitTa réfraction extraordinaire, É’esl A Pautcur que fous venons de citer, quVm doit la découverte lie cl? fait important, que In force est atkwcliVe ou répulsive, suivant l'espèce du' cristal. On^ne connaissait, avant cette oli set va lion, que lltf cristaux 3 axe répulsif. - * . '
* - ’ •• ' ’ • * , * Note X,
. . • Article 187, livre II* page ^9# f
SolAUon d'un vas particulier de la perspectif des surface* courtes.
l?cril du spectateur étant considéré comme un point, le cône qui a ce point pour s om met, et qui est circonscrit à une surface donnée de forme cl du position, tomdic celte surface suivant une ligne qu’on nomme contour apj*arent. Cette ligne, plane sur les surfaces du sccoud degré, droite sur les surfaces développables, est en général une courbe à double courbure; mais if peut arriver que l’un des rayons visuels, arèlè du cône circonscrit, soit une tangente du contour apparent. C’est èe cas particulier que j'avais remarqué depuis long-temps dans mou cours de géométrie descriptive à l’École Polvthccnique,'ot que j’ai résolu par la géométrie et par l’analyse. . . -
# . Solution géométrique.
Les surfaces su divisent en deux grandes classes; IA unes pouf lesquelles les deux rayous de couibufe principauji sont du même rùce par rapport au phm tangent; lus autres- pour lesquelles ees rayotts sont opposés, ou, suivant l'expression eoçwe, de signes cortirçires^Vne surface mhUviduulle peut aussi être composée de plusieurs coacs, dont lès courbures qiréseuîeraient les mémos différences. La solution delà question proposée ne s’applique qu’aux surfaces ou portions de . surfaces pour lesquelles lus rayons dç coui bure principaux sont et» chaque point de
ISOTES.
signp* contraires. Parmi ces surfaces je distingue, comme la plus simple,, fliyperboloiJe do-révolutioh \ voj\ p. 65), dont ou connaît trois modes Je* génération, savoir deux par hï ligue droite, et le troisième par une hyperbole qui tourne autour de son a xv-non trann*rsc, et je détermine les valeurs des paramètres de cet hvpcrboloïde, pour qui! devienne oscillateur d’une surface en un point donné.
De Vhyperbolottle Ht rcx-alution oscuUilenr d'urne surface.
Lesscctions normale* d'uir hyporbolobic.de révolution, le cercl^de gorge et l'hyperbole inér ndienne, se coupent en deux points, ot pour ces points, les rayons de courbure principaux’ de la surface sont égaux* aux ravons du courbure dos deux sections. Nommant À l'angle que la droite génératrice de Hiyperboloïde fait avec le plan du cercle de gorge., fl le rayon de ce -cercle» R le rayon de courbure opposé de l'hyperbole méridienne, on trouve que ces trois quantités soûl liées entre elles par la relatum suivante ;
R' = R tang* À.
Pour qucThyperboloiidc soit osculateur d’uue surface en un. point donné, et en supposant que ce point coïncide avec un point du cercle dégorgé du l'hvpcrboloï Je , il faut que les rayons R , R soient égaux aux. rayons de courbure principaux de la surface.
Admettons que ces deux conditions soient remplies, il s’ensuivra que les deux droites de l’hjtperholiudc auront uu contact du second ordre avec la surface proposée, et que tout plan niellé par P une ou par l'autre, droite, coupera la surface suivaut une ligue qui aura une inflexion mi |>oint de rencontre des dgux droites. .
On sait que deux jvlajis tangens consécutifs d’une surface réglée se couperont nécessairement suivant une, droite, lorsque les points de contact iniiniment voisins seront pris sur çetu» droite: l’hyperbololdc de révolution oscillateur jouira de la même propriété, et en considérant les deux plans tangens consécutifs menés par 1rs dclix élcmom du la droite; coninmns à l'hypcrboloïde et à U surface proposée, ces plans seront aussi tangens à la surface, cl sc couperont suivant la droite de riiypcrboîoïdc.
Il suit de la qu ayant mené par un point de l'espace deux plans tangens Consécutifs à une surface, la droite intersection de ces plans, et la droite dont la direction est déterminée par les deux points de contact ipGuiimmt voisins, ne formeront qu'une Seule et même droite, lorsque çotte droite appartiendra h I hypecbqloidc oscillateur qui passe par les deux points de ptftttaçl. .
C. est sur celte considération qu est fondée ta solution du problème suivant de perspective linéaire. . .
. PROBÜME. (Tl. If).. P.)
Trouver sur lé contour apparent d'une surface, le point pour lequel la tangente k cette ligné passe par l’œil du spectateur? Fq. [ t -4 ,pA 19. P.
Noir* supposerons que pour chaque point tkt eonfoûr apparent , on connaisse l« plap àv l'une des srehoris normales principales, et les deux rayons de coui bure principaux-, qui sont par hypothèse dé signes contraires/
Soit I» un point quelconque du contour apparent, Rot S la normale k la surface en ce.
point; nmp la section normale princijulc/dont le cercle oscillateur du ravou principal mO, est imv ; enfui otO'Ic second rayon princqial de courbure pour le même point m, opposé au premier' rayon wO.
On conçoit un hyperboloide de révolution qui a pour cercle de gorge le cercle ünv, et pour droite génératrice le rayon visuel oto-, mcué du point mk l'œil œ du spectateur.
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NOTES
Eu désignant Ici rayohs de courbure principaux wiO, mO', par les lettres R et R ; par R et R ', les rayons de courbure principaux de i'hyperboluide au point ut, et par A l'angle que le rayon visuel «icr ( fiÿ* »), fait avec le plan du cercle tmv, on aura
• R" = R tan g* A.
L’hyperboloide de révolution ayant au point m pour l'un des rayons de courbure principaux , la droite mO, laquelle est aussi le rxyou de courbure principal de la Surface, il est évident que cet Kyperbdoidc serait osculatcur de la surface, M-l'on avait R" =rR‘, 'puisque les deux surfaces auraient au point m les mêmes rayons, de courbure principaux R et R'.; d’où il suit qu’en | hj r tant la quantité connue R' ou R tanga A sur la normale RS, de OVn « vers te point m, cc point p sera en dehors ou en dedans du cercle osculateur tmv, selôn que Rasera plus petit ou plus grand que R . Prenant un autre point «ra* du contour apparent, on trouvera de 1 & même manière sur la normale R' S’, un point p' analogue au point u ; la suite des points .... forme une courbe qui est un lieu géométrique du point demandé; l'intersection de cette courbe et du contour apparent, détermine le point de cc contour, pour lequel sa tangente passe par l’œil du spectateur. En appliquant cette solution au cas du tore, on remorquera que le rayon de courbure principal R est constant pour tou» les points de cette surface.
Or» complétera par cette solution* là perspective du piédouchê (art. 186-/89 ,jjv. II). Ayant le contour apparent afr/J, «t'y, (fig* 3, P?- i«)-P}'de oc piédouehc, on construira la courbe lieu géométrique du point demandé; cotte courbe tracée (jfg: 3), a '‘plusieurs branches; on n’a conserve sur le dessin quo celles qui rencontrent le' éontoür apparent.*
On voit ‘dans la projection horizontale {fig. 1) quatre branches symétriquement placées par rapport à la droite AFœ. Les deuSfbraoches A«t Ay coupent fa projection du contour apparent aux points e ctft lcflrs prolongcmens au-delà de la droite GH (marqués d’un trait ponctué,!, ne sont d’aucune utilité. 11 en est de même des deux branches AJ,'À7> qui déterminent les points ÿt $, et qu*on n’à prolongées' en deçà de GH, que pour montrer U forme de la courbe.
La projection vertic&ie {fig, 3) fait voiries branches «'*% y 7" qui coupent la projection verticale *'$' 7 du contour apparent aux points y'j le premier 1 correspond aux deux points c, y, ( fig . a) de la projection horizontale du contour apparent, et le second y aux points d, y de (a même projection.
La génératrice méridienne de la sentie dtl piédouchr est une ellipse dont on connaît pour chaque point un diamètre et son conjugué, et par conséquent le rayon de courbure, qui est aussi le rayon principal de courbure de la surface. La normale sur laquelle on compte ce rayon, étant prolongée jusqu’à l’axe de révolution, la partie de cette normale comprise entra l'ellipse méridienne et l’axe de révolution est le second rayon principal de courbure. Le rayon de courbure dfcunc ellipse en un point M (fig. 4 ), a pour expression , ab étant le diamètre paral-
lèlc à la tangente a U au point M, et MP U perpendiculaire abaissée du point M sur ce diamètre. - Connaissant les rayons de courbure principaux de la scotie du piédouehc en .chaque point du contour apparent, la construction du lieu géométrique des points demandés , ne présentera aucune difficulté. s - • . . . . •
I. DÉFINITION ET PROCÉDÉS GÉNÉRAUX DK LA STÉRÉOTOMIE
t. Un solide est défini, lorsqu’on donne la génération et la position resppctive îles surfaces, qui, par leurs intersections, forment les arétgs ou les contours des faces de ce solide. Le dessin, ou le système de lignes qu’on obtient en projetant les arêtes d’un solide et les points, remarquables des faces de ce solide, sur. deux plans rectangulaires, se nomme le trait ou l 'épure du solide. La construction do ce dessin est une application immédiate des principes qu’on a exposés dans la géométrie descriptive, et principalement de la’ méthode par laquelle on trouve l’intersection de deux surfaces, 'dont ou connaît la génération, et la position par rapport aux deux plans de projection. Le choix de ces plans est encore plus important en stéréotomie qu’en géométrie descriptive pure ( voyez page i ?3 ). Uni; épure dé stéréotomie ayant pour objet do faire connaître les dimensions iTun solide, et ces dimensions se mesurant en générai snr deS droites qui jojgiient des points déterminés de ce solide^ il faut, autant que possible, que les plans de projection soient parallèles aux droites sur lesquelles on mesure le plus grand nombre de dimensions.
a. On exécute lés corps d’une forme déterminée par Fêlure, au moyen de machines et outils quL varicht suivant les qualités physiques des matières dont c’es corps se composent. Cette opération, purement mécanique, est précédée de constructions géométriques, au moyen desquelles la matière passe sans tâtonnement, et par une méthode rigoureuse, de son état naturel, au^ formes les plus composées, qui. sont déterminées par le trait, ou l’épure. Cette méthode, par laquelle on trouve la figure des objets, d'après le dessin qui les représente, constitue an art particulier, qu’on nomme stéréotomie. Cet art, a^ssi ancien que. l'architecture, est connu, de ceux qui pratiquent kt coupe des pierres et des bois, sous le nom à' appareil ou art du trait.
Des- procédés généraux de la stéréotomie.
3. Quel que soit le solide qu’on propose d’exécuter, on doit le diviser en autant de parties qu’il est nécessaire, ponr que le volume de chaque ]iarfie
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soit moindre que celui du solide brut dont il doit être formé, et qu'on suppose donné. Ce mode de division varie pour chaque cas particulier ; néanmoins on lèche toujours de satisfaire à ces trois conditions, i° que les arêtes de chaque partie soient ou des lignes droites, ou des çercles, ou des courbes faciles à construire par points, exemjits de changemens brusques darts leur • courbure;
a° Que les jdlnts de deux parties consécutives soient ou des plans ou des • surfaces du genre de celles qu’on a definies ( page a6 ), et qii'on a nommées surfaces, de révolution , surfaces développables, et surfaces réglées ;
3* "Que les angles des surfaces, en uu -point quelconque des arêtes formées par les fhlerseclious de ces surfaces, différent le moins possible de l’angle droit.
t\. Les arts mécaniques offrent des moyens commodes pour exécuter les surfaces planes, développable-, réglées, et les surfaces de révolution, ainsi que pour tracer des lignes droites ou des cercles. C’est pourquoi Ton obtient, en remplissant les deux premières conditions, économie de temps et de maind’œuvre dans le travail qui a pour objet de donner à chaque solide la forme déterminée par l’épure. " .
La solidité des'constructions est le motif principal de la troisième condition. Deux corps contigus étant terminés par des portions d’une même surface, et avant pour joint commun tioe seconde surface qui Colipe ta première suivant une aféte commune aux deux corps, chaque point de cette arête est le sommet de deux angles compris entre les plans taugeiis aux deux surfaces ; si l’urt de ces angles est obtus, l’autre sera nécessairement aigu.
Or il est très-important d’exclure, dans un système de corps, ceux 'dont les faces font entre elles de petits angles. Eli effet, quel que soit le moyen mécanique par lequel on exécute la partie d'un corps voisine vlu sommet de ces angles, on conçoit facilement que la moindre pression ou le plus léger cliôc de l’outil qu'on emploie» pourra briser cette partie, qui ner présente qu'une faible résistance. Supposant encore à celui qui dirige l’outil, assez d'adresse pour éviter les fractures, le solide mis sous la forme déterminée par l’épure, et à la place qu’il doit occuper dans un système de corps, éprouvera des pressions qui tendront à détacher les portions ou il y a le moins de matière; il est donc nécessaire, pour la soHdité des constructions, de n’employer que des corps dont les faces comprennent entre elles des angles peu diffrrens de l’angle droit. # . , _ - f
5. Un solide, quelles^que soient ses dimensions, sera toujours divisible enun assez grand nombre de. parties, pour que chacune soit formée, d'une sejule pièce. Ayant donné à chaque partie ja figure et les dimensions déterminées
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par l’épure, le système de" toutes les parties qu’on aura exécutées isolémeut, et le solide proposé, seront renfermés dans le inertie espace, et termines par dès surfaces identiques. Il suffit donc de considérer eu stéréotomie, des solides entiers, do dimensions moindres que celles de la matière première dont on doit les former.
Avant d’exposer les principes généraux de cet art, il- est nécessaire d’examiner le cas particulier où le corps proposé qu’il s’agit d’exécuter est un sqfide a faces planes, ou un polyèdre. . ■
Du polyèdre, ou solide à faces planes.
G. Le polyèdre étant défini, on peut supposer que chacune de ses arêtes est déterminée par ses projections sur deux plans rectangulaires, auxquels le solide est rapporté. Les ariües contenues dans un même plan forment le contour d’un polygone, qui -comprend une face du solide. Ayant divisé chaque polyone en triangles, les longueurs des côtés de ces triangles sont déterminées. Construisant à part les triangIe/5, et. les' réunissant dans le même ordre où il» sont placés sur le polygone, on aura évidemment le développement d'une face du polyèdre proposé.
Ayant développé de la même nîanière toutes les faces du polyèdre, ou construira les angles des plans qui ont pour intersections communes, les arêtes du sofidp; alors- l’épure ou le trait sera complet, et voici l’usage qu’on en fera.
Après avoir soumis la matière première, [lierre ou bois, dont on doit formelle solide, à une action mécanique qui dresse l’une de ses faces, c’est-à-dire, qui l’aplanit dan.s un sens, on trace sur cette face plane, l’un dès polygones formés par les arêtes du solide défini. Le plan de ce polygone fait avec les plans qui passçnt par ses côtés, des angles dièdres qui, par hypothèse, sont connus. On dre&era encore la matière brute dans ld sens de ces nouveaux platis, et on rapportera dans chacun creux le polygone qu’il contient. »
Eu, procédant de cette manière, on exécutera Successivement toutes les faces du solide proposé, sous les angles que les plans de ces faces font entre eux ; il est évident que le solide ainsi construit aura la forme déterminée par le trçiil on l’épure.
$ IL DK LA STÉRÉOTOMIE APPLIQUÉE A Uît SOLIDE QLELCOSQLE.DÉFIXI.
7. Un solide terminé par des surfaces courbe», a pour arêtes les courbes à double courbure qui résultent de la pénétration de ces surfaces. Chaque arête étant l’intersection de deux faces, il peut arriver deux cas, ou que les angles
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de ces fnces, qui ont pour sommets tes points de l'arète, soient saillnns ou rentrans. Nous considérerons d’abord le solide à angles saillans, sur lequel il ny a aucun angle rentrant, et lions le Supposerons enveloppé de plans, disposés de manière que le volume du polyèdre compris entre c#s plans, diffère le moins possible du volume du solide proposé.
On exécutera d'abord le polyèdre enveloppe d'après ce qui a été dit précédemment (art. 6), et la question de stéréotomie qu'il s’agit de résoudre, consistent à donner au poly èdre la forme du solide proposé. Pour résoudre cette question, on conçoit que les surfaces courbes qui contiennent les faces du solide, et dont la génération est connue (art. 47» Ut. l,r), soient prolongées jusqu’aux faces planes du polyèdre. Le solide et le polyèdre étaut rapportés aux mémps plans de projection , les projections des lignes d’intersections des faces du solide prolongées et des faces planes du polyèdre, seront déterminées sur l'épure; et après avoir construit le développement de chaéüue de ces lignes, on pourra la rapporter sur la face du polyèdre qui la contient. Prenant ces lignes tracées sur le polyèdre, pour les directrices des génératrices mobiles des faces du solide proposé, la construction de ce solide ne dépendra plus que d’une opération mécanique, qui èonsistera à enlever de la matière du polyèdre tout ce qui sera en dehors dt^l’espacè que les diverses génératrices parcourent, pour engendrer les Faces du solide proposé. ,
Deux lignes suffisent pour diriger le mouvement d’une droite; mais lorsque la génératrice est -un cercle, une ellipse, et en général, une courbe plane, il faut tracer sur l’une des faces du polyèdre, les intersections successives du plpn mobile de la génératrice courbe. Connaissant deux points de cette génératrice sur les lignes directrices, et une droite du plan. qui la contient, chacune de ses positions est déterminée.
8. Ce mode d’exécution ne convient évidemment qu’aux solides dans lesquels il n’y a pas d’angles rentrans ; car, en supposant que deux faces contiguës comprennent entre efies des angles de cette espèce, leurs prolongemens enlèveront du polyèdre une partie du volume-dé’ ce solide qu’il faut lui conserver pour l’assimiler au solide proposé.
Dans le cas où il y a une arête rentrante sur le solide proposé, on dispose le polyèdre, enveloppe de ce solide, de manière que l’une de ses faces planes, la plus voisine de l’arète rentrante, puisse contenir la projection orthogonale de l'arète entière.
Au moyen de cette projection , et des distances de chaque point de l’arête à.sa projection, on trace dons l'intérieur du polyèdre , l'arète meme, que l’on considère comme une directrice, et dont on se sert pour engendrer les deux surfaces qui se coupent suivant cette arête.
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La même opération «e répète pour toutes les frètes rentrantes du solide proposé. v-' . -
•9, L'une des faces courbes du solide étant exécutée, on trouve soi celle face les arêtes qui la tcrinittenl ; ce qui peut se faire de la manière suivante : Ayant marqué deux points. P et P'- sur les directrices dont on s'est servi, pour engendrer la sttrfàcequi contient la face du solide, on connaîtra ces points sur "l'épure, et Jenrs distances à un point quelconque, donné par ses deux projections. Décrivant de9 poinls P et P' comme centres, avec des rayons égaux aux distances *de ces points à cdni qu’on vent rapporter) des courbes sphériques, ces courbes se rencontrent sur cette face au point demandé. Répétant celte opération pour les sommets des angles du polygone formé par les arêtes contenues dans la face, ainsi que pour d'autres point si intermédiaires,
on tracera les arêtes elles'-inême. ' • . '
Cette opération s'applique à toute espèce de surfaces;' mais eHe se simplifie, lorsqne la face du 6olide appartient à une surface réglée. En effet, un point quelconque de cette face se trouve sur une droite qui coujie Time des directrices de la surlace réglée, en un autre point connu. I a distance de ces deux points est donnée par l'épure; d'où il suit qu'on peut la rapporter avec le compas, apres avoir exécuté la surface, sur la droite de cette surface qui contient les deux- points. . . •
<0. Lorsque la face appartient à une surface développable, on déduit de l’épure ( page 5ti; art. 96 ) la transformée de cette face sur le plan de développement. Lettc transformée se compose des transformées des courbes, ou des arêtes qui forment le contour de la face.
-Ayant tracé le contour de lu transformée de la face développable , surim plan flexible, tel. que du cartou, on applique ce carton sur la surface développable qu'ou a dt^à exécutée, eu ayant soin que deux |K>ints de cette surface coïncident avec les mêmes points rapportés sur le plau flexible.
En coupe des pierre») on nomme la transformée d’une face développable, panneau.
1 1. Lorsque lu matière première dont on forme un solide est, comme la plupart des pierres, d’un prix peu élevé, on ne s’assujétit pas ù la condition de prendre pour polyèdre enveloppe, celui dont le volume ddfere le moins possible du volume du solide. Souvent on i^pnne à ce polyèdre la forme d’un parallélipijH'de rectangle; alors le volume de matière contenue entre les faces du paralléiipipède et celles du solide proposé, est augmenté. Quoiqu'on perde cet excédant de matière, on est le plus souvent dédommagé de cette perte p$r l'économie du temps et de la main-d'œuvre.
1 a. Il y a des cas ou le solide à exécuter est composé de faces courbes et de
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faces planes. Alors, quel que soit- le polyèdre enveloppe, il- fera convenable, pour économiser la matière, que h; plan de chaque face dii solide, contienne aussi une face de ce poTyèdre. Cependant il y a encore, dans cette hypothèse, des circonstances où l’ou préféré le parallélipipede enveloppe, qui n’a aucune face dans. le plan de l’une des faces du solide enveloppé Dans ce ms, le mode d’exécution de oos, faces ns diffère pas de celui qu’on a exposé (art.- y, 4pptrul ,), et qui -s'applique également aux surfaces- courbes -et aux surfaces
planes d’un solide- * • . i
1 3. En ne considérant dans le paradé li pipe de rectangle en\.*k>ppr; que scs faces extérieure», on l’applique à -un autre tisage dans l’art du sculpteur-, il sert à. copier .une statue avec une .exactitude rigoureuse. Le procédé est simple; il a pour objet d'obtenir dan»- l'intérieur d’un bloc de pierre, les points marqués en tel^nombrc qu’on veut, -sur la surface de la statue originale. • . . _ ’•••*,
/Ayant mis en présence la statue et le bloc capable de la contenir, on lés entoure- de deux châssis égaux, composés de I ring tes et traverses-, les unes horizontales, et les -autres verticales. Les section* horizontale» de- ce» châssis sont des rectangles égaux, et chacun (feux est compris entre quatre plans verticaux passant par les côtés de ces rectangles. Les' tringles et traverses portent des échelles linéaires, et parles points «ht division de ces échelles, on fait passer des- fils qui se coupent à angles droits, «t forment un réseau composé de petits- carrés. -• ■ ~
De -chaque point marqué à la surface de, la statue, on abaisseune-perpetvdiculaire sur l’un des plans extérieurs du cliâssis qui l’enveloppe*; le pied de cette perpendiculaire correspond, à un point déterminé de l’up des réseaux du même châssis. Iæ second châssis qui' enveloppe le bloc étant par-hypothèse égal au premier, ou y marque Je pied de la perpendiculaire siu* le réseau égal et parallèle à celui du châssis de la statue. L’ouvrier enfonce une mèche an moyen -d’un vilebrequin, de manière qu elle passe per iè point connu -dn réseau, et qu’elle s’arrête dans le bloc, à- une distance «le ce réseau, égale à la * longueur connue de la perpendiculaire abaissée du -point de la statue sur le plan «h» châssis qui l’enveloppe, - . • • - ' '
En répétant cette opération, on obtient dans l’intérieur du bloc autant de points qu'on veut, et la positioi^ respective de ces pointé est évidemment la même que celle de» pointe de la statue qu’on aprojetés sur las plan* du cltâxM* enveloppe de. cette statue. ... , • . • -,
* ' Conclusions. . ,
j 4. JVs procédés .de la stéréotomie, pour donner au*' matières prepnei es les forme» déterminées par .une épure, consistent d'abord à trouver un polyèdre, à lace* planes, capable du solide proposé, lorsque ce polyèdre est un pnrajlélipipède, le mode d'appareil se nomme- méthode par équafrjssernent’; s’i} différa du paralléiipipède, on dit que l’appareil se fait par la méthode des Le* eaux, on angles diedres. (Ces deux mots unç/e dudr/e et beveau sont synonymes..^ , . ... , . . '
L’instrument dont le tailleur de pierres fait usage pour mesurer les angles dièdres, se uQintne fausse équerre. Il est compose de deux branches en bois, mobiles .sur un centre» comme les deux branches d’un compas. 0n place, au moyen d'un rapporteur, lus deux branches, sous un angle donné, et -on les fixe, eu tournant l’écrou d’une vis placée au ceulrc.de rotation. Un premier plan étant exécuté, l’un des côtés de b fausse équerre s'y applique exactement, et.se tjnetff perpendiculairement ;t l’arête de l'angle dièdre. Dans ce mouvement, la seconde franche de l'équerre doit glisser sur le second plan, et alors on .est assuré que l'angle des deux plans est égal à. celui des branches de la fa 11 sec équerre, f . ‘ ... ' . »
La transformation d’un polyèdre à fa ces planes, en un solide à Jaces courbes, se fuit .oit par les pdruieaux, lorsque les faces sont développables, 1 ou par le piqué,, qui consiste à rapporter par points, sur. une surface doiuiée, une courbe de cette surface dont 011 a les deux projections. L'art de l’appareilleur consiste à choisir, dans iliaque cas particulier, le modo d’appareil le plitë convenable, qui.satihfaitle mieux aux condjtionx.de stabilité, à l'économie de la matière et delà main-d'œuvre. ...
Aux quatre modes d’appareil qui conviennent à toutes les surfaces, il faut ajv.uter celui qui s'applique aux solides de révolution, et qu'on exécute mécaniquement, au moyen du tour. L’est ainsi que se foui leÿ colonnes, les balustres en pierre, qui dçcprenl les balcons de maisons, les .trottoirs de ponts, etc. .Lin patron découpé >uivant la génératrice méridienne du solide est la seule .figure necessaire pour diriger l'outil du tourneur.
HI. APPLICATION DF LA STBBÉ.OTOSIIE A LA COUPE DES PIEUSES
i5. Los voûtes se composent de diverses parties qu'on, nomme voussoirs ; la décomposition d’tine voûte en vonssoirs, et l’art de donuer à chaque vous-
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soir la fift-ine déterminée par l'épure oir le trait, ^ont l'objet spécial de la coupe t les pierres.
Le nombre de voussoirs d'une voûte est toujours igtpair, çt le voussoir du rang marqué par la moitié de ■ ce nombre augmenté, de l’tHutéy se nomme tu clef. La surface d’une vdûfe se compose des faces visibles et contiguës des poussoirs, qn’oti nomme dütudles. Les lignes qui forment fe contour de la douelle d'un voussoir, se nomment en généra) urties rte (fouette, ' '
Les voûtes varient de forme et de grandeur, selon- le monrnnenf auquel elles appartiennent, et suivant la destination qu’elles y remplissent: L’avèhiWicte ou l'ingénieur chargé de la. construction d’un édifice, détermine la forme «t la position de toutes les masses de cet édifice, en se conformant, autant qtre possible, aux règles générales du goût. L’appareilleur considère chaque masseisoléinent, et la divise en pierres ou voussojrs, en' avant égard à k grandeur, k la ténacité des matériaux, et aux -conditions de stabilité.
L'Ordonnancé des voûtes doit ètre-sirople et régulière, comme eeHe des monnnîenS, dont elle» font partie; mais, il y à des Cas, et l’arcbîTecture militaire en offre beancoup_d‘excmples, où l’on est- obligé de construire d'es voûte» tresirrégùlières, qili satisfont à des conditions essentielles, mais 'qui nt peuvent jamais servir de décoration extérieure. ' • • ' ' • -
16. Quelle que soit k destination d'une voûte, on la tetanitte ordinairement par Tune des trois surfaces qtî'e nous avons nommées ( page-afï ) surfaces réglées, surfaces déoetoppablès, surfaces de révolution. U y a deux manières de construire les' voûtes et berceaux-, qui -consistent k em|4oyer des pierres de taille, ou des taoèHons, briques, etc., qu’on réunit pur tnt ciment.
Lorsqu’on emploie la secohtle manière, on exécute la voûte par parties, en soutenant chacimç d’elles au moyen d'un système de cftarperftaédenria surface extérieure est de même forme que Ja surface Intérieure dè la portion de voûte » construire. Aussitôt que les cimens ont pris consistance,- on enlève ta cbflrpentei et on l'établit au-dessous de la portion suivante, -et ainsi de suite; jusqu’à ce que toute la voûte soit construite. On pent (Tailleurs se servir d'on système de" charpente qui soutienne la. voûte entière.
i-7. Lorsque des voûtes se rencontrent et se pénétrent, l'appareil de csa voûtes se fait de maniéré que certains voussoirs appartiennent à plusieurs voûtes, et sont terminés par plusieurs surfaces.
Les procédés des appareilletirs se modifient, dans chaque cas particulier, selon la forme et la grandeur des voûtes. Les auteurs qui ont écrit sur la coupe des pierres, ont distingué cinq espèces de voûtes, qu’ils ont nommées portes, voûtes, descentes,- trompes, escaliers. . a . . .
'Nous ferons connaître, par des exemples, chaque espèce de voûtes.
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Les voûtes, quelles que soient leurs formes, sont contenues par des murs qu’on iiQinm e. pieds-droits.
1 8. L)e tous les pieds-droits, le plus simple est un mur droit, compris entre deux plans verticaux parallèles, dont la distance mesure ^épaisseur. Dos plans horizontaux et d'autres plans verticaux, parallèles .entre, eux et perpendiculaires. aux faces du tnur, le divisent en perallélipipèdes rectangles. Ou' nomme twwp la partie du mur comprise entre deux plans horizontaux conséoutifs, et les joints verticaux d'utic assise ne sont pas les joiuts de- l’assise qui la suit ou la précède; on les alterne, afin de recouvrir les joints d'une rangée de pierres, partes laces des pierres de la rangée suivante. Quelle que soit la forme d’un mur, le recouvrement des. joints est nécessaire, tatit pour conserver les çimens que pour donner au système de pierres qui composent, le mur, la solidité qu’il aurait, s’il était formé.d’une seule pierre.
19. La plupart des pierres qu'on erflploie-dans les constructions proviennent de carrières, où elles sont rangées par couches parallèles. Comme c’est ‘dans le sens perpendiculaire aux couches que la pierre est- capable de la plus grande résistance, il est très-important que dans un mur droit, comme celui dont on vient de parler, le sens de ces couches, qu'on nomme le kl de la pierre, soit horizontal; et lorsqu’une pierre d’une forme déterminée doit entrer dans une voûte, il faut, -par la ménge raison, que le lit de cette pierre soit dans une direction perpendiculaire à la résultante -des pressions quelle doit supporter.
Si la substance de la pierre est homogène, le sens dans lequel on doit la placer, pour eu furmur un voussoirou le polyèdre enveloppe de cevoussoir, n’est déterminé que par la comparaison des volumes du polyèdre enveloppe et de la pierre hrutc, lesquels doivent’ différer le moins possible entre eux, pour économiser la matière.
Lorsque les pierres Ont été extraites d’une carrière, où elles sont rangées par couclies horizontales ou inclinées, on nomme la face d'une pierre, parallèle à la surface qui sépare deux couches consécutives, le lit de ia phare. L’appnreilleur fait d'abord dresser ce lit, île manière que Cette face, sensible- .îuent -Courbe, devienne un plan exact. . <y
Le procédé que suit le tailleur de pierres pour -exécuter une surface plaire, mérite d’ètre conuu. Son outil principal .est un marteau a deux tranchaus inégaux en largeur. A l’aide du petit tranchant, il forme sur les deux bords configus de la pierre, deux bandes planes de la largeur au plus de- ce tranchant, sur lesquelles if trace deux lignes droites qui se rencontrent sur 1» ligne d intersection des deul bandes. Hegardant ces droites comme des directrices- fixes, il. fait glisser l’arétc d’une réglé en bois sur ces directrices^
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pt il ôte’ de la pierre tout ce qui empêche la -réglé "de -s’appliquer exactement dans tous les sens sur les droites qui dirigent -oettc rçgle'dam son mouvement. •' ■ • • . • - * * ;
■40. Quel que soit le voussoir d'nne voûte qu’il s’agit 4’ exécuter, on peut toujours prendre pooj son -polyèdre enveloppe, tin solide .dont unPface soit parallèle an plan -du lit de la pierre, dont la position, par rapport au voussoir est déterminée. Cette première face étant donnée, on y trace le polygone formé par les pians des faces qui lui sont adjacentes, et on-oeliève Je polyèdre enveloppe par la 'méthode qu’on a exposée (art. Ci,-Jppend. ‘ '
* CHAPITRE fl cqupr ors- pjfrrts.
» § I. nre portfs. 'PI, n“ i -a-3-4- ) *
lt. F .es" portes sont de petites voûtes pratiquées dans f épaisseur d'un mur, et destinées à rouvrir tin passage, on !t éclairer l'intérieur d’n iiC voûte. I-es voûtes et les portes qui se pénètrent , ou se rachètent, ont lenrs naissances dans le même plan horizontal. ■ ' •“
' Porte droite.
aa. l-a ports la plus-simple, qu'on nomme porte droite -en jdein cintre -, est pratiquée dans l'épaisseur d’nn mur droit, compris entre deux plans vcrttcadx parallèles. F-a surface dé mette porte est un demi-cylindre a* base circulaire, tangent aux plans des pieds-droits, qui sont verticanx et perpendiculaires aux faces parallèles du mur. • . . - (
Ayant djvisé le demi-cercle en un nombre impair de partiea-égAles, on mène par les points de division, des droites, qni sont ( art. 1 5, Apfiend.) des arêtes de doucHes. Les plans mpnés par le» arêtes de douélles et par l’nxe do cylfndre droit, sont perpendiculaires à la surface de ce cylindre, etse nomment plans île joints. Dpnnant la même largeur à tous les joints," chacun décos joints est un parallélogramme rectangle, -dont deux côtés sont égaux aux arêtes de douelies, et la distance de ces côtés parallèles est égale à la largeur du joint. J
Les voussoirs de la porte doivent se lier aux pierres du mur droit ; mais chaque pierre de co mur est un parallélipipède à faces horizontales et verticales; o’eat pourquoi le von* soir de la porte est un priéroe qui a pour section’ droite, un polygone de oinq côtés, formé d’un, àrc de cercle, de deux portions égales
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de* rayons de ce cercle menés par les extrémités de l'arc, el «le deux droites, l’une horizontale, l'autre verticale. La longueur du voussoir est épile a l'épaisseur du mur. O polygone est marqué des- lettres a, b , c, 4, cysur la planche «le l'appendice rpii a pour titre : Coupe des pierres, porte n ’ i , profil.
Lprsquo ifyafaseur du iu«ü' est trop graudc, et les diiueifciona «les matériaux trop petites,, pour que les voussoù-s soient. d'un seul Uioi-ceeu dans le sens de leur longueur, ou les subdivise par des. plans verticaux perpendiculaires aux arêtes de douelKs, ayant soin que les joints verticaux de deux vôussoirs consécijtil> ne soient pas dans le même plan.
l|es portes Saint-Martiu et Saint-Denis (à Paris), et en général les monuuu'ns désignés sous le nom d’arcs de triomphe, sont des paries droites.
. . Port >: «’ i.
‘ ‘ Paru* biaise, en talui, rachetant tin berçAiu rjdindrir/ue.
' . • V . . Drüuuion ..... ,
a3. Tic berceau cyliudriqhe est exécute en moellons (art. 6, appendice)-, il est raclieté par une porté cy lindrique, tes droites génératrices des surfaces du berceau «îf de la porte, sont horizontales, et leurs projections sur un plan horizontal se coupent à angle droit.
L’ordonnance». de la petite voûte ou de là porte h* i, est la même que pour la porte droite, ambcde est la section droite de l'ua des voussojre. Voici la différence des deux portes. La porté droite est pratiquée dans 1 épaisseur d’un mûr droit : la porte n" i est terminée d’tin bout par la surface cylindiique du berceau, dé 1 autre a fa face plane d'un mur dit biais et eu talus. On nomme mur eu talus celui qûi èst terminé par deux plans, Pan vertical, et T aurre incHn<“ à I horizon ; et Idrsqué Tes lignes droites, intersections, do ces plans par un plan horizontal, ue sont pas parallèles, lé rôtir gô biais et en talus. La face verticale du mur qui Sert de pied-clrdit.au berceau cylindrique, est tangente à ce berceau: l'autre face est biaise et ffcfàltu : c'est pourquoi la porte n” j, pratiquée dans l’épaisseur de cé mur, se nomme porte Luise, en tutus, rachetant un berceau cy lindrique.
TU
Cdftstruction de' l’épure.
a4. Ayant pris pour plan horizontal de projection, le plan «les naissances «1^ la porte, et du berctuu racheté par cette porte, on y projette les lignes suivant lesquelles la surface cylindrique de la porte, et les faces de chaque voussoir de celte ^orte, sont coupées, i* par la surface cylindrique du ber-
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ceau ; »’ par ta face 'du mur, biaise et en talus. Chaque voussoir étant donné sur le profil, par une section droite telle que ambede, la construction de la ligne d intersection des deux cylindres se fait de la manière indiquée (art.
a 10, liv. I*'). '•». ‘ •
Oh déduira «fti jdan et du profil, le développement, i* de la surfaoe cylindrique de la porte, qui contient tous les pannes ut de douelles de cette porte ; a' des joints correspondait* à chaque douelle.
( Les panneaux de douelles et de joints sont construits {Append^ pl.l) pour quatre espèces xle portes cylindriques, qui ont même profil, et qu’on pomme :
t" Porte droite; ■ • * • ' . ,
a" Porte droite, rachetant un berceau cylindrique; . •
3° Porte biaise, rachetant un berceau; 1.
4° Porte biaise et en talus, rachetant un berceau.
On a fak tourner chaque plan de joint, autour de l’aréta de douelle' contenue dans ce plan. Quoique les panneaux de douelles et de joints soient réunis sur le même plan de développement , ou distingue néanmoins sur la figure, chaque douelle et les deux joints de voussoir adjacens à celte douelle. C’est pourquoi cet arrangement de la figure des paniieaitx, a été adopté pour toutes les épures de voûtes à surfaces cylindriques ou développables.
Application du trait sur la pierre.
a5. Prenons pour exemple le voussoir de la porte biaise, en talus, rachetant un berceau, dont la sectlondroite est le polygone de cinq côtés-ambcde. * Le p/im ABCD'et le profil dfgh ftftk connaître les dimensions d’un parallélipipède rectangle capable de contenir ce voussoir. La longueur AB ou CP de ce solide estau moins égale à la droite Ce’ de la projection horixontale a'bc'd'e' C du voussoir.
Ayant exédité le paralléllpipède (ABCD,^rft),ou rapportera sur ses deux faces verticales et parallèles AD, BC, 1 e panneau de tète ambede ; ce quidounera le moyen de le transformer en uh prisme de la longueur AB ou: DC, et de la base ou section droite {ambede).
Appliquant les panneaux de- douelle et de joints sur les faces correspondantes du nouveau solide, on aura les contours du voussoir entier de la porte n» t. Ces contours servent de directrices aux génératrices des surfaces qui terminent le voussoir.
L? plan et le profil donnent un autre prisme, qui diffère moins du voussoir de la porte, que le paralléli pipède rectangle. Ce prisme a pour section drbite le polygone rectiligne abede, et pour longueur la droite Ail ou CD. Ce prisme
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étant exécuté, il est facile de voir comment on lui donnera, au moyen des panneaux de douelleet de joints de chaque voussoir, la forme de ce voussoir.
Le solide qu’on obtiendra sera terminé, i“ par quatre plans perpendiculaires au plan du profil, et désignés sur ce prolil par les droites ae, bc, cd, de ; a° par un cinquième plan, biais et en talus, qui contient la face dont la projection horizontale est a'm'b'e'tl' ; 3° par les deux surfaces cylindriques de la porte et du berceau racheté : d'où il suit que la surface entière du voussoir se compose de cinq faces planes et de deux faces courbes ; que le nombre des arêtes de ce voussoir est de quinze, dont dix sont des lignes droites, quatre des courbes planes, et la quinzième est la courbe à double courbure, intersection des deux faces courbes cylindriques.
Porte !»“ a. ( Appendice , pl. a.)
Porte en tour ronde , biaise , en talus, rachetant un berceau sphérique.
. . l)e fini lion.
a6. On nomme en coupe de pierres, j° mur en tour ronde, celui qui est terminé par deux cylindres droits concentriques, à bases circulaires; a» mur en tour ronde, en talus, celui qui est compris entre un cylindre droit et un cône droit, dont les sections horizontales sont des cercles concentriques;
3° porte en tour ronde, en talus, uneqiorte de même profil que la précédente r N” I (dpp , pl. i), pratiquée dans l'épaisseur d'un mur en tourronde, en talus, et si tuée,' par rapport ce mur, de maniéré que l’axe de la surface cylindrique, qui est horizontal, passe par l’axe vertical, commun au cylindre droit et au cône droit qui terminent le mur. Lorsque ces deux axes ne se rencontrent pas, la porte est dite en tour ronde, en talus et biaise.
On suppose que l’espace renfermé danà le cylindre droit du mur en tour ronde, en talus, est couvert par un berceau sphérique construit en moellons, dont la naissance est dans un plan horizontal donné. Ce plan coupe le cylindre droit suivant un cercle, que l’on prend pour le grand cercle de la sphère qui termine le berceau. La porte N° a [/1pp. pl. 9) ayant sa naissance dans le même plan, elle rencontre ou rachète le berceau sphérique; c’est • pourquoi on la nomme porte en tour ronde, biaise, eu talus, rachetant un berceau sphérique.
Construction de l'epure. (Appendice, pi a.) -
37. E 'épure se compose, comme pour la porte N' 1, de trois parties, le pro/il, le pion, et le développement des panneaux.
Le plau du pro/il est perpendiculaire à l’axe du cylindre de la porte; .on prend pour le plan de projections horizontales, celui des naissauces de la porte et du berceau racheté. Les lignes à projeter Sur ce dernier plan sont les intersections de la surface cylindrique de 1a porte et des faces de chaque vottssoir de cette porte, i° par la surface sphérique du berceau; a0 par la face conique du mur en tour ronde, en talus. Chaque voussoir est déterminé sur le profil par sa section droite ( ambede ). La construction des lignes d’intersections, ou des arêtes du voussoir, se fait de la maniéré indiquée (art. a 10, liv. Ier).
On déduira du plan et du profil, le développement, i° de la surface cylindrique de la porte, qui contient tous les panneaux de douellcs de cette porte; a° des joints correspondans à chaque douelle.
Les panneaux de douelles et de joints sont construits pour quatre cas différens, et donnent le moyen d’appareiller les voussoirs des portes suivantes :
1° Porte en tour ronde, biaise;
a° Porte en tour ronde, biaise, en talus ;
3" Porte en tour ronde, biaise, rachetant un berceau sphérique;
4<> Porte en tour ronde, biaise, en talus, rachetant un berceau sphérique.
Les droites qui appartiennent aux contours de ces panneaux, ou qui servent à construire les lignes courbes de ces contours, sont horizontales'; c’est pour avoir directement leurs longueurs, qu’on a pris le plan horizontal des naissances des portes 1 et a, pour l’un des plans de projection. ”
Application du trait sur la pierre.
a8. Cette application se fait comme pour la porte précédente. On exécute d’abord un parallélipipede rectangle ou un prisme droit dont la base est un polygone rectiligne de cinq côtés abede (App., pl. a); on change ce prisme en un autre qui ne diffère du premier que par une face cylindrique marquée au profil amb , qui remplace le plan ab. En appliquant sur ce prisme les panneaux de douelle et de joints relatifs à chaque voussoir, on donne à ce voussoir la figure déterminée par l’épure.
De la figure d’un voussoir de la porte N* a.
an. Le voussoir ayant pour profil le polygone ambcdelApp ., pl. a), étant de plus compris entre la surface intérieure du berceau sphérique, et la surface extérieure du mur en -tour ronde, en talus, sa forme serait entièrement déterminée. Mais il yji une modification de cette forme, qui résulte de ce que la face vertieale marquée au profil ed, au plan e'd', n'est pas prolongée jusqu’au berceau sphérique, qu’elle couperait trop obliquement. Par le point (e, d ), intersection de l’horizontale (e'd', e ) de cette face et du berceau sphérique, on mène un plan vertical marqué au plan Vé', qui est dirigé vers le centre du berceau, et qui contient la face du voussoir dont le développement est le triangle e'rf'f, formé de deux droites e'd", d" k" respectivement égales à ed, d’k', et d’un arc e’k" du grand cercle du berceau sphérique contenu dans le plan Vertical d'k\ La face verticale e'd', qu’on nomme parement, est représentée dans sa véritable grandeur,^, p. Elle se compose de deux horizontales, d’une verticale égale à ed, et d’un arc d'hyperbole y<S', intersection du cône droit du mur «n-tour ronde, en talus, et du plan vertical e'd'.
■ Nous pouvons maintenant faire l’énumération des faces et des arêtes du voussoir de la porte N” a. >
i» Cinq faces planes, dont quatre perpendiculaires au plan du profil, y sont représentées par les droites be, ed, de, ac, et la cinquième verticale a pour trace sur le plan horizontal, la droite d’k'.
a” Trois faces courbes situées, l’une sur le cône qui termine le mur extérieureuient, et les deux autres sur les cylindres de la porte et du -berceau.
3“ Dix-sept arêtes, dont sept sont des lignes droites, huit des oourbes planes, et les deux dernières, des courbes à double courbure, intersections des trois faces courbes. >
Porte n” 3. [ylpp., pl. 3.) . .
Arrière-voussure de Marseille.
Définition. a ^ .
3o. La porte qu’on nomme arrière-voussure de Marseille, se compose d’uneporte droite pratiquée dans l’épaisseur d’un mur droit, et d’une petite voûte ou voussure, destinée à couvrir l’évasement de cette porte. L’objet de l’évasement est de faciliter l'entrée des voitures, et d’empêcher qu’elles ne choquent les venteaux en bois, qui doivent fermer la porte droite en pierres.
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Le plan horizontal des naissances de la porte droite coupe le mur qui sert de pied-droit à cette porte; ta section (Jig. ■) est composée de deux parties Xabcdé\',X'a'b'cde'X', égales et symétriquement placées par rapport à l’axe *0 de la surface cylindrique de la porte droite. La portesdroite ne couvre que la partie du passage, comprise entre les deux plans verticaux XX', cc. EU* s’élargit d’une quantité bc, ou bc, pour couvrir l’espace compris entre les deux plans verticaux cc', dd, qui doit être occupé pgir les venteaux destinés à fermer la porte droite. Ces venteaux tournent sur des gonds placés dans les angles bed, b'cd de la feuillure, laquelle a pour génératrice le système des deux droites égales et rectangulaires bc, cd ou bc, cd' tournant autour de l’axe o0 de la surface cylindrique de la porte.
•3i. L’élargissement delà porte -daoite est suivi d’un évasement qui est déterminé par l'angle des deux droites cd, de, ou cd', de- U arrière-voussure couvre l’espace compris entre les deux plans verticaux dd, ce'; la section de cet espace par le plan ries naissances de la porte droite, est le trapèze dd'eé. Soit xx ( fig . a ) la trace horizontale d’nn plan vertical parallèle aux faces XX', Y Y du mur. La première surface de l’arrière-voussure a pour génératrice une ligne droite, dont chaque position est déterminée par ces trois conditions, i” de passer par le cercle vertical de la feuillure, du diamètre dd ; a" d’être coupée par le plan vertical Yec’Y', suivant un arc de cercle (ce , hl/i) {fig- i et a) , dont le. centre est sur la verticale ( a, 3* de passer par l’axe horizontal «0.
3a. L’arrière-voussure et la feuillure ont les mêmes plans de joints que la porte droite; et parce que tous les plans de joints de cette porte passent par l’axe «0, il s’ensuit qu’ils coupent la surface de l’arrière-voussure suivant des lignes droites, qui sent les arêtes de douelle de cette voussure.
Le joint normal à la surface de l’arrière-voussure suivant une arête de douelle, serait ( page a55, art. 1 74* l»v. Il ) un parabolotde; à cause de la petitesse de la voûte, on en simplifie la construction, en prenant pour joints de douelle, les prolongemens des joints de la porte droite.
Des surfaces réglées de V arrière-voussure.
33. Supposons d’abord que l’arc de cercle ( ce, h IA ), qui sert de directrice à la droite génératrice de la première surface de l’arrière-voussure, soit donné.
» Cet arc, quel que soit son rayon, sera coupé par les verticales des plans d ébrasement ( e, th ), ( e, éi ), en deux points; les plans menés par ces points et par J’axe «0 de la porte droite, coupent le cercle de la feuillure dd {fig- 1 )> en deux autres points ( s', s ), (7,7): ces quatre points déterminent la po-
sition et les longueurs des droites extrêmes ( es', hs),{ et], kq)Ac la première surface de l'arrière-voussure; d’où il suit que cette surface couvre seulement l’espace qui correspond à la partie eds’q' ( Jig. i) du trapèze eded'.
Deux autres surfaces réglées, dont les génératrices passent, comme pour la première surface, par le cercle de feuillure tld' ( Jig. t ) et par l’axe 0$ de la porte droite, couvrent les espaces correspondans aux deux triangles eds, e'd q ; elles ont pour directrices des cercles de même rayon, donnés dans les plans d’ébrasement de, d'd {Jig. 1 ). L’un de ces cercles passe par le point d, et a son centre sur la droite de; l’autre pâsse par le point d', et a son centre sur la droite d'd. Le rayon de ces cercles est au moins égal à la moitié de la largeur dti de la feuillure; s’il était plus petit, les venteaux en bois, qui sont
formésdedeux quarts dé cercle du rayon df ou d'f — et qui tournent au-
tour des verticales d, d', ne pourraient pas s'appliquer contre les plans d’ébrasement. Soit J/J' {Jig. 3) le cercle donné dans le plan de l’ébrasement d'd {fig. 1 ). Ayant porté la largeur de {Jig. 1 ) de l'ébrasement, en Je" {Jig. 3 ), la verticale «’/■' détermine l’arc de cercle o;/' de la seconde surface de l’arrièrevoussure, et par conséquent le plan tangent à cette surface au point {e't 'A ) {fig. 1,2), ou k' {Jig. 3 ) du plan de l'ébrasement. Get arc <fl\A' du plan de l'ébrasement étant connu, on en déduit celui de la première surface de l'arrière-voussure, qui est contenu dans le plan vertical Y*Y’, par la condition que les deux surfaces se raccordent suivant la droite {e'q'r, Aqd), qui leur est commune. En effet, ces deux surfaces ont déjà les mêmes plans tangens, aux deux points (r, «’ ), ( q, q) de cette droite; il suffit donc ( page 96, art. 161, liv. Ier), pour qu’elles se raccordent suivant la droite entière, qu’elles aient un plan tangent commun au troisième point ( d. A), ou A' {Jig. 3): or le plan tangent en. ce point A' de la seconde surface, passe par la tangente Am à l’arc J[\k donné dans le plan d’ébrasement de { fig. 1 ), et cette tangente coupe la verticale {d\ Jrn ) au point( d',m ); d’où il suit que Te plan tangent coupe le plan dti {fig. 1 ) du cercle de la feuillure suivant la droite {qd’, qm) {Jig. 1 et a), et par conséquent le plan parallèle YY' { Jig. 1 ) de la fàcedu mur, suivant une parallèle ( Y Y”, Am). La perpendiculaire/» à Am coupant la droite a A en un point » de la verticale («, afS), qui est le centre du cercle de l’arc ( YY', hlA ), le -rayon de cet arc est déterminé.
34. De ces deux arcs il\A' {Jig. 3), h!A{Jig. a ),qui ont un point commun A' {fig- 3 )» le premier détermine le second, et nous n’aVions d’abord supposé ( art. précédent) le second arc connu, que pour faire voir que la première surface de l’arrière-voussure, qui a pour directrice ce second arc MA, ne pouvait pas couvrir tout l’espace correspondant au trapèze dd'ee. Ces deux arcs
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doivent encore satisfaire à une autre condition que celle du raccordement des deux surfaces de l’arrière-voussure. Il faut que ces surfaces ne soient pas rencontrées par les venteaux de la porte, c’est-à-dire par les surfaces de révolution qui ont pour génératrices les quarts de cercle ( d'f, Sqn ), ( df \ 9sn ), tournant autour des verticales ( d',Sm\{d , 9p ).
Dans le cas où, ayant pris le rayon de l’arc il\k‘ ( fig . 3 ) égal à celui du venteau, cette rencontre aurait lieu, on augmenterait le rayon de cet arc, et l'arrière-voussure serait surmontée. Pour s'assurer qu’elle est assez surmontée, on coupe les deux surfaces de l’arrière-voussure, et la surface de révolution qui a pou* génératrice le quart de cercle des venteaux, par des plans verticaux i.a, 3.4 {fig- * ), parallèles aux faces XX’, YY" du mur; et lorsque les lignes d’intersection projetées {/‘g- a ) ne se rencontrent pas, on conclut que les trois surfaces de l’arrière-voussure et la surface de révolution ne se pénètrent pas. Ces lignes d’intersection seraient encore nécessaires, dans le cas où l’on n’exécuterait pas d’une seule pierre chaque voussoir de l’arrièrevoussure.
35. I.e mur qui sert de pieds-droits à l’arrière-voussure de Marseille, se compose de parallélipipèdes en pierre à joints verticaux, posés par assises, de manière que les joints de deux assises consécutives ne coïncident pas. I,a hauteur des pieds-droits d’une porte droite, et la largeur de cette porteront, d’après les règles usitées de l’architecture, dans le rapport des deux droites données a! S, Q<t ( Jig ■ '2 ).
Construction de l'épure. ’
36. Les panneaux de tète étant donnés dans leur véritable grandeur sur le mur vertical XX', on n’a besoin, pour l’application du trait sur la pierre, que du développement des panneaux de joints. Tous ces joints ont pour la porte droite et la feuillure, une partie commune GFEISCD {fig. 4 ); et pour l’arrière-voussure, il fout ajouter ou le système de deux droites Dx, xG, ou le système des trois droites D>, jz, cG, selon que les jilans de joint ne rencontrent que la première surface de l’arrière-voussure, ou qu’ils coupent la seconde surface et l’un des plans d’ébrasement. Dans ce second cas, la droite Dr appartient à la seconde surface de l'arrière-voussure, la droite_yz au plan d’ébrasement, et- la droite zG au plan de tète Y'Y'. Dans le premier cas, les deux droites I>>-, yz sc réduisent à une seule Dx, et la droite zG devient zG.
3iq
porte rr“ 4- (F‘g- i et 2, Appendice, pi. 4-)
Biais passé ou corne de vache.
37. La porte qu’on nomme biais passé est une petite voûte destinée à couvrir un passage biais qui est pratiqué dans l’épaisseur d’un mur droit. Le plan des naissances de cette porte coupe les deux plans verticaux des pieds-droits suivant deux horizontales parallèles, et les deux faces verticales du mur droit suivant deux autres horizontales parallèles ; par le centre du parallélogramme oblique formé par ces quatre horizontales, on imagine une droite perpendiculaire aux faces du mur, et on demande «pie tous les plans de joints passent par celle droite, afin que la poussée qui s’exerce perpendiculairement aux joints soit dirigée dans le sens de la longueur du mur. Nous nommons cette droite lace des joints.
38. On (kmne sur les faces du mur deux cercles égaux, qui ont pour diamètres deux des quatre horizontales précédentes, et la surface de la porte doit passer par ces cercles. Le cylindre oblique (/ig. 1 ), dont la génératrice est parallèle aux deux autres horizontales du parallélogramme, satisfait à cet^e condition; mais il sera coupé par les plans de joints suivant des ellipses.
Pour que les arêtes de douellcs soient des droites, on prend {Jig. a ) pour la surface du biais passé, uue surface réglée qui a pour directrices, i°les deux cercles donnés dans les faces verticales du mur; 2" la droito, axe des joints. Chaque plan «le joint coupera les deux cercles en deux points, et la droite qui joindra ces deux points, sera l’arête dedouelle contenue dans ce plan.
3q. Lorsque le mur est trop épais pour quo les voussoirs s'étendent «l’une face «lu mur b l’autre, on les divise par des plans verticaux parallèles à ces faces. Ces plans coupent la surface du biais passé suivant des lignes qu’il faut construire. Dans le cas où œtte surfttce est un «^rliiKlre, les sections sont des cercles. Dans le cas où la surface est réglée, on a vu ( pag. g n, art. 1 53, 1m 1er ) comment ou trouve l’intersection de cette surface par un plan, et la tangente en un point quelconque de cette intersection.
Quelle que soit la surface du biais passé, on développera les plans de joints, en les faisant tourner antour de leur axe «immun, donné sur le plan des naissances de la porte. Ce développement contiendra lee panneaux de joints, nécessaires pour l’applicatioii du trait sur la pierre.
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§ II. DES VOUTES. (PI. Il" I-a-3-4. )
4<>. La construclion des grandes voûtes est soumise à certaines règles, dont on ne peut s’écarter que pour de petites voûtes telles que les portes, dont il a été question dans le paragraphe précédent. Lorsque des voûtes sont destinées à couvrir de grands espaces, on les nomme maltresses voûtes, ou simplement voûtes. L'appareil et l’ordonnance de ces voûtes doivent satisfaire à plusieurs conditions, d’où dépendent la stabilité et l’effet des décorations extérieures. On a déjà vu (art. i5 de cet Appendice) que la coupe des pierres a principalement pour objet la distribution des voûtes en voussoirs , et la division des surfaces de voûtes en doticllcs. Les recherches sur le meilleur mode de division, ont conduit à ces résultats : i° le joint de deux voussoirs consécutifs doit être, pour chaque point de la ligne d’intersection de la surface du joint et de la douelle commune aux deux voussoirs, perpendiculaire à cette douelle, afin que l’angle d’une douelle et du joiifl étant égal pour tous les voussoirs, ces voussoirs résistent également aux pressions qu’ils supportent; ce qui n’aurait pas lieu, si l’angle était obtus pour l’un des vousçoirs, puisqu’il serait nécessairement aigu pour l'autre» a* 11 est nécessaire, par la même raisou, que les surfaces de joints d’un voussoir et de tous ceux qui l’environnent, soient perpendiculaires entre elles. 3° Ces surfaces doivent être engendrées par le mouvement d’une ligne droite, parce quelles sont dans ce cas susceptibles d’une exécution plus parfaite, et qu’une légère incorrection dans un joint, entraîne la rupture de l’un des voussoirs auquel ce joint appartient. 4° U faut que les joints soient formés par des surfaces développables, afin que les panneaux ou développemens de ces surfaces puissent être appliqués sur les faces des voussoirs, et en donner exactement les contours.
Monge a fait voir que toutes ces conditions sont remplies, en divisant la surface d’une voûte en ses lignes de courbure. C’est à ce géomètre qu’on doit la théorie de ces lignes, et leur application à la division des voûtes en voussoirs.
Exposé sommaire des propriétés def lignes de courbure ( extrait du Journal de l’École polytechnique, second cahier, année 179b).
4i • Après avoir conçu par un point quelconque d’une surface courbe une normale à cette surface, si l’on veut passer au point infiniment voisin pour lequel la nouvelle normale soit dans le même plan que la première, et la ren-
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contre par conséquent an un point, un. peut toujours Je faire dans deux directions; cesdeitx directions sont a angles droits sur la surface, et elles sont les seules qui donnent ce résultat, si l'on en excepte le cas particulier de la spbàie pour toute lu surface, et de quelques points remarquables pour d'an très, tels que les sbtnniet» des surfaces de râvolutiou.
Les deux points dans lesquels chaque normale est rencontrée par les deux normales inliniment voisines, sont les centres des deux courbures de la surface, dans |e point que l’on considère ; les distances de Ces deux points à celui de fa ..sngfctce, sont les rayons des deux coiuhures;et lus directions rectangulaires dans lesquelles on passe de la normale aux deux normales conpégptivw qui, la coupent, sont les, directions de ces courbures. , , ;
,, $1 l'on conçoit que Je point de la surface se meuve de manière qu'a chaque instant, des directions des deux co arbitres, il suive celle qui est daÿs un premier, sens, et qu’il continue ainsi de se mouvoir autant que- le permettra l'étendue d« la. surface, la courbe qu’il parcourra, sera celle de L’une des courbures. En.onucevant pour chaque . point une courbe parcourue de cette manière, «u aura la suite des lignes de la première courbure, qui diviseront l’aire de la Surface courbe en zones, suivant une première direction. Si l’on conçoit que le point do- la surface, au lieu do suivre dans sou mouvement la direction de la première courbure, suive au contraire constamment celle de la secoude, il parcourra une -courbe de la seconde courbhre, et cettç courbe coupera toutes celles de la première a angles droits. En Concevant pour chaque point, une courbe parcourue de cette seconde maniéré, on aura la suite des lignes de la seconde courbure, qui diviseront faire de la surface eu d’autres zones, suivant une nouvelle direction. Enfin chacune des lignes du fuite de ces deux suites étant perpendiculaire à toutes celles de l'autre suite et réciproquement, il s’ensuit que les deux suites tfe lignes de courbure diviseront l'aire de R» surface courbe en élémens, qui seront tous rectangulaires. Cela peut être rendu sensible sur les surfaces de révolution prises pour exemple.
Sur les surfaces de révolution, on ne peut passçrd’un point a un autre pour lequel tes deux normales soient dans un même plan, a moins qn on ne suive ou fa direction du méridien, ou celle du parallèle qui passe par ce poiut g suivant toute autre direction, les deux normales ne se rencontreraient pas, pnisqu’étant dans des méridiens différent,, elles, ne passeraient pas par le même point de l’axe. I-es méridiens sont donc la suite des lignes d’une des courbures, et -les parallèles la suite de celles de l'autre. Chaque courbe rie l’une de ces suites est perpendiculaire à toutes celles de l’autre, et les deux suites divisent l’aire de la surface en élémens que l’on peut regarder comme rectangulaires.
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Si In normale se meut rie maniereque, sans cesser d'ètre perpendiculaire! la surface, elle parcoure une ligne rie courbure; riens chaque ins nuit de son mouvement, ellese portera sur une ries Jeu* normales infiniment Voisines qui la coupent, et etleeogendrera une surface qui sera développable, qirf sera partout perpendiculaire à la surface courbe, et qui coupera eeHe-ei rie os une rie ses ligues rie courbure. ?.'-•*
Si, pour lernérae point, la normale parcourt la ligne del’autæ emirbure, elle engendrera rie même une seconde surface développable normale. à la surface courbe et q«ii rencontrera la première en ligne droite et à angfes droits. Si Pou conçoit donc mie semblable surface pour ctiacune des ligues de courbure de l une et de l’uutre suite, on aura deux suites rie surfaces développables normales à la surface courbe, -et telles que chacune- de celles d’une des suites rencontrera toutes celles de l’autre siute en.Jignes droites etîi angles droits. Toutes ccs surfaces développables nocmgb» diviseront l’espace en élémens indéfinis dans le sens de la longueur de la normale, fitfitfiracnt étroits dans les sens des deux courbures, et terminés par quatre plans' rectangulaires entre eux, el par quatre arêtes indéfitoiea e» en lignes droites.
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De l' mage des lignes de courbure dans la division des voûtes en vous soirs.
• !\i. Kn divisant la surface de la voûte par les lignes des deux courbures ,
espacées entre elle* d’une quantité dépendante de la nature des matériaux, les joints seront formés par les surfaces développables normales à la surface de la voûte Si les joint» sont npparens sur la surface rie là voûte. Ils y traceront de* court*» tontes rectangulaires entre elles, et qni dépendant de. la nature même de fa surface, eti rendront k» génération plqs prononcée. Enfin ces courbe» diviseront fa surface de la voûte en comparbroens < ectanguiarrea, susceptible* d’xme décoration propre à fa surface. - * ■<
C’est ver» cette solution générale que lés artistes s-ét aient toujours dirigés ; ils ne l’avaient atteinte que pour les cas faciles «fa* surfaces cylindrique», des su rfaces conique» et rie colles rie révolution. Quant aux autre» surfaces courbes dont ils ne connaissaient pas les lignes de courbure, il» le» excluaient presque généralement de la compositMM des voûtes, fa*s même que tes circonstances le* exigeaient itrtpértensement; et c’est à cela principalement qu’on doit attrihner le mauvais effet que produisent en général dans farebitectur*, tes morceaux de trait» de coupe îles pierre», parce que pour rendre no »rafa*xécutable, Ott «e choisit pas toujours la surface «le la voûte fa plui convenable.
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AÇPEND1CE.
p VOCfe» flEMUfitS EAJk EBE SURFACE ÜJC1QUE. N”' I, 2, '1pp., [il. ') et 6.
.. •: Voûte sphérique. N'1l,^/i.vpl,5. ,
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43. Cette voûte est destinée à couvrir une salle circulaire; elle a pour pieddroit, un mur en tour ronde, terminé intérieurement par un cylindre droit.
La section de ce cylindre par le plan horizontal des naissances de la voûte, est uu cercle, qu’on prend pour-le grand cercle de la surface sphérique de la voûté., LJ 11 plan vertical quelconque, passant par le centre de cette' surface, la coupe suivant un demi-cercle, qu'on divise en parties égales de nombre impair. La figure génératrice de la voûte contenue dans ce plan, ne diffère pas de la section droite de. la porte droite N” i [App., pL i). Elle tourne autour de l'axe vertical du ipur en tour ronde, et il résulté de ce mouvement,
que les arêtes «le ilonelles de la vente sont «les cercles horizontaux ; a° que les joints normaux suivant ces arêtes sont «lt» 'cimes droits qui ont leurs sommets sur l’axe du mur en tour ronde ; 3* que ehaque assise de la voûte’ a pour faces extérieures un cylindre droit vertical, un plan horizontal, et pour arêtes, des circonférences de cercles.
Pour partager les assises de la voûte en voussoirs, on divise le cercle de la naissance de la voûte en parties égales ; les plans menés par les points de divisions et par l’axe vertical du mur en tour ronde, partagent la première assise en voussoirs. tfn second système de plans verticaux menés par le même axe, et qui partage en «leux parties égales les angles des plans du premier système, divise la seconde assise en voussoirs.
Toutes les assises ont leurs joints verticaux dans l’un ou l’autre de ces «leux systèmes de plans, de manière queles joints de deux assises consécutives ue soient pas dans le même plan vfrticâl.
Le cercle générateur de la voûte sphérique ayant été divisé en uir nombre impair de parties égales, l’arc placé au milieu du demi-cercle, engendre la* doueliedu voussoir qu'on nomme la clef de la voûte. *
4 ■ Construction de l’épure. «
44- On prend pour p’Ian horizontal de projection, le plan des naissances de la voûte sphérique. I-a projection horizontale d’un vonssoir de la voûte sphérique, et la figure génératrice «I» ce voussoir, donnée dans un plan vertical, déterminent les dimensions du parallélipipéde rectangle capable de le contenir. L’une des faeçs «le ce parallélipipéde coupe la surface «le la voûte
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suivant un cercle, dont on détermine ie centre .et le rtivon. On rapporte ce cercle sur la face, et au moyen i l'une cherche ou panneau décon positivant le grand cercle de la sphère, on exécute 1 'écuelle, ou la surface intérieure du voussoir, $ur laquelle on rapporte le contour de la doueHe tic ce voussoir. Les surfaces coniques, cylindriques, pianos du même voussoir, s’exécutent par les procédés qu'on a déjà indiqués,
... • > • t..%'VoâUi el/ipscfïde. N* ». Çdpp., pi $.)• • • • t * . • t
4 S: La.voùte ellipsoïde est terminée par la surface du second degré, qu'ou a nommée' ellipsoïde (art. 1 34, liv. I,r). L’ellipsoïde a pour axes priheipaux les trois droites rectangulaires Alt, Cl), oiF.K ; en supposant les doux premiers axes AB, CD dans le plan horizontal de l’ellipse ABCD, le troisième axe est vertical. Tout plan passant par ce troisième axe coujte l'ellipsoïde suivant une ellipse qui a pour axes principaux la droite aKE e't tin diamètre de l’ellipse ABCD. ïà surface ellipsoïde a pour lignes de courbure, lies courbes à double, coilrbuiy, dont les projections sur Les plans de scs trois sections principales, sont des Courbes' du second dcgTé. Soit AliCD la section principale, qui passe pitrle pliis grand axeAfi et par le moyen nxcCÔ; CDE la denii-sectioji principale, qui passe par le moyen axe, et par le plus petit axe, double de la droite EK. La première série de lignes de courbure se projette sur Je plan de l’ellipse ABCD,' suivant tin système d’ellipses, dont' les sommets approchent continuellement de deux points O, O’, sans pouvoir les^atteindre.
La seconde série se projette sur le même plan, suivait un système d’hyperboles, dont les sommets ont pour limité# les mêmes points O, O'.
Les verticales élevées par ces points, coupent la surface de l'ellipsoïde en deux points, que Monge a nommés ombilics. '
Les ellipses et les hyperboles, projections dés deux séries de lignes de courbure, se construisent au moyen d’un quart d’ellipse OLG et <Tmie portion OID d’hyperbole, qui oiït même centre K, et^leux axes communs KO, KG.
Construction géométrique des points O et 0.’
46. L’ellipsoïde ayant pour axes principaux les trois droites AB, CD, aEK, et pour centre le point K, soient F,/, f, les foyers respectifs des trois section» principales, construites sur les couples d’axe» ( Alb CD), (CD, aEK ), ( a£’K — *EK, AB ). • • ‘ . -r--
Pour construire le poiut O, on porte Kf et KF snr l'axe CKD prolongé, de K eu f et eu. K-, en tire la droite f 'B, et sa parallèle FIJI qui. Coitpe’lHrsé. AB an
poiut.O. ■ ■_/ ■ ■ ■ • j 1 •*’
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■ Pour construire b point G, on- porte sur RB Lt droite R/' = K/; omuetté la droit»/"!!, et- sa parallèle K),: qui coupe l’aae KD prolongé, au point G; ce-qué détermine las droites rectangulaires KO, KG, distapces des joints O,- G au. centre K de IV.Ilipsoide. «■
Construction d’une ellipse telle qucRyUH ,ou d'une hyperbole RPR , prcçecùon d’une ligne de courbure de l’ellipsoïde.
47. On trace sur les droites KG^ ftO comme axes principaux, l’ellipse OLG, et l'hyperbole, OUI. D’un point quelconljue'H de l’hyperbole, 011 abaisse les perpendrciijaires ITM, FIN sur lës'axës ttcTeflipsoïdê Kl)', KH; les pieds M, N de ces perpendiculaires sont les sommets de l’ellipse NMN\
* D’un point quelconque L de l'ellipse OLG,on abaisse les perpendiculaires LP, LQ sur le» axes de l'ellipsoïde Kli, KJ); les pieds P et de ces perpendiculaires sont les sommets de l’hyperbole aux branches RPR', SP’S'. ' .
Des trois points H, M, N,*ou L, P, (), un étant donné, il fest évident que les deux autres son! connus, tes points tels que M, pourraient être détermihés jtar'là condition qué les lignes de courbure diviseraient l’ellipse CDE en arçs sous-tendant la même cOrdfe. Oh effectuerait (l’abord celte division sur Tellîpse, et oii abaisserait par les points de division des perpendiculaires sur Itixe GD; les pieds de ces perpendiculaires seraient les sommets M, M’,... des ellipses, projections d’un Système de lignes de Courbure. A chaque point M ainsi détermine,' correspondraient deux points II et N, l'un sur l'hyperbole auiifi.lire GUI, et l'antre sur l’axe AD. , • ■
r • De la vmtte ellipsoïde, surmontée et surbaissée.
■ - 48. Les trois axes principaux de la surface de la voûte ellipsoïde, étant Inégaux, l’axe vertical peut être ou plus grand ou plys petit que les deux autres.- dam -lé premier cas, la voûte est surmontée ; 'Atns le second, elle est surbaissée. . '• - • - . .
. La voûte- surmontée ( Mémoire cité de Monge , page aÿ8 ) attrait en général plus de hardiesse et de dignité, et*t la naissance était eUe-méiûe à une grande hauteur, quelle que fût d’ailleurs la destination de L’emplacement, ce serait la voûte surmontée qu’il fendrait employer, parce, que Sa grande élévation, qtii ferait paraître ses dimensions verticales plu» petites qu’elles ne seraient réellement, écraserait trop uue voûte qui serait d’une autre espèce. La voûte surbaissée, en diminuant le volume de l’air compris dans 1’emplece-, ment, serait plus favorable à la voix d’un orateur. Si L’emplacement devait être éclairé par deux lustres suspendus à la voûte, il faudrait que cette voûté
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fut surmontée ou surbaissée, parce que dan» ces deux cas, sa surface aurait deux ombUks , placés symétriquement au-dessus du grand axe de l'ellipse horizontale, et que ces ombilics, rendu» trés-apparens par las compartimens qui se distribueraient autour d'eux, seraient les points naturels de suspension ; alors on pourrait disposer du rapport entre les trois aies, pour que ces points fussent espacés d'une manière convenables
Des amphithéâtres.
4g. Les emplacement dont on a pu disposer pour les salles (les assemblées délibérantes, ont souveut forcé de donner à l'amphithéâtre moins de profurv denr en face tle l'orateur que sur les côtés; mais l’expérience ayant prouvé que la voix se porte à une plus grande distance eu face, il parait que c'est nue disposition toute contraire qu’on devait adopter. Dé toutes les formes qu’on pourrait donner à l’amphithéâtre, il n'y en a aucune dont la loi soit plus simple et plus gracieuse que l’ellipse; il faudrait donc que hi salle fût elliptique, et qu’elle fut couverte par une voûte. En plaçant le bureau à l'un des sommets de l’ellipse, ou pourrait lui conserver un espace snfïtsant pour la commodité du service, et l’orateur se trouverait naturellement placé sous un des ombilics de la voûte; l’amphithéâtre n’occuperait que ta partie qui serait en avant. Une galerie qui ferait le tour entier de la salle, et qui serait assez i>levée pour être très-distincte de l’amphithéâtre, fournirait des places au public. La salle, qui n’aurait ni tribune ni aucune espèce d’irrégularité, pourrait éjre décorée par des colonnes, à chacune desquelles correspondrait une nervure de ht voûte, pliée suivant la ligne de courbure a-cendante. Toutes ces nervures, verticales â leur naissance, se courberaient autour de l’un ou l'atitrevambilic, 'redescendraient ensuite à plomb sur les colonnes opposées, et elles seraient croisées perpendiculairement par d'autres nervures pliées suivant le» lignes de l’antre courbure. Les intervalles de ces nervures pourraient être à jour, soit pour éclairer la salle, soit pour donner des issues à l’air, et formeraient un vitrage moins fantastique que les roses de nos églises gothiques. Enfin deux lustres suspendus aux ombilics de k voûte, «t à la suspension desquels la voûte entière semblerait concourir, serviraient » éclairer la salle pendant la nuit/ .
Nous n'entrerons pas ( continue Monge) dans de plus grands détails à cet égard; il nous suffit d’avoir indiqué aux artistes un objet simple, et dont la décoration, quoique très-riche, pourrait n’avoir rien d’arbitraire, puisqu'elle consisterait principalement à dévoiler â tous les yeux my» ordonnance irèsgracieuse, qui est dans la nature inéma de cet objet. - .
V »T7 rs TIMI1ÙI PA* DOIT SUXFACIS qui if. ptaVranr. > •
N“3et4(>//yi.,pL7*«).
... . Voûte d'arête barlorigue. N° 3. (4pp., pL 7.) .
5a. Les voûtes N* f êt ai f 4pp., pl. 5 et (*) sont terminées chacune par une surface unique. I.es voits^irs des voûtes rï" 3 et 4, appartiennent à deux voûtes qui m' rachètent , ou dont les surfaces se pénètrent. Chacun de ces voussoirs a deux dou elles, quatre. arêtes de douelfes, et quatre, joints normaux suivant ces arêtes.
-«* . • iV* • . . ,
Les grandes voûtes qui se rachètent ont mêmes naissantes et sout égales en'numVéè, c’est-à-dire "qu'elles ont leurs naissâncés dans le même plan horizontal, et même plan tangp«t ail point le plus élevé de la ligne d’intersection des surfaces qui les terminent. Les quatre arêtes de douelles d’un voussoir des voûtes N “.3 et 2} , sont situées deux à deux dans un même plan liorizontal.
nè/initiorl des voûtes d'arête barlongue, et en arc de cloître. N“3. (4pp., pl. 7).
5t . Ces voûtes sont destinées à couvrir l’espace, renfermé entre quatre plans verticaux parallèle* deux à deux. La section de ces quatre plans par un plan horizontal est un parallélogramme; selon que ce parallélogramme est rectangle ou oblique, la voûte est droite ou biaise. Les plans verticaux qui passent par les eûtes de ce parallelograxpme, ou sculemeut par les prolongemens de ces cotés, terminent les mura qui servent de pieds-droits à la voûte; dans le cas où ils passent seulement par les prolongemens, les murs font entre eux un angle saillant dans l’intérieur de l’espace voûté, et ne s'étendent pas audelà dos verticales, intersections des quatre plans verticaux des pieds-droits. La voûte d’arête se nomme, dans ce cas, barlongue. Lorsque les laces verticales des pieds-droits sont de inétue longueur que les eûtes du parallélogramme pon prolongés, la voûte prend le nom d’arc de cloître. «
Les murs des pieds-droits d'un arc de cloître font entre eux un angle rentrant vers l’intérieur de l'espace voûté. 1-a voûte d’aréte barlongue couvre l’espace vers lequel viennent aboutir quatre berfteaux cylindriques, qui sont deux à deux les prolongemens l’un de l’autre. Il n’y a que les quatre premiers voussoirs de cette voûte, placés aux angles saillans des pieds-droits, qui posent surccs pieds-droits; toute la première assise de l’arc de cloître a sa naissance sur les pieds-droits de cet arc. . •
Pour l’une et l’autre voûte N" 3, la section des pieds-droits par le plan ho-
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rizoïital des naissances, est un parallélogramme rectangle, dont les côtés appartiennent aux deux surfaces CTtindnques de ces voûtes, famine Je ces surfaces a pour base un cefele/et on détermine la base de l’autre surface, par la condition qu'elles aient poHr lignes d'intersection, tles deux -cotirbes planes qu’on obtieat'en coupant la première surface jrar deux pfans*verticaûx, dont le^ traces horizontales sont les diagonales du pac^lléfogjraroine rectangle (page 1 1 8, art. apa, liy. lrr). Ces courbp* forment Tarçtè de là voûte, ou rintersection des deux surfaces cylindriquft , lesquelles .font yn angle saillant surfa voutç but-longue, et un angle rentrant sur Lare de clqître. - La base delà première surface cylindrique étant un cercle, l'arête se compose de deux ellipses égales qui ont pour axe commun vertical, une droite égale au rayon de ce cercle, et pour axes horizontaux, les diagonalés du parallélogramme des pieds-droits. La seconde surface cylindrique dç l'arc de cloître ést surhaussée ou surbaissée, selon que la première,, qui a pour hase un cercle, passe par les plus petits ou par les plus grands cotés du même parallélogramme; le même effet a lieu pour la voûte d’arête barlongue, en supposant les surfaces cylindriques prolongées.
Construction de l’épure. , .
5a; On considère d’abord le berceau terminé par la Mtrfiièe cyhndeiqne k base circulaire. La sectiôn droite de ce berceau ne diffère pas de celle de lu porte droite .N" i Apo.f pl. i ; cette section contient les panneaux de tète dos voussoirs du premier berceau, etdéteriqine pour chaque voussoir fa doueile . et les joints normaux. Lee arêtes «le doueile# des doux beroeatix étant. peur chaque vouasoir dans le même plan horizontal, et se rencontrant en un point de la (igné d'intersection des surfaces des deux berceaux, les arêtes de douches du second berceau «t les joints normaux suivant ces » relas sont déterminés. * .\ -a. .y, • : '
' Chaque vouaaprr de la «voûte a une doueile qui appartient ait premier berceau, et deux joints normaux adjacens à cette doueile ; ou déduit de fa projection horizontale, et de la section droite du berceau à base circulaire, le développement de cette doueile et des deux joints. Ce. développement et les deux panneaux de tête de cbfcque voussoir, donnent tont ce qui est nécessaire pour l’application du trait sue la pierre, et pour fa construction du vouasoir entier. <;>■■►» y .*■
le plan de l’épure H® 3, jtpp., pl. .7, est divisé en deux parties égales, relatives l’une à la voûte d’arête barlongtic, et l’autre à Tant’ de ciokre.
Foûte d'aréle en tour ronde. N" 4, -4 PP- pl. 8. .
53. La voûte d'aréte en tour ronde, se compose de voussoirs, qui appartiennent en même temps n deux voûtes, terminées l’une par une surface annulaire, et l’autre par une surface conoide. {y oyez la déüuition de ces surfaces, art. 118 ert i5a, liv. 1er.)
La voûte annulaire s’emploie pour couvrir l'espace renfermé entre deux cylindres verticaux qui ont pour sections droites, des cercles concentriques. L’aire comprise entre ces cercles est la projection horizontale de l’espace qui est couvert par la voûte. On se sert delà voûte conoide pour couvrir l’espace compris dans l'arfgle de deux plans verticaux.
La voûte annulaire a pour pieds-droits deux murs en tour ronde concentriques. La section méridienne de cette voûte ne diffère pas de la section de la porte droite N* I , -4pp., pl. i ; elle se construit comme la voûte sphérique N" i , -4pp., pl. 5. Qu’on imagine par l’axe vertical des pieds-droits, lieux plans qui coupent ces pieds-droits, et entre lesquels se fait le passage de l’intérieur à l’extérieur de la voûte annulaire. On couvre ce passage par une voûte conoide. La surface de cette voûte est engendrée par une droite horizontale, qui passe constamment par l’axe vertical des murs èii tour ronde, èt par une courbe donnée sur l'une des faces cylindriques du mur du plus grand diamètre.
Ayant pris pour cette courbe, celle dont la transformée est sur le développement du cylindre qui la contient, une ellipse dont l’axe vertical est égal au rayon du cercle générateur de la. surface annulaire, les surfaces des deux voûtes sont égales en montée. Le second axe de l’ellipse est égal en longueur à un arc iju cercle, base du cylindre sur lequel on enveloppe l’ellipse. Les plans verticaux des pieds-droits de la voûte conoide coupent cet àrc en lieux points, et en déterminent la longueur.
Construction de l’épure.
54. Les deux surfaces annulaire et conoide étant définies, et connaissant eurs paramètres, on construit la projection horizontale de leur ligne d’intersection, qui est une courbe à double courbure. Les arêtes de douelles circulaires de la voûte annulaire coupent l’arête de la voûte en des points, par lesquels on mène lçs arêtes de douelles rectilignes de la voûte conoide. Les joints normaux suivant ces arêtes sont des cônes droits pour la première Voûte, et des paraboloïdcs pour la seconde. On a vu (art. 15a, lir. Ier) com-
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ment on détermine les plans tangens , et les normales au eonoïde qui (orme nt le paraboloïde normal.
Chaque voussoir commun au* deux voûtes est compris, i” entre deux plans verticaux passant par l’axe du conoide et de la surface annulaire ; a* entre deux surfaces cylindriques verticales concentriques aux pieds-droits. On développe ces deux surfaces, et on trace sur ce développement les lignes d’intersection de ces surfaces par la douclle conoide, par les joints de cette douelle et par les faces adjacentes, en sorte qu’on puisse donner au voussoir la forme qu’il aurait, s’il n’appartenait qu'à la voûte conoide. Les faces de ce voussoir étant exécutées, on v rapporte par points, et par la méthode indiquée (art. 7 - > 4) de cet Appendice (page Ho 1 ), les arêtes, intersections des deux doueHes et des quatre joints normaux, ce qui déterminera le contour des faces appartenant à la voûte annulaire."
§ 111. Bli BESCEKTÏS. (Jpp-, pl. 9, JO, 1 l, I*.)
45. Les descentes sout de petites voûtes cylindriques, destinées à couvrir uu terrain eu pente, tel qu’une rampe d’escalier, un abat-jour de cave ou souterrain, etc. La jurface des naissances d’une descente est parallèle à la surface du terrain couvert par cette descente. Il y a beaucoup d’analogie entre les portes et les descentes; terminées les. unes et les autres par des surfaces cylindriques, elles diffèrent seulement entre, elles par l’inclinaison des droites génératrices de ces surfaces : ces droites sont horizontales sur les portes,, et inclinées à l'horizon sur les descentes. Ou pratique des descentes dans l’épaisseur de murs, ou droits ou en talus : un plan vertical, perpendiculaire à la face antérieure du mur, qui sert de pied-droit à la descente, est parallèle ou incliné par rapport à la droite génératrice du cylindre de cette descente: la surface de la descente est comprise entre les deux laces apposées d’un mur, où, après avoir traversé ce mur, elle est rencontrée par un berceau. Ces diverses circonstances font varier les formes des descentes, et on distingue ces voûteÿ, comme les portes, par les noms de descente droite, descente droite et biaise, descente rachetant un berceau, descente en tour ronde , etc. ' ,
Descente droite, en talus, rachetant un berceau. N” !, .1pp., }>l. 9.
Descente biaise, rachetant un berceau. H“ a et a bis, App., pt. io et 1 1,
Définitions.
56. La descente N* r, App., pi. 9, est construite dans l’épaisseur d’un mur terminé d’un côté par un plan vertical ou en talus, et de l’autre par un berceau cylindrique-qui a ce mur pour pied-droit. Kl le est destinée à couvrir le passage qui «induit au berceau souterrain ; k largeur de ce passage est déterminée par la distance de deux plans verticaux, perpendiculaires à la face antérieure 'du mur, et à la droite génératrice du berceau racheté par la descente.
Le plan des naissances du berceau est horizontal; le plan des naissances de la voûte, qu’on nomme plan des coussinets, est incliné : ce second plan passe par l’horizontale du berceau, intersection du premier plan, et de la face*verticalc du mur, tangente à la surface du berceau; Sa pente est égale à celle du chemin qui conduit an berceau.
Construction des épines. (App., jü/. 9 et 10.)
57. On prend pour plans de projection, t"le plan horizontal des naissances du berceau raeheté; a* le plan vertical parallèle aux droites du cylindre oblique des descentes N" 1 et a, App., pl, 9 et 10, et perpendiculaire auxdroites du berceau cylindrique, racheté par la descente.
I.a section de là descente N”'i, pl. 9, par la face du mur en dehors du berceau, ne diffère pas de la section de la porte N’ l,App., pl. t. Cette ligure détermine les arêtes de doucllos de la descente, et parce que cette descente est unfe petite voûte, les joints ne sont pas nécessairement normaux au cylfhdre oblique qui la termine; ils passent tous par l’axe de ce cylindre.
En regardant la section de la descente par la face extérieure du mur, comme la base d'une surface cylindrique unique, on pourrait construire l’intersection de cette surface par la surface cylindrique du berceau, ou coupant les deux surfaces par une suite de plans parallèles à leurs génératrices, ainsi qu’on l’a expliqué ( art. 175, liv. I”). On a préféré, dans ce cas particulier, les couper par une suite de plans verticaux parallèles aux droites de la première surface; ce qui simplifie cette seconde construction, c’est que les sections planes et parallèles du berceau sont égales.
On déduit des projections horizontale et verticale, l'arc droit- ou la section droite de k <(esecute, les dévcloppemens des panneaux de douelles et de joints,
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et l’application du trait sut la pierre se fait comme pour les portes N“ i et 2,- ,4pp., pl. I et à. .
58. Le plau des coussinets de la descente N" t, 4pp., pl. 9, -est coupe par la face du mur en dehors du berceau, suivant une droite horizontale ; on prend la portion de cette droite qui est comprise entre les deux plans verticaux des pieds :droits de. la descente, pour le diamètre du cercle, base du cylindre oblique qui termine la descente ; ce diamètre, deux perpendiculaires à ce diamètre, menées par ses extrémités, et l’Iiori/.ontalc, intersection île la surface du berceau par le pian des coussinets, forment sur ce plan un parallélogramme rectangle. Si ce parallélogramme était obliqifc, les autres données restant les mêmes, la descente' serait biaise, rachetant un berceau , On a traité
•ce second cas dans les deux épures suivantes, N“a et 2 bis, 4pp., pl. lotit 1 1.
59. La projection verticale sur un plan parallèle aux droites du oyliml re de la descente, peut sc. faire de deux manières; elle ‘est ou orthogonale ou oblique. L'épure N" a bis est construite par. le second mode.de projectioüvque j’ai expliqué ( ai t. 217, liv. I" ). Les développemens de l’arc droit et des panneaux, ne diffèrent pas pour les mêmes données, de ceux qu’on trouve fi” 1, 4pp., pl. y, par la projection orthogonale.
Descente biaise, en tour rqnde. rachetant un berceau annulaire.
N* 3, 4pp.,’\A. 12.
* Défini lion. - **.*.' *’
60. Cette descentc'est construite dans l’épaisseur d’un mur, terminé d’un côté par une surface cylindrique verticale, de l’autre par pne surface annulaire. Elle est destinée, k couvrir le passage qui conduit à ni» berceau angulaire souterrain. La largeur de ce- passage est donnée; il est compris entre deux plans verticaux P et P', qui coupent les surfaces cylindriques, extérieure et intérieure du mur en- tour- ronde, suivant quatre droites verticales, et k surface annulaire suivant deux courbes. Ce$ deux courbes sont égales, lorsque la descente est droite, et inégales, lorsqu'elle est biaise. Les plans verticaux P et P' terminent les pieds-droits de la descente.
On prend, comme précédemment, pour l’un des plans de projection, un plan vertical parallèle k l’un des plans P, P’, etqrour l’autre plan de projection, le plan horizontal des naissances du berceau annulaire.
De la surface cylindrique de la descente.
_Gi . I,a droite génératrice de cette surface est parallèle aux, plans P et P- des pieds-droits de la descente; son inclinaison par rapport au plan horizontal
étant donnée, la surface cylindrique de la descente sera déterminée, lorsqu'on aura la base de cette surface. On prend pour cette base un demi-cercle qui est enveloppé sur la face extérieure du mur en tour ronde, dont la section horizontale est un cercle donné. I .es' deux plans P et P coupent ce dernier cercle en deiix points; ort rectifie l’arc compris entre ces deux pôintsret on décrit sur la droite de même longueur que l’arc, le demi-cercle qui forme sur le cylindre vertical du mur en tour ronde, la base de la surface cylindrique de la descente. La coupe de la descente par ce cylindre vertical étant développée, elle ne diffère pas de la section droite des portes N“ i et a, App., pl. i et a : cette coupe étant donnée, on l’énvèloppe sur la face extérieure du mur en tour ronde; toutes les droites de son contour, en exceptant les verticales, deviennent des cercles- ou des hélices. Considérant ces lignes comine des ltases de surfaces cylindriques, qui ont pour arêtes des parallèles à la génératrice de la surface de la descente, les têtes des voussoirs île cette descente et toutes les surfaces de douelles et de joints sont déterminées.
Les douelles et les joints ont pour contours sur la face extérieure du mur en tour ronde, ‘des lignes dont les transformées sont des arcs de cercle, cl des lignés droites. La surface des coussinets, formée de droites parallèles à la génératrice de la surface de la descente, fiasse par l’arc de cercle de la face du mur en tour ronde, qu’on a rectifié' pour tracer la coupe verticale et cylindrique de ladescente ; d’où il suit que la figure des voussoirs ne dépend plus que de la position qu’on assigne à cette coupe sur la face extérieure du mur en tour ronde, entre les deux plans verticaux qui la comprennent, et qui sont parallèles aux plans P et P". On a déterminé cette position snr l’épure descente N- 3, App., pl, ta, par la considération que la descente et tous ses voussoirs soient au-dessus du plan horizontal des naissances du bercean annulaire. Pour satisfaire à cette condition, la droite qui termine le lit du voussoir le plus éloigné de Taxe du berceau racheté, et qui appartient à la surface des coussinets; passe par un point du cercle de la surface annulaire, situé dans le. plan des naissances du berceau; on mène par ce point une parallèle à la génératrice de la surface cylindrique de la descente; elle coupe la face extérieure en tour ronde, au point dn cercle horizontal de cette face, sur lequol le diamètre de la coupe cylindrique développée, doit s’envelopper. La hauteur de ce point et la coupe cylindrique de la descente étant Connues, on construit en projection verticale l’intersection des sur faces cylindriques qui ont pour bases les lignes de cette coupe, par la surface annulaire. En appliquant la méthode générale qu’on a exposée (art. irjfi, liv. Ier), on trouve chaque point de cette intersection, par la rencontre d’une droite, et d'une courbe de la surface annulaire.
Construction de l'épure et application du trait sur la pierre.
6a. Ayant déduit des projections horizontale et verticale, l’arc droit de la descente, et les développemens des panneaux de douelles et do joints, chaque voussoir de la descente s’exécute par les procédés indiqués pour les portes.
Les joints des voussoirs de la descente en tour ronde, sont des cylindre^ qui ont pour bases des hélices : s’ils étaient plans et normaux aux douelles, en des points déterminés de chaque arête de douelle,le développement de la coupe cylindrique verticale de la descente, serait modifié; les droites, transformées des hélices, deviendraient des transformées d’ellipses.
$ IV. bes trompes. ( PI. n“ i-a-3-’4,) *-
63. Les portes, les voûtes, les descentes entrent comme, élémens nécessaires dans la composition de monumens et édifices qui satisfont à toutes les conditions de régularité et de symétrie; il n’en est pas de même des voûtes qji’on appelle trompes, et qu’on n’emploie le plus souvent que po.ur remédier aux inconvéuiens qui proviennent de l’irrégularité du terrain sur lequel on construit, ou pour étendre certaines parties d'édifices dans les étages supérieurs, ou pour changer dans ces étages quelques distributions intérieures. Cependant de petites trompes peuvent servir à couvrir des enfoncement réguliers, qu’on pratique dans l’épaisseur des murs, pour, recevoir des vases, des statues ou d’antres objets de décoration ; celles-là diffèrent des trompes destinées à soutenir des saillies, qui sont des hort-d'œuvrçs, que le bon goût en architecture exclut, et qu’on n’admet que lorsqu’on y est forcé par quelques circonstances.
Les trompes sont de petites voûtes terminées par des surfaaes coniques. . Étant destinées à soutenir des murs en saillie, elles supportent de grandes pressions, et par cette raison on les divise çn voussoirs comme les grandes voûtes, par des plans normaux à leurs, surfaces. Ces voussoirs ont pour arêtes de douelles, des droites qui concourent vers les sommets des cônes. On a aussi donné le nom de trompes à des voûtes terminées par des surfaces sphériques, cylindriques et autres; parce qu’elles sont appareillées comme les trompes, de manière que les courbes, arêtes dp douelles, partent d’un point apparent de la naissance de la voûte. La partie de la voûte voisine de ce point est formée d'une seule pierre, qu'on nomme trompillon.- Connaissant le cintre
de ce trompillon, la surface réglée normale qui passe par ce cintre, est déterminée; les voussdtrs de la trompe sont compris entre le cintre extérieur de cette trompe, et le joint normal du trompillon.
Trompe dans lanf’le, biaise, en talus. N° r, App., pi. i3.
Définition.
* 64- Soit AE.A'E' la section horizontale d’un mur de bâtiment prolongé dans les deux sens BA et DE, et interrompu sur la longueur BD, base du triangle BCD. L’espace en coin qui se projette horizontalement suivant te triangle, doit rester libre sur une hauteur donnée, à partir du niveau supérieur du terrain; on satisfait à cette condition, en changeant les directions des faces verticales et parallèles du mur principal; la section horizontale de ce mur devient alors ABCDE.A B'C'D’E'. Cependant le bâtiment a, dans les étages supérieurs, la forme qu’il aurait, si le mur n’était pas interrompu; il s’ensuit qu’une j>ar’tie de ce bâtiment est en saillie par rapport aux murs BC.B'C', CD.C'D', et pour la soutenir, on élève sur ces murs, comme pieds-droits; une voûte dont le plan des naissances est horizontal. Ce plan coupe les faces verticales BC, CD des pieds-droits et la lace du mur principal suivant le triangle ECD. On prendpour la surface de la voûte, un cône droit dont le sommet est' en C, et qui a pour côtés les droites CB, CD. La face ABDE du mur principal coupe ce cône suivant une ellipse. Ayant divisé cette ellipse en arcs dont les cordes sont égales, et le nombre de ces arcs étant égal à cgjui des voussoirs, on conçoit P*r le* points de divisions et par l’axe du cône un premier système de plans normaux. Une section circulaire du cône est aussi divisée en autant de parties égales qu’il y a de voussoirs, et un second système de ptans normaux au cône passe par ces nouvelles divisions; lés plans normaux qui divisent en deux parties égales les angles dièdres formés par les plans des deux premiers systèmes de même rang, comprennent les joints des voussoirs.
Lorsque la face AE du mur principal est en talus, otl dit que la trompe est en talus ; elle est de plus biaise, lorsque les arétesrfle douelles BC, CD du plan des naissances ne sont pas de même longueur. XY étant la trace horizontale d’un plan vertical, perpendiculaire à la droite AE, l’angle AXZ sur ce plan mesure le talus du mûi* principal.
Lè cintre du trompillon est parallèle au plan qui a pour traces horizontale et verticale, les droites ERX, XZ. Le joint du trompillon est une surface réglée dont làdroile génératrice, normale au cône de la trompe, passe par une ellipse semblable â êellc qui forme le cititrè apparent de cette trompe.
La surface conique de la trompe étant seulement assujétic à passer par les droites CR, CD, il y a une iufmité de surfaces qui satisfont ji cette condition. Les auteurs des anciens traités de coupe de pierres ont varié sur le choix de celte surface. L’idée très-simple d’employer le cône droit à base circulaire, est de M. Girard; alors la surface réglée, joint du trompillon, est engendrée par une droite qui a pour directrice l’axe du cône droit de la trompe.
. . De la construction de l' épure.
65. On prend pour pjans de projection, le plan horizontal des naissances. de la trompe, et le plan vertical XV perpendiculaire aux faces du mur principal. On déduit de ces deux projections, tout ce qui'ost nécessaire pour .l’application du trait surja pierre. Cette application se jait pour le trompillon, par la méthode d’équarrissement, 'et pour ies voussoirs de la trompe, parla méthode des beveaux. C'est pourquoi il faut, i” construire l’intersection de la surface de joint du trompillon par les faces du parallélipipède rectangle capable de ce ■trompillon; 2° résoudre pour chaque voussoir les deux pyramides triangulaires (page 1 37, art. 8, liv. II), formées chacune par les plans du cintre de la trompe, de l’un des deux joints, et par un troisième plan mené par les deux arêtes de douelles, plan qui contient la douelle plate. ( La douelle plate est le quadrilatère formé par les deux arêtes de la douelle d’un voussoir et par les droites qui joignent les extrémités de ces arêtes.)
Les deux pyramides ont leurs sommets sur le cintre, aux extrémités des arêtes de douelles; elles ont pour arête commune, la corde dit cintre qui joint ces extrémités. Chaque joint contient deux autres arêtes des pyramides, dont l’une est aussi arête de douelle; l’autre est la droite intersection du plan de joint et du plan de tête qui contient le cintre; Ayant contruit les angles que les trois arêtes de chaque pyramide font entre elles, on détermine les angles dièdres ou beveaux, par la méthode exposée ( page 139, art. t a).
Trompe, sur le coin. N° i^App., pl. il\, .
Définition. .... , ^
66. Soient AF.AT’, FE.F’E' les sections horizontales de deux murs d’un bâtiment, qui se rencontreraient à angle droit, s’ils étaient prolongés jusqu’au plan vertical FF', mais qui sont interrompus sur les longueurs RF, DF, côtés du carré BCDF. L’espace qui se projette horizontalement suivant ce carré, doit l'ester libre sur une hauteur donnée, à partir du niveau supérieur du terrain.
Il est nécessaire, pouf satisfaire à cette condition, d’infléebir le? murs principaux suivant les côtés BC, DC du carré BCDF; ep sortç que la section horizontale des murs du bâtiment devient ABCDE.A'B'C'DE’. Cependant le bâtiment doit donser ver dans les étalés supérieurs la forme qu’il attrait, si les murs principaux AB.A'B', DED'E' n’él aient pas interrompus; il s'ensuit que ht partie supérieure du bâtiment, correspondant au carré BCDF, sera en saillie sur les quatre murs terminés par les plans verticaux AB, BC, CD, DE > c’est pour la soutenir qu’on élève sur ces murs, comme pieds-droits, une voûte co-> nique. Le plan horizontal des naissances de cette voûte, coupe les faces extérieures des murs suivant le carré BCDF, dont les côtés CB, CD sont les arêtes de doucHès des premiers voussoirs de la trompe dite sur le coin. Ayant pris pour la surface de cette trompe le cône droit dont le sommet est en C, et dont le côté CB ou CD faitavec l’axe CF l’angle DGF o:t FCD de 4 V, le cintre extérieur de’ la trompe est formé des deux sections du -cône par les plans verticaux BF, FD;ct parce que ces plans sont parallèles anx plans tangetis du cône incués par les. droites CB, C.D, il s’ensuit (art. Si , liv. I*r, page 48 ) que le cintre est formé de deux paraboles Gmb, C ml, comprises entre les deux droites rectangulaires F d, FG, et Yb, FG, respectivement égalés atix droites ED et FIL ‘
Cette trompe a, comme là première, un trompillon d'une seule pierre, dont le cintre est formé des portions des mêmes paraboles CTrnb, G rul, qni ont pour projections, horizontales les droites é/i tlf, respectivement parallèles aux droites BF, DF.
Les joints, qui. divisent la trompe sur le coin en voussoirs, Sont aussi, comme. pour la précédente n® 1, dans des plans qu’on déterminé, en égalisant autant tpie possible les épaisseurs des voussoirs; et les cordes des douelles de . ces voussoirs sur le cintre apparent. •
Construction de l’épure.
67- °A prend pour plans de projection, i° le plan des naissances de la trompe pour plan horizontal; a” les plans verticaux BF et FD, qu’on t^mène dans le plan vertical HSH’ perpendiculaire à l’axe CF, en les faisant tourner autotir de la verticale F, ou FG.
On déduit de ces deux projections, t * les angles dièdres des douelles plates et du cintre; a* les dévélôppemens des douelles plates.
On remarquera que la douelle plate de la clef est un quadrilatère, divisé en deux triangles isocèles par l’horizontale ni ri, qui joint les extrémités des arêtes de douelles passant par les points rn et n des deux paraboles du cintre.
Le plan de cette douelle plate coupe la' verticale FG au poiift g, qu’on détermine en menant la parallèle CL à m'ri, et en portant la droite' FL dirigée suivant FD en Fi; la droite in prolongée’ coupe la verticale FG au point g; ce qui donne les côtés égaux gm, gn du petit triangle isocèle de la douelle plate de la clefc ? ,
L’application du trait sur la pierre, tant pour ce trompillon que pour les voussoirs de la trompe, se fait par les procédés indiqués dans la notice sur la trompe précédente N’ i> App., pl. 1 3.
Trompe cylindrique. N* 3, App., pl. 1 5.
DtlinUioo.
68. Cette trompe est destinée à soutenir un mur en tour ronde, en saillie sur un mur droit On voit, rue Garancière, église Saint-Sulpice de Paris, une trompe de cette espèce, qqi soutient une chaj>ellc circulaire. La section du mur droit par le plan horizontal des naissances de la trompe, est terminée par deux droites parallèles AB, CD. Le même plan couperait la face extérieure du mur en tour ronde prolongée, suivant le cercle du centre E et du rayon £F; U contient Taxe GH de la surface cylindrique de la trompe. Cette surface est un cylindre droit, qui«a pour axe la droite GH parallèle à CD; un plan vertical A CG la coiipe suivant un cercle du centre G et du rayon GC.
Le cintre apparent de la trompe est une courbe à double courbure, iutersectionde deux cylindres droits, l’un horizontal, qui termine la trompe, l'autre vertical, qui termine le mur en tour roude. Cette courbe a pour projection horizontale, Tare de cercle IFK du rayon EF. Les plans de joints qui divisent la trompe en voussoirs passent par la droite EF perpendiculaire sur le milieu de la corde IK de l’arc IFK, et divisent le demi-cercle vertical du diamètre 1K, en un nombre impair d'arcs égaux.
Le trompillon a pour cintre la ligne d'intersection du cylindre droit horizontal de la trompe et du cylindre droit vertical, dont la section horizontale ijk est concentrique à l’arc IFK. Lojoint du trompillon est une surface réglée normale à sa douelle; les faces adjacentes sont planes. La projection horizontale du trompillon est comprise entre les droites il, km, parallèles à la droite ÉF; il a pour section par le plan vertical AB, le rectangle Imno.
• Construction de T épure.
69. Ayant pris pour plan horizontal, celui des naissances de la trompe cylin-
drique, et pour plau vertical la face verticale AB du mur droit, on y projette, 1* les cintres de la trompe et du trompillon; a° les arêtes de douelles de la trompe. . .
On déduit de ces deux projections, i* les intersections du joint du trompillon,-par les faces horizontales et verticales de ce trompillon; a0 le développement des douelles dcsvoussoirsde la trompe; 3° le développement des joints plans de ces votissoirs, en observant que chacun de ces plans coupe le cylindre droit vertical du mur en tour ronde, le cylindre droit horizontal de la trompe, et la surface réglée du joint du trompillon : ce qui donne trois courbes planes, pour le Contour d’un joint; les autres lignes de ce contour sont trois’ droites qui appartiennent, respectivement à la face horizontale no du trompillon, à la face verticale AB du mur droit, et à la face verticale du parement de chaque voussoir.
N' 4- Trompe sphérique, en nic/ie.
• D finition.
70. Cettre trompe couvre un espace circulaire, pris dans l’épaisseur d’un mur en tour ronde. Le plan horizontal des naissances de cette trompe coupe les faces extérieure et intérieure du mur en tour ronde, dont le centre est en O, suivant les cereles concentriques ABC, A B C', et la surface sphérique de la trompe suivant le grand cercle FEG du rayon DE; d’où il suit mie la section horizontale de la niche est comprise entre les deux arcs de ccrcres FEG, FB'G, qui se ooupent aux points F. "et G. On mèuc la droite FG, qui joint ces deux points, et on décrit sur cette droite, comme diamètre, un demi-cercle vertical qu’on divise en un nombre impair de parties égales : les plans menés par les points de division et par la droite BDO, qui joint les centres O et D des arcs FB’G, FEG, divisent la trompe en voussoirs.
Le cintre extérieur de la trompe est une courbe à double courbure, intersection de la portion du cylindre droit vertical, qui passe par l’arc FB'G, et de la sphère du rayon DE, dont le centre est D. Le trompillon a pour cintre un cercle vertical. d'un diamètre/", parallèle h la droite FG. Le joint du trompillon et des voussoirs de la trompe, est un cône droit, dont le sommet est en D, et qui a pour base le cintre ( fg J'ig ).
IjCs joints des voussoirs de la.trompe, qui passent tous par l’horizontale DB</, ont pour traces sur le plan vertical XY, des droites qui divisent en parties égales le cercle/- cjj ; deux de ces droites, telles que dj, dG, sont les limites de la projection verticale de l’un des voussoirs.
34o * GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
La doucllc de ce voussoir est une portion de surface sphérique dont le contour est formé, 1* d’un arc vertical 3’4 du petit ccrclej f'ig, cintre du trompïïïùn; V de deux arcs de grands cercles, dont les prolongemens passeraient par le point É du plan horizontal; 3* d’une portion de la courbe à donbic courbure, intersection de la douelle sphérique cl du çjlipdré vertical FfTG.
Ce contour a pour projections horizontale et verticale, les quadrilatères
Construction de l'épure et application du trait sur la pierre.
7 1 . Les plans de projection sont, i° le plan horizontal des naissances de fa trompe ^sphérique deux plans verticaux XY, XY, l’un pcqiendiculairc et •
l'autre parallèle à la droite 01)1)11] du plan des naissances, qui passe par l’axe vertical O du mur en tour ronde, et par le centre D de la surface sphérique de là trompe. ■'
. Ayant pris pour le solide capable du trompillon, le parallélipipède ( hnnh, l'tnn'h’., LMN1I ), 011 construit les intersections du joint conique de cetrompillon, par les faces du parallélipipède.
L’application du trait sur la pierre capable d’un vbusfsorr, se fait mi moyen des deux joints développés de ce voussoir et du contour de la tête sur le cylindre vertical FI) G. En développant ce cylindre, on a poirr la tête du voussoir compris entre les joints <Y. 5, «Y-G", la figure «, dans laquelle la courbe 1.3 est le développement de 1# portion de Courbe à double courlntre, qui se projette horizoutalenflPnt en t.a.
Pour développer les joints, on suppose que les plans qui les contiennent tournent ailtour de la droite horizontale BIT, pour s’appliquer sur le plan horizontal. •.'■■■' ' - .
Le premier joint ( BB’, r/‘.3'.5), développé Jtg.j, a pour contour une figure composée 1° d’un arc de grand cercle de la surface sphérique de la trompe; a" d’une droite du joint du trompillon; 3° de deox cltipses, intersections des cylindres verticaux du mur en tour ronde par le plan de joint ; 4* d'one horizontalc du parement vertical, parallèle à la "droite BB’. '
Le contour du second joint ( BB’, rf'j'.C ), développé fig.j'i diffère du contour précédent, parce que le plan de ce jirint ne rencontre pas seulement le joint conique du trompillon, mais encorela face horizontale supérieure ( hnnh , m'n ) de ce trompillon. A la place d’une droite-unique gp (jig-j)à tl premier contour, Qn a ( Jtg.j ) les deux droites gq, </r, qui appartiennent, l’une au joint conique du trompillon, et l’autre à h face horizontale supérieure de ce trompillou.
$ V. sacvLiJUt». ( N" i -a-3-4, App., pl. 1 7- ao. )
•)<x. Là partie d’un bâtiment ou d'un édifice, occupée par un escalier, se nomme la ctrge dé cet escalier. On distingue deux espèces d’escaliers, les uns à marches parallèles, les «titres à marchas tournantes. ]>-s premiers conviennent aux grand» édifices, dont ils sont le principal ornement; leurs marches sont égales en hauteur et IntgetiP: le rapport de ces deux dimensions est ordinairement celui de 1 à 3. O11 pose les marches sur un massif rampant, de manière que les deux faces apparentes do chacune d’elles, qu'on appelle, en charpente, marche et conire-marrhe, soient l’une horizontale et l’autre verticale. Le massif ést tontenn par les murs de la cage et par d’autres murs parallèles, distans des premiers de la longueur des marches. La construction de ces rtmrs, et le tracé des marches parallèles, ne présentent aucune difficulté de stéréotomie. Il îl’en- est pas de même des escaliers à marches tournantes, dont les emplàcemens sont le plus souvent très-irréguliers, mal éclairés, et qui ne deviennent praticables que par dés combinaisons de lignes et de surfaces qui se raccordent.
Les escaliers à marches tournantes sont ou à noyau plein ou à jour. Nous allons donner des exemples de ces deux variétés.
psctdiers à noyau plein. N“ 1 et 1 bis, App., pl. 17.
73. Ces deux escaliers se construisent dans les tours; le noyau est un cylindre vertical à base circulaire du ‘rayon 1 , App., pl. 17). L’en-
ecinfe de la cage est un mur en tour ronde, qui a pour épaisseur DD', différence des 'deux rayons AD' et AD. Soit .1. F la distance à laquelle 011 se tient de- la face intérieure i.a.3.4 du mur Cn tour ronde, pour s'ap-
puyer commodément sur une rampe fixée contre eu mur. Ou décrit du point A, comme centre, avec le rayon donné AF, un eerçle qu’on divise en arcs éganx, tels que FF. I.a corde de ces arcs ne peut pas être moindre que la longueur du pied. Les hauteurs des marches et leurs largeurs, mesurées sur le cercle du rayon AF, sont constant&s; les rayons AF, AF’,..,, menés par les points de division, sont les projections des arêtes horizontales des marches. Ces arêtes coupent le cylindre vertical, qui a pour base le cercle du -rnydti Al, en des points d’une hélice, dont le pos(p. i56, art. 3ü ) est détermiuc par le rapport du la largeur d'une marche et de sa^iauteur; d'où il suit que ces mêmes arêtes appartiennent à une surface réglée, dont la génératrice,
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constamment horizontale, a pour directrices-!» verticale A, axe du noyau, et
l'hélice dont la projection horizontale est le cercle t. 9.3.4..-,
En développant le cylindre vertical qui a ce cercle pour base, sur le plan vertical XY {Jîg. a ), perpendiculaire à la droite A3 {Jîg. i ), l’hélice directrice de la surface réglée des marches devient une droite Int, dont l'inclinaison, à l'égard de l'horizontale XY,.est déterminée par le rapport de la largeur mn d'une marche, mesurée sur le cercle i.a,3.4.—, et de sa hauteur hn. On aurait pu terminer le dessous des marahes par une surface continue, égale à celle qui passerait par les arêtes supérieures de ces marches, et qui serait coupée par le cylindre vertical i.a.34 {Jîg. t )» suivant une hélice qui aurait pour développement {Jîg. a ) une droite l'iri parallèle à lut. On a simplifié la construction de chaque marche, eu supposant que sa seation par le cylindre vertical, i.a.3.4, est sur le développement {Jîg. a ) le polygone abctie. ta côté ab de ce polygone est égal à la hauteur d'une marche; le côté bc mesure la quantité dont une marc he avance sur l'autre; ad est la somme de cette quantité et de la largeur de la marche mesurée sur le cercle 1. 4.3.4; 1* côté ed est une verticale parallèle à ab, dont la hauteur est donnée.
Enveloppant le cylindre vertical t.a.3.4 parce polygone, le côté ce devient une portion d'hélice, et la face courbe de la marche qui passe par cette hélice, est engendrée par une droite horizontale qui s'appuie sur Taxe vertical A {Jîg. I ). ta cylindre vertical du noyau, qui a pour base Te cercle du rayon AB, • coupe la marche suivant une figure qui devient sur le développement (Jîg. 3 ), un polygone abede, du même nombre de côtés que le polygone donné do la Jîg. a, et marqué des mêmes lettres.
Nous n’avons considéré jnsqu’à présent que la partie de chaque marche comprise entre le noyau et le mur en tout ronde do la cage; mais cette marche a un noyau, qui fait partie- du noyau plein de l’escalier, et qui est compris entre les deux plans horizontaux ad, bc {Jîg. a et 3 ). C'est pourquoi le développement {Jîg- 3) de la marche comprend le parallélogramme aa’cc' ( qui se prolonge au-delà du cadre de la planche ). dont le côté ad, ou ce est égal à la circonférence dn rayon AB {Jîg. t ). La projection horizontale de cette marche EE’B3'.3.E, est marquée [Jîg. i) d'un trait plein. Toutes les marches étant égales, elles ont des projections ou des sections égales, sur chacun des trois plans, ftg. i, a, 3.
Les marches font plusieurs révolutions autour du noyau. Uoe figure telle que EE'B3'.3, est la- projection horizontale do toutes les marchés, dont les arêtes horizontales sont dans le même plan Vertical 3.3'. ta distance verticale de deux de ces marches doit être d’environ deux métrés, pour qu’en montant l’escalier, on ne soit point obligé de s’incliner. Si la cage entière corn-
Di
prend vingt marches pour une révolution (ce qui a lieu sur la fig. I ), chaque marche aura en hauteur un décimètre. En montant l’escalier, on voit le dessous des marches d'une révolution supérieure, efon aperçoit la discontinuité qui résulte d’un système de faces courbes hélicoïdes, adjacentes k de petites faces planes verticales. C’est pour éviterjeette apparence, qu’on a construit (N*. I bis,App., pl. »7) l’escalier circulaire à noyau plein, en terminant le dessous des marches par une surface réglée continue.
Explication des figures i, a, 3. N® i bis, App., pl. 1 7.
74. I.c noyau, la cage, les arctes horizontales des marches étant les mêmes que sous la figure N° 1, on conçoit la sirrface continue qui passe par ces arêtes, et dont la section cylindrique développée (fi g. 2 ) est la droite tm. Ayant mené sur ce développement une parallèle lin à cette droite, on plie la ftg. a' sur le cylindre vertical 1.2. 3.4, et la droite lin devient une hélice directrice:de la surface du dessous des marches. Le mouvement de la génératrice de cette surface est déterminé pat deux autres conditions, d’être constamment horizontale, et tangente k la surface extérieure du noyau plein.
On donne ( fig . a ), i°. la hauteur ab d’une marche; a" la quantité pb donc une marche avance sur l’inférieure; 3® la longueur d'une verticale cpk comprise entre les deux parallèles lm,tm‘ ; ce qui détermine sur la droite Im, le point c, et la distance cp de ce point k l'horizontale bp.
La droite de la surface du dessous des marches, qui passe par le point c (fig. a ), est, en projection horizontale ( Jig . 1 ), une tangente CC’ au cercle du rayon AG. Cette droite est une arête de douelle de la voûto dont la marche est un voussoir. On prend pour le joint de ce voussoir, un plan passant par l’arête de douelle, et normal à la douelle au point milieu de l’arête. Ce joint conpe le plan horizontal bp (ftg. a ), suivant une horizontale qui passe par le point/, et le cylindre vertical i.a.3.4, suivant une portion d’ellipse dont la transformée est (fig. 2 •) la courbée/.
Le second joint de la marche doit être égal au premier : c’est pourquoi il faut que la seconde arête de douelle de cette marche passe par le point c Çjig. a), distant de l’horizontale adp de la hauteur verticale e'p' = cp; ce qhi détermine le point é de la droite Tm', et les projections horizontales (EE‘ ( fig. 1), EEV<T') de la seconde arête de douelle, et d’un joiut passant par cette arête. La droite EE' est tangente au cercle du rayon AG, puisqu’elle est la projection d’une droite de la surface inférieure des marches.
La section entière de la marche développée (Jig. a ), est formée de’ quatre droites ab, by, ce, da, et de deux courbes égales cy, ed. Développant le cyün-
dre «lu noyau plein (Jig. 3 ), le contour de la section tle la sp arche par ce cylindre est abyctùl ; il est aussi formé de quatre droites et .de deux courbes égales cy, e’d. Les verticales marquées des mêmes lettres (Jig. a et 3) sont de même longueur. • ... . • .. . ...
Chaque marche do l’escalier N° i bis porte, comme la marche de l'escàber N* i, une assise du noyau, dont la hauteur est déterminée par la distance verticale des points u etc (Jig . 3 ); c’est pourquoi il faut ajouter au développement dirnoyau (Jig . 3 ), le parallélogramme ( prolongé au-delà du cadre de la planche) ad b'c, qui a pour côtés la droite aL> =.cq (Jig. a ), et la droite ad égale à la circonférence dtl rayon AB (Jig. i ) du noyau.
Les marches des deux escaliers N"1 1 et i bit, étant engagées dans l’épaisseur du mur de cage, a;Ues sônt soutenues d'un bout parce mur, et de l’autre par le noyau plein dont elles font •partie.
Escaliers à jour. N“.a et 3, -4pp., pl. 1 8 et iq..
ris à jour. N* a, App., pl. 18.. ; “
DcûuilioB.
75. La vis à four est un escalier composé de marches qui s’appuient seulement par une extrémité sur l’un des murs de la cage. Ces marches forment une voûte; elles sont terminées en dessons par une snriace réglée : chaque marche est un veussoir, qui a pour douelle une portion de cette surface.
les murs de cage étant droits, les- intersections des faces intérieures de ces murs, par tin jitau horizontal, forment'tin polygone; on trace unecoorbe tangente aux côtés de ce polygone, et on se sert de-cette courbe pour diviser la cage de l’escalier en deux parties, destinées Tune pour les marches, et l’autre pour le jour. L’emplacement qu’on appelle jour est terminé par une surface cylindrique verticale, qui a pour base une courbe équidistànte de celle qui est tangente aux côtés du polygone de la cage. Les marches occupent l’espace compris entre Je jour et les murs de la cage. Dans les deux exemples -précédons, K" 1 et 1 bis, App., pl. 17,1a cage et le jour sont terminés par des surfaces cylindriques verticales, qui ont pour bases des cercles concentriques. . * La face horizontale de chaque marche porte à l'une de ses extrémité» {celle qui est du côté du jour), un balustre vertical qui supporte une rampe. La (listahce à laquelle on se tient de cette rampe en montant l'escalier, étant donnée, on s’en sert pour tracer sur le plan de la section horizontale du jour, une ciîurbe équidistante du contour de cette section. De chaque point <le ce contour carnau- centre, avec la distance donnée, pour rayon, on décrit ihi
arc de. cercle, et la ligne tangente à tous les arcs de cercle ainsi décrits, termine la courbe équidistante, sur laquelle ou mesure la largeur des marches. Cette cotn-be étant divisée en arcs de même longueur, ou mène par les points de division* des droites que l’on considéré’ coin me les projections horizontales des arêtes horizontales des marchés, ou des intersections des plans des faces de cesmarches, faces dites en charpente marche e t contre-marche, lui condition de passer parles points de division de la courbe éq.uidistantedu jour, ne détermine pas les projections de ces arêtes; ce n’est que par un tâtonnement qu’on parvient à fixer'la position la plus convenable de ces droites. Ce tâtonnement, .qu'on appelle balancement des marches, a pour objet de donner à ces marches des dimensions à peu près égales, et d’évitei; des changemcns brusques de courbure, soit dans la surface du dessous des marches, ou sur les ligues apparentes de cette surface.
On est dirigé dans cAle opération, plus mécanique que géométrique, par la considération Que les projections horizontales des arêtes des marches, doivent diviser le contour de la section horizontale du jour, en parties qui augmentent et diminuent progressivement par degrés insensibles, Sur deux portions consécutives de ce contour,
Explication des figures 1 , a, 3, Àpp. pl. 1 8. Escalier N” a (Vis à jour).
70.- Soient \fig. 1) abc. ..h et i.a.3.4...8, les lignes du plan horizontal, qui représentent le jour de l’escalier et la ligne qu’on suit en montant cet escalier. On divise cette dernière ligne en parties égales i.a, a.3,..„7.8. ... '
L’opération du balancement détermine les droites i.«, a .b, 3.c,.. 8.A, qui sont les projections horizontales des arêtes des marches. Cesdroites prolongées forment un polygone, limite d une courbe continue x/iy...a, tangente aux côtés de ce polygone. Ayant' tracé cette courbe, la surface du dessous des marches est déterminée.
De la surface du dessous des marches.
77. Le cy lindre vertical qui a pour base la courbe i.a.3... (fig. 1), coupe les arêtes horizontales des marches en des points, qui appartiennent évidemment à une hélice, puisque leS bailleurs verticales des marches sont égales. On prend cette hélice pour la directrice d’une surface réglée dont la génératrice, constamment horizcmtalc, se meut en touchant le cylindre vertical qui a pour base la courbe a0y...» , et pour déduire de cette surface, celle qui terf mine le dessous des marches, on suppose que les droites génératrices des deux
surfaces, sont pour chaque position, parallèles entre elles dans le même plan vertical, et que leur distance verticale ne change pas.
Il résulte de cette hypothèse, i° que tout plan vertical passant 'par l'une des droites a. t ,A.a, c.3...., contient l'arête horizontale de la marche dont cette droite est la projection, et une génératrice de la surface du dessous des marches; a° que la distance verticale de l'arête et de la génératrice est constante.
Construction d’une marche (fig. i, a et 3).
78. Soient 1.9, 9.3 (/ig. t),les largeurs des deux marches Consécutives.. 1a' marche supérieure recouvre une partie de la marche inférieure, et ce recouvrement étant donné, nous supposerons que sa largeur, mesurée sur la ligne 1.9.3..., soit égaleàR.aouR’3. On mène parles points R, R' les tangentes Rr«, R’r’fl, à la courbe «£/'-•«*» et ces droites sont les projections horizontales des arêtes de douelle de la marche. La plus courte distancetle ces deux arêtes est égale eq longueur, à la hauteur d’une marche.
les marcEcs étant comprises entre la cage LM NO et le jour ahc..Ji, les projections horizontales des arêtes de douelles ont les mêmes limites. Ayant divise ces projections en deux parties égales aux points rn et m, on conçoit par les points correspondais des arêtes, des normales aux douelles; chaque arête de douelle et sa normale déterminent un plan de joint de la marche. La distance de l’arête de douelle à la face horizontale de la marche supérieure ou inférieure étant connue, on en déduit les parallèles St, SV aux droites Rr, R'r, qui îerminent les projections horizontales des joints.
■ . De la normale à la surface du dessous des marches.
• 79. Les arêtes de douelles sont tangentes au cylindre vertical qui a pour base la courbe a3y...w, et passent l'une par l’arête verticale «, l’autre par l’arête verticale £. On substitue aux élcraens de la surface du dessous dgs marches, et suivant ces arêtes, des paraboloïdes tangens,qui ont pour génératrices une droite horizontale, dont le mouvement est déterminé par la condition de passer par l'hélice i.a.3...8 et par l'une des verticales a, g. Les normales à ces paraboloïdes, ou les perpendiculaires aux plans tangens qu’on a déterminés (art 1 5a , liv. 1er), fixent la position des plans de joints de la marche.
De V application du trait sur la pierre.
80. Chaque marche est engagée clans l’épaisseur du mur de cage, et en considérant celle dont la projection horizontale {fg. 1 ) est ar'pq, et qui se termine au plan vertical p<j, parallèle à la face verticale MNPQ du mur de cage, on construira (/ ig . a) l’intersection de cette marche par le plan pq. On connaît dans cette figure la hauteur a.a' de la maçche, la distance Kr ou RV de l'arête de douelle an plan horizontal s.i ou a'.3‘, et la différence R’k des horizontales menées par les points R, R’, laquelle est égale à la hauteur a.a’ d’une marche.
On ajoutera a la section plane {fig. a) de la marche, le développement ( fig. 3) du cylindre vertical abc. ..h {J! g. 1 ). Ayant d’abord exécuté le solide dont la • projection horizontale est égale à celle de la marche, et qui est compris entre deux plans horizontaux distans entre eux de la quantité kr {/ig. a ), on passera de ce solide à la forme de la marche, au moyen des deûx panneaux
{fg- a el 3 )-
Escalier a jour N° 3, ^4pp., pl. 19. — Courbe rampante.
81. Les marches en pierre d’une vis à jour, dont les extrémités sont engagées dans l’épaisseur du mur de cage, n’ont de points d’appui que sur ce mur; quoiqu’elles y soient fixées pardes barres dé fer qui les traversent, elles ne peuvent supporter que de faibles pressions, et on doit éviter l’emploi de cet escalier pour transporter de lourds fardeaux. Le poids d’une charge tend à rompre la marche qui la supporte vers l’extrémité engagée dans le mur; et l’effort est d'autant plus grand, que la ligne qu’on suit en montant l’escalier est plus éloignée du mur de cage, ou moins éloignée du jour. On pourrait augmenter la résistance, en diminuant la longueur de la marche; mais ce moyen n’est praticable que lorsque l’espace occupé par la charge, ou le nombre de personnes qui montent l’escalier de front, n’est pas déterminé. Une autre espèce d’escaliers à jour, capables de supporter de grandes pressions et même tles chocs, se compose de marches comprises entre le mur de cagef et une voûte particulière qu’on nomme courbe rampante.
Définition de la courbe rampante, App.,/>/. 19.
8a. Les murs de la cage étant donnés, on détermine, comme pour la vis à jour ( Escalier N* a, -dj’p., pi. 18), i° la ligne alcd...,h du jour, équidistante de la courbe tangente aux côtés LM, MN, NO du polygone formé par la section horizontale des murs de la cage; a° la projection horizontale i.a.3...8 de la ligne qu'on suit en montant l’escalier; 3" la courbe a£y...u, qu'on obtient par l'opération du balancement ( art. ^4i |>- 3 1 1 ), courbe à laquelle les projections des arêtes horizontales des marches, i.a, a .b, 3 c, 8.A, sont tangentes; t\ la surface continue des arêtes horizontales des marches, engendrée par une droite horizontale dont le mouvement est déterminé par ces deux conditions, .de passer par l’hélice dont la projection horizontale est la ligne j .a.3.,.8, et d’étre tangente au cylindre vertical, qui a pour.base la courbe u&y... u.
Cela posé, la courbe rampante esrun solide compris entre deux cylindres verticaux, qui ont pour bases la ligne du jour abed^.h, et une ligne équidistante de celle-là, a'...d...K ; les faces supérieure et inférieure de ce solide, appartiennent à des surfaces réglées, dont la génération se déduit de celle de la surface continue qui est le lieu géométrique des air-les horizontales des marches.
Des surfaces supérieure et inférieure de la courbe rampante.
83. Un plan vertical quelconque, tangent au cylindre vertical qui a pour base la courbe contient une horizontale de la surface continue des
arêtes des marches, et deux autres horizontales parallèles, dont l’une appartient à la surface supérieure de la courbe rampante, et l'autre à la surface inférieure. Les distances respectives de ces trois horizontales étant domftes, les surfaces réglées qui sont les lieux géométriques de ces droites, sont déterminées. Chacune d'elles a pour directrice, une hélice tracée sur le cylindre vertical i. a. 3. ..8, et sa génératrice mobile est tangeute au cylindre vertical
• 'De la surface moyenne delà courbe rampante.
8.j. Un plan vertical quelconque, tangent au cylindre vertical a0y...u, contient les deux droites horizontales et équidistantes des surfaces supérieure et inférieure de la courbe rampante; une troisième droite horizontale, à égale • distance des deux premières, appartient à la surface moyennç de la courbe rampante.
Le cylindre vertical dont la base est équidistante des lignes<2...<A../j,
et qui divise en deux parties égales l’espace compris entre les deux cylindres verticaux qui ont ces lignes pour bases, co|^ie la surface moyenne de la courbe rampante, suivant une ligne qu’on appelle la ligne moyenne de ce solide; les plans de joint des voussoirs de la courbe rampante, passent par des points déterminés de- cette ligne, et sont normaux à la surface moyenne.
. Des joints de la courbe rampante.
■ 85, La grandeur des voussoirs de la courbe rampante est déterminée par les dimensions des pierres destinées à la construction de cesasolides. Ces dimensions étant connues, on divise en plusieurs parties la ligne moyenne de la courbe rampante, dont la projection horizontale est A.'..D...II, et on suppose que les joints de#Un des voussoirs doivent passer par les points de cette ligue moyenne, qui se projettent horizontalement en E et en F.
Chacun de ces joints est déterminé par deux conditions, la première d’être normal à la surface moyenne, la seconde de passer par une droite de cette surface. Ayant mené les droites Et, FS, tangentes à la courbe sa/3-/..., aux points t,/3, ces tangentes seront les projections des droites de la surface moyenne, par lesquelles on doit mener les plans de joint.
La seconde tangente F/8 prolongée, coupc la ligné I.2.3...8 au point <p : considérant cette ligne comme la projection d’une hélice de la surface moyenne, la tangente à cette hélice au point . dont $ est la projection horizontale, et la verticale passant par le point de contact /3, sont les deux directrices d’un jxi- ' raboloîde qui sera tangent à la surface moyenne, en supposant que ces deux surfaces aient pour génératrice mobile, une droite horizontale: or l’on sait (art. i5a, liv. 1" ) mener une normale à ce paraboloïdç; donc les deux droites . qui déterminent le joint passant parle point de la surfacemoyenne, dont F est la projection horizontale, sont connues. Le second joint, passant par le point dont E est la projection horizontale, se construira de la même manière.
Construction de l’épure, App., pl. 19.
86. Le premier plan de projection {fi g. 1 ) étant parallèle aux faces horizontales des marches de l’escalier, on prend deux autres plans {fi g. 1 c(3) de projections verticales, respectivement perpendiculaires aux droites horizontales eEV, et par conséquent nux plans de joint. Soit xy ( fig . 1 ) la trace horizontale du premier plan vertical, le plan de joint y sera projeté suivant la droite pq. On projette sur ce même plan les quatre arêtes de la courbe
CÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, rampante, ou les lignes d’intersections dés quatre surfaces courbes qui terminent ce solide; on ajoute aux projections verticales (Jig. a et 3) de ces arêtes, celles des lign^ de la surface supérieure et inférieure de la courbe rampante, qui se projettent sur le plan horizontal en AEDFIil. Ces projections (Jig. a ) sont coupées par la droite pfq en des points qui ont leurs correspondans sur \bjig. i; d'où il suit que les projections du contour du premier joint sont déterminées sur les Jig. t et a.
On déterminera de la mémemanière (Jig. i et 3 ) les projections du contour du joint, dont le plan passe par le point (E, e) de la surface moyenne. Ayant ( Jig . i ) la projection horizontale du voussoic entier, on connaît les faces verticales .XY, Z dïui parallélipipède capable du voussoir. Pour déterminer les faces inclinées de ce parallélipipède, on emploie un troisième plan vertical XT (Jig. l\ ), parallèle à la droite XY (fig. i ), et on projette le voussoir entier sur ce plan. Cette projection ( fig. 4 ) du voussoir e.^la limite des parallèles RS, TV, projections verticales des faces inclinées du parallélipipède,
Application du trait sur la pie/re.
87. Cette application a pour objet de donner au parallélipipède ( XYZ, RSTV),fig. 1 et 4, la forme du voussoir de la courbe rampante. .
Les cylindres verticaux a...d...h, a' ...d ...Il {Jig. 1 ), qui comprennent la courbe rampante, sont coupés par les faces inclinées RS, TV (fig. 4 ) du para 11 êli pi pède, suivant des courbes; on développe en K' (Jig* 5 ) ces courbes, et on y ajoute les droites, intersections des plans de joint et des laces inclinées RS, TV (Jig. 4).
Les joints ( pq, fig- a ), (p'q'ifig- 3) doivent aussi être développés, et les figures a, K' montrent ces joints dans leur véritable grandeur. Le contour de chacun de ces joints est formé de quatre courbes, intersections de ce joint et des quatre surfaces de la courbe rampante. On a ajouté k ce contour le parallélogramme qui résulte de l’intersection du plan de joint et du parallélipipède capable du voussoir.
Les lignes d’intersection du joint et des faces cylindriques du voussoir, sont prolongées jusqu’aux côtés du parallélogramme.
Au moyen des trois panneaux K, K’, K.” (Jig. a, 3,5), on substituera d’abord aux faces planes verticales XY, Z (fig. 1 ) du parallélipipède, les portions de surfaces cylindriques, qui comprennent la courbe rampante, et ensuite on tracera sur le solide ainsi modifié, le contour du voussoir de la courbe rampante, dont on a les projections (Jig. I et 4).
La courbe rampante, considérée comme w • voûte, a pour pied-droit le sol,
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et on la soutient dans sa partie supérieure par des pilastres ou colonnes. Les marches de l’escalier, placées entre cette courbe rampante et les murs d'enceinte de la cage, y sont engagées par leurs extrémités, et deviennent, par la résistance de ces poiuts d’appui, capables de supporter de grandes pressions. Dans le cas où les marches devraient être terminées par une surface de même genre que celle qui forme la face supérieure ou inférieure de la courbe rampante, on traiterait chacune de ces marches comme si elle appartenait à une vis à jour N" i,App.t pl. i8.
Les deux premiers escaliers N“ i et i bis, App., pl. 17.se construisent seulement en pierre ! il n’en est pas de même des escaliers à jour N“ a et j, App., pl. t8 et 19; on les exécute plus souvent en bois qu’en pierre. La construction en bois n’apporte que de légères modifications dans la forme des marches de la vis ji jour et des voussoirs de la courbe rampante.
Escalier N* 4* App., pl. ao, in-folio. — Fis Saint ■ Gilles.
88. La vis Saint-Gilles est une voûte destinée à supporter les marches d'un escalier tournant. Elle a pour pieds-dtoits, 1“ un hoyau plein de la forme d’un cylindre droit à base circulaire; a° un mur eu tour ronde de même axe que le noyau. L’espace compris entre la face extérieure du noyau plein, et la face intérieure du mur en tour ronde, forme ta cage do l’escalier.
Soit (/ig. 1, App., pl. ao) un plan vertical passant par l’axe kl du noyau plciii, dont la trace horizontale A$ contient le rayon AB de ce noyau, et la largeur "BC de la cage. Sur BC comme diamètre, on décrit le demi-cercle BCDE, qu’on divise eu arcs égaux CF, FE..., DB,‘de nombre impair. Ayant achevé les deux figures A BD/ et CDEF.<f4HKGrL, il. faut concevoir les surfaces héliçoie/cs (note II, page 289) qui ont pour génératrices, les dignes mobiles BD, DL de la première figure, toutes les lignes droites ou circulaires de la seconde, et pou* axe commun la verticale kl. Le mouvement se fait dans le sens indiqué par la flèche sur le plan hoy^ptal (/ig. 2 ).
L’horizontale BC ( /?g. I ) engendrera la surface des naissances de la voûte, et le demi-cercle BCDEF engendrera la surface de la voûte. Le solide engentfré par la figure triangulaire BDL, fait partie du noyau plein, et se décompose, comme ce noyau, par tranches horizontales. 1a section horizontale (/ig. * ) de ce noyau et du solide liéliçoide a pour contour, i° la circonférence du rayon AB, moins l'arc B’L’ ; au les deux courbes B’ü’, D'L’ intersections du plan horizontal et lies surfaces héliçoides engendrées par l’arc BD et par la droite DL. I.a voûte secomposc de solides héliçoîdes qui ont pour génératrices des figures de cinq côtés tels que EJ1F, EG, FBI, Glv, UK. Ce dernier côté en-
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gendre un cylindre droit; les autres côtés engendrent des surfaces héliroïdes. Chaque solide héliçoïde se décompose en voussoirs par des plans de joint perpendiculaires a l’hélice décrite par lomilieu M de l’arc tle cercle EMF. Cette hélice a pour projection horizontale le cercle NN'/j'n”, décrit (Jig. a ) du point A comme centre avec le rayon ATS ; on la nomme hélice moyenne.
Soit AN' (Jig. a ) le rayon de ce cercle, perpendiculaire à l'horizontale AC. On projette chaque voussoir de la voûte sur tm plan vertical (Jig. 3 ), perpendiculaire à ce rayon; la tangente à l'hélice moyenne au point (N', p), y étant projetée parallèlement, le plan de joint perpendiculaire à celle tangente, y est représenté par sa trace «J. On projette sur le plan horizontal le contour du joiut N° i, et on remarque que, quel que soit le point de l’hélice moyenne par lequel on mène un autre plan de joiut normal à cette hélice, le contour du joint et sa projection horizontale ne changent pa^, C’est pourquoi l’on a transporté la projection du joint N" i, sur les projections N" a et 3, en ayant soin que les contours de ces trois projections soient respectivement placés de la même manière, |var rapport aux droites AN', An', An".
Ayant les projections horizontales (Jig. a ) des joints extrêmes d’un voussoir de la voûte, on connaît les dimensions d’un [larallélipipède rectangle, capable de ce voussoir, et dont les faces sont parallèles ou perpendiculaires au plan vertical (fig. 3 ); on développe ( fig. l\ ) les faces de ce solide qui lui sont perpendiculaires, et on trace sur ce développement les intersections des plans de ces faces et des cylindres droits engendrés par les côtés verticaux "/i, K/' (fig. t ) du rectangle ghYLÀ circonscrit à la ligure EMFGHK.. Enfin on développe (Jig. 5 ) le joint perpendiculaire à l’hélice moyenne, qui a pour trace (Jig. 3 ) la droite IjjJ. On rapporte sur ce développement (Jig. 5 ), t* les droites, intersections des plans de joints du voussoir et des faces du parallélipipède capable de ^re voussoir; a” les courbes intersections des memes plans et des deux solides héliroïdes, qui ont pour génératrices le rectangle gh K/î, et la figure EMF1IK.G \jig. i ). •
Au moyen des figures i, a|fltf £, on dopne au parallélipipède capable d’un voussoir, la figure de ce voussoir, déterminée par les projections sur les [dans figures a et 3.
8i). En considérant l’un des vmissoirs, dont la tète est visible, et qui a fti naissance sur un plan vertical AC l (Jig. t ), ou sur tout autre plan vertical An' (fig. a ), ce dernier plan A n coupe le parallélipipède capable du voussoir, suivant un parallélogramme qu’on a rapporté en (fig. i ), tel qu'il doit être placé sur la figure EFIIKG, considérée comme la seefton du voussoir par le même plan A n (fig. a ).
Du tracé des épures à l’usage des apoa reilleurs.
90. Les appareilleurs tracent les épures de coupe des pierres sur deu^plaus, l’un horizontal et l’autre vertical. Les dimensions parallèles à ces plans y sont représentées dans leur grandeur naturelle. Les aires sur lesquelles on trace ces épures doivent être parfaitement dressées. On obtient facilement des surfaces lisses et planes, au moyen du plâtre gâché, qu'on emploie dans un état de mollesse, et qui prend, au bout de quelques minutes, la dureté convenable. Le tracé des lignes droites sur les aires, ou plans de projection , se fait au moyen d’un cordeau qu’on tend par les deux bouts. Une pointe dirigée suivant le cordeau, forme l'empreinte d’une ligne droite; autrement on frotte le cordeau avec de la pierre tendre, et en le cinglant dansun plan perpendiculaire à l 'aire, on y trace une droite de la couleur de la pierre.
9 1 . Nous n’avons considéré dans l’appendice qui précède, que la partie géométrique de l’appareil des ouvrages de pierres. Si l’ou veut connaître les dimensions des voûtes, les rapports de grandeurs^ntre les parties qui les composent, on consultera les livres qui traitent spécialement de l’art de bâtir, et notamment ceux du savant AI. Rondelet, architecte du Panthéon. Nous terminerons cet appendice par un article qui est extrait de son Traité théorique et pratique de l'Art de bâtir, tome 3, page 81.
Sur les qualités les plus essentielles des pierres relativement à leur emploi dans la construction des édifices.
99. M. Rondelet a fait, sur cent quarante-cinq espèces de pierres, plus de huit cents expériences, d'où il a tiré les conclusions suivantes:
i° Dans toutes sortes de pierres, la pesanteur, la force, la dureté, la nature du grain, la contexture plus ou moins serrée, sont des qualités qui semblent se déduire les unes des autres. Ainsi, dans les pierres de même espèce, les plus pesantes sont ordinairement les plus fortes, les plus dures, celles dont le grain est plus fin, la texture la plus compacte.
a° Les pierres dcnfcla couleur tire sur le noir ou le bleu, sont plus dures que les grises, et celles-ci que les blanches ou rousses; et en général celles qui ont les couleurs les plus claires, sont ordinairement moins fortes et moins pesantes.
3“ Les pierres dont le grain est homogène et la texture uniforme, sont plus fortes que celles dont le grain est mélangé, quoique ces dernières soient quelquefois plus dures et plus pesantes.
4° Les qualités des pierres influent aussi sur la manière dont elles s’écrasent : celles qui ont le grain fin, la texture homogène et compacte, et qui
rendent un son clair lorsqu’on les frappe, se divisent en lames ou en aiguilles; les plus fières se brisent tout-à-coup et avec bruit, et se réduisent en poudty;.
5° Les pierres dont le grain est moins fin, qui ont leur texture moins compacte, et qui ne résonnent que peu ou point, se décomposent en pyramides, ayant pour bases les surfaces du solide, de manière que les pointes se réunissent au centre; ou la pierre se réduit en poussière; les deux pyramides opposées, ayant pour bases le dessus et le dessous du solide, chassent celles du tour; ces dernières se divisent par fentes verticales.
6° Toutes les espèces de pierres éprouvées ont diminué sensiblement de hauteur avant de s’écarter et même de se fendre. Cette diminution a été plus considérable dans les pierres qui se décomposent en pyramides.
7“ Lorsque les pierres avaient en hauteur plus de deux fois la largeur de leur base, les parties comprises entre les pyramides formées, se fendaient verticalement, en se divisant en lames ou en aiguilles.
8° On a éprouvé encore qu’il faut moins de force pour faire fendre les pierres vives que pour les écraser, tandis que les pierres molles s’écrasent plutôt qu’elles ne se fendent.
9° L’indication la plus importante est celle qui fait apercevoir que la force des pierres de même genre est à peu près comme le cube de leur pesanteur spécifique.
XOXS DES PIERRES.
Grés blancs
Cliquard de Meudon. .
Liais de Bagncux. . .
Blanc franc de Montrouge.
Roche d’Arcucil. . . . .
Roche dure de Ch âlillon.
Pierre de Saint-Cloud. .
Pierre de Saint-Leu. .
Pierre ponce
Lave du Vésuve. . .
Porphyre.
Granité de Normandie. , Marbre noir de Flaudrc. .
Marbre blanc. .
Gipse, ou pierre h plâtre. .
POIDS u’tIX UÈVEE CUBE EX EIIOCBAMMES.
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POIDS POÜ» ECRASEE tlX CUBE DE CIXQ CEXTIlf ÈTEES UE CClTÀ.
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(Voyci les Traités sur ta résistance des bois et det matériaux employés dans les constructions, par MSI. Girard, Navier, Trcgold, etc.)
ÉDITION
Page *3, ligne 18 : CA, lisez CA*.
Page *4 , ligne 7 : dn, lisez du.
Page 79» ligne 7 en montant :fig . 7, lisez fig. 6.
Page 98 , ligne 6 : placera, ajoutez [art. 68).
Page 118, ligne 9 : lattis, ajoutez de long pan.
Page mi, ligne 14 : la droite Sq, lise* rq.
Page aaa, ligne a : et IK, lisez à IK.
Page *33, ligne 5 en montant : pdUctuee, ajoutez rond. Page *45, ligne 16 : (C, CC), lisez (C, C).
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Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/bub_gb__Agfdc8-0K0C. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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