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PRÉFACE
En demandant au savant illustre dont j'ai suivi les leçons et auquel j'ai eu l'honneur de succéder dans la chaire de Géométrie criptive à l'Ecole des Beaux-Arts, la permission de lui dédier cet ouvrage, j'ai tenu à acquitter envers lui, dans une bien faible i sure, il est vrai, une dette de reconnaissance et j'ai voulu laisser entendre que je ne m'écarterais pas des excellentes méthodes , il a toujours préconisées.
Je vais, en quelques mots, essayer de faire comprendre l'esprit de ces méthodes. Cela me justifiera peut-être de faire paraître un •eau traité de géométrie descriptive, alors qu'il en existe déjà un si grand nombre, rédigés par des professeurs si distingués.
En principe, tout problème qui se pose sur les corps solides doit, tout d'abord, être résolu dans l'espace et comme si la géométrie descriptive n'était pas inventée; après quoi, la science que Monge a créée, en coordonnant, par un effort de génie, les élémenls épars dans les méthodes de trait employées par les charpentiers et par les appareilleurs, nous permet de réaliser graphiquement, sur une feuille d'épure, la solution qui a été trouvée.
La géométrie descriptive n'est donc pas une science abstraite ; c'est, au contraire, et par excellence, une science d'application. C'est la géométrie appliquée au dessin et ce n'est pas autre chose.
C'est pourquoi les meilleurs modes de représentation et les meilleurs tracés, en géométrie descriptive, sont ceux qui font image.
La projection sur le sol, ou projection horizontale, ou bien encore le plan par terre comme disaient et comme disent encore les praticiens, est la projection principale de toute figure que l'on veut représenter géométralement.
En co'ant les divers points de celte figure, c'est-à-dire en en donnant les hauteurs, soit au-dessus soit au-dessous du sol, on détermine très exactement ces points dans l'espace. C'estle système de représentation par plans cotés. 11 est complet, mais il a pour inconvénient de ne pas faire suffisamment image et la représentation purement graphique y est combinée avec des calculs numériques.
C'est pourquoi, dans la géométrie descriptive proprement dite, au plan par terre on joint des projections verticales, c'est-à-dire des projections faites sur des murs verticaux, lesquelles, sous le nom d'élévations et de coupes, donnent graphiquement les hauteurs et ajoutent à l'aspect. C'est ce qui fait dire très justement, à M. Ossian lionnel, que faire la projection verticale d'un point revient, en définitive, à donner la cote figurée de ce point.
C'est à la Stéréotomie, principale application it origine de la Géométrie ce ;criptive, qu'il faut toujours revenir pouf prendre l'idée juste des méthodes à adopter. Or il n'est pas rare, dans une épure de stéréotomie, d'avoir une seule projection horizontale îles voûtes ou des ebarpeutes que l'on étudie, et de chercher, tout autour de ce plan, plusieurs projections verticales sur des murs verticaux différents, ebacun de ces murs étant choisi soit parce que la représentation de telle ou de telle partie de la construction y sera plus simple ou plus imagée, soit parce que la solution du problème à résoudre y sera plus immédiate.
Dans mon traité de géométrie descriptive je procéderai en m'inspirant des mêmes principes. C'est ainsi, pour ne prendre qu'un
exemple, qu'un plan, à mon avis, ne sera jamais mieux défini que par une de ses horizontales et par une section plane perpendiculaire à cette horizontale, c'est-à-dire par une ligne de plus grande pente. C'est à tort que l'on donne à la trace verticale sur un mur quelconque la même importance qu'à la trace horizontale. Le plus ordinairement je ne me servirai pas des traces verticales des plans. D'ailleurs elles sont presque toujours en dehors des limites de l'épure.
J'ai rappelé que la géométrie descriptive n'était autre chose que du dessin de précision (1). C'est pourquoi, avant toujours à notre disposition plusieurs méthodes de trait pour résoudre un problème donné, nous devrons choisir celle qui permet d'exécuter les constructions dans le moindre espace et qui économise le plus possible de lignes.
Ces quelques explications suffisent, je pense, pour indiquer au lecteur dans quel esprit ce livre a été conçu.
J'ajouterai que ces leçons de géométrie descriptive sont celles que je professe aux Elèves architectes de l'Ecole des Beaux-Arts et aux Elèves des cours préparatoires de l'Ecole des Ponts et Chaussées, c'est à-dire à des jeunes gens qui ont immédiatement à en faire l'application soit aux ombres, soit à la construction, soit au dessin de leurs projets. Avec un pareil auditoire, il n'y a pas à s'égarer dans des spéculations vides ni à faire montre d'une science inutile ; c'est un grand bien pour le Professeur que ces conditions maintiennent dans un juste milieu.
Je n'entends pas dire, loin de là, que la science doit être bannie d'un cours de géométrie descriptive. Sans exiger des Elèves qu'ils sachent faire la démonstration des théorèmes relatifs aux surfaces, il est nécessaire, cependant, qu'ils connaissent les énoncés de ces théorèmes et qu'ils puissent en dégager les propriétés graphiques dont ils auront à faire l'application dans les épures.
C'est ainsi, par exemple, que s'ils connaissent les conditions dans lesquelles deux surfaces du second degré se coupent suivant deux courbes planes, ils éviteront, dans les problèmes d'intersection et dans les recherches d'ombre, des erreurs souvent grandes, et qu'ils pourront réduire au nombre strictement nécessaire les points à rechercher pour assurer le tracé des courbes qui constituent la solution du problème.
Le cours que je publie est complet, puisqu'il s'étend depuis les plus simples éléments relatifs à la ligne droite et au plan, jusqu'aux surfaces gauches et aux surfaces hélicoïdales ; néanmoins il est élémentaire, en ce sens que les propriétés de ces surfaces, souvent assez compliquées, y sont étudiées sans le secours des mathématiques supérieures.
Le lecteur qui voudrait approfondir davantage ces questions trouvera, à la fin du volume, un complément relatif à la courbure des surfaces et aux problèmes d'ombres qui exigent des notions de géométrie infinitésimale.
Enfin, j'estime que la géométrie descriptive doit s'étudier le compas à la main et que l'on né peut se familiariser avec ses ai thodes que si l'on fait un grand nombre d'épures.
C'est pourquoi j'ai mis dans mon livre beaucoup de figures, et je les ai accompagnées d'un texte extrêmement concis ; c'ea aussi pourquoi j'engage le lecteur à étudier ce cours en exécutant, ne serait-ce que sous forme de croquis, toutes les épures, petite ou grandes, qui s'y trouvent.
Janvier 1887.
J. PILLE T
(1) On a lu grand tort, daus les lycées et daus les collèges, d'enseigner la géométrie descriptive a des jeunes gens qui n'ont pas encore fait de dessin géométrique. Ces élèves n'ont jamais rien vu, ni rien observé, ui rien représenté. Il en résulte qu'ils ne voient pas dans l'espace les constructions qu'ils tracent sur le papier. Dans ces conditions, la géométrie descriptive devient une sorte de jeu de patience, sans intérêt et sans portée.
Un professeur de géométrie descriptive doit savoir dessiner. 11 doit connaître la perspective et la stéréotomie
CHAPITRE PREMIER
GÉNÉRALITÉS
§ L — But de la géométrie descriptive. — La géométrie descriptive a pour objet :
(a) De représenter sur une surface plane, n'ayant que deux dimensions, largeur et profondeur, les objets à trois dimen-
ons (largeur, profondeur et hauteur);
(b) De résoudre sur les dessins obtenus, tous les problèmes que l'on pourrait résoudre dans l'espace, sur les objets
eux-mêmes.
Fig. 1
Peint de vue
flambeau.
Fig. 2
§ 2. — Différents systèmes de projections.
(a) Projections coniques ou perspective (fig. 1). — 0 est la position de l'œil du spectateur, T un tableau, ordinairement plan et vertical, analogue à une vitre transparente. Les rayons visuels tels que OA, OB.... menés de l'œil aux différents points A, B... de l'objet
à représenter, recoupent en a, b le tableau. La ligne ab est
l'image perspective de la ligne AB. - Si la ligne AB au lieu d'être droite était courbe, l'ensemble des rayons visuels formerait un cône, d'où le nom de projection conique.
Analogie complète (fig. 2) du problème de la perspective et de celui des ombres au flambeau.
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(b) Projections cylindriques, se subdivisant en projections droites (fig. 3) et projections obliques ou perspective cavalière (fig. 4 et 5).
Si le spectateur s'éloigne à l'infini, ses rayons visuels tendent à devenir parallèles, et la projection conique devient une
projection cylindrique. Les rayons visuels prennent alors le nom de projetantes. Le tableau prend le nom de plan de projection.
La projection est orthogonale (on dit encore droite), si les projetantes sont perpendiculaires au plan de projection (fig.3). La projection est dite oblique, s'il en est autrement. Les projections obliques prennent souvent le nom de perspective cavalière.
On remarquera l'analogie qui existe entre les projections obliques (fig. 4) et les ombres dites au soleil (fig. 5). Nota. — Jusqu'à nouvel ordre, nous ne nous occuperons que des projections droites, auxquelles nous donnerons le nom de projection, sans ajouter le qualificatif droite.
§ 3. — Défigurations dues aux projections.
(a) Une droite est réduite, comme longueur, en projection (fig. 6). — Cela résulte de ce fait que, dans un triangle
rectangle, un côté de l'angle droit, A b, est plus petit que l'hypoténuse AB. En perspective cavalière il n'en serait pas de même : la projection oblique, cd, d'une droite pourrait être (fig. 4) plus grande que la droite elle-même CD.
(b) Il en est de même d'une surface (fig. 7) ; elle est réduite en étendue.
(c) Un angle peut être réduit ou amplifié (fig. 7). — Cela résulte de ce fait que la somme des angles d'un triangle est égale à deux droits. Par conséquent, si deux des angles étaient réduits, le troisième serait forcément augmenté.
Fig. 8
§4. -• Défigurations nulles (fig. 8).
Théorème. — Toute figure plane dont le plan est parallèle au plan de projection s'y projette en vraie grandeur et parallèlement à elle-même.
En effet, la figure AB, ab est un parallélogramme, puisque les lignes Àffl et Bb sont égales et parallèles. Donc AB est égal et parallèle à ab.
De même, le triangle cde est égal au triangle CDE, comme ayant ses trois côtés égaux. Etc.
§ 5. — Défigurations complètes (fig. 9).
Théorème. — Toute figure plane dont le plan P est perpendiculaire au plan de projection s'y projette en raccourci,
suivant une ligne droite x y qui est in Fïg.u la trace de son plan sur le plan de
projection.
Cela résulte de ce théorème que :
lorsque deux plans, P et H, sont perpendiculaires l'un sur l'autre, si d'un point B, ou A, ou C, de l'un d'eux, on abaisse une perpendiculaire sur l'autre, cette droite est, tout entière, contenue dans le premier.
Généralisation au cylindre (fig. 10). — Toute figure tracée sur un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de projection, se projette suivant une même courbe mn qui est la trace de ce cylindre sur le plan de projection.
Généralisation aux ombres (fig. 11). — Toute figure plane ABC dont le plan passe par la source de lumière (soleil ou flambeau) porte ombre sur un plan (écran), suivant une droite ai b\ ci qui est la trace de son plan sur l'écran. (Généraliser pour la perspective.)
Fig
§6. — Angle droit projeté en vraie grandeur (fig. 12).
Théorème. — Pour qu'un angle droit BAC se projette en vraie grandeur, il suffit qu'un seul de ses côtés (Â G, par exemple) soit parallèle au plan de projection H.
Démonstration (fig. 12). — Supposons le plan de projection H horizontal. 1° AC, qui est une horizontale, est perpendiculaire à A a, qui, comme projetante, est une verticale ; 2° AC, par hypothèse, est perpendiculaire à AB. Donc AC est perpendiculaire au plan P qui projette AB ; 3° ac, qui est parallèle à AC (§ 4), est donc aussi perpendiculaire au plan P et par suite à toutes les droites de ce plan, et, entre autres, à la droite ab. C.Q.F.D.
Réciproque n° 1 . — Si un angle droit se projette en vraie grandeur, un de ses côtés, au moins, est parallèle au plan de projection.
Démonstration (même figure). — Soit Q le plan AC ac qui projette AC. Supposons que AB ne soit pas horizontal, je dis alors que AC l'est.
En effet: 1° AC étant par hypothèse perpendiculaire sur AB est contenue dans un plan S (non indiqué sur la figure 12) qui serait perpendiculaire lui-même à la droite AB, et par suite, perpendiculaire aussi au plan P qui contient AB. De plus, comme AC n'est pas horizontale, ce plan S n'est pas vertical et ne saurait se confondre avec le plan 0.
2° Par hypothèse, la droite ac étant perpendiculaire sur ab, et aussi sur Aa qui est une projetante, est perpendiculaire elle-même sur le plan P : Donc le plan Q qui passe par ac est lui-même perpendiculaire sur le plan P.
3° Donc AC étant à la fois dans deux plans distincts, S et Q, qui sont perpendiculaires tous deux au plan P, est elle-même perpendiculaire à ce plan et par conséquent est parallèle à sa projection ac, qui est aussi perpendiculaire sur P, C.Q.F.D.
Réciproque n° 2.— Si un angle, ayant un de ses côtés parallèle au plan de projection, se projette suivant un angle droit, cet angle est droit dans l'espace.
La démonstration est facile. On laisse au lecteur le soin de la faire.
Nota. — Ce théorème et ses réciproques ne sont vrais qu'en projection orthogonale. Ils cessent de l'être pour la perspective et pour les projections obliques.
§ 7. — Définitions.
(a) Projections. — Projetante d'un point (Aa, fig. 3). — Plan projetant une droite (plan AB, ab, fig. 3). — Prisme projetant un polygone (fig. 7). — Cylindre projetant une courbe (fig. H).
(b) Perspective. — Hayon visuel d'un point (o A, fig. 1). — Plan perspectif d'une droite (plan ABo, fig. I). — Cône perspectif d'une courbe.
(c) Ombres. — Hayon lumineux d'un point (Fbb\ , fig. 2). — Plan d'ombre d'une droite. — Cône ou cylindre d'ombre d'une courbe.
Nota . — On devra bien remarquer l'analogie qui existe entre toutes ces définitions.
DÉTERMINATION DU POINT ET DE LA DROITE
Fig. 13
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Fig. li
§ 8. — Une seule projection (a) sur un plan horizontal ou sol est insuffisante pour déterminer un point A de
l'espace. Il faut y joindre la cote de hauteur du point. — Cette hauteur est positive, quand le point est au-dessus du plan horizontal, négative, quand il est au-dessous. En effet tout autre point, tel que B, situé sur la projetante Art, aurait la même projection, a, que A. Mais si Ton donne la hauteur aA, du point et son sens (positif ou négatif) alors un seul point A, a pour projection cotée, a.
§ 9. — Une seule projection horizontale d'une droite est insuffisante pour la déterminer dans l'espace (fig. 14). En effet toutes les droites qui ont le même plan projetant P, auront aussi la même projection a b. Mais si l'on donne les hauteurs Art, et B b, de deux de ses points, alors la droite AB est déterminée par sa projection cotée.
Fig. 15
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§ 10. — Epure en projection horizontale cotée (fig. 15). Une droite étant donnée par les projections cotées, de deux de ses points déterminer : 1° la vraie grandeur de cette
droite ; 2° sa trace sur le plan horizontal ; 3° l'angle, a, qu'elle fait avec le plan horizontal.
1er cas. — Droite ab. — Les cotes de a (-f- 15) et de b (-)- 45) sont toutes deux positives. — Ai a, Bi b, est le rabattement du trapèze formé, dans l'espace, par les deux projetantes, par la droite AB, et par sa projection a b.
Ai Bi est la vraie grandeur de AB. — H en est la trace horizontale. — oc l'angle fait avec le sol, ou plan horizontal.
2" cas. — Droite cd. — Le point C a une hauteur négative (— 20), le point D une hauteur positive ( -(- 35). — fi est la trace. — fi est l'angle. — Ci Di est la vraie grandeur. Pour l'observateur situé à l'infini, au-dessus du sol la droite est vue, de d en (3 et cachée de p en c (1).
Remarque. — 11 faut toujours joindre à une projection cotée, une échelle indiquant le rapport constant dans lequel les longueurs doivent être réduites.
1epCas
Echelle
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Nota. — Les lignes cachées se font en ponctué
\rnerc
Les lignes vues, en trait plein, assez fort
négatit
Avant
--y — -> positif
Les vraies grandeurs rabattues, en trait mixte noir plein et assez fort.
Les lignes de construction, en pointilllé fin noir -et très fin.
ou encore en trait bleu.
ou encore en trait rouge, plein
§11. — Projection verticale cotée (fig. 16).
Une seule projection («') sur un plan vertical ou mur sera suffisante pour déterminer un
(1) Problèmes k résoudre en épures. — 1° On donne un Iriaugle par les projections cotées de ses trois sommels ABC. — Déterminer la vraie grandeur de ce triangle. — 2° Même problème, mais on supposera que l'un des sommets ait une hauteur négative. — On déterminera les traces des deux côtés qui passent par ce sommet et on en déduira la trace du plan du triangle.
point A, de l'espace, mais à la condition que l'on donne la profondeur (y) de ce point : cette profondeur est positive si A est en avant du mur, et négative s'il est en arrière.
Nota. — Les projections verticales cotées sont peu employées.
§ 12. — Double projection sur un sol et sur un mur.
Un point A de l'espace est parfaitement déterminé si l'on donne, à la fois, sa projection a, sur un sol ou plan horizontal, et
sa projection a' sur unmwr ou plan vertical. En effet, A peut se retrouver F'g- 17 Fi§- 18 dans l'espace, en menant par ses deux projections a et a' ce que nous
nommerons les deux projetantes inverses, a A etrt'A, qui se recouperont en A, dans l'espace.
Remarque I. — La projection horizontale, a, du point se nomme le V [liait, et la projection verticale, a', Yélévation du point A.
Remarque IL — L'intersection du sol et du mur [x, y) se nomme la ligne de terre.
Remarque III. — Les trois coordonnées du point A sont : l°sa largeur, ou Yx du point : on la mesurera de 0 en a" , sur la ligne de terre ; 2° sa profondeur ou Yy du point : elle se mesurera soit dans l'espace de a' en A, soit, mieux encore, sur le plan, de a" en a par la distance du plan à la ligne de terre. Si y est positif, a est en avant de la ligne de terre ; si y est négatif, a est en arrière ; 3° sa hauteur, ou le z, du point (-=Aa). La hauteur se mesure, en élévation, par la distance a" a ' de l'élévation à la ligne de terre. Si le z est positif, a' est au-dessus de la ligne de terre ; si le z est négatif, a' est a.\x-desso us.
Remarque IV. — Chaque projection constituerait une épure spéciale qui pourrait être faite sur une feuille de papier distinct. On convient de les faire sur une même feuille ; ce qui revient, en réalité, à faire coïncider le plan vertical avec le plan horizontal après avoir fait tourner l'un des deux (ordinairement le mur) autour de la ligne de terre comme charnière,
épure ci-contre (fig. 18). On y voit a' et (/ sur une même ligne de rappel, a' a" a, perpendiculaire sur la ligne de terre. Les trois coordonnées du point A sont visibles : Yx (largeur) de o en a" ; Yy (profondeur) de a" en a et le z (hauteur) de a" en a'.
§ 13. — Les quatre dièdres.
1" Dièdre, t y, positif; a est en avant de la ligne de terre point A < z, positif; a' est au dessus de la ligne de terre 2° Dièdre, f y, négatif; b est en arrière de la ligne de terre point B ( z, positif; V est au dessus de la ligne de terre 3° Dièdre, r y, négatif; c est en arrière de la ligne de terre point G | z, négatif; c' est au dessous de la ligne de terre 4e Dièdre, | y, positif; d est en avant de la ligne de terre point D {z, négatif; d' est au dessous de la ligne de terre
Cette opération constitue la mise en largeur, en profondeur et en hauteur d'un point. Il faut retenir les principes suivants :
Les largeurs se comptent sur la ligne de terre.
Les profondeurs se mesurent (en grandeur et signe) sur le plan.
Les hauteurs se mesurent (en grandeur et signe) sur Yélévation.
$ 14. — Représentation de la ligne droite (fig. 21 et 21 bis).
Une droite AB,-de l'espace, sera définie par ses deux projections ab, a' b'.
En effet, si on se donne a b et a'b' en menant par ces droites les deux plans projetants inverses P (plan projetant horizontalement) etQ (plan projetant verticalement), ils se recouperont dans l'espace suivant la droite AB, et ne se recouperont que suivant cette droite.
Exception. — Si la droite est de profil (fig. 22), c'est-à-dire dans un plan P perpendiculaire à la ligne de terre, à ses deux projections, ab, a' b' ne répondent plus deux plans projetants distincts. Ils n'en font qu'un seul P; par suite Tinter-
Fig. 21 bis
Epure.
Fig.
Fig. 23
section AB dans l'espace est indéterminée. Toute autre droite CD, du même plan de profil P, aurait les mêmes projections que AB. Dans ce cas, pour lever l'indétermination, il faut se donner (fig. 23) les projections a et a', b et b' de deux points distincts.
§ 15. — Problèmes sur la ligne droite. (Epure, fig. 24). — 1° Prendre un point (a a') de hauteur donnée z (fig. lj. Puisque les hauteurs se mesurent en élévation (§§ 12 et 13), cela revient à trouver, en élévation, un pointa' qui soit à la Fig. 24 hauteur donnée z, au-dessus de la ligne terre. (Solution
évidente sur la fig. 1.) L'élévation a' une fois trouvée, on en déduit le plan, a, par une ligne de rappel.
Cas particulier. — La hauteur sera nulle (z=o) (fig. 1). Cela revient à prendre le point dont l'élévation h' est sur la ligne de terre. On en déduit H sur le plan.
Nota. — 1° Le point HA' se nomme la trace horizontale de la droite ;
2° Nous avons mis, sur le plan, la grande lettre U et non pas h, parce que c'est le point lui-même et non pas sa projection que nous avons en H. 2° Prendre un point (bb') de profondeur donnée y. Solution analogue (fig. 2).
Cas particulier. — Chercher en v'r le point de profondeur nulle (y - o). On nomme ce point v ■ r, la trace verticale (fig. 2).
3° Connaissant les traces (H et v ') d'une droite, construire les projections de la droite (fig. 3).
Or
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(1 ) Droite verticale ( Perpendiculaire au plan horizontal.)
(2) Droite debout ^ ( Perpendiculaire j au plan vertical)
(3) Droite de niveau. (Parallèle au plan horizontal. N'a pas de trace horizontale.)
(4) Droite de front. (Parallèle au mur. N'a pas de trace verticale.)
(o) Droite fronto-horizontale. (Parallèle à xy.) (6) Droite quelconque. (V oir fig. 24.)
§ 1(>. — Droites dans des positions particulières et usuelles (fig. 25).
Sa projection horizontale a b est réduite à un point.
Sa projection verticale a1 b' est perpendiculaire à xy.
Sa projection verticale est réduite à
un point c ' d' .
Sa projection horizontale est perpendiculaire à xy, c'est cd.
En élévation, vf\ elle est parallèle hxy. En plan, v f, elle est quelconque ; mais projetée vraie grandeur. fiestVangle qu'elle fait avec le plan vertical ou mur.
En plan, gïï, elle est parallèle à xy. En élévation, g' h' , elle est quelconque ; mais projetée vraie grandeur, a est l'angle qu'elle fait avec le sol, ou plan horizontal.
En plan et en élévation elle est parallèle à xy. Elle est en vraie grandeur sur les deux projections. Elle n'a pas de traces.
En plan.rH, quelconque. En élévation, v'h', quelconquè. N'est en vraie grandeur sur aucune projection. Ni le plan, ni l'élévation ne donnent les angles a et (3, qu'elle fait avec les plans de projection.
§ 17. — Droites parallèles.
Théorème. — Si deux droites sont parallèles, leurs projections sont parallèles. Cela résulte de ce fait que les intersections
Fig. 26
de deux plans parallèles par un troisième, sont parallèles (fig. 26). Les deux plans parallèles sont les plans projetant chacune des droites. Ils sont parallèles comme contenant, d'une part, deux droites AB et CD parallèles par hypothèse, et, d'autre pari , des projetantes également parallèles, puisque nous supposons les projections cylindriques. On généralisera pour les projections obliques et pour les ombres au soleil. Mais le fait n'a plus lieu dans la perspective ou dans les ombres au flambeau, parce qu'alors les projetantes ne sont pas parallèles entre elles.
Théorème réciproque. — Si deux droites ont leurs deux projections de même nom respectivement parallèles, elles sont parallèles dans l'espace.
En effet (fig. 26) : soit ab parallèle à cd, en plan. Si on mène les plans projetants inverses P et Q ils sont parallèles pour la même raison que ci-dessus: Donc 1° AB et CD sont dans deux plans parallèles, ce qui ne serait pas sufûsant pour démontrer le théorème ; mais si, de plus, les deux élévations a'b' et c'd' sont parallèles, alors les plans projetant verticalement P' et Q ', sont aussi parallèles et les droites AB, CD, de l'espace, sont parallèles comme intersections de quatre plans parallèles deux à deux.
Généralisation. — Si deux droites ont leurs projections, sur un seul plan, parallèles ainsi que leurs ombres au soleil, elles sont parallèles dans l'espace.
Fig. 27
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S 18. — Reconnaître si deux droites de profil sont parallèles (fig. v27 . Emploi des projections obliques.
1° On choisit arbitrairement en RR' la direction de rayons lumineux parallèles entre eux — 2° On cherche en ai bi et c\ di les ombres portées des droites 'ab, a'b') et {cd, c'd') sur le sol, ce qui revient à chercher en ai bi ci et di les traces horizontales des rayons lumineux (§ 15). On constate que les ombres ai bi et ci di ne sont pas parallèles, donc il en est de même des droites AB et CD dans l'espace.
§ 19. — Droites concourantes (fig. 28). Les projections horizontales A et B se rencontrent en m. Les deux projections verticales se rencontrent en m'. Les deux points m et m' doivent être sur une même ligne de rappel.
£ 20. — Droites orthogonales (fig. 29). Dans le cas seulement où l'une d'elles est de front ou de niveau, l'angle droit qu'elles forment est en vraie grandeur, en élévation, ou en plan.
Sur la figure 29, la droite A est de front; comme l'angle est droit en élévation, on en conclut qu'il est également droit dans l'espace. (§ 6. Béciproque n° 2.)
DÉPLACEMENTS
iièmc Leçon.
§ 21. — Généralités.
Fis. 30
Fig. 31
Lorsque l'on veut changer l'aspect sous lequel apparaît un objet en projection, il faut ou bien :
1° (figure 30). — Laisser l'objet en place et changer la position de la personne qui regarde ; ce qui revient (puisque l'observateur est supposé à l'infini) à changer le plan (mur ou sol) sur lequel on fait la projection (mur Vi substitué à mur V). Cela constitue un déplacement du spectateur ou changement de plan (de projection) ;
2° (figure 31). — Laisser en place le spectateur, c'est-àdire le plan (mur ou sol) sur lequel on projette, mais alors faire déplacer l'objet devant le spectateur afin de le montrer sous l'aspect voulu. C'est faire ce que l'on nomme une rotation, ou encore un déplacement de l'objet. Le déplacement sera dit de front, si tous les points décrivent des trajectoires parallèles au mur ; il sera dit de niveau, si ces trajectoires sont parallèles au sol.
§ 22. — Changement de mur, pour un point. — Problème. — Connaissant les deux projections d'un point, trouver ses deux projections quand on change de plan vertical et que l'on conserve le plan horizontal.
Kègle. — Le sol est conservé, l'objet n'a pas bougé, donc : 1° Le plan (ou projection horizontale) n'a pas changé, cl 2° les hauteurs des différents points sont conservées.
Par conséquent, des points a et b, en plan, on mène les lignes de rappel a a"\ bb"\ sur la nouvelle ligne de terre xi y\
et on reporte en nouvelle élévation les hauteurs (a"i a'i — a" a') et (b"i b'i — b"b') Fis- 32 prises sur l'ancienne élévation.
Cette opération constituera ce que nous nommerons un report de hauteurs. On voit qu'elle répond, en définitive, à un déplacement de nireau du spectateur. Ce dernier s'est pour ainsi dire promené sur le sol en gardant l'œil toujours à la même hauteur.
Nota. — On pourrait conserver le mur et changer de sol, mais cette opération ne se fait presque jamais si ce n'est pour prendre un nouveau sol parallèle au premier. En effet, le plan horizontal est essentiellement le plan de stabilité des édifices. Sa direction, unique, s'impose, surtout dans les épures relatives à la construction et l'on ne saurait changer cette direction. Au contraire, tous les plans verticaux ont les mêmes propriétés de stabilité et nous aurons souvent, dans une même épure, un seul plan, et, autour de ce plan, autant d'élévations ou de coupes verticales qu'il sera nécessaire ou commode d'en donner pour l'exécution des problèmes.
La feuille de papierreprésente le Sol yi
§ 23. — Rotation autour d'un axe vertical, ou déplacement de niveau (fig. 33).
Légende. — OZ, Yaxe de rotation, dans l'espace. Il est projeté, en plan, suivant un point 0, et en élévation, suivant 0 'Z ', perpendiculaire sur XY. (Fig. 33 en perspective.)
C, le point dans l'espace. (Projections ce1.) Le point C est rattaché à l'axe par la perpendiculaire CO, nommée : le rayon de rotation du point C. En plan, le rayon de rotation est projeté, vraie grandeur, suivant co. En tournant, le point C décrit le cercle de rotation, dont le plan est perpendiculaire à l'axe. En plan, le cercle de rotation se projette, vraie grandeur, car il est parallèle au sol. En élévation, suivant une droite c'c{ . — a est Y angle de rotation.
Epure (fig. 34). — o, o"Z' est l'axe ; ce' , le point. En plan, oc est le rayon de rotation R (vraie grandeur). En plan,.
2 \Ajce
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Fi&- 33 Fis- 3i le cercle de rotation est cci (vraie grandeur). On arrête la rotation en
Ci, après avoir tourné de l'angle a voulu, et Ci est la nouvelle projection horizontale du point c. Pour avoir la nouvelle élévation, on remarque que la hauteur c"c' n'a pas changé; il suffit donc de faire de c"i en c'i un report de la hauteur primitive c" c ' . igP*,^ j. Nota. — Remarquer l'analogie complète entre la rotation autour
d'un axe vertical, ou déplacement de niveau de l'objet,ei le changement de mur ou déplacement de niveau du spectateur. Pour chaque opération, en dernière analyse, la question revient à faire un report de hauteurs : seulement, dans le changement de mur, le plan ou projection horizontale ne change ni de place ni de figure, tandis que dans la rotation ce plan doit être changé de place ; il y aura donc, en général, économie de constructions à employer le changement de mur, de préférence à la rotation.
§ 24. — Rotation autour d'un axe de bout, ou déplacement de front. — Mêmes constructions que § 23 (épure, fig. 35).
Légende. — o z, axe de rotation, de bout, c'est-à-dire perpendiculaire au mur. aa', point dans sa position primitive.
o'o, centre de rotation.
a'a'i, cercle de rotation, vraie grandeur en élévation, a, angle de rotation.
a'], nouvelle élévation du point ayant tourné.
Dans ce mouvement de front la profondeur (a a") ne change pas ; on fait donc de a"i en ai un report de profondeur, ce qui donne en ai la nouvelle projection horizontale.
Nota. — Cette opération serait analogue au changement de plan horizontal ou déplacement de front du spectateur. Dans chaque cas on serait amené à faire un report de profondeurs ; mais tandis que le changement de plan horizontal n'est presque jamais employé (§ 22, nota), par contre, le déplacement de front d'une figure l'est très souvent sous le nom de rabattement.
Fig. 35
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(En plan les 2 figures abc, ai bi ci sont égales)
§ 25. — lro Application. — Déplacement de niveau d'une figure quelconque (un
triangle, par exemple). C'est une rotation autour d'un axe vertical (fig. 36). Soit oZ l'axe de rotation.
En plan, on décrit les trois cercles de rotation a ai, bbi, cci, et, prenant sur ces circonférences des arcs d'un même nombre de degrés, on obtient le nouveau plan ai, bi, ci.
En élévation, on fait un report de hauteurs, ce qui donne l'élévation nouvelle a'i b'i c'u
Remarque importante. — Le nouveau plan ai bi ci est superposable à l'ancien abc. Son orientation seule est différente. Donc il est inutile de s'imposer la position de l'axe oZ. On décalquera l'ancien plan abc, quelque compliqué qu'il soit; on le reportera en ai bi ci dans une partie libre de la feuille, après l'avoir tourné de l'angle voulu, et, ensuite, par reports de hauteurs (en se servant du compas à pointes sèches) on obtiendra la nouvelle élévation.
§26.— 2e Application. — Déplacement de front d'une pyramide (fig. 37).
On décalque la première élévation (1) et on la reporte en (2), après l'avoir orientée sous un autre angle a.
Le nouveau plan ai bi Ci di s'obtient ensuite par un report de profondeurs.
§ 27. — Rotation d'une droite seule (en imposant l'axe de rotation) (fig. 38). 1° Prendre, en plan, deux points, a et b, de la droite, sur un même cercle de rotation, de rayon quelconque d'ailleurs. En déduire les élévations a' et b' .
GLiOM. DESC.
2° Faire tourner a, en de l'angle a demandé.
3° Faire tourner b en bi du même angle, ou mieux, à l'aide du compas, prendre l'arc ai bi égal à l'arc a b.
4° Par report de hauteurs, obtenir la nouvelle élévation a' i b'\.
Remarque. — On pourrait se servir du point pp', le plus rapproché de l'axe ; mais cela ne simplifie pas les constructions.
§ 28.— Problème. — Par changement de mur, rendre une droite de front (fig. 39). — Dans le premier système qui a xy pour ligne de terre, la droite ab, a'b' , n'est pas de front, parce que ab n'est pas parallèle hxy (§ 16). On prend alors un nouveau mur j?i yi parallèle, en plan, à a b, projection horizontale de la droite. On fait un report de hauteurs et on a en a'\ b'\ la nouvelle élévation de la droite AB. Remarque. — a'i b\ donne la vraie grandeur X de la droite, et l'angle a que cette droite fait avec le sol.
§ 29. — Même problème, par rotation (déplacement de niveau) (fig. 40).
1° Pour simplifier on fait passer l'axe vertical de rotation oz, par un point [a a') de la droite. Ce point ne bougera pas.
2° On fait tourner l'autre point de b en In jusqu'à ce que ab\ soit de front (parallèle à xy).
3° Par reports de hauteurs on obtient la nouvelle élévation a' bu, ce qui donne A et a (angle avec le sol).
Par déplacement de front (rotation autour d'un axe debout), rendre une droite de niveau (fig. 41). L'axe passe par a a'. On amène l'élévation a'b' à être parallèle à xy, ce qui la donne en a' b'i. Le nouveau plan abi donne 1 (vraie grandeur) et en |î l'angle fait avec le mur.
§31. — Changements de plans et rotations, combinés. — (Voir plus loin : Représentation ta plus générale d'un .solide, et Rabattement*).
REPRÉSENTATION DU PLAN
A. GÉNÉRALITÉS
§ 32. — Génération du plan dans l'espace.
\" Mode (1). — On donne deux droites A et B nommées directrices qui se rencontrent en M, ou sont parallèles. Une droite, appelée génératrice, mn, m'n', glisse sur les deux directrices et engendre le plan.
2° Mode, dit cylindrique (2). — On donne une directrice A et une direction, A. La génératrice mn glisse sur la directrice en restant toujours parallèle à la direction.
Nota. — Si la directrice devenait une courbe À' (2 bis), la surface ainsi engendrée serait un cylindre.
3e Mode, dit conique (3). — On donne une directrice A et un point fixe, S, nommé sommet. La génératrice m n glisse sur la directrice en passant toujours par le sommet. Si la directrice est courbe (3 bis), la surface engendrée est un cône. Le plan est donc un cas particulier du cylindre ou du cône.
Câne(3hs)
§ 33. — Épure. — Problème 1. — Sur un plan défini par ses deux directrices A A' et BB', prendre : 1° une droite quelconque ; 2° un point quelconque sur le plan (fig. 43).
1° On prend arbitrairement la génératrice 1 2, soit en plan, soit en élévation ; 2° on rappelle sur l'autre projection les
deux points 1 1' et 2 2' où elle s'appuie sur les directrices, ce qui détermine l'autre projection ; 3° sur la génératrice ainsi trouvée on prend un point quelconque nn'.
Fig. i3
§ 34. — Problème 2. — Connaissant la projection horizontale n d'un point du plan, déterminer son élévation n' (même figure). — Par n, faire passer une génératrice quelconque l, 2, en déduire i'2' et rappeler, finalement, n en n' sur 1', 2'.
Remarque. — Ce problème est le même que celui-ci : Trouver l'intersection d'un plan avec une verticale dont la trace sur le sol serait le point n.
Gela résulte de ce que la verticale qui passe par n, du sol, se projette toute entière, en plan, sur le point n.
§35. — Droites remarquables d'un plan.
(a) Horizontales ou lignes de niveau d'un plan. — Elles ont pour caractère d'avoir tous leurs points à la même hauteur. Elles diffèrent donc entre elles parleur hauteur. Celle dont la hauteur est nulle se nomme la trace horizontale du plan : elle est l'intersection du plan donné avec le plan horizontal de projection, tandis que les autres sont les intersections du plan donné avec des plans horizontaux de niveaux différents.
Conséquence. — Toutes les horizontales d'un plan sont parallèles entre elles et à la trace horizontale.
(b) Frontales, ou lignes de front d'un plan. — Elles sont parallèles au plan vertical. Elles se caractérisent par leur profondeur. La trace verticale est la ligne de front de profondeur nulle. Toutes les lignes de front sont parallèles entre elles et à la trace verticale. La trace horizontale et la trace verticale coupent la ligne de terre en un même point qui est le point où la ligne de terre traverse le plan.
(c) Lignes de plus grande pente d'un plan. — Définition. — On désigne ainsi les droites du plan qui, dans l'espace, sont perpendiculaires aux horizontales du plan.
Kig. 44 Propriété (flg. 44). — Une ligne de plus grande pente AB, fait avec le plan horizontal
un angle a, plus grand que toute autre droite du plan, AG, par exemple.
En effet, AB perpendiculaire sur MN est plus grande que AC, oblique : donc l'angle a est > l'angle p. (Démonstration facile à faire en amenant, par rotation, le point G en Ci sur le prolongement de aB.)
Remarques. — 1° En plan aB, projection de AB, est aussi perpendiculaire sur la trace MN.(§6/rhéorèmede l'angle droit projeté en vraie grandeur.) 2° AB, ou toute autre ligne de plus grande pente NK, peut être considérée comme l'intersection du plan donné P, par un plan vertical ou mur, Q, dont la ligne de terre xi yv serait perpendiculaire à la trace MN. Ce mur serait, lui-même, perpendiculaire au plan donné P. 3° L'angle a est aussi l'angle que fait le plan donné avec le sol.
B. PLANS DANS DES POSITIONS DÉTERMINÉES
§ 36. Plan perpendiculaire au mur (ou plan de bout) (fig. 43).
(a) Sa trace horizontale, P, est perpendiculaire à xy ; car lorsque deux plans, savoir le plan donné et le plan horizontal, sont perpendiculaires à un troisième, qui est ici le plan vertical, leur intersection (trace horizontale) est perpendiculaire à ce troisième, et, par conséquent à la ligne de terie xy, contenue dans ce troisième.
La trace verticale Q', est quelconque.
Fig. 45 Fig. 46 Fig. 47
(^Propriétés très importantes de ce plan. 1° En élévation tous les points du plan (§ 5) sont projetés, en raccourci complet, sur la trace verticale Q'. (Exemple, le point m, a pour élévation m'.)
2° L'intersection du plan avec une droite quelconque (ab, a'b'), et même avec une courbe quelconque (fg, f g') s'obtient à priori, en élévation sur la trace verticale en c' ou en d', et se rappelle ensuite, en plan, en c ou d.
3° La trace verticale est une ligne de plus grande pente du plan et l'angle Q' xy, qu'elle fait avec xy, est l'angle que le plan fait avec le sol.
C'est pourquoi (fig. 40', étant donné la trace horizontale P, d'un plan, si nous prenons un mur, xy perpendiculaire à cette trace, mur sur lequel nous indiquerons la trace verticale Q', du plan, nous dirons que le planP est défini par sa ligne de plus grande petits. Béciproquement si on se donne la trace horizontale P, d'un plan et l'angle a que ce plan fait avec le sol, pour le bien définir et le représenter d'une manière commode, nous prendrons un mur xy, perpendiculaire à P, et sur ce mur nous nous donnerons la trace verticale Q', faisant l'angle a (connu) avec la ligne de terre.
§ 37. — Plan vertical (perpendiculaire au sol) (flg. 47). Propriétés analogues à celles du plan précédent: La trace verticale Q' a est perpendiculaire sur xy. La trace horizontale est quelconque.
L'angle [3, fait avec le mur, est accusé, vraie grandeur, sur le sol.
Les intersections avec une droite ab, a'b' ou avec une courbe sont obtenues, à priori, en plan, en c et m, et rappelées
ensuite en c' et m' sur l'élévation.
Fig. 4S Fig. 41) Fig. 50
§ 37. — Plan horizontal (fig. 48). — Il n'a pas de trace horizontale. Sa trace verticale est parallèle à XY. Toute ûgureabc tracée sur ce plan se projette, en élévation, suivant la trace verticale a' c' b' du plan, et en plan (abc) elle se projette en vraie grandeur.
§ 38. — Plan de front (fig. 49). — Il n'a pas de trace verticale. Sa trace horizontale est parallèle à X Y. En plan, il se projette en entier suivant sa trace horizontale. En élévation il se projette en vraie grandeur. Nota. — Ces deux positions sont, de toutes, les plus simples que puisse occuper un plan.
§ 39. — Plan de profil (perpendiculaire à XY (ûg. 50). — Ses deux traces sont perpendiculaires à XY. Il se projette en raccourci complet aussi bien en plan (Pa) qu'en élévation (Q'a).
% 40. — Problèmes graphiques sur le plan (fig. 51). (a) Plan défini par deux directrices A A' et BB'. 1° Prendre une horizontale (l'2') de hauteur donnée (z');
2° Prendre une frontale de profondeur donnée (y) ; ce problème n'est pas résolu sur la figure 51. 3° Chercher les traces, c'est-à-dire une horizontale et une frontale de hauteur ou de profondeur nulle. Remarquer que
la trace horizontale (h a) d'un Fis- 53 plan est le lieu géométrique des
traces horizontales de toutes les droites tracées sur le plan. (Propriété analogue pour la trace verticale.)
(b) Plan défini par ses traces QUELCONQUES (fig. 52).
Remarquer, à priori, que les traces d'un plan sont deux directrices comme les autres, seulement elles se coupent en a sur la ligne de terre X Y. La ligne de terre sert d'élévation à la trace horizontale et sert de plan à la trace verticale. 1° Prendre une horizontale de cote donnée z (a'V, ab); 2° Une frontale (cd, c'd') de profondeur donnée (y) ; 3° Un point donné (m' m).
(c) Mêmes problèmes. — Le plan est parallèle à la ligne de terre xy (ûg. 53). Ses traces P et Q' sont parallèles à la ligne de terre.
Il est nécessaire de prendre d'abord en 12, 1' 2' une droite quelconque du plan. Après quoi il est facile de déterminer une horizontale ayant une hauteur (z) ou une profondeur (y) données.
Trace ]/ls 3>
^ — Trace H1.?
CHANGEMENTS DE PLANS COMBINÉS AVEC LES ROTATIONS. — RABATTEMENTS
§ 41.— Changement de plan vertical, pour un plan (fîg. 53 bis). — Soit xy un premier mur, et aQ' la trace du plan
sur ce mur. Soit x\ y\ un nouveau mur sur lequel on veut trouver la nouvelle trace du plan.
1° La trace horizontale ap ne change pas. 2° p sera un point de la nouvelle trace verticale.
.3° On en aura un autre m \ en cherchant la hauteur mm\ d'un point du plan qui sera pris sur le nouveau mur, c'est-à-dire en plan, pris sur xi y\ (Cette hauteur se trouve en 1, 2 sur l'ancien mur en menant l'horizontale m 2).
Nota. — Si la place le permet, ce qui arrivera très rarement, on prendra le point en », au croisement des lignes de terre, ce qui économisera quelques lignes (on prend nn'i = nn').
Fis
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§ 42. — Rotation d'un plan autour d'un axe vertical
Principe. — Pour faire tourner un plan, il suffit de faire tourner une droite et un point du plan.
Comme droite, on choisit la trace horizontale ou une horizontale du plan ; comme point, on choisit le point w qui est sur l'axe, car il ne bouge pas ; on le nommera le point fixe du plan.
Epure (fig. 54). — P, a, Q ' sont les traces du plan dans sa première position ; to, ta', z' , l'axe.
1° On cherche en w ', en s'aidant de l'horizontale « 1 — 1 ' u> ', le point du plan situé sur l'axe (ou point fixe). Voir § 34, Remarque.
2° On fait tourner la trace horizontale, p a, de l'angle p, donné ; elle prend la position p\ y (pa et pi y, sont tangents au même cercle). A ce moment le problème est résolu, car on a la trace horizontale pi yi du plan, et un point co w ' , qui n'a pas bougé.
Trace verticale nouvelle. — Par le point fixe cou' on mène une nouvelle horizontale (toc — w ' c ') ; on en cherche la trace verticale, c ' et on joint yc', ce qui donne la nouvelle trace verticale du plan. Simplification apportée par le choix de l'axe. Si on a le choix de l'axe, on fera bien de le prendre en o Z, dans le plan vertical même (fig. 55).
Dans ce cas, le point fixe, Z, se trouve immédiatement, et il appartient aussi bien à l'ancienne trace verticale qu'à la nouvelle ; on économise ainsi des lignes de construction.
Fia- 50
Fig. 57 ( plus simple)
Point ficce
% 43. — Rotation d'un plan autour d'un axe debout.
Légende. — (1) Axe debout, quelconque, w point fixe. Faire tourner la trace verticale de ap ' en pi, y, etc., etc.
(2) Axe pris dans le plan horizontal : point fixe co, commun aux deux traces horizontales, et trouvé, à priori, sur la première trace iu, etc., etc.
— lo —
§ 44. — Usage des rotations et des changements de plans.
Ils servent à amener une figure, d'une position simple dans une autre quelconque. Inversement, surtout quand il s'agit de résoudre des problèmes graphiques, ou de chercher la vraie grandeur d'une longueur, d'un angle ou d'une aire, ils servent à amener une figure occupant une position compliquée à en occuper une autre, tellement simple, que la solution demandée soit évidente.
Fig. 58
Fig. 5!»
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% 45. — Amener un plan quelconque à être perpendiculaire au mur.
1° Par un changement de plan vertical (fig. 58). Soit xy le premier mur, et P aQ ' les traces du plan. 1° On prend le nouveau mur xi y\, perpendiculaire sur P»..
2° Remarquant que sur le nouveau mur le plan va se projeter en raccourci complet, c'est-à-dire en entier, suivant sa
trace, on fait le report de hauteur pour Fig. ou un point quelconque {mm') du plan.
pm'i est la trace verticale nouvelle.
Nota. — Le plan est maintenant défini par sa ligne de plus grande pente.
Définir un plan parsa ligne de plus grande pente, ou le rendre perpendiculaire à un nouveau mur, ce sera donc la même chose.
2° Même problème par une rotation (fig. 59).
1° Prendre un axe vertical oZ ; 2° Chercher le point fixe w.
3° Faire tourner la trace horizontale pp, jusqu'à ce qu'elle soit en piy., perpendiculaire à xy ;
4° La trace verticale nouvelle est aw, car le point fixe, maintenant que le plan est perpendiculaire au mur, se projette forcément sur la nouvelle trace verticale à cause du raccourci complet que doit présenter le plan. Simplification en prenant l'axe dans le plan vertical (fig. 00). (Epure évidente).
Nota. — a est l'angle que le plan faisait et fait encore avec le sol.
Fig. 61
( point fixe)
§ 40. — Par une rotation, autour d'un axe debout, amener un plan quelconque à être perpendiculaire au sol (fig. 01).
1° Prendre immédiatement l'axe oZ dans le plan horizontal ; 2° Amener la trace verticale à être en pi perpendiculaire à xy ;
3° La trace horizontale est Zpi, et on voit en y l'angle que le plan faisait et fait encore avec le mur.
Nota. — Le même problème, traité par changement de plan, nécessiterait un changement de plan horizontal ; c'est pourquoi on le résout toujours par une rotation. (§ 22. Nota.)
% 47. — Un plan est perpendiculaire au mur, 1'
Fig. 62 Fig. 63
ensuite par une rotation à être parallèle au sol (fig. 62).
Projeter dans cette nouvelle position une figure (a bc. a'b'C ) du plan.
1° On prend comme axe une horizontale, et même, si cela est possible, la trace horizontale pa du plan ;
2° On fait tourner de l'angle p que le plan fait avec le sol. En élévation les points a'b'c' viennent en a'i b'i c'i, sur xy ;
3° On obtient finalement en ai bi ci la vraie grandeur du triangle ABC de l'espace.
Cette rotation spéciale qui consiste à amener un plan à être confondu avec l'un des plans de projection ou parallèle à lui se nomme un rabattement.
L'axe prend le nom de charnière.
Les points tels que 0... obtenus en prolongeant les côtés du triangle jusqu'à cet axe prennent le nom de points de charnière ; ils sont fixes, ce qui dispense de les rabattre et permet des vérifications très utiles.
§48.— Un plan est perpendiculaire au sol, le rabattre sur le mur (fig. 63) — Même problème; seulement la
charnière sera la trace verticale, etc.
Vérifications par les points de charnière s, 0.
Remarque. — Il est inutile de tracer les arcs de cercle a ai — bbi en plan : On prend, au compas à pointes sèches, les rayons de rotation o a — oc — ob et on les reporte directement en élévation de a" en Ai, de b" en Bi, etc., à partir de la charnière, et perpendiculairement à cette dernière.
Aorizontal:
§ 49. — Rabattement d'un plan quelconque. — Un plan est quelconque : le rendre parallèle au sol.
Solution. — 1° Prendre un nouveau mur xi yi perpendiculaire au plan. Fis- 6i 2° Faire ensuite un rabattement comme au § 47.
Epure. — Soit le triangle abc — a'b'c' , définissant un plan que l'on veut rabattre horizontalement (fig. 64).
1° Mener une horizontale quelconque (a 'd' — ad) du plan. 2° Prendre, en plan, un nouveau mur, x, ^.perpendiculaire sur ad. 3° Par reports de hauteurs obtenir en a'i b'\ c'\ la nouvelle élévation du triangle.
Remarque. — a'i c'i b\ doivent, comme vérification, être en ligne droite. Cette droite est la trace verticale du plan sur le mur xi yi.
4° Faire en B2 et C2 comme au § 47 le rabattement des points B et G. Remarque. — Le point a, sur la charnière n'a pas bougé. — Le rabattement est fait sur un plan horizontal H H ' et non sur le sol .
§ 50. — Rabattement direct d'un point d'un plan (fig. 66). Il est important de savoir faire directement le rabattement d'un point autour d'une charnière horizontale sans passer d'abord par un changement de plan vertical.
Soit ap (fig. 65) en perspective, la trace d'un plan P sur le sol, et ,f> soit A, un point du plan, à ra-
battre sur le sol en prenant a S pour charnière.
1° Abaisser clans l'espace Ai, perpendiculaire sur la charnière.
En épure (fig. 66) Ai se projette ;eAs suivant ai, perpendiculaire sur
[Point rabattu) a [5. C'est une ligne de plus grande pente.
2" Chercher la vraie grandeur (Ai) du rayon (p) de rotation du point A. Le rayon de rotation est r hypoténuse du triangle rectangle dont un côté {vertical) est égal à la hauteur [a' a") du point à rabattre et dont r autre [horizontal) est le rayon projeté {ai). 3° Obtenir en ai «2, par rabattement latéral, ce triangle rectangle. 4° Porter, sur ai prolongé, la longueur iA2 égale au rayon p trouvé en ia-z. Remarque. — On voit qu'il suffit de connaître (fig. 67) :
1° La charnière a p. C'est une horizontale ou la trace horizontale du plan à rabattre ; 2° La projection horizontale (ou le plan) du point a ;
3° "La hauteur (ici 25 m/m) du point au-dessus du plan de niveau qui contient la charnière et sur lequel on rabat. C'est ce que nous nommerons la hauteur relative du point.
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sucent re de rotation.
% 51. — Cas où le plan est défini par ses traces (fig. 68).
Rabattement de la trace verticale. — Prenant un point mm' sur cette trace, on remarque
1° Que son rabattement Mi sera sur
Fig. 68
la perpendiculaire mi, menée sur la charnière ;
2° Que le point a est tout rabattu et que, par suite, «Mi est la vraie grandeur de am' ; mais, comme am' est déjà une vraie grandeur, et qu'une même droite ne saurait avoir deux vraies grandeurs différentes, on en conclut que «Mi = awi'. Cela donne Mi au point d'intersection de mi prolongée et de la circonférence décrite de a comme centre avec a m' comme rayon.
Pour rabattre un point quelconque a: 1° on mènera l'horizontale du point a m ; 2° on rabattra m en Mi sur la trace verticale rabattue ; 3° on mènera en Mi Ai l'horizontale rabattue, et Ai sera sur cette droite et sur la perpendiculaire abaissée de a sur la charnière.
Remarque. — On recommande de ne pas employer cette méthode et de lui préférer, surtout quand il y a beaucoup de points à rabattre, celle qui consiste à prendre immédiatement un nouveau mur (xi yi) perpendiculaire au plan donné (§ -4!)).
Problème inverse du rabattement ou relèvement
Son énoncé le plus général sera le suivant :
On donne la trace horizontale d'un plan. Ce plan fait un angle connu, a, arec le sol. Relever dans ce plan, en le faisant tourner autour de la trace comme charnière, un point Ai actuellement dans le plan horizontal.
Solution (fig. G9) :
1° Définir en x\ yi le plan par sa ligne de plus grande pente.
2° Projeter Ai en a'z sur xiyi et relever a'z en a\ sur la ligne de plus grande pente aaV 3° Par ligne de rappel a'i a et par une ligne de front Ai a obtenir a en projection horizontale.
Remarque. — 1° La hauteur du point est obtenue sur le mur xi yi en a" ah. 2° En prenant le mur en Xzyz, passant par le point Ai, on aurait économisé quelques lignes de construction.
§ 53. — Rabattre ou relever un plan et entraîner dans le mouvement une figure liée invariablement à lui (%. 70).
Soit {mm') un point situé hors du plan et qu'il faut entraîner avec lui. Solution :
1° Prendre un nouveau mur #1 yi perpendiculaire sur le plan (§ 45). 2° Prendre en m'i la nouvelle élévation du point, par un report de hauteur. 3° Rattacher m'i au plan par une perpendiculaire m'i n'i (dont la longueur est 8). Remarquer que dans le mouvement le pied n'i de cette perpendiculaire viendra sur le plan horizontal et qu'à ce moment la droite S sera perpendiculaire au plan horizontal et mesurera la hauteur du point une fois entraîné ; donc :
4° Rabattre n'i en n'-z, rappelé, en plan, en ms. wi3 est la projection horizontale du point entraîné. Son élévation sur le mur Xi yi est m'i (On a n'zm'i = m'iWi = 8). 5° Ayant im, on en déduit l'élévation m'z sur l'ancien mxxv xy, puisque la hauteur 3 du point, une fois entraîné, est connue en m'i n'\.
Remarque. — La même figure servirait pour l'opération inverse du relèvement.
§ 54. — Représentation la plus générale d'une figure. — Généralités.
Imaginons (fig. 71) un cube dont les arêtes OX, 0 Y, OZ seraient : l'une (OX) parallèle à la ligne déterre, l'autre (OY) perpendiculaire au muret la troisième (OZ) perpendiculaire au sol.
Ce solide occupe la position la plus particulière qu'il puisse prendre. Il occuperait la plus générale si aucune de ses arêtes n'était parallèle à aucun des deux plans de projection.
Par trois rotations on pourra l'y amener. On exécutera :
GÉOM. DESC. 3
Fig. 71
1° Une rotation autour d'un axe vertical (parallèle à OZ). Après cette rotation, OZ restera vertical ; OX, OY resteront horizontales, mais ne seront plus ni parallèles ni perpendiculaires au mur.
Nota. — Cette rotation pourrait être remplacée par un changement de mur.
2° Une rotation autour d'un axe debout (parallèle à OY). Après cette rotation, OZ n'est plus perpendiculaire sur le sol, mais est encore parallèle au mur. OX et 0 Y ne sont plus ni parallèles ni perpendiculaires au sol ou au mur.
3° Une troisième rotation autour d'un axe vertical. — Après cette rotation, OZ, qui était encore parallèle au mur, occupe une position quelconque, et le problème est résolu.
Nota. — Cette troisième rotation pourrait être remplacée par un deuxième changement de mur.
En résumé, pour résoudre la question, il faut :
1° Faire un changement de mur ;
2° Exécuter une rotation autour d'un axe perpendiculaire à ce mur ;
3° Faire un second changement de mur. On exécute, en tout, trois mouvements, soit du solide, soit du spectateur.
§ 55. — Application à une pyramide pentagonale régulière (fig. 72).
1° Sur les figures 1 et 2, on voit le premier plan et la première élévation. Le solide y occupe une position très particulière qui permet de le dessiner immédiatement quand on connaît ses dimensions.
2° On prend un nouveau mur [xi y ). Par reports de hauteurs, on y obtient (fig. 3) une élévation latérale.
3° Par un déplacement de front (fig. 4) et par reports de profondeurs, on obtient (fig. 5) un deuxième plan, quelconque cette fois.
4° Par un nouveau report de hauteurs, on obtient (fig. 6), sur l'ancien mur xy, l'élévation définitive. Sur les deux dernières projections 5 et 6, le solide occupe la position la plus générale. — Bien remarquer que la hauteur définitive In du sommet S'3 (fig. 6) est prise en In sur l'élévation latérale (fig. 4) et qu'il n'y a aucune raison pour qu'elle soit égale à la hauteur primitive h, prise sur figure t.
Nota. — L'élévation (fig. 6) n'est pas achevée sur le croquis. On laisse au lecteur le soin de terminer l'épure.
§' 56. — Lignes vues et lignes cachées.
Règle à suivre : 1° Le périmètre de la projection, ou contour apparent, est toujours et tout entier vu. On le trace donc en plein.
2° (Fig. 3) Il y a hésitation pour un sommet placé dans le périmètre, et tel que d'i ou a'i. On la lève en regardant le plan.
d'i est vu, car il est en avant des arêtes S/ et Se, qui forment en S'i f \ et S ' c'i le contour apparent vertical de la figure 3. Pour un observateur, à l'infini, qui regarderait dans le sens indiqué par la flèche Ri, a'i est au contraire en arrière. Donc d'\ est vu et, par suite, toute l'arête d\ s'i, tandis que a'i est caché ainsi que toute l'arête S'i a'i.
DROITES ET FLANS PERPENDICULAIRES
Fis. 73
§ 57. — Théorème : Lorsqu'une droite est perpendiculaire sur un plan, les projections de la droite sont respectivement perpendiculaires aux traces de même nom du plan (fig. 73).
En effet : Soit aa' un point du plan ; et soit (ab — a'b') une horizontale du plan. Toute perpendiculaire au plan,
passant par a, sera perpendiculaire à toutes les droites qui passeront par son pied dans le plan et, en particulier à cette horizontale.
L'angle droit ainsi formé dans l'espace aura un de ses côtés (a b, a 'b ') horizontal ; donc, en plan, il sera projeté vraie grandeur (§ 6). Donc la normale au plan, an, sera perpendiculaire, en plan, à la trace a P. On fera le même raisonnement pour l'élévation. On mènera une ligne de front (a c — a 'c ' ) et en élévation a ' n ' sera perpendiculaire à c 'a'; C.Q.F.D.
§ 58. — Théorème réciproque : Si une droite (an — a'n') a ses deux projections respectivement perpendiculaires aux traces de même nom d'un plan, elle est perpendiculaire au plan dans l'espace (on dit qu'elle est normale au plan). (Fig. 73.)
En effet : 1° En plan l'angle b a n est droit ; mais un de ses côtés a n est horizontal, donc il est aussi droit dans l'espace et par suite AN de l'espace est perpendiculaire à une horizontale du plan. (Réciproque du théorème de l'angle droit, § 6). 2° On démontrera de même que AN de l'espace est perpendiculaire à une frontale du plan.
Par conséquent, à moins que la frontale ne se confonde avec l'horizontale, AN étant perpendiculaire à deux droites distinctes du plan est perpendiculaire au plan ; C.Q.F.D.
Exception (fig. 74). — Si le plan est parallèle à xy, le théorème ne s'applique plus, car l'horizontale et la frontale ne font qu'une seule et même droite.
Pour s'assurer de la normalité :
1° Prendre en xi yi un mur que l'on fera bien de choisir perpendiculaire au plan. 2° Chercher la nouvelle trace verticale pm'i ;
3P Chercher en b'\ a'i la nouvelle élévation de la droite, et constater la perpendicularité.
§ 59. — Problème : Mener par un point une droite perpendiculaire sur un plan ; trouver son pied sur ce plan et sa grandeur. (Distance d'un point à un plan.)
1er Cas. — Le plan est debout (c'est-à-dire défini par sa ligne de plus grande pente). La solution est immédiate (fig. 75, page suivante) :
La perpendiculaire est (m n, m 'n'). — mn est perpendiculaire sur la trace horizontale et par conséquent parallèle à xy.
Son pied est n'n, obtenu à priori en n' sur la trace verticale du plan (§ 30).
Sa grandeur est donnée en élévation par mW = 5, car la droite est de front (§ 16).
2e Cas. — Le plan est quelconque (par exemple donné par trois points) (fig. 76). On ramène au lor cas, à cet effet : 1° On prend une horizontale b'd' — bd du plan (de préférence celle du sommet b' qui est à mi-hauteur) ;
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2° On prend un mur a;i yi perpendiculaire à cette horizontale bd. On reporte les hauteurs et l'on a, en b'i a'i c'i le
plan projeté, tout entier, en ligne droite ;
3° Comme au !'* cas on a immédiatement en m'i n'i — mn, la perpendiculaire demandée (mn est parallèle à x\ ?/i) ;
4° Par report de hauteurs, on détermine l'élévation déûnitive, n'n', du pied de la perpendiculaire.
Nota. — La perpendiculaire est en vraie grandeur, en m'i n\ sur le mur xi yi.
3e Cas. — Plan défini par ses traces («g. 77).
Légende. — xi yi nouveau mur perpendiculaire au plan donné. — [3 a'i nouvelle trace verticale — m'i nouvelle élévation du point M.
La perpendiculaire est. m'i n'i — en plan c'est mn, parallèle à xi y y ; on trouve n' en reportant la hauteur du point n\. Vérification. — m' n' doit être perpendiculaire sur la première trace verticale, xa', du plan.
§ C0. — Problème. — Par un point (m m') mener un plan perpendiculaire sur une droite (ab — a'b'). — Prendre l'intersection. — En déduire la distance du point à la droite.
1er Cas. — La droite est de front (ûg. 78).
1° Le plan cherché sera perpendiculaire au mur; il sera donc projeté en entier suivant sa trace verticale m' F' qui
doit être perpendiculaire sur a'b', et passe, de plus, par m ' ; 2° L'intersection est n'n ;
3° La perpendiculaire est mn — m'n', mais elle n'est pas en vraie grandeur.
Pour l'obtenir en vraie grandeur il faudrait, par rotation ou par changement de plan, la rendre parallèle à un des plans de projection (§§27,28, 29, 30).
2° Cas. — La droite est quelconque (ab — a'b') (fig. 79). Soit m m' le point donné.
On ramène au lor cas :
1° En Xi yi nouveau mur pris parallèle à ab. Par reports de hauteurs on a en m'\ et a\ b'i les élévations nouvelles ;
2° La trace du plan cherché sur le nouveau mur xi yi est m'i P, perpendiculaire sur a'i b'i et sa trace horizontale est P a, perpendiculaire sur a b et sur xi yi ;
3° Le point où le plan rencontre la droite est ra'i, rappelé horizontalement en n, et verticalement en n1. — (m'i n'\ — mn), et(mn — m 'n') sont les projections de la perpendiculaire abaissée du point mm' sur la droite; elle n'est pas en vraie grandeur. On cherchait cette vraie grandeur par un déplacement (§§ 27, 28) ; •4° La trace du plan sur l'ancien mur est a Q' perpendiculaire sur a'b' .
B. DROITES ET l'LANS PARALLÈLES
Fig. 78
Fig. 79
Fig.
§ 61. — Problème. — Reconnaître si une droite (ab — a'b') est parallèle à un plan Pa Q'.
On sait que pour qu'une droite soit parallèle à un plan il faut et il suffit qu'elle soit parallèle à une droite de ce plan.
Solution (Ug. 80).— Chercher en 1 2, la projection horizontale de la droite l'2' du plan, qui aurait même élévation a'b' que (ab — a'b'). §§ 33 et 40.
On constate que 1 2 n'est pas parallèle à a b, donc, dans l'espace AB n'est pas parallèle au plan.
§ G2. — Par une droite (ab — a' b') faire passer un plan qui soit parallèle à une autre droite (c d — c' d') et le déterminer ensuite par sa ligne de plus grande pente (fig. 81).
Solution. — Par un point m' m de AB mener une droite (m' 2' — m 2) parallèle h cd — c' d' . Le plan est ainsi parfaitement défini par deux directrices. Pour le définir par sa ligne de plus grande pente, chercher en 1' 2' — 1 2 sa trace horizontale ou simplement une horizontale et prendre, en xi yi, un nouveau mur perpendiculaire à cette trace, etc.. etc. (Voir § 45).
C. PLANS PARALLÈLES
Fig. 82
Fig. 83
1er Cas : Plan debout.
2e Cas : i/uelconques (ramené au 1er cas).
§ G3. — Théorème. — Lorsque deux plans sont parallèles, leurs traces sont parallèles, et réciproquement.
Gela résulte de ce théorème que : si deux plans sont parallèles leurs intersections par un troisième sont parallèles, et do cet autre : que si deux angles ont leurs côtés parallèles leurs plans sont parallèles.
§ 64. — Problème. — Trouver la distance de deux plans parallèles (fig. 82 et 83). — Explications inutiles.
Trouver la plus courte distance de deux droites (perpendiculaire commune à ces
Fig. 8i
Fig. SS
§ Go. — Application.
deux droites).
(a) Solution dans l'espace. — A et B sont les deux droites (fig. 84 en perspective). Rappelons la solution connue :
1° Par un point C, pris sur B, mener une droite Ai parallèle à A ; ce qui définit un plan P, parallèle à A, et passant par B ;
2° D'un point D pris sur A abaisser une perpendiculaire DE, sur le plan P, et prendre son pied E ;
3° Faire glisser DE jusqu'en MN parallèlement à elle-même jusqu'à ce que E vienne sur B. — MN est alors la plus courte distance demandée, c'est-àdire la perpendiculaire commune aux deux droites A et B.
(b) Epure (fig. 85). — Suivre l'épure en regardant aussi la figure 84, qui indique la solution dans l'espace . Légende. — ce' point pris sur la droite BB'. (cf — c' f), droite menée parallèle à A A'.
B f, trace horizontale du plan de B et de (cf — c'/') ; soit P ce plan. xi y\, nouveau mur perpendiculaire à ce plan P.
pP, trace verticale de ce plan P — dd' , point pris sur A — d! \ e'i, perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan P — Te, sa projection horizontale; — de, glisse jusqu'en (mn — m'n'), qui est la droite cherchée. Nota. — Sa vraie grandeur est d'i e'i, sur le mur x\ yi.
A. COURBES QUELCONQUES
§ GG. — Définitions. — Courbes planes. — Courbes gauches.
Une courbe plane est engendrée par le mouvement continu d'un point dans un plan.
La courbe est gauche si la trajectoire du point ne peut pas être appliquée sur un plan : Dans cette première partie du cours on ne s'occupera que des courbes planes.
Sécante. — Tangente. — Une sécante AB, rencontre la courbe en deux ou plusieurs points (A, B, C). Une tangente, AT, en un point A est la position limite AC que prend une sécante AB, qui tourne de telle sorte, autour du point A, que le point voisin, B, vienne se confondre avec le point A. En A la tangente a deux points communs avec la courbe confondus en un seul. — Elle peut la recouper ailleurs, en C ' par exemple.
§ G7. — Théorème. — En projections (droites, obliques, perspective ou ombres) la tangente à une courbe de l'espace se projette suivant la tangente à la projection de la courbe (flg. 87).
En effet : La sécante ab sera toujours la projection de la sécante AB de l'espace, b se confondra avec a, en même temps que B avec A, donc les deux sécantes a b et AB deviendront tangentes en même temps.
Nota. — Le théorème est vrai pour les courbes Fig no gauches.
La normale, à une courbe, est la droite AN (fig. 88), menée perpendiculairement à la tangente, par le point de contact A. Pour les courbes planes, la normale sera prise clans le plan de la courbe.
Rebroussent
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haussement.
En un point d'inflexion 1 (fig. 89), la courbe passe d'un côté à l'autre de sa tangente. — En ce point la sécante aib, dont IT est la limite, aurait trois points a b et I qui se confondraient en un seul en même temps. On dit alors que le contact de 1T est du troisième ordre. Pour une tangente ordinaire (fig. 86), il est dit du deuxième ordre.
2" 11 y a rebroussement de premier ordre quand la courbe passe d'un côté à l'autre de sa tangente, AT (fig. 90), mais reste d'un même côté de sa normale AN. Le rebroussement est du deuxième ordre si la courbe reste d'un même côté de sa tangente, et aussi de sa normale (fig. 91).
§ G9. — Concordance des projections d'une courbe.
La figure 92 indique que l'on doit trouver sur les mêmes lignes de rappel : Les points les plus à gauche a a' ce' ; Les points les plus à droite bb' et dd' ; Les points d'inflexion ii' .
Fig. 92
Fig. 93
1° Un point tel que h' k' se nomme un point le plus haut ou le plus bus : La tangente y est horizontale.
2° Un point tel que / ou t, se nomme un point le plus près ou le plus loin (dn mur). — La tangente y est de front. Il n'y a pas concordance entre k', h' et t, I.
Graphiquement parlant, dans une épure (fig. 93), on détermine une courbe par un certain nombre de points bien choisis.
Ils n'ont pas besoin d'être très nombreux. Il est presque plus avantageux, de connaître des tangentes que des points. Un point a, et la tangente en ce point, cela équivaut à deux points.
Un point d'inflexion m, et sa tangente mn, équivalent à trois points.
B. LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. — l'eLLU'SE
§ 70. — Projection d'une circonférence.
La projection, droite ou oblique d'un cercle, est toujours une ellipse. En perspective et dans les ombres au flambeau elle peut être une hyperbole ou une parabole.
Fig. 94
Fig. 93
§ 71. — Rappel de propriétés démontrées dans le cours de mathématiques.
(a) Dans un cercle, deux diamètres à angle droit sont conjugués, c'est-à-dire : que chacun d'eux coupe en parties
égales les cordes qui sont parallèles à l'autre. Dans l'ellipse, projection du cercle, les diamètres correspondants seront donc aussi conjugués.
Ces diamètres seront les axes, si l'un des diamètres du cercle de l'espace est parallèle au plan de projection (fig. 91).
(b) A un carré circonscrit au cercle ABGD (fig. 95) répond un parallélogramme a bed (fig. 95 bis) circonscrit à l'ellipse. Cela suffit pour tracer cette dernière.
En effet : 1° aux points i, milieux des côtés, l'ellipse est tangente à ces côtés.
2° Aux points v, v, de petite diagonale et w, w, de grande diagonale, les tangentes sont parallèles à l'autre diagonale. Et l'on remarquera que sur le cercle
le rapport
OW
sensiblement 0,7
Fig. 94 bis
OC (/T
Fig. 95 bis (exactement 0,707). Par conséquent, ce
rapport se conservant en projection, on aura assez exactement les points v et w, de petites et grandes diagonales en prenant le point qui les partage aux 7/10 de leur longueur à partir du centre (ou aux 3/10 à partir de l'extrémité).
(c) Construction permettant, avec l'équerre à 45°, de partager rigoureusement une longueur
dans le rapport de — 2-^ Par o et A ( fig . 90) on mène deux lignes à 45°, qui se coupent en a. On raLat v 2
ensuite oa, en o V.
Ce tracé sera surtout utilisé dans les ombres usuelles à 45°.
Fig. 96
§ 72. — Construction d'une ellipse, connaissant les axes. (La figure est à la page suivante.) Procédé dit : par la bande de papier (fig. 97) (en utilisant la différence des axes). Faire glisser la différence PQ = sur les deux lignes d'axe. Le point M décrit l'ellipse.
Fig. 9S
Fig. 99
Nota. — Menant PN et Q N, perpendiculaires sur les axes, le point N de rencontre est un point de la normale N M.
Remarque. — \ ou 5 points par quadrant doivent suffire.
§ 73. — Connaissant deux diamètres conjugués d'une ellipse , construire ses axes en grandeur et direction (fig. 98).
Soit 1, 2, 3, 4,1e parallélogramme circonscrit dont les côtés sont parallèles aux diamètres conjugués. — a' et b' les longueurs des diamètres conjugués OA' et OB'.
Construction (résultant des théorèmes d'Apollonius).
1° Au point B', extrémité d'un des diamètres (b '), élever une perpendiculaire sur l'autre et la prendre en B'Kégalàcet autre (a').
2° Sur OK comme diamètre, tracer une circonférence ; joindre B' au centre I de cette circonférence et prendre en m
et n les intersections de la droite ainsi menée avec la circonférence.
3° Mener omet on. Ces droites sont perpendiculaires entre elles; car l'angle, ho h? est inscrit dans une demi-circonférence. Elles donnent les axes en direction.
4° Le demi-petit axe (b) est égal àB'm, et le demi-grand axe (a) est égal à B 'n. La différence est donc le diamètre vin du cercle.
Nota. — La partie hachée de la figure représente donc la bande de papier toute
placée. 11 ne reste plus qu'à faire glisser m et n sur les deux axes, trouvés ci-dessus, pour que le point B', pris comme point décrivant, donne autant de points que l'on voudra, de l'ellipse.
§ 74. — Projections d'un cercle. — Epures.
(a) 1er Cas. — Le plan du cercle est debout (fig. 99). Soit Oo ',1e centre, B le rayon, -/ l'angle que le plan fait avec le sol.
En élévation, le cercle se projette tout entiersuivant unedroite limitée, B'B', dont la longueur est 2 R, deux fois le rayon.
En plan : 1° Le grand axe est la projection A A du diamètre du cercle qui est parallèle au sol, et par conséquent perpendiculaire à la ligne de terre, puisque le plan est debout. Il est projeté vraie grandeur et par suite égal à R, de chaque côté du centre.
2° Le petit axe est perpendiculaire au précédent; ses extrémités B,B, sont les projections horizontales des points B',B', le plus à gauche et le plus à droite de l'élévation.
{b) 2e Cas. — Le plan du cercle est vertical (fig. 100). — Solution tout à fait analogue.
' El 0
3e Cas. — Le plan du cercle est quelconque (fig. 101).
Problème. — On se donne : 1° un plan par ses deux traces ; 2° un point oo' dans ce plan : ce sera le centre d'un cercle ; 3° le rayon R du cercle. Trouver sur chaque projection, c'est-à-dire en plan et en élévation, les axes des ellipses, projections du cercle.
1° Axes en plan. — Grand axe. — Sur l'horizontale du centre, porter de part et d'autre des longueurs oA et o A égales à R .
Petit axe. — On coupe par un plan vertical o bit passant par le centre et perpendiculaire au grand axe. On rabat en Bi o a (fta = h, hauteur du centre) la ligne de plus grande pente déterminée par le plan obi- et de part et d'autre on porte OBi = R = O Bi. — On relève finalement Bi et Bi en b et b, ce qui donne le petit axe.
2° Axes en élévation. — Construction analogue. Coupe faite par le plan debout o' c' et rabattue en o' Ci p obtenue en reportant la profondeur, p, du centre. — On porte o' Ci = R = o' Ci ; et on relève en c' et c' , ce qui donne le petit axe. Le grand axe D' D' est pris sur la ligne de front du centre; il est égal à 2 R.
Remarque. — 1° En b' et b' , élévations de b et b, les tangentes sont horizontales. En c et c, projections horizontales de c' et de c' les tangentes sont de front.
On donne les projections d'une droite ; trouver
1° Le point où elle perce le plan bissecteur du premier et du troisième dièdres ; 2° le point où elle perce le plan bissecteur du deuxième et du quatrième dièdres.
3. On donne une droite A A' et un point mm'; trouver les projections d'une droite qui passe par le point et qui rencontre la droite donnée et la ligne de terre.
4. Quelle particularité présentent les projections d'une droite qui font des angles égaux avec les plans de projection ?
CHAPITRE III. (Déplacements
1. Etant donné deux droites quelconques par leurs projections, trouver un nouveau mur xi yi sur lequel leurs élévations soient parallèles.
2. Etant donné deux droites quelconques parleurs projections, les amener, par un déplacement de niveau, à avoir leurs élévations parallèles.
3. On donne, sur une épure, les projections d'un point et l'on demande de changer le plan vertical, de façon que le point soit dans l'un ou l'autre des plans bissecteurs des nouveaux dièdres.
4. On donne les projections d'une ligne droite ; changer le plan vertical de façon que la droite soit dans l'un ou l'autre des plans bissecteurs des nouveaux dièdres.
0. On donne les projections d'une droite ; l'amener par un déplacement de niveau à être contenue dans un des plans bissecteurs des quatre dièdres.
CHAPITRES IV, V ET VI. (Représentation du plan. — Rabattements. — Droites et plans parallèles ou perpendiculaires)
1 . On donne les projections de quatre points ; reconnaître si ces quatre points sont dans un même plan.
2. Par un déplacement de niveau ou de front amener une droite à être parallèle à un plan.
3. Par un déplacement de niveau ou de front amener un plan à être perpendiculaire à un autre plan.
4. Par un déplacement de front ou de niveau amener un plan à être parallèle à la ligne de terre.
5. Par un déplacement de front ou de niveau amener une droite à être perpendiculaire à une autre droite.
GiOM. DESC. 4
A. INTERSECTION 1IE DEUX PLANS
Huitième Leçon. g 7g — Généralités sur l'intersection de deux surfaces S et S \
Règle. — On les coupe par une troisième surface dite : auxiliaire, Zi, convenablement choisie. On obtient ainsi deux courbes auxiliaires SZi (intersection de S et de Zi), et S'Zi (intersection de S' et de Zi). Ces deux courbes s"zi et S'Z'i, appartenant à la même surface Zi, se coupent en un ou plusieurs points Mi, Ni, Pi... Ces points étant à la fois sur les courbes SZi et S'Zi, qui sont respectivement sur les surfaces S et S', sont communs à ces deux surfaces ; ce sont donc des points courants de l'intersection cherchée..
Une autre surface auxiliaire Z2 donnera d'autres courbes auxiliaires SZ2 et S7"^, et d'autres points courants de l'intersection : Ma, Ni, P2. . .
On répétera l'opération autant de fois qu'il le faudra, et joignant ensuite par des courbes continues les points courants Mi, M2, M3. . ., Ni, N«, N3. . ., on aura l'intersection cherchée.
Remarque. — Tout revient donc à choisir convenablement la surface auxiliaire Zi ou Z>..., de telle sorte que l'intersection de S et de Zi, et de S' et de Zi, soit plus facile à déterminer que celle de S et de S'.
Fig. 103
| 7G. — Intersection de deux plans quelconques.
Les surfaces auxiliaires Zi et Z* seront d'autres plans, mais dans des positions plus simples (horizontaux, de front, perpendiculaires au mur ou perpendiculaires au sol). Il en suflira de deux puisque, l'intersection étant une ligne droite,
deux points la détermineront.
Nous devons donc, d'abord, chercher l'intersection d'un plan quelconque par un de ces plans dans des positions simples qui serviront, plus tard, de plans auxiliaires.
§ 77. — Intersection de deux plans, dans les cas simples où on peut la tracer à priori.
1° Vlan quelconque P, et plan horizontal H (fig. 102). C'est le problème connu : « Déterminer dans un plan une horizontale (hc, h'c') de hauteur donnée z. » (§ 40, fig. 52).
2U Plan quelconque et plan de front K (fig. 103). C'est le problème Déterminer une ligne de front (cd, c'd') de profondeur donnée. »
3° Plan quelconque P, défini soit par ses traces, soit par trois points, et plan debout T (fig. 104). C'est le problème connu : « Connaissant l'élévation c'd' d'une droite d'un plan P, déterminer sa projection horizontale cd. » En N, le planP est donné par trois points, et en M par ses traces.
Plan P quelconque et plan vertical T (fig. 105). C'est le problème connu : « Etant donné la projection horizontale c d d'une droite, trouver son élévation c 'd '. »
Nota. — Sur la figure M, le plan P est déterminé par deux directrices parallèles A A ' et BB', et sur la figure N, par ses traces.
connu
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§ 78. — Intersection de deux plans quelconques. (Emploi de deux plans auxiliaires Zi et z%.) 1° Plans déterminés par leurs traces. — Ces dernières se coupant dans la feuille (fig. 106). — ■ Le premier plan Zi auxiliaire est le plan horizontal : il donne comme ligne auxiliaire, SZi, du premier plan, la trace horizontale Pc, p' c' du
premier plan et comme seconde ligne, S'Zi, la trace horizontale cQ, c' q' du second plan ; ce qui donne comme premier point courant le point ce' .
Le deuxième plan auxiliaire choisi, Z*, est le mur. Les lignes auxiliaires qu'il détermine sont les traces verticales p' d' et q' d' de chacun des plans.
Le deuxième point courant est le point d'd où ces traces se coupent.
L'intersection est cd, c'd' .
i>° Les traces se coupent hors de la feuille (fig. 107). — On empoie deux plans auxiliaires horizontaux, Zi et Z2, déterminant des horizontales qui se recoupent, pour le plan Zi, en mm! et, pour le plan Z2, en nn' . L'intersection est (nin, m' n'). Nota. — On aurait pu employer pour plans auxiliaires deux plans de front, ou un plan de front et un plan de niveau, ou deux plans debout, etc. En un mot, tout plan étudié au § 7(5 pourrait servir de plan auxiliaire.
Nota. — Les élèves s'exerceront à traiter les cas particuliers d'intersection dont ils trouveront les énoncés dans les traités de géométrie descriptive. Nous ne traiterons que les deux cas suivants, qui se présenteront très souvent dans les épures.
§ 79. — Cas où les plans sont définis par leurs traces horizontales sur un même sol et par leurs traces verticales sur deux murs différents (xy et «ri y\) (flg. 108).
Soit P le premier plan : sa trace verticale est donnée en P g' sur le premier mura;?/.
Soit Qi le deuxième plan : sa trace verticale est donnée en fi Qi sur le deuxième mur Xi yi.
Le plan horizontal (le sol), considéré comme premier plan auxiliaire, donne un premier point c, projeté en c et c'i.
Un second plan horizontal quelconque, d'ailleurs, et de niveau arbitraire //, donne les horizontales gd et fd, et, à leur intersection, un deuxième point d, d', d'i.
L'intersection est en plan cd. Sur la première élévation elle est c'd', et sur la deuxième élévation elle est c'i d'i.
§ 8(1. — (Très fréquent.) Plans déterminés, chacun, par leur ligne de plus grande pente.
C'est le cas précédent simplifié (fig. 100).
On emploie encore un plan horizontal auxiliaire à la hauteur h, arbitraire. Il donne les horizontales gb et fb, se
recoupant en b.
Fig. 109 m» L'intersection est ab, en plan.
L'épure donne en «Bt son rabattement et en y l'angle qu'elle fait avec le sol .
§ 81. — Remarque importante (fig. 110). Il arrivera souvent que les deux plans seront : l'un, perpendiculaire au mur (P), l'autre (Q), perpendiculaire au sol. Dans ce cas, chacun d'eux sert, respectivement, de plan projetant à l'intersection, laquelle est, à priori, en plan la trace horizontale a b du plan Q et en élévation la trace verticale a! b' du plan P.
B. INTERSECTION DE DR 01 TES ET DE PLANS
oc ! : ! :
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§ 82. — Généralités sur l'intersection d'une ligne, C (droite ou courbe), et d'une surface S (plane ou courbe).
Règle. — Par la ligne C, on fait passer une surface auxiliaire Z, convenablement choisie. On prend son intersection auxiliaire (SZ) avec la surface S. La ligne S Z rencontre la ligne C, parce qu'elle est avec elle sur une même surface Z. Soient Mi, M2 les points de rencontre. Ce sont les points demandés.
Nota. — Tout revient donc à choisir convenablement la surface auxiliaire Z,de façon que l'intersection auxiliaire (SZ) soit facile à déterminer. Si la ligne C est une droite, Z sera ordinairement un plan, et souvent l'un des plans projetants de la droite. Si la ligne C est une circonférence, Z sera le plan de cette circonférence ; ce pourrait être une sphère, etc.
| 83. — Intersection d'une droite et d'un plan.
1eT Cas. — Le plan P est défini par ses traces. La droite (1 m, Y' m') est quelconque (fig. 111).
Le plan auxiliaire Z est le plan projetant verticalement la droite. L'intersection auxiliaire est 1 '2 ', 1 2. En plan elle est différente de la projection horizontale de la droite. Elle la recoupe en m, rappelé verticalement en m ' . mm ' est le point cherché.
2° Cas. — Le plan est déûni par trois points abc, a' b'c' . La droite est DD' (fig. 112).
On choisit pour plan auxiliaire Z le plan projetant verticalement la droite. Il recoupe le triangle en l'2' rappelé en 12.
L'intersection est le point mm' .
Remarque. — Le plan auxiliaire Z ne sera pas toujours un plan projetant. Par exemple s'il s'agit de trouver
l'intersection d'une droite et d'une pyramide, on fera passer le plan auxiliaire Z par le sommet de la pyramide.
§ 84. — Intersection d'un plan unique et d'une série de droites (prisme, pyramide, polyèdre, cône. . . . ) (fig. 113).
Dans ce cas, il sera commode de prendre un nouveau mur xi yi, perpendiculaire au plan sécant ; alors tous les points cherchés y seront groupés suivant une ligne droite m'i n'\ p'i r'i qui est la trace Q'i du plan sécant, sur ce nouveau mur. Une fois les points obtenus ainsi, en élévation auxiliaire, on les rappelle, en plan, en mnpr et, ensuite, sur l'ancienne élévation .en m' n' p ' r ' .
Lignes vues et lignes cachées. — Une fois les points d'intersection trouvés en m, n, p, r, les arêtes vues de la pyramide devront être tracées en lignes vues (trait plein] à partir du sommet jusqu'en ces points et disparaître ensuite, c'est-à-dire être tracées en ponctué (points ronds), car à partir de ces points ce qui reste des arêtes est caché par le plan sécant.
Sur la première élévation, xy, l'arête s' b' est cachée entièrement par la pyramide.
Sur la nouvelle élévation, x\ yi, les rayons visuels ont la direction indiquée par la flèche Vt, et c'est l'arête S'i a'i qui est cachée en entier.
C. INTERSECTIONS DE CIRCONFÉRENCES ET. DE PLANS
§ 85. — Intersection d'une circonférence et d'un plan P. — Méthode générale.
1° Par la circonférence (fig. 114), faire passer comme plan auxiliaire Z, son propre plan. 2° Prendre en a b l'intersection de Z et du plan donné, P.
3° Prendre en M et N, s'ils existent, les points où la droite auxiliaire ab rencontre le cercle.
Nota. — Comme on veut éviter de tracer des ellipses, projections de circonférences, cette dernière opération nécessi-
Epure. — Le plan Z, pris comme auxiliaire, donne, dans le
plan P, une horizonlale 1/2' — 12, qui recoupe la circonférence en m et n rappelés, en élévation, en m' et n' . Nota. — Se rendre compte des parties vues ou cachées.
2e Cas. — Le plan du cercle est perpendiculaire au mur ou au sol (fig. 116). — Soit : P le plan quelconque, Z le plan de la circonférence. Il est perpendiculaire au mur. oo' est le centre et on donne le rayon.
Epure. — Le plan Z, pris comme auxiliaire, coupe le plan P suivant ab — a' b' . On rabat le plan Z, horizontalement; mais, pour simplifier, on prend pour charnière le diamètre horizontal oo' du cercle. La droite auxiliaire a b se rabat en ai bi , et on trouve rabattus en mi m , par recoupement avec la circonférence, les points cherchés. 11 ne reste qu'à les relever en m et n, sur ab, et à les rappeler ensuite en m' et n' sur a' b' .
3e Cas (général). — Le plan du cercle est quelconque. — On ramène au deuxième cas en prenant un nouveau mur x\ y\ perpendiculaire au plan du cercle.
§ 87. — Généralités. — Théorème. — Si deux circonférences se rencontrent, elles appartiennent à une même sphère (fig. 117).
En effet : soient G et D les centres des cercles, AB la corde commune, I le milieu de cette corde.
Joignons CI et ID, et considérons le plan 0 de ce> deux droites. Il est perpendiculaire à la corde AB, puisque CI et
tera un rabattement du plan Z ; à moins que ce plan ne soit déjà de front ou de niveau.
§ 86. — Epure. — Intersection d'un plan quelconque et d'une circonférence.
1er Cas. — Le plan du cercle
EST DE NIVEAU (OU DE FRONT) (fig.
115). — Soit: P le plan donné, Z le plan du cercle, oo' son centre, R son rayon . Le plan Z est de niveau .
D. INTERSECTION DE DEUX CIRCONFÉRENCES
Fig. 117
Fig. 118
ID sont perpendiculaires à AB. Par conséquent, si en C et en D, nous menons des droites perpendiculaires aux plans respectifs des circonférences, elles seront toutes deux contenues dans le plan 0, et elles se rencontreront.
Soit 0, le point de rencontre. Joignons 0, à un point quelconque, M, du cercle C, et au point A ; on aura OM = 0 A comme obliques d'égal écartement.
De même pour la deuxième circonférence; on aura ON = OA. Donc le point 0 est à égale distance de tous les points de chacune des circonférences, et par suite ces circonférences sont sur une sphère dont le centre serait en 0. C.Q.F.D.
cercles peuvent appartenir à une même sphère
Réciproque. — La réciproque n'est pas toujours vraie, car deux sans se rencontrer. Exemple : cercles C et D (fig. 118).
§ 88. — Epure.
Lorsque le problème de l'intersection de deux circonférences se présentera dans une épure, on le résoudra comme suit :
1° On s'assurera qu'elles sont sur une même sphère réelle ou fictive ; autrement dit, on vérifiera qu'il existe un point 0, duquel tous leurs points sont à égale distance ; cette vérification faite, le point 0 ne servira plus.
2° On cherchera l'intersection A B des plans des deux cercles ; cela fait, une des deux circonférences deviendra inutile.
3° On cherchera, comme § 86, l'intersection de la droite AB, avec une des deux circonférences. On aura soin de choisir celle dont le plan se présentera le mieux, afin d'éviter ou du moins de simplifier un rabattement.
Nota. — Nous aurons à exécuter cette épure dans les problèmes sur les angles (13e, 14° Leçons).
E. PROBLÈMES DIVERS CONDUISANT A DES INTERSECTIONS, A DES ROTATIONS, A DES RABATTEMENTS, ETC.
Fig. 119
Fis. I2U
§ 89. Problème 1. — Par un point A, mener une droite qui en rencontre deux autres, C et D, non situés dans
un même plan.
Solution dans l'espace (fig. 119). — 1° Le lieu géométrique des droites qui, passant par A, rencontrent la droite G, est
un plan. (Nous le déterminerons, en P, par une deuxième droite AG parallèle à C.)
2° Prenons en Al l'intersection du plan Pet de la deuxième droite D. Joignons AM, nous avons la ligne demandée.
Epure (fig. 120). — On a mené (ag — a'g') parallèle à DD', ce qui détermine le plan P. Pour avoir son intersection avec G G', on considère le plan G ' projetant verticalement G : il coupe en (11' — 2 '2) les deux directrices du plan P. On joint, en plan, 1 2, on prolonge en m, jusqu'à G, et am, rappelé en élévation en a' m', est la solution.
Vérification. — Les deux points n et n' où les droites am et a' m' rencontrent D et D4 doivent être sur une même ligne de rappel.
§ 90. _ Problème 2. — Parallèlement à une direction A A mener une droite qui en rencontre deux autres, G et D. non situées dans un même plan [Epure fig. 121).
1° Je cherche le lieu des droites qui, passant par la droite DD ', sont parallèles à la direction A A '-C'est un plan P que
l'on définit par DD' et par {a g — a' g') parallèle à A A' •
2° On cherche l'intersection de ce plan P, avec la droite G G'. A cet effet, le plan auxiliaire G', projetant verticalement C, donne la droite l'2' — 12, qui, en plan, recoupe en m la droite C. La solution est mn — m'n', parallèle à A A ' •
Vérification. — Les points n et n' de rencontre avec DD' doivent concorder comme ligne de rappel.
§ 91. Application. — Trouver la perpendiculaire commune à deux droites: A et B.
1° On cherche sa direction A A '• — A cet effet, par un point quelconque de l'espace, qu'il sera bon de prendre sur la ligne de terre, on mène deux plans a et p respectivement perpendiculaires sur les droites AetB. On sait qu'il suffit de prendre leurs traces perpendiculaires aux projections de même nom des droites. L'intersection des deux plans a et |î, donne la direction cherchée A-
Cela revient à mener une droite parallèle à la direction trouvée A et qui rencontre les deux droites A et B. C'est le problème résolu au paragraphe précédent. (On devra faire l'épure).
2° On la met en place.
ENONCES D EPURES.
MISE EN PLACE D UN SOLIDE
Enoncé n° 1. — de front.
Enoncé n° 2. —
Projeter un cube placé de telle sorte que l'une de ses diagonales étant verticale une de ses arêtes soit On donne un plan passant par la ligne de terre et incliné à 38° sur le plan horizontal. Dans ce plan un
point aa', donné par sa hauteur. Ce point est pris pour sommet d'un hexagone régulier dont un côté ferait un anp,le de io° avec la ligne de terre.
Construire et représenter la pyramide régulière qui aurait cet hexagone pour base et une hauteur de. . . h millimètres. Enoncé n° 3. — On donne : 1° une pyramide régulière à base carrée. Le côté du carré de base a 40 millimètres, et la hauteur 110 millimètres.
2° Un plan P, défini par sa trace horizontale et par son angle a, fait avec le sol ; dans ce plan une droite a b, inclinée à 30° sur la trace.
On demande de placer la pyramide de telle sorte qu'un des côtés de sa base soit confondu avec ab, et que la face latérale répondant à ce côté soit couchée sur le plan P.
G. QUESTIONS ORALES D'EXAMEN OU ÉPURES A CHERCHER
Yll III ^
1. Trouver sur une droite (ab — a' b') un point mm' dont la hauteur soit les — de la profondeur ( — = — )•
2. On donne trois droites non situées dans un même plan. Déterminer les projections du parallélipipède qui aurait ces trois droites pour arêtes.
3. On donne les projections horizontales des arêtes d'un trièdre trirectangle et la hauteur (cotée) du sommet. Construire les projections d'un cube qui aurait ce trièdre pour angle solide et dont les côtés auraient une longueur donnée.
1. On donne le triangle suivant lequel le plan horizontal coupe les trois arêtes issues du même sommet d'un cube. On connaît la grandeur du côté du cube. Représenter le solide en plan et en élévation.
5. On donne trois points, a a' — bb' — > ce1. Représenter le lieu des points également éloignés de ces trois points.
6. Trouver la trace verticale d'un plan dont la trace horizontale est donnée, sachant que les deux traces font entre elles un angle a.
7. Étant donné un plan, par ses traces, changer de mur de façon que la nouvelle trace verticale fasse avec la trace horizontale un angle donné.
8. Construire un plan passant par deux points donnés, sachant que ses traces font, dans l'espace, un angle droit.
!). Epure.— On donne une pyramide dont la base est un quadrilatère quelconque abcd, dans le plan horizontal, et dont le sommet est S (S sera coté) : 1° La couper par un plan tel que la section soit un parallélogramme dont un côté ait une longueur donnée. 2° Prendre la petite pyramide ainsi détachée dans la grande et située au dessus du plan sécant. La faire tourner sur sa base en superposant les sommets de cette base qui sont opposés les uns aux autres et représenter le double solide ainsi constitué.
CHAPITRE IX
LES TROIS CORPS RONDS. — SPHÈRE. — CONE ET CYLINDRE DE RÉVOLUTION (Propriétés graphiques des trois surfaces).
A. DÉFINITIONS
§ 92. — La sphère.
La sphère sera le lieu des points tels que M, dont la distance Mo, à un point flxe o, reste constante (fig. 122).
Elle peut être considérée comme engendrée par la rotation Fig. 122 Fig. 123 complète d'un cercle ZEY qui tourne autour d'un de ses dia-
mètres Z Y. Un point quelconque, A, engendre un petit cercle, ou parallèle de la sphère. Le point E, le plus éloigné de l'axe, engendre un grand cercle, ou équateur.
§ 93. — Le cône de révolution.
Le cône sera engendré par la rotation d'une droite autour d'un axe qui la rencontre.
La droite se nomme génératrice.
Le cône est le lieu géométrique :
1° Des droites qui, passant par un point lixe S, appelé sommet, font un angle constant a, avec une autre droite fixe, SO; 2° Des droites qui, passant par un point fixe S, font un angle constant (90° — a) avec un plan fixe P. Nota. — Ce plan sera perpendiculaire à l'axe du cône et réciproquement.
3° Des droites qui, passant par un point fixe S, sont à une distance constante ( I J = IK) d'un point I (fig. 124).
Nota. — Si du point I comme centre, avec la distance donnée 8 pour rayon, on décrit une sphère (fig. 124), le cône aura pour axe SI et sera
circonscrit, à la sphère tout le long d'un parallèle dit de contact, JKM Le
plan de ce parallèle est perpendiculaire à l'axe du cône.
On dira qu'un pareil cône est défini par son sommet et par une sphère inscrite.
Fig. 124
Fig. 12:;
§ 1)4. — Le cylindre de révolution.
Le cylindre sera engendré par une droite AB (fig. 125) tournant autour d'un axe ZZ qui lui est parallèle.
Le cylindre est le lieu géométrique :
1° Des droites qui restent parallèles à une direction donnée et dont la distance à un point fixe, O, reste constante ; 2° Des droites de direction fixe, tangentes à une même sphère. Dans ce cas, le cylindre est défini par son axe et par une sphère inscrite.
B. PLANS TANGENTS AUX. TROIS SURFACES
Fig. 126
§ 93. — Plan tangent à la sphère (fig. 126).
Définition. — C'est le plan mené par un point M, de la sphère, et perpendiculaire au rayon. Propriétés. — Ce plan contient les tangentes (telle que MT) à tous les cercles (tels que MN) qui passeraient par le point M sur la sphère.
En effet : soit MT l'intersection du plan tangent et du plan du petit cercle MN. 1° M T, du plan tangent, est perpendiculaire à OM par suite de la définition. 2° Oï est perpendiculaire au plan du petit cercle. Donc :
3° En vertu du théorème des trois perpendiculaires, Mî est perpendiculaire sur MT et par suite MT est la tangente au petit cercle. C.Q.F.D.
§ 9G. — Plan tangent au cône (fig. 123).
Définition. — C'est le plan T, qui passant parla génératrice SC, contient aussi la tangente CD au cercle de base.
Propriétés. — Si l'on joint 0 C, cette droite, comme rayon du cercle de base, est perpendiculaire sur la tangente. D'après le théorème des trois perpendiculaires, il en est de même de SG. Donc: 1° la tangente CD, à la base, est perpendiculaire au plan méridien SOC, et 2° le plan tangent T, qui la contient, est aussi perpendiculaire à ce plan méridien.
Remarques. — 1° Le plan tangent T fait avec l'axe du cône l'angle afdemi-angle au sommet du cône) et avec son plan de base, le complément (90° — a) de cet angle.
2° Si l'on considérait un autre parallèle JK, du cône, et le point K de ce parallèle situé sur la même génératrice que le point C de la base, on démontrerait exactement de la même façon que la tangente à ce parallèle au point K, est perpendiculaire aussi au plan méridien SCO ; elle est donc contenue, elle aussi, dans le plan tangent au point C.
Donc le plan tangent en C, est aussi tangent en K, d'où l'on déduit ce théorème :
Théorème. — Le plan tangent à un cône est tangent tout le long de la génératrice du point de contact.
§ 97. — Cône considéré comme « enveloppe » de plans.
Une surface est une enveloppe de pions lorsqu'elle a tous ces plans pour plans tangents. En conséquence :
1° Tous les plans qui, passant par un point fixe S, font avec une droite fixe, SO,un angle a, ont pour enveloppe un
cône d'angle a, de sommet S et d'axe SO (fig. 123) ;
2° Tous les plans qui, passant par un point fixe S, font un angle constant (90° — a) avec un plan fixe, ont pour
enveloppe un cône dont l'axe est la perpendiculaire au plan menée par S, et dont l'angle au sommet est a. L'angle à la
base est 90° — a (fig. 123) ;
3° Tous les plans qui, passant par un point fixe, S, sont à une distance constante 8 d'un point fixe I (fig. 124), ont pour enveloppe un cône dont le sommet serait S, et qui serait lui-même circonscrit à une sphère de centre I et de rayon S.
§ 98. — Plan tangent au cylindre.
Définition. — C'est le plan P, qui passant par une génératrice AB, contiendrait la tangente BT à la base (fig. 127).
Propriétés. — 1° Il contient la tangente AP à toute autre base ; par conséquent il est tangent en tous les points A, G, B delà génératrice.
2° Il est parallèle à l'axe, et situé à une distance 8 de cet axe qui est constante et égale à B, rayon du cylindre.
3° Une droite quelconque GK du plan tangent a pour plus courte distance entre elle et l'axe le rayon IG, du point de contact G.
Fig. 127
§ 99. — Cylindre défini comme enveloppe de plans.
1° Tous les plans qui tout en restant parallèles à une droite, en restent à une distance, 5, constante, ont pour enveloppe un cylindre dont, l'axe est la droite donnée et dont le rayon est 3.
2° Toutes les droites de l'espace dont la plus courte distance à une droite fixe OZ est toujours égale à 8 sont groupées sur les plans tangents d'un cylindre d'axe OZ, et de rayon 8.
Cette propriété sera utilisée plus loin dans les problèmes sur les distances.
C. CONSTRUCTION DE PLANS TANGENTS AUX CORPS RONDS
§ 100. — Plan tangent à un cône par un point extérieur M.
(a) Solution dans l'espace (fig. 128). — 1° Par le point M on mène un plan P dit de section droite (il vaudrait mieux dire : de section circulaire). Il est perpendiculaire sur l'axe. 2° Du point M on mène les tangentes Ma et Mb au cercle de section. 3° Les droites Sa et Sb sont les génératrices de contact et les plans tangents, solutions de la question, sont définis par Sa, et M ou par Sb et M.
(b) Ei'ure (fig. 129). — Données. — On se donne l'axe SZ du cône en projection horizontale seulement. Le sommet S est défini par sa cote de hauteur (ici de 23 millimètres) ; de
plus, le point Z est la trace horizontale de l'axe. On connaît en outre le demi-angle au sommet (a = 31°) du cône.
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Le point M est donné par sa projection horizontale m et par sa cote de hauteur (27 millimètres).
Solution. — 1° On prend un mur xy parallèle à l'axe sur lequel ce dernier se projette en S'Z' en vraie grandeur, ainsi que l'angle au sommet a accusé par la génératrice de front, S'rf'.
2° Par le point donné mm', on mène un plan debout m'd'o' perpendiculaire sur l'axe ; il recoupe le cône suivant un cercle dont l'élévation est la droite, limitée, d'o'c'.
3° On rabat ce cercle sur le plan de front W, qui contient l'axe et avec lui le point m' en Mi obtenu en reportant de m' enMi la profondeur, e = mz, du point, relative à ce plan de front W.
4° On mène les tangentes Mi Ai (ou Mi Bi ) à ce cercle rabattu, puis on relève le point de contact Ai en'</', rappelé en a par report de la profondeur relative Ai a' — 5.
La génératrice de contact est Sa (pu S b) parfaitement définie et le plan tangent est également défini par la droite Sa — S'a' d'une part et par le point m, voire même parla droite ma — m'a', projection de la tangente Mi Ai après le relèvement.
§ 101. — Plan tangent au cône, mené parallèlement à une direction donnée A-
Solution dans l'espace (fig. 130). — 1° Choisir en P un plan de base circulaire, c'est-à-dire un plan P perpendiculaire
sur l'axe et cou-
Fig. 130
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pant le cône suivant un cercle.
2° Parle sommet S, mener une droite S a, parallèleàA , et prendre en a, son intersection avec le plan de base.
3° Mener en
am — an les tangentes à la base. Les génératrices de contact sont S m — Sn, et les plans tangents sont a S m et a S n. Nota. — L'épure sera faite dans une leçon suivante, à propos des problèmes sur les angles.
§ 102. — Plan tangent à un cylindre par un point extérieur M.
Solution dans l'espace (fig. 131). — 1° Parle point M mener un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre; 2° déterminer le cercle ainsi obtenu ; 3° lui mener du point M, deux tangentes M a et M b.
Les génératrices de contact sont a A et bB passant par les contacts a et b, et les plans tangents sont ou bien M a A ou bien M bB. La solution est donc analogue à celle donnée pour le cône.
Nota. — L'épure sera faite plus tard.
§ 103. — Plan tangent à un cylindre, parallèlement à une direction donnée A-
Solution dans l'espace (fig. 132). — Par un point quelconque A, on mène : 1° Une parallèle AD à la direction A et 2° une parallèle A G à l'axe. Le plan de ces droites coupe le plan de base circulaire suivant une direction GD. 3° On mène à la base deux tangentes mn etm'n' parallèles à cette direction GD, et les génératrices de contact sont Mm et M'n'. Les plans tangents sont M mn et M' m' n'.
Nota. — L'épure sera faite plus tard.
§ 101. — Plan tangent à une sphère.
1° Par un point de la surface. — Mener deux tangentes à deux cercles quelconques de la surface passant par le point. On choisira de préférence un cercle de front et un cercle de niveau. Le plan sera déterminé par ces deux tangentes.
2° Parallèlement à un plan donne . — Mener le rayon perpendiculaire au plan donné; prendre son intersection avec la sphère, c'est-à-dire y porter une longueur égale à R ; et par le point ainsi obtenu mener un plan parallèle au plan donné.
Nota. — On engage le lecteur à faire toutes les épures dont les solutions dans l'espace sont indiquées ci-dessus (§§ 101, 102, 103, 104). On prendra les données analogues à celles de la figure 129.
A. ANGLES DES DROITES
Prendre le plan des deux droites qui sont supposées se couper ;
2° Rabattre ce plan horizontalement ou de front. [b) Epure (fig. 133). — (Sa — S'a') et (S6 — S'ô') sont les deux droites.
On prend en a 'b ' — a b une horizontale du plan des deux droites. Elle servira de charnière.
, On rabat S en Si (voir Rabattements, § 50), et l'on obtient
en «Si b l'angle demandé.
Cas particulier (à chercher). — Une des droites est de niveau : alors c'est elle-même qui sera prise comme charnière.
§ 106. — Problème 1. — Par un point A, mener une droite qui en rencontre une autre, SB, sous un angle donné a.
(a) Solution dans l'espace. — 1° Prendre le plan de S B et du point A ;
2° Le rabattre de niveau ou de front et, dans cette position, résoudre le problème comme on le ferait en géométrie plane ;
3° Relever la droite trouvée.
(b) Epure (flg. 134). — 1° Par aa' , mener une horizontale, a'b' — a b, du plan ;
2° La prendre pour charnière et rabattre en Si un point quelconque .s\s' ' de la droite sb — s'b' (voir Rabattements) ;
3° 6 Si est la droite bs — b '.s- ' rabattue ; le point a n'a pas bougé comme étant sur la charnière ;
4° On mène a Ni faisant avec b Si l'angle a donné ;
5° On relève Ni en n sur bs, puis en n' sur b's' .
La solution est la droite (an — a' n').
Application (à chercher]. — Parla même méthode : Abaisser d'un point une perpendiculaire sur une droite et déterminer sa grandeur, c'est-à-dire trouver la distance d'un point à une droite.
§ 107. — Problème 2. — Trouver une droite située dans un plan, P, passant par un point S de ce plan et faisant un angle donné a avec une droite donnée SA, située hors du plan.
Solution dans l'espace (flg. 135)
1° SA étant la
Fig. 135
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droite donnée, toutes les droites qui font avec elle l'angle a sont les génératrices d'un cône, ayant SA pour axe, le point S pour sommet et a pour angle générateur. On construira ce cône.
2° On prendra son intersection avec le plan, ce qui reviendra à prendre les points M et N où un cercle quelconque de base du cône coupe le plan. C'est le problème connu : Intersection d'un plan et d'une circonférence, § 86.
(b) Epure. — La feuille représente le plan horizontal (fig. 136).
1° Le plan est donné par sa trace P R et par le point S S ' dont la hauteur (&) est connue ; 2° La droite est donnée par sa projection horizontale S b. S est à une hauteur connue e , et b est supposé être la trace de la droite (hauteur nulle) ;
3° On prend pour mur le plan xy projetant horizontalement sb ; on a en S 'b, par reports de hauteurs, l'élévation de SB, et l'on remarquera que S' R est la trace verticale du plan P;
4° Le cône a pour axe S' b et pour génératrices de front S' g' ou s' d' (non tracé), faisant l'angle a avec S' b ;
5° La base du cône sera dans le plan debout g'f'f et perpendiculaire sur l'axe. Le cercle
de base aura pour diamètre a' g'. (Soit Q ce plan.)
6° On prend l'intersection du plan Q et du plan P. Les traces horizontales se coupent en f, et les traces verticales en d' d. L'intersection est f d — a' d' ;
7° On rabat sur le mur xy le cercle en a' Mi g' et la droite f d en Fi d'. On a pris 0 Fi = Qf, et d' est un point de charnière;
8° Fi d' recoupe le cercle en Mi et Ni relevés sur l'intersection fd, d'abord en m' et n', rappelés ensuite en m et n.
Les solutions sont donc les droites s m et s n bien déterminées; car on connaît les hauteurs de s, de m et de n, qu'il n'y a qu'à prendre sur l'élévation xy.
Nota. — Sur le croquis, la deuxième solution, Sw, n'est pas tracée ; on devra la chercher.
§ 108. — Problème 3. — Trouver une droite située dans un plan P, passant par un point S de ce plan, et faisant un angle donné p, avec un autre plan donné Q.
Même solution que problème 2. Seulement l'axe du cône sera perpendiculaire au second plan 0 ; l'angle à la base sera l'angle p, et par suite l'angle au sommet sera 90° — p = a.
Résolvons le problème dans le cas usuel où le plan donné Q est le plan horizontal.
Epure (fig. 137). — Le plan est défini par ses traces. Le point donné estZS' situé sur le plan. On abaisse S'Z\ perpendiculaire sur le sol, et on prend cette ligne comme axe d'un cône de révolution dont l'angle à la base sur le plan horizontal
sera l'angle donné a. (Si — S' t') est la génératrice de front de ce cône. Sa base sur le fig- 137 plan horizontal est le cercle de rayon Z b, qui recoupe en a et b la trace horizontale du
plan. Les deux solutions sont les droites (Sa — S' a!) et (S b — S' b').
Nota. — Pour qu'il y ait deux solutions, l'angle donné a doit être plus petit que l'angle p des lignes de plus grande pente du plan. Si a = p, le cercle tab sera tangent en K à la trace du plan ; il n'y aura qu'une seule solution qui sera la ligne de plus grande pente ZK.
§ 109. — Problème 4. — Mener une droite qui en rencontre deux autres (non dans un même plan) sous des angles donnés % et p.
(a) Chercher d'abord sa direction A • C'est un problème nouveau.
(b) La mettre ensuite en place. Problème déjà traité (§ 90) ; nous ne le résoudrons pas.
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Problème (a). — Solution dans l'espace (fig. 138). — 1° Par un points quelconque, mener SA — SB parallèle aux deux droites données;
2° Les prendre pour axes de cônes, ayant l'un a, l'autre (3, de demi-angle au sommet ;
3° Chercher les génératrices S«i — Sn d'intersection de ces deux cônes; ce qui nécessite ce qui suit : (1°) prendre sur
les génératrices deux points G et K, qui soient à une même distance X, quelconque d'ailleurs, du sommet; (2°) faire décrire à ces points leurs cercles respectifs ; ces cercles serontsurunemême sphère de centre S et de rayon X et, par conséquent, si le problème est possible, ils se recouperont en m et n. On se souvient (§ 87) qu'il suffit de considérer un seul des deux cercles et ses recoupements m et n avec l'intersection mn des plans des deux cercles.
Epure (fig. 139). — Sn et S b sont les projections horizontales des droites. Le point S est choisi sur le sol (hauteur nulle).
1° Le plan projetant Sa est rabattu et donne en Sa' la droite de front (ce plan Sa servira de premier mur, xy).
De même 2° le plan projetant Sb, pris comme deuxième mur xi yi donne après rabattement l'élévation de Sb, en Sb'i (de front). Les droites sont donc définies chacune de leur côté.
3° Le premier cône d'axe Sa', d'angle au sommet «, a pour génératrice principale Sa', faisant avec Sa' l'angle a.
4° Le deuxième cône a pour génératrice SK'i. faisant avec S b'i le second angle donné |î. Sur chaque génératrice on prend une même longueur quelconque S//' = SK 'i = X ; et on considère les cercles respectivement décrits par les points g' et K'i . Leurs plans sont P et Q .
o° On prend l'intersection cd — c' d' des plans P et Q, ce qui nécessite un plan horizontal auxiliaire à une hauteur h (§ 79).
0° On rabat un des plans (P) sur le mur xy : ce qui donne la circonférence Mi Ni d'une part et la droite Ci Di de l'autre.
7° On prend en Mi et Ni les intersections ; on relève en m et n, sur la ligne cd. Les solutions sont les droites S m et Sn.
B. ANGLES DES DROITES ET DES PLANS
1 il
S 110. — Angle d'une droite et d'un plan (fig. 140).
C'est l'angle a, que la droite fait avec sa projection sur le plan. Au lieu de le mesurer directement, on mène au plan une normale AN par un point quelconque de la droite et on mesure l'angle NAB, qui est le complément de l'angle demandé. (Faire l'épure).
Angle a et p d'une droite avec les plans de projection (fig. 141).
1° Angle a qu'elle fait avec le sol. — On considère le plan \ ,S ubb' qui projette la droite horizontalement et on le rabat, soit sur
^B le sol, en Bi b a, soit sur le mur, par une rotation, en b' A-i b.
Dans les deux cas, cela donne l'angle a.
2° Angle ,8, qu'elle fait avec le mur. — On rabat, soit sur le mur, en A'i b' a', soit sur le sol, en «B* a', le plan aa'b' projetant la droite verticalement.
§ 112. — Problème inverse. — Par un point SS', mener une droite qui fasse des angles donnés, a, avec le sol et p avec le mur (flg. 142).
(o) Solution dans l'espace. — Elle est tout à fait analogue, à celle du § 109, mais elle conduit à une épure plus simple. Le lieu géométrique des droites qui, passant par le point S, font l'angle a avec le plan horizontal est un cône de révolution dont le sommet est S, et dont l'axe est vertical. On construira ce premier cône. Son angle à la base sera l'angle a.
De même, le lieu des droites qui, passant par S, font un angle (i avec le plan vertical est un autre cône de sommet S, d'axe debout et d'angle à la base p sur le plan vertical.
On construira ce deuxième cône et l'on prendra son intersection avec le premier.
(b) Epure (flg. 142). — 1° sa — s'a' est une droite de front, fai- -2/ saut, avec le sol, un angle a. On la fait tourner autour de la verticale du point S, et elle engendre le premier cône dont la base sera le cercle anm sur le sol.
2° Sft — S'ô' est une droite de niveau faisant avec le mur l'angle p. On la fait tourner autour de la ligne debout qui passe par le sommet, et elle engendre le second cône.
3° On prend sur la génératrice de niveau de ce deuxième cône une longueur se — A, égale à la longueur S'a' de la génératrice du premier cône. Le point ce', en tournant, engendre un cercle qui étant sur une même sphère (de rayon \) que le point a a! doit, s'il y a une solution, recouper le cercle anm.
Or le cercle engendré par ce' est de front et est projeté horizontalement suivant la droite cmn : Donc les points cherchés sont mm' et n'n' situés à la rencontre delà droite et du cercle, et la droite demandée est (S/h. — S'»i') ou (Su — S'?»').
(c) Discussion. — Pour qu'il y ait une solution, il faut que la droite nmc recoupe la circonférence anm. Il faut, pour cela, que la distance S/- du point S à cette droite soit plus petite que le rayon de la circonférence.
Le triangle S/c donne: S/- — A Sin. (î. Sur le plan vertical, le triangle S'a'/"' donne, pour le rayon du cercle: a'f = X Cos. a.
On doit donc avoir :
1 Sin. p < À Cos. a,
ou en remplaçant Cos. x par Sin. (^ a), et supprimant le facteur commun A :
Sin. (3 < Sin. (-J — a), ce qui entraîne, car (3 et (— ■ — %) sont chacun plus petits qu'un droit:
r? < — «, ou
11 faut, pour que le problème soit possible, que la somme des angles % et |3 soit plus petite qu'un angle droit. Ce problème n'est qu'un ca*s particulier du suivant.
§ 113. — Problème. — Par un point S, mener une droite qui fasse un angle donné a avec un premier plan A, . et un angle p, avec un second plan B.
Même solution et même épure que pour le problème du § 109 (flg. 139). — On prendra deux cônes d'axes respectivement perpendiculaires aux plans A et B, et ayant pour sommet commun le point S. Le premier cône aura pour angle à la base, a, c'est-à-dire pour angle générateur au sommet, 90° — a. Le second aura pour angle générateur 90° — <i.
La droite demandée sera l'une des génératrices d'intersection des deux cônes (On devra faire l'épure).
Fig. 143
C. ANGLES DES PLANS
Douzième Leçon. ^-f § ll i. — Angle de deux plans.
(a) Nous traiterons d'abord le cas particulier où l'intersection ab — a' b' (fig. 143) des deux plans est de front. Pour définir chacun des deux plans, il suffit de donner leurs traces horizontales «0 et «R. Les traces verticales sont inutiles.
On coupe par un plan S, perpendiculaire sur l'intersection ab — a'b', et par suite perpendiculaire aussi au mur. Ce plan coupe l'intersection en un point p'p, et il recoupe les traces en m et n; par conséquent les deux côtés du rectiligne du dièdre des deux plans sont projetés, sur le sol, enpm etpn.
Pour avoir ce rectiligne en vraie grandeur, on le rabat en wîPi n sur le sol, en prenant mn pour charnière, et i pour centre de rotation du point pp'.
Nota. — On voit qu'il était inutile de chercher la projection horizontale p, et qu'il suffisait de rabattre directement en Pi le sommet du rectiligne en mesurant, en Sp' sur l'élévation, le rayon de rotation, î Pi de ce point.
Remarque. — On voit qu'il suffit de connaître les traces, P et Q, des deux plans, la projection a b de leur intersection et l'angle y que cette droite fait avec le sol, ou bien encore la cote de hauteur b" b' d'un de ses points.
(b) Cas général (fig. 144). — Nous supposons les plans R et Q définis par leurs traces.
1° On cherche leur intersection a 6, en projection horizontale seulement.
2° Prenant un nouveau mur x\ yi , parallèle à ab (pour plus de simplicité, on prend le plan projetant horizontalement l'intersection). On cherche en ab'i , par \ report de hauteur, la nouvelle élévation de l'intersection,
et on est ramené au cas précédent.
On voit en mSp'i le plan du rectiligne ; lequel est perpendiculaire sur ab — a' b'. Le sommet du rectiligne est p't rabattu en Pi , et le rectiligne est obtenu en vraie grandeur en m Pi n.
Question annexe. — Mener le plan bissecteur du dièdre des deux plans.
On mène en Pi V la bissectrice du rectiligne trouvé en rabattement, etles tracesduplan demandé sonta VTetTft'.
Nota. — Ce problème annexe est un cas particulier du suivant.
§115. - Problème 1 (même figure 144). - Par une droite (ab - a'b') d'un plan (R) faire passer un autre plan (Q) qui fasse avec lui un angle donné a.
Solution. — Commencer l'épure comme si, le problème étant résolu, on voulait trouver l'angle a. En conséquence, mener le plan m S, perpendiculaire sur a' b' ; en déduire par rabattement en mPi , un des côtés du rectiligne du dièdre. L'autre côté, inconnu, Pi n sera tracé à la condition de faire un angle a avec Pi m; ce qui déterminera le point n et, par suite, la trace cnQ du deuxième plan demandé.
Nota. — Ce problème est lui-même un cas particulier du suivant.
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§ 11G. — Problème 2. — Par une droite S A. située hors d'un plan R, faire passer un plan Q, incliné d'un angle -j. sur le premier.
(a) Solution dans l'espace (fig. 145). — 1" d'un point S quelconque de la droite. SA, abaisser une perpendiculaire SO sur le plan, et la prendre pour axe d'un cône d'angle à la base a.
2° Mener à ce cône un plan tangent par la droite S A ; il suffit, pour cela, du point A où la droite perce le plan, do mener une tangente A M à la base circulaire du cône sur le plan R. Le plan demandé est défini par les droites S A, A M et SM. Il y aune deuxième solution SAN répondant à la deuxième tangente AN.
Nota. — Il peut ne pas y avoir de solution si le point A tombe dans le cercle de base, c'est-à-dire si % est <S (anglr de SA et du plan).
(b) Epure. — Données (fig. 140). — 1° La droite est donnée par son plan projetant S d, et par l'angle y = dÇlTd qu'elle fait avec le sol.
2° Le plan est donné par sa trace RR et par son angle s, avec le sol. Dès lors on prendra un mur xy, passant par S, trace
horizontale de la droite etperpendiculaireau plan donné.
Solution.
— 1° Du point S quelconque (ici, trace de la droite), on abaisse la normaleSo — So' sur le plan, lequel est défini
graphiquement par sa ligne de plus grande pente (ici, R I î i ). o o ' est le pied de cette normale sur le plan. 2° On la prend pour axe d'un cône, S t' , d'angle à la base a.
3" On prend en Sd', par report de la hauteur d'un point d de la droite, l'élévation de cette dernière sur le mur xy, et on en déduit le point a' a, où elle perce le plan Ri R.
4° On rabat, sur le mur xy, le cercle de base et le point au' , ce dernier en A2 . On mène la tangente A2 Ma et 5° On relève Mg en m', puis en m, par un report de profondeur.
Les trois droites a m — m S et, comme complément, a S, déterminent le plan demandé.
Nota. — On cherchera la deuxième solution, répondant à l'autre tangente que l'on pourrait mener du point A» au cercle rabattu.
Echelle
§117. — Même problème. — Cas usuel où le plan donné est horizontal (fig. 147). Nous le résoudrons en projections cotées.
Enoncé. — Par la droite cotée a b, mener un plan de pente
ZI
Soit a b, la droite : a (cote 5), b (cote 2). On prend pour plan horizontal le plan à la cote (2), passant par b.
L'axe du cône sera vertical. On prendra a pour son sommet. Le rayon R du cône calculé donne, à cause de la
pente — et de la hauteur 3M du point A au-dessus du point B : R = 2M . On trace, à l'échelle, le ci rcle de rayon R, et la
tangente bm est l'horizontale du plan située à la cote 3. Le plan est donc bien déterminé par ba et par b m.
§ 118. — Trouver les angles a et f , que fait un plan P, avec les plans de projection (fig. 148).
Soit P, le plan défini par ses traces. 1° Pour avoir a, angle fait avec le sol, on coupe par un plan vertical voa' , perpendiculaire sur la trace horizontale. On rabat la section en a'Vi sur le mur et a'vt y donne en a l'angle cherché.
2° Pour avoir p, angle avec le mur, on coupe par un plan debout w' ob, perpendiculaire à la trace verticale ; on rabat en b M'i, sur le mur, l'intersection obtenue et l'on a l'angle Çt.
Remarque. — l" Nous avons fait passer nos deux plans sécants par un même point O de la ligne de terre.
GÉOM. DESC. 6
Fig. 119
Fig. 150
2° Si, du point 0, on abaisse des perpendiculaires 0 J, 0 J ' sur les intersections rabattues, ces droites, tracées dans des plans perpendiculaires chacun au plan P, et dirigées perpendiculairement à l'intersection, sont elles-mêmes perpendiculaires au plan P. Elles mesurent donc la distance du point 0 au plan P ; elles sont . égales (03 = 0 J').
Le cercle OJJ' serait le contour apparent de la sphère qui aurait le point 0 pour centre et serait tangente au plan P.
§ 117. — Problème réciproque. — Construire un plan qui fasse un angle oc avec le sol et un angle p avec le mur.
On s'exercera à trouver une construction déduite de la figure 148 prise en ordre inverse. On démontrera que pour la possibilité du problème on doit avoir: a -j- p > 90°. Nous donnons plus loin (§ 120) une solution directe.
Nota. — Afin de résoudre plus facilement les problèmes qui suivent, nous étudierons d'abord la question des plans tangents communs à deux cônes.
§ 119. — Plans tangents communs à deux cônes.
Théorème. — Pour que deux cônes aient deux plans tangents communs, il faut qu'ils soient circonscrits à une même
Fig. i51 sphère, 0 (fig. 149).
En effet, aux points m et n, où les cercles de contact, ab et cd, se coupent, le plan tangent à la sphère est tangent à chacun des deux cônes.
Remarquer : 1° Que la ligne des sommets, S T, appartient aux deux plans tangents, et 2° que, si les cercles de contact, ab et cd, ne se coupaient pas, il n'y aurait pas de plan tangent commun ; mais alors la ligne des sommets serait noyée dans chacun des cônes. Nota. — Ce théorème comprend :
1° Le cas où l'un des cônes restant fixe le centre de la sphère inscrite s'éloignerait indéfiniment sur son axe : alors le second cône deviendrait parallèle au premier (fig. 150) ; on dit alors que les cônes sont homothétiques. Il suffit, dans ce cas, de mener la ligne des sommets ST et par sa trace Z, sur un plan de base, de mener des tangentes à l'une des bases ; elle est aussi tangente à l'autre.
2° Le cas où les cônes (fig. 151) ont même sommet. (La sphère inscrite se réduit alors à un point.) Dans ce cas, pour avoir les plans tangents communs, (a) on inscrit une sphère quelconque, 0, dans l'un des cônes ; (b) on lui circonscrit un cône T', parallèle, au deuxième cône, et on est ramené soit au cas de la figure 149, soit à celui de la figure 150.
§ 121). — Problème 3 (application). — Par un point mm', faire passer un plan qui fasse avec le sol un angle <x, et avec le mur un angle p.
1° mm est pris pour sommet d'un cône m'a' , d'axe m'o' vertical et d'angle à la base a.
2° Dans ce cône on inscrit une sphère o' b' ; son centre oo' , pour simplifier, est pris sur le sol, au pied de l'axe du cône.
3° Un nouveau cône T f, dont l'axe TV est debout, et situé sur le sol, est circonscrit à cette même sphère. Ce cône a pour angle à la base sur le plan vertical l'angle donné S.
4° Ces deux cônes étant circonscrits à une même sphère auront des plans tangents communs qui seront les solutions cherchées. Mais le deuxième cône T, ayant son sommet sur le sol, il suffit de mener TP tangent à la base ad, du premier cône pour avoir la trace du plan demandé. On trouve facilement, en P??, la trace verticale, tangente à la base du 2° cône
§ 121. — Même problème. — Cas général (à chercher).
Enoxck. — Far un point M, faire passer un plan qui fasse des angles donnes a et (3 avec des plans donnés P et Q.
Faire l'épure avec les données ci-dessous (fig. 153) : ' Fi 153 1° Les plans P et Q sont définis en xy et xi yi par leurs lignes de plus
grande pente.
2° Le point M est donné par sa projection horizontale m et par sa cote de hauteur, ce qui permet d'obtenir ses deux élévations m' et m'i.
Solution dans l'espace. — On considérera les deux cônes qui, ayant pour sommet commun le point M, ont leurs axes respectivement perpendiculaires aux plans donnés, et ont pour demi-angles au sommet 90° — a et 90" — p.
Dans l'un d'eux, le second par exemple, on inscrira une sphère et, à cette sphère, on circonscrira un cône auxiliaire parallèle au premier. Soit T le sommet de ce cône auxiliaire. Le plan demandé sera le plan mené par le point T, tangent à l'un quelconque des deux premiers cônes. Nota. — Pour trouver le sommet T de ce cône auxiliaire, on s'appuiera sur ce fait que : lorsqu'un cône est circonscrit à une sphère, ses contours apparents sont des droites tangentes aux cercles, contours apparents de la sphère.
D. RÉSOLUTION DES ANGLES TR1ÈDHES
§ 122. — Généralités.
(a) Définitions. — Un angle trièdre est la figure formée par trois plans qui se coupent. On distingue dans un trièdre :
1» Les trois arêtes, SA — SB — SC (fig. 151) ;
2° Les trou faces, ASB (ou c) — ASC (ou b) et BSC (ou a), a, b, c, sont ce que l'on nomme les angles-faces, ou simplement les faces ;
3° Les angles dièdres, formés par les trois plans, et dont les arêtes sont SA — SB — SC. Ces angles dièdres sont mesurés par leurs rectilignes, et on les désigne par la lettre qui caractérise leur arête : ainsi le dièdre A est opposé à la face a ; le dièdre B, à la face b, et le dièdre C, à la face c.
(b) Cas de résolution. — Trois éléments suffisent pour déterminer les trois autres, ce qui donne six cas de résolution indiqués dans le tableau ci-dessous :
ABC
Abc
Béciproque du 3e cas.
Béciproque du 2° cas.
Béciproque du 1er cas.
On remarquera que les trois derniers cas peuvent être considérés comme les réciproques des trois premiers. On pourrait les y ramener en employant les trièdres supplémentaires. Nous donnerons cependant, pour eux, des mélhodes directes de résolution.
§ 123. — Premier cas. — Construire un trièdre connaissant les trois faces, a, b, c. — Trouver les trois dièdres
A, B et C (fig. 155).
1° La face ASB (ou c) est donnée en place sur le plan horizontal ; elle y restera.
2° Les faces a — BSC2eti = A S C? sont données, rabattues sur le plan horizontal, autour de SB et S A comme charnières.
11 faut les relever en les faisant tourner autour des charnières respectives SB et S A.
Trouver la position de la troisième arête, Se, revient à résoudre le problème suivant déjà traité (§ 109) : « Construire
une droite Se, qui fasse des angles donnés avec deux droites d'innées» (savoir l'angle a avec SB, et l'angle b avec S A).
Solution. — 1° On prend une même longueur 1 , sur les droites rabattues a — S Ci = S Cg. En se relevant la droite S Ci décrit autour de SA, comme axe, un cône d'angle au sommet b ; et S C2 décrit un cône d'angle a autour de SB comme axe.
Ci et C-2 décrivent des cercles dont les plans sont verticaux (car les axes sont horizontaux) dont les centres sont i et 7, et dont les rayons sont j Ci et 1C2. Ces cercles étant sur une même sphère, de rayon A, se coupent en deux points projetés, tous deux, horizontalement en c.
2° Pour avoir la hauteur // du point C de l'espace, ce qui le déterminera complètement, on rabat l'un quelconque dos cercles, et même les deux, si Ton veut une vérification. On a ainsi en cCi ou cCj, cette hauteur //.
3° Recherche des dièdres B et A. — Le dièdre B a son angle rectiligne en ciCt, car Cii est le rabattement de la ligne de plus grande pente du plan de l'espace C SB. De même le dièdre A est mesuré en c JC3.
4° Recherche du dièdre C. — 1™ Méthode. — Elle revient à trouver l'angle des deuxplans, qui ont pour traces S A et S B, et pour intersection Se (§ 114).
SC de l'espace est rabattu en SC3 avec son plan projetant. On a mené le plan C5K, perpendiculaire sur S C:,. On a fait la rotation de C5 en Ce autour du point K comme centre, et le rectiligne du dièdre C est A CgB.
2e Méthode. — Dans chacune des faces a et b rabattues, parle point G* et par le point Ci élevons la perpendiculaire C2B, à SC2 et la perpendiculaire Ci A, à S Ci. Ces droites sont les rabattements, en vraie grandeur, des côtés du rectiligne cherché ; par suite on connaît les trois côtés A B — A Ce = A Ci et B Cg = B C> du triangle qui a ce rectiligne pour angle au sommet ; on peut donc le construire par recoupement d'arcs de cercle décrits de A et B comme centres avec A Ci et A C2 pour rayons.
Remarques. — 1° AB obtenu de cette deuxième manière doit être perpendiculaire sur S K, car c'est la trace d'un plan perpendiculaire sur une droite.
2° Cô doit tomber sur SK. Ces remarques permettront de simplifier les constructions.
§ 124. — Résumé. — Trièdre déterminé projectivement.
En résumé, un trièdre est parfaitement déterminé quand nous avons (fig. 155) : 1° Les deux arêtes S A et SB données sur le sol, ou plan de projection; 2° La troisième arête S C déterminée par sa projection horizontale S c ; 3° La cote de hauteur c Cs d'un de ses points.
Nous pouvons, comme ci-dessus, trouver tous les éléments du trièdre.
Pour les cinq autres cas, nous arrêterons donc l'épure lorsque le trièdre sera déterminé comme il vient d'être indiqué, •et nous dirons alors qu'il est déterminé projectivement.
S 125. — Deuxième cas. — On donne une face (a) et les deux dièdres adjacents B et C.
C'est le problème connu (§ 79): « Trouver l'intersection (S A) de deux plans SB et S G, déterminés chacun par leur ligne de plus grande pente. » (En revoir la solution au § 79; on sait que l'on coupe par un plan horizontal auxiliaire.)
Fig. 155 S
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On a (fig. 156) en S« l'intersection. La cote du point (a) est la hauteur h à laquelle a été mené le plan auxiliaire horizontal.
Donc le trièdre est déterminé projectivement. (Chercher ses autres éléments, comme fig. 155.)
§ 120. — Troisième cas. — On donne deux faces a et b et le dièdre A opposé à l'une d'elles (flg. 157).
Solution. — 1° On place la face b sur le sol en ASC, pour n'en plus bouger.
2° Le plan BSA de l'espace ayant pour trace A S et faisant l'angle donné A avec le sol, sera défini par sa ligne de plus grande pente A P sur un mur x y, perpendiculaire à S A.
A cet instant nous sommes ramenés au problème déjà résolu : Dans un plan (S A P) mener une droite (S b) qui fasse un angle donné (a) avec une droite (S C) située hors du plan. Ici S C est horizontal, ce qui simplifiera. (Revoir ce problème.)
Légende de l'épure. — S C, axe d'un cône d'angle au sommet a — SBi, génératrice de ce cône. BiO rabattu enBift' est le cercle décrit par le point Bi de la génératrice. 11 faut trouver le point bb' où il perce le plan P.
L'intersection du plan P et du plan Q du cercle est toute obtenue en 1 2 — {' 2' (§ 81). 1 b* est son rabattement, b' est l'intersection rabattue ; b est son relèvement. S b est la troisième arête du trièdre, en plan. Dès lors le trièdre est déterminé projectivement, car la hauteur de b est b b ' .
Il y a une deuxième solution à chercher et à discuter.
F'S- 158 § 127. — Quatrième cas. — On donne BC et c, c'est-à-dire deux
dièdres et la face opposée à l'un d'eux (flg. 158).
1° On prend l'arête SB dans le plan horizontal, et comme la face ASB (ou c) de l'espace fait l'angle B avec le sol, il en résulte que le plan S B P de cette face est déterminé par sa ligne de plus grande pente B P sur le mur xy, lequel a été pris perpendiculaire à S B.
2° La face BSMi = c, rabattue sur le sol a été relevée et mise en place dans le plan P qui vient d'être défini. A cet effet le point Mi a décrit dans le mur xy le cercle Mi m ' et l'arête SA, est mise en place en sm — s'm'. A ce moment la question est ramenée au problème connu (§ 117) : Par une droite donnée (sm — s'm') mener un plan faisant avec le plan horizontal un angle donné C.
3° Solution. — m'y est la génératrice d'un cône d'angle à la base C ; SC est la tangente à la base de ce cône menée par S. Les trois arêtes du trièdre sont : SB, et SC, sur le sol ; et S a — S 'a' en projections. Donc le trièdre est déterminé projectivement.
§ 128. — Cinquième cas.
Fig. 160
Fig. 159
On donne A, b, c, c'est-à-dire un dièdre et les deux faces adjacentes (fig. 159).
On est conduit au problème inverse du rabattement. Solution. — Le dièdre connu A, permet de déterminer le plan P de la face par sa ligne de plus grande pente A P.
On relève, de Ci en c', la face b, dans le plan P. L'arête SC est projetée suivant Se, et la hauteur du point c est connue en ce'. Enfin l'arête SB sera tracée sur le sol, faisant l'angle c avec S A. Le trièdre est déterminé projectivement.
Sixième cas. — On donne les trois dièdres, A, B, C (fig. 100). Le dièdre A aura son arête SA prise perpendiculaire au mur xy ; par conséquent le plan SAP, sera le plan d'une des faces (de la face BSA par exemple), tandis que la face CSA sera sur le plan horizontal.
— 4fi -
Cela posé, le problème revient à trouver le plan de la troisième face, c'est-à-dire (problème connu, § 121) : à construire un plan qui fasse vn angle B, avec le plan debout P, et un angle C, avec le plan horizontal.
Solution. — 1° TO' est l'axe d'un cône, perpendiculaire au plan P; T est le sommet de ce cône; B, son angle à la base sur le plan P.
Nota. — Le point T, sommet du cône, est pris, pour simplifier, sur la ligne de terre.
2° J, est le centre d'une spbère inscrite dans ce cône ; V'J est l'axe vertical d'un deuxième cône, faisant un angle à la base C, avec le sol et circonscrit à cette sphère.
3° On mène un plan tangent commun aux deux cônes ; sa trace horizontale TS est tangente au cercle de base de ce deuxième cône ; sa trace verticale est la ligne des sommets TV, qui perce le plan P, en bb '; le trièdre est S Ai C ; bien déterminé projectivement, car la hauteur deB est connue en bb ' .
A. PROBLÈMES USUELS
Nota. - Quoique ces problèmes relatifs aux dis(ances aient été, en grande partie, résolus dans les chapitres qui précèdent, nous les reprendrons tous ici, afin d'en donner une idée d'ensemble.
§ 130. — Distance de deux points (fig. 161).
On peut obtenir en vraie grandeur la droite ab - a' // de quatre manières différentes, savoir :
1° En Ai Bi, en rabattant sur le sol, son plan projetant horizontalement; -° En a'b'2' en amenant par rotation le plan précédent à être de front ; ' 3° A2 B2, en rabattant sur le mur son plan projetant verticalement ; 4° En abi, en amenant le plan précédent à être de niveau.
§ 131. — Distance d'un point à une droite.
Il faut abaisser du point une perpendiculaire sur la droite et mesurer sa longueur.
(a) 1" Métuode. Par changement de mur (fig. 102). - 1° On prend en xt m un nouveau mur parallèle à ab - a'b>. (Ici on a pris pour nouveau mur le plan projetant horizontalement la droite.)
2° On reporte les hauteurs, en m'i et a\ b\ et sur ce mur .r, yu l'angle droit,
à obtenir, se projette en vraie grandeur, car Flg l63 * "n de ses côtés, ab, est de front. Donc la per-
pendiculaire demandée est m'i n'i.
3° Par lignes de rappel, on retrouve // et n'. La perpendiculaire est projetée en mn, m' n'.
4° Sa vraie grandeur (S = n'i M2) , s'obtient par rabattement en n'i Ma, comme au § 130.
{/>) 2e Métuode.— Par rabattement direct (fig. 103).— On considère le plan qui contient la droite ab - «7/etle point mm'; on l'amène à être de niveau par un rabattement autour •èj>e) d'une charnière horizontale ma — m' a
A cet effet, la droite ab — a'!/ est rabattue en aBi. Le point m n'a pas bougé si l'on a ?- eu le soin d'y faire passer la charnière. On abaisse alors m Ni perpendiculaire sur aBi cl l'on a en 3 = wNi la distance demandée.
Nota. — On relèvera Ni en n et n' si cela est demandé.
ï (Cl
§ 132. — Distance de deux droites parallèles.
On prend un point mm' sur l'une d'elles et on abaisse de ce point une perpendiculaire sur l'autre, comme au § 131 Ou bien on rabat directement le plan des deux droites et, sur le rabattement, la distance des deux droites se trouve immédiatement en leur menant une perpendiculaire commune.
§ 133. — Distance d'un point à un plan.
Nous commencerons par rappeler que, lorsqu'une droite est perpendiculaire sur un plan, ses projections sont perpendiculaires sur les traces de même nom du plan, c'est-à-dire que la projection borizontale de la droite est perpendiculaire sur les lignes de niveau du plan et la projection verticale sur ses lignes de front.
1er Cas (fig. 164). — Le plan est debout. La solution est immédiate.
En effet, de mm', on abaisse les perpendiculaires mn, — m'n' sur les traces du plan. Cette droite mn — m' n' est de front, car, en plan, elle est parallèle à xy. On a, de suite, en n! sur la trace verticale du plan son intersection avec ce plan
(§ 36). On rappelle n ' en n sur la projection horizontale. Enfin, la perpendiculaire est en vraie grandeur sur l'élévation en m' n', puisque c'est une droite de front.
Nota. — On ramènera tous les autres cas à celui-là par un changement de mur.
2e Cas (fig. 165). — Le plan quelconque est défini par ses traces. On prend un nouveau mur X\ y\ perpendiculaire au plan donné, et l'on est ramené au cas précédent.
Vérification. — m'n' doit être perpendiculaire sur la trace verticale a c'.
3e Cas (fig. 166). — Le plan est défini par trois points. On en cherche une horizontale (l 'c'— 1 c). On prend un nouveau mur Xi yi perpendiculaire à cette horizontale, et l'on est ramené au premier cas.
Sur le nouveau mur, la perpendiculaire estm'm'i, vraie grandeur. On rappelle m'itt'i en m et n et ensuite en n' sur l'ancien mur par report de hauteur.
S 134. — Distance de deux droites quelconques.
{a) Méthode générale. (Voir la solution déjà donnée plus haut, à « droites et plans perpendiculaires. » ) (b) Une des droites (A A') est perpendiculaire a l'un des plans de projection, par exemple au plan horizontal (fig. 1C>7 et 168).
La solution est immédiate.
En effet (fig. 167 en perspective), soit MN la perpendiculaire commune, la droite A de l'espace étant verticale, la
Fig. 163
Fig. I6G
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droite M N qui lui est perpendiculaire est une horizontale. Dès lors, l'angle BMN, qui est aussi un angle droit, doit se projeter horizontalement en vraie grandeur suivant un angle droit nmb. Mais, comme la droite A se projette horizonta-
lementtout entière suivant un F,s- I6S Fi- 169 point a, il en résulte que, en
projection horizontale ( voir flg. 108), la perpendiculaire commune s'obtient immédiatement en abaissant am, perpendiculaire sur B.
Il ne reste qu'à rappeler m en m' sur B' et à mener m ' n' parallèle à xy.
(c) Une des droites A A' est de niveau (fig. 169). — Par un changement de mur, on ramène au cas précédent.
On prend un mur x\ yi perpendiculaire sur A. On reporte les hauteurs.
Sur l'épure, nous avons supposé que le plan horizontal avait d'abord été relevé, en xy, au niveau de la droite A'. Il faut donc reporter des hauteurs relatives.
La perpendiculaire demandée est a'\ n'\ — 5. Elle est perpendiculaire surd'ift. Son pied est n'i rappel*'' en n, puis ensuite en n'. En plan elle est mn, parallèle à xi yi. m est ensuite rappelé en m' sur le mur xy, sur la droite A'.
Remarque. — Si on avait employé la méthode générale (indiquée $ 65), on aurait été conduit exactement aux mémos constructions.
SE RESOLVANT PAR LA CONSIDERATION HE LIEUX GEOMETRIQUES
1 y Point]
ni
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§ 13o. — Problème 1. — Trouver un point situé à des distances données de deux points et d'un plan donné.
(a) Solution dans l'espace. — 1° On considère deux sphères décrites des points donnés A et B comme centres avec les distances a et p données comme rayons.
ï2° On les coupe toutes deux par un même plan Q, parallèle au plan P et distant de celui-ci de la distance donnée /). (Deux plans Q et Q' répondent à la question.)
3° Le plan 0 coupe les sphères suivant des cercles, dont les points d'intersection M et N sont les points demandés.
(b) Épure (tig. 170). — Le mur xy est pris perpendiculaire au plan P.
On mène, de suite, le plan 0 parallèle à P et à la distance p.
De a' et b' avec a et ,8 pour rayons, on décrit des sphères. Les cercles d'intersection de ces sphères avec le plan Q, mené parallèlement au plan P et à une distance/; de ce plan, ont pour centres ï et J', rabattus sur le mur en Ii et Ji, et pour rayons les distances i'V et j'r' .
On décrit les cercles Ii etJi. lisse recoupent en Mi el Ni relevés en m ' m et n ' n.
Les points mm' et nn' sont les points cherchés.
GÉOM. DESC. 7
S 136. — Problème 2. — Trouver une droite passant par un point donné (S) et située à des distances données a et p de deux points donnés A et B.
(a) Solution dans l'espace. — 1° On considère deux sphères décrites de A et B comme centres avec a et fi pour rayons. 2° On circonscrit à ces sphères des cônes ayant le point S pour sommet.
3° On cherche les génératrices S M et S N suivant lesquelles se coupent ces cônes.
(b) ÉruRE. — Elle est identique à celle qui répondait au problème traité au § 100 : « Par un point mener une droite faisant des angles donnés avec deux droites données. » Se reporter à cette épure.
Fig. 171
§ 137. — Problème 3.— Trouver une droite parallèle à une direction donnée A et passant à des distances données a et p de deux points donnés A et B. .
(n) Solution dans l'espace. — 1° Construire deux sphères ayant A et B pour centres et a et (3 pour rayons.
i2° Leur circonscrire deux cylindres de direction A- 3° Chercher les génératrices, intersections de ces cylindres. {b) Épure. — Le mur a; y est pris parallèle à la direction A A' ; et même il passe par un des points, a a' par exemple.
Les bases des cylindres seront prises dans un plan de bout, perpendiculaire sur A -Sa trace verticale est la droite Q. Il est inutile d'indiquer sa trace horizontale.
Les centres de ces bases seront a' a et i'I.
Le plan de base Q est rabattu de front sur le plan vertical, autour de la droite 0, comme charnière; le premier centre a a' ne bouge pas et le second centre %' i est rabattu en h, obtenu en reportant en i'h la profondeur i"i = e. Les cercles de base rabattus ont pour rayons a et fi. Ils se coupent en Mi et Ni qu'il ne reste plus qu'à relever en m ' et n1 et à rappeler ensuite en m et n par reports de profondeurs. On prendra nn" — »'Ni et mm" — m'Mi. Les solutions sont les droites mp et »K menées, en plan, parallèles à la direction A - (On ne les a pas tracées en élévation.)
§ 138. — Problèmes 4 et 5. — Trouver une droite passant par un point donné S (problème 4) ou parallèle à une direction A donnée (problème 5) et situées à des distances données, a, d'un point A et pt d'une droite donnée M.
(a) Solution dans l'espace pour le problème i. — 1° Du point A comme centre avec a pour rayon, décrire une sphère et lui circonscrire un cône de sommet S ;
2° Prendre un cylindre ayant pour axe la droite M et pour rayon lui mener un plan tangent P par le point S ; la droite demandée sera dans ce plan ;
3" Le plan P, passant par le sommet S du cône, recoupera ce cône suivant deux génératrices qui seront les droites demandées.
(b) Solution nu problème 5. — Au cône de sommet S et circonscrit à la sphère A, a, substituer un cylindre circonscrit de direction A-
§ 139, — Problèmes 6 et 7. — Trouver une droite passant par un point donné S (problème 6) ou parallèle à une direction A donnée (problème 7), et passant à des distances données a et p de deux droites données A et B.
Solution. — 1° Prendre A et B pour axes de cylindres, ayant a et [i pour rayons ;
-2° Mener à ces cylindres des plans tangents P et Q, passant par le point S (problème 6) ou parallèles à la direction A donnée (problème 7);
3° Chercher les droites suivant lesquelles se coupent les plans tangents précédents. (Plusieurs solutions.) Nota. — On devra traiter ces questions en épures.
POLYÈDRES RÉGULIERS
§ 440. — Définitions. ( '
Un polyèdre est un corps terminé en tous sens par des plans. Les polygones formés par les intersections de ces plans sont les faces du polyèdre. Leur ensemble constitue la surface.
On appelle angles solides, ou simplement angles, les angles polyèdres formés par les faces. Si trois faces se rencontrent, on a un angle trièdre ; s'il y en a quatre, c'est un angle tétraèdre, etc.
On distingue aussi les sommets, les arêtes, les diagonales, du polyèdre.
Un polyèdre formé de 4 faces se nomme un tétraèdre ;
— 5 — — un pentaèdre ;
— (i — — un hexaèdre, etc.
Un polyèdre est dit convexe, lorsqu'il est tout entier d'un môme côté d'une quelconque de ses
faces prolongée.
Dans le cas contraire, il est dit : concave.
Un plan coupe toujours un polyèdre convexe suivant un polygone convexe et, par suite, une droite D ne peut rencontrer un polyèdre convexe qu'en deux points, m et n. Nota. — Nous ne nous occuperons que des polyèdres convexes.
§ 141. — Prisme. — Pyramide.
Ces polyèdres seront étudiés avec le cylindre et le cône dan,s la seconde partie du cours.
§ 142. — Polyèdres réguliers convexes. — Définition.
Un polyèdre régulier est celui dont toutes les faces sont des polygones réguliers, égaux entre eux, et dont tous les angles solides sont aussi égaux entre eux.
Tuéorème. — H ne peut exister que cinq polyèdres réguliers convexes.
En effet, on sait que pour qu'un angle solide puisse être construit, il faut que la somme de ses faces soit plus petite que quatre angles droits. Essayons de combiner les polygones réguliers de manière à formelles angles solides. Les résultats de ces combinaisons sont consignés dans le tableau suivant :
DÉSIGNATION du
NOMBRE
des faces
i — de droit.
3 par 3.
2 droits.
Tétraèdre.
' 4 par 4.
- de 1 droit.
Octaèdre.
îi par .ï.
— id.
Icosaèdre.
6 par 6.
4 droits.
(Impossible).
1 droit. '
3 par 3.
3 droits.
Hexaèdre ou cube.
4 par 4.
4 droits.
(Impossible).
3 par 3.
— droit.
Dodécaèdre.
Fijr. 173
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§ 143. — Tétraèdre régulier.
Triangles équilatéraux combinés trois par trois sur chaque sommet (fig. 173).
1° On construit, en abc, le triangle équilatéral sur le plan horizontal. On s'est donné le côté (a).
2° On remarque, "ce qui est vrai pour tous les polyèdres réguliers, que le centre du polyèdre étant équidistant de tous les sommets, se projette, sur une face quelconque, au centre de cette face. (Résulte du théorème sur les obliques égales s'écartant également du pied de la perpendiculaire.) Ici, le quatrième sommet s s' sera projeté, en plan, en s', centre du
triangle abc, et en élévation sur la verticale s" s'.
3° es ayant été pris de front, sera projetée verticalement en vraie grandeur : On aura donc le point s' en décrivant, de c comme centre, avec la longueur a du côté, pour rayon, un arc de cercle.
Vérification. — On doit avoir :
Fie. 171
(hauteur du triangle équilatéral).
De cette projection simple, on peut passer à une autre projection quelconque par trois déplacements. On voit en X\ y\, une projection sur un autre mur.
La figure 174 donne le développement du tétraèdre régulier. On fera bien, ainsi que pour tous les autres polyèdres réguliers, de le découper dans une feuille de carton et de construire ainsi le polyèdre solide.
Fier. 175
Fig. 177
§ 144. — Octaèdre régulier.
Triangles équilatéraux combinés quatre par quatre sur chaque sommet.
(a) Figure dans l'espace (fig. 175).
1° On construit d'abord un carré ABCD, ayant a pour côté.
2° Sur ce carré, comme base, on forme une pyramide régulière ayant aussi a pour arête : S AB C D ; on prend aussi la symétrique T, ABCD.
On remarquera que tout plan diagonal, ASGT, ou DSBT, reproduit ce même carré. Une diagonale quelconque S T, ou A C, ou D B, est égale à a y/ 2.
{b) Epure (fig. 170). — 1° On prendra le carré ABCD, dans une position horizontale, a bed — a'b'c'-d'.
2° Par le centre o o ' on mènera une verticale et on portera, de part et d'autre du plan du carré, deux longueurs o' s' et
o' t' égales à la moitié de la diagonale du carré, c'est-à-dire à 1/2 de a V^-- Le plan et l'élévation de l'octaèdre se déterminent ensuite facilement. La figure 177 donne le développement d'un octaèdre régulier.
Fig. 178
S Ho. — Octaèdre projeté sur le plan d'une de ses faces (fig. 178).
On commence par construire en abc la face équilatérale ; cela fait :
1° Le centre du solide se projettera en o, au centre du triangle équilatéral à b c (caché). (Voir Remarque du § 143).
2° (Plan). Joignant oa — o b — oc et prenant en m, », p, les points symétriques, par rapport au point o, nous aurons les trois autres sommets, puisque o est un centre de symétrie.
3° (Elévation). Pour avoir p1, m' et ri, nous remarquerons que m' c' est, en vraie
grandeur, la projection de l'apothème (a-
ce qui explique l'arc de cercle a' m'.
Fig. 17!)
40 Vérifications. — On doit avoir: a' »î' = aetc'// = «yâ, car c'est, en vraie grandeur, la projection verticale de la diagonale de l'octaèdre.
Remarque. — Le contour apparent a hcmbp de l'octaèdre, en projection horizontale, est un hexagone régulier. »
§ 146. — Icosaèdre.
Triangles équilatéraux combinés cinq par cinq sur chaque sommet. (a) Construction du solide. — 1° Dans un plan de niveau quelconque Hi, construire un pentagone régulier a b cdf — a' b' c' d' f ayant le côté a donné. 2° Construire une pyramide régulière de sommet S', ayant ce pentagone pour base et ses arêtes égales aussi au côté
donné, a. L'arc de cercle ayant a pour rayon et le point a' pour centre donne s\ sur la ligne de rappel du point S.
Soit X, la hauteur de cette pyramide.
3° En plan, par raison de symétrie autour du centre projeté en O, en prenant en m,n,p,q,r, les symétriques des points a. b. c, d, f, nous aurons les sommets d'une autre pyramide de sommet 1 1', qui formera une autre pointe de Yicosaèdre.
En plan, ces sommets mnpqr, forment avec les premiers les sommets d'un même décagone régulier.
En élévation, il faut obtenir m'u' p'ij'r', ou, ce qui revient au même, construire la distance jjl qui sépare le plan des points a b' c' d' f de celui des points m'n'p'. Nous donnerons deux méthodes :
1er Tracé : c' m! est aussi l'apothème
( a ^ ) du triangle équilatéral de côté a,
/ Rayon du cercle ' circonscrit au
pentaoone de
coté o£
c's , et un arc de cercle dont ' et les rayons c ' s' donne m '
donc : d m' -
le centre est C et les rayons c par recoupement avec la ligne de rappel du point m.
2° Tracé : On remarque que a ' m ' est aussi, en vraie grandeur, une diagonale du solide : donc, a' m' = s't', ce qui servira pour construire un icosaèdre, connaissant sa diagonale.
(b) Calcul des hauteurs 1 et ^ : 1° On a en élévation a' i' — H, rayon du cercle circonscrit au pentagone de ctité a, et a' s — a, côlé de ce pentagone. Donc, i\s ' ou À = côté du décagone régulier = c m, du plan. (Voir plus loin à Nota).
2° Dans l'espace, le triangle rectangle M d D, a pour base, sur le plan, m d, côté du décagone. Son hypoténuse mD = a, côté de l'icosaèdre, et, par conséquent, du pentagone. Donc : la hauteur \x = R, rayon du cercle circonscrit au pentagone de côté a.
Nota : Ces propriétés résultent du théorème de géométrie plane, suivant : « Dans un cercle, le carré du rayon est égal à la différence des carrés du côté du pentagone et du côté du décagone inscrits dans ce cercle. »
§ 147. — Problème. — Construire un icosaèdre régulier, connaissant la longueur, h, de sa diagonale. Il résulte de ce qui précède que la hauteur totale, h, de l'icosaèdre régulier s'obtient (flg. 179) en ajoutant au rayon H du cercle circonscrit au pentagone qui aurait a pour rayon, deux fois le côté du décagone inscrit dans le même cercle.
Or on sait que l'expression du côté du décagone régulier en fonction du rayon est — (y/"5~
On aura donc :
A = H + 2T(\/5 -i) = Rv/5"
Fie. 181
1 V, perpendiculaire sur s't'. La longueur t'Y donne R.
En effet, on a : Tv5 = Tï X ï s',
Par conséquent, si l'on se donne la hauteur s't' (flg. 180), on en déduira R et ensuite la projection de l'icosaèdre de la manière suivante :
1° On partage s't' en cinq parties égales aux points 1 2 3 4.
2° On décrit sur s't' comme diamètre une demi - circonférence, et on mène
c'est-à-dire :
R-,donc t'Y = R.
3° De part et d'autre, du point o ' , milieu de la droite s't' , on porte, en o 'i' et o 'j ', la moitié de la longueur R qui vient d'être trouvée ; ce qui donne les niveaux des points a'b'c'd ' f et m 'n'p ' q 'r ' de la figure 177.
D'ailleurs, ayant le rayon du cercle circonscrit au pentagone régulier de côté a, la construction de l'icosaèdre se fera comme au paragraphe précédent.
f.a figure 181 donne le développement d'un icosaèdre régulier.
S 148. — Le cube, ou hexaèdre régulier.
Carrés groupés trois par trois autour de chaque sommet. — Il est inutile d'indiquer la manière dont on obtient la projection d'un cube reposant par sa base sur le plan horizontal. Nous résoudrons le problème suivant : ' Problème. — Projeter un cube placé de telle sorte, que l'une de ses diagonales étant verticale, une de ses arêtes fasse avec le plan vertical un angle donné, p.
Dans un cube (fig. 182, perspective), MSTU, la diagonale TS du solide est la diagonale d'un rectangle T M S, dont un côté, T M, est égal au côté, a, du cube, et dont l'autre côté, M S, est la diagonale du carré qui aurait a pour côté. On a donc : M S - a \J~% et T S = a ^"3",
et, de plus,
Fig. 1S2
c'est-à-dire :
Cela posé, étudions à part (fig. 183, A) ce rectangle diagonal. Supposons que la donnée du problème soit la longueur, L, de la diagonale du cube. Trouver le côté, a, du cube, c'est donc résoudre le problème suivant :
Fig. 183
n'iV
-L-j-Aî--- -
! ' ji
« Construire un triangle rectangle, connaissant
sa diagonale Si Ti, et le rapport (— ) des carrés
de ses côtés. »
On sait que les segments t\ wi et ui si de l'hypoténuse sont proportionnels aux carrés des côtés.
On devra donc avoir ^ = — .
Par conséquent, on partagera ,«i ti en trois parties égales et par le point de division, m, on mènera une perpendiculaire U\ <h sur l'hypoténuse. Le côté du cube est ti di = a.
Si la donnée était le côté a du cube, alors on
construirait (fig. 183, B), en MTN le carré
ayant oc pour côté ; et en MTS le rectangle qui, ayant pour premier côté a, aurait pour second côté M S, la diagonale du carré précédent.
La diagonale S T de ce rectangle serait aussi la diagonale, L, du cube.
Remarque. — Si l'on appelle cp l'angle aigu du demi-rectangle diagonal, on a:
J _ _ \JY
y COS. 'i = 1
et
tang.
sin. » =
Cet angle tp nous servira beaucoup dans la théorie des ombres. Epure (fig. C etD). — 1° On se donne en s' t' la diagonale verticale.
2° On décrit sur s' t' comme diamètre une demi-circonférence, et on la recoupe par les horizontales "ld' et lu', qui partagent s' t' en trois parties égales : cela donne les plans de niveau des sommets a' b'c' et m' n' p' du cube, de plus, cela détermine en t 'd' la longueur a du côté du cube.
3° t'd', en tournant autour de t'f comme axe, engendre un cône de révolution. 11 faut prendre la génératrice de ce cône qui fait avec le plan vertical un angle $ : c'est un problème déjà résolu (§112); à cet effet :
4° Par le point?, en plan (fig. C), menons la droite de niveau t k, faisant avec le plan vertical l'angle p. Prenons sur celte droite une longueur tic — a = l' d', et faisons tourner cette droite autour d'un axe de bout passant par t' t. Elle engendrera un second cône de révolution, qui recoupera le premier, suivant la droite ta — t' n' demandée.
5° Ayant l'arête ta, il est facile devoir que les autres arêtes te et t d, ayant même longueur dans l'espace, étant également inclinées à l'angle (p, sur le sol, et faisant entre elles, dans l'espace, le même angle (un angle droit) ; il en résulte que les trois points a, b, c, sont sur une même circonférence, et que les trois droites ta, tb, te, sont inclinées à 120° les unes sur les autres.
Les trois points a, b, c, sont donc les sommets d'un triangle équilatéral. 6° Des points a, b, c, en plan, on déduit les points a' , U , c', en élévation.
7° Ayant trois arêtes du cube, en complétant les parallélogrammes qui les ont pour côtés, on achève la représentation du cube. Remarque. — En plan (fig. C), le contour apparent ap bmen du cube forme un hexagone régulier.
§ 149. — Dodécaèdre régulier.
Pentagones réguliers groupés trois par trois autour de chaque sommet.
(a) Le solide dans l'espace (fig. 184). — Imaginons six pentagones réguliers, égaux entre eux et tous placés, les uns
sur les autres, en abedf. Faisons-les tourner, respectivement, autour des côtés ab -- bc — cd comme charnières,
jusqu'à ce que leurs arêtes viennent se recouper en al — bt — cl.... Nous formons ainsi une sorte de corbeille composée de six pentagones, dont un de base abedf, et cinq autres de faces latérales.
Cette corbeille présente des angles saillants k, k, k et des angles rentrants l, 1,1 Elle constitue la moitié du
dodécaèdre.
Fiif. 184
Cela posé, retournons cette corbeille et faisons-la pivoter d'un dixième de tour. Ses angles rentrants /, / se mettront
à plomb des angles saillants kkk. , . .. de la première, et inversement ; en les rapprochant ensuite l'une de l'autre, elles s'emboîteront exactement et le dodécaèdre sera complété.
Réalisons cette construction sur une épure.
(b) Ei'URE en plan. — 1° On se donne en abcdf (caché), sur le plan horizontal (flg. 185, A), le pentagone régulier de côté pt, et on le considère comme résultant de la superposition de six pentagones dont cinq vont être relevés.
2° On fait tourner ces cinq pentagones autour des cinq arêtes ah — bc... de manière à former la corbeille indiquée ci-dessus.
Les points rentrants /, / doivent être, à cause de la symétrie, situés sur les
bissectrices des angles a,b,c c'est-à-dire sur les rayons on — ob
D'autre part, ils sont sur les perpendiculaires telles que fl — cl abaissées sur
les charnières, ce qui les détermine.
Le point saillant k, lequel est le relèvement du sommet d, s'obtient en utilisant le point de charnière 0.
D'ailleurs, comme les points saillants k, k de la corbeille inférieure, deviennent les points rentrants de la corbeille
supérieure m npqr, kl kl , il en résulte que les points k Ikl .... sont sur une même circonférence et qu'ils sont les
sommets d'un décagone régulier inscrit dans cette circonférence.
(c) Epure en élévation. — La projection a'b'c'd'f du pentagone de base une fois obtenue :
1° Le niveau des points rentrants V V l' s'obtient en
remarquant que d! I", projection verticale de dl, doit donner en vraie grandeur le côté a du pentagone ; un arc de cercle décrit de d' comme centre, avec «. pour rayon, donnera donc le point /' par recoupement avec la ligne de rappel du point /.
2° Le niveau des points saillants k' k' s'obtient aussi
par arc de cercle, en remarquant que b' k' est, en vraie grandeur, l'apothème du pentagone régulier, et, par suite, est égale à b' d'.
3° La base supérieure m'n'p'.... est symétrique de
la base inférieure a' b' c' d' En plan, cette base m np tj r
a été obtenue en faisant pivoter de 1/10 de tour la base inférieure autour du point o.
(d) Remarques. — 1° En élévation, les points a' V k' sont en ligne droite, car ce sont les projections du sommet d'un pentagone a b l kl, dont le plan est de bout. 11 en est de même des points /' k' m' n'.
2° En plan, la droite ap et la droite a l sont, toutes deux, inclinées à 1/10 de quatre angles droits sur la ligne de terre. Donc, le triangle pal est isocèle, et l'on a : a p = a l. Par conséquent, le rayon R de la circonférence circonscrite au grand décagone de contour apparent horizontal du solide s'obtient en augmentant le rayon r, de la circonférence circonscrite au pentagone de face, du côté du décagone régulier inscrit dans cette dernière circonférence.
3° La hauteur des points rentrants, l'V V . . . est égale à r. !/' En effet : Dans le triangle d' l' l", on a :
'•l''e d' r=côté du décagone inscrit dans la circonférence abcdf.
ITT— côté du pentagone id. id. id.
Donc /" = r,rayondecettecirconférence(voir§146,nota).
4° Le côté Ik du décagone inscrit dans la grande circonférence de rayon R est égal au rayon, r, de la petite circonférence.
En effet, soit, y, ce côté, et x, le côté du décagone inscrit dans la petite circonférence. Nous avons vu que l'on avait : (1) R = r -f- x : Mais on sait que x s'obtient en partageant r en moyenne extrême raison ; ce qui veut dire que l'on a :
(-) x — "77 {V 5 — 1)' et, par conséquent,
(3) 11 = »* + x = — (y/ 5~ + 1), d'autre part :
(*) V — 77 (V 5 — 1), par conséquent, en substituant a R sa valeur tirée de (3), il vient :
5° La hauteur des points saillants k' k' k1 est égale à H.
En effet, dans le triangle rectangle k' /'£'(!), en élévation, l'hypoténuse k' est la projection du côté du polyèdre, lequel côté est de front. On a donc i' /' = x, côté du pentagone inscrit dans la circonférence de rayon r.
D'autre part, V ï — kl du plan, = r, d'après ce qui précède (4°). Donc, la hauteur V k' est égale au côté du décagone inscrit dans la petite circonférence, c'est-à-dire à (R — r), ce qui suffit à démontrer la proposition.
La figure 180 donne la moitié du développement d'un dodécaèdre régulier. Une figure identique soudée à la première, suivant la ligne Ik, achèverait le développement complet.
sujet d'épuke (Ecole des Reaux-Arts, 1880.) Dodécaèdre régulier et prisme (Feuille demi-grand-aigle).
(a) On donne un plan défini par ses traces P a Q'. La trace horizontale fait un angle de 00° avec la ligne de terre et la trace horizontale un angle de 40".
(b) Un dodécaèdre régulier a son côté, a, égal à 50 millimètres et il repose par une de ses faces sur le plan P xQ> . Pour achever de le déterminer, on se donne l'angle, S, que l'un des côtés de cette face de base fait, dans l'espace, avec la trace horizontale du plan (o = 40°).
(c) Un prisme a pour section droite un carré de 70 millimètres de côté. Aucun des côtés de ce carré de section droite ne sera parallèle à l'un des plans de projection.
Ses arêtes sont de front et font avec le plan horizontal un angle y (y = 45°).
Son axe rencontre la verticale du centre du dodécaèdre en un point situé à 8 millimètres au-dessus de ce centre. On demande : 1° De déterminer l'intersection des deux solides et de représenter le dodécaèdre seul, le prisme étant enlevé ;
2° De donner, découpés sur deux feuilles de bristol séparées, les développements de chaque solide, de telle sorte (lu'en repliant ces développements on puisse reconstituer le double solide dans l'espace.
Nota. — L'intersection ne peut être trouvée qu'après lecture des chapitres XV, XVI et XVII.
On recommande d'employer la méthode des projections obliques. Les projetantes obliques seront parallèles aux arêtes du prisme.
(1) Ce Irianglo, en élévation, est indiqué par la lettre N.
Fig. 18fi
GÉNÉRALITÉS SUR LES COURBES PLANES OU GAUCHES ET SUR LES SURFACES
A. DÉFINITIONS
§ ISO. — Une courbe « plane » ou « gauche » peut être considérée comme engendrée par le mouvement < continu » d'un point.
La tangente en un point M est la position limite vers laquelle tend une sécante M A, dont le point d'intersection A, voisin de M, se rapproche indéfiniment de ce dernier.
Toute droite telle que M N" — M N ', perpendicul aire sur la tangente, se nomme une normale à la courbe. 11 y en a une
infinité ; elles sont toutes situées dans un même plan, Q, perpendiculaire à la tangente MT, et Fïg. ist Fig. i8s Fig. is9 qui se nomme le plan normal.
I /g ---- r Tout plan tel que R, qui contient la tan-
^^<^\/^\ /, / ^\*\\ \ ^V^\\ \ gente MT, se nomme un plan tangent à la courbe.
\^ ^^xV / \ •' \ \m \ \ \m \ Il y a donc une infinité de plans tangents à une
/ x^^'/^X/ \ A \ NA ~~~*\ \ courbe.
fjs -^N^-' j>--^'^ A T \ Y tJ \ § 151. — Plan osculateur et normale prin-
^""'^ cipale.
Considérons (fig. 188) la tangente M T, et un point A de la courbe, voisin du point M. Par MT et A on peut faire passer un plan qui sera tangent. Imaginons que A se rapproche indéfiniment de M. Ce plan tangent tend vers une position limite qui est ce que l'on nomme le plan osculateur. On voit donc :
GO
1° Que, en M (fig. 189), au lieu d'avoir, comme tout autre plan tangent (fig. 188), deux points communs confondus en un seul avec la courbe, il en a trois, et :
2° Tandis que (fig. 188) la courbe aux environs du point M est d'un même côté d'un de ses plans tangents ordinaires, elle est (fig. 189) de part et d'autre de son plan oscillateur.
En résumé : le plan oscillateur est un plan tangent qui est traversé par la courbe et c'est le seul qui soit traversé.
La normale principale, M N, est la normale située dans le plan osculateur.
B. PROJECTIONS DIVERSES D'UNE COURBE GAUCHE
§ 152. — Projection avec point d'inflexion.
Théorème. — Lorsque, en un point M d'une courbe gauche, le plan osculateur contient la projetante (rayon visuel,
projetante, rayon lumineux ) du point, en projection
m, la courbe présente un point d'inflexion (fig. 190).
En effet, le plan osculateur contient, par hypothèse, la tangente MT et la projetante M m. Sa trace zmt est la tangente à la projection de la courbe ; mais il est le seul plan tangent qui soit traversé par la courbe A M B, dans l'espace. Donc, en projection, la courbe amb passera d'un côté à l'autre de la tangente zmt, ce qui caractérise en m un point d'inflexion. C.Q.F.D.
§ 153. — Projection avec point de rebroussement (fig. 191).
Théorème. — Lorsqu'on un point, M, d'une courbe gauche de l'espace, la tangente est en même temps une projetante, en projection m, 1° la courbe présente un point de rebroussement et 2° la tangente y est la trace du plan osculateur sur le plan de projection.
En effet, soit Mm la projetante qui, par hypothèse, est en même temps une tangente à la courbe. Comme projection, elle donne un point unique m et, par conséquent, la tangente mt de la projection n'est plus, dans ce cas, la projection de la tangente M m de l'espace. Cherchons-la, cependant.
A cet effet : menons le plan osculateur Q, et considérons la sécante MA, de l'espace, projetée en ma. La ligne Mm et le point A définissent un plan tangent ordinaire, dont la trace sur le plan II est ma. A la limite, lorsque A se confond avec M, ce plan tangent M ma A devient le plan osculateur. Donc m a a pour limite z m t, trace du plan osculateur, ce qui démontre la deuxième partie du théorème.
De plus, en m, la courbe passe d'un côté à l'autre de zt ; cela résulte, comme au § 152, de ce que la courbe dans l'espace traverse son plan osculateur. 11 y a donc, en m, inflexion ou rebroussement de première espèce. Je dis qu'il y a rebroussement et non pas inflexion.
En effet, menons tout autre plan tangent Nw m, que le plan osculateur. Celui-là n'est pas traversé par la courbe. Donc en projection la courbe bma doit être d'un même côté de la droite mn ; donc il y a rebroussement.
Nota. — On généralisera ces théorèmes aux cas de la perspective et des ombres. Comme expérience on prendra un lil de fer en forme de courbe gauche et on vérifiera expérimentalement ces théorèmes à la vue, ou à l'aide des ombres.
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C. génération des surfaces
S 154. — Surface engendrée par le mouvement d'une ligne.
Une ligne (droite ou courbe, invariable de figure ou variable suivant une loi déterminée) qui se déplace d'un mouvement continu engendre une surface.
La courbe mobile se nomme la génératrice de la surface.
D'autres lignes sur lesquelles elle est astreinte à s'appuyer se nomment des directrices. On indiquera par la suite les conditions à satisfaire pour guider le mouvement d'une génératrice, suivant les cas.
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§ 155. — Exemples divers de surfaces.
(a) Cône (fig. 192). — Engendré par une ligne droite, génératrice, sm — s m! , assujettie : 1° à passer par un
point ûxe appelé sommet ; 2° à rencontrer toujours une courbe lixe (plane ou gauche), nommée directrice.
(b) Cylindre (fig. 193). — La génératrice rectiligne m n —
m'n' , est assujettie : 1° à rester parallèle à une direction
donnée A ; 2° à rencontrer toujours une directrice lixe, plane ou gauche.
(c) Hyperboloïde quelconque a une nappe. — La génératrice rectiligne mnp — m'n'p' est astreinte à rencontrer toujours trois directrices fixes, rectilignes, A, B et C, non situées dans un même plan et non parallèles à un même plan.
(d) Paraboloïde hyperbolique. — La génératrice rectiligne est astreinte : 1° à rester toujours parallèle à un plan fixe P, nommé plan directeur ; 2° à rencontrer toujours deux directrices fixes A et B, non situées dans un même plan.
(e) Cône de révolution. — Un cercle générateur mobile est assujetti : 1° à avoir son plan parallèle à un plan lixe P; 2° à avoir son centre sur un axe fixe S X, perpendiculaire au plan P ; 3° à s'appuyer toujours sur une droite fixe S M, qui rencontre l'axe. Le cercle générateur est donc variable.
Nous donnerons par la suite d'autres exemples de surfaces.
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D. CLASSIFICATION DES SURFACES, PLAN TANGENT
§ 156. — (a) Surfaces réglées.
On désigne ainsi les surfaces qui sont susceptibles d'être engendrées par le mouvement d'une ligne droite. Elles se subdivisent en :
(a') Surfaces déveloitables. — Pouvant s'appliquer sur un plan, sans déchirure ni duplicature. Exemple : Cône, cylindre et surfaces enveloppes de plans mobiles (a") Surfaces gauches. — Ne pouvant pas s'appliquer sur un plan.
(b) Surfaces quelconques. — Ce sont celles qui ne sont pas susceptibles d'être engendrées par une droite. Parmi ces surfaces nous étudierons surtout les surfaces de révolution et les surfaces héiicoïdes.
§ 157. — Existence et propriétés du plan tangent.
Tuéorème. — Dans toute surface continue les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et passant par un de ses points M, sont dans un même plan, qui est dit : plan langent à la surface en ce point.
En effet : soient deux courbes M A et M B, tracées par le point M : leurs deux Fis- 197 tangentes, Ma, Mb, définissent un plan T; je dis que la tangente Me, à toute
autre courbe M C, est dans le même plan T.
Pour le démontrer j'imagine un cylindre Z, qui contiendrait la courbe C. Je le déplace parallèlement à lui-même et il recoupe la surface suivant une autre courbe AB. Les trois sécantes M A — M B et AB, sont dans un même plan. Je ramène le cylindre Z à sa première position, et par le même chemin, inverse de celui suivi pour en sortir. La courbe AB redevient évidemment la courbe C ; les trois sécantes (toujours dans un même plan), MA, MB et AB deviennent les trois tangentes aux trois courbes A, B et C. Donc ces trois tangentes sont dans un même plan. C. Q. F. D.
Nota. — 1° Deux courbes, A et B, suffisent donc, par leurs deux tangentes, pour déterminer le plan tangent.
2° Si la surface est réglée, la génératrice rectiligne, étant à elle-même sa propre tangente, sera contenue dans le plan tangent.
S 158. — Normale.
On nomme ainsi la perpendiculaire élevée au plan tangent, par son point de contact. Il n'y a donc qu'une seule normale.
S 159. — Surface enveloppe d'une surface mobile.
Une surface A (de ligure invariable, ou de ligure variant suivant une loi déterminée), se déplace d'un mouvement continu . Dans deux positions voisines A et A', la surface mobile A recoupe la surface voisine A' suivant une ligne Z. Si A ' se rapproche indéfiniment de A, l'intersection Z tend vers une position limite déterminée, a. Cette courbe limite, a, se nomme la caractéristique de la surface mobile, A.
Gela posé : on nomme surface enveloppe, S, de la surface mobile A, le lien des caractéristiques successives de A. On dit que A est la surface enveloppée, tandis que S est la surface enveloppe.
Tuéorème. — Une surface enveloppe, S, est tangente à son enveloppée, A, en tous les points de la caractéristique a; on dit alors que S est circonscrite à A, tout le long de la caractéristique a, ou bien encore que A est inscrite dans S, suivant la courbe a.
Nota. — La démonstration rigoureuse de ce théorème ne peut se faire que par l'analyse ; nous n'essaierons donc pas de la donner ici.
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8 160. — Exemples de surfaces enveloppes.
(a) Cone de révolution (fig. 198). — Une sphère, de rayon variable, a son centre qui se déplace le long d'une droite S X, qui sera l'axe du cône. Son rayon OM varie, mais reste toujours proportionnel à la. distance, OS, du centre à un point
fixe, S, pris sur l'axe. Cette sphère mobile a pour enveloppe un cône de révolution, dont l'axe est la droite S X, et dont le sommet est le point S.
(b) Cylindre de révolution. — Si le rayon de la sphère précédente reste constant (fig. 199), la surface enveloppe est un cylindre.
(c) Tore. — Une sphère, de rayon constant, a son centre qui se déplace sur une circonférence. Cette sphère mobile a pour enveloppe une surface de révolution connue sous le nom de tore.
(d) Surfaces-canaux. — Le cylindre et le tore sont des cas particuliers de ce que l'on nomme une surface-canal, ainsi délinie :
Toute sphère mobile, de rayon constant, dont le centre se déplace sur une courbe quelconque, plane ou gauche, a pour enveloppe une surface-canal. Soit
oo'o"o" (fig1. 200), la courbe trajectoire du centre. On sait que lorsque deux
sphères égales se coupent, le cercle d'intersection a son plan perpendiculaire à la ligne des centres et passant au milieu de cette ligne. Considérons donc deux sphères voisines, o et o' , et supposons que o' se rapproebe indéfiniment de o : à la limite, la sécante oo' devient la tangente o t, au point o. Par conséquent, dans une surface-canal, la caractéristique mn (ou mn', ou m" n") est un grand cercle de la sphère mobile, dont le plan
est perpendiculaire à la tangente à la trajectoire du
Fi-. 201
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centre.
Nous étudierons plus loin la surface-canal connue sous le nom de serpentin. Elle est l'enveloppe d'une sphère, de rayon constant, dont le centre se déplace sur une hélice. Les colonnes torses employées en architecture et en ébénisterie sont une variété du serpentin.
[é] Surfaces DÉvELOPPABLEs(fig. 201). — Une surface développable est la surface enveloppe d'un plan mobile.
Considérons un plan mobile dans différentes positions voisines : 1 —2—3 — 4 — 5. Le plan n° 1 coupe le plan n°2 suivant une droite ad. Le plan n° 2 coupe le plan n° 3 suivant une droite cf, etc. Il est facile de comprendre que si nous considérons la surface polyédrique formée par ces plans, elle pourra se développer et s'appliquer sur un plan, sans se déchirer ni sans se replier sur elle-même.
En effet : pour faire ce développement, on laissera, par exemple, le plan n° I en place ; puis on fera tourner toute la surface autour de ad, comme charnière, jusqu'à ce que la face n° 2 vienne s'appliquer sur le plan n° I ; alors, ce sera la seconde intersection c f qui sera prise comme charnière, et ainsi de suite.
Quelque rapprochés que soient les plans, cette opération pourra toujours se faire ; elle sera donc encore exécutable à la limite, lorsque les plans seront infiniment voisins.
Mais, alors, les droites d'intersection ab — cd — ef, etc., deviennent, à la limite, les caractéristiques, c'est-à-dire les génératries de la surface. Donc :
Théorème 1. — Toute surface, enveloppe d'un plan mobile, est développable, et, de plus, est réglée.
Mais nous avons admis (§ 159) que l'enveloppe (ici, la développable) était tangente à son enveloppée (ici, le plan) tout le long de la caractéristique (ici, la génératrice rectiligne). Donc :
Théorème 2. — Une surface développable a le même plan tangent tout le long d'une même génératrice.
E. REPRÉSENTATION DES SURFACES
[Point 3èViî£~-~J_
S 161. — Contour apparent perspectif.
Par le point de vue (fig. 202) menons à la surface S une série de plans tangents; leurs traces aa', bb', ce', sur le tableau V, auront pour enveloppe une courbe ab c qui se nomme le contour apparent perspectif de la surface. Le lieu de points de contact ABC, de ces plans tangents avec la surface, est le contour apparent dans l'espace ; ou bien encore la séparatrice de vision. Ces plans tangents ont pour enveloppe dans l'espace, un cône ayant pour sommet le point de vue, et pour directrice la courbe A B C ou la courbe abc. Ce cône est le cône de contour apparent ou bien encore le cône perspectif de la surface.
La séparatrice de vision ABC sépare la surface en deux zones. Celle qui est du côté du spectateur et qui contient un point tel que M, projeté en m, est vue, tandis que l'autre, qui contient un point tel que celui qui se projette en n, est cachée.
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§ 16-2. — Généralisation aux ombres et aux projections droites ou obliques.
(a) Ombres au flambeau. — Si le point de vue devient un (lambeau (fig. 205) et si le tableau devient ce que l'on nomme un écran, alors la courbe de séparation ABC... devient la séparatrice d'ombre. La zone du point M est la zone éclairée et celle du
point N est la zone d'ombre propre ; enlin le contour apparent projeté abc... devient Y ombre portée par la surface S sur l'écran.
(b) Ombres au soleil. — Si le llambeau s'éloigne à l'infini dans une direction donnée, S (fig. 204), le cône d'ombre devient un cylindre d'ombre, circonscrit à la surface. La courbe abc est l'ombre portée par la surface sur l'écran, ou bien encore la projection oblique ou perspective cavalière de la surface.
(c) Projections droites ou ombres zénithales. — Si le llambeau ou si le point de vue s'éloignent à l'infini suivant une direction (fig. 203), perpendiculaire au tableau, on obtient soit un éclairement par lumière zénithale, soit une projection droite.
Cette dernière est celle qui est employée en géométrie descriptive. Le spectateur est supposé à l'infini en avant du plan vertical s'il s'agit d'une élévation, ou à l'infini au-dessus du sol s'il s'agit d'une projection horizontale. Toutes ces généralisations sont faciles à comprendre.
S 163. — Théorèmes sur les contours apparents.
Théorème (a). — Le contour apparent d'une surface à génératrices est l'enveloppe des projections {droites, obliques, perspective ou ombres) de ses génératrices (fig. 202).
Fig. 200
En effet, soit MC une génératrice ; elle rencontre en C la séparatrice de vision. Sa tangente CT en G est contenue
dans le plan tangent à la surface, lequel a pour trace au tableau c' et, et passe par le point de vue. Donc T G a pour perspective c t, tangente au contour apparent a b c. Mais c t perspective de la tangente à la courbe M G est aussi tangente a me perspective de M G : donc cm et a b c sont deux courbes tangentes. G. Q. F. D.
Exception (fig. 200). — Si en C, où elle rencontre la séparatrice, la courbe a pour tangente le rayon visuel SC, on a vu (§ 153) cpie, en ce point G, la projection, c, présente un rebroussenient et que la tangente, c t, est la trace du plan osculateur à la courbe au point C. (Généraliser pour les ombres.)
Tiiéohème (b). — Le contour apparent d'une surface enveloppe d'une surface mobile est l'enveloppe des contours apparents de la surface mobile (fig. 202). — En effet, considérons la caractéristique qui passe par le point G pris sur la séparatrice. Soit C D cette caractéristique : elle est aussi une courbe de la surface enveloppée ; et le plan tangent en G à l'enveloppe est aussi tangent en C à l'enveloppée. Il est donc un plan de contour apparent pour les deux surfaces, puisqu'il passe par le point de vue; donc sa trace au tableau, c' et, est tangente aussi bien au contour apparent de l'enveloppe qu'à celui de l'enveloppée. C. Q. F. D.
PLANS TANGENTS AUX CONES ET AUX CYLINDRES A . GÉNÉRALITÉS
§ 164 — Définitions.
(a) Cone et pyramide. — Un cône (ou surface conique) est la surface engendrée par une droite, nommée génératrice assujettie : 1° à passer toujours par un point lixe, S, appelé sommet ;
2° A rencontrer toujours une courbe fixe A B C (fig. 207), plane ou gauche, nommée sa directrice. Nota. — Si au lieu d'une directrice courbe nous avons une directrice polygonale, MNP... (fig. 208), au lieu d'un cône nous aurons une pyramide.
Si la directrice (courbe ou polygonale) est plane, on lui donne ordinairement le nom de base du cône ou de la pyramide.
Le cône de révolution (fig. 209) répond au cas particulier où la base est un cercle et où le sommet est sur une perpendiculaire élevée au centre de la base.
(b) Cylindre et prisme. — Un cylindre (ou surface cylindrique) est la surface engendrée par une droite assujettie : 1° à
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être toujours parallèle à]une direction fixe, A , appelée la direction du cylindre (fig. 210); 2° à rencontrer toujours une courbe lixe ABC. , plane ou gauche, nommée sa directrice.
Si la directrice est polygonale, au lieu d'un cylindre on a un prisme (fig. 211).
Si la directrice est plane, elle porte le nom de base.
Remarque importante. — Un cylindre, ou un prisme, peut être considéré comme la limite d'un cône ou d'une pyramide, dont le sommet (fig. 208) s'éloignerait indéfiniment suivant une direction A - Cette remarque permet de généraliser pour le cylindre la plupart des propriétés du cône.
§ 105. — Propriétés du plan tangent au cône et au cylindre.
(a) Théorème. — Le plan tangent en un point de la surface d'un cône ou d'un cylindre est aussi tangent en tous les points de la génératrice du point de contact. On dit : qu'il est tangent tout le long de la génératrice.
Démonstration pour le cone (fig. 212). — S AB est une génératrice; A et B deux points sur cette droite. A A' est une courbe passant par le point A et tracée sur le cône. BB ' est une autre courbe passant par B.
l.liiOM. DESCR. 9
On mène une génératrice S A ' B ' voisine de S A B ; elle coupe les courbes en A' et B ' . On mène les sécantes A A' et B B' ;
elles sont évidemment dans un même plan qui est celui des deux génératrices SB et SB'.
Cela posé: si la génératrice SB' se rapproche indéfiniment de la génératrice SB, les deux sécantes A A' et BB ', sans cesser d'être toujours dans un même plan, tendent, par définition même, vers les tangentes A t et B q aux deux courbes. Ces deux tangentes sont donc dans un même plan, S A tB q.
Mais, en A, le plan tangent est défini par la génératrice SA, qui, comme ligne droite, est sa propre tangente et par la tangente At. De même en B, le plan tangent est défini par SB et par B q ; donc le plan tangent en A ést le même qu'en B. C.Q.F.D. Même démonstration pour le cylindre.
(b) Conséquences. — 1° Dans un cône, tous les plans tangents passent par le sommet ; dans un cylindre, ils sont tous parallèles à la direction des génératrices. 2° Pour mener le plan tangent en un point quelconque A, on prolongera la génératrice de ce point jusqu'à sa rencontre en B avec telle courbe que l'on voudra, qui sera tracée sur i la surface, et convenablement choisie, et la tangente B Q à cette courbe définira, avec la génératrice B A S, le plan tangent cherché.
B. REPRÉSENTATION DES CÔNES ET DES CYLINDRES ; PROBLÈMES SLR LES PLANS TANGENTS
Fig. 213
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§ 166. — Problème 1.
Par un point extérieur A, mener un plan tangent à un cône ou à un cylindre.
Solution dans l'espace. — 1° Par A, mener pour le cône (fig. 213) une droite AS passant par le sommet, ou, pour le cylindre (fig. 214), parallèle aux génératrices.
2° Prendre en a\ son intersection avec le plan d'une directrice ou base.
3° Mener les tangentes ai M et ai N, à cette base. Dès lors, le plan tangent est parfaitement défini par deux quelconques des trois droites S ai — S M et M ai.
§ 167. — Problème 2.
Parallèlement à une direction donnée, A, mener un plan tangent à un cône ou à un cylindre.
(a) Cône (fig. 215). — 1° Par le sommet S, mener S Si parallèle à la direction donnée A •
2° Prendre en Si son intersection avec le plan d'une directrice bien choisie ; et par Si mener les tangentes Si M et SrN à cette directrice ; le plan est défini par les droites S M — S Si et Si Mi. (Le problème n'est pas possible si du point Si on ne peut pas mener de tangente à la base du cône).
(b) Cylindre. — 1° Par un point quelconque Z, mener la droite G parallèle aux génératrices du cylindre et la droite S parallèle à la direction donnée A • Ces deux droites G et S déterminent un plan Q dont on cherche en Gi la trace sur le plan d'une directrice bien choisie. Le plan tangent cherché sera parallèle à ce plan Q.
2° Mener à la directrice des tangentes Mt — Nf parallèles à la droite Gi etc.
Nota. — Bemarquer l'analogie du problème 1 avec celui de l'ombre au flambeau, d'un cône ou d'un cylindre ; et l'analogie du problème 2 avec celui de l'ombre au soleil.
§ 168. — Contours apparents du cône et du cylindre.
C'est un cas particulier du problème 2, dans lequel la direction A serait ou perpendiculaire au sol (contour apparent horizontal) ou perpendiculaire au mur (contour apparent vertical).
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D'ailleurs, si a b cd — a' b' c' à1 sont les projections de la directrice, plane ou gauche, d'un cône, et SS' celles du
sommet, les contours apparents s'obtiendront toujours en menant des points S et S'
des tangentes aux courbes m n p q et a'b'c'd'
Cela résulte de ce théorème démontré plus haut : « Le contour apparent d'une surface est tangent aux projections de toutes les courbes tracées sur la surface. » Or, dans le cas d'un cône, d'un cylindre et plus généralement de toute surface développable, la séparatrice de vision est toujours formée par une génératrice de la surface, puisque, si un seul point d'une génératrice a son plan tangent passant par le point de vue, comme le plan tangent est le même pour toute la génératrice, il en est de même pour tous les autres points de la même génératrice. On aura donc toujours le contour apparent d'un cône en menant, de la projection du sommet du cône, des tangentes,
S m — S n — Sp , à la projection de la directrice.
Remarques. — 1° Ce que nous venons de dire s'applique aussi bien à un contour apparent projectif que perspectif, c'est-à-dire que, si l'œil est situé à une distance iinie, la projection devenant une perspective, on aura le contour apparent d'un cône en menant, par la perspective du sommet, des tangentes à la perspective de la directrice. Cela s'applique également aux ombres, et l'on aura l'ombre portée d'un cône sur un plan en menant, par l'ombre du sommet, des droites tangentes à l'ombre de sa directrice ;
2° Si, de la projection du sommet S ou S', on ne peut pas mener de tangentes à la projection de la directrice, le cône
n'aura pas de contour apparent sur le plan de projection correspondant ;
3° Si, au point A de l'espace (fig. 217), la tangente AT est perpendiculaire au plan de projection, nous avons vu, dans ce cas, que la courbe projetée présentait en a' un rebroussement. Alors, la droite s' «'joignant le sommet au point de rebroussement, fait encore partie du contour apparent. En effet, le plan SAs'fl'est encore perpendiculaire au plan de projection et tangent au cône, puisqu'il contient la droite AT tangente à la directrice et, de plus, perpendiculaire au plan de projection. C'est donc un plan de contour apparent, et la trace s'a' est une droite du contour apparent.
Par exemple (lig. 218) : si la directrice d'un cône est un cercle A B C, dont le plan est perpendiculaire au plan de projection et projeté sur ce plan, suivant Kig. àiu une droite limitée a b, le contour ap -
parent projeté s'obtiendra en menant, par la projection du sommet, les deux droites s a et s b, aboutissant aux deux extrémités de la droite a b.
S 169. — Cône (ou cylindre) circonscrit à une sphère.
Si le cône est circonscrit à une surface, à une sphère par exemple, son contour apparent projeté s'obtiendra en menant, de la projection s de son sommet, des tangentes au contour apparent de la sphère (fig. 220).
Je dis que le contour apparent
d une sphère est toujours un cercle e f, projection du grand cercle EF dont le plan est parallèle au plan de projection.
En effet, supposons (flg. 219), pour fixer. les idées, que ce soit une projection horizontale. En un point, M, de ce grand cercle EF, qui prend alors le nom d'équateur, le plan tangent est perpendiculaire au rayon OM, qui est horizontal. Donc c'est un plan tangent vertical dit : de contour apparent horizontal ; et comme il en est de même pour tout autre point tel que N, projeté en n, E projeté en e, etc., le cercle enm est le contour apparent horizontal de la sphère.
Conséquence. — Sur une épure (fig. 229), si on se donne en S S ' la projection du sommet d'un cône, en 0 0 ' le centre d'une sphère inscrite de rayon R, on aura les contours apparents du cône en menant des points S et S' les tangentes aux cercles décrits de 0 et 0 comme centres, avec H pour rayon.
Le cône est dit de révolution : son axe est la droite S 0 — S ' 0 ' .
Nous apprendrons, plus loin (chapitre XVII), à déterminer les ellipses, projections des cercles de contact du cône et de la sphère.
C. ÉPURES RELATIVES AUX PLANS TANGENTS
Fig. 221
§ 170. — Problème i.
Prendre un point à la surface d'un cône ou d'un cylindre, et par ce point mener un plan tangent à la surface.
(a) Cône (flg. 221). — Le cône a pour base un cercle a b — a! b1 dans le plan horizontal. Son sommet est s s1.
4° On se donne, à priori, en m, la projection horizontale du point. Trouver sa projection verticale.
Solution. — On mène la génératrice s m du point. 11 y a deux génératrices du cône qui ont cette ligne pour projection horizontale. L'une a son pied en NN' etl'autre en MM' sur la base. On en déduit, en élévation, deux génératrices distinctes s' N' et s' M' qui, toutes deux, ont pour plan s m. Au point m, en plan, répondent donc deux points m1 et n' en élévation.
Remarque. — Ce problème est le même que le suivant : « Trouver l'intersection du cône avec une droite verticale qui aurait son pied en m. »
2° On se donne, à priori, le point, en p', sur l'élévation.
Solution. — On mène en élévation la génératrice slp'P', à laquelle répondent deux génératrices s P et s Q en plan ; à
l'élévation, p', répondent donc' deux points p et q en plan.
Analogie avec le problème : « Trouver l'intersection du cône avec une droite de bout, ayant pour trace verticale p'. » 3° Plan tangent au point </ q- (Voir §§ 105 et 100.) Solution. — 0, est le pied de la génératrice du point q. On mène la tangente Q8 au cercle de base, et le plan tangent est défini par les deux droites Q 0 et Q s.
Nota. — Sur l'épure nous l'avons en outre défini par une ligne de plus grande pente % s'i, obtenue en prénant un nouveau mur %y yi perpendiculaire sur Q8 et en reportant en s'i la hauteur du sommet s'.
(b) Cylindke (flg. 222). — Il a pour base le cercle ab — a'b' situé dans le plan vertical ; sa direction est S S ' .
II est limité par un plan de front, c d — c' d' qui donne comme section un cercle c d — c' d' , égal au cercle de base, et dont le centre est obtenu en z z', par la rencontre de l'axe o z — o' z' du cylindre et du plan de front de la seconde base.
Fig.
1° On se donne, à priori, le point m' en élévation. On mène la génératrice m'M'W à laquelle répondent deux droites <m plan, savoir : M m et N n ; à l'élévation m'n' répondent donc deux points distincts, m et n en plan.
2° Plan tangent au point m m'. Il est défini par la tangente M' \J à la base, au pied M', de la génératrice sur le mur.
Pour avoir un point t de la trace horizontale, on mène la ligne de front m t — m't', qui passe par le point m m', et on en cherche la trace au sol.
Nota. — Sur l'épure le plan tangent M fi' 0.... est en outre défini par une ligne de plus grande pente 0 m't.
3° On résoudra le même problème en se donnant, à priori, le point en plan.
Fig. 223
§ 171. — Problème 2. — Par un point extérieur, m m', mener un plan langent à un cône ou à un cylindre. (a) Cône. — Nous supposerons (fig. 223) que le point extérieur est un flambeau FF'. Le cône a pour base le cercle
a b — a' b1 situé sur le sol. Son sommet est le point s s'. Réalisons sur l'épure la solution indiquée dans l'espace (fig. 213, § 160).
Nous menons la droite F s — F' s' : c'est le rayon lumineux du sommet. Nous cherchons sa trace horizontale S'i Si : c'est l'ombre portée du sommet sur le sol. Nous menons les tangentes à la base, si m et Si Wt ; ce qui donne Y ombre portée du cône sur le sol : elle est réelle depuis la base jusqu'aux points a et [3, où elle rencontre la ligne de terre. Au-delà, de a p en si elle n'existerait que si le plan vertical était une vitre transparente sans épaisseur. Les droites £ n et i« sont les traces horizontales des plans tangents demandés.
Cherchons la trace verticale du rayon lumineux du sommet; cela nous donne en s'z l'ombre portée du sommet sur le mur et en joignant s' 2 a et «'2 p, nous avons les traces verticales des plans tangents, c'est-à-dire l'ombre portée du cône sur le mur.
Enfin, joignant les points de tangence mm' et nn' au sommet $$', nous avons les génératrices de contact. Elles forment la séparatrice d'ombre du cône.
Remarque. — Les deux ombres portées du cône sur le mur et sur le sol se rencontrent en a et fi sur la ligne de terre. Ces points se nomment les points de pliure de l'ombre portée, parce que, en effet, l'ombre
portée s'y replie d'un plan surTautre.
{b) Cylindre. — Sa base (fig.
224) est un cercle sur le mur. Sa direction, donnée par son axe, est oz — o' z' . Le flambeau est le point FF'. Appliquons la solution donnée plus haut (fig. 214).
Par le flambeau FF' nous menons la droite 88' parallèle au cylindre. Nous cherchons en 8' sa trace ^ au mur, c'est-à-dire la trace sur le
plan de base du cylindre. Nous menons les tangentes 8' m! et 3' n ' à la base ; prolongées en n' (5 et m'y., elles donnent les traces verticales des plans tangents, c'est-à-dire l'o'mbre portée par le cylindre sur le mur. Les traces horizontales |3 u et a t s'obtiennent en menant en F ' u ' et F ' V des lignes de fronttdes plans tangents et cherchant en u et t leurs traces au sol.
Fig. 224
Enfin les génératrices m1 p' — mp eln' q' — n q, des points de contact, constituent la séparatrice d'ombre du cylindre.
Remarque. — Si le point FF' au lieu d'être un flambeau eût été un point de vue , alors, au lieu de séparatrices d'ombres on aurait eu, des séparatrices de vision et au lieu d'ombres portées on aurait eu des contours apparents par rapport aux plans de projection.
Les portions du mur ou du sol qui sont couvertes de bacbures sur nos épures eussent été cachées par le cône ou par le cylindre pour un spectateur qui aurait placé son œil au point FF'.
§ 172. — Problème 3. — Mener à un cône un plan tangent parallèle à une direction donnée A A ' (fig'- 225). — C'est le problème de l'ombre au soleil.
Voir la solution dans l'espace au § 107. (a) Données. — Le sommet du cône est en s s'. La base est un cercle de centre oo' et de diamètre c d tracé dans un plan de bout PP' Q'. On obtient facilement en a b et c d les axes de l'ellipse, projection du cercle. En élévation le cercle se projette suivant la droite a'b' égale, en longueur, à son diamètre (§ 74).
{!>) Contour apparent horizontal. — On l'aurait en menant du point s deux tangentes s' f et s' g à l'ellipse projection de la base (§ 168). Mais pour plus d'exactitude on se servira du cercle rabattu, comme nous allons le dire.
Trouver le contour apparent horizontal, revient (§ 108) à lui mener des plans tangents perpendiculaires au sol, c'est-àdire parallèles à une direction verticale.
A cet effet, nous menons en s' n' une verticale. Nous prenons en c' s son intersection avec le plan de base P. Nous rabattons ce plan de base autour de l'horizontale du centre o 0 — o' comme charnière, s s' vient en <4 a2, et du point a 2 nous menons les tangentes telles que zofz au cercle rabattu . Enfin nous relevons en f en nous servant du point de charnière S.
(c) Ombres. — Le problème de l'ombre au soleil est tout à fait analogue au précédent.
La direction des rayons lumineux est A A'- Nous menons par le sommet le rayon lumineux s Si — i'S 'i. Nous cherchons en Si S -'i sa trace sur le plan de base P ; c'est l'ombre portée du sommet sur ce plan. Nous menons les tangentes Si m et Si n à l'ellipse de base et, pour plus de précision, nous faisons, comme tout à l'heure, enS2w2etS2ft un rabatte-
ment.
Dès lors, nous avons en n S1 m l'ombre portée du cône sur son plan de base, et en s m ratrices de contact, c'est-à-dire les séparatrices d'ombre.
s' m' et s n — s 'n ' les géné-
S 173. — Problème 3 bis.
Mener à un cylindre un plan tangent parallèle à une direction donnée A A '•
La solution dans l'espace a été donnée au § 107 (fig. 215). {a) Remarques préliminaires. — Nous pourrions faire l'épure en supposant comme pour la précédente, que la directrice est une courbe située dans un plan quelconque.
Mais, afin de varier les cas, nous supposerons, dans l'épure, que la directrice est une courbe gauche quelconque, donnée par ses deux projections.
Soit ABC, cette directrice gauche dans l'espace (fig. 220), A«B&... les génératrices du cylindre.
On peut opérer de plusieurs manières :
Première solution. — Si le problème a rapport aux ombres, et si l'oit
demande de trouver l'ombre portée par le cylindre sur un plan, le plan horizontal, par exemple, on cherchera en Ai Bi Ci . . . l'ombre portée par la directrice sur ce plan.
On cherchera également en a Ai l'ombre portée par une génératrice du cylindre sur le même plan, et, en menant à la courbe d'ombre At Bi Ci une tangente M i m parallèle à a Ai, on aura l'ombre portée par le cylindre. En remontant du point de tangence Mi au point M de l'espace, on aura en M m la génératrice de contact.
Deuxième solution. — On aurait pu chercher en a m b c la trace du cylindre sur le plan horizontal et mener à cette
courbe la tangente m M, paral- F's' ns Fis- 227 lèle à Ai a. Dans tous les cas, il
est nécessaire de construire une courbe d'intersection d'un cylindre par un plan.
Troisième solution. — Dans certains cas, il sera plus simple de prendre comme directrice plane du cylindre, son intersection par un plan Q parallèle à la droite donnée R; et, comme un pareil plan est indéterminé, on le prendra, de plus, perpendiculaire à l'un des plans de projection, car, dans ce cas, l'intersection avec le cylindre sera plus facile à trouver.
Soit ABC (flg. 227) la directrice gauche, abc l'intersection du cylindre par le plan Q, parallèle à l'un des plans projetant la droite R.
En menant à cette courbe deux tangentes ch et dk parallèles à R, on aura les traces, sur le plan Q, des plans tangents demandés, et en B il et Ce les génératrices de contact. Nous ferons l'épure dans ce cas.
{b) Epure. — On a en abc..., a' b' c' . . . (lig. 228), les deux projections de la courbe gauche directrice du cylindre. La droite à laquelle le plan tangent doit être parallèle est donnée en R R
On coupe le cylindre par un plan PaQ' perpendiculaire au plan vertical, et parallèle à la droite donnée. Sa trace verticale Q' est parallèle à R' et sa trace horizontale est perpendiculaire à la ligne de terre. Ce plan se projette tout entier suivant sa trace verticale Q'. On a donc immédiatement son intersection avec autant de génératrices que l'on veut du cylindre, en a'i — b'i — c'i. . ., etc., ramenés horizontalement en ai — bi — ci sur les génératrices en projection horizontale.
En joignant par un trait continu les points a\ — h — - C\ , on a la courbe d'intersection en projection
horizontale.
On remarquera qu'elle doit être tangente aux génératrices de contour apparent a a\ et bbi .
On mène à cette courbe des tangentes m l\ et ni\ qi parallèles à R, et l'on a en n\ n et nu m, projetées verticalement en n'\ n' et m'i m', les génératrices de contact des plans tangents demandés.
Nota. — Nous étudierons dans un chapitre spécial (chap. XVII) le cône, le cylindre de révolution ainsi que la sphère.
D. PROBLÈMES DIVERS SUR LES PLANS TANGENTS AUX CÔNES ET AUX CYLINDRES
1° Problèmes indéterminés.
§ 17 i. — Mener à un cône ou à un cylindre une tangente passant par un point donné, ou parallèle à une direction donnée.
On mène à la surface un plan tangent passant par le point donné ou parallèle à la direction donnée (§ 171 et 172), et toute droite de ce plan répond à la question.
Application. — Par un point donné ou parallèlement à une droite donnée, mener une droite tangente à deux cônes, oit à deux cylindres, ou à un cylindre et à un cône.
Solution. — On construit les deux plans tangents qui répondent, séparément, à chacune des deux conditions à remplir, et leur intersection constitue la droite demandée.
Nous avons déjà résolu ce problème dans la première partie, au § 139 : « Trouver une droite passant par un point donné et située à des distances données de deux droites données. »
2° Problèmes exigeant des conditions spéciales.
§ 175. — Mener à un cône ou à un cylindre un plan tangent passant par une droite donnée.
(a) Cône. — Si la droite passe par le sommet, nous avons donné la solution au § 16C> (fig. 213).
Si elle ne passe pas par le sommet; en menant le plan qui contient cette droite et le sommet, ce plan doit être tangent. On conçoit que cette condition ne sera réalisée que tout à fait exceptionnellement.
(b) Cylindre. — Si la droite est parallèle aux génératrices, nous avons donné la solution au § 160 (fig. 214).
Si elle ne l'est pas, il faut qu'en menant par cette droite un plan parallèle aux génératrices le plan soit tangent. Cela sera exceptionnel.
g i7G. — Mener à un cône ou à un cylindre un plan tangent parallèle à un plan donné.
Discussion tout à fait analogue.
§ 177. — Mener à un cône ou à un cylindre une normale parallèle à une direction donnée.
On mènerait à la surface un plan tangent parallèle à un autre plan qui serait lui-même perpendiculaire à la normale demandée. Et, s'il y a une solution, ce qui sera exceptionnel, toutes les droites menées perpendiculairement à ce plan tangent aux divers points de la génératrice de contact répondront à la question.
§ 178. — Mener un plan tangent commun à deux surfaces du genre cylindre ou cône.
(a) Deux cônes. — On suppose que les sommets ne coïncident pas :
On joint les sommets S et T par une droite. Par cette ligne on mène les plans tangents à l'un des cônes, et il devra y en avoir au moins un qui soit tangent à l'autre. Cela n'arrivera qu'exceptionnellement.
Graphiquement, pour le reconnaître, on prendra la base des deux surfaces sur un même plan K (fig. 229). On cherchera en K la trace de la ligne des sommets sur ce plan, et Fi 82g si, par ce pointK, on mène une tangente K m à l'une des
bases, elle doit être aussi tangente à l'autre.
Si les cônes sont de révolution, nous avons indiqué dans la première partie (§ 119) que pour qu'ils aient deux plans tangents communs, il suffit que ces cônes remplissent une des trois conditions suivantes:
Avoir le même somme t ;
Etre homothétiques ;
Etre circonscrits à une même sphère.
Dans chaque cas, néanmoins, le problème est sujet à discussion.
[b) Un cône et un cylindre. — En menant par le sommet du cône une parallèle aux génératrices du cylindre, et menant par cette droite un plan tangent à l'une des deux surfaces, il doit être aussi tangent à l'autre. Cela n'aura lieu qu'exceptionnellement.
Si les surfaces sont de révolution, la condition de possibilité pour qu'il y ait deux plans tangents communs se ramène à les avoir tangentes à une même sphère.
(c) Deux cylindres. — En menant par un point deux droites respectivement parallèles à chacun des cylindres, on détermine un plan, lequel, transporté parallèlement à lui-même de manière être à tangent à l'une des deux surfaces, doit être, également, langent à l'autre.
Si les cylindres sont de révolution, il suffira qu'ils soient tangents à une même sphère ou que leurs génératrices soient parallèles.
3° Problèmes déterminés.
5; 179. — Mener à deux surfaces, cylindrique ou conique, des plans tangents parallèles entre eux.
(n) Deux cônes : S et T. — On transporte un des deux cônes, T, parallèlement à lui-même (flg. 230), de telle sorte que son sommet T coïncide avec le sommet S de l'autre. Soit T', le cône ainsi transporté. Les cônes S et T' sont alors dans les
conditions voulues pour avoir des plans tangents communs. On construit ces plans et il ne reste plus qu'à les transporter parallèlement, par un mouvement inverse, jusqu'à ce qu'ils soient aussi tangents au cône T.
(b) Un cône S et un cylindre C. — Par le sommet du cône on mène une parallèle au cylindre G (ce qui revient à transporter successivement toutes les génératrices du cylindre au point S); par cette droite on mène des plans tangents au cône ; et il ne reste plus qu'à les transporter parallèlement à eux-mêmes, tangentiellement au cylindre.
(c) Deux cylindres : G et D. — Par un point quelconque M, on mène des parallèles à chacun des cylindres (ce qui revient à transporter en ce point toutes les génératrices de chacune des deux surfaces).
Elles déterminent un plan P, qu'il suffit ensuite de transporter tangentiellement sur chaque cylindre.
Fis. 231
S 180. — Application. — Mener à deux surfaces, cylindrique ou conique, une normale commune.
(a) Solution dans l'espace (fig. 230). — 1° On leur mène deux plans tangents parallèles, comme il vient d'être indiqué.
2° On détermine les génératrices de contact S M et TN. 3° On mène en P Q la perpendiculaire commune à ces deux droites. Cette perpendiculaire est la normale demandée. Exécutons ces constructions sur une épure.
(b) Epure (fig. 231). — Pour le cas d'un cône et d'un cylindre :
Le cône est quelconque ; son sommet est ss'; sa base est un cercle de centre o o' tracé dans le plan vertical.
Le cylindre est de révolution. Son axe est la droite de niveau z u — z' u' . On se donne son rayon II, et la hauteur de l'axe.
On mène la droite st — s' t', parallèle au cylindre; on en cherche la trace verticale 1 1' , et par ce point menant une tangente t'ri à la base du cône, cela détermine un plan tangent au cône, qui, transporté parallèment, pourra être aussi tangent au cylindre.
En aî2 y2 on prend un nouveau mur perpendiculaire au cylindre, et par suite, aussi, au plan tangent qui vient d'être trouvé. [>e cylindre s'y projette en entier suivant son cercle de base z i f'\ . On reporte en s'i n'{ les hauteurs des deux points s s ' et n n ' de la génératrice de contact du cône, et cette droite s'i n'i est la trace verticale du plan tangent sur le nouveau mur. En menant au cercle de base du cylindre une tangente /"'î u'i parallèle à s'\ n'i, on aura le plan tangent au cylindre, et en f'\ projetée horizontalement en fg, puis sur l'ancien mur en fg' , la génératrice de contact du cylindre.
Il ne reste plus qu'à trouver la perpendiculaire commune aux deux droites sn — s'n' et fg —f'g'- (Voir lre partie, § 134, fig. 169.)
r.ÉOM. DESCH. 10
Sur le mur x{ yi elle s'obtient, àpriori, en fi k'i en menant de f'U pied de la génératrice du cylindre, la perpendiculaire sur s'i n't, génératrice du cône. On rappelle k\ en k sur le plan, et on la trace, horizontalement, en kh, parallèle à x\ y\. Enfin on rappelle les points h et k en h' et k1 sur l'ancienne élévation.
La normale commune est la droite h k — h' k' .
Vérification. — En élévation, sur le mur x y, elle doit être perpendiculaire à la trace verticale n't' du plan tangent
au cône.
EXERCICES SUK LES PLANS TANGENTS AUX CONES ET AUX CYLINDRES
E.rercice premier. — Mener à un cylindre un plan tangent faisant un angle a avec le plan horizontal. Discussion. Exercice 2. — On donne les traces d'un plan et, dans ce plan, une courbe qui se projette horizontalement suivant un
cercle.
Par un point du plan vertical, mener des droites tangentes à la projection verticale de la courbe, sans tracer celte projection.
Exercice 3. — On donne : 1° une sphère tangente au plan horizontal ; 2° les traces d'un plan coupant la sphère ; 3° les projections d'une droite.
Trouver sur le plan vertical les génératrices de contour apparent d'un cylindre parallèle à la droite et qui aurait pour directrice l'intersection du plan donné et de la sphère sans tracer l'ellipse projection verticale de cette intersection.
Exercice 4. — Une courbe située dans un plan P donné par ses traces est connue en rabattement sur le plan horizontal. Elle sert de base à un cône droit dont on demande le contour apparent sur le plan horizontal.
Exercice 5. — On a une sphère tangente au plan horizontal et un cône de sommet quelconque qui a pour directrice un cercle situé dans un plan incliné à 45° sur le plan horizontal, de telle façon que son rabattement sur le plan horizontal soit la projection du contour apparent de la sphère.
Construire une tangente commune aux deux surfaces, passant par un point donné de la ligne de terre.
Exercice 6. — Une circonférence se trouve dans un plan incliné à 45° sur le plan horizontal. On la rabat en vraie grandeur. On donne une droite par ses projections. Le cercle donné est la base d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles à la droite donnée. La droite coupe le plan borizontal en un point a a'. On demande de mener par ce point une tangente commune au cylindre et à une sphère donnée.
Exercice 7. — Dans un plan horizontal on donne une droite de longueur déterminée, projection d'un cercle tangent au plan horizontal et situé dans un plan de profil. Ce cercle est la base d'un cône dont le sommet est un point quelconque. Mener à ce cône une tangente s'appuyant sur une droite donnée et passant par un point donné de la ligne do terre.
Exercice 8. — On donne un cercle dans le plan horizontal et un dans le plan vertical. Ces cercles sont les bases de deux cônes de révolution dont les axes sont égaux à leur diamètre. Mener une normale commune à ces deux cônes.
Exercice 9. — On donne les traces d'un plan et un cône dont le sommet est sur la ligne de terre et dont la directrice est un cercle situé dans ce plan et tangent à sa trace horizontale.
On a un cylindre ayant pour axe la ligne de terre et dont le rayon est égal à celui du cercle précédent. Construire les projections de la normale commune aux deux surfaces. Contour apparent du cône sur le plan horizontal.
Exercice 10. — On donne un cercle tangent à la ligne de terre, situé dans un plan passant par cette ligne et les projections d'un point. Tracer le contour apparent sur le plan vertical d'un cône ayant le point donné pour sommet et pour directrice le cercle donné.
Trouver une normale commune à ce cône et à un cylindre de même rayon que le cercle donné et ayant pour axe la ligne de terre.
Exercice il. — On donne les traces d'un plan et un cercle dans le plan horizontal. Ce cercle est la base d'un cône dont le sommet est dans le plan vertical. On considère un nouveau cône qui a pour directrice la section du premier cône par le plan donné et pour sommet un autre plan du plan vertical.
Trouver directement le contour apparent de ce nouveau cône sur le plan horizontal.
Exercice 12. — On donne un cône ayant son sommet dans le plan vertical, et ayant pour base un cercle situé dans un plan passant par la ligne de terre, et incliné à 45° sur le plan horizontal. On donne un cylindre droit ayant [pour base une circonférence sur le plan vertical.
Trouver une normale commune aux deux surfaces.
Exercice 13. — On donne un cône dont la directrice est un cercle situé dans le plan horizontal et dont le sommet est un point du plan vertical. Ce cercle est en même temps la projection du contour apparent d'une sphère tangente au plan horizontal.
Par un point de la ligne de terre, mener une tangente commune à ces deux surfaces.
Exercice 14. — On donne les traces d'un plan et, dans ce plan, un cercle, trace, sur le plan donné, d'un cylindre droit.
Mener, par un point donné, une tangente commune à ce cylindre et à une sphère tangente au plan horizontal.
Exercice 15. — On donne une droite a h, a'b' parallèle à la ligne de terre et un cône droit à base circulaire dont la base est un cercle S sur le plan horizontal.
Mener, par un point M de la ligne de terre, une droite tangente au cône et s'appuyant sur la droite donnée a'b' . Point de contact.
INTERSECTION DES CONES, DES CYLINDRES, DES PYRAMIDES ET DES PRISMES
Dix-huitième Leçon.
A. GÉNÉRALITÉS
§ 181. — Avertissement.
Il est d'usage d'étudier les sections planes des cônes et des cylindres avant d'aborder les intersections des cônes et des cylindres entre eux. Mais si l'on remarque qu'un plan n'est qu'un cas particulier de l'une de ces deux surfaces, on conçoit qu'il y ait intérêt à n'étudier les sections planes qu'après les intersections plus générales des deux surfaces. C'est ce que nous ferons dans ces leçons.
Le problème général revient, en définitive, à chercher les intersections successives de l'une des surfaces avec les
génératrices de l'autre. C'est pourquoi nous résoudrons d'abord la ^o^e. question suivante :
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§ 181 bis. — Intersection d'une droite avec un cône, une pyramide, un cylindre ou un prisme.
(a) Solution dans l'espace. — 1° Par la droite donnée GD, on fait passer un plan auxiliaire donnant la section la plus simple possible dans
c'est-à-dire donnant une ou plusieurs génératrices. Pour le cône et pour la pyramide, ce plan (lig. 232),GDSF,
passera parle sommet ; pour le cylindre, ce plan, GDF, sera parallèle aux génératrices du cylindre.
2° On cherche en F H (fig. 232), ou en FD (fig. 233), la droite d'intersection de ce plan auxiliaire avec le plan de base du cône ou du cylindre.
3° On prend en p q — mn, les intersections de cette droite avec la courbe de base, et on en déduit en Sp S q — SmSw (fig. 232), ou bien (fig. 233) en Mm et N n les génératrices de section du plan auxiliaire.
4° Les points P, Q, M, N (fig. 232), MN (fig. 233), où les génératrices rencontrent la droite donnée, sont les points cherchés.
(b) Épure pour une pyramide (fig. 234). — Son sommet est s s'. Sa hase est un triangle a b c — a 'b' c' , situé sur un plan de bout P P 'Q '/La droite est g d — y'd' .
Par le sommet ss' on mène une droite sf — s' f parallèle à la droite donnée, et le plan auxiliaire se trouve défini par les deux droites parallèles g ti — g' d' et sf — s'f. On obtient en d' d et f f les traces de ces droites sur le plan de base, et la droite f d... est la trace du plan auxiliaire sur le plan de hase. Elle recoupe en m et n, rappelés en m' et n', le triangle de base. Les génératrices auxiliaires d'intersection sont s w — s' m' etsn — s' n' ; elles recoupent la droite donnée en MM' et N N ', qui sont les points cherchés.
§ 182. — Méthode générale pour la recherche de l'intersection de deux surfaces coniques ou cylindriques.
Nous expliquerons la méthode générale pour deux cônes. Nous l'étendrons ensuite à toutes les intersections que peuvent donner, en les prenant deux à deux, les surfaces suivantes : cône, pyramide, cylindre et prisme.
(a) Points courants de l'intersection. — En principe, on coupe les deux surfaces par des plans auxiliaires convenablement chiosis, c'est-à-dire donnant des intersections auxiliaires aussi simples que possible. Or, clans un cône, les sections
planes les plus simples sont celles qui passent par le sommet, car elles sont formées par une ou par plusieurs génératrices. On est donc conduit à opérer comme suit :
1° On joint les deux sommets S et T (fig. 235), par une droite, dont on prend la trace K, sur le plan de base commun aux deux cônes. Cette droite se nomme la ligne des sommets et le point K s'appelle le point de divergence.
2° Par la droite des sommets, on fait passer une série de
plans auxiliaires; leurs traces, telles que Kdc II, divergent toutes du point K. Raisonnons sur le plan auxiliaire n° II.
3° On prend en c et d sur une base, et en 2 et 12 sur l'autre, les intersections de sa trace avec les courbes de base, et on en déduit, en T c et Td sur le cône T, et en S 2, S 12, sur le cône S, les génératrices d'intersection auxiliaire.
4° Ces génératrices se recoupent, deux à deux, en quatre points C2, Ci2, D2, D12, qui sont des points courants de l'intersection.
(b) Tangente en un point courant, Ci. — Elle est l'intersection des deux plans tangents. On en cherche les traces 2a; et c y.
Si elles se coupent dans les limites de l'épure, en un point cp par exemple, en joignant le point ? au point C2 on aura la tangente.
Si elles se coupent hors de l'épure (c'est le cas de la figure 235), alors on considère chaque plan tangent comme un • cône, mais dont la base serait une ligne droite au lieu d'être une ligne courbe. Ainsi le plan 2x sera considéré comme un cône de sommet S et de base 2 x. Le plan cy sera un cône de sommet T et de base cy. Dès lors on cherche un point de leur intersection comme on l'a fait pour les véritables cônes S et T.
On utilise pour cela le même point de divergence K. On coupe par un plan auxiliaire Ky x; on détermine les génératrices d'intersection auxiliaire #S et y T, et leur rencontre donne, en 9, un point de la tangente.
§ 183. — Ordre à apporter dans le numérotage des points.
Nous conseillons de numéroter les plans auxiliaires par des chiffres romains : Plan n° I, n° II. Sur une des bases, les points seront numérotés :
1 et 11, s'ils sont donnés par le plan n° I ;
2 et 12, s'ils sont donnés par le plan n° 2
n° IX.
9 et 19, s'ils sont donnés par le plan n° IX.
Sur l'autre base, les points recevront des lettres a, b, c De telle sorte qu'un point de l'intersection dans l'espace
sera désigné à la fois par une lettre et par un numéro. Ainsi le point C12 sera donné par le plan n° II; il appartiendra à la génératrice T C, de l'un des cônes, et à la génératrice S 2, de l'autre.
§ 184. — Plans-limites et points-limites (même figure 235).
Pour qu'un plan auxiliaire donne des points courants, il faut que sa trace coupe à la fois les deux bases. Par suite, les seules traces utiles seront comprises entre la trace Kfsa 1, tangente à la base de gauche, et sécante à celle de droite, et la trace K, y, 19,9, tangente à la base de droite, et sécante à celle de gauche.
Ce premier et ce dernier plan utiles se nomment les plans-limiles. Chacun d'eux, Kflal, par exemple, ne donne plus que deux points A et B dans l'espace, au lieu de quatre. En réalité, le point-limite A est la réunion de deux points confondus en un seul sur la génératrice a A. Il faut imaginer les génératrices voisines C-> et C12, se rapprochant indéfiniment de a A. Les deux points C% et C12 arrivent à se confondre en A.
Cela nous permet d'énoncer le théorème suivant :
§ 183. — Théorème des points-limites. — Sa généralisation.
En un point-limite, la courbe est tangente à la génératrice de celle des deux surfaces qui est coupée par le planlimite.
Ce théorème est général ; démontrons-le pour toute espèce d'intersection.
On sait que pour avoir l'intersection de deux surfaces S et S', on les coupe par une surface auxiliaire Z, qui donne deux intersections auxiliaires, savoir : une courbe S Z avec S, et une courbe S' Z avec S'.
Les points communs aux courbes SZ et S'Z sont des points courants de l'intersection. Or, supposons que la surface auxiliaire Z soit limite pour S, c'est-à-dire qu'elle soit tangente à la surface S tout le long de la courbe auxiliaire SZ qu'elle y détermine, tandis qu'elle recoupera S' suivant l'auxiliaire S 'Z. Je dis qu'au point correspondant, a, de l'intersection, la courbe cherchée est tangente à S 'Z, c'est-à-dire à l'auxiliaire de la surface coupée.
En effet, au point a la tangente à l'intersection définitive est la droite commune au plan tangent T de la surface S et au plan tangent T de la surface S'. Ce sera la droite que nous nommerons T T ' (1). Mais en ce même point a, la tangente à la courbe auxiliaire S 'Z est l'intersection du plan tangent T' à la surface S' et du plan tangent à la surface Z, lequel, par hypothèse, est aussi le plan tangent T à la surface S ; la tangente à la courbe auxiliaire S 'Z est donc aussi la droite TT'. C. Q. F. D.
Fig. 236
§ 18G. — Distinction des différents cas et cheminement des points.
(a) Pénétration. — Considérons ce qui se passe sur le plan commun des deux bases (fig. 236).
Sur l'épure des bases, si les traces limites k * et K p sont tangentes à une même base B, et sécantes toutes deux à l'autre B, alors deux zones(marquées de hachures sur le plan) et appartenant toutes deux au même cône B' seront en dehors
de l'intersection. L'intersection se composera (fig. 237, perspective) de deux courbes, l'une PQ, dite courbe if entrée, l'autre MN, dite courbe desortie. 11 y a pénétration du cône B dans le cône B '. (b) Cheminement des points. — méthode des deux mobiles. — Pour joindre, comme il convient, les points donnés 4 par 4, par chaque plan sécant auxiliaire, on imagine deux mobiles cheminant en même temps sur chaque base et se trouvant, au même instant, sur une même trace auxiliaire. Ainsi le mobile de gauche sera en m (fig. 236) quand celui de droite sera en 1 ; celui de gauche, marchant comme l'indique la flèche, arrive en n quand l'autre arrive en 2 ; mais celui de gauche ne pouvant dépasser le point-limite n, revient sur ses pas jusqu'en m, tandis que celui de droite fait le tour complet de la base B. On obtient ainsi la courbe de sortie. Pour la courbe d'entrée,
(1) T T ' veut dire, dans noire notation, que c'est l'intersection du plan T et du plan T', de même que S Z représentait l'intersection de la surface S et delà surface Z, S S' l'intersection de S et de S'... etc.
Fig. 239
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le mobile de gauche parcourra, aller et retour, le segment limité pq, tandis que celui de droite fera une seconde fois le tour complet de la base B.
(c) Arrachement. — En plan (fig. 538), une des traces- ; limites est tangente à la base B, l'autre l est à la base B'. Une zone (couverte de hachures, fig. 238) reste en dehors de l'intersection sur chaque cône. Les surfaces se rencontrent par côté ; on dit qu'il y a arrachement réciproque de l'une par l'autre ; l'intersection se compose d'une seule courbe, affectant la forme de la figure perspective (fig. 239).
(«/) Cheminements des points. — Les deux mobiles se déplaceront comme suit :
Celui de gauche partant de m, et celui de droite partant de 2, le premier suit les flèches : il atteint le point 1, et le dépasse, tandis que celui de droite atteint le pointlimite p, et est obligé de revenir sur ses pas. Ensuite le mobile de gauche atteint le point-limite n et revient sur ses pas, tandis que celui de droite atteint le point de tan-
gence 2 et le dépasse etc
(e) Cas limite simple avec un point double « (fig. 240 et 241). — Un des plans-limite k p, est tangent à la fois aux deux surfaces. Les quatre génératrices de section auxiliaire se réduisent à deux, et les quatre points courants sont réunis en un seul.
On comprendra le fait en imaginant (fig. 242) que les points-limites a et [3 (fig. A) se rapprochent l'un de l'autre en formant deux pointes a ' et (fig. B) qui à un instant donné se confondent en un point double w (fig. C).
Les tangentes w t — w 0, aux deux branches qui se croisent, ne peuvent pas être déterminées élémentaire^ ment.
(/") Cas limite double. — Les deux plans-limites sont tangents communs aux deux bases (fig. 243). 11 y a (fig. 244) deux points doubles w et 1, et l'on démontre en géométrie analytique, que si les deux cônes sont à bases du 2° degré (ellipse, hyperbole, parabole, cercle), l'intersection se compose de deux courbes planes AB et CD, se recoupant aux points doubles u et 1.
Application en architecture aux voûtes d'arête (1). (Voir plus loin figures 247, 248 et 249.)
§ 187. — Cônes et cylindres (fig. 245).
Par le sommet S du cône, on mène S K parallèle aux génératrices du cylindre. K est le point de divergence. Le reste comme pour deux cônes.
§ 188. — Cylindre et cylindre.
1° Par un point quelconque V, on mène deux droites parallèles aux génératrices des cylindres; ce qui détermine un plan M VN dont la trace est A-
2° On coupe les deux cylindres par des plans auxiliaires, parallèles au plan M V N ; leurs traces seront donc parallèles à A - Le reste comme pour deux cônes.
(1) Voir le Cours <lc Stéréotomie.
On rattache le cas de deux cylindres à celui de deux cônes en considérant que le point de divergence K des deux cônes est rejeté à l'infini.
Fig. 24r> Fig. 24C
Nota. — On généralise ce qui précède aux prismes et aux pyramides; on remarquera seulement qu'il suffira de faire passer les plans sécants successivement par les arêtes de chacune des surfaces polyédriques.
Fig. 2iS
Fig 250
Fig. 2.M
§ I <S9. — Cas remarquables des intersections précédentes.
Nous énoncerons, sans les démontrer, les théorèmes qui suivent : (a) L'intersection est formée de deux courbes planes.
Théorème 1. — Lorsque deux surfaces du second degré (cônes, cylindres, ellipsoïdes, sphères...) ont deux plans tangents communs en deux points communs, elles se coupent suivant deux courbes planes (lesquelles sont, par conséquent, des courbes du deuxième degré, ellipses, hyperboles, paraboles, cercle).
Ces deux courbes se rencontrent en deux points, dits : points doubles, qui sont précisément ceux où les plans tangents sont communs.
Théorème 2. — Lorsque deux surfaces du deuxième degré sont circonscrites à une même surface du deuxième degré, elles se recoupent suivant deux courbes planes.
. Application à T architecture : voûte d'arête (fig. 247 et 248), et voûte en arc de cloître (fig. 2i9) (1).
Théorème 3. — Lorsque deux surfaces du deuxième degré se coupent, si la courbe d'entrée est plane, la courbe de sortie est aussi plane.
Applications aux ombres : ombre portée (fig. 250) par la base MV d'un cylindre creux dansl'intérieurdu cylindre (ombre du pont)(2). L'ombre portée est l'arc d'ellipse WMi V. Les points doubles sont les points W et V de la courbe d'entrée MWEV, pour lesquels le rayon lumineux est tangent au cylindre.
Ombre portée (fig. 251) par l'équateur EE' d'une sphère creuse dans l'intérieur de la sphère (ombre de l'écuelle). L'ombre portée WE, V est une demi-circonférence.
(b) L'intersection, quoique gauche, est projetée suivant une conique. Théorème 4. — Lorsque deux surfaces du deuxième degré ont un plan de symé-
(1) Voirie Traite de Stéréotomie, § 102.
(2) Voir le tracé des Ombres usuelles, §§ 24, 25 et 31.
trie commun, leur intersection, qui est gauche dans l'espace, se projette sur ce plan de symétrie, suivant une courbe du second degré.
Exemple (fig. 252) : lunette cylindrique en coupe des pierres (1).
L'intersection ACB — ACB a pour projection une hyperbole équilatère, dont les asymptotes sont les droites à 45", o Z et o Z.
B. ÉPURES
&njeLe<:on £ ]<j0. _ Epure n° 1. — Intersection de deux cônes. — Arrachement (fig. 253).
(a) Données. — Les cônes ont pour base des cercles sur le plan horizontal. Les sommets sont S S' et TT". On mène la ligne des sommets ST — S' T' et on prend en K'K sa trace sur le plan des bases. K est le point de divergence.
(b) Nature de l'intersection. — Les plans-limites sont K« 1 ou n° 1, tangent au cône T et sécant au cône S, et Ku ■; ou n° 10, tangent, au contraire, au cône S, mais sécant au cône T. Il y a donc arrachement (voir § 186).
(c) Point courant PP;. — Donné par le plan n° VIII, lequel ne répond à aucune génératrice de contour apparent. Il coupe la base de gauche aux points 8 et 18, et la base de droite aux points p et q. On mène les quatre génératrices et l'on obtient quatre points (entourés par un rond sur l'épure) qui sont p8, p 18, 78, q 18.
Nous en avons marqué un seul de la lettre P P '.
(A) Tangente au point courant PP'. — On mène les traces p z (droite) et 18 W ( gauche) des plans tangents. Elle- s< rencontrent hors des limites de l'épure. On traite alors ces plans comme des cônes de sommet S et T. Des lors un plan auxiliaire kz w donne deux droites auxiliaires Sz et T w, dont l'intersection 8 6' est un point de la tangente 8 P.
(é) Points-limites. — Ces deux premiers a,, et pi, sont donnés par le plan n° I ; les tangentes y sont les génératrices y ~>\ et ppi du cône coupé, par le plan-limite.
Les deux autres sont donnés parle plan n° X. Nous n'y avons mis de lettre y'o et S'o qu'en projection verticale. Les tangentes y sont les génératrices du cône de gauche.
(f) Points de contour apparent. — 1° Pour le cône T, le point de contour apparent horizontal est donné parle planlimite n° II, dont la trace Kdc 2, 12 passe par le pied, 2, d'une des génératrices de contour apparent horizontal. Ce plan donne deux points, d* et c*, pour lesquels les tangentes sont le contour apparent lui-même, et, en outre, il fournit deux autres points, que notre épure ne spécifie pas, mais que nous avons eu le soin de bien obtenir dans le travail au crayon qui a précédé la mise à l'encre. L'autre contour apparent horizontal T, e du cône T, n'a pas de points de l'intersection parce que son pied, s, est en dehors des plans-limités.
Le plan n° III sert, en /, pour le contour apparent vertical du cône S.
Le plan n° IV sert, en g, pour le contour apparent horizontal du même cône S.
Le plan n° V sert, en 5, pour le contour apparent vertical du cône T.
Le plan n° VI sert, en K, pour le contour apparent vertical du cône S.
Le plan n° VII sert, en 17, pour le contour apparent vertical de gauche du cône T.
Le plan n" VIII est le plan courant.
Pc plan n° IX sert, en r, pour le contour apparent horizontal du cône S.
( m voit, en résumé, que sans compter le plan courant, le seul fait d'avoir les 8 points de contour apparent à chercher, savoir : 4 en plan et i en élévation, et les 4 points-limites, conduirait, si aucun point ne faisait défaut, à employer IQ plans auxiliaires donnant en tout (8X4 = 32, plus i) 36 points, pour lesquels nous connaissons, à priori, 8 tangentes.
Cela suffira, presque toujours, pour très bien déterminer la courbe.
(g) Cheminement des points. (Voir S 180, b. Méthode des deux mobiles.) — On aura bien soin, quand un des deux mobiles arrive au pied d'un contour apparent, 2, par exemple, de voir si l'autre a ou n'a pas encore dépassé le contour apparent de l'autre surface. Cela renseigne pour savoir si, en venant du point de départ «i par exemple, on doit rencontrer en premier lieu l'un des contours plutôt que l'autre. De cette constatation dépend l'existence ou la non-existence d'une boucle analogue à celle qui se trouve aux environs du point 04.
(h) Parties vues ou cachées. — Nous supposons ici que les deux solides existent ensemble, alors :
Principe. — 1° Un point, pour être caché, n'a besoin de l'être que pur une seule des deux surfaces ; 2° le passage d'une partie vue à une partie cachée ne peut se faire qu'en rencontrant un contour apparent.
(1) Voir le Traité de Stéréotomie, § 102.
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Il suffît donc de vérifier la visibilité d'un très petit nombre de points pour être fixé pour tout le reste. Ainsi le pointlimite [ii est vu, en plan, car il est sur deux génératrices S et t T, qui sont vues toutes les deux. Donc, jusqu'aux deux prochains contours apparents la courbe est vue. Elle est cachée au delà, etc., etc.
tj 191. — Hypothèses diverses sur les solides enlevés.
Sur la figure 25.'! les deux cônes existent tous les deux. La même figure donne en BR' l'entaille faite par le cône S
dans le cône T ; on suppose donc que le cône S est enlevé et, avec lui, toute la masse solide qui lui est commune avec le oône T.
On remarquera (fig, B) que le contour apparent est enlevé entre c% et â% par le cône S.
Le point ji est sur la partie vue du cône T vu et, par conséquent, avec lui toute la branche de courbe qui le con-
lient, jusqu'aux deux prochains contours apparents du cône T; c'est-à-dire de di en ng, p, gu et c 2. Il n'y a pas à s'occuper des contours apparents du cône S, puisque ce cône est enlevé.
Le point (/serait caché parle cône T; mais la masse solide qui le cache ayant été enlevée, il apparaît vu cependant et avec lui la branche de courbe à laquelle il appartient, mais seulement entre les points cp et u>, où elle semble croiser celle qui est déjà tracée.
Les points cp et w se nomment des points doubles apparents de la courbe d'intersection. Ils sont caractérisés sur la ligure B, par ce fait qu'une verticale qui y passerait rencontrerait la courbe de l'espace en deux points (1). La figure 254 donne l'entaille faite par le cône T dans le cône S ; le cône T étant enlevé. Enfin la ligure 255 donne les projections du solide commun aux deux surfaces.
Pour dessiner le solide commun et se reconnaître dans les lignes vues, on commence par tracer en trait plein tout le périmètre de la projection (A par exemple). Ce périmètre se compose : 1° de lignes droites telles que d% c-z — g± gii — ro rig, qui sont des portions de génératrices de contour apparent des cônes, et 2° de portions de la courbe dmtersection telles que rig, p, gu, et rg, n, d%, qui sont tangentes aux droites précédentes.
Les droites sont de véritables contours apparents tangentiels du solide, tandis que les courbes sont des arêtes vives
curvilignes du même solide.
Une fois cela fait, on reconnaît facilement ensuite si un point, tel que ij, est vu ou caché et avec lui toute la branche de courbe qui y passe jusqu'aux deux prochains contours apparents de l'un ou de Vautre des deux cônes.
S 192. — Epure n° 2. — Intersection de deux cylindres. — Pénétration (fig. 25G).
(a) Données. — Le cylindre de gauche, A, est à base circulaire ; le cylindre de droite, B, est à base elliptique. Les bases sont toutes les deux sur le plan horizontal.
(b) Direction des traces des plans auxiliaires. — Par un point quelconque FF', que nous prenons pour simplifier sur l'axe du cylindre A, nous menons une parallèle FK — F'K' aux génératrices du cylindre B.
La droite 10 K donne sur le plan horizontal la direction A des traces des plans auxiliaires (voir g 188).
(c) Plans auxiliaires utiles et plans limites. — Le premier plan limite est le n° I. 11 est tangent au cylindre A mais sécant au cylindre B. Il donne les deux points limites ai et pi. Les tangentes y sont les gé nératrices «i a et [ïi 8 du cylindre coupé, B (§§ 184 et 185).
Le plan n° II sert pour une des génératrices de contour apparent horizontal de A.
Le plan n° III, pour le contour apparent horizontal f, de B. Le plan n° IV, pour le contour apparent vertical 14 — 14' de A'. Le plan n° V, pour le contour apparent vertical, i, de B. Le plan n° VI, pour le contour apparent vertical (i — ti' de A. Le plan n° VII, pour le contour apparent vertical // — n ' de B. On remarquera combien ces plans sont rapprochés les uns des / s- autres ; c'est pourquoi, en projection verticale, les courbes d'intersec-
tion présentent des courbures très prononcées, presque des rebroussements, dans les angles tels que G'.
C'est pourquoi aussi, dans le cheminement des points, devra-t-on faire très attention à reconnaître quel est, dans les angles, celui des deux contours apparents qui est rencontré en premier. Il en résultera soit une boucle, comme en G', avec point double apparent e, soit un retournement brusque, sans boucle, comme dans l'angle D'.
Le plan n° VIII sert pour le contour apparent horizontal 18, de A... Nous avons considéré ce plan comme plan courant et l'on voit en PP' un des quatre points courants qu'il donne.
(1! Nous donnons plus loin (note page 36;, un tracé pour vérifier la position des points doubles apparculs
Fig. 2.YÏ
Le plan n° IX est limite : il donne les points limites pg p'g et 59 a'9 avec tangentes qui sont encore les génératrices du cylindre B.
Il y a"donc bien pénétration du cylindre de gauche dans celui de droite (§ 18C>).
■ . (d) Tangente au point courant P P'. — On mène en p z (cy-
lindre B) et 8 te (cylindre A) les tangentes aux bases aux pieds des génératrices qui ont donné P P' par leur intersection.
Ces tangentes sont les traces horizontales des plans tangents.
Pour trouver l'intersection de ces plans tangents, on les considère, chacun, comme un cylindre à base en ligne droite, que l'on coupe par un plan auxiliaire tel que ie z, comme on a fait pour les cylindres courbes.
Ce plan auxiliaire te z donne deux génératrices des plans iv 8 — w ' O7 et z 6 — : ' 0 ' qui se recoupent en un point 0 0'. La tangente est la droite 0 P — 6 'F.
(e) Parties vues ou cacuées. — Nous supposons enlevé le cylindre A, qui est celui qui pénètre, et nous représentons le trou qu'il fait dans le cylindre elliptique.
On se reconnaît dans les lignes en raisonnant comme il a été fait plus haut (§ 192).
(f) Solide commun. — On voit le solide commun représenté à part sur la figure "loi. (Pour sa représentation, voir § 192, fig. 255.)
Comme remarque générale, on aura bien soin, sur toutes les épures, de s'assurer que les points les plus à <j miche ou les plus à droite, tels que mm — n n' — rr' — s s' (fig. 257) ont leurs deux projections sur les mêmes lignes de rappel.
§ 192. — Epure n° 3. — Intersection d'un cône et d'un cylindre. — Cas limite simple. (Les deux surface sont un plan tangent commun, Og. 259.)
Fig. 258.
(a) Données. — Le cône a pour base un cercle de centre 00' situé dans le plan horizontal. Son sommet S S' est dans le plan vertical.
Le cylindre a ses génératrices parallèles à la ligne de terre. Sa base est un cercle situé dans un plan vertical SZ qui n'est pas perpendiculaire aux génératrices. On a rabattu ce plan (fig. C) sur le plan horizontal : on y voit le
cercle enace g i... S p.
(b) Plans auxiliaires. — Nous avons vu. (§ 187) que par le sommet du cône on doit mener une droite S 0 (fig. 258) parallèle aux génératrices du cylindre. Par cette droite passeront tous les plans auxiliaires. Mais, ici, les bases des surfaces sont dans des plans différents. Si, comme cela se voit sur le croquis perspectif (fig. 258), le cône a sa base dans un
plan H et le cylindre dans un autre plan V, alors on prend en V et en H, sur les plans de base, les traces de la droite S B, el au lieu d'un seul point de divergence on en a deux, savoir H et V. Par le premier point H passeront toutes les traces auxiliaires sur le plan de base du cône, et par V toutes celles sur le plan de base du cylindre. Ces traces doivent d'ailleurs se rencontrer en a sur la droite d'intersection des deux plans de base.
L'épure (fig. 259) présente, en outre, ce cas particulier que les génératrices du cylindre sont horizontales. Dès lors le point de divergence H est rejeté à l'infini et les traces auxiliaires sur le plan horizontal de base du cylindre sont des droites (elles que III- 13, IV-14, etc., parallèles à la ligne de terre.
Sur le mur SZ, plan de base du cylindre, les traces auxiliaires telles que S', ï, S'i 11, S'iM... divergent toutes du point S 'i, qui est en réalité le sommet du cône.
(c) Remarque. — Méthode des projections obliques. — L'épure se fait comme pour les autres cas étudiés ci-dess.us :
Fig. 259
nous n'insisterons donc pas. Mais on peut remarquer que sur la ligure C, le cercle %cq... p peut être regardé comme la
projection oblique du cylindre, et les lignes S ' 1 a S I — S'i cd II. . . etc., comme les projections obliques des génératrices du cône faites sur le plan de base de cylindre et par des projetantes parallèles aux génératrices de ce dernier.
Il peut être commode de considérer l'épure à ce point de vue. Ainsi, sur la projection oblique C l'intersection appa rail suivant l'arc de cercle xce f&$\ et le problème revient dès lors à celui-ci :
Connaissant les projections obliques c,e q..., sur un mur C, d'une série de points de la surface d'un cône, trouver les
projections horizontales ai e% Pi. .. de ces points (1). Des projections horizontales on passe ensuite facilement aux
élévations (fig. B).
Le premier plan limite S '1 -j.pl est le plan de contour apparent du cône sur le plan Z. Il est tangent au cône et sécant au cylindre. Il donne deux points-limites *i a'i et r{.\ [i ' i ; les tangentes sont les génératrices du cylindre.
(»/) Point double réel. — Le second plan limite n° YI1 est le second plan de contour apparent du cône sur la projection oblique C. Mais les données de l'épure sont choisies de telle sorte qu'il est aussi tangent au cylindre au point w — (.»: — (o't. Dès lors (§ 186 — e) nous avons là un point-limite qui est un point double et la tangente n'y est plus une génératrice d'aucune des deux surfaces. La méthode ordinaire pour trouver les tangentes en ce point double est en défaut (2).
(e) Rehroussements de la projection horizontale. — AQn que le lecteur soit prévenu pour un cas particulier qui se présente quelquefois dans les applications (3), nous avons supposé que le plan n° III qui sert pour le contour apparent
horizontal S3 du cône sert aussi pour le contour apparent horizontal F fz fiz du cylindre. 11 en résulte' que le point fa de la courbe (fig. A) est à la fois sur les deux contours apparents.
En ce point les deux plans tangents sont tous les deux verticaux, et la tangente, qui est leur intersection, est elle-
(1) Nous donnerons pins loin, sous le nom de projections obliques et de projections coniques, des applications de cette méthode ou plutôt de cetlr manière de lire les épures
(2) Voir en note, page 96, le tracé des tangentes aux points doubles. (:i) Stéréotomie, § 102. Lunette cylindrique.
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qu'elles font avec le sol. Nous ne donnerons qu'une projection horizontale des solides.
même verticale. Par conséquent (§ 153), la courbe présente en ce point fz un rebroussement de première espèce, et la tangente y est la trace horizontale du plan osculateur à la courbe gauche d'intersection.
Les données sont telles que le même fait se produit pour le point ki% situé lui aussi à la fois sur les deux autres contours apparents.
11 faut remarquer que ces rebroussements n'auront lieu que tout à fait exceptionnellement.
Nota. — La figure 260 donne l'entaille faite par le cylindre dans le cône, et la figure 201 représente le solide commun.
§ 193. — Epure n° 4. — Intersection d'un prisme et d'une pyramide (arrachement).
(a) Données (fig. 262). — La pyramide a pour base un quadrilatère ab c d, tracé sur le plan horizontal. Son sommet est donné en S, en plan, et l'on en connaît la cote de hauteur S S'.
Le prisme a pour base un pentagone m n p q r. Ses génératrices ont pour projections m M — il N, etc.. et l'on connaît l'angle, a.
Fig. '202
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(b) Point de divergence des traces. — Parle sommet S de la pyramide, on mène une parallèle S K aux génératrices du cylindre. Sa trace K, obtenue en rabattant en S ' K cette parallèle, est le point de divergence des traces auxiliaires.
(c) Intersection. — On achève, ensuite, exactement comme si l'on avait un cône et un cylindre ; seulement nous n'avons de plans auxiliaires à mener que par les arêtes de l'une ou de l'autre des deux surfaces.
Fig. 263
Le cheminement des points se fait exactement comme si les surfaces étaient courbes, et par la méthode dite des deux mobiles.
La ligure 202 donne l'entaille faite par le prisme dans la pyramide. On voit en B (fig. 202 bis) le solide commun.
Enfin, la figure 2G3 donne l'entaille faite par la pyramide dans le prisme.
Nota. — Nous étudierons plus loin, dans un chapitre consacré à la sphère, au cône et au cylindre de révolution, l'inlersection d'un prisme ou d'une pyramide avec un cône ou avec un cylindre.
| 194. — Aspects divers des intersections de deux cônes.
(a) La droite des sommets (fig. 2Gi) est intérieure à l'un des cônes, S, mais extérieure à l'autre, T, ce qui revient à
Fig. 26S
•lire que le second cône a son sommet T dans l'intérieur du premier. Le point de divergence, K, est dans la base du cône S.
Il y a pénétration du cône T dans le cône S. Il faut seulement remarquer que, tandis que la courbe d'entrée, cd. appartient à une des nappes du cône T, la courbe de sortie, a b, appartient à l'autre nappe, (b) La ligne des sommets, S T K, est contenue dans chacun des deux cônes (fig. 265).
Il y a deux courbes d'intersection distinctes, ab et c d. Le cas est donc celui d'une pénétration ; mais cette pénétra-
Fig. 266
Fig. 2(iS
Fig. 267
tion est réciproque : ce n'est pas plutôt le cône S qui pénètre dans le cône T, que le cône T qui pénètre dans le cône S. La figure 265 montre, en perspective, le solide formé par la coexistence des deux cônes.
La figure 266 indique le trou pratiqué dans le cône T par le cône S. Il y a deux nappes creuses inflnies, N'N" et M', et une nappe creuse limitée, cdS.
La figure 267 fait comprendre le trou pratiqué dans le cône S par le cône T. Ses deux nappes creuses cdT et abT sont limitées.
Enfin sur la figure 268 on a indiqué le solide commun.
Il comprend un solide biconique limité : TcrfS, et deux nappes infinies, SMi et oôNi.
Nota. — Les courbes d'intersection, ab et cd, peuvent présenter des branches infinies. On les reconnaîtra et on les étudiera comme nous l'indiquerons aux paragraphes suivants.
(c) Une des surfaces est un cône et son sommet T est situé sur l'autre surface S. Cette dernière peut, d'ailleurs, être conique ou cylindrique (fig. 269).
Dans ce cas la droite des sommets ST est une génératrice du cône S et le point de divergence K est sur la base m n de ce cône S.
Il y a, comme dans le cas de la figure 264, pénétration du cône T dans le cône S, et l'on comprendra bien ce qui se passe sur la figure 269, en imaginant que dans la figure 264, précédente, la courbe de sortie ab s'est réduite à un point qui est le sommet T.
Sur la figure 269, la tangente KO, menée à la base du cône S, par le point de divergence, ne rencontre pas la base »i f;i du cône T.
{d) Si, comme cela se passe sur la figure 270, la tangente K 0, à la base du cône S, rencontre la base du cône T, alors
le plan auxiliaire Kci di 6 donne, comme génératrice courante, dans le cône S, précisément la droite STK et les deux points courants viennent se confondre en un seul au sommet T qui est un point double. Les tangentes en ce point sont les génératrices Trfi et Ici du cône T. La courbe passe d'une nappe à l'autre du cône T. Un des points limite ai a.
est sur une de ces nappes, l'autre point limite Pi p est sur l'autre.
(e) Il pourrait se faire que le point de divergence KT fût compris dans la base «i Pi di (fig.270) du cône T. Ce cas l'entrera en partie dans celui qui répond au b (fig. 265-266) et en partie au cas que nous allons étudier, où il y a des branches inûnies. 11 y aura pénétration réciproque des deux surfaces, comme figure 2G5..., et la courbe passera par le sommet T qui sera un point double, comme figure 270.
Nous laissons au lecteur le soin d'étudier graphiquement ce cas spécial.
C. BRANCHES INFIMES DANS LES INTERSECTIONS DES CÔNES ET DES CYLINDRES
§ 195. — Différentes espèces de branches infinies.
Le point courant, M, de l'intersection de deux surfaces cylindriques ou coniques, peut s'éloigner à l'infini de deux manières.
(a) Première manière. — Les deux génératrices, qui par leur intersection donnent le point courant, tendent à devenir parallèles tout en restant à distance finie.
Cette première manière est la seule possible pour le cas de deux cônes, puisque les génératrices passent toujours par les sommets et restent, par conséquent, à distance finie.
Les branches inûnies obtenues dans ces conditions seront dites : de première espèce. Elles peuvent en outre se classer en branches hyperboliques, c'est-à-dire ayant des asymptotes (cela ne voudra pas dire que ce sont des hyperboles), et en branches paraboliques, c'est-à-dire n'ayant pas d'asymptotes (cela ne voudra pas dire que ce sont des paraboles).
[b) 2e Manière. — Une des deux génératrices courantes, que déterminent les plans auxiliaires, tend à s'éloigner tout entière à l'infini.
Cette seconde manière n'est possible que si l'une des deux surfaces est un cylindre ; encore faut-il que sa base soit une courbe à branches infinies (hyperbole, parabole ou autre).
Il peut même se faire que les deux génératrices courantes tendent toutes deux à la fois vers l'infini : alors il faut que les surfaces soient deux cylindres.
Si l'une des deux est un cône, il peut se faire, en outre, que tandis que la génératrice du cylindre tend à s'éloigner à l'infini, la génératrice correspondante du cône donnée par le même plan auxiliaire tende à lui devenir parallèle.
Ces branches inûnies de seconde espèce peuvent, elles aussi, être hyperboliques, c'est-à-dire avec asymptotes, ou paraboliques, c'est-à-dire sans asymptotes.
Nota. — Les cylindres à base hyperbolique ou parabolique ne se rencontrant presque jamais dans les applications, nous n'étudierons que très sommairement les branches infinies de seconde espèce (1).
(1) Nous ne connaissons qu'un seul exemple où l'on rencontre un cylindre hyperbolique ; c'est celui de la trompe cylindrique supportant une tour ronde. (Voir Stéréotomie, §§ 122 et 123.)
Occupons-nous donc plus spécialement des branches infinies de première espèce, c'est-à-dire de celles qui peuvent se rencontrer soit dans l'intersection de deux cônes soit dans celle d'un cône et d'un cylindre à base fermée (ellipse ou cercle).
§ 196. — Branches infinies pour deux cônes. — Il convient, quand on fait l'épure, de ne pas s'occuper tout d'abord des branches infinies ; ce n'est que si l'on voit deux génératrices courantes tendre à se rencontrer de plus en plus loin, qu'il faut s'assurer si réellement les branches infinies existent, ce qui revient à reconnaître s'il y a des génératrices parallèles et combien il y en a. A cet effet (fig. 271) :
1° On transporte l'un des cônes, le cône T par exemple, parallèlement à lui-même jusqu'à ce que son sommet T vienne coïncider, en T', avec le sommet S de l'autre cône. Dans ce mouvement T glisse sur la ligne des sommets et la nouvelle
Fig. 271
base a p y 8 est homothétique de l'ancienne base «i 8i yi Si. Le centre d'homothétie est le point de divergence K, qui a servi
KT
précisément pour trouver l'intersection ; et le rapport de similitude est -— -. Il est donc facile d'obtenir la nouvelle base a J3 y S du cône transporté.
2° Si la base transportée a^yS coupe la base fixe, M N, du cône S, comme sur la figure 271, en 4 points ai !3t yi Si (il pourait y en avoir 2 ou 3, dont un double, etc. Voir plus loin, § 197), alors les génératrices Sa — S [3 — S y — S 3 sont ce que nous nommerons des directions asymptotiques, c'est-à-dire des génératrices qui donneraient un point courant à l'infini, car elles sont parallèles à des génératrices Tai, T pi du cône T.
3" Pour trouver les asymptotes, si elles existent (par exemple celle qui répond au point à l'infini sur les génératrices Sa et Tai), on remarque que cette asymptote est la limite de la tangente au point courant, lorsque ce dernier s'éloigne à l'infini.
Gomme toute autre tangente, elle est donc l'intersection de deux plans menés tangentiellement tout le long des génératrices, savoir: le plantangentT ai 0 aucône T, lequel a pour trace la tangente ai 0, à.labase au pointa^ etle plan tangent Sa 6 au cône S. L'asymptote est donc la droite d'intersection 0 Z, parallèle, d'ailleurs, à la direction asymptotique S a.
On cherchera de même les asymptotes répondant aux trois autres directions Sp — S y et S 8.
§ 197. — Discussion.
Nous supposons que les cônes sont du second degré, c'est-à-dire que leurs bases sont des cercles, des ellipses, des hyperboles ou des paraboles.
(a) Quatre branches hyperboliques. — C'est le cas de la figure 271. Il y a quatre branches infinies ; chaque branche a
une asymptote. C'est pourquoi, par analogie avec l'hyperbole, qui, elle aussi, possède des asymptotes, on dit que les branches sont hyperboliques.
(b) Deux branches hyperboliques et une branche parabolique. — La base M (fig. 272), transportée en Mr, recoupe la base fixe en deux points Si Ti, mais lui est, en outre, tangente en a,. (Les deux points ai et pi de la figure 271 se sont réunis en un seul, 04, sur la figure 272.)
Aux génératrices asymptotiques yi S — S\ S, obtenues par recoupement, répondent des branches infinies, avec asymptotes, comme tout à
Fig. 272 Fin-. 273 l'heure ; mais à la
branche infinie donnée par la génératrice tangentielle , ai'S, il n'y a pas d'asymptote, car le plan tangent, ai 61, au cône S, au point ai est, par raison d'homothétie, parallèle au plan tangent en a au cône T.
On dit que cette branche est parabolique.
(c) Deux branches hyperboliques. — Si (fig. 273) la base M du cône T, transportée en Mi, recoupe en deux points seulement, a et |3, la base N du cône S, alors il n'y a plus que deux directions asymptotiques, S a — S (3, et deux branches infinies, avec asymptotes.
{d) Une ou deux branches paraboliques. — Si la base transportée Mi, au lieu de couper en deux points, aetp, la base fixe, lui était tangente, alors les deux branches infinies se réduiraient à une seule, sans asymptote, comme pour le cas (b) .
Il pourrait même y avoir deux branches paraboliques, si la base transportée, Mi, était bi- tangente à la base fixe N (fig. 27-4). —
(e) Remarque. — Théoriquement, il est indifférent de transporter un cône plutôt que l'autre. Pratiquement, on transportera celui des deux cônes dont la transformation homothétique de la base sera la plus facile à obtenir. Si, comme cela se présente (fig. 272 et 273), un des cônes T M est à base circulaire, c'est évidemment celui-là que l'on transportera ; il suffira d'avoir, par homothétie, le centre et un point de la nouvelle base Mi, pour pouvoir tracer au compas cette nouvelle base.
§ l'J<S. — Branches infinies de l'intersection d'un cône et d'un cylindre à base fermée (fig. 275). \ Les génératrices du cylindre étant toutes parallèles entre elles, on reconnaîtra leur parallélisme avec une génératrice du cône en menant par le sotnmet S, de ce dernier, 'rine droite S K parallèle au cylindre. Le pied K,de cette droite, lequel estle point de divergence, doit tomber sur la base du cône.
Un plan auxiliaire courant tel que K 01 P Ji donne dans le cylindre deux génératrices J Ji et 001 et dans le cône deux génératrices dont l'une, Sp, variera chaque fois, mais dont l'autre est toujours la droite S K.
Sur la génératrice Sp, on aura deux points courants 0 et J, tandis que la génératrice S K étant parallèle aux droites 001 et, JJi, les rencontrera en deux points à l'infini.
Ainsi donc, toute une courbe est rejetée à l'infini ; nous la considérerons comme courbe de sortie, et celle que nous obtiendrons peut être considérée, dans son ensemble, comme une courbe d'entrée.
Aura-t-elle des branches infinies ? Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le point courant, tel que J, puisse s'éloigner à l'infini. Il faut donc que la génératrice courante, S J, du cône, puisse devenir parallèle au cylindre, c'est-à-dire puisse, à un moment donné, se confondre avec SK. Mais alors le point Ji sera confondu avec K. la trace du plan courant, K Ji, sera devenue la tangente KO à la base du cône ; il faut donc que cette trace tangentielle K6 soit comprise dans les traces utiles, autrement dit coupe en-<p et 0 la base du cylindre.
Fis. 27-:
Nota — 1° Si la tangente K 0 à la base du cône ne rencontrait pas la ba^e du cylindre, il n'y aurait pas de branches infinies.
2" En passant de plus-l'infini, du côté de f, à moins -l'infini du côté de h, la courbe passe d'un côté à l'autre de son " asymptote.
Le lecteur fera bien d'éludier le cas où le point K serait, en outre, dans l'intérieur de la base du Cylindre.
. S 199. — Cône ayant avec un autre cône ou avec un cylindre une génératrice commune (fig. 276).
Prenons deux cônes. Dans ce cas, le cône T a son sonamet sur le cône S et réciproquement. La génératrice commune STK fait partie de l'intersection. Le point de divergence K est le pied de la génératrice commune.
Fipr. 276
Il y aura forcément, ainsi que nous allons le faire voir, d'autres branches infinies que la génératrice STK. On les obtiendra, comme il a été dit au § IDG, par le transport de l'un des cônes (le cône S, par exemple); et comme le point K est le centre d'homothétie pour la base transportée, cette dernière, après transport, passera toujours par K. Donc, coupant déjà la base fixe en K, elle la recoupera en t ou 3 autres points.
Remarque. — La courbe m T c S passera par les deux sommets S et T. En effet : lorsque le plan auxiliaire courant tel quexKy prendra la position K-y' tangente au cône T et sécante au cône S, suivant la génératrice S 7', les génératrices courantes telles que Sa; et T?/ seront devenues S 7' et TK, lesquelles se coupent en S : la tangente y est la génératrice S du cône coupé (théorème sur le point-limite). De même : lorsque le plan auxiliaire est tangent, en K6, au cône S, il donne comme point le sommet T, avec tangente T 0. Ainsi les
deux sommets T et ? appartiennent à l'intersection et ils jouent le rôle de points-limites.
Fig. 276 bis
I. — Recherche du point le plus haut ou le plus bas
On peut trouver ces points lorsque les bases des deux surfaces (conique ou cylindrique) sont homolhétiques et, particulièrement, lorsqu'elles sont circulaires. En effet (fig. 276 bis), par le point de divergence K menons une trace auxiliaire K co passant par le centre de similitude w (direct ou inverse) : nous
obtenons les quatre génératrices Ta et TA dans le premier cône, Sot et Sn dans le second, donnant 4 points d'intersection. Prenons parmi eux les deux points M et N, qui répondent aux points bomologucs des bases, savoir : M, répondant aux homologues b et tn, et N, répondant à n et a. Les traces des plans tangents en b et m sont parallèles ; par conséquent, eu M, la tangente a l'intersection est aussi parallèle a ces traces, et, par conséquent, est horizontale dans l'espace. C'est ce qui caractérise un point le plus haut ou le plus bas. Même raisonnement pour le point N.
H. — Ligne de vérification des points doubles apparents des intersections (même figure 276 bis).
Ce qui caractérise un point double apparent de l'intersection (en projection horizontale par exemple), c'est qu'une projetante (ici, une verticale) rencontrera l'intersection en deux points; autrement dit, c'est qu'une même verticale aura ses deux extrémités situées à la fois sur chacune des deux surfaces. Rappelons d'abord qu'une verticale :-e projette horizontalement en un point.
Imaginons que nous sachions construire le lieu des points milieux de toutes les verticales interceptées dans la première surface, et aussi le lieu des milieux des verticales interceptées dans la seconde surface. La ligne d'intersection de ces deux lieux contiendra le milieu de la verticale commune interceptée et, en projeclion horizontale, les points doubles apparents devront se projeter sur cette ligne d'intersection, qui sera donc une ligne de vérification des points doubles.
Or, dans les cônes, dans les cylindres, et, plus généralement, dans toutes les surfaces du second degré, sphère, ellipsoïde, hyperboloïde, etc., la surface lieu des milieux des verticales interceptées est un plan, et mîme c'est le plan qui contient les lignes de contour apparent horizontal.
Par conséquent, on obtiendra la ligne de vérification des points doubles en cherchant la droile d'intersection des plans de contour apparent. Sur la figure 276 bis, le plan de contour apparent du cône T est le plan T a fi ; sur le cône S c'est le plan S y 3. Leurs traces sont a fi et •( S. On en cherche l'intersection eu considérant ces plans comme des cônes de sommet T et S.
T ~ ( i'ibf.-tfenea)
Une trace auxiliaire Kg f donne un point de L'interjection en v. La ligne des points doubles est 1 1 droite 0 v . Nota. — On voit que cette construction ne donne pas les poinls doubles ; elle permet seulement d'en vérifier la position. Le lecteur fera bien de vérifier par cette méthode, la position des points doubles des diverses intersections trouvées aux épures précédentes. Il cherchera a démontrer pourquoi, sur l'épure de l'intersection d'un cône et d'un cylindre (fig. 259), les points doubles, \l et [jl, de l'élévation, sont situés sur l'horizontale m' m' dont la hauteur est prise en m' sur la projection auxiliaire (fig. C).
EXERCICES
1. — On donne deux cônes ayant pour base le même cercle dans le plan horizontal. L'un a son sommet dans le plan vertical, l'autre sur une perpendiculaire élevée parle centre de base sur le plan horizontal.
Intersection des deux cônes. (On doit trouver une courbe plane.)
2. — On donne un cône ayant pour base un cercle sur le plan horizontal et pour sommet un point quelconque donné. On donne un autre cône ayant pour base dans le plan horizontal un cercle passant par la trace horizontale d'une génératrice donnée du premier cône et pour sommet un point situé sur cette même génératrice.
Intersection dos deux cônes. (Il y aura des branches infinies.)
3. — On donne deux cônes qui ont pour base commune un cercle situé dans un plan passant par la ligne de terre et par un point donné, qui est précisément le centre du cercle. Le cercle est tangent à la ligne de terre.
Les deux cônes ont leur sommet, l'un dans le plan horizontal, l'autre dans le plan vertical. Intersection des deux cônes.
4. — Un cône de révolution a son axe perpendiculaire au plan vertical. Soit sp la projection horizontale de cet axe, 5 étant le sommet et p la trace verticale de l'axe.
On donne un cylindre de révolution dont l'axe est vertical et rencontre l'axe du cône. La base de ce cylindre est le cercle décrit sur sp comme diamètre.
Intersection des deux surfaces.
5. — On donne un cône et un cylindre de révolution ; le cône a son axe vertical, et sa base est un cercle dans le plan horizontal. L'axe du cylindre est la génératrice du cône parallèle au plan vertical.
Intersection du cône et du cylindre. Branches infinies.
6. — On donne un cylindre dont la base est un cercle situé dans le plan horizontal. On donne une génératrice de ce cylindre.
On considère un cône dont le cercle de base, situé dans le plan vertical, a pour centre la trace verticale de la génératrice du cylindre ; le. sommet du cône est la trace horizontale de la même génératrice. Trouver l'intersection du cône et du cylindre.
7. — On donne un cône dont la base est dans un plan perpendiculaire au plan vertical. Soit Pala trace horizontale de ce plan. On donne, en outre, le centre o o ' du cercle de base et on sait que ce cercle est tangent à la trace a P.
Le sommet S de ce cône est donné ; il est situé dans le plan horizontal sur une parallèle à la ligne de terre menée par le point o.
On donne encore un cylindre droit dont la base est un cercle tracé sur le plan vertical et ayant pour centre le point o' , projection verticale du centre du cercle de base du cône. Trouver l'intersection des deux surfaces.
8. — Deux cônes reposent, par leurs bases, l'un sur le plan horizontal, l'autre sur le plan vertical ; de plus, le sommet de chaque cône est sur la base de l'autre cône. Trouver l'intersection des deux cônes. (Les bases sont circulaires.)
9. — On donne un cône de révolution dont l'axe est parallèle au plan vertical ; l'angle du cône est égal au complément de l'angle que fait l'axe avec le plan horizontal.
On donne ensuite un cylindre droit circulaire reposant, par sa base, sur le plan horizontal. Trouver l'intersection des deux surfaces. Y a-t-il des branches infinies, — déterminer les asymptotes.
10. — On donne un cylindre qui a pour base un cercle sur le plan horizontal. On donne la direction des génératrices. On donne un cône ayant pour base un cercle sur le plan vertical et ayant son sommet sur une parallèle aux génératrices du cylindre mené par un point de ce cercle. Trouver l'intersection de ces deux surfaces. A-t-elle des branches infinies ?
11. — On donne un cône dont la base est un cercle situé dans le plan vertical, et dont le sommet est sur une perpendiculaire au plan vertical mené par le centre.
On donne un cylindre ayant pour base un cercle tangent extérieurement au cercle de base du cône. Les génératrices du cylindre sont parallèles à la génératrice du cône parallèle au plan horizontal. Trouver l'intersection des deux surfaces.
12. — Un cylindre de révolution a son axe parallèle au plan vertical ; un cône a pour base un cercle sur le plan horizontal et pour sommet un point de l'axe du cylindre. Intersection des deux surfaces.
GÉOM. DESCH. 1.1
13. — On donne un cône dont l'axe est parallèle au plan vertical ; l'angle du cône est égal au complément de l'angle que fait la projection verticale de l'axe avec la ligne de terre.
On donne un cylindre ayant pour base, dans le plan vertical, un cercle dont le centre est la projection verticale du sommet du cône; les génératrices de ce cylindre sont perpendiculaires au plan vertical. Construire l'intersection du cône et du cylindre.
14. — On donne un triangle équilatéral ABC. Le côté AC tourne autour de BC, et, après, BC tourne aussi autour de AB. On demande l'intersection des deux cônes ainsi engendrés, et les branches infinies. Construction d'un point et de la
tangente en ce point. (On supposera que le plan du triangle est horizontal.)
15. — On donne deux cônes ayant pour traces deux cercles tangents intérieurement et une génératrice commune. Trouver leur intersection. Est-elle plane ?
Les cônes sont-ils homothétiques ? Y a-t-il des branches infinies?
16. — Un cône et un cylindre ont une génératrice commune et un plan tangent commun. Trouver l'intersection. La courbe est-elle plane ?
Y a-t-il pénétration d'une surface dans l'autre? Trouver le point sur la génératrice commune.
17. — On a un cercle situé dans un plan de profil et tangent au plan vertical. Ce cercle est la directrice d'un cône dont le sommet est dans le plan horizontal. Trouver son intersection avec un second cône dont le sommet est quelconque et dont la directrice est un cercle tracé dans le plan vertical.
18. — On donne une circonférence dans le plan horizontal; elle est la projection d'une sphère tangente au plan horizontal. On donne deux points dans le plan vertical. L'un est le sommet d'un cône circonscrit à Ta sphère ; l'autre est le sommet d'un cône ayant pour base la circonférence, projection de la sphère.
On demande l'intersection des deux surfaces.
19. — On donne un cône dont le sommet est dans le plan horizontal et dont la directrice est un cercle situé dans le plan vertical.
Trouver l'intersection de ce cône avec un cylindre dont la section droite est un cercle tangent au plan horizontal et projeté en entier sur ce plan suivant une ligne droite.
20. — On donne un cercle dont le plan est parallèle au plan horizontal ; et un point sur le plan horizontal. Ce point est le sommet d'un cône ayant pour base le cercle donné.
On donne un second point dans le plan vertical. Il est le sommet d'un cône ayant pour base, sur le plan horizontal, la projection du cercle donné.
Trouver l'intersection des deux cônes et le solide commun.
21. — 1° On donne, sur le plan horizontal, une droite limitée A B. A est le sommet d'un cône de révolution tangent au plan horizontal le long de AB. Sa base passe par le point B et le rayon de cette base est le 1 /3 de AB. Représenter ce cône;
2° On donne un cercle sur le plan vertical ; il sert de base à un cylindre dont les génératrices sont horizontales et inclinées à 45° sur la ligne de terre.
On demande l'intersection des deux surfaces. Représenter le cône entaillé par le cylindre.
22. — On donne, dans le plan horizontal, une circonférence 0 qui sert de base à un cône dont le sommet est sur le plan vertical.
Dans le plan horizontal, on donne une droite limitée p q, projection d'un cercle tangent au plan horizontal et servant de base à un cylindre parallèle à la ligne de terre. Intersection des deux surfaces.
23. — On donne, dans le plan vertical, deux circonférences concentriques l'une à l'autre, et, dans le plan horizontal, un point. Ce point est le sommet d'un cône ayant la petite circonférence pour base. La grande circonférence est la section droite d'un cylindre.
Trouver l'intersection des deux surfaces.
24. — On donne, dans un plan incliné à 30°, deux ellipses par leurs projections horizontales. Ce sont les bases de deux cônes dont les sommets sont dans le plan horizontal.
Déterminer leur intersection.
25. — On donne, dans le plan horizontal, deux cercles tangents intérieurement en a. Le plus petit des deux cercles •est la base d'un cylindre droit.
L'autre est la base d'un cône oblique dont le sommet est projeté horizontalement au point a. Trouver l'intersection des deux surfaces.
Dire à priori de quoi se compose l'intersection.
CHAPITRE XV I
SECTIONS PLANES ET DÉVELOPPEMENT DES CONES ET DES CYLINDRES, DES PYRAMIDES ET DES PRISMES
A. GÉNÉRALITÉS
§ 200. — Méthodes générales (flg. 277).
On considérera le plan sécant comme un cas particulier d'un cône ou d'un cylindre.
Si on l'assimile à un cône, on prendra un quelconque de ses points pour sommet et sa trace sur le plan de base du véritable cône (ou cylindre) sera prise pour base, rectiligne.
Si on assimile le plan sécant à un cylindre, comme cela est fait sur la figure 277, on prendra comme direction des génératrices une droite quelconque A, convenablement choisie, à la surface du plan ou parallèlement à sa surface, et pour base, rectiligne, on adoptera sa trace RV sur le plan de base du cône coupé.
La première méthode porte le nom de méthode des projections coniques ou méthode perspective (1), la seconde est dite : mélhode des projections obliques ; c'est elle que nous allons expliquer avec quelques détails.
§ 201. — Méthode des projections obliques.
Soit à chercher la section d'un cône S m a n... par un plan P (flg. 277).
(a) Point courant et tangente. — Par le sommet S, on mène des plans auxiliaires convenablement choisis ; soit S Si Z un de ces plans.
Ils recoupent le plan sécant P, suivant une droite mi J et le cône suivant deux génératrices S n et S m dont les recoupements avec mi J donnent en M etN deux points courants de l'intersection cherchée.
Tangente. — Elle est l'intersection 6 M du plan sécant et du plan tangent 9 m mené suivant la génératrice S m.
Remarque I. — Les plans auxiliaires seront convenablement choisis s'ils donnent des intersections telles que mi J, très faciles à trouver et, de plus, donnant de bons recoupements graphiques. Sur le croquis (flg. 277) ces plans sont tous parallèles à une droite A contenue dans le plan sécant P, et quelconque d'ailleurs dans ce plan ; il en résulte : 1° que les traces, sur le plan de base, des plans auxiliaires passent toutes par un point fixe Si qui est le point de divergence, et 2° que les intersections auxiliaires telles que nhi sont toutes parallèles à A- Par conséquent le point mt suffit pour les trouver.
Remarque II. — Cette méthode utilisant la droite A est la méthode dite des projections obliques. En effet, Si peut être considéré comme une projection oblique de S faite en prenant A pour direction des projetantes. Le plan P est pro-
fil Nous eu donnerons une application plus loin.
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jeté obliquement tout entier en ligne droite suivant sa trace R V; mi est la projection oblique de M et de N ; mi m est la projection oblique de la génératrice SM, et G m est la projection oblique de la tangente 6 M... de l'espace.
Il faut bien remarquer que, sur le plan de base H, l'intersection M ANBde l'espace se projette obliquement tout entière suivant la droite limitée ai bi ; cela tient à ce qu'elle est plane et que son plan est parallèle aux projetantes.
(b) Plans limites. — Les plans auxiliaires dont les traces Si a et Si b sont tangents à la courbe de base, sont, l'un le premier, l'autre le dernier plan utile ; ce sont les plans limites ; et les points A et B qu'ils donnent sont les points limites. En ces points les tangentes à la courbe sont précisément les droites auxiliaires A ai etB^i. (Voir théorème sur les points limites, § 185.)
(c) Cylindre (fig. 278). — La méthode est analogue; on l'applique comme il suit:
1° On choisit dans le plan une direction A quelconque mais devant donner graphiquement de bons recoupements avec les génératrices (1).
2° Par un point quelconque, S, de l'espace, on mène à la fois une parallèle à la direction A et une parallèle aux génératrices du cylindre. Ces deux droites déterminent un plan GSZ qui donne la direction des plans auxiliaires que l'on emploiera.
Le reste s'achève exactement comme pour l'intersection de deux cylindres.
Le croquis ci-contre (fig. 278) suffit à faire comprendre l'application de la méthode.
(d) Autre méthode générale ; par changement de plan vertical. — On prend un nouveau mur perpendiculaire au plan sécant; l'intersection s'y projette alors tout entière en ligne droite, et il ne reste plus qu'à trouver les points en projection horizontale, connaissant leurs projections verticales et la surface (cône ou cylindre) qui les contient. (Problème traité au chapitre XIV.)
Remarque. — La lre méthode des projections obliques et celle-ci ont cela de commun que, dans chacune d'elles, on amène l'intersection à avoir pour projection (oblique dans la lro, droite dans la 2e) une ligne droite.
Fig
Développement des cônes et des cylindres. — Transformée d'une courbe (fig. 279).
On développe un cône ou un cylindre en les assimilant à une pyramide ou à un prisme dont les faces seraient infiniment petites, le nombre de ces faces étant infiniment grand.
Dans le développement d'une pyramide SMNPQ, inscrite dans le cône, les angles a, i, Y» que forment les sécantes MN — NP—PQ avec les génératrices se conserveront ainsi que les longueurs de ces sécantes; cela sera toujours vrai, quelque petits que soient les côtés, et, par suite, vrai à la limite ; mais, à la limite : 1° le périmètre a + è + c du polygone MNPQ devient le périmètre de la courbe et 2° les sécantes MN, NP, PQ deviennent les tangentes à la courbe ; donc :
Théorème. — Lorsque l'on développe sur un plan un cône ou un cylindre, toute courbe tracée sur la surface donne pour transformée une courbe de même longueur et rencontrant les transformées des génératrices sous le même angle que dans l'espace (2).
On énonce plus simplement ce théorème en disant : Les longueurs et les angles se conservent après le développement.
§ 203. — Construction de la tangente à la transformée (fig. 280).
Soit à chercher la transformée de la courbe ab, et sa tangente en m. Tout revient à mesurer et ensuite à reproduire l'angle a = OmS, ou son supplément 6 m M.
(1) Dans une épure deux droites donnent un point d'iutersection d'autant plus précis que l'angle qu'elles font entre elles se rapproche plus d'un angle droit.
(2) On démonlrera que ce théorème est vrai pour toute surface développable.
On y arrive, ordinairement, en considérant soit le triangle OS m, soit, plus souvent, le triangle OtoM, dont les côtés sont : 1° Mm = \ ou la génératrice tronquée, 2° la tangente m 8 de l'espace et 3° la longueur MO, dite la sous-tangente. Les
Fig. 28i épures donneront
toujours assez simplement ces trois éléments.
§204.— Point d'inflexion de la transformée d'une section plane.
(a) Théorème.
— La transformée d'une section plane présente une inflexion au point pour lequel, dans l'espace, le plan tangent au cône est perpendiculaire au plan sécant (fig. 281).
Prenons le polyèdre dont les faces successives MA1 — ABT — BN2, vont, en devenant de plus en plus petites, former une surface développable ; et supposons que le plan sécant P soit tel que l'une des faces, T A B par exemple, du polyèdre lui soit perpendiculaire.
Développons le polyèdre : le plan S AT étant perpendiculaire à P, servira de plan projetant sur le plan P aux deux droites TA et TB. Par conséquent l'angle XAT = a formé par TA et par la projection AX est (en supposant a obtus) plus grand que l'angle a' — TA M, formé avec le côté A M.
De même, l'angle TBy sera aigu si a (1) est obtus; et par suite p sera plus petit que l'angle p' formé par TB avec le côté BN.
Donc après le développement le polygone MABN se transformera en M ' A' B' N' (fig. 282).
A la limite, si l'on passe à la courbe, la transformée sera telle que M" A" B" N", c'est-à-dire qu'elle passera d'un côté à l'autre de sa tangente ; il y aura inflexion. C.Q.F.D.
(b) Remarque. — En conséquence si, développant un cône (fig. 283) ou un cylindre, dont la base serait sur un plan de projection, on cherche la transformée de cette base A M N, les points d'inflexion seront les transformées des points de contact M et N des génératrices de contour apparent, si elles existent.
Si le sommet T du cône eût été projeté en t, dans l'intérieur de la base, il n'y aurait pas de contour apparent et, par conséquent, pas de point d'inflexion pour la transformée de la base; au contraire, pour un cylindre à base fermée, la transformée présente toujours deux points d'inflexion.
Fig. 283
(Plan horizontal de projection ,
B. ÉPURES
§ 205. — Section plane et développement d'une pyramide (flg. 284).
(a) Données. — La base de la pyramide est le quadrilatère ABCD du plan horizontal. Le sommet est SS'. Le plan sécant, PaQ', est défini par ses traces.
{b) Epure. — On applique la méthode des projections obliques. On considère le plan sécant comme un cylindre dont les génératrices seraient parallèles à la direction S 8'. Nous avons pris la direction SB' parallèle aux lignes de front du plan
(1) En supposant B suffisamment près de A, si « est obtus (3 est aigu.
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sécant ; mais on aurait pu la prendre toute autre. Ainsi, sur l'épure de la figure 286, nous prendrons pour direction auxiliaire celle des horizontales du plan sécant.
Le point de divergence, que nous pourrions aussi appeler la projection oblique du sommet, est le point Si S'i. On
mène les traces auxiliaires Si A, Si B, etc. Elles recoupent en
ai b\ c\ , la trace Pa du plan
sécant, et l'on peut considérer ces points ai b\ cidi.... comme les projections obliques des points cherchés, a a' — b b' , de l'intersection. En remontant par des projetantes inverses, ai a — b\ b, on obtient enabcd — a'b'c'd' ...
l'intersection.
(c) DÉVELOPPEMENT. — Be- CDERCUE DES VRAIES GRANDEURS. —
Nous avons vu (§ 202) que l'opération du développement d'un cône revenait à rechercher les vraies grandeurs d'une série de triangles, dont les côtés sont formés par les génératrices et dont les bases sont constituées par les cordes des arcs de la courbe, ou des courbes, à développer. Les arcs doivent être pris assez petits pour que les cordes aient, très sensiblement, les mêmes longueurs qu'eux.
Le développement d'un cône ne sera donc, sauf dans des cas particuliers, qu'approximatif. Celui d'une pyramide est tout à fait exact.
(fig. 28i, M) les vraies grandeurs des arêtes, soit dans leur entier de S en A, en B, en C , soit
dans leur partie de S en a, en b, en c.
A cet effet, de s" en A'2, B'2, C'2 , on a porté
(fig. M) les grandeurs SA, SB, prises sur le plan (fig. N) et joignant S'X'i — S' B'2, on a ainsi les grandeurs des arêtes totales. Pour avoir les segments répondant aux points a, 6, c, de l'intersection, il suffit, par les points a'b'c' de l'élévation (fig. P), de mener des horizontales jusqu'aux droites précédentes. On obient ainsi en S' 02 — S'fe les grandeurs des segments.
(d) Transformées des polygones (lîg. 285). — Cela fait, d'un point quelconque S", on trace quatre cercles dont les rayons S" A" — S" B", sont les grandeurs des arêtes totales, prises sur la figure 284 — M.
Mettant une pointe de compas en C" avec une ouverture égale à C B du plan (fig. 285, N), on trace un arc de cercle q i recoupe en B3 le cercle B" et donne le développement du sommet B de la base.
Nous allons chercher
Fig. 285
On aura les autres sommets de la même façon : ainsi on a : B3 A3 = AB ; A3 D3 = AD, etc. On a ainsi en C" B3 A3 D3 C3 le développement du polygone de base.
En portant sur les arêtes développées les longueurs SV — S" 63 - S"<73, etc prises en S'ca — S'fl'i, etc sur la
figure M, on aura le développement de la section.
11 sera bon de s'exercer à découper dans une feuille de carton le développement que nous venons d'obtenir. Afin de faciliter la pliure du carton, on l'entame avec un canif, sur la moitié de son épaisseur, par un trait donné sur les arêtes, et en repliant ensuite la feuille on donne naissance au solide dans l'espace (1). Pour que le solide puisse être fermé à ses extrémités, il faut y joindre les vraies grandeurs de la base A3 B4 Ci D3 et de la section «3 bi c4 d* .
Nous pourrions obtenir cette dernière par un rabattement : mais dans le cas actuel il sera au moins aussi simple de chercher en A3 S" C5 la vraie grandeur du plan diagonal, ce qui donnera en a3 Cs la grandeur de la diagonale a c de la section et permettra de construire le quadrilatère de section à l'aide de deux triangles 03 d d3 et a3 a bi (fig. 283).
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§ 20G. — Section droite et développement d'un prisme (fig. 286).
(a) Données. — Le prisme a pour base le pentagone ABC DE du plan horizontal. Les génératrices sont données en direction par A A'-
Le plan sécant est défini par sa trace horizontale P Q et par l'angle a qu'il fait avec le sol, ce qui permet, sur un mur xi, de le représenter par sa ligne de plus grande pente.
(b) Ei-ure. — Comme ici le plan sécant est un plan de section droite, nous avons pris sa trace horizontale PQ per-
pendiculaire aux génératrices du prisme. Le mura^ xj\ a été pris parallèle à ces arêtes; on y a cherché en A'i b\ — D'i b'i, par reports de hauteurs, les projections des arêtes (elles y seront en vraie grandeur), et la ligne de plus grande pente du plan sécant, P Q' est perpendiculaire aux nouvelles élévations des arêtes.
Dès lors sur l'élévation (fig. P), l'intersection se projette tout entière en ligne droite aux points a' 1 b' 1 c \ d' \ e'\. Des lignes de rappel donnent ces points en abcde (fig. N) et en a 'b 'c 'd'e' (fig. M). •
(c) Vraie grandeur de la section droite. — Elle est obtenue en A2B2C2... (fig. B) par un rabattement sur le plan vertical xi y\. On remarquera qu'il a suffi, pour l'avoir, de porter sur les perpendiculaires à
la trace P Q' les profondeurs relatives des points a b c Pour gagner de la place on a pris les profondeurs relativement à un plan de front Z d D qui passerait par l'arête d D.
(d) Développement (fig. 287). — La section droite se développe suivant une droite
a" b" c "e On
prouvera ce fait en remarquant que puisque les angles
se conservent dans le développement, les arêtes qui sont parallèles dans l'espace, et font entre elles des angles nuls, feront
(I ) 11 uc faut pas considérer ces développements comme un simple jeu. Dans la coupe des pierres ou en fait constamment.
encore des angles nuls après développement ; elles seront donc parallèles. Les côtés de la section droite leur étant perpendiculaires, avant comme après, se mettront donc dans le prolongement les uns des autres.
Les lignes a" b" — b" c" de la section droite développée sont prises égales aux côtés de la figure R (fig. 286).
Enfin les longueurs des arêtes a" A3 — b" B3 sont prises sur la figure 286 — P, en a\ A'i — b'\ B '1
(e) Remarque. — On voit combien le mur auxiliaire xi yi pris parallèle aux arêtes a été avantageux, puisqu'il permet, d'une part, d'avoir la section droite projetée en ligne droite et dans une position très facile cà rabattre et, d'autre part, d'avoir immédiatement les arêtes en vraie grandeur (1).
§ 207. — Section plane et développement d'un cône (fig. 288).
Nous serons très bref, car il y a la plus grande analogie entre cette épure et celle de la section plane d'une pyramide ; mais, tandis que sur la première (fig. 284 et 283) nous joignions par des droites les points obtenus, dans celle que nous exécutons nous les joindrons par des courbes aussi continues que possible.
De plus, nous mettons en présence les deux métbodes, celle des projections obliques (fig. B) et celle par changement de mur (§ 201, d), fig. C.
(c) Point courant. — La direction des projetantes obliques est SK — S' K', parallèle aux horizontales du plan sécant. Le point de divergence est K ' sur le plan vertical.
Pour obtenir un point courant on mène une trace verticale auxiliaire, K' p. La trace horizontale du plan auxiliaire est p B B'i, parallèle à RRï Ce plan auxiliaire donne dans le cône une génératrice B bs et dans le plan sécant une horizontale P'i b' — ?i b. Leur recoupement donne le point courant b.
(b) Tangente. — La trace du plan tangent est B 6. La tangente est 0 b — 8' b '.
(c) Deuxième méthode. — Diamètres conjugués de la section. — Le cône est à base circulaire. La section est une des trois coniques, ellipse, hyperbole, parabole. Ici c'est une ellipse (sera démontré plus loin).
La seconde méthode (fig. C) donne facilement deux diamètres conjugués.
En effet : Sur l'élévation (fig. C) la section est projetée tout entière suivant la droite limitée m'i n'i. Un point courant b ' 1 s'obtient facilement en résolvant ce problème connu : « Un point de la surface d'un cône étant défini par sa projection verticale b'\, trouver sa projection horizontale b » (§ 170).
Les points m'i et ri' \ qui appartiennent aux génératrices SM et S N de contour apparent de la projection verticale C, sont les points le plus haut et le plus bas. Les tangentes y sont donc horizontales, c'est-à-dire sur la projection horizontale, en m et w, parallèles à la trace horizontale R R'i du plan sécant. Il en résulte que la droite mn est un diamètre de l'ellipse ; que le point milieu 0 est le centre de la courbe et que le diamètre conjugué de mn est p q parallèle à la trace R R'j. Les points;? et q se projettent tous deux (fig. C) en //1 q'i au milieu de la droite m'irii. On les obtient ensuite comme tout autre point. Des reports de hauteurs donnent en m' n' et en p' q' (fig. B), les projections verticales de ces deux diamètres conjugués, ce qui suffit pour tracer l'ellipse.
(d) Rabattement de la section. — La section est rabattue (fig. C) en mi r?2 p-z q-2 sur le mur vertical auxiliaire X\ yi. Ce rabattement s'obtient par reports de profondeurs. On a : m'i m'2 = mm", b'\ B2 = b b", etc., et pour la tangente B2 62 on a pris R'i 02 = \V y 0.
§ 208. — Développement du cône (même figure 288 — D, E).
{a) Préparation du développement. — La base du cône a été divisée aux points ABCD , en douze parties égales.
Et, à cause de la symétrie, due à ce que cette base est un cercle, on a réparti les points symétriquement par rapport au plan vertical SI A, qui contient l'axe du cône. Les points situés d'un côté ont reçu les lettres B C D... . Ceux situés de l'autre sont désignés par B C D (qu'il faut lire moins B, moins C ).
Par ces points on a mené les génératrices et on a pris en a,b,c,d etb,c,d les intersections avec le plan
sécant.
{b) Recherche des vraies grandeurs (fig. D). — Comme pour la pyramide, et exactement de la même façon (§ 205 — c), on a cherché les vraies grandeurs en S ' A" — S' B" , des génératrices entières, et en S' abc bc cl celles des génératrices tronquées par le plan sécant.
Remarques. — 1° Pour éviter de la confusion, nous avons porté sur l'échelle horizontale a les longueurs projetées répondant aux points négatifs de la section, et, en dessous, sur l'échelle °, celles des points positifs.
(I) Nous trouverons dans la charpente et dans la coupe des pierres (voir Stéréotomie) de nombreux exemples de sections planes et de développements de prismes et de cylindres. La méthode employée pour résoudre ces problèmes sera presque toujours celle que nous venons d'indiquer.
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Il est bien entendu que l'on a : Q A", — ûB", etc. (fig. D) = SA, — SB, etc. (flg. A), et a g", — a f", etc. (fig. D) =
S S?, etc. (fig. A).
2° Sur la figure D, nous avons joint les points abc par une courbe. C'est ce que nous nommerons une ligne de
continuité. Elle ne représente rien par elle-même. Seulement sa continuité nous donne des probabilités sur l'exactitude de nos opérations. Si quelque point échappait à la continuité, il faudrait le vérifier, car il y aurait bien des chances pour qu'il fût inexact.
(c) Transformées des sections. — On cherche d'abord en A3B3G3 — B3 G3 la transformée de la base, comme
pour la pyramide.
Seulement, ici, les points s'obtiennent rapidement, parce que les arcs de cercle AB — BG étant égaux, c'est la même
ouverture de compas qui permet de passer du cercle S3G3 au cercle S3F3, et ainsi de suite.
Les points A3 &3 C3 de la transformée delà section s'obtiennent en portant sur les génératrices développées les
longueurs segmentées prises, au compas, sur la figure D.
On joint ensuite tous les points par une courbe continue.
(d) Tangentes. — Cherchons les tangentes aux points B3 et £3 des transformées.
Nous avons vu (§ 203, fig. 280) que cela revenait à construire, en vraie grandeur, en S3B363 et S3&363, les triangles de l'espace dont les projections horizontales sont (fig. A)SB0 et SftO.
Considérons le premier, SB6. Sa base, B 0, ou sous-tangente, est, en vraie grandeur, sur le plan horizontal. Un de ses côtés, SB, de l'espace, a été trouvé en grandeur (fig. D) ; c'est la génératrice S3Bj(fig. E). Il reste à trouver le troisième côté S 6 ; c'est ce qui a été fait sur l'épure des vraies grandeurs (fig. D) en prenant Q (T égal à SO de la figure A. Le reste de la construction n'a pas besoin d'être expliqué.
{e) Points d'inflexion' de la base. — Nous avons vu (§ 204, fig. 283) qu'ils répondaient aux points de contact 8 et \ des génératrices de contour apparent horizontal.
On voit que y tombe entre D et E, et, comme les longueurs se conservent dans le développement, il suffit de prendre la longueur Ey (fig. A) et de la reporter (fig. E) de E3 en y3 pour avoir le point d'inflexion.
La tangente y3 s s'obtient en reconstituant en y3 cSz le triangle rectangle qui, sur la figure A, a pour base S y, pour hypoténuse la génératrice du point y et pour hauteur la hauteur du sommet.
Or, la génératrice est (fig. E)S3 y3. Si donc sur S3 y3 on décrit une demi-circonférence et si, du point y3 comme centre avec S y (de la figure A) pour rayon, on décrit un arc de cercle <s, la tangente développée sera <r Y3-
Vérification. — En joignant S '3 a, cette droite doit être égale à la hauteur du cône.
(f) Points d'inflexion de la section. — Ils répondent aux points 1 et 2 (fig. C), pour lesquels (voir § 204) le plan tangent au cône est perpendiculaire au plan sécant.
Pour les obtenir, on mène par le sommet une droite S cp — S ' 1 cp ' 1 perpendiculaire au plan sécant.
On prend en 9 (rabatue en <p2) son intersection avec le plan sécant, et les deux tangentes 1 «p et 2 tp menées à la courbe de section donnent, par leurs contacts, les points 1 et 2 qui deviendront les points d'inflexion de la transformée (fig. E).
On les rapporte sur la transformée «3 ta C3 comme on a rapporté les points S et x, et on cherche les tangentes,
comme pour le point 63.
§ 209. — Points répondant à des tangentes déterminées.
On sait que les deux projections de la courbe (fig. 288) doivent être tangentes aux mêmes lignes de rappel. Ces points de tangence sont les points le plus à droite ou le plus à gauche. En réalité, la tangente y a une direction déterminée, perpendiculaire à la ligne de terre.
Trouver directement ces points, c'est donc résoudre un cas particulier du problème suivant.
(a) Problème N° 1. — Trouver directement le point de la section pour lequel la tangente est parallèle à une direction donnée.
Solution (fig. 289). — Soit A la direction en projection horizontale : 1° on cherche en A sur l'élévation, la droite du plan sécant qui a pour projection horizontale A ; 2° on mène au cône un plan tangent dh ou dk, parallèle à cette direction A A ', ce qui a nécessité de mener par le sommet S S ' une droite Sd—S'd' parallèle à A A ' ; 3° le point cherché m est à la fois sur la génératrice de contact dh (ou dk) et sur l'intersection mi m (ou m n) du plan sécant et du plan tangent.
Nota. — Cette intersection mi m ou ni n est parallèle à A et de plus c'est la tangente au point cherché.
[b] Tangentes de profil. — Si l'on veut le point g ou /"situé le plus à droite ou le plus à gauche, c'est-à-dire pour lequel la tangente est de profil, on opère comme suit:
1° On mène en a'b' — a b une droite de profil du plan. Nous aurons soin, si cela est possible, de prendre le point a' au même niveau que le sommet S ' . 2° Par S S ' on construit une droite parallèle à a b — a'b' et on cherche en p sa trace horizontale. 11 suffit évidemment, puisque S' est à la même hauteur que o', de prendre S p —ab. 3° Par le point pon mène les tangentes p p et p l à la base ; et les points cherchés g et f s'en déduisent comme ci-dessus.
(c) Problème 2. — Si l'on voulait trouver le point pour lequel la tangente passerait, en plan, Fie- 289 par un point donné v, on opérerait ainsi :
1° On chercherait en v ' la projection verticale du point v du plan. 2° Par ce point on mènerait un plan tangent au cône. 3° On chercherait d'une part la génératrice de contact de ce plan et, d'autre part, son intersection avec le plan sécant. Le point cherché serait à l'intersection de ces deux droites.
§ 210. — Section plane et développement d'un cylindre (fig. 290).
(a) Données. — Le cylindre a pour base un cercle de centre O tracé dans le plan horizontal. Une quelconque de ses génératrices sera déterminée par sa projection horizontale et par l'angle qu'elle fait avec le sol. En prenant un mur x y qui leur sera parallèle, elles s'y projetteront en vraie grandeur.
Le plan sécant a pour trace horizontale y xi et l'on connaît l'angle S qu'il fait avec le sol. On peut donc prendre en Xi yi un nouveau mur perpendiculaire au plan sécant et sur lequel la section se projettera en entier suivant une droite limitée g'i e'i.
Enfin, comme pour le développement nous aurons besoin d'avoir une section droite, nous définirons en p k s '2 un plan de section droite ; et sur le premier mur x y, la section droite sera tout entière projetée suivant la droite limitée a' c' .
(6) Intersections. — Chacune d'elles s'obtient exactement comme celle du prisme (voir fig. 286.) Seulement les points seront réunis par une courbe continue au lieu de l'être par une ligne brisée.
(c) Diamètres conjugués. — Si l'on prend sur la base quatre points tels que A, B, C et D situés aux extrémités de deux diamètres conjugués de cette base, c'est-à-dire, puisque c'est un cercle, situés aux extrémités de deux diamètres à angle droit, les points a, b, c et d des sections, situés sur les génératrices correspondantes, détermineront, eux aussi, des diamètres conjugués des ellipses de section.
Nous avons choisi pour la section droite les quatre points A, B, C et D, dont deux, A et B, sont sur les génératrices de contour apparent vertical de l'élévation C. Pour la section quelconque, nous avons pris les quatre points E, F, G et H, dont deux, E et G, répondent au contour apparent de la seconde élévation A.
Il se trouve, ici, que ces quatre points divisent le cercle de base en parties à peu près égales, ce qui nous dispensera, comme pour l'épure précédente (fig. 288), de faire une division spéciale en vue du développement.
(d) Développement. — La section droite a été rabbattue en a' b'%c' d'2 (fig. G) sur le mur x y, et on reporte (fig. 291)
en C2/2 bi q% les longueurs de ses arcs sur une droite indéfinie qui sera la transformée de cette section droite.
De part et d'autre on porte, sur des perpendiculaires à cette ligne, des longueurs telles que c% Ci — f% Fi . . . . . et de l'autre côté 02 c ' — f% /", etc., prises sur l'épure précédente (fig. 290 — G). Joignant tous ces points par des lignes continues, on a les transformées de la base et de la section.
(e) Points d'inflexion. — 1° Pour la base, ce sont les deux points de contour apparent horizontal B et D, dont les transformées sont Bi et Di. Pour y avoir la tangente, il suffit de reproduire sur le développement l'angle fait par la tangente à la base en B et par la génératrice. C'est pourquoi on a pris ^2 (fig- 291) zz V n (fig. 290 — C), et la tangente est la droite 1:2 Bi.
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2° Les points d'inflexion «p ' et W de la transformée de la section s'obtiennent en cherchant les points tels que cp pour lesquels le plan tangent au cylindre est perpendiculaire au plan sécant.
A cet effet: par un point quelconque, ii', de l'axe (fig. 290), on mène une perpendiculaire w — ''if'i au plan sécant; on cherche sa trace horizontale v et, joignant à la trace o de l'axe, on a en ov la trace d'un plan qu'il suffit de déplacer tangentiellement en * et W pour avoir les génératrices <ï>cp":p sur lesquelles seront les points cherchés.
Une fois obtenus, on les reporte sur le développement en utilisant le théorème relatif à la conservation des longueurs.
3° Pour avoir la tangente, on prolonge la tangente * u à la base jusqu'à un plan de front quelconque (par exemple, celui de Taxe) ; on mène la parallèle aux génératrices, un — «V*?', ce qui donne en a a' un point de la tangente à la courbe au point -f, et enc'c'z, par intersection avec le plan de section droite, un point de la tangente à la section droite. Elle est rabattue, vraie grandeur, en epa </2 (fig. 200, C). Dès lors, on reporte (fig. 291) cette grandeur rabattue en 92 «2 sur la section droite développée, et du côté voulu ; on prend la perpendiculaire aza' égale à la longueur a '2 3' do la figure 290 — G, et la tangente est obtenue en a >' (fig. 291).
U. SECTIONS CIRCULAIRES
§ 211. — Sections antiparallèles dans un cône ou dans un cylindre du second degré.
Lorsqu'un cône a pour base un cercle, toutes les sections faites par des plans parallèles à cette base sont également des cercles ; mais il y a une autre direction de plans susceptibles, eux aussi, de donner des sections circulaires. Ces deux séries de plans portent le nom de sections antiparallèles. Nous allons en démontrer l'existence :
Prenons (fig. 292) le plan vertical parallèle au plan projetant horizontalement la droite SO qui joint le sommet au centre du cercle de base (1). Le
(1) Il serait inexact d'appeler cette droite l'axe du cône. Un axe implique une symétrie de tous les points de la surface par rapport à lui, ce qui n'a pas lieu pour S O — S' 0'. Eu réalité la droite S 0 — S' O' est ce que l'on nomme le diamètre des sections horizontales.
cône est de symétrie par rapport à ce plan projetant. Coupons le cône par un autre plan a' b' , perpendiculaire aussi au plan vertical, mais antiparallèle au plan de base, c'est-à-dire dirigé de telle sorte que l'angle aigu a qu'il fait avec la génératrice S' a' soit le même que l'angle aigu a que fait le plan de base a' c' avec l'autre génératrice de contour apparent vertical.
Je dis que la section faite par le plan a' b ' est aussi un cercle dans l'espace.
En effet : Considérons un point quelconque m' de la gection, et construisons son ordonnée perpendiculaire au mur. Il suffit pour cela de considérer la section horizontale f g' qui passe par ce point. C'est un cercle ; nous le rabattons en f Mi g' et l'ordonnée est égale à m ' Mi.
Or dans ce cercle on a :
m ' Mr = f m' X m ' g ' .
Mais les triangles /' m ' b' et d m ' g ' sont semblables à cause de l'égalité des angles a et a, et l'on en déduit : f'm '
Ijl ' I) '
— d'où l'on tire f m ' X m ' g ' — m ' a ' X m ' b ' — m' Mis
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ce qui prouve que le lieu des points tels que m' Mi dans l'espace 'est un cercle.
Autre démonstration. — Par la droite/'' faisons passer un cercle quelconque, f d' g'c' par exemple, et traçons la corde c ' d1 suivant laquelle il est recoupé par les droites de contour apparent du cône. 11 est évident que cette corde c' d' est parallèle à a' b', car les angles inscrits d' f g' et d' c' g' sont égaux.
Considérons le cercle f d! g' comme la projection verticale d'une sphère, laquelle passe, évidemment, par le cercle horizontal f g' . Cette sphère a donc ce cercle f g' de commun avec le cône et, par conséquent, elle recoupe le même cône suivant une autre courbe plane (1) qui, par conséquent, est un cercle , puisque toutes les sections planes d'une sphère sont des cercles.
Mais le plan vertical SO est un plan de symétrie commun à la sphère et au cône, et, par conséquent, la courbe de sortie doit s'y projeter en ligne droite exactement comme la courbe d'entrée f g' le fait de son côté. Or, c' et d' sont deux points de cette courbe de sortie, donc, la droite c' d' en est la projection verticale. Ainsi le plan de houic'd' et tous les plans parallèles tels que a' b1 donnentdes sections circulaires dans le cône. Bésumé. — Quand on connaît une section circulaire dans un cône, toute sphère passant par cette section recoupe le cônè suivant un cercle antiparallèle au premier.
§ 212. — Détermination des sections circulaires dans un cône ou dans un cylindre du second degré.
Une surface du second degré ayant toujours au moins deux plans de symétrie, nous supposerons ici (ûg. 293) que l'un de ces plans est parallèle au plan vertical de projection et que le cône a pour base une ellipse horizontale a'b' — abed. A cause de la symétrie, le sommet S sera projeté horizontalement sur l'un des axes de cette ellipse (2).
Rappelons d'abord que lorsque deux surfaces du second degré ont deux plans tangents communs en deux points, elles se coupent suivant deux courbes planes.
Cela posé, prenons sur l'ellipse de base les deux points m et m, pieds des génératrices de contour apparent horizontal ; menons les normales ml et ml à l'ellipse, et du point I comme centre, avec Im pour rayon, décrivons une sphère : elle sera tangente au cône aux deux points m et m, et par conséquent, si elle le recoupe (§ 189, a), ce sera suivant deux courbes planes. Les plans de ces courbes seront perpendiculaires au mur, à cause delà symétrie.
(\) D'après ce théorème déjà énoncé : « Lorsque la courbe d'entrée est plane, la courbe de sortie est plane également, s
(2) Si le cône n'avait pas la projection horizontale de sou sommet située sur l'un des axes, le problème serait beaucoup plus difficile a résoudre. 11 faudrait d'abord chercher les plaus principaux (plans de symétrje) de la surface,. et prendre le plan vertical parallèle a l'un de ce.> plans principaux. Nous ne traiterons pas ce cas général dans ces leçons élémentaires.
En élévation, le cercle de contour apparent de la sphère et les droites de contour apparent du cône ont pour cordes communes les droites N'N' etP'P'. Ces droites sont donc les traces verticales des sections circulaires du cône.
Nota. — Ces traces se recoupent au point m', projection verticale des deux points de contact m et m.
Ces points m, m, m' sont les points doubles réels de l'intersection du cône et de la sphère.
§ 213. — Sections planes projetées circulairement.
Il peut être commode étant donné, comme à la figure précédende, un cône à base elliptique, de chercher et de prendre pour nouvelle base une section plane qui, tout en étant une ellipse dans l'espace, se projettera horizontalement suivant un cercle.
Or, considérons sur la même figure, 293, le cylindre vertical qui serait circonscrit à la sphère. Il se projette tout entier, en plan, suivant le cercle g m h m équateur de la sphère.
Mais il a, lui aussi, deux plans tangents communs en m et m avec le cône. Il le recoupe donc suivant deux courbes planes. En élévation, les plans de ces courbes ont pour traces verticales les diagonales V'V ' et W'W du quadrilatère formé par les contours apparents du cône et du cylindre. Ces plans sont perpendiculaires au mur. Ils sont donc parfaitement définis.
— Tout ce que nous venons de dire pour un cône s'applique à un cylindre à base elliptique, la fin du chapitre, une note sur les projections dites : stéréographiques.
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D. BRANCHES INFINIES
§ 214. — Généralités.
Le point courant M, de l'intersection peut s'éloigner à l'infini de deux manières ; ou bien :
lre Manière. — La génératrice du cône ou du cylindre qui le donne tend à devenir parallèle au plan de section ; ou bien :
2e Manière. — Elle tend à s'éloigner tout entière à l'infini.
Nota. — La première manière ne peut s'appliquer pour le cylindre, car si une seule génératrice était parallèle au plan sécant, toutes le seraient et la section se composerait de deux génératrices.
Pour le cône, la deuxième manière peut, seule, exister, car toutes les génératrices passant par le sommet, qui est à distance finie, aucune d'elles ne peut s'éloigner tout entière à l'infini.
§ 215. — Branches infinies dans le cône (à base du deuxième degré). On reconnaît la nature de la section de la manière suivante :
Par le sommet du cône S, on mène un plan auxiliaire P' parallèle au plan sécant. Trois cas peuvent se présenter pour ce plan P ' :
1er Cas. — Le plan P ' (ûg. 294) ne coupe pas le cône ; il n'y a pas de génératrices parallèles au plan P ; par suite, pas de points à l'infini. La section est une ellipse.
2e Cas.— Le plan P ' coupele cône, suivant deux génératrices (fig. 293), SA etSX', dites directions asymptotiques. Ces génératrices rencontrent le plan sécant à l'infini. Il y a deux branches infinies. La section est une hyperbole.
Asymptotes. — C'est la tangente au point à l'infini. On mène les plans tangents A Z et A 'Z ', le long des génératrices A et À'; et les intersections ZO et Z'O avec le plan sécant, sont les asymptotes.
Remarque. — 1° Le point 0, croisement des asymptotes, est le centre de la courbe. 2° La bissectrice des asymptotes serait l'axe ; donc, la bissectrice de l'angle À SX' donnerait, dans Y espace, la direction de l'axe.
3e Cas (fig. 296.) — Le plan P ' est tangent au cône le long d'une génératrice S Xi qui peut être considérée comme la réunion, en une seule, des deux génératrices SX — SX' du deuxième cas. Il y a deux branches infinies; mais les asymptotes sont rejetées elles-mêmes à l'infini : la section est mie parabole.
Remarque. — La bissectrice de l'angle des deux directions SX — SX' se confond avec la droite unique Si X (fig. 296). Donc, dans le cas de la parabole la génératrice de contact du plan auxiliaire P' donne la direction (mais non pas la position) de l'axe.
§ 215 bis. — Epure de la section hyperbolique.
(«) Enoncé. — Un cône (ûg. 297) a pour base un cercle de centre 0 dans le plan horizontal. La projection du sommet
est S. On connaît sa hauteur h.
Un plan sécant a pour trace horizontale P a. On Fig. 297 connaît l'angle 8 qu'il fait avec le sol. Reconnaître si
la section est une hyperbole, et, dans ce cas, déterminer les asymptotes, l'axe et le sommet de la projection horizontale.
(b) Nature de la section. — On prend un mura;?/ perpendiculaire au plan sécant. Ce plan s'y accuse par sa ligne de plus grande pente aQ', faisant avec xy l'angle 3.
Par le sommet ss' on mène un plan P' parallèle au plan P. Sa trace horizontale P'a' coupe la base du cône en deux points Ai et A2. Il y a donc des asymptotes et les génératrices s Ai et SA2 sont les directions asymptotiques.
(c) Asymptotes. — On mène aux points Xi et A2 les tangentes à la base ; Xi Zi et XgZ2. Elles recoupent en Zi et Z2 la trace du plan sécant. Les asymptotes sont les droites Zil et Z2I parallèles aux directions asymptotiques.
{d) Axe et sommet. — On a en m ou en n un point de la courbe, par conséquent l'hyperbole est définie par ses asymptotes et un point. Elle est donc complètement déterminée et la géométrie donne le moyen d'avoir son axe et son sommet. Cherchons-les cependant par une méthode purement descriptive.
lro Méthode. — La bissectrice H de l'angle des asymptotes donne l'axe. Trouver le sommet h revient donc à trouver l'intersection de cette droite (laquelle est dans le plan sécant) avec le cône.
A cet effet, par le sommet du cône, on mène une parallèle s f à l'axe : elle est située dans le plan P ' et sa trace est f, située sur P 'a', de même que la trace de l'axe, est t, située sur Poe. On joint ft, ce qui donne la trace d'un plan auxiliaire mené par l'axe 1 1 et par le sommet du cône.
Cette trace recoupe en d la base du cône; on mène la génératrice ds, et le point k où elle rencontre l'axe t 1 est le sommet.
Ie Méthode. — Trouver le point k revient à chercher le point de la section pour lequel la tangente est, en projection horizontale, perpendiculaire à la droite t \ (voir § 209).
On mène, par le sommet, la droite sic, perpendiculaire à la direction de l'axe. Cette droite, dans l'espace, étant parallèle au plan P, est donc comprise dans le plan P ' . Par conséquent sa trace se trouve en w, sur la trace P ' .
Par ic, on mène la tangente à la base wd, et la génératrice de contact du plan tangent au cône mené par sw, est la droite sd. C'est sur elle que doit se trouver le sommet, et aussi sur l'intersection du plan langent sied et du plan sécant P. On prend en u l'intersection de leurs deux traces, et comme l'intersection de ces deux plans est parallèle à s w, on mène en u k cette parallèle, ce qui donne du même coup le sommet k et la tangente au sommet.
fiota. — Il y a une seconde solution donnant le deuxième sommet H.
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§ 216. — Epure de la section parabolique.
(a) Enoncé. — On donne un cône à base circulaire. Son sommet est projeté en S. On donne en PQ la trace d'un plan sécant, et l'on demande de choisir ce plan de telle sorte que la section qu'il donne dans le cône soit une parabole, dont on déterminera l'axe, le sommet et le foyer en projection horizontale. (b) Détermination du plan. — Si l'on mène en P ' Q ' , à la base du cône, une tangente parallèle à P Q, le plan défini par
P ' Q ' et par le sommet S, dans l'espace, donne la direction du plan PQ. Ce dernier est donc parfaitement déterminé.
(c) Direction de l'axe. — La génératrice de contact Ai S du plan P ' Q ' donne la direction de l'axe (§ 21-4, 3° cas).
(d) Sommet. — Le sommet s'obtient comme pour l'épure précédente (2° méthode). On mène S 0 perpendiculaire à la direction de l'axe. On prend son intersection ô avec la trace P'Q' du plan auxiliaire. On mène la tangente Oa, et on en déduit en a S la génératrice sur laquelle se trouvera le sommet. D'autre part il est aussi sur la droite b A, parallèle à S 0, laquelle est l'intersection du plan sécant P Q et du plan tangent S a 6.
(e) Foyer. — On sait que le lieu des projections du foyer sur les diverses tangentes à la parallèle est la tangente au sommet \b. Or, le contour apparent Sd du cône est nécessairement tangent à la parabole. Par conséquent, si du point g ou S d rencontre A b on élève une perpendiculaire à Sd, elle recoupera l'axe au foyer cherché.
Projections stéréographiques. — Une des applications les plus intéressantes des sections antiparallèles du cône est faite, en cosmographie, pour la projection dite : stéréographique.
Soit E A B (tig. 299) la sphère terrestre, E le plan de son équateur. On prend en S le pôle et on projette un cercle quelconque AB de la sphère, sur l'équateur en ab, à l'aido d'un cône dont le sommet serait en S. Je dis que la projection conique ab du cercle A B est également un cercle.
En effet, si l'on prend un mur perpendiculaire à l'équaleur et aussi au plan A B, on obtient une projection telle que M'. Sur ce mur le cercle A B est projeté en ligne droite suivant A'B' et la courbe a b suivant une droite a' b'. Or, A' B' et a'V sonl antiparallèles. En effet, l'angle A'B'S' a pour mesure la moitié de l'arc A'E' + E'S' compris entre ses c )tes. L'angle E' a' S' a pour mesure la demi-somme des arcs E' A' et S' E". Or, l'arc E" S' est égal à l'arc E' S', donc les angles sonl égaux, et les sections sont antiparallèles. Comme A'B' est un cercle, il en esl donc de même de a' b\
Par conséquent, en projection stéréographique; les cercles apparaissent suivant des cercles, ce qui est très important au point de vue de la construction des cartes ; les méridiens et les parallèles de la sphère terrestre seront représentés par des circonférences.
Je dis eu outre que les angles se conservent, ce qui veut dire que si par un point m m' (fig. 300) de la sphère et dans le plan tangent, P, a cette sphère, en ce point ou mène deux droites m a — m' a' et mb — m' b', ces droites font, dans l'espace, le même angle que leurs projections stéréographiques m\ a et ml b.
L'Epure ci-contre (fig. 300) permet de faire la démonstration immédiate. Le plan tangent P est supposé perpendiculaire au plan vertical, ce qui n'ôte rien à la généralité de la démonstration.
Pour avoir l'angle a mb en vraie grandeur, on pourrait le rabattre sur l'équateur autour de a b comme charnière. Or, le triangle m'b'm'l est isocèle, car l'angle en m' a pour mesure la moitié de l'arc S' m' et l'angle en m'i a pour mesure la moitié de l'arc E' S' plus la moitié de l'arc m' E" ; ce qui fait le même total.
Par conséquent les lignes b' m' et b'm'i sont égales, et dans le rabattement le point m m' viendra tomber sur sa projection stéréographique ml.
Donc l'angle ami b, en projection stéréographique, donne en vraie grandeur l'angle de l'espace amb. C. Q. F. D.
Il résulte de la que si deux courbes tracées sur la sphère se rencontrent sous un certain angle, leurs projections stéréographiques se coupent sous le même angle. Il en résulte aussi que si l'on prend, dans une région suffisamment restreinte de la sphère, une figure quelconque, elle sa projettera stéréographiquemeut semblable a elle-même.
EXERCICES
1. — On donne, dans le plan horizontal, un triangle ABC, qui est la base d'un tétraèdre dont le sommet est sur la verticale du point A à une distance de ce point égale à 1/2 BC. On considère un cône inscrit dans ce tétraèdre, et on demande de trouver son intersection par un plan passant par B C et incliné à 30° sur le plan horizontal.
Construire un point et la tangente en ce point. Point le plus haut.
2. — Dans un plan perpendiculaire au plan vertical, on a un cercle tangent à la trace horizontale du plan et dont le rayon est égal à la distance du point de contact à la ligne de terre.
Ce cercle est la directrice d'un cylindre perpendiculaire au plan donné.
Construire le développement de la portion de ce cylindre comprise entre le cercle donné et un plan quelconque défini par ses traces.
3. — Trouver la section droite d'un cylindre dont la base se trouve dans un plan défini par ses traces, et est rabattue, suivant un cercle, sur le plan horizontal.
Les génératrices de ce cylindre sont parallèles à une droite du plan vertical.
4. — On donne les projections d'une droite et un cercle dans le plan horizontal.
Trouver la section droite d'un cylindre ayant pour trace horizontale le cercle donné, et pour axe une parallèle à la droite donnée ;
Tangente à celte section parallèle à une droite donnée. — Développement.
GKOM. DESCR. 13
On donne un cylindre, un plan et deux points
Mener parle premier point un plan tangent au cône, ayant pour sommet le deuxième point, et pour directrice, l'intersection du cylindre et du plan, sans construire l'intersection.
6. — On donne un cône de révolution défini par son axe a b — a' b' parallèle au plan horizontal, de telle sorte que sa projection horizontale fasse un angle de 45° avec la ligne de terre ;
L'angle de cône est aussi de 45° et son sommet est un point ;
On coupe ce cône par un plan passant par la ligne de terre et un point donné mm'. — Intersection des deux surfaces.
7. — On donne un cône de révolution dont la base circulaire est située dans un plan perpendiculaire au plan horizontal; le centre du cercle de base est donné, et la base est tangente à la trace horizontale du plan.
On donne un plan passant par la ligne de terre et par un point situé au milieu du rayon de base qui passe par le point de contact du cercle de base et de la trace du plan. Trouver l'intersection du plan et du cône.
On circonscrit un cône à une sphère donnée
Trouver les projections de la courbe d'intersection du cône et d'un plan tangent à la sphère et perpendiculaire au plan vertical. Construire la tangente en un point quelconque.
Comment reconnaître la nature de la courbe d'intersection ? Si la section est une ellipse, comment trouver les axes ?
9. — Dans un plan passant par la ligne de terre et un point donné, on donne un cercle tangent à la ligne de terre et ayant pour centre le point donné.
Ce cercle est la base d'un cône dont le sommet est pris quelconque. Trouver la trace horizontale du cône.
CONE ET CYLINDRE DE RÉVOLUTION. - SPHÈRE
A. SECTIONS PLANES ET PLANS TANGENTS DU CÔNE ET DU CYLINDRE DE RÉVOLUTION
■me Lc(;ou
§ 217. — Préliminaires.
Nous avons déjà indiqué au chapitre IX les propriétés graphiques de ces trois surfaces. Nous allons dans ce chapitre nous occuper plus spécialement des problèmes relatifs à leurs sections planes et à leurs plans tangents.
g 218. — Théorème de Dandelin. — Section elliptique du cône.
(a) Théorème 1. — Toute section plane d'un cône de révolution est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
C'est une ellipse si le plan coupe une seule nappe du cône (fig. 301) (1).
Soit S G et S H les génératrices situées dans un même plan méridien qui sera pris perpendiculaire au plan sécant. Soit A A' la trace du plan sécant sur ce plan méridien. Décrivons les deux circonférences CD F' ^inscrite) et GFH (ex-inscrite). Soient F et F ' les points de contact avec la droite A A '. Ces points sont les foyers de l'ellipse.
En effet : si l'on considère les sphères qui ont les cercles précédents pour méridiennes, elles sont tangentes en F et en F ' au plan sécant.
Prenons en CD et en G H leurs cercles de contact avec le cône. Soit M un point quelconque de la section ; joignons MF, M F', et menons la génératrice S M du cône, laquelle recoupe en Y et W les cercles de contact C D et G H.
On a MF' = M V comme tangentes à une même sphère et MF = M W pour la même raison.
On a donc : M F + M F' = MV + MW = V W (longueur constante). Donc le lieu des points M est une ellipse.
(b) Directrices. — Si l'on prolonge le plan sécant jusqu'aux plans des cercles CD et G H, les droites d'intersection IL et I' L' sont les directrices. (La démonstration est facile à faire.) (c) Projection sur un plan perpendiculaire a l'axe. — La projection sur un plan K perpendiculaire à l'axe, et que nous prenons ici passant par le sommet, est une ellipse dont le sommet S est le foyer et dont la directrice est la droite PO, intersection du plan sécant et du plan K sur lequel on projette. (Démonstration facile à faire.)
En résumé, le grand axe A A' de l'ellipse est donné en position parla projection de l'axe du cône sur le plan sécant.
(1) Comme au ras général, si par le sommet du cône on mène un plan auxiliaire parallèle au plau sécant, ce plan ne coupe pas le cùne, si ce n'est en un point unique, qui est le sommet.
§ 219. — Problème. — Placer sur un cône donné une ellipse donnée.
Tout revient à placer sur un plan méridien (flg. 302) une droite A A ' telle que si l'on mène par cette droite un plan
perpendiculaire au méridien il donne comme section l'ellipse donnée.
Soient a et b les demi-axes de l'ellipse Ai Bi A'jB'i. On en déduit F,g- 302 facilement les foyers et la demi-distance focale IiFi == c.
Cela posé : sur la figure méridienne nous avons vu que la somme des rayons vecteurs, c'est-à-dire 2 a, était égale à la longueur G G ; mais les tangentes A G et AF sont égales, de même A ' F' et A ' D ; il en résulte que si par le point A' on mène une perpendiculaire sur l'axe, la longueur interceptée A J est égale à la distance focale 2 c.
Par conséquent, dans le triangle JA'A nous connaissons : un côté A A' = 2 a, un autre côté A J = 2 c et l'angle en J est connu.
Dès lors, pour résoudre le problème, nous opérons comme suit : 1° Au sommet on mène une droite S M perpendiculaire sur l'axe ; 2° on prend sur la génératrice S A une longueur ST — 2c ; 3' du point T, avec 2a pour rayon, on trace un arc de cercle jusqu'à la rencontre avec la droite SM. La ligne T M donne en grandeur et en direction le grand axe de la section ; 4° on déplace la droite TM parallèlement à elle-même en A A' jusqu'à ce que le point M vienne se placer en A' sur l'autre génératrice.
La trace du plan sécant demandé est la droite A A' ainsi obtenue. Remarque. — Dans une ellipse on a toujours 2 a >> 2 c. Donc l'arc de cercle T M recoupera toujours la droite S M, et, par conséquent, on peut toujours placer une ellipse donnée sur un cône donné.
| 220. — Base, sur le plan horizontal, d'un cône de révolution dont l'axe n'est pas vertical (fig. 303).
(a) Données. — Soit S Z l'axe en plan, S le sommet dont on connaît la cote de hauteur s ' s". Z est la trace de l'axe et on connaît le demi-angle au sommet a.
(b) Grand axe. — On prend en a; y un mur parallèle à l'axe. L'axe s'y projette, vraie grandeur, en s'z' , et l'on peut
tracer en s'a' et *' a" les génératrices de front faisant avec l'axe l'angle a.
Les points a ' et a ' rappelés en A et A donnent les sommets du grand axe.
(c) Foyer. — Si l'on inscrit une circonférence, o', dans le triangle a' s' a", son point de contact F ' avec la ligne de terre, rappelé en F sur le grand axe, donne le foyer. D'ailleurs le point F' et le centre o'de la circonférence inscrife sont sur la même ligne de rappel. Il suffit donc d'obtenir o ', lequel est d'une part sur l'axe du cône et d'autre part sur la bissectrice a' o' de l'angle à la base a'.
Ayant le foyer F et le centre I, on trouve l'extrémité B du petit axe en décrivant de F, comme centre, avec a pour rayon, un arc de cercle jusqu'à la rencontre avec la perpendiculaire B i B menée au milieu I du grand axe.
(d) Petit axe. — On peut trouver directement la longueur I B du petit axe. Cela revient à trouver la profondeur p B du point du cône qui est projeté verticalement en p.
A cet effet, on mène par le point p une section droite J 'P v' du cône : c'est un cercle que l'on rabat en Bi v' et son ordonnée pBi donne la profondeur cherchée. On prendra donc IB (du plan) = pBt (du rabattement).
(e) Contour apparent horizontal. — Si l'on trace, en omn, le cercle de contour apparent horizontal de la sphère, on sait
(§§ 163 et 1G9) que les génératrices de contour apparent du cône, S m et s n, doivent lui être tangentes ainsi qu'à l'ellipse de base.
Les points de contact M tt N avec la base s'obtiennent comme suit : 1° Les contacts m et n, avec la sphère se trouvant sur le grand cercle m n sont donc sur l'équateur ; dès lors, ils sont rappelés en m' sur l'élévation E'E' de l'équateur. 2° On en déduit en s' m' la projection verticale de la génératrice, qui a pour projection horizontale le contour apparent s m ou s n. 3° On prend en M' rappelé en M ou N les traces horizontales de ces génératrices.
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§ 221. — Section plane projetée circulairement (fig. 304). Les données sont analogues à celles de l'épure précédente. L'axe du cône est donné, en plan, en s z. On le projette en s'z' sur un mur qui lui est parallèle.
Inscrivons dans le cône une sphère de centre o o', et considérons un cylindre vertical qui lui serait circonscrit tout le long de son équateur E'.
Ce cylindre se projette horizontalement, tout entier suivant sa base
to E (!>-.
Il recoupe le cône suivantdeux courbes planes, puisqu'ilssont tous deux circonscrits à une même sphère (§ 189) et, par raison de symétrie, ces courbes planes ont leurs plans perpendiculaires au muv xy. Elles ont donc pour projection sur ce mur les deux diagonales U ' V et P ' Q ' du quadrilatère formé par les contours apparents verticaux du cône et du cylindre.
Au lieu de chercher la base du cône sur le plan horizontal, ce qui donnerait ici une ellipse de très grande dimension, et même au lieu de chercher une section droite qui, circulaire dans l'espace, se projetterait en plan suivant une ellipse et qu'il faudrait rabattre pour s'en servir sous forme de cercle, il sera commode de considérer le cône comme ayant sa base dans l'un des plans U' V, ou P1 Q'.
Dans le cas actuel le plan U 'V sera préférable.
§ 222. — Première application. — Prendre un point sur un cône de révolution (même figure 304).
Comme application, soit m un point de la surface en projection horizontale. Trouver sa projection verticale. Solution. — On mène en plan la génératrice s m. Sa projection recoupe en 1 la base projetée circulairement. On rappelle 1 en 1 ' sur le plan U'V; on en déduit en s'I' l'élévation de la génératrice à laquelle appartient le point. Une ligne de rappel le donne en m'i.
Il y a une seconde solution m7 2 donnée par la génératrice s2 — s/ 2' qui répond au second point d'intersection 2, 2 '.
§ 223. — Deuxième application. — Par un point, mener un plan situé à des distances données de deux points donnés (fig. 305).
(a) Données. — Le point par lequel il faut mener le plan est donné en M. On connaît sa hauteur m" m' .
Les autres points sont A et B. On donne également leurs cotes de hauteur a" a' et b" b'. Les distances auxquelles le plan doit se tenir des points A et B sont a et p.
{b) Cônes enveloi'I'es. — Si des points A et B comme centres, avec a et p pour rayons, on décrit des sphères et si l'on considère les cônes de révolution qui leur sont circonscrits et qui ont le point M pour sommet, le plan demandé sera tangent commun à ces deux cônes.
On considère la sphère B et on lui circonscrit un cône S, homothélique du cône M A. Son axe BS est parallèle à l'axe A M du premier, et son contour apparent h s est parallèle au contour k M du cône M. Le sommet S est donc déterminé, et le problème est ramené à construire au cône S un plan tangent qui passe par le point M.
(c) Exécution. — 1° On prend en # y un mur parallèle à l'axe SB du cône S. On y projette en a', b1 et m' les trois points donnés. En a 'm ' on a l'axe du cône M A et en b' s', parallèle à a'm' , l'axe du cône S.
2° On dessine en b' 2 '1 ', sur le mur xy, le contour apparent de la sphère dont le centre est B b, et le rayon p. Le cône S' a pour contour apparent vertical les tangentes S ' 1' et s ' 2 '.
3° On détermine en P' Q ' le plan d'une section projetée circulairement sur le sol, et cette section sera prise pour directrice du cône.
A" On mène la droite M S — m 's'. On prend en t' t son intersection avec le plan de base P'Q\ Du point t on mène (en plan) la tangente à la base projetée circulairement t v — t'v' et le plan tangent cherché peut, dès lors, être considéré comme déterminé par deux droites s t — s' t' et t v — t'v' .
(d) Point de contact. — La courbe de contact du cône S S' et de la sphère B b ' est projetée sur le mur suivant la corde
de contact l'2'. Elle rencontre la génératrice de contact sv — s'r' en un point dd', qui est le point de contact du plan trouvé et de la sphère.
Si l'on joint Bd, on a le rayon de la sphère et par suite la normale au plan.
Sur le cône M A la génératrice de contact serait M f parallèle à S et sur le cône M B ce serait M d.
En prenant un nouveau mur xi yi parallèle aux normales Bd ou kf et projetant deux points du plan, par exemple M en m' 1 et d en d'i par report de hauteurs on aurait la trace verticale nouvelle du plan, et en même temps une ligne de plus grande pente de ce plan.
(e) Vérifications. — 1° En cherchant en ce ' et gg ' les traces horizontales des deux droites tv et M/, la droite g c donnera la trace horizontale du plan. Elle doit être perpendiculaire aux normales Bd et kf; 2° si des projections verticales nouvelles a'i et b'\ des points A et B on trace les cercles avec a et p pour rayons, ils doivent être tangents à la ligne de plus grande pente m'\ f i.
Nota. — Si l'on proposait le problème suivant : « Mener par un point M m ' un plan qui fasse avec deux droites données MA — m'a' et MB — m'b' des angles donnés », la solution serait absolument la même.
§ 224. — Section hyperbolique du cône de révolution.
Toute section plane d'un cône de révolution est une hyperbole si le plan sécant rencontre les deux nappes du cône (fig. 306) (1). La démonstration se fait comme pour l'ellipse.
0 et Or sont deux sphères inscrites dans le cône et tangentes en F et F' au plan sécant. Pour un point quelconque M de la section on a :
MF = MW comme tangentes à une sphère et MF' = MVpour la même raison. Par conséquent, MF' — MF = M Y — MW = GD ou G H, quantité constante : ce qui est la propriété caractéristique d'un point de l'hyperbole.
(1) Le plan auxiliaire mené par le sommet parallèlement au plan sécant, recoupe le cône suivant deux génératrices qui donnent les directions asymploliques (§ 215. fig. 295).
Gomme pour l'ellipse : 1° Les directrices 1 L et I' L' sont les intersections du plan sécant et des plans des courbes de contact G D et G H des sphères et du cône.
2° La longueur A A' est égale à 2 a, longueur de l'axe transverse, et si l'on abaisse A' J perpendiculaire sur l'axe,
cette droite intercepte sur la génératrice une longueur A J égale à la distance focale 2 c.
Fig. 307
Fig. 306
On sait que dans l'hyperbole c est plus grand que a.
3° Si on projette la courbe sur un plan Z perpendiculaire à l'axe et passant par le sommet, la projection est une hyperbole dont le point S est le foyer et dont la directrice P Q est l'intersection du plan sécant et du plan Z.
§ 225. — Placer une hyperbole donnée sur un cône donné (fig. 307).
(a) Construction. — 1° On mène S M perpendiculaire sur l'axe. 2° On prend sur la génératrice une longueur S T = 2c.
" " 3° Du point T comme centre
avec 2 a pour rayon, on décrit un arc de cercle qui recoupe en M la droite S M. 4° On transporte parallèlement TM en A A', ce qui donne la trace du plan sécant.
(b) Discussion. — Le problème sera possible si l'on aTM>TN; TN étant la perpendiculaire abaissée du point T sur la droite S M.
Soit p (fig. 308), l'angle formé par l'axe transverse de l'hyperbole et par son asymptote, et soit a le demi-angle au sommet du cône (fig. 307).
On a (fig. 307) : TN = S T. Gos. a = 2 c. Cos. a et TM = 2 a. On doit avoir :
TM > TN, c'est-à-dire : 2a > 2c Cos. a, ou-> Cos. a.
Mais dans l'hyperbole (fig. 308), on a
c = o D, et-
Cos. (3.
Il faut donc, pour la possibilité du problème, que l'on ait : Cos. (5 > Cos. a, c'est-à-dire : p < a.
En résumé : Il faut que l'angle formé par les asymptotes de l'hyperbole soit plus petit que l'angle formé par les deux génératrices d'un même méridien.
§ 226. — Section parabolique (fig. 309).
Toute section plane d'un cône de révolution est une parabole, si le plan sécant est parallèle à un plan tangent.
Soit A P la trace du plan sécant sur le plan méridien qui lui est perpendiculaire. On a AP, parallèle à la génératrice méridienne SB.
On inscrit, comme dans les autres cas, la sphère O, tangente au plan sécant; soit F le point de contact, et C E, le cercle de contact. On prend en D N l'intersec-
Fig. 309
tion du plan de contact et du plan sécant, et l'on démontre que F est le foyer, tandis que D N est la directrice de la parabole.
En effet : soit M un point quelconque de la section, et MB, le parallèle qui le contient. Joignons MF, c'est une tangente à la sphère, elle est égale à la portion de génératrice M G et, par conséquent, égale aussi à BG.
Abaissons M N perpendiculaire sur la directrice. La ligne M N est parallèle et égale à PD, et comme PD, par hypothèse, est parallèle à CB, on a donc :
MN = PD = BC = MF. Donc:
MN = MF, ce qui est la propriété caractéristique d'un point de la parabole.
Nota. — La projection de la parabole sur un plan Z passant par le sommet et parallèle à l'axe est une parabole dont le foyer est le sommet du cône S, et dont la directrice est l'intersection QB du plan Z et du plan sécant.
Fig. 310
Fig. 311
§ 227. — Placer une parabole donnée sur un cône de révolution donné (fig. 310).
1° Sur la génératrice SB, on prend S Y = p(p désigne le paramètre de la parabole, c'est-à-dire la distance de son foyer à son sommet).
2° On mène ST perpendiculaire à l'axe et par le point V, la droite VT perpendiculaire sur la génératrice. 3° On déplace le triangle rectangle S TV parallèlement à l'autre génératrice SA, jusqu'à ce que son sommet T vienne
en 0 sur l'axe. Sa base A P donne la trace d'un plan qui recoupera le cône suivant la parabole donnée.
Nota. — Le problème est toujours possible, car la ligne V Tétant perpendiculaire à la ligne SV, rencontrera toujours ST, qui est une oblique à S V.
§ 228. — Section cylindrique.
La section d'un cylindre de révolution par un plan (fig. 311) est toujours une ellipse. On le démontre comme pour le cône en inscrivant deux sphères 0 et 0', tangentes, toutes deux, au plan sécant.
On a pour tous les points :
MF = M N, et M F = M P. Donc :
MF-f MF = NP = Constante. C.Q.F.D.
Les directrices sont les intersections IL et 1' L' du plan sécant et des plans de contact des sphères inscrites.
Lorsque le cylindre a son axe oblique au plan do projection, on obtient, comme pour le cône, une section projetée circulairement, en inscrivant une sphère et en considérant un second cylindre circonscrit à cette sphère, mais dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de projection. L'intersection des deux cylindres est plane ; c'est une ellipse projetée suivant le cercle de base du second cylindre. L'emploi de cette ligne comme courbe de base du cylindre peut être commode.
Pour donner une idée de la manière dont on traite les questions de plans tangents aux cylindres de révolution, nous résoudrons le problème suivant, dont l'énoncé a déjà été donné plus haut (lrc partie, § 139), et nous traiterons des questions d'ombres.
§ 229. — Problème. — Par un point M, mener une droite passant à des distances données, a et p, de deux droites données, A et B (fig. 312).
(a) Données. — Le point est M ; on le suppose dans le plan horizontal. La première droite a pour projection horizontale AD. Son plan projetant, pris comme premier mur xy, a été rabattu, et avec lui, la droite en A D '.
De même, la seconde droite est BC, rabattue avec son plan projetant, xi yi, en B C
(b) Solution dans l'espace. — 1° On considère chacune des droites comme axes de cylindres de révolution, dont les
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rayons R et Ri sont égaux aux distances données ; 2° par le point M, on mène un plan tangent à chacun des cylindres ; 3° on cherche l'intersection de ces plans, ce qui donne la droite demandée.
(c) Epure. — AD' et BC/sont les axes des cylindres. 1° Par le point M, on mène en MDï' etenMCp'i des plans
perpendiculaires à ces axes, et qui les recoupent en a' et p'i , centres des cercles de section droite des cylindres.
2° On rabat ces plans sur le plan horizontal, et avec eux, en ai R et jîi Ri les cercles dont les rayons R et Ri sont égaux aux distances données.
3° Du point M, qui n'a pas bougé, on mène les tangentes M fi et M g\, et l'on relève les points de contact en f f et en g g 't. Les plans tangents sont déterminés par le point M et par les génératrices de contact f q et g n.
D'ailleurs, si l'on relève en a f et (3 g les rayons des points de contact, cela donne des normales aux plans tangents, et les horizontales de ces plans leur seront perpendiculaires.
4° On cherche l'intersection des
plans tangents. A cet effet, on coupe par un plan auxiliaire Z ou Zi horizontal, que nous avons pris à la hauteur du point ff. Dans le premier plan tangent, il donne l'horizontale fk, perpendiculaire sur a/1, et dans le second, la droite h k perpendiculaire sur $g. Les horizontales se coupent en k. La droite demandée est M k n q.
5° Les perpendiculaires communes à la droite trouvée et aux droites données s'obtiennent en S q et np, en faisant glisser les normales a f et $g, jusqu'à ce que les points f et g, tout en restant sur les génératrices de contact, viennent se placer sur la droite trouvée, MK.
Nota. — Le lecteur devra s'exercer à faire, par des tracés analogues, les épures des trois autres problèmes sur les distances énoncés dans la première partie (§§ 138 et 139).
Fig. 313
| 230. — Ombre propre d'un cône de révolution éclairé par un flambeau (fig. 313).
(a) Données. — L'axe du cône est S 0, donné en projection horizontale seulement On connaît la cote de hauteur du
point 0 (10 millimètres) et celle du sommet S (36 millimètres). On connaît le demi-angle au sommet, a, du cône. Le flambeau est donné en F (46 millimètres).
(b) Epure. — 1° On prend pour plan vertical x y, le „,fV plan qui projette l'axe S 0. L'axe est rabattu en S'O, et ,-'-'',''''/ l'on suppose que le plan horizontal est à la cote 10 mil-
t,''' / limètres. Par conséquent on a S S' = 36 — 10 = 26 mil-
limètres. Le flambeau se projette verticalement en F" (on a f" F 46 — 10 = 36 millimètres). Enfin ens'd' et S' c' on trace les génératrices méridiennes faisant avec l'axe l'angle a.
2° On inscrit une sphère dans le cône. Son centre est en 0, ce qui fait que le même cercle sert pour le contour apparent vertical et pour le contour apparent horizontal de la sphère. On circonscrit à cette sphère un second cylindre vertical et l'on prend pour base du cône l'intersection P'Qf qui se projette horizontalement suivant le cercle o m n.
3° Le problème de l'ombre revient à mener par le flambeau F F ' un plan tangent au cône.
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A cet effet on joint S F — S1 F'. On prend en t't l'intersection avec le plan de base P'Q7, et du point t on mène les tangentes tm et tn au cercle projection de la base.
La séparatrice d'ombre est formée par les deux génératrices de contact S m et S ».
§ 231. — Ombre propre d'un cylindre de révolution éclairé par le soleil (fig. 314).
Le problème précédent a été résolu en prenant pour base du cône une section elliptique projetée circulairement, ce
qui évitait un rabattement. Afin de donner une autre méthode, nous nous imposerons ici de prendre pour base une section droite.
(a) Données. — L'axe du cylindre a pour projection o C. La cote de hauteur du point o est de 29 millimètres, celle du point G est 13 millimètres. Le rayon du cylindre est de 13 millimètres.
Le rayon lumineux a pour projection horizontale o S. Il fait un angle 3 avec le sol.
(b) Epure. — 1° On prend en xy un mur parallèle à l'axe du cylindre. Les hauteurs, 29 et 13 millimètres, permettent d'établir en o' c' l'élévation de l'axe et les deux sections droites m ' n' etd'e' ; desquelles on déduit, en plan, les ellipses edfg, tn C ».
2° Par un point de l'axe, le point o o ' par exemple, on mène un rayon lumineux o S ; un rabattement préalable fait eno'iSa permis d'obtenir en S la trace horizontale du rayon lumineux. On en déduit en o ' s' l'élévation de ce rayon sur le mur xy.
3° On prend en f'f la trace de ce rayon sur le plan de base m'n', ce qui donne en G { la trace sur ce plan de base d'un plan parallèle à la fois aux génératrices du cylindre et aux rayons lumineux.
4° En menant à l'ellipse de base des tangentes parallèles à C t on aurait en m et », points de contact, le pied des génératrices d'ombre propre j«M (vue) et »N (cachée).
5° Pour plus de précision, on rabat horizontalement le cercle de base, ainsi que la droite G t (rabattue en Cîi), et menant au cercle rabattu des tangentes parallèles à C ti, il ne reste plus qu'à relever les points de contact mi et m en m et en ».
Vingt-quatrième Leçon
B. PLANS TANGENTS ET SECTIONS PLANES DE LA SPHÈRE
Fi?- 315 § 232. — Représentation de la sphère.
(a) Contours apparents. — Considérons le méridien de front (fig. 315). Sa projection horizontale est la droite Eowii parallèle h xy; verticalement il se projette en vraie grandeur. Prenons un point m'iwi sur ce méridien, et cherchons le plan tangent en ce point. Il est défini par la tangente au méridien m'i ô'i — nii 6i et par la tangente nu t au parallèle du point mi. Or celte dernière est per pendiculaire au mur. Il en est donc de même pour le plan tangent. Donc, en tous les points du méridien de front les plans tangents sont perpendiculaires au mur et, par conséquent, ce méridien est le contour apparent vertical de la surface.
On nomme quelquefois ce méridien de front le méridien principal. On démontrerait de même que le contour apparent horizontal est formé par le grand cercle horizontal ou équateur, E' E', de la sphère.
{b) Placer un point sur la surface. — 1° Soit m' le point donné en élévation. Trouver sa projection horizontale.
Par m' on fait passer un parallèle horizontal m'm' \. On rappelle m'i en nii sur le méridien principal et le parallèle est projeté horizontalement en vraie grandeur suivant le cercle o nii m. La ligne de rappel menée par m ' donne deux points m et n répondant à l'élévation m ' .
2° Ce point esl donné horizontalement en p. On considère le parallèle pu. qui le contient. En élévation, deux parallèles a' et a" lui répondent et, par conséquent, au point p, en plan, répondent deux points p' et q' en élévation.
§233. — Plan tangent en un point.
1° Le point est en nii m\ sur le méridien principal. La solution est immédiate. Le plan tangent cherché est un plan de contour apparent. Par conséquent il est perpendiculaire au plan vertical. Sa trace verticale m'i 8 'i est tangente au méridien de front ; sa trace horizontale (prise ici sur le plan de l'équateur) est 6 ' i Oi perpendiculaire sur xy.
2° Le point est quelconque en mm' ; par rotation on l'amène en nu m 'i sur le méridien de front ; on construit comme ci-dessus le plan langent m'\ 8 '1 ; par une rotation inverse on le ramène en 8 f.
Remarque. — Si l'on rabat en x\ Ms a le méridien x\ y± du point m, le point M de l'espace se rabat en M2, sur le grand cercle d'équateur. On doit avoir m M2 = m" m ', cote de hauteur du point au-dessus de l'équateur. La tangente Ma 8 au méridien rabattu doit passer par le point 8 de la trace et cette tangente Ma 8 est une ligne de plus grande pente du plan tangent.
Mener à une sphère
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un plan tangent parallèle à un plan donné.
(a) Le plan est de bout (flg. 316 — A). — Soit Pi le plan donné; la solution est immédiate. Le plan cherché sera de contour apparent ; sa trace verticale P sera tangente au méridien principal en un point m' rappelé horizontalement en m. Il y aune seconde solution.
(ft) Le plan est quelconque ZI Qiz'. — Par une rotation autour d'un axe vertical, pris de préférence enzz' dans le mur, on le rend debout. Soit z'aSi sa position après la rotation.
On est ramené au cas précédent ; on mène le plan n' p S parallèle au plan z' a Si ; n'n est le point de contact. Par une rotation inverse, on ramène en t QV le plan à être parallèle au plan donné. Le point de contact est N N ' . Il y a une seconde solution. Remarque. — Si l'on joint 0 N et 0 ' N ' , on obtient ainsi le rayon de la sphère; il est normal au plan tangent et, par conséquent, les droites 0 N et 0 ' N' doivent être, respectivement, perpendiculaires aux traces du plan donné.
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§ 233. — Mener à une sphère un plan tangent passant par une droite donnée.
(a) lre Méthode (spéciale à la sphère). — Solvtion dans l'espace. — Remarquons que si la droite donnée AB était verticale (fig. 317), les plans tangents cherchés seraient des plans de contour apparent horizontal et seraient déterminés par
les tangentes a M et aN menées à son équateur par le point, ce, où la droite perce le plan de l'équateur.
Epure (fig. 318). — Le centre de la sphère est donné en 0 (cote : 10 millimètres). La droite est définie par les deux points a (28 millimètres) et b (0 millimètres).
On prend pour mur le méridien xy parallèle à la droite, et pour plan horizontal le plan de l'équateur. La droite y a pour élévation a ' b ' ; a ' est situé à 28 — 10 = 18 millimètres de hauteur, et b ' a pour cote : 5 — 10 = — 5 millimètres. Par une rotation autour d'un axe de bout qui passerait par le centre de la sphère, on amène la droite en ai bi — ahb'ik être verticale. Du point ai bi, projection horizontale, ainsi déplacée, on mène les tangentes «i Ni et ai Mi au cercle d'équateur. Enfin, par une rotation inverse, on ramème les points de contact Mi M'i et NiN'i en mm' et nn'. Le problème est résolu, car chacun des plans tangents est déterminé par la droite donnée ab— a'b' et par le point de contact, m m' ou nn'.
(b) 2° Méthode (par les cônes circonscrits). — Cette méthode s'applique non seulement à la sphère, mais à toute surface de révolution du second degré.
Solution dans l'espace. — Prenons un point quelconque de la droite pour sommet d'un cône circonscrit à la sphère ; menons à ce cône auxiliaire un plan tangent passant par la droite donnée, cela nous donnera le plan demandé.
Epure (fig. 319). — 1° Nous prenons en s s' un point sur la droite donnée sd — s'd1; mais nous avons soin de le prendre dans le plan du méridien de front.
2° Nous considérons le cône circonscrit ayant le point S S' pour sommet ; à cause de la position du sommet S, ce cône a pour plan de symétrie le plan du méridien principal et sa ligne de contact avec la sphère est le cercle projeté verticalement suivant la droite de contact a'b' .
3° Nous menons à ce cône un plan tangent passant par la droite donnée sd — s'd'.
A cet effet, nous prenons pour base une ellipse projetée circulairement et dont le plan P'Q' est obtenu (voir § 221), en considérant le cylindre vertical circonscrit à la même sphère. On prend en d! d l'intersection de la droite avec ce plan P'Q'. Du point d, on mène les tangentes dM et dN à la base. On rappelle M et N en M ' et N ' sur le plan de base P'Q', et les génératrices de contact sur le cône sont les droites SM — S'M' et SN — S'N'. Elles rencontrent en m'm et n'n la courbe de contact a'b' ; ces points mm' et nn' sont les points de contact des plans tangents demandés avec la sphère.
Fig. .H20
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§ 236. — Intersection d'une sphère et d'une droite.
(a) lre Méthode (fig. 320). — Soit 0 le centre de la sphère (cote 25 millimètres), ab la droite (a, cote 47 millimètres ; b, cote 11 millimètres). On prend pour surface auxiliaire le plan qui projette horizontalement la droite ab; il coupe la sphère suivant un petit cercle dont le diamètre est cd, et dont le centre est en i sur le plan d'équateur. On rabat ce
cercle et la droite sur le plan de l'équateur. Pour la droite, on a pris aAi = 47
— 23 = 22 millimètres, et 6Bi = 11 — 25
— — 14 millimètres.
La droite et le cercle rabattus se recoupent en Mi et Ni, que l'on relève en m et n ; ce sont les points cherchés.
(a) 2e Méthode (fig. 321). — Comme surface auxiliaire, on peut prendre le plan qui contient la droite et le centre de la sphère. Il recoupe la sphère suivant un grand cercle, que l'on s'arrangera de façon à rabattre sur l'équateur.
Soit o le centre (cote, 25 millimètres), a Ma droite (a, cote 45, et b, cote 25, comme le centre). La ligne o b est la trace du plan auxiliaire sur le plan de l'équateur. On rabat le point a en Aa, par l'opération ordinaire du rabattement. Le grand cercle de section auxiliaire est rabattu suivant le cercle d'équateur. Les points de recoupement sont Mi et Ni relevés en mm' et nn'. On a leurs cotes de hauteur en m' m" et en n'n". § 237. — Section plane d'une sphère.
(a) Le plan sécant est de bout (fig. 322.) — En élévation, la section est tout entière projetée suivant la droite c' d' . Nous sommes donc ramenés (§ 74) à trouver la projection horizontale d'un cercle dont le plan est de bout.
En plan le grand axe, ab, est égal en longueur à c'd'. Les points g et g, sur le contour apparent, c'est-à-dire situés sur l'équateur, s'obtiennent en menant la ligne de rappel du point g ', où, en élévation, se rencontrent l'équateur E' E' et le cercle de section c'd' .
Fig. 322
Fig. 3>3
(b) Le plan sécant est quelconque. — On voit que la construction revient (fig. 322) : 1° à couper la sphère par un plan ZOE, passant par son centre et perpendiculaire à la trace Pa du plan sécant; 2° à déterminer l'intersection de ce plan
auxiliaire avec le plan sécant et à limiter en cd — c' d ' cette intersection aux deux points ce' et dd' où elle recoupe la sphère, ou plutôt l'intersection de la sphère et du plan auxiliaire.
Réalisons cette construction pour un plan sécant quelconque (fig. 323).
(c) Ellipse, projection horizontale. — Le plan auxiliaire est oZi, perpendiculaire sur la trace Pa du plan sécant. On le rabat sur le plan Hi de l'équateur. Le point g' situé sur l'horizontale l'I ne bouge pas; le point /"situé sur la trace horizontale du plan sécant se rabat en f\ à une distance ff\ égale à la hauteur o'o" du plan d'équateur. Le cercle de section du plan auxiliaire et de la sphère se rabat sur l'équateur. On a donc en c'i d'i le rabattement de la droite qui donnera, en c d, par relèvement, le petit axe de l'ellipse. Le grand axe ab passe par le milieudeladroitecdetestégalen longueur à c'id'i.
(a) Ellipse projection verticale. — Solution analogue : d Z*, plan auxiliaire de coupe, perpendiculaire à la trace verticale aQ' du plan sécant ; ce plan est rabattu sur le plan, Vi, du méridien principal. On a en / le point fixe sur la frontale du plan sécant qui est dans ce plan méridien. On a pris k'ki égal à oo", profondeur du centre, ce qui a déterminé en n"ilki la droite dont les extrémités m et mi, relevées en n' et m', donnent le petit axe de la projection verticale. Le grand axe p' q' est perpendiculaire au milieu;' de m'n' et sa grandeur est égale à miWi.
§ 238. — Intersection de deux sphères (fig. 324).
Soit 0 (cote 28) et C (cote 17), les centres des deux sphères. On prend en xy un mur parallèle à la ligne des centres. Le plan horizontal est au niveau du centre C (cote 17). Ce centre s'y projette donc en C ' sur la ligne de terre et le centre 0, en O'à (28 — 17)= li millimètres, au-dessus du centre G'.
L'intersection est projetée tout entière suivant la droite a'b', corde commune des cercles, contours apparents des sphères.
Le problème est ramené à trouver en a b — c d l'ellipse projection horizontale du cercle a' b' de l'espace.
Il est bon de déterminer directement en g' — g g et en /* ' — h h les points de l'ellipse situés sur les équateurs des deux sphères. L'ellipse n'est vue qu'entre les points g et g ; le contour apparent de la sphère 0 0' disparaît en ces mêmes points, qui sont ceux où l'équateur de la sphère 0 0', pénètre dans la sphère G C'.
§ 239. — Cône circonscrit à une sphère. — Problème de l'ombre au flambeau (fig. 325). (a) Séparatrice. — Nous supposerons le flambeau L L' dans un même plan de front avec le centre de la sphère. Le cône circonscrit a pour ligne de contact avec la sphère un petit cercle projeté verticalement suivant la droite c'd'. On trouve comme à l'ordinaire l'ellipse c dmn, projection horizontale de ce cercle. On obtient ainsi la ligne d'ombre propre ou séparatrice d'ombre de la sphère.
(6) Ombre portée. — L'ombre portée sera la section de ce cône par le plan horizontal (voir § 220). Les extrémités c '
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et d' de la séparatrice donnent en Ci et Di le grand axe de l'ellipse d'ombre portée. Le point le plus bas, f , de la spbère donnerait en F le foyer, ce qui permet d'obtenir en B et B les extrémités du petit axe.
Le point g 'g situé à la fois sur l'équateur et sur la séparatrice, c'est-à-dire aussi sur le contour apparent horizontal du cône, est le point où la séparatrice vient se raccorder tangentiellement à l'équateur. (Résulte des théorèmes sur les contours apparents, § 163.) Les ombres portées, Gi Gi, par les points sont les points où le contour apparent du cône est tangent à l'ellipse d'ombre portée.
Nota. — Cette méthode revient en somme: 1° à couper la sphère par un plan sécant vertical, qui passe à la fois par son centre et par le flambeau; 2° à mener du flambeau les deux rayons lumineux L' d1 et h' c' tangents au grand cercle de section ; 3° à prolonger ces rayons jusqu'à la section faite par le plan sécant dans le plan horizontal, ce qui donne en Di et Ci les extrémités du grand axe ; 4° à prendre en fl le point le plus bas du cercle de section et à chercher en F son ombre portée, ce qui donne le foyer.
Par conséquent, si le flambeau occupait une position quelconque, on ferait à part les épures en plan et en élévation ; à cet effet, on couperait successivement par deux plans auxiliaires passant à la fois par le flambeau et par le centre l'un vertical, l'autre de bout,
et l'on se servirait des sections ainsi déterminées comme nous venons de l'indiquer. Le lecteur devra faire l'épure pour ce cas général.
§ 240. — Cylindre circonscrit à une sphère. — Problème de l'ombre au soleil.
(a) Rayons lumineux de front (fig. 326). — La séparatrice est projetée verticalement suivant la droite a' b' , perpen diculaire aux rayons lumineux ; c'est un grand cercle de la sphère.
En plan, le cercle a' b' a pour projection l'ellipse a b — mn, obtenue comme à l'ordinaire.
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Fig. 32G
L'ellipse d'ombre portée est obtenue en ai bi — mi m (explications inuti'es). Le point le plus bas de la sphère, f , a pour ombre portée le foyer F de l'ellipse.
{b) Rayons lumineux quelconques (fig. 327). — On mène tout d'abord le rayon lumineux qui passe par le centre et on cherche en Oi sa trace horizontale et en 0 '2 sa trace verticale ; cela fait, on continue comme suit :
1° Ombres en plan. — On fait une coupe par un plan vertical o Zi passant par le centre et parallèle au rayon lumineux et on rabat sur le plan de l'équateur. La section faite par ce plan auxiliaire sur le sol se rabat en xi y\ à une distance égale à la hauteur O' O" du centre. La section faite dans la sphère se rabat suivant le grand cercle d'équateur et l'on rentre dans le cas précédent. Le cercle d'ombre propre est projeté sur ce rabattement suivant la droite a' b' qui, relevée, donne, en a b, le petit axe de la séparatrice. Le grand axe est m 11 ; etc., etc. L'ombre portée est l'ellipse ai bi — mi ni.
2° Ombres en élévation. — On fait une coupe par un plan de bout O' 0'2 , et l'on rabat cette coupe sur le plan du méridien principal. Le grand cercle de coupe se rabat suivant le cercle méridien et la section faite par le plan sécant sur le mur se rabat en x-z y>i à une distance égale à la profondeur O' o"du centre. Le rayon lumineux du centre est rabattu en O' 02. On mène les tangentes f f% et g g% à la méridienne et parallèles au rayon rabattu ; on en déduit en fg, relevé en f g' , le petit axe de la séparatrice, et en f-z gi, relevés en f% o'2, le grand axe de l'ombre portée sur le mur; etc., etc.
(c) Points de pliure. — Les deux ellipses d'ombres portées doivent se rencontrer en a et p sur la ligne de terre. En ces points, l'ombre se replie de l'un des plans de projection sur l'autre : c'est ce qui nous les fait nommer des points de pliure. Fig. 328
C. INTERSECTIONS
§ 241. — Intersectio d'un octaèdre régulier et d'un cône de révolution
(a) Données. — L'octaèdre régulier a l'une de ses diagonales S'T' — ST verticale. Le carré de la base commune aux deux pyramides qui, par leur réunion, forment l'octaèdre, est abcd — a'b'c'd' .
L'axe du cône V 'Z ' est de front et passe par le centre de l'octaèdre. Le sommet V'V est dans le plan horizontal. On se donne le demi-angle au sommet a du cône.
(b) Méthodes des projections coniques. — On inscrit dans le cône une sphère dont le centre u> ' est ici le centre de l'octaèdre. On circonscrit à cette sphère un cylindre vertical, et on prend pour base du cône la section plane donnée par le plan de bout P'Q',dont la trace verticale est la diagonale du quadrilatère formé par les contours apparents du cône et du cylindre (§ 221). Horizontalement, cette base du cône se projette suivant
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le cerclent q\ hi de contour apparent de la sphère. Pour le distinguer, nous l'avons dessiné en trait mixte. Cela fait,
nous projetons coniquement sur le plan P'Q', et en prenant pour centre dé projection le point VV, d'une part, l'octaèdre en Si ai bi ci di Ti, et d'autre part, le cône. Le centre de projection étant le sommet, il en résulte que ce cône et, par suite, toute la section, se projettent entièrement suivant le cercle gi qi hi ki
Toutes ces projections coniques sont figurées en trait mixte. En réalité, nous faisons une perspective de l'octaèdre et du cône, en prenant comme point de vue le sommet V ' V du cône, et comme tableau le plan P'Q'.
Dès lors la question revient à prendre les points du cercle, #1 q\ h\ , et à remonter de ces points par des projetantes inverses, aboutissant toutes au point de vue Y' V, aux points f, g, h situés soit sur les arêtes, soit sur les faces
de l'octaèdre.
(c) Points sur les arêtes. — On prend un point tel que fi où la droite bi clt perspective de l'arête b c de l'octaèdre, rencontre le cercle, perspective du cône. De ce point f\, par un rayon visuel inverse, fi V, on remonte au point /"sur l'arête.
(d) Tangentes en ces points. — On mène en 12" — fi — 2" la tangente au cercle. On prend les points 2" et 1", où elle rencontre les arêtes de faces qui ont la ligne bc pour intersection. Ainsi 2" est pris sur bi Si. On remonte de 2" en 2 sur b S par une projetante inverse, et la tangente à l'arc d'ellipse compris dans la face S a b est la droite /2. De même la tangente
à l'arc d'ellipse fp, situé dans la face T bc, est la droite fi.
On opérera de même pour tous les points tels que fif — hi h — ki k, etc., situés sur les arêtes.
(e) Points courants et tangentes. — On fera bien de prendre comme points courants ceux tels que g ou g" ou i ou i".. . ., pour lesquels les tangentes, telles que bg, passent par des sommets de l'octaèdre. A cet effet :
Sur la perspective, on mène par la perspective d'un sommet, bi par exemple, la tangente bigi au cercle; on la prolonge jusqu'au point 3", où elle rencontre la perspective S Ci d'une arête de la même face; on remonte de 3" en 3 sur cette arête SC, et la tangente est la droite #3. On remonte ensuite de g\ en g, sur cette tangente.
(d) Projection verticale et solide commun (fig. 329). — Explications inutiles ; suivre l'épure.
§ 242. — Intersection d'un cône et d'une sphère.
Le cône est quelconque. — lre Méthode. — On cherche les intersections successives des génératrices du cône avec la sphère (§ 236) et l'on joint tous les points par une ligne continue.
2e Méthode, dite : des projections coniques. — On prend successivement tous les parallèles de la sphère ; on en fait la perspective sur le plan de la base du cône (ce plan est supposé horizontal), en prenant pour point de vue le sommet ; le cône se perspective en entier suivant sa courbe de base. On prend donc les intersections de cette base avec les perspectives des différentes parallèles, et on remonte, de ces recoupements en perspective, aux points dans l'espace à l'aide de rayons visuels.
Nota. — Nous donnerons plus loin l'épure de l'intersection d'un cône et d'une surface de révolution ; elle est tout à fait analogue à celle que l'on pourrait faire pour un cône et pour une sphère.
Si le cône est de révolution, la méthode peut encore se simplifier, comme nous le montrerons.
E XERCICES
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1 . — Faire passer une sphère par quatre points, c'est le même problème que : construire une sphère circonscrite à un tétraèdre.
2. — Construire une sphère passant par trois points donnés A, B, G et tangente à un plan donné H.
Solution dans l'espace (fig. 330). — 1° On considère le plan des trois points A B C, et l'on trace le cercle qui les contient ; 2° on détermine son centre I et la perpendiculaire I 0 à son plan ; 3° on mène le plan P qui contient cette perpendiculaire et qui est perpendiculaire au plan donné H ; on détermine d'une part en M et N ses points d'intersection avec le cercle ABC et, d'autre part, en XY, son intersection avec le plan donné H ; 4° la question est alors ramenée au problème suivant de géométrie plane : « Par deux points M et N, faire passer une circonférence tangente à une droite donnée X Y. » Cette circonférence sera un grand cercle de la sphère.
Faire l'épure en supposant que le plan H est le plan horizontal. 3. — Construire une sphère passant par deux points AetB donnés et tangente à deux plans donnés P et Q. Solution. — Le centre de cette sphère est un point situé à égale distance des deux points A et B et des deux plans P et Q. Or : 1° Le lieu des points situés à égale distance des plans P et Q est le plan bissecteur, Z, du dièdre qu'ils forment. 2° Le lieu des points situés à égale distance des points A et B, est un plan V mené à la droite AB, en son milieu. Le centre cherché sera donc sur la droite Z V d'intersection des plans Z et V.
Nota. — Pour en avoir deux points il suffira, des points A et B, comme centres, de décrire deux sphères égales et de déterminer les cercles d'intersection avec ce plan Z. La corde commune sera la droite Z V d'intersection des plans V et Z. 3° Le lieu des points situés à égale distance d'un point donné A et d'un plan P est un paraboloïde de révolution engendré comme suit : « L'axe de la parabole méridienne est la perpendiculaire A D abaissée du point A sur le plan P ; le foyer est le point A et le sommet est au milieu de la droite AD». Donc : 4° On prendra l'intersection de ce paraboloïde et du plan bissecteur Z. On obtiendra, en général, une ellipse, et les deux points où cette ellipse coupera la droite Z V pourront être pris pour centre de la sphère cherchée.
Faire l'épure en supposant les plans P et Q verticaux.
4. — Construire une sphère passant par un point donné, A, et tangente à trois plans donnés, P, Q etB.
Solution. — 1° Les trois plans P, Q et B forment un trièdre ; on mènera les plans bissecteurs des trois dièdres ; ils se recouperont suivant une droite D. Le centre cherché doit être sur cette droite D. (Plusieurs solutions.)
2° Le lieu des points également distants du point A et d'un quelconque des trois plans, P par exemple, est un paraboloïde de révolution défini comme ci-dessus.
3° On prendra l'intersection de ce paraboloïde avec un des trois plans bissecteurs ci-dessus, et les deux points où l'ellipse d'intersection rencontrera la droite D pourront être pris pour centre.
5. — Construire une sphère tangente à quatre plans donnés. C'est le problème de la sphère inscrite dans un tétraèdre. Solution. — On mène les plans bissecteurs des trois dièdres de la base. Ils forment un nouveau trièdre dont le sommet
est le centre cherché. (11 y a plusieurs solutions.)
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A. GÉNÉRALITÉS
§ 243. —Définitions.
{a) Axe el génératrices. — Une surface de révolution est engendrée par la rotation entière d'une ligne MNP, plane on gauche, autour d'un axe fixe zz' que l'on nomme l'axe de la surface. La courbe mobile est la génératrice de la surface.
(b) Parallèles. — Si l'on considère un point quelconque M de la génératrice, il décrit, dans la rotation, un cercle dont le centre est en I, au pied de la perpendiculaire abaissée du point M sur l'axe, dont le rayon est MI et dont le plan est perpendiculaire à l'axe. Ce cercle se nomme le parallèle du point M.
Tous les points de la génératrice décrivent des parallèles dont les plans sont tous perpendiculaires sur l'axe et, par suite, parallèles entre eux.
La considération des parallèles permet de donner une autre définition pour le mode de génération de la surface, et de la considérer comme engendrée par un cercle dont le plan reste toujours perpendiculaire sur un axe fixe, dont le centre se déplace sur cet axe, et dont le rayon MI varie de telle sorte que ce cercle rencontre toujours une courbe fixe MNP.
Dans ce cas, la courbe MNP, au lieu d'être une génératrice de la surface, en devient une directrice , tandis que la parallèle mobile en devient la génératrice.
(c) Méridiens. — Si l'on coupe la surface par un plan Q passant par l'axe, la section ABC ainsi obtenue se nomme un méridien.
Si l'on fait tourner autour de l'axe, soit un méridien, soit la courbe primitive M N, soit, plus généralement, toute courbe tracée sur la surface, on engendrera cette dernière.
Tous les méridiens sont égaux.
Si l'axe de la surface est parallèle à un des plans de projection, au plan vertical, par exemple, il existe un méridien tel que Q' dont le plan est parallèle à un des plans de projection et qui s'y projette en vraie grandeur. On le nomme le méridien principal.
(d) Equateurs. — Si l'on mène à un méridien des tangentes parallèles à l'axe, les points de contact B',C ,D', en tournant, engendreront des parallèles maxima ou minima que l'on désigne quelquefois sous le nom d'équateurs.
Nota. — On réserve ordinairement le nom d'équateurs aux parallèles maxima tels que D'D, B'B, et le nom de colliers aux parallèles minima tels que C ' C (fig. 331).
§ 244. — Plan tangent en un point (fig. 332).
Soit M un point d'une surface de révolution. Le plan tangent est défini par la tangente M T au parallèle, et par la tangente M S au méridien. (Si l'on ne connaît pas le méridien, mais une ligne génératrice quelconque M P de la surface, la tangente à cette génératrice remplacera la tangente au méridien.)
Considérons ce plan tangent S M T. Appliquons le théorème des trois perpendiculaires. La droite ul, qui est l'axe, est perpendiculaire sur le plan du parallèle; IM, rayon du parallèle, est perpendiculaire sur MT, tangente à ce parallèle qui est
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un cercle. La droite M S, tangente au méridien, rencontre l'axe qui est dans le plan de ce méridien au point u, situé à distance finie ou infinie.
Par suite, d'après le théorème des trois perpendiculaires, la droite M T est perpendiculaire sur Mu. De plus, elle est
aussi perpendiculaire sur M I et, par conséquent, sur le plan méridien. Le plan tangent qui la contient est donc lui-même perpendiculaire sur le plan méridien.
D'où ce théorème : Le plan tangent à une surface de révolution contient la tangente au méridien passant par ce point et est perpendiculaire sur le plan de ce méridien.
Remarque. — Si l'on considère une courbe quelconque M P tracée parle point M sur la surface, le plan tangent sera le plan qui projette la tangente MV, à cette courbe, sur le plan méridien.
§ 245. — Normale et cône des normales. — Cône des tangentes méridiennes (même fig. 332).
Dans le plan méridien, menons la droite M N, normale à la courbe méridienne.
Je dis que cette droite est aussi la normale à la surface (c'est-à-dire la perpendiculaire à son plan tangent.)
En effet, soit N le point où elle rencontre l'axe. D'après le théorème des trois perpendiculaires, MN est perpendiculaire sur M T. Par construction MN est aussi perpendiculaire sur la tangente Mu au méridien; et, par suite, M N, perpendiculaire à deux droites M u et M T du plan tangent, est perpendiculaire à ce plan ; c'est donc la normale. Faisons tourner le triangle rectangle uM N autour de l'axe.
Le pointM engendrera le parallèle M G ; le méridien engendrera successivement tous les autres méridiens, et la ligne M u ne cessera pas de leur être tangente, tandis que la droite M N restera toujours normale à la surface.
Dans ce mouvement, la tangente Mm au méridien engendre un cône de révolution circonscrit à la surface tout le long du parallèle M G. La normale M N engendre un autre cône complémentaire du précédent. Donc :
1° Toutes les tangentes menées aux divers méridiens aux points de ces méridiens situés sur un même parallèle forment un cône de révolution circonscrit à la surface tout le long de ce parallèle et ayant son sommet sur l'axe. Nous le nommerons le cône des tangentes méridiennes.
Nota. — Ce cône se réduit à un cylindre, si le parallèle est un équateur; 2° Toutes les normales à la surface aux différents points d'un même parallèle forment un cône de révolution ayant son sommet sur l'axe, et que l'on nomme le cône des normales.
Nota. — Ce cône se réduit à un cylindre pour le point M, qui engendre le parallèle pour lequel la tangente MI au méridien est perpendiculaire à l'axe (fig. 333) ;
3° Si, de N comme centre, avec NM pour rayon, on décrit une sphère, le cône des tangentes lui sera également circonscrit. Cette sphère sera donc elle-même inscrite dans la surface et raccordée avec elle tout le long du parallèle M G.
Fig. 333
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§ 246. — Représentation d'une surface de révolution dont l'axe est vertical et dont on donne la courbe méridienne (fig. 334).
L'axe de la surface peut occuper une position quelconque dans l'espace. Nous supposerons, pour commencer, que cet axe est vertical. Tout ce qui sera dit s'étendra facilement au cas où cet axe serait de bout (perpendiculaire au plan vertical).
Soit z, z", z ' l'axe et a' b' c ' la courbe méridienne, que je prends lorsqu'elle est de front, c'est-à-dire quand elle
forme le méridien principal.
(«) Contour apparent vertical. — 1° Ce contour est formé par le méridien principal abc... a' b1 c' ...
En effet, soit b b' un point quelconque du méridien principal. Pour ce point, d'après les théorèmes qui précèdent, le plan tangent est perpendiculaire au plan du méridien, et, par suite, aussi au plan vertical, puisque ce méridien est de front. Le point b b1 est donc bien un point du contour apparent vertical.
2° S'il existe sur le méridien des points tels que h', ou f, ou c ', ou à', pour lesquels la tangente est perpendiculaire à l'axe, ces points engendreront des parallèles de hauteur maxima ou minima. En chacun des points de ces parallèles, les
tangentes au méridien et au parallèle sont, en direction, perpendiculaires sur l'axe, et, par suite, le plan tangent y est encore perpendiculaire au plan vertical.
Par suite, les parallèles les plus hauts ou les plus bas sont des lignes de contour apparent vertical.
En résumé, la surface de révolution engendrée par la courbe méridienne abc... a'b'c... aura son contour apparent vertical formé : 1° des quatre droites h'h' , d'à', f'f, c'c', projections verticales de quatre parallèles de cotes maxima ou minima.
Parmi ces droites de contour apparent, il y en a, telles que f'f' , qui peuvent être noyées dans le corps solide. On dit alors que ce sont des contours apparents virtuels. Le rayon visuel, pour y atteindre, serait forcé de traverser la masse solide qui est autour ;
Et 2° Des deux courbes a' b' c'...., a'b'c' .... symétriques, par rapport à l'axe, situées dans le plan du méridien principal. Les portions h'a'c' de ces courbes de contour, sont dans la partie creuse de la surface, et sont virtuelles.
Nota. — La moitié de gauche de la figure 334 donne la surface en élévation; celle de droite la donne en coupe faite par le plan méridien Zb.
Il est évident que, dans certains cas, les portions du contour formées par des lignes droites peuvent se réduire à un point. C'est le cas de l'ellipsoïde de la figure 335. Les parallèles le plus haut et le plus bas se réduisent aux deux sommets
p' et m'.
(b) Contour apparent horizontal. — Prenons (fig. 334) les points du méridien principal, tels que b 'a 'g' et k' pour lesquels la tangente est parallèle à l'axe, c'est-à-dire perpendiculaire au plan horizontal. En tous ces points et en tous les points des parallèles qu'ils engendrent, le plan tangent, contenant une perpendiculaire au plan horizontal, est lui-même perpendiculaire à ce dernier, c'est-à-dire est un plan de contour apparent horizontal. Par conséquent, ces contours sont formés par les cercles a, g, k, b, projections des parallèles maxima ou minima.
(c) Remarques. — 1° Quelques-uns de ces parallèles de contour apparent horizontal peuvent être virtuels, tel est le collier g; il est virtuel ; tandis que le collier a est réel.
2° Il peut n'y en avoir qu'un seul, soit extérieur, c'est-à-dire maximum, comme dans l'ellipsoïde, soit intérieur, c'està-dire minimum, comme dans l'hyperboloïde que nous étudierons plus loin.
B. PRORLÈMES SUR LES PLANS TANGENTS
§247. — Prendre un point sur une surface de révolution, et mener, par ce point, un plan tangent à la surface.
On supposera que la surface est un ellipsoïde.
(a) Prendre un point. — La solution est absolument la même que pour la sphère (voir § 232, b). On considère le parallèle qui passe par le point donné.
(b) Plan tangent en un point m, m'± (fig. 33G). — Ce plan sera défini : 1° Par la tangente au parallèle. Cette tangente sera mg, m'%g ' horizontale el perpendiculaire sur le rayon zm de ce parallèle. C'est une horizontale du plan tangent ;
2° Parla tangente au méridien du point mm/». Pour construire cette dernière, je fais tourner le point m sur son
parallèle jusqu'à ce qu'il vienne en nn'% sur le méridien principal. Dans cette position, la tangente au méridien est la droite n '2 r'.
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perçant l'axe au point t ' et ayant sa trace horizontale en r'r. (Nous prenons comme plan horizontal le plan, H', de l'équateur.)
Si on ramène le point à sa position première, le point t', sommet sur l'axe du cône des tangentes méridiennes, ne bouge pas; la trace horizontale r' r de la tangente méridienne décrit un arc de cercle et vient, en S, sur la trace horizontale du méridien du point m.
La trace du plan tangent sur le plan de l'équateur est la droite menée par S, et parallèle à la tangente m g au parallèle, c'est-à-dire perpendiculaire sur la trace du plan méridien; la trace verticale se trouverait facilement.
(c) Remarques. — 1° Menons, en projection verticale, la normale n\ J' au méridien. Elle perce l'axe au point J', sommet du cône des normales. La normale, au point m'a, est donc, en projection verticale, la droite J' m'»... ; et la trace verticale du plan tangent doit avoir une direction telle que f d' perpendiculaire sur cette projection.
2° Au point nn'2 situé sur le méridien principal, le plan tangent est perpendiculaire sur le plan vertical, puisque ce méridien est la ligne de contour apparent vertical. Par suite, toute droite de ce plan tangent doit se projeter suivant sa trace verticale, et, comme la tangente méridienne est une ligne du plan tangent, il en résulte que la trace verticale du plan tangent, au point n n '2, est la tangente t r au méridien.
3° L'angle a que fait cette tangente avec la ligne de terre, est donc aussi l'angle que fait le plan tangent avec le plan horizontal, non seulement pour le point mm '2, mais encore pour m m' 2 et pour tous les points du même parallèle.
§ 248. — Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à un plan donné. (Solution identique à celle donnée pour la sphère, § 234.)
{a) 1er Cas. — Le plan donné PyQ' est perpendiculaire au plan vertical, et soit a l'angle qu'il doit faire avec le plan horizontal (fig. 337).
Le plan tangent sera un plan de contour apparent vertical ; il sera donc tangent en un point du méridien principal. La tangente à ce méridien se projettera suivant la trace verticale cherchée et inversement.
On aura donc la trace verticale du plan demandé en menant, si cela est possible, une tangente c'd' au méridien principal, parallèlement à la trace verticale y Q ' du plan donné, c'est-à-dire inclinée à l'angle a sur la ligne de terre.
La trace horizontale df sera perpendiculaire à la ligne de terre.
Il existe une deuxième solution g' h'K.
(b) 2° Cas. — Le plan est quelconque et déûni, soit par ses traces RpS', soit par sa trace horizontale Rp et par l'angle a qu'il fait avec le plan horizontal.
On ramène, par rotation soit autour de l'axe de la surface, soit autour d'une verticale quelconque, que l'on choisit de préférence située en w6 dans le plan vertical, le plan donné à être perpendiculaire au plan vertical. Sa nouvelle trace verticale, 0 U, fait alors, avec la ligne de terre, l'angle a que fait le plan avec le plan horizontal. Sa trace horizontale est h Ri perpendiculaire sur la ligne de terre.
On est alors ramené au cas précédent; on mène au méridien principal les deux tangentes c' d' et g' h' parallèles à 0 U, c'est-à-dire inclinées à l'angle a. (On a supposé ici qu'elles étaient les mêmes que dans le premier cas.)
Fi g. 337 iZ'
On a les points de contact en c' et g' projetés horizontalement en c et g sur le méridien principal. Il ne reste plus qu'à les ramener en m et n, par une rotation inverse, dans le méridien Z W, dont le plan est perpendiculaire sur la trace horizontale du plan donné. Les projections verticales m' et n' sont sur les parallèles des points c' et g' .
On aura les traces horizontales des plans tangents, en ramenant, par rotation inverse, les traces d' fet h' k en di fi et lu ki.
(c) Remarque. — Quand on donne le plan par sa trace et par son angle a, c'est-à-dire quand on le définit par une ligne de plus grande pente, il est inutile de faire la première rotation auxiliaire. On mène à priori les tangentes méridiennes inclinées à l'angle a et on ramène, par rotation inverse, les points de contact et les traces comme ci-dessus.
§ 249. — Mener à une surface de révolution un plan tangent passant par une droite donnée, D.
(a) Solution dans l'espace. — 1° On prend, sur la droite donnée, D, un point quelconque pour sommet d'un cône circonscrit à la surface. (Cette question sera traitée dans les paragraphes suivants.) — 2° On mène à ce cône les plans tangents passant par la droite ; ce sont les plans demandés.
(&) Epure. — Dans le cas où la surface de révolution est du second degré (ellipsoïde, hyperboloïde, paraboloïde, sphère), l'épure se fait exactement comme pour la sphère (voir § 235, — b. 2° méthode). Il suffit, dans la figure 319, de substituer au cercle méridien delà sphère, soit une ellipse, soit une hyperbole. Il faut, bien entendu, que l'axe delà surface de révolution soit aussi l'un des axes de symétrie de l'une de ces trois courbes prises comme méridienne. (Faire l'épure.)
C. ombres propres des surfaces de révolution
Vingt-sixième Leçon. §250. — Mener par un point FF' des plans tangents à une surface de révolution.
Problème de l 'ombre au flambeau. — Cherchons la séparatrice d'ombre d'un ellipsoïde de révolution, éclairé par un flambeau FF' (fig. 338).
(a) lrc Métuode, dite : des enveloppées coniques. — 1° Trouver le point de la séparatrice (ou ligne de contact) situé sur un parallèle donné n° 1. — 1° On considère le cône de révolution S 'A'B ', circonscrit à la surface le long du parallèle donné ; 2° on lui mène un plan tangent par le point F 'F '. La meilleure manière pour cela, c'est de mener le plan horizontal H, qui passe par F 'F ; de construire le cercle a'b' — ab, suivant lequel il coupe le cône; de lui mener par le point F les deux tangentes F?n — Fn ; de tracer les génératrices de contact Zm — Zn; de les prolonger jusqu'en M et N, sur le parallèle donné AB.
M et N sont les points cherchés rappelés verticalement en M7 et N7.
Remarque. — Tous les points de contact tels que m,«,P,Q, sont sur un cercle décrit sur ZF comme diamètre.
2° Points sur l'équateur PP' QQ'. — C'est un cas particulier du précédent. Le cône se ramène à un cylindre vertical. Le cercle auxiliaire J donne directement les points de contact PQ. D'ailleurs le théorème général sur les contours apparents (1) indique que l'on obtient toujours les points sur le contour apparent, en menant du flambeau des tangentes à ce contour.
(\) Voir Traité de Perspective, précédé du Tracé des Ombres usuelles.
Fig. 338
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Point le plus haut ou le plus bas. — Le premier (ou le dernier) parallèle donnant des points de l'ombre propre sera
celui pour lequel le cercle a b — a'b' passera par le point F 'F; donc, menons en plan un cercle Fi F passant par F ; rappelons Fi enF't sur l'élévation; menons les tangentes méridiennes par le point F'i et nous aurons en c' et d' les parallèles limites donnant en CC et DD' le point le plus bas ou le point le plus haut.
(b) Deuxième méthode, dite : des enveloppées cylindriques. — 1" Trouver le point de la séparatrice situé sur un méridien donné.
1er Cas. — Le méridien donné est le méridien principal. — Ce méridien étant le contour apparent vertical de la surface, on a immédiatement les points cherchés G' K'' rappelés en G et K en plan, sur le méridien de front; en menant de F élévation du flambeau, les tangentes au contour apparent vertical. Cela résulte du théorème connu : « Lorsqu'une surface (ici, le cône d'ombre) est circonscrite à une autre surface (ici, l'ellipsoïde), les contours apparents sont tangents entre eux et aussi à la projection de la courbe de contact (ici, la séparatrice). (Voir § 163.)
2" Cas. — Le méridien est quelconque.
— Choisissons, par exemple, le méridien de profil ZV. On ramène au cas précédent par une rotation. Le méridien donné ZV est ramené de front en ZFi, en entraînant le flambeau. A cet effet, le flambeau F est projeté en V sur le méridien ZV, et il suffit d'entraîner le point V en Vi V'i. On mène les tangentes méridiennes V '1 r ' et Vif en élévation, et par une rotation inverse on ramène rr' et tt' en RR' etTT ' sur le méridien donné.
3' Cas. — Point dans le méridien de symétrie ZF. — La marche est la même. On fait tourner directement F en FjF'i. On mène les tangentes méridiennes F'tc'et F'd'. On ramène en place par une rotation inverse et on retrouve ainsi le point le plus haut (DD') et le point le plus bas (CC) obtenus tout à l'heure par d'autres considérations.
(flamlsaa)
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Sphère auxiliaipe
g 251. — Ombres au soleil. — Emploi de la sphère inscrite, ou méthode des enveloppées sphériques.
Cette méthode est surtout applicable lorsque l'on veut avoir l'ombre propre, au soleil, en élévation seulement. Soit (fig. 340) la direction RR; du rayon lumineux.
(a) Sphère auxiliaire. — On commence par chercher l'ombre propre d'une sphère 00' de rayon quelconque. Cette épure préparatoire se fait ainsi (revoir § 240) : 1° On rabat en A'O ' sur le plan méridien principal de la sphère, le rayon
lumineux (a ' Ai — ad' du plan) ; 2° On mène BiO'Ci perpendiculaire sur Ai 0', ce qui donne la direction du plan de la séparatrice de la sphère ; 3° Ci ramené en c ' et Bi ramené en b ' donnent les extrémités du petit axe de l'ellipse d'ombre propre ; et le grand axe est f'g' , perpendiculaire sur
(b) Tracé de l'ombre. — Cela fait : soit à obtenir (fig. 339) le point de la séparatrice de la surface situé sur le parallèle F : 1° On mène la tangente en F à la méridienne et on en déduit la normale FI ; 2° on imagine construite la sphère qui aurait 1 pour centre et IF pour rayon; elle serait inscrite dans la surface tout le long du parallèle F. Son ombre propre serait, en élévation, une ellipse semblable à lellipse f'g 'c 'b ' de la figure 340. Il est inutile de la construire ; 3° on mène (fig. 340) sur la sphère auxiliaire, le rayon o ' f\ parallèle à I F ; on en déduit le parallèle lequel recoupe l'ellipse d'ombre de la sphère en gi ; 4° on prend sur FF (fig. 339) l'homologue du point gi de la figure 340, ce qui se fera, soit en appréciant à vue d'œil le rapport dans lequel g\ partage le parallèle f\f et plaçant g de manière à diviser dans le même rapport le parallèle FF, soit en menant le rayon O'gi (fig. 340) et traçant (fig. 339) Ig parallèle à ce rayon.
]Si0ta. — Au point le plus haut a', sur la sphère, répond le point le plus haut a sur la surface. Le parallèle 1,1, qui le
contient sur la surface est obtenu en menant à la méridienne une tangente 16, parallèle à la tangente 1 '<)' à la sphère, etc.
§ 252. — Même problème. — Le rayon lumineux est de front.
Dans ce cas (figure 342), sur la sphère auxiliaire 0, l'ellipse d'ombre propre est réduite à une droite, a b, perpendiculaire au rayon lumineux. La construction se simplifie ; il n'est même plus besoin de tracer cette sphère auxiliaire. On opère ainsi :
1° On prend un parallèle quelconque M M ; 2° en M' du méridien principal, on mène la tangente méridienne et on en déduit la normale MI; 3° par le point I, qui est sur l'axe, on mène lm, perpendiculaire sur le rayon lumineux; m est un point de la séparatrice
Fhn
(1) La méridienne (fig. 341) était ici une parabole; la sous-normale ni est donc constante [= p). On a donc, dans ce cas particulier: M =p. Sin. a = constante. La séparatrice est la section de la surface par un plan parallèle à l'axe ; c'est une parabole dans l'espace. Mais, en élévation, elle apparaît suivant une droite, B m, parallèle a l'axe.
URFACES DE RÉVOLUTION DONT l'aXE N'EST l'AS VERTICAL
§ 253. — L'axe est de front (fig. 343).
(a) Contour apparent vertical. — C'est le méridien de front b'c'h' comme dans les surfaces à axe vertical.
(b) Contour apparent horizontal. — Trouver ce contour revient à chercher la séparatrice d'ombre pour des rayons lumineux zénithaux (§ 162 — c). Dès lors la méthode des enveloppées sphériques s'applique comme au paragraphe précédent.
Soit /*'/' un parallèle. On considère la sphère inscrite de centre o', rappelé horizontalement en o, sur l'axe. La séparatrice de vision pour cette sphère est son équateur f'f projeté horizontalement en vraie grandeur suivant le cercle ff, contour apparent de la sphère. On prend en élévation le point g' où l'équateur f'f rencontre le parallèle de contact et ce point g ' rappelé en g sur l'équateur donne un point du contour apparent cherché.
Remarques. — 1° En ce point g le contour de la surface doit être tangent au contour de la sphère (§ 163 — b).
2° En résumé la méthode consiste à considérer la surface comme une enveloppe de sphère, à tracer en plan les contours apparents de toutes ces sphères et à prendre l'enveloppe de ces contours.
§ 254. — Contour apparent d'un tore dont l'axe est incliné
(fig. 344).
Soit oz — o'z' l'axe et BLV le cercle décrit par le centre d'une sphère de rayon r dont le tore sera l'enveloppe.
Nous supposons l'axe de front ou, pour mieux dire, nous prenons en xy un plan de projection parallèle à l'axe.
Sur ce mur xy le contour apparent est composé des deux cercles méridiens et de leurs tangentes communes f'h' et f k' (voir § 246 — a).
En projection horizontale, pour avoir le contour apparent : 1° nous construisons l'ellipse A A — B B, projection du cercle trajectoire du centre; 2° des différents points de celte ellipse, comme centres, nous décrivons des cercles qui sont les contours apparents de la sphère mobile ; 3° nous prenons l'enveloppe de tous ces cercles.
Il y a une enveloppe extérieure n m m et une enveloppe intérieure c» m S û , qui présente
quatre rebroussements aux quatre points co t) û et w.
En faisant l'épure avec soin et prenant, comme sur la figure 345,
des points 1, 2, 3 très voisins
du sommet o, on reconnaîtra facilement l'existence d'un point tel que w, où les intersections des cercles sont serrées les unes contre les autres. Sur le croquis ci-joint c'est à peu près lorsque la pointe du
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compas occupe la position m entre les centres 5 et 6 que l'on voit le rebroussement se produire sur l'enveloppe des cercles.
La ligne m w est normale à la tangente en m et la courbe enveloppe a w b a pour tangente en son point de rebroussement, w, une parallèle à cette tangente.
D'ailleurs tous les points tels que n' de la courbe enveloppe s'obtiennent en menant des normales telles que nri à la trajectoire du centre et portant sur les normales des longueurs, n n' , constamment égales au rayon R (1).
Revenons à la figure 344. La partie w u u du contour est réelle et vue. La portion w v to est vue entre les points S v 3, mais cachée sur le reste. D'ailleurs, elle est réelle dans toute son étendue. Enfin, sur la petite branche comprise entre les deux points d'inflexion, elle est virtuelle. Le rayon visuel tangent en G occupe une position analogue à celle qui est indiquée en B (fig. 344).
Pour atteindre son point de tangence G, il est obligé de circuler dans la masse solide (2).
Le point de rebroussement, w, se nomme un point limite, parce qu'il sert de limite commune aux branches réelles et aux branches virtuelles des lignes de contour apparent.
On retrouve toutes ces particularités dans les lignes d'ombre des surfaces dites à courbures opposées. Nous en donnerons un exemple dans l'épure de l'ombre du serpentin. (Voir plus loin : Surfaces hélicoïdales.)
§ 255. — Surfaces de révolution du second degré. — Cônes et cylindres circonscrits (fig. 346).
Une surface de révolution est du second degré lorsqu'elle a pour méridienne une conique (ellipse, hyperbole ou parabole), dont un axe de symétrie est confondu avec l'axe de la surface. Nous admettrons, sans la démontrer, la proposition suivante.
Théorème. — Dans toute surface du second degré, la courbe de contact d'un cône ou d'un cylindre circonscrit est une
courbe plane et, comme toutes les sections planes, c'est une conique.
Ce théorème donne des facilités pour tracer les contours apparents et les séparatrices. Soit un ellipsoïde (fig. 346) dont l'axe x Z' est de front.
(a) Contour apparent horizontal. — On mène, en élévation, les deux tangentes verticales m' m etn'n à l'ellipse méridienne. D'après le théorème, la courbe de contact d'un cylindre vertical circonscrit passe par les points m! et n'. Elle est plane et, par raison de symétrie, son plan doit être perpendiculaire au mur. Elle est donc projetée verticalement suivant la droite m'n'. C'est une ellipse dans l'espace.
En plan, son grand axe est a'b' , projection de m'n', et son petit axe est pq, égal au diamètre de l'équateur E'.
(b) Ombre au flambeau. — l" Cas. — Nous prendrons le flambeau en TT" dans le méridien de front. Si nous menons de T' les deux tangentes T'a' etT'ô' à l'ellipse méridienne, la corde de contact a'b' est, par raison de symétrie, la projection verticale de la séparatrice. C'est une ellipse dans l'espace. Les extrémités a' et b' donnent en a et b le petit axe de la projection horizontale. Pour avoir l'autre axe, il faut prendre en i' le milieu de a'b' et chercher pour la ligne de bout dd — i' la grandeur de son segment intercepté dans la surface.
A cet effet, par i' on a mené un parallèle c'c', on l'a rabattu en cjdic' et l'ordonnée i'di du cercle a donné le demi-grand axe id.
2e Cas. — Prenons un second flambeau, mais quelconque S S'. On pourrait ramener au premier cas en considérant le plan méridien qui passe par le flambeau. On le rabattrait sur le méridien principal en prenant l'axe de la surface pour charnière. Le flambeau serait rabattu en Si par la méthode ordinaire.
(1) Cette enveloppe a w b, est une développante de la développée de la courbe trajectoire no c. Le point d'inflexion co répond au point m de la trajectoire pour lequel le rayon de courbure p est égal a la quantité constante R.
(2) Voir aux Compléments : Points de passage et points limites des séparatrices d'ombre ou de vision, dans les surfaces à courbures opposées.
On trouverait comme ci-dessus les deux axes de la séparatrice, on les relèverait et ils donneraient deux diamètres conjugués. Nous laissons au lecteur le soin de faire l'épure par celte méthode.
Mais on peut avoir immédiatement quatre points et les quatre tangentes ; ce qui sera presque suffisant.
Ces points seront : 1° les points /* et k obtenus, en plan, en menant du point S des tangentes au contour apparent horizontal ; on les rappelle en élévation, en h1 et k1 sur la droite m'nf ; 2° les points f et g ' obtenus de même en élévation sur le contour apparent vertical. En plan ils appartiennent en f et g au méridien principal. En tous ces points de contour apparent, la séparatrice est tangente au contour apparent correspondant.
Pour trouver la tangente en un point tel que k', qui n'est pas sur le contour apparent vertical, on s'appuie sur ce que la courbe est plane.
Or en k, projection horizontale, sa tangente est la droite kS. On prolonge cette dernière jusqu'en un point 2 où elle rencontre une droite du plan, gh — g'h! par exemple ; on rappelle 2 en 2' sur la droite g'h1 et\& tangente est la ligne
SURFACES DE RÉVOLUTION. — INTERSECTIONS. A. SECTIONS PLANES
Vingt-septième Leçon. § 256. — Méthode générale.
(a) Points courants. — Pour trouver l'intersection d'une surface de révolution S et d'un plan P, on coupera par des plans auxiliaires Z, convenablement choisis, c'est-à-dire donnant dans la surface S des courbes faciles à déterminer. Ces
plans auxiliaires Zi Z* Z3 seront donc : ou bien des plans perpendiculaires à l'axe, ou bien des plans passant par l'axe.
Les premiers donneront des parallèles dans la surface, c'est-à-dire des cercles ; les seconds donneront des méridiens. Il suffira, par une rotation, d'amener ces méridiens à être de front, c'est-à-dire confondus avec le méridien principal, pour n'avoir pas besoin, chaque fois, de dessiner à nouveau la courbe auxiliaire de section. Les plans auxiliaires Zi Z2....
couperont le plan donné P, suivant des droites dont les recoupements mi, ni — m-z, m soit avec les parallèles, soit avec
les méridiens, donneront des points courants de l'intersection.
(b) Remarque. — Dans la première méthode (dite du parallèle), les plans auxiliaires, Z, donneront dans le plan P des droites, Z P, parallèles entre elles, et si l'axe de la surface est vertical, ce seront des horizontales du plan P. Dans la seconde méthode (dite du méridien), ces droites passeront toutes par un point Cxe u>, qui sera le point où l'axe perce le plan P. Quand on fera la rotation pour amener le méridien de section à être confondu avec le méridien principal, on fera tourner aussi les droites ZP. Ce point w sera le point fixe de chacune d'elles.
(c) Tangente. — 1° Méthode du plan tangent. — Comme toujours, la tangente sera l'intersection du plan sécant P et du plan tangent, T, à la surface, au point courant. Il suffira de trouver un point de cette intersection et çe sera, le plus souvent, le point où se rencontrent deux horizontales de même cote.
2° Méthode des normales. — La tangente étant à la fois dans chacun des plans tangents est perpendiculaire, séparément, à chacune des normales ; elle est donc perpendiculaire au plan des normales.
Cette méthode donne la direction de la tangente. En effet, il suffira de chercher une frontale et une horizontale du plan des normales et, par le point courant, de mener en élévation une perpendiculaire à la frontale et, en plan, une perpendiculaire à l'horizontale pour avoir les projections de la tangente demandée.
§ 257. — Section plane d'un tore (fig. 347).
Le plan est donné en PR Q' par ses traces. Le tore a son axe wZ' vertical. 11 est engendré par la rotation du cercle méridien IE — I ;E '.
(a) Points sur un parallèle donné H'. — Le plan H' coupe le plan sécant P suivant une horizontale Q 22', laquelle recoupe le parallèle a' a aux deux points A A, en élévation A 'A'. Il y a un autre parallèle b' b dans le plan H', auquel répondent les deux points B B ' — B B'.
(b) Tangente. — On mène en a' (rotation du point A') la tangente méridienne principale; on en déduit, en a' a, la trace du plan tangent en a' a. On le fait tourner d'une rotation inverse et cette trace devient, pour le plan tangent en A, la droite ai G. Elle recoupe la trace horizontale du plan sécant en 8 ; la tangente est donc 9 A, projetée verticalement en 0 'A'.
On cherchera par cette méthode les points C C — DD situés sur les équateurs ; ils sont importants comme points de contour apparent horizontal ; la courbe y est tangente à l'équateur et au collier.
Nota. — Nous appliquerons la méthode des normales, dans le cas de l'intersection de deux surfaces de révolution.
(c) Points sur un méridien donné. — Soit w L le méridien donné. On cherche en ww' le point du plan sécant situé sur
l'axe ;
Fig. 347
on rabat, parallèlement au plan vertical, en w Li — w ' L'i, l'intersection du plan du méridien wL avec le plan sécant.
On prend en m\ mi l'intersection de cette droite rabattue avec la méridienne principale et on ramène m'i mi en MM' par une rotation inverse.
Remarque. — H y a trois autres points d'intersection sur lesquels nous n'avons pas mis de lettres.
(d) Points sur le contour apparent vertical. — Même construction mais ne nécessitant pas de rotation. On obtient ainsi des points tels que g' g.
(e) Points les plus hauts et les plus bas. — Par raison de symétrie, ils sont dans le méridien a>Y qui est perpendiculaire au plan sécant. On opère comme pour un méridien quelconque.
On fait tourner K en Ki ; cela donne les points S S'- et y T ' > ^es tangentes y sont horizontales.
Remarquer les points tels que F, F qui sont sur le parallèle inférieur n° 4 du tore et qui peuvent être donnés par la méthode des parallèles ou par celle des méridiens.
Il sera bon de chercher, surtout en plan, les points tels que n et n pour lesquels la tangente nu passe par Taxe. (Suivre la construction sur l'épure (fig- 347.)
§ 258. — Formes diverses de la section plane d'un tore.
Le tore est une surface très employée dans les arts. Sa section par un plan affecte des formes différentes suivant la position du plan sécant. Il faut les connaître.
Nous supposerons le plan sécant perpendiculaire au plan vertical.
1er Cas. — La trace verticale du plan sécant ne rencontre le contour apparent du tore qu'en deux points M'N' {fig. 348.)
En projection horizontale, ces deux points sont sur l'axe do a et on obtient une courbe fermée M N, de forme ovale.
2e Cas. — Le plan P 'Q ' ne rencontre pas, en projection verticale, les cercles de contour apparent du tore.
La droite da est toujours un axe de symétrie de la projection horizontale ; comme elle ne rencontre pas cette projection, l'intersection se compose forcément de deux courbes : l'une devant, l'autre derrière le méridien principal.
On obtient en P — Pi, Q — Qi, les points situés sur les parallèles le plus haut et le plus bas, et en ij — iiji les points situés sur le contour apparent horizontal, équateur et collier.
3° Cas. — La trace verticale T'R' du plan rencontre en deux points un des cercles de contour apparent, et sa portion utile rencontre la trace verticale de l'équateur.
La courbe précédemment obtenue (2e cas) se déforme un peu. Aux deux points T et g situés sur le méridien principal,
les tangentes sont perpendiculaires à la ligne de terre ; de plus, la courbe est tangente, en h et ht, au contour apparent horizontal.
4" Cas (fig. 349).
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La trace verticale M 'N' rencontre en deux points un des cercles de contour apparent et sa portion
utile rencontre les deux Fig. 3i9 équateurs.
La courbe a la forme indiquée par la figure.
Elle est tangente engg^, tti aux cercles de contour apparent et, aux points i et h, aux verticales de ces points. C'est le cas de l'épure de la figure 347.
5e Las. — La trace verticale P' Q' satisfait aux mêmes conditions que dans l'énoncé précédent, mais, au lieu d'être sécante à l'un des cercles de contour apparent, elle lui est tangente en /'.
La projection / de ce point est un point double de la projection horizontale ; les deux points i et h du 4° cas se sont confondus en /.
§ 259. — Section du tore par un plan bitangent (fig. 350.)
6° Cas. — La trace verticale M'N' du plan est tangente aux deux cercles de contour apparent vertical du tore. La section se compose dans l'espace de deux cercles (1).
Remarques. — Ces deux cercles se projettent horizontalement suivant deux ellipses égales, symétriques par rapport au plan du méridien principal, qu'elles rencontrent en p et q. Le grand axe g h d'une de ces ellipses, égal au diamètre d'un des cercles, est égal au diamètre r s du parallèle supérieur ou inférieur ; si donc on appelle p le rayon de ce parallèle et R le rayon du cercle, on a R = p.
Le petit axe est égal à M T. Or, si on joint le centre i' d'un cercle de contour apparent au point p ' de contact de ce cercle et de la trace du plan sécant, les triangles rectangles o'i'p', o't'W sont égaux comme ayant leurs angles égaux, et les côtés o't', i' p' égaux comme rayons d'un même cercle.
Donc M ' V — o' p ' . Le petit axe est égal ko' p' .
§ 260. — Section plane d'une surface de révolution du second degré
(fig. 351).
Supposons que ce soit une ellipsoïde, et prenons le plan sécant, PaQ', perpendiculaire au plan vertical. La section est tout entière projetée verticalement suivant la droite limitée a'b' .
(1) Nous donnerons la démonstration de cette propriété dans le Complément.
Fig. 351
La théorie indique que la courbe est une ellipse dans l'espace. Un de ses axes est a ' b ' , projeté en plan, suivant a b, sur le méridien principal. L'autre axe, c d, s'obtient en cherchant comme à l'ordinaire les deux points c et d de la surface qui ont pour projection verticale le milieu i' de la droite a' b'. Cela nécessite la construction du parallèle f'f — f qui contient le point ï. Les points sur l'équateur g et g s'obtiennent en rappelant le point g ' où se coupe, en élévation, l'ellipse a ' b ' et l'équateur E\ En ces points g, g, l'ellipse est, en projection horizontale, tangente à l'équateur. Ils servent de séparation entre la partie vue g b g et la partie cachée gag de l'ellipse.
§ 201. — Intersection d'une droite et d'une surface de révolution (même flg. 351).
(a) Solution générale. — 1° Par la droite on mène un plan auxiliaire (on choisit ordinairement un de ses plans projetants). 2° On cherche la courbe auxiliaire d'intersection. 3° On prend les intersections de la droite donnée et de cette courbe.
(b) Surface du second degré. — Lorsque la surface de révolution est quelconque, la solution graphique est assez pénible ; mais lorsqu'elle est du second degré, elle peut être considérablement simplifiée, ainsi que nous allons le montrer (lig. 351).
Soit P Q — P ' 0 ' la droite. Prenons comme plan auxiliaire le plan P a Q ' qui la projette verticalement. Il donne comme section l'ellipse abcd que nous venons de déterminer et qui est recoupée en m m' et nn', parla droite, aux points cherchés (1).
On pourrait éviter de tracer cette ellipse.
(c) Cône auxiliaire. — A cet effet, prendre en S S ' l'extrémité du grand axe de l'ellipse méridienne ; considérons ce point comme sommet d'un cône qui aurait l'ellipse ab— a'b' pour directrice, et cherchons la base de ce cône sur un plan horizontal, sur le plan de l'équateur, par exemple.
Je dis que cette base est un cercle a'i b'\ — aîbi. En effet, ce cône ayant son sommet en S S' sur la surface, peut être considéré comme recoupant cette surface suivant une courbe infiniment petite condensée au point SSf. Mais ce cône a déjà, avec la surface, une courbe plane commune a' b' ; donc il en possède une seconde qui est plane également, et son plan est le plan tangent en S', lequel est horizontal. Cela prouve donc que toutes les sections horizontales de ce cône sont des cercles. C. Q. F. D.
Dès lors, le problème est ramené à trouver l'intersection d'une droite P Q — P ' Q ' avec un cône dont le sommet est S S ' et dont la base est le cercle «i bi — a'i b'i, situé dans le plan de l'équateur.
{d) Epure. — Par SS' on mène S6 — S'O', parallèle à PQ — P'Q'.On prend en 0 et en t les intersections de ces droites avec le plan de l'équateur. La ligne 8 t est la trace d'un plan auxiliaire passant par le sommet et par la droite donnée. Smi et S ni sont les génératrices d'intersection du cône et de ce plan, et les points cherchés sont les points mm' et nn' où la droite donnée recoupe ces génératrices.
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INTERSECTION AVEC UN CONE OU AVEC UN CYLINDRE
§ 262. — Intersection avec un cône.
(a) Métuode générale. — On coupe par des plans perpendiculaires à l'axe de la surface de révolution. On obtient ainsi un cercle a dans la surface de révolution et une courbe b quelconque dans le cône (ellipse, parabole, hyperbole ou cercle «i le cône est du second degré) (flg. 352).
On prend les recoupements des courbes auxiliaires ainsi trouvés en m et n, ce qui donne les points courants.
(1) On sait trouver l'intersection d'une droite et d'une ellipse dont on connaît les axci, sans tracer l'ellipse, eu considérant l'ellipse comme projection d'un cercle.
— iU —
Pour éviter de tracer chaque fois dans le cône une courbe qui peut être compliquée, on projette coniquement les
courbes trouvées sur un des plans auxiliaires ayant servi ou sur un plan h perpendiculaire à l'axe, mais en pre- Fig. 352 nant le sommet du cône pour centre des projections co-
niques.
La courbe b du cône donnera toujours la même projection conique Bi; mais à chaque cercle, a, de la surface de révolution répondra une projection conique différente A ; or, comme ce sera toujours un cercle, on la tracera facilement connaissant son centre et un point.
On remontera ensuite des points de recoupement Mi et Ni aux points m et n de l'espace, par des projetantes inverses.
Cette méthode prend le nom de méthode perspective, parce que, en réalité, elle revient à donner sur le plan H la perspective du cône, laquelle se réduit à sa base Bi, et la perspective de la surface, laquelle sera l'enveloppe de tous les cercles perspectifs tels que Ai.
Nous avons déjà donné une application de cette méthode quand nous avons cherché l'intersection d'un cône de révolution et d'un octaèdre régulier.
(b) Pénétration ou arrachement. — On commence par circonscrire à la surface de révolution un cône ayant le point S pour sommet. Cela fait : des positions relatives occupées par le cône circonscrit et par le cône donné dépendra le cas de pénétration ou le cas d'arrachement.
Soit Mi (flg. 353) la base du cône circonscrit et Ni celle du cône donné. Remarquons d'abord que la courbe Mi sera l'enveloppe des cercles, tels que Ai, de la figure précédente, lesquels sont les projections coniques des parallèles de la surface de révolution.
1er Cas (1). — La surface de révolution est tout entière dans l'intérieur du cône ; il n'y a pas d'intersection. 2° Cas. — Les deux surfaces sont extérieures l'une à l'autre ; même conclusion.
3e Cas. — Il y a arrachement réciproque. Les deux points at et pi sont les perspectives des points limites; aux points « et p de l'espace les tangentes à la courbe d'intersection sont les génératrices du cône donné.
Fig. 353
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4e Cas. — Il y a pénétration de la surface de révolution dans le cône donné. On trouvera une courbe d'entrée répondant au segment ai yi de la base du cône et une courbe de sortie répondant à l'autre segment |3t Si. On aura quatre points limites, a, p, y et S, avec des tangentes qui sont les génératrices du cône.
5° Cas. — Il y a pénétration du cône dans la surface de révolution.
6° Cas. — Si le sommet du cône, dans l'espace, se trouve dans l'intérieur de la surface de révolution, alors on ne peut plus construire de cône circonscrit. Dans ce cas il y a évidemment pénétration du cône dans la surface comme au cinquième cas, seulement la courbe d'entrée appartient à une nappe du cône, tandis que la courbe de sortie fait partie de l'autre nappe.
(1) Sur les cinq croquis ci-contre, N'i est toujours la base du cône donné et Mj est la base du cône circonscrit à la surface de révolution.
Nota. — Dans le cas d'un cylindre, on projette cylindriquement par des parallèles aux génératrices. La méthode prend alors le nom de méthode des projections obliques. Nous en donnons de nombreuses applications dans les tracés d'ombres (1).
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§ 263. — Epure — Intersection d'un tore et d'un cône (fig. 354).
(a) Données. — Le cône a pour sommet le point S S1 ; sa base est une ellipse aMiNiô dans le plan horizontal. Le
tore a pour axe la droite to — ZZ'. Il est engendré par le cercle méridien E'F' — EF.
{b) Point courant. — Soit ce — c'e' un parallèle quelconque du tore, w u' son centre.
On projette coniquement ce parallèle sur le plan horizontal en prenant le point S S ' pour centre de projection conique ; S S ' sera le point de vue si l'on considère la projection conique comme une perspective ; ce sera le flambeau si on le considère comme une ombre portée ; pour abréger le discours, considérons-la comme une ombre portée.
o/i toi est l'ombre portée du centre, et l'on obtient en toi di l'ombre portée d'un rayon to d du parallèle.
De tot comme centre, avec toi di pour rayon, décrivons un cercle. Cela nous donne en Qt Mi Ni Pi l'ombre portée du parallèle.
Elle recoupe en quatre points Qi Mi Ni et Pi l'ellipse de base du cône. Ces points sont les projections coniques des quatre points de l'intersection situés sur le parallèle donné.
Considérons un seul d'entre eux, M{ par exemple.
De Mi , par un rayon lumineux inverse, on remonte en mm' sur le parallèle.
m m' est un point courant de l'intersection. (c) Tangente. — Elle est l'intersection du plan tangent au tore au point mm' et du plan tangent au cône au même point :
1° Plan tangent au, tore. — On ramène m' m en c' c sur le méridien principal. On mène la tangente méridienne c'6' — cO. On prend sa trace horizontale O'O. On ramène 9 en 0| sur le méridien wm du point m, et la trace horizontale du plan tangent au tore est 6i t, perpendiculaire sur to m.
2° Plan tangent au cône. — Sa trace horizontale est la tangente Mit au point Mi de l'ellipse de base.
3° Tangente. — Les deux traces des plans tangents se coupent en un point tt' . La tangente est la droite tm — t'm' . Nous laissons au lecteur le soin d'achever l'épure. Il pourra l'exécuter sur une feuille quart grand-aigle en doublant les dimensions de la figure 354.
(1) Voir Traité de perspective linéaire, précédé du Tracé des ombres usuelles (rayon à 4S°).
GliOM. DESCR.
Remarque. — Si l'on coupait le cône par un plan, tel que ot'p', on obtiendrait comme section une ellipse. En supposant cette ellipse pleine et formant comme un disque, sans épaisseur, la courbe d'intersection que l'on trouvera serait l'ombre portée par ce disque sur le tore en prenant comme flambeau le point S S '.
C. INTERSECTION DES SURFACES DE RÉVOLUTION DONT LES AXES SE RENCONTRENT
Vingt-huitième Leçon.
Fig. 355
§ 264. — Généralités.
(a) Méthode. — On coupe les deux surfaces par des sphères auxiliaires dont le centre est pris au point de croisement des axes. Une quelconque de ces sphères, Z, recoupe chacune des deux surfaces suivant un ou plusieurs parallèles, c'està-dire suivant une circonférence. Ces circonférences appartenant à une même sphère se rencontrent respectivement en deux points qui sont des points courants de l'intersection.
(b) Tangente. — Méthode des normales. — On pourrait l'obtenir en prenant, comme à l'ordinaire, l'intersection des plans tangents; mais il est plus simple d'employer la méthode des normales, comme suit :
La tangente étant, à la fois, dans chacun des plans tangents est, séparément, perpendiculaire à chacune des normales et, par conséquent, est perpendiculaire au plan des normales. On construira donc ce plan; on en cherchera une frontale
et une horizontale et les perpendiculaires menées, parle point courant, à ces deux droites donneront les projections de la tangente.
(c) Marcue de l'épure (fig. 355). — On fait en sorte que le plan des axes soit de front et, même, on amène autant que possible un des axes à être vertical; cependant cette dernière condition n'est pas indispensable.
Cela fait : soit Z ' 0 ' et Z ' U' les deux axes ; Z ' leur point de rencontre; soit encore P' Q' et R' S' les méridiens principaux de chacune des surfaces.
Coupons par une sphère auxiliaire de rayon quelconque, r, et de centre Z;. Son méridien principal est le cercle a' b' a'b' , lequel recoupe les méridiennes P' et S' aux points a' a' et b' c'. Par conséquent, cette sphère recoupe les deux surfaces suivant des cercles dont les plans sont respectivement perpendiculaires aux axes et sont, par conséquent, projetés verticalement suivant des droites limitées. L'un est projeté suivant la droite a ' a' et l'autre suivant la droite b 'm' c' .
Ces droites se rencontrent en un point m' qui est en réalité la projection de deux points m et n de l'intersection.
Pour les avoir; en plan, on considère la projection horizontale m an, du parallèle de la première surface ; c'est pourquoi il est important que l'axe de cette surface soit pris ou rendu vertical.
(d) Tangente en projection verticale. — Cherchons les normales à chaenne des deux surfaces au point courant ni' m. A cet effet, prenons en a ' le point du parallèle situé sur la méridienne P 'Q ' de la première surface et menons la normale a'k' à cette méridienne. Le point k' où elle rencontre l'axe est le sommet du cône des normales et la normale au point m ni' est la droite o m — k'm' .
De même la normale au point de la méridienne de la seconde surface situé sur le parallèle du point m' est la droite !)'<.<>' , laquelle rencontre l'axe en to'w, sommet du cône des normales. La normale à la seconde surface est donc la droite m w — m ' o) ' .
Il faut trouver une frontale et une horizontale du plan de ces deux normales.
Comme frontale on choisit la droite K' w' qui passe parles sommets des cônes normaux; dès lors la tangente, en élévation, est la droite m' t' perpendiculaire sur cette frontale.
(e) Tangente en projection horizontale. — Comme horizontale on choisit la droite k' h' — k h qui est dans le plan horizontal passant par le sommet de l'un des cônes des normales, le premier par exemple. La tangente est m t perpendiculaire sur K h.
(/^Remarques. — 1° En élévation la connaissance des deux points k' et w' suffit. Il est donc inutile de tracer les normales elles-mêmes m' k' et m ' &>' .
2° En plan, il suffit de tracer la seconde normale m' h
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m h. Mais si le plan k' h' de l'horizontale n'avait pas été pris passant par le point le' , il aurait fallu tracer aussi la première normale km.
(g) Points suit les contours apparents verticaux. — Ce sont les points tels que a' où les méridiennes principales se rencontrent. — En ce point les plans tangents sont tous deux perpendiculaires au mur ; la tangente, qui est leur intersection, est donc une droite de bout, projetée tout entière au pointa'. Nous avons vu (§ 153) que dans ce cas la courbe présentait un rebrous" sèment et que la tangente y était la trace du plan osculateur.
Or, construisons les deux normales au point a'. L'une est a' p' et l'autre a' y'. Joignons Je dis
que, ainsi que cela se passait pour le point m', la tangente au point a' est encore la droite a' S perpendiculaire sur ?'y'.
On pourrait démontrer ce fait en remarquant que la construction étant exacte pour tout point, m', aussi voisin que l'on voudra du point si cette construction donne pour le point a' une droite a'o déterminée de position, cette droite sera forcément la tangente ; mais on peut faire une démonstration directe et démontrer que a' S est bien la trace du plan osculateur à la courbe au point a'.
En effet, soit m' le point infiniment voisin de a'. Le plan osculateur est le plan qui passant par le point a' passe aussi par une tangente infiniment voisine, m' t' par exemple.
C'est encore la limite d'un plan qui passant par la tangente au point a', laquelle est de bout, est parallèle à la tangente infiniment voisine m' t'. Un pareil plan, avant sa position limite, est donc un plan de bout et sa trace serait la droite menée par a' et parallèle à m' t' , c'est-à-dire perpendiculaire sur hJ t»' . Si donc la droite k' w' a une position limite, ce qui est le cas ici {k' w' a pour limite p ' y'), la perpendiculaire a' 3 sur cette position limite sera la trace du plan osculateur. C. Q. F. D.
§ 265. _ Epure. — Intersection d'un tore et d'un ellipsoïde aplati (fig. 357, page suivante).
(a) Données. — Le tore a son axe z — :" z ' vertical. Son cercle méridien a son centre eni'. Nous n'avons pas représenté complètement le tore, mais, en entier, sa moitié de droite, et une partie seulement de la moitié de gauche.
L'ellipsoïde a son ax« de front, mais incliné ; il rencontre en z' l'axe du tore.
(b) Projection horizontale de l'ellipsoïde (voir § 255). — On mène en M' et N' les deux tangentes verti-
cales à l'ellipse méridienne ; la corde de contact M'N ' est la projection de la courbe de contact d'un cylindre vertical cir-
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conscrit. Sa projection sur le sol sera l'ellipse M N — W W, contour apparent horizontal de la surface. On sait 255) que
l'on a WW = 4 4, grand axe de l'ellipse méridienne.
(c) Sphères auxiliaires. — 1° Sphère n° I ou sphère limite tangentielle. — Elle est tangente en a' au tore et sécante à l'ellipsoïde suivant le parallèle 1 1. Elle donne le point a'a qui est un point limite.
D'après le théorème sur les points limites (voir § 185), la courbe y est tangente à la section faite par la surface auxiliaire dans la surface coupée. La courbe y a donc pour tangente le cercle 1 1.
2° Sphère n° II. — Elle passe par le parallèle supérieur b' dans le tore. Elle le recoupe d'ailleurs suivant un autre parallèle c'c' .
Elle donne deux points, savoir : V % — b b (en élévation, la tangente y est horizontale) et c'a (tangente à chercher).
.3° Sphère n" III. — Elle passe par le petit équateur du tore E ' e ' ou collier ; elle le recoupe d'ailleurs suivant un autre parallèle d' . Elle donne, en élévation, les deux points e'î et rf'3 (tangentes à chercher) et en plan quatre points symétriques deux à deux par rapport au méridien de front, savoir : e-i eî (la courbe y est tangente au collier) et di dz (tangentes à chercher).
4° Sphère n° IV. — Passant par l'équateur de l'ellipsoïde et donnant les points fi — fi fi et g'i — gi gi (tangentes à chercher).
5° Sphère n" V. — Passant par le grand équateur du tore.
G0 et 7° Sphères n° VI et n" VII ou sphères limites angulaires. — Répondant aux points p' et y' où se rencontrent les méridiennes principales.
En élévation, les tangentes se chercheront par la méthode des normales (voir § précédent, g). En plan, aux points J3 et y, elles sont perpendiculaires à la ligne de terre.
(d) Points sur le contour apparent horizontal de l'ellipsoïde. — On joindra les points en élévation par une courbe continue ; on prendra en s' et t' les points où cette courbe rencontre la droite M' N' et les points seront rappelés en s s eltt, sur le contour apparent de l'ellipsoïde.
(e) Vérification des points doubles. — Le lieu des milieux des cordes verticales interceptées dans l'ellipsoïde est le plan de bout M' N'. (Page 96 — Note II.)
Le lieu des milieux des verticales interceptées dans le tore c'est le plan de ses équateurs. Par conséquent, en raisonnant comme nous avons fait (page 96), on prouvera que les points doubles apparents, S et S, de la courbe en projection horizontale, sont sur la droite 8' — 55 d'intersection de ces deux plans.
Nota. — Sur la figure 357, l'ellipsoïde subsiste seul et on a figuré l'entaille faite parle tore dans son intérieur.
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La figure précédente 356 donne l'entaille faite par l'ellip- ! \ soïde dans le tore, et la figure 358 fait voir le solide commun.
\ § ^65. — Autre épure. — Intersection d'un cône de rêvons *\ lution et d'une sphère. — Solide commun (flg. 359).
y' \ ■,' \ (a) Données. — La sphère de centre o o ' est tangente au
conséquent, la sphère et le cône ayant un plan tangent commun en y 'y, la courbe d'intersection présentera un point double réel en y -'y.
{(>) Remarque. — Lorsque l'une des deux surfaces est une sphère (c'est le cas actuel), comme une sphère est de révolution autour d'un quelconque de ses diamètres, on peut toujours prendre, comme l'on voudra, un diamètre de la sphère rencontrant l'axe de Vautre surface. On rentrera donc toujours dans le cas de deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent. Il y a même une infinité de diamètres de la sphère qui pourront être pris comme axe de révolution ; il suffira qu'ils rencontrent l'axe de l'autre surface.
(c) Emploi de sphères auxiliaires tangentes. — On peut profiter de cette indétermination pour que la sphère auxiliaire soit toujours tangente à la surface non sphérique (ici, au cône), c'est-à-dire soit toujours dans le cas d'une surface limite. Dès lors, la courbe d'intersection sera toujours tangente au cercle suivant lequel la sphère auxiliaire recoupe la sphère donnée.
(d) Point courant (fig. 3o9). — Il est donné par la sphère auxiliaire dont le centre est en l', et qui est tangente au cône, tout le long du parallèle b' b'. Elle recoupe la sphère donnée suivant le parallèle a'a' . Les deux parallèles se recoupent en m' qui est un point courant. La tangente, en élévation, est la droite a' a1, projection du parallèle de la sphère.
En plan, le point se déterminera en mm, en considérant le parallèle m m'i de la sphère ; la tangente y sera tracée en employant la méthode des normales.
(e) Point sur l'équateur. — Il est obtenu en n' par la méthode ordinaire, en employant une sphère, non limite, de centre Il est rappelé horizontalement en nn.
(f) Point le plus a gauche. — 11 faut pour l'obtenir que la sphère auxiliaire, toujours tangente au cône, soit choisie de telle sorte que son contour apparent et le contour apparent de la sphère donnée aient pour corde commune une verticale.
Il suffit pour cela que son centre £ soit au croisement de l'axe du cône et de l'équateur. Son rayon est e8'. Elle recoupe les surfaces suivant les parallèles 0 '0" et 4' 4 dont l'intersection, //, est le point cherché.
Généraliser cette construction et chercher le point pour lequel la tangente est, en élévation, parallèle à une droite donnée.
(g) Remarques. — 1° Les deux surfaces sont du second degré ; elles ont un plan de symétrie commun, qui est le plan des axes, lequel est parallèle au mur ; donc (§ 189 — b) l'intersection doit se projeter verticalement suivant une courbe du second degré (1).
2° On voit en A A', à une échelle moitié, les projections ombrées^du solide commun.
On fera bien de s'exercer, en plaçant un papier calque sur l'épure à dessiner les solides dans tous les cas qui peuvent se présenter, savoir : les deux solides existant ensemble; le cône existant seul ; la sphère existant seule.
D. intersection des surfaces de révolution dont les axes ne se rencontrent pas § 26G. — Méthode générale.
Soient S et S' les deux surfaces. On les coupe par des plans auxiliaires Z, perpendiculaires à l'axe de l'une des deux surfaces, S par exemple. Chacun de ces plans auxiliaires, Z, donne dans la surface S un cercle SZ et dans la surface S' une courbe quelconque, S'Z, plus ou moins compliquée, dont on prend les points d'intersection m, )i, p... avec le cercle; m, n, p. . . sont des points courants.
Comme exécution, les plans auxiliaires Z seront pris perpendiculaires à l'axe de celle des deux surfaces dont les sections planes sont les plus difficiles à déterminer ; l'épure est toujours assez pénible à exécuter. Par exemple, si l'une des surfaces est un tore et si l'autre est un ellipsoïde, les plans Z seront pris perpendiculaires à l'axe du tore ; alors ils donneront chaque fois deux cercles dans le tore et une ellipse dans l'ellipsoïde.
§ 267. — Une des deux surfaces est du second degré.
Dans ce cas, les sections faites par les plans auxiliaires dans celle des deux surfaces qui est du second degré, sont
toujours des courbes du second degré, homothétiques ; elles ont leurs axes parallèles entre eux et les longueurs de ces axes sont proportionnelles.
Dès lors, on peut ne tracer qu'une seule section par un premier plan auxiliaire, mais avec le plus grand soin, et pour toute autre section, trouver les points de rencontre sans avoir à redessiner d'ellipse, ni d'hyperbole, en opérant comme suit:
Soit (fig. 360), en projection horizontale, oj le pied de l'axe (supposé vertical) de la surface, S, qui n'est pas du second degré, et soit A A' BB' une ellipse déterminée par un premier plan auxiliaire, Z, dans celle des deux surfaces, S', qui est du second degré.
Nous supposons qu'un second plan auxiliaire, Z', a donné dans la surface S un cercle projeté horizontalement en w C M N
Fip
et, dans la surface S', une ellipse de centre Oi et dont Bi est l'extrémité d'un des axes. On a Oi Bi parallèle à OB, et
(1) Dans le cas actuel, cette projection verticale est ur.e parabole.
Ton sait que si l'on traçait l'ellipse 0, Bi elle serait homolhétique de l'ellipse A A ' B 'B ' . Mais on veut, sans la tracer, trouver cependant les points M et N où elle recouperait le cercle oj c. A cet effet :
1° On joint Oi 0 et Bi B. Le point de rencontre I donne le centre de similitude des deux ellipses. 2° On joint w I et Bi u>. On mène Bio" parallèle à Bi w et on obtient en w" l'homologue du centre w du cercle donné dans la surface S.
3° On obtient de même en C" l'homologue d'un point quelconque, C, du premier cercle. Dès lors on peut tracer en oj" c"m"n" l'homologue du premier cercle ; il recoupe en m" et n" l'ellipse A A ' B B".
4° Menant du centre de similitude I les rayons vecteurs I m" et I n", on obtient par recoupement avec le premier cercle les points cherchés M et N.
§ 268. — Les deux surfaces sont du second degré (1).
On a vu (§ 189 — a) que lorsque deux surfaces du second degré sont circonscrites toutes deux à une même surface du second degré, elles se recoupent suivant deux courbes planes.
Soient S et S' les surfaces de révolution. Considérons deux sphères, 0 et 0', inscrites respectivement dans chacune des surfaces et imaginons les deux cônes qui, ayant pour sommets les centres de similitude directe (V) ou inverse (W) sont circonscrits à ces deux sphères.
Prenons l'un de ces cônes, V, par exemple. Il coupe chacune des surfaces de révolution suivant deux courbes planes. Désignons par A et B les courbes planes qu'il détermine sur la surface S et par C et D les courbes qu'il détermine sur la seconde surface S'.
Les points courants de l'intersection seront aux points de rencontre de la courbe A et de la courbe G, ou de B et deC, ou de A et de D, ou de B et de D.
Baisonnons pour les courbes A et C. Ces courbes étant planes, les points d'intersection sont sur la droite d'intersection de leurs deux plans. On est donc ramené en dernière analyse :
1° A chercher les quatre droites d'intersection des deux plans des courbes A et B, combinés, deux à deux, avec ceux des courbes C et D ;
2° A prendre les points où chacune de ces droites d'intersection rencontre le cône auxiliaire. Problème déjà résolu (§ 181 bis), intersection d'une droite et d'un cône de révolution.
Théoriquement cette méthode est élégante, mais elle donne des constructions compliquées et nous pensons que celle qui a été exposée au § 267 est plus simple comme exécution graphique.
EXERCICES
1. — On donne deux droites de front qui se coupent et un cercle dans leur plan. Ce cercle tourne successivement autour de chacune des deux droites. On demande de trouver l'intersection des deux surfaces.
2. — On donne, dans le plan horizontal, un cercle 0 et une droite AB tangente à ce cercle. Le cercle tourne autour de AB et engendre une surface de révolution.
On donne une droite par sa projection horizontale p q et on sait qu'elle est inclinée à 45° sur le plan horizontal. Mener à la surface de révolution une normale parallèle à p q de l'espace.
3. — On donne, dans le plan horizontal, deux droites rectangulaires qui sont les axes de deux cylindres de révolution de rayons r et R.
Trouver leur intersection ; tangente en un point (équation de la projection de l'intersection sur le plan des axes).
4. — Dans un plan parallèle au plan vertical, on donne une droite et un cercle que l'on fait tourner autour de la droite.
On demande de mener au tore ainsi engendré un plan tangent parallèle à un plan donné.
5. — On donne les traces d'un plan et, dans ce plan, une courbe qui se projette horizontalement suivant un cercle ; •cette courbe, en tournant autour d'un axe vertical situé dans le plan vertical, engendre une surface de révolution.
Trouver un point de sa courbe de contact avec le cône circonscrit qui a pour sommet un point de la ligne de terre.
(1) Nous empruntons celte méthode à M. Geoffroy, répétiteur a l'Ecole centrale.
G. — On donne une surface de révolution ayant son axe vertical et, pour génératrice, une courbe du plan vertical ; on donne une sphère ayant son centre sur le plan vertical.
Mener des plans tangents communs aux deux surfaces.
7. — Soient deux droites b' a' et c'a' dans le plan vertical, et un point d\ dans le plan horizontal. Les droites sont les axes de deux cylindres de révolution et le point di un point de leur intersection.
Construire la projection verticale de l'intersection des deux cylindres et la tangente en un point de cette intersection.
8. — On donne une circonférence dans le plan vertical. En tournant autour d'un axe vertical, elle engendre un tore. On donne une autre circonférence dans le plan horizontal, servant de base à un cylindre dont les génératrices sont
parallèles à la droite qui joint le centre des deux circonférences. Trouver l'intersection des deux surfaces.
9. — On donne une circonférence dans le plan vertical et une autre dans le plan horizontal. Elles servent respectivement de base à deux cylindres droits. On donne encore un axe vertical.
On demande de trouver la courbe méridienne de la surface de révolution engendrée par la rotation autour de l'axe donné de la courbe d'intersection des deux surfaces et la tangente en un point de cette courbe méridienne.
10. — On donne les traces d'un plan et, dans ce plan, un cercle. On fait tourner ce cercle autour d'un axe vertical. Il engendre une surface de révolution dont on demande l'intersection avec un cylindre vertical ayant pour base le rabattement sur le plan horizontal du cercle donné.
H. — On donne, sur le plan horizontal, une circonférence qui est la projection, en vraie grandeur, d'une demi-sphère ayant sa base dans le plan horizontal et tangente au plan horizontal. On donne aussi un point M dont la cote est égale au diamètre de la sphère.
On demande l'intersection de la demi-sphère avec le cône ayant pour sommet le point M et pour directrice la base de la demi-sphère.
12. — On donne les traces d'un plan et, dans ce plan, un cercle tangent à la trace horizontale. On considère le cône qui a pour sommet un point du plan vertical et, pour directrice, le cercle donné.
Trouver l'intersection de ce cône avec la sphère dont le centre est au sommet du cône et qui est tangente au plan horizontal.
13. — Une ellipse située clans le plan horizontal tourne autour de son grand axe et engendre une surface de révolution. On donne une droite quelconque, définie par sa projection horizontale et inclinée à 45° sur le plan horizontal :
1° Mener par cette droite un plan tangent à l'ellipsoïde ;
2° De la trace de la droite, comme sommet, circonscrire un cône à l'ellipsoïde.
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A. GÉNÉRALITÉS
§ 269. — Définitions.
L'hyperboloïde de révolution est engendré par une droite tournant autour d'un axe non situé avec elle dans un môme
Soit (o, zz') un axe vertical et (cd, c' d') la génératrice dans une de ses positions. Dans le mouvement, chaque
point de cette génératrice décrit une circonférence dont le centre est sur l'axe et dont le plan est perpendiculaire à cet axe (tig. 361).
Cherchons la plus courte distance de l'axe et de la génératrice donnée. Cette plus courte distance est la droite ot — o't' (voir §13-4). Cette droite ot — o't' étant horizontale, son pied t' l, en tournant, engendrera un cercle horizontal (e' f , ef) ayant pour rayon la plus courte distance et projeté horizontalement en vraie grandeur. Ce cercle, le plus petit de tous ceux décrits par la rotation d'un point quelconque de la génératrice, a reçu le nom de cercle de gorge ou de collier de l'hyperboloïde.
D'ailleurs, dans son mouvement, la génératrice (c' d' , cd) reste, en projection horizontale, constamment tangente au collier.
La trace horizontale c c ' de la génératrice donnée décrit, dans le mouvement, un cercle ayant pour rayon oc et situé sur le plan horizontal. C'est la trace horizontale de l'hyperboloïde.
La connaissance de cette trace et du cercle de gorge en projection horizontale et verticale suffit pour déterminer l'hyperboloïde.
On peut encore définir l'hyperboloïde par les projections de son cercle de gorge et de sa génératrice de front m» — m' n' . D'ailleurs, dans chacun de ces deux cas, on détermine facilement les éléments de l'autre.
§ 270. — Prendre un point sur la surface (fig. 362). (a) Connaissant la projection horizontale m du point. — Menons le cercle qui a om pour rayon. C'est la projection horizontale de deux parallèles de l'hyperboloïde : l'un, qui rencontre la génératrice de front au point kk'; l'autre, qui rencontre cette même génératrice en ki k\.
Les projections verticales de ces deux parallèles sont les droites k ' g ' , k'igU menées, par les points k' et ki, parallèlement à xy. La ligne de rappel du point m rencontre ces projections verticales aux points m ' et m'u qui sont les projections verticales cherchées.
Remarque. — On obtient deux points k' et k'i également distants du cercle de gorge.
A toute projection horizontale d'un point m correspondent deux points m' et m'\ également distants du cercle de gorge. En d'autres termes, toute corde verticale est coupée en son milieu par le plan du cercle de gorge. Donc, enfin, le plan du cercle de gorge est un plan de symétrie pour l'hyperboloïde.
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(b) Connaissant la projection verticale. — Soit m' le point donné verticalement (même fig. 362).
Nous considérerons encore le parallèle qui passe par ce point. Pour avoir la projection horizontale de ce parallèle, il suffira de prendre la projection horizontale k du point où il rencontre la génératrice de front et de mener le cercle ayant pour rayon ok.
La ligne de rappel du point m' coupe ce cercle aux deux points m et n qui répondent à la question.
§ 271. — Cône directeur de la surface.
Si par un point fixe S S', nous menons des parallèles à toutes les génératrices, elles engendreront un cône de révolution d'angle à la base a, qui sera ce que l'on nomme un cône directeur de la surface. Si, plus tard, nous avons à chercher sur la surface une génératrice de direction indiquée [soit parallèle à un plan, soit parallèle à un autre cône), 1° nous commencerons par chercher sa direction précise sur le cône directeur ; et 2° nous la mettrons en place sur la surface.
Soit par exemple S [3 — S'P',cette direction sur le cône directeur. Pour la mettre en place sur la surface, nous menons, en plan, une droite tangente au collier et parallèle à S p ; nous en déduirons facilement la projection verticale. (Ces explications ne nécessitent pas de figure.)
§ 272. — Double génération de la surface (fig. 363). La surface peut être engendrée par une génératrice dite du deuxième système, i b — i 'b\ ayant même plus courte distance o i — o'i' avec l'axe, faisant avec cet axe le même angle (90° — a), mais orientée en sens inverse.
En effet, sur la figure 363, on voit que tout parallèle, m, qui s'appuie en mm' sur la génératrice ai, peut aussi être
considéré comme s'appuyant en nn' sur la génératrice ib. Donc les parallèles de l'hyperboloïde, engendré par en, se confondent tous avec ceux de l'hyperboloïde engendré par bi ; donc les deux surfaces n'en font qu'une.
La droite ai — a'i', dans ses différentes positions, constituera les génératrices dites du premier système, et la droite bi — b'i', celles dites du deuxième système.
Pour reconnaître à quel système appartient une génératrice, on suppose que l'on se place verticalement, appuyé contre l'axe et regardant la génératrice. Si sa trace horizontale se trouve à droite de l'observateur, la génératrice sera du deuxième système; au contraire, si la trace est à gauche, elle sera du premier système. Ainsi (fig. 363) cd, dont la trace horizontale est en d (marquée par une flèche simple), est du premier système ; tandis que fg, dont la trace est g (marquée d'une flèche double), est du deuxième système.
Fig. 363
$ 273. — Théorème.
1° Deux génératrices de système différent sont toujours dans un même plan (c'est-à-dire se rencontrent à distance finie ou inûnie) ; 2° deux génératrices d'un même système ne sont jamais dans un même plan.
1" Partie. — En effet (fig. 364), soit ai — a'i' une génératrice du premier système, et cd une du deuxième système. En plan, elles se coupent au point m. Considérons-le comme la projection d'un point M de la droite ai, et d'un autre point Mi de la droite cd. M et Mi ne font qu'un, car 1° ils sont tous deux au-dessous du collier ; 2° si on calcule leurs cotes de hauteur Z et Zi au-dessous du plan du collier, on aura pour M :
Z = mi. tang. a et pour Mi : Zi = m c. tang. a.
Or, mi = me comme tangentes au cercle de gorge ; donc Z — Z\. Donc, etc
Fig. 3Gi
2° Partie. — Soit / g, une génératrice du premier système ; en plan, elle paraît rencontrer ai (aussi du premier système) au point n. Mais N, de l'espace, considéré sur ai, est au-dessus du cercle de gorge, tandis que Ni, de l'espace, pris sur gf, est au-dessous ; donc f g et ai ne se rencontrent pas.
Remarque. — A une génératrice a i du premier système, répond toujours une génératrice kj du deuxième système qui lui est parallèle.
§ 274. — Corollaires. — Plan tangent (même fig. 364). 1° Par un point m m' de la surface, il passe toujours deux génératrices de systèmes différents.
2° A elles deux, elles définissent le plan tangent à la surface. 3° La trace ad, de ce plan tangent (fig. 364), est la ligne qui joint les traces a et d des deux génératrices.
4° Tout plan, m ad, passant par une génératrice d'un système, contient une génératrice de l'autre système.
5° On obtient cette autre génératrice en prenant le point d où la trace du plan rencontre le cercle ad g, trace horizontale delà surface, et menant, du côté voulu, la génératrice de l'autre système de, tangente au cercle de gorge. 6° Le plan est tangent, en m, au point de croisement des deux génératrices de systèmes différents.
Fig. 36.Ï
Méridien jirincijial
§ 275. — Contour apparent vertical. — Hyperbole méridienne.
On a en M' M, un point de la méridienne principale, situé sur an parallèle quelconque m'M ' . Cherchons l'équation du lieu des points tels que M' , o X, o Y sont les axes coordonnées.
On a en plan : om = 0 M = x et
o m- — r- -J- im2 : d'où l'on tire
(1) x2 r2 -f- im2.
Mais, en élévation, y — o 't ' X tg. a, et o' t ' = i m,
d'où
Substituant dans (1) il vient
f tg.*a
C'est l'équation de la méridienne. Divisant les deux membres par r2 et isolant x- et y- dans le 1er membre, cela donne :
2° Que 2° Que
r2 r2 tg On reconnaît l'hyperbole connue :
1° Que le demi-axe transverse (a) est o 'A', rayon du collier; le demi-axe imaginaire (b) est o'B', obtenu en complétant le rectangle sur o'n' comme diagonale ; les asymptotes sont o'a' et o' c', projections de la génératrice dans ses deux positions de front.
Ce qui prouve :
§ 276. — Cône asymptote .
En réalité, les asymptotes méridiennes sont contenues dans les plans méridiens. Celle qui sera de front aura pour projections o |J- — o ' \i. ' , ou oS — o' Z'. En la faisant tourner, elle engendrera un cône de révolution, nommé le cône asymptote. Ce cône est directeur, comme au § 271 ; de plus, en sa qualité de cône asymptote, il possède des propriétés qui seront étudiées plus loin, §279.
Nota. — 1° Une génératrice quelconque 12 — 1*2' doit être, en élévation, tangente à l'hyperbole méridienne, en 3 — 3'. On voit, sur l'épure, un moyen de tracer cette génératrice qui est du 2° système, en se servant des points 1 — t' et 2 — 2', où, d'après le théorème du § 273, elle doit rencontrer les deux génératrices du 1er système, ai et J /.
2° A l'aide de ce tracé, en cherchant le lieu des points tels que 3', on peut démontrer que ce lieu est une hyperbole.
On s'appuie pour cela sur le théorème connu : Si une droite M 2 1 se déplace de telle sorte que le produit des segments o ' 1 ' et o '2', suivant lesquels elle recoupe deux droites flxeso'a' eto'c', soit constant, cette droite a pour enveloppe une hyperbole dont les lignes o' a' eto'c' sont les asymptotes. Le point de contact est le point milieu 3' de la droite 1 '2'. (Démonstration facile à faire.)
B. PROBLÈMES SUR LES PLANS TANGENTS
§ 277. - Soit nn
Fi g. 366
Problème 1. — Par un point pris sur la surface, mener un plan tangent à l'hyperboloïde [ûg. 366). un point situé sur la génératrice de front, du premier système. Cette génératrice est une droite du plan
tangent cherché ; pour achever de définir ce plan, il suffit de mener la génératrice du second système qui passe par le point nn'. La projection horizontale de cette droite est la tangente ne, menée au cercle de gorge ; d'ailleurs, comme cette génératrice est du second système, sa trace horizontale doit être à droite de l'observateur qui, placé au pied de l'axe sur le cercle de gorge, la regarde. C'est donc le point y.
On obtient facilement la projection verticale de cette droite en rappelant sa trace y sur la ligne de terre en y' et son point e de contact avec le cercle de gorge en e '.
Comme il y a toujours un peu d'indécision sur ce point de contact, on peut rappeler un point situé sur un parallèle quelconque. On prendra, par exemple, le point h situé sur le parallèle symétrique du plan horizontal par rapport au cercle de gorge.
Comme vérification, la projection verticale h' doit passer par n ' .
Le plan tangent cherché est donc défini par les deux génératrices qu'il contient. Si on veut obtenir ses traces, on joint les points a et y par une droite qui est la trace horizontale du plan ; elle rencontre la ligne de terre au point f. La droite e c, qui joint les points de contact des deux génératrices et du cercle de gorge, est l'horizontale du plan tangent menée à la hauteur du plan du cercle de gorge.
Si donc on prolonge ec jusqu'à la ligne de terre en g et qu'on mène la ligne de rappel de g jusqu'à g',\e point {g' g) sera la trace verticale de cette horizontale, et la droite fg' sera la trace verticale du plan tangent.
§ 278. — Variations du plan tangent lorsque le point varie de — oo à -f o© (même figure 366).
(a) Variation. — Supposons que le point donné se déplace sur la génératrice de front du premier système et examinons les positions correspondantes du plan tangent.
Tous ces plans contiennent cette génératrice de front ; leurs traces horizontales divergent donc toutes du point a, trace horizontale de cette droite.
De plus, cette génératrice de front est évidemment une ligne de front pour chacun d'eux.
(a) Plan asymptotique. — Supposons d'abord que le point a soit à — ©o, c'est-à-dire à gauche sur la génératrice de front et infiniment loin.
Le plan tangent ayant son point de contact à l'infini est ce que l'on nomme un plan asymptotique et les deux génératrices qu'il contient sont parallèles. En menant donc au cercle de gorge la tangente de front qir, cette droite est la géné-
ratrice du second système qui se trouve sur le plan cherché, et sa trace horizontale est le point q\ . La droite a qi est la trace du plan tangent.
Comme les points a et qi sont évidemment symétriques par rapport à or, elle est perpendiculaire à x y.
En résumé, lorsque le point est à — o©, le plan tangent, qui est un plan asymptotique, est perpendiculaire au plan vertical ; sa trace, sur ce plan, n'est autre que la projection verticale de la génératrice de front, et, par suite, l'angle qu'il forme avec le plan horizontal est égal à l'angle a des génératrices avec ce même plan horizontal.
(b) Plan central. — Lorsque le point considéré se rapproche du point c c' où la génératrice de front touche le cercle de gorge, point que nous nommerons le point central de la génératrice, le plan tangent est oblique au plan vertical, et sa trace horizontale se déplace dans l'angle a' ac.
Ainsi, par exemple, lorsque le point est en (nn'), la trace horizontale du plan tangent est la droite a-; f.
Lorsque le point arrive en ce' sur le collier, la génératrice du second système, située sur le plan tangent, est l'autre génératrice de front cm; le plan tangent a pour trace horizontale am ; il est parallèle au plan vertical.
Ainsi, le point variant de oo au point central c, le plan tangent, d'abord perpendiculaire au plan vertical, lui devient parallèle ; il tourne donc d'un angle de 90°. Le plan tangent au point central c c' se nomme le plan central.
(c) Autre plan asymptotique. — Si maintenant nous faisons varier le point deçà -f- 00 > 'a trace horizontale du plan se déplace dans l'angle caqi ; ainsi, pour la position particulière (m m') du point, la trace du plan tangent est la droite a p.
Enfin, lorsque le point arrive à -f- 00, le plan tangent est encore un plan asymptotique, celui qui contient les deux génératrices de front c a et r qi ; il se confond avec le plan correspondant à la position à — ©o du point.
Donc le plan tangent, dans la seconde phase de son mouvement, a encore tourné d'un angle de 90° et est revenu à sa position primitive. Il est de nouveau perpendiculaire au plan vertical et fait, avec le plan horizontal, l'angle a.
(b) Loi algébrique. — Il est facile d'établir la loi de variation de l'angle du plan tangent avec le plan central (1) en fonction delà distance x du point donné au point central ce' (même figure 330).
Soit mm' le point donné. La génératrice du deuxième système qui passe par ce pointa pour projection horizontale ap. La droite eu qui joint les points de contact c et /"des deux génératrices menées par m m' avec le cercle de gorge est parallèle à la droite ap, trace du plan tangent au point considéré ; c'est la ligne de front de ce plan à la hauteur du plan du cercle de gorge. La projection verticale de cette droite est donc la trace verticale du plan du cercle de gorge ; le plan tangent peut être considéré comme défini par cette droite et par la génératrice de front ac — a ' c ' .
Menons, par le point m' m, un plan m ' u' u perpendiculaire à cette génératrice de front et, par suite, perpendiculaire à la fois au plan tangent et au plan vertical ; il coupe le plan tangent suivant une droite projetée verticalement en m ' u' et horizontalement en mu. L'angle du plan tangent avec le plan vertical n'est autre que l'angle de l'espace umv.
Appelons cet angle 0 et soit r le rayon du cercle de gorge.
Nous avons, dans le triangle de l'espace projeté en (uv m — u' m') et rectangle en v :
tansr. 0 =
Appelons x la distancé c' m' du point donné au point central ; elle se projette verticalement en vraie grandeur en dm'
et l'on a dans le triangle rectangle c' m ' u
Evaluons uv ; les deux triangles uvç, mco qui ont leurs côtés perpendiculaires sont semblables; ce qui fournit la relation :
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La relation (1) devient donc
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(lj Ce plan central est parallèle au plan vertical, nous l'avons d<5montr6.
Donc, enfin :
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Or r tg. a est constant; c'est le demi-axe imaginaire de l'hyperbole méridienne. Donc l'angle que fait le plan tangent avec le plan central a sa tangente trigonométrique proportionnelle à la distance du point de contact au point central. Et
le coefficient de proportionnalité est .
1 v r tg. a
La quantité r tg. a se nomme le paramètre de distribution. Il est égal au demi-axe imaginaire de l'hyperbole. Nota. — Nous verrons, quand nous étudierons les surfaces réglées, que cette loi de variation du plan tangent est générale pour toutes les surfaces gauches (voir plus loin le théorème de Chasles).
§ 279. — Cône asymptotique (fig. 367).
La démonstration précédente a montré que le plan asymptotique qui contient les deux génératrices de front de système différent fait l'angle a avec le plan horizontal. Il est clair qu'en changeant le plan vertical de projection et considérant les génératrices de système différent parallèles à ce nouveau plan vertical, la démonstration aurait pu se répéter identiquement.
Donc tous les plans asymptotiques font avec le plan horizontal l'angle a des génératrices avec le plan horizontal. De plus, ils passent tous par le centre 0.
Nous savons alors que la surface enveloppe de tous ces plans est un cône de révolution faisant aussi l'angle a avec le plan horizontal et ayant un axe vertical. Ici, à cause de la symétrie, cet axe sera celui de l'hyperboloïde ; par suite, la trace horizontale de ce cône sera le cercle décrit avec or pour rayon.
Si nous considérons la génératrice de front de ce cône, sa trace horizontale est le point rr'; cette génératrice fait avec le plan horizontal l'angle a; par suite, sa projection verticale se confond avec la projection verticale de la génératrice de front de l'hyperboloïde. Elle rencontre l'axe au centre du cercle de gorge.
Donc, enfin, le cône asymptote est un cône de révolution ayant pour sommet le centre de l'hyperboloïde, pour axe, l'axe de l'hyperboloïde, et faisant avec le plan horizontal le même angle que les génératrices de l'hyperboloïde. Sa trace sur le plan horizontal est un cercle ayant pour diamètre la longueur d'une corde inscrite dans le cercle de trace horizontale de l'hyperboloïde et tangente au cercle de gorge.
C'est un cône directeur, c'est-à-dire un cône dont toutes les génératrices sont parallèles à celles de la surface. En tant que cône directeur, son sommet pourrait être quelconque ; comme cône asymptote, il doit être au centre du cercle de gorge.
Il se confond avec le cône des asymptotes méridiennes étudié au § 276.
§ 280. — Problème 2. — Mener à l'hyperboloïde un plan tangent parallèle à un plan donné P a Q/ (fig. 368). On pourrait, en se servant de l'hyperbole méridienne, résoudre ce problème comme pour une surface de révolution quelconque (§ 248).
(a) Autre solution. — Ce plan contiendra deux génératrices de système différent :
1° On les cherche, en direction, sur un cône directeur (lequel peut être le cône asymptote), en coupant ce cône par un plan Pi parallèle au plan P et passant par son sommet S. On obtient soit deux génératrices, soit une seule, soit pas de génératrice ;
2° On les met ensuite en place sur la surface, ce qui donne quatre droites que l'on combine deux à deux, c'est-à-dire une cd du premier système avec fg du deuxième, etc.
(6) Epure. — ai — a'V est la génératrice de front de l'hyperboloïde. P«Q' est le plan donné (fig. 368):
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1° On construit en S S ' un cône directeur (on pourrait lui substituer le cône asymptote) ;
2° On mène par S S ' une ligne de front S d — S 'd' parallèle aux frontales du plan P ; ce qui permet d'avoir en Ph
parallèle à P, la trace du plan auxiliaire mené par le sommet S S' du cône.
Ce plan Pi coupe le cône directeur suivant deux génératrices, S X et S [x ;
3° On les transporte paralièlement à elles-mêmes sur l'hyperboloïde ; elles y sont tangentes, en plan, au cercle de gorge. Ainsi on a, parallèles à S ;x, les deux droites fg (2e système) et mik (lor système), et parallèles à SA , on a : md (1er système) et mil (2° système);
4° On combine ces droites par systèmes différents, savoir fg et cd, qui donnent à leur rencontre un premier point de contact m, rappelé en m', et mik qui, combiné avec nii /, donne le deuxième contact mi.
(c) Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut que le plan auxiliaire Pi A fjt, parallèle au plan P, coupe le cône directeur suivant deux génératrices SX et S n : 1° Il faut donc que l'angle p (ûg. Q ') que fait le plan P avec le sol soit plus grand que l'angle a des génératrices avec ce même sol ;
2° Si p = a, alors Pi prend la position P2 tangent au cône. Les deux droites SX et S f-t, se réduisent à une seule et il n'y a qu'une seule solution. Le plan tangent demandé sera asymptotique et tangent au cône asymptote ;
3° Si p < a. Pas de solution.
§ 281. — Problème 3. — Mener à unhyperboloïde un plan tangent passant par une droite donnée.
On pourrait traiter la question en utilisant l'byperbole méridienne, comme on l'a fait plus haut (§ 249) pour une surface de révolution quelconque. Mais il est préférable de résoudre le problème en utilisant les propriétés résultant de ce que la surface est réglée.
C'est ce que nous ferons plus loin (§ 285), quand nous aurons appris à trouver l'intersection d'une droite et d'un hyperboloïde.
Nota. — Les problèmes d'ombres seront traités après les sections planes.
C. SECTIONS PLANES DE L'hYPERBOLOÏDE
Ler;on. § 282. — Théorèmes à admettre.
Nous admettrons les théorèmes suivants, comme démontrés par la géométrie analytique.
Théorème 1. — La section faite par un plan dans un hyperboloïde est toujours une courbe du second degré (ellipse, cercle, hyperbole, parabole, ensemble de deux droites concourantes ou ensemble de deux droites parallèles).
Théorème 2. — Les sections faites par un même plan dans l'hyperboloïde et dans son cône asymptote ont le même centre ; leurs axes sont confondus en direction et les longueurs de ces axes sont proportionnelles; autrement dit, les deux sections sont homothétiques par rapport à leur centre commun.
Théorème 3. (Ombres.) — La ligne de contact d'un cône ou d'un cylindre circonscrit est une courbe plane. Nous verrons que si l'on éclaire la surface et son cône asymptote par le même flambeau (situé à distance finie ou inlinie), les
courbes de contact sont de même espèce sur les deux surfaces. Par exemple, si le cône a deux génératrices d'ombre propre (ce qui est un cas particulier de l'hyperbole), l'hyperboloïde aura pour séparatrice une hyperbole ;
Si le cône a pour ombre propre deux génératrices confondues en une seule, l'hyperboloïde aura pour séparatrice une parabole ;
Enfin, si le cône n'a pas d'ombre propre, l'hyperboloïde aura pour séparatrice une ellipse.
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§ 283. — Epure de la section hyperbolique (fig. 369).
(a) Données. — L'axe est S — z" z' ; le cercle de gorge est ab — a 'b1; la génératrice de front est cd — S'd'. Par conséquent, l'hyperboloïde a pour trace horizontale le cercle khg; le cône asymptote a pour sommet SS' et pour base le cercle fjk...
Enfin le plan sécant est défini en hPQ' par ses traces.
(b) Point courant situé sur un parallèle donné. — On coupe par un plan auxiliaire horizontal W, par exemple ; il donne dans le plan sécant une horizontale 3' — 3 mn, et dans la surface un parallèle dont 4' 4 situé sur la génératrice de front est un point, ce qui suffit à le tracer. L'horizontale 3' n et le cercle 4 — m n se coupent en deux points m et n qui sont des points courants.
On cherchera de cette façon les points y et 8 situés sur le collier et les points h g et 7, 10, situés sur la base inférieure et sur la base supérieure de l'hyperboloïde.
(c) Point courant situé sur une génératrice. — Cela revient à chercher l'intersection d'une droite (ici, la génératrice)
avec un plan (ici, le plan sécant). Dans les deux cas, la tangente sera l'intersection du plan sécant et du plan tangent à la surface.
(d) Asymptotes. — Par le sommet SS' du cône asymptote, on mène un plan Pi parallèle au plan P. On a tracé, pour cela, une frontale S6 — S'O' du plan P|, parallèle à la trace verticale du plan P. Le plan P ainsi transporté en Pi recoupe le cône suivant deux génératrices S/i etSX2 qui sont les directions asymptotiques. Si l'on prenait, en effet, une des génératrices de l'hyperboloïde qui sont parallèles à S/i ou à SX2, par exemple la génératrice S"X", parallèle àS/2, elle serait parallèle au plan P et le rencontrerait en un point situé à l'infini.
L'asymptote est la limite de la tangente en ce point ; elle est donc l'intersection du plan sécant P' et du plan asymptotique de la génératrice S" À", lequel est précisément le plan tangent au cône asymptote, mené tout le long de la droite SX 2 (§ 278). Sa trace horizontale est la droite /")-2 tangente, en I2, à la base du cône. Elle recoupe en p la trace du plan sécant P. Son intersection avec ce plan est la droite [31, parallèle à S À2 ; c'est une première asymptote.
L'autre asymptote, obtenue de la même manière, est la droite al parallèle à l'autre direction asymptotique SXi.
(e) Centre et axe transverse. — Le centre est en I au croisement des asymptotes; les points g et h, où la trace du plan sécant coupe la trace de l'hyperboloïde, sont des points de la section, ce qui nous fixe sur l'angle des
asymptotes dans lequel est situé l'hyperbole. L'axe transverse est dirigé suivant la bissectrice n im de l'angle en I.
Pour obtenir les sommets m et n, on coupe par un plan horizontal, W, situé à la hauteur du point I'. C'est ce qui a été fait tout à l'heure (§ b).
(f) Section dans le cône asymptote. — Le même plan sécant donne dans le cône asymptote une hyperbole h, v,j — 8, ?/, g. Ces sommets u et v sont obtenus en cherchant directement les points situés dans le méridien 11 p. A cet effet, on a
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cherché en w' le point où l'axe perce le plan sécant ; on a ramené de front, de sp en s pi projeté verticalement en w' p'i, la section faite par ce plan méridien up, dans le plan sécant.
La droite w'p'i a recoupé en v'v\ et uhui la méridienne du cône. Ces points sont ensuite ramenés en uu' et v v' par une rotation inverse.
(g) Remarques. — 1° Si Ton se reporte (§215) à la méthode indiquée pour obtenir les asymptotes dans la section hyperbolique d'un cône, on voit que ce sont les mêmes plans tangents P et li x qui doivent servir et qui ont déjà été utilisés pour l'hyperboloïde. Cela prouve donc que les asymptotes sont les mêmes pour la section faite dans le cône et pour celle faite dans l'hyperboloïde.
2° Si le plan sécant passe par le sommet du cône, et s'il recoupe le cône, ce sera suivant deux génératrices qui seront les asymptotes de la section faite dans l'hyperboloïde.
(h) Nota. — 1° Nous avons supposé sur la figure 369, ainsi que l'indique le croquis perspectif B, que la partie solide est comprise entre l'hyperboloïde, son cône asymptote et le plan sécant.
2° On devra exécuter une épure analogue pour les cas des sections elliptiques et paraboliques. Si le plan auxiliaire P i ne coupe pas le cône, la section par le plan P est une ellipse ; s'il est tangent au cône, la section par ce plan P est une parabole. Elle se réduit même à deux droites parallèles, si le plan P est lui-même tangent au cône, c'est-à-dire confondu avec P i .
§ 281. — Sections faites par des plans parallèles à l'axe.
Nous supposerons, pour simplifier, que les plans sont de front. Le croquis ci-joint (fig. 370) indique les différents cas qui peuvent se présenter.
1er Cas. — Le plan sécant est le plan méridien de front. La section est l'hyperbole méridienne ni'p'.
Les asymptotes sont les projections S' a' et S'a' des génératrices de front.
2e Cas. — Le plan de front M coupe le collier en deux points, c et c, projetés verticalement en c'c'. Ce sont les sommets de l'axe transverse.
En menant, comme au paragraphe précédent, par le sommet du cône un plan parallèle au plan sécant, on obtient le plan méridien principal ; par conséquent, pour tous les plans sécants de front M, N, ou P, les directions asymptotiques seront toujours les génératrices de front SX et Sjjl du cône asymptote. Comme autre conséquence, en élévation, les asymptotes des sections de front appartenant toutes aux deux plans asymptotiques À« et \>.Z\, qui sont des plans de bout, seront confondues avec les asymptotes méridiennes S'a' et S'a'.
3e Cas. — Le plan sécant N est tangent, en h, au collier; il donne, comme section, deux droites génératrices h2 — h 2 projetées verticalement en S 'a ' — S'a'.
4e Cas. — Le plan sécant P ne coupe pas le collier. On obtient l'hyperbole 3 Y'3 ' . . . située dans l'autre angle des asymptotes. Le sommet f est la projection verticale du point / situé le plus près de l'axe. On l'obtient en utilisant le parallèle fn, rappelé verticalement en f'n
% 285. — Problème : 1° Trouver l'intersection d'une droite et d'un hyperboloïde ; 2° Par cette droite, mener un plan tangent à la surface.
1er Cas. — La droite rencontre l'axe.
(a) Solution. — On fait tourner la droite autour de l'axe. Comme elle le rencontre, elle engendre un cône auxiliaire, qui, ayant même axe que l'hyperboïde, recoupera cette surface suivant deux parallèles. Les points où ces parallèles recoupent la droite sont les points cherchés.
Cette solution est intéressante, en ce qu'elle donne l'emploi d'un cône de révolution comme surface auxiliaire menée par la droite donnée.
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(b) Epure (fig. 371). — L'axe est Z'ZO; la génératrice de front est la droite ab — a'b'. La droite est donnée en Sd — S 'd ' ; elle rencontre l'axe au point S S'.
Le cône engendré par la droite a pour base le cercle décrit par la trace d de cette droite.
Si l'on avait un seul point h! h de l'un des parallèles suivant lequel le cône auxiliaire doit recouper l'hyperboloïde, cela suffirait pour tracer ce parallèle en entier. Ce point h'h sera le point où une génératrice quelconque (a b — a'b' par exemple) de l'hyperboloïde recoupe le cône.
Pour l'obtenir, nous sommes donc ramenés à résoudre le problème déjà traité (§ 181 bis) : « Trouver l'intersection d'une droite ab — a'b' avec un cône. »
A cet effet, on a mené par le sommet S S ' une droite S t — S' V parallèle kab — a'b' . Cos deux droites définissent un plan dont la trace e /"coupe ren e et en /"la base du cône. Ce plan, passant d'ailleurs parle sommet, coupe le cône suivant deux génératrices eS et S f, lesquelles rencontrent en h h ' et en g g' la génératrice ab — a' b' de l'hyperboloïde.
Les parallèles auxiliaires sont donc les cercles hn et g m passant par ces points ; ils sont projetés verticalement suivant les droites horizontales h 'n ' et g 'm ' .
Leurs points de rencontre mm' et nn' avec la droite donnée DD' sont les points cherchés.
Nota. — Le plan tangent à mener par la droite sera construit comme nous l'indiquons plus loin.
2" Cas. — La droite est quelconque.
(a) Solution. — 1° Par la droite, on fait passer un plan auxiliaire. On choisit de préférence le plan qui la projette horizontalement, parce qu'il donne, comme intersection auxiliaire, une hyperbole dont on a très facilement les asymptotes (Voir § précédent); 2° On détermine la courbe auxiliaire d'intersection ; 3° On prend les points d'intersection de cette courbe et de la droite donnée.
{b) Epure. — La droite est donnée en DD ' (fig. 372). On considère le plan vertical DV qui la projette horizontalement. Il donne comme section une hyperbole dont le centre est I [' sur le plan du collier, dont a a et a a' sont les sommets, et dont les asymptotes sont I Z — I "L ' et I V — I 'V.
Connaissant les asymptotes et un point d'une hyperbole, cela suffit pour la tracer.
On la dessinera, sinon en entier, du moins aux environs de la droite D',ce qui permettra de trouver les points d'intersection F' et G', rappelés horizontalement en F et en G sur la droite (1).
(1) On peut trouver les points d'intersection sans tracer la courbe, en utilisant la propriété suivante de l'hyperbole (fig. 373): Si l'on coupe une hyperbole
par des droites m n et A B parallèles entre elles, le produit AB X AC des segments interceptés par les asymptotes est constant. On a : A B X A C = m F x m E. D'où la solution suivante :
D étant la droite donnée, et A un point connu de la courbe : i° on mène ACB parallèle à D ; 2° sur BC comme \ diamètre on trace une circonférence ; 3° du point connu,
\ A, on lui mène une tangente dont on mesure la longueur
i y A ; 4° sur EF comme diamètre on trace une autre cir-
! conférence ; 5° on lui mène une tangente quelconque dh,
l que l'on prend égale à la tangente g A; 6° enfin, du milieu
' I de EF, avec lh comme rayon, on trace une circonférence
/ qui recoupe en m et en », la droite donnée, aux points
/' d'intersection demandés.
Si la droite occupe la portion E F de la figure 374, on opèiv commî suit: 1° par le point connu A on mène une parallèle BC à la droite donnée; 2° sur BC comme diamètre on décrit une demi-circonférence ; 3° on mène la
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(c) Plans tangents menés par la droite. — Les points d'intersection F F ' et G G ' une fois déterminés, menons par chacun d'eux les génératrices de chaque système qui y passe.
Cela nous donne : 1° pour G, la droite G 7 (1er système) et G p (2e système) ; 2° pour F, nous avons F 8 (2e système) et F a (1er système).
Combinons ces droites deux à deux par système différent, savoir : F 3 (2e système) avec Gy (l0r système).
Ces deux droites sont dans un même plan comme étant de système différent. Elles se rencontrent donc en un point N, et le plan G N F contient évidemment la droite donnée D, de plus il est tangent en N au point où se rencontrent les deux génératrices qu'il contient; c'est donc un des plans tangents demandés.
De même F » (1er système), combinée avec G p (2e système), déterminent un autre plan tangent en M, point de rencontre de ces deux droites.
On devra chercher les projections verticales des points de contact Met N.
Nota. — Il faut donc bien remarquer que pour que l'on puisse mener par une droite un plan tangent à un hyperboloïde, il est nécessaire que cette droite rencontre la surface.
D. OMBRES DE l' U Y P E R B 0 L 0 ï D E
nième Leçon. § 280. — Hyperboloïde éclairé par un flambeau. — Généralités (fig. 375).
(a) Données. — Le flambeau est en FF '; pour simplifier, nous le supposons dans le plan méridien de front. On demande de trouver la séparatrice de la surface et son ombre portée sur le plan horizontal.
{!)) Méthodes a employer. — lre Méthode. — On pourrait utiliser l'hyperbole méridienne ; considérer l'byperboloïde comme une surface de révolution ordinaire, et chercher comme nous l'avons indiqué plus haut (§ 250) les points situés sur un parallèle ou sur un méridien donnés.
2° Méthode, spéciale aux surfaces réglées :
1° Mener le plan d'ombre de chaque génératrice d'un système (du premier, par exemple), et chercher sa trace sur le plan horizontal, ce qui revient à déterminer les ombres portées, successivement, par toutes les génératrices.
2° Chacun de ces plans contient une génératrice de l'autre système, et on sait qu'il est tangent. Déterminer cette génératrice de l'autre système.
3° Prendre le point où les deux génératrices se coupent ; c'est le point de contact du plan tangent ci-dessus ; c'est donc un point de la séparatrice.
(c) Nature de la courbe. — On démontre en géométrie analytique que la séparatrice est une courbe plane. C'est donc soit une ellipse (ou un cercle), soit une hyperbole (ou un ensemble de deux droites concourantes), soit une parabole (ou un ensemble de deux droites parallèles).
A priori, pour que ce soit une hyperbole ou une parabole, il faut que l'un des plans d'ombre ci-dessus considérés puisse être tangent à l'infini, c'est-à-dire occupe la position de plan asymptotique ; mais alors, nous savons qu'il est tangent au cône asymptote, et comme il passe par le flambeau, il est le plan d'ombre de ce cône. Il faut donc que le cône asymptote ait, lui aussi, une séparatrice ; ainsi donc :
\° Si le cône asymptote éclairé par le même flambeau a deux génératrices d'ombre propre, l'byperboloïde aura pour séparatrice une hyperbole ;
2° Si sur le cône asymptote l'ombre propre se réduit à une seule génératrice, la séparatrice de l'hyperboloïde sera une parabole ;
3° Si le cône n'a pas d'ombre, la séparatrice de l'hyperboloïde sera une ellipse.
perpendiculaire A G à ce diamètre el on en mesure la longueur h, interceptée par le cercle; 4° sur EF comme diamètre, on trace une demi-circouféreuec ; 5° on ta recoupe par une parallèle I'Q, menée à la distance //, de EF; G" enfin, on projette en m el en n, les points d'intersection P et Q. Nota. — Graphiquement, il est plus rapide de tracer par points l'hyperbole aux environs des points G' et F' de la figure 312.
§ 287. — Epure (fîg. 375).
(a) Ombre du cône asymptote. — FF' est le flambeau. On a en S S' le sommet du cône asymptote et on cherche en S'iSi l'ombre portée par ce sommet sur le sol. De Si, on mène les tangentes Si X et Si ;j. à la base du cône. Elles constituent l'ombre portée du cône, et la séparatrice d'ombre propre de ce cône est formée par les deux génératrices S X — S n, projetées verticalement en S'X';*'.
(b) Asymptotes de la séparatrice de l'hyperboloïde. — Si l'on considère les génératrices de l'hyperboloïde telles que c d ou c1 di, qui sont parallèles à S du cône, par exemple, elles sont dans un même plan avec cette droite S p-, et ce plan est précisément le plan tangent au cône, c'est-à-dire un plan d'ombre passant par le flambeau.
Ce plan d'ombre des génératrices c d et C\ di étant asymptotique, comme tangent au cône, a son point de contact à
Fig, 375
Axe.
l'infini, ce qui entraîne que l'une des asymptotes de la séparatrice est parallèle à cd, et par conséquent à S^ du cône. De même l'autre asymptote de la séparatrice dans l'espace doit être parallèle à l'autre droite S X du cône.
Par conséquent : Le plan a 'm 'f de la séparatrice de l'hyperboloïde est parallèle au plan S'X' des génératrices d'ombre propre du cône.
Dès lors, la connaissance d'un seul point a a' de la séparatrice entraîne la position de son plan.
Nous avons choisi comme point aa' celui qui est sur le collier. On l'obtient immédiatement en menant de la projection F du flambeau des tangentes fa — fb au collier, qui est le contour apparent horizontal de la surface (théorème des
contours apparents). Le plan de la courbe étant défini en a' m! f, on obtient les asymptotes I Z et IV, comme il a été dit à propos des sections planes (§ 283 — d).
(c) Point sur un parallèle donné. — Cherchons par exemple le point f ou /"situé sur le parallèle de base.
11 faudrait considérer la tangente méridienne cp'O' au point <p' situé à l'extrémité de gauche de ce parallèle. On peut l'obtenir sans tracer l'hyperbole en remarquant qu'elle se confond avec la projection verticale de la génératrice v> 1 qui passe par le point
Dès lors le cône circonscrit le long de ce parallèle a pour sommet le point 0' où cette tangente coupe l'axe; on cherche en 0 'i 0i l'ombre portée de ce sommet sur le sol et, menant par ce point 6i les tangentes au cercle de base on a en f et /' les points cherchés.
On a les points u' ,u u, sur le parallèle situé au niveau du flambeau en menant directement du point F des tangentes à ce parallèle.
Nota. — Ces points u et u seront à considérer tout à l'heure pour trouver les asymptotes wi ui et on w2 de l'ombre portée.
(d) Point situé sur une génératrice quelconque hg. — On cherche en ht g son ombre portée (1). Le plan d'ombre de la génératrice a donc pour trace h\, g l; il est tangent à la surface et il la recoupe suivant une autre génératrice, Ij, du deuxième système, dont l'ombre portée Iji doit être confondue avec l'ombre portée # hi. Les deux génératrices Ij et g h se recoupent en un point mm' , qui est le point cherché. Son ombre portée est nu.
(e) Ombre portée. — Cette ombre est à la fois l'enveloppe des cercles d'ombres portées parles parallèles et l'enveloppe des droites d'ombres portées par les génératrices.
C'est une hyperbole ; aux points ai b\, elle est tangente à l'ombre du collier, et en f,f tangente au cercle de base. Au point mi elle est tangente à l'ombre ghi de la génératrice. Cette dernière propriété va être utilisée pour la recherche des asymptotes.
(f) Asymptotes. — En effet, si l'on pouvait trouver un point de la séparatrice donnant une ombre portée à l'infini, la génératrice passant par ce point aurait comme ombre portée l'asymptote.
Or, ce point est précisément le point u'u obtenu tout à l'heure et situé au niveau du flambeau, car le rayon lumineux F u qui lui correspond étant horizontal, coupe le sol à l'infini.
Menons donc les génératrices des points w; ce sont les droites uw et uw. Leurs ombres portées seront les asymptotes. Leurs pieds w et w servent de départ à ces asymptotes, lesquelles sont wui et wu% parallèles, d'ailleurs, à F m et à F u.
(g) Centre. — Axe transverse. — Le centre est en wi au croisement des asymptotes. L'axe transverse s'obtient en cherchant le parallèle 3 3' dont le centre w' aurait pour ombre portée wi et en traçant en ai 3i pi... l'ombre portée par ce parallèle.
Nota. — C'est pour ne pas surcharger l'épure que nous n'avons pas mis de hachures sur les parties dans l'ombre. § 288. — Ombres au soleil.
L'ombre se simplifie. Si nous imaginons que sur la figure précédente (fig. 375), le flambeau s'éloigne à l'infini en montant vers la gauche, alors les tangentes au collier F a ai etFbbt deviennent des lignes de front et, en élévation, le point a' se confond avec S'. Par conséquent :
1° Le plan a'm'f de la séparatrice de l'hyperboloïde se confondra avec le plan S'A' delà séparatrice du cône.
Mais nous avons vu, aux sections planes, que les sections faites par un même plan dans l'hyperboloïde et dans le cône avaient les mêmes asymptotes. Donc :
2° Les génératrices d'ombre propre du cône seront les asymptotes de la séparatrice de l'hyperboloïde.
Enfin, comme en projections cylindriques, les asymptotes d'une courbe ont pour projections les asymptotes de la projection, il en résulte que :
3° Les deux droites d'ombre portée du cône seront les asymptotes de l'ombre portée par l'hyperboloïde. Nota. — Dans l'épure suivante : Intersection d'un hyperboloïde et d'un cylindre, nous aurons, incidemment, à résoudre, pour l'hyperboloïde, le problème de l'ombre au soleil.
(1) A cet effet il est bon de chercher tout d'abord en Si ai bl l'ombre portée par le collier. C'est aussi un cercle. Pour avoir ensuite l'ombre d'une génératrice h g, il suffit de prendre en /il l'ombre portée par le point h situé sur le collier.
E. INTERSECTIONS D ' U Y I> E R B OLOÏD E S ET D'AUTRES SURFACES
Jrentc-dcuxième Leçon. g 289. — Hyperboloïde et cylindre (fig. 376). (Supplémentaire). ^ Données. — L'hyperboloïde est défini comme à l'ordinaire ; son axe vertical est S — S'Z1. Son collier est le cercle E E — E 'E' . Son cône asymptote a pour génératrice de front Sa — S'a'.
L'hyperboloïde est donc défini et l'on peut tracer son cercle de base AB et son hyperbole méridienne, qui en est le contour apparent vertical.
Le cylindre a pour base, sur le sol, une ellipse dont les axes sont Ci Di et Pi Ei. La direction de ses génératrices est donnée en A A'-
(b) Point sur un parallèle donné. — On peut (et ce serait ce qu'il y aurait de plus simple) adopter la méthode des projections obliques indiquée plus haut (§262) pour trouver l'intersection d'une surface de révolution quelconque et d'un cylindre : 1° on prend un parallèle quelconque, par exemple le collier E E, de l'hyperboloïde; 2° on cherche en Si la projection oblique de son centre faite à l'aide de projetantes parallèles au cylindre ; 3° de ce centre on trace sa projection oblique qui est un cercle Si Ei Ei égal au collier ; 4° on prend en at et Pi ses intersections avec l'ellipse de base du cylindre, sur laquelle ellipse se condense la projection oblique du cylindre tout entier; 5° on remonte des points ai et pi, par des projetantes inverses, aux points a a' et [3 p ' dans l'espace.
(c) Points sur une génératrice donnée de l'hyperboloïde. — On adopte les génératrices d'un système, le premier par exemple. Soit cd — c' d' l'une d'elles ; on opère sur elle comme suit :
1° On la projette obliquement en c di ; 2° on prend en raj et en ni les deux points où elle recoupe la base du cylindre ; 3° on remonte des points mi et n<, par des projetantes inverses, aux points mm' etnn' de la génératrice.
En somme, cela revient à couper par des plans sécants contenant des génératrices de l'hyperboloïde et parallèles à celles du cylindre. Ce sont les seuls plans susceptibles de donner, à la fois, des droites dans les deux surfaces.
(d) Tangente en un de ces points. — Considérons le point ». Menons par ce point la génératrice 3 — 4 du second système ; et prenons sa trace, 4. Le plan tangent, en w, à l'hyperboloïde a pour trace la droite 4 c. Elle recoupe en 0 la trace ni 0 du plan tangent au cylindre. La tangente est 6?*, facile à rappeler en élévation.
(e) Enveloppe des projections obliques. — Les projections obliques de tous les parallèles, Si ou Zi, et les projections obliques telles que c di de toutes les génératrices doivent avoir pour enveloppe une hyperbole qui ne serait autre chose que l'ombre portée sur le sol par l'hyperboloïde en le supposant éclairé par des rayons lumineux parallèles à la direction A A ' du cylindre. Cela nous donne, ainsi que nous l'indiquions au paragraphe précédent, l'occasion de traiter celte question (1).
{d) Points sur une génératrice donnée du cylindre. — Soit ^i le pied de cette droite. Le problème revient, en définitive, à la question déjà traitée (§ 285) : « Intersection d'une droite et d'un hyperboloïde ». Dans le cas actuel, cela revient à trouver la génératrice de l'hyperboloïde dont la projection oblique passe par le point/)]. Or, elle doit être tangente à l'hyperbole enveloppe d'ombre portée. Si donc nous menons en pic la tangente à cette hyperbole et si nous prenons les deux points P et Q, où elle recoupe le cercle de base de la surface, il y aura deux génératrices, l'une Pp (premier système), l'autre Q q (deuxième système), qui auront pic pour projection oblique.
On remontera ensuite, par une projetante oblique inverse, du point pi aux deux points p et q de l'espace.
Remarque. — On aurait pu mener du point pi une autre tangente à l'hyperbole enveloppe. En appliquant la même construction on devra retrouver, comme vérification, les deux mêmes points.
(e) Points-limites cylindriques. — Ce sont les points y et 5 dont les projections obliques sont en et Si au croisement de la base du cylindre et de l'hyperbole enveloppe.
(1) Ombres au soleil. — On a en Si l'ombre du sommet du cône asymptote; les deux tangentes Si /. et Si \i menées à sa base, sont l'ombre portée du cône. Elles seront les asymptotes de l'ombre portée de l'hyperboloïde (voir § 288). Les génératrices d'ombre propre du cône sont S À et S fi, et ce sont les asymptotes de la séparatrice 5 — w — 6... de l'hyperboloïde.
Le plan est le même pour les deux séparatrices; la trace de ce plan est la droite X [J., qui détermine eu C et 6 sur la base de l'hyperboloïde deux points de sa séparatrice. Enfin, les points w et toi , où le rayon lumineux est langent au collier, sont les sommets de l'axe transverse. Ils ont pour ombre portée wi et wi .
Nota. — Au lieu d'une hyperbole cette ombre portée pourrait être une ellipse. On le reconnaîtrait, à priori, à ce que le point Si tomberait dans l'intérieur de la base du cône. Ce cône n'aurait pas d'ombre.
On pourrait aussi avoir deux poinls. Supposons en effet que la direction A A ' so't parallèle a une génératrice du premier système de l'hyperboloïde, génératrice que nous désignerons par M. Elle le sera aussi a celle du deuxième système qui lui est parallèle et que nous désiguerons par Ml.
Chacune de ces droites M et Ml aura pour ombre portée un point, et comme toutes les génératrices d'un système rencontrent une quelconque de système différent, il eu résulte que les ombres portées par toutes les génératrices du deuxième système divergeront du pied de la droite M et toutes celles du premier système divergeront du pied de Mj. C. Q. F. D.
On les remonte dans l'espace, comme on a fait pour les points p et q, en se servant de la tangente Tl, 8, 7 à l'hyperbole enveloppe.
Comme vérification, ils doivent être sur l'hyperbole S — w — b d'ombre propre, puisque leur projection oblique Si ou Yi est sur l'hyperbole d'ombre portée.
Je dis qu'en ces points la tangente est précisément la génératrice du cylindre.
En effet, cette génératrice est dans le plan tangent au cylindre. De plus, elle est dans le plan tangent à l'hyperboloïde, puisque le point S ou est sur la séparatrice de l'hyperboloïde supposé éclairé par des rayons lumineux parallèles au cylindre ; donc, étant à la fois dans les deux plans tangents, elle est la tangente. C. Q. F. D. (1)
</) Points-limites hyperboloïdaux. — Nous désignerons ainsi les points tels que <p et 4» pour lesquels la tangente à la courbe d'intersection est une génératrice de l'hyperboloïde.
Pour en comprendre l'existence, menons en V ai V une tangente commune à l'ellipse de base du cylindre et à l'hyperbole enveloppe et considérons la génératrice du premier système V 9 qui l'aurait pour projection oblique. Le point tpi, remonté, donne, en <?, un point limite hyperboloïdal.
Je dis qu'en ce point <p, la tangente est la génératrice Vtp du premier système qui y passe. En effet, cette génératrice est, on le sait, dans le plan tangent à l'hyperboloïde. De plus, elle est dans le plan tangent au cylindre, puisque le plan auxiliaire Y cpi qui l'a donnée est précisément tangent au cylindre ; donc, étant à la fois dans les deux plans tangents, elle est la tangente. G. Q. F. D.
Remarque. — 1° A l'autre point limite 9, la tangente est la génératrice W du premier système.
2° Il y a deux autres points limites ty" et cp", de même nature, répondant aux mêmes projections obliques 91 et <\n, mais pour lesquels les tangentes sont des génératrices du deuxième système.
3° Si l'on considère le segment VW de la base de l'hyperboloïde, aucune génératrice du premier système dont le pied y aboutirait ne recouperait le cylindre.
(g) Points doubles apparents. — 1° En plan : Ils sont sur la droite P 11 intersection du plan du collier et du plan. qui passe par les deux génératrices s, s, de contour apparent horizontal du cylindre (voir page 96, — note II). 2° On cherchera, de la même façon, la droite de vérification des points doubles en élévation.
La figure 376 donne en élévation l'entaille faite par le cylindre dans l'hyperboloïde (le cylindre est donc enlevé). En plan on a figuré le cylindre entaillé (l'hyperboloïde est donc supposé enlevé). Enfin la figure 377 fait connaître le solide commun.
§ 290. — Cône et hyperboloïde.
On prend un des plans de projection perpendiculaire à l'axe de l'hyperboloïde et on y fait la perspective de l'hyperboloïde, avec le sommet du cône pour point de vue.
Le contour perspectif de l'hyperboloïde ainsi obtenu (voir § 286) peut être une ellipse ou une hyperbole, lorsque le sommet du cône n'est pas sur la surface de l'hyperboloïde. Dans le cas où ce sommet est sur l'hyperboloïde, le contour apparent de l'hyperboloïde est réduit à deux points qui sont traces des génératrices de systèmes différents de l'hyperboloïde qui passent par le sommet du cône.
Le reste comme dans la question précédente.
(1) Ce théorème est un cas particulier du théorème sur les points limites (§ 185). Il a pour analogue, dans les questions d'ombres, le théorème sur les points de perte (voir Ombres usuelles).
§ 291. — Hyperboloïde ayant une génératrice commune avec un cylindre ou ayant une génératrice commune avec un cône.
Dans ce cas, la marche précédente subsiste, mais se simplifie. La génératrice commune fait partie de l'intersection. Sa projection oblique se compose d'un seul point ; sa trace sur le plan horizontal est située à la fois sur la base du cylindre ou du cône et sur le cercle de base de l'hyperboloïde.
On prend ce point comme point de divergence de traces de plans auxiliaires qui recoupent le cône et l'hyperboloïde suivant deux nouvelles génératrices. Le point de rencontre de ces génératrices appartient à l'intersection cherchée.
§ 292. — Intersection de deux hyperboloïdes ayant une génératrice commune. — Soit S et S 'les deux hyperboloïdes :
(a) Méthode. — On emploiera la même marche. Par cette génératrice A, on mènera des plans auxiliaires.
Soit z, l'un d'eux. 11 recoupera l'hyperboloïde S suivant une génératrice de l'autre système B, et l'hyperboloïde S' suivant une génératrice B '. Les deux droites B et B dans un même plan, se couperont en un point M de l'intersection. Cette intersection se composera :
1° De la droite commune A ;
Et 2° D'une courbe dont l'équation, en projection, sera du troisième degré.
(b) Points doubles. — Cette courbe recoupera la génératrice commune en deux points.
En effet, on verra (3e partie) que deux surfaces réglées qui ont une génératrice commune ont au moins deux plans tangents communs en deux des points de cette droite.
Il y aura donc deux instants où le plan auxiliaire Z sera tangentcommun aux surfaces S et S '. A ce moment, les deux génératrices B et B' du deuxième système se recouperont sur la droite A, en deux points doubles.
(c) Branches infinies. — Considérons les deux cônes asymptotes (ici, de révolution) et supposons que nous cherchions leur intersection.
Ces deux cônes, qui ont déjà une génératrice parallèle, en ont aussi une seconde et une seule.
Soient cet cette seconde droite sur le premier cône, et <p2 cette seconde droite parallèle à cpi sur le deuxième cône. 11 existera aussi sur les deux hyperboloïdes deux génératrices Fi et Fz parallèles entre elles et parallèles à <pt et 92. Or, lorsque le plan auxiliaire z donnera Fi dans la première surface, il donnera aussi F2 dans la seconde, puisque Fi et F2 rencontrent toutes deux la génératrice commune A et, de plus, sont parallèles.
Donc, à ce moment, le point courant M de l'intersection est rejeté à l'infini.
(d) Asymptote. — L'asymptote est l'intersection des deux plans asymptotiques. Mais ces derniers sont tangents aux cônes asymptotes le long des génératrices <pt et 92 de ces cônes. Leur intersection donnerait aussi l'asymptote de la branche infinie, intersection de ces deux cônes.
Donc, l'intersection de deux hyperboloïdes a la même asymptote que celle des deux cônes asymptotes. Ces deux. cônes présentent une autre branche infinie sur leur intersection; son asymptote est parallèle à la génératrice commune A (mais ce n'est pas la droite A).
§ 292 bis. — Intersection de deux hyperboloïdes ayant deux génératrices communes.
[a) 1er Cas. — Les deux génératrices A et B sont de système différent dans un des hyperboloïdes et, par conséquent, aussi dans l'autre.
Leur système constitue une courbe plane. L'intersection doit donc se composer d'une autre courbe plane. (D'après le théorème connu, § 189.)
On en aura facilement un point courant M en menant, comme dans le problème précédent, un plan auxiliaire Z par une des deux droites communes, A, par exemple.
La courbe plane recoupe en deux points doubles les deux droites A et B. Ces deux points doubles G et H sont ceux pour lesquels, sur chacune des droites A ou B, les deux surfaces ont, en outre du plan A B, un autre plan tangent commun.
{b) 2" Cas. — Les deux génératrices communes A et B sont de même système. Elles sont, par exemple, de premier système.
Soit alors un point M de l'intersection en dehors des droites A et B.
Les deux génératrices du second système menées par ce point sur les deux surfaces sont assujetties, en outre, à rencontrer les droites A et B ; elles sont donc confondues, car on ne peut mener qu une seule droite qui passant par un point donné M, rencontre deux droites A et B non situées dans un même plan (première partie, § 89). Cette droite appartient aussi à l'intersection ; soit A ' cette droite.
Cette nouvelle génératrice A' définit avec chacune des droites A et B un plan tangent commun aux deux surfaces.
OKOM. DESCR. 22
Menons par A ' un plan distinct de ces plans tangents. Il rencontre chacune des surfaces suivant une génératrice du premier système, distincte de A et de B et ne les rencontrant pas.
Ces deux nouvelles génératrices se coupent donc en un point M' en dehors de A et de B et sur lequel on peut faire le même raisonnement que pour le point M.
Donc, par ce nouveau point M' passe une quatrième génératrice commune du premier système.
L'intersection se compose, en définitive, de deux génératrices du premier et de deux génératrices du second système, qui définissent quatre plans tangents communs aux deux surfaces.
EXERCICES
1. — Intersection d'une sphère et d'un hyperboloïde de révolution à une nappe, définis de la manière suivante : L'axe de l'hyperboloïde est vertical, la plus courte distance delà génératrice à cet axe est de 15 millimètres, l'angle
que fait la génératrice avec l'axe est de 45°.
La sphère passe par le centre du cercle de gorge, elle a son centre sur l'hyperboloïde, à 3 centimètres du plan du cercle de gorge et dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection.
On construira la tangente en un point de la courbe d'intersection. (Ecole centrale, 18f>2.)
Intersection d'un hyperboloïde et d'un cône
L'axe de l'hyperboloïde est vertical. Le pied de cet axe est à 0m,08 de la ligne de terre. Le rayon de la trace horizontale de l'hyperboloïde est de 0m,085. Enfin, les génératrices de l'hyperboloïde sont inclinées à 45° sur le plan horizontal.
Le cône est de révolution ; son axe est parallèle à la ligne de terre et passe par le centre de l'hyperboloïde; il est circonscrit à la sphère engendrée parle cercle de gorge de l'hyperboloïde.
On représentera les deux surfaces ainsi définies et on construira les projections de leur intersection ; on mènera la tangente en un point de cette intersection. On justifiera enfin les résultats obtenus par une légende explicative très succincte. (Ecole centrale, 1872.)
3. — On propose de construire les projections des lignes d'intersection d'un hémisphère et des faces d'un cube avec un hyperboloïde de révolution à une nappe.
Le cube, dont le côté a 0m,200 de longueur, dont la face inférieure et la fa^c postérieure sont respectivement situées dans les deux plans de projection, contient entièrement l'hémisphère ; cet hémisphère a pour base le cercle inscrit dans la face antérieure du cube.
L'hyperboloïde a son axe vertical à 0m,135 du plan vertical de projection et à égale distance des faces de profil du cube ; la cote du centre de cette surface est 0m,132 ; les rayons de son collier et de sa trace horizontale ont respectivement Om,035 et 0m,100 de longueur.
Dans la mise à l'encre, on supposera que le cube existe seul, qu'il est solide, et qu'on a enlevé la partie de ce corps comprise dans l'hémisphère et dans l'hyperboloïde. On indiquera, à l'encre rouge, les constructions nécessaires pour obtenir un point quelconque de chacune des lignes d'intersection et les tangentes en ces points. (Ecole centrale, 1881, première session.)
4. — On demande de représenter par ses contours apparents un solide terminé par un hyperboloïde de révolution et par deux plans.
L'hyperboloïde a pour axe de révolution une horizontale (ab, a' b') et pour génératrice une droite (c d, cr d') parallèle à la ligne de terre ; les plans sont perpendiculaires à l'axe et également distants du centre de l'hyperboloïde.
On supposera tracées douze génératrices d'un même système. La génératrice (cd,c'd') est l'une de ces douze droites. Ces génératrices, également espacées, seront représentées en tenant compte des parties vues et des parties cachées.
Les arcs d'hyperbole qui appartiennent aux contours apparents seront simplement tracés tangentiellement aux projections de ces génératrices. (Ecole polytechnique, 1865.)
o. — Hyperboloïde traversé par un cylindre.
ffyperloboïde dt 'révolution. — Son axe est vertical ; son centre {o, o') est dans le premier dièdre à 100mm du plan vertical et à 80mm du plan horizontal (la ligne de rappel oo ' est au milieu de la largeur de la feuille).
On donne la génératrice (bc, b' c') parallèle au plan vertical ; b c est à une distance o c du point o égale à 35mm ; on a : c b = 93mm, b est la trace horizontale de la génératrice.
Cylindre oblique. — Il est à base circulaire ; le centre w de ce cercle (qui est situé dans le plan horizontal) est déterminé de la manière suivante ; sa distance w w' à la ligne de terre est de 120mm et l'on a : o ^ = 99mm. Le rayon du cercle est 65mm.
La direction des génératrices est donnée par (wc, w' k'), k' élant sur oo' à 17o"'m de la ligne de terre. L'hyperboloïde est un corps solide limité par un plan horizontal situé à lfiOmm du plan horizontal de projection. On représentera par ses projections le solide qui reste après que l'on a enlevéjde l'hyperboloïde la portion comprise à l'intérieur du cylindre. (Ecole polytechnique, 1875.)
6. — Représenter par ses projections le solide commun à un cône et à un hyperboloïde qui ont une génératrice commune. Les deux surfaces recouvrent des corps solides.
Ligne de terre à 23 centimètres au-dessus du bord inférieur de la feuille de papier et parallèle aux petits côtés. Hyperboloïde de révolution. — Axe vertical au milieu de la feuille : centre en (oo') :
hauteur: o' a = 70mm, profondeur : oa = 120mm. Le rayon o a du cercle, trace horizontale de la surface, est de 110mm ; le rayon du cercle de gorge est de 4omm. La génératrice (a 6s, a'o's') parallèle au plan vertical sera la génératrice commune.
Cône. — Cône oblique à base circulaire; sa base est dans le plan horizontal ; le sommet est en (s, s'), as = 180mm. Le centre de la base est en c tel que c'a — I00mm et es = 120 mm. Le cercle de base doit passer par le point a, son rayon est donc I00mm.
On ne considérera, pour la représentation du solide commun, que la nappe du cône située entre le sommet et le plan horizontal, mais on prolongera un peu la courbe d'intersection des deux côtés pour bien montrer sa forme ; ces prolongements seront faits en pointillé. (Ecole polytechnique, 1876.)
7. — On donne deux points A et B situés sur une droite verticale ; le point A est à 0m,06 au-dessus du plan horizontal de projection et le point B à 0m,02 au-dessus du point A.
La verticale AB est l'axe d'un hyperboloïde de révolution ; le cercle de gorge a pour centre le point A et pour rayon 0m,04 ; le parallèle P, qui a pour centre le point B, a son rayon égal à 0m,05.
On prend, sur le cercle P, un point C tel que le rayon B C soit incliné à 4.5° sur le plan vertical de projection ; puis, on décrit une sphère ayant pour centre le point C et pour rayon 0m,08.
On demande de représenter le solide compris entre la surface de l'hyperboloïde, le plan du parallèle P et le plan horizontal de projection, en supposant enlevée la partie de ce corps qui est comprise dans la sphère. (Ecole polytechnique, 1877.)
8. — Deux hyper boloïdes. — On donne un axe vertical, une droite oblique dans le plan vertical et un deuxième axe perpendiculaire au plan vertical.
La droite tournant successivement autour des deux axes, engendre deux hyperboloïdes. On demande de tracer leur intersection et de leur mener un plan tangent commun.
TROISIÈM E PARTIE
GÉNÉRALITÉS SUR LES SURFACES RÉGLÉES
A. TUÉORÈME DE CHASLES
e Leçon. § 293. — Classification des surfaces. — Définitions.
Nous avons dit que les surfaces se divisaient en deux grandes classes qui sont :
Les surfaces réglées, c'est-à-dire qui peuvent être engendrées par le mouvement continu d'une ligne droite, et: Les surfaces non réglées, qui ne sont pas dans ce cas.
Nous avons déjà étudié, comme surfaces réglées, le cône, le cylindre (surfaces développables) et l'hyperboloïde de révolution (surface gauche).
Les surfaces réglées se divisent elles-mêmes :
1° En surfaces développables, c'est-à-dire pouvant être déroulées de manière à s'appliquer sur un plan sans déchirure ni duplicature, et
2° En surfaces gauches, ne jouissant pas de cette propriété.
Etudions d'abord les surfaces réglées, en général, et voyons quelles sont les conditions qu'elles doivent remplir pour être développables.
Ces conditions dépendent de la manière dont se comporte le plan tangent aux différents points d'une même génératrice. § 294. — Loi de variation du plan tsngent dans une surface réglée. — Théorème de Chasles.
(a) Paramètre de distribution. — Soient (fig. 378), dans une surface réglée, A B et CD deux génératrices infiniment voisines et MN leur plus courte distance, que nous représenterons par la lettre p.
Pour obtenir cette plus courte distance, on sait que l'on mène, par la génératrice CD, un plan Q parallèle à l'autre
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génératrice. On projette cette dernière en A'B' sur le plan Q, et la plus courte distance N M = p passe par le point N d'intersection de C D et de A 'B'.
Soit c l'angle (infiniment petit) des deux droites CD et A 'B '. Les deux quantités p et s sont des infiniment petits qui
peuvent être de même ordre (l).Dans ce cas, leur rapport - a une limite finie que nous désignerons par la lettre K et qui se
nomme le paramètre de distribution de la surface, relatif à la génératrice AB. Si les quantités p et g ne sont pas de même P
ordre, le rapport ^ a une limite nulle ou infinie (1).
(b) Point central. — Plan central. — Le point M, pied de la plus courte distance, tend vers une position limite que l'on
nomme le point central de la génératrice AB, et le plan tangent en ce point se nomme le plan central.
(c) Ligne de striction. — C'est au point central que les génératrices A B et CD sont, pour ainsi dire, le plus près l'une de l'autre. Le lieu des points centraux des diverses génératrices se nommera la ligne de striction de la surface. La surface présente une sorte d'étranglement tout le long de cette ligne.
Cela posé, soit G un point quelconque de la génératrice AB. Prenons son point central M comme origine, et soit x la distance M G du point G au point central.
Abaissons G H perpendiculaire sur A'B', et menons G F perpendiculaire sur A B et rencontrant C D, autrement dit coupons par un plan FGH perpendiculaire sur AB et joignons au point G les deux points F et H auxquels il coupe les droites CD et A'B'.
Par M et N on pourrait sur la surface faire passer une courbe telle que NMT à laquelle la sécante MN deviendrait tangente à la limite. Donc le plan tangent en M, c'est-à-dire le plan central, est défini par M B et par la limite de la droite M N.
Le plan tangent en G peut, de la même façon, l'être par les deux droites M G et G F, cette dernière prise à sa limite.
La ligne M G est donc l'arête du dièdre formé par les plans tangents en M et en G et, de plus, comme les deux droites H G et GF sont perpendiculaires sur cette arête, le rectiligne de ce dièdre est mesuré, en a, par l'angle FGH.
Cela posé, on a :
8' a _ gh ~~ p
x X puisque l'angle c étant infiniment petit peut être pris au lieu de tg. a. On a donc (2) :
x x — Lim. — =
/ ~~30ij
"fl' /
F H = x tg. c, ou F H
Lim. — = Lim. — P
Lim. ^
Mais nous avons dit que : Lim. — = K, c'est la quantité que nous avons appelée le paramètre de distribution. Donc :
f fr 'i — —
Telle est la formule de Chasles.
Elle peut s'énoncer ainsi : « La tangente trigonométrique de l'angle formé par un plan tangent en un point avec le plan central est proportionnelle à la distance de ce point au point central et a pour expression le quotient de cette distance par le paramètre de distribution de la génératrice. »
Remarque. — Le paramètre de distribution K est une longueur et non pas un rapport.
(1) Voir plus loin, même paragraphe, d.
(2) L'abréviation Lim. se lira « Limite de ». L'abréviation A x, ou J\ y, se lira Delta de x ; ou Delta de y (fig. 379). Le signe A (Delta) est synonyme de accroissement de. Sur la figure 379, £± x représente la quantité ab, dont l'abscisse Oa, ou l'a;, du point A, doit s'accroître pour devenir l'abscisse Ob, qui est l'a?, du point B. De même a'b'on son égal, 6"B, est l'accroissement A y qu'il faut donner a l'ordonnée^ y — Oa', du point A pour obtenir l'ordonnée 0 b' du point B.
(d) Discussion. — Surfaces gauches et surfaces développables, cônes et cylindres. — p et c sont des quantités infiniment petites, et K est la limite de leur rapport; exactement comme dans une courbe AB, rapportée à deux axes de coordonnées ■Ox et Oy (fig. 379), la tangente en A à la courbe fait un angle <p avec l'axe oX, dont la pente, tangente œ, est la limite du Ay
rapport-,
ou
Ay
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Cette limite de — | peut être finie comme pour le point A (fig. 379) ; mais elle pourrait, comme pour le point C
(fig. 380), être nulle (= 0), ou, comme pour le point D, être infinie.
De même : K = Lira, de —, peut être une limite finie ; comme cette limite peut être nulle ou infinie.
Alors, 1° Si K est fini, la surface obéit au théorème de Chasles. Le plan tangent varie en chaque point de la génératrice
d'après la formule : tg. a = — . On dit alors que la surface est gauche.
2° Lim. — = 0 comme en C (fig. 380). Alors K = 0 ; on a toujours tg. x = — = 00. Le plan tangent est toujours
perpendiculaire au plan central, c'est-à-dire le même en tous les points de la génératrice, et la surface est dite développable.
(Le cône en est un cas particulier.)
3° Lim. de — =00 (comme en D, fig. 380). Alors : tg. a =— = (toujours) 0. Le plan tangent est encore invariable. La ij 00
surface est un cylindre, car une droite dont la distance p à sa voisine varie infiniment par rapport à l'angle est une ligne qui reste parallèle à elle-même. Elle engendre un cylindre.
Remarque. — Il suffit que pour deux points différents (à des distances x et x'), le plan tangent soit le même, pour que la formule de Chasles ne s'applique plus et pour que le plan tangent reste le même en tous les autres points de la même génératrice. Si cela n'a lieu que pour une, deux, ou un nombre limité de génératrices, ces dernières sont dites des génératrices s 'ngulières de la surface. Cette surface n'en est pas moins gauche ; mais si cela se produit pour toutes les génératrices, alors la surface est développable.
Nous étudierons d'abord les surfaces gauches, c'est-à-dire celles pour lesquelles le plan tangent varie en tous les points d'une même génératrice, en obéissant à la formule de Chasles.
Cette loi de variation est susceptible d'une interprétation géométrique très simple que nous indiquerons au § 296.
§ 293. — Plan asymptotique d'une surface gauche.
Si, dans la formule de Chasles (tg. a = — ), on fait x = 00, c'est-à-dire si le point de contact G (fig. 378) s'éloigne à l'infini, il vient alors :
tg. a = 00, ce qui entraîne a = 90°.
Ce plan tangent à l'infini se nomme un plan asymptotique.
Ainsi donc, le plan asymptotique est perpendiculaire au plan central.
Si nous nous reportons à la figure 378, on voit que le plan Q, mené par la génératrice CD, et contenant la ligne A'B' parallèle à la génératrice AB, est perpendiculaire sur MN et par conséquent perpendiculaire au plan central qui contient M N. Donc :
Théorème. — Le plan asymptotique d'une génératrice est la limite du plan mené par cette droite, parallèlement à la génératrice infiniment voisine.
§ 296. — Interprétation géométrique du théorème de Chasles. — Point de vue d'une génératrice.
Soit A B (fig. 381) une génératrice d'une surface gauche que nous supposerons perpendiculaire au plan vertical : Remarquons tout d'abord que la génératrice étant de bout, tous les plans tangents en ses différents points seront aussi de bout et seront définis très exactement par leurs traces verticales, telles que M' m', passant toutes par M' (1).
Cela posé : soit G, son point central ; G ' T, la trace verticale de son plan central, et CD — K son paramètre de distribution; on sait que
Lim.
i /Point
i in
\ vue
Proposons-nous de construire le plan langent en un point quelconque M, c'est-à-dire de déterminer la trace verticale M' m' de ce plan tangent.
La distance x du point M au point central se mesurera en G M sur la projection borizontale.
Sur la projection verticale, portons sur la trace G'T" du plan central, une longueur G'T' = K = C D. Elevons T'm' perpendiculaire sur G 'T' et égale à x, et nous avons en M' m1 la trace du plan tangent cherché.
On a, en effet, tang. a = — , ce qui est la formule de Chasles.
Remarques. — 1° Au point central G, élevons, en projection horizontale, une perpendiculaire à la génératrice et portons sur cette droite une longueur GI = K paramètre de distribution et joignons IM.
Le triangle rectangle GIM donne :
tg. GIM—*.
L'angle GIM est donc égal à l'angle y..
Par conséquent le point I est un point tel que le segment G M est vu sous l'angle a que fait le plan tangent en M avec le plan central, c'est-à-dire avec le plan tangent en G.
Il en résulte que tout autre segment, tel que M N, est vu, du point I, sous l'angle que font entre eux les plans tangents en M et en N, à ses deux extrémités.
Cette propriété nous fait donner au point I le nom de Point de vue de la génératrice A B.
2° Si dans la formule de Chasles on fait x = K, alors tg. a — 1, ce qui veut dire que a = 45°.
Ainsi donc, si un plan tangent est incliné à 45° sur le plan central, la distance de son point de contact au point central est égale à K, paramètre de distribution. Les points jouissant de cette propriété seront les points moyens de la génératrice .
Nous utiliserons cette remarque pour trouver graphiquement la grandeur du paramètre, K, dans certaines surfaces gauches.
§ 297. — Connaissant trois plans tangents en trois points d'une génératrice, déterminer tous les autres.
Supposons maintenant que l'on connaisse en trois points ABC les trois planstangents (fig.382).
Soient M 'a' — Wb' —M 'c' les traces verticales de ces plans, faisant entre elles des angles 8 et y.
On se propose de déterminer le point central, le plan central et- le paramètre de distribution, ce qui permettra de construire le plan tangent en tout autre point.
(a) lre Solution. — Méthode dite de la Sécante. — Inscrivons entre les trois traces c' b' et a', une droite telle que les segments c' b'et b 'a'soient égaux aux segments CB etBAde la projection horizontale. C'est un problème facile àrésoudre.
Abaissons M' n1 perpendiculaire sur c'a'. Je dis :
1° Que cette droite est la trace du plan central ;
2° Que M'n' est égal au paramètre de distribution K ;
(1) Ce; traces seront les lignes de plus grande pente des plans; les angles que deux plans tangents tels que M 'T ' et M >m • font entre eux ont pour reclilignc de leur dièdie l'angle TM' m" — 'J. que font les deux traces verticales.
—--«il
3° Que, si Ton prend B N = b 'n ' , le point N est le point central. En effet, prenons un quelconque des trois points, le point C par exemple. Soit x sa distance au point N et a l'angle que fait la trace M' c' de son plan langent avec M' n'.
On a c '//' = CN = x.
La projection verticale donne :
G * îl ' X
tg. a - — -— = —, ce qui est la formule de Chasles. Comme elle se vérifie M'n' K
pour les deux autres points, cela justifie la construction.
(b) Deuxième solution. — Cherchons, en projection horizontale, le point de vue I, c'est-à-dire un point duquel les segments CB et B A soient vus sous les angles B et y-
A cet effet, sur BC, décrivons un segment capahle de l'angle S, et sur BA, un segment capahle de l'angle y. Ces deux segments se coupent en I, qui est le point de vue.
Abaissons I N, perpendiculaire sur AC. Le point N est le point central, I N est le paramètre de distribution K, et si l'on mène, en projection verticale, la trace M' n', faisant avec M ' c' un angle a=NIC, on aura la trace du plan central.
Cela résulte évidemment de ce que du point I les deux segments CB et B A sont vus sous les angles S et y.
Le point I est donc bien le point de vue.
Raccordement des surfaces gauches. — Eléments détermi-
sulte le théorème suivant
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'' natifs.
Puisque la connaissance de trois plans tangents en trois points entraîne la connaissance du point central, du plan central et du paramètre de distribution, et, par suite, celle des plans tangents en tous les autres points, il en ré- Lorsque deux surfaces gauches ont une génératrice commune et trois plans tangents communs en trois points de cette génératrice, elles ont les mêmes plans tangents en tous les autres. Elles se raccordent donc tout le long de cette génératrice.
{a) Iîemakque 1. — Lun des plans peut être asymptotique. — Faisons, en effet, la construction qui donnerait le point central, quand l'un des plans M 7' est asymptotique (fig. 383).
Soient M ' b' et M 'a' les plans tangents en deux autres points A et B. Je sais que le plan central est perpendiculaire au plan asymptotique. Sa trace est donc M 'n' perpendiculaire sur MT.
Je mène la droite b 'a' perpendiculaire sur M'n' et telle que sa longueur b'a' soit égale àB A. J'ai en M n' le paramètre de distribution, et si je porte B M = b'n' = x, j'ai en M le point central.
Conséquence. — Deux surfaces gauches se raccordent tout le long d'une génératrice quand elles y ont deux plans tangents communs et même plan tangent à leur cône directeur, ou même plan directeur, c'est-à dire, en un mot, même plan asymptotique.
[b) Remarque 2. — Le point central et le plan central communs équivalent à deux points; il suffit, pour le raccordement qu'il y ait en outre un deuxième plan tangent commun (même ligure).
Soit M le point central commun, et M'n' la trace du plan central commun également ;
Soit B un point situé à la distance x de M et M'6' la trace du plan tangent en B, commun, lui aussi, par hypothèse. Menons la droite b'n' perpendiculaire sur M'n' et telle que l'on ait&'n' = BM = x et nous aurons en M/ n ' le paramètre de distribution.
Tous les autres plans tangents seront donc déterminés, ce qui justifie le raccordement.
(c) Hemarque 3. — Il résulte de toute cette discussion que la connaissance du point central, du plan central ci du para-
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mètre de distribution, d'une génératrice de surface gauche, entraîne la connaissance de tous les plans tangents aux différents points de cette génératrice. C'est pourquoi nous donnerons à ces éléments le nom d'éléments déterminatifs de la génératrice.
B. GÉNÉRATION ET CLASSIFICATION DES SURFACES GAUCHES
Trente-quatrième Leçon
Fipr. 38i
§ 299. — Surfaces à trois directrices.
Soit Di,D2 et D3 les trois courbes directrices (fig. 384), que la droite génératrice estassujettie à rencontrer dans toutes ses positions; il est facile de montrer, en construisant une génératrice quelconque, que le mouvement d'une pareille droite
est parfaitement déterminé par les trois conditions à remplir. En effet soit m un point quelconque de la directrice Di et par lequel on veut mener une génératrice.
Le lieu des droites qui passant par m s'appuient sur la courbe D2 est un cône ayant m pour sommet et D2 pour directrice ; construisons-le. Construisons de même le cône ayant m pour sommet et la courbe D3 pour directrice.
Ces deux cônes ayant même sommet, m, se coupent suivant une ou plusieurs droites, qui sont la ou les génératrices demandées.
Remarques. — 1° Au lieu de construire le second cône, on aurait pu chercher le point p où il est percé par la courbe D3; en joignant m et p, cette droite rencontrera en n la directrice D2, et ce sera la génératrice demandée.
2° Si l'on mène les trois tangentes mci, nc-z et pcz, aux trois directrices aux points m, n etp, chacune d'elles détermine, avec la génératice, le plan tangent à la surface en ces points. La connaissance de ces trois plans tangents entraînera (§§ 397 et 398) celle des éléments déterminatifs.
§ 299 bis. — Hyperboloïde à une nappe et paraboloïde hyperbolique.
Si les trois directrices Di, D2, D3 sont trois droites qui ne sont ni dans un même plan ni parallèles à un même plan, la surface gauche prend le nom d' hyperboloïde à une nappe. Nous l'étudierons plus loin.
Si, de plus, les trois droites directrices sont parallèles à un même plan, la surface devient un paraboloide hyperbolique ; c'est la plus simple de toutes les surfaces gauches.
Fig. 385
§ 300. — Surfaces à noyaux.
(a) Deux directrices et un noyau (fig. 385).
On nomme noyau une surface à laquelle toutes les génératrices de la surface réglée doivent être tangentes.
Pour construire une génératrice quelconque, opérer comme suit :
1° Prendre un point, m, quelconque sur la directrice Di et construire un cône auxiliaire de sommet m et circonscrit au noyau S.
2° Prendre l'intersection, ??, de ce cône et de la directrice D>.
3° Joindre m n ; cette droite sera une génératrice.
Nota. — Au point p où elle touche ce noyau, le plan tangent à ce noyau est aussi tangent à la surface gauche. On connaît donc, comme tout àl'heure, trois plans tangents en m, en n et en p, ce qui suffit pour trouver les éléments déterminatifs.
{b) Une directrice et deux noyaux (fig. 38G). — 1° Prendre sur Di un point m pour sommet de deux cônes circonscrits, respectivement, à chacun des noyaux.
2° Chercher la génératrice mt mp d'intersection de ces deux cônes. Il peut y avoir plusieurs génératrices d'intersection. En n et en p le plan tangent 'est commun à la surface gauche et aux noyaux.
Fig. 387
(b) Une directrice, un noyau
§ 301. — Surfaces à cône directeur.
(a) Deux directrices et un cône directeur. — Un cône directeur est un cône aux génératrices duquel les génératrices de la surface réglée doivent être respectivement parallèles ; soit Z ce cône.
1° Par un point m, pris sur la directrice Di et comme sommet, mener un cône Z' parallèle au cône Z.
2° Prendre l'intersection n de ce cône Z' et de la directrice ; la droite mn est une génératrice de la surface.
Plans tangents. — En m et en n les plans tangents sont définis par la génératrice mn et par les tangentes ma etnc2 aux directrices; enfin le plan tangent Q a cône Z' est le plan asymptotique ; cela suffit (§ 298 — a) pour avoir les trois éléments déterminatifs.
et un cône directeur. — Contruction analogues.
§ 302. — Surfaces à plan directeur.
C'est un cas particulier des surfaces à cône directeur ; ce dernier s'est réduit à un plan. Autrement dit, les génératrices de la surface gauche doivent être, toutes, parallèles à un même plan.
Ce sont les surfaces les plus employées en architecture (1) ; ordinairement le plan directeur y est horizontal ; nous le supposerons généralement ainsi dans nos épures.
Il suffit pour déterminer la surface de se donner, en outre du plan directeur, deux autres guides, directrices ou noyaux.
Pour obtenir des génératrices on coupe par un plan auxiliaire parallèle au plan directeur et plusieurs cas peuvent se présenter.
1° Si la surface est à deux directrices, on joint deux à deux les points d'intersection de ces directrices avec le plan auxiliaire.
2° Si la surface est à une directrice et un noyau, par les points d'intersection du plan auxiliaire et de la directrice on mène des tangentes à la section faite dans le noyau.
3° Si la surface est à deux noyaux, on mène les tangentes communes aux sections faites par le plan auxiliaire dans chacun des deux noyaux.
(b) Plan asymptotique et plan central. — Dans tous les cas, le plan asymptotique de toutes les génératrices est parallèle au plan directeur ; et le plan central lui est perpendiculaire.
(c) Contour' apparent horizontal. — Si on projette la surface sur un plan parallèle au plan directeur, supposé horizontal, le plan central, lequel, on le sait, est tangent au point central, est perpendiculaire au sol; c'est donc un plan de contour apparent horizontal. Comme conséquence, le lieu des points centraux, c'est-à-dire ce que nous avons appelé la ligne, de striction, est la ligne de contour apparent horizontal de la surface.
Ce théorème est un cas particulier d'un théorème plus général que nous démontrerons (§ 303) pour les surfaces à cône directeur de révolution.
Yoici les surfaces à plan directeur les plus employées :
(d) Conoïde. — Si l'une des directrices est une ligne droite Di (fig. 388), la surface est un conoïde. Le plus ordinaire-
ment, cette droite Di sera oblique au plan directeur. Alors le conoïde est dit : oblique. Si elle est perpendiculaire, on dit que le conoïde est droit (fig. 389).
Au lieu d'une directrice courbe D*, on peut avoir un noyau.
(c) Paraboloïde. — Si les deux directrices sont rectilignes, le conoïde devient un paraboloïde (fig. 390).
Si, de plus, une des deux directrices est perpendiculaire au plan directeur, alors le paraboloïde est droit ; on dit encore qu'il est isocèle.
(1) Stéréotomie : escaliers, couoï le eo. tour roude, etc.
§ 303. — Surfaces à cône directeur de révolution. — Théorème sur leurs contours apparents.
(a) Théorème. — Dans les surfaces à cône directeur de révolution d'axe vertical, c'est-à-dire dont les génératrices font un angle constant avec le plan horizontal, la ligne de striction est aussi la ligne de contour apparent horizontal de la
surface (fig. 392). En effet : soit A B une génératrice de la surface, et Sa, la génératrice du cône directeur, qui lui est parallèle.
Le cône étant de révolution, son plan tangent SaT est perpendiculaire au plan méridien, c'est-à-dire au plan Soa, qui projette horizontalement la génératrice S a. Mais le plan tangent au cône est parallèle au plan asymptotique de la surface, lequel est perpendiculaire au plan central (§ 295) et inversement.
Le plan central de la génératrice A B est donc le plan Z, qui la projette horizontalement, et comme il est tangent au point central, il en résulte que la ligne de striction est le lieu des points de contact des plans tangents, perpendiculaires au sol C.Q.F.D.
{b) Théorème réciproque. — Si une surface gauche a pour ligne de striction sa ligne de contour apparent horizontal, elle est à cône directeur de révolution.
En effet (même figure) : soit S a m son cône directeur; 0, la projection du sommet S sur le sol. Nous ne connaissons pas la nature de la courue de base am. Si nous prouvons que c'est un cercle de centre 0, le théorème sera démontré.
Or, de l'hypothèse, il résulte que le plan central Z est vertical, et, par suite, parallèle au plan SaO du cône. Mais le plan tangent SaT au cône étant parallèle au plan asymptotique, est, par ce fait, perpendiculaire au plan central Z, et, par suite, au plan SrtO.
Par suite, la tangente cT à la base est l'intersection de deux plans, savoir : le plan horizontal H et le plan tangent, tous deux perpendiculaires au plan SrtO. Elle est donc perpendiculaire à ce plan, et, par suite, à la droite «0, contenue dans ce plan.
Par conséquent, la courbe n a m est une courbe telle que ses normales, telles que a 0, passent toujours par un point fixe 0, projection du sommet S; c'est donc une circonférence. C.Q.F.D.
A. PARABOLOIDE RÉGLÉ, OU PLAN GAUCHE
§ 304. — Double système de génératrices rectilignes. (Voir la définition, § 299 bis et § 302 — e.) Le paraboloïde est la plus simple des surfaces gauches. Il joue un grand rôle dans l'étude des autres surfaces gauches, c'est pourquoi nous l'étudions en premier lieu.
Il est défini par deux directrices rectilignes A et B, non parallèles à un même plan, et par un plan directeur H, que nous supposerons, pour plus de simplicité, horizontal.
(a) Théorème 1. — Les génératrices d'un paraboloïde partagent les deux directrices en segments proportionnels.
(Résulte d'un théorème connu de la géométrie de l'espace.)
n n ' n ' n" n" n'" ' Réciproquement. — Si plusieurs génératrices coupent deux directrices, en segments proportionnels, ces génératrices sont toutes parallèles à un même plan et forment, par conséquent, un paraboloïde (1).
(b) Théorème 2. — Si l'on prend sur différentes génératrices les points P, G, R qui divisent dans un même rapport la portion de ces génératrices comprise entre les deux directrices, tous ces points seront en ligne droite. Démontrons ce théorème sur l'épure.
On suppose que le plan directeur est le plan horizontal. Soit A A' et BB' (fig. 394) les deux directrices et mn — m'n' une génératrice. Prenons sur cette droite le point g' g qui partage le segment mn — m 'n ' dans un rapport donné.
Je dis que le lieu des points tels que g g' est une ligne droite.
En élévation sur le mur x y il est évident que ce lieu est une droite g ' I ' qui passe par le point de croisement des deux directrices. Cela prouve donc que ce lieu étant projeté en ligne droite sur le mur, est dans un plan perpendiculaire au mur.
Prouvons que sur tout autre plan de projection ce lieu est aussi une droite et le théorème sera démontré, car ce lieu sera, dans l'espace, l'intersection de deux plans projetants différents. Or, le plan vertical x y était tout à fait quelconque. Si l'on avait projeté sur un nouveau mur ayant xi y pour ligne de terre, on aurait de même trouvé une ligne droite ; donc le théorème est démontré.
(c) Remarque. — Supposons que la ligne de terre xi y tait été choisie de telle sorte que sur le nouveau plan vertical les projections A ' et B' des directrices soient parallèles entre elles (fig. 395). On sait qu'il suffit pour cela que le mur soit perpendiculaire à un plan Q, qui serait parallèle à la fois aux deux droites. Alors le lieu est g' t', parallèle à A' et à B', ce qui prouve que le lieu est une droite parallèle à ce plan Q.
(1) Il est facile de construire matériellement un paraboloïde. On prend deux règles directrices égales, on y perce des trous équidistants, et on réunit ces trous par des fils. Si l'on tient les deux régies parallèles entre elles, l'ensemble des fils forme un plan. Mais si on les déplace de façon à ce qu'elles ne soient plus parallèles, alors l'ensemble des fils forme un paraboloïde.
Une planche à dessin qui se gauchit sous l'influence de l'humidité prend, en général, la forme d'un paraboloïde. C'est à un fait analogue qu'il faut attribuer l'origine du mot plan gauche. Dans uue toiture longue, si la sablière étant horizontale, le faîtage ne l'est pas et si l'on place les chevrons perpendiculaires à la sablière, leur ensemble forme un toit en forme de paraboloïde; c'est même un paraboloïde droit.
(d) Corollaire. — 1° Par tout point quelconque m m' de la surface, il passe un lieu défini comme ci-dessus et, par suite,
on peut appliquer sur la surface d'autres droites que les génératrices parallèles au plan horizontal.
2° Elles forment donc un nouveau système de génératrices rectilignes toutes parallèles à un nouveau plan directeur Q, parallèle lui-même aux deux directrices, d'où ces conclusions évidentes :
3° Il existe un deuxième système de génératrices rectilignes. Ce deuxième système a pour plan directeur Q, un plan parallèle à la fois aux deux directrices du premier système, et on peut prendre pour directrices de ce deuxième système deux génératrices quelconques du premier.
4° Deux génératrices de même système ne se rencontrent jamais (puisqu'elles sont parallèles à un même plan) ; deux génératrices de système différent se rencontrent toujours. (Cela résulte de la manière même dont nous avons expliqué l'existence du deuxième système.)
5° Par tout point de la surface, il passe une génératrice de chaque système. Le plan de ces deux droites définit le plan tangent à la surface au point considéré.
G0 Tout plan passant par une génératrice d'un système contient une génératrice de l'autre système et est tangent au point où ces deux droites se coupent. Si le plan mené est parallèle au plan directeur, dans ce cas le point de tangence est rejeté à l'infini sur cette génératrice (cela sera prouvé plus loin), et résulte d'ailleurs des propriétés générales du plan asymptotique (§ 294, b).
7° Considérons trois droites d'un môme système; elles sont parallèles à un même plan, et cependant le mouvement d'une droite astreinte à les rencontrer toutes les trois est complètement déterminé. Cette droite engendrera donc le paraholoïde ; par conséquent :
8° La surface engendrée par une droite astreinte à en rencontrer trois autres, parallèles à un même plan, est un paraboloïde.
§ 305. — Problème. — Par un point m m' pris sur une génératrice d'un paraboloïde, mener un plan tangent à la surface.
On suppose le plan directeur du premier système parallèle au plan horizontal (fig. 396).
Soit A A' et BB' les deux directrices ; ab — a'b' une génératrice et mm7 un point pris sur cette droite.
Le plan tangent en ce point sera déterminé par la génératrice du premier système ab — a' b1, et par celle du deuxième système, qui passe également par le point mm' ; nous allons la déterminer. 11 suffit de connaître deux génératrices du premier système autres que la droite ab — a ' b\ de les prendre comme directrices, et de mener par m m' une droite qui les rencontre toutes les deux.
Nous choisirons, pour la première de ces droites, la génératrice fg — f'g1 située dans le plan horizontal et obtenue en joignant les traces des deux directrices. On nomme cette droite la trace du paraboloïde sur le plan directeur ; c'est une génératrice de hauteur nulle.
A son défaut, on mènerait toute autre génératrice du premier système.
Comme deuxième droite, nous prendrons la perpendiculaire au plan vertical projetée tout entière au point I', croisement des projections verticales des deux directrices.
Cette droite est en effet horizontale et elle rencontre les deux directrices. Par conséquent, c'est une génératrice du premier système. Toutes celles du deuxième système doivent la rencontrer et, comme elle est projetée verticalement en un point I ce point sera ce que nous nommerons un point de divergence pour les projections verticales des génératrices du deuxième système.
Nous aurons donc en l' m' la projection verticale de la génératrice du deuxième système passant par le point mm'. Elle perce le plan horizontal en h' , dont la projection verticale est, en h, sur la trace du paraboloïde.
Nous avons en mh — m 'h ' les projections de la génératrice du deuxième système et en h sa trace horizontale. La trace
horizontale du plan tangent est donc la droite /tK parallèle à a b.
Si on prend une ligne de terre x\yi perpendiculaire sur hK, on aura en Lm'i, par report de cotes, la trace verticale du plan tangent sur ce nouveau plan vertical. La ligne L m'i est une ligne de plus grande pente, et on a en a l'angle du plan tangent avec le plan directeur.
Remarque. — Le point de divergence, tel que I', existera sur une projection toutes les fois que le plan de projection correspondant sera perpendiculaire au plan directeur.
Si les projections sont obliques ou coniques, il existera un point de divergence toutes les fois qu'une projetante pourra devenir une génératrice.
§ 306. — Un plan contient une génératrice ; reconnaître le point où il est tangent (même fig. 396).
Soit ab — a'b' une génératrice du premier système et hK (parallèle à a b) la Irace d'un plan contenant cette génératrice. Ce plan est tangent en un point.
Pour le trouver, prenons le point h h1, où la trace du plan rencontre la trace fg du paraboloïde. Par le point ff il passe une génératrice du second système, h' V qui, en projection verticale, diverge du point Y. Elle rencontre verticalement la génératrice précédente au point m' , projeté horizontalement en m. Le point de tangence est mm' .
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§ 307. — Trouver le contour apparent horizontal du paraboloïde (même figure).
Par chaque génératrice a b — a'b1, on mènera un plan perpendiculaire au plan horizontal ; c'est un plan de contour apparent tangent à la surface en un point de ce contour.
Or, sa trace horizontale est ab, recoupant la trace fh du paraboloïde en t projeté verticalement en t' sur xy.
La génératrice du second système est t'I' , recoupant en n', projeté horizontalement en 7r, la génératrice choisie.
Le point tt est un point de contour apparent horizontal. C'est le point central de la génératrice.
Remarque.— Ce contour apparent est une parabole. En effet, on pourrait l'obtenir en prenant l'enveloppe des projections horizontales de toutes les génératrices du premier système. Or, ces droites partagent, aussi bien dans l'espace qu'en projection, les deux directrices en parties proportionnelles, et l'on sait que l'enveloppe d'une série de droites il — 22—3 3... qui partagent deux droites AB — CD en parties proportionnelles est une parabole mnp (fig. 397).
La construction précédente permet de trouver directement les points de contact npq de cette parabole et des génératrices.
D*ailleurs, si les segments 1 — 2—3 — 4 sont égaux entre eux, les points de contact m np sont aux milieux des droites
«f .— ;Py — Y 2, etc.
Trente-cinquième Leçon
§ 308. — Trouver la ligne d'ombre propre d'un paraboloïde.
On supposera d'abord les rayons lumineux parallèles entre eux. On mènera le plan d'ombre de chaque génératrice ; autrement dit, on projettera obliquement sur le plan horizontal chaque génératrice, à l'aide de projetantes parallèles aux rayons lumineux. On cherchera, comme ci-dessus (§ 306), le point où chacun de ces plans est tangent, et le lieu de ces points de tangence sera la ligne d'ombre propre. Si les ombres sont au flambeau, les plans d'ombre passeront par ce flambeau, et la solution sera la même. Dans le cas de rayons parallèles, si l'on considère les deux directrices et leurs ombres portées sur le plan horizontal, ces droites seront partagées en parties proportionnelles par les ombres portées des génératrices, et, par suite, l'enveloppe de ces dernières sera une parabole.
Mais ce sera l'ombre portée par la ligne d'ombre propre de la surface. Or, on démontre en géométrie analytique que la courbe de contact d'un cylindre ou d'un cône circonscrit à un paraboloïde est plane. Sa projection étant une parabole, c'est donc aussi une parabole dans l'espace.
Dans le cas de l'ombre au flambeau, c'est une hyperbole.
Cas particulier. — Si le flambeau S est sur une des génératrices, AB, par exemple, alors tout plan contenant cette
droite est tangent en un point de cette dernière. La droite SAB fait donc partie de la ligne d'ombre propre. L'autre partie est aussi formée par une ligne droite.
En effet (flg. 398), menons la génératrice SwnK du deuxième système qui passe par le point S. Elle rencontre en m n... toutes celles du premier système.
Le plan d'ombre d'une génératrice quelconque CD du premier système est défini par les droites CD et S m; et il est tangent en m situé sur la génératrice SK. C. Q. F. D.
Ce fait a lieu en perspective : si on place l'œil en S, à distance finie, sur le prolongement d'une génératrice, le contour apparent perspectif se réduira, d'une part, à un point, perspective de la génératrice SAB, et d'autre part à un autre point, perspective de la génératrice SfflnK.
Si les rayons sont parallèles à une génératrice, cette génératrice sera une des lignes de contour apparent. Les plans d'ombres des autres génératrices du premier système seront tous parallèles au plan directeur, et, par suite, seront tangents à l'infini ; la droite SK sera reportée en entier à l'infini.
Sur le plan vertical de projection perpendiculaire au plan directeur, le contour apparent enveloppe des génératrices du deuxième système est réduit au point de divergence I ' ; l'autre enveloppe des génératrices du premier système est rejetée à l'inûni.
Fig. 308
§ 309. — Plan tangent parallèle à un plan donné.
Résolvons la question suivante, elle donnera la solution cherchée :
Trouver, sur un paraboloïde hyperbolique, les génératrices qui sont parallèles à un plan donné PaQ' et mener au paraboloïde un plan tangent parallèle à un plan donné.
On supposera ce plan défini par sa ligne de pente Q, a inclinée à l'angle |î sur le plan horizontal (fig. 399).
(a) lre Méthode. — La génératrice du premier système sera parallèle à la trace horizontale Pa du plan donné sur le plan directeur. Résolvons le problème suivant traité dans la première partie (§90) : «Mener une droite parallèle à une direction donnée Pa et qui en rencontre deux autres (ici, les deux directrices a b — a' b1 et cd — c' d1): » A cet effet :
Par un point aa' de l'une des deux directrices, on mène une droite af — a 'f parallèle à Pa. Elle définit avec ab — a' b' un plan dont on prend l'intersection g g' avec la droite cd — c' d' .
La génératrice du premier système cherchée est g 'h' — g h.
Pour avoir l'autre, menons, par cette droite, un plan parallèle au plan PaQ'. A cet effet, on l'a projetée tout entière
en un point g'î sur un nouveau plan vertical x-2 y-2 perpendiculaire au plan PaQ'.On a mené g '2 r parallèle à Q'a, et on a eu en rp, la trace horizontale de ce plan.
Il détermine une génératrice demandée du deuxième système p m — p1 m' trouvée, comme cidessus, en se servant de la trace ad du paraboloïde et du point de divergence 1'.
Le point de rencontre mm' de ces deux génératrices est le point où ce plan g'irp, parallèle à P aQ, est tangent.
Remarque. — Si Ton demande de mener au paraboloïde un plan tangent parallèle à un plan donné, la solution sera la même que celle-ci.
(b) 2" Méthode (fig. 400).— On prendra immédiatement un nouveau plan vertical X\ yi perpendiculaire au plan donné.
Fig. 400
On y cherchera les projections d\ b'i — c'i d\ des deux directrices.
On obtiendra un nouveau point de divergence J '1 et la génératrice demandée du premier système sera la droite g h projetée verticalement tout entière en J'i.
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L'autre doit diverger de Ji 'et être parallèle au plan ; elle sera donc projetée verticalement suivant J \ t ' 1 parallèle à la trace a Q' du plan.
On en aura la projection horizontale en se servant soit du point ?, situé sur la trace horizontale ad de la surface, soit d'un point r'r pris sur une autre génératrice cb — c'i b'i du premier système.
Le point mm\m de croisement des deux génératrices tr et m h est le point de tangenced'un plan tangent à la surface, parallèle au plan P a Q ' .
Les traces de ce plan sont J'it' 1 1.
(c) Remarques. — 1° Le point m partage le prolongement de hg comme t partage da prolongée.
2° Désignons par P et Q les deux plans directeurs ; si le plan donné est parallèle à la droite MN d'intersection des deux plans directeurs P et 0, en résolvant le problème comme ci-dessus, on devra considérer les deux directrices et mener une droite les rencontrant et qui soit parallèle à un plan parallèle à la fois à chacune d'elles. Le problème est impossible.
En effet, lorsque deux droites A et B sont parallèles à un plan Q, une troisième droite parallèle à ce même plan Q ne peut] pas rencontrer les deux droites A et B, à moins de s'éloigner tout entière à l'infini.
B. U Vl'ERBOLOÏDE A UNE NAITE
§ 310. — Définition et double système de génération.
L'hyperboloïde à une nappe est la surface engendrée par une droite qui se meut en s'appuyant sur trois directrices
Fig. 401
Fig. 402
Plan horizontal
rectilignes qui ne sont ni dans un même plan, ni parallèles à un même plan. Les propriétés de cette surface sont basées sur un double mode de génération que nous allons démontrer, et qui résultera du théorème suivant.
[d] Théorème. — Toute droite qui rencontre trois génératrices rencontre toutes les autres.
Soit, en perspective (fig. 402), A a la première directrice, que je prends perpendiculaire au plan horizontal ; BB' la deuxième directrice quelconque. Je prends, comme deuxième plan de projection, un plan Q perpendiculaire sur cette droite B. Quoique ce plan Q ne soit pas vertical, nous le considérerons comme second plan de projection ; et, par extension, nous l'appellerons aussi un plan vertical de projection.
Cette directrice se projettera verticalement tout en-
tière en un point B', qui est sa trace verticale. La première directrice A se projettera verticalement suivant A' a" perpendiculaire sur la ligne de terre.
Soit enûn la troisième directrice, donnée horizontalement par sa projection droite D, et verticalement par sa projection D '. (Sur le croquis perspectif, cette directrice n'est pas figurée.)
(b) Epure (fig. 401 . — Puisque toutes les génératrices doivent rencontrer A et B, leurs projections horizontales divergeront toutes du point A, et leurs projections verticales toutes du point B'.
On voit à priori qu'il existe trois génératrices de la surface qui sont parallèles aux trois directrices. En effet : 1° Au point M, croisement de D et de B, se projette une verticale qui rencontre BD et qui est parallèle à A, c'est-à-dire qui rencontre A à l'infini. Cette verticale est une génératrice du premier système, parallèle à la directrice A. Sa projection verticale est figurée en trait mixte — . • — . — en m" M' ;
2° Au point N croisement des projections verticales de D et de A nous avons de même une perpendiculaire au plan vertical, rencontrant les deux directrices A et D et parallèle à la troisième directrice B. C'est donc encore une génératrice du premier système. Sa projection horizontale est n"N perpendiculaire sur y x et figurée en trait mixte ;
3° Menons, par les points de divergence A et B", les deux droites P et P" parallèles à D et D' et nous aurons encore une génératrice du premier système parallèle à la troisième directrice.
Ces trois droites M, N et P, prises comme directrices, définissent un nouvel hyperboloïde. Ses génératrices auront deux points de divergence : l'un M, en projection horizontale; l'autre N, en projection verticale.
(c) Lemme. — Je vais démontrer, comme lemme, qu'une génératrice quelconque de ce deuxième hyperboloïde rencontre toujours une génératrice quelconque du premier.
(d) Génératrice du premier système. — Construisons une génératrice du premier hyperboloïde. Sa projection horizontale sera kg divergeant de A, et sa projection verticale B 'g' divergeant de B ' . Le point gg 1 est sur la troisième directrice D D' .
(e) Génératrice du deuxième système. — Construisons une génératrice du deuxième hyperboloïde. Sa projection horizontale est MA divergeant de M, et sa projection verticale N' h', divergeant de N'. Le point A A' est sur la directrice PP'.
Ces droites se rencontrent en K en projection horizontale, et en K' en projection verticale. Si les deux points K et K ' sont sur une même ligne de rappel, le lemme sera démontré.
AK A A N'v' KM Mflf n' g' Menons la ligne de rappel K' S ', on aura également :
A' S' N'«' .A' S' AK
S-F = WJl 6t Par SUlt6' W = O Ce qui prouve que les lignes de rappel des points K et K' partagent dans le même rapport l'intervalle compris entre les parallèles A A ' et B B ', et, par suite, ces lignes de rappel se confondent. C. Q. F. D.
(f) Double génération. — Les conséquences du lemme sont les suivantes :
1° Une génératrice quelconque du premier hyperboloïde rencontre une génératrice quelconque du deuxième hyperboloïde ; elle y est donc contenue en entier et réciproquement :
2° Les deux hyperboloïdes ne font qu'une seule et même surface.
3° Prenons trois génératrices quelconques du premier hyperboloïde. Elles sont rencontrées par toutes celles du deuxième. Elles peuvent donc être considérées comme directrices de toutes celles du deuxième hyperboloïde, et par suite : 4° L'hyperboloïde admet deux systèmes de génératrices rectilignes.
o° Deux génératrices de système différent se rencontrent toujours (d'après la démonstration même).
0° Deux génératrices de même système ne se rencontrent jamais (résulte de ce que, en élévation, elles divergent toutes de A ' et en plan de B, et que A' et B ne sont pas sur même ligne de rappel).
7° Le plan tangent en un point est défini par les génératrices de systèmes différents qui y passent, etc. (Toutes ces conclusions sont les mêmes que pour l'hyperboloïde de révolution déjà étudié.)
(g) Nota. — Nous n'étudierons pas avec plus de détails, dans ces leçons élémentaires, les propriétés de ces deux" surfaces. Nous nous contenterons d'énoncer les propositions suivantes :
1° L'hyperboloïde et le paraboloïde réglés sont des surfaces du second degré. 2° Leurs sections planes sont des courbes du second degré.
3° Si on leur circonscrit des cônes ou des cylindres, les courbes de contact sont planes et sont, par conséquent, du second degré.
4° L'hyperboloïde admet trois plans de symétrie, à angle droit les uns sur les autres. Ils se coupent en un point qui est le centre de la surface.
5° Les plans asymptotiques ont pour enveloppe un cône dit cône asymptote, dont les propriétés sont les mêmes que celles du cône asymptote de l'hyperboloïde de révolution.
6° Le paraboloïde admet deux plans de symétrie, à angle droit l'un sur l'autre. Ils sont parallèles aux plans bissecteurs des dièdres formés par les deux plans directeurs. Leur intersection est l'axe du paraboloïde.
A. SURFACES ORDINAIRES DE RACCORDEMENT
Treille-sixième Leçon
§ 311. — Hyperboloïde de raccordement.
Soient ABC (flg. 403) trois points d'une génératrice ; M N P les trois plans tangents à la surface en ces trois points, et A ai, B Pi, Cyi, trois droites de ces plans tangents, c'est-à-dire trois tangentes quelconques à la surface.
Elles peuvent être prises pour directrices d'un hyperboloïde qui aura en A, B et G, trois plans tangents communs avec la surface, et qui, par suite, se raccordera avec elle tout le long de la génératrice ABC.
On voit qu'il existe une infinité d'hyperboloïdes de raccordement. Ils ont tous le même plan asymptotique, le même point central et le même paramètre de distribution.
Fig. 403
§ 311 bis. — Paraboloïde de raccordement.
(a) Quelconque. — Coupons les "trois plans tangents M N et P par trois plans parallèles Q, Q', Q" ; nous obtenons ainsi trois tangentes A a, B(3, Cy qui sont alors parallèles à un même plan et qui, par suite, définissent un paraboloïde de raccordement, surface plus simple que l'byperboloïde.
Il existe également une infinité de paraboloïdes de raccordement.
Ils auront tous un premier plan directeur de commun; ce sera le plan asymptotique de la génératrice.
On pourra donc ne se donner que deux tangentes A a — Bp comme directrices, et prendre, pour plan directeur, le plan asymptotique.
Le second plan directeur dépend du plan Q qui peut être choisi arbitrairement.
(b) Droit. — Choisissons les plans QQ 'Q" perpendiculaires sur la génératrice. Dans ce cas, les trois directrices Aa — B(3 — Cy sont perpendiculaires sur la génératrice ABC, et le paraboloïde est droit. Toutes les génératrices du paraboloïde, telles que DS, qui sont parallèles au plan Q, seront de même perpendiculaires sur la génératrice ABC. C'est le plus simple des paraboloïdes et, par suite, de toutes les surfaces réglées, susceptibles d'être raccordées à la surface donnée le long de la génératrice AB.
§ 312. — Paraboloïde des normales (même figure).
Prenons le paraboloïde droit précédent. Toutes les génératrices Aa — Bp — Cy — DS parallèles au plan Q sont
tangentes à la surface et, de plus, perpendiculaires sur les génératrices de la surface ABC. Faisons-le tourner d'un angle
droit autour de AB C comme charnière. Les tangentes à la surface^Va — B(3 deviennent des normales A*' — B p' —
Of '. . . . . Par conséquent :
Théorème. — Les normales à une surface gauche aux différents points d'une génératrice forment un paraboloïde que l'on nomme le paraboloïde des normales. (Ce paraboloïde est droit.)
§ 312 bis. — Surfaces gauches ayant une génératrice commune.
Théorème. — Lorsque deux surfaces gauches ont une génératrice commune, elles ont, en général, deux plans tangents communs en deux points. — Recherche graphique de ces deux points (fig. 404).
Soient M et N les points centraux de deux génératrices ; M m1 — M n' les traces verticales des plans tangents en ces points, c'est-à-dire des plans centraux; K et G les paramètres de distribution; y l'angle m' M n' des, plans centraux.
Prenons les droites MP et NQ perpendiculaires sur M N, et égales respectivement aux deux paramètres K et G (1). Joignons PQ et traçons, sur cette droite, un segment capable de l'angle y. Les deux points A et B, où il rencontre la génératrice, sont les points pour lesquels ces deux surfaces ont deux plans tangents communs.
En effet, soit M A = x et N A = y (ce sont les distances du point A aux deux points centraux).
On a sur la figure 404 :
Et de plus :
Fig. 404
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Par conséquent, si je cherche la trace M' a' du plan tangent en A de la première surface, elle fera l'angle a avec la trace du plan central M.' m'.
De même, si je cherche la trace du plan tangent en A à la deuxième surface, elle fera l'angle p avec M 'n'. Elle se confondra donc avec M ' V . Il en sera de même pour le plan tangent en B.
Remarque. — 11 peut ne pas y avoir de solution si le segment capable de l'angle 1 ne rencontre pas la génératrice M N. Les deux solutions se réduisent à une seule, s'il lui est tangent.
Si l'angle devient nul, c'est-à-dire si les plans centraux sont les mêmes, les points centraux ne coïncidant pas ; le cercle a un rayon infini, c'est la droite PQ elle-même. Le premier point d'intersection A se place à l'intersection de la droite PQ et de M N, l'autre point B est rejeté à l'infini. Les deux surfaces ont un point de contact à distance finie et l'autre à l'infini.
Si, de plus, les deux paramètres de distribution sont égaux, le premier point A lui-même est rejeté à l'infini, carPQ devient parallèle à AB.
B. APPLICATION DES RACCORDEMENTS
§ 313. — Emploi d'un paraboloïde de raccordement.
Problème. — Mener le plan tangent en un point mm' d'une surface gauche à plan directeur, définie par deux courbes directrices A A' et BB' (fig. 405).
(a) Construction du plan tangent. — Supposons le plan directeur horizontal. Soit a b — a'b'une génératrice obtenue en coupant les deux directrices par un plan horizontal. Soit mm' un point sur cette génératrice.
Le paraboloïde de raccordement aura pour plan directeur le plan horizontal. On pourra lui prendre comme directrices les deux tangentes a k — a1 ki et b h — b1 h', aux deux directrices. Dès lors nous rentrons pour le paraboloïde dans un problème connu, § 305.
On joindra m' au point de divergence I ' en projection verticale.
On prendra la trace horizontale k h — k'h' du paraboloïde. On aura la génératrice du deuxième système en m' l' — m l. Le plan tangent est défini par la génératrice ma — m1 a' et ml — m' sa trace horizontale serait la droite It parallèle à a b.
Remarque. — Au lieu de prendre pour directrices du paraboloïde les deux tangentes aux courbes, on aurait pu prendre deux droites de front des plans tangents en aa1 et b b'. Le deuxième plan directeur eût été alors le plan vertical,
(1) Les points P et Q sont les deux points de vue de la génératrice considérée comme appartenant séparément aux deux surfaces.
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le paraboloïde de raccordement serait isocèle et l'on aurait eu aussi un point de divergence en projection horizontale, ce
qui aurait pu apporter des simplifications.
[b) Recherche du point central. — Dans le cas actuel, c'est le point de la génératrice pour lequel le plan tangent est perpendiculaire au plan horizontal.
On mènera donc le plan projetant horizontalement la droite a b — a1 b1, et Ton cherchera le point où il est tangent. (Problème connu.)
On sait, de plus, que c'est un point du contour apparent horizontal de la surface ; on pourra donc, en prenant l'enveloppe des génératrices en projection horizontale, déterminer ce contour ; ce qui donnera la projection de la ligne de striction. En remontant des points de contact de l'enveloppe et des droites enveloppées, en projection horizontale, aux points de l'espace, on aura tous les points centraux.
(c) Recherche nu paramètre de distribution. — La for-
mule de Ghasles (tang. a — --) montre que si l'on fait
y. — 45°, c'est-à-dire tang. a = 1, alors x = K.
Par conséquent, pour avoir le paramètre de distribution K, il suffira : 1° de mener par la génératrice un plan incliné à 45° sur le plan central, et, par suite aussi, sur le plan horizontal qui est perpendiculaire au plan central; 2° de chercher le point où ce plan est tangent. Sa distance x au point central donnera la longueur K.
Remarques. — La trace horizontale de ce plan à 45°, s'obtiendra immédiatement en menant une droite parallèle à ab, et située à une distance de cette ligne égale à sa cote de hauteur.
En menant par la génératrice deux plans à 45°, l'un d'un côté, l'autre de l'autre, et cherchant leurs points de contact, la distance de ces deux points donnera le double (2K) du paramètre de distribution, et le point milieu sera le point central. Nous laissons au lecteur le soin de réaliser cette construction.
§ 314. — Conoïde oblique à noyau sphérique (fig. 40G).
(a) Données. — Le conoïde a pour plan directeur le plan horizontal. Sa directrice rectiligne est la droite oblique CD — CD7 et son noyau est la sphère de centre 0 0'. Toutes les génératrices doivent être tangentes à cette sphère.
(b) Génératrice quelconque et courbe de contact avec la sphère. — Pour obtenir une génératrice courante, on coupe par un plan horizontal, H', Ce plan rencontre en a' a la directrice rectiligne et il recoupe la sphère suivant le petit cercle horizontal 1 '1.
On mène du pointa a' deux tangentes ab — a' b' , ad — a' d', ce qui donne deux génératrices. Le lieu des points de tangence tel que b,c,g,h — b' , c ' ,g' ,h' donne la courbe de contact du conoïde et de la sphère. Comme points remarquables de cette courbe de contact on cherchera : 1° Le point le plus haut ^ ? et le point le plus bas S' S ;
2° Les points sur l'équateur, g g ' et h h ' . Pour les obtenir, on coupe par le plan de l'équateur ; on détermine le point ff> où ce plan rencontre la directrice rectiligne et l'on mène les deux tangentes fh et fg, au cercle d'équateur.
Nota. — Aux points t' et S', en élévation, la courbe de contact est tangente au contour apparent vertical de la sphère ; aux points h et g, en plan, elle est tangente à son contour apparent horizontal.
(c) Plan tangent en un point quelconque mm'. — Soit mm' un point quelconque, pris sur la -génératrice ab — a' b' . Nous pourrions, pour construire le plan tangent en ce point, imaginer un paraboloïde de raccordement et opérer ensuite comme au § 313.
Les directrices de ce paraboloïde seraient, d'une part, une droite quelconque du plan tangent en aa' (on aurait avan-
tage à prendre la directrice rectiligne elle-même), et, d'autre part, au point b b ' une droite quelconque du plan tangent à la sphère, car la sphère et la surface ont en bb ' le même plan tangent. Néanmoins il ne faudrait pas prendre une horizontale de ce plan tangent ; car le plan directeur du paraboloïde étant déjà horizontal, on ne peut pas lui donner une directrice qui soit parallèle à son plan directeur ; mais on pourrait prendre une de ses lignes de front.
Résolvons autrement la question et réalisons, sur l'épure, l'interprétation géométrique de la formule de Ghasles, comme au § 296.
A cet effet, prenons en xiyi un nouveau mur perpendiculaire sur la génératrice. Celle-ci s'y projette tout entière en un point m'i et tous les plans tangents sont projetés en entier, sur le nouveau mur, suivant leurs traces verticales.
Par conséquent, cherchons en m'i B '1 la nouvelle élévation delà directrice et cette droite sera la trace verticale
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nouvelle du plan tangent au point aa" situé sur cette directrice. De même la trace verticale du plan tangent à la sphère au point ft, sera la droite m\d'i perpendiculaire à la normale, c'est-à-dire au rayon de la sphère m'io'i.
Dès lors, nous connaissons les plans tangents en deux points, a et b ; nous avons la direction du plan central (perpen-
diculaire au plan directeur) ; il nous est donc possible de déterminer le point de vue I (1). Il suffit de mener al et 61, formant avec a b les angles e et 8 que les plans tangents en a et b font avec le plan directeur. L'intersection donne en I le point de vue. Sa projection J sur la génératrice est le point central, qui est un point du contour apparent horizontal de la surface et IJ est égal au paramètre K de distribution.
Cela fait : pour avoir la trace verticale m'i n'i du plan tangent en m, on joindra Im et on construira sur le mur X\ yt une droite qui fasse avec une des traces déjà connues, par exemple m'1 B'i, le même angle quel m fait avec Ib.
(d) Emploi d'un paraboloïde droit de raccordement. — Prenons dans les deux plans tangents connus les lignes de front a e et b d, pour directrices d'un paraboloïde de raccordement. 11 sera droit, puisque le mur Xtyi, qui est pour ce paraboloïde le plan directeur du deuxième système, est perpendiculaire à la génératrice.
La droite e d, qui réunit les traces horizontales des deux directrices, est la trace horizontale de ce paraboloïde, c'est une génératrice du premier système. Toutes les autres génératrices du deuxième système et, en particulier, celle du point m, doivent avoir leurs traces verticales, telles que n, sur la ligne e d.
Nota. — Cette ligne e d passe par la projection J du point central.
(e) Génératrices singulières. — On nomme génératrices singulières dans une surface gauche celles pour lesquelles, par exception, le plan tangent n'obéit pas à la formule de Chasles et reste le même tout le long de la génératrice.
Il suffit pour qu'il en soit ainsi que le plan tangent soit le même en deux points, pourvu que l'un au moins de ces deux points ne soit pas à l'infini.
Nous voyons immédiatement que la génératrice K t, — K' £',laplus haute, et tis — u' s' , la plus basse, sont dans ce cas.
En effet, au point de contact tt' avec la sphère, le plan tangent à la sphère et par suite à la surface gauche est horizontal, de même que le plan asymptotique.
Donc en t ï le plan tangent est le même qu'au point à l'infini et la génératrice est singulière. (La limite de — y est
égale à zéroV 11 en est de même pour us — u's'. 11 y a en plus deux autres génératrices singulières. Pour les trouver résolvons le problème suivant :
Mener par la directrice CD — C 'D' deux plans tangents à la sphère (§ 235).
Soient a et les points de contact. (On démontre facilement qu'ils sont sur la droite hg qui joint les points d'équateur.)
Imaginons que nous ayons mené les génératrices qui passent par ces points. On voit qu'en leurs deux points situés d'une part sur la sphère, d'autre part sur la directrice, c'est le plan que nous venons de mener tangent à la sphère qui est aussi tangent au conoïde. Donc chacune de ces génératrices ayant même plan tangent en deux points est singulière (pour
ces droites : Lim. - est infini).
Nota. — 1° On reconnaîtra facilement quelles sont les asymptotes du contour apparent horizontal de la surface;
2° On cherchera directement le point w' où la courbe de contact avec la sphère présente, en élévation, un point double apparent.
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§ 315. — Emploi d'un hyperboloïde de raccordement. — Biais bassé gauche (fig. 407).
(a) Génération de la surface. — On donne deux cercles égaux entre eux, dont les centres sont en o o' et i ï dans un même plan horizontal et dont les plans sont parallèles au plan vertical.
Ces deux cercles sont pris comme directrices d'une surface gauche. La troisième directrice est une droite Z Z' située dans le plan horizontal, per- . pendiculaire au plan vertical et passant à égale distance des deux centres O et I.
(1) Connaissant la direction 0J du plan central, et les directions 0' a' et 0' b' des plans tangents en deux points A et B d'une génératrice, trouver les éléments constitutifs.
On a vu (§ 296) que le problème revenait à couper par une droite a' b' perpendiculaire au plan central et telle que le segment a' b' soit égal à la distance AB.
On conclut de là, que pour avoir le point de vue I, en plan, il suffit de mener par A et B deux droites A I et B I faisant avec A 0 les angles a et p que les traces o' a' et o' V font avec un plan perpendiculaire au plan central, et de prendre en I leur recoupement.
I est le point de vue et 0 I est le paramètre de distribution K.
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La surface est engendrée par une droite assujettie à rencontrer ces trois directrices (1).
(p) Tracé d'une génératrice. — En élévation les génératrices divergeront toutes du point Z', trace verticale de la troisième directrice. On aura donc la projection verticale d'une génératrice quelconque en 71 a'b'. On rappellera les
points a' et h ' en a et b sur les directrices circulaires, et on aura en b a c la projection horizontale.
(c) Plan tangent en un point quelconque m m' . — Considérons un hyperboloïde de raccordement qui aurait les trois directrices suivantes :
1" Au point G, la droite ZZ ' elle-même ; 2° au point a, la tangente au premier cercle, a a, — a' « , et 3" au point b, la tangente b $ — b '(3 ' au deuxième cercle.
Cet hyperboloïde est de raccordement et le problème consiste à construire son plan tangent en m m' , ce qui revient à déterminer la génératrice du deuxième système qui passe par ce point.
Or on sait qu'une génératrice du deuxième système rencontre toutes celles du premier; cherchons donc deux génératrices du premier système; ce qui avec cab — c' a'b' en fera trois.
Nous prendrons d'abord la droite projetée verticalement au point u', croisement apparent des deux directrices a' a' et b' p\ C'est bien une droite du deuxième système, car elle rencontre «a et bÇ> à distance finie, et Z Z ' à distance infinie ; w' est un point de divergence pour le deuxième système, comme Z' en est un pour le premier.
Nous prendrons ensuite une autre génératrice quelconque du premier système, par exemple, celle que l'on obtient en a p en coupant par le plan horizontal.
Dès lors, la génératrice du deuxième système est obtenue, à priori, sur l'élévation en w'm'. On prend en n'n son intersection avec a p, et la trace horizontale du plan tangent est la droite c n.
[d) Génératrices singulières. — Les génératrices de naissance telles que A G, sont singulières. En effet, aux deux points A A ' et C C les tangentes aux cercles sont verticales et par suite parallèles. Donc, le plan tangent est le même aux deux points A et C, et par suite en tous les autres points de la génératrice.
§ 316. — Arrière-voussure de Marseille (fig. 409).
(a) Données. — On veut couvrir par une voûte l'espace en forme de trapèze A B C D, compris entre les plans d'ébrasement AC et DB d'une fenêtre en plein cintre ; et l'on désire : 1° que la voûte soit assez élevée pour permettre le développement des battants de la fenêtre, et 2° que les lignes de lit de la voûte soient des lignes droites, tout en conservant pour surfaces de lit les plans de lit normaux au cylindre qui constitue la partie de voûte comprise entre les tableaux mp et n q.
La surface gauche qui couvre le trapèze A B G D est à trois directrices.
La première directrice est l'axe de la voûte, c'est-à-dire une droite 0 Z — 0' Z ' perpendiculaire au plan vertical, comme dans le biais passé.
La deuxième directrice est un arc de cercle A'B' nommé cercle d'ébrasement, et montant assez haut pour permettre au battant de la fenêtre d'échapper en tournant.
La troisième directrice est le demi-cercle de feuillure G1 F' D ' — CD. Une génératrice quelconque 0 ' 1 ' 2 ', diverge, en élévation, du point O'. En plan sa projection est 1 2.
(l)Les anciens appareilleurs employaient cette surface pour voûter un berceau biais qui aurait pour courbes de tète les deux demi-cercles o A et i C. Aujourd'hui on construit les voûtes biaises par appareil orthogonal ou hélicoïdal. (Voir Stéréotomie : Voûtes biaises.)
GÉOM. DESCR. 2d
{b) Génératrice de passage O'M'B'. — On désigne ainsi celle qui passe par l'angle B' de l'arête de feuillure. A ce
moment la deuxième directrice A'B' cesse de servir et il faut en prendre une autre, par exemple, la courbe B'D', qui sera tracée dans le plan d'ébrasement D B.
Cette nouvelle directrice doit être telle que la voûte ne présente pas de jarrets ; autrement dit, il faut que la nouvelle surface gauche qui aura B'D' pour directrice se raccorde avec celle que l'on quitte, et qui avait A'B' pour directrice.
Or aux points 0' et M' on garde les anciennes directrices nos 1 et 3, donc on y a les mêmes plans tangents. Il suffit alors d'avoir un troisième plan tangent commun en M'. Autrement dit : la tangente B'O' (rabattue en B'iô') à la directrice nouvelle doit être l'intersection du plan d'ébrasement et du plan tangent en B ' à la surface gauche que l'on quitte. Cherchons cette intersection par les constructions suivantes :
1° B' t', tangente au cercle d'ébrasement, est une ligne de front de ce plan tangent.
2° M ' 0 ', parallèle à B ' t', en est donc aussi une ligne de front.
S^'ô', verticale, est une ligne de front du plan d'ébrasement, située dans le même plan de
front que M ' 0' Donc la tangente cherchée est
0' B', rabattue en O'B'iet la courbe B'iD', ramenée en B'D', peut être prise pour nouvelle directrice, à la condition qu'elle ait pour tangente B ' 0 ' — B 'i 0 ' .
HÉLICE CYLINDRIQUE ET SURFACES HELICOÏDALES RÉGLÉES
Septième Leçon.
A. Hélice cylindrique
§ 317. — Définition de l'hélice.
L'hélice est une courbe tracée sur un cylindre de révolution et rencontrant les génératrices sous un angle constant.
§ 318. — Développement du cylindre (fig. 410).
Le cercle de section droite se développe suivant une droite A' at — 2 tz R (R étant le rayon du cylindre). Les génératrices deviennent des lignes droites parallèles entre elles. On sait que les angles se conservent en développement; par suite, la transformée A'A2 de l'hélice, devant rencontrer sous un angle constant, p, tou- Fig. 410 tes les génératrices parallèles, sera une ligne droite.
On prend souvent cette propriété du développement comme déflnilion de l'hélice.
§ 319. — Projection de l'hélice.
(a) Projection d'un point. — Prendre Mi sur le développement. Projeter Mi en m. Prendre la longueur A' m, et la reporter en grandeur sur le cercle de base de A en M; pour cela décomposer la longueur rectiligne A' m en éléments assez petits pour que l'on puisse, sur le cercle, confondre sans erreur l'arc et la corde. La génératrice du point Mi enroulé est M m" M'. La ligne de niveau Mi M' donne le point M' en élévation.
(b) Remarques. — l°Pour projeter rapidement une hélice, on divisera le cercle de base en huit parties égales, aux points A,M,B,N,C, etc. — On divisera aussi en huit parties égales le pas total H, (1)
et par des lignes de rappel et des lignes de niveau on aura très rapidement des points M ' B ' C '
2° En A G ' et A 'i, sur les contours apparents, la courbe est tangente à ces contours.
3° Aux points B ' et D/ situés dans l'axe, la courbe présente une inflexion et la tangente B ' S ' fait avec l'axe l'angle p, qu'elle fait, en réalité, dans l'espace avec la génératrice.
A" En projection verticale, l'hélice est représentée par une courbe connue sous le nom de sinusoïde.
§ 320. — Tangente en un point M M '. — Sous-tangente. — Développante du cercle.
D'après le § 203, pour avoir la tangente en M, on considère, sur le développement, la sous-tangente m A' ; on la reporte de M en 0 sur la tangente au cercle de base, et 0 6' est la trace horizontale de la tangente à l'hélice dans l'espace. En élévation la tangente est 8' M'.
Mais on a înÂ' (du développement) = arc de cercle A M (du cercle de base) ;
(1) Voir plus loin (§ 323) la définition du pas total et du pas réduit.
DONNEES DE
R. Rayon du cylindre.
H. Pas total — A'A'l.
h. Pas réduit — — =
A. Point de départ, a. Angle de l'hélice avec la base.
Sens de la courbe. (Ici, hélice dexlrorsum.)
droite
Donc : M 6 = arc M A, et par conséquent le lieu des points 0, traces des tangentes, est une développante du cercle de
base.
§ 321. — Autre définition de l'hélice.
Les hauteurs M' m" — B ' b" — C ' c" sont proportionnelles aux arcs AM — AB — AC... On peut donc définir l'hélice : L'hélice est la courbe engendrée par un point animé à la fois d'un mouvement de rotation autour d'un axe fixe et d'un mouvement de translation parallèlement à cet axe ; les deux déplacements étant ordonnés de telle sorte que le chemin parcouru parallèlement à l'axe soit toujours proportionnel au chemin parcouru circulairement, c'est-à-dire à l'angle de rotation.
$ 322. — Mouvement hélicoïdal d'une figure.
Par généralisation : Toute figure animée à la fois de deux mouvements, toujours proportionnels entre eux, l'un de rotation autour d'un axe et l'autre de translation, parallèlement à cet axe, sera dite animée d'un mouvement hélicoïdal. La surface qu'elle engendrera ainsi sera dite une surface hélicoïdale.
§ 323. — Pas total (H) et pas réduit (h) d'une hélice ou d'un mouvement hélicoïdal.
(a) Pas total. — Supposons, pour simplifier le langage, que comme cela se passe pour les escaliers, l'axe de l'hélice soit vertical ; le point décrivant tournera et montera (ou descendra) tout à la fois.
On nomme pas total (H), la hauteur montée pour un tour complet, c'est-à-dire pour une rotation d'un angle de 360°, ou 2 7t ; c'est-à-dire encore pour un chemin égal à 2 n H parcouru par le pied de la génératrice sur la base du cylindre.
(b) Pas réduit. — On nomme pas réduit (h) la hauteur montée pour un angle égal à 1, c'est-à-dire 2 u fois plus petit que 2 it. On aura donc :
Alors h étant la hauteur montée pour un angle = 1, pour un angle = t», la hauteur Z sera :
(c) Remarque. — La hauteur H répond au chemin 2 ré R parcouru sur la base. Donc à un chemin R répond une hau-
teur — soit h.
D'où Ton déduit, en considérant dans le développement (fig. 410) un triangle rectangle qui aurait R pour base et, par conséquent, h pour hauteur,
h = R, tg. a.
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Sens d'une hélice (à droite ou dextrorsum, à gauche ou sinistrorsum).
En regardant le cylindre par sa base, et voyant l'hélice s'éloigner de nous, si elle paraît tourner dans le sens des aiguilles d'une montre, c'est une hélice à droite (fig. 411) ou dextrorsum.
Dans le cas contraire (fig. 412), c'est une hélice à gauche ou sinistrorsum.
Presque toujours, les hélices que l'on trouve en mécanique pour les vis et les boulons, sont des hélices à droite. Celle de la figure 410 est une hélice à droite.
En résumé, pour définir complètement une hélice, il faut connaître : 1° Le cylindre sur lequel elle est tracée (de rayon R) ; 2° Son point de départ sur ce cylindre ; 3° Son sens (à droite ou à gauche) ;
(i) Graphiquement, on remarquera que le nombre ir = 3,1415 est égal, a moins de un demi-millième, au nombre — . Par conséquent, on obtient très sen-
siblement le pas réduit h, en prenant les— du demi-pas De même pour avoir approximativement le développement d'une circonférence (fig. 410) il suffit
de prendre les — du rayon (2tt = — environ).
4° Son pas total, H, ou son pas réduit, /* = — ou encore l'angle constant, a, qu'elle fait avec le plan de base du
cylindre ; cet angle est lié aux données précédentes par la formule :
h — R, tg. a ou tang. a = — . (•)
ri
B. SURFACES RÉGLÉES HÉLICOÏDALES. — GÉNÉRALITÉS. — DÉFINITIONS
Fig. 413
§ 324. — Hélicoïde gauche quelconque (fig. 413).
Cette surface est engendrée par le mouvement hélicoïdal d'une droite quelconque ne rencontrant pas l'axe du mouvement.
OZ est l'axe, AI la droite mobile, 0 I sa plus courte distance à l'axe (comme dans l'hyperboloïde de révolution). Le
point I ne quittera pas la surface d'un cylindre auquel la génératrice sera toujours tangente. De sorte que la surface rentre dans la catégorie des surfaces à noyau cylindrique, et pourrait être définie ainsi :
Surface engendrée par une droite qui : 1° reste constamment tangente à un cylindre noyau; 2° rencontre toujours une hélice mnp tracée sur ce cylindre, et 3° fait un angle constant a avec le plan de section droite de ce cylindre.
C'est donc une surface à cône directeur de révolution S et l'on a vu (§ 303) que la ligne de striction était aussi la ligne de contour apparent horizontal : donc l'hélice mn, tracée sur le noyau, est la ligne de striction, c'est-àdire le lieu des points centraux I de toutes les génératrices.
Nota. — Sur la figure 413, la génératrice I A est figurée tangente à l'hélice de striction nln ; c'est une erreur, du moins en tant que la surface est un hélicoïde gauche. Il faut donc imaginer que AI, tout en étant dans le plan tangent au cylindre noyau, n'est pas tangente à l'hélice de striction.
Nous verrons plus loin que si cette tangence existait, la surface serait un cas particulier connue sous le nom de hélicoïde développable, surface qui sera étudiée plus loin.
Soit h, le pas réduit de l'hélice; on doit donc avoir
tam
> ïi
Si on avait alors l'hélicoïde serait développable.
tang. a
— , d'où R
h Cotg.
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Cône directeur
§ 325. — Hélicoïde de vis à filet triangulaire (fig. 414).
C'est un cas particulier du précédent. Le noyau s'est réduità une droite qui est l'axe du mouvement. On peut le définir ainsi :
L'hélicoïde, vis à filet triangulaire, est engendré par le mouvement hélicoïdal d'une droite qui rencontre l'axe du mouvement, mais qui n'est pas perpendiculaire à cet axe. Ou encore : C'est une surface à deux directrices et à cône directeur, savoir :
1° Une droite directrice ; 2° une hélice directrice ayant la droite pour axe; 3° un cône directeur de révolution autour d'une droite S Z, parallèle à l'axe.
§ 326. — Hélicoïde gauche à plan directeur (fig. 415.)
C'est un cas particulier de l'hélicoïde quelconque dont le cône directeur est devenu un plan perpendiculaire sur l'axe.
(1) Voir, au Complément, des détails plus complets sur l'hélice.
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Cet hélicoïde rentre dans les surfaces à noyau cylindrique. On pourrait le définir ainsi : Surface engendrée par une droite qui : 1° reste toujours horizontale ; 2° reste tangente à un cylindre de révolution vertical; 3° rencontre toujours
une hélice (sa ligne de striction) M AN tracée sur ce cylindre.
§ 327. — Hélicoïde de vis à filet carré (fig. 416).
C'est un cas particulier du précédent. Le noyau s'est réduit a une droite verticale CZ, qui est l'axe du mouvement.
Les génératrices AB — CD sont toutes horizontales. Elles rencontrent l'axe en A, C, etc., et pour les guider on se donne une hélice M B D M (qui n'est pas ici la ligne de striction).
Plan Directeur
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§ 328. — Application à l'architecture et à la mécanique.
Les hélicoïdes réglés se rencontrent très souvent dans la construction. Ainsi : les arêtes des marches d'un escalier en tour ronde forment une vis à filet carré (fig. 416). Le dessous des mêmes marches, ou intrados, forme, dans le cas de l'escalier à noyau plein, un hélicoïde gauche à plan directeur. Dans la voûte connue sous le nom de vis Saint-Gilles, les surfaces de lit des voussoirs forment des vis à filet triangulaire (fig. 414). Dans les voûtes biaises appareillées dans le système dit hélicoïdal, les surfaces de lit et de joint sont des vis à filet carré (fig. 416).
En mécanique les vis en bois sont à filet triangulaire ; les gros boulons en fer sont ordinairement à filet carré, etc., etc.
Etudions, plus en détail, chacune de ces surfaces.
C. HÉLICOÏDE GAUCHE QUELCONQUE
§ 329. — Définitions et problèmes généraux.
(a) Définition. — C'est la surface engendrée par le m'ouvement hélicoïdal d'une droite qui ne rencontre pas l'axe du mouvement. Nous avons vu (§ 324) que, dans son mouvement, cette droite restait constamment tangente à un cylindre, et que son point de contact aa', sur ce cylindre, décrivait à sa surface une hélice, qui était la ligne de striction (lieu des points centraux) et aussi la ligne de contour apparent horizontal de la surface (§ 303).
(b) Données. — Soit OZ ' l'axe du cylindre noyau ; R son rayon ; H le pas total de l'hélice de striction cad — c'a'd' ... tracée sur le noyau.
Le pas réduit est h — —
Soit [3 l'angle constant que les génératrices doivent faire avec le plan horizontal.
Soit v l'angle de l'hélice de striction ; on doit avoir |î la surface serait développable.
autrement
(c) Tracer une génératrice. — Soit à tracer la génératrice de front. En plan, ce sera at, tangente au cercle de base du cylindre. En élévation, ce sera a't' , inclinée à l'angle (3 sur la ligne de terre.
(d) Prendre un point quelconque et construire, en ce point, le plan tangent. — Soit m le point pris en projection horizontale ; considérons l'hélice décrite par ce point m. E\\e appartient à un cylindre de rayon o m = R'.
Construisons la tangente à cette hélice (en plan, c'est la droite m g) et cherchons sa trace g sur un plan horizontal H ' qui passerait par le point central a. Pour cela, on rabat m en Mi (wMi = Z = m"nï) et on mène Mi g inclinée à l'angle 7 ' que fait l'hélice du point m Mi avec le plan horizontal.
Calculons cet angle 7' (fig. C). On sait (§ 323 — c) que si on construit un triangle rectangle de base R et de hauteur h [h, pas réduit), l'angle ACB est l'angle de l'hélice.
On a : tg. 7 = — .
tg- Y R'
On aura de même : tg. 7' =-^7, d'où on déduit :
Ce que l'on pourrait traduire en disant que : tg. 7 R
Dans un mouvement hélicoïdal, les pentes (tg. 7, tg. 7' ) des différentes hélices décrites par les différents points sont
inversement proportionnelles aux rayons (R, IV ).
On aura donc (fig. B) m g = — , . Dautre part (fig. A), on a : a 'm" ou son égal am = - — -. Donc, en élite-Y tg. p
minant z :
(1) — — -^-v Cette relation va nous servir.
a m tg. 7'
(e) Trace du plan tangent, sur le plan uorizontal H'. — Pôle. — Cette trace est la droite a g, qui joint la trace a de la génératrice à la trace g de la tangente à l'hélice du point m-
Menons niP perpendiculaire sur a g ; ce sera la ligne de plus grande pente du plan tangent. Elle rencontre en P le rayon oa.
Nous allons démontrer que OP est une longueur constante, indépendante de la position du point m, sur la génératrice. En effet :
Les deux triangles (hachés) OPm et mag sont semblables, comme ayant les côtés perpendiculaires. On a donc :
(*° am~ mg d ou :
(3) OP = ^ X Om. Mais, d'après l'équation (1) :
a m _ tg. 7' et 0 m, c'est le rayon R' du point m ; et l'on a, d'après m g tgTp
tg y
ia figure C : O m ou R' = R En substituant dans (3), il vient :
OP=fl'xnJ±± d'où:
tg. p tg. 7
(4) OP = R tg. 7, Cotg. p.
De plus, comme R tg. 7, c'est le pas réduit, h, du mouvement hélicoïdal, et que 3 est constant ; on voit que :
(5) ~ÔP - h Cotg. 3.
Nous désignerons la longueur OP par la lettre/), et nous la nommerons le paramètre de tangence. On le construit facilement comme l'indique la figure C. Comme cette construction s'appliquerait à tout autre point de la génératrice, et que dans un hélicoïde toutes les génératrices sont analogues, qu'elles soient de front ou non, on peut énoncer le théorème suivant.
§ 330. — Théorème du pôle.
Théorème. — Les lignes de plus grande pente des différents plans tangents aux différents points d'une même génératrice, passent en projection horizontale par un point Axe, nommé le pôle de cette génératrice ; ce point est situé sur le rayon du point central (a) et à une distance de l'axe (p) égale à R Cotg. 3.
Nota. — En réalité cela veut dire que dans l'espace ces lignes de plus grande pente rencontrent toujours une verticale qui aurait pour pied le point P.
Ce théorème s'applique aux quatre hélicoïdes gauches et permet de résoudre simplement les problèmes de tangence et d"ombres ainsi que nous allons le montrer.
331. — Problème 1. — Un plan passe par une génératrice ; trouver le point où il est tangent.
1° Construire une génératrice quelconque, par exemple celle qui passe par le point a a' de l'hélice de striction. On opère ainsi :
En plan c'est at tangente au noyau. Pour trouver sa trace t, menons (fig. C) une droite DF inclinée à l'angle [3 des génératrices. Prenons a'i à la hauteur de a ' et la longueur d" a'\ reportée en aï donne le point t.
Prenons (fig. 418 — C) Gf'= R. Menons GF inclinée à l'angle y de l'hélice de striction et nous aurons en F f le pas réduit h. Menons FD inclinée à l'angle p et nous aurons en D/-/ = p le parainètre de tangence.
On a en effet \Bf' = h Cotg. (3.
_ Dès lors, soit t\, la trace d'un plan contenant la génératrice ta.
Prenons sur la perpendiculaire oa une longueur oP = p, nous avons le pôle. Du point p abaissons la perpendiculaire sur la trace tY, nous avons la ligne de plus grande pente du plan tangent et, par suite, en m, rappelé en m', le point de tangence.
§ 331 bis. — Généralisation de la propriété du pôle.
Cette propriété du pôle est générale pour toutes les surfaces gauches à cône directeur de révolution.
En effet, considérons le paraboloïde des normales (§ 312j. C'est un paraboloïde droit et son premier plan directeur est perpendiculaire à la génératrice. De plus son second plan directeur est perpendiculaire au premier et par conséquent c'est un plan vertical. Par suite toutes les génératrices du premier système, c'est-à-dire, en somme, toutes les normales ont un point de divergence en projection horizontale.
Cela posé, les lignes de plus grande pente des plans tangents sont perpendiculaires aux traces de ces plans tangents et sont, par conséquent, confondues en projection avec les normales. Elles ont donc elles aussi le même point de divergence, et ce point est le pôle étudié ci-dessus.
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§ 332. — Problème 2. — Trouver l'ombre propré d'un hélicoïde gauche quelconque éclairé par des rayons parallèles.
(a) Point courant. — Nous supposerons, ce qui n'ôtera rien à la généralité de la solution, que les rayons sont de front et inclinés à l'angle S. Construisons comme ci-dessus une génératrice quelconque at — a t'. Menons le plan d'ombre de cette génératrice, et pour cela cherchons en a'i ai l'ombre du point central aa'. La trace du plan d'ombre est ta\.
Où ce plan est-il tangent? Pour le savoir, prenons en P le pôle de la génératrice (OP=/( Cotg. p). Abaissons Pm perpendiculaire surïoi et nous avons en m, rappelé en m', le point d'ombre propre. Cette construction peut encore être simplifiée.
(b) Centre d'ombre. — En effet, prenons en I la rencontre de Pm avec une perpendiculaire au rayon lumineux menée par 0, et calculons la longueur 0 1 = q.
(hachés) 01 P et a ai t sont semblables, car ils ont les côtés perpendiculaires et l'on en déduit :
a ai at
mais a ai = Z Cotg. 8 (Z étant la hauteur du point aa');at = Z Cotg. p et o P = p; P = h Cotg. (3 ; donc, substituant dans (1) il vient :
oP X â~âi A Cotg. p X Z Cotg. 8
q, ou o 1
Z Cotg. p.
quantité constante.
On voit cette longueur q, construite en S'Y (tig. B) sur l'épure des paramètres (fig. C). Nous nommerons le point I le
centre d'ombre et la longueur q — h Cotg. 8 le paramètre d'ombre.
(c) Tracé en plan. — En plan, l'ombre propre se trace donc très facilement (fig. 420).
lor Cas. — p < q ou h Cotg. $ < h Cotg. 8, ou encore Cotg. p << Cotg. '8, c'est-à-dire p > 8.
Cela veut dire que le rayon lumineux fait avec le sol un angle 8 plus petit que l'angle p des génératrices.
Soit a b une génératrice (tangente au cercle de base du noyau, lequel est le contour apparent de la surface). Soit p son pôle, I le centre d'ombre.
On joint IP et on obtient en m, par prolongement, le point d'ombre propre.
Les points g et k sur le cercle de base du noyau, sont des points de la courbe.
Menons If tangent au cercle polaire de rayon op. Si l'on considère la génératrice cd, parallèle à \f, on voit que l'on obtient sur cette droite un point à l'infini.
En plan, la courbe présentera donc l'aspect de la figure 420.
2e Cas. — Si l'on avait eu q < p, ce qui équivaut à 8 > p. Alors, le cercle polaire passe en dehors du centre d'ombre I ; on ne peut plus lui mener de tangente du point I, et il n'y a pas de branches infinies.
(On fera bien d'étudier les différents cas de ces courbes d'ombre, et de déduire des projections horizontales les élévations de l'ombre propre).
§ 333. — Représentation d'un hélicoïde gauche (fig. 421).
(a) Données. — 1° On donne en o z" z' l'axe de l'hélicoïde, et en 1 2 34... la base du cylindre de striction. Soit R son rayon. Sur ce cylindre, on trace, comme-à l'ordinaire, l'hélice de striction a' 1' 2' 3'4\.., en se servant de l'échelle figurée à gauche.
On construit en a'O' la tangente de front de cette hélice, et l'on en déduit l'angle y du mouvement hélicoïdal, et en h (fig. C), le pas réduit ;
2° On se donne en a' V — aY la génératrice de front de l'hélicoïde, faisant l'angle p avec le sol ; en plan, elle est tangente au cercle de striction.
(b) Délimitation. — Limitons la surface à un cylindre 1 2 3 4... de rayon R', et cherchons en 1 '2'3'A'... l'hélice d'intersection de la surface avec ce cylindre (1).
En considérant la génératrice de frontal — a'b', nous obtenons immédiatement un de ses points b'b', et nous constatons qu'il est à une certaine hauteur X au-dessus du point a'. Cette génératrice, prolongée au-dessous de a1, recoupe le même grand cylindre en un point 21 — 21 ', situé à la même hauteur X, au-dessous de a.' .
Plus généralement, tous les points des grandes hélices l'I'Z'b' ... (hélice supérieure) et 21 ' — 22' — 23'... (hélice inférieure), seront au-dessus ou au-dessous des points correspondants i/2'3'... de l'hélice de striction, et la différence de niveau sera constamment égale à X.
Pour tracer ces grandes hélices, il serait commode d'avoir un de leurs points tel que SS', situé le plus à gauche ou le plus à droite. A cet effet :
11 suffit : 1° de prendre S dans le méridien principal ; 2° de mener ST> tangente au cercle de gorge ; 3° de rappeler le point de contact T en T' sur l'hélice de striction, et 4° de prendre S' à la hauteur X au-dessus du point T '.
(c) Choix de génératrices. — Nous déterminons douze génératrices équidistantes : elles sont (1 — 1 — 21) (2 — 2 — 22), etc., faciles à projeter verticalement.
(i) Sur la figure 421, les points situés sur le noyau sont indiqués par des numéros 1, 2, 3..., en caractères fins, et les points situés sur le cylindre de délimitation le sont par des numéros 1, 2, 3. . . , on caractères gras ; les mêmes numéros répondent aux mêmes génératrices.
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{d) Contour apparent vertical. — Le contour apparent horizontal est le cercle de striction 12 3... Le contour apparent vertical q' m' ... sera l'enveloppe des projections des génératrices. On peut déterminer directement les points de contact tels que m m! (sur la génératrice 3 — 23), qq' (sur la génératrice 2 — 22), en appliquant la théorie du pôle. En effet, c'est
un cas particulier du problème de l'ombre au soleil, dans lequel les rayons lumineux auraient la direction P<t, et seraient de bout. L'angle S du paragraphe 332 est égal à zéro ; cotg. 3 = oo et, par suite, le paramètre d'ombre (q = /«, cotg. S) est égal à 1' oo.
Autrement dit,lecentre d'ombre est rejeté à l'infini sur la perpendiculaire OAV menée du pied de l'axe 0 sur le rayon a p. Appliquons la construction, dans ce cas particulier, à la recherche du point mm7, situé sur la génératrice 3 — 23.
1° Sur la figure C des paramètres, en menant FD inclinée à l'angle p des génératrices, on obtient en p le paramètre de tangence (p = h. Cotg. p).
2° On trace en plan (fig. A) le cercle polaire ps pi pu de rayon p.
3° On prend en p3, sur ce cercle, le pôle de la génératrice 3 — 23.
4° On joint ce pôle au centre d'ombre situé à l'infini, ce qui revient à mener pztll parallèle à la ligne de terre. Le recoupement avec la génératrice donne en mm' le point cherché.
(e) Point a l'infini. — Asymptote. — Si l'on cherche de la même manière le point situé sur la génératrice de front ab — a' //..., on reconnaît qu'il est à l'infini; et comme toutes les génératrices sont tangentes au contour apparent, il en résulte que la droite a' b' est, en élévation, l'asymptote du contour apparent.
{f) Sommets. — Aux points A1 et 10; le plus à gauche ou le plus à droite de l'hélice de striction, le contour apparent est tangent à cette hélice. Ces points sont des sommets.
(g) Nota. — On aura soin de tracer la ligne de contour apparent tangente en des points tels que 8' 8'.. .. aux sinusoïdes, projections des grandes hélices.
D. SURFACE DE VIS A FILET TRIANGULAIRE
§ 334. — Généralités.
îème Leçon ^ Définition. — C'est la surface engendrée par une droite rencontrant un axe et entraînée d'un mouvement hélicoïdal autour de cet axe. (Voir le croquis perspectif, fig. 414.)
C'est un cas particulier de l'hélicoïde gauche, le cylindre noyau étant réduit à son axe. Cet axe est la ligne de striction de la surface de vis. Dans ce cas la ligne de striction ne suffit plus pour déterminer une génératrice quelconque de la surface. Il faut donner en outre une courbe directrice, qui sera une hélice tracée sur un cylindre quelconque ayant pour axe, l'axe du mouvement, et même pas réduit que lui.
(b) Construction d'une génératrice. — SoitZ,Z", Z' l'axe (fig. 422); ABC — A' B' C, une hélice directrice tracée sur un cylindre de rayon R', et p l'angle constant des génératrices avec le plan horizontal; on tracera la génératrice de front A a — A' a'. Ce qui donnera la hauteur a' z/ = R ' tg. p du point situé sur l'axe au-dessus du point situé sur l'hélice. Désignons cette longueur par la lettre l.
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Soit FF ' un autre point, quelconque, de l'hélice directrice. La génératrice correspondante aura sa projection horizontale FO, passant par le pied de Taxe, et sa projection verticale rencontrera l'axe en un point f situé à la hauteur constante R' tg. p = X au-dessus du point F'.
(c) Paramètre de tangence p. — En se reportant à l'hélicoïde gauche précédent on avait : p = h cotg. p.
Et comme dans cette formule le rayon du cylindre de striction n'entre pas, il peut devenir nul, ce qui est le cas de la surface de vis triangulaire. On a toujours : p = h cotg. p.
(d) Plan tangent. — Soit NN' un point pris sur cette génératrice. Cherchons le plan tangent en ce point. On prendra le pôle P de cette génératrice en portant sur la perpendiculaire à sa projection horizontale, une dislance OP = p (paramètre de tangence). On joindra par une droite P N le pôle à la projection horizontale N du point ; et l'on mènera par un point quelconque F de la génératrice, une horizontale F8 du plan tangent cherché, perpendiculaire à P N. Cette droite PN est une ligne de plus grande pente du plan tangent.
La môme figure donne la solution du problème inverse, savoir : Un plan passe par une génératrice ; reconnaître le point où il est tangent. Soit F 8 une horizontale d'un plan passant par la génératrice F f —F'/'; on abaissera du pôle P de la génératrice une perpendiculaire sur l'horizontale du plan et l'on prendra l'intersection N de cette perpendiculaire et de la génératrice.
(e) Contour apparent vertical (même figure). — Soit à trouver le point de contour apparent vertical situé sur la génératrice Ff — F' f; cela revient à trouver le point de tangence du plan projetant verticalement cette droite.
Sa trace horizontale serait perpendiculaire sur xy; on abaissera donc Fm perpendiculaire sur cette trace, c'est-à-dire parallèle à xy et l'on aura en m, projeté verticalement en m', le point cherché. En ce point la ligne de contour apparent est tangente à la génératrice F'N' m'.
En faisant la même construction pour la génératrice de front A' a ', on reconnaît facilement qu'elle donne un point à l'infini. Donc A' a1 est asymptote du contour apparent vertical.
En l'appliquant à la génératrice de profil, cela donnera le point b ' situé sur l'axe ; et par conséquent situé en b 1 à une hauteur B ' b1 audessus du point B ' de l'hélice, qui est projeté sur l'axe, égale à la hauteur X constante déjà trouvée plus haut. Il faut avoir soin de tracer la ligne de contour apparent tangente en K ' à l'hélice directrice. On devra chercher directement le point K' (problème à trouver).
(f) Remarque. — Aux environs de ce point K la courbe de contour apparent est assez voisine de son asymptote et, par conséquent, elle diffère peu d'une droite, ce qui justifiera les procédés, approximatifs, de représentation d'une vis à filets triangulaires, telle qu'on la trouve en mécanique, procédés que nous allons indiquer.
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§ 335. — Représentation, en dessin, d'une vis à filet simple (fig. 423).
1° On dessine d'abord en BAB' — B' A'B", sur la gauche, le triangle générateur de la vis.
(Ordinairement, en mécanique, il est équilatéral.)
A droite, on dessine, tourné de l'autre côté, le même triangle, mais en ayant soin que chaque sommet saillant Ai de droite, soit au niveau d'un sommet rentrant de gauche B B ' ;
2° On dessine toutes les grandes hélices A Ai —
A 'Ai' des sommets saillants, et toutes celles BBi —
B'B' des sommets rentrants (Les projections sont des
sinusoïdes) ;
3° Les contours apparents s'obtiennent, parapproxi-
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Fig- 425 mation, en menant les tangentes communes a [3 — a'jî' et (dans
l'autre sens) y 8 — y '8' aux sinusoïdes, projections de ces hélices.
Remarquer (détail fig. 424) le chevauchement, l'une sur l'autre, des deux lignes de contour apparent: a [3 passe (à gauche) en avant de y8.
§ 336. — Tracé sommaire (fig. 425).
Ce tracé est usité surtout dans le dessin de machines, pour des vis dont la pente des hélices est très faible.
1° On joint par des droites AA' — AA' les sommets saillants des triangles générateurs. Ces droites, toutes parallèles entre elles, remplacent sensiblement les grandes sinusoïdes ;
2° Joindre par d'autres droites, BB' — BB' , parallèles entre
elles, les sommets rentrants.
Remarque. — Les lignes B B' ne sont pas parallèles aux
jiJj lignes A A' ; elles ont une pente plus grande; elles remplacent sensiblement les petites sinusoïdes B 'B'i de la figure 423.
§ 337.— Section horizontale de la surface. — Spirale d'Archimède (fig. 42(1).
(a) Section exacte. — Soit B'&'une génératrice quelconque, m' m sa trace horizontale.
Cherchons en coordonnées polaires le lieu du point m. On a : Bm = z. Cotg. Mais z — feu ; h étant le pas réduit du mouvement hélicoïdal.
Donc : Bm = hu> cotg. p et om ou p = R -j- h w cotg. fi. C'est une équation du premier degré en w, c'est donc une spirale d'Archimède. Elle passe en A, en 0. Elle se recoupe elle-même en e. (Chercher le point z. Chercher la tangente en m à la courbe. Chercher sa tangente en 0.)
(b) Section approchée.— Vis des boulons (fig. 427). — En plan, on
prend un point I, distant du centre, delà demi-profondeur (p) a b du filet
(ol = - ab). Et de ce point I comme centre, on trace un cercle
tangent, en c, au cercle de base du boulon. Ce cercle remplace sensiblement les deux arcs £ A o et e G o de la spirale d'Archimède de la figure 426.
§ 338. — Ombre propre, au soleil, de la surface.
Soit (lig. 428) RR' les rayons lumineux. On cherche l'angle o, qu'ils font avec le sol, et on construit en q (fig. C) le paramètre d'ombre {q — h Cotg. o).
On cherche aussi le paramètre de tangence p (fig. C) et on construit en plan le cercle polaire, avec p pour rayon.
Cela posé : en I sur une perpendiculaire au rayon lumineux, et à une distance 01 = q, on prend le centre d'ombre. Soit à trouver le point d'ombre situé sur la génératrice de front oA — a'k'. 1° On cherche son pôle P ; 2° on joint I P et la rencontre avec o A — a' M donne en mm' le point cherché.
Achever l'épure à grande échelle. Chercher en outre les ombres portées sur le plan horizontal.
Discuter les différentes formes de la courbe d'ombre, en plan, suivant les grandeurs relatives de p et de q, c'est-àdire de p et de 5.
Cercl e - Jiolaire
E. HÉLICOÏDE GAUCHE A PLAN DIRECTEUR
Fi g. 429
Uéveloppt du l'hélice de Striction.
§ 339. — Généralités.
(a) Définition. — C'est la surface engendrée par une droite entraînée dans un mouvement hélicoïdal, autour d'un axe qui lui est perpendiculaire, sans la rencontrer. (Voir le croquis perspectif, flg. 415.)
On voit que c'est une variété de l'hélicoïde gauche dans le cas où les génératrices sont perpendiculaires à l'axe (P = 0).
Les génératrices sont tangentes à un cylindre noyau. Leur point de tangence décrit sur le cylindre une hélice qui est
à la fois la ligne de striction et le contour apparent horizontal de la surface.
(b) Paramètres. — Le paramètre de tangence avait pour expression dans l'hélicoïde gauche :
p — h Cotg. 3; S étant l'angle des génératrices avec le sol.
Dans le cas actuel, S = o ; cela donne :
Cotg. 8 = oo etjî = oo .
(c) Représentation d'une génératrice (fig. 429). — On voit en a-z B2 le dé-, veloppement d'une demispire de l'hélice de striction. En portant sur la base a-z 62 une longueur égale à r, on obtient en L2 un point dont la hauteur est égale au pas réduit h.
On prend en ce ' (développé en C2) un point quelconque de l'hélice de striction et la génératrice qui répond à ce point ce' est l'horizontale c' m' — c m.
Nota. — cm, est tangente au cercle de base du cylindre noyau.
(d) Plan tangent en un point mm' quelconque de la génératrice. — On ne peut plus appliquer la construction qui utilise le pôle. Nous allons donner deux méthodes :
ire Méthode. — En utilisant l'hélice qui passerait par le point mm '. Sa tangente serait la ligne mô, tangente au cercle qui passe, en plan, par m. La sous-tangente mô a une longueur qui est à la sous-tangente et (égale à a% d du développement) comme le rayon om, du point m, est au rayon r de l'hélice de striction. On peut donc construire la sous-tangente m 0, et la trace du plan tangent est v 6, menée par 0, parallèlement à cm.
Nota. — On voit en c"6" la construction qui donne la longueur de m 8, c" 6" et cO sont proportionnels à 0 c et à 0 c".
2e Méthode. — En utilisant un paraboloïde droit de raccordement. Considérons le paraboloïde droit de raccordement. Sa trace horizontale passera par le point c, projection du point central. Nous avons vu que si l'on prend un point J situé à une distance cJ du point central égale au paramètre de distribution (K — h), alors en vertu de la formule de Chasles
tg. a = -, si x = K, a sera égal à 45° et le pied de la génératrice tombera en f à une distance /J égale à la cote de hauteur
Z de la génératrice. D'ailleurs ce paraboloïde a pour génératrices les lignes de plus grande pente des plans tangents.
Donc cf est la trace du paraboloïde droit de raccordement, et si l'on mène mv, perpendiculaire sur cm, la trace du plan tangent doit passer par le point v , où cette ligne rencontre la droite cf.
Nota. — Cette construction revient à dire que : dans un conoïde droit, c'est-à-dire dans un conoïde dont la directrice est verticale, les traces horizontales des lignes de plus grande pente des plans tangents sont en ligne droite.
§ 340. — Ombre de la surface.
(a) Point quelconque. — On peut employer la construction qui utilise le paramètre d'ombre q — h cotg. 3. Supposons les rayons lumineux de front. On prend en 01 = m (flg. 429), le paramètre d'ombre, et I est le centre de rayonnement. Soit en une génératrice, tangente au cercle de base du noyau :
Pour avoir un point n de la séparatrice on joint I au pôle de la génératrice, lequel est situé à l'infini sur une perpendiculaire à cette droite; cela revient donc à abaisser du Fis- 430 centre de rayonnement une perpendiculaire I g sur la
génératrice et à prendre en n (rappelé en »') l'intersection avec cette génératrice.
Nota. — En cherchant directement en ni # l'ombre portée par la génératrice sur le sol, le point g devra tomber sur la trace c v du paraboloïde droit de raccordement dont nous avons parlé plus haut, puisque In g est la ligne de plus grande pente du plan tangent en N.
(b) Génération géométrique de la courbe d'ombre (fig. 430). — La construction revient donc à abaisser d'un point fixe, I, des perpendiculaires sur les diverses tangentes à un cercle fixe, O, et à prendre le pied, n, de ces lignes. Or, construisons sur OI, comme diamètre, une circonférence. Elle est le lieu des points tels que a; et de plus on a : 7i a = oc — r .
Par conséquent le lieu des points n est la conchoïde du cercle 01, connue sous le nom de limaçon de Pascal.
On voit (fig. 430) la moitié de cette courbe tracée en p I n a. Elle peut affecter différentes formes suivant la position du point I, c'est-à-dire suivant que l'on aura 8 plus petit ou plus grand que y. Si l'on avait S = y, on sait que q — h Cotg. 8 et que r = h Cotg. y, on aurait donc m = r et le centre de rayonnement tomberait en p, sur le cercle de base du noyau (fig. 431).
F. SURFACE de vis a filet carré
§ 341. — Généralités.
(a) Définition. — C'est la surface engendrée par une droite rencontrant un axe auquel elle est perpendiculaire et entraînée dans un mouvement hélicoïdal autour de cet axe. (Voir le croquis perspectif, fig. 416.)
C'est un cas particulier de l'hélicoïde à plan directeur. Le cylindre noyau est réduit à son axe. On peut la déduire encore de la surface de vis à filet triangulaire en supposant que l'angle p des génératrices et du plan horizontal est nul.
(6) Paramètres. — Le paramètre de tangence p = h Cotg. p devient infini.
Le paramètre d'ombre q — h Cotg. 8 reste le même que pour les autres surfaces hélicoïdes.
(c) Plan tangent. — Le plan tangent se construira en appliquant la même méthode que pour la surface précédente. | 349. _ Ombre de la surface (fig. 432).
Déduisons sa construction de celle donnée pour l'hélicoïde à plan directeur.
Le cercle, projection de l'hélice de striction, se réduit à un point qui est le pied de l'axe. La courbe, en projection horizontale, est donc le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre de rayonnement I, sur les droites passant par le point z.
C'est donc le cercle décrit sur ZI comme diamètre.
La courbe, dans l'espace, est l'intersection du cylindre, qui aurait ce cercle pour base, et de la surface de vis. Je dis que c'est une hélice.
En effet, considérons sur l'hélice directrice, des points abc projetés à
des intervalles égaux sur la circonférence de base. Les points correspondants
de la courbe d'ombre seront projetés en Q\ biCi , qui sont aussi à des intervalles
égaux sur la seconde circonférence.
De plus, les hauteurs successives dont se sont élevés les points ai bi ci
sont égales, et, par suite, la courbe dans l'espace est une hélice.
Son pas est moitié de celui de l'hélice direclriee, car les points ai bi Ci font deux tours quand les points abc n'en font qu'un.
Contour apparent vertical. — On l'obtiendrait comme cas particulier du problème précédent ; on supposera que les rayons lumineux, qui deviennent ici des rayons visuels, sont perpendiculaires au plan vertical.
Le paramètre d'ombre m — h cotg. 8, puisque 3 = o devient infini. Lé centre de rayonnement I est rejeté à l'infini sur une parallèle à la ligne de terre, et les pieds des perpendiculaires abaissées sur les projections des génératrices, sont à l'infini sur ces droites.
Le contour apparent vertical est donc tout entier à l'infini, c'est-à-dire qu'il n'existe pas.
Ce résultat se prévoyait facilement, puisque les plans projetant verticalement les génératrices sont parallèles au plan horizontal, qui est le plan direc- A' teur, sont tangents à l'infini, comme plans asymptotiques.
§ 143. — Représentation d'une vis à filets carrés (fig. 433).
Un carré ABAB, qui se déplace hélicoïdalement, de telle sorte que son plan passe toujours par l'axe du mouvement hélicoïdal, engendre une vis à filets carrés. La vis est à filet simple lorsque le pas est égal à la hauteur A A du carré.
1° On trace les carrés saillants N de gauche, au niveau des carrés rentrants A' M' de droite (fig. 433) ;
2° On dessine ensuite toutes les sinusoïdes des sommets saillants A A ' — AA' et celles des sommets rentrants BB' — BB' etc.
Remarque. — Les croisements apparents de toutes ces hélices se font sur l'axe.
A. SERPENTIN
Quarantième Leçon. § 344. — Généralités.
(a) Définition. — Le serpentin est la surface enveloppe d'une sphère de rayon constant, qui se déplace hélicoïdalement. Si l'on considère deux sphères inûniment voisines, elles se coupent suivant un grand cercle, dont le plan est perpendiculaire à la tangente à l'hélice, trajectoire du centre, et qui constitue ce que nous avons nommé la caractéristique de la surface (§§ 151) et 160). Le serpentin est une surface canal (§ 100 — d).
(b) Hélice trajectoire du centre. — On se donne (fig. 434) sur le plan (fig. B) le cercle ABGD , projection de l'hélice
trajectoire du centre de la sphère. On fera bien de prendre huit points par spire pour déterminer cette hélice (sur l'épure, cette hélice est dextrorsum). On divise aussi le pas H en huit parties égales et l'on en déduit en A'B'C... sur l'élévation les projections verticales des huit points. On peut tracer, dès lors, la sinusoïde, projection verticale de l'hélice. Sur l'épure, cette trajectoire du centre est figurée en trait mixte —
(c) Contour apparent vertical. — En élévation, des différents points de la sinusoïde précédente, comme centres, on trace des cercles, qui sont les contours apparents de la sphère mobile. D'après un théorème connu, le contour apparent du serpentin sera l'enveloppe des contours apparents de la sphère mobile.
On obtiendra, de cette façon, une courbe qui sera une développante de la développée de la sinusoïde. Dans les environs des sommets A', E' , A", E", de la sinusoïde, on devra prendre les centres des cercles assez rapprochés. En traçant
alors, avec soin, les arcs de cercle du côté de la partie concave, ces arcs très serrés les uns contre les autres feront apparaître facilement les rebroussements o'o' de leur enveloppe. Ces points (voir au Supplément : Complément de la
théorie des ombres) servent de passage entre les branches réelles et les branches virtuelles de la ligne de contact des rayons visuels, c'est-à-dire du contour apparent vertical. On voit en plus grand (fig. D) le détail de ces points de passage. De t en 8 (fig. D), le contour apparent est réel et vu ; de o ' en o" entre les deux rebroussements, il est virtuel ; de S" en t, il redevient réel, mais il est caché ; enfin, de t en S, il est réel et vu.
(d) Caractéristiques. — On construit facilement la caractéristique sur la sphère quand elle occupe la position G G', ou
G G", ou C C Au point G G" la tangente à l'hélice est la droite de front G" 6'. Pour obtenir cette tangente nous avons
(fig. A, en haut delà feuille) construit la sous-tangente e' 8' en remarquant que le point 6/ est pris au niveau du point E" qui est de un quart de tour en retard sur le point G". Nous avons donc porté de e'6', une longueur égale au quart de
cercle GFE développé. Ce qui se fait soitpar le calcul (s' 6' = soit au compas, en rectifiant une série de très petites cordes
inscrites. Dès lors, ayant la tangente G" 6 ' à l'hélice, en lui menant a/ G" p' perpendiculaire, on obtient ce que nous nommerons la caractéristique principale, projetée en élévation suivant la droite a' p\ De cette élévation on déduit en a G p, sur la sphère principale G, l'ellipse projection horizontale de la caractéristique.
Cette caractéristique, en se déplaçant hélicoïdalement, engendrerait, elle aussi, le serpentin.
11 sera facile de découper cette ellipse sur un patron et de la redessiner égale à elle-même, mais avec des orientations différentes sur toutes les sphères génératrices en projection horizontale. On en déduirait facilement les élévations, en cherchant pour chaque ellipse deux diamètres conjugués, projections verticales des diamètres qui donnent les axes des projections horizontales.
§ 345. — Ombre propre de la surface. (Le rayon est à 43°. )
(a) Point sur une caractéristique. — 1° En plan. — Dessinons en 0 ce que nous nommerons la sphère centrale,
égale à la sphère génératrice. Cherchons, comme à l'ordinaire, l'ellipse d'ombre propre de cette sphère (1). Reproduisons de plus à sa surface et dans leurs diverses orientations les ellipses, projections des caractéristiques des huit sphères génératrices que nous considérons en A, B, C
En réalité, à ces huit caractéristiques des huit sphères ne répondront que quatre ellipses sur la sphère centrale. Ces ellipses seront toutes égales entre elles, et l'on pourrait les tracer avec un patron. Seulement elles auront des orientations différentes.
Cela posé : Soit à trouver le point de la séparatrice situé sur la sphère F.
Déplaçons cette sphère et faisons-la coïncider, en 0 avec la sphère centrale. Sa caractéristique prend la position g f g.., et recoupe en f" et /""la séparatrice de la sphère centrale.
Remettons en place la sphère, et transportons f et f en f et f ; nous aurons ainsi en f et f des points de la séparatrice.
On voit que cela revient à mener par ce point F, une corde fF /"parallèle et égale à la corde f 0 f" qui, sur la sphère centrale, est commune à la séparatrice et à la caractéristique transportée.
2° En élévation. — Le point, une fois connu en projection horizontale, on en déduit la projection verticale par la condition que ce point appartient à une sphère donnée. Nous n'avons pas indiqué cette construction très simple. On remarquera que pour la sphère, dans la position à 45° D, ou H, on obtient les points dd, ou h h, sur le contour apparent horizontal du serpentin. En élévation, ces points sont en d'd' et h'h \ sur l'horizontale qui passe par les points H' et H'.
3° Points de passage <p et <\>. — On nomme ainsi ceux pour lesquels l'ombre propre est tangente au rayon lumineux dans l'espace. Ces points se trouveront naturellement en cherchant entre la sphère A et la sphère G, c'est-à-dire aux environs de la sphère à 45°, H, des points très rapprochés les uns des autres sur la séparatrice. Ces points <p et se reconnaîtront à ce que la séparatrice y a pour tangente un rayon lumineux. D'ailleurs, leur position sera vérifiée plus loin, en se servant de l'ombre portée sur le sol (2).
§ 346. — Ombre portée sur le sol.
(a) Ombre de l'hélice trajectoire du centre. — On cherche en Ai Bi Ci Di les traces horizontales des rayons lumineux menés par les points ABC de l'hélice, et l'ombre de cette hélice est une courbe AiBi Ci (tracée en trait mixte) (3).
(b) Ombres des spbères. — On cherche (fig. E) l'ellipse h h VjWi, ombre portée sur le sol par une sphère égale à la sphère génératrice.
Cela fait : On découpe, dans une feuille de carton, un patron ayant très exactement la forme de l'ellipse précédente ; on place le centre de cette ellipse aux points A1B1C1, etc., en dirigeant le grand axe à 45°, et on suit le contour du patron avec la pointe d'un crayon taillé très ûn. Il ne reste plus ensuite qu'à prendre l'enveloppe de toutes ces ellipses pour avoir l'ombre portée totale du serpentin.
(c) Points de passage. — Quand on opérera en déplaçant le centre du patron elliptique sur la boucle FiGi Hi A2 , on
verra, comme pour le contour apparent vertical, l'enveloppe présenter deux rebroussements cpi et ^1, lesquels doivent être les ombres portées des points de passage tp et Cela constitue une vérification de ces points et permet, par des rayons lumineux inverses, de les déterminer en ©' et <]/ sur l'élévation.
Nota. — Pour rendre l'épure plus claire, nous n'avons pas mis de hachures sur l'ombre portée horizontale, et, même, nous l'avons traitée comme une vue faite par un spectateur placé à la source de lumière, c'est-à-dire en perspective cavalière, avec parties vues et parties cachées, ce qui permet de mieux reconnaître les portions de la surface qui sont touchées, en premier, par les rayons lumineux.
(d) Ombres autoportées. — On nomme ainsi les ombres portées par la surface sur elle-même.
On reconnaît, en suivant la branche de courbe si Si sur l'ombre portée horizontale, que les rayons lumineux qui ont touché la surface le long de sa séparatrice intérieure, donnent une ombre autoportée <p S — tp'. S'. Le point de départ de cette ombre autoportée est le point de passage »<p' et le point de brisure Si remonté par un rayon inverse en SS ' sur la séparatrice extérieure en donne le point de perte (avec tangente lumineuse). On fera bien de chercher un ou deux points intermédiaires de cette ombre autoportée, par exemple des points situés sur une caractéristique donnée gg ou ff.
On voit, de même, sur l'ombre portée horizontale, qu'à la branche de courbe Q1P1, répond une ombre PQ — P'Q' portée sur la surface, mais, cette fois, par la séparatrice extérieure. Les points de perte sont Pi et Qi remontés en PP' et QQ'.
( 1) Sur l'épure le rayon est à 45°. Ou obtiendra doue (fig. E) cette ellipse d'ombre propre ainsi que l'ellipse d'ombre portée sur le plan horizontal, par le tracé simplifié indiqué aux ombres usuelles. Mais si le rayon lumineux était quelconque, on ferait, à part, l'épure des ombres (propres et portées) de la sphère centrale.
(2) Pour comprendre le rôle des points de passage, voir au Supplément les Compléments sur la théorie des ombres. ^3) Cette ligue Al Bl Cl... est une courbe connue sous le nom de cydoïde.
Fis. «r>
Nota. — On a supposé qu'au premier point Go, et au dernier G", c'est-à-dire après deux spires d'hélice, le serpentin était terminé par la sphère génératrice. C'est pourquoi on voit en haut et en bas la séparatrice du serpentin se continuer (mais sans raccordement tangentiel) par les séparatrices de ces deux sphères terminales.
§ 347. — Point de la séparatrice situé sur une hélice donnée (flg. 435).
Prenons la sphère dans la position principale CG'. Soit a la caractéristique projetée en ligne droite, et n' un de ses
points. On aura la projection horizontale n du point n' , en traçant le petit cercle 1, 1 ' de la sphère auquel il appartient. L'hélice qui passerait par le point niï a pour projection horizontale le cercle n N S.
Cela posé : Sur une sphère auxiliaire J J ', égale à la sphère génératrice, traçons d'une part l'ellipse d'ombre propre /iW//, et d'autre part le petit cercle m Si Ni, reproduction du petit cercle nlm de la sphère principale.
Le petit cercle ?mMS rencontre la séparatrice en M et S ; à ces points répondent des normales J N et J M sur la sphère auxiliaire.
Or, sur la sphère principale I, la normale ni à cette sphère est aussi normale au serpentin, puisque en n le plan tangent est commun aux deux surfaces.
Déplaçons le point n sur son hélice n N S, la normale se déplacera avec lui et fera toujours le même angle avec le plan horizontal. En réalité, elle engendrera un hélicoïde gauche quelconque, qui aurait pour noyau le cylindre dont la base serait le cercle op, tangent à ni prolongé.
Il y aura un moment où cette normale occupera la position p 'N parallèle à la normale J N de la sphère auxiliaire. Alors, au point N qui lui correspond sur l'hélice le plan tangent au serpentin est parallèle au plan tangent en N à la sphère auxiliaire ; il contient donc des rayons lumineux, et N est le point cherché de la séparatrice du serpentin. Il est facile de voir que l'on obtiendra en N' un deuxième point et [deux autres points, S et S', en menant des parallèles à l'autre normale J S de la sphère auxiliaire.
Nota. — On fera bien de chercher l'intersection de la surface par un plan horizontal, et de résoudre ensuite, à l'aide de la courbe obtenue, le problème suivant : Un point de la surface étant donné par une de ses projections, trouver l'autre projection (1).
(1) L'épure du serpenlin-que nous venons de traiter a été donnée comme épure d'admission aux aspirants à l'Ecole des Beaux- Ai ls, en 1863.
B. VIS SAINT-GILLES
§ 348. — Définition et problèmes.
(a) Définition. — On nomme ainsi la surface engendrée par le mouvement hélicoïdal d'un cercle de centre 1 1 ' dont le plan est vertical et passe toujours par l'axe Z (supposé vertical) du mouvement. On emploie cette surface comme intrados des voûtes des escaliers en tour ronde.
(b) Normale en un point. — Construire en un point B B ' le plan tangent et en déduire la normale.
Le plan tangent en BB' sera déûni :
1° par la tangente BT — B t au cercle gé- Fig. 436 nérateur, et 2° par la tangente B 6 — B '6 ' à
l'hélice du point B. Cette dernière tangente est dans un plan de profil. Pour avoir sa
trace 0t, on cherche le pas
réduit h = —— 2tc
On construit en w 0' d' le triangle rectangle ayant h pour hauteur et pour base r, rayon du cercleB. La cote de hauteur de B ' permet de trouver en wf/ (reportée en B9 sur le plan) la sous-tangente à l'hélice.
Donc la trace horizontale du plan tangent esU ô, et B 't ' en est une ligne de front. Donc la normale est Bn, perpendiculaire sur 1 0 et B' I ' perpendiculaire sur B 't'.
(c) Surface de lit. — Cette normale en tournant hélicoïdalement engendrerait la vraie surface de lit (2) des voussoirs. C'est un hélicoide gauche quelconque dont le noyau cylindrique aurait pour base le cercle o J tangent à B n prolongée.
{d) Autre surface de lit, plus simple. — On lui substitue la surface engendrée par la droite B' suivant laquelle le plan tangent en BB' à cet hélicoide couperait le plan de front O A. Pour obtenir cette droite on cherche en n la trace horizontale delà normale, et joignant à la trace horizontale 8 delà tangente à l'hélice, on a en n 0 la trace du plan tangent à l'hélicoïde gauche. D'où l'on déduit en B ' b' a, la droite demandée, intersection avec le plan de front O A. En tournant hélicoïdalement, cette ligne engendre alors une vis à filet triangulaire, que l'on prend pour surface de lit plus simple. Cette substitution peut se faire, car cette vis à filet triangulaire a le même plan tangent en BB' que l'hélicoïde primitif. (Voir la suite de cette question en stéréotomie.)
Bemarque. — Lorsque dans la vis Saint-Gilles on appareille par des lignes telles que B' I' convergeant au centre du cercle, on commet une erreur et les angles dièdres suivant lesquels se rencontrent les surfaces de lit et la surface d'intrados ne sont pas des dièdres droits, ce qui est mauvais comme construction ; cela donne des angles trop fragiles.
raceie la :angenïea l'hélice du loin: BB'
(1) Voir Traité de stéréotomie : Escaliers en pierre.
(2) Une voûte est constituée par des pierres1 distinctes, emboîtées les unes dans les autres et qui se nomment des voussoirs. Les surfaces de lit sont les surfaces par lesquelles les voussoirs sont en contact. C'est par l'intermédiaire des surfaces de lit que les pressions se transmettent d'un voussoir à l'autre. Il faut, autant que possible, que les surfaces de lit soient normales à l'intrados. On nomme intrados la surface qui limite intérieurement la voûte.
A. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES
Leçon § 349. — Rappel des définitions.
Par définition (§ 160 — <?), une surface développable est l'enveloppe d'un plan mobile. Ainsi déterminée, elle est la limite d'une surface polyédrique dont tous les éléments plans peuvent, successivement, s'appliquer sur un autre plan fixe. C'est en cela que consiste précisément la propriété d'être développable sur un plan.
Les caractéristiques (intersection de la surface mobile dans deux positions infiniment voisines) sont des droites comme intersection de deux plans. La surface est donc réglée ; et comme l'enveloppe et l'enveloppée sont tangentes tout le long d'une même caractéristique (§ 159), il en résulte ce théorème :
Théorème. — Une surface développable est réglée et elle a le même plan tangent tout le long d'une même génératrice.
Elle n'obéit pas à la formule de Chasles, ainsi que nous l'avons montré dans la discussion du § 294.
Réciproquement : Si une surface réglée a le même plan tangent tout le long d'une génératrice et si cela est vrai pour toutes les génératrices, elle est développable. En effet, il est évident que dans ce cas elle est l'enveloppe d'un plan mobile, qui est son plan tangent.
Fig. 437
§ 350. — Tangentes à une courbe gauche.
TnÉORÈME. — Les tangentes à une courbe gauche forment une surface développable (fig. 437).
Soit M ' A ' N ' cette courbe, et A' a' sa tangente en un point quelconque A A ' : Par des rotations ou par des changements de plans, amenons cette tangente à être verticale.
Nous avons vu (§ 152) que, horizontalement, la courbe présente, en A, un rebroussement et que la tangente A Z est la trace du plan osculateur au point A'.
Cela posé : menons en N n — N' n' une autre tangente qui sera une génératrice de la surface étudiée et cherchons en nn' son intersection avec un plan quelconque, par exemple avec le plan horizontal H.
Le lieu des points tels que n serait la courbe d'intersection de la surface par le plan horizontal. Nous la représentons en SwA, en trait pointillé ; elle passe parle point A, pied de la tangente A' a', et la ligne droite n N est une sécante de cette courbe. Je dis qu'au point Aa' elle est aussi tangente à la droite AZ.
En effet : Lorsque N ' tend vers A', la tangente N'»7 tend vers la tangente A' a' et par conséquent les points N et n tendent tous deux, à la fois, vers le point A. Donc : 1° la droite Nn a pour limite la tangente à la courbe S A au point A ;
Mais : 2° Nn est la trace du plan projetant horizontalement la tangente N'n' à la courbe gauche donnée. C'est donc la trace d'un plan qui contenant la tangente N' n' est parallèle à la tangente infiniment voisine A' a ; sa limite est le plan osculateur et, par conséquent, la droite «N a pour limite la droite A Z.
Il résulte de ce qui précède qu'au point Aa1 le plan tangent à la surface est le plan osculateur de la courbe gauche au point A' ; et comme le point a' était quelconque sur
Fig. 438
la génératrice, puisque le plan horizontal, H, pouvait être pris à la hauteur que l'on voulait, le plan tangent est le même en tous les points. C. Q. F. D.
Remarques. — 1° Ce plan tangent est le plan osculateur de la courbe gauche ;
2° Cette courbe gauche porte dans les surfaces développables le nom d'arête de rebroussement ; le théorème suivant justifiera cette dénomination ;
3° Il résulte de ce qui précède qu'une surface développable peut indifféremment être considérée soit comme Venveloppe d'un plan mobile, soit comme le lieu des tangentes à une çourbe gauche.
§ 351. — Arête de rebroussement d'une développable.
(a) Théorème. — Toute section faite par un plan dans une développable présente un rebroussement au point situé
sur l'arête de rebroussement, et la tangente y est l'intersection du plan sécant et du plan osculateur (fig. 438).
Soit (fig. 438) AMB la courbe gauche; xy son plan osculateur, traversé par la courbe (§ 151) quoique tangent; Aa' une tangente quelconque: elle passe d'un côté à l'autre du plan xy. Donc si A est en arrière àexy, sa trace a', sur le plan sécant, sera en avant de xy. De même pour le point B, situé, lui, en avant de xy ; la trace 6' de la tangente Bb' sera en arrière de x y. Donc : 1° La courbe de section b 'Ma' passe d'un côté à l'autre de xy. 2° xy est sa tangente, car la sécante M b' est la trace d'un plan qui, passant par M, contient la tangente infiniment voisine Bb', et sa limite est le plan osculateur ; donc Mb', de même que Ma', ont pour limite xy. Cependant, il pourrait y avoir inflexion. Je dis que :
3° Il y a rebroussement : en effet, considérons un autre plan tangent ZW ; il n'est pas traversé par la courbe, car le plan osculateur est seul dans ce cas. Donc A et B sont tous deux à sa gauche, et par suite a' et b' sont tous deux à la droite du point M. C. Q. F. D.
(b) Remarques. — 1° L'arête de rebroussement divise la surface développable en deux parties, qui se nomment les nappes de la surface.
2° Son plan osculateur est le plan tangent à la surface tout le long de la génératrice MT.
§ 352. — Développement de la surface.
On a déjà parlé de ce développement pour les cônes et les cylindres.
Dans une développable quelconque, on opère ainsi :
Soit (fig. 438 bis) à développer la zone comprise entre deux courbes acfh etbdgk. On mène Fig. 43Sbis (]es génératrices a b — cd — fg — Itk, assez rapprochées pour admettre qu'elles soient deux à
deux dans un même plan. Ainsi ab et cd sont dans un plan, cd et fg sont dans un autre plan, etc. Alors on joint ab — ac — ad — d\g, etc., ce qui revient à décomposer la surface en une série de triangles dont on cherche les côtés en grandeur et que l'on peut ensuite construire les uns à la suite des autres sur un même plan fixe, dit : plan de développement.
Tous les théorèmes relatifs aux transformées des courbes, théorèmes énoncés déjà pour les cônes et pour les cylindres, sont vrais pour une développable quelconque ; on peut les résumer ainsi :
Les longueurs et les angles se conservent dans le développement. § 353. — Modes de génération d'une développable.
(«) Conditions a remplir. — Etre développable équivaut à une condition. Il suffit donc de deux autres conditions pour déterminer une développable ; pour une surface gauche il en fallait trois.
(b) Deux directrices A et B (fig. 439).— Elles peuvent être planes ou gauches. Soit M un point pris sur l'une d'elles A, et soit à tracer la génératrice qui passe par ce point ; soit enfin M ? la tangente en M à la directrice A.
Le plan tangent en M contiendra la tangente Mm, mais il doit aussi contenir une tangente à la courbe B comme tangent en tous les points. Donc, considérons le cône de sommet M et de base B, menons le plan tangent à ce cône par la droite M m ; ce sera le plan tangent à la surface et la génératrice de contact du cône, M N, sera la génératrice demandée.
— 2lo —
(c) Une directrice courbe et un noyau S (fig. 439 bis).
1° Point M pris quelconque sur la directrice.
2° Cône Map, circonscrit au noyau.
3° Tangente Mm à la directrice.
4° Plan tangent mené par Mm au cône Map.
La génératrice de contact M N est la génératrice demandée.
Fig. 439 Fig. 439 bis Fig. 439 ter
(d) Une directrice A et un cône directeur S (fig. 439 ter).
1° Par un point M de la directrice, mener la tangente Mm à cette courbe.
2° Mener au cône directeur un plan tangent Sm'n', parallèle à Mm. À cet effet, on a mené Sm' parallèle à Mm, et la tangente m 'n' à la base du cône a donné en Sw' la droite de contact. 3° La génératrice est MN, parallèle à S?*'.
[B. surfaces d'égale pente
§ 354. — Généralités.
(a) Définition. — On nomme surface d'égale pente toute surface enveloppe d'un cône de révolution qui se déplace, sans •changer de figure et en gardant toujours son axe vertical,
Nous allons démontrer : 1° que cette surface enveloppe est réglée, et 2° qu'elle est développable.
(b) Génératrices. — Soit mn — m' n1, (fig. 440; la trajectoire du sommet. Considérons le cône mobile lorsque son sommet est en m m' et plaçons ensuite Fie- 440 son sommet en nn' au point voisin.
Cherchons l'intersection des deux cônes m et n. Pour mieux la voir, prenons le plan vertical parallèle à la sécante mn — m' n1.
Les deux cônes étant homothétiques ont deux plans tangents communs dont les traces passent par la trace K de la ligne des sommets. Ils se coupent donc suivant une courbe plane, projetée verticalement, à cause de la symétrie, tout entière, suivant la droite a' 9'. Ici, c'est une hyperbole.
Supposons que les points m et n se rapprochent indéfiniment. La sécante devient tangente. Le point a' où se coupent les deux bases, tend vers le point de contact c, de la tangente k d ; le point 0' de l'élévation tend vers le sommet m' du cône, et, par conséquent, l'hyperbole a 8 a tend vers l'ensemble des deux génératrices de contact me et me, lesquelles constituent la caractéristique de la surface.
Donc : 1° la caractéristique est une droite et la surface est réglée ; 2° elle a c même plan tangent que le cône tout le long de cette droite et, comme le plan
tangent au cône ne varie pas sur la génératrice, il en est de même pour la surface, et celle-ci est développable. C. Q. F. D. (c) Application. — Lorsque l'on construit un remblai soit de chemin de fer, soit de route, les terres apportées sont versées au tombereau et s'éboulent en donnant naissance à une série de cônes de révolution, dont l'enveloppe constitue
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le remblai. Si la route est en alignement droit, ce remblai forme un plan ; mais si elle est en alignement courbe, le remblai affectera la forme d'une surface d'égale pente. Nous allons en donner un exemple.
m § 355. — Surface d'égale pente à directrice elliptique. ,
(a) Données. — On donne une ellipse horizontale dont les axes sont A A et BB. Elle est située à une hauteur z audessus du sol. On demande d'étudier la surface d'égale pente (surface de remblai) qui l'aurait pour directrice, sachant que les plans tangents doivent faire un angle a avec le sol.
(b) Tracé d'une génératrice. — 1° On prend en MM' un point quelconque sur la directrice.
2° On considère le cône ayant M M ' pour sommet et dont le rayon de base, R, sur le plan horizontal, est facile à calculer ou à construire, puisque l'on connaît sa hauteur z et son angle à la base a. R — ~ Gotg. a, et a été construit, à gauche, en a' a'i.
3° On mène la tangente Mt à l'ellipse directrice et l'on construit un plan tangent au cône et contenant la droite M t. Comme cette droite Mt est horizontale, la trace de ce plan tangent est la droite N 6, tangente à la base du cône et parallèle h M t.
4° La génératrice de contact est MN, elle est donc perpendiculaire à NO et à Mt, et par conséquent, en plan, elle est normale à l'ellipse; de plus, elle a pour longueur projetée R = z Gotg. a.
(c) Sections horizontales de la surface. — On peut mener des génératrices soit en dehors de l'ellipse, comme M N, mn, nu m, mi m, et aussi en dedans, comme M P...
Le lieu des points N, Ni m...
donne le pied du talus extérieur,
tandis que le lieu des points P (ce lieu est la courbe 1 23456 ) donnerait le pied du talus intérieur.
Géométriquement, ces deux courbes s'obtiennent en menant toutes les normales à l'ellipse et en portant sur ces normales, soit en dehors, soit en dedans, une longueur constante R = z Cotg. a.
(d) Arête de rebroussement. — Si nous menons toutes les normales, elles ont pour enveloppe la courbe a>tp wcp, à quatre rebroussements aux points w», w et cp, courbe que nous avons appris à connaître sous le nom de développée de l'ellipse. C'est, en réalité, la projection de l'arête de rebroussement, c'est-à-dire de la courbe gauche à laquelle toutes les génératrices sont tangentes dans l'espace.
Le pied du talus extérieur a'\ N Ni est une développante externe de cette développée, tandis que le pied (12 3 4 5) du talus intérieur est une développante interne de cette même développée. Cette dernière présente à son tour quatre rebroussements aux points 1 2 3 et 4 où elle rencontre la développée.
[e) Lignes doubles de la surface. — La surface se recoupe elle-même. En effet, considérons sur l'ellipse directrice le point î»2 symétrique de m\ par rapport au grand axe. Les deux génératrices internes nii K et miK se recoupent en K sur l'axe A A, et à ce point K, en plan, répond sur chacune un même point K' en élévation ; cela résulte de l'égalité des lignes nu K et ni2 K et de l'égalité de leurs pentes.
Le lieu des points tels que K 'K est ce que l'on nomme ne ligne double de la surface. On démontre, par la géométrie analytique; que c'est une ellipse dont les foyers FF' etFF/ sont les extrémités du petit axe.
Si l'on prend les points M et mi symétriques par rapport au petit axe, on voit de môme que les génératrices intérieures qu'ils donnent se recoupent en un point G. Le lieu de ces points G, dans l'espace, constitue une autre ligne double. On démontre, par l'analyse, que c'est une hyperbole. D'un autre côté, l'ellipse directrice est aussi une ligne double ; cela fait donc, en tout, trois lignes doubles.
(f) Branches parasites. — Supposons les lignes doubles connues et servons-nous de deux d'entre elles ; par exemple l'ellipse directrice A A BB et l'ellipse de front F 'S 'F ' que nous venons de trouver. Nous pouvons les prendre comme directrices et nous rentrons dans le cas du § 353 — b (développable à deux directrices).
Si du point A' nous menons une tangente A ' to' à l'ellipse de front, un point tel que 3 pris entre w-' et F' ne peut servir de départ à aucune génératrice. Il est facile de s'en assurer en faisant la construction, par cône auxiliaire, indiquée au § 353 — b.
La branche m' A' ainsi inutilisable se nomme une branche parasite. L'espèce de cratère formé par le talus intérieur (voir les coupes, fig. C et D) se limite, au fond, par une gouttière elliptique to'S' — w'i S'i qui vient, en w' w'i, mourir tangenliellement sur la surface (1).
§ 356. — Problèmes sur les plans tangents.
1° Par un point g g', pris sur une génératrice, mener un plan tangent à la surface. Solution. — C'est le plan tangent au cône auxiliaire qui a servi à tracer cette génératrice. 2° Mener à la surface un plan tangent parallèle à une droite donnée.
Solution. — On mène au cône directeur un plan tangent parallèle à la droite donnée ; la ligne de contact donne la direction de la génératrice de la surface. Il ne reste plus qu'à la mettre en place, ce qui se fait en la construisant tangente à Y arête de rebroussement, c'est-à-dire, ici, normale à l'ellipse directrice. C'est le problème : Mener à une ellipse une normale parallèle à une direction donnée, ce qui revient à tracer une tangente perpendiculaire à cette direction.
Nota. — Ce problème est aussi celui de l'ombre au soleil.
C. HÉL1C0IDE JtÉVELOPPABLE
§ 357. — Généralités.
(a) Définition. — L'hélicoïde développable est la surface enveloppe d'un plan qui se déplace hélicoïdalement ; ou bien encore, c'est le lieu des tangentes à une hélice.
(b) Construction des génératrices (fig. 442). — Soit ABD... A' B'D'... une hélice construite comme à l'ordinaire; r, le rayon du cylindre sur lequel elle est tracée et H le pas total. Soit A A ' le point de départ de l'hélice sur le plan horizontal. Pour construire la génératrice de front B b\ — B' b'i, il suffit de porter la sous-tangente B6t, égale à l'arc de cercle B C A, ractifié.
Pour avoir une autre génératrice, c C\, — c ' c ' i par exemple, on prend la sous-tangente cc\ égale à l'arc de cerclée A... On rappelle ci en c 'i, sur la ligne de terre, c en c ' , sur l'hélice, et la génératrice, laquelle est tangente à l'hélice, est, en élévation, la droite c ' c ' i .
(c) Section horizontale. — Cette section Ai ci bi J»i d\.. .., par la manière même dont elle est obtenue, est une développante du cercle de base du cylindre noyau. .
(d) Contour apparent vertical. — Au point 6,, trace de la génératrice de front B 6i, la tangente à la développante est la droite ftiô'i, perpendiculaire à x y. Donc en ce point le plan tangent est de bout. Or la surface étant développable, le plan tangent est invariable sur une môme génératrice et, par suite, en tous les points de la génératrice de front les plans tangents
sont de bout. Cette génératrice Bbi - B' b\ constitue donc une partie du contour apparent vertical. (1) Pour plus de détail* sur les surfaces développantes, voir le Complément.
cm. u. mssen.
L'autre partie est formée par la sinusoïde projection de l'hélice, car elle est l'enveloppe des projections de toutes les génératrices. Celte hélice est l'arête de rebroussement de la surface (§ 350).
D'ailleurs ce que nous disons ici est général : le contour apparent perspectif, ou l'ombre portée d'une surface développable se composera toujours : 1° d'une droite, qui sera la perspective, ou l'ombre portée, de celle des génératrices dont le plan tangent passe par le point de vue ou par le flambeau, et 2° de la perspective (ou de l'ombre portée) de l'arête de rebroussement.
Nota. — On devra s'exercer à représenter l'hélicoïde par douze ou seize génératrices équidistantes ; on les limitera à un cylindre extérieur de rayon R, lequel recoupera l'hélicoïde suivant une hélice.
Fig. 443
§ 358. — Développement.
L'hélice est, dans l'espace, une courbe gauche superposable à elle-même dans toutes ses parties. Après le développement il en sera de même, et, par conséquent, les transformées de toutes les hélices tracées sur la surface seront des circonférences, car ce sont les seules courbes planes superposables à elles-mêmes dans toutes leurs parties.
L'hélice de rebroussement ne fait pas exception ; sa transformée sera une circonférence, et comme les génératrices lui étaient tangentes avant le développement, elles lui seront encore tangentes après.
Calculons le rayon p du cercle, transformée de l'hélice de rebroussement.
A cet effet cherchons d'abord la longueur d'une spire complète de cette hélice.
Chacun de ses éléments infiniment petits est incliné à l'angle constant a sur le sol ; il s'y projette en raccourci, et si L est la longueur de l'hélice dans l'espace, sa longueur projetée sur le sol sera : L Cos. a. Mais cette longueur projetée est la circonférence de base du cylindre, ou 2 u r. On a donc :
L Cos. a = 2 t. r d'où 2 ■r r
K ' Cos. «.
Soit (fig. 443) en Ai Bi Ci Di cette circonférence de rayon p inconnu. La spire complète A E de l'hélice (de longueur L) ne donne qu'un secteur A, Ei de ce cercle et de même longueur, L, qu'elle.
Si nous désignons par w l'angle au centre compris entre les rayons extrêmes Oi Ai et Oi Ei de ce secteur, on doit avoir :
(2) L = oj p
D'autre part, si l'on avait développé un cône directeur (fig. 443) de la surface, il aurait donné un secteur de cercle de même angle w, et l'on aurait pour le cône directeur (fig. 443, à droite).
w X S~â = 2 ir X «T. d'°ù a I
io = 2 t: X = 2 71. COS. a.
Substituant dans l'équation (1) après y avoir remplacé L par sa valeur w p tirée de (2), il vient :
p X 2 7r Cos. a = ,
1 Cos. a
d'où
Ce rayon p de la transformée est construit géométriquement en B sur la figure 442. On a pris K T = r ; on a mené K P incliné à l'angle a, et on a évidemment :
KT = KP Cos. a, r
d'où
KP
Cos.
On a mené ensuite PS perpendiculaire sur KP, et l'on a aussi :
KS = et par suite KS = ^ — -— = p.
Cos. « Cos2.a
Dès lors, pour effectuer le développement : 1° on trace tout d'abord la circonférence ayant p pour rayon ; 2° on lui mène des tangentes qui sont les transformées des génératrices ; 3° si l'on veut limiter la surface à un cylindre extérieur de 'rayon B, comme sur la figure 442, alors on fait l'épure et on mesure, vraie grandeur, en B' 0', sur la génératrice de front, la longueur à donner aux génératrices.
Nota. — La développante de cercle C\ bv mi , section de la surface par le plan horizontal, aura pour transformée
une développante du cercle de rayon p. Cela résulte de ce que les angles se conservent.
En effet : Sur l'épure (fig. 442), les tangentes à la développante, telles que b p, sont perpendiculaires aux génératrices (1 ) dans l'espace; elles le seront donc encore après le développement. Donc, la transformée de la développante sera perpendiculaire, en chaque point, à des tangentes du cercle p; ce sera donc aussi une développante de ce cercle p. C. Q. F. D.
§ 359. — Application à la mécanique.
L'appareil d'épuisement connu sous le nom de vis d'Archimède est constitué par un hélicoïde développable.
Il se compose essentiellement d'un noyau cylindrique plein, ordinairement en bois, sur lequel on a pratiqué une rainure en forme d'hélice; c'est l'hélice de rebroussement. Une série de disques circulaires en tôle ont été découpés, de telle sorte que, mis à plat, leur rayon intérieur soit égal au rayon p, calculé -ou construit comme ci-dessus; leur rayon extérieur est déduit également de l'épure 442, comme on vient de le faire pour B' 0 ' .
En forçant les disques à s'emboîter dans la rainure hélicoïdale creusée sur le noyau, ils prendront, tout naturellement, la forme d'hélicoïde développable.
En plus, un tube en tôle entoure le tout. Une cornière, en forme d'hélice, vient fixer, à l'aide de boulons, l'hélicoïdedéveloppable sur ce tube extérie r.
(i) D'après le théorème de l'angle droit projeté en vraie grandeur. Pour plus de détails sur l'hélicoïde développable, voirie Complément.
PROJECTIONS PAR PLANS COTÉS
§ 360. — Généralités. — Echelles.
Dans ce système, on ne donne que la projection horizontale des objets, et l'on supprime la projection verticale. Mais on écrit a côté des points principaux de l'épure la cote de ces points, c'est-a- dire leur hauteur au-dessus d'uu plan horizontal de comparaison convenu a l'avance.
Ce plan est ordinairement le plan du niveau des mers.
Les cotes des points au-dessus de ce plau de comparaison sont dites positives, et se nomment : altitudes ; les cotes des points au-dessous sont négatives, et se nomment: profondeurs.
On ne trouve de cotes négatives, ou cotes de profondeurs, que dans les cartes marines indiquant les profondeurs du fond des mers.
Les cotes sont écrites en mètres, et fractions décimales du mètre : 1,25... 14,55...
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Pour être utilisable, un plan coté doit être fait à une échelle donnée, et celte échelle doit tout d'abord être tracée soigneusement sur l'épure.
On la fera comme ci-dessus, en y plaçant une échelle Al! et une contreéchelle AC.
Dans les épures de projections cotées, on a de très nombreuses multipli-
cations k effectuer. En général, les facteurs de ces opérations sont de petits nombres dépassant rarement trois chiffres. On se servira utilement pour cela de tables de multiplication toutes faites, ou bien encore de la règle k calcul.
Nota. — Dans les croquis qui se rencontreront plus loin, nous supposerons, à moins d'indication contraire, que l'échelle est celle qui vient d'clre dessinée (fig. 444).
A. LIGNE DROITE
§ 361. — Equidistance, graduation, intervalle, pente.
On donne la projection horizontale et les cotes des points principaux.
Si le plan est k une faible échelle, on gradue la droite de 10 mètres en 10 mètres, ou de 5 mètres en 5 mètres. Si l'échelle est plus grande, on la gradue de mètre en mètre ou bien de 50 centimètres en 50 centimètres. Les points auxquels répondent des cotes données en nombres entiers se nomment des points k cote ronde.
D'ailleurs, il est de convention dans les dessins servant aux travaux publics ou aux travaux militaires de déterminer la graduation d'après l'échelle.
On nomme equidistance la hauteur constante qui séparera, sur une même carte, les plans de niveau des différents points pour lesquels on écrit les cotes rondes.
On convient ordinairement de prendre l'équidistanee égale au du dénominateur de l'échelle.
D'après cela, pour les échelles de
-, les équidistances
seront 2m,50, 5m,00, 10m,00, etc.
Ces règles ne sont pas absolues.
Nota. — Nous supposerons dans cette leçon théorique l'équidislance égale à 1 mètre, c'est-a-dire la droite graduée de mètre en mètre ; les résultats ohtemis seront faciles à généraliser pour les cas oii l'équidistance serait différente.
On nomme intervalle la distance qui sépare horizontalement deux points de cote ronde qui se suivent, et pente, la tangente de l'angle formé par la droite avec le plan horizontal.
Pour la droite mn (fig. 444 bis), l'intervalle mesuré à l'échelle est, je suppose, de lm,55.
Soit p la pente, et soit i l'intervalle.
Considérons le triangle reclaugle M'N'ii', que uous nommerons le triangle unitaire, qui aurait pour hypoténuse la droite M'N' de l'espace, pour base horizontale l'intervalle mn, et pour hauteur la différence de niveau des points M et N, c'est-à-dire 1 mètre ; ce triangle donne pour angle à la base a :
tg. a = p — — , d où
donc : théorème : la pente et l'intervalle sont inverses l'un de l'autre.
§ 362. — Graduer la droite joignant deux points.
Connaissant la distance projetée, d, de deux points cotés, A et B, et les cotes c et c' de ces deux points, calculons d'abord l'intervalle i et la pente;) de la droite qui les joindrait. (Même figure 444 bis.)
Soitd (distance de a et de b) — 1,35, mesurée a l'échelle.
Soit c (cote du point b) = 12,15.
Soit c' (cote du point a) =. 10,35.
Le triangle rectangle qui aurait pour hypoténuse AB de l'espace est semblable à celui qui aurait pour hypoténuse deux points équidistants de 1 mètre en hauteur, et que nous avons nommé le triangle unitaire.
Nous aurons donc le rapport :
Ces cotes S)ct écrites sur le plan.
i (intervalle)
-, d'où i
1 (équidistance) c — C
-, (formule importante).
' 1^35 ~ ÔT5 _ 3 ~ l'
L'intervalle, une fois connu (ici, 0,75), plaçons un point a cote ronde, par exemple le point de cote 10 ; soit m ce point eu projection.
Dans l'espace, il est à 0,35 au-dessous du point a ; et si uous désignons par x la dislance projetée a m, nous aurons encore, en comparant le triangle qui a AM pour hypoténuse, un trianglj unitaire qui lui est semblable : x 0,35 ,
— = d où x = i x 0,35 = 0,75 x 0,35 = 0m,26.
I lm .i>
Dès lors, on prend 0m,26 sur l'échelle, et on porte cette distance de a en m.
Ayant le point à cote ronde, 10, en portant autant de fois que l'on voudra l'intervalle, à partir de ce point 10, on aura les points 11, 12, 13, etc.
§ 363. — Trouver la cote d'un point pris sur une droite.
Sur l'échelle, on mesurera l'intervalle de la droite (même fig. 444 bis). Soit i = 0,75.
On mesurera à l'échelle la distance .r. du point donné a, au point m de cote ronde immédiatement inférieure. Supposons que m soit à la cote 10. Soit x = 0,26 (mesuré a l'échelle).
Pour calculer l'altitude y du point M au-dessus du point A, on aura : y 1 (équidistance) x i (intervalle) '
Le point a est donc à la cote 10,35.
d'où
§ 364. — Placer sur une droite un point de cote donnée
(même figure).
Soit la droite donnée 10, 11, 12. . .; on veut placer le point a dont la cote est 10,35.
Fig. 444 bis
Le pointa se placera cuire, 10 et 11, a uue distance x du poiut m (cote 10), que l'on va calculer.
On aura, en considérant toujours dans l'espace le triangle rectangle qui aurait uni pour hypoténuse, et le comparant au triangle unitaire :
— = — , d ou :
(que l'on mesure sur l'échelle et que l'on porte sur l'épure).
li . PLAN
§ 365. — Représentation du plan.
Ou définit un plan par sa ligne de plus grande pente. On sait que cette droite est perpendiculaire aux horizontales du plan, dans l'espace et en projection.
Celte droite, que l'on représente par uu double trait, se nomme Ve'chelle de pente du plan. Elle sera graduée comme une droite ordinaire.
Les horizontales du plan seront figurées par des droites perpendiculaires à l'échelle de pente.
§ 366. — Trouver la cote d'un point d'un plan (fig. 445). Soil AB l'échelle de pente du plan, graduée 10, H, 12; etmun point quelconque du plan.
On mène l'horizontale mm'. On prend sa rencontre m' avec l'échelle de
Fig. 445
pente, et l'on calcule, comme on l'a fait pour une droite (§ 363), la cote du point m'. Ce sera aus-i celle du point m.
§ 367. — Reconnaître si deux droites se coupent, et graduer leur plan (fig. 446).
lre Méthode. — On prolongera les deux droites, en projection, jusqu'à leur point de rencontre m. On calculera la cote du point m, considéré comme
appartenant séparément à chacune des droites. Et si l'on trouve, pour chaque •opération, la même cote, on en conclura que les droites se coupent.
2° Méthode. — On joindra les points de même cote (15 — 15), (14 — 14). Si les lignes ainsi tracées sont parallèles, c'est que le lieu géométrique de ces
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droites dans l'espace est un plan, et par conséquent les deux lignes se coupent.
Ces parallèles sont des horizontales du plan des deux droites. En leur menant une perpendiculaire XY, on aura l'échelle de penle, graduée aux points ■de rencontre avec les horizontales.
§ 368. — Plan passant par trois points.
Soient les trois points : a (8,45), b (13,25), c (10,80) (fig. 447).
On gradue la droite ab et la droite cd (voir le problème § 362). On joint
Fig. 417
les points de même cote ; cela donnera les horizontales du plan ; en leur menant uue perpendiculaire, on aura l'échelle de pente graduée.
§ 369. — Intersection de deux plans (lig. 448).
Soient XY et X'Y' les échelles de pente des deux plans.
Menons les horizontales de même cote. Les points d'intersection de ces horizontales doivent être tous sur une même droite a — 13, qui est l'intersection. La construction la donne toute graduée.
§ 310.— Intersection d'une droite et d'un plan (fig. 448 bis). Par la droite ab on mène un plan auxiliaire quelconque. Il suffit, pour cela, de mener par deux points de cote exacte de ab (les points 13 et 12 par
exemple) deux parallèles quelconques que l'on considérera comme deux hori-
Fig. 448
zontales de ce plan auxiliaire. (Il serait mauvais de prendre, comme en géométrie descriptive, pour plan auxiliaire le plan projetant la droite.)
On prend l'intersection fg de ce plan auxiliaire avec le plan donné XY.
Fig. 418 bis
La droite auxiliaire fij rencontre la droite donnée au point d'intersection cherché m.
On en calculera la cote (ici, 1?,45).
§ 371. — Par un point donné m (8,55), mener un plan parallèle à un plan donné XY (fig. 449, échelle de 1 / 100).
Par le point m, on mène une parallèle à la ligne de pente XY.
On calcule la distance x du point m au point de cote 8 de cette nouvelle échelle de penle.
Soit i — 1,35.
On aura x — 0,55 X 1 ,35 = 0,74.
Ayant le poiut 8, en reportant sur X'Y', à partir de ce point, l'intervalle i — 1,35 pris sur XY, on graduera la nouvelle échelle de pente X'Y'.
§ 372. — Mener par un point une droite perpendiculaire sur un plan XY, et trouver son intersection avec ce plan.
Remarquons (fig. 450 — B) : 1° que lorsqu'une droite AB est perpendicu-
laire sur un plan P, elle est, en projection, parallèle à son échelle de pente puisqu'elle doit être perpendiculaire aux horizontales du plan ;
2° Que l'angle qu'elle fait avec le plan horizontal étant le complément de celui que fait le plan, sa pente est l'inverse de la pente du plan, et par conséquent aussi son intervalle est l'inverse de l'intervalle du plan;
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Echelle (o Di5 p.r i m)
no so o
3° Que sa graduation doit se faire en sens contraire de celle du plan. Cela posé, soit i — 0,78, l'intervalle du plan mesuré à l'échelle. L'intervalle de la normale cherchée sera :
La projection de la droite sera nui, parallèle a XV, et elle est graduée facilement puisque la cote de m est 17 et que l'intervalle i' — 1,2S. On remarquera qu'elle doit être graduée en sens inverse du plan X Y.
Pour avoir le point n, où la normale perce le plan , on résout le problème : intersection d'une droite et d'un plan (§ 370).
§ 373. — Par une droite donnée « //, mener un plan ayant
une pente donnée [p = -).
(a) Solution dans l'espace. — A été donnée, première partie, §§ 116 et
( b) Epure. — Pour faire l'épure (fig. 451\ nous prendrons sur. ab deux
Fig. 4SI
Echelle de t/joo
points de cote ronde. Les points 10 et 14 par exemple. Le cône aura son sommet au point 10 et sa hase sur le plan horizontal 14.
Calculons son rayon de base R. La différence de niveau est de 4m enlre le sommet et la base.
On aura donc :
4 = R x p, d'où : (puisque p = 2/3).
et R = 6 mètres.
Ou mesurera 6™ sur l'échelle. On tracera, du point 14 comme centre, le cercle de rayon R = 6m, et on lui mènera une tangente ne du point 10. ac est l'horizontale de cote 10 du plan demandé.
La ligne de pente XY sera une perpendiculaire a la droite a c. Ou la graduera facilement.
Remarque. — Il y a deux solutions. Il pourrait aussi ne pas y en avoir si le cercle de rayon R passait au-delà de a. Ce problème est très souvent résolu dans les travaux de terrassements, surtout dans la fortification.
§ 374. — Par un point m d'un plan, mener dans ce plan
une droite ayant une pente donnée (p = ■-).
[a) Solution dans l'espace. — Première partie, § 108.
{b) Epure. — Soit 7,85 la cote du point m pris dans le plan X Y (fig/452).
Fig. 452
Considérons un côue de pente 2/5 ayant son sommet au point m, et sa base sur le plan horizontal de cote 5, par exemple. Le rayon de sa base sera :
Du point m, comme centre, on tracera le cercle de rayon R=7,05. 11 recoupera l'horizontale du plan dont la cote est 5 en deux points n et })'. Ce qui donnera, comme solutions, les deux droites m n et m n', faciles à graduer.
Le problème aurait pu ne pas avoir de solulion.
§ 375. — Angle de deux droites (fig. 453).
Soient ab et cd ces deux droites. Par un point de cote ronde de c d, le point 10, par exemple, on mène une parallèle 's. ab. Soit «' V cette parallèle.
C d et a'b' définiss3ut un plan que l'on rabat sur le plan de cote 7, par exemple, autour de l'horizontale 7,7 comme charnière. L'épure s'explique d'ellemême. Elle est identique a l'épure analogue de la géométrie descriptive (première partie, § 105).
§ 376. — Angle de deux plans (fig. 454).
On cherche en a b l'intersection des deux plans (§ 369;.
On rabat le plan projetant de ab sur le plan horizontal 18, par exemple.
Soit a Bi cette intersection rabattue. On lui mène une perpendiculaire quel-
conque Gi; par le point i une perpendiculaire à ah jusqu'aux points m et n où elle rencontre les horizontales 17 des deux plans.
Fig. 453
iG est le rayon de rotation du poinl G de ['espace, sommet du rectiliguc de l'angle des deux plans.
Fig. 454
Echelle
On rabat i G en i G2, ce qui donne en m Gï n l'angle cherché et.
§ 317. — Exercice. — Plateforme avec rampe (fig. 453).
(a) Enoncé. — Luc plateforme horizontale est établie partie en remblai, partie en déblai sur un terrain uni dont la pente est comprise entre i /S et 1 / 12.
La plateforme A B C D est rectangulaire et horizontale ; sa longueur H C est de 10 mètres, sa largeur A B de 6 mètres.
Aucun des cotés de la plateforme ne doit être parallèle aux horizonlalcs du terrain.
Elle sera à la cote de l'horizontale du terrain qui passe par son centre (7,30).
Une rampe E F G H de 3 mètres de largeur et inclinée à la pente 1/6 part du milieu du petit côté qui est en remblai et descend jusqu'au terrain naturel.
La pente des talus de remblai sera de 1/2.
La pente des talus de déblai sera de 2/3 (2 de hauteur pour 3 de base). (6) Marche a suivre. — Ou remarque, (i priori, que l'horizontale (7,50)
du plan XY rencontre en a et (3 le rectangle de la plateforme; elle sert de séparation entre la partie en déblai aKL(3 et la partie en remblai a M N p .
1° On résout trois fois le problème suivant : « Par des lignes horizontales aD, DG et Cjj, mener des plans inclinés à la pente de remblai 1/2. »
Les intersections de ces plans sont les lignes DM et C H, projetées suivant les bissectrices des angles D et C de la plate-forme.
2° Ces plans, une fois gradués, on prend leurs intersections a M, MN, et Nj3,avec le terrain naturel.
Nota. — Les lignes MN et DC prolongées doivent se rencontrer sur la droite a [3 prolongée.
3» Par les droites a A, AB, et Bft, on mène des plans de déblai inclinés a 2/3, et, comme ci-dessus, on cherche leurs intersections a K, KL et L 6 avec le terrain naturel.
Nota. — Les droites KL, AB et ap doivent converger en un même point.
3° La rampe. — Par l'horizontale EF on mène un plan incliné à la pente 1/6, et on cherche en H G son intersection avec le terrain naturel; elle devrait aussi converger au point de croisement des lignes a [3, DC et MN.
4° Talus de la rampe. — Par les lignes inclinées EH et F G, qui ontdù être graduées, on résout le problème (§ 373). Par une ligne inclinée, mener un plan ayant la pente de remblai (1/2).
5° On cherche, en El, IH, etc., les intersections de ces plans avec ceux qui sont déjà construits.
Remarque générale. — On doit indiquer les horizontales dans leur entier développement, comme cela est fait pour l'horizontale 7.
On la voit qui, du terrain naturel, se retourne sur le remblai ocDM pour passer ensuite sur le remblai DEMI, puis sur le remblai de la rampe, puis sur la rampe elle-même, etc. Pour finir, elle revient sur le terrain naturel.
On devra tracer de même toutes les horizontales. Leurs divers tronçons doivent se retourner toujours sur les lignes d'intersection des plans.
GÉOM. DESCR. 29
C . SURFACES TOPOGRAPHIQUES
§ 378. — Définitions.
L'étude des surfaces topographiques est le complément de la méthode des projections par plans cotés.
On nomme surfaces topographiques, les surfaces formées par le sol. Généralement elles ne sont rencontrées par une verticale qu'en un seul point.
Les sections horizontales faites dans ces surfaces se nomment des lignes de niveau. On représente les surfaces topographiques par un certain nombre de lignes de niveau équidistantes et cotées. La surface n'est pas ainsi rigoureusement déterminée ; elle ne l'est qtf approximativement. Il en résulte que tous les problèmes concernant les surfaces topographiques ne sont susceptibles que de solutions approximatives.
§ 379. — Section plane d'une surface topographique.
(a) Le plan est quelconque. — Le plan est défini par son échelle de pente cotée XY (fig. 456).
On mène les horizontales du plan dont les cotes sont les mêmes que celles des lignes de niveau de la surface. Les points d'intersection de ces droites avec les lignes de niveau correspondantes sont des points de l'intersection
cherchée. On joint ces points par un trait continu, et l'on regarde la ligue ainsi tracée AB, CDE, comme la section de la surface par le plan donné.
(b) Le plan est vertical (fig. 457). — Supposons-le défini par sa trace XY. Ou peut alors rabattre la section sur un plan horizontal quelconque.
Rabattons, par exemple, sur le plan horizontal coté 9.
Le plan coupe la ligne de niveau (10) en un point b qui se rabat en B', tel que bh' égale l'unité de l'échelle de dessin.
Ce plan coupe de même la ligne de niveau (11) en un point qui se rabat eu C tel que cC égale deux unités de l'échelle du dessin.
On voit comment on obtiendrait les rabattements des points d'intersection du plan avec les aulres lignes de niveau.
En joignant la suite des points flB' CD', etc., on aura approximativement le profil de la section.
Pour avoir la position du point de la section ayant une cote donnée, la cote 9,;;0 par exemple, on prend le milieu pi de 6B', on élève en pi une perpendiculaire à 6B'. Cette droite rencontre le profil de la section en un point M' qui est le point cherché, dont la projection est m.
Si l'on fait la même construction pour un certain nombre de plans verticaux, on aura une suite de points de cote 9,50. En joignant ces points, on aura une ligne de niveau comprise entre les lignes de niveau (10) et (9).
Une ligne ainsi comprise entre deux lignes de niveau données s'appelle ligne intercalaire.
§ 380. — Trouver la cote d'un point.
Reportons-nous à la figure précédente 457. Soit m le point donné; ou
mène par m un plan vertical. Soit XY la trace de ce plan vertical sur le plan horizontal de cote 9.
On construit, comme ci-dessus, le profil de la section faite dans la sur-
face par ce plan, et en élevant ensuite en ni une perpendiculaire m M', on obtient le point M' ; la longueur m M', mesurée a l'échelle, détermine la cote du point m.
§ 381. — Intersection de deux surfaces topographiques.
Ces deux surfaces sout représentées par des lignes de niveau.
Les points d'intersection des lignes de niveau de même cote sont des points de l'intersection cherchée. On joint tous les points par un trait continu, et l'on obtient ainsi la ligne cherchée.
§ 382. — Intersection d'une surface topographique et d'une droite.
On mène par la droite un plan quelconque ; on cherche l'intersection de la surface avec ce plan auxiliaire, et l'on prend les intersections de la droite avec la section ainsi déterminée.
Ce procédé est applicable si au lieu d'une droite on a une courbe quelconque. On mène par la ligne une surface auxiliaire ; on cherche l'intersection de cette surface avec la première, et ensuite les points d'intersection de cette ligne auxiliaire avec la ligne donnée.
On choisit de préférence, comme surface auxiliaire, un cylindre ayant pour directrice la courbe donnée, et dont les génératrices sont horizontales. Les intersections de ces génératrices avec les lignes de même cote de la surface donnée servent alors à résoudre facilement le problème.
§ 383. — Lignes d'égale pente.
(a) Définition. — On appelle ligne d'égale pente d'une surface topographique, une ligne telle que la tangente en chacun de ses points garde une pente constante. Si nous considérons le cylindre vertical qui projette cette ligue, les tangentes font constamment le même angle avec les génératrices. La ligne d'égale pente sera donc une hélice tracée sur ce cylindre.
On ne peut tracer qu'approximativement une ligne d'égale pente sur une surface donnée. On ne connaît exactement que les intersections de la surface par des plans horizontaux équidislants, et l'on admet que les cordes d'intersection de la ligne d'égale pente sont également inclinées sur le plan horizontal ; comme, du reste, leurs extrémités sont à des niveaux dont la différence est constante, il s'ensuit que les longueurs de leurs projections sont égales.
Ainsi, pour tracer du point A (fig. 458) une ligne ayant une pente donnée, il suffira : 1° de décrire de A comme centre un arc de cercle de rayon égal a
la projcclion de la corde qui fait l'angle donné avec le plan horizontal ; 2" de chercher son intersection b avec la ligne de niveau suivante ; de même pour
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c et ainsi de suite. On ohtient ainsi en général deux directions a partir de chaque point. De b, par exemple, on pourrait prendre la seconde direction b c' au lieu de 6 c, et l'on aurait obtenu c' en faisant C3 que l'on appelle un lacet.
(b) Problème. — Tracer une ligne d'égale pente partant d'un point A et aboutissant à un autre point donné L (fig. 459).
Dans le problème précédent on se donnait une pente déterminée et partant d'un point quelconque, A, on obtenait facilement un cheminement Ah c d,
avec ou sans lacets, dont tous les éléments avaient la pente voulue. Mais de cette façon on ne connaît pas, a priori, le point d ou d' auquel on aboutira.
Dans le problème actuel, on se donne (fig. 459) uu point de départ A, un point d'arrivée L, et l'on demande avec quelle pente constante il faut cheminer sur la surface et quel chemin il faut suivre pour aller de A en L. C'est le problème de la route à pente uniforme tracée à fleur de sol.
On connaît la distance A L en ligne droite et la différence des cotes des deux points A et L ; on connaît donc, a peu près, la pente qu'il faudra choisir pour arriver près du point L.
Soit p cette pente approximative.
On en déduit approximativement un intervalle A b' que l'on prendra
comme rayon ; on sait que l'on a i =z Ab' = — ; avec ce premier rayon et en
procédant comme au § a, on arrivera à un point L' voisin de L. On conclut de ce premier essai que l'on avait pris un rayon trop grand.
On le diminuera donc un peu, et par un second essai on arrivera en un autre point L" qui n'est pas encore le point L. Cette fois nous avions pris un rayon trop petit.
Pour déduire de ces deux essais le véritable rayon, portons maintenant sur une droite M b" à partir d'un point quelconque M, les longueurs M b', Mb", Mb'", égales aux rayons d'essai, et, aux points b' b" b'", élevons des ordonnées égales aux erreurs LL', LL", en ayant soin de les porter positives quand les erreurs à l'arrivée sont commises d'un côté du point donné L et négatives quand elles sont de l'autre côté. La courbe formée par les points
b'b"b"' ainsi obtenus, est ce que l'on nomme une courbe d'erreur : on prend son intersection w avec la droite M 6", et la distance du point M au point d'intersection w donne la longueur du rayon qui répond à la question. En parlant alors de A, avec cette longueur Mo) comme rayon, on aboutira au point L.
§ 38t. — Lignes de plus grande pente.
On nomme ligne de plus grande pente une ligne telle qu'elle ait pour tangente en chacun de ses points la ligne de plus grande pente du plan tangent en ce point ; ce sera donc la Irajectoire orthogonale des lignes de niveau.
Une goutte d'eau qui, partant du repos, coulerait sur une surface topographique, suivrait dans le premier moment une ligne de plus grande pente. Dans la suite sa vitesse acquise se combinant avec celle qu'elle tend a prendre en chaque point, fait que la véritable trajectoire d'une goutte d'eau n'est pas une ligne de plus grande pente.
Quand la surface est à courbures opposées et que le plan tangent est horizontal, on a ce que les topographes appellent un col.
§ 383. — Plan tangent à une courbe cotée et passant par une droite donnée (fig. 460). Soit M N la droite et AB la courbe :
Joignons les points de même cote sur la droite M N et sur la courbe ; nous obtenons ainsi des horizontales s'appuyant k la fois sur la droite et sur la courbe ; nous les considérerons comme les génératrices d'un conoïde dont le plan directeur serait le plan horizontal. Si l'on connaissait le point de contact sur la courbe, eu ce point le plan tangent au conoïde serait le même qu'au point de la génératrice situé sur la droite.
Mais d'après une remarque faite à propos du conoïde (§ 314-rf), c'est ce qui caractérise une génératrice singulière, c'est-à-dire une génératrice telle que la génératrice infiniment voisine lui soit parallèle. Le plan tangent y est invariable.
Il suffira de voir pour quelle cote deux génératrices voisines seront sensiblement parallèles ; le point de contact se fera entre les deux points correspondants de la courbe. Ici le point cherché est approximativement en S à la cote. 10,50 entre les deux horizontales parallèles 10 et 1 \ .
§ 386. — Plan tangent à une surface topographique V mené par une droite donnée M N (fig. 460 bis).
{a) La droite est quelconque. — La solution est tout à fait analogue. Pour avoir le plan langent, on mène par les points de la droite des tangentes aux courbes de même niveau, et on cherche parmi ces horizontales celles pour lesquelles on a sensiblement des droites parallèles. Ici les droites sont parallèles entre 10 et 11. Le point de contact est sensiblement le poiut P (10,50).
(b) La droite est horizontale. — La construction précédente n'est plus applicable.
lre Méthode. — On mène alors (fig. 461) des tangentes aux courbes de niveau, parallèles a la ligne donnée ; elles déterminent un cylindre circonscrit
génératrices horizontales. Le plan tangent mené à ce cylindre sera tangent à la surface. Pour le déterminer, faisons une section dans ce cylindre par un plan vertical X Y ; ce plan rencontre la droite en un point a, et il coupe le plan tangent demandé suivant une droite qui doit être tangente à l'intersection. Or, quelle que soit la droite qu'on mène par a, si par cette droite on mène un plan tangent à la courbe d'intersection, on aura toujours le même point de contact.
Menons alors par le point a une droite que nous cotons, et le problème
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est ramené au cas précédent. Ayant le point de contact sur la courbe, la génératrice correspondante donnera le point de contact sur la surface. Ici la droite auxiliaire menée par a a été prise ayant M N pour projection. Si la droite M N et par suite si le poiut a a pour cote 8,80, par exemple, on tracera, comme nous l'avons indiqué dans la méthode des projections cotées, la droite a N,
cotée 10, 11 On mène les droites 10 — 10', 11 — 11' et ou cherche
comme ci-dessus le point pour lequel elles sont parallèles.
2e Méthode. — Par rabattement (il n'y a pas de figure spéciale). On coupe le cylindre précédent par uu plan vertical X Y dont on prend, de préférence, la trace perpendiculaire sur Jl N. On rabat la section faite ainsi dans le cylindre. Par le poiut Al, où le plan coupe la droite M N, on mène une tangente Al Pl à la section cylindrique et l'on a en Pl le point de contact; on en déduit la génératrice de contact sur le cylindre. Le point P où cette génératrice rencontre la ligne des points de contact du cylindre auxiliaire et de la surface, donne le point de contact du plan tangent cherché. Son échelle de pente s'obtiendra facilement.
§ 387. — Cône circonscrit à une surface topographique.
lre Méthode. — On peut couper par des plans verticaux passant par le point S, sommet du côue, rabattre les sections et déterminer dans chacune la tangente a la courbe de section.
2e Méthode. — On peut mener par S une droite quelconque et par cette droite un plan tangent à la surface (§ 386) ; le point de contact est un des points cherchés ; en faisant varier la droite, on aura autant de points que l'on voudra, de la courbe de contact.
3e Méthode (fig. 462). — Prenons une seule droite auxiliaire SV. Cotons cette droite, et par elle menons des plans tangents aux diverses sections que l'on peut faire par des plans verticaux, tels que S T, passant par S, problème que nous avons déjà traité au § 3S6.
Si l'on ne tient à avoir que le point de contact situé dans une certaine zone a b, ce qui est le cas le plus ordinaire, on fait tourner la droite S T, trace de la section verticale, jusqu'à ce qu'en joignant les points de même cote entre les limites a b, on ait des droites sensiblement parallèles. Dans le cas
de la figure, on cherchera à donner au plan vertical une position telle que les horizontales 12 et 13 deviennent parallèles.
Pour le cylindre circonscrit, la solution est tout à fait analogue. Dans les questions de défilement, en fortification, on a très souvent à résoudre le problème qui vient d'être traité.
D. APPLICATIONS AUX TABLES ET AUX CALCULS GRAPHIQUES
§ 388. — Principe de la méthode (1).
La géométrie analytique à deux dimensions donne le moyen de représenter par une courbe une fonction de deux variables f (x -y) = o.
Une fonction de trois variables f (x - y - ï) = o serait représentée par une surface et l'on conçoit que, s'il était possible de construire en relief cette surface et de disposer de moyens de mesure très exacts pour apprécier les trois coordonnées d'un point, la connaissance de deux des coordonnées, x et y par exemple, entraînerait celle de la troisième, Z.
Convenons que x, représentant une largeur et y une profondeur, Z indique une hauteur. Si la fonction est de telle nature que, à des valeurs
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déterminées de x et de y, ne, réponde qu'une seule valeur de Z, la surface f (x - y - Z) — o, pourra être assimilée à une surface topographique, qui n'est rencontrée par une verticale qu'en un seul point. Celte surface topographique
(1 1 Les méthodes graphiques de calcul n'ont été rendues réellement pratiques qu'après les travaux de M. L. Lalanne, inspecteur général des ponts et chaussées, et grâce à l'introduction qu'il y a faite des anamorphoses géométriques.
sera représentée, graphiquement, par des courbes de niveau que l'on rapprochera d'autant plus que l'on voudra plus de précision. En réalité, ces courbes de niveau (fig. 463) représenteront les projections horizontales des sections faites dans la surface par des plans horizontaux menés îi des hauteurs déterminées, ZO, ZI, Z2, etc.
Si, à l'aide de cette table graphique, on veut la valeur de Z qui répond à des valeurs données x = 3, y — 1 ,80 par exemple, des autres coordonnées, on prend le point m répondant à x — 3 et y = 1,80, et l'on calcule comme il a été dit plus haut (§ 380) la cote de hauteur du point M (ici, cette cote est sensiblement égale a 5,40).
Comme exemple, prenons la fonction Z — x y, laquelle donne la traduction analytique de la table de multiplication. Elle représente un paraboloïde hyperbolique, et si l'on fait Z = 1, Z = 2, etc., les diverses sections horizontales qui répondent à ces hauteurs sont des hyperboles équilatères, faciles à construire, car il suffit d'en connaître un seul point pour en déduire tous les autres.
Si l'on veut, par exemple, le produit 3 X 2, ou prendra le point n dont l'abscisse est 2 et dont l'ordonnée est 3, et on reconnaîtra qu'il tombe sur la courbe de niveau cotée 6.
§ 389. — Anamorphoses.
Les courbes précédentes sont pénibles à tracer et il serait bien préférable de leur substituer des lignes droites. C'est ce qui a conduit M. Lalanne à ima-
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giner ce qu'il nomme des anamorphoses. Ces anamorphoses consistent à substituer aux variables Z, x et y, des fonctions Z' x' y' de ces variables qui soient telles que la fonction Z= f{X -y) se transforme en une fonction Z= » [x - y'), qui soit linéaire.
Dans le cas actuel de la fonction Z = xy, posons Z' = log. Z, x' = log.x, y' r= log. y, la fonction anamorpbosée devient :
Alors, au lieu de porter sur les axes o X et o Y des longueurs égales entre elles et représentant les nombres 1, 2, 3, 4..., on y porte des longueurs inégales mais proportionnelles au\ logarithmes de ces nombres. On dit alors que les coordonnées sont graduées.
On obtient ainsi l'abaque à transversales représentée dans son ensemble sur la figure 464.
On voit (fig. 465) le diagramme figuratif des relations fondamentales entre les cotes des quatre cours de lignes de l'abaque. Une ligne telle que MR, perpendiculaire sur la bissectrice des axes, a pour équation x' + y' = Z'. Elle répond à la relation primitive :
(1 ) Z = xy de la figure 463.
Une droite telle que M C, parallèle à la bissectrice des axes, a pour équation : y' = x' -+- ('. (En appelant V la distance o c, a laquelle elle recoupe l'axe des y', c'est-à-dire l'ordonnée a l'origine de la droite M C.)
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D'où l'on déduit, log. y = log. x -+- log. t, et log. t = log. y — log. x,
et t = — .
Les transversales, telles que C M, seraient les lignes de niveau d'une autre surface topographique, t', traduisant par anamorphose la fonction :
Eliminant de toutes les manières possibles une des quatre quantités x,y,z et t entre les équations 1 et 2, nous obtenons les relations suivantes, répondant aux opérations arithmétiques consignées au tableau ci-dessous :
Produits
Tableau des opérations possibles :
z = tx'-
Quotients
X il '
Racines carrées ... y = [/ zt , x = y j
Soit M (fig. 465) un point qui est la projection horizontale d'un point distinct de chacune des surfaces topographiques t' et Z'. Il passe une ligne de niveau Z' et une autre ligne de niveau f, qui, sauf exception, n'ont pas la même cote.
11 y a donc une verticale, dont le pied est en M, et qui recoupe les deux surfaces t' et Z' à des hauteurs différentes ; mais entre les quantités x' y' Z' et t' il existe des relations qui entraînent pour les quantités X y Z et t dont elles sont les anamorphoses, une quelconque des équations consignées au tableau. C'est ainsi que l'on aura la relation :
î/2 = z t, ou y -- JTÏ.
Ce qui se traduirait en disant que le produit des deux hauteurs de la verticale du point M, est égal au carré de l'ordonnée de ce point.
Par conséquent, soit à trouver la valeur de l'expression ^2X3 : On prend sur la surface t la ligne de niveau cotée 2 [t = 2), sur la surface Z la ligne de niveau cotée 3 (Z = 3), ce qui donne sur l'abaque
(fig. 464) un point de croisement m, dont l'ordonnée y paraît être 2,45; ou a 2,45 = y/g x 3.
Le calcul exact aurait donné 2.449.
x2 = i v/f =Vt- ra
r sensibler
Si l'on prend la relation a;1 que donne pour l'a? du point m, une longueur sensiblement égale à 1,25 ; ce qui est très approximativement la valeur de
M. Lalanne indique dans le mémoire qui accompague l'abaque à transversales, comment cet ingénieux tableau graphique permet de trouver les puissances fractionnaires d'un nombre quelconque.
L'étendue restreinte de ces leçons ne nous permet pas d'entrer dans plus de détails sur cette intéressante question. Nous renvoyons les lecteurs a la note parue sous le titre de Méthodes graphiques dans le catalogue publié par le Ministère des travaux publics, à l'occasion de l'Exposition universelle de Melbourne, en 1880.
Cette notice constitue un véritable traité de la matière, Les ingénieurs et les architectes auront, dans beaucoup de cas, à en tirer un très grand parti.
GNOMONIQUE
§ 390. — Notions d'astronomie.
La gnomonique a pour objet la construction des cadrans solaires. Avant ■d'aborder son étude, rappelons quelques notions d'astronomie.
La terre tourne autour de sa ligne des pôles avec la régularité la plus parfaite et, ainsi que le fait remarquer M. Delaunay dans ses leçons d'astronomie, elle constituerait la plus admirable horloge qui se puisse imaginer si l'on pouvait rendre ce mouvement manifeste et si l'on pouvait en apprécier à chaque moment les états divers. C'est le but que l'on se propose en construisant des cadrans solaires.
(a) Mouvement diurne. — Placés sur la lerre, nous nous croyons immobiles et, par un effet de mouvement relatif, ce sont les astres, y compris le soleil, qui semblent tourner autour de la ligne des pôles ; c'est ce que l'on nomme le mouvement diurne. La rotation complète des étoiles s'accomplit en un temps nommé jour sidéral.
(b) Le soleil et l'écliptiqce. — La lerre tourne autour du soleil ; mais, par le même effet de mouvement relatif, c'est le soleil qui semble se déplacer sur la sphère céleste, dans le sens inverse du mouvement diurne.
Ce déplacement apparent du soleil met une année (365 jours environ) a s'effectuer complètement, ce qui représente par jour un retard de 4 minutes sidérales (exactement : 3', 56", 5).
Enfin, ce déplacement annuel du soleil sur la sphère céleste (fig. 466) se
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fait sur un grand cercle D ABC que l'on nomme ïécliptique et dont le plan fait avec le plan de l'équateur un angle de 23°, 28'.
Le soleil est aux équinoxes lorsqu'il est aux points A et C où l'écliptique coupe l'équateur E E'. Nous avons en A l'équinoxe de printemps (21 mars) et en B l'équinoxe d'automne (23 septembre).
Le soleil est aux solstices lorsqu'il est aux milieux B ou D des demi-circonféreuees A B C ou C D A ; on dit alors qu'il est aux solstices.
B est le solstice d'été (22 juin) et D est le solstice d'hiver (22 décembre).
Quelle que soit sa position, m par exemple, sur son écliptique, dans une
journée il fait un tour complet et semble décrire un parallèle m m' de
la sphère céleste.
Si nous considérons le rayon lumineux mo qu'il envoie sur la terre, supposée placée au centre, ce rayon décrira dans le même temps un cône de révolution, que nous nommerons le cône de lumière, qui est important à considérer en gnomonique.
Lorsque le soleil est aux équinoxes, ce cône se réduit au plan même de l'équateur. Lorsqu'il est en B, au solstice d'été, ou en D au solstice d'hiver, son angle au sommet passe par un minimum (en B... il est de 90° — 23°, 28' = 66°, 32') ou par un maximum (en D il est de 90» -+- 23°,28' = 113°,28').
(c) La terre (fig. 467). — Le tracé d'un cadran solaire plan ou l'orientation qu'il faut lui donner, si c'est un cadran cylindrique ou sphérique, dé-
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pend essentiellement du point M ou N de la terre où il est placé. Soit M ou N un de ces points; soit oM ou oN le rayon de la terre qui y passe. Cette ligne o M Z ou o N Z' est la verticale du lieu. Le plan tangent MH à la surface terrestre est le plan d'horizon du lieu. Le grand cercle P M P' ou P N P' qui y passe et qui contient la ligne des pôles PP' est le méridien du lieu. Le plan méridien du lieu est donc le plan Z M Q ou Z' N Q', qui contenant la verticale du lieu contient aussi la parallèle M Q ou N Q' à la ligne des pôles (ou axe du monde).
Lorsque le soleil, dans sa rotation, passe dans le plan méridien, il est midi vrai pour le lieu considéré. C'est à ce moment qu'il paraît le plus haut au-dessus de l'horizon.
La latitude d'un point M est l'angle MOE que fait sa verticale MZ avec le plan de l'équateur. Elle se mesure par l'arc EM ou nN de mériden compris entre l'équateur et le point. Désignons cet angle par X. Elle est dite boréale, du côté du pôle Nord, ou australe, du côté du pôle Sud.
Si l'on prend l'angle HMQ que fait la parallèle M Q à la ligne des pôles avec le plan d'horizon, cet angle se nomme la hauteur du pôle (sous-eutendu au-dessus de l'horizon) pour le lieu considéré ; cet angle est égal à la latitude X comme ayant ses côtés perpendiculaires à l'angle MOE.
Sur une carte géographique, bien faite, on peut trouver la latitude d'un lieu quelconque. La hauteur de l'étoile polaire au-dessus de l'horizon, hauteur mesurée angulairement, la donnerait très sensiblement, pour un point de l'hémisphère nord.
La latitude de l'observatoire de Paris est de 48° 50' 11".
(1) La gnomonique ou construction des cadrans solaires esl une application immédiate de la géométrie descriptive. Elle est particulièrement intéressante pour les architectes auxquels la construction de ces cadrans peut èlre demandée.
§ 391. — Cadrans solaires cylindriques (fig. 46?).
Prenons un cylindre de révolution creux, plaçons une tige de fer, très fine, à la place de son axe Z Z ; inclinons cette tige parallèlement k la ligne des pôles (ou axe du monde).
Cet axe Z Z, dans la gnomonique, prend le nom de style ; il portera ombre dans l'intérieur du cylindre et le mouvement de l'ombre suivra symétriquement celui du soleil.
Prenons le plan M qui, contenant l'axe, contiendra aussi une verticale ; ce plan sera le plan méridien du lieu et la génératrice suivant laquelle il coupera le cylindre sera la ligne horaire de midi (XII — XII).
Dès lors si nous traçons en a b un cercle de section droite du cylindre et si nous le divisons, a partir du point XII, en douze parties égales de chaque
côté, aux points I, II, III, IV et XI, X, IX , les génératrices qui
passent par ces points recevront successivement l'ombre du style aux heures qu'elles indiquent.
On nomme ces génératrices les lignes horaires du cadran.
Au lieu d'un style on emploie souvent un gnomon. C'est une plaque
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mince, de métal, G', percée d'un petit trou, o. que l'on place sur l'axe en G, en ayant soin de la mettre bien en face du soleil a midi.
Elle portera une ombre curviligne, présentant un centre lumineux que l'on nomme le point d'ombre.
("est le point d'ombre qui donne l'heure en passant sur les lignes horaires.
Quand le soleil est k l'équaleur, c'est-à-dire aux deux équinoxes, le point d'ombre décrit ce que nous nommerons la trajectoire d'équinoxe. Elle n'est autre que la section droite G A B du cylindre passant par le gnomon.
Au solstice d'été, le rayon solaire E qui passe par le centre du gnomon décrit un cône au lieu d'un plan qu'il décrivait aux équinoxes. Le point d'ombre décrit encore une section droite CD, mais elle est au-dessous de la précédente et en est distante d'une longueur, a, comptée sur la génératrice et égale k R tg. 22°,28', (22°, 28' étant l'inclinaison de l'écliptique sur l'équateurh
Cela fait environ : a = 0,434 R.
Au solstice d'hiver, le soleil étant au-dessous de l'équaleur, eu H, le point d'ombre décrira une autre section droite EF symétrique de la première, par rapport a l'équaleur. C'est la trajectoire du solstice d'hiver.
De telle sorte que (fig. 469) si l'on voulait creuser une pierre en forme de cylindre, pour y tracer un cadran solaire, et si l'on voulait ne prendre que ce qui est strictement nécessaire, on limiterait le cylindre d'une part aux deux trajectoires CDK (fig. 469) et EF, XII, des solstices, et, d'autre part, k l'ellipse CDEF, section du cylindre par le plan horizontal qui contient le gnomon.
Un pareil cadran cylindrique peut servir en n'importe quel lieu de la terre, k la condilion de bien le placer.
Cette mise en place se fait de la manière suivante :
1° On place le plan médian m" w oj' . . . dans la direstion du méridien MM. Nous indiquerons plus loin, aux cadrans plans horizontaux, comment il est facile, expérimentalement, de déterminer la ligne M N.
2° On incline le solide de telle sorte que les lignes horaires soient parallèles à la ligne des pôles, c'est-à-dire fassent avec l'horizon un angle égal a la lalitude du lieu.
Néanmoins il vaut mieux construire le cadran pour la latitude même du
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lieu. Par exemple s'il est fait pour Paris, dont la latitude est X — 48°, 50', le plan de section droite RSTU doit être incliné sur l'horizon, an complément de cet angle, soit k 41°, 10'.
Les explications qui précèdent suffiront pour permettre de faire tailler dans une pierre, par les procédés ordinaires de la stéréotomie, un cadran solaire cylindrique pour une latitude déterminée.
§ 392. — Cadrans solaires sphériques.
Les anciens, et principalement les Grecs, étaient très habiles dans la construction des cadrans solaires. Ils les établissaient sur des surfaces sphériques, cylindriques, coniques (1) ou planes.
Imaginons que dans une sphère creuse, qui nous représenterait en petit la sphère céleste, nous ayons figuré les deux pôles P et P' ; l'équateur EE' et tracé 24 méridiens équidistanls numérotés XII, I, II, III, etc. Ces méridiens seront les lignes horaires de la sphère. (Suivre l'explication sans figure).
Supposons maintenant qu'un soleil fictif. S, circule sur cette sphère en décrivant, en 24 heures, un parallèle S m ; nous aurons en petit la reproduction de ce qui se passe en grand avec le soleil.
Si maintenant nous plaçons très exactement au centre O, de la sphère, un gnomon, il donnera une ombre sur la partie de la sphère creuse symétrique de celle où se trouve le soleil. Le centre de l'ombre sera occupé par le petit rond lumineux, que nous avons nommé le point d'ombre. II est évident que ce point d'ombre sera tou jours symélrique du soleil fictif S, et qu'il passera sur les cercles horaires en même temps que lui ; en un mot, il donnera l'heure.
Les trajectoires des solstices seront deux parallèles situés k 22°, 28' de part et d'autre de l'équaleur.
§ 393. — Cadran horizontal avec style.
(a) Tracé de la méridienne. — La construction de tout cadran solaiic
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comporte une parlie expérimentale pour la mise en place, et une partie théorique pour le tracé des lignes horaires et des trajectoires.
(1) On peut voir au musée du Louvre un cadran solaire conique en marbre, restitué par le colonel Laussedat, d'après un trament, antique découvert à Héraclée du Latmos, près de Milet f Asie-Mineure), par M. O. Rayet.
La plaque AB, en pierre, en ardoise ou en métal, sur laquelle le cadran doit être tracé, étant scellée bien horizontalement et orientée, nord-sud, aussi exactement que possible avec une boussole, ou procède, expérimentalement, au tracé delà méridienne NpG (fig. 470).
A cet effet : 1° une tige M G, percée d'un trou a sa partie supérieure M, est scellée provisoirement en G sur le côté sud de la plaque ; c'est ce que l'on nomme le faux style ; 2° à l'aide d'un fil à plomb, on prend en p la projection du trou ; 3° du point p, comme centre, on trace deux ou trois cercles abc — a'b'c' ; 4° on marque en aa', avant midi, les passages du point d'ombre sur les cercles, et, en ce', les passages après midi. En abaissant ensuite, du point p, les perpendiculaires sur les cordes des arcs a'c' — ac, on aura la trace f)N du méridien du lieu, c'est-à-dire la ligne horaire de midi.
(b) Tracé des lignes horaires — Cela fait, on choisit en C (fig. 471 — A), sur la méridienne, ce que l'on nomme le centre du cadran, et on découpe dans une plaque de métal (fig. 471 — B) un angle Z'C'Q', égal a la latitude k
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du lieu. Cette plaque sera scellée dans le cadran, et, une fois mise en place, son arête Z'c' sera parallèle a la ligne des pôles ; ce sera donc le style du cadran.
Ce scellement ne se fait qu'une fois le tracé achevé. L'épure préalable s'exécute comme suit :
1° Ou rabat le style en Co' sous l'angle 1. Pour suivre plus facilement, on peut imaginer que M C représente une ligne de terre et que Co' est une projection verticale.
2° On prend un plan A MO', perpendiculaire au style ; on rabat eu O'I le point où il perce le style et on imagine, tracé dans ce plan, un cadran solaire,
que l'on nomme un cadran e'quatorial (lï. Ses lignes horaires font entre elles des angles égaux, obtenus en divisant en 24 parties égales, aux points XII, 11, 10, 9, 8, etc., la circonférence décrite avec O'i M comme rayon.
En réalité, nous avous 24 plans passant tous par le style ; ce sont les 24 plans horaires, et les lignes Ot XII, 0, 11, Oi 10.. ., définissent les rectilignes des dièdres formés par ces plans entre eux ; ce sont des dièdres de 15 degrés chacun.
Les lignes horaires du cadran seront les intersections de ces plans horaires avec le plan du cadran.
Par exemple, la ligne O'i 10 vient percer en /"la trace A M du plan équatorial ; la ligne horaire u° X est la ligue C f.
La ligne n" 8 irait rencontrer trop loin la ligne A M pour employer la même construction. Alors on cherche son intersection avec le plan de front A B ; à cet effet :
L'intersection de la ligne n» 8 avec ce plan AB est le point mi m\ relevé en m'.
Le plan horaire n° 8, passanl par le style qui est de front, coupe le plan de front AB suivant une parallèle m'n' au style, ce qui donne, en prenant la trace horizontale «' — n, un point de la ligne horaire n° VIII. Celte ligne est donc n C.
Ou opère de même pour avoir toutes les autres.
Nota. — Nous n'avons tracé qu'une moitié du cadran ; l'autre est symétrique par rapport à la méridienne.
§ 394.— Cadran horizontal à gnomon. — Tracé expérimental.
Le faux style MG, de la figure 470, pourrait être fixé définitivement; alors nous aurions une plaque M au lieu d'un style MC.
On peut tracer les lignes horaires, sans même connaître la latitude X du lieu. Cette latitude se déduira d'un tracé combiné avec une expérience que nous allons indiquer :
Soit CM (fig. 472) la méridienne ; p la projection du trou de la plaque
obtenue a l'aide du fil a plomb, et P le rabattement, de ce trou obtenu en portant de p en P la hauteur Mp, longueur du fil à plomb de la figure 470.
On a observé le midi vrai et on a réglé une montre sur ce midi vrai.
Cela posé, on observe, à la montre, le passage du point d'ombre a dix heures du malin et on le marque en a ; on l'observe ensuite a deux heures après midi, et on le marque en c.
Nous prenons dix heures et deux heures parce que l'angle dièdre des plans horaires correspondants est un angle de 60 degrés facile à construire saus rapporteur.
On joint ac; cette droite doit être perpendiculaire sur la méridienne, et y avoir son milieu M.
Cela posé : si, par «f, nous faisions passer uu cadran équatorial, comme celui qui passait en A M sur la figure 471, son centre O' devrait être sur le style (inconnu) PC, et, une fois rabattu en Ol, l'angle sous-tendu a Ole devrait être de 60 degrés.
Par conséquent :
1<> On construit sur a c comme côté un triangle équilatéral et l'on obtient le point Ol .
(1) En un point de l'équateur terreslrp, un cadran solaire serait en effet tracé comme ce cadran équatorial ; c'est ce qui justifie celte dénomination.
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2» Avec M Ol comme rayon on décrit un arc de cercle et du point P on lui mène une tangente P o' C.
La trace C de cette tangente est le centre du cadran ; l'angle o' C M donne la latiiude X du lieu, et on achève le tracé comme fig. 471.
§ 395. — Cadran vertical déclinant.
(a) Données. -- Les cadrans verticaux sont ceux que l'on construit le plus fréquemment. Dans nos climats, on doit choisir autant que possible une façade exposée au midi. Mais comme il est rare de rencontrer des bâtiments exactement orientés, nous traiterons le cas plus général d'un cadran à tracer sur un mur dont la direction fait un angle avec la ligne Est-Ouest.
Cet angle du mur avec le plan vertical Est-Ouest, est ce que l'on nomme la déclinaison du cadrau. On dit que le cadran ou le mur déclinent à l'Est ou à l'Ouest selon que leur exposition se rapproche de l'une ou de l'autre de ces deux parties de l'horizon (1).
Les données du problème sont ordinairement la latitude du lieu (prise sur une carte géographique) et la déclinaison du mur que l'on pourrait trouve]', a la rigueur, au moyen d'une boussole. Mais nous verrons plus loin que l'on peut se dispenser de la chercher directement.
Nous supposons que le cadran est à gnomon, c'est-à-dire à plaque. Celleci peut être fixée à la distance voulue du mur par un procédé quelconque. Mais il faut imaginer que par le centre de la plaque passe un style fictif, c'est-à-dire une droite parallèle à la ligne des polos.
La trace, C, de ce style sur le mur est ce que l'on nomme le centre du cadran.
(b) Centre du cadran. — Cela posé, soit P (fig. 474) le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la plaque sur le mur (voir au § 398 la manière d'obtenir expérimentalement ce point) et soit T P la distance du trou au mur rabattue en Ti P autour de l'horizontale du point P. Soit encore O le centre de l'image du soleil ou point d'ombre, au moment précis du midi vrai, moment que nous avons appris à déterminer expérimentalement (§ 393). Soit enfin À la latitude du lieu.
La méridienne ou la ligue de midi est verticale, car elle est l'intersection du plan méridien et du plau du mur qui sont tous les deux verticaux.
Or nous venons de déterminer le point O qui lui appartient. Nous pouvons donc la tracer et l'on aura ainsi une droite OM sur laquelle est situé le point de concours C de toutes les lignes horaires. Le point C est le centre du cadran ; c'est aussi la trace au mur du style fictif qui passerait par le centre de la plaque.
Déterminer graphiquement le point C revient à résoudre le problème suivaut déjà traité (1™ partie, § 108).
Par un point P de l'espace (ici le centre du trou) mener une droite (ici le style inconnu) qui fasse un auglc donné (ici ), latitude du lieu) avec le plan horizontal et qui soit contenue dans un plan donué (ici CMTl , vertical).
(c) Solution descriptive (fig. 473). — Considérons un cône qui aurait pour axe la droite MC du plan vertical, dont la base passerait par le point il,
Fig. 473
projection horizontale du trou, et dout l'angle à la base serait À, latitude du lieu. Son sommet sera le point C cherché.
({) Cette rédaction a été. empruntée, en grande partie, au cours d'astronomie professé en 1861 à l'Ecole polytechnique par le colonel Laussedat, actuellement directeur du Conservatoire des arts et métiers.
On voit sur l'épure (fig. 474) la réalisation de cette construction. La droite C P est donc la projection verticale du style ; c'est ce que l'on nomme la sous-stylaire, très importante à considérer en gnomonique.
(d) Lignes horaires. — Cela fait, on procède, pour faire le tracé, exactement comme pour le cadran horizontal.
CT" est le rabattement du style sur le mur.
On a pris T" P égale à Tl P, distance du trou au mur.
X E T" est un plan perpendiculaire au style et dans lequel on va tracer un cadran équatorial.
A. cet effet le centre T" do ce cadran est rabattu en T'" sur le mur par une rotation autour de X E V comme charnière, et on trace du point T'" comme centre un cercle que l'on divise en arcs de lo degrés chacun aux
points 12—1 — 2 — 3 et 11 — 10 — 9 C'est le cadran équatorial
rabattu.
Nota. — Le point de départ, 12, est sur le rayon T'" — XII qui passe par la ligne de midi.
On prend les points X — XI — I, II, III, IV, où les rayons T'" 10 — T"'ll ,
etc , rencontrent la trace XEV du cadran équatorial et, joignant ces points
au centre C du cadran, on a les lignes horaires.
(e) Limites dd cadran. — Ordinairement on ne dispose que. d'un espace limité, dans le sens horizontal aussi bien que dans le sens vertical. On doit donc déterminer la distance du trou au mur par cette considération en s'attachant particulièrement à pouvoir trouver l'heure toute l'année dans le voisinage du méridien.
Les courbes ap et yo que décrit l'image du soleil aux deux solstices servent naturellement de limite à la partie supérieure et à la partie inférieure.
La courbe, a [î, du solslice d'hiver doit être elle-même arrêtée aux deux points a et [î oii elle rencontre l'horizontale du point P, car il est évident qu'au moment oii le point d'ombre serait en a ou en [3, le soleil serait à l'horizon et par conséquent à son coucher ; ce serait le commencement de la nuit.
§ 396. — Trajectoires de l'ombre ou courbes de déclinaison.
(a) Courbe du solstice d'été. — Pour tracer les courbes des solstices et, plus généralement, celles qui correspondent à l'entrée du soleil dans chacun des signes du zodiaque (1) que l'on nomme les courbes de déclinaison, on conçoit à l'une des dates choisies le cône décrit autour de l'axe du monde (ici le style) par le rayon lumineux qui va du centre du soleil au centre de la plaque.
Ce cône est droit et la courbe décrite par le poiut d'ombre sur le plan du mur est l'intersection de la seconde nappe du cône par ce plan.
Toutes ces trajectoires sont donc des coniques et l'on démontre facilement que sous nos latitudes moyennes ce sont des hyperboles.
Si l'on se reporte au chapitre des sectious coniques (§ 218), on se rappellera que les courbes d'intersection d'un cône par un plan ont toujours pour axe de symétrie la projection de l'axe du cône sur le plan sécant. Ici cette projection et par suite l'axe de toutes les trajectoires est la sous-stylaire C P E.
On construira ces courbes par points de la manière suivante : Soit à tracer la courbe y k o du solstice d'été.
Par le point T" (fig. 474), rabattement du centre du trou, menons une droite T" Sa faisant avec l'équateur l'angle de 23°, 28', inclinaison de l'écliptique sur l'équateur. Cette ligne est la généralrice du cône contenue dans le plan projetant du style ; par conséquent le point S2 où elle rencontre la sousstylaire est le sommet de l'hyperbole.
Cherchons le point, k, qui sera sur une ligne horaire quelconque, sur celle de XI heures par exemple, et pour plus de clarté faisons une figure à part (fig. 475).
p est la projection du trou ; C T" le rabattement du style sur le mur, etc. . ., etc. . . Le problème revient à trouver l'intersection d'une droite C n k
(1) L'écliptique est partagé en 12 parties égales qui répondent aux 12 mois de l'année. A chacune de ces parties répond un signe du zodiaque qui est aussi celui de la constellation d'étoiles dans laquelle le soleil paraît se trouver. Voici les noms des signes rangés suivant l'ordre dens lequel le soleil les parcourt en partant de l'équiuoxe du printemps :
Le Bélier, le Taureau, les Gémeaux (printemps).
Le Cancer, le Lion, la Vierge (été).
La Balance, le Scorpion, le Sagitlaire (automne).
Le Capricorne, le Verseau et les Poissons (hiver).
(ici, dans le plau vertical) avec un cône, de sommet T", d'axe T"C et de génératrice méridienne T"S2.
Fig. 475
De plus la droite C K rencontre l'axe du cône, en C.
Considérons le triangle de l'espace C p K ainsi que la droite p n qui y est contenue et rabattons-le sur le plan de bout CSaen prenant l'axe C T" du cône comme charnière.
Le côté Cp de l'espace est rabattu en C T" sur l'axe.
La droite intérieure p n appartenant au plau de t'équateur est rabattue en T"E, et comme On la donne en vraie grandeur, en décrivant de C comme centre l'arc de cercle nn', on aura en C n' le rabattement de Cnr
D'autre part P K est, dans l'espace, une génératrice du cône ; elle se rabat donc suivant la géuératrice méridienne T'* S2 , laquelle est rencontrée en K' par la droite C n'. Par conséquent C K' est la vraie grandeur de C K et l'arc de cercle décrit du point C comme centre avec C K' comme rayon, donne par recoupement avec la ligne horaire n° XI le point cherché.
Ou voit cette coustruclion réalisée sur la grande figure 474. Les mêmes points y sont marqués des mêmes lettres que sur la figure 475.
(b) Autres courbes de déclinaison. — La courbe que nous venons de tracer répond au solstice d'été (22 juin) ; à cette époque, l'angle S que le soleil fait avec le plan de l'équateur et qui se nomme la déclinaison du soleil, est de 23°, 28', boréale, c'est-a-dire du côlé du pôle nord. Sur un cadran précis on devra tracer les courbes de déclinaison répondant aux dates indiquées dans le tableau ci-dessous.
Ou opérera de même, seulement on prendra pour les valeurs de S (déclinaison du soleil) les valeurs indiquées dans la colonne déclinaison.
Pour faciliter la construction des angles 8, sans le secours d'un rapporteur, nous avons ajouté les tangentes trigonométriques des angles o. (A, signifie australe, et B, boréale).
II. Ul. S
21 MarstEq ).
21 Avril
21 Mai
22 Juin (Sols.), .
il 1 32
23 Juillet
23 Août
23 Septembre (Eq.).
Il 44 46
21 Novembre
La colonne des tangentes rend la construclion des angles o facile k faire- Soit, par exemple, à construire le cône de lumière répondant au 21 mai. On prendra sur l'équateur ET", a partir du point T", une longueur de 1 mètre, et, sur une perpendiculaire menée par le point obtenu, une longueur de 0m,366mm,6 ; cela donnera tg. 8 0m,3666.
§ 397. — Courbe du temps moyen.
(a\ Soleil vrai et soleil moyen. — Keportons-nous à la figure 466 et admettons, ce qui n'est pas rigoureusement exact, que le soleil, m, se déplace d'un mouvement uniforme sur son cercle d'écliptique (1) ; il n'en sera pas de même de sa projection n sur l'équateur, projection faite par un cercle méridien Pn. Il est facile de voir qu'aux environs du solstice, B ou D, le point n marchera plus vite sur l'équateur que le point m sur l'écliptique, tandis qu'aux environs des équinoxes A ou C, ce sera le contraire.
La conséquence de ce fait est que l'excès du jour solaire sur le jour sidéral n'est pas constant chaque jour, autrement dit le temps qui sépare deux passages successifs du soleil au méridien, c'est-k-dire deux midis vrais, n'est pas rigoureusement le même chaque jour.
On imagine un soleil fictif qui, lui, se déplacerait sur l'équateur d'un mouvement uniforme et qui, parlant de l'équinoxe du printemps en même temps que le soleil vrai, y reviendrait avec lui une année après.
Si un pareil soleil existait au lieu de l'autre, il donnerait des jours solaires rigoureusement égaux entre eux, et on nomme temps moyen, celui qu'il servirait à mesurer.
Le tableau du § 396 indique, dans la dernière colonne, pour les principales époques de l'année, quelle heure moyenne il est au moment du midi vrai.
Les horloges doivent être réglées sur cette heure moyenne et un cadran solaire doit donner le moyen de faire ce réglage.
A cet effet, supposons (fig. 476) que nous ayons en ABC la trajectoire répondant au 21 février. Le tableau nous indique qu'au moment où le point d'ombre passe en B sur la ligne horaire XII, c'est-à-dire au moment du midi vrai, il doit être 0h, 13m,54s. Par conséquent le midi moyen est passé, et le point p, de la trajectoire qui lui correspond, doit être sur l'hyperbole AB, à gauche, et k une distance [j B telle, qu'elle soit parcourue par le point d'ombre en 13m,54s.
Ordinairement, eDtre les lignes horaires XI, XII et I, on en intercale qui répondent aux demies et aux quarts ; dès lors il est facile, en admettant la proportionnalité entre le temps et les arcs lorsque ces quantités sont petites,
(]) En réalité, sa vitesse est maxima aux environs du solstice d'hiver parce que, à ce moment, sa distance à la terre est minima; elle est min ma aux environs du
solstice d'été.
de placer entre midi et le point qui répond au quart, c'est-k-dire k 15 minutes, celui qui répond k I3m,54s.
En joignant les points de midi moyen, obtenus de la même façon sur les diverses trajectoires, on obtient une courbe en forme de huit, qui est la courbe du temps moyen (fig. 476).
Pour régler uue horloge, on doit la mettre k midi au moment où le point d'ombre passe sur la branche de cetle courbe qui répond k l'époque de l'année où l'on se trouve.
S 398. — Construction expérimentale delà sous-stylaire .
La plaque, une fois mise en place dans l'espace, on y attache un fil par un gros nœud plus large que le trou. A l'extrémité du fil est uue pointe traçante.
Fig. 477
En faisant décrire au fil, bien tendu, un cône de révolution, son extrémité trace sur le mur un cercle dont le centre P(fig. 477) est, évidemment, la projection du centre de la plaque sur le mur.
De ce point P, comme centre, comme nous l'avons indiqué pour le
Fig. 478
cadran horizontal, on trace plusieurs arcs de cercle aa', bb', ce, et on
observe en a,b, c, le matin, et en a' b' c' le soir, le passage du point d'ombre sur chacun d'eux.
La perpendiculaire PI, élevée au milieu des cordes aa', bb', donne la sous-stylaire I P. La rencontre de cette ligne et de la méridienne donnerait le centre du cadran.
Ayant la sous-stylaire PQ (fig. 478) et connaissant la latitude k, on pourrait, sans avoir recours à l'observation, déterminer la méridienne Ce. C'est le problème suivant :
Etant donné un plan PQ, perpendiculaire au mur, et un point P dans ce plan, point dont on donne la distance Pp en avant du mur, mener par ce point dans le plan PQ une droite faisant un angle h avec le sol. {L est la latitude et cette droite sera le style.)
Solution. — On prend un cône de révolution de sommet Pp, d'axe vertical, et dont les génératrices, telles que P/', font un angle A avec le sol. On coupe par un plan horizontal auxiliaire quelconque Z ; ce plan donne un cercle f'if, fij dans le cône et une droite a', ab dans le plan PQ. La droite et le cercle se rencontrent en un point aa'- La génératrice pa, Pa', du cône, est la droite cherchée. Elle rencontre en cC le mur, et la méridienne est la verticale Ce.
Avec tous ces éléments, la construction du cadran s'effectue comme nous l'avons indiqué aux §§ 395, 396 et 397.
Remarque. — En reprenant cette figure 478, en sens inverse, c'est-à-dire eu supposant que l'on ait déterminé expérimentalement la sous-stylaire PQ, la méridienne Ce, ainsi que la distance du trou de la plaque au mur, P//, on voit qu'il sera facile de trouver la latitude 1 du lieu. Cela revient à déterminer l'angle que la droite pc, PC fait avec le sol.
A. REPRÉSENTATION D'UN POINT ET D'UNE LIGNE
§ 399. — Avertissement.
Dans le système ordinaire, on projette orthogonalement les figures a représenter sur deux plans distincts, ce qui donne le plan et Y élévation des objets.
Mais on pourrait se contenter du plan donné par une projection orthogonale et, au lieu d'une élévation, donner une projection oblique (une ombre portée par exemple), faite sur le même plan de projection. Cette note a pour but de montrer que ce système de représentation se prête aussi complètement que l'autre à la solution de tous les problèmes.
s 400. — Principes.
(a) Projetantes quelconques. — La position d'un poiut dans l'espace est déterminée au moyen de ses projections dans deux directions quelconques, mais déterminées, sur un même plan.
Soient (fig. 481) ai et al les projections du point A, sur le plan P, obte-
Fig. 481 Fig. 488
nues en menant par le point de l'espace da projetantes parallèles aux directrices^ et D2 ; le couple de points al, ai détermine le point A.
En effet, la droite al ai, qui réunit les projections simultanées de A et que, pour ce motif, je nomme ligne de rappel, est la trace d'un plan parallèle à celui des directrices. Si donc l'on mène par al et a2 des projetantes inverses respectivement parallèles à Di et D2, ces lignes se rencontreront, et leur point d'intersection sera le point A de l'espace projeté en al, a2.
Ainsi, deux points quelconques du plan de projection déterminent un point dans l'espace, pourvu qu'ils soient situés sur une même ligne de rappel, parallèle a la trace dl d2 du plan de deux directrices connues.
L'application, sans restriction, du principe qui vient d'être établi, présenterait dans la pratique quelques difficultés à cause du manque de procédés usuels pour mener dans l'espace des droites de directions déterminées.
(6) Projetantes normales. — Mais aucune hypothèse n'a été faite pour les directrices et V>i, et il est loisible d'adopter pour ces lignes telles directrices particulières qui se prêtent le mieux à des opérations d'une exécution courante.
Or il existe un instrument, d'une remarquable simplicité, qui donne en un point quelconque une droite de direction constante ; c'est le fil à plomb.
(1) Je dois cette noie à l'obligeance de M. Denise, professeur à l'Ecole spéciale d'architecture.
On adoptera donc avantageusement pour l'une des directrices la verticale du lieu D.
Si, d'autre part (fig. 482), le plan de projection a été pris horizontal; la projetante parallèle a I) déterminera sur ce plan (HO) un point a qui sera la projection normale du point A.
Le choix d'un plan de projection horizontal présente, eu outre, cet avantage que la position d'un tel plan dans l'espace est déterminée par un seul point, tandis qu'il en faut deux pour un plan vertical et trois pour un plan oblique .
Cependant, lorsqu'il s'agit de faire le repérage d'une figure tracée sur un plan horizontal, il est nécessaire de connaître les positions do deux points de la figure.
(c) Projetantes a 45 degrés. — La verticale ayant été prise pour l'une des directrices, une direction oblique est la seule qui convienne pour l'autre, puisque les deux directrices doivent rencontrer Ho sans être parallèles.
Or, il est évident (lig. 482) que toute projection oblique ai, ai, ai..., 'à <i5 degrés, d'un point de l'espace sur un plan horizontal, est située a une distance de la projection normale, a, de ce point égale à son ordonnée A a, c'esta-dire a sa hauteur.
Cette propriété détermine le choix a faire de la seconde directrice ; on la prendra inclinée a 45 degrés sur HO, mais quelconque d'ailleurs, telle que Dl, dont la projection normale est di, et la projection correspondante al sera obtenue en traçant sur Ho la ligne aa\, parallèle à dl et égale à la hauteur A a .
Ainsi le pied, a, du fil à plomb, mené par A, donnera la projection normale a, et la longueur du fil servira à déterminer ai comme il vient d'être dit.
Par une opération inverse, on rétablirait le poiut A dans l'espace, connaissant ses projections a et ai.
(d) Points positifs et points négatifs. — On a supposé le point A, situé au-dessus de Ho, c'est-à-dire ayant une hauteur positive. Considérons (fig. 483) un point B. On voit immédiatement que sa ligna de rappel, bbi, est dirigée en sens inverse de la ligne de rappel a ai du point A.
Par conséquent, nous conviendrons d'une direction dite positive pour les lignes de rappel dont les points, tels que A, ont une hauteur positive et d'une direction dite négative pour les autres, tels que B.
Et afin d'augmenter encore la précision dans la notation, nous placerons l'indice —1,-2, — 3. . . (&1 , b2 ..) aux projections obliques des points à hauteurs négatives.
Enfin lorsqu'un point, tel que C (fig. 483), est situé sur Ho, il se confond évidemment avec sa projection normale et ses projeclions obliques ; on notera cO le poiut multiple C, c et cl .
(e) Conclusion. — Un point de l'espace est représenté, sur un plan horizontal déterminé, par sa projection normale et l'une de ses projections obliques à 45 degrés.
§ 40t. — Représentation d'une ligne courbe (fig. 484).
Pour qu'une ligne soit déterminée de figure et de position, il est nécessaire et suffisant que chacun de ses points soit déterminé.
Or, cette condition est évidemment remplie lorsqu'on connaît le lieu géométrique des projections normales des points de la ligne et celui de leurs projections obliques dans un système déterminé.
Donc :
Une ligne de l'espace est représentée, sur un plan horizontal déterminé, par sa projection normale et l'une de ses projections obliques à 45 degrés, ces deux projections étant réunies par une ligne de rappel.
La figure 4S4 donne, en abc -- ai bl ci, l'épure représentative d'une ligne ABC de l'espace.
Le point bl d'intersection de ac et de «ici, divise la ligue AC en deux
Fig. 483 Fig. 484
segnieuts, dont l'un est situé au-dessus et l'autre au-dessous de Ho ; c'est la trace de la ligue .
Toutes les projections obliques que l'on pourrait donner de la droite ABC passeraient par cette trace bl.
Eu résumé, deux lignes quelconques de l'épure représentent une ligue de l'espace, si les points de ces lignes se correspondent deux k deux par des lignes de rappel parallèles.
§ 402. — Propriétés des projections obliques.
Les projections obliques partageât avec les projections normales un grand nombre de propriétés; nous rappellerons ici- les principales :
1° Toute projection oblique d'une ligne droite est une ligue droite ou nu point.
2° Les projections obliques, d'un même système, de deux droites parallèles, sont parallèles ou se confondent.
3° Les projections obliques, d'un même système, de deux droites concourantes, se coupent en un point qui est la projection du point d'intersection des deux droites.
4« Une ligne courbe se projette obliquement suivant une ligne droite, lorsqu'elle est située dans un plan parallèle à la directrice du système.
ô° Les projections obliques de la tangente k une courbe sont respectivement taugeutes aux projections de même système de la courbe.
G0 Toute projection oblique d'une ligue droite ou courbe, parallèle au plan de projection, est une ligne parallèle et égale a celle de l'espace.
7° Une figure plane, horizontale, se projette obliquement en vraie grandeur.
§ 403. — Figure plane verticale, projetée en vraie grandeur.
(a) Théorème. — Une figure verticale se projette en vraie grandeur du us les deux systèmes de projections obliques a 4 y degrés, caractérisés par des lignes de rappel perpendiculaires à la trace du plan de la figure.
11 suffira d'établir celte propriété pour un triangle, puisqu'une figure plane quelconque est décomposable en triangles.
Soit en effet (fig. 48o) le triangle vertical ABC, projeté obliquement en aiblci, dans le système déterminé par la ligne de rappel aai, perpendiculaire a abc.
Les trapèzes aai, clC et a A Ce sont évidemment égaux, et de leur égalité résulte celle des côtés correspondants ai ci et A C ; de même bl cl — BC, etr/lfn = AB. Les triangles albici et ABC ont donc leurs trois cotés égaux et, par suite, sont égaux.
On démontrerait pareillement l'égalité des triangles ai bl ci et ABC.
Nous nommerons projections obliques principales ces deux projections particulières d'une figure plane verticale.
Si nous avons une ligue droite isolée, A C, nous nommerons projection oblique principale de celle droite celle qui répond k des ligues de rappel a al — CCI , perpendiculaires k sa projeetiou normale ac.
(b\ Corollaire. — La projection oblique principale d'une ligne droite reproduit en vraie grandeur sa longueur et son inclinaison sur Ho.
Fig. 485
Cela résulte de l'égalité des triangles a A do et at a d0.
Remarque. — La figure 486 donne, en épure, la solution du problème
Fig. 486
suivant : « Déterminer la longueur et l'inclinaison d'une droite ab, al bl ■ » Sur l'épure ai ï*i était une projection oblique quelconque à 45°. Ou l'a transformée en ai bi en une projection oblique principale. Dès lors al bi donne la grandeur et a donne l'inclinaison de la droite.
B. REPRÉSENTATION D'UN PLAN
§ 404. — Mode de représentation.
(a) Plan déterminé par trois points. — De même que deux points déterminent une droite, de même trois points, non en ligne droite, déterminent un plan ; de sorte que ces trois points, pris convenablement sur l'épure, représentent un plan.
Mais si ce procédé a, en apparence, l'avantage de la simplicité, il présente le grave inconvénient de ne pas exprimer directement les éléments qui caractérisent le mieux la position d'un plan dans l'espace.
[b) Plan déterminé par son profil. — Nous avons montré, k différentes reprises dans les leçons précédentes, que surtout dans les applications k l'art des constructions, un plan n'était jamais mieux déterminé que par sa trace sur un plan horizontal et par l'angle a, qui exprime son inclinaison sur le sol.
Ou bien cet angle a est donné en degrés, minutes et secondes, ou bien il est connu par une de ses lignes trigonométriques ; c'est ordinairement sa tangente ou sa cotangente.
Tangente a est ce que l'on nomme la pente du plan, et colangenle a est ce que l'on nomme le fruit de ce même plan.
Pour mettre graphiquement en évidence cet angle dièdre a, on construit son angle rectiligne, ce qui revient à couper a la fois le plan horizontal et le plan donné par un troisième plan perpendiculaire a leur intersection ; ce plan sera vertical ; il donnera dans le plan donné ce que l'on appelle ordinairement une ligne de plus grande pente.
Fig. 487
L'auteur de cette note propose de substituer à cette dénomination un peu longue le mot profil du plan.
Ainsi donc (fig. 487) un plan quelconque P sera défini : 1° Par sa trace P0 ou par une horizontale, et
2° Par un profil ab0 — 01 ta défini par sa projection normale a b0 et par sa projection oblique principale al b0-
Un plan vertical V sera défini par sa simple trace horizontale V0.
Un plan horizontal sera défini par son ordonnée II'.
Deux plans parallèles ont leur trace et leur profil respectivement parallèles.
S 403. — Droites et plans perpendiculaires.
Il existe pour les projections obliques à 4o°, aussi bien que pour les projections normales, des relations de position entre les lignes qui représentent une droite et un plan perpendiculaires entre eux.
Elles font l'objet du théorème suivant.
(a) Théorème. — Lorsqu'une droite et un plan sont perpendiculaires : 1° La projection normale de la droite coïncide avec celle d'un profil du plan ;
2° Les projections obliques principales de la droite sont respectivement perpendiculaires à celles du même profil (fig. 488, perspective).
Fig. 488
Eu effet, soit P0 la trace du plan, d0C son profil projeté obliquement en
d0cl et soit ACb0 la droite perpendiculaire au plan. Elle a pour projection normale acb0 et pour projection oblique principale al cl b0-
1° Le plan vertical A b0a, perpendiculaire a P0, coupe le plan P suivant le profil Cd0; donc la projection normale coïncide avec celle de la droite A60.
2» Les deux droites A b0 et C d0, qui sont perpendiculaires l'une à l'autre
Fig 489
et situées dans un même plan vertical, out leur projection principale de même système al b0 et cl d0 perpendiculaires puisque (§ 403) leur angle se projette obliquement en vraie grandeur. C. Q. F. D.
(b) Corollaire. — Le point d'intersection de la droite et du plan est situé à la rencontre de la droite et du profil du plan qui a même projection normale.
(c) Problème. — Déterminer la plus courte distance d'un point aat a un plan P0 a.
Voir la solution (fig. 489).
C. représentation des solides
§ 406. — Projection oblique d'un solide.
(a) Perspective cavalière. — Tout ce que nous avons dit relativement aux contours apparents des solides, en projections orthogonales, s'applique aux projections obliques. Il faudra tenir compte des lignes vues et des lignes cachées et, pour y arriver, on supposera l'observateur placé à l'infini et eu-
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voyant ses rayons visuels parallèlement entre eux et à la directrice de la projection oblique.
Dans ces conditions la projection oblique fait image et constitue une sorte de perspective de convention à laquelle on a donufi le nom de perspective cavalière.
Les figures 490 et 491 représentent l'une une pyramide de base a0 b0 cu et de sommet d — di ; l'autre un cylindre vertical dont la base inférieure est le cercle c0d0 et dont la base supérieure est le cercle a b — al bi.
— ?ÎI —
Elles constituent des perspectives cavalières de chacun de ces deux solides.
Les projections normales sont des cas particuliers de perspective cavalière répondant à des rayons visuels normaux au plan de l'épure.
(b) Ombres. — Supposons qu'au lieu de rayons visuels parallèles a la
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directrice des projections obliques, nous ayons des rayons solaires, alors nos perspectives cavalières des figures 490 et 491 vont se transformer en des ombres portées (fig. 492 et 493) ; l'analogie est complète et nous l'avons montré assez souvent pour n'avo;rpas a y insister ici.
I). SOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES
§ 407. — Intersection et angle de deux plans (fig. 494).
(a) Données. — Le premier plan est P0 a (1), on voit son profil eu a, et le second plan est Q0 jî.
(b) Intersection. — On trace dans chaque plan une horizontale de même ordonnée h'. Elles se recoupent en un point b dont la hauteur csl //'.
Fig. 494
L'intersection est a0 b dont la projection oblique principale est a0 b\ .
(1) Celte notation P„ a veut dire, en abrégé : plan dont la trace est P„ et dont l'inclinaiaoa sur le sol e?t déterminée par l'angle i.
(c) Angle des plans. — Par le point b b\ (B de l'espace) on mène un plan R0 y perpendiculaire a l'intersection eton construit le triangle f0Brf0 donton connaît la base c° d„ et la hauteur e0 B = r« bl . On a en B l'angle cherché.
S 408. — Plus courte distance de deux droites (fig. 495).
la) Données. — Les droites sont : la première a0 b — a0 bl et la seconde c0 d — c0 ll[ .
(6) Solution. — 1« Par le point d di delà seconde droite, on mène une parallèle de° — dl t>a a la première. Ces deux droites déterminent un plan dont la trace P0 est la droite c0 c0 et dont on prend un profil en s0 n (projection normale ), s0 m (projection principale). Son angle avec le sol est a.
2° D'un point quelconque b bl de la première droite, on abaisse une perpendiculaire b f sur le plan P0 a. Sa projection principale est 62/2 perpendiculaire au profil s„ ni du plan.
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3° On déplace cette droite b f — bl fl jusqu'à ce que, tout en restant parallèle à elle-même et son extrémité bl b voyageant sur la première droite, son autre extrémité In b vienne se placer en gi <j sur la seconde droite.
La longueur de la plus courte distance est déterminée en bz /2.
§ 409. — Section plane d'une pyramide (fig. 496).
La pyramide a pour hase a0 ba C0 ; son sommet est d dl. Elle, sera coupée par le plan Pi ot. La droite Pl est une horizontale du plan situé à la hauteur h', ce n'est pas sa trace.
Par chacune des arêtes issues du sommet D, mener un plan dont la Iraee soit parallèle à Pl. Ces plans, dont les profils sont 4 — 1, 5 — 2, 6 — 3. coupent le plan P suivant des horizontales 1 — P, 2 — f, 3 — ij, dont les iulersections avec les arêtes de la pyramide sont les sommets du triangle F. F G. section plane de la pyramide.
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Pour déterminer les horizontales communes au plan P et aux plans auxiliaires, ou a fait usage du plan de profil commun passant par le point D.
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Remarque. — L'épure obtenue est identique à celle que donnerait l'emploi d'un plan vertical de projection passant par le point D et perpendiculaire au plan P.
Il arrive souveut, eu géométrie descriptive, qu'une même épure est le résultat de considérations différentes appliquées a la résolution d'une même question.
§ 410. — Intersection de deux cylindres (fig. 4971.
Solution. — 1" Construire Po, trace d'un plau parallèle aux génératrices recliligues des deux surfaces cylindriques ; 2» couper les traces des cylindres par des parallèles à P0 et rechercher l'intersection des génératrices qui ont leurs traces sur une même parallèle.
Nota. — On n'a figuré que la projection oblique de l'intersection afin de ne pas surcharger l'épure.
La tangente eu un point de la projection oblique est la droite qui joint ce point a l'intersection des traces des plans tangents suivant les deux génératrices qui passent par le point de l'espace correspondant.
§ 411. — Biais passé gauche. Normale en un point
<fig. 498).
Nous avons déjà défini et étudié cette surface au § 313. Résolvons le problème de la normale par la méthode des projections obliques.
ta) Données. — Les directrices de la surface sont les deux demi-circonférences verticales A B C, D E F et la droite horizontale G J. Le poiut donné M est situé sur la génératrice rectiligue H I J (en projections h i j0 — hl il j0). Le paraboloïde de raccordement a pour directrices les trois droites HK, IL et JR (parallèle a G H) (1).
(1) Dans la troisième partie (§ 315) nous avions fait usage d'un hyperboloïde de raccordement. Ici, au lieu de prendre comme directrice de l'hyperboloïde la troisième directrice g0 J„ du biais passé, nous prenons une autre droite s„ r — s„rl de son plan tangent au point J ; seulement, comme nous la prenons parallèle au plan des deux cercles directeurs, il en résulte que les trois directrices de l'hyperboloïde sont parallèles à un même plan et que cet hyperboloïde se transforme en un paraboloïde.
La droite N L 0 qui s'appuie sur ces trois lignes est une seconde génératrice (1er système) qui est employée a la détermination de la génératrice M P du deuxième système. Le plan P0 a des droites H IJ et M P est le plan tan-
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gent commun au plan gauche et au biais passé en M, et la perpendiculaire M Q a ce plan est la normale cherchée.
§ 412. — Conclusions.
La méthode qui vient d'être exposée sommairement ne diffère de la méthode ordinaire que par le caractère suivant: substitution de projections obliques à 45 degrés, sur le plan horizontal, aux projectious orthogonales sur uu plan vertical.
Elle présente les avantages suivants :
1° L'enseignement des principes de*.la géométrie descriptive est simplifié.
Elle supprime, en effet, l'emploi de deux plans de projection et le rabattement de l'un d'eux sur l'autre, opération toujours difficile à saisir pour des commençants. Il n'y est plus question des quatre dièdres ; l'élève u'a a considérer que deux régions de l'espace : celle qui est au-dessus et celle qui est au-dessous du plan horizontal choisi comme plan de projection.
2° L'étendue des épures est considérablement réduite.
Cela résulte de la suppression de toute la portion des lignes de rappel qui, dans la méthode ordinaire, est comprise entre les projections horizontales des points et. la ligne de terre ; cela résulte aussi de l'emploi exclusif des profils (ou lignes de plus grande pente) pour la représentation des plans.
C'est aussi une conséquence de ce que le système de projections obliques étant arbitraire, on peut le choisir dans chaque cas et même pour chaque partie d'une même épure, de façon à réduire au minimum le champ des constructions.
3° Les figures obtenues fout image.
Nous l'avons fait remarquer au § <50G, lorsque nous avons dil que les projections obliques constituaient des perspectives cavalières ou des ombres portées.
Il est inutile d'insister sur ce dernier avantage ; nous dirons seulement que l'élève qui a été exercé aux projections obliques comprend ensuite, avec la plus grande facilité, toutes les questions d'ombres.
A . DES INFINIMENT PETITS ET DE LA COURBURE DANS LES COURBES PLANES
§ 413. — Rappel des théorèmes démontrés en analyse.
On sait que l'on fait entrer les quantités infiniment petites dans les calculs, en vue d'obtenir soit la limite du rapport de deux de ces quantités (c'est le problème de la dérivation), soit la limite d'une somme de quantités infiniment petites, dont le nombre croit indéfiniment à mesure qu'elles tendent vers zéro (c'est le problème de l'intégration).
On choisit, en général, un infiniment petit comme principal et on lui compare tous les autres. L'infiniment petit principal est dit du premier ordre. Nous le désignerons par la lettre 0. Les autres peinent cire du premier, du deuxième ou du ue ordre.
On dit qu'un infiniment petit est du n* ordre, lorsque son rapport k la ne puissance de l'infiniment petit principal tend vers une limite finie. De telle sorte que si N est un infiniment petit du uc ordre, on pourra écrire :
formule dans laquelle K est une quantité finie, et g uu résidu infiniment petit.
Cetle formule (1) est équivalente k celle-ci :
(2) Lim. — = K.
Elle peut encore s'écrire en ehassaut le dénominateur :
(3) N = K6n -J- Nous rappellerons les théorèmes suivants démontrés en analyse :
Théorème 1 . — Le produit de deux infiniment petits, l'un de l'ordre n, l'autre de l'ordre m. est de l'ordre n -+- m,
Théorème 2. — Le quotient de deux infiniment petits, l'un de l'ordre n cl l'autre de l'ordre m, est de l'ordre n — m.
Ou étend ces deux théorèmes aux puissances et aux racines d'infiniment petits.
Théorème 3, oh Théorème fondamental sur la substitution des infiniment petits. — Dans la recherche d'une limite de rapport, ou d'une limite de somme d'infiniment petits, on peut substituer aux infiniment petits qui entrent daus les calculs d'autres infiniment petits qui ne diffèrent d'eux que d'infiniment petits d'ordre supérieur.
Antre énoncé. — Dans tout problème de dérivation (limite d'un rapport) ou d'intégration (limite d'une somme), ou peut négliger les infiniment petils d'ordre supérieur k l'ordre de ceux qui entrent dans les calculs.
Conséquence. — Reprenons la formule (3) qui donne l'expression d'un infiniment petit de l'ordre n.
Ne: K8n -\- £0" ; le résidu e 0n est le produit de 0n, qui est du ne ordre par e, qui est au moins du 1" ordre ; ce résidu est donc au moins du (» -+- Ie) ordre et peut être négligé dans les calculs. Nous pouvons donc dire que N (du ne ordre) a pour expression N ■= K0n.
Rappelons encore que deux infiniment petits sont dits égaux, lorsque la limite de leur rapport tend vers l'unité. Cela revient k dire qu'ils ne diffèrent entre eux que par un infiniment petit d'ordre supérieur au leur. Ils peuvent donc être substitués l'un k l'autre daus les calculs.
Nous donnons ci-contre un tableau indiquant l'ordre des principaux iufinimeut petils qui se rencontrent dans les courbes planes.
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Courbes planes. — Tableau des infiniment petits île divers ordres
1er ORDRE
Infiniment petit principal.
L'arc AB = 0, réunissant deux points infiniment voisins.
Corde A B .
(Corde A B = K 6), et K = 1,
L'angle ^ que fait la tangente AT avec la sécante A B.
Exception : S'il y a en A un point d'inflexion, ^ est du 2e ordre.
L'angle de contingence co que font entre elles les deux tangentes A T et TB Uo = K 6)
Exception : S'il y a en A un point d'inflexion, to est du 2e ordre.
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Exceptions-.
Somme de deux tangentes (AT-+- TB = K 0,
Uuc seule des deux tangentes (AT= K' G.... TB =K' 0).
L'accroissement f\ y de l'ordonnée L A y = K £.
! Exception : SI la tangente eu A est ' parallèle k l'axe o x, alors A U cs' du v 2° ordre .
L'accroissement ^ x de l'abscisse ^ (Aa?=K6).
Exception : Si la tangente eu A est / parallèle à l'axe o y, alors A x es' ('u \ 2e ordre.
2e ORDHE
Distance orthogonale lï G, ou distance oblique KD d'un point à la tangente, pourvu que l'angle a de la distance oblique ne tende pas vers zéro.
BC = KO2; BD = K'O
Exception : S'il y a inflexion, les distances sont du 3e ordre
La différence B C des ordonnées ou B D des abscisses de deux courbes simplement tangentes, 10- B C = KO2. B D = K' 62.
/ Exception : Si les courbes sont os- ' culatrices, cette différence est au moins i du 3e ordre.
La différence outre l'arc (ou sa corde) et sa projection oblique sur la tangente,
Arc AB — AC = KO2.
Nota. — Si la projection est orthogonale, cette différence est du 3e ordre.
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La différence TA — TB entre les longueurs de deux tangentes infiniment voisines.
TA — TB
La différence <b — <b ' entre les angles que la sécante A B fait avec les j deux tangentes AT et TB, v ii — <!/ = KO2.
L'angle 'b que la tangente en un point d'inflexion fait avec la sécante, * = KO2.
L'angle w que la tangente en un point \ d'inflexion l'ait avec la tangente intiui- I niment voisine,
to = K 02.
3e oruhe
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La différence entre l'arc et la corde, Arc A B — corde A B = K 03.
La différence entre la somme des ' tangentes et l'are (ou la corde), ( AT+ TB— arc AB= KO3.
La différence entre l'arc (ou la corde' et sa projection orthogonale sur la tangente,
Arc A B — A C, — K 83.
Nota. — S'il y a iuflexiou, cette différence est du 4° ordre.
Fig. 504
La distance d'uu point k la tangente lorsqu'il y a inflexion,
La différence entre les ordouuées de deux courbes osculatrices, B C = K63.
La différence entre les longueurs de deux normales infiniment voisines, A 0 — B 0 = K 63 .
Nota. — Pour le calcul exact des coefficients, K, qui entrent dans les complément.
s, 414. — De la courbure et du rayon de courbure.
(«) Courbure totale d'un arc. — C'est l'angle w, dit angle de contingence, que font entre elles les tangentes aux extrémités de l'arc.
Si l'arc est infiniment petit, cet angle est aussi infiniment petit et, eu général, du premier ordre (tableau, 4°).
La courbure moyenne de l'arc AB, est le quotient de la courbure totale
par la longueur de l'arc, c'est — .
La courbure, en un point, est la limite vers laquelle tend la courbure moyenne lorsque l'arc tend vers zéro.
c désignant la limite de la courbure moyenne, on aura :
c — lim.
expressions précédentes, voirie théorème de M. Ossiau-Bonuet donné k la fin du
Bans ces expressions de cou de p, les quantités qui entrent au numérateur et au dénominateur sont, eu général, du premier ordre.
Nota. — 1° A la place de l'arc 0, on peut prendre la corde qui n'eu diffère que d'uu infiniment petit du troisième ordre. (Tableau 16°.)
2° A la place de l'angle u>, on peut prendre le double de l'angle <l que font entre elles la tangente et la corde. En effet (voir tableau 13°), ou a to =z 'l -|- Y . Mais — <b' à un infiniment petit près du deuxième ordre. Donc on peut écrire :
co ~2i. On aura :
arc 0
((/) Hayon de courbure. — DaDS une circonférence la courbure est
constante et égale k l'inverse du rayon du cercle.
1 , 1 c - -, d où B = — .
On nomme, dans une courbe, rayon de courbure o, le rayon d'uu cercle qui -aurait même courbure que la courbe au point considéré. On aura donc :
arc. 0 o = lim. .
C = lim.
arc 0
et o =
arc. 0
3° Ou a (tableau 16") AT + TB = arc AB, k un infiniment petit près du troisième ordre. D'autre part, AT = TB a un infiniment petit près du troisième ordre (tableau 12°). Ou peut donc écrire :
Arc AB = 2 AT, et, par suite,
AT
o = lim. — .
(c) Cercle de courbure en un point. — C'est le cercle qui, passant par le point, aurait pour centre la position limite de l'intersection de la normale en ce poiul et de la normale infiniment voisine.
On démontre : 1° que le cercle est tangent a la courbe au point considéré ; qu'il a même courbure qu'elle et que sa concavité est tournée du même côté;
2° Qu'il se confond avec la position limite du cercle qui, tangent a la courbe au point considéré, passerait en outre par le poiut infiniment voisiu. On en conclut que le cercle de courbure traverse en général la courbe;
3° Qu'il se confond avec la limite du cercle qui, passant par le point considéré, passerait aussi par les deux points infiniment voisins. C'est donc la limite du cercle passant par trois points infiniment voisins ;
4° Que la différence des ordonnées ou des abscisses, de la courbe et du cercle de courbure, est du troisième ordre.
Nota. — Lorsqu'une courbe présente un point d'inflexion en ce point, le cercle de courbure a un rayon infini. 11 se réduit à une droite qui est précisément la tangente au point d'inflexion.
§ 415. — Expressions du rayon de courbure.
Nous allons donner plusieurs expressions du rayon de courbure dont nous aurons a faire usage par la suite.
ire Expression . — Soit A B la courbe, et AB' son cercle de courbure de centre 0 (fig. 50a).
Prenons sur la courbe le point B, infiuimeut voisiu de A ; joignons 0 B, et prolongeons jusqu'à la tangente en T. On a, par rapport au cercle : TA2 = TB' X (2 p + B'T).
Dans cctlc expression, négligeons B'T, qui est infiniment petit, en présence de 2 p qui ne l'est pas, et nous aurous :
TA? = TB x 2p, d'où
^ YÂ"a
P 2TB
Mais TB', qui est du deuxième ordre, diffère de TB, de la quantité B H' qui est du troisième ordre comme différence de deux normales infiniment voisines (tableau 21°). On peut donc substituer TB à T B' cl écrire : t~A~2
(A) o = lim. ■ telle est la première expression.
D'où l'énoncé suivant : D'un point infiniment voisin, pris sur la tangente, on abaisse une normale sur la courbe, et le rayon de courbure a pour
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expression la limite du quotient obtenu en divisant le carré de la tangente par deux fois la portion de la normaje comprise entre la tangente et la courbe.
9c Expression du rayon de courbure. — Au lieu d'abaisser une normale sur la courbe, ce qui n'est pas commode, prenons le point 1!, infiniment voisin sur la courbe, et abaissons la perpendiculaire BD sur la tangente; prenons le point A' où elle reucoutre le cercle de courbure. On a dans ce dernier (fig. 506) :
A D* - A F X F G, ou
AD2 =■ B D (.2 p — A'D).
Négligeons A' D, qui est infiniment petit, en présence de 2 p qui ne l'est pas ; cela donne :
Lim. AD2 = BD X 2p, et
p = lim .
AD'i 2T1)'
troisième ordre, puisque le cercle de courbure est oscillateur; on peut donc prendre B D à la place de A' D, et écrire :
(B) p = lim. — , nui est la deuxième expression. ' 2 B D
D'où l'énoncé suivant : D'un point infiniment voisin, pris sur la courbe, onabaisse une perpendiculaire sur la tangente, et le rayon de courbure a pour expression la limite du 'quotient obtenu en divisant le carré de la tangente par deux fois la longueur de la perpendiculaire.
§ 416.— Rayon de courbure des sections coniques.
(a) Ellipse. — Soit M un point de l'ellipse, MO le diamètre passant parce point, et ON son conjugué. Soit b' le demi-diamètre 0 M, «' le demidiamètre O N et 0 leur angle .
Rapportons l'ellipse à ses deux diamètres conjugués ; son équation est :
Transportons l'origine au point M. A cet effet, changeons dans l'équation y en (y — b') ; l'équation devient :
a'i b'i 6*2 Prenons le point C, infiniment voisin du point M, qui est actuellement l'origine. Soienl x' et?/' ses coordonnées. Abaissons la perpendiculaire C D sur la tangente qui est l'axe des .r, on aura :
CD = (/' sin. 0, e! le rayon de courbure a pour expression :
1Td2
(deuxième expression).
CD
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Mais, a la place de M D, on peut prendre M G, c'est-à-dire x' qui n'en diffère que de la quantité du deuxième ordre CD. On a en effet :
G D = G C cos. 0, et G C est du deuxième ordre. Ou aura donc :
\y sin
A'D est du deuxième ordre et diffère de BD de la quantité BA',qui est du
De l'équation (1) on tirera :
2 y sin. 8 îb'i sin. 0 2 b'i sin. 8
y' fi'2
Supprimant le ferme ^ , — A, qui tend vers zéro avec y', il vient :
2 b'i sin. 6'
' A sin. 6
D'après le théorème d'Apollonius, on a a' b' siu.0= a b. et, par suite,
I/. sin. 0 = a' . Donc en substituant :
1 ' ' ab
Le rayon de courbure d'une ellipse en un point a pour expression le cube du demi-diamètre conjugué dé celui qui passe parle point, divisé par le produit des demi-axes.
Remarque. — Cette formule s'applique a l'hyperbole.
(b) Bavons de courbure aux sommets. — A l'extrémité du grand axe, on, aura :
A l'extrémité du petit axe, on aura (fig. 508) :
<'.e qui conduit a la construction graphique suivante : (lig. 508).
Ou mène la diagonale A B du rectangle construit sur les demi-axes et, en
abaissant du sommet C, du rectangle, uue perpendiculaire CD sur cette diagonale, ou a, par recoupement avec les axes, en 1 et [', les deux centres de courbure.
(c) Construction graphique. — Supposons maintenant l'e'.lipse rapportée à ses demi-axes a et b. Soit M un point quelconque, et M N la normale recoupant les axes en N et P. Soit 1 le centre de courbure du point M, b' le demidiamètre 0 M, et a' son conjugué 0 M', 0 leur angle.
Fig. 509
Par le point N, où la normale rencontre le grand axe, élevons une perpendiculaire NC à cette normale, c'est-a-dire une parallèle à la tangente M G, et par conséquent aussi au diamètre conjugué 0 M'.
Par le point C, où elle rencontre le diamètre du point M, élevons une perpendiculaire CI sur le grand axe. Je dis que le point I, où celte droite rencontre la normale, estleceutre de courbure.
En effet, nous avons :
M N siu. 0
MC M
d*où
MO
Remplaçons M C par sa valeur tirée de (1), et faisons M 0 = b', il vient :
(3) Ml=— — -.
b sni. I)
Mais on sait que le produit des segments M N et M P de la normale esl égal au carré du demi-diamètre a', conjugué de celui du point M, ou aura donc :
6' sin. 0
ce qui est l'expression de o. trouvée en (3) au paragraphe a.
Remarque . — On aurait pu se servir du petit axe, prolonger la normale en P sur le petit axe, élever P C perpendiculaire sur la normale et abaisser CI perpendiculaire sur le petit axe .
{d} Hyperbole. — Cette construction s'applique à l'hyperbole et même à la parabole, puisque cette dernière courbe peut être considérée comme la limite d'une ellipse dont le centre s'éloigne indéfiniment, taudis que le paramètre reste constant.
(c) Parabole. -- La parabole [eut être considérée comme une ellipse,
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dont le centre s'est éloigné à Tinliui dans la direction A X. Appliquons la même construction (lig. 510).
1° Menons la normale MN.
2° Joignons le point M au centre, siiué à l'infini, c'est-à-dire menons M S parallèle à l'axe.
3° Elevons NS perpendiculaire sur la normale.
4° Traçons S I perpendiculaire sur l'axe ; le point I esl le centre de courbure.
La sous-normale KN est égale au paramètre p, de la parabole. On a donc :
MN = - — -, MS=- etMI=- — -•
sin. 0 sin. b sin. 0
Donc : p — •
sin?. 0
Au sommet, ou a siu. 0 = 1, et p = p.
Le centre de courbure, au sommet, est a une distance de ce sommet qui est le double de la distance du foyer.
§ 417. — Développée d'une courbe.
Définition : La développée d'une courbe C B F est l'enveloppe c h f. . . de ses normales.
Nous savons que deux normales infiniment voisines se coupent au centre de courbure. La développée d'une courbe est donc le lieu de ses centres de courbure.
Théorème. — L'accroissement infiniment petit de longueur (bc) de la développée d'une courbe, esl é<jal à l'accroissement infiniment petit de longueur (Ce — Bfc) du rayon de courbure (fig. 511).
En effet, pour le démontrer, prouvons (fig. 511) que le rapport
Ce — B b
arc c b a pour limite l'unité.
Les deux termes de ce rapport sont infiniment petits, et nous pouvons leur substituer des quantités qui n'eu diffèrent que d'infiniment pelils par rapport à eux.
A la place de (arc cb), on prendra c d ■+■ d b qui en diffère d'une quantité du troisième ordre (tableau 17°). De plus, on a :
C c — C d + de, et 1$ b = B d — d b, et, par suite, C c — B b = C d — B d ■+- cd -+- dh. Mais C d et B d sont deux normales infiniment voisines de la courbe C B F,
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cl elles diffèrent d'une quantité du troisième ordre et peuvent être prises
égales sans erreur pour la limite cherchée.
Nous ferons donc : C d — B d = 0,
et nous aurons finalement : Ce — 1! // = cd + '/ cl
Cw — Bi/ ,. cd -+■ il h , lnn. — : — = !•
l'un .
arc cb cd -+- db
Il résulte de ce théorème que, puisque le rayon de courbure s'accroît de quantités infiniment petites, toujours égales aux accroissements de la développée, il en sera de même pour des accroissements finis, qui seront la somme intégrale des précédents.
§ 418. — Développante d'une courbe (même figure).
Imaginous que la tangente c G a la développée roule sans glisser sur cette dernière," c'est-à-dire se déplace de telle sorte que tous ses éléments infiniment petits viennent successivement s'appliquer sur des éléments d'égale longueur de la développée cbf; d'après ce qui précède, le point C engendrera précisément la courbe CBF donnée primitivement. On dit alors que la courbe C B F est une développante de la courbe c h f.
Prenons sur la tangente qui roule un autre point C. Dans le mouvement, il engendrera une courbe C'B'F' qui sera une autre développante de c b f. .binons C B et C B". I.e triangle C d B est isocèle a un infiniment petit près du troisième ordre. Il en est donc de même du triangle C'dW, pu.sque C C = B B'. Mais, a la limite, l'angle (/ C B est droit, puisque d C est une
Fig. 512 Fig. 513 fig- 5*''
normale ; il en est donc de même de l'angle d C B', ce qui conduit aux prin-
cincs suivants : _ . . ...„„
Une courbe (d b fj a vne infinité de développantes. Ces dermeies
sont les trajectoires orthogonales de ses tangentes. Elle est la développée
de toutes ses développantes.
Cherchons la correspondance qui existe entre les points singuliers sur les
courbes et sur leurs développantes. , , ,
Au point de rencontre d'une développante et de sa développée, la dé*e-
loppante présente un rehaussement de première espèce, avec un rayon de courbure nul (fig. 312).
Si la développée présente deux branches infinies asymptotes a une même droite et d'un même côté, la développante présente un rebroussemenl de première espèce et un rayon de courbure infini, avec tangente AT, perpendiculaire a l'asymptote (fig. 313).
Si la développée présente en A une inflexion, la développante présente en a un rehaussement de deuxième espèce (fig. 513).
Ou nomme sommet d'une courbe un point pour lequel le rayon de courbure est maximum ou minimum. Le cercle de courbure y a quatre points communs avec la courbe au lieu do trois.
Si la développée présente en a on rebroussement de première espèce, la développante présente en A un sommet et réciproquement (fig. 514). On voit, en effet, que le rayon de courbure b B, de la développante, décroît, jusqu'en a A pour recroître ensuite. Donc A est un sommet de la développante. Réciproquement, à tout sommet A d'une courbe BAC répond un rebroussement pour la développée b n r .
§ 419. — Application à l'ellipse (fig. 515).
La développée de l'ellipse présente en a a' b et 6' quatre rebroussements de première espèce, situés sur les axes et correspondant aux quatre sommets. Nous avons vu (fig. 508'» comment on obtenait exactement ces quatre points, centres de courbure aux quatre sommets.
En cherchant des développantes de cette développée, on obtiendra l'ellipse et autant d'autres courbes que l'on voudra, les unes intérieures, les autres extérieures à l'ellipse. Ces formes sont très variables. Les unes, comme
Fig. 515
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la courbe n° 1, sont des développantes extérieures à l'ellipse. Elles lui ressemblent et n'ont pas de rebroussements. Les autres, comme la courbe n° 2, ont quatre rebroussements situés sur la développée. Enfin d'autres, tels que la courbe n' 3, ont des rebroussements et des points doubles, tels que m et n.
S 420. —i Courbe enveloppe d'un cercle mobile de rayon constant R.
Soit ABC (fig. 516) la courbe décrite par le centre du cercle. Le point d'intersection M de deux cercles infiniment voisins est sur la perpendiculaire MI, élevée sur la ligne des centres A B, laquelle devient, k la limite, tangente à la trajectoire ABC du centre.
Donc les points a,b,c..., de l'enveloppe, sont sur des normales k la trajectoire du centre et a une distance constante R, de cette dernière. Cette enveloppe est donc une développante de la développée de la courbe des centres.
Ainsi, par exemple, un cercle mobile dont le centre se déplace sur uuc
ellipse a pour enveloppe les courbes que nous venons d'étudier ei-dessus. Les
Fig. 51R
rebroussements, tels que a,j3,y,o. répondent aux points pour lesquels le rayon de courbure de l'ellipse est égal au rayon du cercle mobile (voir §254).
B. COURBES GAUCHES
§ 421. — Des infiniment petits dans une courbe gauche.
Prenons également comme infiniment petit principal 0 l'arc de courbe MN, reliant deux points infiniment voisins ; on prouve, comme pour les courbes planes :
1° Que l'angle m des deux tangentes en M et N est du premier ordre.
Fig. 517
(Ou remarquera que ces deux tangentes ne se coupent pas, puisque la courbe est gauche.) Cet angle s'obtient eu menant par M la droite M T, parallèle à la tangente N T', et mesurant l'augle T M D ;
2° Que l'angle <p de la tangente M T et de la sécante M N est du premici ordre ;
3° Que la distance N D, du point N de la courbe à la tangente, est du deuxième ordre.
En effet, nous aurons (fig. 5 17 \ ND = M N, sin. m.
Or, MN=K 0. sin. cp = K' (J, donc N I) = K" 0».
La réciproque de cette dernière proportion est vraie, c'est-à-dire que : si une droite M D, passant par un point M d'une courbe gauche, est k une distance du point N infiniment voisin, qui soit du deuxième ordre, cette droite est tangente.
Il suffit, pour le prouver, de démontrer qu'elle est la limite de la sécante M N ou, ce qui revient au même, que l'angle NMD = cp a pour limite zéro.
Or, par hypothèse N D est de la forme K" 02, et M N de la forme K' 0, et l'on a :
slu- cp jjj-^- — — K' 0, qui a pour limite zéro. C.Q.F.D.
En dehors de ces infiniment petits qui sont analogues à ceux des courbes planes, nous en avons d'autres spéciaux aux courbes gauches.
4» La distance d'un point au plan tangent infiniment voisin est du deuxième ordre.
Soit Q un plan quelconque passant par la tangente M T, c'est un plan tangent ; soit N le point infiniment voisin, et N P la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan. Menons NI perpendiculaire sur la tangente, et joignons I P. On aura, en désignant par a l'angle N I P (fig 518) : NP — N I sin. a.
Or, N I est de la forme K 82; l'angle oc a une limite finie. Par suite N P est de la forme K' 0'2, et, par suite, du deuxième ordre.
Fig. 518
Mais, si l'angle a avait pour limite zéro, ce qui voudrait dire que le plan tangent Q se confond, k la limite, avec le plan M I N, c'est-k-dire avec le plan de la tangente M T et du point voisin N, autrement dit avec le plan osculaleur.dans ce cas: Sin. a serait au moins du premier ordre et N P serai! au moins du troisième ordre, donc :
5» La distance d'un point d'uni' courir gauche un plan oscillateur mené' par le point infiniment voisin est an moins du troisième ordre,
La réciproque est vraie et nous permet de donuer une autre définition du plan osculateur qui est la suivante :
6° Le plan oscillateur est lu limite d'un plan mené par In tangente AT, en un point A, parallèlement u la tangente MI au point infiniment voisin.
Eu effet (fig. ol9), soit A T la tangente en A, et MI la tangente eu M; menons AV parallèle k M I, et considérons le plan 0 mené par M Y et par AT.
Fig. 519
Je dis que, à la limite, il est oscillateur, et je le démontrerai si je prouve que la distance MD du point M k ce plan est du troisième ordre, c'est-k-dirc si l'on a M D = K "03. A cet effet:
Menons A I perpendiculaire sur MO. et par suite sur AV; on sait que A I est du deuxième ordre et de la forme KO-. Abaissons la perpendiculaire IL sur le plan Q ; elle est égale et parallèle à M D. Joignons A L. Ou aura : I L = AI, sin. a.
Mais a est l'angle des deux plans MAV et VAT, passant tous deux par AY. Comme k la limite, la sécante A M se confond avec la tangente AT, ces deux plans tendent a se confondre et forment entre eux un angle a infiniment petit de la forme K' 0. Par suite, ou aura :
MD = IL == A I.siu.a — KO2 x K' 8 = K"03. C.Q.F.D.
S 422. — Plus courte distance de deux tangentes à une courbe gauche.
(a) Théorème. — La plus courte distance de deux tangentes menées à une courbe gauche, en deux points infiniment voisins, est nu moins du troisième ordre (même figure).
On sait en effet que la plus courte distance de deux droites s'obtient, ca
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grandeur, eu abaissant d'un poiut I ou M de l'une d'elles une perpendiculaire MD sur un plau Q, mené par la première parallèlement à la seconde. Nous venons de voir que cette distance est du troisième ordre ; donc le théorème est démontré.
(b) Théorème réciproque. — Lorsque, dans une surface réglée, la plus courte distance, p, de deux génératrices infiniment voisines, est in-
Kip. 520
finiment petite pur rapport à leur angle a, la surface est le lieu des tangentes a la courbe des points centraux, c'est-à-dire à la ligne de striction.
Soient A lî et CD les deux génératrices infiniment voisines, et MN — p leur plus courte distance.
Soit 0 le poiut central de AH, et 0' le point central de CD. On remarquera que les longueurs OM et O'N sont infiniment petites, puisque le point central 0 ou 0'. d'une génératrice, est la position limite du pied M ou du pied N de la perpendiculaire commune MN.
Imaginons menée en 0 0', la courbe, lieu des points centraux (fig. 520).
Si du point 0', nous abaissons une perpendiculaire 0' t sur A B et si nous prouvons que 0' t est du second ordre, cela démontrera (tableau 9°) que AB est tangente à la courbe 00' et le théorème sera prouvé.
Or, menons N S, parallèle à A B et t S. perpendiculaire sur N S, et par conséquent égale a la plus courte distance. MN = p.
Le triangle N O'S esl rectangle, c! l'on a :
S (>' = KÔ\ Sin. ix.
N 0' esl du premier ordre, nous venons de le faire remarquer ; <r esl du
premier ordre par hypothèse, donc le produit N'O'. Sin. <j, ou O'S, est du deuxième ordre.
D'autre part, S t est, par hypothèse, d'ordre supérieur à 7, et, par suite, au moins du deuxième ordre.
Donc, dans le triangle O'S t, un côté 07 étant plus petit que la somme des deux autres, si ces deux autres sont au moins du deuxième ordre, il eu est de même pour lui.
Par conséquent 0' t est du deuxième ordre, et le théorème est démontré.
§ 423. — Cercle et rayon de courbure d'une courbe gauche.
Le cercle de courbure en un point est la limite du cercle qui passe par ce point et par les deux points infiniment voisins. Ce cercle est donc contenu dans le plan osculateur. Son rayon est le rayon de courbure. Sou centre est situé sur la normale principale du point considéré.
§ 424. — Rayon de courbure de l'hélice.
(a) Expression du rayon. — En appelant cp l'angle des deux taugentes infiniment voisines, et G l'are qui sépare les points de contact, nous savons que l'on a pour l'expression du rayon de courbure 0 :
0 = lira. — .
Résolvons d'abord le problème suivant (fig. S21) :
Soient SA, SA' deux droites de l'espace faisant le même augle a avec le plau horizontal, et faisant entre elles, dans l'espace, un augle infiniment petit cp, et, en projection, l'angle oj. Calculons çp en fonction de w et de a. Prenons SA = SA' et projetons horizontalement en S a et S a'. Soit tu l'angle a Sa'.
La droite A A' est horizontale, eu vertu de la constance de l'angle a.
Elle sera donc égale a sa projection a a'. On aura : A A' = S A' x cp, et a a' — S a' X oj.
D'où
S A' X <f> = S a' X oj. et tp = co X
SA
Mais S a' = S A', cos. a.
Donc : ? — o>,cos. a.
Cela posé, revenons à l'hélice (tig. 522).
L'arc ') ou A B de l'hélice dans l'espace a pour* projection l'arc de
Fig. 521
cercle a b, et puisque tous les éléments de l'hélice fout l'angle constant a avec le plau de hase, on aura :
a b ■= 0. cos a, ou :
Donc : D'autre part
mais a b — oj B.
Donc
cos. a
0 B to
lim. — = lim. ■
tp cos. a X t0> cos. *
lt
= lim.
° cos. 2 a' Telle est l'expression du rayon de courbure. (b) Construction graphique du centre de courbure.
Fig. 522
Soit A' le point de l'hélice situé sur le contour apparent (fig. 523).
Le plan osculateur contient la tangente à l'hélice et la normale au cylindre; la uormale principale est donc la normale A C — A' C au cylindre.
Par A', menons la droite inclinée a l'angle oc, prenons le point C où elle rencontre l'axe ; par ce poiut, menons-lui une perpendiculaire jusiu'à la rencontre en C avec l'horizontale du poiut A'.
On aura : A G = •.
cos.2 a
Le point C C est le centre de courbure de l'hélice au point A A'
C. SURFACES DÉVELOPPABLES
§ 425. — Génération des surfaces développables.
La discussion du théorème de Chasles nous a conduit à appeler surfaces développables les surfaces réglées qui on! le même plan tangent en tous les
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points d'une même génératrice. Elles sont caractérisées par celte condition analytique que p (plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines) est infiniment petit par rapport à s (angle de ces deux génératrices). Le paraît
mètre de distribution K
lim .
est donc nul .
Réciproquement, toujours d'après la formule de Chasles, si le plan tangent
est invariable, puisque l'on a tg. a = •— et que x est variable, il faut que K
soit nul ou infini.
Or, K n'est infini que pour les cylindres ; si donc la surface n'est pas cylindrique, il faut que K soit nul, c'est-à-dire que p soit infiniment petit par rapport à a.
Nous avons vu(§ 349) que l'enveloppe d'un plan mobile était une surface réglée à plan tangent invariable, c'est-à-dire développable. Donc, réciproquement, toute surface développable peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan mobile.
Nous avons, enfin, un autre mode de génération d'une développable, basé sur le théorème qui a été démontré au § 422 et sur son réciproque § 422-6.
Il résulte de ce théorème que, dans une surface développable, les génératrices sont tangentes à une courbe gauche. Or, nous avons vu que la plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines dans une courbe gauche est du troisième ordre. Nous démontrons donc ainsi la proposition suivante :
Si p n'est pas du premier ordre, il est, au moins, du troisième ordre.
Le plan tangent d'une développable est le plan osculateur de sou arête de rebroussement. En effet (voir fig. 520), le plan tangent en t contient, d'une part, la droite t 0 qui est la génératrice, et, d'autre part, la position limite de la droite t 0'. C'est donc le plan qui, passant par une tangente / O à l'arête de rebroussement. contient aussi le point infiniment voisin 0' ; c'est donc le plan osculateur.
Résumé. — En résumé, nous prendrons pour définir une surface développable, l'une des trois définitions suivantes équivalentes entre elles:
irc Définition. — Une surface développable est l'enveloppe d'un plan mobile.
2* Définition (analytique). — C'est une surface réglée dans laquelle la plus courte distance entre deux génératrices infiniment voisines est infiniment petite par rapport à leur angle, ou bien encore dont le paramètre de distribu-, tion est nul pour toutes les génératrices. Dans ce cas, c'est un cône.
3e Définition. — C'est la surface, lieu géométrique des tangentes à une courbe gauche. Celle courbe gauche est l'arête de rebroussement de la surface .
§ 426. — Développement de la surface.
[a) Angles et longueurs. — Nous avons vu que les angles et les lou~ gueurs se conservent daus le développement ; niais il n'en est pas de même des rayons de courbure.
[b) Rayons de courbure. — Soit AB (fig. 524) une courbe tracée sur une surface développable ; A T la tangente au point A, et B le point infiniment
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voisin. Le plan T A B est le plan osculateur de la courbe. Soit eu outre M A 1 la génératrice rectiligne de la surface qui passe par le point A. Le plan TA M est le plan tangent à la surface.
Le développement de la surface se fait en prenant la génératrice M I pour charnière, et, rabattant par le procédé ordinaire le point B, infiniment voisin, eu l!i sur le plan tangent. Soit I le centre de rotation. L'angle de rotation [3 est l'angle B I Bl ; il est infiniment petit, nous le prouvons plus loin. La
courbe A B, de l'espace, se transforme en la courbe ABl. Elles ont toutes deux la même tangente AT.
Cela posé : soit p le rayon de courbure de la courbe AB et o' celui de ABl. Si nous abaissons les perpendiculaires BC et Bl Cl sur la tangente, nous avons vu (§ 415, 2e Expression) que l'on avait :
A Ci
0 — lim.
et p' = lim.
2 Cl Bl
Je dis que nous pouvons remplacer dans l'expression de o' les longueurs A Ci par A C, et Cl Bl par Cb.
En effet, BC est du deuxième ordre et comme l'angle B C 6 = a est l'angle du plan tangent et du plan oscillateur et n'est pas infiniment petit, il
en résulte que B b, qui est égal k ti C,sin. a, est aussi du deuxième ordre. Cela prouve, en passant, que l'angle [3 est infiniment petit du premier ordre, car on a :
Sin.P = ^ = ^.
IB K'O
Donc l'arc B Bl esl aussi du deuxième ordre, et b Bl, qui est du second ordre par rapport k l'arc B Bl, est du quatrième ordre.
lien est de même de CCI qui est compris entre deux lignes parallèles, menées par b et Bl .
En effet, dans le trapèze C b Bi Ci, on a fcBl qui est du quatrième ordre ainsi que bd ; par conséquent, d Bl, qui est plus petit que bd -+- 6Bi, c'està-dire que la somme de deux. quantités du quatrième ordre est elle-même du quatrième ordre, et est négligeable en présence de Bl Cl, qui est du deuxième ordre.
Finalement, on peut doue prendre pour expression de o' :
Or, on avait :
.. Â~ca
p — lim.
Donc, en prenant le quotient, on a :
p' _BC _ |_
b C cos. a
et o —
d'où :
a o ii cos. a Théorème 1. — Le rayon de courbure de la transformée est égal au rayon de courbure de la courbe primitive, divisé par le cosinus de l'angle que fait le plan osculateur de la courbe avec le plan tangent à la développable.
Géométriquement, on peut exprimer ce théorème de la manière suivante : Si par le centre de courbure de la courbe primitive, ou mène une perpendiculaire à son plan osculateur, elle perce le plan tangent à la surface au centre de courbure de la transformée.
Conséquences. — Si a = 0, c'est-à-dire si la courbe a pour plan osculateur le plan tangent à la surface, on aura : cos. a = i et p' — p. Dans ce cas, le rayon de courbure sera le même avant et après le développement.
On sait que le plan tangent est osculateur k l'arête de rebroussement. Par conséquent, le rayon de courbure de l'arête de rebroussement se conserve dans sou développement.
Si a =90, cos. a = 0 et o'-- = oo,
donc :
Théorème 2. — La transformée présente une inflexion au point pour lequel le plan tangent à la développable est perpendiculaire au plan osculateur de la courbe de l'espace.
Si la courbe est plaue, son plan est le plan osculaleur. C'est le théorème du § 204.
§ 427. — Surface développable définie par deux directrices.
(o) Génératrices. — Nous avons vu que pour définir le mouvement d'une droite il faut trois conditions. La droite engendrera ordinairement une surface gauche. Le fait d'être développable équivaut k une condition. Il suffira donc de deux conditions pour définir une développable. En général ces deux conditions se traduiront par l'existence, soit de deux combes directrices, soit de deux surfaces directrices, nommées noyaux, soit d'un cône directeur et d'une courbe directrice, soit d'un cône directeur et d'une surface noyau.
Prenons le cas de deux courbes directrices A et B et proposons-nous de trouver la génératrice pissant par un point m de l'une d'elles. Soit m n cette droite. Puisque la surface doit être développable, le plan taugeut doit être le même eu tous les points et particulièrement aux points m et ?i.
Il faut donc que le point n soit choisi de telle sorte que la tangente n q. k la directrice B, soit dans un môme plan avec la langente m t a la directrice A. D'où nous déduisons la solution suivante :
1° Ou coustruil le cône qui ayant m pour sommet aurait B pour direcrice (fig. 525).
2° Par la tangente m t a la première directrice on mène un plan tangent à ce cône ; il est tangent k la surface développante et la ligue de contact m n est la génératrice demandée.
En général, par la droite m t on pourra mener plusieurs plans tangents
Fig. 525
(deux, trois, etc ) au cône, cela dépendra du degré de leur équation. Il y
aura donc aussi plusieurs génératrices (deux, trois, etc ) distinctes, répondant à autant de nappes de la surface.
Ces génératrices se couperont deux a deux, ou trois à trois, etc suivant la courbe A, qui, à cause de cette particularité, se nommera une ligne
multiple (double, triple, quadruple ) de la surface. Il eu sera de même de
la directrice B. Toutes ces notions ont été déjà données aux § 3.'j3-.'154
(b) Points limites. — BRANCHES PARASITES. — Si la droite m t tombait dans l'intérieur du cône auxiliaire, il pourrait se faire que plusieurs des plans tangents, menés ci-dessus au cône auxiliaire, cessassent d'exister, auquel cas un nombre égal de génératrices cesseraient aussi d'exister. 11 peut donc y avoir des portions des directrices A et B, desquelles il ne peut partir aucune génératrice. On nomme ces portions des brandies parasites, et l'on nomme points limites les extrémités a ou 3 (ng. 526) de ces branches parasites. Mais la tangente m t de la figure 525 ne peut passer d'uu côté k l'autre d'un cône auxiliaire qu'en passant par sa surface; par conséquent, ce qui caractérise un point limite a, c'est que la tangente a 3, à la directrice correspondante A, rencontre (en B,, par exemple, tig. 520) l'autre directrice B.
§ 128. — Rebroussements de la ligne de striction (même figure 526).
Nous savons que la liijne de striction, dite aussi arête de rebroussement, est tangente à toutes les génératrices de la surface développante et qu'elle est le lieu des points centraux de ces génératrices.
Je dis que a est le point central de la génératrice limite a 3 et, par con-
Fig. 526
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séqueut, que la ligne de striction passe par le point a. Je dis aussi qu'elle y présente un rebroussement.
Pour démontrer le premier point il suffit, par définition du point central, de prouver que le pied de la plus courte distance entre la génératrice a 8 et la génératrice iufinimeut voisine m n, passe par a.
Eu effet, pour avoir la plus courte distance nous menons par a une droite aX parallèle a m n, ce qui avec a 6 défiuit un plan ; nous abaissons m S perpendiculaire sur ce plan et, déplaçant ensuite m S parallèlement à elle-même suivant la direction mn, nous obtenons en tu la perpendiculaire commune mise en place.
Le point t, pied de cette perpendiculaire sur a S, a pour position limite le point central de la ligne a [3 ; abaissons ma perpendiculaire sur a 8 ; si je démontre que at est infiniment petit, comme a se confond à la limite avec a, j'aurai prouvé que le point ceutral est le point a.
Or u t ou son égale m S, est du troisième ordre, comme plus courte distance de deux génératrices dans une développable ; m a est du deuxième ordre comme dislance d'un point m à la tangente iufinimeut voisine. Par conséquent, dans le triangle a m S, le côté m S étant plus grand que la différence des deux autres et étant lui-même du troisième ordre, il faut que la différence entre a m et a S soit du troisième ordre, ce qui revient à dire que a S est aussi du deuxième ordre, c'est-k-dire de la forme K 02 ; on peut ajouter que «S est égal à « vi, au point de vue infinitésimal.
Dès lors, dans le triangle t a S, on a :
tg. ff
a S est de la forme K 02, a est de la l'orme K'Ô, donc at est de la forme K"0, c'est-k-dirc iufinimeut petit ; le premier point est démontré.
Je dis, en second lieu, qu'au point limite a, la ligne de striction présente un rebroussement, autrement dit, ne dépasse pas le plan normal y.
Remarquons d'abord que dans une courbe sans rebroussement (fig. 527) en
Fig. 527 Fig. 52S
a. deux tangentes infiniment voisines m t cl n q recoupent la tangente t q de chaque côté du point a, tandis que s'il y a rebroussement (fig. 528) en 8, elles la recoupent d'un même côté et réciproquement.
Cela posé, reportous-nous au mode de génération de la développable aux environs du point-limite a.
1° La tangente a à la directrice A rencontre eu 8 la directrice B (fig. 529). C'est ce qui caractérise le point-limite a.
2° A un point M pris très voisin de a sur la partie non parasite de A,
Fig. 529
répondent deux génératrices M m et Mm dont les départs m et n, sur la direc trice B, sont de part et d'autre de 3. Projetons le tout ;fig. 529) sur un plan quelconque H. a' 3' est la projection de la tangente eu a à la ligne de striction ;
les deux génératrices infiniment voisines M m et Nn, se projettent en M' m' et M' ri. Elles sont tangentes ainsi à la ligne de striction.
Il est évident sur la figure qu'elles rencontrent en 1 et 2 situé d'un même côté de a', la tangente a' (3'.
Donc, d'après la figure 528, il y a rebroussement en projection, et par suite dans l'espace, car le plan de projection H était quelconque.
§ 429. — Surface développable définie par une directrice et un cône directeur.
Soit A la directrice et m ua de ses points; prenons la langentc mt' et menons au cône, par le procédé connu, des plans tangents Stb, Sta parallèles à cette droite (fig. 530).
Les génératrices de la développable passant par m, seront les deux
Fig. 530
droites m a' et m V, parallèles k S a et S b. De plus le plan langent k la développable tout le long de ces génératrices sera parallèle au plan tangeut correspondant du cône.
11 y aura aussi dans ce mode de génération des points-limites sur la directrice et par conséquent aussi des branches parasites.
Un point-limite oc sera celui pour lequel la tangente a [3 à la directrice sera parallèle à une génératrice du cône directeur.
Si l'on construisait par le point S un autre cône obtenu en menant des parallèles aux tangentes de la directrice A, les intersections des deux cônes donneraient les directions des génératrices-limites.
Tout ce que nous avons dit plus haut s'appliquera. La ligne de striction passera par les points-limites de la directrice et y présentera un rebroussement.
Parmi les surfaces développables a côucs directeurs, nous citerons les surfaces d'égale pente. Dans ces surfaces la directrice est quelconque, et le cône est de révolution. Si cet axe est vertical, on voit que les plans tangents à la surface font tous le même angle avec le plan horizontal ; ils ont donc la même pente, ce qui justifie la dénomination. Nous avons déjà étudié, plus haut, une surface d'égale pente dont la directrice est une ellipse horizontale (troisième partie, §354).
Nous compléterons les notions acquises par quelques remarques sur les surfaces développables k directrices planes.
§ 430. — Surface développable à deux directrices planes.
Nous supposons, en outre, que les directrices sont deux coniques.
Soit Z II l'intersection de leurs deux plans. On prend un point quelconque m sur ZU ; de ce point on mène deux tangentes k chacune des coniques (fig. 531).
Soit mil, mp, les tangentes k la première conique ; m S, mt, les tangentes k la deuxième. Eu joignant les points deux à deux, on obtient quatre génératrices : rit, vs, tp, s p.
Remarque. — Ou voit que les deux coniques sont deux lignes doubles de la surface, puisque chacun de leurs points sert de départ k deux génératrices.
Cette surface présentera quatre nappes, lieux géométriques de chacune des quatre génératrices trouvées plus haut.
Si l'une des coniques (fig. 532) A est tangente au plan do l'autre B, deux des génératrices ps et p t sont dans le plan Q et y seront toujours.
La développable comprendra donc deux fois le plan Q, c'est-k-dire le plan de la conique qui n'est pas tangente.
Eu dehors de ce plan la surface n'aura plus que deux nappes.
Enfin si l'une des deux coniques directrices coupe le plan de l'autre aux points M et N (fig. 533), la surface présentera les particularités de branches parasites indiquées plus haut.
En effet, prenons un point quelconque a sur l'intersection ZU des deux plans. Si le point a est en dehors des deux points M et N, on pourra mener de ce point deux tangentes k chacune des coniques, et l'on en déduira, comme ci-dessus, quatre génératrices.
Si l'on prend le point b entre M et N, ou ne pourra plus mener de tangentes k la conique du plan P. Aucune génératrice ne répondra a ce point.
Les derniers points utiles pris sur l'intersection seront les points M et N.
Menons les tangentes limites Mg, M/t, Nfr, Ni; les arcs kg, hl, seront des arcs parasites ; aucune génératrice ne pourra s'appuyer sur ces arcs et la ligne de striction passe par les points-limites g k h I el y présente, en chacun d'eux, un rebroussement.
§ 431. — Hélicoïde développable, ou enveloppe d'un plan qui se déplace hélicoïdalement.
(a) Génération de la surface. — Nous savons que l'on nomme surface hélicoïde, toute surface engendrée, soit par une courbe, soit par une autre surface, se déplaçant hélicoïdalement, c'est-à-dire liée invariablement k une génératrice d'un cylindre que l'on ferait tourner sur ce cylindre, en la faisant monter de quantités proportionnelles aux angles de rotation.
Si la surface mobile est un plan, la surface enveloppe sera développable ; ce sera un hélicoïde développable.
Pour en étudier les propriétés, prenons (fig. 534) le plan mobile lorsqu'il est dans la position MP L, perpendiculaire au plan vertical. Soit II' l'axe de la rotation hélicoïdale.
Soit a l'angle du plau mobile et du plan horizontal, et h le pas réduit du mouvement hélicoïdal, c'est-k-dire la hauteur montée pour un an^le de rotation égal k 1. Faisons tourner le plan de l'angle w, infiniment petit, et faisons-le monter ensuite d'une hauteur Z égale k hio ; ou bien, au contraire, faisons-le d'abord monter de la hauteur Z = /toj, ce qui l'amène dans la position D PT, et, ensuite, tourner de l'angle w, ce qui amène sa trace horizontale P'D dans la position G M.
Cherchons la droite d'intersection du plau primitif P et du plan déplacé eu M G. La limite de cette intersection donnera la caractéristique de la surface enveloppe.
1° Sa direction est de front.
En effet, si par un point V V de t'espace, ou menait uu plan toujours parallèle au plan mobile, ce plan aurait pour enveloppe un cône de révolution dont les génératrices seraient parallèles aux caractéristiques de la surface. Or, au plan Pl du cône parallèle, au plau P de la surface, répond la généra-
trice VP1, de front dans le cône, donc la caractéristique du plan P est une droite de front, inclinée à l'angle a.
2o Le point M où se coupent les traces P C et G M, est un point de l'intersection, c'est-à-dire, a la limite, un point de la caractéristique.
Calculons la distance CM, ou plutôt sa limite.
On a : CM = KM + CK
G K KF
— -1- , mais G K -+- K F = G F; donc :
sin. to sin. to
Dans le calcul d'une limite de rapport, on peut négliger les infiniment petits d'ordre supérieur, et, par conséquent, prendre co à la place de
sin. 10, et Gf à la place de G F, qui en diffère de la quantité F t, qui est du deuxième ordre. Enfin, k la place de Gt, on prendra sou égal I) G ; donc :
lim. C M — lim.
to
Mais D C = P' P — h m x cotg. at, donc :
h to X cotg. a
lim. CM = lim. ., et
lim. C M — h. cotg. a.
Ainsi, la caractéristique a pour projection une droite MN (fig. 534) parallèle au plan vertical, inclinée à l'angle i sur le plan horizontal, et située à une distance h cotg. a, en avant de l'axe, c'est-k-dirc tangente à un cylindre de rayon R = h. cotg. a.
Sur ce cylindre, imaginons une hélice passant par le point de tangence II, et inclinée à l'angle a sur le plan horizontal ; calculons le pas réduit h' de cette hélice. C'est la hauteur dont elle moule pour un déplacement égal à lî, compté sur la base du cylindre.
Ou aura donc :
h' = 11. tg. a.
Mais R = //.cotg. a, donc /(' = //.
Il résulte de la :
1° Que la caractéristique de front, entraînée par le mouvement hélicoïdal avec le plan mobile, donnera successivement toutes les autres caractéristiques ;
2° Que cette caractéristique sera toujours tangente à une hélice de même pas réduit que celui du mouvement hélicoïdal, et tracée sur un cylindre, de rayon R = h, cotg. x.
La ligne de striction ou arête de rebroussement est donc cette hélice.
L'hélicoïde développable peut donc être considérée comme le lieu géométrique des tangentes à une même hélice. Nous rentrons ainsi dans la définition donnée plus haut (3e partie, § 357).
[b) Développement. — Dans le développement, le rayon de courbure de l'hélice de rebroussement ne variera pas. (Voir § 426, rayon de courbure d'une transformée.)
Cette hélice se développera donc suivant un cercle dont le rayon sera R
' cos'2. a
Nous avions déjà trouvé, élémentairemenl, cette expression (S 358).
D. SURFACES GAUCHES
§ 432. — Paramètre de distribution dans les surfaces à cône directeur de révolution.
Supposons que l'axe du cône soit vertical. Cela revient a dire que les génératrices fout un angle constant avec le plan horizontal. On sait que dan* ce cas (§ 303), la ligne de striction est aussi la ligue de contour apparent horizontal
Soit jî (fig. 535) l'angle constant des génératrices avec le plan horizontal, et l'angle formé avec le plan horizontal par la tangente k la ligne de slriction au point où elle rencontre «ne génératrice ; p le rayon de courbure de la ligue de striction eu projection horizontale. Je dis que l'on aura : K = p {tg. [3 - tg. y).
Pour le démontrer, supposons le plan vertical parallèle à la génératrice considérée. Soit a b — A'B'la ligne de striction; en projection horizontale, toutes les génératrices sont tangentes k la courbe a b. Soit aa' un point de cette ligne ; a t — a't'Ui tangente en ce point; y son angle avec le plan horizontal ; o m — «'m' une génératrice, et p son angle avec le plan horizontal.
p (plus courte distance)
Il faut évaluer K — lim. — ■ ; — ; — ; — — — — '
n (angle de deux génératrices voisines)
Soit b v la génératrice infiniment voisine, to l'angle qu'elle fait en projection horizontale avec la génératrice a t. Nous avons vu, k l'occasion du rayon de courbure de l'hélice, que l'angle s de l'espace avait pour expression : <j = w, cos. p (§424).
Evaluons la plus courte distance p. Il suffit, pour cela (fig. 535), d'évaluer
Fig. 533
la distance d'un point C de l'une des droites, au plan Q, mené par l'autre et parallèlement k la première.
Or, dans le cas actuel., le plan mené par la génératrice a m — a' m', parallèlement k la génératrice infiniment voisine et langent k l'infini, est perpendiculaire au plan central et, par suite, comme ce dernier est le plan projetant horizontalement a ni, c'est le plan a' m' projetant verticalement la génératrice, il est projeté tout entier suivant sa trace verticale m' a'.
Nous prendrons sur la génératrice infiniment voisine le point b, où elle rencontre la ligne de striction. Sa projection verticale sera b', située, eu né-
gligeant des infiniment petits d'ordre supérieur, sur la tangente b' V au lieu d'être sur la courbe.
La perpendiculaire b' c', abaissée sur la projection verticale de la génératrice, est la plus courte distance cherchée.
On a
V c = a' //,sin. (p — y).
Mais
Mais
cos. y
cl, par suite,
a b, sin. (p — y)
Développant,
a b =. io a; ) o X sin. (3 — y)
os. y X M> cos- p cos- p X cos. y
sin. 3 X ros.y — cos.pXsin.y
donc
2° Tg. S =oo. Cette hypothèse est impossible, puisque l'angle S est
cos. 3 Xcos. y K = ? (tg. 3 - tg. y).
Telle est l'expression cherchée. 11 y entre le rayon de courbure p de la ligne de striction en projection horizontale, l'angle y> Quu 'a tangente à cette ligne dans l'espace fait avec le plan horizontal, et l'angle S, constant, que les génératrices de la surface font aussi avec le plan horizontal.
Discussion. — 1° Ig. 3 = tg. y..
La génératrice est tangente k la ligne de striction.
Alors, K = 0. Le plan taugeul est le même eu tous les poiuts et a l'infini. La génératrice est singulière.
constant.
3° Tg. y = 0. La tangente a la ligne de striction est verticale. Cette ligne présente alors un rebroussement eu projection horizontale, avec un rayon de courbure infini ; alors K = co ; le plan tangent est le même en tous les poiuts et la génératrice est singulière.
4° o = oo. La courbe de striction présente une inflexion en projection horizontale. Son plan oscillateur est vertical. K =oo. Le plan tangent est le même en tous les poiuts et au point central. La génératrice est singulière.
§ 433. — Mêmes surfaces. — Plan tangent en un point d'une génératrice.
(a) Pôle d'une génératrice.— Soit md (fig. 536) la trace horizontale d'un •plan tangent. Elle doit passer par la trace horizontale m de la génératrice.
Fig. 53G
Epure des paramétre*
Abaissons du point c, projection d'un point, une perpendiculaire sur cette trace, et soit P le point où elle rencontre la normale a la ligne de striction. Soit 0 le centre de courbure, et p le rayon de courbure de la ligne de striction au point a. Calculons la distance 0 P = p. Nous allons montrer que celte distance "si indépendante de x.
Si nous menons cd perpendiculaire sur me, cette ligne peut être considérée comme la trace horizontale du plan de" f qui déterminerait le rectiligne du dièdre formé par le plan projetant la génératrice (c'est le plan central) et par le plan tangent au point ce'. Effectuons, comme l'indique l'épure (fig. 536), la construction conuue qui donnerait cet angle a. Nous aurons, eu appelaut z la hauteur du point ce' :
e.d = c/tg. a = c" f tg. a = z cos. 3 X tg. a.
Les deux triangles c d m et acP ont leurs côtés perpendiculaires; ils sont donc semblables et donnent
^r~p~ _ «ex m c x cos. p x
d'où l'on tire
cotg. p £ cos. Sx tg. a Mais d'après la formule de Chasles
tg. a
et nous avons K = p (tang. 3 — tg. y) ; par conséquent : a j, _ x cotg. 3 _ p (tg. 3 — tg. y) _
pitg-B-tg.
V tg. pj
quantité indépendante de x et, par conséquent, constante pour tous les points d'une même génératrice.
Le point P se nomme le pôle de la génératrice a m. La distance OP — p se nomme le paramètre de tanijence.
\b) EpunE des paramètres (fig. 536). — Sur une horizontale on prend M N = p (rayon de courbure) ; 1° par le point M ou mène deux droites inclinées, l'une M G à l'angle p et l'autre M H k l'angle y. On a :
G H = p (tg. p - tg. y) = K 2" par le point H on mène une droite HJ inclinée à l'angle p Et l'on a : J N = p tg. y X cotg. p = p.
(c) Remarque. — Nous retrouvons ainsi, généralisés pour les surfaces à cône directeur de révolution, tous les théorèmes que nous avons démontrés dans la troisième partie (§ 330) pour les bélicoïdes réglés. Les problèmes de plans tangents et d'ombres se traiteront de la même manière en utilisant les propriétés du pôle.
E. QUESTION DE GEOMETRIE
§ 434. — Intersection (plane) d'un tore et d'une sphère bitangente (fig. 537).
Soit o o' le centre du tore et 1, en plan, le cenlre d'une sphère tangente à la fois en A au collier et en B a l'équateur du tore. En élévation le cercle de contour apparent de la sphère passe donc par les centres w' et o/ du cercle méridien du tore.
Soit p le rayon de celte sphère et soit r celui du cercle générateur du
tore.
Pour trouver l'intersection, coupons par un plan horizontal H' situé à la hauteur z au-dessus de l'équateur, et cherchons, comme à l'ordinaire, le point courant m m' de la section.
Le plan auxiliaire H' donne dans la sphère un cercle de rayon J' f == a et dans le tore un cercle de rayon J' g' = b, qui se recoupent horizontalement en m, rappelé verticalement en m.
Nous allons chercher une relation entre l'a; et le Z du point m' .
A cet effet :
1° Calculons les ravons a et b des cercles auxiliaires. Ou a :
a2 = p2 — 2$ b — p — y/r2 — bî - p2 — 2p y/ ,-2 — 28 + r2 —
et d'où
2° Calculons x en fonction de a et de b. A cet effet :
En plan, la distance ol est égale a r et, dans le triangle oml, le côté o m = b et I m = a.
Fig. 537
Eu écrivant que o I == o K + K 1 cela donne : r = \J tri — X2 + \/bi — ou en remplaçant a et b par leurs valeurs calculées ci-dessus
r = V 0-2 - 3'2 - xi + y/p2 - 2p y/ r2 - 3^
pour faire disparaître les radicaux, faisons passer le premier radical dans premier membre et élevons au carré
r2—2r\/ p8— jsi—ajB + pîsimplifiant
'■ — Xt^ 02 + j-2-
B2 = py/rs
élevant au carré
finalement
(quantité constante)
ce qui prouve que, en élévation, les points tels que m' sout sur une droite o' m' issue du point o*.
On voit de plus qu'elle est tangente eu T' au cercle méridien du tore.
En effet, - c'est la tanccnlc trigonomélrique de l'angle a que fait avec
l'équateur la droite o' ///'.
Mais on a aussi
Résumé. — La splicre et le tore se coupent suivant une courbe qui, en élévation, est projetée suivant la droite T' o' m' liitangente aux deux cercles méridiens du tore.
Cette courbe est donc plane et son plan est le plan bitangenl au tore.
De plus, c'est un cercle comme étant la section plane d'une sphère.
Remarques. — 1° 11 y a une seconde section plane o' 11' répondaut à la
valeur négative de — ■
2° Une seconde sphère bilangeute en c et eu i donnerait les mêmes points en projection verticale. Par conséquent un quelconque des deux plaus bitangcuts, T'o'm' par exemple, donne, en réalité, comme section dans le tore, deux cercles appartenant respectivement a chacune des deux sphères bitangentes.
COURBURE DES SURFACES
g 433. — Courbe indicatrice.
Soit S une surface ; 0 un point de cette surface, et X 0 Y le plan tangent en ce point, que nous prendrons pour plan horizontal (tig. 538).
Prenons pour axe des Z la normale au point 0; soit M un point voisin du point 0, et M m le Z de ce point. On pourra toujours développer la quantité 1 en fonction des coordonnées indépendantes, x et y du point M, et ordonner ce développement suivant les puissances croissantes de x et y, de la manière suivante :
(1) 7. —X + Rx+Ky + Cx^+ C'x y + C'y? + Dx3 + V'x*y + b"y2x + D' ",y?-r . ..
Remarquons que le point 0 étant sur la surface, pour Z = 0. on a : X = 0 et y = 0, ce qui entraîne A = 0.
Mais le plan X Y est tangent en 0, et. par suite, la section faite dans la surface par le plan ZX est une courbe tangente a l'axe des x.
Faisons i/ = 0. et prenons la limite du rapport , qui sera le coeffi-
eient angulaire de la tangente à l'origine au point 0 de la section faite par le
plan Z X ; nous devrons avoir : lim. — = 0, pour x = 0, */ = 0 et 7. = 0,
ce qui conduit k B = ().
On aura de même en écrivant que l'axe des y est tangent à la surface :
L'équation de la surface est donc :
(2) Z = Cx** + C'xy + C'y* + Dx* + h'x*y + D'y^x + D"'y* + ...
Pour une valeur particulière de Z, celte équation sera celle de la section Fig. 538
jz
faite dans la surface par un plan parallèle au plan tangent et passant à une distance Z de ce plan.
Si nous supposons que x cl y sont des infiniment petits du premier ordre,
la section précédente devient la section faite par un plan infiniment voisin du plan tangent, et prend le nom d'indicatrice infinitésimale de la surface au point 0.
Z est infiniment petit du deuxième ordre ; les quantités x-y — x y- . . . sont du troisième ordre, et, par conséquent, si nous les négligeons en présence des infiniment petits du deuxième ordre qui entrent dans l'équation cette dernière devient :
Z = Cxi + C'xy + C'y".
("est l'équation d'une conique, de dimensions infiniment petites, rapportée k son centre.
Au lieu de la quantité infiniment petite, Z, prenons une quantité finie, K ; l'équation deviendra :
C x- ■+- C'xy + ('■" y- = K.
Elle représente une courbe semblable a l'indicatrice infinitésimale, et que nous nommerons indicatrice finie de la surface au point 0
Il en existe une infinité toutes semblables entre elles. Nous verrons plus loin celle qu'il est le plus commode de choisir.
Fig. 539 Fig. Î40
Faisons une rotation des axes 0 X et 0 Y, et rapportons la courbe précédente à ses axes ; son équation deviendra de la forme :
A x2 + 15 yî = K.
On suppose les coefficients A et B positifs.
Celle de l'indicatrice infinitésimale eût été : A xi ± Bi/2 — Z.
Le signe +, du coefficient B, répond au cas où les deux sections AB et C D, faites par les plans x Z et y Z qui passent par les axes de l'indicatrice, sont toutes deux d'un même côté du plan tangent. Dans ce cas, l'indicatrice est une ellipse.
Le signe — répond au cas où la section faite par le plan X Z, étant du côté des Z positifs, la section faite par le plan Z y serait du coté des Z négatifs On dit, dans ce cas, que la surface est à courbures opposées. — L'indicatrice est une hyperbole (fig. 540).
Les deux sectious normales, Z X et Z Y, qui passent par les axes de l'indicatrice, se nomment les sections normales principales.
GKOM. DESCR. 33
§ 43ti. — Variation de la courbure.
(a) Théorème — Les rayons de courbures des sections normales faites en un point d'une surface, sont proportionnels aux carrés des rayons de l'indicatrice.
Soit ZOO (même fig. S38) une section normale, et y // la ligne suivant laquelle le plan de cette section coupe le plan de l'indicatrice. Nous avons dit que l'indicatrice était la section faite par un plan H, infiniment voisin du plan tangent.
En négligeant les infiniment petits du troisième ordre, le point g de l'indicatrice peut être considéré comme appartenant a la surface.
Le rayon de courbure p, de la courbe 0 D, a pour expression :
TTfi _ h~7fî 9 ~ 277" _ ~2~T ' 11 est donc proportionnel au carré du rayon hg de l'indicatrice. C.Q.F.D.
(b) Corollaire. — Les sections normales principales sont celles qui ont un rayon de courbure maximum ou minimum. Les rayons de courbure de ces deux sections se nomment les rayons de courbure principaux ; nous les désignerons par les lettres R et R'.
(c) Discussion. — Dans le cas où l'indicatrice est une hyperbole, son équation infinitésimale est de la forme :
(1) Ax'2 — Hy2 = Z.
Fig. 541
Soit A B, CD (fig. 541), la courbe qu'elle repreésnte. Un plan normal, qui aurait 0 M pour trace, rencontre la courbe en M, ce qui veut dire que la section qu'il donnerait dans la surface serait située par rapport au plan tangent du côté des Z positifs.
Son rayon de courbure serait proportionnel au carré de 0 M.
Un plan ayant pour trace 0 N, ne rencontre pas l'indicatrice, et par suite ne coupe pas la surface du coté des/, positifs. Mais, si nous chaugeous dans l'équation (1) Z eu — Z, ce qui revieul à étudier la surface de l'autre côté de sou plan tangent, l'équation devient :
(2) Aa;ï — By* =Z — •
Elle représente l'hyperbole E F G H, conjuguée de la précédente. Elle est coupée par toutes les traces, telles que 0 N, qui ne rencontraient pas la précédente hyperbole. Nous pouvons donc dire que l'indicatrice, pour une surface à courbures opposées, est représentée par les deux hyperboles conjuguées, A B et G H/ ayant les mêmes asymptotes 0 T et 0 S.
§ 437. — Indicatrices finies.
ta) Equation générale. — L'indicatrice infinitésimale sera remplacée, cn'dessin, par une indicatrice finie qui lui sera semblable, et dont l'équation rapportée a ses axes, sera :
, h — - — — : l (si c'est une ellipse).
et ■ — — — = + 1 (si c'est une hvperbole).
ai b2 —
Le signe -+- du second membre, dans le cas de l'hyperbole, répond à la section faite par un plan infiniment voisin, situé d'un côté du plan tangent, et le signe — à une section faite de l'autre côté.
Soient R et R' les rayons de courbure principaux. Ces rayons sont proportionnels aux carrés des demi-axes de l'indicatrice infinitésimale et aussi a ceux de l'indicatrice finie, qui lui est semblable. On aura donc, en désignant par K, un coefficient arbitraire :
f/2 - K R, et 62 = K R', et l'équation d'une indicatrice finie, sera :
#2 y2 oc* y% ^
K R ' + KR' = ' 0U Yn KR7 _ - ' De la valeur du coefficient K, dépendront les dimensions de l'indicatrice
finie.
Dans uue même épure, si en un même point 0 plusieurs surfaces différentes ont le même plan tangeut et si l'on veut, à l'aide d'indicatrices finies, étudier les particularités de l'intersection de ces surfaces aux environs du point 0, il faudra donner, pour toutes les surfaces, une même valeur au coefficient de proportionnalité K.
(b) Inmcatiuce'finie la plus simple. — Parmi toutes les indicatrices finies d'une même surface en un point, il en est une qui est plus simple a construire que les autres, c'est celle qui aurait pour un de ses deux demiaxes le rayon de courbure de la section principale correspondante.
Faisons a = I!, ou eu déduit K = R, et b = \j R 1'.'. 11 existe donc uue indicatrice finie ayant pour un de ses demi-axes l'un des rayons principaux de courbure, et, pour autre demi-axe, une moyenne proportionnelle cuire les deux rayons principaux. C'est cclle-la dont nous nous servirons ordinairement dans nos épures, à moins d'indications contraires.
Remarquons que si l'on convient de donner le signe -+- au rayon de courbure d'une section principale, quaud sou centre do courbure est d'un côté du plan tangent, et le signe — , quand il est de l'autre côté, l'équation d'une indicatrice finie sera toujours :
xi v2
K R ' + K R' _ Celle de l'indicatrice la plus simple sera :
~W + RÎV = l"
§ 438. — Formule d'Euler.
Cette formule donne l'expression du rayon de courbure d'une section Monnaie quelconque, en fonction des rayons de courbure des sections principales. Nous allons l'établir.
Rappelons une formule connue des courbes du second degré à centre (fig. 542] :
Soit t «■ — = 1, l'équation d'uue ellipse ou d'une hvperbole râpai — 62
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portée a ses axes. Soit M un point quelconque de cette courbe ; 031 = 1 le rayon de ce point, x et y ses coordonnées, a l'angle formé par 0 M avec le grand axe.
Un a : x = l, cos. a, el y = l, sin. a.
Ecrivons que le point M est sur la courbe, ce qui donnera :
/2,pos.2 a , Ï2,sin.2 a
, sin.2 a.
= .COS.* a *r -rr
Cela posé, revenons k la surface et a son indicatrice. Nous avons vu que le rayon de courbure d'une section normale, qui aurait la ligne 0 M pour trace de son plan sur celui de l'indicatrice, est proportionnel au carré du rayon 0 M de cette indicatrice, que cette dernière soit infinitésimale ou qu'elle soit finie.
Désignons par p le rayon de courbure de la section normale qui aurai! 0 M pour trace ; par RetR'les rayons de courbure principaux, c.'est-a-dirc des sections normales ayant les axes 0 A et 0 B pour traces.
Les quantités p, R et R' seront proportionnelles aux quantités 1%, a* et
/>2, et en substituant dans l'expression (1 ) qui est homogène, il vient :
(=>\ — = — ,cos.2 a + —, sin.2 a.
W - r - Il
Telle est la formule d'Euler.
Si Ton veut faire entrer dans cette expression les courbures au lieu des rayons de courbure, on sait que si nous désignons les courbures par les lettres c, C et C, ou a :
. . (• • C' = — ce qui donne •
= C, ros.2 a -+-
C',sin.2 a.
§ 439 — Courbure moyenne (fig. 342).
Prenons deux sections normales a angle droit l'une sur l'autre, ayant pour traces sur l'indicatrice les droites perpendiculaires entre elles 0 M et ON. Soient o et a' les ravons de courbure correspondants, ou aura :
Il 1 j
— ,= cos 2 a + — , sin.2 a (l'indicatrice étant
a II R'
une ellipse].
— -- = — , sin.2 a -h -— , cos. 2 x, o' I! R
ajoutant :
(4) cou rbures (5)
— -+- — ; = — .4. . — . ou, en introduisant les a p' Il + R"
c + C' = C + C d'où ce théorème :
La somme des courbures de deux sections normales a angle droit, l'une sur l'autre, est constante et égale à la somme des courbures principales.
La quaulité — - — se nomme courbure moyenne de la surface au point 0.
Ombilics. — Il peut se présenter, dans le cas où R et R' sont de même signe, des points pour lesquels 11 et R' sont égaux.
Dans ce cas, l'indicatrice est un cercle ; toutes les sections normales y ont le même rayon de courbure. Ces points se nomment des ombilics.
§ 440. — Intersection d'une surface à courbures opposées par son plan tangent.
[a) Théorème. — Dans une surface a courbures opposées, les asymptotes
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de l'indicatrice sont les tangentes de la courbe d'iulerseclion de la surface par sou plan tangent (fig. 543).
Eu effet, soit BOA la courbe d'intersection de la surface par snn plan langent, et O A une sécante passant par le point O (fig. 543).
La courbe de section normale mon A, qui aurait OA pour trace, serait tangente en O au plan tangent, et le recouperait en A.
A la limite, si O A devient la tangente eu O, à la courbe B.O A, la section normale précédente aura, en O, trois poiuts réunis en un seul ; elle présentera donc une inflexion et son rayon de courbure sera infini.
Mais pour que le rayon de courbure soit infini, il faut que le rayon de l'indicatrice le soit également, c'est-à-dire soit une asymptote. C. Q. F. D.
(b) Conséquences. — Dans le paraboloide cl dans l'hyperboloide, les génératrices de système différent qui passent par un même point sont les asymptotes de l'indicatrice de ce point.
§ 441. — Courbure des sections obliques.
(a) Théorème de Meusnier. — Une courbe quelconque tracée par un point O, sur une surface, a pour rayon de courbure la projection sur son plan oscillateur du rayon de courbure de la section normale qui passe par la tangente en O à la courbe considérée.
En effet (figure 544), soit Q le plan oscillateur d'une courbe MN; P le plan normal passant par la tangente O T ; O N' la section normale faite par ce dernier plan, el a l'angle de ces deux plaus. Prenons sur la tangente commune
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aux deux courbes une longueur ob infiniment petite, et élevons dans les deux plans P et Q des perpendiculaires k cette tangente jusqu'à la reucoutre en N et N' avec les deux courbes.
Soit a le rayon de courbure de la section normale ON' et pi celui de la courbe donnée ON, ou aura :
ob'- ob'c — et ai = et par suite :
pi _ bX
? bïa
Mais, k la limite, la droite N N" est une droite du plan tangent, el par suite est perpendiculaire sur 6N'.
ÔN
Par conséquent : — = cos. a, et par suite : pi = p cos. a. Soient O 1 et O I' les deux rayons de courbure, on aura : O I' = O I cos. a,
et par suite le point V sera la projection du point I sur le plan oscillateur. C. Q. F. D.
(6) Conséquences. — Il résulte du théorème de Meusnier joint au théorème d'Euler que la connaissance des rayons de courbure principaux entraîne celle des rayons de courbure de toutes les sections normales ou obliques faites par des plans passant par le même point.
§ 442. — Lignes de courbure.
(«) Normalies d'une surface. — Si, après avoir pris une courbe quelconque sur une surface, on mène les normales a la surface par les différents points de la courbe, ou donne naissance à une surface réglée qui se nomme une normalie.
Cette normalie sera, en général, une surface gauche.
(6) Nurmalies développables. — On donne le nom de lignes de rourbltre d'une suiface aux courbes tracées sur elle et telles que les normalies qui leur correspondent forment une surface dévcloppable, c'est-a-dire soient, eutre elles, à des distances infiniment petites au moins du troisième ordre.
Soit 0 (fig. 545) un point de la surface, et M un point infiniment voisin pris sur l'indicatrice. Nous allons chercher dans quelle direction 0 M il faut
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se déplacer sur la surlace, pour que la normale MO, au point M infiniment voisin, rencontre la normale 0 Z, à un infiniment petit près du troisième ordre.
La normale en 0 est la droite 0 Z perpendiculaire au plan de l'indicatrice.
Soit M G la normale a La surface au point M.
La projection M g sur le plan de l'indicatrice est perpendiculaire sur la tangente MU cette courbe, et la plus courte distance o des deux normales est projetée en vraie grandeur suivant la droite ; y perpendiculaire menée sur M y par le pied z de la normale en 0.
Si le point M est un point quelconque île l'indicatrice, la distance z y n'est pas nulle. Elle est du même ordre qu'un arc pris sur l'indicatrice. Elle est donc du premier ordre.
Mais si l'on prend le point en A ou eu B aux sommets de l'indicatrice, ces points sont les seuls pour lesquels la normale passe par le centre de la courbe. Par conséquent, c'est en A ou eu B qu'il faut prendre le point M, infiniment voisin du point 0, pour que les deux normales MO et 0 Z se rencontrent .
Eu réalité leur distance est infiniment petite de l'ordre des quantités négligées dans la construction de l'indicatrice, c'est-a-dire du troisième.
Nous concluons de là que en chaque point de la surface il passe deux lignes de courbure 0 A et 0 B tangentes aux sections principales, c'est-à-dire tangentes aux deux axes de l'indicatrice.
11 existe deux séries de ligues de courbure. Les unes sont les trajectoires orthogonales des autres, et par conséquent, ia connaissance des premières entraîne celle des secondes.
S'il existe des ombilics, c'est-à-dire des points pour lesquels l'indicatrice est un cercle, dans ce cas, deux normales infiniment voisines se rencontrent toujours, et l'on y trouve des directions de lignes de courbure dans tous les sens. En ces points les directions des ligues de courbure paraissent indéterminées au premier abord.
§ 443. — Lignes de courbure des surfaces développables.
(a) Développables quelconques. — Sur ces surfaces, les lignes de courbure de la première série sont les génératrices de la surface, puisque les normales le long des génératrices forment un plan.
Les autres sont les trajectoires orthogonales des premières, c'est-a-dire les développantes de l'arête de rebroussement.
(b) Cylindres. — Les lignes de courbure sont les génératrices et les sections droites du cylindre.
(c) Cônes. — Oc sont les génératrices et les sections faites dans le cône par des sphères ayant toutes leur centre au sommet du cône.
Pour les cônes, les cylindres et les surfaces développables, un des rayons de courbure principaux étant infini, l'indicatrice est formée par deux lignes parallèles.
§ 443 bis. — Lignes de courbure des surfaces de révolution (fig. 546).
(a) Lignes de counBunE. — Les lignes de courbure sont les méridiens et les parallèles. En effet, le long des méridiens, les normales forment un plan qui est le plan méridien, et le long d'un parallèle, elles forment un cône.
(6) Direction des sections principales. — En un point M M' (fig. 546), les plans des sections principales sont donc : 1° le plan méridien et 2° le plau perpendiculaire au plau précédent mené par la normale en ce point, c'està-dire ayant pour trace sur le plan méridien la normale M' I' J'.
(c) Ravons de courbure principaux. — D'après le théorème de Meus-
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nier, le rayon de courbure de la section méridienne étant M' I'. par exemple, je dis que celui de la deuxième section principale sera M' J'.
On aura, en effet :
M' 0' (rayon du parallèle) = M' J' eus. a ce qui est l'application de la formule de Mcusnier.
Par conséquent, dans une surface de révolution, les deux rayons de courbure principaux sont : l'un le rayon de courbure du méridien, l'autre la portion de la normale au méridien comprise entre ce méridien et l'axe.
Si le méridien a sa convexité tournée du côté de l'axe, comme cela se présente pour le point N', les centres de courbure sont situés de part et d'autre du plan tangent. La surface est à courbures opposées el l'indicatrice est une hyperbole.
Au premier point M' l'indicatrice est elliptique.
Au point K', à tangente horizontale séparant la partie concave de la partie convexe du méridien, le deuxième rayon principal est infini, puisque la normale au méridien rencontre l'axe à l'infini.
L'indicatrice se compose de deux lignes parallèles.
§ 444. — Lignes de courbure sur les surfaces enveloppes de sphères.
Toute caractéristique étant la limite de l'intersection de deux sphères infiniment voisines, est un cercle de la sphère génératrice. Les normales à la surface aux différents points d'une caractéristique sont aussi normales à la sphère et concourent à son centre ; elles forment donc un cône, et, par suite, les caractéristiques forment la première série des lignes de courbure. La seconde série est formée par les trajectoires orthogonales des lignes précédentes.
§ 445. — Surfaces osculatrices.
Une surface est dite osculatrice d'une autre en un point 0, lorsqu'elle a même plan tangent en ce point, et les mêmes rayons de courbure pour toutes les sections planes passant par ce point.
D'après les théorèmes d'Euler et de Meusnier, il suffit que les det.x sur-
faces aient mêmes rayons principaux, c'est-à-dire même indicatrice, pour être osculatr'ces. Une sphère ne peut être osculatrice en un poiut, a moins que ce dernier ne soit un ombilic.
Il existe une inlinité de surfaces du second degré qui peuvent être osculatrires de la surface donnée en un poiut 0. En effet, prenons le cas où la surface est convexe. Soient R et R' ses rayons principaux. La surface osculatrice sera un ellipsoïde (fig. 547).
Sur la normale prenons arbitrairement le centre de cet ellipsoïde en I, a
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une distance 0 I = c. Soient a. et b les demi-axes de son ellipse principale, parallèle au plau tangent.
L'ellipse X 0 Z aura pour demi-axes les quantités c et a. Son rayon de ■courbure au sommet 0 doit être égal îi R et est donné par la formule connue :
H == — d'où a- = c R et a = y/c~R
de même, le rayon de courbure en 0 île la section faite dans l'ellipsoïde par le plan Y 0 Z, doit être égal à R' et il est donué par la formule :
R' = — -, d'où 62 = c R'. et b = i/c R'.
Les deux demi-axes, a et b, sont donc déterminés quand on conuaît lï, R', et quand on se donne arbitrairement c.
Ou peut profiter de l'indétermination laissée sur c pour rendre l'ellipsoïde de révolution.
Si l'on fait a = c, l'ellipsoïde sera de révolution autour de I R, et aura •son axe de révolution parallèle à 0 Y.
Daus ce cas, les formules deviennent :
a2 = a R, d'où a = R, et b r \\\ c — a.
On voit facilement que l'ellipse principale A R est semblable à l'indicatrice.
Si la surface est à courbures opposées, la surface osculatrice est un hyperboloïde (fig. 548).
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On se donnera arbitrairement 0 I, distance du centre, comptée sur la normale.
On calculera le demi-axe réel 14 comme ci-dessus, et le demi-axe imaginaire 1 a.
Si le centre I eût été placé au-dessus du plan tangent .r y, au lieu d'être au-dessous, l'axe réel eût été parallèle à o x, et l'axe imaginaire parallèle à oy. Ou peut également disposer de 0 I pour rendre de révolution l'hyperboloïde osculateur.
Nota. — Il faut bien remarquer que lorsque par le choix fait pour le demi-axe r, de l'ellipsoïde ou de l'hyperboloïde osculateur, on rend la surface de révolution, ce n'est jamais autour de la normale OZ comme axe.
§ 410. — Hyperboloïde oscillateur de raccordement d'une surface gauche. (Faire la figure eu lisant le paragraphe.)
(a) Existence de la surface. — Parmi tous les hyperboloïdes de raccordement que l'on peut mener à une surface gauche le long d'une génératrice, il en est un qui sera osculateur en tous les points. Tour en comprendre la génération, rappelons que trois tangentes à la surface, meuées eu trois points A, R. C de la génératrice, peuvent être prises pour directrices de Phyperboloïde ; rappelons également que toute surface gauche est coupée par sou plau tangent suivant la génératrice et, en plus, suivant une courbe ; et que les asymptotes de l'indicatrice sont, d'une part, la génératrice, et, de l'autre, la tangente a la courbe de section (§ 440).
Cela posé : aux trois points A, B, ('., prenons, connue directrices de l'hyperboloïde, trois droites A a, l\b, Ce non tangentes aux sections faites par les trois plans tangents ; je dis que ret hyperboloïde ne sera pas oscillateur eu tous les poiuts de la génératrice.
Eu effet, cet hyperboloïde aura bien eu A R C deux génératrices confondues en une seule et communes avec la surface ; mais la génératrice infiniment voisine a' b' & de cet hyperboloïde ne peut être confondue avec la génératrice infiniment voisine de la surface. Par conséquent, toute section M N, faite par un plan quelconque, donnera dans les deux surfaces des courbes qui n'auront pas trois points communs confondus eu un seul, et, par conséquent, qui ne posséderont pas le même rayon de courbure.
Si, au contraire, ou prend comme directrices les trois tangentes (/ g, b h et c k aux sections faites par les plans tangents, alors les deux surfaces auront trois génératrices communes confondues en une seule ; toutes les courbes de section auront trois points confondus eu un seul et par suite auront le même rayon de courbure.
(L) Remarque. — En chacun des points de la génératrice, les deux génératrices de l'hyperboloïde sout les asymptotes de l'indicatrice de la surface, et sont.de plus, langcutes aux intersections de la surface par son plan tangent. Oc qui nous permet d'énoncer le théorème suivant :
(c) Théorème. — Les asymptotes des indicatrices aux différents points d'une même génératrice, forment un hyperboloïde oscillateur de raccordement.
Autre énoncé. — Les tangentes aux sections faites dans nue surface gauche par des plans tangents aux différents points d'une même génératrice, forment uu hyperboloïde osculateur de raccordement.
Si la surface est à plan directeur, Phyperboloïde osculateur deviendra un paraboloïde. Ses deux directrices seront les tangeutes aux sections faites dans la surface par deux plans tangents, ou, ce qui revient au même, les asymptotes de deux indicatrices.
§ 447. — Surface du second degré osculatrice d'une surface de révolution le long d'un parallèle.
Soit M (fig. 549), uu point pris sur le méridien d'une surface de révolulion ; Ml le rayon de courbure du méridien; l son centre de courbure. On sait que M I est un des rayons principaux, et que M K, portion de la normale au méridien comprise entre ce méridien et l'axe, est le second rayon de courbure. Cherchons une conique qui ait pour axe l'axe de la surface, et qui soit osculatrice en M au méridien, c'esl-à-dirc qui lui soit tangeute en ayant même centre de courbure. Eu faisant tourner celte conique, elle engendrera une surface osculatrice de la première en tous les poiuts du parallèle M.
Pour trouver une conique passant par le point M, y ayant même centre de courbure I que la méridienne, et, de plus, ayant pour axe de symétrie l'axe 0 Z de la surface île révolution, il suffit d'exécuter, en ordre inverse, la cons. truction donnée (§ 416 — c) pour le centre de courbure d'une conique. On est conduit au tracé suivant :
1 étant le centre de courbure du méridien (fig. 549), et, par suite, de la conique cherchée ; OZ sou axe, cl K le point où la normale rencontre l'axe. Menons K C perpendiculaire sur la normale, et IC perpendiculaire sur l'axe.
Prenons la rencontre C de ces deux droites et joignons C M, nous aurons en 0. a la rencontre avec l'axe, le centre de la conique.
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Celte dernière est donc déterminée, puisque l'on conuait son centre, ses deux axes en direction, un point M et la tangente en ce point.
Remarque. — Si la position I du centre de courbure est telle (fig. 550) que M C soit parallèle à l'axe, la conique osculatrice sera une parabole, car soncentre est rejeté à l'infini.
Ayant la conique osculatrice en la faisant tourner autour de l'axe, elle engendrera une surface du second degré, osculatrice de la surface donnée en tous les points d'un même parallèle.
§ 448. — Lignes asymptotiques.
On nomme ainsi les lignes tracées sur une surface et tangentes aux asymptotes des indicatrices de tous les points par lesquels elles passent sur la surface .
Lignes géodésiques. — Ce sont les ligues les plus courtes que Von puisse tracer d'un point à un autre sur une surface.
Nous n'étudierons pas ces ligues dans ce cours élémentaire.
COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES OMBRES
§ 449. — Théorème des tangentes conjuguées.
Théorème- — Lorsqu'une surface dévcloppable est circonscrite à nue surface quelconque, la tangente à la courbe de contact et la génératrice de la dévcloppable sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice du point de contact.
Eu effet, soit 0 un point de la surface ; y le plan langent en ce point ; M un point infiniment voisin, situé sur une courbe 0 C (fig. 551).
Nous imaginons que, aux différents points pris sur la courbe OMC, nous avons mené les plans tangents a la surface et que nous en avons pris l'enveloppe. Celle enveloppe constitue une déeeloppable circonscrite a la surface et ileux plans tangents infiniment voisins se recoupent suivant une génératrice de la dévcloppable.
Menons donc le plan langent au point M, et cherchons l'intersection des [dans tangents en M et en 0.
Si nous menons par M un plan Q', parallèle au plan Q, il donnera comme section une courbe qui est l'indicatrice. Le plan tangent eu M aura pour trace sur le plan Q' la tangente M T a l'indicatrice et parallèle à son intersec-
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tiou m'V avec le plan tangent en 0. Celte droite M T devient donc à la limite, l'intersection des deux plans tangents, c'est-à-dire la génératrice d'une développable qui serait l'enveloppe de ces plans tangents.
D'un autre côté, la courbe de contact, c'est-à-dire le lieu des points de tangence, est la courbe OMC, dont la tangente est, à la limite, le diamètre I M de l'indicatrice.
Or, dans une conique, un diamètre IM et la tangente MT a son extrémité sont conjugués ; le théorème est donc démontré.
S 450. — Conséquences pour les lignes d'ombre ou de perspective.
1° La langeutc à la courbe d'ombre propre d'une surface est conjuguée du rayon lumineux du point de contact ;
2° La tangente au contour apparent d'une surface est conjuguée du rayon visuel du point de contour apparent;
3° Lorsque deux surfaces sont simplement tangentes en un point, les ligues d'ombres propres n'ont pas les mêmes tangentes ; mais si les surfaces sont oseulatrices, alors elles ont la même indicatrice, et, par suite, les séparatrices d'ombre sont tangentes entre elles.
Remarque. — La propriété des tangentes conjuguées se conserve en projection, car une conique et deux de ses diamètres conjugués se projettent suivant une autre conique et deux de ses diamètres conjugués.
§ 451. — Lignes d'ombre ou de perspective sur des surfaces à courbures opposées.
(a) Surfaces en relief. — Supposons que nous ayons à chercher la séparatrice d'ombre propre d'une surface quelconque. Appliquons la méthode des plans sécants et coupons ta surface par un plan ; nous obtiendrons ainsi une section plane. Si le plan sécant passe par le point lumineux, les tangentes menées du point éclairant à la section sont les rayons lumineux tangents au corps et situés dans ce plan. Les points de contact de ces tangentes sont des poinls de la séparatrice d'ombre propre sur le corps.
On classera ces points suivant la manière dont le rayon lumineux vient y rencontrer la surface ; nous aurons :
1° Des points réels utiles, tels que A et A (fig. o32), caractérisés par ce fait que le rayon lumineux y est, aux environs, extérieur à la surface;
2° Des points réels noyés tels que B. Le rayon lumineux y est en réalité extérieur à la surface, mais il a été, auparavant, arrêté par une antre portion
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de la surface. Un pareil point est dans ce que nous nommerons l'ombre autoportée, c'est-à-dire dan» l'ombre portée par la surface sur elle-même;
3° Des points virtuels, tels que V. Le rayon lumineux y est, aux environs, intérieur à la surface.
Nous aurons donc trois espèces de branches de courbes séparatrices. Les branches réelles utiles (ou simplement branches réelles). Les branches réelles noyées (ou simplement branches noyées), et les branches virtuelles.
Si l'on prolonge un rayon réel, tel que A, il pourra se faire qu'il aille rencontrer eu al la surface. Le point ai sera un point de la courbe A'omhre autoportée.
(b) Surfaces en creux. — Prenons (fig. 553) une surface en creux qui soit, pour ainsi dire, le moule de la surface précédente, et coupons-la par le même plan sécant. Il est facile de voir que tous les poiuts. tels que A, qui (lîg. 552) étaient réels, deviennent maintenant (fig. 553) des points virtuels A', A', B', tandis que les points virtuels V, V, deviennent, au contraire, réels.
.s 452. — Points de passage.
(a) Jonction des courbes. — On conçoit facilement qu'eu faisant varier convenablement le plan sécant il soit possible de réduire de plus en plus l'étendue de la portion de section A V ai de la figure 552. De telle sorte qu'à la limite les trois points A, V et al étant réunis en un seul la section présente l'aspect de la figure 554. Alors 1j point ir ainsi obtenu prend b nom de point de passage : en ce point il y a inflexion de la courbe de section et le rayon lumineux qui lui correspond est tangent au point d'inflexion.
Cette discussion prouve que la branche virtuelle, lieu des points V. tend
Fig. 551 Fig. r>:»r>
à se réunir k la brandie réelle, lieu des points A, de même que l'ombre autoportée, lieu des points al. Cette triple réunion se fait en un même point m, qui est le point île passage.
Nous démontrerons au paragraphe suivant qu'en ce point de passage ir, les trois courbes qui se réunissent ont une même tangente qui est le rayon lumineux.
Quant k la branche noyée, lieu des points B, elle cesse a un moment donné d'être noyée, lorsiue le rayon lumineux (fig. 555) qui était tangent en A', est aussi tangent en P, autrement dit est bitangenl.
On voit dans ce cas que le point P est un point de perte, tel que nous l'avons défini dans les ombres usuelles. Nous avons démontré qu'en tout point de perte le rayon lumineux est tangent a la courbe d'ombre portée.
(b) Théorème. — Eu un point limite, 1° le rayon lumineux est une asymptote de l'indicatrice de la surface du corps, et 2° il est tangent k la courbe d'ombre propre.
En effet, puisqu'il s'agit d'un point de passage, si on le considère comme appartenant à l'arc réel qu'il termine, il appartient à une tangente extérieure ; mais il appartient aussi k une tangente intérieure, comme étant l'extrémité d'un arc virtuel. Le rayon lumineux est donc d'un coté intérieur, et de l'autre côté extérieur à la surface. En ce point, la section faite par le plan auxiliaire présente une inflexion (figure 554), et le rayon lumineux est tangent en ce point d'inflexion.
Or, si la section faite par le plan sécant auxiliaire présente une inflexion, c'est que son rayon de courbure y est infini. La section normale qui passerait par le rayon lumineux aura donc aussi, d'après le théorème de Meusnier, un rayon de courbure infini. Mais l'indicatrice a ses rayons vecteurs proportionnels aux ravous de courbure des sections normales. 11 faut donc que le rayon vecteur de l'indicatrice qui répond au rayon lumineux soit infini ; autrement dit, il faut que le rayon lumineux soit une asymptote de l'indicatrice. Le premier point est démontré;
Cela posé, d'après le théorème des tangentes conjuguées, la tangente de la séparatrice est conjuguée du rayon lumineux. Mais, dans une hyperbole, l'asymptote est à elle-même sa conjuguée ; on voit donc ainsi qu'aux points limites, les rayons lumineux sont tangents à la courbe d'ombre propre. C. Q. F. 1).
(c) Théorème réciproque. — Si du point lumineux on mène une tangente à la courbe d'ombre, le point de contact sera un point limite.
En effet, la conjuguée du rayon lumineux sa confond avec le rayon lumineux lui-même. Donc, celui-ci est une asymptote de l'indicatrice ; par suite, il est oscillateur à la surface, et le point où il touche cette surface est un point limite, car toute section qui contiendrait le rayon lumineux y présenterait une inflexion comme sur la figure 55i.
((/) Nota. — Dans la pratique du dessin, si des projections du point éclairant on mène des tangentes aux projections de la séparatrice d'ombre, les points de contact sont les projections des points limites. Toutefois il faut s'assurer que les plans tangents à la surface aux poiuts déterminés ne sont pas perpendiculaires aux plans de projection, car dans ce cas, la tangente a la projection de la courbe peut ne pas être la projection de la tangente à la courbe de l'espace.
On a vu que si une courbe a sa tangente passant par le point visuel, cette courbe présente en perspective un rebroussement, et que le cône perspectif présente lui-même un rebroussement le long de cette tangente. Ce fait est vrai aussi pour les ombres, c'est-a-dire pour le cas où le point visuel est remplacé par un flambeau. Le cône d'ombre est formé par les rayons qui s'appuient sur la courbe d'ombre propre. Les génératrices qui sont tangentes k la courbe d'ombre sont donc, comme en perspective, des génératrices de rebroussement pour ce cône. Ainsi, les rayons lumineux limites, c'est k-dire qui aboutissent aux points limites, sont des génératrices de rebroussement du cône d'ombre.
S 453. — Tangente en un point de l'ombre autoportée.
(a) Point quelconque. — Soit le rayon lumineux S A (fig. 552), qui donne le point «I de la courbe d'ombre portée. La taugeute k l'ombre autoportée en al est l'intersection du plan tangent en ce point k la surface, et du plan tangent au cône d'ombre le long de la génératrice S A. Or ce plan est le même que le plan tangent au point A de la surface. Donc la tangente au point al est l'intersection de deux plans tangents k la surface, l'un au point A, l'autre au point a[.
(b) Point de passade. — Eu un point de passage, tel que t: (fig. 554), ces deux plans tangents ont leurs points de contact A et ai infiniment voisins, et d'après le théorème des tangentes conjuguées, ils se coupent suivant une droite conjuguée de la ligne qui joint leurs points de contact, laquelle est le rayon lumineux A al. Mais nous venons de voir que, au point tt, le rayon lumineux est l'asymptote de l'indicatrice. Donc, la tangente k la courbe d'ombre portée au point de passage t. est, elle aussi, le rayon lumineux.
(c) Résumé. — Aux poiuts de passage, trois courbes (séparatrice réelle, séparatrice virtuelle, ombre autoportée) vicuuent se rencontrer, et elles oui pour tangente commune le rayon lumineux. De plus, le cône d'ombre propre y présente une génératrice de rebroussement.
§ 453 bis. — Généralisation aux contours apparents.
Les principes précédents s'étendent aux contours apparents en perspective et en projecliou.
Nous avons indiqué, dans la seconde partie, les particularités que présente le contour apparent d'un tore. Toutes les surfaces k courbures opposées seront dans le même cas.
La figure 55ti donne la perspective d'un piédouehe. Le contour apparent est réel de a eu a), quoique caché de a en b.
Fig. 556
Au point w, point de passage, il devient virtuel. Il présente un rebroussement et se coutinue. virtuel, de w en m et w. Eu réalité, aux poiuts w et a> l'œil cesse de percevoir un contour. Le contour réel, a b ai, semble se perdre dans la masse du solide.
§ 454. — Tangente à la séparatrice d'une surface de révolution .
Le lecteur se reportera k l'épure qui donne un point de la séparatrice, et li cherchera la tangente en opérant comme suit :
1° Le plan tangent du point de contact sera mené et, dans ce plan, on construira l'indicatrice finie la plus simple.
2° On mènera par son centre le rayon lumineux, et le diamètre conjugué de ce ravon sera la laugenle cherchée.
Il sera inutile de tracer la courbe. La connaissance de ses axes ou même de deux diamètres conjugués do sa projectiou suffira pour la solution graphique.
NOTE DE GÉOMÉTRIE INFINITESIMALE
ci;
o i bien encore
§ 455. — Théorème de M. Ossian-Bonnet.
(a) Préliminaires. — M. Ossian-Bonnet a bien voulu nous autorisera faire connaître aux lecteurs de cet ouvrage un théorème de géométrie infinitésimale à l'aide duquel on calcule, avec autant de rigueur que de simplicité, les valeurs principales des infiniment petits qui se rencontrent eu géométrie infinitésimale .
Nous avons rappelé dans une note précédente (§ 413) que, dans tout calcul infinitésimal, ou faisait choix d'un infiniment petit principal auquel on comparait tous les autres.
Si nous désignons par a cet infiniment petit principal, ou dit qu'une quantité /'(a) est un infiniment petit, de l'ordre p, si son rapport k la première puissance de l'infiniment petit principal, lend vers une limite finie et déterminée A, quelle que soit la loi de décroissance de a. ce qui conduit k écrire :
OLP
S étaut une quantité infiniment petite , cette formule équivaut k celle-ci : (3) f (a) — A aP -J-' e O.P.
Or, ou s lit que dans tout calcul d'une limite de rapport ou d'une limite de somme, on peut négliger les infiniment petits d'ordre supérieur a ceux de l'ordre le moins élevé qui entrent dans les calculs.
Dans la formule (3), la quantité = aP, étant le produit de a/' par z, est d'ordre supérieur k aP et est négligeable, û priori, en présence de A olP et de f (a). Par conséquent, dans tous les calculs, au lieu de rcxpres<ion f (n\ qui peut être compliquée, nous pouvons prendre l'expression A qui est aussi simplifiée que possible.
Cette expression AaP,qui est la plus simple de lotîtes celles que l'on peut, dans les calculs infinitésimaux, substituer à f (a), se nomme la valeur principale de l'infiniment petit f (a).
Le théorème de M. Ossian-Bonnet ramène le calcul d'un infiniment pelit d'ordre élevé à celui d'un infiniment petit d'un ordre inférieur d'uue unité .
Voici en quoi il consiste :
(b) Théorème fondamental. — Soit f (a) un infiniment petit avec a, d'ordre p, et A aP sa valeur principale. Supposons que f (a) ait une fonction primitive, F (a) bien déterminée pour a = 0, et pour a très petit.
La quantité F (a) — F (o) sera un infiniment petit d'ordre p -+- 1 cl aura A , ,
a P t 1 comme valeur principale.
En effet, on a la formule connue (1) :
dans laquelle jî représente une quantité comprise en o et a.
Faisons décroître a indéfiniment et d'une manière quelconque ; S décroîtra aussi indéfiniment, mais non pas d'une manière quelconque.
(1) Cette formule A résulte elle-même de la formule fondamentale d'analyse qui donne l'expression du rapport des accroissements de deux lonrtions :
f {Xo + h) — f (x0) f (x0 + 6 h)
dans laquelle |) représente un nombre inférieur à 1.
Si dans mie formule (B) on fail :
a?„ = 0, II — a... et si l'on a f (x) = XP+ 1 d'où f (x) — 'l)4-l)XP. Elle devient ■
aP+l ~ (/i-f-i ) (6 »)p
et en y écrivant 0 a == S nous retrouvons la formule A.
Quoi qu il en soit on a toujours lim. -r~ = A aussi bien que lim. '-U
et par suite le deuxième membre tendra toujours vers
Donc F (a) — F (o) est de l'ordre p -f- 1 et a pour valeur principale aP +■*.' — G. Q, F. I).
§ 456. — Applications.
Appliquons le théorème précédent k la détermination de quelques infiniment petits d'ordre élevé.
(«) Distance d'une coun3E a sa tangente (fig. 551). — Soit M P cetle distance, et soit o le rayon de courbure au poiut A ; on a :
-Z = tg. s ^= e 4= - (1)
dx s
Donc en appliquant le théorème :
y =f= wr
(b) Egalité des tangentes issues d'un même point.
On a :
Or :
tg. z — '— . en remplaçant //'par sa valeur (1)
Doue :
et par suite :
(c) Aire d'une courbe. — Soit S l'aire A M P; on a :
(/S Xi
Tx- = 1J =k JJ
Donc, appliquant le théorème :
Soit S' l'aire comprise cuire l'arc et sa corde ; on a :
S = -Xy-S=\= —
d'où :
(1) M. O. Bonnet emploie le signe — pour exprimer l'égalité des valeurs principales.
(iàOM. DESCR. 34
(d) Différence entre l'arc et la CORDE. — Soit 6 l'are A M et C la corde A M ; considérons 6 — C = D ; on a :
■tt = 1 -4f = l — '=*-■•■ -r'™'
dn 1 W2 a2 62
appliquant le théorème :
(e) Différence entre l'arc et la somme des tangentes. — Soit T la somme des tangentes ; on a :
Mais
C — A Q cos. e' -f MQ cos. e".
AQ =f= MQ, et e ={= t' ,
remplaçant cos. z' par l — 2 sin2
(7) T - C ~fc=- T 7T~t
!'eU' par|p-
Retranchant membre a membre les deux expressions (T) et (6), il vient:
Avant de passer aux courbes gauches il faudrait étendre les résultats précédents aux courbes sphériques eu substituant à la courbure ordinaire la courbure géodésique. Nous ne le ferons pas, car ce serait sortir du cadre de ces leçons. Mais nous espérons que M. Ossiau Bonnet voudra bien publier un jour les belles leçons de géométrie infinitésimale qu'il a professées àJlaSorbonue et a la base desquelles il avait placé le théorème fondamental dont nous venons de donner l'exposé.
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