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il apprit, dit-on, à ses matires à mesurer la hauteur des pyramides (le Memphis par l'étendue de leurs ombres, et revint fonder à Milet l'École ionienne, pépinière de philosophes et de savants. On lui attribue l'emploi de la circonférence de cercle pour la mesure des angles, et c'est à lui qu'on fait remonter la théorie des Triangles semblables. Il répandit d'ailleurs le premier en Grèce les connaissances astronomiques qu'il avait sans doute puisées en Egypte.
Thaïes eut pour disciple Pjthagore de Samos (5$o av. J.-C), qui, après avoir voyagé en Egypte et dans les Indes, vint fonder en Italie l'École célèbre qui porte son nom.
Pylhagore restera immortel, surtout parla proposition du carré de l'hypoténuse. Il en tira la conséquence relative à l'incommensurabilité de la diagonale et du côté du carré, et lui ou ses élèves en déduisirent plusieurs propriétés générales des lignes incommensurables entre elles. Parmi les résultats qui semblent dus à Pythagore, on peut encore citer la propriété du cercle ou de la sphère d'être maximum parmi les figures de même périmètre ou de même aire, et la première théorie des corps réguliers qui devaient jouer un si grand rôle dans les rêveries cosmogoniques de l'antiquité et du moyen âge.
Itemarquons que, dans la longue suite des philosophes grecs, qui s'étend depuis Thaïes et Pylhagore jusqu'à la fin de l'École d'Alexandrie (638 ap. J.-C.), presque tous ont cultivé à la fois l'Astronomie et la Géométrie qu'ils regardaient comme la Science primordiale, fondement de toutes les autres. C'est à eux qu'on doit ainsi la création à peu près entière de ce que nous appelons actuellement la Géométrie élémentaire. A cette époque, on ne séparait pas la Science de la Philosophie et, après un trop long intervalle, on revient aujourd'hui de plus en plus à cette alliance nécessaire.
cieDS ont pénélré, beaucoup plus avant qu'on ne pourrait le croire au premier abord, dans l'étude de la Géométrie.
En rassemblant les découvertes de ses devanciers et les siennes propres, Euclide (aSS av. J.-C.) prépara celles de ses successeurs. Ce géomètre, qui établit le lien entre l'École Platonicienne et l'École d'Alexandrie, est surtout connu par ses Éléments où l'on voit apparaître, pour la première fois, la méthode de réduction à l'absurde. Toutefois, il avait écrit d'autres Ouvrages qui ne nous sont point parvenus et dont le plus profond était sans doute ce fameux Traité des Porismes, dont la divination, après avoir exercé vainement la sagacité des meilleurs esprits des siècles derniers, a été si heureusement accomplie par H. Chasles, d'après un passage obscur et quelques lemmes de Pappus.
Jamais aucun livre de science n'a eu une aussi longue influence que les Éléments dEucUde. Ils ont été traduits et commentés dans toutes les langues, enseignés exclusivement pendant des siècles dans toutes les Écoles de Mathématiques: on les suit encore en Angleterre. Ils sont divisés en treize Livres, dont les six premiers et les trois derniers appartiennent à la Géométrie; les quatre autres se rapportent au calcul des grandeurs. On ne trouve pas dans les Éléments la mesure de la circonférence de cercle: cette découverte capitale étaitréservéc à Archimèdc.
Les anciens géomètres cherchaient à mettre une extrême rigueur dans leurs démonstrations. Par cela même, celles d'Euclide sont quelquefois longues, indirectes et compliquées pour les commençants. Aussi, Ptolémée Philadelphc, rot d'Egypte, dont il fut le maître, lui demanda-t>il un jour d'aplanir un peu en sa faveur les difficultés de la route. ■ Seigneur, lui répondit Euclide, il n'y a pas en Géométrie de chemin particulier pour les rois, a
cbimèôe rerient à la mélfaode par l'absurde, pour l'établir en toute rigueur.
Le tombeau de ce prodigieux génie, oublié par les descendants de ceux qu'il avait si merreilleusement dérendus contre les Romains, Tut retrouvé deux cents ans après sa mort, caché sous les ronces, dans une campagne voisine de Syracuse : il portait gravés, selon le vœu du géomètre, le dessin de la sphère inscrite au cylindre et six vers grecs qui rappelaient sa découverte. Ces vestiges permirent à Cicéron, alors questeur en Sicile, de le retrouver après bien des recherches, ei de ramener une tecondefois, comme il le dit, Jrchimide à la lumière.
Les écrits d'Apollonius (aj? av. J.-C. ] sont surtout relatifs à la Géométrie de la forme. Le principal semble le grand Traité des Coniques, qui valut à son auteur le sumom de Géomètre par excellence, et oii l'on trouve les propriétés des asymptotes, des foyers, des diamètres conjugués, des normales, un théorème sur la polaire, la première idée des développées, et de belles questions de maximum et de minimum qui renferment tout ce que les méthodes analytiques actuelles nous enseignent sur ce sujet.
On aiirihue encore ^ Apollonius la célèbre théorie des épicyclc.4, qui servaient b expliquer les mouvements apparents des planéti'K.
Le grand Tratlidei Coniques (•xaW, diviKitcn huit Livres. Les quatre prcmierK Konl orrivén juHqu'a noiiH eu grec, c'esi-à-dire dans Ifl texte original ; non» ni; ronnuliNonM le» trois suivants que par une traduction arulti! qu) dut<; ilu inilittu du treizième slèclfi Cl qui fut itlIii-mAinoiiilNi; '■» lullii *<■/« l'i'ïit; le huitième LIvru cnl pi;rilu. Lu vMi-Siti: iirMowuun' llolli-y, par un elTort de divination, arrsllUtéit-)\\n\\\i\n" IJvr'firMpi-'N li-jilnn d'Apollonius, et a puhlli'- b Oiford, <•» (71'», iii»i inuiinlll'iiin (édition du
mais allanlplus loin puisqu'il traile spécialement des propriétés des triangles sphériques.
La plus imporume proposition deSi^/^/iM'^uMdeMénéiaûs est celle qui concerne les six segments déterminés sur les trois côtés d'un triangle spbérique par un arc de grand cercle quelconque. MénélaÛs emploie comme lemme, pour sa démonstration, le théorème analogue de Géométrie plane dont Camot a fait, de nos jours, le rondement de sa théorie des transversales.
Ptolémée (ia5 ap. J.-C.), astronome et géomètre du plus grand savoir, nous a laissé, dans son Jlmagetle, le seul Traité de Trigonométrie rectiligne et sphérique que nous aient légué les Grecs, puisque les écrits d'Hipparque sur ce sujet ont été perdus. Il éublit sa Trigonométrie sphérique sur le théorème des six segments, qu'il donne comme Ménélaûg, On trouve, entre autres, dans Vjilmagette, la belle propriété du quadrilatère inscrit dans le cercle, par laquelle le produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
Citons encore, de Ptolémée, son Optique et un Tiaité det trois dimentiont dc$ eorpi, où, le premier sans doute, il parle des trois axes rectangulaires auxquels la Géométrie analytique rapporte aujourd'hui le plus souvent la position d'un point quelconque dans l'espace.
Nous devons nommer avec honneur Peppus (385 ap. J.-C), le plus célèbre commentateur des OuVrages de l'École grecque qui s'éuit développée à Alexandrie, esprit original et profond dont Descartes faisait grand cas.
Ses précieuses CoUeclioni mathimatiquet représentent k peu près l'état de la Science h cette époque. Elles éuient divisées en huit Livres : les doux premiers ne sont pas parvenus jusqu'à noui | les autres renferment lurtout des questions de Géométrie, mali l'Aitronomle et la Uécanlque n'jr sont pas
milieu du sti* siècle que la Géoméirie, suivant le mouvemeni général des Lettres, des Sciences et des Arts, se ranima.
PourètrejusteenversIesArabes, il fauicependant reconnaître que la Trigonométrie leur doit la forme simple et commode sous laquelle nous l'appliquons. Par la substitution des sinus aux cordes des arcs doubles qu'on employait auparavant, ils abrégèrent notablement les calculs.
Dés le commencement de la Renaissance, le iil fut enfin renoué, la tradition reconstituée, et l'ancienne Géométrie cultivée en Europe avec succès. La plupart des Ouvrages laissés par les géomètres grecs furent traduits en latin ou en italien. L'étude des langues anciennes, alors fort répandue, multipliait les moyens d'instruction.
Notre compatriote Vièle {i54o-i6o3), en inventant l'Algèbre dont il fut le véritable créateur, compléta la Méthode analytique de Platon qu'il introduisît ainsi dans la science des nombres. Il eutencorela gloire d'appliquer le même algorithme à la Géométrie. Par sa construction graphique des équations du deuxième et du troisième degré, il Qt un premier pas dans la voie féconde, qui devait, en unissant intimement l'Algèbre et la Géométrie, conduire aux grandes découvertes de Descaries et mettre en notre possession la clé universelle des Mathématiques.
Très versé aussi dans la Géométrie des anciens, Viète restitua le traité perdu d'Apollonius, De Tactionibus [des contacts), sous le litre A' Apollonius GaUu$, C'est là qu'il résolut, le premier, le problème du cercle tangent i trois cercles donnés, problème difficile alors, mais dont les méthodes modernes ont offert des solutions plus élégantes el plus simples. 11 perfectionna en outre, de la manière la plus utile, la Trigonométrie Bpbérique, en résolvant notamment quelques cas nouveaux des triangles sphériques qui n'avaient point reçu d'application
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en Astronomie, par exemple celui où Ton doit trouver un angle connaissant les trois côtés.
On remarque, dans la Trigonométrie de Viète, une idée neuve et très heureuse sur la transformation des triangles sphériques. Le triangle réciproque considéré par Viète conduisit, sans nul doute, le célèbre Snellius à la découverte du triangle polaire ou supplémentaire, première apparition dans la Science (1627] de la loi générale de dualité de Véten^ due que M. Chasles devait, plus de deux siècles après, mettre
en pleine lumière.
Cest au grand Kepler (r57i-i63i) qu*on doit Tintroduction
de ridée de l'infini en Géométrie. Il put, par son aide, généraliser les recherches d*Archimède sur la cubature des sphéroïdes et des conoTdes, en faisant tourner la conique autour d*une droite située dans son plan. II Taut encore ajouter à Tactif en Géométrie du fondateur de l'Astronomie moderne la doctrine des polygones étoiles (retrouvée de nos jours par Poinsot), et sa belle méthode des projections pour déterminer, par une construction graphique et près de deux cents ans avant Tinvention de Monge, les circonstances des éclipses de Soleil pour les habitants des différentes régions terrestres.
Quelques années après Kepler, Cavalleri (i 598-1647] donna sa Géométrie des indivisibles, où il montrait, comme Tillustre astronome, à évaluer les grandeurs géométriques par leurs éléments. La méthode de Cavalleri, qui a suppléé pendant cinquante ans au Calcul intégral, n'est, comme il Ta fait voir luimême, qu'une transformation heureuse de la méthode d'exhaustion, si habilement appliquée par Archimède.
Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667), à son tour, mais d'une manière qui lui était propre, appliqua, comme Cavalleri etRoberval, la méthode d'exhaustion d'Archimède aux quadratures curvilignes. Il a mérité par là d'être regardé, lui aussi,
comme un des précurseurs du Calcul inGnilésImal. La Géomé- Uie des sections coniques lui doit de nombreuses découvertes, et il écrivit un Traité remarquable sur les rapprochements singuliers qu'on peut faire entre la parabole et la spirale, dont les propriétés se correspondent. Il donna ainsi l'occasion à Pascal de composer son beau Mémoire sur l'égalité des lignes spirale et parabolique, premier exemple de la comparaison de deux lignes d'espèce différente par la Géométrie des anciens.
Descartes (iSgô-iâSo), Fermai {i5go-i663], Roberval (i6oa- 1675], eurent presque au même instant la gloire de résoudre dans toute sa généralité) chacun par une voie distincte, le Problème des tangentes aux lignes courbes, prémisses nécessaires del'invenlion du Calcul différentiel.
On connaissait des solutions particulières de ce Problème pour quelques courbes, comme les coniques et la spirale d'Arcbimède; mais ces solutions restaient impuissantes dans leur éiroitesse spéciale, dés qu'on voulait aborder une courbe nouvelle. La Géométrie demeurait concrète ; elle ne s'était point élevée au caractère abstrait qui pouvait seul lui donner toute son étendue et toute sa puissance.
Descartes et Fermât, en appliquant différemmenl ce point de vue, regardaient tous deux la tangente à une courbe comme une sécante dont deux points d'intersection sont réunis; Roberval la considérait comme la direction du mouvement résul- Unt par lequel la courbe peut être décrite. Sa méthode, qui rentre mieux que celle de Descaries ou de Fermât dans la Géométrie pure, était ainsi fondée sur la composition des mouvements, doctrine découverte par Galilée peu de temps auparavant et appliquée par lui à la seule Mécanique. L'idée de déduire des considéradons de mouvement un principe de généradon de toutes les courbes fait certainement grand honneur à Rob rval.
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Le profond Fermât, dans les écrits duquel apparaissent, comme dans ceux de Kepler, les germes évidents de la Méthode infinitésimale, qui fut sans égal dans la Théorie des nombres, qui partage avec Pascal la gloire de l'invention du Calcul des probabilités, qui, par Tapplication de sa belle Méthode De maximis et minimis au phénomène de la réfraction de la lumière, a mérité d*étre associé à Descartes comme introducteur des Mathématiques dans Tétude des phénomènes naturels, Fermât excella aussi dans la Géométrie des anciens. On lui est redevable de la restitution des lieux plans d'Apollonius, ouvrage perdu, et il a donné la première solution complète des problèmes relatifs au contact des sphères, solution remarquable, mais qui a été dépassée depuis.
Pascal (1623-1662], si justement renommé pour ses étonnants travaux sur la cycloïde, sur les indivisibles et sur le calcul des probabilités, avait trouvé, dès Fâge de seize ans, la belle propriété de Vhexagramme mystique (ou de tout hexagone inscrit à une conique, d'avoir en ligne droite les trois points de concours de ses côtés opposés). Il la prit pour base d'un Traité complet des coniques. Cet ouvrage a été malheureusement perdu, comme beaucoup d'autres de ce génie hors ligne et d'une si effrayante précocité, et nous n'en possédons qu'une sorte de programme, V Essai sur les coniques, que Pascal publia dès i64o.
Dans les écrits de Pascal, on reconnaît l'influence de son contemporain, le Lyonnais Desargues (i593-i663), qu'un savant géomètre de nos jours, Poncelet, a surnommé le Mange de son siècle. Les anciens, qui étudiaient les sections coniques dans le cdne même, employaient des démonstrations souvent pénibles et surtout diftérentes pour les trois courbes. Desargues, en cherchant à leur appliquer directement les propriétés du cercle qui était la base du cône, parvint à des
déinoDSLraiions qui convenaient à la Tots aux trois espèces de coniques, malgré la différence de forme de ces lignes. Il découvril la propriété involuiive du quadrilatère inscrit dans une conique, la propriété fondamentale des triangles homologiques, et écnvit avec le même talent el le même esprit de généralisation' sur la Coupe des pierres, la Gnomonique ei la Perspective.
Placés au point de vue de la Géométrie proprement dite, nous devons seulementmentionner la création delà Géométrie analytique par Descartes (1637], L'avènement de cette nouvelle doctrine, si séduisante par son caractère d'universalité, si facilement féconde, et dont on ne trouve aucun germe dans les écrits des anciens, fut une véritable révolution. Le grand philosophe, par celte admirable conception de YÀppUcation de l'Algèbre à la théorie det courbes, put franchir des obstacles qui avalent arrêté les plus profonds géomètres, el changea la face des sciences mathématiques. On le suivit avec enthousiasme, et un coup funeste fut porté à la Géométrie pure.
Cependant, quelques esprits éminents s'opposèrent i celle décadence, et soutinrent dignement l'honneur des méthodes anciennes. Nous citerons surtout Huygens (1629-1695) et de IaHire(i64o-i7i8;.
Huygens, que Newton proclamait le plus excellent imitateur des anciens, et que Leibnitz plaçait au premier rang parmi les hommes de son siècle, créa la théorie des développées et découvrît les lois de la force centrifuge. Son célèbre Trailé, De horologio oscillatorio, est l'indispensable introduction (les Principes de Newton, et se place tout à côté dans l'histoire des grandes conceptions de l'esprit humain. 11 faut en dire autant du Trailé de la Lumière de l'illustre Hollandais, à qui l'on doit la théorie des ondes.
Le principal ouvrage publié par de la Hire esl un grand
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Traité des sections coniques divisé en neuf livres, et qui eut une grande réputation dans I^Europe savante. Dans ce Traité» îl s*élève des propriétés du cercle, base du cône, aux propriétés analogues des sections de la surface par un plan tout à fait quelconque, et Ton peut^ à juste titre, regarder cet habile géomètre comme un continuateur de Pascal et de Desargues. Son Mémoire sur les épicycloïdes, sa théorie des roulettes et son Traité de Gnomonique méritent d'être rappelés. C'est à lui qu'on doit la théorie du pôle et de la polaire, dont Apollonius n'avait connu qu'un théorème, et la transformation homologique, qui, employée ensuite par Newton, a été retrouvée de nos jours d'une autre manière et développée avec un rare talent par Poncelet dans son beau Traité des propriétés projectiles des figures (*), où Ton trouve les applications les plus intéressantes et les plus variées de cette théorie.
En résumé, trois sortes de Géométrie s'offraient à cette époque aux méditations des savants : la Géométrie des anciens, la Géométrie analytique de Descartes, et une troisième espèce de Géométrie, celle de Desargues et de Pascal, qui devait prendre une si grande extension au xix* siècle et dont on rencontre déjà quelques principes dans les Porismes d'Euclide et les Collections de Pappus. a Cette troisième branche de la » Géométrie, qui constitue aujourd'hui ce que nous appelons » la Géométrie récente, est exempte de calculs algébriques, >* quoiqu'elle fasse un aussi heureux usage des relations » métriques des figures que de leurs relations de situation ; » mais elle ne considère que des rapports de distances recti- '* lignes d'un certain genre, qui n'exigent ni les symboles ni » les opérations de l'Algèbre. Cette Géométrie est la conti- » nuation de V Analyse géométrique des anciens, sur laquelle
(*) Deutième édition, t865; aTol. ia-4*» *▼«« planchei, chei Gauthier- Vil lari.
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Géométrie. Considérée comme simple doctrine géométrique, indépendamment de son utilité pratique, la Géométrie de Monge fut d'un immense secours dans l'étude des propriétés de rétendue. En familiarisant l'esprit avec la forme des corps, elle développa notre puissance de conception, éclaira la Géométrie analytique dont elle apprit à interpréter les résultats avec une grande facilité, et permit de raisonner, dans les cas les plus compliqués, sans le secours de ces figures qui, en absorbant l'attention, entravent la pensée. Elle montra l'alliance intime des figures planes et des figures de l'espace, et la science s'enrichit dès lors de ces méthodes élégantes et tant cultivées depuis qui permettent de déduire des propriétés des figures à trois dimensions les théorèmes de la Géométrie plane.
C'est encore à Monge et à son école qu'on doit l'introduction dans la Science d'un mode de démonstration qui, bien que manquant au fond de cette rigueur si justement recherchée des géomètres anciens, a cependant conduit à de magnifiques résultats. Nous voulons parler du principe des relations con-tingentes ou de continuité : « Certaines parties d'une figure, » considérées dans un état général de construction, peuvent » être indifféremment réelles ou imaginaires. Or il arrive D souvent que ces parties servent utilement, dans le cas de » la réalité, à la démonstration d'un théorème, et que celte > démonstration n'a plus lieu quand ces mêmes parties de- » viennent imaginaires. Alors on dit qu'en vertu du principe de n continuité le théorème démontré dans le premier cas s'étend
• au second, et on l'énonce d'une manière générale. Quelque*
• fois le contraire a lieu, et c'est quand certaines parties d'une » figure sont imaginaires que l'on y trouve les éléments d'une 9 démonstration facile, dont on applique ensuite les consé- » quences, en vertu du principe de continuité, au cas où ces
• mêmes parties sont réelles et où la démonstration n'existe
xxxti fbCfaci.
> plus (*]. ■ Tel a été le point de dépan de l'introduction des imaginaires en Géométrie; mais nous devons ajouter que celte, introduction si importante n'a été accomplie, d'une manière véritablement irréprochable, qu'un peu plus tard par M. Chasies, dont les démonstrations se distinguent par ce caractère spécial, que les objets susceptibles de devenir imaginaires n'y entrent pas sous forme explicite, mais y sont représentés par des éléments réels, de même que les racines d'une équation n'entrent pas elles-mêmes dans les calculs de la Géométrie analytique, mais y sont représentées collectivement par les coelticients de cette équation.
L'apparition de la Géométrie de Monge recula les bornes de la Géométrie pure, un peu délaissée depuis un siècle, et l'on chercha dès lors i obtenir par cette voie seule les nombreux résultats dont l'analyse de Descartes avait enrichi la Science. Parmi les ouvrages entrepris dans ce but et qu'on peut regarder comme l'heureuse continuation de ceux de Desargues et de Pascal, il faut citer au premier rang la Géométrie de position et VEssai ttir let transversales de Carnot, les Développements de Géométrie de Charles Dupin, et le grand Traité des Propriétés projectives des figures dans lequel Poncelet, par l'habile emploi du principe de continuité et la belle création des théories des polaires réciproques et des figures homologiques, a démontré toutes les propriétés connues des lignes et des surfaces du second ordre, et a doté en outre la Science d'une foule de résultats nouveaux. Il convient de signaler encore les savants écrits de Hachette, Brianchon, Gergonne, Dandelin, Quetelet, les travaux de Gaultier, de Steiner et de Gudermann sur ta Géométrie de la sphère qu'avaient déjà cultivée Lexell, Fuss, LhuilUer de Genève et
(*) CfliiLEJ. Préface d« la Géomilrit tupérUHtr, iS^S.
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Magnus de Berlin; la belle Théorie de la rotation des corps de Poinsot; les éludes de ce géomètre, de Cauchy eldeM. Bertrand sur les polyèdres; enfin les belles recherches de Géométrie infinitésimale de M. 0. Bonnet.
Les travaux de M. Chasles sont le dernier terme des progrès continus réalisés par la Géométrie depuis soixante ans. Il suffit de citer V Aperçu historique, la Géométrie supérieure, le Traité des Porismes; les recherches sur Y attraction des ellipsoïdes, sur les cônes du second ordre, sur les surfaces réglées; le Mémoire sur la dualité et Vhomographie, ces deux lois si générales de retendue figurée; la nouvelle méthode de détermination des caractéristiques des systèmes de coniques, et tant d'autres productions de ce maître éminent.
La Géométrie marche donc à grands pas dans une voie féconde. Grâce aux belles conquêtes de notre siècle» elle a regagné sur l'Analyse le terrain perdu.
Après celte rapide excursion dans le domaine de Thistoire, nous devons dire un mot du Traité que nous présentons au lecteur.
11 y a deux manières d'écrire un livre destiné aux études : on peut se restreindre aux Programmes officiels et n'en pas franchir le cadre; on peut aussi, en suivant strictement ces Programmes dans ce qu'ils ont d'obligatoire, aller au delà et essayer de les compléter. Pour appliquer une science, il ne suffit pas d'en connaître quelques parties; il faut être familiarisé avec toutes ses méthodes, en saisir Tensemble. Les magnifiques découvertes de la Géométrie moderne n'ont pas pénétré dans l'enseignement ; délaissées par les Programmes, elles n'occupent pas dans la série des études mathématiques la place qui leur est due ; on en parle à peine et accessoire-
blêmes remarquables, devenus classiques. On nous permettra de dire, à cet égard, que nous croyons avoir amélioré l'élégante solution du problème du cercle tangent à trois cercles donnés, due à Gergonne, en la rendant complètement générale et en la débarrassant de toute ambiguïté.
Nous devons ajouter que, depuis quelques années, un (;rand nombre de géomètres se sont occupés des propriétés du triangle, el qu'un nouveau Cbapitre très intéressant a été ajouté par eux à la Science. Nous ne pouvions laisser ces recherches de côté, et nous commencions à les coordonner pour notre nouvelle Édition, lorsque M. S, Neuberg, professeur à l'Université de Liège, et l'un de ceux qui, avec MH. £. Lemoine et H. Brocard, ont le plus contribué à ces découvertes, a bien voulu nous communiquer un travail complet sur ce sujet et en extraire, en notre faveur, la Note III placée à la fin de cette première Partie de notre Traité. Cette Note lui appartient intégralement, et nous nous sommes bornés à y ajouter quelques indications bibliographiques très succinctes. Nous sommes heureux de témoigner ici notre gratitude à M. J. Neuberg pour son obligeante confraternité scientifique, sans oublier nos éditeurs et amis qui n'ont pas tiésité à faire exécuter, pour cette Note complémentaire, des ligures 1res compliquées.
Nous ne pouvons mieux faire, en terminant, que de continuer à remercier nos collègues et nos lecteurs. C'est grâce à eux que nous pouvons poursuivre notre tâche, en maintenant toujours ce Traité à la hauteur des progrès réalisés.
TRAITÉ
INTRODUCTION
1. Ia considéra II on des corps matériels nous suggère l'Idée 6'itendue ou de volume. Le volume d'un corps csl cssentlelicmeni llmilé; se limite, qui lo sépare de l'espare environneni, prend le nom de turface. Les diverses faces d'un corps sont autant de surfaces dont les limites ou les Interseniona mutuelles s'appellent lignei. Ëniln, on donne le nom de poinlt aux limites ou extrémités d'une ligne, aux intersections mutuelles des lignes.
Ces idées de «ir/(ip«, de ligne et àe point, étant une fols acquises par la considération des corps, la surface, la ligne el lo point peuvent ensuite être conçus Indépendamment du corps, des surfaces et des ligni>s, dont Ils constituent les limites. C'est ainsi qu'on arrive à regarder inversement une ligne comme lo lieu des positions successives d'un point mobile, et une surface comme le lieu des positions successives d'une ligne qui se meut suivant une loi déterminée.
On donne le nom de figure à un ensemble quelconque do surfaces, de lignes ou de points.
La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des Rgurea, et en particulier, comme son nom l'indique, la mesure de l'étendue.
I.a plus simple de toutes les lignes est la Ugne droite
s. n DK C. — Tr. Jt Cam.ll" PiMia). I
IHTBODUCTIOH.
la notion est familière à lout le monde, et dont un fli
offre l'image.
te ligne est caractérisée par la propriété suivante : Deu^ I déterminent une droite; en d'autres termes, par deux s on peut toujours filre passer une droite, et l'on n'en
Taire passer qu'une- D'où il suit que deuv droites qui (eux points communs coïncident, non-seulement entre eux points, mais encore dans toute leur étendue; et, par iquent, que deux droites dislinctet ne peuvent avoir
point commun.
En Géométrie, on indique un point par une lettre, une ; par deux lettres arfeclées à deux de ses points. Ainsi, it le point A, la droite AB {Jîg. i }.
ux portions AD et CD, prises respectivement sur deux îs indéfinies, ont la même longueur lorsqu'elles sont posables. La droite CD étant transportée de manière que int C tombe en A, si l'on peut amener le point D sur le B en faisant tourner la droite CD autour du point A, la in CD aura une longueur égale à celle de la portion AB. ir ajouter deux portions de droites AB et CD, on porte d'elles, CD, en BE, à la suite de l'autre prolongée : la 0 est la longueur de la droite AE comprise entre les i extrêmes; elle est indépendante de l'ordre des parties. ! droite AE est dite /i/dgrant/e qu'une autre CD, lorsque gueur est la somme des longueurs de cette autre et d'une jme.
remarquera que nous n'avons pas délini le mol laa- ■; c'est que l'idée de longueur est une de ces notions ères qu'on ne sait ramener à aucune autre. Aussi bien, s -nous de le dire, il n'est pas nécessaire de savoir déHnir randeur pour pouvoir U mesurer ('), c'est-à-dire la com-
'<..>, k u Hn du Volume, l» Nota 1 Sur la mesure dei grauilturt.
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parer è une autre grandeur de même espèce prise pour unité; il sufHt de posséder la notion des grandeurs de cette espèce et d*avoir défini leur égalité et leur addition. C'est ainsi qu'après avoir défini, comme nous venons de le faire, Tégalité et Taddition des lignes droites, on conçoit nettement ce que c'est qu'une portion de droite double, triple, ..., d'une autre, et en général ayant avec cette autre un rapport quelconque. On nomme distance de deux points A et B la longueur de la droite qui joint ces deux points. Nous n'admettons pas que la distance ainsi définie représente le plus court chemin du point A au point B; c'est là, non un axiome, mais un théorème, qui sera démontré ultérieurement.
&. On nomme ligne brisée une ligne formée de plusieurs portions de droites distinctes; telle est la ligne ABCD [Jig. 2).
Fie. 2.
On confond sous la dénomination commune de lignes courbes toutes les lignes autres que la ligne droite ou les lignes brisées.
5. La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont une glace polie peut donner l'idée. La définition géométrique du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points de cette surface y est contenue tout entière. C'est ainsi, par exemple, que, pour vérifier si une table est plane, on s'assure qu'on peut y appliquer dans tous les sens une règle bien dressée, sans qu'il reste aucun vide entre la table et la règle.
Une surface formée de plusieurs portions de plans distinctes est dite brisée; et l'on confond sous la dénomination commune de surfaces courbes toutes les surfaces autres que le plan et les surfaces brisées.
On divise la Géométrie en deux parties : la Géométrie plane, relative aux figures situées dans un plan unique, et la Géomé* trie dans l'espace, relative aux figures dont les éléments peuvent éire disposés d'une manière quelconque dans l'espace.
IltTBODDCTIOn.
Noos terminerons celle Iniroduciion par quelques reques [m portantes.
aute proposition consiste dans une hypothèse ei une conion qui en découle, soit immédiatemeni, soit en vertu I raisonnement qu'on appelle démonstration, a nomme réciproque d'une proposition une seconde proition dont l'hypothèse et la conclusion sont respectiveit la conclusion et l'hjrpoihèse de la première. La propo- <n contraire d'une proposition est une autre proposition t l'hj'poihèse et la conclusion sont respectivement la négade l'hj'pothèse et de la conclusion primitives. Ainsi, l.i )osilion a Si A égale B, C égale D » a pour réciproque : C égale D, A égale B », et pour contraire : aSi \ n'est pas ' d B, C n'est pas égal d D e .
1 vérité de la réciproque d'une proposition entraîne celie a proposition contraire. Ainsi, soit la proposition : «Si A feB, fl^g^a^eDe; de la réciproque: uSiC égaleU, \ êgaleBa. suite que asi\ n'est pas égal àB,C n'est pas égal àDn; car éuit égal à D, A serait égal à B.
e marne, la vérité de la proposition contraire d'une protion entraîne la vérité de la réciproque.
En général, lorsque dans une proposition ou dans une se rie ropositions on a fait toutes les hypothèses possibles sur un t déterminé et que ces hypothèses ont conduit à des contons respectives essentiellement distinctes et dont chacune 'ut toutes les autres, on peut affirmer que les réciproques propositions établies sont toutes vraies. Nous ferons dans lite un fréquent usage de ce principe.
J I. - DES ANGLES
vSFiniTions.
6. La considération de deux droites AB et AC qui se rencontrent {Jig. 3) conduit è «ne idée nouvelle, qui est celle A.' incHaaiion mutuelle ou A'angU, et qui, comme l'idée de longueur, nesauraltëtredéflnie,c'e8l-à-direramenéeàuneidée pi us simple; ce qu'on définit, c'est l'égalité et Vaddiiion desangles.
Les deux droites AB et AG sont les cûlés de l'angle, et leur point d'Intersection A est son sommet. On désigne un angle isolé par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles ont même sommet, on indique celui des angles qu'on considère au moyen de trois lettres, savoir : deux lettres placées sur les côtés et la lettre du sommet qu'on énonce au milieu. Ainsi, dans la^g. 3, on dit simplement l'angle A ; dans ia^g. 4> o» distingue les troisangles BAC, CAD, BAD.
Deux angles, tels que BAC et CAD, qui ont le même sommet A, un c6té commun AG, et les deux autres c6tés AB et AD
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itués de part et d'autre du côté commun, soniappelés adjacents.
9. On dit que deux angles sont ^gau^ lorsqu'on peut les orter l'un sur l'autre, de manière qu'ils coïnoideni. Ainsi, orsqu'on aura placé le côté A' B' sur AB, de façon que le soninel A' soil en A et que le cdté A'C tombe comme AC aulessus de AB {fig. 5), il faudra, pour que les angles A et A' ioient égaux, que le côté A' C s'applique sur AC.
Fie- 5.
Pour ajouter deux angles BAC, FEG, on transporte l'un d'eux ï la suite de l'autre [Jig- 6), de manière à former les deux angles adjacents BAC, CAD; l'angle BAD des deux cAtés non communs AB et AD est la somme des deux angles proposés; cette somme est indépendante de l'ordre des parties.
10. D'après ces définitions, la grandeur d'un angle est indépendante de la longueur de ses côtés.
Si l'on suppose que l'un des cMée AC, d'abord appliqué sur l'autre AB, tourne autour du point A, comme une branche de compas autour de sa charnîèrei le côté mobile AC fait avec le cAté flxe AB un angle qui croit d'une manière continue.
11. On dit qu'une droite AO est perpendiculaire sur une droite BC(^^. 7], lorsque les deux angles adjacents AOB, AOC,
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qu'elle Torme avec celle-ci « soni égaux, SI la droiie AO est telle {/ig. 8], que les angles adjacenls AOB, AOC, soient inégaux, on dit que cette droite est oblique sur BC.
Le point 0 est le pied de la perpendiculaire ou de l'oblique AO.
On appelle an^e droit tout angle AOB(^g'. 9) dont un côlé _ est perpendiculaire sur l'autre.
12. Deux angies soai dils opposés par le sommet lorsque les côtés de l'un sont les prolongements des côtés de l'autre. D'après cela, deux droites indéfinies 80' et CC IJîg. 10) forment, en se coupant au point A, quatre angles BAC, et B'AC, CAB' et BAC, qui sont deux à deux opposés par le sommet.
13. Par un point \, pris sur une droite ne, on peut toujours élever une perpendiculaire AB sur cette droite, et l 'on ne peut en élever qu'une [fig- 1 1 ).
En efTet, supposons qu'une droite AE, d'abord appliquée sur AC, tourne autour du point A dans le sens de la flèche. L'angle EAC, nul au début, croîtra constamment, tandis que
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e adjacent EAD diminuera sans cesse et finira par s'annuirsque la droite AE viendra s'appliquer sur AD. Donc B EAC, d'abord Inférieur à l'angle EAD, différera de moins oins de cet angle, lui deviendra épi, puis le surpassera is en plus. D'après cela, parmi les positions successives ]roite AE, il y en aura une, et une seule AB, pour laquelle igles adjacents BAC el BAD seront égaux, c'est-à-dire pour lie cette droite sera perpendiculaire sur DC. Fin. ri. ric- lî.
.OBOLLAIBK.
Toui les angles droits sont égaux, eni{JÎ5'.ia) les deux angles BAC, B'A'C, qui ont étéforle premier en élevant la perpendiculaire AB sur AC, le id en élevant la perpendiculaire A'B' sur A'C; ces deux s sont droits, et il Taul démontrer qu'ils sont égaux. Transns à cet elTet la deuxième figure sur la première, de fa- |ue le point A' tombe en A et que le côté A'C s'applique C; le côté A'B' deviendra alors perpendiculaire sur AC int A : il s'appliquera donc sur AB, puisque par le point A s peut élever sur AC qu'une seule perpendiculaire. Donc îux angles BAC, B'A'C coïncideront, c'est-à-dire (9) seégaux.
L'angle droit est donc un type Invariable auquel on peur
irter les autres angles.
dit qu'un angle est aigu ou obtus suivant qu'il esl plus ou plus grand que l'angle droit. Ainsi, dans la fig. ii ,
e EAC est aigu et l'angle EAD est obtus.
ux angles sont dils complémentaires lorsque leur somme
cale à un angle droit. Ainsi, iaasla Jig. n , chacun des
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angles BAE, EAC est le complément de l'autre. Deux angles qut ont des compléments égaux sont égaux.
Deux angles sont dits supplémentairei lorsque leur somme est égale à deux angles droits. Deux angles qui ont des suppléments égaux sont égaux.
THÉORÈME
16. Deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires si leurs côtés extérieurs AC et CB sont en ligne droite
[fie. .3).
En effet, si CD est perpendiculaire sur AB, le théorème est évident, puisque les angles adjacents ACD, BCD sont droits tous les deux.
Si CD est oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD sont inégaux; soil ACD le plus grand. La perpendiculaire CE, élevée au point C sur AB, tombera dans l'intérieur de cet angle et le décomposera en deux autres ACE et ECD. On aura donc
ACD -h BCD = ACE + ECD -+- BCD.
Or l'angle ACE est droit, et la somme ECD + BCD est égale à l'angle droit BCE. Donc enfin
ACD -1- BCD = a angles droits.
17. Il résulte de ce théorème que, pour avoir le supplément BCD d'un angle ACD, il suffit de prolonger l'un des cdiés AC au delà du sommet.
18. RftciPHOQUEiiEMT, SI deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires, leurs côtés extérieurs AC et BC sont en ligne droite.
Car le prolongement de AC doit former avec CD (17) un
MTBB I. — LA LIONI DROITE. Il
Le premier AOE a pour suppléaieot l'angle AOD formé par le côlé AO ei le prolongemeni OD du c6lé OE. Le second BOD n aussi pour supplément l'angle AOD, qui peut être considéré comme Tormé par le cAté OD et le prolongement OA du côté BO. Les deux anglesAOE,D0B, ayant même supplément AOD, ^oni égaux entre eux.
C0B0LL*IBES.
22. Lorsque l'un de$ quatre angles formés par la rencontre de deux droites indéfinies AB et CD est droit, tes trois autres sont aussi droits {Jîg. t-j); car, de ce que l'angle AOC, par exemple, est droit, il résulte que son opposé DOB doit l'être, ainsi que chacun de ses suppléments AOD etCOB.
On voit par là que ;
Lorsqu'une droite AO est perpendiculaire sur une autre droite CD, son prolongement OB est aussi perpendiculaire sur la même droite:
Si une droite AB est perpendiculaire sur une autre CD, la seconde est à son tour perpendiculaire sur ta première.
23. On nomme bissectrice d'un angle la droite qui menée par le sommet divise cet angle en deux parties égales.
Par un raisonnemeni identique à celui du n° 13, on voit que tout angle AOD Ifig. i8) a une bissectrice OF, mais une seule.
Les Itissectrices OE, OF de deux angles adjacents et supplémentaires AOC, AOD sont perpendiculaires l'une à l'autre,- car la somme des deux angles AOC, AOD élant égale à deux angles droits, celle des angles AOE, AOF, qui sont respectivement moitié des premiers, est égale à un angle droit.
Les bissectricesOF et OF' de deux angles opposés par le sommet AOD et BOC sont dans le prolongement l'une de l'autre [fig. i8); car chacune d'elles doit cire perpendiculaire au point 0 sur la bissectrice OE de l'angle AOC qui est adjacent et supplémentaire par rapporta chacun des angles considérés AOD et BOC.
Il résulte de là que les bissectrice* des quatre angles déterminés par ta rencontre de deux droites AB et CDformentdeux droites indéfinies EE' et FF', à angle droit l'une sur l'autre.
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g II. — DES TRIANGLES.
DfiFmiTiona*
26. On donne le nom de polygone à une portion de plan AliCDEF terminée de toutes paris par des lignes droites [Jig. ao). Les portions de droites AB, BC, CD, DE, EF, FA sont les côtés du polygone ; l'ensemble de ces côtés forme le contour et leur somme reçoit le nom de périmètre du polygone. Le plan est ainsi divisé en deux régions, l'une enfermée par le contour et qu'on nomme région intérieure, l'autre illimitée et qu'on nomme extérieure. Le polygone a pour sommet* les points A, B, C, D, E, F communs à deux côtés consécutifs quelconques, et pour angtet les angles ABC, BCD, CDE, DEF, .... formés intérieurement par deux côtés consécutifs quelconques. Enfin, toute droite qui, comme AC ou BE, joint deux sommets non consécutifs du polygone est une diagonale.
rig. lo.
Fi([. ;
Le contour du polygone est une ligne brisée fermée et telle ((lie deux côtés quelconques non consécutifs ne se coupent pas; ainsi la ligne brisée ABEDCA, dont les côtés non consécutifs BE etCA se coupent, ne forme pas le contour d'un polygone.
Une ligne brisée est dite convexe lorsqu'elle tombe tout entière d'un mâme côté de chacune des droites qui la composent, prolongées iadéliniment. Un polygone est dit convexe lorsque son contour est convexe; tel est, par exemple, le polygone ABCDEF {fg. ia). Le polygone ABCDE. au con-
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traire [Jig. ai), n'est pas convexe; car le côté DE, prolongé indéfiniment, laisse le polygone en partie au-dessus et en partie au-dessous de lui.
Une droîtf! quelconque, tracée dans le plan d'une ligne brisée convexe, ne peut la rencontrer en plus de deux points ; car si une droite \Y \Jig. ai) rencontrait la ligne brisée AEDC en trois points Q, B, S, les poinu Q et S se trouvant de part et d'autre du côté DE, la ligne AEDC ne serait pas tout entière d'un même côté par rapport à DE prolongé, c'esi-à-dire qu'elle ne serait pas convexe.
27. Le plus simple de tous les pol^rgones est le ^n(TRg/«, qui n'a que trois côtés. Après lui viennent : le quadrilatère, qui a quatre côtés; le pentagone, qui a cinq côtés; Vhexagone, qui a six côtés,.-.; Voclogone, qui a huit côtés,...; \edécagone, quia dix côtés,...; le /»e/iW(/rfc<7go/n?, qui a quinze côtés. La jig. 54 représente un lie'^agone.
Parmi les triangles, on distingue le triangle isocèle, le triangle équilaléral et le triangle rectangle.
Fig. îi. Fin. sï- Fie- '5-
Vn triangle est isocèle quand II a deux côtés égaux ; tel est Le triangle ABC ( fig. a3), dans lequel AB est égal à AC. Le troisième côté BC prend spécialement le nom de base du triangle Isocèle, et le sommet opposé A le nom de sommet du triangle isocèle.
Un triangle est équilatéral lorsqu'il a ses trois côtés égaux entre eux.
Enfin un triangle est dit rectangle lorsqu'il a un angle droit.
Le côlé BG {fg. 34), opposé à l'angle droit A, reçoii le nom KVhvpaténuse.
On dit que deux triangles sont égaux lorsqu'on peut les appliquer l'un sur l'autre denaanière qu'ils coïncident.
THËOHÉME.
28. Dans un triangle isocèle, let angleâ opposés aux côtés égaux sont égaux.
Soil ABC un triangle isocèle ; par hypothèse le cAté AB est égal au c6lé AC, et il faut démontrer que l'angle B est égal à l'angle C Ifig. a5).
Considérons un second triangle A'B'C, reproduction exacte du premier, et transportons-le sur ABC en le renversant de manière que A' tombe en A etC en B, ce qui est possible puisque le cAié A'C, reproduction de AC, doit,en vertu de l'hypothèse, être égal à AB. Lesangles Aet A'éiant les mêmes, lecdié A'B' prendra la direction ÂC, et comme A' B', reproduction de AB, est égal i AC, le point B' tombera en C; donc les deux triangles coïncideront; par suite, l'angle C coïncidant avec l'angle B et n'étant que la reproduction de l'angle C, on a B = C
Fie. =5.
29. IttciFBOfïUMKnT, ii deux angles d'an triangle sont égaux, les côtés opposés sont égaux et le triangle est isocèle.
Soit ABC un triangle dont les angles B et C sont égaux ; il laiil démontrer que AB= AC.
Considérons un second triangle A'B'C, reproduction exacte lia premier, et transportons-le sur AEC, en le renversant, de iiinnière que B' tombe en C et C en B. Le côté C'B' coïncidera avec son égal BC. L'angle C étant égal à l'angle C et par suite à l'angle B, si l'on fait tomber les deux triant^lcs d'un même
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é par rapport a BC, le côlé C'A' prendra la direction BA, c. [toini A' tombera quelque pan sur la droite indéOnie BA même, l'angle B' étant égal à l'angle B, et par suite à l'anglle côlé B'A' prendra la direction CA, et le point A' lom 'a quelque pansur la droite Indéflnle CA. Le point A', deitse trouvera la Toissur les deux droites BA et CA, toma donc sur leur intersection A, et les deux triangles ABC. B'C, coïncideront. Puisque le côté A'B*. qui est égal à A6, nt recouvrir exaclemenile cftté AC, on en conclut que AB iC sont égaux.
SCOLIB.
0. Les démonstrations qui précèdent metteni en évidence iropriété propre au triangle isocèle d'être superposable à ■même par retournement. Celle propriété est la clef des res propriétés du triangle isocèle, hinsi t^jig. a6], dans ce relournemeni du triangle Isocèle
C, fi venant en C et C en B, le milieu I de BC retombe sur même aussi bien que le sommet A. Par suite, l'angle AIC Qt recouvrir son adjacent et supplémenuire AlB, et l'angle [ son adjacent BAL Donc, dam tout triangle isocèle BAC, iroite qui joint le sommet A au milieu I de la_ base BC esi pendiculaire sur cette base et divise l'angle au sommet m tx parties égales.
a droite AI satisfait donc aux quatre conditions suivantes : : passe par le sommet A, par le milieu I de la base BC, elle perpendiculaire sur cette base, elle est bissectrice de igle au sommet.
Ir, deux de ces quatre conditions surfisentpourdéterminer Iroite AI; car on sait que par deux points on ne peutmener
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qu'une droite, qu'un angle n'admet qu'une bissectrice, et que par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire à une droite. Donc toute ligne droite, assujettie à deux des quatre conditions indiquées, remplira nécessairement les deux autres.
31. Tout triangle dont les trois angles sont égaux est éqiti' latéral, et, réciproquement, tout triangle équilatéral a ses trois angles égaux.
TBËORÈUE.
Deux triangles sont égaux
t" Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun;
■a" Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ;
3' Lorsqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun.
En effet :
i" Soient [Jîg. 27 ) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ait
BC=B'C', B:--IJ', Cr-C.
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que le côté B'C coïncide avec son égal BC, B' élanl en B elC en C. Puisque l'angle B' est égal à l'angle B et que les deux triangles sont supposés tomber d'un même côté de BC, le cdté B'A' prendra la direction BA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie BA. De même, puisque l'angte C est égal à l'angle C, le côté C'A' prendra la direction CA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie CA, Donc le point A', devant se trouver à la fois sur les deux droites BA et CA, tombera nécessairement sur leur point d'intersection A. Par suite, les deux triangles coïncideront.
■^'' Soient (^g. 33 ) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ail
A = A', AB.--A'B', AC=A'C
Transportons le triangle A'B'C sur le trian^cle ABC, de ma-
K. et m c. — Tr. <lr Ccom. ( I'* Parlie). 3
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re que l'angle A coïncide avec iton égal A', le cdté A'ir ibant sur le cAté AD et le cAté A'C sur le cAti^ AC. €■><> es ayant alors môme dlrerllon, niAnie longuour el une ux nlié commune, leurs autroit oxtrémliés se conroiidroni.
Via- n-
it-i-diro que le point 0' tombera sur le point B oi l« m C sur le point C. Par sulln, les deux trUnttlcs coïncide-
•■ Soient {yîg. i8) tes deux trianglcsABC, A'D'C'.tolaqu'on
AB:^A'B'. BC--B'C', AC- VC
'orlnns le triangle A'B'C h r.filé de ADC, en le retournant Fin. ■.•
manière que B' tombe en II, C eu C cl A' on A', au-dcsBOtia BC [en supposant que A soit au-di:Nsu» de cetie droili;) s(]ue BA'= B'A'— I)A, le triangle AltA" est Isocèle et hi «cirlce de l'angle ABA" est (30) perp(!ndiculair« sur lo leu de AA"; mais, le triangle AOA* (^lant auHsl iwicrle à ige de A'C - A'C'= AC, la pcrpendiculoiro sur te milieu AA' passe par C (30) ; donc la bisH<>ctri(;e de l'angle ABA' 91 autre que BG, et l'angle ABC est égal â A'BC, c'esi-ii-dirc angle A'B'C; donc les triangioH ABC, A'B'C sont énaun nme ayant un angle égal compris entre deux cdtés ég:iitx icun à cbacun.
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SCOLII.
33. Deux triangles égaux, ABC, A'B'C, sailsfoni à six conditions, savoir :
ABr_:A'B', AC--A'C', BC--BC, C=:C', Br^B', A===A'.
Chaque cas d'égalité renferme trois de ces conditions groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisraltcs, les six soient rempiles. Par suite, quand on aura reconnu dans une corulno ngure Tégallté de deux triangles par l'application de l'un des trois cas énoncés, on devra en conclure immédiatement régallté des trois éléments non emplo^rés, et l'on aura acquis ainsi de nouvelles données qui permettront d'aller plus avant dans la recherche que l'on poursuit. Tel est l'usage de la théorie de l'égalité des triangles.
11 est essentiel de remarquer que, dans deux triangles égaux, les côtés égaux sont toujours opposés aux angles égaux.
THÉORÈME
34. Si un triangle a deux côtés inégaux, l'angle opposé au plus grand de ces deux côtés est plus grand que l'angle opposé à rautre.
Soit [fig. 29) le triangle ABC, dans lequel on a AC > AB ; il
i'aut démontrer que l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB. Prenons AD^.-AB et menons la droite BDK; le triangle ABU éunt isocèle, l'angle ABD est égal à l'angle ADB ou à son opposé par le sommet KDC; l'angle KDC est donc moindre que ABC.
Joignons le point B au milieu I de DC, prolongeons Bi d'une longueur lE égaie à Bi et tirons la droite DE; les triangles DIE, BIC ont un angle égal DIE == BIC compris entre deux
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:és égaux DI — IC, El = IB; ils sont donc égaux ei l'angle il est égal à ICB; mais, d'après la cODstruclion, le point E silué dans l'angle KDC ; donc l'angle KDC est plus grand e EDI ou que son égal ACB.
Donc enfin, l'angle KDC étant supérieur k ACB el inférieur lBC, il faut que l'angle ACB soit moindre que l'angle ABC.
15. REcirtOQUEMEHT, Il un triangle a deux angles inégaux, rôle opposé au pliu grand de ces deux angles est plus grand e le voté opposé à l'autre.
^insi, si l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB, on doit
)ir AC>AB.
Sn effet, si l'on avait AC = AB, on aurait (28)
angle ABC =angle ACB
si l'on avait AC <^ AB, on aurait [3!»)
angle ABC < angle ACB.
THÉOBÈUE.
16. Dans un triangle, un côté quelconque est plus petit que somme des deux autres.
11 sufQtde démontrer que le plus grand cAléBC est moindre e ta somme BA + AC des deux autres (Jig. So).
Fig. îo.
Prolongeons BA d'une longueur AD =: AC, et menons CD, triangle ACD éuni isocèle, l'angle D est égal à l'angle ACD par suite, moindre que l'angle BCD; donc (35) dans le
tngle fiCD, le c6té BC est moindre que BD, c'esi-à-dire que BA -t- AD ou BA + AC.
COIOLUIBBB.
}T. Dans tout triangle ABC, un côté quelconque BC est plus
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f^randque ta différence des deux autres AC et AB. En effet, soitAB le plus grand des deux cdlés AC eiAB,on aura, d'après le numéro précédent,
BC>AB— AC
Trois droites de longueurs arbitraires ne peuvent pas toujours former les trois eûtes d'un triangle, 11 faut que la plus grande d'entre elles soit inférieure à la somme des deux autres. Par exemple, il n'existe pas de triangle dont les cAlés aient des longueurs respectivement égales a 7 mètres, 5 mètres, I mètre.
TDËORÈUE.
38. La ligne droite est plus courte que toute ligne brisée ayant les mêmes extrémilêst
Soll AB une ligne droite et ACDEFB une ligne brisée ajaot les mêmes extrémités (Jîg- 3i ).
Fis- 3i
En joignant te point A aux sommets D, Ë, F de la ligne brisée, on a successivement
AB<AF^ FB, AF<AE-i-EF, AE<AD+DE.
AD < AC + CD
d'où, en ajoutant et supprimant les quantités AF, AE, AD communes aux deux membres de l'inégalité,
AB < AC -+- CD -4- UE -t- EF -H FB.
GEOMGTnlB PLÂM. COKOLlAriE.
Î9. Toute lifpie polygonale convexe ABCD est moinârr e toute li^e polygonale enveloppante mS^H, terminée aux !m« extrémités Ifig. 32 1.
En laissant de cdté la partie commune AD, prouvons que !<* viz. îi. Fie. îî
ntour ABCD est inférieur au contour AMND. Prolongeons ; cdtés AB et BC jusqu'à ce qu'ils coupent en Ë el en F le niour polygonal AMND. Nous pourrons écrire les inégalités i van les :
AB + BE<AM -i-ME, BC + CF < BE + EN + NF, CD < CF + FD.
Si nous ajoutons ces inégalités membre à membre, it vien- ), en opérant les réductions et additions,
AB -H BC -(- CD < AM + MN -H ND
On prouverait de la même manière que toute ligne poly nale convexe ABCD eit moindre que toute ligne polygole EFGHIK qui l'enveloppe de toutes parts [Jig. 33).
THËOBËHE.
M). Si deux eûtes d'un triangle sont égaux à deux côtés tn autre triangle chacun à chacun, et si Vangle compris tte les premiers est plus grand qite l'angle compris entre les '.onds, le troisième côté du premier triangle est plus giaml r te troisi'-me côté du second {fig. 34 ).
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Soient les deux Iriangles ABC, A'B'C dans lesquels on suppose AB= A'B', AC== A'C, angle BAC> angle B'A'C; il
faut démontrer que le côté BG est plus grand que B'C.
Transportons le triangle A' B'C en ABC*, de façon que A' B' coïncide avec AB; l'angle BAC, égal à B'A'C, étant moindre que BAC, le côté AC tombera dans l'Intérieur de l'angle BAC. Soit 1 le point où la bissectrice de l'angle C"AC rencontre BC; les deux triangles CAI, C'AI ayaçt un angle égal CAI = C'A! compris entre un , càté commun AI et deux c6tés égaux AC = AC seront égaux et l'on aura IC = iC; mais, dans le triangle BCI, on a
BC<Bl-(-IC"; donc
BC<Bl-i-IC ou B'C<BC.
W. RiciPBOQUBMBnT, SI deux triangle» ont deuxcolés égaïucliacun à chacun, et ji le troisième côté du premier est fitiis grand qne le troisième côté du second, l'angle opposé du premier triangle est plus grand que l'angle opposé du second.
Ainsi, en supposant
AB = A'B', AC = A'C', BC> B'C, un a
angle BAC > angle U'A'C.
En effet :
I* SI l'on avait angleBAC=:angle B'A'C, les triangles seraient égaux (n" 32) et l'on aurait BC — B'C.
a* Si l'on avait angle BAC<angle B'A'C, on aurait(n« kO] BC<B'C'.
LIVBB I. — L4 LIGNE DBOITB.
Corollaire.
88. Par un point A, situé hors d'une ligne droite BC, on jieut mener une parallèle à cette droite (fig. 40-
Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BC, et menons à AD la perpendiculaire AE. Les deux droites A£ et BC, étant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont parallèles.
SCOLIB.
59. On j^DHBT que, par un point pris hors d'une ligne droite^ on ne peut mener qu^une parallèle à cette droite. De là résultent les deux propositions suivantes :
60. Si une droite A en rencontre une autre B, elle rencontre toute parallèle C à cette autre; car si A était parallèle à C, du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener deux parallèles à C.
61. Deux droites A et B, parallèles à une troisième C, sont parallèles entre elles; car, si A et B se rencontraient, de leur point de concours on pourrait mener deux parallèles à C.
THÉORÈME
62. Lorsque deux droites AB et CD sont parallèles, toute droite EF, perpendiculaire sur l'une AB, est perpendiculaire sur l'autre CD (fig. 4^).
Fie. 4a-
D'abord la droite EF rencontre CD (60). Concevons par leur
UCUIIGTKIE PLitNB.
Dt d'Intersection F la perpendiculaire à EF. Celle perpeoulalre, devant être parallèle à Afi (&7), coïncidera avec CD, sque par le point F on ne peut mener qu'une parallèle B. Donc CD est perpendiculaire sur EF et, inversement, eijl perpendiculaire sur CD.
)n énonce souvent ce théorème d'une manière plus rapide, disant: Deux parallèles ont leur* perpendiculairet cornnet.
TUËORËUE.
i3. Lorsque deux droites parallèles AB, CD, sont reacon- S3 par une sécante EF, les quatre angles aigus formée au- ■r des points d'intersection G et H sont égaux entre eux, si que tes quatre angles oblus formés autour des mémef nls{Jig.i3).
Fie. *3.
!:n effet, par le point 0, milieu de GH, menons sur les paèles AB et CD la perpendiculaire commune IK ; 01 tombera is l'angle aigu OGA, et OK dans l'angle aigu OHD [44}. Or, triangles recungles OGI, OUK, ont leurs hjrpoténuses et OH égales, puisque le point O est le milieu de GH, et angles aigus lOG, HOK, égaux comme opposés par le som- I : ils sont donc égaux et, par suite, l'angle OGI est égal angle OHK. Chacun de ces deux angles étant d'ailleurs il à son opposé par le sommet, on voit que tes quatre angles us OGI, ËGB, OHK, CUP, sont égaux entre eux. >e même, les quatre angles obtus AGE, 0GB, DHF, OHC, it aussi égaux entre eux, comme suppléments des angles
\k. RECIPROQUEMENT, deux droites AB el CD étant coupées par r sécante EF, si les quatre angles aigus ou les quatre angles
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SCOLII.
66. La proposition directe ei la proposition réciproque étant (iémontrées, les propositions coniraires sont vraies par cela inéme. Ainsi :
Deux droites étant coupées par une sécante, si les angles Tormés ne satisront pas aux relations que nous venons d'énoncer, les deux droites ne sont pas parallèles. En particulier :
Lorsque deux droites font avec une transversale deux angles intérieurs d'un même côté dont la somme diffère de deux angles droits, ce* droites se rencontrent du côté de la sécante où celte somme est inférieure à deux angles droits.
C'est l'axiome XI de la Géométrie d'Euclide; on prérère aujourd'hui prendre pour axiome la proposition énoncée au ii'SQ.
Voici deux autres remarques souvent utiles
I" Deux droites [fig. 45). l'une AB perpendiculaire, et l'autre CD oblique sur une troisième droite AC, doivt^nt se rencontrer; car la somme des deux angles intérieurs BAC, ItCA, est moindre que deux angles droits.
Fig. 45. '■iG^ 46-
a" Deux droites EF, GH [Jig- 46), respectivement perpendiculaires à deux droites CA et CB qui se coupent, doivent se rencontrer; car, en menant la droite EG, on voit que chacun des angles Intérieurs FEG, HGE, est moindre qu'un angle droit : la somme de ces angles est donc inrérieure ï deux angles droits. THÉORÈME.
68. Deux parallèles AC, BD, comprises entre deux autres parallèles AB, CD, sont égales (fig. 47).
En elTei, menons AD. Les deux triangles ABD, ACD seront égaux comme ayant un cOte commun AD adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, savoir : l'angle BAD égal a l'angle AOC comme alternes-intornes par rapport aux parallèles AB, CD,
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e même, les angles D£F, OHC, sont égaux comme dants par rapport aux parallèles EF, HC, coupées onc, l'angle ABC est égal à l'angle DEF. osons que les côtés parallèles soient dirigés deux à ;ns contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, et EQ sont parallèles et dirigés, le premier de bas ; deuxième de haut en bas ; BC et EG sont parallèles l'un de gauche à droite, l'autre de droite à gauche : ngles considérés sont égaux.
, en prolongeant les côtés de l'angle GEII au delà :t E, on forme un angle DEF égal d'une part à GEU jposé par le sommet, et d'autre part égal à ABC ant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce gle et dirigés dans le même sens, osons enQn que deux côtés soient parallèles ei de s, et les deux autres parallèles et de sens contraires, r exemple, les angles ABC, DEG; BA et ED sont padirigés l'un et l'autre de bas en haut; BC etEG sont 'tdirigés, le premier,de gauche à droite, le deuxième. Il gauche : les deux angles considérés sont supplé-
, en prolongeant GE au delà du sommet E, on rormc )EF qui est, d'une part, le supplément de DEG, ei autre pari, égal à ABC comme ayant ses côtés resnl parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés !me sens.
mé, deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont Bi côtés parallèles sont dirigés deux à deux dam te !, ou encore si les côtés parallèles sont dirigés deux 1 sens contraires; ils sont supplémentaires si deux llèles sont de même sens et les deux autres de sens
IX angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun sont égaux ou supplémentaires.
idéroos deux angles aigus ABC, DEF [Jig. 5o]; la est perpendiculaire sur BA, et lo côté £F est
GËOXGTBIB PL*5I.
angles opposés quelconques, DAB et BCD. par )nt égaux enlre eux; car ils sont Tormés par des Mes deux à deux et de sens contraires (70). AB n effet parallèles ei de sens coniraires, et il en e?:t AD et de CB.
e des diagonales AC et BD est coupée par i'auire. en deux parties épies. En effet, les deux irian- >C, ont un côté égal adjacent à deux angles égaux. hé AB égal au côlé DC, comme côtés opposés du nme; l'angle OAB égal à l'angle OCD, comme allés par rapport aux parallèles ;\B et CD coupées 'angle OBA égal à l'angle ODC, comme alternerrapport aux mêmes parallèles coupées par Bf>. ;AOB, DOC sont doncégaux. Par suite, le côté OB, igle OAB, est égal au côlé OD opposé à l'angle OCD. L opposé à l'angle 0B.\ est égal au côté OC opposé G.
THÉORÈME
adrilatère convexe est un parallélogramme :
7dlés opposés sont égaux deux à deux;
ingles opposés sont égaux deux à deux ;
X côtés opposés sont à la fois égaitx et parnl-
Uagonnles se coupent mal licitement en den.r par-
adrilalère ABCD (Jig. 6i).
1 la diagonale AC. Les deux triangles ABC, ADC, :omme ayant les trois côtés égaux, savoir: ACcom- CD égaux entre eux par hj'pothèse, ainsi que AD lite, l'angle BAC opposé à BC est égal à l'angle ACD >; et comme ces angles occupent, par rapport aux s AB et CD et à la sécante AC, la position d'aïles, les deux côtés AB et CD sont parallèles (60). égalité des angles BOA ei CAD entraîne le parallé- :ux autres côtés AD et BC. Donc, le quadrilatère
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i OAD, OCB, et, par suite, le parallélisme des deux autres U opposés AD et BC. Le quadrilatère ABCD, a;ant ses îs opposés parallèles deux k deux, est donc un paratlélo- Dme.
THËORËMB.
S. Tout rectangle est un parallélogramme dont les diagoes wnl égalf^s (Jig. G3).
l'abord, tout rectangle est un parallélogramme, puisque ses les opposés sont égaux (84, 2°). En second lieu, les deux ngiesDAB, CBA, par exemple, sont égaux comme ayant un le égal compris entre deux côtes égaux, savoir: l'angle it DAB égal à l'angle droit CBA, le côté AB commun, et le i AD égal au cdté BC, comme côtés opposés d'un parallé- 'amme; donc, les diagonales AGet BD, hypoténuses des ngles rectangles égaux DAB, CBA, sont égales.
6. Rfici PHOQUE VENT, tout parallélogi.imme dont les dingo- !j sont égales est un rectangle [fig. 63). Car les triangles B, CBA, sont alors égaux comme ayant leurs trois c6tés ux : donc, l'angle DAB est égal à l'angle CBA, et comme cun d'eux est égal à son opposé (83), on volt que le paraigramme considéré a tous ses angles égaux et, par suite, un rectangle.
THËOBËHE.
7. Tout losange est un parallélogramme dont les diago- ;j sont .• 1' perpendiculaires l'une sur l'autre; 2° bisseces des angles opposés {Jig. 64).
'abord, tout losange est un parallélogramme, puisque ses îs opposés sont égaux (8V, i")-
n second lieu, les triangles ABC et ADC étant isocèles, jqne les quatre côtés d'un losange sont égaux, la diago* s BD, qui passe par le milieu 0 de la diagonale AC, est â la perpendiculaire sur AC et bissectrice des angles B et D.
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;iuel ce premier arc appartient, de manière qu'ils aient une iréoiilé B commune; l'arc ABC, compris entre les exirélés non communes A et C, est dit la somme des deux arcs iposés.
)k. Un point est intérieur ou extérieur à un cercle suivant e sa distance au centre est plus petite ou plus grande que rayon.
Ï5. Une droite quelconque EP ne peut rencontrer une cir~ nférence 0 en plus de deux points Cet H {Jtg- 67 ).
En effet, du centre 0 à la droite EF, on ne peut mener au js (^6) que deux droites OC et OD égales au rayon.
On donne le nom de sécante à toute droite EF qui coupe circonlérence en deux points G et D. On appelle corde la rtie CD intérieure au cercle, et l'on réserve le nom de dia- Hre aux cordes qui passent par le centre. Tous les diamètres d'un cercle sont égaux, car un diamètre elconque AB est la somme de deux rayons OA et OB.
96. Le diamètre est ta plut grande corde du cercle. Car une corde quelconque CD est moindre que la somme ! + OD des deux rayons qui aboutissent à ses extrémités : e est donc moindre qu'un diamètre.
Ï7. Foui diamètre AB divise la circonférence et le cercle en ux parties égales [Jig. 6;).
En elTet, si l'on plie la figure autour d'un diamètre AB, un on quelconque OC de la partie supérieure prendra la direcn du rayon OC qui fait de l'autre cdlé de AB un angle C'OA il à l'angle COA ; et, à cause de l'égalité des rayons, le point C
lolndre que l'arc AMU, le point B tombe entre les points A t II, et l'angle AOB csl inférieur h l'angle AOH. Par suite, les eux triangles AOB, AOH, ont un angle inégal compris entre eux côtés égaux chacun à chacun, savoir OA commun et tB^^OH comme rayons d'un même cercle. Donc (40] le fité AB opposé à l'angle AOB est moindre que le côté AH oposé à l'angle AOH.
100. Du théorème qu'on vient de démontrer et du principe énéral du n< 7 il suit que :
RËciPBOQiiBMinT, dans un même cercle ou dans des cercles gaux, à des cordes égides répondent des arvs égaux, et à une tus grande corde répond un plus grand arc.
101. Nous n'avons considéré dans ce qui précède que des rcs moindres qu'une demi-circonférence (98). Si l'on consiérait des arcs plus grands qu'une demi-circonféreoce, pour 1 seconde partie du théorème tes conclusions seraient iaerses : l'arc augmentant, la corde diminuerait au lieu de roUre.
TIIËORËHE.
102. Le diamètre AB, perpendiculaire sur une corde CD, Ui'ise celte corde elles deux arcs GBD, C&M, qu'elle sous-tenà, hacun en deux parties égales (fig. 69).
En effet, soient 0 le centre de la circonférence el I le point le rencontre du diamètre AB el de b corde CD. Les rayons OC, >D, étant, par rapporta la perpendiculaire 01, deux ohllque^ égales, s'écartent également du pied de celte perpendiculaire. )a a donc CI — ID. En d'autres termes, la corde CD est divisée
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'OF, sont égaux comme ayani l'hypoténuse égale et un cdté !gat, savoir : OB = OC comme rayons d'un même cercle, et i)B=CF comme moitiés de cordes égales, puisque les pieds E :t F des perpendiculaires OE et OF sont [ 102 ) les milieux des :ordes AB et CD. Donc OE, troisième côté du UiiDgle 0£fi, tsi égal à OF, troisième cAté du triangle OCF.
a" Soient les deux cordes inégales AG et CD. On suppose AG noindre que CD, et il Taut démontrerque la perpendiculaire OH, nenée du centre sur la première corde, est plus grande que a perpendiculaire OF. Par le point A menons une corde AB igale à CD. La distance CE du centre à cette corde sera égale I OF, et il reste à démontrer que OE est moindre que OH. Or, a corde AG étant moindre que la corde AB, l'arc AG est inféieur à l'arc AB, et, par suite, le centre 0 du cercle et le miieu U de la corde AG sont situés de part et d'autre de la Iroite AB. Donc AB rencontre OH en un point I situé entre O ;t H, et l'on a OI<;OH. Mais, puisque OE est perpendicuaire sur AB, 01 est oblique, et l'on a
OE<OH
105. Du tliéorèmc qu'on vient de démontrer et du principe ;énéral du a' 7 il résulte que :
RScipaoQnsnnT, dcuit un même cercle ou dont des cercle* gaux, deux cordes également éloignées du ventre sont égalest l, de deux cordes inégalement éloignées du centre, la plus ioignée est ta plus petite.
CtOMiTHIE PL* H II.
:45), el inversement, la langenle CD est perpcodiculaire point A sur le raj'on OA.
COROLLIIBES.
)9. Par un point A d'une circonférence 0, on peut tours mener une tangente à cette courbe, et l'on ne peut en ler qu'une.
10. Toute tangente est parallèle aux cordes que le dtare mené au point de contact divise en deux parties fei{103}.
SCOLIES
11. On peut considérer la tangente AC en un point A le circonférence (Jîg. 72) comme la position limite qui' td une sécante AB lorsque cette sécante tourne autour 9oint A de manière que le second point d'intersection It ne se confondre avec le premier. Car, lorsque les deux its d'intersection B ei A sont ainsi réunis en un seul, la le AC n'a plus qu'un point commun avec la circonfê- ;e.
îtte nouvelle dérinilion de la tangente est applicable à es les courbes. D'ailleurs, nous verrons plus tard qu'outre énéralité cette définition a sur celle du n° 100 l'avantage neitre en lumière l'intime corrélation de certains théoes qui sembleraient sans cela tout à Tait distincts, n dit qu'une courbe ou qu'un arc de courbe est convexe ]ue cette courbe ou cet arc tombe entièrement d'un même de chacune de ses tangentes. Le raisonnement du n* 107 ive que la circonférence est convexe.
ous avons vu au n° 95 qu'une droite quelconque ne peut :ontrer une circonférence en plus de deux points. Tout le courbe convexe jouit de la même propriété ; car, si une te coupait cet arc en trois points, le premier et le dernier it seraient situés de part et d'autre de la ungenie au point rmédiaire.
12. On appelle normale en un point d'une courbe la perdiculaire élevée par ce point à la langente correspondante.
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lînguer trois cas :
ons {fig. 74) que les parallèles AB, CD, soient sébaissons du centre 0 sur ces droites la perpendî- .mune OM qui coupe la circonférence en H. Le
. 74. Fig. 75. Fig. 76.
(103) â la Tols le milieu de l'arc EMF que sousle £F, et le milieu de l'arc GMH que sous-tend la an a donc
arc EH = arc FM, arc GH t= arc HH ;
istrayant membre à membre,
arc EH — arc GM = arc FH — arc HH,
arcEG = arcFH.
ions {fig. 75] que les parallèles ABetCD soient e et l'autre tangente. Alors le rayon OK, qui abou- . de conuct, est (107, 110) une perpendiculaire la tangente CD et à la corde ËF qui lui est paralle donc l'arc EKF, sous-tendu par cette corde, en I égales, et l'on a
arcEK = arcFK.
ons enfin [fig. 76) que les deux parallèles AB et CD mes, l'une en I et l'autre en K. Les deux rayons 01 ectivement perpendiculaires à ABetàCD, seront longemenl l'un de l'autre, puisque des droites nt leurs perpendiculaires communes. Les deux QI, sont donc égaux l'un et l'autre i une demi-
GfiOMÊTRIB PLANE.
passent par un même point. Oo en conclut immédiatemeni que les trois hauteurs d'un triangle ABC (fig- 78), c'esl-à-dire les perpendiculaires AD, BE, CF, abaissées des sommeis sur les côtés opposés, passent par un même point. Il suffit pour cela de montrer que ces trois hauteurs sont perpendiculaires sur les milieux des côtés du triangle A'B'C formé en menant par les sommets du triangle primitif ABC des parallèles aux côtés opposés. Or, AD perpendiculaire à BC l'est aussi à sa parallèle B'C ety de plus, les longueurs AB' et KG sont égales entre elles, puisqu'elles sont respectivement égales à BC comme parallèles comprises entre parallèles.
118. Deux circonférences ne peuvent avoir trois points communs sans coïncider; d'où il suit que deux circonférences distinctes ne peuvent avoir plus de deux points communs.
Lorsque deux circonférences ont deux points communs, on dit qu*elles se coupent ou qu*elles sont sécantes.
Lorsque deux circonférences n'ont qu'un point commun, on dit qu'elles sont tangentes; le point commun est appelé point de contact.
THÉORÈME
119. Lorsque deux circonférences se coupent, la droite OO' qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde commune AB et divise cette corde en deux parties égales (Jig» 79).
fie- 79-
Fig. 80.
En effet, la perpendiculaire élevée sur la corde commune AB par son milieu I doit passer par le centre de chacune des deux circonférences 0 et 0' (103).
COROLLÀIBB.
120. Supposons que, la circonférence 0 restant fixe, ainsi que le point A, la circonférence 0' tourne autour du point A,
LITRE II. — LA CIBCONFÊBBNCB DE CERCLE
de manière que le second point d*interseclion B se rapproche de plus en plus du premier et vienne à la limite se confondre avec lui, comme dans la Jig, 80. Les deux circonférences n'ayant plus alors qu'un point commun A seront tangentes en ce point. D'ailleurs» la droite 00' passant toujours entre A et B, ces deux points ne peuvent se réunir que sur la ligne des centres 00'. Enfin, en vertu de ce mouvement (111), la corde commune devient à la limite tangente en A à chacune des deux circonférences. Donc :
Lorsque deux circonférences 0 et O' sont tangentes^ leur point de contact A est situé sur la droite des centres^ et la per^ pendiculaire CD élevée en ce point sur cette droite est une tangente commune aux deux circonférences.
On appelle angle de deux courbes qui ont un point commun l'angle formé par les tangentes à ces deux courbes en ce point. Si cet angle n'est pas nul, on dit que les deux courbes se coupent. S'il est nul, c'est-à-dire si les deux courbes ont la même tangente au point commun, on dit que ces courbes sont tangentes. On appelle orthogonales deux courbes qui se coupent à angle droit.
SCOLIB.
121. Deux circonférences distinctes peuvent avoir deux points communs, c'est-à-dire se couper [fig. 83); ou avoir un seul point commun , c'est-à-dire être tangentes, soit extérieurement {Jig. 82), soit intérieurement {Jig. 84); ou enfin n'avoir aucun point commun, c'est-à-dire être extérieures {Jig. 81) ou intérieures {Jig. 85) l'une à l'autre. Leurs positions relatives sont donc au nombre de cinq.
THËORÈMB.
122. I** Si deux circonférences 0 et 0' sent extérieures^ la distance des centres est plus grande que la somme des rayons;
a* Si elles sont tangentes extérieurement ^ la distance des centres est égale à la somme des rayons;
3* Si elles se coupent, la distance des centres est à la fois moindre que la somme et plus grande que la différence des rayons;
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4° ^1 elles iont tangentes intérieurement, la distance det mires est égale à la différence des ridons; 5' Si elles sont intérieures, la distance des centre* tt oindre que la différence des rayons.
En effet :
1° A et A' [Jig. 8i) étaDt les points où la ligne des centres )upe les deux circonférences, on a
OA + O'A
3° Les deux points communs (Jig. 83] étant situés hors d«
fig. 8i. Fie. »ï-
ligne des centres (119), en joignant l'un d'eux H aux deux mtres, on forme un triangle dans lequel on a {36, 37)
00'<OB-(-0'B et 00'>0B~0'B.
4° Le point de contact A (Jig. 84 } est situé au delà des deux entres sur la droite qui les joinl. On a donc
ÛA = 00'-t-0'A. d'où 00't=OA — O'A.
LITIV IK — LA CIBGONFfiRBNCS DB CERCLE. 6l
S*" A et A' (Jig, 85) étant les points où la droite 00' coupe les deux circonférences, on a
OA = 00'H-0'A'-f.A'A, d'où 0A>00' -4-0'A'.
c*ctsl-à-dîre
OA-0'A
COEOLLÀIEE.
123. A chacune des cinq hypothèses faites répond une conclusion distincte. Donc, en vertu du principe général du n^ 7, les réciproques des propositions précédentes sont toutes vraies. Yolci leurs énoncés :
1* Si la distance des centres est plus grande que la somme des rayons^ les deux circonférences données sont extérieures l'une à l'autre.
a* Si la distance des centres est égale à la somme des rayons, les deux circonférences sont tangentes extérieurement.
3" Si la distance des centres est à la fois moindre que la somme et plus grande que la différence des rayons^ les deux circonférences se coupent.
4" Si la distance des centres est égale à la différence des rayons, les deux circonférences sont tangentes intérieurement.
5^ Si la distance des centres est moindre que la différence des rayons, les deux circonférences sont intérieures Vune à l'autre.
Ainsi, connaissant les trois nombres D, R, r, qui mesurent respectivement la distance des centres et les rayons de deux circonférences, on peut, sans tracer ces circonférences et par une simple opération numérique, savoir quelle est leur position relative. Par exemple, si Ton a D = i5", R = ai", r = 6", 00 peut affirmer que les deux circonférences sont tangentes intérieurement ; car on a i5 = 21 — 6, ou D = R — r.
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§ ffl. - MESURE DES ANGLES.
DÉPINITIOIfS.
12&. On nomme angle au centre tout angle qui a son sommet au centre d'un cercle, et angle inscrit tout angle formé par deux cordes qui se coupent sur la circonférence d'un cercle.
THÉORÈME
Dans le même cercle ou dans des cercles égaux
i" Deux angles au centre égaux interceptent des arcs égaux ;
2^ Si un angle au centre est la somme de deux autres angles
au centre, l'arc intercepté par cet angle est la somme des urcs
interceptés par les deux autres [fig* 86).
I** Soient AOB, A'O'B', deux angles au centre égaux entre eux; les deux arcs correspondants AB et A'B' seront égaux. En effet, en menant les cordes AB, A'B', on forme deux trian gles AOB, A'O'B', qui sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir : l'angle AOB égal à l'angle A'O'B' par hypothèse, et les côtés 0^=1^ A', OB = O'B', comme rayons de cercles égaux . Donc la corde AB est égale à la corde A' B', et, par suite ( 100), les arcs AB et A'B' que ces cordes sous^tendent sont égaux entre eux.
»• Soient A' O'B' et BOC deux angles au centre ; transportons le premier en AOB à la suite du second, de manière à former (9) un angle AOC qui soit la somme des deux angles proposés. L'arc ABC sera évidemment la somme des deux arcs AB et BC, et comme les arcs AB et A' B' sont é gaux, puis qu'ils correspondent à des angles au centre égaux, l'arc ABC sera la somme des arcs A'B' et BC.
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Corollaire.
126. Il résulte de là (note i) que, dans le même cercle ou dans des cercles égauXf le rapport de deux angles au centre est égal au rapport des arcs qu'ils interceptent; en d'autres termes, l'angle au centre d'un cercle est proportionnel à l'arc correspondant .
THÉORÈME
127. Tout angle a la même mesure que l'arc qu'il intercepte sur une circonférence décrite de son sommet comme centre, avec un rayon quelconque, pourvu que l'on prenne pour unité d'angle l'angle au centre qui intercepte sur cette circonférence l'arc choisi pour unité d'arc.
En effet, soient (fig. 87) AOB l'angle à mesurer et AB l'arc qu'il intercepte sur la circonférence de rayon arbitraire OA; AC étant l'unité d'arc, l'angle correspondant AOC sera, par hypothèse, l'unité d'angle. On a (126)
AOB arc AR ÂÔC "" arc AC '
• Or le premier rapport est égal au nombre qui mesure l'angle AOBy et le second est égal au nombre qui mesure l'arc AB. Donc, dans le système d'unités adopté, le nombre qui mesure l'angle AOB est le même que celui qui mesure l'arc AB.
Fig. 87.
It- *^^ O A
Comme ce théorème est d'un usage très-fréqueul, on pré-
fère renoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte. D'abord on sous-entend la condition relative à la correspondance des unités; puis on dit a pour mesure, au lieu de a la même mesure que; et Ton arrive ainsi à cet énoncé usuel : tout angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés.
SCOLIE
128. Lorsqu'on prend Tangle droit pour unité, l'arc unité est le quart de la circonférence ou le quadrant; car, si l'angle au centre AOB est droit {Jig. 87), les quatre angles AOB, BOC, COD, DOA, formés par les deux diamètres BOD, AOC, sont droits, et par suite égaux; les quatre arcs AB, BC, CD, DA, sont donc égaux entre eux, et chacun d'eux est le quart de la circonférence.
THÉORÈME
129. Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés.
Soit BAC un angle inscrit dans un cercle 0. Pour démontrer que cet angle a pour mesure la moitié de l'arc BC compris entre ses côtés, il convient de distinguer trois cas :
i"" Le centre 0 tombe sur l'un des côtés AC de l'angle BAC (fg. 88). Menons le rayon BO; le triangle BOA étant isocèl^, les angles A et B sont égaux, et comme (73) leur somme équivaut à l'angle extérieur BOC, l'angle A est égal à la moitié de BOC; mais ce dernier angle, ayant son sommet au centre du cercle, a pour mesure l'arc BC. Donc l'angle proposé BAC a pour mesure la moitié de Tare BC.
Fig. 88. Fig. 80. Fig. 90.
a<» Le centre 0 tombe à l'intérieur de l'angle BAC (Jis- ^\* Menons le diamètre AOD : l'angle BAC est la somme des an-
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gles BAD, DAC, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure i BD et | DC. La somme de ces deux arcs» c'est-à-dire la moitié de l'arc BDC, est donc la mesure de l'angle BAC.
3« Le centre 0 tombe en dehors de l'angle BAC (Jig, 90). Menons le diamètre AOD; l'angle BAC est la différence des angles BAD, CAD, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure 7 BD et 7 CD; la différence de ces arcs, c'est-è-dire la moitié de l'arc BC, est donc la mesure de l'angle proposé BAC.
Corollaires.
130. Supposons (Jig* 90) que, le côté AC restant fixe, la corde AB tourne autour du sommet A, de manière à devenir la tangente AT au point A; dans toutes les positions de la corde AB, l'angle tnscrit BAC aura pour mesure la moitié de l'arc correspondant BC; donc, à la limite, l'angle T\Cy formé par une tangente Aï et une corde AC issue du point de cou" tact, a pour mesure la moitié de l'arc AC compris entre ses côifis.
On peut d'ailleurs démontrer ce théorème, indépendamment de toute notion de limite. Il suffit, par exemple, d'observer que t'angle TAC est l'excès de l'angle droit TAD sur l'angle inscrit CAD; sa mesure est donc l'excès de la moitié de la demi-circonférence ABD sur la moitié de l'arc CD, ou enfin la moitié de l'arc AC.
131 • On appelle segment la portion de cercle comprise entre un arc et sa corde. A chaque corde AB correspondent deux segments ACB, AMB (Jig. gi). On dit qu'w/i angle est inscrit
Fig. «M.
dans un segment lorsque son sommet est situé sur Tare do
K. et DP. C. 7"/*. ^c Cfom. ( !'• Parlîe). 5
segment et que ses côtés passent par les extrémités de b corde sous-tendante. Ainsi les angles ACB, AEB, sont inscriu^ dans le segment ACB, et l'angle AMB est inscrit dans le segment AMB.
Tous les angles insctits dans un même segment sont égaux: ainsi, les angles ACB, AËB, sont égaux comme ayant l'un ei Tautre la moitié de Tare AMB pour mesure.
7out angle inscrit dans l'un des deux segments déterminés par une même corde est le supplément d'un angle quelconque* inscrit dans l'autre segment. Ainsi les angles ACB, AMB, sont supplémentaires, car leurs mesures \ arc AMB et i arc ACIî forment en somme la moitié de la circonférence.
7ott/ angle inscrit dans un segment est aigu, droit ou obtus, suivant que ce segment est supérieur, égal ou inférieur à un demi-cercle; car Tare compris entre les côtés de l'angle est alors inférieur, égal ou supérieur à une demi-circonférence.
On dit qu'/m segment de cercle est capable d'un angle donné, lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à l*angl<^ considéré; ainsi le segment capable d'un angle droit est un demi-cercle,
rig. 9a. Fie- î)3.
THÉORÈME
132. Tout angle BAC, formé par deux sécantes qui se rencontrent à l'intérieur du cercle, a pour mesure la demi-somme des arcs BC et DE compris entre ses côtés et entre ses côtés prolongés [fîg. 92).
£n effet, en menant DC, on voit que l'angle BAC, extérieur au triangle ACD, est égal (73) à la somme des angles inscrits ADC, ACD, qui ont respectivement pour mesure \ BC
Cl ; DE,
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THÉORÈME
133. Tout angle B4C, formé par deux sécantes qui se rencontrent hors du cercle, a pour mesure la demi-différence de rare concave BC et de Varc convexe DE compris entre ses i'ôtés [fig. 93).
En effel, en menant DC, on voit que l'angle BDC, extérieur iiu triangle DAC, est la somme des angles A et C; par suite, Tangle A est l'excès de l'angle BDC sur l'angle C; sa mesure est donc lexcès de \ BC sur | DE, c'est-à-dire ^ (BC — DE).
En faisant tourner autour du sommet A l'un des côtés, ou même les deux côtés de l'angle, jusqu'à ce qu'ils deviennent tangents à la circonférence, on voit que le théorème subsiste pour l'angle formé par une tangente et une sécante qui se coupent hors du cercle, et pour l'angle de deux tangentes.
Corollaire.
1 34. Dans la portion de plan située au-dessus d'une droite BC, le lieu des points d*où l'on voit cette droite sous un angle donné est un arc de cercle passant par les extrémités B et C de cette droite ^fig» 94 )•
En effet, soient A un point du lieu et BMACN la circonférence déterminée par les trois points A, B, C. i° De tout point M de Tare BMAC on voit la droite BC sous un angle égal à BAC (131 ); 2° de tout point 1 pris à l'intérieur du segment BMAC, on voit la droite BC sous un angle BIC plus grand que BAC, puisque (132) sa mesure excède la moitié de Tare BNC; 3° de tout point E extérieur au segment BMAC et situé au-dessus de la droite BC, on voit celte droite sous un angle BEC moindre que BAC, puisque sa mesure est plus petite que la moitié de l'arc BNC (133). L'arc BMAC est donc le lieu cherché.
11 résulte de là que l'arc BA'C, sur lequel s'applique Tare BMAC, lorsqu'on replie la figure autour deBC, est, au-dessous de BC, le lieu des points d'où Ton voit la droite BC sous l'angle donné.
Donc, enfin, le lieu des points d'où l'on voit une droite BC SONS un angle donné se compose de deux arcs de cercle égaux
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entre eux et passant par les extrémités h et C de cette droite Remarquons, en ouire, que l'ensemble des arcs BNC, BN'C, représente le lieu des points d'où l'on voit la droite BC soua un angle supplémentaire de l'angle considéré (131 ).
Fig. 94. Fi{i. 9^.
Si l'angle considéré est droit, les deux arcs BAC, B A'C, sont des demi-circonférences décrites sur BC comme diamètre. Donc, le lieu des points d'oà l'on voit une droite sous un angle droit est le cercle décrit sur cette droite comme diamètre.
THÉORÈME
135. Dans tout quadrilatère convexe inscrit dans un cercle, les angles opposés sont supplémentaires,
£n effet (yzg. gS), considérons par exemple les angles opposés, B et D. La corde AC détermine deux segments ADC, ABC, et nous avons vu (131] que tout angle D inscrit dans le segment supérieur est le supplément de tout angle B inscrit dans le segment inférieur.
Réciproquement, si, dans un quadrilatère convexe ABCD» deux angles opposés B e/ D sont supplémentaites^ le quadrilatère est inscriptible ; en d'autres termes, la circonférence déterminée par les trois points A, B, C, passera par le quatrième sommet D.
En effet, le sommet D est un point situé au-dessus de AC, 61 d'où l'on voit la corde AC sous un angle supplémentaire de Tangle B; or l'arc AMC est le lieu des points du plan qui jouissent de cette propriété (134).
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
136. Les deux principaux instruments employés dans la construction graphique des figures sont la règle et le compas. Chacun sait comment on trace des lignes droites avec la règle et des circonférences avec le compas.
On fait d*abord tout le dessin au crayon; on exécute ensuite la mise à l'encre à l'aide d'un tire-ligne à branches égales et que Ton tient perpendiculairement au pian du papier. Les données et les résultats sont représentés par un train plein ou continu; on représente par un trait pointillé on interrompu les lignes de construction, c'est-à-dire les lignes qui servent il déduire les résultais des données.
£npratique> lorsqu'on détermine une droite par deux points, il convient que ces deux points ne soient pas trop voisins Tun de l'autre; sans cela» ta moindre erreur sur la position de Tun d'eux entraînerait une erreur notable sur la direction de la droite.
De même, quand un point est déterminé par la rencontre de deux droites, il faut que ces droites ne se coupent pas sous un angle trop petit; sans cela l'épaisseur inévitable des deux traits laisserait dans l'incertitude sur la véritable position du point de rencontre.
PROBLÈME
1 37. Trouver la plus grande commune mesure de deux lignes droites.
Soient A et B deux droites commensurabltfs entre elles; la recherche de leur plus grande commune mesure, c'est-à-diro de la plus grande portion de droite qui soit une partie aliquote de chacune d'elles, repose sur les deux principes suivants :
!• iSi B est une partie aliquote de A, B est évidemment la plus grande commune mesure de A et de h;
^" Si A contient m fois B, plus un reste B moindre que [>,
lapins granae commune mesure de X et Je h est la même i^ue celte de B et de R. On a, en effet»
A=rmBH-R;
or, toute commune mesure de A et de B, étant une partie aliquote deB, Test aussi de mB, et, par suite, de A — mB ou de R. Inversement, toute commune mesure de B et de R, étant une partie aliquote de B, l'est aussi de mB, et, par suite, de mB + R ou de A. Donc les communes mesures de A et de B sont les mêmes que celles de B et de R; et, en particulier, la plus grande commune mesure est la même de pan et d'autre.
D'après cela, on portera B sur A autant de fois que possible; s'il n'y a pas de reste, B sera la plus grande commune mesure demandée; s'il y a un reste R, on sera ramené à chercher In plus grande commune mesure de B et de R. On portera donc U sur B autant de fois que possible; s'il n'y a pas de reste. Usera la plus grande commune mesure demandée; s'il y a u» reste R', on sera ramené à. chercher la plus grande commune mesure de R et de R'.
Il est aisé de prouver qu'en continuant de la sorte on arrivera à un reste qui sera une partie aliquote du précédent. En effet, dans toute division, le dividende est au moins égal à la somme du diviseur et du reste ; le reste est d'ailleurs moindre que le diviseur; donc le reste est inférieur à la moitié du dividende. On voit par là que, dans la recherche de la plus grande commune mesure de A et de B, le premier reste sera
inférieur à —; le troisième reste sera moindre que la moitié
du premier, et, par suite, inférieur à y *, le cinquième reste
sera moindre que la moitié du troisième, et, par suite, infé-
rieur à -rr \ et ainsi de suite. L'opération ne pourra donc passe
prolonger indéfiniment, car on tomberait sur un reste moindre que la plus grande commune mesure supposée; ce qui est absurde, puisque, d'après la théorie précédente, la plus grande commune mesure doit diviser exactement les restes successifs.
On arriveRi donc a un reste qui som une |>arlie «Uquoio <)u précédenu el ce resle sera la plus grande commune mesuro demandée.
f38. RtapROQucMKNT» si» en appUquani le proci^dô qu*on vient d'indiquer à deux droites données, on arrive à un n^slo qui soit contenu un nombre exact de fois dans celui qui le précède, les deux droites considérées seront commensurablos entre elles, et ce reste sera alors leur plus faraude commune inesure.
Ainsi, supposons qu'on ail trouvé successivement
À-r^B -R, R .5U4-R\ R aR \{\ R 3U':
on aura
R--:7R', B :3SR^ A: jSR.
oi le rapport des deux droites A el B sera représenté par le
nombre fractionnaire * • D'ailleurs W" étant la plus ^nuuh*
commune mesure de R' et de R* sera, d*nprès ce qui prôoéths la plus grande commune mesure do A cl do B.
SCOUB.
139. Il résulte de h\ que )o proctVUS prm^dcnt, appliqiuS à doux (iroil««^^ incommensurables entre elles, ronduirn à une siVio (ropi^ralions iulonni nabic.
Celte conclusion, absolument H^ourrusr nt tiuWir, no ne vt^rilio pas tn /jnttif/ue; car les restes cessent d'iHro appnVbbloA au oonipas. Main, s'il est impossible de constater de cette mnni6ro,ou plusi;ôni^ruUMni*nt nu moyen d'une opération mécanique quolcompto, rincoininimrturubiliU^ di« «leux droites, on peut parfois, lorsque les (Iroilrs n^ultout d'une ronslruction bien définie, démontrer gétmtUrhiuvmcnt leur iiuîouuïu'nsur»hililé en s'appuyant sur la théorie qtii précède et en cliprcliiint la loi des restes successifs.
Nous allons, comme exemple, démontrer ainsi que h dtni^otmh KV, et {e côté AB d^un carré ABCD sont deux tfffftrx incomnwnsurablvs tnttr fi/es.
Le côté AB (Jt^. gO) étant moindre que la diagonale AC et phii ^ri\m\ que la moitié AO de cette diagonale, on voit d'abord cpic, si Ton prend sur la diagonale AC la longueur AE égale à AB, le reste KC sera moindro que AB.
-2 GÊOHÊTRIB PLANE.
Comparons maintenant ce reste £C au côté AB on à son égal BC. Si l'on mène EF parallèle à BD, le triangle FEC, rectangle en E, sera isocèle, puisque Tangle EFC est égal à son correspondant OBC, et, pjr suite.
Fij.
gfi.
à ECF. Donc, dans ce triangle comme dans le triangle analogue ABC, si Ton prend FG égale à EC, le reste GC sera moindre que EC. D'ailleurs, les triangles rectangles ABF, AEF, ayant l'hypoténuse commune et un côté égal, sont égaux, et, par suite, BF est égal à FE ou à EC ou à FG. Donc enfin le côté BG contient (leur fois EC, ptiis un reste GC moindre que EC.
Ce dernier résultat, énoncé d'une manière générale, prouve que danii tout triangle rectangle et isocèle le côté contient deux fois la différence entre l'hypoténuse et le côté, plus un reste moindre que cette différence. Donc, à son tour, le côté EC contiendra deux fois GC, plus un nouveau reste moindre que GC, et ainsi de suite.
On voit par là que, si Ton applique aux droites AC et AB la règle prescrite au n" 137, chaque reste contiendra deux fois le précédent, plus un nouveau reste moindre que celui-ci, de sorte que l'opération n'aura pas de fin. Les deux droites considérées sont donc incommensurables entre
elles.
PROBLÈME
140. Par un point B d'une droite BC, mener une seconde droite qui fasse avec la pn^mière un angle ép;al à un ani^/c donné {fig. 97).
Du point A comme centre, avec une ouverture de compas
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arbiiraire, mais assez grantle, décrivez un arc de cercle qui coupe en D et £ les côtés de l'angle donné : avec la même ouverture, et du point B comme centre, décrivez un second arc de cercle GF, qui coupe en F la droite BC. Prenez avec le compas la longueur de la corde DE (il est Inutile pour cela de iracer cette corde), et du point F comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en H Tare GF; la droite BH sera la droite demandée.
En effet, les arcs HF et DE ayant des rayons égaux çt des cordes égales sont égaux (100); par suite, les angles au centre HBF, DAË, qui correspondent à ces arcs, sont aussi 4>gaux (126).
Î41. On divise la circonférence en 36o parties égales qu'on nomme degrés, le degré en 60 parties égales appelées minutes, et la minute en 60 parties égales appelées secondes. D'après cela, la circonférence contient 360.60 TT= 21600 minutes, ou ai 600.60 =^ 1296000 secondes; la demi-circonférence contient 180 degrés, ou 10800 minutes, ou 648000 secondes; enfln le quadrant vaut 90 degrés, ou 54oo minutes, ou 3?.4 oo« secondes.
On évalue un arc quelconque en degrés, minutes et secondes de la circonférence. Ainsi Ton dit : un arc de 36 degrés i5 minutes 21 secondes, que Ton écrit : arc de 36**i5'aii''.
Deux arcs AB et A'B' {fig. 98), décrits entre les côtés d'un même angle XOY, de son sommet comme centre, contiennent
Fi{î. i>S.
Fig. 99.
lo même nombre de degrés, minutes et secondes. En effet, le rapport de Tare AB au quadrant AC est le même que le rapl>ort de Tare A'B' au quadrant A'C, puisque chacun de ces rapports est égal à celui de l'angle XOY à l'angle droit
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XOZ. Or, comme le quadrant AC vaut 90 degrés de la circonférence OA, et que le quadrant A'C vaut 90 degrés de la circonférence OA', les arcs AB et A'B' vaudront le même nombre de degrés, minutes et secondes de leurs circonférences respectives.
D'après cela, on appelle angle de 36° 1 5' 21" l'angle qui intercepte entre ses côtés, sur toute circonférence décrite de son sommet comme centre, un arc de 36*»i5'2i''.
Connaissant le nombre de degrés, minutes et secondes d'un angle, on obtient son rapport à Tangle droit en prenant le rapport de ce nombre de degrés, minutes et secondes à 90 degrés ; il faut avoir soin, bien entendu, d'évaluer les deux angles en unités de même espèce, soit en degrés, soit en minutes» ?oit en secondes. Ainsi, comme 36'*i5'2i'' valenti3o52i secondes, et que 90 degrés renferment 324000 secondes, le rapport de
l'angle de 36° iS'ai'' à l'angle droit est exprimé par la fraction
--7 ou ^ -'
ooo
Pour évaluer le nombre de degrés d'un angle, ou pour tracer un angle ayant un nombre de degrés donné, on emploie un instrument appelé rapporteur. C'est un demi-cercle en corne ou en cuivre dont le bord circulaire ou limbe est divîsô en 180 parties égales ou degrés; les rapporteurs qui ont un décimèlrederayonsonlmêmedivîsésen demi-degrés. Le centre est marqué par un petit trou ou par une petite échancrure.
Pour mesurer un angle DOG [Jig. 99), on place l'instrument de manière que son centre coïncide avec le sommet de l'angle, et que le diamètre AB, qui va de zéro à 180 degrés, s'applique sur l'un des côtés OG. On lit alors le nombre de degrés de l'angle au point où le limbe est traversé par le second côté OD.
Pour mener au point 0 d^une droite OG une seconde droite OD, formant avec la première un angle donné, de 49 degrés par exemple, on place l'instrument de manière que son centre soit en 0, et que son diamètre AB coYncideavec OG; puis on marque le point C du papier sur lequel tombe la division 49 du limbe; et, après avoir enlevé le rapporteur, on tire la droite OC.
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PROBLÈME
14-2. Connaissant Jeux angles ocet & iFun triangle yConsU aire A' troisième y.
Fig. 100.
Tracez une droile indéfinie AB{fig. loo); par Tun de ses points 0» menez une droite OC qui forme avec OA un angle COA r^^alà a; menez par le même point 0 une autre droite OD qui f<«sse avec OB un angle DOB égal à 6. L'angle COD sera l'angle cherché ; car lasommedestroisangles formés autour du point 0 ei au-dessus de AB équivaut à deux angles droits (72).
SCOLIE
143. Nous allons apprendre à construire un triangle, connaissant : 1" un côté et deux angles ; a'» deux côtés et l'angle compris; 3» deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux; 4** ï^s trois côtés. Dans ces quatre problèmes, nous désignerons les trois côtés par a, b, c, et les angles respectivement opposés par A, B, C; ainsi l'angle A sera opposé au côté a, l'angle B au côté 6, l'angle C au côté c.
PROBLÈME
144. Construire un triangle^ connaissant un côté a et deux angles.
On peut donner les deux angles B et C adjacents au côté a, ou bien l'angle opposé A et l'un des angles adjacents; on ramène ce dernier cas au premier en commençant par chercher le iroisième angle (142).
Supposons donc connus le côté a et les deux angles adjacents B et C.
Après avoir tracé une droite BC {/ig. loi ) égale à a, menez au point B une droite BA formant avecBC et au-dessus de cette
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ligne un angle ABC égal à Tangle donné B; menez de même au point C une droite CA formant avec CB, et au-dessus de cette ligne, un angle ACB égal à l'angle donné C. Le point de rencontre A de ces deux droites sera le troisième sommet du triangle cherché.
Pour que le problème soit possible, 11 faut et il suffit que les deux droites BA, CA, se coupent, c'est-à-dire (66) que la somme des deux angles B et C soit moindre que deux angles droits.
Fig. io«. Fij. H»».
(ICC L a li
PROBLÈME
145. Construire un triangle, connaissant deux côtés a rt h et l'angle compris C.
Tracez une droite C^[Jig, 102) égale à a\ au point C, menez une droite CA formant avec la première un angle ACB égal à l'angle donné C; puis prenez sur cette droite, à partir du point C, une longueur CA égale à 6; enfin tirez AB, et vous aurez le triangle cherché.
PROBLÈME
Ii6. Construire un triangle, connaissant deux côtés a cl b et r angle B opposé à l'un d'eux,
Fil». io3.
ai- — I IK,
Tracez une droite BC [f^. ia3) égale à a, et au point W menez une droite BA formant avec la première un angle AU(J égal à Taiigle donné B; puis, du point C comme centre, avec
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une ouverture de compas égale à 6, décrivez un arc de cercle. Si A est un point d'intersection du côté BA et de cet arc de cercle. Il suffira de tirer AC pour avoir un triangle ABC satisfaisantaux conditions exigées.
Discutons maintenant ce problème, c'est-à-dire cherchons les conditions que doivent remplir les données pour que le problème soit possible, et, dans ce cas, les diverses solutions c|ui peuvent exister.
I** L'angle B étant aigu [Jig* io3), pour que le problème soit possible, il faut que Tare de cercle rencontre le côié BA, c'est-à-dire que le côté b soit au moins égal à la perpendiculaire CD abaissée du point C sur BA.
Si le côté b est égal à cette perpendiculaire CD, le cercle touche BA en D, et il n'y a qu'une solution : c'est le triangle rectangle BCD.
Si le côté b est compris entre la longueur de la perpendiculaire CD et celle du côté a, le cercle coupe la droite BA en deux points A et A' situés au-dessus de B, et de part et d'autre de D; il y a donc deux solutions distinctes : ce sont les triangles ABC, A'BC.
Enûn, si le côté b est plus grand que a, le point A' passe au-dessous de B, et le triangle correspondant doit être rejeté, puisque son angle en B n'est plus l'angle donné, mais son supplément; il n'y a donc qu'une solution : c'est le triangle ABC.
a*» L angle B étant obtus (Jig. io4), la perpendiculaire Cl)
Fig. io'|.
ne tombe plus dans l'angle B, mais dans son supplément (ii^/i.): et, pour que le problème soit possible, c'est-à-dire pour que
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Tare de cercle coupe la droite BA au-dessus de B, il Taut que le côté b soil plus grand que a : ce que l'on pouvait prévoir, car dans tout triangle au plus grand angle doit être opposé le plus grand côté. D'ailleurs, lorsque cette condition est remplie, les deux points d'intersection A et A' sont de pari et d'auire de B; le triangle A'BC doit être rejeté, car son angle en B est le supplément de l'angle donné, et il n'y a qu'une solution : c'est le triangle ABC.
3*» L'angle B étant droite le problème est impossible si b esi inférieur ou égala a; il admet une solution unique si b est supérieur à a.
La discussion est résumée dans le tableau suivant :
' /» < CD problème impossible,
1 ^ ~ CD une solution,
° j û > ^ > CD deux solutions,
\b «ou>/î une solution. i
^ . . , \ b ' a OM — a, . . , problème impossible,
B droit ou obtus. , ^ i *•
j by a une solution.
Ainsi, lorsque b est supérieur à a, le problème a toujours une solution et une seule; en d'autres termes, on peut toujours construire un triangle, et un seul, connaissant deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, pourvu que l'angle donné soil opposé au plus grand des deux côtés donnés. De là ce théorème :
Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés égaux chacun à chacun, ainsi que l'angle opposé au plus grand de ces deux côtés,
PROBLÈME
147. Construire un triangle connaissant les trois côtés a, b, c. Tracez [Jig, io5) une droite BC égale à a, c'est-à-dire au plus
Fig. io5.
" Bac
grand des côtés donnés. Du point C comme centre, avec une
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ouveriure de compas égale à 6, décrivez, au-dessus de BC, un arc de cercle; du point B comme centre, avec une ouveriure de compas égale à c, décrivez au-dessus de BC un autre arc de cercle. En joignant aux points B et C le point d'intersection A de ces deux arcs, vous aurez le triangle demandé ABC.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les deux arcs de cercle se coupent, c'est-à-dire (122) que le plus grand côté a, qui est la distance des centres, soit moindre que la somme et plus grand que la différence des deux autres côtés i et c qui sont les rayons. Ce résultat est conforme aux w* 36 et 37.
ScOLlR.
148. Tels sont les quatre problèmes fondamentaux relatifs à la construction des triangles; beaucoup d'autres se ramènent à ceux-là. Voici ([uelques exemples :
Soit ABC un triangle quelconque, dont nous désignerons les angles par A, B, C. Si l'on prolonge BA d'une longueur AD, égale à AC, et si l'on mène CD [fî^, 3o}, on forme une figure dont on évalue facilement les angles en applicjuant le théorème du n* 72 et observant que les angles ADC et ACD sont égaux ; on trouve ainsi
pour les valeurs des angles du triangle BDC. Si, donc, on danne, dans un triangle ABC, la hase BC, la somme des de tue autres côtés, et, en outre, soit le demi-angle opposé à la base, soit la demi^dijjérence des anglrs à ta base, on connaîtra dans le triangle auxiliaire BDC deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux; on pourra donc construire ce trianglo, et, par suite, lo triangle demandé ABC, en menant une droite CA faisant avec CD un angle égal à CDB.
De môme, si sur le plus grand AB des dcut côtés AB et AC on porto do A vers B une longueur AD égale à AC, on voit que les angles du triangle BDC ont respectivement pour valeurs
Si. donc, on donne, dan9 un trianpilc ABC, la base BC, la différence AB — AC des deux autres côtés, et en outre, soit le denii-an^le opposé à Ut base, w\ila demi-diffcrence des angles à la base^ow connaîtra dans le
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triangle auxiliaire BDC deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux; on pourra donc construire ce triangle, et par suite le triangle demandé ABC en menant une droite CA faisant avec CD un anglo égal au supplément do CDB. La discussion résulte d'ailleurs immédiatement de celle du n"* 146.
V. — TRACÉ DES PARALLÈLES ET DES PERPENDICULAIRES
PROBLÈME
149. Par un point donné A, pris hors d'une droite BC, mener H nti parallèle à cette droite [Jig* loG).
Fiç. io6.
La droite BC et la parallèle cherchée AD doivent faire (65)» avec une sécante quelconque AC issue du point A, deux angles alternes-internes DAC, ACB, égaux entre eux. De cette considération et de la solution du problème du n° l&O résulte la construction suivante :
Du point A comme centre, avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, décrivez un arc de cercle DC; du pointe, avec la même ouverture, décrivez un second arc de cercle AB, qui passera nécessairement par A. Prenez avec le compas la longueur de la corde AB, et du point C comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en D I arc DC. En tirant AD, vous aurez la parallèle demandée.
11 est clair, en* effet, qu'on a construit de celte façon uu angle DAC égal à ACB. Il est inutile de tracer la droite AC, qui ne sert que dans la démonstration.
150. Dans la pratique, on résout presque toujours ce problème à Taide d'un instrument spécial qui porte le nom iïéquerre. C'est une planchette en bois ayant ja forme d*un triangle rectangle; elle est munie d'une petite ouverture circulaire ou â?i7, qui la rend plus facile à manier.
Pour vérifier une équerre BAC (fig, 107), on applique Ton des côtés de Tangle droit AB contre une règle bien exacte, et
• rf'
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l*on trace une droite au crayon le long du côté AC. Cela fait, on retourne l'équerre, comme l'indique la figure, et Ton trace une nouvelle droite le long de AC; selon que les deux droites
Fig. 107.
Fig. 108.
IJ
ainsi obtenues coïncident ou divergent» Tangle BAC de l'équerre est droit ou non, en d'autres termes l'équerre est juste ou fausse.
Pour mener {Jîg. 108) à l'aide de l'équerre, par un point C, une parallèle à une droite AB, on place sur la droite AB Thypoténuse de l'équerre; puis on appuie la règle GH contre le petit côté DF de l'angle droit, et, en maintenant la règle immobile, on fait glisser l'équerre jusqu'à ce que l'arête, qui coïncidait d'abord avec AB, vienne passer par le point C; on trace alors le long de cette arête une droite E'D' qui est la parallèle demandée. En effet, les angles correspondants E'D'F, EDF, étant égaux, les droites E'D', ED, sont parallèles.
Celte méthode ne suppose pas que l'équerre ait l'un de ses angles droits. Il suffit que les arêtes soient bien dressées; cet avantage et la simplicité de l'opération expliquent la supériorité de ce procédé.
PROBLÈBfE.
151. Mener une perpendiculaire sur une droite en son mi^ lieu.
Soient (fg. 109) A et B deux points donnés; il s'agit de mener une perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint ces deux points.
La perpendiculaire sur le milieu d'une droite étant le lieu (les points équidistants des extrémités de cette droite (49), 11
R. et Di c. — Tr. <ie Géom, ( V* Partie. ) (i
suffit d'obtenir deux points qui soient cliacun également distants de A et de B, puis de joindre ces deux points. De là cette construction.
Fig. I
Fig.
IIO.
Du point A comme centre, avec un rayon sensiblement plus grand que la moitié de AB> décrivez une circonférence; du point B comme centre, avec la même ouverture» décrivez une seconde circonférence; ces deux circonférences se couperont, puisque, les deux rayons étant égaux et surpassant la moitié de AB, la distance AB des centres sera comprise entre la somme et la diffcrcnce des rayons. Chacun des deux points d'intersection C et D sera équidistant de A et de B; et, en tirant CD, vous aurez la perpendiculaire demandée.
Dans la pratique, on ne décrit pas les cercles complets; on se borne à tracer deux petits arcs de chacun d'eux, de part et d'autre de AB, dans la région où l'on prévoit que l'intersection doit avoir lieu {fig. 1 lo). Ce procédé ne suppose pas que la droite AB soit tracée.
Ce problème renferme les deux suivants :
i" Diviser une droite en deux parties égales;
a® Décrire un cercle sur une droite donnée pour diamètre.
Cette dernière question se réduit en effet à la recherche du milieu de la droite, qui est le centre du cercle à décrire.
PROBLÈME
152. Diviser un arc de cercle ou un angle en deux parties égales {fig. 1 1 1 ).
i<* Soit AB Tare proposé; on sait que la perpendiculaire menée sur le milieu de la corde divise l'arc en deux parties
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égales (103); on appliquera donc la construction du n* 151. SI le centre 0 de Tare est donné, il suffira de déterminer un seul point équidistant de A et de B, et de mener OE.
a« Soit AOB Tanglc proposé. Du point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire, on décrira un arc AB entre les côtés de l'angle, et la droite OE qui divisera cet arc en deux parties égales sera évidemment la bissectrice de l'angle AOB.
£n appliquant ce procédé aux deux moitiés, aux quatre quarts, etc., de Tare, on divisera l'arc et l'angle en 4» 8, etc., parties égales.
Fig. lit*
Fig. lia.
xe
153. Il peut arriver que le sommet de l'angle sorte de la feuille de dessin ; en d'autres termes, on a besoin parfois de trouver labissecirice de l* angle formé par deux droites AB etCD qu'on ne peut pas prolonger jusqu'à leur point d'intersection.
On mène {Jig. ii3) une perpendiculaire quelconque £P sur AB et une perpendiculaire quelconque FQ sur CD. Sur ces perpendiculaires, on prend deux longueurs égales HF et GE; puis, par H, on mène une parallèle à CD, et, par G, une parallèle à AB; le point de rencontre M de ces deux lignes est un point de la bissectrice cherchée. En effet, ce point H est (53) à des dislances égales GE et HF des deux droites proposées. En prenant deux autres longueurs égales sur EP et FQ, on obtiendrait un second point M' de la bissectrice, et il ne resterait plus qu'à tirer MM'.
PROBLÈBfE.
154. Décrire une circonférence qui passe par trois points donnés A, B, C, non situés en ligne droite [fig. 77].
Le centre O devant se trouver (116) à l'intersection desper-
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pendiculaires élevées. Tune sur le milieu de AB, l'autre sur le milieu de BC, il suffira, pour avoir ce centre, de répéter ôeun fois la construction du n"* 151. Il est même inutile de tracer les droites AB et BC. Le centre 0 étant connu, on décrira la circonférence demandée à l'aide d'une ouverture de compas égale à Tune des trois droites égales OA, OB, OC.
Pour trouver le centre d'une circonférence déjà tracée, on prend à volonté trois points A, B, C, sur celte circonférence, et Ton applique la solution qui précède.
PROBLÈME
155. Mener par un point donné C une perpendiculaire sur une droite donnée AB.
Il y a deux cas à distinguer :
1° Le point donné C est sur la droite AB {Jig. i j3 ). En prenant de part et d*autre de C deux longueurs égales CA et CB sur la droite donnée, le problème est ramené à celui du n" 151. Seulement, ici, la droite AB est tracée, et Ton connaît son milieu, de sorte qu'il suffit de trouver un seul point D de la perpendiculaire. De là cette construction :
Avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, prenez sur la droite donnée, et à partir du point C, deux distances égales CA et CB. Ouvrez davantage le compas, et des points A et B comme centres décrivez successivement, avec cette nouvelle ouverture, deux petits arcs de cercle au-dessus de AB. En joignant au point C le point D d'intersection de ces arcs, vous aurez la perpendiculaire cherchée.
fÎQ, ii3. Fig. Il 4*
B :jE
2>^ Le point C est hors de la droite AB [Jig. 1 14 ). En traçant, du point C comme centre, un arc de cercle qui coupe la droite AB en deux points A et B* on est ramené au problème
LIVRB 11. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. S
du n** 151, avec celle différence qu'on connati déjà un poini C de la perpendiculaire ei qu'il suffil d'en irouver un second. De là la conslruclion suivanie :
Du poinl C comme cenlre, avec un rayon assez grand, décrivez un arc de cercle qui coupe la droite donnée en deux points A et B. De ces points comme centres, avec une ouver* lure de compas sensiblement plus grande que la moitié de AB, décrivez successivement deux petits arcs de cercle au-dessous de AB. En joignant au poinl C le poinl E où ces arcs se coupent, vous aurez la perpendiculaire demandée.
156. En bonne construction on ne doit jamais se servir c/irectement de Téquerre pour le dessin des perpendiculaires. Toutefois, il est un cas très-fréquent dans la pratique où remploi, en quelque sorte indirectf de cet instrument fournit d'excellents résultais : c'est celui où l'on doit mener sur une droite des perpendiculaires par plusieurs points. On commence par tracer avec soin l'une de ces perpendiculaires à l'aide du compas, puis on lui mène à l'équerre des parallèles par les autres points. On opère de même lorsqu'on veut élever une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite qu*on ne peut pas prolonger; on tracei l'équerre, par ce poinl extrême, une parallèle à une perpendiculaire que l'on a préalablement menée sur celte droite en un autre point à Taide de la règle et du compas*
Voici d'ailleurs une solution directe et fort simple de ce dernier problème : A étant le point extrême de In droite considérée, on décrit un cercle quelconque passant par A (Jis. 91); on trace le diamètre CB qui aboutit au second poinl de rencontre B du cercle et de la droite; en joignant AC, on a la perpendiculaire demandée, car Vangle CAB est droit comme inscrit dans une demi-circonférence.
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VI. - PROBLÈMES SUR LES TANGENTES
PROBLÈME
157. Mener par un point donné A une tangente à un cercle donné 0, Il faut distinguer deux cas :
1" Le point A (Jîg. ii5) est sur la circonférence. Il suffit
Fi(j. Il 5. Fiç. n6.
d'élever par le point A une perpendiculaire AT sur le rayon OA.
2"* Le point A est hors du cercle (Jlg. ii6). Supposons le problème résolu; soient AB une tangente menée par A au cercle 0, et B son point de contact. La tangente étant perpendiculaire à l'extrémité du rayon, du point de contact B on ▼oit la droite AO sous un angle droit OBA..Donc (134) le point B est situé sur la circonférence décrite sur AO comme diamètre; ce point étant d'ailleurs sur la circonférence donnée 0, il est à l'intersection de ces deux circonférences, et Ton voit dès lors qu'il y a deux solutions.
Ainsi on décrira sur AO comme diamètre une circonférence» et, en joignant au point A les points B et B' où cette circonférence rencontre la proposée, on aura les deux tangentes BA et B'A.
Corollaire.
158. Lés deux tangentes AB et AB' que Von peut mènera un cercle 0 par un point extérieur A sont égales entre elles, et la droite qui joint ce point extérieur au centre du cercle divise en deux parties égales l'angle BAB' des deux tangentes^ ainsi que l'angle BOB' des deux rayons OB et OB' qui abou-^ tissent aux points de contact.
tlVRB II. — LA GIRGONFÊRBKCB DE CERCLE. 87
En eftei, les deux triangles rectangles OBÂ. OB' A sont égaux comme ayant l'hypoténuse AO commune et les côtés de l'angle droit OB et OB' égaux entre eux comme rayons du cercle donné. On a donc
AB -^ AB', angle BAO == angle B'AO, angle BOA == angle B' 0 A.
SCOLIB.
159. Pour mener à un cercle une tangente parallèle à une droite donnée^ on mène le diamètre perpendiculaire à la droite donnée» et les extrémités de ce diamètre sont les points de contact des deux tangentes qui satisfont à la question.
PROBLÈME
Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC
On dit qu'un polygone est circonscrit a un cercle lorsque chacun de ses côtés est tangent à la circonférence; le cercle est alors inscrit dans le polygone.
Cela posé, soit ABC (Jig. 117) le triangle proposé dans lequel il faui inscrire un cercle. Supposons le problème résolu. La droite AO, qui joint le centre du cercle cherché au point de rencontre A des deux tangentes AD et A£, est, d'après le problème précédent, la bissectrice de l'angle A du triangle. On voit de même que le point 0 doit encore se trouver sur les bissectrices BO, CO, des angles B et C. D'après cela, on mènera deux de ces bissectrices» et de leur intersection 0 comme
Fig. 117.
centre, avec une ouverture de compas égale à la longueur commune des perpendiculaires OD, OE, OF, abaissées de ce point sur les côtés, on décrira une circonférence qui touchera en D, E, F, les côtés du triangle donné.
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SCOLIE
161. Il résulte de cetie démonstralion que les bissectrice^ des trois angles d'un triangle concourent en un même point. On voit d'une nrianière analogue que les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ABC (Jfig. ii8) forment un secomi
Fiff. ii8.
triangle O'O'O* dont les sommets sont situés sur les bissectrices des angles inicrieurs. Chacun de ces sommets est le centre d'un cercle exînscrii, c'est-à-dire d'un cercle tangent à l'un des côtés du triangle et aux prolongements des deux autres côtés. Il existe donc, en général, quatre circonférences tangentes à trois droites données.
Si l'on désigne par a, b, c les côtés BC, CA, ÂB du triangle ABC, et par p le demi-périmètre de ce triangle, on aura, pour les distances du sommet A aux points ou la droite AB touche les quatre cercles :
AM=:p, AD =:/!-- a, AI=p — 6, AK=/; — c. En eiïet, l'égalité
a/; = AB -f- BH -f- HC -+- CA = AB -+- BM -+- CN -h CA
= AM-f-AN = 2AM
donne d'abord «
AM 1= p.
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On obtiendrait de même
BK =zp, CL = p, et par suite,
AK - BK - AB ^ /i - c, AI = AL = CL - CA rr= p - ^,.
Enfin on a
2p = (EA H- AD) + (DB H- BF) h- (FC -^ CE),
=:r aAD -h 2BF -f- 2FC = 2AD -i- aa,
d'où
AD ~ p — a.
PROBLÈME
162. Décrire sur une droite donnée AB un segment capable d'un. angle donné.
Supposons le problème résolu, et soit AFB {Jig, 119) le segment cherché : la tangente BC au point B de ce segment fait avec la corde AB un angle ABC qui, comme tout angle AFB inscrit dans le segment, a (130) pour mesure la moitié de Tare situé au-dessous de AB; cet angle est donc égal à Tangle donné, et par suite l'angle ABO formé par AB et le rayon BO est égal au complément de Tangle donné. D'après cela, on aura une droite BO passant par le centre en construisant au point B, au-dessus de AB, un angle ABO égal au complément
Fig. 119.
(le l'angle donné. Le centre dû cercle cherché sera à Tinter* section de celte droite BO et de la perpendiculaire OE élevée sur le milieu de AB; on décrira donc ce cercle en plaçant l'une des pointes du compas en 0 et en donnant aux branches une
ouverture égale a OB.
PROBLÈME
Mener une tan fiente commune à deux cercles 0 ei
Supposons le problème résolu.
I® Soii AA' une tangente commune extérieure^ c'est-à-dire qui laisse les deux cercles d'un même côté (Jig. 120]. Si, par le centre 0' de l'un des cercles, on imagine une parallèle O'B à 4A.', cette parallèle sera, comme AA% perpendiculaire sur le rayon OA. Elle sera donc tangente en B au cercle décrit du point 0 comme centre avec OB pour rayon; or, lu figure ABO'A' étant un rectangle, on a
AB = A'O', et, par suite, OB ^ OA - AB r:^ OA — 0' A',
On est ainsi conduit à la construction suivante : décrivez une circonférence du point 0 comme centre, avec un rayon égal à la différence des rayons des cercles donnés, et par le point 0* menez une tangente à cette circonférence auxiliaire; B étant le point de contact obtenu, tirez OBA, menez O'A' parallèle à OA; en joignant les points A et A', vous aurez la tangente cherchée.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le point 0' ne soit pas à l'intérieur du cercle auxiliaire.
On doit donc avoir
00'>0B, c'est-à-dire 00'>OA-0'A',
ce qui revient à dire (122) que les deux cercles proposés 0 et 0' ne doivent pas être intérieurs l'un à l'autre.
Fi«;. 120.
Fîg. lao,.
Si les deux cercles 0 et 0' sont extérieurs, tangents exté-
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rieurement ou sécanis, on 9 00' > OA — O'A' ; le point 0 est extérieur au cercle auxiliaire, et Ton peut par ce point mener deux tangentes à ce cercle; donc les deux cercles donnés ont, dans chacun de ces cas, deux tangentes communes extérieures.
Si les deux cercles sont tangents intérieurement, on a 00' = OA — O'A'; le pohit 0' est sur la circonférence auxiliaire; on ne peut donc mener par ce point qu'une tangente à ce cercle et, par suite, les deux cercles 0 et 0' ont une seule tangente commune extérieure.
2" Soit EE' une tangente commune intérieure, c'est-à-dire qui laisse les deux cercles 0 et 0' de côtés différents [Jig, 1 20,). En imaginant, comme ci-dessus, une parallèle O'F à EE', on verra que cette parallèle est tangente à un cercle concentrique au cercle 0 et décrit avec un rayon OF égal à la somme OE-f-O'E' des rayons des cercles donnés, d'où l'on déduira la construction suivante : décrivez du centre 0 de l'un des cercles une circonférence, avec un rayon égal à la somme des rayons des cercles proposés, et du point 0' menez une tangente à ce cercle auxiliaire; F étant le point de contact, tirez OEF, menez O'E' parallèle à OF, et, en joignant les points E et E', vous aurez la tangente demandée.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le point 0' ne soit pas à l'intérieur du cercle auxiliaire; on doit donc avoir
00>0F ou 00'>OE-i-0'E',
ce qui revient à dire (123) que les deux cercles proposés 0 et 0' doivent être extérieurs l'un à l'autre ou tangents extérieurement.
Dans le premier cas, on a 00' > OE -+- O'E' ; le point 0' est extérieur au cercle auxiliaire ; on peut donc mener par ce point deux tangentes à ce cercle, et les deux cercles 0 et 0' ont deux tangentes communes intérieures. Dans le second cas, on a 00' = OE h- O'E' ; le point 0' est sur la circonférence auxiliaire ; on ne peut donc mener par ce point qu'une tangente & ce cercle, et, par suite, les cercles proposés 0 et 0' ont une seule tangente commune intérieure.
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164, En résumé :
Deux cercles extérieurs {fig. irai) ont quatre tangentes communes, deux extérieures, deux intérieures
Deux cercles tangents extérieurement [fig. 121,) ont trois tangentes communes, deux extérieures, une intérieure.
Fig. lai,.
Fig. 121,.
^ct»
Deux cercles sécants {fig, 121,) ont deux tangentes communes qui sont extérieures.
Deux cercles tangents intérieurement (fig. 121,) ont une seule tangente commune, qui est extérieure.
Fig. laig.
Deux cercles intérieurs l'un à l'autre n'ont point de tangente commune.
Les tangentes, soit intérieures y soit extérieures, se coupent sur la ligne des centres, qui est la bissectrice commune de leurs angles (53).
I. — Des méthodes en Géométrie
165. II est impossible d'indiquer une méthode générale et. certaine pour résoudre tous les problèmes de Géométrie. La nature des questions qu'on peut poser est trop variable pour que la solution puisse être obtenue à coup sûr en suivant une voie unique. Il existe toutefois quelques procédés particuliers qui s'appliquent plus directement à certaines classes de questions. Nous allons indiquer sommairement ici ceux qui se rapportent aux deux premiers Livres, en nous réservant de revenir dans la suite sur ce sujet au fur et à mesure que nous rencontrerons des méthodes nouvelles.
MÉTHODES DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES
166. Et d'abord, sauf pour un petit nombre de questions très simples qui se résolvent immédiatement, on procède toujours par substitutions successives. On ramène le problème proposé à un autre, qui se ramène à son tour à un troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un problème connu ou dont la solution soit immédiate.
C'est ainsi, par exemple, que le problème de mener par un point une parallèle à une droite se ramène à la construction d'un angle égal à un angle donné; que toutes les questions relatives aux perpendiculaires se ramènent à la première d'entre elles, mener une perpendiculaire sur le milieu d'une droite; que le problème de la tangente commune à deux cercles se ramène à la construction d'une tangente par un point extérieur, etc.
Voici un nouvel exemple un peu moins simple :
Construire, de tous les triangles équilatéraux dont tes côtés passent pur trois points donnés A, B, C, celui qui a te plus grand périmètre.
Fig. ia4.
Fig. laS.
Le sommet M du triangle cherché MNP (/îg. 124) doit se trouver sur
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lo segment capable de 60 degrés décrit sur AB. De même, le segment capable de 60 degrés décrit sur AC doit renfermer le sommet N. On obtiendra donc un triangle équilatéral circonscrit au triangle ABC, en décrivant sur AB et sur AG deux segments de 60 degrés, menant à volonté par le point A une sécante MAN, et tirant MB, NC, qui, par leur reacontre, donneront le troisième sommet P ; il restera alors à choisir parmi tous les triangles qu'on obtient ainsi celui dont le côté MAN est maximum. Le problème est donc ramené au suivant : Mener, par un point A commun à deux circonférences C et D, la sécante maximu/n (fig. ia5). Or, MAN étant une sécante quelconque, si Ton abaisse des centres C et D des perpendiculaires CP, DR, sur cette sécante, la droite PR sera la moitié de la sécante, et il suffira de chercher le maximum de PR ou de la parallèle DL qui lui est égale. Mais le triangle rectangle DLC donne DL < CD ; CD est donc le maximum de PR, et ce maximum a lieu lorsque la sécante MAN est parallèle à la ligne des centres C et D des deux circonférences.
167. Parfois le problème auquel on ramène la question proposée est plus général que celle-ci. Il faut alors ne prendre parmi les solutions du second problème que celles qui conviennent à la question primitive, et écarter les solutions étrangères. Ainsi, au n** 146, nous avons ramené le problème proposé à trouver sur la droite B.\ un point A dont la distance au point C soit égale à b. Mais, pour répondre au problème considéré, la droite AC » 6 doit, en outre, être placée dans l'angle donné B. C'est pourquoi, dans la discussion (146), nous avons rejeté les droites comprises dans l'angle adjacent et supplémentaire de l'angle B.
La méthode de «ubstitulions successives n'est pas seulement un procédé géométrique, c'est la marche que suit naturellement l'esprit pour établir une proposition quelconque dont l'évidence n'est pas immédiate. C'est ce qui explique l'intervention de cette méthode dans la démonstration de la plupart des théorèmes de Géométrie. Pour prouver la vérité d'une proposition A, on la ramène à une proposition B, qu'on ramène à son tour à une troisième proposition C, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à une dernière proposition M évidente par elle-mômo ou démontrée antérieurement. Mais, pour l'exactitude du raisonnement, il est indispensable qu'il y ait réciprocité entre deux propositions consécutives quelconques de la série A, B, C, . . . , M ; en d'autres termes, chacune des deux propositions consécutives considérées doit entraîner Tautre, sans quoi la vérité de la proposition finale M n'entraînerait pas celle de la première proposition A.
Dès qu'on est arrivé à construire la chaîne des propositions A, B, G, . . . , M, on peut exposer la démonstration de deux manières : soit en suivant Tordre même A, B, C, . . . , M, de l'invention, soit en partant au contraire de la proposition M et en remontant la série dans l'ordre inverse M, . . »,
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C, B, A. Dans le premier cas, on fait Y analyse da théorème; dans le second cas, on en présente la synthèse. L'analyse est la méthode d'invention; c'est par elle seule que Ton découvre. La synthèse n'est 6n réalité qu'une méthode d'exposition ; plus rapide qu'instructive, elle ne doit être exclusivement employée que dans les cas simples où la solution est évidente. En thèse générale, dans toute bonne exposition, il convient de commencer par une analyse succincte et de ne laiss r à la synthèse que le soin d'éclaircir les détails; les deux méthodes se prêtent alors un mutuel secours, l'une guidant la marche, l'autre l'assurant.
IIKTHOOE PAR INTERSECTION DE LIEUX GÉOMÉTRIQUES
168. La plupart dos problèmes de Géométrie reviennent en dernière analyse à la détermination d'un point d'après certaines conditions. S'agitil, par exemple, de faire passer un cercle par trois points donnés? 11 faut trouver le centre. Veut-on mener une tangente à un cerole par un point extérieur? On cherche le point de contact, etc. D'après cela, si on laisse de côté une des conditions données, les autres conditions ne sufliront plus pour déterminer un point unique, et il existera une inCnilé de points remplissant ces conditions et formant par leur ensemble un lieu géométrique auquel appartiendra le point cherché. En reprenant la condition délaissée, et faisant abstraction d'une autre, on aura un nouveau lieu géométrique qui rencontrera le premier au point demandé.
Ainsi, pour trouver le centre d*un cercle passant par trois points donnas A, B, G (1S4), on fait d'abord abstraction du point C, et l'on trouve pour le lieu des centres des circonférences passant par A et B la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB ; puis, reprenant le point C et délaissant le point A, on trouve pour le lieu des centres passant par B et C la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC. Ces deux perpendiculaires se coupent au centre demandé.
Dans le problème Mener une tangente au cercle 0 par un point extérieur A (157), le point de contact inconnu est déterminé par l'intersection de la circonférence 0, qui est un premier lieu, et de la circonférence décrite sur AO comme diamètre, qui est le lieu des points d'où l'on voit, comme du point de contact, la droite AO sous un angle droit.
Dans la recherche du segment capable d'un angle donné (162), la méthode des substitutions successives ramène d'abord la question à la recherche du centre d'un cercle passant par deux points donnés A et B, et tangent en B à une droite donnée CBD ; puis, en faisant tour à tour abstraction de la tangente CD et du point A, on trouve deux lieux rectilignes £0 et BO qui se coupent au centre cherché.
La méthode par intersection de lieux géométriques, due à l'école de Platon ( {3o-347 av. J.-C), est peut-être la plus générale et la plus f6-
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conde de toutes les méthodes de la Géométrie; Uélégance et la valeur pratique de la solution sont d'ailleurs subordonnées au choix plus ou moins habile des deux conditions que Ton délaisse tour à tour; car de ce choix dépendent la nature et la facilité de recherche des deux lieux employés. La ligne droite et le cercle sont les seuls lieux qui doivent Ogurer dans les problèmes relatifs aux éléments de Géométrie plane, où toutes les constructions doivent s'effectuer avec la règle et le compas.
La méthode se prête, d'ailleurs, aussi bien à la discussion des problèmes qu'à leur solution. On commence par chercher les conditions pour que les deux lieux obtenus se rencontrent : le nombre de leurs points communs est le nombre des positions du point choisi pour inconnue. On cherche ensuite, si on ne l'aperçoit immédiatement, combien, à chaque position du point cherché, répondent de figures remplissant les conditions de l'énoncé, ce qui conduit au nombre dés solutions du problème.
Remarquons enfin que, au lieu de ramoner un problème à la recherche d'un point, on peut parfois le ramener à la détermination d'une droite d'après certaines conditions. S'il arrive alors que, en délaissant une de CCS conditions, la droite devenue mobile reste tangente à un cercle fixe; puis que, en reprenant ladite condition et en faisant abstraction d une autre, la droite reste tangente à un second cercle, on aura la position de la droite cherchée en menant des tangentes communes aux deux cercles enveloppes. L'un dos cercles, ou même chacun d'eux, peut d'ailleurs se réduire à un point.
Proposons-nous, par exemple, de mener une droite D, qui passe par un point donne' A et qui détermine dans un cercle donné G une corde de longueur donnée. Les droites qui satisfont à la première condition seule ont pour enveloppe le point A. Quant aux droites qui satisfont à la seconde condition seule, elles enveloppent un cercle y concentrique au cercle G, puisque les cordes égales d'un même cercle sont équidistantes du centre. Toutefois, ce cercle 7 se réduit à son centre 0 si la longueur donnée, qui, d'ailleurs, ne saurait excéder le diamètre du cercle G, se trouve égale à ce diamètre. I^ droite cherchée D est, dans le premier cas, l'une quelconque des tangentes menées par A au cercle y; dans le second cas, c'est la droite AO.
169. Pour faciliter l'emploi delà méthode qui nous occupe, nous allons rappeler les lieux géométriques que nous avons déjà rencontrés, et en ajouter quelques autres qui se rattachent aux précédents et qui résultent immédiatement des théories étudiées.
1* Le lieu des points situés à une distance donnée d'un point donné est le cercle qui a le point donné pour centre et la distance donnée pour rayon (91 );
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2** Le lieu des milieux der cordes égides d'un cercle est un cercle concentrique au premier (104);
3* Le lieu des points d'où l'on peut mener à un cercle des tangentes d'une même longueur donnée est un cercle concentrique au premier ( 1 58) ;
4' Le lieu des points situés à une diucmce donnée d'une droite donnée est le système des deux droites parallèles à la droite donnée et situées à la distance donnée de celte droite (69);
5"* Le lieu des points situés à une distance donnée d'un cercle donné est le système des deux cercles concentriques au premier, dont les rayons sont égaux au rayon du cercle primitif augmenté ou diminué de la distance donnée (114);
6** Le lieu des points équidistants de deux points donnés est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui unit ces deux points(49);
7"* Le lieu des points équitUstants de deux droites qui se coupent est le système des bissectrices des angles forméâ par ces deux droites (53);
8** Le lieu des points d'où l'on voit une portion de droite sous un angle donné est le système de deux arcs de cercle passant par les extrémités de la droite (134). En particulier, le lieu des points d'où l'on voit une portion de droite sous un angle droit est la circonférence dont cotte portion de droite est un diamètre;
9^ Le lieu des milieux des cordes d'un cercle qui passent par un point donné est le cercle qui a pour diamètre la droite qui joint le centre du cercle primitif au point donné, car du milieu de chacune de ces cordes on voit cette portion de droite sous un angle droit (102);
lo* Le lieu des points dont lev distances à deux droites qui se coupent ont une somme ou une différence donnée est le système de quatre droites. l£n effet, on prouve d'abord aisément que les points du lieu qui sont sur les deux droites données sont les sommets d'un rectangle dont ces deux droites sont les diagonales. Puis, en prenant un point sur Tun de^ côtés du rectangle (ou sur ce côté prolongé), on voit que la somme (ou la différence) des distances de ce .point aux deux diagonales est égale à la dislance d'un sommet du rectangle à la diagonale opposée. Nous nous bornons à ces indications, en proposant au lecteur comme exercice de trouver les détails de la démonstration ;
II* I^ lieu des points M, teh que les pieds P, Q, R des perpendiculaires ahausées de ce poi/tt sur les côtés d 'un triangle ABC soient en lignedroite, est le cercle circonscrit à ce triangle (fig, 126).
En effet, quelle que soit la position du point M dans le plan, les quadrilatères MRPA, MRCQ sont inscriptibles, puisque des points R et P on voit MA sous un angle droit, et que des points R et Q ou voit MC sous un angle droit; il en résulte que les angles ARP, CRQ sont respectivement égaux aux angles AMP, CMQ.
Gela posé, si M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC, les angles
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AMC et PMQ sont égaux comme ayant Tun et l'autre pour supplément l'angle B; et si de chacun de ces deux angles on retranche Tangle PMC, les restes, c'est-à-dire les angles ANfP, CMQ, et, par suite, ARP et CRQ seront égaux, d'où il suit que P, R, Q sont en ligne droite. Inversement, si ces points sont en ligne droite, les angles ARP, CRQ sont égaux; par suite, AMP, CMQ ie sont aussi, ainsi que les angles AMC, PMQ qu'on obtient en leur ajoutant PMC ; or, comme l'angle PMQ est le supplément de B, il en est de même de AMC ; de sorte que le point M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
Fig, 126.
Un remarquera que la proposition précédente et sa démonstration subsistentsi, au lieu démener par le point M des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle, on mène des droites également inclinées sar ces côtés.
Ënfm, nous laissons au lecteur le soin de prouver que la droite PRQ, qu'on nomme droite de Simpson, est équidistante du point M et do point de concours des hauteurs du triangle ABC.
170. Voici maintenant quelques applications un peu moins simples que Vee exemples qui nous ont servi à exposer le principe de la méthode :
1° Construire un triangle ABC connaifsant le côté AB, la hauteur correspondante et l'angle opposé C.
Le sommet C est à l'intersection du lieu des points qui sont à une distance de AB égale à la hauteur donnée (1G9, 4"*) et du lieu des points d'où l'on voit AB sous l'angle donné (169, 8"*). Le premier lieu se composant de deux droites parallèles à AB et l'autre de deux arcs de cercle passant par A et B, il y a, en apparence, quatre solutions, qui se réduisent, en réalité, à une seule, vu l'égalité des quatre triangles trouvés. Le problème n'est, d'ailleurs, possible que si la flèche de l'arc ca^blc de C et décrit 9ur AB est supérieure ou égale à la hauteur donnée.
2* Mener entre deux cercles A et B une droite qui soit tangente au premier A et qui ait une longueur donnée.
Le cercle B est un premier lieu d'une extrémité de la droite; un se-
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cond lieu de la môme extrémité est un cercle concentrique à A ( 169, y). Le problème a quatre solutions, car de chacun des deux points (Communs aux deux lieux partent deux tangentes au cercle Â.
Ainsi, dans ce problème, le nombre des solutions excède le nombre des points d'intersection des deux lieux, tandis qu'il était moindre dans le problème précédent.
3" Décrire im cercle f/iâ touche à la fois une circonférenee C et une droite AX en un point donné A (^fig. 1 27 ).
Fig. 127.
La perpendiculaire élevée par le point A sur la droite donnée est évidemment un premier lieu du centre du cercle inconnu <
Cela posé, remarquons que ce centre est à une distance du point A égale au rayon du cercle cherché, et à une distance du point C égale à la somme ou à la diflérence des rayons du cercle inconnu et du cercle donné C, suivant que les cercles se touchent extérieurement ou intérieurement.
Donc, si Ton prend à partir du point A, de part et d'autre de la droite donnée AX et sur la perpendiculaire qu'on lui a menée au point A, deux longueurs AB et AB' égales au rayon du cercle C, on voit que le centre inconnu est équidistant de B et de C si le contact est extérieur, et de B' et de C si le contact est intérieur. Les perpendiculaires élevées sur les milieux de BC et de B'G forment donc un second lieu géométrique du centre cherché, et les points 0 et 0' où elles coupent la perpendiculaire menée par A à la droite donnée sont les centres des deux cercles qui résolvent la question.
Le point 0 existe toujours, car C et B étant de part et d'autre de AX, les droites BC et AX se coupent et, par suite, aussi les perpendiculaires à ces deux droites. Mais le point 0' peut cesser d'exister, car B'C peut être parallèle à AX; le cercle C touche alors AX, et c'est cette droite <iui tient lieu du cercle 0'.
lOO
GONSfkuCTIONS AUXILIAIRES : TRANSLATION, RENVERSEMENT, ETC.
171. Dans un grand nombre de cas, une hourease inspiration, fruit de rhabitude et d'un certain sentiment des choses géométriques, conduit à des constructions auxiliaires qui facilitent singulièrement la solution do problème proposé. On ne saurait évidemment formuler de règle générale ; la diversité de ces constructions tient à la nature si variable du sujet lui-même, et constitue au fond la richesse inépuisable de la Géométrie. L'étude comparée de plusieurs exemples bien choisis est plus instructive assurément que bien des préceptes. Toutefois, il convient de signaler quelques procédés qui réussissent souvent; tels sont la translation, la rotation, ou le retournement de certaines parties de la figure qui, permettant de mieux grouper les données, de réunir les éléments épars, rendent plus aisée la construction de la figure définitive.
Voici quelques exemples de translation parallèle :
1* Construire un trapèze connaissant les longueurs des quatre côtés
En transportant parallèlement à lui-même l'un des côtés non parallèles du trapèze jusqu'à ce qu'il rencontre l'autre, on obtient un parallélogramme et un triangle ; on sait construire le triangle, puisqu'on a ses trois côtés, et la figure s'achève immédiatement.
a* btant donnés deux parallèles XY, X'Y' et deux points A et ^situés hors de ces parallèles et de côtés diffétents, trouver le plus court chemin de A en B par une ligne brisée ÂMNB, telle que la portion MN comprise entre les parallèles ait une direction donnée (Jîg, 128).
Fig. 12^
Si l'on transporte la portion intermédiaire MN parallèlement à ellemême au point B, c'est-à-dire si l'on mène Bl parallèle à la direction donnée et égale à la longueur constante que les deux parallèles XY, X'Y' inlerceplont sur les droites ayant cette direction, on voit que la longueur de l'un quelconque AM'N'B des chemins considérés dans l'énoncé sera égale à celle de la ligne brisée AMIB ; elle se composera donc d'une partie constante Bl et d'une partie variable AM'I, et tout reviendra à chercher sur la droite XY la position du point M' pour laquelle le chemin AM'l est minimum. Or, cette position n'est autre évi-
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demmentque le point M où la ligne droite AI coupe XY. Connaissant M, on n'a plus qu'à mener MN parallèle à la direction donnée et à tirer NB, pour obtenir le chemin minimum demandé AMNB.
3* Voici un mode de transltilion qui permet de résoudre un grand nombre de problèmes relatifs au quadrilatère (fig* 129) (*).
Dans un quadrilatère ABCD, on peut transporter AB et AD parallèlement à eux-mêmes en CBi et CDi. Le parallélogramme BBiDiD formé do la sorte contiendra les éléments du quadrilatère groupés d'une façon souvent avantageuse; les droites issues de C sont les côtés du quadrilatère et les angles formés autour de ce point sont les angles du quadrilatère; enfin les côtés du parallélogramme sont égaux aux diagonales du quadrilatère et forment les mêmes angles que celles-ci.
Par exemple, s'agit-il de construire un quadrilatère ABGD connaissant les diagonales, leur angle et les angles BCA, CAD. La connaissance des diagonales et de leur angle permet de tracer le parallélogramme BBi Di D: puis, à l'aide des deux autres angles, qui sont respectivement égaux à BiBC, DDfC, on a le point C par la rencontre de deux droites, et la figure totale s'ensuit.
4"^ Remarquons enfin que la translation parallèle permet de mener entre tleux lignes données une droite de direction et de grandeur données ,
Il suffit de déplacer l'une des lignes de façon que chacun de ses points décrive une droite égale et parallèle à la droite donnée ; cette nouvelle ligne coupera la ligne qui est restée fixe aux points où devra passer la droite cherchée. Nous engageons le lecteur à appliquer la solution au cas où les lignes données sont deux droites, deux cercles ou une droite et un cercle.
172. On a vu, à propos du triangle isocèle, l'avantage qui peut résulter du retournement d'une figure, et, dans la théorie des perpendiculaires et des obliques, la facilité que présente l'adjonction à une figure de la figure symétrique par rapport à une droite convenablement choisie; sur la figure ainsi doublée, on saisit parfois d'un coup d'œil entre certaines lignes des relations qui seraient, sans cela, restées souvent inaperçues.
Voici d'autres exemples intéressants de celte méthode dile/^^r repliement ou par symétrie :
i* Éta/it donnés deux imnts A et B et unedrviteXY^ trouver sur cette droite un /wint M tel que la somme AM -+- BM soit un minimum.
Si les deux points donnés sont, comme A et B' (/îg- i3o), situés de part et d'autre de XY, la droite AB' résout la question ; elle coupe XY au point cherché.
(*) p£TeRSE!f, Aféthodes et théories pour la résolution des problèmes, (Traduit par M. Chemin.)
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Si les deux points A et B sont d'un môme côté de XV (^. i3o), on observe que tout point M' de XY est équidislant de B et de son symétrique B' par rapport à XY (48); le chemin AM'B' est donc égal à AM'B, et il suffit de chercher le minimum de AM' B'. A et B' étant de part et d'autre de XY, on n'a qu'à tirer la droite AB' qui rencontre XY au point cherché M. Il est bon de remarquer que les deux parties AM et MB du chemin minimum sont également inclinées sur XY. En effet, dans le rabattement de la figure autour de XY, le point M restant fixe, etB venant sur son symétrique B', l'angle BMY recouvre l'angle B'MY; et, comme ce dernier est opposé par le sommet à AMX, on voit que les angles AMX, BMY sont égaux.
Fig. i3o.
Fig. i3i.
a* Étant donnés deux points A etB et une droite XY, trouver sur cette droite un point M, tel que BM — AM soit un maximum.
Si les deux points donnés sont, comme A et B' (Jîg. i3i), situés d'un même côté de XY, la droite AB' résout la question ; elle coupe XY au point cherché M. En effet. M' étant un point quelconque de XY, on a dans le triangle B'M'A
AB' ou B'M — AM > B'M' - AM'.
Si les deux points Aet B sont de part et d'autre de XY (^g. i3i), on voit, en substituant, comme précédemment, au point B son symé> trique B' par rapport à XY, qu'il suffit de tirer AB', qui coupe XY au point cherché M.
3** Le premier des deux problèmes que nous venons de traiter se présente en Optique dans la théorie des miroirs plans. L*angle d'inci* dence étant égal à l'angle de réflexion, pour qu'un rayon lumineux issu du point B vienne, après réflexion sur le miroir XY, passer par A, il faut qu'il soit dirigé vers le point M où le miroir est rencontré par la droite qui joint le point A au symétrique B' du point B. On voit par là que le chemin décrit par la lumière est le plus court parmi ceux qui vont de B en A en passant par un point de XY.
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Il en est de môme lorsqu'un corps élastique, comme une bille de billard, vient se réfléchir sur la bande XY; pour que, lancée du point B, elle arrive en A, il faut qu'elle frappe la bande au point M où cette bande est rencontrée par AB'. Il est aisé, d'après cela, de résoudre ]q problème du billard jfolygonal :
Deux points ^ et Q étant marqués sur un billanl polygonal XYZU . . .T, de n dites, vers quel point M de la bande XY faut-il lancer une bille du point i*, pour qu'après réflexions sur les bandes successives XY, YZ, ZU, . . . , elle vienne passer par le point Q?
Quel que soit le point de la bande XY vers lequel on lance la bille, le prolongement de la route suivie par la bille après la réflexion passera par le point Pi symétrique de P par rapport à XY ; après la seconde réflexion, la bille se mouvra sur une droite issue du symétrique Pi de Pi par rapport à YZ, ... ; en continuant ainsi, on obtiendra un point P^ par lequel doit passer le prolongement de la droite que suit la bille après la dernière réflexion; comme cette droite doit aussi passer par Q, la droite PnQ déterminera par son intersection avec la dernière bande le point où la bille doit la frapper; et l'on pourra dès lors, en remontant, tracer la route complète de la bille. Le problème ne sera évidemment possible que si les points d'incidence se trouvent sur les bandes ellesmêmes et non sur leurs prolongements.
En faisant la figure pour le cas du billard rectangulaire, on pourra constater que, pour que la bille revienne au point de départ, il faut la lancer parallèlement à Tune des diagonales du rectangle.
4* Construire un polygone connaissant en position les perpendiculaires ai, «2* • • • » «rt cTcvées sur les milieux des côtés (Petersen).
Soit A le sommet inconnu qui est situe sur le côté perpendiculaire a «1 ; prenons dans le plan un point arbitraire P, et construisons successivement le Bymélrique Pi de P par rapport à a^ le symétrique P^ de Pt par rapport à «s, . . ., et ainsi de suite jusqu'au symétrique P» par rapport à ol„. Si Ton avait opéré sur A comme l'on vient de le faire sur P, le point An auquel on serait parvenu serait le point A lui-même, car Al, At, • . ., A» seraient les sommets successifs du polygone. Or la longueur d'une portion de droite étant égale à celle de la droite symétrique, on aurait donc AP ^ AP^; la perpendiculaire élevée sur le milieu de PP,, passe donc par le sommet inconnu A. Un deuxième point arbitraire, Q sur lequel on opérera comme sur P, fournira un deuxième lieu du sommet A, qui sera ainsi déterminé par l'intersection de deux droites.
On résout par des considérations analogues la question qui consiste à tracer le polygrme de périmètre minimum ayant respectivement un sommet sur chacune des droites indéfinies qui forment les côtés d'un polygone donné, attendu que deux côtés consécutifs du polygone inconnu doivent
(i"*) être également inclinés sur la droite qui contient leur point d'intersection.
Nous ne donnerons qu'un exemple de remploi des roiations^ nous proposant de revenir sur ce sujet après la théorie de Thomothétie.
Étcuit donnés deux cercles 0 et 0' et deux points k et h situés sur la circonféê^ence du cercle 0, trouver sur cette même circonférence un point M tel que, si ? et Q sont les points où AM et BM rencontrent respectivement la circonférence 0', la droite PQ ait une longueur donnée (Jîg. i3i bis).
L'angle PO'Q est connu de grandeur, puisqu'il fait partie d'un triangle PO'Q dont on connaît les trois côtés. L'angle AMB est aussi
Fi g. i3i bis.
connu, puisqu'il est inscrit dans un arc donné. Faisons tourner le triangle (VPA, autour de 0', d'un angle cd égal à PO'Q, de manière à amener O'P sur O'Q. Si A' est la position que prend ainsi le point A, et si l'on désigne par I l'intersection de PA et de QA', l'angle MIQ sera égal à l'angle de rotation u) ou à son supplément. On connaîtra donc dans le triangle MIQ deux angles M et I et, par suite, l'angle BQA'. Mais B est donré, et le point A' s'obtient en faisant tourner O'A de l'angle ci> autour de 0'. Donc le pointQsera sur le segment capable de l'angle connu BQA', décrit sur une droite connue BA'; comme ce point Q appartient, en outre, à la circonférence 0', il sera déterminé.
LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
une figure rectiligne à laquelle on donne, par extension, le nom âepo» Ijrgone; ainsi quand nous dirons le polygone ABC DE, il faudra entendre la figure rectiligne obtenue en joignant par des lignes droites le premier point A au second point B, le second point B au troisième C, .. .| et enfin le dernier point E au premier A.
Considérons, dans un plan, deux systèmes de points A et A', B et B', C et C, . . ., qui se correspondent un à un d'après une loi géométrique d'ailleurs quelconque. Soient AB. . . PQR. . . , un polygone formé avec les points du premier système, et A'B'.. .FQ'Ii'.. . , le polygone formé avec les points correspondants ou homologues du second système. Supposons enfin que deux observateurs parcourent simultanément, Tun le chemin bien détermiâé.AB. . .PQR.. ., l'autre le chemin correspondant A'B'...P'Q'R.. .. Nous dirons que les deux polygones AB...PQR..., A'B'. . .P'Q'R'. . . sont de même sens ou de sens opposés suivant que deux sommets homologues quelconques R et R' sont vus de la même manière (c'est-à-dire tous deux adroite ou tous deux à gauche), ou de manières différentes (c'est-à-dire Tun à droite, l'autre à gauche) parles observateurs parcourant les deux côtés homologues PQ, P'Q' qui précèdent immédiatement R et R'.
Nous désignons» en général, deux sommets homologues de deux polygones correspondants par une même lettre, en accentuant celle qui est relative au second polygone; toutefois cette notation n'est pas toujours possible, quand les deux figures ont des points communs, à moins de mettro^ deux lettres à un môme point, ce qui serait une complication inutile. On évite toute ambiguïté en convenant d'attribuer, dans les symboles ABC. . ., MNS. . . qui désignent deux polygones correspondants, le môme rang aux deux lettres qui répondent à deux points homologues ; ainsi, A est l'homologue de M, B l'homologue de N, etc.
Deux polygones correspondants ABC..., A'B'C... sont dits égaux lorsqu'on peut les superposer soit directement, soit par retournement, de manière que chaque sommet vienne sur son homologue. Dès que le mode de correspondance des sommets est fixé, il est clair que la superposition n'est possible que d'une seule manière.
174. Deux ftotjrgones égaux et de même sens ABC. . . , A'B'C. . . coïn^ cideni dés qi^iis ont deux couples A et AL B et h' de sommets consécu" tifs communs.
En efl'et, dès que A'est en A' et B en B', BC prend la direction h'C, puisque BC et B'C sont du môme côté par rapport à AB et font des angles égaux avec cette droite; d'ailleurs, B'C = BC; donc C tombe en C, et l'on verrait de môme que D' tombe en D, et ainsi do suite.
Si les polygones étaient de sens opposés, ils seraient symétriques par rapport au côté commun AB; car si l'on imaginele polygone ABCiDi.. .
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Symétrique de ABCD. . . par rapport à AB, ce nouveau polygone sera de même sens que A'B'C'D'. . ., lui sera égal et aura avec lui deux points homologues communs A et A', B et B'; donc il coïncidera avec lui, d'après la proposition précédente.
THÉORÈME I
175. Lorsque deux polygones égaux et de même sens ABC . . . , A'B'C . . . sont situés dans un même plan, on peut amener le premier sur le second par une rotation autour d^un point du plan {fig, i3a).
Il suffit, d'après le n° 174, de montrer qu'on peut, par une rotation, amener A sur A' et B sur B'.
Or construisons sur A'B' un triangle A'B'A* ^al à ABA' et de même sens, et soit 0 le centre du cercle qui passe par les trois points A, A', A'. Les triangles OAA', OA'A' sont égaux comme ayant les trois côtés égaux ; ils sont, en outre, de même sens, car deux cordes égales et consécutives AA', A'A' d'un cercle comprennent le diamètre A'O qui aboutit à leur point commun. Donc, si, par une rotation autour de 0, on amène OA sur OA', le triangle OAA' coïncidera (174) avec OA'A'; et, par suite, le triangle ABA' coïncidera avec A'B'A".
Fig. i32.
Fig. i33.
Il importo de remarquer que le centre de rotation 0 doit être équidistant de deux points homologues quelconques ; il est donc le point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des droites qui joignent deux points homologues quelconques.
Enfin le raisonnement et l^conclusion supposent que les points A, A', A' no soient pas en ligne droite, c'est-à-dire, d'après la construction du point A', que AB et A' B' ne soient pas parallèles et de même sens ; s'il on était ainsi, la figure AA'BB' serait un parallélogramme, AA' et BB' seraient donc égales, parallèles et de même sens, et alors, pour amener A sur A' et B sur B' et, par suite, la première figure sur la seconde, il suffirait d'opérer sur la première figure une translation^ c'est-à-dire de faire décrire à chaque sommet une droite égale et parallèle à AA^
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Corollaires.
176. Quand une figure de forme et de grandeur invariables se déplace dans aon plan d*un mouvement continu, chaque point décrit une trajectoire; soient ABC. . . une position quelconque de la figure, A'B'C. . . une position voisine; si la seconde figure tend vers la première, les cordes AA', DB', ce, . . . deviennent les tangentes en A, B, C, . . . , aux trajectoires de ces points, et les perpendiculaires élevées sur les milieux des cordes deviennent les normales aux trajectoires; comme ces perpendiculaires passent par un même point 0 dont la situation dépend à la fois des deux positions successives ABC. .., A'B'C. . . de la figure, à la limite, ces perpendiculaires, c'est-à-dire les normales, passeront par un même point co dont la situation ne dépend plus que de la position AB(^. ... de la figure considérée. Donc, quand une figure se déplace dans son plan, les normales aux trajectoires des divers points, pour une position tléterminée quelconque de la figure, passent par un même point co ; ce point (i> a reçu le nom de centre instantané de rotation relatif à la position considérée de la figure.
Si Ton sait mener les normales aux trajectoires de deux points de la fi<;ure mobile, on aura par Tintersection de ces droites le point co, et il suffira de joindre w à tout autre point de la figure pour avoir la normale et, par suite, la tangente à la trajectoire de ce point.
177. Considérons, on particulier, le déplacement d'une droite AB (fig. i33). Soient (o le centre instantané relatif à la position AB, et P la projection de co sur la droite AB, c'est-à-dire le pied de la perpendiculaire abaissée de u> sur AB. Quand AB se déplace, le point P, considéré comme invariablement lié à la portion de droite AB, décrit une trajectoire qui, d'après le numéro précédent, a pour normale Pcuet, par suite, pour tangente en P la droite PAB. Donc, quand une droite se cléplace dans un plan suivant une loi déterminée quelconque, elle reste constamment tangente à une ligne qu'on nomme son enveloppe; et, pour une position quelconque de la droite, le point où elle touche son enveloppe est la projection sur cette droite du centre instantané de rotation correspondant.
Ce point de contact est aussi la limite du 'point 1 où la droite AB est rencontrée fxir sa position infiniment voisine A'B'. En effet, soient 0 le point autour duquel il faut faire tourner AB pour amener A en A' et B en B', Q et Q' les projections de 0 sur AB et A'B'. Le point I est l' intersection des tangentes AB, A'B' au cercle décrit du point 0 comme centre avec OQ = OQ' pour*rayon; la distance QI, moindre que QQ', tend donc vers zéro quand A'B' tend vers AB; donc le point I a la même
limite que le point Q, c'est-à-dire a pour limite la projection P sur AB du centre instantané co relatif à AB.
THÉORÈME II
178. Lorsque deux polygones égaux et de sens opposés ABC. . ., A'B'C. . . sont situés dans un même plan^ on peut amener le premier sur le second au moyen du retournement du plan autour d^ un certain ajce et d'une translation rectiligne parallèle à cet axe (Jig, i34).
Fig. 134.
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Kn effet, achevons le parallélogramme AA'B'Bs dont AA' et A'B' sont deux côtés consécutifs; puis, par le milieu I de AA', menons la parallèle L à la bissectrice AE de l'angle B^ AB. Le polygone Ai Bi Ci . . . , symétrique de ABC. . . par rapport à L, étant égal à A'B'C. . . et de même sens, il suffît de prouver que la figure A'B'Bi Ai est un parallélogramme, et que AAi est parallèle à L; car, alors, en repliant le plan autour de L, on amènera ABC... sur AiBiCi...; puis une translation rectiligne égale et parallèle à AiA' et, par conséquent, parallèle à L amènera Ai sur A', Bi sur B' et, par suite (17i), AiBiC,. . . sur A'B'C. ...
Or AiBi et AB], étant les symétriques d'une même droite AB par rapport à deux axes parallèles L et AE, sont égales, parallèles et de môme sens; d'ailleurs A'B' et ABj sont aussi égales, parallèles et de même sens; il en est donc de même pour AiBi et A'B', de sorte que la figure A'B'BiAi est bien un parallélogramme. D'autre part, a étant le milieu de AAi, c'est-à-dire le point de rencontre des deux droites rectangulaires AAi et L, et a' étant la projection de A' sur L, les triangles rectangles Ala, A'Iol' sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et les angles égaux; il en résulte A'a'= Aa = aAi, de sorte que la figure Al A' s' a est un rectangle, ce qui prouve que Ai A' est parallèle à L.
I^ droite L est également inclinée sur deux côtés homologues quelconques des deux polygones, et elle contient les milieux des droites qui joignent les sommets homologues.
I. - LIGNES PROPORTIONNELLES
NOTIONS PRÊLIMI!^AIRES.
179. Supposons qu'un mobile parcoure de gauche à droite une ligne droite indéfinie XY, sur laquelle spnt marqués deux points fixes A et B, et étudions les variations du rapport des distances du mobile aux points A et B [fig, i35).
Fi{;. i35.
^ U.' AMO^n N'Y
Pour toute position M' du mobile à gauche de A, on a
NTA M^B - AB AB
MB ' ' MB ~ ' M'B'
On voit par là que si M' est très-loin, le dénominateur M'B
AB
esl très-grand ; par suite, la fraction ---,« esl très-petite, et le
M'A rapport ^rp^ est aussi voisin qu'on veut de l'unité. A mesure
que le mobile se rapproche du point A, le dénominateur M'B
AB
diminue en tendant vers AB ; la fraction :=-rf^ augmente en se
Al If
rapprochant de l'unité, et le rapport -j:.-;^ diminue jusqu'à o,
valeur qu'il atteint lorsque te mobile arrive en A. Ainsi, à gauche du point A, le rapport considéré décroît d'une manière
continue de t ào.
MA
Au delà du point A, le rapport ^1-0 augmente» puisque son
numérateur croît et que son dénominateur diminue; et il devient égal à I, lorsque le mobile est au point 0 milieu de AB.
Ainsi, de A en 0, le rapport considéré crott d'une manière continue de o à I .
NA A partir du point 0, le rapport ^^ continue à croître pour
les mêmes motifs; à mesure que le mobile se rapproche de B, le numérateur NA tend vers AB, le dénominateur NB dimioue f^n tendant vers o; et, par suite, le rapport acquiert des valeurs de plus en plus grandes et peut même surpasser tel nombre qu'on voudra. On exprime ce fait en disant que la valeur du rapport devient infinie^ et l'on représente par le symbole 00 cet état limite. Ainsi, de 0 en B, le rapport considéré crott d'une manière continue de i à /'ao . Enfin, pour toute position N' du mobile au delà de B, on a
N'A N'B -f- AB AB
lorsque le point N' s'éloigne de B, le dénominateur N'B aug-
AB
mente de plus en plus jusqu'à l'infini; la fraction ^^7^ diminue
N'A graduellement jusqu'à zéro, et le rapport |^ décroît successivement jusqu'à I. Ainsi, à droite de B, le rapport considéré décroît d'une manière continue de l'co à 1 .
En résumé, le rapport considéré prend deux fois à gauche du point 0 toutes les valeurs numériques moindres que i, et deux fois à droite du point 0 toutes les valeurs numériques supérieures à i.
Donc enfin, ét€mt donnés deux points fixes A et B, il existe toujours sur la droite indéfinie XY qui les contient, deux points, et seulement deux, tels que les rapports des distances de chacun d'eux aux points ketB aient une même valeur donnée. Ces deux points sont situés d'un même côté du milieu 0 de AB, l'un entre AetB, l'autre en dehors; ils sont d'ailleurs à gauche deO, comme M et M' ou à droite deO, comme N ^/N', suivant que la valeur donnée du rapport est inférieure ousupérieureàVuttité.
180. Le point N, situé entre A el B, divise réellement la droite \R dans le rapport donné ; par extension, on dit que le point extérieur N' divise aussi la droite AB dans ce môme rapport. Pour éviter toute confusion, on qualifie alors iVacUliti/s les
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segments NA et NB déterminés par le point N, et dont AB est la somme, ei de soustmctifs les segments N'A et N'B déterminés par le point N% et dont AB est la dirférence.
Lorsqu'une droite AB est ainsi divisée par deux points N etN', de façon que les segments additifs NA et NB soient pro* portionnels aux segments sousiractifs N'A et N'B, on dit que ces deux points N et N' divisent liarmoniquement la droite AB ou sont conjugués harmoniques par rapport à la droite AB.
THÉORÈME
181 . Deux droites quelconques sont coupées en parties pro^ portionnelles par une série de droites parallèles; en d'autres termes, lorsque deux droites AG, A'G\ sont coupées par une série de parallèles AA', BB',..., GG', le rapport de deux segments quelconques de la première droite est égal au rapport des segments correspondants de la seconde (Jig. i'36, 137).
Flg. i3r. t;
_ .AG
Il suffit (note 1) de prouver :
i" Que, si deux segments AB et EF de la première droite sont égaux entre eux, les segments correspondants A'B' et E' F' de la seconde droite sont aussi égaux entre eux ;
a* Que, si sur la première droite, un segment EG est égal à la somme de deux autres AB et CD, sur la seconde droite, le segment E'G', correspondant à EG, est aussi égal à la somme des segments A'B' et CD' qui correspondent à \B et à CD.
i* Menons A'P et E'Q parallèles à AG; A'P et AB seront égales comme parallèles comprises entre parallèles; E'Q sera égale i EF pour la même raison ; par suite, on aura A'P = E'Q, puisqu'onaparhypothèse AB = EF.D*ailleurs, les angles PA'B', QE'F', sont égaux comme correspondants, et les angles A' PB', E'QF', comme ayant les côtés parallèles et de même sens; donc, les triangles PA'B', QE'F', ayant un côté égal adjacent à deux an* gles égaux chacun à chacun, sont égaux, et l'on a A'B' = ET'.
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2<> Puisque, par hypothèse, EF — AB, el GF = CD, on a, d'après Talinéa qui précède, E'F'=iiA'B' el F'G' = C'D'; le segment E'G' est donc égal à la somme de A'B et de CD'.
La figure peut offrir deux dispositions différentes; mais la démonstration ne change pas.
THÉORÈME
182. Toute parallèle DE à l'un des côtés BC d*un triangle ABC divise les deux autres côtés en parties proportionnelles {M- i38, 189, 140).
Fig. i38. Fig. 189. Fi0. i4o.
En effet, en concevant par le sommet A une parallèle à BC, on voit (181) qu'on a
BA CA
^^' BD Cl*
Chacune de ces proportions se trouve ici démontrée direc* tement; mais il convient de remarquer qu'en vertu des règles de l'Arithmétique, l'une quelconque d'entre elles entraîne les deux autres.
Nous avons indiqué les trois dispositions que peut présenter la figure.
183. Réciproquement, si deux points D et E, situés respec-tivement sur deux côtés AB et AC d'un triangle ABC, divisent ces côtés en parties proportionnelles, la droite DE qui unit ces deux points est parallèle au troisième côté BC.
Puisque chacune des proportions (i), (2}, (3), entraîne les
deux autres, on peut partir de l'une quelconque d'entre elles comme hypothèse; nous choisirons par exemple la première
DA EA '*^ DB^EC
Cela posé, il faut distinguer plusieurs cas:
Supposons d* abord les points D e/ £ situés sur les côtés euxmêmes, c'est-à-dire Tun D entre A et B, et l'autre E entre A et C (Jig. 1 38) ; et concevons par le point D une parallèle à BC Cette parallèle déterminera (181 ) entre A et C un point dont
DA
les distances à A et C formeront un rapport égal à -rr^- Or,
entre A et C(179), il n'existe qu'un seul point dont le rapport
des dislances à A et C soit égal à 77^1 et ce point est par hy-
pothèse le point E. Donc la parallèle à BC, menée par le point D, passe par E et coTncide avec DE. Donc enfln DE est parallèle à BC.
Supposons^ en second lieu, les points D et E situés sur les prolongements des côtés. Si D est, par exemple, au-dessous
de AB {Jig. i3g ), le rapport ^r-.z sera supérieur à i ; il en sera
EA
donc de même de son égal ^ et, par suite, le point E sera
pareillement au-dessous de AC. Dès lors la démonstration s'achèvera comme ci-dessus.
On verrait de même que si D était au-dessus de B A {/Ig, i4o ), la proportion (1) exigerait que E fût au-dessus de CA; puis, on achèverait la démonstration comme dans le premier cas.
Celle réciproque demande une certaine attention; l'hypothèse renferme en réalité deux parties : la première consiste dans l'existence de la proportion (i), et l'autre est relative à la situation des points D et E qui doivent être placés de la même manière sur les côtés AB et AC. Bien que sous-entendue d'ordinaire pour plus de brièveté, cette seconde partie est indispensable; car si l'un des points D était, par exemple, sur le côté lui-même et l'autre E sur l'un des prolongements, la droite DE ne saurait être parallèle à BC, bien que la proportion (i) fût satisfaite.
R. et DB c. — Tr, de Géom. ( !•• Parlie). 8
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THÉORÈME
Dans tout triangle ABC [Jig* i
1° La bissectrice AD d'un angle quelconque BAC divise le côté opposé BC e/i deux segments additifs DB e^ DG proportionnels aux côtés adjacents;
2*» La bissectrice AD' d'un angle extérieur BAE divise le côté opposé BC ^/i deux segments soustractifs D'B, D'C, proportionnels aux côtés adjacents.
rijj. i4i.
En effet :
1^' En menant BE parallèle à la bissectrice AD, on a dans le triangle BEC (182)
DB_ AE DC"" AG
D'autre part, l'angle BEA est le correspondant de Tangle DAC, et les angles EBA et DAB sont alternes-internes; or, AD étant bissectrice de l'angle BAC, les-angles DAC, DAB, sont égaux; par suite, les angles BEA, EBA, sont aussi égaux, et le triangle BAE est isocèle. En remplaçant dès lors, dans la proportion qui précède, le côté AE par son égal AB, on a
DB AB DC^AC
2° En menant BE' parallèle à la bissectrice AD' de Tangle extérieur BAE, on a dans le triangle D'AC ( 182}
IVB _ AE' b'C ~ Xc *
D'autre part, l'angle BE'A est le correspondant de l'angle D'AE, et les angles E'BA et D'AB sont alternes-internes; or, AD' étant bissectrice de l'angle BAE, les angles D'AE, D'AB» soni
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égaux; par suite, les angles BE'A, E'BA, sont aussi égaux, ot le triangle BAE' est isocèle. En remplaçant dès lors, dans la proportion qui précède, le côté AE' par son égal A13, on a
D'J AB i>'C~Ali'
185. RficirROQUEMEKT, siune droite, issue du somme td* un angle d'un triangle, divise le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés adjacents, cette droite est la bissectrice de l'angle considéré ou de l'angle supplémentaire, suivant quelle rencontre le côté opposé lai-même ou l'un de ses prolongements.
En effet, entre B et C il n'existe qu'un point D qui divise BC dans le rapport de AB à AC (179^; le théorème direct exige donc que ce point appartienne à la bissectrice de Tangle BAC
fis- i4i).
De même, sur les prolongements de BC, il n'existe qu'un point D' qui divise BC en deux segments souslractifs proportionnels à AB et AC (179); dès lors, le théorème direct exige que ce point appartienne à la bissectrice de Taugle extérieur BAE {fig. i4i>
(vOROLLAIRJB.
Les deux points D et D' satisfont à la proportion
DR IVB DC^D'C^
ils sont donc (180) conjugués harmoniques par rapport à la droit(i BC. Ainsi, les deux côtés d'un angle, la bissectrice de cet angle et celle de son supplément, déterminant quatre points sur une sécante quelconque, les deux derniers sont conjugués par rapport aux deux autres.
THÉORÈME
187. Le lieu géométrique des points dont les distances à deux points fixes sont dans un rapport donné est une circon^ Jérence (fig. i^i).
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Soient B et C les deux points fixes, — le rapport donné et M un point quelconque du lieu, c'est-à-dire un point tel qu'on ait
MB m ^'^ MC^/i"
Il existe d'abord, sur la droite indéfinie BC, deux points du
Figf. 143.
lieu, c'est-à-dire (179) deux points D et D' qui satisfont aux
relations
I)B_^î D'Bm
on déduit de là
DB _ MB D^B MB
DC~MG 1VC"'MC
Ces proportions prouvent (185), la première que MD est la bissectrice de l'angle BMC, et la seconde que MD' est la bissectrice de l'angle adjacent supplémentaire. Or, les bissectrices de deux angles adjacents et supplémentaires sont rectangulaires. Donc, le point variable M est le sommet d'un angle droit DMD' dont les deux côtés passent constamment par deux points fixes D et D'; tout point M (lu lieu est donc situé sur la circonférence décrite sur DD' comme diamètre.
Réciproquement, tout point M de cette circonférence DD' appartient au lieu.
En effet, B' étant le symétrique de B par rapport à la droite DM, désignons provisoirement par P le point où CB' rencontre DM; DP sera la bissectrice de l'angle BPC, et l'on aura
PB PB m PC "^ DC ~ /i '
Donc, le point P appartient au lieu; mais, comme tel, il est sur la circonférence DD' et, par suite, il coïncide avec M qui est le seul point, autre que D, commun à DM et à la circonférence DD'. Donc, M appartient au lieu.
188. Lorsque le rapport donné est égal à l'unité, D devient le milieu de BC et D' passe à l'infini (179); le cercle devient la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC (W).
§ ir. — UGNES PROPORTIONNELLES DANS LE CERCLE.
DÉFINITIONS
18î). On dit que deux droites, tracées entre les côtés d'un angle ou de son opposé par le sommet, sont anti-parallèles, lorsque la première fait avec l'un des côtés de l'angle donné un angle égal à celui que la seconde droite fait avec l'autre côté.
Ainsi, les deux droites DE et BC {fig. i43) sont anli-paral lèles par rapport à l'angle BAC, si l'angle ADE est égal à l'angle
Fig. i/|3.
ACB. Alors l'angle AED, que la première droite forme avec le second côté AC, est égal à l'angle ABC que la seconde droite fait avec le premier côté AB (76).
THËORÈME.
190. Lorsque les deux côtés d'un angle sont coupés par deux droites anti-parallèles ^ le produit des distances du sommet aux deux points où chacun des côtés est rencontré par les deux transversales est constant {Jig, î43).
Ainsi, BAC étant l'angle proposé et les deux droites BC et DE étant anii-parallèles, on a la relation
AB.AD- AC.AE
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En effet, prenons AD'= AD ei AE'=AE, et menons D'E'. L'égalilc des irîangles ADE, AD'E', Cfiii ont un angle commua compris entre deux côlcs égaux, entraîne celle des angles ADE, A'D'E'. D'ailleurs, les angles ADE, ACB, sont épaux par hypothèse (189); donc les angles correspondants AD' E', ACB, sont égaux, ei les droites BC, D'E' sont parallèles (05;; on a donc (182) la proportion
AE AD
191 . Réciproquement, si deux droites DE el BC, (racées entre (es côtés d'un angle BAC, sont telles, que le produit des distances du sommet aux deux points où elles coupent chacun des côtés soit constant, c'est-à-dire sont telles, qu'ont ait
(i) AB.AD = AC.AE ou xi'^XD'
ces droites sont anti-parallèles par rapport à cet angle.
En effet, concevons ( //^ i43) la droite qui, menée par le point E, serait anti-parallèle à BC par rapport à l'angle BAC; cette droite coupe le côté AB en un point (190) dont la dislance au sommet A sera une quatrième proportionnelle à AB, AE, AC. Or, la distance AD est précisément, en vertu de l'égalité (i), cette quatrième proportionnelle; donc la droite DE est anti-parallèle à BC.
Corollaire.
Si les deux points D et B se confondaient {fig* i
on aurait AB = ACAE.
Donc, lorsque deux droites anti -parallèles par rapport à
un angle se coupent sur Vun des côtes de cet angle, la distance
du sommet à ce point est moyenne proportionnelle entre les
distances du sommet aux points où le second côté de l^angle
coupe les deux droites anti-parallèles.
R^ciPROQURMKNT, si par un point B, pris sur l'un des côtés d*un angle BAC, on mène dans V intérieur de V angle deux
droites BC, BE, telles, que AB = AC. AE, ces deux droites sont anti -parallèles par rapport à cet angle,
THÉORÈME
193. Sif d'un point pris dans le plan d'un cercle, on mène des sécantesà ce cercle, le produit des distances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécante avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante.
Fig. i45.
Fig. i/|6.
fi
lig. 147.
Ainsi, soient EA, ED, deux sécantes issues du point ^wç^ E; il s'agit de démontrer qu'on a
EA.EBrrrEC.ED.
La figure peut se présenter de deux manières, suivant que l6 point E est intérieur (y?^. i45) ou extérieur au cercle [fii- » 46) ; mais la démonstration est la même dans les deux cas.
Alenons irs cordes AC et BD; les angles A(J), ABD, étant inscrits dans le même segment, sont égaux, et par suite les cordes AC, BD, sont anti-parallèlos par rapport à l'angle AED. On a donc (100) la relation (i)
Le produit constant EA.EB a reçu le nom de puissance du point E par rapport au cercle considéré,
19V. RtciPROQCEMENT , lorsquc deux droites AB et CD, prolongées, s'il le faut, concourent en un point E tel qu'on ait
la relation
EA.EB ^EC.ED
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les extrémités A, B, C, D, sont situées sur une même circonférence.
£n effet, d'après le n"* 191, la relation donnée prouve que les deux droites AC et BD sont anti-paralièles par rapport à Tangle A£D; par suite, les angles ACD, DBA, sont égaux, et si sur la droite AD on décrit un segment capable de l'angle ACD, la circonférence qui passe par les trois points A, C, D, renferme le point D.
CotiOLLAlRB.
195. Reprenons le cas où le point E est extérieur {/ig. i46), et supposons que la sécante £DC tourne autour du point £ jusqu'à ce qu'elle coïncide avec la tangente £F; la sécante entière £C et sa partie extérieure £D deviendront l'une et l'autre égales à la longueur £F de la tangente, et la relation
£A.EBzi:r£C.£D,
prise à la limite, sera la suivante
Donc, 5/, par un point extérieur à un cercle, on mène à ce cercle une sécante et une tangente, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure.
On peut d'ailleurs appliquer directement à ce cas parJLiculier la démonstration du cas général : les angles £BF, AF£ [Jig» 14?)» ï'un inscrit, l'autre formé par une tangente et une corde, ont l'un et l'autre pour mesure la moitié de l'arc AF; l'égalité de ces angles prouve l'anti-parallélisme des droites AF et BF par rapport à l'angle £, et par suite (192) entraîne la relation
Ëf' = EA.£B.
196* BficiPAOQUEiHENT, si trois points A, B, F, situés, les deux premiers A 6/ B sur un côté de l'angle £, et le troisième F sut l'autre côté, sont tels, qu'on ait la relation
la circonférence qui passe par ces trois points est tangente en F au côté EF.
En effet, d'après le n® 192, la relation donnée prouve l'amiparallélisme des droites AF et BF par rapport à Tangle £; les angles AFE, £BF, sont donc égaux; par suite, si Ton décrit une circonférence passant par A et F et tangente en F à la droite EF, cette circonférence, d'après la construction connue du segment capable (162), passera par le point B.
§ m. - SIMILITUDE DES POLYGONES.
DÉFINITIONS
197. Deux polygones d'un même nombre de côtés sont dils semblables lorsqu'ils ont les angles égaux et les côtés homologues proportionnels.
On entend par côtés homologues ceux qui sont adjacents à des angles respectivement égaux, et Ton donne à ces angles eux-mêmes le nom d*angles homologues; enfin, on appelle rapport de similitude des deux polygones le rapport de deux côtés homologues quelconques.
Fig. i48.
Ainsi les deux pentagones ABCDE, A'B'C'D'E' {fig. i48), sont semblables, s'ils satisfont aux relations
BC CD' ""DE' ""EA
laa
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Dans les triangles semblables, lelsque ABC,A'B'C'(/g^. 149', I js côtés bomologues sont opposés aux angles égaux.
Fig. 149.
fi
LENîME.
198. En coupant un triangle ABC par une parallèle DE à l'un des côtés BC, on détermine un nouveau triangle ADE semblable au premier [Jlg. 1 5o, 1 5 1 , 1 Sa j.
Fig. i5o.
Fig. i5i.
Fig. i53.
En effet :
D'abord les deux triangles ADE, ABC [fig. i5o), ont leurs angles respectivement égaux; car l'angle A est commun et les angles ADE, ABC, sont correspondants, ainsi que les angles AED, ACB.
En second lieu, les côtés homologues sont proponionnels; car, DE éiant parallèle à BC, on a (182}
ADAE
r^ Ab-Àc'
puis, en menant £F parallèle à AB, on a encore
AB "" AC "" BC
SCOLIE
199* La proposition énoncée subsiste lorsque la parallèle DE est située au-dessous de BC {fig. i5i), ou au-dessus de A (.AST* ï52). La démonstration est absolument la même dans le cas de \^Jig> i5i; et, dans le cas de la^?^. i5a, toute la différence consiste en ce que les angles AD£, ABC, ainsi que les angles AED, ACB, soni alternes-internes au lieu d'êlre correspondants.
THÉORÈME
200. Deux triangles ABC9 A'B'C, sont semblables: I® Lorsqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun ; n? Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés proportionn cls;
3" Lorsqu'ils ont les côtés proportionnels. 1® Supposons qu'on ait(yZg*. i53)
A=:A', B^ii'.
Prenons sur le côté AB homologue de A'B' une longueur Al) égale à A'B', et menons DE parallèle à BC. Le triangle ADE
Fig. t53.
Py' ..\« Z
est semblable à ABC ( 198), et il suffit de démontrer l'égalité des triangles ADE, A' B'C.
Or, les angles A et A' sont égaux par hypothèse; Tanglc ADE est correspondant de Tangle ABC, qui, par hypothèse, est égal & B'; enfin, le côté AD est égal à A'B' par construction. Donc
les deux triangles ADE, A'B'C, sont égaux, comme ayani un côté égal adjacent à deux angles égaux, a® Supposons qu'on ait
prenons sur le côté AB homologue de A'B' une longueur AI) égale à A'B\ et menons DE parallèle à BC. Le triangle ADE est semblable au triangle ABC (.198), et il suffit de démontrer régalité des triangles ADE, A'B'C.
Or, la similitude des triangles ABC, ADE^ donne la proportion
AB AC ^") ÂD^ÂË'
qui a les mêmes numérateurs que la proportion (i); les dénominateurs AD et A'B' des deux premiers rapports étant en outre égaux par construction, il faut que AE = A'C'; les deux triangles ADE, A'B'C, sont donc égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux.
3° Supposons qu'on ait
AB __ BC _CA '^^ AD""DK""EA
qui présente les mêmes numérateurs que la série (i). Par suite, les dénominateurs AD, A'B', des deux premiers rapports étant égaux par construction, il faut qu'on ait aussi
DE -B'C, EAii^C'A';
les deux triangles ADE, A'B'C, sont donc égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun.
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Corollaires.
201. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont leurs côtés respectivement parallèles ou respectivement perpendiculaires; car, dans Tun et l'autre cas, ces triangles ont leurs angles égaux chacun à chacun (77).
202. Deux triangles rectangles sont semblables, lorsqu'ils ont un angle aigu égal.
Sgolies.
203. Il résulte du n® 200 que, dans les triangles, Végalité des angles entraîne la proportionnalité des côtés, et réciproquement» Cette propriété fondamentale, dont la découverte est attribuées Thaïes (639-548 av. J.-C), ne subsiste pas pour des polygones quelconques. Par exemple, un carré et un rectangle ont leurs angles égaux, et cependant leurs côtés homologuais ne sont pas proportionnels. De même, un carré et un losange ont leurs côtés proportionnels, et cependant leurs angles ne sont pas égaux.
204. Le tableau, suivant, dans lequel nous avons réuni les cas d'égalité et les cas de similitude de deux triangles, en les faisant correspondre un à un, permet de comparer les deux
théories.
Deux triangles sont :
égaux, I semblables.
lorsqu'ils ont :
1' Deux angles égaux comprenant I i** Deux angles égaux; un côté égal ;
2* Un angle égal compris entre deux
côtés égaux ; 3"* Les trois côtés égaux.
:à° Un angle égal compris entre deux
côtés proportionnels ; 3*" Les trois côtés proportionnels.
On voit que chaque cas de similitude ne renferme que deux conditions, tandis que Tégalité en exige toujours trois.
203. 11 importe en outre de remarquer le mode uniforme de démonstration que nous avons adopté au n" 200. Le procédé consiste à prendre, sur un côté du premier triangle, a
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parlir du sommet, une longueur égale au côlé homologue du second; puis à mener, par le point ainsi déterminé, une parallèle à l'un des deux aulres côtés du premier triangle. On construit ainsi un triangle auxiliaire qui, d'après le lemme du n**198, est semblable au premier; et les conditions renfermées dans rh^pothèse permettent ensuite de démontrer aisément que ce triangle auxiliaire est égal au second triangle, en vertu du cas d'égalité qui correspond au cas de similitude que Ton étudie.
206. Enfln, il reste à montrer l'usage de cette théorie, c'està-dire à indiquer de quelle manière les cas de similitude interviennent dans la démonstration des théorèmes. Deux triangles semblables satisfont à cinq conditions, et chaque cas de similitude comprend deux de ces conditions groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisfaites, les cinq soient remplies. Par suite, quand, dans une certaine flgure, on aura reconnu la similitude de deux triangles par l'application de l'un des trois cas, on devra en conclure immédiatement que les trois autres conditions sont remplies, et Ton aura acquis de cette manière de nouvelles données qui permettront d'aller plus loin.
207. Cherchons, par exemple, dans quel rapport se coupent deux médianes d'un triangle ABC, c'est-à-dire les droites AI) et B£ qui joignent deux sommets aux milieux des côtés respectivement opposés {fig' '54).
Fig. i54.
Soit G le point commun aux deux médianes AD, BE; la droite DE est parallèle à AB (183; ; par suite, les triangles DEC,
ABC sont semblables, ainsi que les triangles GED, AG6. D'ailleurs, £ étant le milieu de^ AC, le rapport de similitude des deux premiers triangles est {; donc ED est égale à la moitié de AB, et le rapport de similitude des seconds triangles est aussi â . On a donc
ou bien
DG=:}AG, GE=:iBG
DG = |AD, GE = iBE,
Ainsi, deux médianes quelconques se coupent en un point situé au tiers de chacune d'elles à partir du côté quelle divise en deux parties égales.
Donc les trois médianes d'un triangle concourent en un même point.
THÉORÈME
208. Deux polygones, composés d'un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés, sont semblables [Jig, i55).
Kifr. l55.
Soient ABF. FBE. ERC, CED, et A'B'F, FB'E', E'B'C, C£'D', deux séries de triangles respectivement semblables ei semblablement disposés; le polygone ABCDEF, formé par les premiers triangles, est semblable au polygone A'B'C'D'Ë'r' que forment les seconds.
En effet :
I** Les angles des deux polygones sont égaux, soit comme
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angles homologues de deux triangles semblables, soit comme sommes d'angles homologues de plusieurs triangles semblables. Ainsi) les angles A et A' sont égaux comme angles homologues des deux triangles semblables BAF, B'A'F, tandis que l'angle B est égal à Tangle B' comme étant la somme des trois angles ABF, FB£, £BC> respectivement égaux aux trois angles A'B'F', F'B'E', E'B'C, qui composent Tangle B'.
2^ Les côtés homologues sont proportionnels, car on a successivement :
A cause des triangles semblables ABF, A'B'F',
CE ~ CD "" DE
(i'oii, en supprimant les rapports communs,
A^^B' _ iVF _ FF _ FC _ C^' _ D;^' TB "" AF ~ FE "" BC "" "CD" "" DE '
209. Réciproquement, deux polygones semblables peuvent être décomposés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés (fig* i56).
Soient ABCDE, A'B'C'D'F, deux polygones semblables. Prenons à Tiniérieur du premier un point quelconque 0, et joignons ce point aux extrémités du côté AB; puis, sur le cOté A'B' homologue de AB, et dans Tintérieur du polygone A'B'C'D'E', construisons les angles B'A'O', A'B'O', res-
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pectivement égaux aux angles BAO, ABO. Le point 0' sera le sommet d'un triangle O'A'B' semblable au triangle OAB (200).
Fi(r. i56.
et situé, par rapport au second polygone A'B'CD'E', de la même manière que le triangle OAB par rapport au polygone ABCDE.
Cela posé, joignons le point 0 à tous les sommets du premier polygone, et le point 0' à tous les sommets du second ; les deux polygones seront ainsi décomposés en un même nombre de triangles semblablement disposés, dont il s'agit de démontrer la similitude respective.
Or, les deux premiers triangles OAB, O'A'B', semblables par construction, donnent
OB
BC
FC; BC '
D'ailleurs, l'angle O'B'C, différence des angles A'B'C, A'B'O', qui sont respectivement égaux aux angles ABC, ABO, est égal à l'angle OBC, différence de ces deux derniers. Donc les triangles OBC, O'B'C, sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels.
De la similitude des triangles O'B'C, OBC, on déduirait de même celle des triangles suivants O'C'D'.OCD; et ainsi de suite.
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SCOLIES
210. Deux points 0 et 0', situés dans le plan de deux polygones semblables, sont dits homologues^ lorsqu'en joignant Tun d'eux 0 aux extrémités d'un côté Afi et Tautre O' aux extrémités du côté homologue A'B'y on obtient deux triangles OAB, O'A'B', semblables et semblablement disposés par rapport aux deux polygones.
Il résulte de la démonstration précédente que deux points iioraologues quelconques peuvent être pris pour centres de décomposition de deux polygones semblables en triangles semblables et semblablement disposés.
Si le point 0 était extérieur au polygone ABCDE, son homologue 0' serait aussi extérieur au polygone A'B'C'D'E'; il faudrait alors considérer les deux polygones comme composés de triangles additifs et de triangles soustractifs.
Si le point 0 coYncidait avec l'un des sommets A, son homo> logue 0' coïnciderait avec le sommet A'.
211. Deux droites situées dans le plan de deux polygones semblables sont dites homologues^ lorsque leurs extrémités sont deux à deux des points homologues; telles sont, par exemple, les diagonales relatives à des sommets homologues.
Le rapport de deux droites homologues quelconques est égal au rapport de similitude des deux polygones.
Soient en effet ABCDE, A'B'C'D'E' {/gr- 157), deux polygones semblables, et FH, F'H', deux droites homologues quelconques. La similitude (210) des triangles FAB, F'A'B', prouve l'égalité des angles ABF, A'B'F', et celle des rapports
-rrrr-j -r-rp • Dc même, la similitude des triangles UAB, H' A' B', r i> Ao
entraîne l'égalité des angles HBA, H'B'A% et celle des rap-
ports -TTi.-» "Tir" ^^ ® P^^ ^"*^®
FF _ H'JB;
hB "" HB ' et
angleFBH ou HBA~FBA=:angleF'B'H' ou H'B'A'— F'B'A'
Donc, les triangles FBH, F'B'H\ sont semblables (200), et le
FH . , , . . . , F'B' A'B
rapport ^7^7 est égal a chacun des rapports égaux -y^-^ -7^>
c'est-à-dire au rapport de similitude des deux polygones considérés.
THÉORÈME
212. Le rapport des périmètres de deux polygones semblables est égal à leur rapport de similitude.
En effet, ABCDE, A'B'C'D'F [Jig. 157), étant deux polygones semblables, les rapports
AB BC CD DE EA A'B'' B'C' CD'' D'E'' E'A
sont tous égaux par définition (197) au rapport de similitude;
donc, en vertu d'une propriété connue, la somme de leurs
numérateurs et celle de leurs dénominateurs, c'est-à-dire les
périmètres des polygones ABCDE, A'B'C'D'E', forment un
rapport égal à chacun des précédents, c'est-à-dire au rapport
de similitude.
THËORÈME.
213. Deux parallèles quelconques sont coupées en parties proportionnelles par une série de sécantes issues d'un même point.
Soient AD, A'D', deux parallèles, et une série de sécantes OAA% OBB', OCC, ODD', issues d'un point 0 placé, soit entre les deux parallèles, soit extérieurement {fig. i58); on a la suite de rapports égaux
Régiproqubmbnt, lorsque plusieurs sécantes AA', BB
ce, DD', coupent deux parallèles en parties proportionnelles ^
ces sécantes concourent en un même point [fig. i58}.
a Appelons t le rapport de deux parties correspondantes quel*
conques des deux parallèles» de sorle qu'on ail
AB "" AC ~ iiC 6'
i** Si les deux séries de points A, B, C, D, et A', B', C, D',
présentent une disposition inverse Tune de l'autre (Jig, i58),
deux sécantes quelconques AA' et CC se coupent en un point 0
intérieur aux deux parallèles; déplus, les triangles semblables
' OACOA'C, donnent
OV __ A^ _ a OA ^ AC "^ 6'
Ainsi, l'une quelconque CC des sécantes coupe la première d'entre elles AA', en un point 0 situé entre A et A' et tel que '
Toutes les sécantes concourent donc en ce point 0 (179).
a» Si les deux séries de points A, B, C, D et A', B', C, i)', sont disposées de la même manière {Jig. i58), on verra de même qu'une sécante quelconque CC coupe la première AA' en un point 0 situé hors de AA' et tel que
OA' _ a OA" ""6'
Toutes les sécantes concourent donc aussi en ce point 0 ( 179 }.
216. Lorsque le rapport t est égal à l'unité, les parties correspondantes des deux parallèles sont égales entre elles, et les sécantes sont toutes parallèles. Le théorème énoncé subsiste donc, à la condition de regarder deux parallèles comme deux droites qui concourent à l'injini,
THÉORÈME
217. Le lieu des points dont les distances à deux droites fixes ont un rapport donné est un système de deux droites passant par le point de concours des deux premières [Jig, iSg)
En effet, soient OU et OV les deux droites, et M un point
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quelconque pris dans Tinlérieur de l'angle VOU ou de son opposé par le sommet;
FJg- iSg. Fîg. 159'.
Menons par M les perpendiculaires MP el MQ sur OU et OV et les parallèles MK et MI aux mômes droites. Quand le point M se déplace d'une manière quelconque dans Tangle UOV, le triangle MPI reste semblable à lui-même, puisque ses côtés
MI
conservent leurs directions; le rapport v^-p reste donc con-
stant; il en est de même du rapport tjtt et, par suite» de leur
,. MI MQ - ,. , . . w . . MQ
quotient rjY vfS* '-^ *i®" "^^ points M pour lesquels ^
reste constant est donc le même que celui des points pour
MI MI lesquels r^r^ ou ^ est invariable; mais alors, le triangle MOI
M h. Ul
restant semblable à lui-même, puisqu'il a un angle constani OIM compris entre deux côtés dont le rapport est fixe, l'angle MOI de ce triangle reste constant; donc le lieu du poini M est une droite OL passant par 0.
De même, dans l'angle VOU' et dans son opposé par W sommet, le lieu est une droite OL' passant par 0.
SCOLIBS.
218. Lorsque le rapport donné est égal à Tunité» le lieu est Tensemble des bissectrices des angles VOU, VOU' (53).
219. Au lieu de mesurer les distances du point M à OU et OV perpendiculairement à ces droites, on pourrait les estimer suivant des directions déterminées quelconques, la démons* tration et, par suite, le théorème subsisteraient.
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2âO. Enfin, si les deux droites données U et V étaient pa-
MP
rallèles (Jig, i5g'i, le rapport constant ^ir^ étant égal à
D'UN TRIANGLE
DÉFINITIONS
221. On appelle projection d'un point A sur une droite indéfinie XY le pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point sur cette droite [Jig. 160).
Si Ton considère une droite limitée AB, la projection de celte droite sur XY est Tintervalle ab qui sépare les projections de ses extrémités A et B.
Fig. 160.
THÉORÈME
222. Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC on abaisse la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse, I* chaque côté de l'angle droit est moyenne proportionnelle entre l'hypoténuse et sa projection sur l'hypoténuse; a** la perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre les deux segments BD et CD de l'hypoténuse [Jig. iGj ).
En effet :
1' Les droites AC et AD sont antiparallèles par rapport à Tangie B (189), puisqu'elles font un angle droit, Tune avec le
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côté BA, l'autre avec le côté BC. On a donc (192).
BÂ*=BC.BD
et Ton démontrerait de même la relation CA = BC.CQ.
2° Les droites AC et AD étant antiparallèles par rapport à Tangle B, les angles BAD et C sont égaux (189); par suite, si Ton amène le triangle ADB en ADB' en le faisant tourner autour de Al), TangleB'AD sera égal à Tangle C, et les deux droites AB'et AC seront antiparallèles par rapport à Tangle ADC. On aura donc
AD = B'D.CD ou AD = BD.CD.
Corollaire.
223. En joignant un point quelconque A d'une circonférence aux extrémités B et C d'un diamètre (Jig. i6i), on forme un triangle rectangle (131). De là, une nouvelle manière d'énoncer la proposition précédente :
1° Toute corde AB d'un cercle est moyenne proportionnelle entre le diamètre BC qui passe par l'une de ses extrémités et sa projection BD sur ce diamètre;
2° La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A d'une circonférence sur un diamètre BC, est moyenne proport tonnelle entre les deux segments BD et CD de ce diamètre.
22''i'. Les trois côtés d*un triangle rectangle étant évalués en nombres au moyen d'une unité commune, le carré du nombre qui mesure l'hypo.ténuse est égal à la somme des carrés des nombres qui mesurent les deux côtés de V angle droit; ou plus brièvement, dans tout triangle rectangle, le carré de l'hy^ poténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés.
£n effet, en ajoutant les deux relations (222, i°j :
AB'=BC.BD, ÂC'=BC.CD
on obtient
âbVâc'=bc(bd-4-cd) ou âbVâc=bcI
Corollaires.
225. Ce ihéorème permet de calculer l'un des côtés d'un triangle rectangle quand on connaît les deux autres.
Si Ton connaît les deux côtés 6 et c de l'angle droit, l'hypoténuse a résulte de la formule
a'rr 6» + c*, d'où a = sjb^ -h c\
Ainsi, soient fc rr= 3, c = 4» o" a « = y/9 -t- ib z=.\li5 = 5.
Si Ton connaît l'hypoténuse a et l'un des côtés b de l'angle droit, on trouve l'autre côté c par la formule
c'=a'--6*, d'où c=z^a^— 0 .
Ainsi, pour a = 5 et 6 = 3, on a c= ^iS — 9 = v^i6 = 4-
11 résulte encore de la proposition précédente que fe rapport de la diagonale d'un carré au côté de ce carré est égal
Fi(j. 163.
à yji, La diagonale AC est en effet l'hypoténuse d'un triangle rectangle et isocèle ABC [fig. 162), dans lequel on a
AC ~AB -MUC =2. Ali ,
d'où
Âc' AC '-
:r-TT = 2 et -^- = \/2.
AB
AB
Ainsi, la diagonale et le côté d'un carré sont deux droites incommensurables entre elles, puisque leur rapport est un nombre incommensurable. C'est ce que nous avons déjà démontré par la Géométrie pure (139).
THÉORÈME
226. Dans tout triangle ^ le carré d'un côté opposé à un angle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres
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côtés, moins deux fois le produit de l'un de ces côtés par la projection du second sur le premier,
Fiff. i63.. Fig. ley
Soient ABC le triangle proposé, C un angle aigu et CD la projection du côté AC sur CB; il s'agit de démontrer la relation
AB = BC -r AC — îBC.CD.
Deux cas peuvent se présenter, suivant que la perpendiculaire AD tombe à Tintérieur ou à Textérieur du triangle ABC; le premier cas a lieu lorsque Tangle ABC est aigu, et le second lorsque cet angle est obtus {h\).
Dans le premier cas (yîg'. i63], le triangle rectangle ABD donne
(i) AB =BD -4-AD .
Or, puisque le point D est, par hypothèse, situé entre C etB, on a
BD = BC-CD, et, par suite, d'après un théorème connu d'Arithmétique ('),
BD =BC -hCD -îiBC.CD.
En portant cette valeur de BD dans la relation (i), on trouve
AB'z=BGVcD'-f.ÂD'~2BC.CD; et,comme le triangle rectangle ACD donne
CD -+- AD = AC
on a finalement
Âfi'r^ BCV ic'- îBC.CD.
( ' ) Le carré de la diflerence de deux nombres est éçAl au carré du premier nombre, plus le carré du second, moins le double produit de ces deux nombres.
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Dans le second cas [Jig, i63'), la démonstration est la même. Il est vrai que, au lieu de
BD = BC — CD, on a BD = CD — BC:
mais comme, en vertu du théorème d'Arithmétique cité, le carré de BD reste le même, et que c'est ce carré seul qui figure dans la démonstration, on voit que. tout le raisonnement
subsiste.
THÉORÈME
227. Si l'un des angles d'un triangle est obtus, le carré du côté opposé à cet angle est égal à la somme des cdrrés des deux autres côtés, plus deux fois le produit de l'un de ces côtés par la projection du second sur le premier [Jig. i64).
Fig. 164
Soient ABC le triangle proposé, C l'angle obtus, et CD la projection de AC sur BC; il s'agit de démontrer la relation
AB' :^ BCV Âc' -+- aBC.CD.
Le triangle rectangle ABD donne
(i) ÂB'=BD'-hÂD'.
Or, puisque l'angle ACB est obtus, la perpendiculaire AD tombe hors du triangle ( 4b » et le point D est extérieur à BC ; on a donc
BD = BC -h CD,
et, par suite, en vertu d'un théorème connu d* Arithmétique (*],
Bd'= BCV CdV aBC.CD.
EosubstituantcettevaleurdeBD dansla relation (i), on trouve
AB : : BC ^-CD -h AD -h ^BC.CD;
(' ) Le earré de U tomme de deux nombres est égal lu carré du premier^ ptoe le earré du second, plus le double produit de ces deux nombres.
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et, comme le triangle rectangle ACD donne
on a finalemeni
CD'-f-AD'=AC\
Ab'= BcV AC V 2BC.CD.
Corollaires.
228. 11 résulte des trois théorèmes précédents que, dans un triangle, le carré d'un côté est inférieur, égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres, suivant que l'angle opposé à ce côté est aigu, droit ou obtus; donc, réciproquement (7), un angle d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le carré du côté opposé à cet angle est inférieur^ égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres côtés.
Par exemple, si a=5y b = ^, c:=3, l'angle A est droit et le triangle est rectangle, puisque 25 = i6 -t- g. De même, si a = 11, 6 = 9, cz=8, l'angle A est aigu, puisque ii' ou 121 est moindre que g'-f- 8% c'est-à-dire que 81 4- 64 = ^^5.
229. Comme application des théorèmes qui précèdent, nous allons caU culer les hauteurs d'un triangle en fonction des côtés. Nous désignerons par ABC le triangle considéré, et par a, b, r, les longueurs des côtés respectivement opposés aux angles A, B, C.
Cherchons la hauteur AD = h issue du sommet A. Des deux angles B et C, l'un au moins est aigu; supposons que ce soit Tangle C (Jîg. i63'). On a»d'abord, dans le triangle rectangle ADC (225),
puis, dans le triangle ABC (226),
On déduit de là
et la première relation devient
4a' 4tf- '
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OU, en vertu d'un théorème d'Arithmétique ( ')
{n -^-h -^- rMn -\^ h — r)fr-4-/i — A)(r — n -^ h)
Or, si Ton désigne par p le demi-périmètre du triangle ABC, c'est-à-dire
si Ton pose
fl -+- 6 -h c = a/?,
on a
^ -H c — fl =s a/) — ao = 2(/? — fl),
û ^- ^ — c = 2/> — ac = a(p — c).
En portant ces valeurs dans Texpression de />', simplifiant et extrayant la racine carrée, on obtient
Exemple. Pour les hauteurs /i, h\ /i*, du triangle dont les côtés sont i3, 9 et G, on trouve, à i millième près,
THÉORÈME
280. La somme des carrés de deux côtés d'un triangle est égale à deux fois le carré de la médiane relative au troisième côté, plus deux fois le carré de la moitié de ce troisième côté (fig. i65).
Fiff. i65.
Soient ABC le triangle proposé» AD la médiane relative au côté BC, et AE la perpendiculaire abaissée du point A sur BC.
(* ) La difTérence det cirrét de deux nombres eêt égale au produit de la somme da cet deux nombres par l^r différence.
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L'angle ADB étant aigu, on a, dans le triangle ADB,
AB'= Ad'h- BD*— aBD.DE.
L'angle ADC étant obtus» on a, dans le triangle ACI>«
AC =AD H-Ca) -+-2CD-DE.
En ajoutant ces deux égalités et en observant que CD = BD, on trouve
(i) AB'-+-Âc'=aÂDVaBi)*.
COHOLLAIHBS.
231. Considérons un quadrilatère ABCD [fig. 166], et soient Ë et F les
Fîg. 166.
milieux des deux diagonales AC et BD. En appliquant successivement le théorème qui précède aux triangles ABC et ADC, on a
AB -4-BC' = aÂi'-f-îiBË\ Cii'-f- Da'= aÂË'-f aDÊ';
d*où, en ajoutant et en désignant par S la somme des carrés des quatre côtés du quadrilatère,
S = 4ÂÊ'-4-a(BÊ'-i-DË*).
Or, dans le triangle BED, on a
BË'-h DÊ'= aBP'-h aÊF*.
Donc, enfin,
S = 4Âk'-+- 4BF'-4- 4Ëf'= ÂcV Bd'^ 4ËF'.
Ainsi, dans tout quadrilatère, la somme des carrés des quatre côtés est égale à la somme des carrés des deux diagonales, plus quatre fois le carré de la droite qui unit les milieux de ces diagonales.
Pour que le quadrilatère soit un parallélogramme, il faut et il suffit que les points E et F coïncident (83, 84). Donc, dans tout paraUélo-
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ffmmme, la somme des carrés des côtés est égale à la somme des carrés des diagonales, et réciproquement, si la somme des carrés des côtés d'un qtiodrilatère est égale à la somme des carrés des deux diagonales, ce t^aadrilatêre est un parallélogramme,
232. Revenons au triangle ABC (Jïg, i65). Si, les points B et C restant fixes, le sommet A se déplace de manière que la somme des carrés des côtés AB et AG reste constante, la relation (i) du n* 230 montre que la valeur de la médiane AD restera constante. Donc, le lieu des points dont la somme des carrés des distances à deux points fixes est constante est une circonjérence ayant pour centre le milieu de la droite qui unit les deux points fixes. D'ailleurs, pour trouver le rayon AD de ce cercle, il
suffit de remplacer dans la relation (i) la somme AB + AC par la constante donnée K' ; on a ainsi successivement
K»=aAD -+-aBD , AD=~--BD, AD=4/^-BD.
Oïl voit que le lieu n'existe qu'autant que la condition
— >BD* ou K>BDv/â
cat satisfaite.
233. Enfm, comme dernière application du théorème précédent, nous calculerons les médianes d'un triangle en fonction des côtés. m étant la médiane relative au côté BC = âr, on a, par la relation (i),
6»-4-c'= am*-h af ^ j , d'où wi = -/at^^-h c*) — a*.
Exemple. Pour les médianes /n, m', m', du triangle dont les côtés sont i3, 9 et 6, on obtient, à i millième près,
//i = 4io3i, wi'= 9,069, /it'=io,770.
THÉORÈME
:234. La différence des carrés de deux côtés d'un triangle est égale au double produit du troisième côté par la projection de la médiane correspondante sur ce même côté.
Soit ABC le triangle proposé (fif^. i65}; reprenons les deux égalités
Âb' = AT)' -h BÏ)' - 2BD.de,
AC' = Âd' -r CD V tkCD.DE,
considérées au n"* 230, et retranchons la première de la seconde, en observant que BD = CD ; il viendra
AC — AB =4BD.DE ou AC — AB =2BC.DE.
COROLLAIBE.
235. Si, les points B et C restant fixes, le sommet A se déplace de
façon que la différence AC t AB reste constante, la relation précédente prouve que la projection D£ de la médiane ne change pas , c'est-à-dire que la projection E du sommet mobile A sur la droite BC reste fixe. Donc,
le lieu des points A, doni la différence AC — AB des carrés des distances à deux points fixes C ^/ B est constante, est une droite perpendiculaire à la droite BC qui unit les deux points fixes. D'ailleurs, pour avoir la valeur de DE, il suffit de remplacer dans la relation qui précède la dif-
férence AC — AB par la constante donnée K' ; on a ainsi successivement
K»=aBC.DE, DE =
BC
THÉORÈME
236. Le produit de deux côtes d'u/i triangle est égal au produit des deux segments additifs que la bissectrice de leur angle détermine sur le troisième côté, augmenté du carré de cette bissectrice.
En effet, soient (fig. 167) ABC le triangle proposé, ACEBE' le cercle circonscrit, et AD la bissectrice de l'angle BAC qui passe évidemment pur
Fig, 167.
le milieu E de Tare BC ; les triangles ABB, ADC, ont deux angles égaux chacun à chacun, savoir : l'angle BAE égal à Tangle DÂC, puisque la droite AE est, par hypothèse, bissectrice de l'angle BAC, et les angles BEA, DCA, égaux entre eux comme inscrits dans le môme segment BECA.
Ces triangles sont donc semblables, et Ton a
AB AE AU ~ AC ou (193)
AB.AC = AK.AD = (AD -+- DE) AD = Âd'-t- DA.DE = Ad'-+- DB.DC.
237. En considérant la bissectrice AD' de Tangle extérieur CAF', qui (tasse évidemment par le milieu E' de Tare BAC, on déduirait de la similitude des triangles ACD', ABE\ la relation
AB.AC = D'B,D'C-AD
Dofic, ie produit de deux côtés d'un triangle est égal au produit des deffj' ,>egments soustractifs que la bissectrice de leur angle extérieur détermine sur le troisième côté, diminué du carré de cette bissectrice.
238. Ces théorèmes permettent de calculer les longueurs des bissectrices en fonction des côtés du triangle. S'àgit-il, par exemple, de la bissectrice AD = a, il suffit de remplacer
dans la relation
^c = a» -h DB.DC,
les segments DB et DC par leurs valeurs que Ton déduit (184) des équa<
tiens
DB DC _ PB -^ T>c a
On trouve ainsi, réductions faites, et en désignant par p le demi-périmètre du triangle,
Un calcul analogue donnerait pour la bissectrice AD'=a' de Tangle
extérieur
Exemple. Pour les bissectrices intérieures a, p, 7, et pour les bissectrices extérieures a', p', 7', du triangle dont les côtés sont i3, 6 et 9, on obtient à I millième près
R. et DB C. — Tr, de Géom. (I" Partie). lO
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SCOLIE
239. Voici une autre expression souvent utile du produit de deux côtés d'un triangle.
Le produit de deux côtés AB, AG, d'un triangle est égal toi produit du diamètre AD du cercle circonscrit par la hauteur AE relative au troisième côté ijîg. i68).
La relation à démontrer
AB \F AB.AC = AD.AE ou tr = tt^
AU AU
résulte immédiatement de la similitude des deux triangles rectangles ABD, AEG, dont les angles aigus D et G sont égaux comme inscrits dans le même segment.
Ge théorème permet de calculer, en fonction des côtés du triangle, le rayon R du cercle circonscrit; il suffît pour cela de remplacer, dans Tégalité
la hauteur AE par sa valeur donnée au n** 229 ; on trouve alors
^^p[p-a)[p^b)^p-c) Pour fl = i3, ^ = 9, c =•. 6, on a R = 7,4iG.
240. Dans tout quadrilatère inscriptible convexeje produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés, et réciproquement.
En effet, considérons un quadrilatère convexe quelconque ABCD [Jig, 169), et désignons respeclivemeni par a, 6, c, c/.
Fig. 169.
Fig. 170.
Xy ries côtés AB, BC, CD, DA et les diagonales AC, BD; enfin, sur AB considéré comme homologue de AD, construisons, extérieurement au quadrilatère, un triangle ABO semblable à
ADC. Nous aurons d'abord
d'où
J^, OB
ac
La première des proportions ( i ) et l'égalité évidente des angles OAC, BAD prouvent que les triangles OAC» BAD sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels ; on en conclut la relation
OC AC ., , ^^ xy BD = AD' ^^" 0C = -^.
Ainsiyfef trois côtés du triangle OBC ont respectivement pour valeurs
BC==i, 0B=^, 0C=:^,
et, par conséquent, sont proportionnels aux produits hd, acy xy. Donc, comme OC est moindre que OB + BC, on voit que dans un quadrilatère convexe quelconque le produit xy des diagonales est inférieur à la somme ac + bd des produits des côtés opposés. Pour qu'il soit égal à cette somme, il faut et il suffît que le côté BO soit le prolongement de CB, c'est-à-dire que Tangle ABO, et par suite son égal ADC, soit le supplément de ABC, ou enfin que le quadrilatère ABCD soit inscriptible.
Corollaires*
241. La démonstration qui précède suggère immédiatement le moyen de construire un quadrilatère convexe inscriptible connaissant les longueurs a, b, c, d des côtés et leur ordre de succession.
On portera sur une même droite à la suite Tune de Tautrc
ac des longueurs CB, BO respectivement égales à 6 et à -r; puis,
on aura le sommet A par l'intersection du cercle décrit du point B pour centre avec a pour rayon et du cercle, lieu des
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points dont les distances aux points 0 et C sont dans le rapport
--— = -.• On connaîtra alors les trois côtés du triangle DAC, ce AC «
qui déterminera le point D.
11 y a deux points D ; mais on choisira celui qui est, par rapport à AC, du côté opposé à B. De même, il y a deux points A; mais ils sont symétriques par rapport à BC; il suffira donc de prendre Tun d'eux, l'autre donnant le même quadrilatère placé symétriquement par rapport à BC. Il y a donc une solution unique.
242. Si Tordre de succession des côtés n'était pas imposé, on trouverait trois quadrilatères distincts, suivant qu'on opposerait au côté 6, le côté c/, c ou a : à chacun de ces cas répondent, il est vrai, deux quadrilatères; mais ces deux quadrilatères sont égaux; ils ne diffèrent que parleur disposition symétrique par rapport à la perpendiculaire élevée sur le milieu du côté b.
Lorsqu'on a l'un ABCD [Jig. 170) des trois quadrilatères, on obtient immédiatement les deux autres ABCD', BCDA', en prenant sur le cercle circonscrit au premier l'arc AD' égal à l'arc CD, et l'arc DA' égal à l'arc AB; les arcs BAD', CD A' étant égaux, leurs cordes BD', CA' sont égales, et, en désignant par z leur valeur commune, on voit que les trois quadrilatères ont respectivement pour diagonales x et/, j: et z, y et z. Le théorème ci-dessus (240] appliqué à chacun d'eux donne
[i) xy'=^ac-\'bd^ xz=:ad-h bc, xz = ab-h cd.
En divisant les deux dernières équations membre à membre » on obtient
X ad ~h hc
^ ^ y nb -\- cd
Donc : Dans tout quadrilatère inscriptible convexe, les diagonales sont entre elles comme les sommes des produits des côtés qui aboutissent à leurs extrémités,
La réciproque de cette proposition est vraie : en d'autres termes, si les diagonales et les côtés d'un quadrilatère convexe ABCD satisfont à la relation (3), le quadrilatère est inscriptible. En effet, soient Xx et/i les diagonales du quadrilatère inscriptible
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AiB,CiDi quia ses côtés égaux à ceux du quadrilatère ABCD et disposés dans le même ordre; en vertu du théorème direct, le
rapport — sera égal au second membre de la relation (3]; on
aura donc
(4) J = fi
or, si Ton avait xC^Xy il en résulterait Bi>B et D,>D; d'ailleurs, on aurait aussi, en vertu de (4)> Ji^T"» et, par conséquenty A,>> A et Ci>> C; la somme des angles du quadrilatère AiB,CiDi remporterait donc sur celle des angles du quadrilatère ABCDy ce qui est absurde. On prouverait de même qu*on ne peut avoir x^<^x\ donc il y a égalité entre les diagonales X et jr,y et, par suite, entre les quadrilatères ABCD, AiBiCiD,; le quadrilatère ABCD est donc inscripUble.
Indiquons enfîn les valeurs des trois diagonales en fondioii des côtés : •
^_ [ad '\-hc''\ac. -\hii\ ^ _\ac -^ hd][nh -^ cd'
~ ab -^ cd ^ J cûi -\-hc
j__ U^^^ -^ càM nd -^ hc) ac 4- hd '
on les obtient en divisant le produit des trois équations (?) successivement par le carré de chacune d'elles.
SCOLIB.
243. Le théorème du n** 240 e§t attribué à Ptolémée qui; dans son j^lmageste. Ta donné comme lemme pour la construction (! une table de cordes. Il offre, en effet, le moyen de calculer la corde u de la somme de deux arcs en fonction des cordes c et c' de ces arcs et du diamètre à du cercle; les deux cordes et le diamètre qui passe par leur point commun forment deux côtés contigus et une diagonale d'un quadrilatère inscrit dont Tautre diagonale est la corde inconnue u, tandis que les deux
nuires côtés sont égaux à ^d'— c% ^o'—c'^; de là, en venu du théorème de Ptolémée, la relation
6u=^ c\o- — c'' -h c Vo' — C' , qui permet de calculer u.
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V. - PROBLÈMES RELATIFS AUX LIGNES PROPORTIONNELLES
2kk, Diviser une droite A en parties proportionnelles à des droites données M, N, P, ou en un certain nombre de parties égaies.
Après avoir tracé un angle GBD de grandeur convenable {Jig, 171}, prenez sur le côté BC une longueur BE égale à A, et sur le côté BD des longueurs BF, FG, GH, respectivement
Fig. 171. Fig. 17a.
C E F G il D
égales à M, N, P. Tirez HE, et menez FL, GK, parallèles à HE. La droite BE ou A sera ainsi divisée aux points L et K en parlies proportionnelles à M, N, P. On a, en effet ( 181 ),
BF "" FG ^ GH ^" M "^ N ~ P
Si Ton devait partager A proportionnellement à des nombres donnés m, /i, p, on représenterait ces nombres par des droites M, N, P, en adoptant une certaine longueur comme unité, et loti retomberait sur la question précédente.
2^5. Enfin, le procédé graphique que nous venons d*indiquer permet aussi de diviser une droite A en parties égales; il suffit évidemment de supposer M, N, P, quelconques, mais égales entre elles; ce qui revient à porter sur BD des longueurs BF, FG, GH, égales entre elles, et à mener par F et G des parallèles à HE.
Lorsqu^on a plusieurs droites à diviser en un même nombre de parties égales, on préfère employer le tracé suivant :
5 étant, par exemple, le nombre des parties égales, tirez une
droite indéflnie CD [Jig. 172] sur laquelle vous porterez cinq fois une même ouverture de compas CE = EF = FG = GH = HPj Des extrémités C et D comme centres, avec CD pour rayon, décrivez successivement deux arcs de cercle qui se couperont en un point 0, et menez OC, OE, OF, OG, OH, OD. Cela étant, prenez OA et OB égales à Tune des droites que vous voulez diviser, et tirez AB; cette droite AB sera égale à la droite proposée, puisque le triangle OCD étant équilatéral, le triangle OAB qui lui est semblable doit Tétre aussi, et de plus AB sera divisée (213], par les sécantes issues du point 0, en cinq parties proportionnelles aux parties de CD, c'est-à-dire égales entre elles.
246. Trouver la quatrième proportionnelle à trois droites données M, N, P.
Après avoir tracé un angle BAC de grandeur convenable, prenez (Jlg, 173) sur le côté AB des longueurs AB et AD res-
Fig, 173.
pectivement égales à M et à N, et sur le côté AC une longueur AC égale à P; tirez BC et menez DE parallèle à BC; AE sera la quatrième proportionnelle cherchée. On a, en effet (182],
AD AE N AE
SCOLIEB.
2V7. Si les droites N et P étaient égales, AE serait la troisième proportionnelle à M et à N.
PROBLÈME
2W. Construire la moyenne proportionnelle entre deux droites données A et B.
!• Prenez, à la suite Tune de Taulre [fig. 174), sur une droite indéfinie, deux longueurs CD et D£ respectivement égales à A et à B. Sur CE, comme diamètre, décrivez une circonférence, et par le point D élevez DF perpendiculaire à CE. La droite DF sera (223) la moyenne proportionnelle entre CD et DE, c'est-à-dire entre A et B.
2<* Lorsque les droites données A et B sont un peu grandes, on préfère le procédé suivant : prenez sur une droite indé-
Fig. 17'».
Fig. 175.
finie (yîg*. 1 75 ), et à partir du même point C, deux longueurs CD et CE respectivement égales à A et à B; sur CD, comme diamètre, décrivez une circonférence, et élevez EF perpendiculaire à CD; enfin tirez FC. La corde FC sera (223) la moyenne proportionnelle entre CD et CE, c'est-à-dire entre A et B.
3^ On pourrait aussi, après avoir pris CD et CE égales à A et àB [fig, 175), décrire une circonférence quelconque passant par £ et D, par exemple la circonférence dont ED est le diamètre, puis mener la tangente CG à cette circonférence. Cette tangente (195) serait la moyenne proportionnelle entre CD et C£, c'ëst-à-dlre entre A et B. Toutefois, au point de vue graphique, ce procédé est inférieur au précédent, et il convient de ne l'employer que lorsqu'on veut relier la construction a une autre figure qui contient déjà plusieurs des lignes dont ce procédé exige le tracé.
SCOLIE
249. La moyenne proportionnelle entre deux longueurs prend souvent le nom de moyenne géométrique, tandis qu'on appelle moyenne arithmétique de ces deux longueurs leur demi-somme.
Les trois côtés du triangle rectangle CGC {fig. 175) représentent respectivement : CG la moyenne géométrique des deux
droites A et B» CO' leur moyenne arithmétique et GO' leur demi-différence. Comme le côté CG est moindre que Thypolénuse CO', on voit que la moyenne géométrique est moindre que la moyenne arithmétique. Appelons d leur différence; le triangle O'CG donne
O'G "= CO" - CG"=: (CO'4- CG)(CO' - CG
or, les moyennes CO' et CG sont toutes deux supérieures à la plus petite B des deux lignes proposées; on a donc
(^— — j>2B.C), dou 3<i— _-^.
Ainsi, la différence entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de deux longueurs A etB est moindre que le carré de la différence de ces longueurs, divisé par huit fois la plus petite.
250. Pour mettre en équation un problème de Géométrie, il suffit de concevoir que toutes les longueurs soient rapportées à une même unité, sans qu'il soit besoin de fixer cette unité commune, qu'on laisse, au contraire, indéterminée. Les raisonnements étant indépendants du choix de cette unité, c'est-à-dire de l'échelle à laquelle a été construite la figure que l'on a sous les yeux, si les raisonnements et les calculs sont justes, l'équation à laquelle on parvient doit pouvoir supporter, sans altération, un changement dans un même rapport de toutes les données linéaires, les données angulaires restant les mêmes. En d'autres termes, l'équation doit être homogène, c'est-à-dire telle qu'en y multipliant par un même nombre chaque lettre exprimant la mesure d'une longueur, ce nombre disparaisse de lui-même
Si Vinconnue est une longueur^ la formule qui exprime sa mesure doit donc être homogène et du premier degré; construire cette formule, c'est trouver la longueur inconnue par des opérations graphiques exécutées sur les longueurs dont les mesures entrent dans la formule. Nous allons montrer qu'o/i peut construire, à l'aide de la règle et du compas, toute exprès-
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sion rationnelle ou ne renfermant d'autres irrationnelles que des radicaux ayant une puissance de 2 pour indice.
Pour plus de clarté, nous représenterons les longueurs par des lettres majuscules et les nombres qui les mesurent parles lettres minuscules correspondantes.
I* Si la formule est de la forme
on portera, à Taide du compas, à partir d*un point 0, sur une droite fixe, les unes à la suite des autres, d'abord les longueurs A et B dans un même sens, puis C en sens contraire, D dans le sens primitif, enfin £ en sens contraire ; M étant Textrémité de cette dernière, la longueur OM sera la longueur inconnue X. a<^ S*il s*agit d'un monôme fractionnaire
y ^> giflais
(le nombre des facteurs du numérateur surpassant d'une unité celui du dénominateur'!, on écrira
d'où
c a, a, bt
Cl a, c b.
en sorte que X s'obtiendra en construisant une suite C, C, X de quatrièmes proportionnelles.
3" Le procédé précédent ne suppose pas qu'au numérateur, comme au dénominateur, les facteurs soient inégaux. 11 résulte de là que, p étant un monôme quelconque de degré A* et u la mesure d'une longueur U donnée, on peut toujours construire une longueur A, telle que
«=-f-» ou i? = w*-'.a.
Cela posé, soit une fonction rationnelle quelconque (homogène et du premier degré )
p» -+-/?! — p2-\- Pi
l*tfPijPuPi désignant des monômes de degré quelconque /i, et '/», ?i. ?! des monômes de degré /r — i. U étant une longueur prise à volonté, on construira d'abord des longueurs A», A,, Aj. Aj, B„ B„ Bi, telles que l'on ait
gn aura alors
oi enfin, en désignant par S et T les longueurs
Sz^A.-\- A. - A. -h A3, T ^ lîo— B. -+- Bv,
il \iendra
en sorte que X s'obtiendra par une quatrième proportionnelle iT, SetU.
4" Considérons maintenant les expressions irrationnelles.
Soit le radical du second degré
où p et ^ désignent des expressions entières et homogènes l'une de degré /r, l'autre de degré fr — 2. U étant une longueur prise à volonté, on construira d'abord deux longueurs A et B telles que Ton ait
p = ?!*-* . rt, q = M*"' . b.
On aura dès lors
X sera donc la moyenne proportionnelle entre U et une longueur L quatrième proportionnelle à B, A et II.
Si l'indice du radical était une puissance de a supérieure a la première, la quantité sous le radical étant une fonction ralionnelle ei homogène de même degré que cet indice, on
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remplacerait ce radical par une suite de radicaux du second degré superposés. Soit, par exemple.
= \Ja^ — 0'\
on déterminera, au moyen de quatrièmes proportionnelles successives, une longueur C, telle que
on aura alors
et X s'obtiendra en construisant deux moyennes proportionnelles successives.
251. On peut avoir à construire une formule non homogène provenant de ce que Ton prend Tune A des lignes de la figure pour unité ; il faut alors commencer par rétablir V homogénéité ; c'est-à-dire par chercher la formuh» qui remplacerait la proposée, si Ton avait laissé l'unité arbitraire.
Or, soit a le nombre qui mesurerait la longueur A (prise d'abord pour unité) si l'on adoptait une autre unité U d'ailleurs arbitraire. Soient 6, c, . . ., les mesur.es des autres longueurs B, C, . . ., l'unité' étant A, et 6', c\ . . ., leurs nouvelles mesures, l'unité étant U. Puisque le rapport de deux grandeurs est toujours égal au quotient des deux mesures quelle que soit l'unité commune, on a
H suffira donc de remplacer, dans la formule donnée, 6, c, . . . . par ces valeurs, ou plus rapidement, en supprimant les accents, de remplacer b, c, . . . , par -, - /
Par exemple, si l'on donne la formule
Cil la remplacera par la suivante :
OU
que nous avons construite ci-dessus.
Soit encore à construire
étant donnée la longueur A qui a été prise pour unité; on la remplacera par
d'où
a:=z\Jja^^a \JZa} = y/aÇja-h v/3a* )
et en désignant par B la moyenne proportionnelle entre A et 3A,
X sera donc la moyenne proportionnelle entre A et la longueui S = 7 A -f- B qui s*obtient par addition.
PROBLÈME
Construire sur une droite donnée : i® un triangle sem
Fig. 177.
Fig. 178.
fi'
--aaj
btable à un triangle donné; 2® un polygone semblable à un ' Polygone donné {fig. ij'j).
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I® Pour construire, sur la droite A'B' considérée comnie rhomologue de AB, un triangle senoblable au triangle ABC, faites un angle B'A'C égal à l'angle BAC, et un angle A'B'C égal à Tangle ABC. Le triangle A'B'C ainsi obtenu et le triangle donné ABC seront semblables comme ayant deux angles égaux chacun à chacun (200).
2** Pour construire, sur la droite A'B' considérée comme rhomologue de AB, un polygone semblable au polygone ABCDE, décomposez ce dernier polygone en triangles, en menant par Tun des sommets A les diagonales AC, AD. Construisez alors sur A'B' un triangle A'B'C semblable au triangle ABC, puis sur A'C un triangle A' CD' semblable au triangle ACD, enfin sur A'D' un triangle A'D'E' semblable au triangle ADE. Le polygone A'B' CD' F ainsi obtenu et le polygone donné ABCDE seront semblables comme composés d'un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés.
La similitude de chaque couple de triangles exigeant deux conditions, on voit que la similitude de deux polygones de n côtés exige i[n — i) ou 2/1 — 4 conditions; leur égalité en exige 9.n — 3, c'est-à-dire une de plus; et, en effet, deux polygones égaux sont deux polygones semblables dont le rapport de similitude est égal à l'unité.
253. Si, au lieu de donner un côté A'B' du polygone demandé, on donnait le rapport de similitude — » on pourrait encore appliquer la solution précédente, en construisant préala-
blement une droite A'B' dont le rapport à AB fût égal à — (246]
Dans ce cas, on préfère souvent opérer de la manière suivante :
On joint [fig. 178) les divers sommets du polygone donné ABCDE à un point 0 choisi arbitrairement dans le plan de ce polygone; on prend sur OA une longueur OA' dont le rapport
à OA soit égal à — ; puis on mène dans Tangle AOB la parallèle A'B' à AB, dans langle BOC la parallèle B'C à BC, . . . , et
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ainsi de suite. Les polygones A'B'C'D'E', ABCDE, sont semblables, car (210) les triangles additifs OB' A', OA'E', OE'D , et les triangles soustractifs OB'C, OC'D% dont la réunion constitue le polygone A' B' CD' £', sont respectivement semblables aux triangles OBA, OAE, OED, et aux triangles OBC, OCD, qui forment par leur assemblage le polygone ABCDE.
PROBLÈME
254. Construire deux droites, connaissant leur somme et leur produit (Jig. »79).
Soient BC la somme donnée et A une droite dont le carré est égal au produit donné. Supposons le problème résolu, et soient BF et FC les deux droites demandées ; si sur BC comme diamètre on décrit un demi-cercle, la perpendiculaire FE sera moyenne proportionnelle entre BF et FC (223), et par suite égale à A ; la parallèle menée par E à BC interceptera donc une
Fig 179.
longueur BD égale à A sur la tangente en B. De cette analyse, résulte la construction suivante :
Sur BC comme diamètre, décrivez un demi-cercle ; au point B, élevez BD perpendiculaire sur BC et égale à A, menez DEË' parallèle à BC, et projetez en F et en F' sur BC les points £ ei E' où cette parallèle rencontre le cercle. Les deux droites cherchées seront BF et FC, ou, ce qui revient au même, BF' eiF'C.
Ainsi, le problème, quand il est possible, n'a qu'une solution. Pour qu'il soit possible, il faut et il suffît que la parallèle DEE' rencontre la demi-circonférence, c'est-à-dire que la droite BD ou A ne surpasse pas le rayon OE ou la moitié de BC. Lorsque la quantité A atteint sa valeur maximum |BC, la parallèle DEE' est tangente au demi-cercle, et les deux segments
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de BC sont OB et OC. On voit par là que le produit de deux droites, dont la somme est constante, est maximum lorsque c^ droites sont égales entre elles.
SCOLIE
25Ç. En représentant par /> et 9 la somme et le produit donnés, on a
EO =r BO = CO = ^ ; FE = BD = v^^,
OF rr: \J EO - Ef' = i/j - q.
et, par suite,
BF ^ BO - OF =. ^ ~ \ / Ç
CF = CO -+• OF ^r e -H i/Ç - q.
PROBLÈME
256. Construire deux droites, connaissant leur différence el leur produit [fig* 180).
Soient EF la différence donnée, et A la droite dont le carré est égal au produit donné. Supposons le problème résolu et soient DE et DF les deux droites demandées. La tangente DB, menée du point D au cercle décrit sur EF comme diamètre, sera moyenne proportionnelle entre DE et DF (195], et par suite égale à A. Et, comme cette tangente est perpendiculaire sur le diamètre BC qui est égal à la différence donnée EF, on est conduit à la construction suivante :
Sur les côtés d'un angle droit, prenez une longueur BD égale à A et une longueur BO égale à la moitié de la diffé> rence donnée; du point 0 comme centre avec OB pour rayon, décrivez un cercle; puis menez DO qui coupe la circonférence aux points E et F; DE et DF seront les droites demandées.
Le problème est toujours possible et n'a qu'une solution.
SCOUE.
En représentant par /? et 9 la différence et le produit
UVRB m. — LES FIGURES SEMBLABLES. l6l
donnés, on a et, par suite,
DE = OD-OE=i/^-f.a-^'
Vt
DF = OD -4- OF = \/f^ -^ 9 -^ f '
22$8. Les deux problèmes précédents permettent de construire les racines de toute équation du second degré à une inconnue, c'est-à-dire de toute équation de la forme
x^dzpx =i= (^ = o,
P eiq étant des nombres po:»itirs quelconques. En effet, des quatre types
x^ — px-^q = G, x^-hpx — 7 = G, x* — px — q = G,
le premier se ramène au second, et le troisième au dernier, par le seul changement de j: en — x. Il sufût donc de construire les racines des équations
x' — px -i- (j = o et X* — px — q = o.
En mettant ces équations sous la forme
on voit que, construire les racines de la première, c*est construire deux droites dont la somme est p et le produit 7. De même, construire les racines de la seconde, c'est construire deux droites dont la différence est p et le produit 7.
L'équation bicarrée
x^ -f- px^ -f- 7 = o
se ramène à l'équation du second degré
en désignant par C une longueur prise à volonté dont la mesure est c,
et on posant
.r' — cz,
R. ot DE c. — Tr, de Géom. (!'• Partie ). il
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On construira donc les longueurs Z' et V qui ont pour mesures les racines de cette équation du second degré, puis on aura les valeurs de x par des moyennes proportionnelles entre C et chacune des longueurs Z' el V,
PROBLÈME
Diviser une droite en moyenne et extrême raison
On dit qu'un point divise une droite AB en moyenne et extrême raison, lorsque sa distance à l'une des extrémités A
Fig. i8i.
de celle droite est moyenne proportionnelle entre sa distance à Taulre extrémité B et la droite AB.
On \oii a priori :
i"" Que, entre A et B, il existe un point X, et un seul, jouissant de la propriété énoncée. Car, de A en B, le rapport ^^^
XA
décroît d'une manière continue de l'infini à r, tandis que le
rapport r^ croît de zéro à Tinfini; ainsi, quand le point X se
meut de A en B, le premier rapport diminue, le second augmente, et comme le premier, d'abord supérieur au second, finit par devenir moindre, il y a entre A et B une position de X, et une seule, pour laquelle on a
(0 ^^ = ^5 ou XÂ*=AB.XB.
XA XJD
2" Que, sur le prolongement de AB à gauche du point A, il existe un point X', et un seul, jouissant de la propriété
AB
énoncée. Car, dans cette région, le rapport «^7-^ croît d'une
manière continue de zéro à l'infini, tandis que le rapport =^7-^
décroît de i à zéro; il y a donc à gauche de A une position
de X', et une seule, pour laquelle on a
X^^X^ ^" X'A=AB.X'B
3** Que sur le prolongement de AB à droite du point B, il ne peut exister aucun point jouissant de la propriété énoncée. Car la distance d'un point de cette région au point A, étani à la fois plus grande que la distance du point considéré au point B et que la ligne AB, ne saurait être moyenne proportionnelle entre ces deux longueurs.
Ainsi, sur la droite indéfinie qui unit les points A et B, il existe deux points X et X', et rien que deux, qui divisent la droite AB en moyenne et extrême raison : l'un X intérieur, et les deux segments correspondants XA, XB, sont alors additifs; Tautre X' extérieur, et les deux segments correspondants X'A, X'B, sont alors soustractifs.
Pour déterminer ces deux points X et X', il suffit de trouver AX et AX'. Or, d*une part, si Ton retranche la relation (i^ de la relation (^ij, on a
X'A -XA =AB(X'B-XB), ou
(X'A-hXA)(VA-.XAj = AB(X'B-XB),
c'est-à-dire
XX'(X'A - XA) = AB.XX', et, par suite,
X'A.XA = AB
Donc, la recherche des droites AX et AX' revient à construire deux lignes dont la différence est égale à AB et dont le
produit est égal à AB ; c'est le problème du n"* 256 dans un cas particulier. De là, cette construction : Élevez sur AB, a son extrémité B, une perpendiculaire BC
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égale à la moitié de AB. Du point C comme centre, avec CB pour rayon, décrivez une circonférence; menez AC qui coupe celte circonférence en D et en D'; la droite AD sera l'inconnue AX, et la droite AD' sera l'inconnue AX'. Deux arcs de cercle décrits de A comme centre, avec AD et AD' pour rayons, couperont la droite indéfinie AB aux points cherchés X et X'.
En désignant par a la droite AB, et en remplaçant dans les formules du n° 257 jd par a et 7 par a*, on trouve
AX=^(s/5-.), AX'= f (v/5 + .).
Il est bon de remarquer qu'on a, d'après cela,
BX = ^(3-.v/5), BX'==-(3 4-\/5),
PROBLÈME
260. Mener une tangente commune à deux cercles {fi g* 1 82). Nous avons déjà résolu ce problème au n** 163. Nous allons suivre ici une autre marche, utile à signaler.
Soient les deux cercles C et C de rayons R et R', et supposons, pour fixer les idées, R > R'. AA' étant une tangente commune extérieure qui coupe la ligne des centres en 0, au delà de CC, les rayons C\, C'A', sont parallèles et de môme sens, et l'on a
OC _^ _ R ^'^ OC'~C'A'^R
Or, toute droite MM' qui unit les extrémités de deux rayons parallèles et de môme sens CM et CM', coupe également la ligne des centres en un point Oi situé au delà de CC, et tel que
OiC _ ^M _ R OiC~"CM^~U''
Les deux points 0 et Oi se confondent donc (179).
De même, BB' étant une tangente commune intérieure qui coupe la ligne des centres en 0' entre C et C, les rayons CB, CE' y sont parallèles et de sens contraires, et l'on a
O'.C CM _ R 0;C' "CN' R
Les deux points 0' et 0', se confondent donc (179).
De là, résulte la construction suivante : Menez dans le premier cercle un rayon quelconque CM, et dans le second le diamètre M'N' parallèle à CM; tirez MM' et MN', et des points 0 et 0', où ces droites coupent la ligne des centres, menez des tangentes à Tun des cercles; elles toucheront également Tautre cercle.
Les deux points 0 et 0' divisent harmoniquement la droite des centres CC (180).
11 y aura deux tangentes communes extérieures, tant que le point 0 sera situé hors du cercle C. La relation (i), mise sous la forme
OC — OC "" R — IV
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OU
ce
montre que, pour que OC soit plus grand que R, il faut et il suffit que la distance CC des centres soit plus grande que la différence R — R' des rayons, c'est-à-dire que les deux cercles ne soient ni intérieurs l'un à •l'autre, ni tangents intérieurement. Quand les deux cercles sont tangents intérieurement, on a ce = R — R'; par suite OC = R, et le point 0 n'est autre que le point de contact des deux cercles; il n'y a alors qu'une tangente commune extérieure.
De même, pour qu'il y ait deux tangentes communes intérieures, il faut que le point 0' soit extérieur au cercle C. La relation (2), mise sous la forme
0'C4-0'C' "R-hK' ou
ce
montre que, pour que OX soit plus grand que R, il faut et il sufiit que la distance CC des centres soit plus grande que la somme R -i- R' des rayons, c'est-à-dire que les deux cercles soient extérieurs l'un à l'aulre. Quand les deux cercles sont tangents extérieurement, on a CC'= R -\- R', par suite 0'C = R, et le point 0' n'est autre que le point de contact des deux cercles; il n'y a dans ce cas qu'une tangente commune intérieure.
Nous avons supposé les deux cercles inégaux. Si l'on avait R = R', les formules précédentes deviendraient
On nomme centres de similitude de deux cercles les
deux points 0 et 0' (Jig. 182) qui divisent la ligne des centres C et C dans le rapport des rayons.
Quand un cercle variable 0 {,/ig. 1 83 ) reste tangent à deux cercles donnés A et B, la droite MN gui Joint les deux points de contact passe par un centre de similitude S des cercles A et B, et la puissance de ce point S par rapport au cercle variable 0 reste constante.
En effet, soit I le second point d'intersection de MN avec le cercle B. Les triangles NMO, BMI, étant isocèles, les
Fig. i83.
angles MNO, MIB, sont égaux entre eux comme étant respectivement égaux à deux angles opposés par le sommet M. Ces angles étant alternes-internes, il faut que les rayons AN et BI soient parallèles, et la droite MN passe alors (260) par un centre de similitude S des cercles A et B. On a d'ailleurs
AN SM.SNr-iSM.SI^y.
Le second membre de cette égalité étant égal à la puissance du point S par rapport au cercle B (193), multipliée par le rapport des rayons des cercles A et B, est constant; il en est donc de même du premier membre, c'est-à-dire de la puissance du point S par rapport au cercle variable 0.
Ce théorème et sa démonstration subsistent quand l'un des cercles donnés, A par exemple, est remplacé par une droite D. Seulement, le centre de similitude S est, dans ce cas, remplacé par l'une des extrémités du diamètre du cercle B qui est perpendiculaire à la droite D.
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PROBLÈME
262. Décrire une circonférence passant par deux points donnés et tangente soit à une droite donnée, soit à un cercle donné.
Fi0. i83,.
1° Soient A et B {fig^ i83j) les deux points donnés et KL la droite donnée. Prolongeons AB jusqu'au point C où elle rencontre KL. Si T est le point où le cercle inconnu 0 touche cette droite KL, CT sera la moyenne proportionnelle (195) entre les deux droites connues CB et CA. De là, cette construction :
Menez AB qui coupe KL en C; déterminez la moyenne proportionnelle entre CB et GA, et portez-la en CT sur la droite CL. Élevez la perpendiculaire TO sur KL et la perpendiculaire 00' sur le milieu de AB; le point 0 commun à ces deux perpendiculaires sera le centre du cercle cherché.
En portant la moyenne proportionnelle en CT' à gauche de C, on a une seconde solution.
Si AB était parallèle à KL, le point de contact serait sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB, et il n'y aurait qu'une solution.
Enfin, il est évident que le problème n'est possible que si les points A et B sont situés d'un même côté de la droite KL.
2« Soient B et G les deux points donnés et 0 la circonférence donnée {fig- i83j). Supposons le problème résolu, et désignons par A le point où le cercle demandé 0' touche le cercle 0; tout revient à trouver le point M où la tangente AM rencontre la droite BC prolongée. Or, si l'on mène par B etC une circonférence auxiliaire quelconque qui coupe la circon-
férence O en deux points D elE, la corde DE prolongée passera par M. En effet, désignons un moment par £ le point où la droite MD coupe la circonférence 0; on aura
MD.Me = MA=:MB.MC.
Donc ( lOV) le point s est sur le cercle déterminé par les trois points C, B, D, c'est-à-dire sur la circonférence auxiliaire; il ne diffère donc pas de Tintersection E du cercle 0 et de cette circonférence auxiliaire. On déduit de cette analyse la construction suivante :
Par les deux points B et C, menez une circonférence quelconque qui coupe la circonférence donnée 0 en deux points D et E; et du point M, intersection de BC et de ED, menez une tangente MA. au cercle 0. Le point A sera le point de contact du cercle 0 et du cercle inconnu, dont le centre 0' se trouvera d'ailleurs à l'intersection de OA prolongée et de la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC.
La seconde tangente menée de M au cercle donné 0 don< ncra une seconde solution.
Si les points B et G étaient équidistants du centre 0, les droites BC et DE seraient parallèles; il suffirait alors de mener au cercle 0 une tangente parallèle à BC; il y aurait encore deux solutions.
Enfin, pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que M soit extérieur au cercle 0, c'est-à-dire tombe sur les prolongements de la corde DE, et non entre D et E. Or, la corde DE décompose la circonférence auxiliaire DBCE en deux arcs a et a\ dont l'un est intérieur et l'autre extérieur au cercle 0. Pour que M ne soit pas situé entre D et E, il faut et il suffit que B et C ne soient pas, l'un sur l'arc a et l'autre sur l'arc a\ mais bien tous deux sur l'arc a ou tous deux sur l'arc a', c'est-à-dire que B et C soient tous deux intérieurs ou tous deux extérieurs au cercle 0.
SCOLIB.
263. La détermination d'un cerclo 0 astreint à trois conditions prises parmi celles qui consistent à passer par un point donné, ou à toucher une droite ou un cercle donné, répond à dix problèmes qu'on peut dô-
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signer par les symboles
PPP (i sol.), PDD (a sol.), DDC (8 sol.),
DDD (4 sol.), PCD (4 sol.), DCC (8 sol.),
PPD (9. soi.), PCC (4 sol.), CGC (8 sol.), PPG ( 2 sol. ),
en représentant un point par P, une droite par D, un cercle par G. Nous avons indiqué, à côté de chaque symbole, le nombre des solutions dont le problème correspondant est susceptible.
La résolution de ces dix problèmes ofTre un exemple remarquable de la méthode des substitutions successives.
Les problèmes de la première colonne ont été déjà résolus (154, i61, 262); on a vu d'ailleurs (262) que les deux derniers se ramenaient au premier PPP. — Indiquons ici, en passant, une nouvelle solution du problème PPD, qui n'exige que la connaissance du Livre IL — P et P' désignant les deux points donnés, et Pi le symétrique de P' par rapport à la droite donnée D, il est aisé de constater que la droite PPi est vue des deux points de contact cherchés sous des angles qui sont respectivement égaux aux angles des deux droites D et PP'. Il suffit donc, pour avoir ces points de contact, de décrire sur PPi un segment capable de l'un de ces angles, et de marquer les intersections de la droite D et du cercle ainsi obtenu.
Le premier problème PDD de la deuxième colonne se ramène a PPD, en observant que la circonférence cherchée doit contenir le symétrique du point donné par rapport à la bissectrice de l'angle que forment les droites données et qui renferme le point donné. — Le problème PCC so ramène à PPC; car on connaît (261) le centre de similitude S des deux cercles donnés et la puissance de ce point par rapport au cercle cherché 0. On peut donc déterminer le second point d'intersection de la droite PS et du cercle inconnu 0. — Le problème PCD se ramène de la môme manière (261) à PPD ou à PPC.
Enfin, les problèmes de la troisième colonne se ramènent respectivement à ceux qui sont placés vis-à-vis dans la deuxième colonne. La marche à suivre reste la même pour tous les trois : c'est la méthode de translation (171 ). Ainsi, pour le problème DDC, on remarquera que, si le rayon du cercle cherché augmentait ou diminuait du rayon R du cercle donné, le nouveau cercle inconnu passerait par le centre du cercle donné et toucherait les droites données déplacées parallèlement à elles-mêmes d'une quantité égale à R. — De même, s'il s'agit du problème DCC, on remplacera le plus grand des deux cercles donnés par un cercle ayant pour rayon (suivant la nature des contacts) la somme ou la difTérence des rayons de ces deux cercles, et Ton déplacera la droite donnée parallèlement à elle-même d'une quantité égale au rayon
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dii plus petit des deux cercles. — Enfin, pour le problème CGC, on substituera aux deux plus grands cercles des circonférences concentriques dont les rayons différeront des leurs d'une quantité égale au rayon du plus petit des trois cercles donnés.
§ Vî. — POLYGONES RÉGULIERS.
DÉFINITIONS
26fc. Un polygone est dit régulier^ lorsqu'il a tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux. Tels sont, par exemple, le triangle équilatéral et le carré.
On nomme ligne brisée régulière toute ligne brisée convexe qui a ses côtés égaux et ses angles égaux.
THÉORÈME
265. On peut toujours inscrire ou circonscrire à une circonférence donnée un polygone régulier d'un nombre donné de côtés.
Supposons la circonférence divisée en n parties égales, n étant le nombre de côtés que doit avoir le polygone.
!• En menant (fig, i84) les cordes AB, BC, . . . qui unis-
Fljj. 18.5,
Fjff. i85.
sent les points de division, on aura un polygone régulier inscrit de n côtés. En effet, les côtés de ce polygone sont égaux comme cordes d*arcs égaux, et ses angles sont égaux comme inscrits dans des segments égaux; car tout angle ABC du polygone est inscrit dans un segment correspondant à deux divisions consécutives de la circonférence.
a" En menant des tangentes [fig. 184) par les points de division A, B, C, . . . , on aura un polygone régulier circonscrit de n côtés. En effet, dans les triangles GAB. HBC, tes
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côlés AB, BC, . . . sont égaux, et les angles en A, B, C,. . ., formés par une tangente et une corde, sont aussi égaux comme ayant tous pour mesure la moitié d'une division de la circonférence; dès lors les triangles GAB, HBC, ... sont isocèles et égaux, et Ton a d'une part G = H = K ~ . . . , et de Vautre AG = GB=:BH~HC=CK, .., d'où l'on déduit GH = !lKi^.... Ainsi le polygone GHK... a ses angles égaux et ses côtés égaux.
D'après cette démonstration, pour avoir le polygone régulier de n côtés circonscrit à un cercle, il suffit de diviser la circonférence en n parties égales et de mener des tangentes par les points de division. Or, les milieux M, N, P, ... des arcs AB, BC, CD,. . ., qui sous-tendent les côtés du polygone régulier inscrit {Jig. i85), divisent évidemment la circonférence en n parties égales. On aura donc un polygone régulier circonscrit de n côtés en menant des tangentes par ces points. On préfère souvent cette seconde manière d'opérer, parce que le polygone A'B'C'D\. . ., ainsi obtenu, a ses côtés parallèles à ceux du polygone inscrit ABCD, . . ., et ses sommets A', B'. C',. . ., sur les mêmes rayons OAA', OBB', . ., que les sommets du polygone ABCD. . .. £n effet, d'une part deux côtés tels que BC, B'C, sont parallèles comme perpendiculaires sur In même droite ON, et d'autre part deux tangentes telles que MB', NB', doivent se couper (158) sur la bissectrice OB de l'angle MON.
266. Réciproquement, on peut toujours inscrire et circonscrire une circonférence à un polygone régulier donné.
Soit ABCDEF le polygone régulier donné {^î^. i86).
!« Pour démontrer qu'on peut circonscrire une circonfé*
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rcnce à ce polygone, il suffit de prouver que la circonférence qui passe par trois sommets consécutifs quelconques A, B, C, passe par le sommet suivant D. Or, soit 0 le centre du cercle déterminé par les trois points A, B, -G; menons OA, OD, et la perpendiculaire OH sur BC. Replions le quadrilatère ABHO autour de OH; les angles en H étant droits, BH prendra la direction HC, et le point B tombera en C, puisque BH == HC. Mais, le polygone étant régulier, l'angle ABH est égal à l'angle HCD, comme le côté BA au côté CD; par suite, le côté BA prendra la direction CD, et le point A tombera en D. Donc OD est égal au rayon OA, et la circonférence considérée passe par le point D.
2° Les côtés AB, BC, . . . , étant des cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires OG, OH,..., abaissées du centre 0 sur ces cordes, seront égales (10&); donc, si du point 0 comme centre, avec OH pour rayon, on décrit une circonférence, chacun des côtés du polygone sera touché en son milieu par cette circonférence, alors inscrite au polygone.
Corollaires.
267. On nomme centre d'un polygone régulier le centre commun 0 de la circonférence inscrite et de la circonférence circonscrite. Ce point, étant à égale distance de tous les côtés et de tous les sommets, est à la fois le point de concours des bissectrices de tous les angles et des perpendiculaires élevées sur les milieux des divers côtés.
On appelle rajron d'un polygone régulier le rayon du cercle circonscrit, et apothème de ce polygone le rayon du cercle inscrit.
On nomme angle au centre d'un polygone régulier l'angle AOB de deux rayons consécutifs; cet angle est évidemment égal a l'angle GOH de deux apothèmes consécutifs, et par conséquent est le supplément de l'angle G6H du polygone régulier* D'après cela, si n est le nombre des côtés du polygone, et si l'on prend l'angle droit pour unité, l'angle au centre
vaudra - et l'angle du polygone a — -• On voit ainsi que,
sauf le triangle équilatéral dont les angles sont de 6o degrés,
et le carré dont les angles soni droits, tous les polygones réguliers ont leurs angles obtus.
268. On prouverait, par des raisonnements identiques aux précédents, que toute ligne brisée régulière est inscriptible et circonscriptible, et par suite qu'elle a un centre, un apothème et un rayon, qui sont le centre et les rayons des circonférences inscrite et circonscrite. Une ligne brisée régulière ne diffère d'une portion de polygone régulier qu'en ce que son angle au centre n'est pas forcément une partie aliquote de quatre angles droits.
269. X** Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables.
2" Leur rapport de similitude est égal à celui de leurs rayons ou de leurs apothèmes,
Fig. 187.
En effet :
i"* Ces polygones ont les angles égaux, puisque la valeur de Tangle d'un polygone régulier ne dépend que du nombre des côtés (267), et que le nombre des côtés est le même dans les deux figures; de plus, les côtés sont évidemment proportionnels, puisque, dans l'une et l'autre figure, ils sont égaux. Donc, les polygones considérés sont semblables.
2*» Soient (fig. 187) AB le côté du premier polygone, 0 son
centre, OB son rayon, OF son apothème; soient de même A'B'
le côté du second polygone, 0' son centre, O'B' son rayon,
et O'F' son apothème. Les triangles rectangles BFO, B'F'O',
sont semblables (202), puisque les angles FBO, F'B'O', sont
égaux comme moitié des angles égaux ABC, A'B'C'(267}. On
a donc
BF OR OF
B'F' ^WW^O'l"
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maiSf les polygones proposés étant semblables, leur rapport de similitude est égal au rapport des côtés AB, A'B% ou des demi-côtés BF, B'F'; il est donc aussi égal au rapport des rayons OB, O'B', ou au rapport des apothèmes OF, O'F',
270. Supposons la circonférence divisée en m parties égales; désignons par a la longueur de Tune des parties, et joignons les points de division de p en p^k partir de l'un d'eux.
Si p est premier avec m, la circonférence ma et Tare pa sous-tendu par chacune des cordes successives auront pour plus petit multiple commun pma, et l'on reviendra au point de départ après avoir parcouru p fois la circonférence ou m fois Tare pa. On aura donc formé ainsi un polygone régulier de m côtés. Par exemple, dans la^g^. 190 où la circonférence est divisée en 10 parties égales, on obtient, en joignant les points de division de 1 en i, le décagone convexe, et enjoignant ces points de 3 en 3 un décagone régulier étoile.
Si p et m, au lieu d'être premiers entre eux, ont un plus grand commun diviseur 9, le plus petit multiple commun de
Tare pa et de la circonférence ma sera -^«. On reviendra alors au point de départ après avoir parcouru ^ fois la cir-
conférence ou -g- fois l'arc pa; en d'autres termes, on aura
formé ainsi un polygone régulier de -^ côtés, et non plus de
m côtés.
Au premier abord, il semble résulter de là qu'il existe autant de polygones réguliers (convexes ou étoiles) de m côtés qu'il y a de nombres premiers à m dans la suite 1, a,..-, m — I. Mais, si l'on remarque qu'en joignant les points de division de p en p, p étant premier à m, on obtient le même polygone qu'en les joignant de m—/? en m—p, on voit qu'en réalité le nombre des polygones réguliers de m côtés est égal au nombre des entiers premiers à m contenus dans la suite
D'après cela» il n'y a qu'un hexagone régulier; il y a deux pentagones réguliers , deux décagones, quatre pentédécagonesy etc.
Inscrire un carré dans un cercle donné ijig. t
Fig. i88.
Il suffît évidemment de mener deux diamètres' AC et BI) perpendiculaires entre eux, et de joindre leurs extrémités, pour avoir le carré demandé ABCD.
Le triangle AOB, rectangle en 0, donne
AB =:0A -hOB ==20A , d'où AB = 0A.\/2.
Ainsi, le côté du carré inscrit dans le cercle de rayon R est
égal à R . ^2.
Il convient de remarquer que l'apothème du carré inscrit est égal à la moitié de son côté, et que le côté du carré circonscrit est égal au diamètre du cercle considéré.
Corollaire.
272. Du carré, on passe à l'octogone régulier inscrit en divisant {Jig. i88) chacun des arcs AB, BC, CD, DA, en deux parties égales. On déduirait de même de l'octogone le polygone régulier de i6 côtés,. . ., et ainsi de suite. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 4> 8, i6, 32, .... , et, en général, de 2" côtés.
273. Inscrire un hexagone régulier dans un cercle (Jig* 189). Supposons le problème résolu, et soit ABCDEF l'hexagone
demandé. En menant deux rayons consécutifs OA» OB, on obtient un triangle OÀB qui est Isocèle, et, par suite, doni
Fig. 18g.
les angles A et B sont égaux. Mais, si Ton remarque que le rayon BO prolongé passe par le sommet £ de l'hexagone, on voit que l'angle inscrit ABE a pour mesure la moitié de l'arc AFE, c'est-à-dire une division de la circonférence; et comme l'angle au centre AOB a aussi pour mesure une de ces divisions AB, les deux angles ABO'et AOB sont égaux, et le triangle Ox\B est équilatéral. Donc, le côté de Vhexagone inscrit dans un cercle est égal au rayon R de ce cercle.
Pour inscrire un hexagone régulier dans un cercle, il suffit, d'après cela, de porter six fois sur la circonférence une ouverture de compas égale au rayon, et de joindre les points de division consécutifs ainsi obtenus.
Corollaires.
27 i^. En joignant de deux en deux les sommets de l'hexagone, on obtient le triangle équilatéral inscrit ACE. Le triangle rectangle ACD donne
d'où
AC -AD -CD :4R*-R'--3R
AC :^ R v/3.
Ainsi, le côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de
rayon H est égal à R ^; son apothème OG est d'ailleurs égal a la moitié du rayon, car la figure ABCO est un losange.
H. et DE C. — Tr, de Géom. ( !'• Partie ).
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275. En menant des tangentes par les points B, D, F, on forme le triangle équilatéral circonscrit A'C'E', dont les côtés sont parallèles à ceux du triangle équilatéral inscrit ACE. Le rapport de similitude de ces deux triangles est égal (269) à
OB
-JTT5 c*esl-à-dire à a. Ainsi, deux lignes homologues quelconques dans le triangle équilatéral circonscrit et dans le triangle équilatéral inscrit sont doubles Tune de l'autre.
276. De Thexagone, on passe au dodécagone régulier inscrit en divisant en deux parties égales les arcs sous-tendus par les côtés de l'hexagone; on déduirait de même du dodécagone le polygone régulier do 24 côtés,. . ., et ainsi de suite. On peut donc, avec la règle et le compas^ inscrire les polygones réguliers de 3, 6, 12, 24,. . ., et, en général, de 3.2" côtés.
Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en dix parties égales par les points A, B, C, D, E, F, G, H, K, I.
En joignant les points de division consécutifs, on obtient le décagone régulier convexe ABCDEFGHKl; en joignant les points de division de trois en trois, on obtient le décagone régulier étoile ADGICFKBEH (270). 11 s'agit do construire les côtés AB et AD de ces deux décagones.
Fig. 191.
Or, en remarquant {Jig, 191) que le rayon BO prolongé passe
par le sommet G, on voit que Tangle AMB, dont le sommet est à Tintérieur du cercle, a pour mesure la moitié de l'arc AB, plus la moitié de l'arc GD, c'est-à-dire deux divisions de la circonférence. D'ailleurs, l'angle inscrit ABG a pour mesure la moitié de l'arc AG, c'est-à-dire encore deux divisions; l'angle au centre BOD a aussi cette même mesure. Les deux triangles AHB, DM0, sont donc isocèles, et l'on a
AM- AB, MD^ OD ou AD — AM^OD.
D*un autre côté, les angles OMA, DOA, étant égaux comme ayant l'un et l'autre pour mesure trois divisions, les droites OM et OD sont antiparallèles par rapport à l'angle OAD, et l'on a (192)
AD.AM^ ÂÔ'.
Les deux relations précédentes montrent que la recherclie des côtés AD et AB = AH revient à celle de deux lignes dont la différence est égale au rayon et dont le produit est égal au carré du rayon; on obtiendra donc ces deux côtés (259) en divisant le tajron en moyenne et extrême raison; le plus grand segment additif sera le côté du décagone régulier convexe, et le plus petit segment s^ustractif sera le côté du décagone régulier étoile.
Si R est le rayon du cercle, on aura (259)
AB=.R.^^!^ et AD. R.i^T-L.
Corollaires.
278. La circonférence étant divisée en dix parties égales, en joignant les points de division de deux en deux, on obtient le /7en//igfo/i« régulier convexe kCEGK; en les joignant de quatre en quatre, on trace le pentagone régulier étoile AEKCG
Pour calculer les côtés FD et FB [Jig, 193 ) du pentagone régulier convexe et du pentagone étoile, il suffit de remarquer que, si Ton mène le diamètre FA, les cordes AD et AB soni les côtés du décagone étoile et du décagone convexe. Or les
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triangles rectangles FAD, FAB, donnent
FD:^V4"^ -ad\ FB .v/4R'-ab'
Fig. igi. Fig. 193.
d'où, en remplaçant AD et AB par leurs valeurs (277) ei rc~ duisant,
FD -^ - y/u) - 31/5, FB - : - )Jio -h 2 v5.
279. Du décagone convexe, on passe au polygone régulier de 20 côtés, puis à celui de 4û,. . ., et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-tendus par les côtés du polygone précédent. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 5, 10, 20, 4<>»* - •» et, en général, de 5.2" côtes.
PROBLÈME
280. Inscrire un pentédécagone régulier dans un cercle donné (Jig. 194).
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en quinze parties égales par les points A, B, C, D, E, F. G, H, I, K, L, M, N, 0, P.
En joignant les points de division de i en i, de 2 en 2, de 4 en 4> de 7 en 7, on obtient les côtés AB, AO, AE, AI, du pentédécagone convexe et des trois pentédécagones étoiles.
Considérons les côtés AB et AE; Q étant le milieu de l'arc Cl), on a
arc AQ - f 2 n — \ -7. =^ r-'»
arcQB -: arcQE — ( 1 4- - ) -^ - — •
Donc, pour construire AB et A£» U suffit de porter, à partir du point A, une corde AQ égale au côté de l'hexagone, puis a
partir de Q, et de part et d'autre de ce point, une corde QB — QE égale au côté du décagone convexe.
Pour calculer AB et AE, abaissons du point Q les perpendiculaires QSet QT sur ces côtés; l'égalité des triangles recungles QAS et QAT, qui ont l'hypoténuse commune et un angle aigu égal QAS ^ QAT, donne
AS=AT, QSr^^ QT;
puis, de l'égalité des triangles rectangles BQS, TQE, qui ont rhypoténuse égale et un côté égal, on déduit
ET:. BS.
On a donc
AB r AS ~ BS et AE 1= AT -f TE -. AS -\- BS.
Mais QS n'est autre que la moitié du côlé du décagone convexe, puisque AQ est égal au rayon et que, Tare BQ étant le dixième de la circonférence, l'angle inscrit BAQ est la moitié de l'angle au centre du décagone convexe ; on a donc
par suite,
QS-?(V
AS r v/ÂQ' — QS' r ; ^ V^-*-^V5.
BS ::- V^BQ' - QS' ■-■-■- J i^- \/ï)-
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On aura donc, d'après les relations ci-dessus,
AB = 7 (Vio 4- 2 V5 -4- \/3 — i/TS),
AE r^ j (Vio-4-av^5 — \/3 -H v'Tô).
On verra de même que, X étant le milieu de ML, AX est le côté du décagone étoile et XO = XI le côté de l'iiexagone, ce qui permettra de construire et de calculer d'une manière analogue les côtés AO et AI des deux autres pentédécagones étoiles. En remarquant que XY est la moitié du côté du décagone étoile, on trouve
AO := J {)/T5 -4- s/3 - VIO -2^5), Al — ^ (v^T5 H- v^ -}- v/io-a^s).
281. Du pentédécagone convexe, on passe au polygone dp 3o côtés, puis à celui de 6o, . . . , et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-lendus par les côtés du polygone précédent. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de i5, 3o, 6o, 120,. . ., et en général de 3.5. a" côtés.
PROBLÈME
282. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit dans un cercle donnée calculer le côté du polygone régulier inscrit d*un nombre de côtés double [fig* 19$ )•
Soient AB ::= a le côté donné et R le rayon du cercle;
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CD étant le diamètre perpendiculaire à AB, AC sera le côté cherché, que nous désignerons par a'.
La corde AC est moyenne proportionnelle entre le diamètre CD et sa projection CE = OC — OE sur ce diamètre; en a donc
a' := aR(R - OE) =^ R(2R - aOEj.
Mais le triangle rectangle AEO donne
OE = V^AO' - ÀÊ' ou OE ^ i/r' - ^ rir i v/4 h^~ a'.
Od a donc finalement
En particulier, lorsqu'on prend le rayon pour unité, on a
On peut donner à cette relation une autre forme plus commode pour le calcul numérique. Le produit de la somme
a 4- ^4 "~ û*» P*** '3 différence a — y^4 ^ «S ©st égal à la différence des carrés de a et de ^^4 — ^S c'est-à-dire à
Par suite, on a
et enRn
a'Tr.
SCOLIB.
283. En partant d'un polygone dont on connaît le cAté, on pourra, par l'application répétée de la formule (3), calculer successivement les côtés, et par suite les périmètres des polygones réguliers Inscrits de an, i^n^ 8n, 1611,. . . côtés, n étant le nombre des côtés du premier polygone. Voici les résultats
que l'on obtient en partant, soit du carré dont le côté est v^
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dans le cercle de rayon i, soit de Thexagone dont le côté est I :
Kombre dei odtés. Deml-pérlmètres.
16 3,iai44
Sa 3, 13654
ia8 3,14127
! XoDibro dM côlét. Deml'pérlmèlres.
la 3,io58a
96 3, i4io3
Ces valeurs sont obtenues par défaut à moins d'une unité du cinquième ordre décimal.
PROBLÈME
284. Connaissant le côté d'un poljrgone régulier inscrit, calculer le côté du poljrgone régulier circonscrit semblable
Fig. 196,
Soient AB= /z le côté donné et R le rayon du cercle; menons la tangente CD au milieu F de l'arc AB et prolongeons-la jusqu'aux points C et D, où elle rencontre les rayons OA et OB prolongés. CD sera le côté cherché (265); désignons-le par a.
Les triangles semblables AOE, COF, donnent .
CF OF AË U£
maison a (282)
SC0LIB
285. Connaissant les côtés des polygones réguliers de n, 2n, 4198/1,... côtés, Inscrits dans le cercle de rayon i. on aura parla formule (t2)les côtés, et, par suite, les périmètres des polygones réguliers circonscrits semblables. Voici les résuluts que Ton obtient pour les séries qui dérivent du carré et de l'hexagone :
3ioabradMe6lit. Dcml-pértiiiètr«f.
4 4>ooooo
64 3,i44ia
Nombre des cAtéf. Oeml-pérlmèlrei.
Ces valeurs sont obtenues par excès à moins d'une unité du cinquième ordre décimal.
PROBLÈME
286. Étant donnés le rayon r et l'apothème a d'un poljrgone régulier de n côtés, calculer le rayon r' et rnpotlième a' du polygone régulier qui aurait in côtés et le même périmètre (f g. 197).
Fig. 197.
Soient aB le côté et 0 le centre du polygone donné; en menant le rayon OGC perpendiculaire sur AB, on aura
OC = r, OG -- a.
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Tirons CA et CB, et joignons les milieux D et E de ces deux cordes. La droite DE, parallèle à AB et égale à sa moitié, sera le côté du polygone régulier qui a même périmètre et deux fois plus de côtés que le premier. D'ailleurs, l'angle DOE étant la moitié de l'angle au centre AOB du polygone primitif, le point O sera encore le centre du nouveau polygone, et l'on aura
OD r:r r', OF i^ û'.
Or, le point F est le milieu de CG ; donc
(i) OF==i(OG 4-OC) ou fl:^i(a-».r).
De plus, le triangle recungle ODC donne (222)
(i) UL'^OC.OF ou r''=z:r.a\ d'où
Les relations (i) et (?.) résolvent le problème proposé; la première permet de calculer a' ; puis, a' étant connu, la seconde donne r\
SCOLIBS.
La formule (i) peut encore s'écrire
(i') i{a-— a) =: r— Oy
288. On voit sur la figure que OF est plus grand que OG cl que OD est moindre que OC. Donc, quand on passe d'un polygone régulier au polygone régulier isopérimètre d'un nombre de côtés double, l'apothème augmente et le rayon diminue, de sorte que la différence entre le rayon et l'apothème va en décroissant.
On peut voir que la différence r' — a* est moindre que le quart dr h différence précédente r — a.
En effet, si du point 0 comme centre, avec OD pour rayon, on trace
l'arc DIE, on a
r'-a'--IF et r — rt-^CG-^aCF:
il 8*agit donc de prouver que IF est inférieur à la moitié de CF, c'està-dire que IF est moindre que CI. Or l'angle inscrit IDE et l'angle IDC. formé par une tangente et une corde ont pour mesure, le premier la moitié de Tare lE, le second la moitié de Tare DI; ces angles sont donc é<;aax, et Dl est la bissectrice de l'angle CDF. Donc enfin le rapport do IF à IC est égal à celui de la perpendiculaire DF à Toblique DC, et, par suite, moindre que i.
Le même fait ressort des formules précédentes.
Nous désignerons par a" et r* l'apothème et le rayon du polygone isopérimètre de 4« côtés, en sorte que 2»'= a'-+- r\ r"» = a't'.
Cela posé, on a, en vertu de 0"),
r — n 'i{^r — a) ~ 2{ra - n- > ^îi(/-'- — a'-) i{a' -r- r' ) ^a"^
or, les apothèmes allant en croisant, le dernier membre est plus petit
crue 7 .
i8*J. On peut encore remarquer (D. André, Nouvelles Annales y 1874) f;ue chacun des rapports
t«/ aussi inférieur à -- •^ 4
Cela est évident pour le premier ; car, en vertu de la formule ( 1') et de
I r'— a' «)n analogue a^—d-- - (/—«'), il est égal au rapport que
noas venons de considérer.
Quant au second, on a
rr"
ti
or, des trois facteurs qui figurent au dernier membre, les deux premier^ sont inférieurs à i et l'autre est moindre que 7*
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290. Étant donnés les périmètres p et P de deux polygones réguliers de n côtés, l'un inscrit, l'autre circonscrit à un même cercle, calculer les périmètres p' et P' des polygones réguliers inscrit et circonscrit de in côtés.
Le rapport de similitade ou celui des périmètres étant égal au rapport des apothèmes (269), on a {fig, 197)
d'où
p OG p' P" oc' F
OD OF I
mais (286)
donc enfin
OF =3 - (OC H- OG) et OD =- /OC.OF;
P' " 'à\p "" P/ // •V'^ ^"P'* § VIII. — MESURE DE LA CIRCONFÉRENCE.
DÉPINITIO>'S.
291. Considérons {fig- 198) un arc de courbe plane AB el désignons par C, D, . . ., I, divers points silués sur cet arc el pris dans Tordre suivant lequel un mobile décrivant Parc AB de A vers B, sans jamais revenir sur ses pas, les rencontre^
raît. C et D étant deux points consécutifs quelconques, nous nommerons angle de Ja corde CD avec la tangente au point C 1 angle dont devrait tourner CD autour du point C supposé fixe pour que le point D vînt se confondre avec C. De même, l'angle de la corde CD avec la tangente au point D sera Tangle dont devrait tourner DC autour du point D supposé fixe pour que le point C vînt se confondre avec D.
Supposons les points A, C, D, ..., I, B, assez rapprochés pour que chacun des arcs partiels AC, CD, . . ., 10, soit convexe et que sa corde fasse des angles aigus avec les tangentes menées à ses deux extrémités. Dans ces conditions, nous donnerons à la ligne polygonale ACD...IB le nom de ligne brisée inscrite dans rare AB, et nous appellerons ligne brisée circonscrite correspondante la ligne AM'N'...rB dont les cotés touchent l'arc AB aux sommets A, C, D, . . . , I, B, de la Hj^ne brisée inscrite.
Cela posé, on ramène la notion de la longueur d'un arc de rourbe à celle de la longueur d'une ligne droite, à Taide de la définition suivante :
La longueur d*un arc de courbe est la limite vers laquelle tend le périmètre dUine ligne brisée inscrite dans cet arc, lorsque les côtés de cette ligne tendent vers zéro.
Toutefois, pour juslificr cette définition, il faut prouver que cette limite existe et ext unique, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant laquelle les côtés tendent vers zéro.
Pour plus de clarté, nous diviserons la démonstration en deux parties.
I* Ijc rapport des périmètres d'une ligne brisée inscrite et de la ligne brisée circonscrite correspondante tend %*ers l'unité, quelle que
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soit la loi suivant laquelle les côtés de la ligne inscrite tendent vert zéro.
En effet, soient M, N, • • , T, les projections des sommets M', N',
T', de la ligne circonscrite sur les côtés AC, CD, ..., IB, de la ligne inscrite. Puisque chacune de ces cordes fait des angles aigus avec les
tangentes à ses extrémités, les points M, N, T, tombent respecti-
vcment entre Â et C, entre C et D, entre I et B (44). Le rapport
considéré est donc égal au suivant
AM'^ M'C-^W-^ ... riB.
AM MC -t CN " . . . TB '
et, comme la valeur de ce dernier est, d'après un théorème connu d'Arithmétique, comprise entre les valeurs du plus petit et du plus grand des rapports
A M' M'C CN^ rB
CN
Considérons, par exemple, le rapport p^" Sur une droite afJ invariable de grandeur et de position, construisons un triangle a^Y^^^^^o^^ en ^ et dont Tangle aigu a soit égal à N'CN. Les triangles semblables (>NN', a^Y donneront la proportion
CN' ^Y , CN " 2p*
mais, lorsque le côté CD tend vers zéro, il en est do même de Tangle N'CN ou de son égal a. Par suite, la longueur fînie et variable «y ^°^ vers «p, et le rapport ci-dessus a pour limite Tunité.
2" Le périmètre d'wie ligne hrUée inscrite dont les côtét tendent vers zéro, n une limite déterminée et indépendante de la loi d'inscrip^ tion adoptée.
En effet, une première ligne brisée étant inscrite dans Tare AB, joignons un point quelconque de chacun des arcs sous-tendus par ses divers côtés aux extrémités du côté correspondant. Nous formerons ainsi une nouvelle ligne brisée inscrite ayant deux fois plus do côtés que la première. En opérant sur celle-là comme sur la précédente, et ainsi do suite, nous obtiendrons une série illimitée de lignes brisées inscrites .uiiiant une loi particulière. Les périmètres 71, 71? ^a» . • ., do ces lignes
croitront sans cosse et, comme ils restent moindres que le périmètre iJ^une ligue brisée, quelconque circonscrite à Tare AB, ils tendront vers une limite déterminée L. D'ailleurs (i*), les périmètres Qi, Qs, Qs, . . •, des lignes brisées circonscrites correspondantes tendront vers la même limite L.
Considérons maintenant une suite de lignes brisées inscrites dans i'arc AB suivant une loi quelconque, et dont les côtés tendent vers zéro.
Soient p le périmètre d'une ligne de cette série et P le périmètre de la ligne brisée circonscrite correspondante. P étant plus grand que Tune quelconque des lignes ^i, qt^ 93, . . . , sera supérieur ou égal à leur limite L. D'autre part, p étant moindre que l'une quelconque des lignes ^\i Qu Qs7 • • • ) sera au plus égal à leur limite L.
On aura donc
PÊL<P, d*où
P Mais le rapport - a pour limite Tunité (1°). Par conséquent, le rapport
-> étant compris entre i et une quantité qui tend vers i, a Tunilé peur
limite.
En d'autrei termes, p a aussi pour limite L.
2d2. De là résultent les propositions suivantes :
I* La ligne droite est le plus court chemin ci* un point à un autre.
Nous avons déjà d^'montré (38) qu'une portion de droite AB est moindre que (ouïe ligne brisée ayant les mômes extrémités A et B. Considérons maintenant un arc de courbe quelconque AMB; soient L sa toDgueur et L' la longueur d'une ligne brisée inscrite dans cet arc. L'inéi^'alité (38)
AB<L
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2* Tout arc connexe a est moindre qu'une ligne quelconque p qui />/»veloppe en parlant des mêmes extrémités.
11 sufllt, en effet, de concevoir une ligne brisée convexe a! ÎDScrile dans Tare a et une ligne brisée p' inscrite dans Tare ^ et n'ayant aucun point commun avec l'arc a. On aura alors (39) a' < p', et par suite à la limite, lorsque les côtés des lignes brisées tendent vers zéro, a < p.
On verrait, par un raisonnement analogue, que le périmètre d'unf if^nc convexe fermée est moindre que le périmètre de toute ligne qui r enveloppe.
3° Le rapport d'un arc de courbe AC à sa corde [Jfg. 198) a pour limite runité, lorsque Varc tend vers zéro. — Car, en menant les tangentes AM' et CiM', on a (i*)
corde AC < arc AC < AM' -+- M'C, d'où
arcAC AM'-hM'C
corde AC^ AxM-t-MC
Or, on a prouvé (291, i") que ce dernier rapport a pour limite Tunilé lorsque l'arc AC tend vers zéro. La proposition est donc démontrée.
293. Le rapport de deux circonférences quelconques est égal au rapport de leurs rayons.
Soient K et R' les rayons, et C et C les longueurs de deux circonférences; inscrivons dans la première un polygone régulier quelconque et, dans la seconde, un polygone régulier d'un même nombre de côtés. P et P' étant les périmètres de ces polygones, on aura (212, 269)
Cette proportion, ayant lieu quel que soit le nombre des côtés des deux polygones, subsistera quand on fera croître ce nombre indéfînîment; mais alors, les périmètres P et P' tendront
vers leurs limites respectives C et C (291) et leur rapport
tendra vers ~ On aura donc, à la limite,
liyri iii. — lbs figures semblables. igs
Corollaire.
294, La proposition précédente donne
ce ce
Donc» le rapport d'une circonférence à son diamètre est le même pour toutes les circonférences; en d*autres termes :
Le rapport de la circonférence au diamètre est un nombre constant.
Ce nombre, qu'on représente ordinairement par tt, est incommensurable (*); on ne peut donc pas l'avoir exactement; mais on peut le calculer, comme nous le montrerons bientôt, avec telle approximation qu'on veut. Voici sa valeur en décimales, ainsi que celle de son inverse et de son logarithme :
Tr r. SjiiJiSg 2653589795 23846. . . ,
logTrr^ 0,49714 987269413385435. . ..
^ En donnant à la formule — ^ :^ ~ les deux formes
C:^ 27rR. R=— ï
on voit : i" que, pour calculer la longueur d'une circonférence, il faut multiplier par le nombre tt le double de la longueur du rayon; 2® que, pour calculer le rayon d'une circonférence, il faut diviser par n ou multiplier par - la moitié de la longueur de la circonférence.
Exemples :
!• Quelle est la circonférence d'une roue de voiture dont le rayon est de o'",65î
(') Cett Lambert qui a démontré pour la première fois {^Mémoires de JJertin, 1761) que n est iacommenturable. Legendre a proafé plus tard qu'il en «%t de i»6mci du carré de «
H. et DB C. — Tr, de Géom, (!'• Pariiv). l3
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En mullipliant le rayon o'^^^ôS par 6"*, 28 qui est la valeur de S7r à moins d'un centième, on trouve pour la circonférence cherchée 4"'»o8à moins d'un centimètre.
a® (Juei est le rayon du méridien de Paris ?
On sait que la demi-circonférence de ce méridien est de 3OOO0OOO mèlres; en multipliant ce nombre par o^SiSSogg,
qui est la valeur de - à moins de 7 dix*millionième, on trouve
pour le rayon cherché 6366197 mètres à moins de i mètre.
âlfô. La longueur de l'arc de 180 degrés dans le cercle de rayon R, c'est-à-dire de la demi-circonférence, étant ?rR, la
longueur de Tare de i degré sera -jr-? et, par suite, la longueur l de l'arc de n degrés dans le cercle de rayon R a pour expression
/_ ^^^ ~ itto *
Cette formule et les deux suivantes
qu'on en déduit, servent à calculer Tune quelconque des trois quantités /, n, R, lorsqu'on connaît les deux autres.
Exemples :
I® Sur une circonférence dont le rayon a o",9o, quelle est la longueur de l'arc de 25" 4^'?
On a ici
^45 *. 3 io3 /i = 25 -h 5^ — 25 -{- 7 = -7-»
et, par suite,
io3 • »y" / io3ic io3.3,i4 *
'= ï«3 ==-ti5^ = -1b5^=*' •'^°- •
2* Quel est l'arc dont la longueur est égale au rayon?
La seconde des formules qui précèdent donne pour le nombre de degrés de cet arc
3^ Quel est le rayon du cercle dans lequel l'arc de 3o degrés vaut I mètre?
La troisième formule donne
R= — ;r- = - =6.o,3i83 — i",Qio.
THÉORÈME
296. Deux arcs semblables, c'est-i-dire deux arcs qui répondent à des angles au centre égaux dans des cercles différents» sont proportionnels à leurs rayons.
En effet, soient / et l' les longueurs des deux arcs, R et R' leurs rayons, 0 et 0' les angles au centre égaux qui correspondent à ces arcs ; on a
27rK ~ 4 droits^ ar.R' ~ 4<li'0^^'
d'où, en divisant membre à membre et observant que 0 = 0',
SCOLIB.
297. Dans la pratique, on évalue les angles en parties aliquotes de la circonférence, c'est-àndire en degrés, minutes et secondes. Il n'en est plus de même en théorie, lorsqu'on veut introduire un angle dans une formule.
Soient VOX un angle et » le nombre qui le mesure, c'est-à-dire le rap-
Fis- tgg.
port de cet angle à l'angle unité UOX (fg. 19g). Décrivons du sommet commun 0 comme centre une circonférence, et désignons respectivement
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par T) /, l\ les nombres d'unités linéaires contenues dans le rayon et dan • les arcs AM, AN, interceptés entre les côtés des deux angles VOX, UOX. La proportionnalité des angles au centre aux arcs interccplés (126) donne
vox /
ou (1) = — •
UOX /'
Donc
1° Si on laisse arbitraire inutile linéaire et l^ unité angulaire, un angle (fuclconffue a pour mesure le rapport des nombres d* unités linéaires contenues dans les arcs que l'angle considéré et r angle unité interceptent sur une circonférence tjuelconque, décrite de leur sommet commun comme centrr.
2*" Si, sans fixer aucune des deux unités, on les fait correspondre l'une à l'autre, c'est-à-dire si l'on prend pour unité d'arc l'arc intercepté par l'unité d'angle, on a /' = i , et w = /.
Dans ce cas, un angle quelconque a même mesure que rare compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre avec un rayon quelconque; c'esl le théorème du n" 127.
3" Souvent, au lieu d'établir la correspondance entre l'unité linéaire et l'unité angulaire, on laisse indéterminée l'unité de longueur, et Ton fixe l'uni lé d'angle ; on prend pour unité angulaire P angle qui intercepte sur une circonjérence quelconque un arc égal au rayon. On a alors l'= r^ et par suite
« - - ou / = wr.
Dans ce cas, un angle quelconque a pour mesure le rapport de l'are qu'il intercepte sur une circonférence quelconque décrite de son sommet comme centre, au rayon de cette circonférence, et inversement, l'arc est égal à l'angle multiplié par le rayon.
Four rendre facile la comparaison entre ce mode de mesure et Téva* luation en degrés, minutes et secondes, il suffît de rappeler (295, a**) que l'angle unité est alors de 57''i7'44',8o.. . .
Ajoutons enfin que si, après avoir fixé de la sorte l'unité d'angle, on prend de plus le rayon r pour unité de longueur, on établit ainsi la correspondance des unités linéaire et angulaire, et Ton retombe sur la for-
mule o> = /. L'angle droit est alors mesuré par ~ — i»5707. . ., l'angle
de 4^ deerés par - > • • • > etc.
LIYRB III. — LBS FIGUBBS SEMBLABLES. igj
PROBLÈME
298. Calculer le rapport de la circonférence au diamètre. La formule
2 il
montre que, pour avoir tt, on peut :
Soit se donner le rayon R et calculer la longueur de la circonférence C : c'est la méthode des périmètres ;
Soit se donner la circonférence C et calculer le rayon R : c'est la méthode des isopérimètres,
299. Méthode des périmètres, — Pour R = i, la formule ( i ) donne t: = jC; le nombre tt est donc égal à la demi-circonférence de rayon i. Par suite, le demi-périmètre de tout polygone inscrit dans cette circonférence est une valeur de r, approchée par défaut, et le demi-périmètre de tout polygone circonscrit est une valeur de tt approchée par excès. Donc, si on calcule, comme au n'>283, en partant du carré inscrit, les demi-périmètres des polygones réguliers inscrits de 8, i6, 3^,. . ., côtés, les nombres obtenus seront des valeurs par défaut de plus en plus voisines de tt; et de môme, si, en partant du carré circonscrit, on calcule, comme au n® 285, les demipérimètres des polygones réguliers circonscrits de 8, i6, 32,..., côtés, on aura des valeurs par excès de plus en plus voisines de tr. Par exemple, on trouve (283, 285) pour les demi-périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit dn 128 côtés. . . 3|i4i)7 et 3, 14223; on conclut de là que tt est compris entre ces deux nombres et que 3, 14^ est sa valeur â moins d'un millième.
On peut aussi partir de l'hexagone et calculer, comme aux n~ 283 et 285, les demi-périmètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits de 12, 24» 43*- - - 1 côtés.
Ainsi présentée, la méthode des périmètres est très-laborieuse; mais en revanche elle est très-simple en principe; c'est d'ailleurs la méthode suivie par Archimède, l'illustre géomètre qui vivait à Syracuse 260 ans avant J.-C, et auquel appartient la gloire d'avoir trouvé le premier le rapport de la circon-
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férence au diamèlre. Archimède» en partant de Thexagone ei en s'arrétant aux polygones inscrit et circonscrit de 96 côtés,
a prouvé que tt était compris entre 3 h et 3 h Ce der-
10 1^ nier nombre 3 h ou — > qui surpasse tt de moins d'un demi-
70 7 centième, suffit dans beaucoup d'applications.
Il convient de signaler encore la valeur par excès — -.^ 1 qui
est due à Adrien Métius, et dont l'erreur n'atteint pas un demimillionième.
Nous allons voir que la méthode des isopérimètres> publiée en 181 3y à Nancy, par le géomètre Schwab, conduit à des calculs beaucoup plus simples; nous reviendrons ensuite sur la méthode des périmètres, pour montrer qu'on peut la présenter de telle sorte qu'elle conduise identiquement aux mêmes calculs que celle des isopérimètres.
300. Méthode des isopérimètres. — Elle est fondée sur le principe suivant :
Le nombre - est compris entre les valeurs a et r de l'apO"
thème et du rayon de tout polygone régulier dont le péri^ mètre est égal à 2, et l'on peut prendre le nombre n des côtés du polygone assez grand pour que ces valeurs approchent au-
tant qu'on voudra de - •
TT
En effet, le périmètre du polygone étant compris entre la circonférence inscrite et la circonférence circonscrite» on a
a7ra<ti<;?.7rr, d'où a<C-<ir,
TT
D'ailleurs, l'excès du rayon OA ^ r sur l'apothème 06 = a (Jig. 197) étant moindre que la moitié A6 du côté du polygone»
et le côté ayant pour valeur - » on a
on peut donc prendre n assez grand pour que les différences
et
TT
qui sont inférieures k r— a, deviennent moindres que toute quantité donnée.
L'application simultanée de ce principe et du problème du
n" 286 permet de calculer - et par suite tt avec telle approximation qu*on voudra.
On partira d'un polygone dont on sache trouver directement Tapothème et le rayon, par exemple du carré dont le périmètre
est égal à 2 ; le côté étant égal à - • Tapothème aura pour valeur
Je
^= j et, le rayon, r
des formules du n^ 286, on calculera successivement les apothèmes et les rayons ai et r^ a^ et rs, . . ■ , a^ et rj^, ...» des polygones réguliers et isopérimètres ayant 4-2, 4-2^9 •••« 4.2*, . . ., côtés.
Voici le Tableau des calculs jusqu'au polygone de 128 côtés :
a ~- o,25ooooo. .
/ii -- 0,3017767. .
Oi - 0,3142087. .
as --^ 0,318245g. .
Ti -- 0,3266407. .
Ta 1^ o,32o3644* • Ta -- 0,3188217. .
rs == o,3i834i8. .
La dernière ligne montre que - est compris entre o,3i8a et
TT
o,3t84, 6^ P^i* suite a pour valeur o,3i83, à moins d*un dixtniUième ; quant à tt, il est compris entre
= 3,142... et
c'est-à-dire entre 3, i4t et 3, i 43; il a donc pour valeur 3, 142, à moins d*un millième.
Oo peut remarquer que r=r 7 est la moyenne arithmétique
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entre o et - et que r-— j^fj. est la moyenne gëomélrique entre
- et a, et l'on est ainsi conduit à ce tliéorème :
Le nombre - est la limite vers laquelle tend la suite des nombres
obtenus en partant de o et -i et prenant alternativement la
moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entre les deux qui précèdent.
Pour compléter l'exposition de la mâlhode, il reste à chercher une limite du nombre des opérations à Taire pour obtenir n avec une approzimalion donnée.
Pour obtenir - à moins de — - • il suffit qu'on ait
rx — tii-C — ■ Mais la différence r^-— i* est moindre successivement (288) que
j('-*-i — n*-i), 7ï(''*-i -"*->), ■■■. -. ir, — a,),
et, par conséquent, que
puisqucï-i — <»i = o,o2i8... est inférieur à — • L'inégalité primitive gcth donc vériGée si l'on a
et, a fortiori,
ue logi =o,6o3, ., est supérieur à -y- tionc, porir amr - à moim -t il suffit de pousser tes calculs jusqu'au poljgone de i.^^ cûlés, il Peniier égal oit immédiatement su/térieur A - ( hi — i ) illeurs, dès qu'on connaît une valeur approchée de - avec m d6ci-
maies exactes, m étant plus grand que tt, on peut compter sur /;/ — i décimales exactes dans la valeur approchée qui en résulte pour ~ ( M *
301 . On voit par ce qui précède combien le travail est considérable ; toute- ToiSfOn peut Tabréger considérablement à l'aide de la proposition suivante :
Le nombre — est compris entre les deux quantités
TT
oit a et r désignent Vapothcme et le rtiynn d'un polygone régulier quel' conque, dont le périmètre est égal à -i^et ax et rj l'apothème et le rayon du polygone régulier isopérimètre d* un nombre de côtés double (E. Rouen Ê, Kouv . Annales^ 1882).
En cflet, n étant le nombre des côtés du premier polygone, désignons par/7jt, Tjt l'apothème et le rayon du polygone isopérimètre dont le nombre tlus côtés est /1.2*. Los rapports (289)
«• — rtl ^3 — «t a,n — (tm-\
ux—a oj - «1 am-\ — ihn-1
6tant moindres que -; j il en est de même du rapport obtenu en divisant la somme dfîs numérateurs par celle des dénominateurs, c'est-à-dire du rapport
Cl, par conséquent, de sa limite
(') En effet, si l'on désigne respectivement par t' et t les erreurs correspondantes de ff et de~9 et par e' et e les râleurs absolues de ces mêmes er* i^rs, on a
«'=1 *— = -, d'où «'<
on an conclut
e'<ioc, pourvu que Ton ait
e eit>à-dire.
e< <-(o,oi).
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lorsque l'entier m croit indéBoiment; on a donc
<- doù -.<fl,-t. -(fl,~^).
En raisonnant de même sur les rapports
on trouvera
ff G. Q. F. D.
Cela posé, revenons à la suite de Schwab
o, - > rt, r, rti, ri, «2, /'i, û| /"a» • • •
Tandis que la méthode ordinaire des isopérimètres consiste à prendre ^k et rk pour une valeur approchée de - > la méthode perfectionnée consistera à prendre les limites plus resserrées
'•*— j('"A-i — '•*) et «jt-+- -(fl*— /7jt-,).
Pour comparer la marche de Tapproximation dans les deux cas, remarquons que la différence entre les deux limites précédentes
ou (289)
ô(''*-| — «Ar-l) — ^ {rk — fk)
est moindre que
puisque Ojt, au moins égal à ai = 0, 3oi . . ., reste supérieur à -- • Dia-
prés cela, pour obtenir - à moins de — 9 il sufQt qu'on ait
\ K Kj ^ a. 10"*"^* et, a fortiori,
puisque rk — au est inférieur (300) à -r — et que - est supérieur à 4*
On déduit de là successivement
Ainsi, /?a«r avoir - à moins de — jj^j il suffira de pousser les calculs
jusqiâau pofyfçone fte 4«^^ côtés ^ k étant V entier égal ou immédiatement
supérieur h il5/w — 8).
Cette nouvelle limite étant au plus égale à la moitié de celle du numéro précédent, on voit que remploi de la méthode perfectionnée diminue certainement le travail de moitié»
302. Retour à la méthode des périmètres. — Nous avons dit (299) que la méthode des périmètres convenablement dirigée conduisait à des calculs identiques aux précédents.
En effet, p et P étant les périmètres de deux polygones réguliers semhtables, FuQ inscrit, l'autre circonscrit, et/^'et F étant les périmètres des deux polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de cétés double, on a (290)
Les nombres
îi> ~> nî» "#'
''Ont donc, à partir du troisième, alternativement moyens arithmétiques ti moyens géométriques entre les deux qui précèdent. D'ailleurs, si Ton
[^rend le rayon du cercle égal à -» on a
TC = C ou " ~ Xi
it G
et, par suite, - est la limite de la suite formée par les inversos des péri-
mètres des polygones réguliers circonscrits et inscrits dont le nombre des c6tés va en doublant. Enûn, si Ton part des carrés circonscrit et inscrit, les deux premiers te .mes de la série sont
p-4' ^' T' n Ton retombe sur le théorème de Schwab énoncé au n* 300.
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I. — Principe des signes
DBS SEGMENTS REGTIL1GNE8.
303. Par définition un segment rectiligne désigné par AB est la portion de droite AB parcourue de A versB; A est V origine, B qsXV extrémité ei h droite indéGnie X qui contient A et B est la hase du segment.
Deux segments sont dits consécutifs lorsque le second a pour origine l'extrémité du premier.
Quand plusieurs segments sont situés sur une même droite ou sont pa« ralièles à une môme droite, on choisit, parmi les deux sens dans lesquels cette droite peut être parcourue, celui que Ton veut appeler sens positif ; puis on attribue au nombre qui mesure la longueur de chaque segment le signe + ou le signe — suivant que le segment considéré est décrit dans le sens positif ou dans le sens opposé. Ce nombre 'ainsi précédé d'un signe est la valeur algébrique du segment. Par exemple, en supposant que la distance des points A et B renferme 5 unités de longueur, et que le sens positif de la droite X {Jig, oloo) soit celui de la flèche, on a
AB--H-5, BA-— 5 d'où
(f) AB -- - BA.
Lorsque dans une question on a à considérer plusieurs segments do môme base, il e^ utile le plus souvent de les rapporter à une même origine, c'est-à-dire d'exprimer chacun d'eux en fonction de segments ayant pour origine commune un point 0 pris à volonté sur la droite X.- On y parvient au moyen de la formule
AB = AO-+-OB, 0B = 0A-4.AB, OA-=OB-+-BA
d'où l'on tire toujours pour AB la valeur (a) si Ton a égard à la formule (i).
La position d'un point A sur une droite OX est déterminée sans ambiguïté dès qu'on connaît le segment OA compté à partir d'un point fixe O.
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choisi d'ailleurs à volonté sur la droite. On donne à ce segment OÂ le oom à* abscisse du point A ; cette définition permet d'énoncer aisément la formule (2) : Un segment quelconque AB est égal à l*abscisse de son est remit ^B diminuée de l* abscisse de son origine A.
Comme application de cette règloi nous proposerons au lecteur do vérifier les relations
OA -t- OB = 2OI, OA.OB = Ôï^- Ia
«^niro trois points quelconques 0, A, B situés en ligne droite, I étant le mileu de AB ; il suffit de rapporter tous les segments à Torigine 1.
L'emploi des signes permet de raisonner d'une manière générale et de se débarrasser de certaines conditions de situation qui rendent les démonstrations pénibles et les énoncés obscurs. Par exemple, quand on a égard aux signes, la proposition du n" 179 s'énonce : Sur la droite indéfinie X' X qui passe par ileux points A et B, il existe un seul point M tel
MA t]ue le rapix>ri -.-^ ait une valeur assignée. Ce point est situé entre A
et B, ou sur Tun des prolongements de AB, suivant que la valeur du rapport est négative ou positive. Ainsi énoncé, ce lemme permettrait de simplifier notablement les démonstrations des n'^ 18 i, 23G, 237.
DES ANGLES
304. Considérons un cercle de rayon égal à l'unité {fig. 201) et deux diamètres perpendiculaires A'A et B'B. Supposons qu'un mobile M partant de A décrive la circonférence en tournant dans un sens déterminé, par exemple dans le sens opposé au mouvement des aiguilles d'une montre; ce mobile décrira un arc x qui, nul au départ, prend successi-
• • à mesure que le mobile arrive respectivement aux points B, A', B', A, B Si le mobile, partant
toujours du point A que nous prenons pour origine des arcs, tournait en
Fig. aoi.
mm
vement les valeurs - >
Stt
>(QS inverse, il décrirait des arcs négatifs égaux respectivement en valeur absolue aux arcs positifs décrits dans le premier cas. D'après cela.
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l'arc X est une variable qui peul passer par tous les états de grandeur de
— oo à -1- 00 .
Tous les arcs qui, ayant la même origine Â, ont une même ejtirémité M, sont compris dans la formule ^kn -^ at^oiioL désigne le plus petit des arcs positifs qui vont de A en }A et k un nombre entier quelconque posttif, nul ou négatif; en effet, deux arcs quelconques de la série diffèrent évidemment d'un certain nombre de tours, c'est-à-dire d'un multiple de % -.
Gela posé, soient u et v deux directions données et OU et OV deux demi-droites menées par un point arbitraire 0 parallèlement à ces directions. Du point 0 comme centre, décrivons [fig, 199) un cercle de rayon i, et désignons par N et M les points où ce cercle rencontre respectivement OU etOV; en6n prenons pour sens positif sur ce cercle le sens opposé au mouvement des aiguilles d'une montre. On nomme angle de la direction u avec la direction v ou angle de la demi-droite OU avec la demi-droite OV, l'angle qui a pour mesure a -+- sAtt, a étant le plus petit arc positif ayant N pour origine et M pour extrémité, et k un nombre entier quelconque positif nul ou négatif. Cet angle, ainsi déQni, n'est déterminé qu'à un multiple près do 21:; on le désigne par UOV; OU est le côté origine et OV le c^té extrême.
En vertu de cette même définition, on aura pour l'angle VOU de la direction OV avec la direction OU, la valeur — a -+- a^'^r; on a donc alors
(I) U0V--V0U-+-2X'ïr.
305. Deux angles de môme sommet sont dits consécutifs lorsque le côté origine du second est le côté extrême du premier.
Quand plusieurs angles ont le même sommet 0, il est commode le plus souvent de les rapporter à un même côté origine OX; on y parvient Ix l'aide de la formule
(a) U0V = X0V-X0U-*-2/ir,
que l'on démontre de la manière suivante. Désignons respectivement par oc, p, Y les plus petites valeurs positives des arcs AN, NM, MA comptés sur le cercle de rayon i ayant 0 pour centre : on a évidemment,
X étant un entier positif.
Mais les définitions du numéro précédent donnent
XOU = a -f- 2A:tc,
UOV = p 4- aA'Tc,
XOV = — VOX = - Y -+- ^^''^i
et il suffit de tirer de ces relations a, p, y ^^ de les porter dans la précédente pour tomber sur la formule (2) qu'on énonce ainsi : L'angle
LIVRB Ilf.
DOV de la direction OU avec la direction OV est égal à Vangle qu^une tfirection quelconque OU fait avec le côté extrême OS ^diminué de l* angle que la même direction OX fait avec le côté origine OU.
THÉORIE DES PROJECTIONS
306. Soient X'X et Y'Y deux droites qui se coupent en un point 0 {Jlg. 202); A étant un point quelconque du plan XOY, on nomme pro^ iection du point A sur X' X le point a où cette droite rencontre la paral-
lèle à TT menée par A. La droite Ka reçoit le nom de projetante du point A et la droite X'X celui ù'axe de projection ,
La projection est dite orthogonale ou oblique suivant que Y' Y est perpendiculaire ou oblique sur Taxe X'X.
On nomme projection d'un segment AB le segment a^ qui a respectivement pour origine et pour extrémité les projections de Torigine et de Textrémité du segment AB.
Fig. aoi'.
Ti
On nomme résultante de plusieurs segments consécutifs AB, BC, CD, DE (J!g. aoa'), le segment AE qui a pour origine Forigine du premier, et pour extrémité l'extrémité du dernier; les segments AB, BG, CD, DE prennent le nom de composantes,
Lapnyeclion de la résultante est la somme (algébrique) des projections
des composantes; en d'autres termes, on a, quel que soit le sens positif
adopté ponrX'X,
ae = ab -^bc-+' cd -f- rfe,
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c*e8t-à-diro
ab -h bc -+- cd -{- de -^ ea = o.
En effet, en rapportant tous les segments qui figurent dans le premier membre à une origine commune, ce premier membre prend la forme
{ob — oa) -+- (oc — ob) -+- (od — w) H- (œ — od) -t- {fm — ^^),
dans laquelle chdque terme est détruit par un terme égal et de signe contraire.
Tel est le théorème général des projections. La Trigonométrie permet de traduire cet énoncé en une relation entre les segments consécutifs et leurs inclinaisons sur Taxe de projection.
307. Pour arriver à ce but, nous commencerons par généraliser la propriété fondamentale des triangles rectilignes ( < ).
Assignons aux droites qui forment les côtés d'un triangle un sens positif choisi à volonté pour chacune d'elles; les segments et les angles relatifs à ces directions auront dès lors des signes bien déterminés, et Ton pourra énoncer le théorème suivant :
Dans tout triangle rectiligne ABC on a, en grandeur et en signe, les relations
AR _ BC _ CA
8in(a, p) ~~ sin(p, 7) ~ sin(7, a)'
dans lesquelles «, p, 7 désignent respectivement les directions positives des droites opposées aux sommets A, B, C
En effet : observons d'abord que si les relations (i) sont vraies pour un choix particulier des directions positives, elles subsistent quand on change le sens positif de Tune des trois droites; car, si l'on change, par exemple, le sens positif de la droite opposée au sommet A, les facteurs BC, sin(a, p), sin(7, a) changent de signe, tandis que les trois autres facteurs restent les mômes. Pour achever la démonstration du théorème, il suffit donc de prouver qu'il a lieu pour un choix particulier des directions positives. Or, si l'on adopte pour sens positif de chaque droite lo sens dans lequel elle est parcourue quand on décrit le contour du triangle en suivant l'ordre alphabétique, on a, en désignant comme à Tordinaire, par /z, 6, r, A, B, C les valeurs absolues des côtés et des angles de ce triangle,
AB = -»- c, BG = -4- «, CA = -hb,
(') Nous supposons au lecteur la connaissance des premiers éléments de Trigonométrie,
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et les relations (i) se réduisent par suite aux formules
= rnrr^>
siiiA sinB sinC
qui ont été démontrées en Trigonométrie.
Ajoutons que les angles (a, p), (^,7), (7, a), satisfont (n* 305) à la relation
(a) (a, p) -+- (P, 7) -+- (7, a) = a/iir.
Le groupe des formules (i) et(a) renferme toute la théorie des triangles rectilignes avec le degré de généralité qu'il convient de lui donner pour les recherches géométriques.
Cela posé, revenons aux projections :
308. La projection d'un segment sur un axe est égale au produit de ce segment par ie rapport des sinus des angles que les directions posiiives de la base du segment et de Vaxe font avec (a direction positive des projetantes.
En effet, imaginons par le point 0 (^. aoa) la parallèle L'OL à la base du segment proposé AB, et soient OX, OY, OL les directions positives do Taxe, des projetantes et de la base du segment. En menant par le point A une parallèle à X'X, on forme un triangle ABC dans lequel les directions |K>sitives sont fixées; et l'on a, d'après le numéro précédent,
AB CA
sinY0X""8inL0y'
d*où Ton déduit, en observant que la projection ab du segment AB est égale en grandeur et en signe à AC,
smXOY
formule conforme à l'énoncé.
Quand les projections sont orthogonales, on a
XOY = - , LOY = XOY - XOL = - - XOL h- 2//r ; par suite,
ir^ = AB sin (j^ - XOl) = AB cosXOL.
Donc, la projection orthogonale d'un segment est égale au produit de ce segment par le cosinus de l*angle de la direction positive de faxe avec la direction positive de la base du segment.
B. et DB C. — 7V. de Gcom, (i** Partie). '4
•klO
Il suffit, d'après cela, de remplacer dans le théorème des projections le^ projections des composantes et de la résultante par leurs expressions trigonométriques pour obtenir une relation entre les segments et les angles de la figure.
n. — Transversales dans le triangle.
309. Lorsqu'une transversale abc (fig. 2o3 et ao3') rencontre les trois côtés d'un triangle ABC, regardés comme indéfinis, chacun des points d'intersection a, b, c,est l'origine commune de deux segments ayant pour extrémités les extrémités du côté que Ton considère. Ainsi, sur AB, sont les
Fig. so3»
Fig. 3o3'.
deux segments ck et cB, sur BC les s^ments aB et aC, et sur CA les segments bC et bX, Les deux segments relatifs à un môme côté sont de signes contraires ou de môme signe (303), suivant que la transversale coupe le côté lui-môme ou son prolongement.
THÉORÈME
310. Quand un triangle ABC est coupé par une transversale abc (fig. ao'î
ot >o3'), il existe, entre les segments que cette droite détermine sur les côtés,
la relation
aB bC cX
flC bX c\i
En effet, en menant CD parallèle à AB, on a, dans les triangles sem'
blables aCD, aBr,
flB_ cB
flC~DG' et, dans les triangles semblables 6CD, bcX
bC DC
oX cX'
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il sufDl donc de multiplier ces deux proportions membre à menobre pour avoir la relation (i), qui se trouve ainsi démontrée en valeur absolue.
Il reste à prouver que, eu égard aux signes des segments, c'est le signe H- qui convient au second membre de cette égalité. Or il ne peut se présenter que deux cas : la transversale coupe deux côtés et le prolongement du troisième (Jig. ao3), ou elle coupe les prolongements des trois côtés (fig, 2o3'). Dans le premier cas, deux des rapports qui figurent dans le premier membre sont négatifs, et le troisième positif; dans le second cas, les trois rapports sont positifs. Le produit des trois rapports a donc toujours le signe +.
Réciproquement, si sur tes trois côtés d'un triangle ABC consi^ dérés comme indéfinis^ on prend trois points /i, 6, c, tels que la relation (i) soit satisfaite, ces trois points seront en ligne droite.
En effet, en désignant par c' le point où la droite ab rencontre AB, on a,
d*après ce qui précède,
riB ^ f^A .
aC'^A'c'B^" '*'
par suite, en comparant cette relation à la relation (i), qui est satisfaite
par hypothèse, on a
c'a _ ck
?B"cB'
Donc (303) c' coïncide avec c, et les trois points a, 6, c, sont en ligne droite.
Observons que la relation (i), qu'on prend ici pour hypothèse, exige que le nombre des rapports négatifs du premier membre soit pair, c'està-dire que, parmi les trois points a, 6,c, il y en ait un nombre pair situé sur les côtés et, par suite, un nombre impair sur les prolongements.
On peut encore remarquer que les numérateurs des trois rapports sont trois segments sans extrémités communes; il en est de même pour les dénominateurs.
Le théorème qui précède, attribué à MénélaQs, géomètre grec antérieur de près d*un siècle à Ptolémée, sert à prouver que trois points d'une figure sont en ligne droite; outre cet usage spécial, il intervient souvent d'une manière utile comme intermédiaire dans certaines démonstrations.
Dans ce théorème, les seuls signes qui interviennent sont ceux des trois rapports formés par les couples de segments relatifs à chaque côté du triangle; il n'est donc pas nécessaire de fixer les signes des segments eux* mêmes. Il sufiit, par exemple, dans la fg, 2o3, de donner à 6C et à ^A des signes opposés, que le sens positif des segments comptés sur AC soit AC ou CA.
2ia
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Toutefois, il est souvent commode dans les applications de fixer le sens positif pour chaque c6tô du triangle ÂfiC. Supposons, par exemple, qu'on adopte pour sens positif de chaque côté le sens dans lequel ce côté est parcouru quand on décrit le contour du triangle dans l'ordre alphabétique ABC ; alors, dans \difig' 2o3, les segments cBel 6Â seront seuls positifs, les autres seront négatifs ; dans la fig, 2o3', tous les segments seront négatifs ; dans les deux cas, le nombre des segments négatifs étant pair, le premier membre de la relation (i) aura le signe +, comme cela doit être.
THÉORÈME
311. Les droites menées d'un même point 0 [fig* 204 et ao5) auj^ trois sommets d'un triangle ABC rencontrent les côtés opposés, considérés comme indéfinis, en trois points a, 6, c, qui satisfont à la relation
oB ÙC c\ aC'bX'cB
En effet, le triangle AGa, coupé par la transversale B^, donne
Brt OA ^ BC'Oa'ùX
Fig. 3o{.
Le triangle AB/?, coupé par la transversale Ce, donne à son tour
CB Oa cX^
En multipliant membre à membre ces deux égalités, on obtient la
relation
alR bC eA CB_ aC'bA cB'BC""''
CB
qui ne diffère pas de la relation (a), puisque gQ = ~ '•
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Réciproquement, si, par les sommets d'un triangle ABC, on mène trois droites ka^ fi^, Ce, teUes que la relation (2) soit vérifiée, ces trois droites passent par un même /foint.
En effet, en désignant par 0 le point de concours de Aaei de B6, et par c' le point où GO rencontre le côté Afi, on a, d'après ce qui précède,
oB bC c^ =_
d'où, en comparant avec la relation (a) qui est satisfaite par hypothèse,
cA _ c'a cti "^Tb"
Les points c et e' coïncident donc (303) ; en d'autres termes, la droite Ce passe par l'intersection 0 de Â a et de B^.
Corollaire.
312. Le théorème qui précède, dû à Jean de Céva, géomètre italien du XVI* siècle, sert à prouver que trois droites d'une figure sont concourantes; il peut aussi intervenir comme auxiliaire utile dans certaines démonstrations.
Voici quelques exemples :
I* Dans tout triangle ABC^ les trois médianes Aa, B^, Coupassent par un même point; car chacun des rapports qui figurent dans le premier membre de la relation (a) est alors égal à — i.
a* Dans tout triangle ABC, les bissectrices Aa, B6, Ce, des trois angles passent par un même point.
En effet, en vertu du n^ 181, les rapports négatifs qui figurent dans le premier membre do la relation (2) sont, en valeur absolue, respectivement égaux aux rapports
Aj} BC AC ÂC ' AB ' BC '
dont le produit est égal à i.
On verrait de mémo que les bissectrices des suppléments de deux angles et la bissectrice du troisième angle passent par un même point,
y Dans tout triangle ABC, les trois hauteurs Aa, B^, Ce ^passent par un même point*
En effet, les triangles semblables BA^, CAc donnent
c\ AC h A AU'
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el Ton a de même
d*où Ton voit, en multipliant membre à membre, que le produit -riTT*-» 6S^ en valeur absolue, égal à i. D'ailleurs, chacun de ces
OKj ÙA CD
trois rapports est négatif; donc leur produit est égal à — i.
SCOLIB.
313. Si par les sommets cPun triangie ABC on mène trois droites quel» conques rencontrant respectivement les côtés opposés en 0, b^e^on a la relation (Jig, 2o5)
.j, flB bC^ ck _ singAB sin^BC sinrCA
^ flC'^A'cB""8inflAC'sin^BA'sincCB'
En effet, les triangles aAB et aCA donnent (307)
^B ^ BA aC _ CA .
sinBAa " sinAaB' sinCA^r" sinAaG'
d'où, en divisant membre à membre,
oB _ AB sîngAB, flC~" AC sinaAC'
bC
et il suffît de transporter cette valeur et les valeurs analogues de t-t y
rA
-^ dans le premier membre de (3) pour tomber sur le second membre.
De ce lemme et des théorèmes de Ménélaiis et de Jean de Céva, résultent immédiatement les propositions suivantes :
!• Si par les trois sommets d\in triangle ABC on mène trois droites rencontrant les côtés opposés aux trois points a, ^, c situés en ligne droite, on a la relation
sin/iAB sin^BC sinrCA sinaAC sin6BA sincCB
1* Quand trois droites issues des sommets d'un triang^ ABC passent par un même point 0, on a
sinOAB sinOBC sinOCA _ sinOAC ■ sinOBA " smSCB ~ ' '
QUADBILATBRE COMPLET.
314. On appelle quadriiatère complet la figure formée par le système de quatre droites ou, en d'autres termes, la figure formée en prolongeant jusqu'à leurs points de rencontre E et F les côtés opposés d'un quadrilatère ordinaire ÂBCD. Un quadrilatère complet AfiCDEF (fg, 206] a six sommets et trois diagonales : les sommets sont les points d'intersection A, B, C, D, E, F, des quatre droites considérées, et les diagonales sont les droites AC, BD, EF, qui joignent tes trois couples de sommets opposés.
Nous allons démontrer, comme application de la théorie des transversales, deux propriétés fondamentales du quadrilatère complet.
3i5. Dans tout quadrilatère complet, chaque diagonale est divisée harmoniquement par les deux autres (Pappus, Math, coll., lib. III, propositio 129).
Soit, par exemple, la diagonale EF qui est coupée en P et en Q par les
Fig. ao6.
diagonales AC et BD (y^. ao6) ; il s'agit de prouver la relation ( 180, 303; n suffit, pour cela, de diviser membre à membre les deux égalités
§?.5£ Ç^ t El P? 1^ _
QP*DA*BE"^* PF'DA'BE
dont la première s'obtient en appliquant le théorème de MénélaQs au triangle AEF coupé par la transversale BD, et dont la seconde résulte de Tapplication du théorème de Céva au même triangle A£F et aux trois droites CA, CE, CF.
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Corollaire.
316. Ce théorème fournit un moyen très simple pour construire, avec la règle seule, le conjugué harmonique Q d'un point P par rapport à une droite EF. On mène par P une droite quelconque PGA ; en joignant deux points A et C pris à volonté sur cette droite aux points E et F, on obtient un quadrilatère complet dont la diagonale BD va couper EF au point demandé Q.
THÉORÈME
3n. Dans tout quadriiaiêre complet, les milieux des trois diagonales sont en ligne droite.
En effet, soient (Jig. 207) ABCDEF un quadrilatère complet, et L, M, N, les milieux des diagonales AC, BD, EF. Les milieux G, H, R des côtés du
triangle BCE sont les sommets d'un nouveau triangle dont les côtés passent respectivement par L, M, N, et tout revient à démontrer (310) FégaUté
MG LK NH
mk'lh'ng
Or l'exactitude de cette relation résulte de ce que les six longueurs qui composent son premier membre sont respectivement les moitiés des segments que la transversale ADF détermine sur les côtés du triangle BCE.
CA . DA DA . B A
CB'DB' DCBC'"*'
qo«v nous désignerons respectivement par (ÂBCD), (ACDB), ....
Il importe de se familiariser avec cette notation. En appelant /^r^miVrr lioint celui qui répond à la première lettre à gauche dans la parenthèse, deuxième fyolnt celui qui répond à la seconde lettre à gauche, etc., on prend toujours le rapport des distances du troisième point au premier et au deuxième, et on le divise par le rapport des distances du quatrième point au premier et au deuxième.
Trois points A, B, C, étant donnés d'une manière quelconque sur une droite tndé6nie, on peut déterminer sur cette droite un quatrième point D tel, que le rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D, ait une valeur donnée X en grandeur et en signe. Car la relation
CA.DA ?^_i ^
CB-DB" • °" DB~>'Cii'
dont le second membre est entièrement connu, détermine (303) le point D. Toutefois, pour que ce point D soit distinct des trois premiers, il faut que \ n'ait aucune des trois valeurs o, oo ou + 1 . En effet, si \ était nul, on aurait, en vertu de la relation précédente, DB = o, et D coïnciderait avec B ; si > était infîniy on aurait DA = o, et D coïnciderait avec A; enGn, si \ était
égal à -4-1, on aurait î^n ^ 7?» ' ^^ ï^ coïnciderait avec C. Ainsi, le rop-
port anharmonique de quatre points distincts peut a\H)ir une valeur quelconque, positive ou négative , excepté les valeurs o, 00 et -^-i.
Le rapport anharmonique de quatre points ABCD n'est pas altéré lorsqu'on échan/B^e entre eux deux de ces points, pourvu qu'en mémo temps on échange entre eux les deux autres. Ainsi Ton a
^ARrn _CA.DA_CA.DB
AC . BC AC.BD AD* BD " AD.BC
rCDVBi-^^-^^' ^ AC.BD
et par suite
(ABCD) = (CDAB).
Avec les quatre mômes points A, B, C, D, on peut former vingt-quatre rapports anharmoniques,dont six seulement sont distincts. Lorsque, dans on théorème, nous parlerons du rapport anharmonique de quatre points, sans indiquer spécialement l'un de ces rapports, il faudra entendre que le théorème s'applique indifféremment à l'un quelconque d'entre eux .
319» On donne le nom ùo faisceau à un système quelconque {fig. ao8} de droites OM, ON, OP, OQ, issues d'un môme point 0. Le point 0 est
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dit le centre du faisceau, dont les droites DM, ON, OP, OQ, sont appelées les rayons.
THÉORÈME
320. LorsqtCtm faisceau de quatre droites OM, ON, OP, OQ, e^t coapc par deux transversales L et L', le rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D, déterminés sur la première transversale^ est égal au rapport anharmonique des quatre points A', B', C, D', déterminés sur la seconde (fig* ao8).
Nous allons démontrer, par exemple, l'égalité (ÂBCD) = (A'B'G'D'). Les rapports ^ 9 p^ > ayant le môme signe ainsi que les rapports
ï7d9 iv"^/» ^^ ^° ^^ ^® même pour les quotients ou rapports anhar-
moniques gn • gôi gTg-' '- kt^ > et il reste à démontrer Tégalité des vtleurs absolues de ces derniers rapports.
Or, en menant par le point B la parallèle 67^ à OA, on a, par les triangles semblables CAO et CB7, DAO et DB^, les proportions
CAOA DA^OA CB~yB' DB~8B'
qui, divisées membre à membre, donnent
En menant par B' la parallèle B'7'J' à OA, on obtiendrait de même
L'égalité manifeste des seconds membres des deux relations qui précèdent prouve l'égalité de leurs premiers membres.
Od peut considérer la figure rectiligne A'B'G'D' comme la perspective ou projection concourante de la figure rectiligne ABCD, cette projection étant faite du centre 0 et suivant les rayons projetants OA, OB, OC, OD. De là, cet autre énoncé fort commode du théorème qui nous occupe : le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est projectif. Si le centre 0 est à rinûni, les rayons OA,.OB, OC, OD, sont parallèles, et le théorème subsiste.
Voici de ce théorème fondamental une démonstration un peu différente qui a l'avantage de fournir une expression trigonométrlque utile de la valeur du rapport anharmonique
CA _ AO CB _ BO
sinAOC ~ sinOCA* sinBOC "" sinOCB*
d'où, en divisant,
CA_OA sinCOA,
CB~OB sinCOB' on obtiendra de môme
DA^OA sinDOA DB OB sinDOB' et par suite
CA . DA _ sinCOA . sinDOA^ CB • DB "~ sinCOB * sinDOB*
Le rapport anharmonique qui 6gure dans le premier membre ne dépend donc que des angles du faisceau et nullement de la position de la trans* versale L; il a donc la même valeur pour la transversale L'.
RAPPORTS ANHARUONIQUBS D*1JN FAISCEAU
321 . On nomme rapports anharmoniques d* un faisceau de quatre droites les rapports anharmoniques des quatre points déterminés par ce faisceau sur une transversale quelconque. Ainsi, (ABCD), (ACDB), . . . ( 318) sont des rapporta anharmoniques du faisceau formé par les droites OM, ON, OP,0(j (fig, ao8). On désigne ces rapports anharmoniques du faisceau par la noUtion (O.ABCD), (O.ACDB),
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0 résulte d'ailleurs da n* 318 que le rapport anharmonique d*un faisceau ne change pas de valeur lorsqu'on échange deux rayons quelconques, pourvu qu'on échange en même temps les deux antres; de sorte qu'on a, par exemple, (O.AfiCD) = (O.CDAB).
Il résulte de la seconde démonstration donnée au numéro précédent que le rapport anharmonique (O.ABGD) du faisceau a pour expression
sinCOA .sinDOÀ sinCOfi ' sinDOB*
H est évident, d'après cela, que deux foisceaux qui ont respectivement les mômes angles ont les mêmes rapports anharmoniques. Voici deux exemples importants de faisceaux de cette nature :
I* Si l'on joint un point quelconque 0 dUtne circonférence à quatre points fixes A, B, C, D, de cette circonférence, le rapport anluinnonique du faisceau ainsi obtenu est constant, quelle que soit la position du point O sur la circonférence. Il résulte, en effet, des propriétés des angles inscrits que le point 0 se déplaçant, et les points A, B, G, D, restant fixes sur la circonférence, le faisceau conserve les mêmes angles. Ce rapport constant est ce qu'on appelle le rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D, du cercle.
a* Si l'on joint le centre d'un cercle aux points où quatre tangentes fixes sont coupées par une cinquième tangente, le rapjM>rt anharmonique du faisceau ainsi obtenu est constant, quelle que soit la cinquième tangente. En effet, l'angle sous lequel on voit du centre la portion d'une tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est évidemment égal à la moitié de Tangle des deux rayons qui aboutissent aux points de contact de ces tangentes fixes. Cet angle est donc constant, et par suite le faisceau considéré conserve les mêmes angles, quelle que soit la position de la cinquième tangente.
On voit par là que le rapport anharmonique des points suipont lesquels une tangente mobile est coupée par quatre tangentes fixes est constant. Ce rapport est ce qu'on appelle le rapport anharmonique des quatre fanantes fixes.
Le rapport anlmrmonique de quatre tangentes à un cercle est égal au rapport anluirmonique des quatre points de contact; car le faisceau partant du centre du cercle, et aboutissant aux points dlntersection de ces quatre tangentes avec une cinquième, a ses rayons respectivement perpendiculaires à ceux du faisceau partant du point de contact de la cinquième tangente et aboutissant aux points de contact des quatre tangentes considérées (320, 71).
TUEORÈMB.
3Sâ. Qmmd deux faisceaux tle quatre droites OA, OB, OC, OD, et O'A', OU', O'C, O'D', ont wi rapport anharmonique égal et un rajron fiomohgae commun OO', les trois points 6, 7, ^, d* intersection des autrès rttyons lêomologues pris deux à deux, sont en ligne droite [fig* 209).
Fig. 309*
En effet, désignons respeclive* ment par «, ^, ^\ les points où la droite Py rencontre 00', OD, O'D'; on aura, d*aprés l'hypothèse (320),
Donc ^ et ^' coïncident (318), et les trois points p, 7,^, sont en ligne droite.
Corollaire.
323. Lorsque deux faisceaux de quatre droites correspondantes ont un rapport anharmonique égal, les autres rapports anharmoniques sont égaux de part et d'autre.
En effet, en plaçant les deux faisceaux de façon que deux rayons homologues soient sur la môme droite, rëgalité de l'un des rapports anbarmoniques exigera que les autres rayons homologues se coupent sur
THÉORÈME
324, Quand deux figures rerti* lignes de quatre points A, B, C, D, et A', B', C, D', ont un rapport anharmonique égal et un point /lomo' logue commun A, les trois droites BB', ce, DD', qui joignent les autres points homologues pris deux à deux, concourent en un même point 0 (fig.ikio).
Fig. 310.
En effet, soit 0 le point de concours de BB' et de CC, et désignons par è le point où OD' rencontre la droite ABC; on aura (320)
ABC^) = (ABCD
Par suite (318) ^ coïncide avec D, et la droite DD' passe par le point 0.
Corollaire.
325. Lorsque detix figures recti* lignes de quatre points corresiwn»
dants ont un rapport anharmonique égal, les autres rapports anharmoniques sont égaux de part et d'autre.
En effet, en plaçant les deux droites qui portent les deux figures de manière que deux points homologues coïncident, l'égalité de Tun des rapports harmoniques exigera que les deux figures soient la per-
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une même droite, et alors les deux faisceaux auront bien tous leurs rapports anharmoniques égaux, puisque ces rapports ne sont autres (3â0 ' que ceux des quatre points déterminés par les deux faisceaux sur une tnuoBversale commune.
spective Tune de Tautie, et, dès lors (320), tout rapport anharmonique de l'une sera égal au rapport anharmonique analogue de l'autre
TRIANGLES UOMOLOGIQUES. — HEXAGONE DE PASCAL
Le Traité de Géométrie supérieure de M. Chasles montre tout le parti qu'on peut tirer de la théorie si simple du rapport anharmonique. L'emploi des théorèmes qui précèdent (320, 322, 324) a une grande importance, comme on le verra surtout lorsque nous traiterons de l'homographie et de l'involution. Nous nous bornerons ici à quelques exemples; nous rencontrerons d'ailleurs d'autres applications dans le courant même de cet appendice.
326. Quand deux triangles ABC, A'B'C, ont leurs sommets situés deux à deux sur trois droites OA' A , OB'B, OC'C, concourant en un même point 0 , leurs côtés se rencontrent deux à deux (BC et B'C, AC et A'C, AB et k'W) en trois points dj p, 7, situés en ligne droUe (Jig. %ll).
327. Quand deux triangles ABC, A' B'C, sont tels, que leurs côtés se coupent deux à deux (BG et B'C, AC et A'C, AB et A'B') en trxns points a, p, y, situés en ligne droite^ leurs sommets sont situés deux à deux sur trois droites OA' A, OB'B, OCC, concourant en un même point 0 [fig, 21 1).
En effeC, désignons par D et D' les points où la droite OCC rencontre respectivement tes côtés AB et A'B'. Le faisceau des quatre
En effet, soit I l'intersection de la droite a^y et de CC; on aura (320 ;
(C.a7ip) = IC.«7IP).
droilesOviOBjOA, OC, étant coupé , Donc, en coupant le premier fais-
par les deux transversales AB et A'B', on a (320)
(7BAD) = (vB'A'iy),
et par suite (325)
B7DA)=^(B'7D'A
Or, ces deux Ggures rectilignes ont un point homologue commun 7; donc les droites BB', DD\ AA', qui joignent les autres points homologues deux à deux, concourent (32i) en un même point 0.
Ces deux théorèmes, attribués à Desargues, géomètre du xvii* siècle, ont été repris par Poncelel [Traité des Propriétés projectiles) , qui en a fait la base de sa Théorie des figures homologiques. Les deux triangles ABC, A'B'C, qui satisfont aux conditions précédentes, sont dits homologiques; le point 0 et la droite «^7 sont appelés le centre et l'axe d'homolngie.
328. Dans tout hexagone ABCDEF inscrit à une circonférence, les points de concours L, M, N, des trois couples de côtés opposés k^ et DE, BC et EF, CD et AF, sont en lignf droite (y^. 212).
329 . Dans tout hexagone ÂBCUEF circonscrit à un cercle, les trois diagonales AD, BE, CF, qui unissent les sommets opposées, se coupent en un même point 0 (fig. 21 3).
Fig. 3i3.
En effet, on a (321, i*") (A.BFBD)=(C.BFED).
fin effet, soient I et M les pointa où le côté AB rencontre F£ et DE, et L et N les points où CD rencontre AF et
Par suite (320), en coupant le premier faisceau par la droite DE, le second par la droite FE, et nommant G l'intersection de AF et de DE, I l'intersection de £F et de CD, on aura
(LGED) = (MFEI).
Or, ces deux figures rectilignes ont un point homologue commun B; donc (324) les droites LM, GF, DI, qui joignent les autres points homologues deux à deux , se coupent en un même point N. Les trois points L, M, N, sont donc en ligne droite.
Ce théorème, dû à Pascal, et la démonstration si simple que nous venons d'exposer, subsistent quand même l'hexagone cesse d'être convexe.
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F£; on aura (3:21 , a**), on considérant les deux côtés non contigus AB et CD coupés par les quatre autres,
(BAIM) = (CLND).
Par suite,
(E.BAIM) = (F.CLND).
Or, ces deux faisceaux ont un rayon homologue commun IN ; donc (322 ) les points de concours 0, A, D, des trois autres couples EB et FC, EA et FL, EM et FD, de rayons homologues, sont en ligne droite. Les trois droites AD, BE, CF, passent donc par un même point 0.
Ce théorème est dû à Drianchon [Journ, de V École Polji,^ 1 3*cahier) , qui Ta déduit du théorème de Pascal par la considération des polaires, comme nous le verrons bientôt.
330. Si l'on considère les théorèmes des n*' 32Î, 326, 328 d'une part, et les théorèmes des n*^ 324, 327, 329 de l'autre, on voit que, dans les premiers, il s'agit de points en ligne droite, et dans les seconds de droites €jui concourent en un même point. On dislingue en effet, dans la science de l'étendue, deux genres de propositions , Içs unes se rapportant à des points, les autres à des droites, et se correspondant en vertu de ce qu'on a nommé le principe de dualité. Un des grands avantages du rapport anharmonique est de se prêter indifféremment à ces deux genres de propositions corrélatives, et d'en fournir des démonstrations directes et corrélatives à leur tour. On peut voir, en effet, que, dans les propositions que nous avons placées en regard Tune de l'autre, on passe de l'énoncé et de la démonstration de l'une à l'énoncé et à la démonstration de l'autre, en substituant certains faisceaux de droites concourantes à certaines séries rectilignes de quatre points, et réciproquement.
Le théorème fondamental du n" 320 était connu des anciens; il se trouve dans les Collections mathématiques de Pappus, qui vivait à Alexandrie à la fin du iv* siècle. « Aucune autre proposition, dit H. Chasies dans la préface du Traité de Géométrie supérieure, ne me parait aussi propre à servir de lien entre les diverses parties d*une figure dont on veut déettuvrir ou démontrer les propriétés. La proposition la plus fréquemment employée est celle de la proportionnalité entre les côtés des
triangles semblables; mais ces triangles n'oxislent pas en général dans les données de la ques tion, et il faut chercher à les former par des lignes anxili aires, tandis ^ue les rapports anharmoniques s'aperçoivent presque to ujours dans la figure môme ou peuvent s'y former aisément. »
On se convaincra de la vérité de ces assertions en comparant la démonstration que nous venons de donner (3^) du théorème de Pascal à celle qui résulterait, par exemple, de l'emploi de la théorie des transversales.
Pour démontrer par les transversales le théorème de Pascal, on considère le triangle formé par trois côtés non consécutifs de Thezagone inscrit. Ce triangle est coupé par chacun des trois autres côtés, et, en appliquant successivement à chacune de ces transversales le théorème du n^ 310, on obtient trois relations dont le produit, membre à membre, se réduil à une nouvelle égalit.é de même forme entre les segments que déterminent, sur les côtés du même triangle, les points de concours des côtés opposés de l'hexagone. La réciproque établie au n° 310 prouve alors que ces trois points de concours sont en ligne droite. On voit combien cette démonstration, que le lecteur rétablira sans peine d'après cette analyse, le cède pour la simplicité à celle du n** 328.
DIVISIONS ET FAISCEAUX HARMONIQUES
331. Nous avons montré au n** 179 que, A et B étant deux points pris sur une droite indéfinie X'X (fig, 214), il existe sur cette droite
Fig. a 14.
deux points C et D, situés l'un sur AB, l'autre en dehors, et tels que les rapports
CA DA
CB' \>ï^
soient égaux en valeur absolue; les deux rapports étant d'ailleurs (303) le premier négatif, le second positif, on a
CB" DB ^" CB'DB
Cotte relation, que l'on nomme proportion harmonique^ pouvant êlro
mise sous la forme
AC .BC__
ADBD '* R. et DB C. — Tr. de Géom. {{>• Partie). l5
on voit que, si deux points C et D divisent harmoniquement une droite AB, les points A e/ B divisent à leur tour harmoniquement la droite CD.
332. Il est souvent commode de rapporter à une môme origine 0 les segments qui figurent dans la proportion harmonique : il suffit, pour eela, de remplacer ces segments par leurs valeurs
CA--OA— OC, CB=OB-OC, DA = OA -r- OD, DB = OB — OD;
on obtient ainsi la relation générale
a (OA.OB + OC.OD) = (OA -4- OB)(OC H- OD), qui devient
ÂB^ÏC-^ÂD' °" IA=IC.ID,
suivant qu'on place l'origine 0 au point A ou au milieu I de AB.
Voici quelques conséquences de la dernière formule
1° Quand deux points G et D divisent harmoniquement une droite AB, ils sont situés d'un même côté du milieu I de cette droite (179);
T."" Le conjugué du milieu de AB est à l'infini, et inversement le conjugué de Foo est le milieu de AB, en sorte que deux points quelconques^ le milieu de la droite qui les joint et le point à l'injini sur cette droite, forment une division harmonique.
V Lorsque le facteur IC augmente, le facteur ID diminue, A et B restant fixes. Dès lors, si G' et D' sont deux nouveaux points conjugués harmoniques par rapport à A et à B, et situés comme G et D à droite do I, les segments CD et G'D' seront compris l'un dans l'autre. Us seraient extérieurs l'un à l'autre si G' et D' étaient à gauche de L Donc, quand deux segments CD, C'D', sont conjugués harmoniques par rapport à un troisième AB, ils sont compris l'un dans l'autre, ou ils n'ont aucune partie commune. Et, par suite, lorsque deux segments empiètent en partie l'un sur l'autre, on ne peut pas déterminer deux points qui les divisent l'un et l'autre harmoniquement,
CB'DB
qui figure (331) au premier membre de la proportion harmonique (i). D'après cela (318), quatre points A, B, G, D, en ligne droite forment un système harmonique lorsque leur rapport anharmonique est égal à — i .
335. Quand on a n points Ai, As, . . ., A», en ligne droite, si, après avoir choisi arbitrairement un point 0 de cette droite pour origine, on détermine sur la môme ligne un point M tel qu'on ait, en grandeur ei
en signe,
le segment OM reçoit, d'après le géomètre anglais Maclaurin (De linearuni curvarum proprietatibus, etc., 1760), le nom de moyenne harmonique des segments OAi, OA», . . ., 0A«.
Poncelet a, depuis, appelé le point M centre des moyennes harmonlqucx des points Al, As, ..., An,par rapporta ÏOT\g\iiQO{/ournal de Crelle,i, III).
D'après cela, on peut dire (332) que
Dtuu tout système harmonique de quatre points, la distance de l'un des points à son conjugué est la moyenne harmonique de la distance du même point aux deux outrés;
Dans tout système harmonique de quatre points, un point est, par rapport à son conjugué, le centre des moyennes harmoniques des deux autres points.
337. On appelle yai^c^aïf harmonique tout faisceau de quatre droites OA, OB, OC, OD, dont le rapport anharmonique (O.ABCD) est égal è — I, c'est-à-dire (321) tout faisceau qui détermine sur une transversale quelconque un système de quatre points harmoniques (yf^. 21 5). On dii alors que les rayons OC et OD sont conjugués harmoniques par rapport aux rayons OA et OB, ou qu'ils divisent harmoniquement l'angle AOB; et, de mémo que les rayons OAetOB sont conjugués harmoniques par rap- |)ort aux rayons OCetOD ou qu'ils divisent harmoniquement l'angle COD.
Il est clair, d'après ce qui précède, que si, par un point C pris d'une manière quelconque dans le plan d'un angle AOB, on mène diverses secantes telles que ACB, en prenant sur c/uique sécante le point D conjugué harmonique du point C par rapport au segment AB intercepté entre les côtés tle l* angle, le lieu du point D sera le rayon OD conj'ugué harmonique tk OC par rapport à Vangle AOB. Ainsi, pendant que la sécante tourne autour du point C, le conjugué D de ce point fixe décrit une droite fixe OD. On donne à la droite OD le nom de jyolaire du point C par rapport à Vangle AOB, et au point C le nom de i>6le de la droite OD par rapport au même angle AOB.
Steiner a déduit de ce principe une démonstration très-élégante de la propriété fondamentale (315) du quadrilatère complet. Reportons-nous à \9ifig, ao6. Soient P' le conjugué harmonique de P par rapport à EF, et R' le conjugué harmonique de R par rapport à BD ; P' et R' devront appartenir Tun et l'autre à la droite conjuguée harmonique de AC par rapport à Tangle EAF et, aussi, à la droite conjuguée harmonique de AC par rap« port à Tangle ECF. Les deux points P' et R' coïncident donc et ne diffè-
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rent pas de rîntersection Q de BD et de EF; les systèmes EPFQ, BRDQ, sont par suite harmoniques; et Ton démontrerait d'une manière analogue qu'il en est de môme du système ÀRCP.
On voit en outre que, si par un point Q, pHs dans le plan d'un angle EAF, on mène deiuc transversales QDB, QFE, le lieu du point d* intersection C des droites BF, ED, est la polaire du point Q par rapport à l*angle EAF ; de là résulte un moyen fort simple de construire, avec la règle seule, la polaire d'un point par rapport à un angle.
THÉORÈME
338. Dans un faiscçau harmonique OA, OB, OC, OD, toute transversale A'B'C'D', parallèle h l'un des rayons OD, est coupée par les trois autres rayons en deux parties égales [fig, 2i5 ),
Fig. ai 5.
En effet, dans le système harmonique A'B'C'D', le point D' étant à Tinfini, puisque A'D' est parallèle à OD, son conjugué C doit être au milieu du segment A' B' (333).
Réciproquement, un faisceau de quatre divites OA, OB, OC, OD, est harmonique si une parallèle A'B'C'D' à l'un des rayons est divisée en deux parties égales par les trois autres.
En effet, le point C étant le milieu du segment A'B', ce segment est divisé harmoniquement par le point C et par le point D' situé à Tinfîni sur A'B', c'est-à-dire par le point C et parle point d'intersection de A'B* et de OD. Le faisceau divisant harmoniquement la transversale particulière A'B'C'D' divise harmoniquement toute autre transversale ACBD (320), et par suite est un faisceau harmonique.
Corollaires.
339. Lorsque, dans un faisceau harmonique, ileux rayons conjugués OC et OD sont rectangulaires, ces rayons sont les bissectrices des deux angles supplémentaires, formés par les deux autres rayons OA etOB; car une transversale A'C'B', perpendiculaire à OC, étant alors parallèle à OD,
on a Â'C'=G'B'; par suite, les triangles rectangles OC' A', OCB', sont égaux, et OC est la bissectrice de l'angle ÂOB.
La proposition réciproque : Un angle quelconque AOB est dtmé harnwniquement par sa bissectrice OC et celle OD de son supplément, résulterait pareillement du n*^ 338. Elle a d'ailleurs été démontrée directement au n"* 193.
POLB ET POLAIRE DANS LE CBBCLB.
THÉORÈME
340. Sif par un point 0 pris dans le plan d*un cercle C, on mène une sécante quelconque OFE, et qu'on détermine le conjugué harmonique I du point Opar rapport À EF, le lieu géométrique du point I, lorsque la se' cante tourne autour du point 0, est une ligne droite perpendiculaire au diamètre AB qui passe par le point 0 (Jig. 216 et 217).
Fig. 317.
En effet, soit II le conjugué harmonique de 0 par rapport à AB ; si Ton joignait EA et £B, le faisceau (EA, EH, EB, EO) serait harmonique et, comme EA et EB sont rectangulaires, EB serait la bissectrice do Fangle BEF (339). Mais dès lors les arcs BF et BF'^tant égaux, la droite HO est la bissectrice de l'angle FHF', et, par suite, la perpendiculaire HZ est bissectrice de Tanglo supplémentaire FHL. Or, dans tout triangle HEF, la base EF est divisée harmouiquemont par les bissectrices HZ et HO de l'angle au sommet et de son supplément. Donc, le point I est situé sur la perpendiculaire HZ au diamètre AB.
341. On dit que le point 0 est le pèle de la droite HZ, et que la droite HZ est la polaire du point 0 par rapport au cercle C. Le diamètre AB qui passe par le pôle étant divisé harmoniquement par
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le pôle 0 et le pied H de la polaire, on a (332) en grandeur et en signe la relation
CH.CO = R
dans laquelle R désigne le rayon du cercle C. Donc le rayon du cercle est moyen proportionnel entre les distances du centre au pôle et à la polaire.
De celte relation, ou bien de ce qui a été dit au n^ 333 sur les positions relatives des deux points qui divisent harmoniquement un segment donné, résultent les propriétés suivantes :
1° Le pôle et la polaire sont situés d'un même côté du centre C; la polaire est extérieure au cercle si le pôle est intérieur; elle coupe le cercle si le pôle est extérieur. Dans ce dernier cas, la polaire coïncide avec la corde de contact MN des tangentes issues du pôle 0 ( fig, 216) ; car, lorsque E et F se confondent en M, le point I, qui est toujours compris entre eux, vient aussi en M, de sorte que ce point de contact appartient au lieu des points I, c'est-à-dire à la polaire du point 0.
a" La polaire du centre est à Vinfini^ et la polaire d'un point qui s^est éloigné indéfiniment dans une direction donnée est le diamètre perpcndi' culaire à cette direction, — Inversement, le pôle d'une droite située à rinOni est au centre, et le pôle d'un diamètre est à TinGni sur la perpendiculaire à ce diamètre.
3** La polaire d*un point du cercle est la tangente en ce point; et, inversement, le pôle d'une tangente est son point de contact.
THÉORÈME
342. Les polaires de tous les points d*une droite passent par le pôle ek cette droite; et, inversement, les pôles de toutes les droites qui passent par un point sont situés sur la polaire de ce point {fig, ai 8).
En effet, soient XY une droite quelconque, I son pôle par rapport an cercle C, et 0 Tun quelconque de ses points. Si l'on abaisse du point I la
perpendiculaire IH sur GO, on aura (190), à cause des droites antiparallèles IH, 00',
CH.CO = a.CO', et par suite
CH.CO=:R
Donc la droite lU est la polaire du point 0. Il résulte de là : i** que la polaire IH d'un point quelconque 0 de la droite XY passe par le pôle I de cette droite ; 2* que le pôle I d*une droite quelconque XY passant par un point 0 est située sur la polaire IH de ce point.
COROLIAIRE.
343. Toute droite a pour pôle l* intersection des polaires de deux de ses points. Tout point a pour polaire la droite qui Joint les pâles de deux droites menées par ce point,
THÉORÈME
344. Sif par un point 0 pris dans le plan d*un cercle^ on mène deux
transversales OAB, OA'B\ qu^on tire les droites AA', BB\ qui se coupent
en'iâ^ et les droites AB', BA', qtd se coupent en 'S, le lieu géométrique des
points M et N, lorsqu^on fait varier les sécantes OAB, 0 A'B', est la po»
taire du point 0 (fig. 219 et %io).
Fig. 3i9«
Ml
Fig. a'jo.
En effet, si Ton tire MN et si l'on nomme I et V les points où cette droite coupe AB et A'B', on voit, en considérant le quadrilatère complet
qui reçoit le nom de cercle directeur. Tels sont, par exemple, un polygone quelconque inscrit dans un cercle et le polygone circonscrit formé en menant des tangentes par les sommets du polygone inscrit
(fis- M2).
Considérons en second lieu une courbe quelconque ABC (fig, 223). En prenant, par rapport à un cercle quelconque 0 situé dans son plan,
Fig. 3q3.
les pôles Â', B',. . . « des diverses tangentes MA, MB,. . . , on obtient une nouvelle courbe Â'B'C dont les tangentes N'A', N'B', . . . sont les polaires des points A, B, . . . , de la première. En effet, le point d'intersection des tangentes MA et MB a pour polaire (343) la corde A'B'; et lorsque B tend vers A, la corde A'B' et le point M, qui sont toujours polaire et pôle, tendent respectivement vers la tangente A'N' et vers le point A. Ainsi, on peut considérer la seconde courbe A'B'C comme obtenue, soit en prenant les pôles des tangentes, soit en prenant les polaires des points de la première courbe ABC. Dans la seconde manière d'opérer, la courbe A'B'C est définie par ses tangentes successives dont on dît qu'elle est V enveloppe. Inversement, si Ton cherchait les pôles des tangentes ou les polaires des points de la seconde figure, on retomberait sur la première.
Ces deux courbes sont dites polaires réciproques par rapport au cercle directeur 0. Le rayon du cercle directeur est d'ailleurs (341) moyen proportionnel entre les distances de son centre à un point quelconque de l'une des courbes et à la tangente correspondante de l'autre courbe* Ainsi, la polaire réciproque d'un cercle concentrique au cercle directeur est un autre cercle concentrique, et le rayon du cercle directeur est moyen proportionnel entre les rayons des deux autres cercles. En particulier, le cercle directeur est à lui -môme sa polaire réciproque. Lorsque le cercle considéré n'est pas concentrique au cercle directeur, sa polaire réciproque n'est plus un cercle, comme nous le montrerons plus tard.
349. Cela posé, voici en quoi consiste la méthode des polaires réciproques :
Une figure quelconque étant donnée, si Ton forme sa polaire réciproque par rapport à un cercle directeur, on obtiendra une nouvelle 6gure corrélative de la première, c'est-à-dire telle que ses points et ses droites seront respectivement remplacés par des droites et des points. Ainsi, à une série recttligne de points dans l'une des figures répondra dans Tautre un faisceau de droites, et réciproquement; à des points en ligne droite sur une courbe, répondront autant de tangentes issues d'un môme point et menées à la courbe correspondante ; le point d'intersection de plusieurs courbes sera remplacé par une tangente commune aux courbes correspondantes, etc.... Toute propriété descriptwe, c'est-à-dire n'ayant rapport qu'à la situation des lignes, indépendamment de toute condition de grandeur, conduira à une autre propriété de la figure polaire réciproque que l'on pourra énoncer immédiatement d'après ce qui précède, et qui sera par là même démontrée. 11 n'est pas même nécessaire de construire la figure; il suffit, pour passer d'un énoncé à l'autre, de changer les mots points et lignes en lignes et points.
C'est ainsi que l'un des deux théorèmes (326, 327) sur les triangles homologiques résulte de l'autre, que la propriété de l'hexagone circonscrit, due à Brianchon, résulte du théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit (328, 329), etc. Toute conséquence de l'un de ces deux derniers théorèmes doit aussi conduire à une conséquence corrélative de l'autre; \oid quelques exemples :
Dans tout pentagone inscrit dans un cercle f le point de concours de la tangente menée par un sommet et du côté opposéy et les points de concours des autres côtés non con^ sécutifsf sont trois points en ligne droite.
Dans tout quadrilatère inscrit dans un cercle , si l'on mène des tan* gentes par deux sommets adjacents, le point de concours de chacune d^elii's opee le côté passant par le /joint de contact de l'autre, et le point de concours des deux autres côtés, sont trois points en ligne droite»
Dans tout f/uadritatère inscrit dans un cercle, les /mnts de con-
Dans tout pentagone circonscrit à un cercle, la droite qui joint un sommet au point de contact du côté opposé et les diagonales joignant les autres sommets non consécutijs sont trois droites qui se coupent au même point.
Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, si Von prend les points de contact de deux côtés ad' jacents et que l'on joigne le point de contact de chaque côté avec le sommet de l'autre côté, et les deux autres sommets opposés, on aura trois droites se coupant au même point.
Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, les deux diagonales
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et les droites qw joignent les points de contact des côtés opposés, sont f/tiatre droites se coupant au même point.
Dans tout triangle circonscrit ù un cercle, les droites qui Joignent le point de contact de chaque côté avec le sommet opposé se coupent au même point.
cours des tangentes menées par les sommets opposés, et les points de concours îles côtés opposés, sont quatre points en ligne droite.
Dans tout triangle inscrit dans un cercle, les points de concours de chaque côté avec la tangente me^ née par le sommet opposé sont trois points en ligne droite.
Les théorèmes de la colonne de gauche sont des corollaires du théorème de Pascal ; ce théorème, étant en effet indépendant de la longueur des côtés de Thexagone inscrit, subsiste lorsque Ton remplace quelquesuns de ces côtés par des tangentes à la circonférence. Les théorèmes de la colonne de droite résultent de ceux de la colonne de gauche, d'après la théorie des polaires réciproques.
On peut aussi considérer les théorèmes de la colonne de droite comme des corollaires du théorème de Brianchon, dans lequel on suppose certains angles égaux à deux droits, et les théorèmes de la colonne de gauche comme résultant alors de ceux de la colonne de droite, d'après la théorie des polaires réciproques.
C'est surtout à propos des coniques qu'on pourra voir toute la fécondité de cette belle méthode des polaires réciproques, due au général Poncelet. Toutefois, il faut remarquer que cette théorie, si utile comme méthode d'invention, puisqu'elle permet, suivant la piquante expression de Gergonne, de faire en quelque sorte de la Géométrie en partie double, a, comme tous les procédés de transformation, l'inconvénient de laisser ignorer comment la proposition que l'on découvre se rattache à une théorie, et comment on pourrait s'y prendre pour la démontrer directement, a En général, comme le remarque M. Chasles, il ne suffît pas qu'une proposition soit vraie pour qu'on puisse en faire un usage utile en Mathématiques, il faut encore connaître toutes ses dépendances avec les diverses propositions qui se rattachent au môme sujet. »
350. Nous terminerons cet aperçu par quelques mots sur la transformation des propriétés métriques, c'est-à-dire des propriétés dans lesquelles on a égard non-seulement à la situation des lignes, mais encore à certaines relations numériques entre les angles ou les segments des diverses lijgnes de la figure.
D'abord, les propriétés métriques angulaires se transforment simplement par la théorie des polaires réciproques, au moyen du principe suivant :
L'angle de deux droites est égala l'angle des d/vites qui joignent leurs pôles au centre du cercle directeur, car ces deux angles ont les côtés respectivement perpendiculaires.
LITRB III. — LES FIGURES SEMBLABLES. aSj
Comme exemple , transformons cette proposition si connue : Dans tout triangle ABC, les hauteurs ka^ B^, Cr, se coupent au même point I.
Soient 0 le centre du cercle directeur, et Â'B'C le triangle polaire réciproque de ABC, A' étant lé pèle de BC, B' celui de CA et C celui de AB. Les trois hauteurs Aa, B&, Cr, se coupant au même point I, leurs pôles >9 ^f 7« doivent être sur une même droite, polaire de L Or, le pôle a de A a doit se trouver d'une part sur B'C polaire de A, et de Tautre sur la perpendiculaire menée par 0 à la droite OA', puisque, en vertu du principe énoncé plus haut, l'angle aOK' doit être droit comme l'angle XaB des polaires A a, BC, des points a et A'. On a donc ce théorème :
Si l'on joint un point fixe 0 pris arbitrairement dans le plan d*un triangle A'B'C aux trois sommets A', B', C, les perpendiculaires menées par ce point 0 aux trois droites OA', OB', OC', ainsi obtenues, vont couper respectivement les côtés opposés B'C, C'A', A'B', en trois points a, 6, 7, situés en ligne droite,
331. Quant aux relations segmentaires, on en transforme un assez grand nombre à Taide des deux principes suivants :
i^ Le rapport anharmonique de quatre points situés en ligne droite dans une figure est égal au rapport anharmonique du faisceau des quatre droites correspondantes de la figure polaire réciproque, car ce faisceau et celui qu'on obtient en joignant les quatre points au centre du cercle directeur ont respectivement leurs angles égaux, d'après le principe du n*350.
AO a* Le rapport -^ des distances de deux points quelconques k et h au
AM centre 0 du cercle directeur est égal au rapport -^ des distances de
chacun de ces points à la polaire de Vautre (fig. 2^4). Car A'N étant la
Fie. )^4.
polaire de A et B'M celle de B, menons AC perpendiculaire sur OB et BD perpendiculaire sur OA ; nous aurons, en désignant par R le rayon du cercle directeur,
R'=OA.OA'=OB.OB', d'où Qg=§Jl-
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Mais BD et AC étant antiparallèles par rapport à Tangle 0, on a
OA.OD = OC.OB, d*OÙ 7^7-7^ï^1
OAOC OB ""OD
par suite,
OA OB'-hOC CB' A^f OB "OA-hOD" DA' BN
35*2. On déduit, par exemple, bien simplement du premier principe que ie rapport anharmonique de quatre tangentes d'un cercle est égal au rapport anharmonique des quatre points de contact. Nous nous borne* rons à cette application ; mais on sentira aisément la portée de ce pre-
CA
mier principe en remarquant qu*il sert à transformer le rapport ^ des
deux segments formés par trois points quelconques A, B, C, en ligne droite. En effet, Tintroduction du point situé à l'infini sur cette droite permet de considérer ce rapport comme égal au rapport anharmonique ( A, B, C, 00 ) ; si donc on désigne par A', B', C, les polaires des points A» B, C, par D' la polaire du point à l'infini, et par a, 6, y, ^, les points oti une transversale choisie à volonté rencontre le faisceau de ces quatre droites, on aura
353. Le second principe est dû à M. Salmon. En voici une application : ABCD étant un quadrilatère inscrit dans un cercle de centre 0 et de rayon R, et M étant un point quelconque de ce cercle, on a l'identité
MA.MB) (MG.MD) = (MA.MD) (MB.MC
D'ailleurs, si ME, MF, MG, MH, sont les perpendiculaires abaissées de M sur les côtés AB, BC, CD, DA, du quadrilatère, les produits renfermés entre parenthèses sont respectivement (239) proportionnels à BfB, MG, MH, MF; on a donc
(i) ME.MG^^MH.MF,
c'est-à-dire que, dans tout quadrilatère inscrit dans un cercle^ le pro^ duit des distances d*un point quelconque de la circonférence à deux côtés opposés est égal au produit des distances du même point aux deux antres côtés. Transformons ce théorème par la méthode des polaires réciproques; le cercle 0 étant pris pour cercle directeur, au quadrilatère inscrit ABCD répondra le quadrilatère circonscrit A'B'C'D'et, au point M, la Ungente MT en ce point. Soient A'L, B'N, C'P, D'Q, les distances des sommets A', B', C\ D', à la tangente MT. Puisque A' est le pôle de AB et
M le pôle de MT, on aura, par le principe de M. Salmon,
MO A'O
Ainsi, les lignes ME, MG, MH, MF, sont respectivement proportionnelles aux distances A'L, G'P, D'Q, B'N, et la relation (i) devient
c'est-à-dire que, dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle^ le produit des distances de deux sommets opposes à une tangente quelconque est dans un rapport constant avec le produit des distances des deux autres sommets à la même tangente.
Le théorème sur le quadrilatère inscrit peut s'étendre à un polygone inscrit quelconque d'un nombre pair de côtés. En effet, si P est un polygone inscrit de a/i côtés, et F' le polygone inscrit de ajs —> a côtés qu'on obtient en détachant de P un quadrilatère au moyen d'une diagonale, on voit tout de suite que, si le théorème a lieu pour le polygone P' de a/i — a côtés, il subsiste pour le polygone P de a/? côtés.
On peut même appliquer le théorème à un polygone quelconque, en remarquant qu'on peut considérer tout polygone inscrit comme ayant un côté infiniment petit dirigé suivant la tangente en Tun des sommets.
De là résultent les deux propositions suivantes, en regard desquelles nous avons placé les deux propositions corrélatives qui en découlent d'après la méthode des polaires réciproques.
Quand un polygone d^un nombre pair de câtés est inscrit dans un cercle, le produit des distances d'un point quelconque de la circonférence aux côtés de rangs pairs est égal au produit des distances du même point aux câtés de rangs impairs.
Quand un polygone est inscrit dans un cercle y le produit des dis* tances d*un point quelconque de la arconférence aux divers côtés est égal au produit des distances du même point aux tangentes menées par les sommets du polygone.
Quand un polygone d*un nombre pair de côtés est circonscrit à un cercle, le produit des distances des sommets de rangs pairs à une tangente quelconque est dans un rapport constant avec le produit des distances des sommets de rangs impairs à la même tangente.
Quand un polygone est circonscrit à un cercle, le produit des distances de ses sommets à une tangente quelconque est dans un rapfjort constant avec le produit des distances des points de contact des côtés à la même tangente.
PROPRIÉTÉS DES FIGURES HOMOTHÉTIQUES
354. Étant donné un système quelconque A, B, C,. . . , de points situés dans un plan (/)?'. 225 et 226), si, sur les rayons SA, SB, SC,.. ., issus
Fî^r. aaS.
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d*un point S choisi arbitrairement dans le plan, on prend à partir de ce point des segments SA', SB', SC',. . ., tels, qu'on ait
sa'_sb;_sc;_
SA~SB ~SC
K étant un nombre quelconque, on dit que le nouveau système de points A', B', C, . ^. , est homothétique au système primitif ABC, ....
Le point S est dit le centre^ et le nombre K, le rapport <Vhomothétic. Si K est positif, les deux segments SA et SA' sont de môme sens, et les points A et A' sont d'un même côté du point S {fig. 225). Si K est négatif, les segments SA et SA' sont de sens contraires, et les points A et A' sont de part et d'autre du point S {fig. 226) ; dans le premier cas {fis- 2''A5]fIos deux systèmes sont dits homothétiques directs ; dans le second [Jig. 226), ils sont homothétiques inverses. Quand deux systèmes sont homothétiques inverses, il suffit évidemment, pour les rendre homothétiques directs, de faire tourner l'un d'eux de 180 degrés autour du centre S. On obtient donc tous les systèmes homothétiques à un système donné en faisant varier la position du centre S et en donnant à K toutes les valeurs positives de o à oo .
3îfô. Suivant que les points du premier système ABC. . . sont isolés ou forment des lignes continues, les points du système homothétique A'B'C. . . sont à leur tour isolés ou forment des lignes continues.
Supposons, par exemple, que la figure primitive soit une circonférence
OA dont le centre est 0 [Jig, 227], et cherchons la figure homothétique,
SA' c'est-à-dire le lieu des points A', tels, que 0^ = ^* ^^ ^^^^ prend sur SO
SO' une longueur SO' telle, que ^ = K, les deux triangles semblables (200)
SOA, SO'A', donnent -rrr- = K; par suite O'A' est constant comme OA,
Fig. 227.
et le liea est une circonférence dont le point 0' est le centre. Ainsi la figure homothétique d'une circonférence est une circonférence,
THÉORÈME
356. Dans deux systèmes homothétiques, la droite AB qui Joint deux points quelconques du premier système et la droite A'B' qui joint les points homologues du second système sont parallèles et dwis le rapport K (fig. 225 et 226).
En effet, les droites AB et A'B', divisant les rayons SA et SB dans le même rapport K, sont parallèles, et Ton a en outre
a;^' _ sa; AB" "" "sa "
Corollaires.
357. Si trois points M, N, P du premier système sont en ligne droite, il en est de môme des trois points homologues M\ N', F du second système; car les droites M'N', M'P' ayant un point commun M' et étant Tune et l'autre parallèles (356) à MNP, coïncident. La figure homothétique d'une ligne droite est donc une ligne droite parallèle à la première; ces deux droites sont dites homologues.
Si un point M coïncide avec le centre S d'homothétic, il en est de même de son homologue M' ; car la relation
SM' = K.SM
montre que SM' s'annule en môme temps que SM. Donc, si une droite passe par le centre d'homothétie, son homologue y passe également et, par suite, coïncide avec elle; réciproquement, si deux droites homo^ logues coïncident^ elles passent par le centre d'homothétie,
358. L'angle de deux droites est égal à celui de leurs droites homologues. Par suite, la figure homothétique d'un polygone est un polygone semblable au premier. Les côtés du nouveau polygone sont parallèles aux côtés homologues du premier, et leur rapport de similitude est égal à K.
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359. Les tangentes en deux points homologues de deux courbes homothétiques sont parallèles comme limites de sécantes parallèles.
THÉORÈME
360. Deux systèmes sont homothétiques s'il existe dans leur plan deux points 0 et 0' telsj que les droites qui joignent le point 0 cuix divers points du premier système, et les droites qui joignent le point 0' aux divers points du second système, soient parallèles et dans un même rapport K {Jïg. 227 ).
En effet, si les droites OA et O'A' sont parallèles et de même sens, la droite AÂ' ira couper le prolongement de 00' en un point S. tel, que
SU ~ OA " SA
Le point S est donc le même, quel que soit le couple de points homologues A et A' considéré ; et, par suite, les deux systèmes sont homothétiques directs, et ont le point S pour centre et le nombre K pour rapport d'homothétie.
Si les droites OA et 0' Ai sont parallèles et de sens contraire, la droite AAi coupe 00' en un point Si tel, que
SiO^ _ (yki _ w. _ S^ S,0 ~ OA -^ - SiA'
et les deux systèmes, alors homothétiques inverses, ont le point S| pour centre et le nombre K pour rapport d'homothétie.
Corollaires.
361. Deux polygones semblables ABCDE, A'B'C'D'E', qui ont leurs côtés parallèles, sont homothétiques. En effet (209), si Ton prend dans le plan du premier polygone un point 0 quelconque et si Ton détermine dans le second polygone le poini 0' homologue de 0, les droites OA et O'A', OB et O'B', OC et O'C, . . ., seront parallèles et dans le rapport K. Donc les polygones seront homothétiques.
L'homothétie est directe {fig, 225) ou inverse {Jig, 226), suivant que les deux polygones ont leurs côtés parallèles de même sens ou de sens contraires.
362. Deux circonférences quelconques sont homothtftiques directes et homothétiques inverses {fig, 227).
O'A' En effet, le rapport -rr-r- de deux rayons parallèles et de même sens
étant constant, les deux circonférences sont homothétiques directes, et
elles ont un centre d'homothétie directe S situé au delà de la ligne des centres, de telle sorte qu'on ait
SO'R' SO ~R
R' et R étant les rayons des deux cercles.
O'Ai De même, le rapport -jr^ de deux rayons parallèles et de sens contraires étant constant, les deux circonférences sont aussi homothétiques inverses, et elles ont un centre d'homothétie inverse Si situé sur la ligne des centres, de telle sorte qu'on ait
S,0 " r' La comparaison des deux relations précédentes donne
SO' . S
làO 'SiO
Donc les deux centres d'homothétie divisent harmoniquement la ligne des centres 00' des deiix cercles.
Les tangentes communes extérieures passent par le centre d'homothétie directe, et les tangentes communes intérieures par le centre d'homothétie inverse. C'est sur cette propriété qu'est fondée la construction du n" 260.
Lorsque les deux cercles sont tangents, leur point de contact est un centre d'homothétie, directe si le contact est intérieur, inverse si le contact est extérieur.
THÉORÈME
363. Deux systèmes P' et P", homothétiques à un troisième P, sont homothétiques entre eux (Jîg, 228 et asg).
Soient A un premier point du système P, et A' et A* ses points homologues dans les systèmes P* et P". Joignons le point A à un point quelconque M du système P, et joignons A' et A' aux points M' et M' homologues de M dans les systèmes P' et P". Les systèmes P' et P étant homothétiques, les droites A' M' et AM seront parallèles et dans un certain rapport K'; de même, les droites A" M' et AM seront parallèles et dans le rapport K' d'homothétie des systèmes P et P. Donc les droites
A'M' et A'M* sont parallèles, et dans le rapport constant rrr* Donc (360),
les systèmes P' et P' sont homothétiques.
GÉOMÉTRIE PLAIKB.
Corollaires.
364. Si K'=: K', les systèmes P' et P' ont un rapport d'homothétie égal àTunité; ils sont donc superposables. Il résulte de là que, pour avoir tous les systèmes homothéliques à un système donné, il n*est pas nécessaire de faire varier le centre (354) : il sufGt, en conservant le môme centre, de faire varier K de zéro à l'infini.
365. Si P est homothétique direct avec chacun des systèmes P' et P*, AM et A' M' sont de môme sens, comme AM et A' M', et par suite aussi A' M' et A' M"; de sorte que P' et P" sont homotbétiques directs
On verra de même que, si P' est homothétique inverse avec chacun des systèmes P et P', Pet P' sont homothétiques directs (^. 2^29).
Si P est homothétique direct avec Tun des systèmes P' et P', et homothétique inverse avec l'autre, P' et P* sont homothétiques inverses {fig, 229).
Parmi les trois systèmes homothétiques ainsi formés, il y en a donc toujours un nombre impair (i ou 3) dont l'homothétie est directe.
Dans tous les cas, les trois centres d'homothétie S, S', S', sont en ligne droite (Jig. 228 et 229).
Fig. 238.
Fie- 229.
En effet, la droite S'S', considérée comme appartenant au système P, a pour homologue dans le système P' cette droite elle-même, puisque (357) elle passe par le centre d'homothétie S' de P et do P'. Cette droite, considérée comme appartenant au système P, est aussi à elle-même son homologue dans le système P', puisqu'elle passe par S', centre d'homothétie de P et de P*. Donc, cette droite S' S' (357) passe par le centre S d'homothétie des systèmes P' et P*.
366. Trois cercles considérés deux à deux ont trois centres d'homo-thétie directe et trois centres d'homotbétie inverse (362). Les trois centres d'homotbétie directe sont sur une môme droite (365), qu'on nomme axe d'homothétie directe. De même, deux centres d'homotbétie inverse et le centre direct qui répond au troisième centre inverse sont sur une même droite qu'on nomme €u:e d'homothétie inverse; il y a, d'après cela, trois axes d'homotbétie inverse.
SEMBLABLES
367. Pour étendre aux figures curvilignes la notion de la similitude, il faut prendre pour point de départ une propriété essentielle des polygones semblables qui soit immédiatement applicable aux courbes. Voici comment on parvient à faire cette généralisation :
!• Deux pofygones semblables P et P' étant donnés dans un plan, on peut toujours amener le polygone P' à ai^oir ses côtés parallèles aux cotés homologues de P (Jîg' aSo).
Deux cas peuvent se présenter, suivant que les deux polygones sont de même sens ou de sens opposés.
On dit que P et P' sont de même sens lorsque deux mobiles, astreints à décrire respectivement leurs contours ABCDE, A'B'C'D'E', en suivant l'ordre alphabétique, marchent tous les deux dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre ou tous les deux dans le sens opposé.
Fig. a3o.
Considérons alors deux côtés homologues quelconques CD et CD' et faisons tourner le polygone P' autour du point C d'un angle a égal à celui des deux côtés considérés; CD' deviendra parallèle à CD, puis, comme les angles CD'B', CDE sont égaux et que D'E' tombe par rap-
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port à CD' du môme côté que DE par rapport à CD, le côté D'B' deviendra parallèle à DE, et ainsi de suite. ^
On dit que P et P' sont de sens opposés lorsque deux mobiles astreints à décrire leurs contours respectifs ABGDE, AiBiCiDiEi, en suivant Tordre alphabétique, marchent l'un dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre et l'autre dans le sens contraire. Dans ce cas, en prenant le symétrique de AiBiCiDiEi autour d'un axe quelconque XY du plan, c'est-à-dire en rabattant ce polygone AiBiCiDiEt autour de cet axe, on obtiendra évidemment un second polygone A'B'C'D'E', qui présentera, relativement au polygone ABCDE, la même disposition que dans le premier cas. Un rabattement suivi d'une rotation amènera donc alors le polygone AiBiCiDiEi à avoir ses côtés parallèles à ceux de ABCDE.
2* On a vu que deux pofygones semblables qui ont les côtés parallèles sont homothétiques (361). Deux polygones semblables peuvent donc (i°) être rendus homothétiques; et réciproquement, la figure homothétique d'un polygone est un polygone semblable au premier (358).
Par suite, pour qu'un polygone P' soit semblable à un autre polygone P, il faut et il suffit que ce polygone P' soit égal à l'un des homothétiques de P.
Voilà donc une propriété caractéristique des polygones semblables. D'ailleurs, la définition de l'homothétie e^t immédiatement applicable aux figures curvilignes (354). On est ainsi conduit à cette définition générale :
On dit qu'w/ie Jî^re est semblable à Ufie autre lorsqu'elle est égale à Vune des figures homothétiques de cette autre.
On comprend d'après cela pourquoi on donne, en général, les noms de centres de similitude, à' axes de similitude et de rapport de simili^ tude aux centres, aux axes et au rapport d'homothétie.
368. On nomme pâle double de deux figures F et F' semblables et de même sens le point du plan de ces deux figures qui est son propre homologue.
n faut montrer qu'un tel point existe et qu'il est unique.
Rappelons d'abord qu'on appelle homologues deux points 0 et 0' tels, qu'on puisse les rattacher à deux côtés homologues AB et A'B' par deux triangles semblables AOB, A'O'B'; et alors (209), les triangles qui rattachent ces mêmes points à tout autre couple de côtés homologues sont par là même semblables. Nous n'avons donc qu*à prendre à volonté deux côtés homologues AB et A'B' des polygones F et F', et à montrer qu'il existe un point 0, et un seul, tel que les triangles AOB et A'OB' soient semblables, c'est-à-dire que les angles lAO, lA'O soient égaux, ainsi que les angles IBO, IB'O, I désignant rintersection des
droites AB, A'B'. Or l'égalité des deux premiers angles impose seulement au point 0 (y^. a3oi ) la condition de se trouver sur le cercle circonscrit au triangle lÂA' ; l'égalité des deux autres angles indique à son tour, comme autre lieu géométrique du point 0, le cercle circonscrit au triangle IBB'. Ces deux cercles, passant par I, ont un second point commun et un seul : c'est le point cherché 0.
On donne parfois à ce point double 0 le nom de centre de rotation fies deux figures semblables F et F. C'est qu'en effet il suffit de faire
Fig. a3o,.
tourner, d'un angle convenable, l'uhe des figures, ¥' par exemple, mttour du point 0, pour rendre les deux figures homothétiques, 0 e'tant lui-même le centre d'homothétie. Cela résulte immédiatement de ce que les triangles OAB et OA'B', OAC et OA'C, . . ., étant semblables deux â deux, les côtés OA et OA', OB et OB', OC et OC, . . . sont proportionnels, et les angles AOA', BOB', COC, . . . sont égaux comme étant la somme ou la différence d'angles égaux.
Ainsi, on obtient la seconde figure A'B'C... on joignant le point double 0 aux divers points A, B, C, . . . do la première, puis en faisant tourner les rayons OA, OB, OC, .. ., d'un mémo angle V autour de 0, tandis qu'on augmente ou qu'on diminue les rayons dans un môme rapport K.
D'ailleurs, puisque la rotation V amène toute droite BC de la figure F à être parallèle à son homologue B'C de la figure F', on voit que deux droites homologues quelconques BC, B'CV, des deux figures font entre elles un angle égal à l'angle do rotation V.
Les triangles AOA', BOB', COC, . . . , ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, sont semblables, et l'on peut dire encore qu'on obtient les divers points A', B', C, ... de la figure F', en construisant sur les droites OA, OB, OC, . . . , do la figure F des triangles semblables AOA', BOB', COC, ....
La construction donnée ci-dessus pour obtenir le point double de deux figures semblables est, en général, la plus simple; mais on peut,
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dans certains cas, mettre à profit la propriété suivante : Le rapport des distances du point double à deux points homologues quelconques est égal au rapport de similitude des deux figures. Cette propriété est évidente, puisque les distances en question sont des droites homologues. Il en résulte que le cercle, lieu des points dont le rapport des distances à deux points homologues des deux figures est égal au rapport de similitude (187), passe par le point double.
Il convient encore de remarquer, en vue des applications, que, lorsque les points B et A' se confondent et, par suite, coïncident avec I (fig. 23oi), les cercles lAA', IBB', dont le second point d'intersection est le point double, doivent être remplacés par le cercle qui, passant par A et I, touche IB', et par le cercle qui, passant par B' et I, touche AI.
Deux cercles sont deux figures semblables ; mais leur point double n'est déterminé que si Ton indique le point A' du second cercle que Ton veut considérer comme l'homologue d'un point A choisi arbitrairement sur le premier cercle. Si le point A' homologue de A n'est p^s donné, on ne connaît qu'un seul couple de points homologues, celui qui est formé par les centres C et C' des deux cercles; et le point double n'est astreint alors qu'à être situé sur le cercle, lieu des points dont le rapport des distances aux l^entres C et C est égal au rapport des rayons, c'est-à-dire sur le cercle ayant pour diamètre la droite qui joint les centres de similitude des cercles proposés (187, 362).
Pour deux droites indéfinies, considérées comme des figures semblables, le point double n'est déterminé que si l'on donne sur ces droites deux couples A et A', B et B', de points homologues, auquel cas le point double est le second point d'intersection des cercles circonscrits aux triangles lAA', IBB', I désignant le point commun aux deux droites proposées.
MÉTHODE DBS FIGURES SBHRLARLES.
369. Parmi les procédés généraux qui servent à la résolution des problèmes, il importe de signaler celui qui consiste à construire une figure semblable à la figure cherchée avec des éléments pris parmi les données ; on passe ensuite de cette figure auxiliaire à la figure demandée, en comparant deux éléments homologues des deux figures.
Cette méthode, dite par similitude^ est surtout avantageuse quand» parmi les données, ne se trouve qu'une seule longueur L, les autres données étant des rapports ou des angles. On fait alors abstraction de la longueur L, et l'on construit une figure <p présentant les angles et les rapports donnés. X étant le côté de cette figure auxiliaire qui correspond au côté L do la figure cherchée F, il suffît, pour avoir cette der-
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nîère, de construire (252), sur une droite égale à L et considérée comme homologue du côté X, une figure semblable à la figure cp.
On voit, sans autre explication, que ce procédé donnera immédiatement la solution de questions telles que celles-ci :
Construire un triangle, connaissant un cmgle, un côté et le rapport des deux autres côtés, ou bien deux angles et la longueur d'une droite ( hauteur, média/ie, bissectrice, . . . ) devant être déterminée dès que le triangle l'est.
Construire un carré, connaissant la différence entre la diagonale et le côté ....
Voici un exemple un peu moins simple :
Fiç. a3r.
Fig. a3a.
Soit proposé de construire un triangle ABC dont on donne les trois hauteurs a, 6, ^ {fig- 231); a, 6, c, étant les côtés du triangle inconnu, et BD et AE étant les hauteurs 6 et a, les triangles semblables CBD, CAE, donnent
On a de même
et, par suite,
«a = ^6 = cy.
On voit par là que si, d'un point pris à volonté, on mène à un cercle trois sécantes respectivement égales aux trois hauteurs données a, 6, y, les autres segments, comptés sur les mômes sécantes à partir de leur point commun, seront proportionnels aux côtés a, 6, c du triangle demandé. On construira donc un triangle A'BC ayant pour côtés ces segments; ce triangle sera semblable au triangle cherché ABC et, pour avoir ce dernier triangle, il suffira de prendre sur la hauteur issue du sommet B une longueur BD = 6, puis de mener par le point B la parallèle AC à AX'.
Dans les questions que nous venons de traiter, la position absolue de
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la figure demandée demeure arbitraire ; mais, dans un grand nombre de cas, la figure à construire doit, au contraire, avoir une position déter> minée par rapport à des points ou à des droites données. C'est alors de l'une de ces conditions de situation qu'il faut faire abstraction, et la méthode s'appliquera encore si les figures satisfaisant à Tensemble des autres conditions données sont semblables et semblablement placées. Citons, comme exemple, un problème déjà résolu d'une autre façon (263) : Par un point P situé à l'intérieur d'un an^le ^S£iï^ tracer un cercle C tangent aux deux côtés de l'angle. En faisant abstraction de la condition imposée au cercle de passer par le point P, on tracera un cercle quelconque 0 inscrit dans Tangle XSV. Ce cercle 0 et le cercle demandé C, dont nous désignerons les centres par o) et Yi auront le point S pour centre do similitude. La droite PS, par sa rencontre avec le cercle 0, donnera donc 1 homologue Q du point P; et, comme les rayons («>Q, CP doivent être parallèles (356), on aura le centre ^ du cercle inconnu, eu prenant l'intersection de la droite S(i> et de la parallèle menée par P àcDQ.
Soit encore proposé d'inscrire dans un triangle donné ABC lut triangle dont les côtes soient parallèles à ceux d'un triangle donné de f (fg. aSa).
Si l'on trace dans le triangle ABC une parallèle d'f à df^ puis par les points d' et/ des parallèles d'e\f'e\ k de et k ef, on formera un triangle d'f'e\ homothétique au triangle cherché DFE, et le point A sera pour ces triangles un centre de similitude directe (336). La droite Xe' coupera donc BC en un point E qui sera l'un dos sommets du triangle demandé, et il ne restera plus qu'à mener par ce point E des parallèles ED et EF, à e^ et à ej] et à joindre les points D et F.
370. A ce procédé s'en rattache un autre où l'on opère par renversement, c'est-à-dire qu'on renverse la question en prenant les données pour inconnues, et réciproquement. En traitant ce nouveau problème, on obtient une figure égale ou semblable à la figure cherchée, et, pour avoir la figure demandée dans la position voulue, il suflSt d'en connaître une seule ligne.
Reprenons, par exemple, le problème précédent. On commencera par circonscrire au triangle def un triangle abc ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux du triangle ABC. La figure ainsi formée sera semblable à la figure cherchée, et il suffira de partager le côté ABdans le rapport de db à ila pour avoir le sommet D du triangle demandé.
Voici un second exemple de cette méthode indirecte :
Inscrire dans un quadrilatère do/me" ABCD un quadrilatère ab'c'd' semblable à un autre quadrilatère donné A' W CD' {fig* a33).
La méthode inverse sera ici évidemment préférable à la méthode directe ,
parce que, s'il s'agit de circonscrire une flgure semblable au lieu de rinscrire, les segments capables, décrits sur les côtés du polygone donné, fournissent immédiatement des lieux géométriques des sommets du polygone à construire.
Renversons donc la question, et proposons-nous de circonscrire à un quadrilatère donné A' B' CD' un quadrilatère abcd semblable à un autre quadrilatère donné ABCD.
Les angles du quadrilatère abcd étant donnés, les sommets a, h^ d appartiennent aux segments capables de ces angles, décrits sur les c6lés A'B', B'C, A'D'.
De plus, le quadrilatère ahcd étant semblable au quadrilatère ABCD, le triangle ahd est lui-môme semblable au triangle ABD, et l'on connaît les angles abd^ adb. Comme ces angles ont pour mesures, le premier la moitié de Tare B'b\ le second la moitié de l'arc A'd\ on pourra marquer sur les arcs B'C et A'D' les points b' et d' : la droite b'd' sera donc déterminée, et ses seconds points d'intersection avec les segments décrits sur WC et sur A'D' seront les points b et d. Ayant ainsi deux sommets opposés du quadrilatère abcd, le problème inverso se trouvera résolu.
Fig. 233.
Pour revenir au problème direct, on n'aura plus qu'à diviser les côtés do quadrilatère ABCD dans dos rapports égaux à ceux des segments que les points A', B', C, D', déterminent sur les côtés du quadrilatère abcd, et À joindre les points de division.
Le problème proposé a buit solutions dans le cas général. En effet, en considérant le problème inverse, on voit d'abord que l'angle d peut s'appuyer indifféremment sur chacun des côtés du quadrilatère A'B'C'D' : ce qui donne quatre solutions. De plus, chacune de ces solutions doit être double : car l'angle n s'appuyant sur le côté A'B' par exemple, les angles b eid peuvent s'appuyer respectivement, soit sur les côtés B'C et A'D', soit au contraire sur les côtés A'D' et B'C. Cette double solu-
tion se réduirait à une seule, si les angles 6 et e£ étaient égaux en même temps que les côtés B'C et A'D'.
371. La méthode par rotation dont nous avons parlé à la fin du livre lî (172) prend une extension considérable quand on la combine avec la construction d'une figure homotbétique.
Soit proposé de construire un triangle ABC semblable à un triangle donné, de telle sorte que l'un des sommets C ait une position donnée et que les deux autres sommets A et B soient respectivement sur deux lignes données a et b.
Il est clair que, si Ton fait tourner la lignea autour du point donné C d'un angle égal à Tanglo connu AGB, puis qu'on construise la ligne a* homotbétique de cette ligne ainsi déplacée en prenant pour centre d'ho-
CB
mothétie le point C et pour rapport d'homotbétie le rapport connu ^ >
le point A de la ligne a viendra en B. On obtiendra donc la position cherchée de ce sommet B en prenant l'intersection des lignes b et a\
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de construire un triangle dont les côtés soient proportionnels aux nombres 3, 4i 5, de façon que les sommets soient sur trois droites parallèles données, ou sur trois cercles concentriques donnés. Le triangle est ici rectangle; on placera à volonté le sommet de l'angle droit sur celle des lignes à laquelle il doit appartenir; puis, on fera tourner l'une des autres lignes autour de ce point d'un angle égal à 90"*, en prenant j pour rapport d'homothétie.
La méthode consiste, on le voit, dans l'emploi du point C comme centre de rotation et d'homothétie.
Voici quelques autres exemples simples :
i^ Soit un quadrilatère ABGD. On peut considérer A et D, B et C comme deux couples de points homologues de deux figures semblables ; 0 désignant le pôle double de ces deux figures, les triangles AOB, DOC seront semblables ; par suite, il est aisé de voir qu'il en sera de même des triangles AOD, BOC ; donc, si l'on considère A et B, G et D comme deux couples de points homologues de deux autres figures semblables, le pôle double de ces figures sera aussi le point 0 ; et Ton verrait de même que ce point est encore le pôle double de deux figures semblables dont A et G, B et D seraient deux couples de points homologues. On conclut de là que dans tout quadrilatère complet, les earcles circonscrits aux triangles qui restent lorsqu'on néglige successivement un des côtés passent tous par un même point»
2** Considérons un triangle quelconque ABC et en même temps le triangle A'B'C' qui a pour sommet les milieux des côtés du premier. Ces deux triangles sont semblables ; deux côtés homologues quelconques forment un angle de 180* et le rapport de similitude est égal à ^. Si 0
désigne le pôle double, comme les angles AOâ', BOB', COC doivent être égaux à i8o% on voit que ce pôle 0 se trouvera sur toute ligne joignant deux points homologues, et qu'il divisera cette ligne dans le rapport de I à a. Ce pôle est donc à la rencontre des médianes AA', BB', CC'. Mais les points de rencontre des hauteurs dans les deux triangles sont deux points homologues K et K' ; d'ailleurs K' est le centre du cercle circonscrit à ABC; donc, dans tout triangle ABC, le point de concours des hauteurs R, le point de concours des médianes 0, et le centre K' du cercle circonscrit sont situés sur une même ligne droite que le point 0 partage dans le rapport de i à 2.
3' On donne, dans un pUm^ deux droites L et L', un point A sur la droite L et un point A! sur la droite L'. Mener, par un point quelconque P du plan, une droite qui coupe respectivement L et L' en deux points X et X', tels que les segments AX et A'X' aient un rapport donné (fig. 233 1).
Considérons A et A', X et X' comme deux couples de points homologues de deux figures semblables F et F'; le point double 0 de ces deux figures s'obtiendra aisément, car il est d'une part sur le cercle circonscrit au triangle AA'I, I étant le point d'intersection dos droites L et L'; d'autre part, il est sur le cercle, lieu des points dont le rapport des dislances à A et A' est égal au rapport donné.
Fig/ i33..
L'angle OAA' est donc connu, et, comme il doit être égal à OXX', c'est-à-dire à OXP, il suffira, pour avoir le point X, de décrire sur OP un segment capable de l'angle OAA'.
Dans le cas particulier où le point A' se confondrait avec I, le cercle circonscrit à AA'I serait remplacé par le cercle passant par A et tangent en I à la droite L'.
Ce problème remonte à Apollonius, qui l'avait surnommé problème de la section de raison.
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AXES RADICAUX
372. Nous avons vu (193) que, si, par un point M pris à volonté dans le plan d'un cercle 0, on mène à ce cercle une sécante arbitraire MAB, le produit MA. MB des dislances de ce point aux deux intersections A et B de la sécante et de la circonférence est une quantité constante, c*est-à-dire indépendante de la direction de la sécante. Ce produit constant M A. MB, qui est évidemment positif lorsque le point M est extérieur au cercle, et négatif lorsque le point M est intérieur, porte, d'après Steiner, le nom de puissance du point M par rapport au cercle 0 ( fig. a34 ).
Fig. 234.
Considérons en particulier celle des sécantes issues du point M qui passe par le centre 0, et désignons par d la distance MO et par r le rayon du cercle. Si le point M [est extérieur au cercle, les deux segments MA et MB, comptés sur cette sécante, sont de même signe, et, comme leurs valeurs absolues sont d — r et cf h- r, la puissance du point M a pour expression (d-hr)(d — r) ou d*— r*. Si le point M est intérieur, les deux segments MA et MB, comptés sur la sécante qui passe au centre, ont respectivement pour valeurs absolues r — d et r-hd] mais, comme ils sont de sens opposés, la puissance a pour expression — ;> — rf) (r -h rf) = — (/•« — rf»), c'est-à-dire encore d*— r«. Ainsi, dans tous les cas, la puissance d'un point par rapport à un cercle est égale^ en grandeur et en signe, à l'excès du carré de la distance de ce point au centre sur le carré du rayon.
Lorsque le point M est extérieur au cercle, sa puissance est égale au carré de la tangente MT menée au cercle par ce point.
Si le point M est intérieur, sa puissance est négative et égale en valeur absolue au carré de la moitié de la corde CMD perpendiculaire à OM, c'est-à-dire de la corde minimum parmi celles qui passent par M.
THÉORÈME
373. Le lieu des points M d'égale puissance par rapport à deux cercles 0 et O' est une droite perpendiculaire à la ligne des centres 00'.
En effet, on a MO — r» = MO' — r'*, r et r' étant les rayons des deux cercles. Le lieu cherché est, d'après cela, le lieu des points dont la différence des carrés des distances aux centres 0 et 0' est égale à la différence des carrés des rayons. C*est donc (235) une droite perpendiculaire à 00', plus voisine du centre 0' du plus petit cercle que du centre 0 du plus grand, et dont la distance au milieu de la ligne des centres 00' est égale à la différence des carrés des rayons divisée par le double de la distance des centres.
D'après Gaultier (de Tours), on donne à cette droite le nom é'axe radical des deux cercles.
Tout point commun à deux cercles, ayant une puissance nulle par rapport à chacun d'eux, appartient à leur axe radical. De même, tout point commun à l'axe radical et à l'un des cercles appartient à l'autre cercle, puisque sa puissance doit être nulle par rapport au second cercle comme elle l'est par rapport au premier. Donc : l'axe radical de deux cercles qui se coupent est la sécante commune ; l'axe radical de deux cercles qui se touchent est la tangente commune; l'axe radical de deux cercles qui n'ont aucun point commun est extérieur à chacun d'eux,
374. En vertu de ce qui a été dit à la fin du n** 372, le lieu des points d'oii l'on peut mener à deux cercles des tangentes égales est l'axe radical des deux cercles si les cercles ne se coupent pas ; s'ils se coupent, le lieu n'est que la partie de Taxe radical qui est extérieure aux deux cercles, et alors, la partie intérieure est le lieu des points tels, que les cordes minimum, relatives à ces points, soient égales dans les deux cercles.
375. Si l'on désigne par S l'un quelconque des centres de similitude de deux cercles 0 et 0', et par L, P et P' les points où la ligne des centres 00' rencontre respectivement leur axe radical et les polaires de S par rapport aux deux cercles, on a, en vertu du théorème du n^373, de la théorie de la polaire (3il) et de celle des centres de similitude (362),
OL
' OS O'S OP + OO'-^O'P' OP-i-OP'
L'axe radical de deux cercles est donc la droite équidittante des deux polaires de l'un quelconque de leurs centres de similitude, par rapport aux deux cercles.
Ce théorëcie est d'ailleurs évident dans le cas où le ceotre de similitude considéré est extérieur aux deux cercles; car J'axe radical passe alors par les milieux de leurs tangentes communes, tandis que les polaires sont les cordes do contact correspondantes.
D résulte de la même proposition que l'axe radical d'un cercle 0 et d'un point 0' est parallèle à la polaire du point par rapport au cercle et éqaidistant de ce point et de sa polaire.
THÉORËME.
"376. Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux m même point {(tg. a35 et a3G).
I effet, soient 0, G, 0', les centres des trois cercles el L, L', L*, xes radicaux des cercles 0' et 0', 0' et 0, 0 et 0'. En supposant les trois points 0, 0', 0", ne soient pas en ligne droite, on voit que L' perpendiculaires à deux droites qui se coupent, O'O" et O'O, incontreronl en un certain point C, qui sera alors d'égale puissaoco rapport aux cercles 0' et (f, et aussi par rapport aux cercles 0*
et G. Ce point C aura donc même puissance par rapport aux cercles 0 et C, et par suite il appartiendra à leur axe radical L".
Le point C, commun aux trois axes radicaux, prend le nom de centre radical du système des trois cercles 0, 0', 0*.
Lorsque les trois centres sont en ligne droite, le centre radical est à riaGni ou est indéterminé suivant que les cercles 0 et 0', 0 et 0' ont des axes radicaux parallèles ou coïncidents.
Ce théorème permet de construire simplement Taxe radical de deux cercles 0 et 0' extérieurs ou intérieurs Tun à Tautre. Il sufGt de couper ces deux cercles par un troisième cercle quelconque 0'. La corde commune aux cercles 0 el O" et la corde commune aux cercles 0' et 0' se couperont au centre radical C des trois cercles 0, 0\ 0", et il restera à abaisser de ce point G une perpendiculaire sur la ligne 00' (Jîg. 'iS5 ela36).
377. Dès qu'il existe dans le plan de trois cercles plusieurs points distincts ayant môme puissance par rapport à chacun des trois cercles, on peut affirmer que ces points sont sur une même droite qui est Taxe radical commun aux trois cercles.
On peut fonder sur cette remarque une nouvelle démonstration très simple de la propriété du quadrilatère complet qui fait l'objet du n'^Sl?.
Soit ABCDËF (y%. 237) un quadrilatère complet. Considérons l'un
Fie. 337.
des triangles BCE formé par trois côtés du quadrilatère; soient BP, CR, EQ, les trois hauteurs de ce triangle^ et 0 leur point de concours. Les circonférences décrites sur les diagonales BD, AC, £F, comme diamètres, passent respectivement par les points P, R, Q. Les puissances du point 0 par rapport à ces trois cercles sont donc
OB.OP, OR. OC, OQ.OE
et les quadrilatères inscriptibles BRCP, BQEP, montrent que ces puissances Bont égales. Le point 0 a donc même puissance par rapport aux trois cercles, et il en est de même des trois autres points analogues Oi,
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Os, Os, relatifs aux trois autres triangles que Ton peut former en prenant chaque fois trois des côtés du quadrilatère. Par suite, d'après la remarque ci-dessus, les trois cercles considérés ont un même axe radical qui contient les points 0, Oi, Oi, O9, et les centres des trois cercles, c'est-à-dire les milieux des trois diagonales, sont sur une même droite perpendiculaire à Taxe radical commun.
On voit, par celle démonstration, non seulement que les milieux des diagonales d'un quadrilatère complet sont en ligne droite, mais encore que les circonférences décrites sur les troix diagonales comme diamètres ont même axe radical, que cet axe radical est perpendiculaire à la droite qui passe par les milieux des diagonales, et qu'il contient les points de concours des hauteurs des quatre triangles formés par les côtés du quadrilatère combinés trois à trois.
POINTS antihomologues DE DEUX CERCLES.
THÉORÈME
378. 1° Le produit des distances de l'un quelconque des deux centres de similitude de deux cercles â deux points atiti-homologues est con^ stant; 2" dt^ couples de points anti-homologues sont sur une même circonférence; 3" deux cordes anti-homologues se coupent sur l'axe radical.
Soient deux cercles 0 et 0' {Jig, ^38), S un de leurs centres de
Fig. 238.
similitude, par exemple le centre de similitude externe. Une sécante SM, issue de S, coupe les cercles 0 et 0' en quatre points M, N, M', N'. Les points M et M' sont homologues par rapport au centre S, car les rayons correspondants OM, O'M', sont parallèles ; de même, N et N' sont homologues. Les points M et N' sont dits anti-homologues, ainsi que les points N et M'. Une corde quelconque M/i du premier cercle, et la corde N'm' du second cercle qui joint les points anti-homologues des extrémités de la première, prennent le nom de cordes anti-homologues. Ces déGnitions établies, voici la démonstration du théorème énoncé :
i" En désignant par r et r' les rayons des deux cercles et par p la puissance du point S par rapport au cercle 0, on a
SM.SN = p et ^=-,-
En divisant la première égalité par la seconde, il vient
SN.SM'=7î~;
et Ton trouverait de même
SM.SN
2*" D'après cela, si Sm est une autre sécante issue du point S, on aura
SM.SN' = S/i.Sm';
donc (194) les points M et 'S'y n et m' sont sur une même circonférence 0\
3* Enfin, la corde M/i étant l'axe ra'dical des cercles 0 et 0", et la corde N'w' l'axe radical des cercles 0' et 0', le point d'intersection C des deux cordes est le centre radical (376) des trois cercles 0, 0', 0", c*est-à-dire un point de l'axe radical des cercles 0 et 0'. Cette dernièro propriété, prise à sa limite, prouve encore que les tangentes en deux points anti-homologues de deux cercles se coupent sur l'axe radical.
THÉORÈME
379. Quand deux cercles (A) et (B) sont touchés par un troisième (co), la droite qui joint les points de contact a et b pttsse par un centre de similitude l de {X) et de (B), et le pôle t de cette droite par rapport à (w) est situé sur l'axe radical L de (A) et de (B) [Jig. 238i].
En effet, puisque (362) a est un centre de similitude de (A) et ((o), et b un centre de similitude de (B) et (to). la droite a^ est (366) un axe de similitude des trois cercles (A), (B), (u)); elle passe donc par un des deux centres de similitude de ( A) et (B). D'autre part, les tangentes en a et en b étant (373) les axes radicaux de (A) et (eu) et de (B) et (<«>), leur point de rencontre /, c'est-à-dire (343) le pôle de ab par rapport à (u>) est le centre radical (376) des trois cercles (A), (B), ((o); il appartient donc à l'axe radical L de (A) et (B).
Celte proposition a deux réciproques.
1"* Si la droite ab, qui Joint deux points respectifs a et b des cercles (A) fff (B), p€use par un centre de similitude I de ces deux cer-
clesy le cercle (w) qui touche (A) cm point a et qui passe par le point b^ touche en ce point le cercle (B). — En effet, si le cercle (w) coupait (B) en un second point biy la droite l^i couperait les cercles ((o) et (A) en deux points distincts a et ai, et Ton aurait, en combinant les propriétés des sécantes (193) et celles des points antihomologucs (378),
1^1. la = lô.la = 1^1. 1^1,
c'est-à-dire I«i = la, ce qui est contraire à l'hypothèse.
a** Si la droite ab, qui joint deux points respectifs a et b des cercles {A) et {B)est telle, que le pobit de rencontre t des tangentes en a et en b à ces deux cercles appartienne à leur axe radical L, le cercle (a>) qui touche {X) au point a et qui passe par le point b,
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touche en ce point le cercle (B). — En effet, si la droite tb coupait le cercle (eu) en un second point bi, on aurait
tb.tbi =z ta = tb f c'est-à-dire tb = tbi, ce qui est contraire à l'hypothèse.
C0R0LL.4inE.
380. Si deux cercles (A) et (B) sont touchés respectivement en a et en b par un cercle (ta) et en a' et en b' par un cercle (ci>')i de façon que les contacts en b et en b' soient semblables ou dissemblables sui-
vant que les contacts en a et en a' sont eux-mêmes semblables ou dissembUtbles, le point de concours de deux côtés opposés quelconques du quadrilatère aba'b' evt à la fois un centre de similitude des deux cercles dont ces côtés sont des cordes et un point de Vaxe radical des deux autres cercles {Jig, 238 1).
En ofTet, si les contacts en a et en a' sont semblables^ aa' passe (366) par le centre de similitude externe de ((i>) et (a>'); mais, alors, les contacts en b et en b' étant aussi semblables par hypothèse, bb' passe par ce raéme centre de similitude; on verrait, par un raisonnement analogue, que, si les contacts en a et en a' sont dissemblables, les droites aa' et ^^' passent toutes deux parle centre de similitude interne de (co) et (ti)'). Dans les deux cas, le point de concours J de aa' et de bh' est donc un centre de similitude do (w) et (w'). Les points a ei a sont sur ces deux cercles des points anti-homologues, et il en est de même des points b et b\ On a dès lors
la,}a'^}b.lb\
et le point J, ayant même puissance par rapport à (A) et à (B), apparat lent à Taxe radical L de ces deux cercles.
D'ailleurs, de ce que les contacts en b et en b' sont semblables ou dissemblables en même temps que les contacts en a et en /?', il résulte que les contacts en a* et en b' sont semblables ou dissemblables en même temps que les contacts en a et en 6; et, par suite, un raisonnement identique au précédent prouve que le point de concours I de ab et de a'b' est un centre de similitude de (A) et (B) et appartient à Taxe radical de (cd) et (oi').
NOTIONS SUR L*INVOLUTION
381. On dit que plusieurs couples de points («,«')» ('^ ^')» •••» {m,m'\ ... situés sur une môme droite L forment une inçolution, lorsqu'on peut trouver sur la droite L un point 0, tel que Ton ait
Oa,Oa' ==: Ob.Ob' = Oc.Oc' = , , .^ K.
Là droite L est la base, 0 le point central, et la constante K la puissance de l'involution,
I* Deux couples de points {a^a'),{byb' ), déterminent une involution. En effet, si p est un point pris à volonté hors de la droite L, le point central 0 doit avoir la même puissance par rapport aux cercles circonscrits aux deux triangles paa\pbb'\ il appartient donc à Taxe radical do ces deux cercles et, par suite, il sera le point où cet axe coupe la droite L. Dès lors, q étant le second point d'intersection des deux cer-
des, le conjugué c' d'un point c de la droite L sera le second point commun à cette droite et au cercle circonscrit au triangle ^^^c.
La perpendiculaire élevée sur la base L par le point central 0 est Vojce radical commun des cercles décrits sur les segments aa'j hh\ cc\ comme diamètres.
2** On nomme point double d'une involution tout point u de la base L qui est son propre homologue. Pour qu'un tel point existe, il faut et il suffit qu'on ait
Donc il n'y a pas de points doubles si K est négatif; si K est positif, il jr a deux points doubles e et /situés sur la droite L, do part et
d'autre, du point central 0 à une môme distance égale à /K. D'après cela, l'involution peut offrir deux dispositions différentes. Si K est positif, comme on a (332, 333)
les points doubles e et /divisent harmoniquement chacun des segments aa\ bb'j ce', . . .; par suite, le point central n'est jamais compris entre deux points conjugués, tels que a et a\ et deux quelconques des segments aa\ bb\ cc\ ... sont, soit comme aa' et bb', d'un même côté do 0 et alors compris l'un dans l'autre, soit comme cm' et ce', de part et d'autre de 0 et alors extérieurs l'un à l'autre {Jig. 289 ). 0^ et 0/ sont égales à la longueur commune des tangentes menées par 0 aux divers cercles décrits sur aa\ bb', ce', . . . comme diamètres.
Fig. 239.
Si K est négatif, les produits Oa.Oa', Ob,Ob', Oc.Oc\ ... étant négatifs, tout couple de points conjugués est séparé par le point central 0 et deux quelconques des segments aa', bb', ce', . . . empiètent l'un sur l'autre {fig. 2391). Chacun des cercles décrits sur aa', bb\ ce', ... comme diamètres coupe l'axe radical commun aux deux mômes points P et P' symétriques par rapport à la base L et situés à une distance OP do cette base égale à la racine carrée des produits Oa,Oa\
Ob.Ob', Oc. Oc', . . ., c'est-à-dire égale à /— K. Une involution de ce
genre élant donnée par deux couples (a, a')^ (^)à') de points conjugués, c'est-à-dire par deux segments aa' et bb' empiétant l'un sur l'autre, les circonférences décrites sur aa' et bb' comme diamètres donneront le point P, par suite le point central 0, projection de P sur la base L, et il sufQra de faire pivoter un angle droit autour du sommet P pour avoir sur la base L tous les couples de points conjugués.
Fig. 339,.
V Pour que trois couples (a, a'), (^, b')^ (r, c') de po'uits en ligne droite forment une involution, il faut et il suffit que quatre de ces points (n'appartenant pas aux deux mômes couples) nient leur rapport an/iarmonique égal à celui de leurs conjugués.
La condition est nécessaire; car, si, dans le rapport anharmoniquc des quatre points a, by c, c\ on remplace le segment ca par sa valeur
ca^0a^0c=^-^,-^.
Oa'.Oc'
ot chacun des autres segments par la valeur analogue, on obtient le rapport anharmoniquc des points a\ b'y c\ c respectivement conjugués des premiers.
La condition est suffisante ; car, si elle est remplie, le rapport anharmonique {abcc') est égal à (n'b'cc). Mais, si l'on désigne par a le conjugué do a' dans l'involution déterminée par les deux couples (6, b')^ (r, c), le rapport anharmonique (rr^cr') doit, en vertu do la proposition directe, être aussi égal k (n'b'c'c), ce qui prouve que les points a et a divisent ce' dans le môme rapport et par suite coïncident.
4* Toute traiisverscUe L menée dans le plan d'un quadrilatère ABCE) rencontre les quatre côtés et les deux diagonales en six pouits a, n', b^ b', Cy c' formant une involution (fig, 2391 ).
Car les faisceaux (AB, AC, AD, Ac), (CB, CA, CD, Ce) ont le mémo rapport anharmonique, puisqu'ils coupent la diagonale BD aux mêmes
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points. Donc les rapports anharmoniques des deux systèmes de quatre points a^ c, b, c' et 6', c, a\ c' suivant lesquels la transversale L coupe ces deux faisceaux sont égaux; mais, au rapport (b\ c, a', c'), on peut substituer {a'c'b'c), et Ton voit ainsi que le rapport anharmonique des points a, c, b, c' est égal au rapport anharmonique do leurs conjugués a\ c\ b\ c, d'où l'on conclut que {a^a')^ {b,b'), {c,c') forment une involution.
5** Quand wi quadrilatère est inscrit dans un cercle^ toute transversale L située dans son plan rencontre les deux couples de côtés opposés et le cercle en six points a^ a\ A, b\ ^^ formant une involw lion (fig. 239,). ^ i
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En effet, les faisceaux (AB, AD, Ac, A/), (CB,CD, C<?,C/) ont les mêmes angles, puisque leurs sommets A et C sont sur la circonférence ot que leurs rayons se coupent deux à deux sur cette même ligne ; ils ont donc même rapport anharmonique et, par suite, si on les coupe par la transversale L, les deux systèmes de quatre points a, b, ^, / et //, û', e, /que l'on obtient ont même rapport anharmonique; donc, en échangeant, dans le dernier groupe, b' et «', e et/, on voit que le rapport anharmonique des points a, b, e, /est égal à celui de leurs conjugués a\ b\ /, e; par suite, les couples («,«')> (^) ^')j (^>/) forment une mvolution. — Ce théorème est dû à Desargues.
Tels sont les premiers principes de cette belle théorie do T involution, dont on trouvera l'entier développemrent dans notre seconde Partie.
FAISCEAUX DE CERCLES
382. Oa dit que plusieurs cercles A, B, C, ... forment un Jalfceau lorsqu'ils ont leurs centres sur une môme droite L et que les points a et a\ h et b\ c et c', ... suivant lesquels ils coupent cette droite forment une involution.
La base L, le point central 0 et la puissance K de Tinvolution reçoivent les noms de ba^e, point central et puissance du faiweau.
Le faisceau est dit du premier ou du second genre suivant que Tinvolution correspondante a des points doubles ou en est dépourvue, c'est-à-dire suivant que K est positif ou négatif.
1** n résulte de la théorie de l'involution qu'w/i faisceau de cercles est déterminé par deux quelconques d'entre eux, et que tous les cercles d 'un faisceau, pris deux à deux, ont le même axe radical. La réciproque de cette dernière proposition est vraie : si, plusieurs cercles A, B, C, . . .) pris deux à deux, ont un même axe radical R, iU forment un faisceau dont la base L est perpendiculaire à R ; car les centres sont évidemment distribués sur une même perpendiculaire L à Taxe radical R, et le point 0 commun à R et à L ayant mémo puissance par rapport à chacun des cercles, on a, en désignant par a et a\ b et b\ r oi c\ ... les points où ces cercles coupent la droite L,
a* Les points doubles ^ et /de Tinvolution relative à un faisceau do cercles du premier genre prennent le nom do points limites du faisceau ; voici pourquoi : puisque e Qi f divisent harmoniquement chacun des diamètres aa\ bh\ cc\ ... les milieux de ces diamètres, c'est-à-dire les centres des cercles A, B, C, ... sont tous en dehors du segment ef\ les deux parties indéfinies de la base L qui sont Tune à gauche de e, Tautrc à droite de /, sont les seules régions dans lesquelles puisse se trouver le centre d'un cercle quelconque du faisceau; d'ailleurs, tout point u> de ces régions est eiïeclivement le centre d'un cercle du faisceau; c'est le cercle Û qui a pour rayon la tangente ^t menée para) au cercle décrit sure/ comme diamètre. Le rayon 0/ du cercle ef étant en effet perpendiculaire à m/, est tangent au cercle û et, si oc et t! sont les points où ce cercle coupe L, on a
0«.Oa'=oV=r Ô^\
ce qui prouve que le cercle û fait partie du faisceau. Le rayon du cercle Û diminue à mesure que son centre ta se rapproche de l'un des points e et / et par suite ces poi/its limites peuvent ôtre considérés comme deux cercles évanouissants faisant partie du faisceau.
Dans un faisceau du second genre, tous les cercles passent par les deux points P et P'(381) de Taxe radical R; on a donné à ces points le nom de points fondamentaux. Ici, tout point ta do la base peut être le centre d'un cercle du faisceau; c'est le cercle û décrit de tu comme centre avec wP pour rayon.
3** On dit que deux faisceaux de cercles sont conjugués lorsque, le point central étant le même, les bases sont rectangulaires et les puissances égales et de signes contraires.
Il est clair qu* alors les points fondamentaux de l'un des faisceau.c coïncident avec les points limites de l'autre et que, réciproquement, si cette coïncidence a lieu, les deux faisceaux sont conjugués.
4"* On peut donner à l'expression de la puissance d'un point P par rapport à un cercle (A) une forme élégante et souvent commode, en faisant intervenir un cercle auxiliaire (G) astreint seulement à passer par le point P {^g. 2893).
En désignant par I le milieu de la ligne des centres AC, et par p la projection du point P sur cette ligne, on a (234)
PÂ'— PC* = 2AC.l/>.
Fig. a39,.
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Mais, si r est le rayon du cercle (A) et w le pied de Taxe radical L des deux cercles (A) et (C), on a (373)
r«— PC^=2AC.Iw.
En retranchant cette relation de la précédente, on obtient l'égalité
PÂ* — r«= 2AC.a>;>,
qui montre que la puissance d'un point P par rapport à un cercle (A ) est égale au double de la distance du centre (X) a/i centre (C) d'un cercle quelconque passant par P, multipliée par la distance du point P à l 'axe radical des deux cercles.
n résulte de là que, « (A), (B), (C), sont trois cercles d'un même faisceau, les puissances d'un point quelconque P du cercle (C) par rapport aux cercles (A) et (B) sont entre elles comme les produits AC.Pg, BC.P^, ou comme les distances du centre du cercle (C) aux centres dos cercles (A) et (B). Par suite, le lieu du point P dont les puissances par rapport à deux cercles fires (A.) et (B) ont im rapport donné est un cercle du faisceau déterminé par {k) et (B); et c'est, parmi lef cercles de ce faisceau, celui dont le centre C divise AB dwts le rapport donné'.
CERCLES ORTIIOGON.VIX.
383. I" Pour qu'un cercle (0) de rayon r soit coupé orthogonalement par un autre cercle (0'), il faut et il suffit que, de son centre. Oit puisse mener au cercle {0') une tangente égale à r,
La condition est nécessaire; car, M désignant un des points communs aux deux cercles dont les deux centres sont 0 et 0', la tangente en M au cercle (0') et le rayon OM se confondent comme étant perpendiculaires au môme point M à la tangente au cercle ( 0 ).
La condition est sufli santé ; car, soit OM la tangente menée du point O au cercle (C); puisque OM est égale à r, le point M appartient aussi nu cercle (0); d'ailleurs, la tangente en ce point au cercle (0) est perpendiculaire au rayon OM, c'est-à-dire à la tangente au cercle (0'>.
On peut encore énoncer le théorème de la manière suivante :
Pour qu'un cercle de rayon r soit coupé orthogonalement par un autre cercle, il faut et il suffit que la puissance de son centre par rapport à cet autre cercle soit égale à r*.
a* Il résulte de là : i* que le lieu des centres des cercles qui sont coupés orthogonalement par deux cercles donnés k et h est le lieu des points d'où Von peut mener fuix cercles A <?/ B des tangentes égales ; a* que si un cercle 0 est coupé orthogonalement par dciLV cercles A et B, il est coupé orthogonalement par tout cercle du faisceau déterminé par \etB; car, le cercle 0 ayant sou centre sur Taxe radical de A et de B, et cet axe étant commun à tous les cercles du faisceau, le centre en question aura, par rapport à tout cercle du faisceau, la môme puissance, laquelle est égale au carré du rayon du cercle 0, puisque co cercle est coupé orthogonalement par A et B. Pour plus do brièveté, nous dirons, d'un cercle qui est coupé orthogonalement par tous les cercles d'un faisceau, quMl est orthogonal au faisceau.
3* Tous les cercles Ai, B|, Ci, ... orthogonaux à un faisceau F dr cercles' A, B, C, ... forment le faisceau conjugué du premier.
En effet, le centre du cercle A ayant, par rapport à chacun des cercles orthogonaux, une môme puissance égale au carré de son rayon, appartient à l'axe radical do deux quelconques do ces cercles orthogonaux.
Comme il on est do mémo des contres dos cordes B, C, . . . , on voit que les cercles orthogonaux Ai, Bi, t,, ... ont pour axe radical commun Ri la baso L du faisceau F. Ces cercles orthogonaux forment donc un faisceau Fi. Ce faisceau Fi a pour baso L] Taxe radical R du faisceau F, puisque cet axe radical contient, comme nous Tavons vu, les centres de tous les cercles Ai, Bi, Ci, .... Les deux faisceaux F et Fi, étant tels que la base de Tun soit l'axe radical de l'autre et vice versa^ ont donc leurs bases rectangulaires et le môme point central 0, qui est Tintorsection de Li et de Ri aussi bien que de L et de R ; dès lors, il reste seulement à prouver que les puissances fx et (ii des deux faisceaux sont égales et de signe contraire. Or, si F est du premier genre, on a
e et /étant les deux points limites; mais le cercle {ef , c'est-à-dire le cercle décrit sur ef comme diamètre, coupe orthogonalement tout cercle Q du faisceau F, puisque (382) du centre o) du cercle £2, on peut mener au cercle (<?/) une tangente égale au rayon de û. Donc le cercle {ef) fait partie du faisceau Fi, et la puissance \k\ de ce faisceau, c'està-dire la puissance du point central w par rapport à (e/), est égale à
Si F est du second genre, on a
{1 = — œ =-Ôl>"\
P et P' étant les points fondamentaux; mais le cercle (PP'), c'est-à-dire le cercle décrit sur PP' comme diamètre, fait partie du faisceau F; il est donc coupé orthogonalement par tout cercle du faisceau Fi et, par
suite, le carré OP de son rayon est égal à la puissance do son centre 0 par rapport à tout cercle du faisceau Fi, c'est-à-dire à la puissance \>! de ce dernier faisceau ; on a donc
ji' = (5p' = — jji.
4** Soient 0, 0', 0" trois cercles n'ayant pas le môme axe radical. Si leur centre radical c est intérieur à l'un d'eux, il l'est aussi aux deux autres, et s'il est extérieur à l'un d'eux, il l'est aux deux autres. Dans le premier cas, il n'existe aucun point d'où l'on puisse mener aux trois cercles des tangentes égales et, par suite, aucun cercle ne saurait couper ces trois cercles orthogonalement. Dans le second cas, le centre radical c est le seul point d'où l'on puisse mener à ces trois .cercles des tan-
gentcs égales; le cercle ayant c pour centre et pour rayon la longueur commune des tangentes égales, est orthogonal aux trois cercles 0, O' et O", et c'est le seul cercle qui jouisse de cette propriété.
5** On dit qu'un cercle (0 ) est coupé diamétralement par un cercle (0') lorsque la corde commune à (0) et (0') est un diamètre du cercle (0).
On démontrera sans peine que, pour qu'un cercle (0) de rayon rsoit coupé diamétralement par un cercle (0'), U faut et il suffit que la puissance de son centre par rapport eut cercle (0') soit égale à — r*; il suit de là que si les deux cercles A et B n'ont aucun point commun, auquel cas leur axe radical leur est extérieur, il n'y a aucun cercle qui puisse être coupé diamétralement par chacun des cercles A et B ; tandis que si A et B se coupent, leur corde commune, c'est-à-dire la partie do leur axe radical qui est intérieure aux deux cercles, est le lieu du centre des cercles qui sont coupés diamétralement par A et B.
Lorsque le centre radical c de trois cercles 0, 0', 0" est intérieur aux trob cercles y il existe un cercle et un seul qui soit coupé diamétralement par chacun des trois cercles 0, 0', 0*. C'est le cercle qui a pour centre le centre radical c et pour rayon la moitié de la longueur commune des cordes minimum que l'on peut mener par ce point dans les trois cercles (374).
PROPRIÉTÉS DES FIGURES INVERSES
384. Étant donné, dans un plan, un système quelconque de points A, B, C, . . ., isolés ou formant des lignes continues, si, sur les rayons vecteurs SA, SB, se,. . ., issus d'un point S choisi arbitrairement dans le plan, on prend, à partir de ce point S, des segments SA', SB', SC/, ..., tels que
SA.SA'= SB.SB'= SCSC = . . . = .ji,
|x étant une quantité constante positive ou négative, on dit que le système A'B'C. . . est inverse du système ABC. ... Le point fixe S prend le nom d'origine, et la constante [jl le nom de puissance. Si cette puissance est positive, les rayons vecteurs correspondants SA et SA' sont de même sens, et les points correspondants A et A' sont situés d'un môme côté par rapport à l'origine S; si jx est négatif, les rayons vecteurs SA et SA' sont de sens contraires, et les points correspondants A cl A' sont situés do part et d'autre de Torigine S.
THÉORÈME
385. Deux/fgures F' et F", inverses d'une mviue figure ? par rapport à une même origine S et à deux valeurs différentes ^' et {i' de la con-
stante \l, sont homothétiques f leur centre de similitude est le point S et
leur rapport de similitude est égcd à^\ •
En effet, si Ton désigne par M un point quelconque de la figure primitive F, et par M' et M" les points correspondants des^fîgures F' et F', points qui sont d'ailleurs situés sur la droite indéfinie SM, on a
SM . SM'= fx', SM . SM" = (Ji"' ;
iVo\\
SM
SM" ix"
THÉORÈME
386. M et N étant deux /joints quekouquvs d^une fif^ure et M', N', les points correspondants d'une figure inverse par rapport à une origine S et h une puissance jjl, la distance M'N' s* obtient en multipliant la distance MN par le rapport de la puissance \l au produit SM.SN des deux rayons vecteurs de la figure primitive.
En effet, la relation (Jig, 240)
SM.SM'=SN.S]S'=|JL prouve que les droites MN, M'N' sont antiparallèles par rapport à l'angle
Fig. 240*
Fiç. 24 I.
MSN, et par suite que les triangles SMN, SM'N', sont semblables. On a donc
M'N' _ SN' _ fi
MN SM SM.SN MN
^™=sm:sn-^-
THÉORÈME
387. L angle de deux lignes quelconques qid se coupent est égal à Sangle des deux lignes inverses.
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^Considérons d'abord {Jig. 240) une seule ligne quelconque MN et son inverse M'N'; il est aisé de voir que les angles TMM', TM'M, que leurs tangentes MT, M'T, font avec le rayon vecteur SMM', sont égaux; car, si Ton considère un rayon vecteur voisin SNN', les cordes MN et M' N' sont, comme nous l'avons déjà fait observer, antiparallèles par rapport à Tangle MSN; donc les angles SM'N', SNM, sont égaux; or, à la limite, le premier devient TangleSM'I, et l'autre, l'angle SMTi, opposé par le sommet à l'angle TMM'; donc, MM'T = TMM'. Pour éviter toute ambiguïté dans la manière de compter les angles, on peut remarquer que les deux tangentes correspondantes forment les deux côlés d'un triangle isocèle TMM', dont la base est la partie MM' du rayon vecteur comprise entre les deux points de contact.
Soient actuellement {Jig. 241) deux courbes Ma et MA qui se coupent en M, et les courbes inverses MV et M'A'; il faut prouver que l'angle dos deux premières, c'est-à-dire l'angle f MT de leurs tangentes, est égal à l'angle /M'T des deux autres. Or, on a, d'après l'alinéa précédent,
/MM'=/M'M, TMM'=TM'M, d'où, en retranchant,
/MM'— TMM' ou /MT = rM'M-TM'M ou /M'T.
Cette propriété de conserver les angles dont jouit ce modo de transformation des Ggures est très importante : elle entraine la similitude des triangles infiniment petits correspondants, de sorte que deux figures inverses l'une de l'autre sont deux figures semblables dont le rapport de similitude varie d'un lieu à un autre.
Les trois théorèmes précédents sont généraux, c'est-à-dire relatifs à des figures quelconques; les trois suivants sont particuliers et relatifs à la droite et au cercle.
THÉORÈME
388. Ln figure inverse d'une ligne droite est une circonférence passant par l'origine ,
Nous laissons de côté le cas où la droite donnée passe par l'origine. Dans cette hypothèse, cette droite elle-même est évidemment son inverse.
Considérons donc une droite AB ne passant pas par l'origine S {^fig. 242, li^). Menons du point S sur AB deux droites, TuneSP perpendiculaire, l'autre SM oblique à AB, et prenons respectivement sur ces lignes les inverses P' et M' des points P et M. IiOS droites MP et M' F étant antiparallèles (386), Tangle SM'F doit être droit comme l'angle SPM. Lo
lieu du point M' est donc la circonférence décrite sur SP' comme diamètre.
Réciproquement, la figure inverse d'une circonférence passant par ^origine est une droite perpendiculaire au diamètre qui aboutit à l'ori-
gi/te.
En effet, soient (fig. 242, 243) P l'inverse de l'extrémité P' du diamètre SP' et M l'inverse d'un point quelconque M' de la circonférence. Les droites MP et M'P' étant antiparallèles, l'angle SPM doit être droit
Fi{j. 343.
FÏQ. 243.
Di
comme son égal SM'P'. Le lieu du point M est donc la perpendiculairo élevée par P sur SP'.
SCOUE.
389. Les distances SP et SO de l'origine à la droite et au centre du cercle sont liées par la formule
2S0.SP=:|Jl,
où (JL est la puissance donnée. Cette relation a lieu en grandeur et en signe.
On voit par là qxïune droite ÀB et un cercle 0 situés d'une manière quelconque dans un plan (fig. 242, ^\^) peuvent toujours être considérés comme des figures inverses l'une de Vautre. 11 suffit de choisir pour origine S Tune des extrémités du diamètre perpendiculaire à la droite, c'est-à-dire (401) l'un des centres de similitude du système formé par la droite et le cercle, et pour puissance (ji la valeur en grandeur et en signe du double produit des distances de l'origine à la droite et au centre du cercle.
THÉORÈME
390. La figure inverse d'une circonférence y lorsqtie l'origine est intérieure ou extérieure à la courbe, est une circonférence.
SM.SN
tout point M de ce cercle a pour inverse le point N où le rayon vecteur correspondant rencontre le cercle une seconde fois.
Par suite (385), la figure inverse du cercle 0 par rapport à Torigine S et à la puissance fx est encore un cercle, puisque cette figure doit être homothétique à la précédente ou au cercle 0 lui-même, S étant le centre
de similitude et - le rapport do similitude.
SCOLIES
391. 0 et R étant le centre et le rayon du cercle donné, 0' et R' le centre et le ravon de son inverse, on aura donc
SO
Le signe + se rapporte au cas où, \l et /> étant de même signe, Thomolhétie est directe, et le signe — au cas où, \^ ti p étant de signes opposés, rhomothétie est inverse.
Fig. 244.
D'ailleurs, si p' est la puissance do l'origine S par rapport au cercle 0', on a, d'après les relations ci-dessus,
d'où
so;« - K^ p' _ ^
SO«-R« ^" P~~ P
On voit, par ces formules^ que deux cercles 0 et 0', situés d'une mc"
R. et DE C. — Tr, de Ccom, (!'• Pamtie). i8
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nière quelconque dans un plan, peuvenf toujours être regardés comme inverses l'un de l'autre. Il suffit de prendre pour origine S l'un quelconque des deux centres do similitude et, pour puissance, la moyenne géométrique entre les puissances p et p' du point S par rapport aux deux cercles, en donnant à cette moyenne le signe de p ou le signe opposé, suivant que S est un centre de similitude externe ou interne.
On aurait pu déduire tous ces résultats du n** 378. Les points inverses Tun de Tautre no sont autres que ceux que nous avons appelés anti" homologues. On peut donc dire que les tangentes aux points correspond dants de deux cercles inverses se coupent sur l'axe radical des deux cercles,
392. Les centres 0 et 0' de deux cercles inverses ne sont pas des points correspondants. D y a donc lieu de se demander quels sont les inverses de ces centres.
Désignons (,/%■. 244) par l' l'inverse du centre 0 et par A, B, A', B', ies points où la ligne des centres SOO' rencontre les deux cercles. Nous aurons
so.sr = .u,
d'où
JL - ?2 - ALl^^' _ ^^' _ ^A' -t- SB' SI'" fx " ix^ ~ p'"~ îSÂ'.'SB'*
c'est-à-dire
Si'
SB
Le point V est donc (332) le conjugué harmonique de S par rapport au diamètre du cercle 0'. Ainsi, l'inverse du centre de l'un quelconque des deux cercles est le pied de la polaire de l'origine par rapport h l'autre cercle (340, 341).
On voit par \k que, pour que deux cercles aient pour inverses deux cercles concentrique s y il faut et il suffit que V origine ait même polaire par rapport à ces deux cercles.
Par suite, tout faisceau de cercles du premier genre peut, par inuersion, être transformé en un système de cercles concentriques ; il suffit de prendre pour centre d'inversion l'un dos /joints limites e ou /(382), puisque, e et /étant conjugués harmoniques par rapport à chacun des diamètres aa\ hb\ cc\ la polaire du point e est la même par rapport à tous les cercles du faisceau.
Tout faisceau de cercles du second genre peut, au contraire, êire transforme par inversion en un faisceau de droites; il suffit évidemment (382) de choisir pour centre d'inversion l'un dos points fonfùtmrntnux P ou P'.
LIVRE III
THÉORÈME
393. Les cercles inverses (A') et ((o') de iletix cercles tangents (A) ci {m) sont aussi tangents y puisque P inversion conserve les angles; (V ailleurs , les contacts entre (A') et (co') et entre (A) et {ta) sont semblables ou dissemblables, suivant qtie les puissances du centre d* inversion S par rapport aux deux cercles primitifs (A) et (a>) ont le même signe ou des signes opposés (fig. 24'ii). *
Pour lo prouver, prenons la constante d'inversion égale à la puissance de S par rapport à (A); ce cercle se transformera alors en luimême (390). Désignons par p et par m la puissance du point S par rapport à (A) et par rapport à (u>); par A, u>, o>\ les centres des cercles (A), (w), (w'); enfin, par a et a' les points où (A) est touche respectivement par (w) et par (w').
Lo contre S d'inversion élant à la fois sur la ligne des centres ww' et sur la droite an' qui joint deux points correspondants, le triangle Aww' coupé par la transversale Saa' donne
a A a'iù tju)
Mais, puisque Ton prend p pour constante d^inversion, on a
S(o' p Sw w
Donc, suivant que p et m auront le même signe ou des signes opposés, les doux premiers rapports de la rotation (i) seront de mémo signe
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OU de signes contraires. D'ailleurs, le contact en a est interne ou externe, suivant que le rapport — r est positif ou négatif; de même, le
contact en a' est interne ou externe, suivant que le rapport -r-, est positif ou négatif. Donc, les contacts en a et en a' seront semblables ou dissemblables, suivant que /? et ut seront do même signe ou do signes contraires.
39 i. Si l'on considère deux cercles quelconques et leurs inverses j en désignant par d, r, r', la distance des centres et les rayons des deux premiers cercles, et par 8, p, p', les éléments analogues pour les deux autres cercles, on a
II faut prendre le signe + ou le signe — suivant que les puissances de Torigine par rapport aux deux cercles primitifs sont de même signe ou de signes opposés.
En effet, soient S l'origine, 0 et 0' les centres des premiers cercles, (1) el tii' les centres des cercles inverses, A et a les projections de 0 et do (I) sur la droite SO'a>' i^Jîg, 2 {5). Désignons par jx la constante d'inversion, et par /?, /?'. w, w', les puissances de l'origine S par rapport aux cercles 0, 0', a>, to'.
Fig. 355.
Le triangle SOO' donne
rfî = SO* H- SÔ'* — 2 SA . SO', ou (372)
rfi _ ,.2_ r'i=^p-^p'- aSA . se,
et Ton aurait de même
31 _ pi — p'' = w -4- m'.— tiSa.Sw'.
D'ailleurs (390, 391),
Sto' \k Sa __ Su) \k SO"'"^ ?' -SA ""SÔ "ô'
Par suite,
8i_pï-.p'i= ^1 ^ !^-2^,SA.S0'= !^,(p-Hp'~2SA.S0'),
P P PP PP
c'est-à-dire
Or cette relation ne diffère pas de (i), puisqu'on a (391)
]^ - -f- P ii - -h £.' p ^ p f
d'où
pp' rr'
le signe -h convenant au cas où p et p' sont de même signe, et le signe — au cas o\ip et p' sont de signes contraires.
SCOLIES
395. Supposons qu'on prenne pour origine un point dont les puissances par rapport aux deux cercles primitifs soient do môme signe, c'est-à-dire un point qui soit à la fois extérieur ou intérieur aux doux cercles. Alors, le signe -h conviendra seul, et, si l'on augmente ou si l'on diminue de 2 les deiix membres de la relation (i), on aura
rfi^(r-.r')« __ 5^— (p — p*)« r/«~(r-hy^)« _ 8« — (p -+- p^)« ^
rr PP rr' pp'
L'expression rf* — (r — /)« représente le carré de la longueur de la tangente commune extérieure aux deux cercles 0 et 0'. Il est vrai que cette tangente commune n'existe plus lorsque ces deux cercles sont intérieurs; mais il est toujours permis, pour la commodité du langage, d'appeler longueur de la tangente commune extérieure la racine carrée de la valeur absolue de d> — (r — r*)*. Si l'on appelle de môme longueur de la tangente commune intérieure la racine carrée de la valeur absolue do </*— (r 4- r')*, on pourra énoncer le théorème suivant :
Si l'on consiilàre deux cercles quelconques et leurs inverses, le rapport de la tangente commune à la moyenne géométrique des raj ons est te même pour les deux couples.
Il est sous-cntcndu d'aillears que Toriginc est à la fois intérieure ou extérieure aux deux cercles primitifs, et que l'on doil prendre alors des tangentes communes de même espèce dans l'un et l'autre couple.
On verrait de môme que, si l'origine est intérieure à l'un des cercles primitifs et extérieure à l'autre, le théorème subsiste, à la condition de prendre des tangentes communes d'espèces différentes dans l'un el l'autre couple.
MÉTHODE DE TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES
396. La figure inverse d'une figure donnée prend aussi le nom de transformée par rayons vecteurs réciproques. Ce mode de transformation est un des moyens d'investigation les plus puissants dans Tétat actuel de la Géométrie. En construisant la figure inverse de celle qui répond à un théorème connu, on obtient des propositions nouvelles qui sont plus ou moins intéressantes, suivant le choix que l'on a fait do l'origine, et la nature de la figure primitive.
Voici quelques exemples :
i" Dans tout triangle rectiligne, la somme des angles est égale à deux angles droits. £n formant la figure inverse (388), on obtient un triangle formé par trois arcs de cercle qui se coupent tous à l'origine ; et, comme la transformation n'altère pas les angles, on a ce théorème : La somme des angles d'un triattgle curviligne , dont les côtés sont des arcs de cercle qui se croisent en un même points est égale à deux angles droits. On aurait un théorème analogue en transformant la proposition relative à la somme des angles d'un polygone.
'2** 11 est évident que si, dans un angle fixe, on inscrit deux cercles tangents entre eux, le lieu de leur point de contact est la bissectrice de l'angle. Donc, en formant la figure inverso, si, dans l'espace compris entre deux cercles qui se coupent, on inscrit deux circonférences tangentes entre elles, le lieu de leur point de contact est une autre circonférence.
397. Au lieu de chercher des propositions nouvelles en partant d'un théorème dont la démonstration est connue, comme nous l'avons fait dans les deux exemples précédents, on peut avoir à démontrer directement un théorème énoncé. On construit alors la figure inverse de celle qui répond au théorème proposé, en choisissant l'origine de façon que la nouvelle figure soit plus simple que la première, et que la propriété correspondante soit, sinon intuitive, au moins plus facile à prouver.
C'est ainsi que tout théorème ou tout problème sur un faisceau de cercles peut être ramené au cas beaucoup plus simple où le faisceau est composé soit de droites, soit de cercles concentriques (392). Par
exemple, ce procédé permettra de démontrer fort aisément la proposition suivante :
Lorsqu'un cercle variable touche toujours de la même manière deux cercles donnés, il coupe sous un angle constant tout cercle du faisceau déterminé par les deux cercles fi-xes.
Quand, dans une question, on a à considérer plusieurs cercles, il y a parfois avantage à choisir le centre d'inversion de façon que les transformés de deux de ces cercles soient égaux entre eux. La chose est possible d'une infinité de manières. En effet, soient 11 et Ri les rayons dos deux cercles considérés (A) et (B) et p le rayon de leurs inverses supposés égaux. On a (391), en désignant par ;ji la constante d'inversion et par p et pi les puissances du centre d'inversion par rapport à (A) et à (B),
P ^ If P. = i-^ K"// Ri p, et, par suite,
Pi " Ri'
Le centre d'inversion doit donc appartenir au lieu des points dont les puissances par rapport aux cercles (A)et(B) sont proportionnelles aux rayons R et Ri; et nous savons (382) que ce lieu est un cercle du faisceau déterminé par (A) et (B). On voit môme par là que l'on peut, en général f trouver un centre d'inversion tel, que trois cercles donnés se transforment en trois cercles égaux.
398. Les exemples que nous venons de traiter se rapportent à des
propriétés descriptives ou à des propriétés métriques angulaires. La
méthode se prête également à la transformation des propriétés métriques
de segments. On emploie à cet effet la formule du n*" 38G, dans laquelle
on peut d'ailleurs faire jjl = i. 11 suffit, d'après cola, pour transformer
une relation entre diverses distances AB, BG,. . ., de la figure primitive,
AB de remplacer chaque distance telle que AB par cT~cTî ' ^ ^^^^ lo point
pris pour origine. Voici un exemple :
Étant donnée sur une droite une série de points se succédant dans Tordre A, B, G,. . ., H, K, on a évidemment
AK = AB -+- BG H- . . . f- HK.
La figure inverse offre une série de points se succédant dans l'ordre S, A, B, G, . . ., H, K, sur un cercle passant par l'origine S, et l'on a entre les distances de ces points la relation
AK AB BG HK
SA.SK SA. SB SB.SG Sll.SK
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Si les points ne sont qu'au nombre de trois, A, B, C, on a
^^ ^^ ®^- ou AC.SB = AB.SG-f-BC.SA,
SA. se SA. SB SB. se
et l'on retombe sur le théorème de Ptolémôe (2i0) relatif au produit des diagonales du quadrilatère inscrit.
La méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques, pro* posée par M. Stubbs {Philosophical Magazine, i843), appliquée ensuite par M. William Thomson sous le nom de principe des images, a été l'objet d'un Mémoire de M. Liouville, qui en a donné une théorie analytique complète {Journal de Mathématiques, i** série, t. XII). Depuis lors, la méthode a reçu un très grand nombre d'applications ; nous en trouverons dans le paragraphe suivant des exemples variés, mais nous devons signaler ici l'une des plus élégantes, due à M. Casey, et qui concerne la recherche de la condition pour que quatre cercles soient tangents à un cinquième,
399. A et B étant deux cercles quelconques, convenons de désigner par (AB) la longueur de leur tangente commune. Ce sera, suivant les circonstances, la tangente extérieure ou la tangente intérieure ; mais, dans tous les cas, il faudra attribuer à cette locution le sens indiqué au n"" 395. Ceci entendu, le théorème de M'. Casey s'énonce de cette manière :
Lorsque quatre cercles A, B, C, D, sont tangents à un cinquième cercle E, les longueurs de leurs tangentes communes satisfont à la relation
(i) (AB)(CD)±(AC)(BD)±(AD)(BC) = o.
Pour démontrer cette proposition, supposons, par exemple, que, des quatre cercles A, B, G, D, touchés par le cercle E, le premier A soit contenu dans E, et que les trois autres soient extérieurs à ce cercle. Convenons, en outre, de compléter la notation (AB), en affectant la parenthèse de l'indice o ou i , suivant qu'on voudra désigner la tangente commune extérieure ou intérieure. Ainsi, (AB)o sera la tangente commune extérieure aux cercles A et B, et(AB)i sera la tangente commune intérieure.
Construisons la figure inverse dii système, en prenant pour origine S un point quelconque du cercle E {Jtg. a46). Le cercle E deviendra une droite e qui touchera les cercles a, p, y, §, inverses des cercles A, B, C, D, et qui laissera d'un côté le cercle a, et, de l'autre, les cercles p, Y, $. Or, en désignant par oc, p, y, 8, les points de contact de la droite e avec ces mômes cercles, on a, entre les segments compris
entre ces quatre points, la relation suivante, facile à vérifier :
En la divisant par le produit pp'p'p"' dos rayons des quatre cercles a, P, Y, 8, et en adoptant la notation indiquée précédemment, on en déduit
(«?)i (yo)o _ (aY)i Oi)o _ (a5)i LPï^o _ PP' "
PP
Cette relation, en vertu du principe établi au n" 395, revient à (ABh (CD)o (AC)t (BD), , (AD^, (BC)o _
RR' R' R
/ uni
R, R', R', R", étant les rayons des cercles A, B, C, D.
Fig. -ifyCi,
La suppression du facteur commun RR'R'R'^' donne finalement régalité
( AB)i (CD)o- (AC)i (BD)o-+- (AD)i (BC)o= o,
qui rentre bien dans le type (i).
VIL — Quelques problèmes remarquables.
PROBLÈME d'aPOLLOMUS : CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNÉS.
400. Suppospns le problème résolu, et soit (ui) un cercle tangent à trois cercles donnés (A), (B), (G), dont nous désignerons le contre radical par S (7%^. 247).
Si Ton fail l'inversion de la figure en prenant pour centre d'inversion le point S et pour coefficient d'inversion la puissance de S par rapport à chacun des cercles (A), (B), (C), chacun de ces trois cercles se transformera en lui-môme, et le cercle (co'), inverse de (o>), sera un second cercle langent à (A), (B), (G); les points de contact a', b\ c\ de(ai') avec (A), (B), (C), sont d'ailleurs situés sur les droites Sa, S^, Sr, qui joignent le point S aux points de contact de (^w) avec (A), (B), (G).
Les puissances de S par rapport à (A) et (a>) étant les mômes que celles do S par rapport à (B) et (a>), il résulte du n* 393 que les contacts en b et en ù' sont semblables ou dissemblables, en môme temps que les contacts en a et en «'; par suite, les couples de cercles (A) et (B), (w) et (u)'), satisfont aux conditions du n* 380. S e^t donc un centre de similitude de (u)) et (ta'), et le point de concours G' de ab et de a'b' est h la fois un centre de similitude de {k) et {B) et un point de l'axe radical de (w) et (ci)'). Do môme, le point do concours B' de ac et do a'c' est un centre de similitude de (A) et (G) et un point do l'axe radical de (a>) et (to'). Par suite, l'axe radical de {tu) et {(a') est un axe de similitude G'B'A' des trois cercles {X)^ (B), (G).
Il résulte de là que les centres o) et cj' des deux cercles associés (a> ) et {(s)') sont situés sur la perpendiculaire abaissée de S sur A'B'C'; car la droite tocu' doit passer par le centre de similitude S de (cd ) et (oi') et ôtre perpendiculaire à l'axe radical A'B' G' de ces deux cercles.
Enfin, les points a et a' des cercles (w) et (co') étant anti-homo logucs, les tangentes on a et en a' doivent se couper sur Taxe radical
A'B'C de ces deux cercles (378); en d'autres termes, A'B'C doit contenir le pôle de aà par rapport au cercle (A) et, inversement (343), la corde aa! doit contenir le pôle p de A'B'C par rapport au cercle (A).
On est ainsi conduit à cette conclusion :
«$*x7 existe un cercle (a*) tangent à trois cercles donnés (A), (B), (C), il en existera un second (w'); ces deux cercles associés {w) et { w') toucheront respectivement le cercle (A) aux points a et «', où ce cercle est rencontré par la droite Sp qui Joint le centre radical S des cercles donnés au pôle p par rapport à (A) de l'un des axes de similitude des 'meniez cercles; les centres w et ta' seront les points oà les droites qui joignent le centre A aux points a et a' rencontrent la perpendiculaire SZ abaissée de S sur l'axe de similitude considéré.
Comme il y a quatre axes de similitude (366) des trois cercles (A), (B), (C), on voit que le nombre des couples de cercles tangents à trois cercles donnes est au plus égal à quatre.
Pour qu'un tel couple existe, il faut évidemment, d'après ce qui précède, que la droite Sp qui répond à Taxe de similitude considéré coupe le cercle (A). Cette condition est d'ailleurs suffisante. En d*autrcs termes : Si la droite Sp coupe (A) en deux points a et a' et si cj et eu' sont les points oà A a et A a' rencontrent SZ, les cercles (to) et {(»)') décrits, Vtm du point w comme centre avec wa pour rajon, l'autre du point w' comme centre avec tu 'a' pour rayon, toucheront l'un et l'autre les trois cercles donnés (A), (B), (C).
£n effet :
D'abord, le cercle (a>) touche (A) au point a, puisque ce point est commun aux deux cercles (ai) et (A) et se trouve situé sur la ligne des centres wA. Do miMne, le cercle (w') touche (A) au point a'. Il reste k prouver que (w) cl (a>') touchent l'un et l'autre (B) et (C).
Or, désignons {^Jig* '2*71) par b et b' les points de (B) qui sont antihomologues do a et a* par rapport au centre de similitude C. Il existe (379) un cercle (X) touchant (A) et (B) en a et en ^, ainsi qu'un cercle (X') touchant (A) et (B) en a' et en b'\ le contre X du premier cercle es( à la rencontre de Aa et do B^, et le centre X' du second est à la rencontre de Aa' et do B6'. Si C est un centre de similitude directe de (A) et (B), les contacts en a et 6 seront semblables, ainsi que les contacts en a' et b'\ si, au contraire, Q! est un centre de similitude inverse, les contacts en a et b seront dissemblables, ainsi que les contacts en a' et b' (366). Les contacts en a et b' sont donc semblables ou dissemblables, en môme temps que les contacts en a et b. Par suite, les cercles (X) et (X') et les cercles (A) et (B) satisfont aux conditions du n** 380, et l'on peut énoncer les conclusions suivantes : I* l'intersection do an' et do bb' appartient à Taxe radical do (A) et (B) et, comme fin coupe cet axe radical en S, la droite bb' passe par S;
2** le point S est un centre de similitude de (X) et (X') et, par suite, les trois points X, X' et S sont en ligne droite; 3° le point C appartient à l'dxe radical de (X) et (X') et, comme le pôle Ai de acî par rapport à (A) est sur cet axe radical et que, d'autre part, ce pôle doit appartenir à la polaire A'B'C du point p situé sur ««', on voit que A'B'C contient deux points de Taxe radical de (X) et (X') et se confond avec cet axe : il en résulte que la ligne des centres XX' est perpendiculaire à A'B'C. Les points X et X' étant sur SZ, aux intersections de cette droite avec A^z et A a', coïncident avec les centres co et eu', de sorte que les cercles (w) et (eu'), coïncidant eux-mômes avec les cercles (X) et (X'), touchent le cercle (B). Un raisonnement analogue prouverait que (w) et (w' ) touchent aussi (C).
Remarquons, en terminant, que, dans la règle énoncée ci-dessus, on peut substituer le cercle (B) ou le cercle (G) au cercle (A). Par conséquent, si l'on désigne (y%. 247) par /), q, r, les pôles par rapport à (A), (B), (C), d'un même axe de similitude, les droites Sjd, S^, Sr, couperont respectivement les cercles (A), (B), (C), dès que l'une de ces droites coupera le cercle correspondant.
Cette belle solution appartient à Gergonne. Nous en avons toutefois modifié l'exposition, de manière à ne laisser subsister aucune ambiguïté sur la façon d'associer les points de contact, ni aucune hypothèse arbitraire sur l'existence des cercles tangents, existence que Gergonne admet a priori,
401. Pour pouvoir appliquer la solution qui précède aux cas particuliers que l'énoncé du problème comporte, il faut savoir ce que deviennent les éléments que nous avons appelés pôle, polaire, axe radical, centre de similitude, lorsque^ dans une figure qui renferme des cercles»
un OU plusieurs de ces cercles se réduisent à des points ou à des droites parce que leurs rayons deviennent nuls ou infinis. La connaissance de ces résultats^ que nous allons exposer très rapidement, est d'ailleurs indispensable pour la discussion d'un grand nombre de problèmes.
i^ La polaire L d'un point ? par rapport à un point 0 (cercle de rayon nul) est la perpendiculaire à OP menée par 0.
a* Le pôle P d'une droite L par rapport à un point 0 est le point 0 lui-meyne.
Ces deux principes résultent do ce que le produit des distances du point 0 au pôle P et à la polaire L doit être nul (3 il ).
3" La polaire d'un point P par rapport à une droite m (cercle de rayon infini) est la parallèle à tu menée par le symétrique du point P par rapport à la droite w.
Car le cercle dégénère en réalité en deux droites parallèles qui sont la droite tu et une droite rejetée à l'infini. Or, si Ton mène par P une sécante quelconque qui rencontre en o et en / les droites o) et L, le système P, o, /, 00, sera harmonique, ce qui exige que o soit le milieu de /P; donc, la polaire L est le lieu des points obtenus en prolongeant les sécantes menées de P à co de longueurs égales à elles-mêmes.
4" Le pôle P d'une droite L par rapport à une droite (o est le point à l'infini sur a>.
Car les polaires de tous les points de L sont (3"*) parallèles à ci>; leur point do concours, c'est-à-dire le pôle de L, est donc à l'infini sur a>.
5* Les centres de similitude 0 et 0' d'un cercle C et d'un point C se confondent avec le poi/tt C.
Cela résulte des formules du n** 260, dans lesquelles on fait R'= o: on trouve ainsi
CO =- CO' = ce.
6* Les centres de similitude 0 et 0' de deux points C et C n'ont des positions déterminées qu'autant que l'on donne la loi suivant laquelle les rayons R et R' des deux cercles correspondants tendent vers zéro. Par exemple, si, lorsque R et R' tondent vers zéro, le rapport de R' à R reste égal à un nombre donné m, les formules du n° 260 donnent
CO=--^i- et C0'= ^- .
7* Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite sont les extré» mités du diamètre perpendiculaire à la droite.
En effet, supposons, dans la fig. i8a, que le point d'intersection de franche E' de la circonférence C avec CC reste fixe, et que le centre C de cette circonférence s'éloigne indéfiniment dans la direction CC, de
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manière que cette circonférence devienne la perpendiculaire élevée à CE' Par E'. Les formules
CE'+R' . ^^, CE'-4-R
donneront, pour R'= «,
CO=-R et CO'=R.
Le centre do similitude externe devient donc Textrémité de gaucho du diamètre du cercle C perpendiculaire à la droite donnée, et le centre de similitude interne devient l'extrémité de droite do ce diamètre.
S'^ Les centres de similitude d'un point et d'une droite se confondent avec ce point.
Car, si dans les formules ci-dessus on fait R = o en même temps que R'= 00, on trouve
C0 = o et C0'=o.
9° Les centres de similitude de deux droites D et D' sont les points à l' infini situés sur les bissectrices de l'angle des deu-x droites et de son supplément.
Ce fait résulte de cette propriété évidente et'caractéristique des centres de similitude de deux cercles : Toute droite menée par un centre de similitude coupe les deux cercles sous le même angle.
lo" L'axe radical d'un cercle et d'un point est équidistant de ce point et de sa po 'aire par rapport au cercle.
Ce fait résulte du n" 37.*) et des remarques précédentes (i" et 5").
1 1° L'axe radical de deux points est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui les Joint.
i'2* L'a.ce radical d'un cercle et d'une droite est la droite ellemême.
C'est une conséquence immédiate du n** 383 et des remarques précédentes (S'' et 7").
i3** L'axe radical d'un point et d'une droite est la droite ellemême.
1 4" L'axe radical de deux droites est indéterminé.
Le problème du cercle tangent à trois cercles donnés comprend dix cas, y compris le cas général. En représentant un cercle par C, une droite par D, un point par P, on peut indiquer ces dix problèmes par les symboles PPP, PPD, PPC, PDD, PDC, PCC, DDD, DDC, DCC, CCC.
Les quatre cas PPP, PPD, PDD, DDD, où il ne figure aucun cercle parmi les données, échappent à la méthode; mais leur solution directe n'offre aucune difficulté, comme nous l'avons vu aux n*^ 15 i, 160^ 26â
et 263. Tous les aatres cas ae déduisent sans peine de la solution générale, à l'aide des résultats indiqués dans le numéro précédent. Nous nous bornerons aux indications suivantes.
DCC — Il y a 6 contres de similitude, par suite, 4 axes de similitude et 8 solutions.
DDC. — Il y a encore 4 axes de similitude et 8 solutions.
PCC. — Il n'y a que 2 axes de similitude et, par suite, 4 solutions.
PDG. — Il n'y a que 2 axes do similitude et 4 solutions.
PPC. — Il n'y a que i axe de similitude et, par suite, 2 solutions.
402. Il importe do signaler encore, à propos du problème d'Apollonius, quelques relations remarquables qui résultent immédiatement du théorème de M. Casey (399).
i"En supposant que le cercle D se réduise à son point do contact, et en désignant par /, /', l\ les longueurs des tangentes menées do ce point aux trois cercles A, B, C, on voit que, si un cercle E touche trois cercles donnés, A, B, G, les ta/igentes menées d'un point quelconque de ce cercle aux trois cercles donnés sat'isfont à la relation
/'(AB) i^- /'( AG) ±. /(BC) = o.
2" Enfm, si l'on se reporte à la figure formée par un triangle quelconque, le cercle inscrit D et les trois cercles exinscrits A, B, G, et si Ton applique le théorème de M. Gasey à ces quatre cercles considérés successivement comme tangents aux trois côtés du triangle, on obtient les trois relations
— (AB)i(GD)o-+-(AG),(BD)o-(AD)i(BG)o=o,
(AB),(GD)a-h (AG)o(BD)i - (AD)o(BG)i - o,
~(AB)o(GD),-(AG),(BD)o-+-(AD)o(BG),-ro,
qui, ajoutées membre à membre, donnent
(AB)o(GD),-(AG)o(BD),-+-(AD)i(BG)o - o.
Ije cercle inscrit et les trois cercles exinscrits à un triangle quelconque sont donc tattgents à un cinquième cercle, qui laisse le cercle inscrit d'un côté et les trois cercles exinscrits île l'autre côté,
[Go théorème est dû à Feuerbach : nous le retrouverons plus loin .404).]
Le mémo procédé conduit dailleurs à ce théorème plus général dû à M. Ilarl :
Les cercles tangents à trois cercles donnés sont, quatre à quatre, tangentt à un cinquième cercle.
CERCLE COUPANT TROIS CERCLES DONNES SOUS DES ANGLES DONNÉS
403. Nous traiterons d'abord quelques cas particuliers qui sont d'ailleurs intéressants par eux-mêmes, et dont nous emprunterons la solution à M. G. Tarry.
(a) Décrire une circonférence (X) coupant respectivement deux droites RA et RB sous des angles a et p, et passant par un point A pris sur la droite RA {fig, 24 7ï)'
Supposons le problème résolu, et soit B l'un des points d'intersection de la circonférence (X) avec la droite RB. Par hypothèse, la tangente en A à la circonférence (X) fait avec la droite RA un angle égal
F»C- Air
à a ou à son supplément; par suite, le rayon AX fait avec RA un angle
TT
égal à a ou à son supplément. De même X6 fait avec RB un angle
égala - — p ou à son supplément. Les rayons XA et XB étant égaux, le point B s'obtiendra par le tracé suivant : par un point quelconque X' de la droite AX, qui fait avec RA un angle égal à -^ — a ou là son
supplément, menez la droite qui fait avec RB un angle égal à p
ou à son supplément ; prenez sur cette droite une longueur X'B' égale à X' A ; la droite AB' coupe RB au point cherché. Le problème a quatre solutions.
{h) Décrire une circonférence Ç^) qui coupe respectivement deux droites données RA e/ RB et une circonférence donnée (C) sous trois angles donnés a, ?, y {,fig> Mit)-
Cherchons le centre X. Soit D l'un des points d'intersection des circonférences (X) et (C). Par hypothèse, l'angle XDC est égal à y ou à
son supplément, et les angles XAR, XBR, sont égaux à - — a, - — p, OU à leurs suppléments. Or, les circonférences qui coupent RÂ et RB
sous les angles a, p, sont homothétiques et ont pour centre
d'homothétie le point R. On connaîtra donc la position de la droite RX et la valeur du rapport vT ~ xn *
Sur 1j cot6 XR, considéré comme homologue de XD, construisons le
triangle XRC, directement ou inversement semblable au triangle XDC.
On connaît Tangle XRC et la longueur RC déterminée par la propor-
RC XR lion -rr^ = vTî' ^° P®^^ ^^^^ trouver le point C D'ailleurs, la simili-
XC XR lude des triangles XRC, XDC, donne la relation xr ~ XD' ^^^ ^^'
séquent, le point X, situé sur la droite connue RX, appartient aussi à la circonférence, lieu des points dont les distances à G' et à C sont dans le rapport de XR à XD. Le problème comporte huit solutions.
(c) Connaissant deux circonférences {X) et (3) et un point D pris sur (A), construire une circonférence (X) qui passe par D et qui coupe (A) et (B) sous des angles donnés a et ^ (Jig. 2473).
Supposons le problème résolu, et soit £ l'un des points communs aux cercles (X) et (B). Par hypothèse, les angles XDA, XEB, sont égaux aux angles a et ^ ou à leurs suppléments. Sur le côté XD, égal
Fig. a47,.
à XE, construisons le triangle XDB' symétriquement ou directement égal au triangle XEB. On connaît les angles ADX, XDB', et, par suite, la position de la droite DB' et celle du point B'. Le contre X est donc déterminé, puisqu'il est situé sur la droite connue DX et équidistant des points B cl B'. Il y a quatre solutions.
(d) Décrire une circonférence {\) qui coupe respectivement deux virconfercmes concentriques (A) er (B) et une circonférence quelconque (C ) sous des angles donnés a, p, y»
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Décrivons une circonférence qui coupe respectivement (A) et (B) sous les angles a et p. L*une des circonférences cherchées sera égale à cette circonférence et coupera (C) sous Fangle y. Or, le lieu des centres des circonférences égales qui coupent sous un même angle un cercle donné se compose de deux circonférences concentriques. Les centres des cercles cherchés se trouvent donc à la rencontre de circonférences que Ton sait construire. Le problème comporte huit solutions.
(e) Nous pouvons maintenant passer au problème général :
Décrire une circonférence (X) qui coupe respectivement trois cercles donnés (A), (B), (C), sous des angles donnés a, P, f •
Si deux des cercles donnés, (A) et (B), se coupent, on formera la
figure inverse en prenant pour contre d'inversion l'un des points d'intersection 0 et pour coefEcient d'inversion la puissance de ce point par rapport au cercle (C). Ce cercle ne changera pas, les cercles (A) et (B) se transformeront en deux droites et, comme l'inversion n'altèrb pas les angles, on sera ramené au problème (b).
Si les circonférences (A), (B), (G), considérées deux à deux, n'ont aucun point commun, on pourra (392) former la figure inverse de fa« çon que deux des cercles donnés se transforment en deux circonférences concentriques, et le problème sera ainsi ramené au problème {d).
CERCLE DES NEUF POINTS
404. ABC étant un triangle quelconque, désignons par (M) le cercle qui a pour rayon la moitié du rayon du cercle circonscrit et pour centre le milieu M de la droite qui joint le centre 0 du cercle circonscrit au point de concours H des hauteurs (Jig. a47^)«
Le cercle (M) passe par les milieux a^ b, c, des côtés, par les pieds a, p, Y> des li auteurs, et par les milieux p, q, r des distances du point de concours H des hauteurs aur trois sommets A, B, C.
En effet : ,
1° La droite M^, joignant les milieux M et p des côtés HO et HA du triangle OHA, est parallèle à la base OA et égale à la moitié do cette base, c'est-à-dire à la moitié du rayon du cercle circonscrit. Le cercle (M) passe donc par/?, et l'on verrait de même qu'il passe par q et r.
2" On a vu (117) que les hauteurs du triangle ABC étaient les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un second triangle A'B'C\ obtenu en menant par chaque sommet du premier la parallèle au côté opposé. Les triangles A'B'C et ABC étant semblables et ayant 2 pour rapport de similitude, la droite AH considérée comme liée au triangle A'BX' est double de la droite Oa qui est son homologue par rapport au triangle
ABC. Les droites Oa et Kp sont donc égales et, comme elles sont parallèles, pa est égale et parallèle à OA. Par suite, pa n'est donc autre
chose que /^M prolongée d'une quantité M^z égale à /^M, et le cercle (M ) passe par a. On verrait de même qu'il passe par b et c,
V^ Enfin, puisque pa est un diamètre du cercle (M) et que l'angle paa est droit, le cercle (M) passe par a. On [verrait de môme qu'il passe par ^ et y-
Cette propriété, qui a fait donner au cercle (M) le nom de cercle des neuf points, est due à Eulor.
On peut aisément trouver les tangentes aux neuf points,
La tangente aE au point a est perpendiculaire au rayon M^ ou à sa parallèle OA : elle est donc parallèle à la tangente AT au cercle circonscrit; mais cette tangente est anliparallèle à BC par rapport à Tangle BAC, puisque les angles TAB, ACB, ont la même mesure. Par conséquent, la tangente aE au cercle des neuf points au point a est anliparallèle à BC par rapport à V angle BAC.
Au point /?, la tangente est parallèle à aE et, au point a, la tangente fait avec la direction CB un angle EaB égal à l'angle EaC que la tangente en a forme avec la direction BC. On connaît ainsi les droites qui touchent le cercle (M) aux neuf points ^, h, c, /?, ^, r, a, p, y.
Parmi les nombreuses propriétés dont jouit le cercle (M), il importe do remarquer la suivante, due à Feuerbach :
Le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit et à chacun des cercles exinscrits au triangle ABC (Jig, 2475)'
En effet, soient I le contre du cercle inscrit et V le centre de l'un dos cercles oxinscrits, par exemple de celui qui est compris dans l'angle CAB.
Le côté BC est une tangente commune intérieure aux doux cercles I et r, et son milieu a est aussi le milieu de Fintervalle FF' compris entre
Fig. 247,.
ses deux points de contact ; car, eu désignant par a, b^ r, les côtés du triangle ABC et par/? son demi-périmètre, on a (161 )
et, par suite,
BF = /? — h, W = p — c
- (BF H- BF') = - (2p - ^ - c) = - = Ba.
La seconde tangente commune intérieure KR' passe par le point A' où la première rencontre la bissectrice AH' do l'angle BAC ; elle est d'ailleurs symétrique de BC par rapport à cette bissectrice, c'est-à-dire antiparallèle à BC par rapport à l'angle BAC.
Remarquons enfin que les quatre points I, I', A, A', étant harmoniques, leurs projections sur BC forment aussi un système harmonique FF'aA', de sorte qu'on a
«F = ûF = aoL,aA',
Ceci posé, formons la figure inverse des cercles I, F, et du cercle des neuf points, en prenant pour origine le point a et pour constante d'in-
version la quantité a F . Cette quantité étant égale à la puissance du point a par rapport à Tun ou l'autre dos cercles I et I', chacun de ces cercles coïncidera avec son inverse. Quant au cercle des neuf points, puisqu'il passe par Torigine a, il aura pour inverse une droite. Cette droite passera par A', puisqu'on vertu de l'égalité (i) le point A' est l'inverse de a; elle devra en outre faire avec la direction BC un angle égal à celui que la tangente en a au cercle des neuf points fait avec cette même direction. En d'autres lermes, la droite inverse du cercle des neuf points sera la droite menée par A', antiparallèloment à BC par
rapport à l'angle BAC, c'est-à-dire la seconde tangente commune intérieure KK' aux deux cercles I et T. Dans la figure primitive, le cercle des neuf points touche donc les cercles I et F; et l'on verrait de môme que ce cercle touche les deux autres cercles exinscrits.
INVERSEURS DE PEAUCELLIER ET DE HART (^. 2476) 2477).
-405. Soit ABGD un losange articulé, c'est-à-dire formé de tiges rigides reliées à leurs extrémités de façon que leurs inclinaisons mutuelles puissent varier ; soient de plus OB et OD deux autres tiges, égales entre elles et articulées en 0, B, D. Tel est le système à six tiges de M. Peaucellier ; on lui donne le nom d'ûiçerseur, parce que, lorsque l'on déforme le système, le point 0 restant fixe y les points A et C décrivent des lignes inverses, 0 étant le centre d'inversion. En effet, pour toute position de l'appareil, puisque chacun des points 0, A, C reste à égales distances des points B et D, les trois points 0, A, G sont en ligne droite ; d'ailleurs, si l'on imagine le cercle ayant B pour contre et BA pour rayon, puisque la distance OB et le rayon BA restent constants, la
puissance OB — BA du point Gxe 0 par rapport à ce cercle mobile reste aussi constante; mais cette puissance s'exprime aussi par le produit OA.OC ; donc A et C décrivent des lignes inverses l'une do l'autre. D'après cela, si l'on fait décrire au point C un cercle quelconque, le point A décrira aussi un cercle. Mais si le cercle que l'on fait décrire au point C passe par le point fixe 0, le point A décrira une ligne droite. C'est la première solution rigoureuse qu'on ait donnée du problème de Watt, c'est-à-dire de la transformation d'un mouvement circulaire en un mouvement rectiligne. Depuis, M. Hart a résolu le même problème à
l'aide de quatre tiges seulement; ces tiges forment les côtés égaux CCt, DDi, et les diagonales CDi et CiD d'un trapèze isocèle articulé. Soient A, Pj, P trois points divisant respectivement les tiges CCi, CfD et CDi dans un même rapport; si le système se déforme, A restant fixe, les points P et Pi décrivent des lignes inverses, A étant le centre d'inversion. En effet, il est clair que, dans toute position du système, les couples CD et C|Di, AP| et CD, AP et CiD| conservent leur parai-
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lélismc, en sorte que A, Pi et P restent en ligne droite. On a d'ailleurs
d'où
AP CiDi~-
CA CCi'
APi CD
C,A ■"CCi
PROBLÈME DE CASTILLON
406. Inscrire dans un cercle donné un polygone dont chaque côte passe par un point donné»
La solution suivante, que nous empruntons à M. Petersen, offre un exemple très remarquable de la méthode par inversion. Le lecteur la saisira sans peine s'il veut bien faire la figure avec la règle et le compas. Nous avertissons d'ailleurs, une fois pour toutes, que, lorsque nous parlons de l'inversion d'une partie de la ligure autour d'un point, il faut entendre que Ton construit la figure inverse de la partie considérée en prenant pour origine le point indiqué et pour puissance d'inversion la puissance de ce point par rapport au cercle donné.
Il convient de distinguer deux cas suivant que le nombre des côtés est pair ou impair. Nous nous bornerons aux cas du quadrilatère et du triangle, la généralisation n'offrant après cela aucune difficulté.
Cas du quadrilatère. — Soient a, b, Cj d les points par lesquels doivent passer respectivement les côtés AB, BC, CD, DA. Remarquons d'abord que le point A, après quatre inversions successives autour de a^ h, c, rf, revient en A; en d'autres termes, si l'on prend successivement l'inverse ka de A par rapport à «, l'inverse kab de ka par rapport à b, l'inverse kabc de Aa^ par rapport à c, et enfin l'inverse kabcd de kabc par rapport à d^ le point kabcd coïncidera avec A. Désignons par P le point obtenu par l'inversion de d successivement autour de c, t, fl, en sorte que l'inversion de P autour de ^, 6, c reproduira d. Cela posé, si l'on faisait successivement l'inversion de la droite PA autour de a, 6, c, d^ on trouverait d'abord un cercle passant par a, B, Pa, puis un cercle passant par a^, C, Vabc ensuite un cercle passant par abcy D, Vahc ou a^^* D, d, et enfin une droite passant par A et par le point abcti que nous désignerons par Q et que l'on obtient en faisant l'inversion de a autour de bj r, d. Mais les droites QA et PA qui ré-
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sultent ainsi l'une de Tautre par quatre inversions doivent (387) faire avec le cercle donné des angles égaux et de môme sens, puisque, d'après la manière dont on a choisi les puissances, le cercle se transforme chaque fois en lui-môme ; donc PA et QA forment une même droite, et Ton obtient le point A par l'intersection du cercle et de la droite qui joint les points connus P et Q.
Cas élu triangle. — Soient a^ b, c, les points par lesquels doivent passer respectivement les côtés du triangle demandé ABC.
En opérant comme ci-dessus, mais faisant bien entendu trois inversions au lieu de quatre, on trouve encore deux segments rectilignes PA et QA; seulement ils no forment plus une môme droite, car les angles quils font avec le cercle donné sont égaux, mais non de môme sens. Soit R le point qu'on obtient en faisant l'inversion autour de a, b, c, de l'un des points où Pa coupe le cercle; par cette opération, a? et AP deviennent les droites RQ et AQ, et les angles aPA, RQA sont égaux et de même sens, en sorte que, si l'on appelle S Tintersection de a? et de QR, le quadrilatère APSQ est inscriptible ; le cercle circonscrit au triangle connu PSQ détermine donc le point A par son intersection avec le cercle donné.
PROBLÈME DE MALFATTI
407. Étant donnffun triangle ABC, décrire trois cercles (<7), (^),(c), inscrits respectivement dans les angles A, B, C, ^f tels que chacun d'eux touche les deux autres.
Trois cercles (a), {b)^ (£?), considérés deux à deux, donnent lieu à trois couples ayant chacun quatre tangentes communes. Nous dirons que deux tangentes communes sont associées, lorsqu'elles seront relatives à un môme couple do cercles et qu'elles seront en outre de môme espèce, c'est-à-dire toutes deux extérieures ou toutes deux intérieures.
Cela posé, nous établirons d'abord, pour plus do clarté, deux lommes préliminaires.
i® Si deux tangentes extérieures rfo, d^^ relatives à deux couples différents {b) et (c)y(b) et (a), et une tojigente commune inttfrieure dh^ relative au troisième couple (a) et (r), concourent en uti même point d, les tangentes aq, Y?» P?» ^"* ^"'' ^^^^ respectivement associées, concourent aussi en un même point q ^fig. 248).
En effet, par le point 9, intersection de ^q et de y?) imaginons qu'on mène la seconde tangente qp au cercle (<?); il sufiit de montrer que cette droite qp louche le cercle (a). Or, les quadrilatères rfa^ y» dhq%^ étant circonscrits, le premier au cercle (6), le second au cercle (c\ on a
doi-h d^ = q"^ -^-qa, d^ -h qh — dh -h qoLy
d'où, par soustraction,
d-^ -^ d/i = q^-^-qh.
Le quadrilatère d^qh est donc circonscriptible à un cercle; et, comme trois de ses côtés touchent déjà le cercle («), le quatrième côté qh doit toucher ce même cercle.
Fîg. 248.
2** Si deux cercles (0) et (0') déterminent sur une sécante AB' deux cordes égales AB, A'B', ces cercles seront vus sous des angles égaux du point de concours M des tangentes MA, MB', menées aux extrémités de la sécante {fig. 2481).
En effet, soient F, P, F', les projections des points 0, M, 0', sur la sécante AB'. Les triangles AMP, AOF, étant semblables, ainsi que les triangles MPB' et B'O'F', on a
d*où, par multiplication.
AO B'O
Les triangles rectangles AOM, B'O' M, sont donc semblables et, par conséquent, les angles AMO, B'MO', sont égaux; ce qui démontre lénonce, puisque ces angles sont les moitiés de ceux sous lesquels on voit du point M les deux cercles.
Ajoutons que les tangentes AK et B'L sont égales, puisque la puissance de A par rapport au cercle (0') est évidemment égale à la puis-
■ie 3* MT non^jrt m "tn-ie » . ■rv.rs*ii:..u, >4 "a i «a^-. .-•>ai<* i-B' est efle me le» •an_;?akfcs ui r« J L» :s.itui i^^uv*»* t> .♦ Ox-cv
JLmvons maiiiLeimiit m prjôième ie Mciiia'..:.
Sh«i£ D. E. F tV- ^-i'i* * '«'* c«m:i';j de -vn act ie:* *,:\>.5 »,vrv!e> •îherdi*?s < r . ) . : . Les t:!n_:'îR ?< .»q P, E. F. outiic Vsi Jtxes. raJ:-
MO~MR = G<>-RH = QE — RF- L^-IH
••t La cvfDpiinLsoa «ios in*?r.L-->?< e\tr}.".e5 proa\e ;u.* lo ^vi:r. M o^t lo puînt où le cvtè RQ touche le cervle ia>crtt ^.Liiis lo lr'a"j;V KLv} vlt^O- Noffâ «l^Ssi^mer^as ce dernier cercle par i^vi'u ol uras iv^nvNew'evvuw parti'i ti \c' * les cercle:* analo^rues ^îuî ivmcîunU rtv^^Hvliwnuoul Kw côcés AC et AB aax poiats N et P.
Si l'on considère alors le système des lrv>is cercle* ya\ \,o\ {c\ les tangentes communes RN, Sy« PQ, cvmcouraiU du )viiU I . il rt^^^uU^^ da premier lemme que la seconde tangente comuuuie inlêrieuiv ^ \u^ et à (5') passe par le point de concours C dos tangentes mMunuinen extérieures BC et AC.
I^s relations
MD = MH-TF» DUr-NK- NK,
donnant, par addition, MU — TN, la reninniuo i]ui ltMM«lno lo soooiul lemme prouve que les cercles («') et {,0') doixoul Inlorcoplor xur MN deux cordes égales. Donc, en vertu do ce uu^mo lonuuo, la Itin^oido
commune inlérieure aux deux cercles {a') et (&'), qui passe par le sommet C, est la bissectrice de Tangle C.
De là, on conclut le tracé suivant : I étant le centre du cercle inscrit dans le triangle donné ABC, inscrivez un cercle dans chacun des triangles lAB, IBC, ICA, puis menez les secondes tangentes communes intérieures de ces trois cercles pris deux à deux; on obtient ainsi des triangles ayant chacun pour côtés une de ces tangentes et deux côtés du triangle ABC : les cercles inscrits dans ces nouveaux triangles sont les cercles cherchés.
Fig. 248..
Cette règle a été donnée en 1826 par Steiner, mais sans démonstration proprement dite, Féminent géomètre s'étant borné à indiquer les théorèmes sur les centres de similitude, les axes radicaux, ..., qui permettraient de parvenir au tracé indiqué.
Nous avons adopté ici la démonstration de M. Hart, développée par M. Desboves dans ses Questions de Géométrie,
DÉFINITION DES SEMI-DROITES ET DES GICLES
408. Une droite étant donnée, on peut supposer qu'elle soit décrite dans un certain sens par un point mobile ; une telle droite, déterminée ainsi par sa position et le sens dans lequel elle est décrite, est désignée sous le nom de semi-droite ; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche placée près de la droite.
iiTfti m. — us noms «■»—*■>■•- k^
par «B poâl Bobde; «a lid cerdi^« <iie(9ff«Miè ^^ki
et ks» dMS kqoel a «I àécril, ttl dè^aésm^W
e^ mdiq«6 sv k 6$v« par «M flècbi» |iièMi9<» |4^
eercie pcmwil être décrit ôêês dîna s«ci$ ditif^nnl» dl^t<(r« drsx cfctes dsliacts q[iie Foii appelle €yryrs <f^Kfts. Ed m poiaft A dTan cyde, b tai^nle «ioît être coDsi\î(^n$e« W kvft^ ^V^ TèUs jnfimmpnt petit oommim an crcle, comme décrite dans le uhkoe ^eo»
qoekcycte ; k tangente an point A est donc une semi^iroile tkn détermi»<^o
De là résultent ks conséquences suivantes :
1* On ne peut mener à un ejrcie donné qu'une iinn^enitf /miW4VfV U une teminiroite donnée (JSg. x{9).
n est ckîr, en eOet, qu'on peut mener au cercle délermin^ (>ar lo cycto deux tangentes parallèles à k droite déterminée par k seminlroilo don« née; mais, si Ton désigne par A et par A' les points de contact, on voit que les tangentes au cycle en ces points ont des directions opposées ; uno seule d'entre elles est donc parallèle à la semi-droite donniV.
a* Deux cjrcles donnés ont deux tangentes communes et n*vn cnt quedrux^
Sur IdiJ^g' tî49i, on voit que les semi-droites AiV'ctD'D sont (an(^>ntes à k fois aux deux cycles K et R'. Les cercles déterminés par cos cycles ont quatre tangentes communes dont deux sont précisi^ment A A' ot 110'; si Ton considère une quelconque des deux autres, par exemple CC\ il o.^t aisé de voir que, quel que soit le sens dans lequel on suppose décrite cette droite, elle ne peut toucher les deux cycles donnés, d'après la déAnttion donnée du contact d*un cycle et d'une semi-droite.
Le point de rencontre P des deux tangentes communes est le centre de similitude des deux cycles.
Ce centre de similitude est unique ( ^ ).
(*] (Joe propotition démontrée précédemment peut, par lulie d« ccUo doflnition, s'énoncer de la façon suivante :
Étant donnés trois ejcleSt les trois centres de similitude de ces cjcles prit deux à deux sont en ligne droite.
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La distance AA', comprise sur l'une des tangentes commanes entre les points de contact avec les cycles, est la distance tangentielle des cycles; elle n*est déterminée qu*en valeur absolue, mais non en signe.
Le rayon d'un cycle sera regardé comme positif si ce cycle est décrit dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre, comme négatif dans le cas contraire.
Par suite, en désignant par T la distance tangentielle des deux cycles
Fig. 249.-
dont les centres sont 0 et 0', la^. 2491 montre immédiatement qu'en désignant par D la distance des centres, on a la relation
Cette formule détermine, dans tous les cas possibles, la distance tangentielle de deux cycles; en particulier, si nous considérons deux cycles opposés et si le rayon d'un de ces cycles est R, l'autre est — R ; d'ailleurs, la distance de leurs centres est nulle ; on a donc, dans ce cas.
Une semi-droite étant donnée, ainsi qu'un point P, le cycle qui a pour centre ce point et qui touche la semi-droite est bien déterminé; la distance du point P à la semi -droite est le rayon de ce cycle; elle est donc déterminée en grandeur et en signe.
Un point doit être considéré comme un cycle d'un rayon infiniment petit ; toutes les semi-droites passant par ce point doivent être considérées comme tangentes à ce cycle.
Étant données deux semi-droites quelconques, on peut construire une infinité de cycles qui leur soient tangents; les centres de ces cycles sont situés sur une même droite que Ton appellera la bissectrice des semidroites.
Si, le point P d'intersection des semi-droites restant fixe, l'angle que font ces semi-droites diminue indéfiniment en sorte qu'elles tendent toutes les deux à se confondre avec leur bissectrice, les rayons de tous les cycles inscrits diminuent indéfiniment et, à la limite, ces cycles se réduisent à des points, tandis que les doux semi-droites deviennent deux semi-droites opposées.
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On voit ainsi que les cycles qui touchent deux semi-droites opposées sont les divers points de la droite qu'elles déterminent.
U résulte aussi de ce qui précède qu'un cycle assujetti à toucher trois semi-droites données est entièrement déterminé. Son centre est le point de rencontre des trois bissectrices des semi-droites prises deux à deux.
MÉTHODB DB TRANSFORMATION*
409. Considérons une droite fixe Q ; traçons dans le plan un cycle quelconque K ayant pour contre le point 0 et, sur la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la droite Û, prenons un point arbitraire P (^g. 249s).
Cela posé, à chaque semi-droite NM du plan, on peut faire correspondre une autre semi-droite do la façon suivante. Menons au cycle R la tangente AB parallèle à NM, joignons le point de contact A au point P, et, au
point A' où la droite ainsi obtenue rencontre le cycle, menons la tan» gente A' F; menons enfin, par le point M où la semi-droite donnée coupe la droite fixe n, une semi-droite N'M parallèle à A'B'.
N'M correspond ainsi à NM, et il est clair, en examinant les construc- (ions effectuées, que NM correspond réciproquement à N'M; on dit que ces doux semi-droites sont réciproques.
U résulte évidemment de ce qui précède que :
I* Deux semi-droites réciproques se coupent sur la droite Ci que l'on appelle Vaxe de transformation ;
a* Des semi-droites parallèles ont pour réciproques des semi-droites parallèles.
Si, du point P, on mène des tangentes au cycle K, on voit que les semi-droites parallèles à ces tangentes sont leurs réciproques à ellesmêmes. Il y a donc deux séries do semi-droites parallèles qui se transforment en elles-mêmes; ces semi-droites font des angles égaux avec Taxe de iransformalîon. Il est toutefois à remarquer que ces semi-droites ne sont réelles que si le point P est extérieur au cycle K.
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THÉORÈME
410. Deux couples quelconques de semi-droites réciproques sont tan* gents à un même cycle.
Soient, en effet, n Taxe de transformation, NM et MN' deux semidroites réciproques, RS une semi-droite quelconque du plan (Jig, 2493).
Construisons le cycle K qui touche les semi-droites NM, MN' et RS; menons la droite NN' qui joint les points de contact de NM et de MN', et désignons par P le point où cette droite coupe la perpendiculaire abaissée
du point 0 sur l'axe û.' Il est clair, d'après ce qui précède, que la transformation, qui a pour axe û et dans laquelle NM correspond à MN', peut être définie au moyen du cycle R et du point P. Si, maintenant, on remarq[ue que P est le pôle de la droite O relativement au cycle K, on voit que la tangente S'R est la réciproque de RS; les deux couples de semidroites réciproques NM etMN', RS et S'R sont deux tangentes au cycle K, ce qui démontre la proposition énoncée.
La transformation par semi-droites réciproques est ainsi caractérisée par les deux propriétés suivantes :
Deux semi'droites réciproques se coupent sur l'axe de transformation ; deux couples de semi-droites réciproques sont tangents àun même cycle i})»
Il est clair que la transformation est entièrement définie quand on se donne l'axe de transformation et deux semi-droites réciproques D et D'. Pour obtenir la réciproque d'une semi-droite quelconque À, que Ton construise le cycle tangent à D, D' et À, et que, par le point M où A coupe Taxe de transformation, on mène la deuxième tangente au cycle, cette tangente sera la semi-droite cherchée.
(') La transformation par rayons vecteurs réciproques est également caractérisée par les deux propriétés suivantes :
Deux points réciproques sont situés sur une droite passant par le pâle de transformation ;
Deux couples de points réciproques sont situés sur un même eerch.
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Considérons une courbe K comme l'enveloppe d'une semi-droite mobile A, la réciproque A' de A enveloppera une courbe K' qu'on appelle la transformée de la courbe K.
THÉORÈME
4H. Quand on effectue une transformation par semi^droites réci^ proques, un cycle a pour tnmsformé un autre cycle.
Soit ft Taxe de transformation, et considérons un cycle quelconque K coupant l'axe aux points A et B. Menons à ce cycle des tangentes MN et
N'M' parallèles à la direction des semi-droites qui, dans la transformation, sont leurs réciproques à elles-mêmes, et désignons par P le point de rencontre de ces droites C/%'-'^49*)-
Cela posé, construisons le second cycle R' qui, passant par les points A et B, touche les semi-droites PM et MT; je dis que le cycle K' est le transformé de K.
On voit en effet que la transformation est déGnie par Taxe û, le cycle K et le point P.
Par le point P, menons une sécante quelconque coupant le cycle K' au point a et le cycle K aux points ^ et 7. On sait que les tangentes menées en a et 7 se coupent en un point T de l'axe radical n des deux cycles ; d'ailleurs, la tangente ^^ au point p est parallèle à aT; il résulte donc de ta définition donnée plus haut que aT et T7 sont deux demi-droites réciproques. L'enveloppe des réciproques des semi-droites qui enveloppent K est donc le cercle K'; ce qu'il fallait démontrer.
On voit ainsi qu'un cycle R a pour réciproque un cycle R'. La relation qui existe entre deux cycles réciproques est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
1° Leur axe radical est l'axe de transformation.
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perpendiculaire à l'axe, il est clair que l'on a
r« = p^ -h (D'— d'Y - (R'- ry.
Or les formules énoncées plus haut donnent aisément
Substituant ces valeurs dans l'expression précédente, il viendra, toutes réductions faites,
r* = /?*-h(D — e/)«- (R — r)»=T«; ce qui démontre la proposition énoncée (M*
ÀPPLICATIOKS DB LA MÉTHODE
413. Soient (^. a496) trois cycles K, K' et K' ayant respectivement pour centres les points 0, 0' et 0*. Soient P' le centre de similitude des cycles 0 et 0', F le centre de similitude des cycles 0 et 0'. Supposons que la droite FP* ne coupe pas le centre 0; en prenant cette droite pour axe de transformation, nous pourrons toujours, en choisissant convenablement le module de la transformation, transformer le cycle 0 en un point a>. Les deux tangentes P'A et VB auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par les points P' et w ; le cycle K' étant tangent à AP* et P'B aura pour transformé un cycle tangent à ces demi-droites opposées, et, par conséquent, un point w' qui sera l'intersection de P'b) avec la perpendiculaire abaissée de 0' sur l'axe P' P*.
Les deux tangentes CP' et P'D auront pour transformées les semidroites opposées déterminées par la droite P' », et il est clair que le cycle 0*, qui touche CP' et P'D, aura pour transformé le point w' où P'» rencontre la perpendiculaire abaissée de 0' sur l'axe P'P'. Si l'on considère
(') RelatiYement à la transformation par rayons Tectenrs réciproques, le théorème analogue est le suivant : L'angle sous lequel se coupent deux cercles est égal à l'angle sous lequel se coupent les cercles correspondants.
Ce théorème s'étend à deux courbes quelconques, et de même dans la transformation par semi-droites réciproques :
Si une semi-droite A touche deux courbes aux deux points a et h^ et si la semi'droite réciproque A' touche les courbes transformées aux points a' et b\ les deux longueurs ab et a' b^ sont égales^
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maintenant les deux tangentes communes aux cycles K',R', elles auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par les points b>' et &>'. D*où il résulte que ces tangentes se coupent au point P où la droite u' &>' rencontre P' P*, et de là une démonstration nouvelle de cette proposition rappelée plus haut : Les trois centres de similitude de trois cycles considérés deux à deux sont en ligne droite; il suit de là également que si trois cycles sont tels que la droite, qui contient leurs centres de similitude y ne les rencontre pas^ on peut, par
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une transformation par semi^droites réciproques, les transformer en trois points (*).
iU. La transformation par semi-droites réciproques peut servir, comme la transformation par rayons vecteurs réciproques, soit à simplifier la solution de certains problèmesy soit à généraliser certaines propriétés géométriques.
Pour en donner un exemple simple, considérons le problème suivant : Construire un cycle touchant trois cycles donnés.
Supposons que les cycles donnés K, K' et R' soient tels que la droite qui contient leurs centres de similitude ne les coupe pas : nous pouvons, d'après ce qui précède, en prenant celte droite pour axe de transformation, transformer les cycles donnés en trois points &>, u' et &>'. Le cercle passant par ces points détermine deux cycles opposés H et H' dont les réciproques seront les solutions du problème. Deux cycles opposés rencontrant Taxe do transformation aux mômes points, il en est de môme de
(') La propriété analogue dans la Ihéorio de la transformation par rayons vecteurs réciproques est la suivante : Lorsque deux cercles se coupent, on peut toujours les transformer en deux droites»
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leurs réciproques; d'où il suit que le problème proposé a deux solutions, et que Taxe radical des deux cycles qui satisfont à la question est l'axe de similitude des cycles donnés.
Le problème de mener un cercle tangent à trois cercles donnés se ramène immédiatement au précédent. On peut, en effet, donner à un des cercles un sens arbitraire, de façon à le transformer en un cycle ; on transformera également les deux autres cercles en cycles en fixant leur direction, ce qui pourra se faire de quatre façons différentes, A chaque groupe de cycles correspondent deux solutions ; le problème proposé aura donc en tout huit solutions.
415. Un point décrivant dans un sens déterminé une semi-droite ou un cycle, si Ton emploie la transformation par rayons vecteurs réciproques, on voit que le point transformé décrit une autre semi-droite ou un autre cycle (lequel peut se réduire à une semi-droite quand le pôle de transformation est sur le cycle considéré).
On peut souvent, avec avantage, employer simultanément la transformation par rayons vecteurs réciproques et la transformation par semidroites réciproques. Ainsi, en général, étant donnés cinq cycles, on peut, par deux transformations successives ^ les transformer en deux semi" droites et en trois points. En effet, si deux des cycles se coupent, par une première transformation par rayons vecteurs réciproques, on pourra les transformer en deux semi-droites. Les trois autres cycles ayant pour transformées R, K' et R', si Taxe de similitude de ces cycles ne les rencontre pas, on pourra, par une transformation par semi-droites réciproques, les transformer en trois points, tandis que les semi-droites se transformeront en semi-droites.
La méthode de transformations par semi-droites réciprt}qm's est due à M, Laguerre (*).
(') Les pages qui précèdent, et que ce profond géomètre a bien voulu rédiger spécialement pour notre Traité, ne renferment que les principes de cette théorie si ingénieuse dont le lecteur pourra constater la fécondité en consultant les Comptes rendus de V Académie des Sciences (années 188 et
I. - MESURE DES AIRES DES POLYGONES
DÉFINITIONS
^16. Onappellea/rarétendued'uneportionlimitéedesurface.
Quand deux figures peuvent coïncider, elles sont égaies. Quand deux figures non superposables ont des aires égales, on dit qu*elles sont équivalentes»
Un côté quelconque d'un triangle étant pris pour base, la hauteur du triangle^ est la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur la base.
Un côté quelconque d'un parallélogramme étant pris pour base, la hauteur du parallélogramme est la distance constante (69] qui existe entre sa base et le côté opposé.
D'après cela, les deux côtés adjacents d'un rectangle constituent indifféremment sa base et sa hauteur, et reçoivent le Nom de dimensions de la figure.
Les bases d'un trapèze sont ses deux côtés parallèles, et sa hauteur est la distance constante de ces deux côtés.
THÉORÈME
kVl. \^ Si deux rectangles de même base ont des hauteurs égales, ces deux rectangles sont égaux.
a^ Si trois rectangles de même base sont tels, que la hauteur du premier soit égale à la somme des hauteurs des deux autres, le premier rectangle est égal à la somme des deux autres.
En effet :
!• Soient {fig. 25o) les deux rectangles ABCD, A'B'C'D', dont les bases AB et A' B' sont égales ainsi que les hauteurs AD et A'D^ Ces deux rectangle^ sont évidemment superpos;pbles.
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2» Soient {fig. î5o) les trois rectangles ABGH, A'B'CD', E'F'G'H', dont les bases AB, A'B', E'F', sont égales, et dont les hauteurs AH, A'D', E'H', satisfont à la condition
AH = AD' 4- EH
le rectangle AGBH est égal à la somme des deux autres; car, si Ton prend sur AH une longueur AD égale à A'D% et qu*on
Fî|;. 25o.
fi-
mène la parallèle DC i AB, DH sera égale à E'H', en vertu de rhypothèse. Par suite, des deux rectangles ABCD, DCGH, qui composent le rectangle ABGH, le premier sera égal au rectangle A'B'C'D', et le second au rectangle E'F'G'H' (i»).
COHOLLAIRES.
418. Le rapport de deux rectangles de même base est égal au rapport de leurs hauteurs; en d'autres termes, l'aire d'un rectangle de base constante est proportionnelle à sa hauteur.
Car le théorème précédent prouve qu*un rectangle de base constante et sa hauteur satisfont aux conditions nécessaires et suffisantes (Note I) pour qu'il y ait proportionnalité entre ces grandeurs.
Comme on peut échanger la base et la hauteur d'un rectangle (416), on peut dire aussi que le rapport de deux rectangles de même hauteur est égal au rapport de leurs bases.
En rapprochant les deux derniers énoncés, on peut dire que l'aire d'un rectangle est à la fois proportionnelle à sa base et à sa hauteur.
Donc (Note l), le rapport des aires de deux rectangles quel-conques est égal au produit des rapports de leurs bases et de leurs hauteurs; en d'autres termes, deux rectangles quelconques sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur.
LIVAB IV. — LES AIRES. 3l1
THÉORÈME
419. L'aire d'un rectangle a pour mesure le produit du nombre qui mesure sa base par le nombre qui mesure sa hau^ teur, lorsque l'on prend pour unité d'aire le carré construit
sur l* unité de longueur.
En effet, soient {fg. aSo) ABGH le rectangle à mesurer, et A'B'C'D' le carré dont le côté A'B' = A'D' représente l'unité de longueur. On aura (418)
ABGH AB AH
Or, le premier membre de cette relation est égal au nombre qui mesure Faire ABGH (Notel), et les rapports qui composent le second membre sont respectivement égaux aux nombres qui mesurent la base et la hauteur du rectangle proposé. Donc, dans le système d'unités adopté, le nombre qui mesure l'aire du rectangle est égal au produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur. Ainsi, en désignant ces trois nombres par S, B, H, on a la formule
Comme ce théorème est d'un usage très-fréquent, on préfère renoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte, en disant simplement : L'aire du rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur.
SCOLIB.
420. L'aire d'un rectangle est encore égale au produit de sa base par sa hauteur, lorsqu'on prend pour unité d'aire le rectangle ayant pour .base la longueur prise pour unité de base, et pour hauteur la longueur prise pour unité de hauteur»
421. L'aire d'un carré est égale au carré de son côté; de là, le nom de carré donné à la seconde puissance d'un nombre.
Exemples
t* Quelle est la surface d'un rectangle dont la base est égalé à a*,34, et la hauteur à S^'iiy?
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On a pour Faire demandée :
ou 7 mètres carrés, 46 décimètres carrés, 46 centimètres carrés.
a" // a fallu i5 rouleaux de papier, de \o mètres de longueur chacun sur o^ ,60 de largeur, pour tapisser une paroi rectangulaire de 18"* ,25 de largeur; quelle est la hauteur de cette paroi?
La surface du rectangle considéré est
S = 10 X 0,60 X i5 — 90"^. Sa base étant iS^'y^S, on aura pour sa hauteur
à moins de i centimètre.
THÉORÈME
fc23« L'aire d'un parallélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Soit (fig. 25 1) le parallélogramme ABCD. On obtient le rectangle de même base et de même hauteur en menant des extrémités de la base AB sur le côté opposé les perpendiculaires AF et B£. Pour démontrer le théorème énoncé, il suffit alors(U9)de prouver l'équivalence du parallélogramme ABCD et du rectangle ABEF. Le trapèze ABED est une partie commune à ces deux figures; il reste donc à comparer les parties non communes BEC, AFD. Or ces parties non communes sont des triangles rectangles égaux, comme ayant l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal, savoir : BC = AD comme côtés opposés d'un parallélogramme, et B£ = AF pour la même raison.
LIYBB IT. — LES AIRES. 3l3
Corollaires.
i2&. En désignant par S, B, H les trois nombres qui mesurent respectivement l'aire d'un parallélogramme, sa base et sa hauteur, on a la formule
Donc :
Deux parallélogrammes de même base et de même hau" leur sont équivalents; deux parallélogrammes sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux parallélogrammes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux parallélogrammes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases,
THÉORÈME
425. L'aire d'un triangle a pour mesure la moitié du pro* duit de sa base par sa hauteur.
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de prouver que tout triangle est la moitié du parallélogramme de même base et de même hauteur.
Soit le triangle ABC {Jig. 2S2), On obtient un parallélogramme de même base BC et de même hauteur AE, en menant, par les sommets A et C du triangle, des parallèles AD et CD aux côtés opposés. Le triangle ABC est la moitié de ce parallélogramme ABCD, car tout parallélogramme est partagé par une de ses diagonales en deux triangles égaux. Donc, Taire du parallélogramme ABCD étant égale au produit de sa baseBC par sa hauteur AE (423), l'aire du triangle ABC sera égale à la moitié du produit de sa base BC par sa hauteur AE.
COROkLLAIRCS.
426. En désignant par S, B, H, les trois nombres qui mesurent respectivement Taire du triangle, sa base et sa hauteur.
3i4 GÉOMÉTRIE PLANS.
on a la formule
Donc :
Deux triangles de même base et de même hauteur sont équivalents; deux triangles sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux triangles de même base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux triant gles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
427. Quand le triangle est équilatéral, son aire s'exprime en fonction de son côté a.
La hauteur du triangle tombant alors au milieu de sa base, on a en effet
et la formule
devient
Exemple. — Quelle est la surface du triangle équiîatéral de I mètre de côté?
On a
à I centimètre carré près.
LIVRE IV. — LES AIRES. 3l
1*" La proposition du ix* 239 donne
bc = aR//, d'où abc = aR^/i = 4Î^-S, dt, par suite,
Ainsi , i'aire (Vun triangle est égale au produit des trois calés divisé par quatre fois le rayon du cercle circonscrit*
a* En joignant aux trois sommets Â, B, C, le centre 0 du cercle inscrit, on voit {fig, a53 ) que
ABC = OBC-t-OCA-+-OAB.
Et, comme les triangles indiqués dans le second membre ont respect!-
Fig. a53.
vement pour bases a, 6, <?, et pour hauteur commune le rayon r du cercle
inscrit , on a
^ ar br cr a->r b-\-c
ou
(a) S = pr.
V En joignant aux trois sommets le centre 0' du cercle ex-inscrit situé dans Tangle A, on voit que
ABC = 0'CA-fO'AB-0'BC
ou
„ br' cr ar* b-\-c—a , ao — aa , a = 1- — — — = • r = — ^-^— • r ,
c'est-à-dire
On trouverait de même
3j6 géométrie plakb.
Les formules (2), (3), (4), (5), donnent de nouvelles expressions de l'aire d'un triangle.
4** Les formules (1), (2), (3), (4), (5), permettraient inversement de calculer R, r, r', r', r*, en fonction des trois côtés, si Ton connaissait l'expression de Taire S en fonction de ces côtés.
Or, cette expression résulte immédiatement du calcul fait au n*" 229. On a trouvé» en effet,
d'où, en remarquant que S = - • /t,
(6) ^=Vp{p-a)[p-ù)Uj-^c).
On peut d'ailleurs établir cette formule géométriquement de la manière suivante {fg. 253).
£n multipliant les relations (2) et (3) membre à membre, on obtient
Les bissectrices OC et O'C des deux angles adjacents et supplémentaires BCA, BCQ, étant rectangulaires, les triangles OPC, O'QC, sont semblables comme ayant les côtés perpendiculaires , et Ton a
OP PP
^ = 5^ ou OP.O'Q = PC.C0.
Mais OP et O'Q sont respectivement égaux à r et à r', et, d'après le n"* 161, les longueurs PC et CQ sont respectivement égales bi p— b et
à p — c. On a donc
rr'=[p--b){p-c),
et, par suite, la relation qui représente le produit des équations (a) et (3)
devient
5** Enfin, en multipliant membre à membre les relations (a), (3), (4) et (5), on obtient
S* = /?(/? — fl) {/J — b) [p — cj.r.r'.r'.r", d'où résulte, eu égard à la formule (6), l'expression plus curieuse qu'utile
Application NUMiaiQUE. — Calculer Paire S et les rayons R, r, r\ r*/ r*, des cercles circonscrit, inscrit et ex-inscrits, relatifs au triangle qui a pour côtés
LIYRB IV. — IKS AIRES. 3lJ
On a d*abord
d'où
^ = 6, p -^ a = Zi p — ^ = a, /? — c — i.
Les formules (6), (i), (2], (3), (4), (5), donnent ensuite successivement
Le triangle considéré étant rectangle, puisque c' = «' -4- ^', il est facile de trouver directement les valeurs numériques que nous venons de déduire des formules générales.
429. Pour évaluer Taire d'un polygone, il suffit de décomposer ce polygone en triangles, de calculer les aires de ces triangles et de faire la somme des nombres ainsi obtenus.
Pour opérer cette décomposition, on peut choisir un point quelconque dans le plan du polygone et le joindre à tous ses sommets. Les bases des différents triangles formés seront les côtés du polygone, leurs hauteurs seront les perpendiculaires abaissées du point choisi sur ces côtés. Uaire du polygone sera la somme arithmétique ou algébrique des aires des triangles obtenus, suivant que leur sommet commun sera intérieur ou extérieur au polygone.
Souvent, on fait la décomposition en prenant pour centre Tun des sommets du polygone, c'est-à-dire en menant toutes les diagonales qui partent d*un même sommet.
430. Si Ton peut trouver dans l'intérieur du polygone un point à égale distance de tous ses côtés, c'est-à-dire si le polygone est circonscriptible, les triangles qui le composent ont pour hauteur commune le rayon du cercle inscrit, et son aire a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par le nijron du cercle inscrit.
THÉORÈME
431. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit de ta demi-somme de ses bases par sa hauteur.
3j8 géométrie plane.
Soit le trapèze ABCD {fig. 254). En menant la diagonale BC. on le partage en deux triangles ABC, BCD, qui ont pour hau-
Fig. 354*
leur commune la hauteur EF du trapèze, et pour bases respectives les bases même du trapèze. L'aire du premier est
égale à — • EF, celle du second à — • EF. En ajoutant ces
deux expressions, on trouve, pour l'aire du trapèze,
SCOLIES
432. En désignant par S, B, 6, H, les nombres qui mesurent respectivement l'aire d'un trapèze, ses deux bases et sa hauteur, on a la formule
433. Menons par le point G [Jig. 254)9 milieu du côté AC, une parallèle GH aux deux bases du trapèze. Cette parallèle coupera le côté BD et la diagonale BC en leurs milieux H et L (182). On aura donc
^. AB -„ CD . , . ,. ru ABh-CD
• GL = — > LH = — > cest-a-dire GH = •
La droite qui joint les milieux des côtés non parallèles d'un trapèze est donc égale à la demi*somme de ses bases, et Ton peut dire par suite que l'aire d'un trapèze est égale au produit de sa hauteur par la droite qui joint les milieux de ses ^ côtés non parallèles*
Exemple. — Lune des hases d'un trapèze égale 10 mètres^ sa hauteur est de 4 mètres, sa surface de 82 mètres carrés. On
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demande de calculer la longueur de la parallèle aux deux bases, menée à i mètre de distance de la base donnée.
En divisant la surface du trapèze par sa hauteur, on obtient 8 mètres pour la longueur de la droite qui joint les milieux de ses côtés non parallèles. Si Ton remarque maintenant que celte droite divise le trapèze proposé en deux autres trapèzes de hauteur égale à 2 mètres, on voit que, dans l'un de ces trapèzes, la droite dont on cherche la longueur est aussi celle qui joint les milieux des côtés non parallèles. Elle est
TO
donc égale à > ou à 9 mètres.
43Ï. Nous avons dit au ïi^V19 que, pour évaluer l'aire d'un polygone, on décomposait ce polygone en triangles. Plus généralement, il suffit de le décomposer en parties que l'on sache mesurer, et de faire ensuite la somme des aires partielles. Voici un procédé de décomposition très-usité, princi* paiement sur le terrain.
Fig. a55.
On mène la plus grande diagonale AF (Jîg. 255) du polygone proposé; puis, à l'aide des perpendiculaires BN, CP, DQ, £R, HO, GQ, abaissées des sommets extérieurs sur cette diagonale, on décompose le polygone en triangles et en trapèzes rectangles. En mesurant avec soin ces diverses perpendiculaires et les distances mutuelles de leurs pieds sur AF, on a tous les éléments nécessaires pour calculer les aires partielles dont le polygone considéré est la somme.
S II. - COMPARAISON DES AIRES
THÉORÈME
435. Le rapport des aires de deux polygones semblables est égal au carré de leur rapport de similitude, ou deux polygones
320 GÉOntTRIB PLANE.
semblables sont entre eux comme les carrés des côtés homo^ logues.
Soient d'abord deux triangles semblables ABC, A' B' C [fig. 256), ayant pour bases les côtés AB, A'B\ et pour hauteurs les droites CD, CD'.
On aura (4.25)
D» Bf
ABC - AB.CD, A'B'C ^ i VB'.C'D ,
d'où
ABC
AB
AB
AB
Soient maintenant deux polygones semblables S et S'. Leur rapport de similitude, égal à celui de deux côtés homologues
AB
quelconques AB et A'B', sera représenté par -jr^r Ces deux
polygones seront décomposables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés (209), et le rapport de similitude de deux triangles homologues sera égal au rapport de similitude des deux polygones. Si le polygone S est composé des triangles T, Ti, Ta, et le polygone S', des
AB A'B
Donc, lorsqu'on veut amplifier om réduire un polygone dans un rapport donné, ïéchelle à adopter pour amplifier ou réduire les côtés de ce polygone est égale à la racine carrée du rapport donné. Par exemple, si l'aire du nouveau polygone doit être la centième partie du polygone donné, il faudra faire ses côtés dix fois plus petits que les côtés homologues du polygone donné.
THÉORÈME
437. Deux triangles qui ont un angle égal ou supplémentaire sont entre eux comme les produits des côtés qui comprennent cet angle.
Soient deux triangles ayant un angle égal. On pourra tes placer Tun par rapport à Tautre comme le sont les triangles ADE, ÂBC [Jig. aSj), c*est'à-dire les disposer de telle sorte qu'ils aient un angle commun.
Menons alors la droite BB, et comparons successivement le triangle ABE aux deux triangles donnéâ. Les deux triangles AbC et ABE ont même
R. et DE C. — Tr, dû Géom. (l" Parlie). 21
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hauteur, puisque leurs bases AC, ÂE, opposées au sommet commun B, sont en ligne droite; on aura donc (426)
ABC _ AC.AB ADE " AE.AD
La démonslralion subsiste pour deux triangles ABC, AD'E, qui ont un angle supplémentaire; il suffît de remplacer partout la lellre D par la lettre D'.
THÉORÈME
438. Le carré construit sur V hypoténuse d*un triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés construits sur les côtés de l'angle droit (Jig, 258).
"TTi ~
Soit le triangle ABC rectangle en A ; soient les carrés ABDE, ACFG, BCHK, construits sur ses trois côtés. L'angle en A étant droit, le côté AE du carré ABDE sera le prolongement du côté CA du triangle, et le côté Ati du carré ACFG sera le prolongement du côté BA.
LIVRE IV. — LES AIRES. SaS
Ceci posé» abaissons sur Thypoténuse BC la perpendiculaire AL» et prolongeons-la jusqu'en I où elle coupe le côté KH; menons les droites AK et DC. Le triangle A6K a môme base BK que le rectangle BKIL, et il a aussi même hauteur, puisque son sommet A se trouve sur la droite IL : le triangle ABK équivaut donc (425) à la moitié du rectangle BKIL. De même, le triangle BCD équivaut à la moitié du carré ABDE, car il a même base BD et même hauteur, puisque son sommet C se trouve sur la droite EA. D'ailleurs, les deux triangles ABK et BDC sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : Tangle ABK égal à l'angle CBD, comme formés tous deux d'un angle droit et de Tangle ABC du triangle donné; le côté BK égal au côié BC comme côtés d'un même carré; le côté AB égal au côté BD pour la même raison. De l'égalité des deux triangles ABK et BDC, on conclut l'équivalence du rectangle BKIL et du carré ABDË.
On démontrerait d*une manière analogue, en menant les droites AU et BF, l'équivalence du rectangle CUIL et du carré A CFG.
Le carré BCIIK, somme des deux rectangles BKIL et CHIL, est donc équivalent à la somme des deux carrés ABDE ei ACFG.
Corollaires.
439. Deux rectangles de même hauteur étant entre eux comme leurs bases, on a
BKIL _ BL CHIL CL
BCUK " BC ^^ BCHK ~ BC '
d'où, en remplaçant les rectangles par les carrés équivalents,
ABDE _ ACFG BCHK BL ■" CL "" BC '
Les carrés construits sur les côtés de l'angle droit et sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle sont donc respective^ ment proportionnels aux projections ie ces côtés sur ilirpo^ iénuse et à l'hypoténuse elle-même.
4W. Si Ton construil sur les côiés de l'angle droîl et sur l*hypolénuse d*un triangle rectangle ABC trois polygones sem« blables P, Q, R, on aura (435)
d'oii
AB AC
c'est-à-dire {224)
SCOLIE
BC
Ab' -f- AC'
BC
441. On peut donner du théorème qui précède (438) une autre démonstration qui montre comment on peut décomposer effectivement le carré construit sur l'hypoténuse en parties capables de recouvrir les carrés construits sur les côtés.
Soit (yî/f. 259) le triangle ABC rectangle en A. Sur l'hypolcnuse BC, construisons le carré BCHK. Des sommets H et K,
Fig. a59.
abaissons sur le côté AB et sur son prolongement les perpendiculaires HG et Kl; des sommets C et K, menons à ce même côté, jusqu'à la rencontre de HG, les parallèles CF et KL.
Les quatre triangles rectangles ABC, CFE, HLK, KIB, sont égaux, comme ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu égal. GIKL et ACFG sont donc les carrés construits sur les côtés AB et AC du triangle donné. La figure montre alors immédiatement que, si l'on enlève les deux triangles IICF, HLK, qui, avec le pentagone irrégulier CFLKB, constituent le carré construit sur l'hypoténuse, pour les placer on CAB et BKI, on forme, avec les trois mémos parties disposées de cette nouvelle façon, la figure ACFLKI, qui est précisément la somme des deux carres construits sur les deux côtés de l'angle droit.
LIVRE IV. — LES AIRES
4^2. Enfîn, on peui encore déduire le même théorème de celui du n"* 22k. Car, puisque Faire du carré construit sur une droite a pour mesure le carré du nombre abstrait qui mesure la longueur de cette droite, on voit que le théorème du n" 22& exprime que la mesure du carré construit sur l'hypoténuse est égale à la somme des mesures des carrés construits sur les côtés de l'angle droit, et, par suite, que le premier carré équivaut à la somme des deux autres. Inversement, on passerait du point de vue concret au point de vue abstrait, c'est-à-dire du n^ 438 au n° 224, en remplaçant les aires des carrés par leurs mesures respectives.
La même remarque s'applique aux diverses relations numériques que nous avons démontrées dans le § IV du Livre III, entre les divers éléments d'un triangle rapportés à une unité commune. De ces relations, résultent immédiatement autant de théorèmes sur les aires, et Ton pourrait inversement donner des démonstrations directes de ces derniers théorèmes et en déduire ensuite les relations numériques correspondantes.
§ ni. - AIRES DU POLYGONE RÉGDLffiR ET DU CERaE.
DEFINITIONS
443. Un secteur circulaire est la portion de cercle comprise entre un arc ACDB et les rayons OA, OB, menés aux extrémités de cet arc (Jig. 260).
Mn secteur polygonal régulier es\ la portion de plan comprise entre une ligne brisée régulière ACDB et les rayons OA, OB, menés du centre 0 de cotte ligne (208) à ses extrémités. En divisant en un nombre quelconque de parties égales Tare
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AB du secteur circulaire OAB el joignant les points de division, on obtient un secteur polygonal régulier OACDB inscrit dans le secteur circulaire.
THÉORÈME
44 V. L'aire d*un polygone régulier a pour mesure le pro- (luit de son périmètre par la moitié de l'apothème {^g, 261).
En effet, en joignantlecentreO du polygone régulîerABCDEF à tous ses sommets, on décompose ce polygone en triangles OAB, OBC,. . ., OFA, qui ont respectivement pour bases les côtés AB,BC,.. ., FA, et pour hauteur commune TapothèmeOG. La somme des aires de ces triangles, c'est-à-dire Taire du polygone, a donc pour mesure le produit de la somme des côtés AB, BC,. . ., FA, par la moitié de l'apothème OG, c'est-à-dire le produit du périmètre par la moitié de l'apothème.
En désignant par S, /?, rz. Taire, le périmètre et Tapothème du polygone proposé, on a donc la formule
S= -pa.
Corollaire.
445. Le rapport des aires de deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés est égal au rapport des carrés de leurs apothèmes ou de leurs rayons.
En effet, soient /?, a, r, le périmètre, Tapothème et le rayon du premier polygone, et /?', a\ r', le périmètre, Tapothème et le rayon du second. En vertu du théorème précédent, le rapport des aires est égal à
i£l ou à t.l.
LIVRE IV. — LES AIRES
D'ailleurs, on a (269)
Le rapport des aires est donc égal à
— ou a -y;-
Celle proposition résulte encore de ce que deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables (269), et de ce que les aires de deux polygones semblables sont eittre elles comme les carrés de leurs droites homologues (435,211).
SCOLIB.
446. Par un raisonnement analogue à celui du n<^ 444, on prouverait que l'aire d'un secteur poljrgonal régulier OXCDB {Jig. 260 ) a pour mesure le produit du périmètre de la ligne brisée régulière ACDB par la moitié de l'apothème 01.
4i7. Soil OAB un secteur' circulaire (Jîg. a6o). En parlagcant Tare AB on un nombre quelconque n de parties égales et menant des tangentes par les milieux des divisions ainsi obtenues, on forme deux secteurs polygonaux réguliers OACDB, OÀ'G'D'B', semblables, l*un inscrit et Tautro circonscrit au secteur circulaire OAB. Si Ton désigne par a eip l'apothème et le périmètre de la ligne brisée régulière ACDB, et par é/ et // Tapothème et le périmètre de la ligne brisée régulière A'C'D'B', le
rapport des aires des deux secteurs polygonaux sera —,•-;• D'ailleurs,
il résulte du n*201 que, lorsqu'on fait croître n indéfiniment suivant uno^
loi quelconque, les rapports^,) -;) ont pour limite l'unité. Donc, il en est
do même du rapport —-7) et par suite, à fortiori, du rapport du secteur
circulaire à chacun des deux secteurs polygonaux qui le comprennent. Donc:
L*aire d'un secteur circulaire est la limite commune des aires des secteurs polygonaux réguliers semblables inscrit et circonscrit, lorsqtûon fait croùre indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée inscrite.
El, do même, raire d*un cercle est la limite commune des aires des polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit, dont on fait croître indé* finimcnt le nombre des côtés.
GÊOMÉTR» PLANS.
Il importe de remarquer q ne ces deux énoncés sont de véritables r/w*orèmes, tandis que les énoncés analogues (i91 ) sur la longueur de I*arc et de la circonférence ne sont que des définitions,
THÉOBÈME.
W8. Uaire d^un cercle a pour mesure le produit de sa r/rconférence par la moitié du rayon.
L'aire du cercle est la limite des aires des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés croit indéfiniment. D*après cela, soient S, C, R, Taire, la circonférence, le rayon du cercle considéré, et s, p, a. Taire, le périmètre et Tapothème d*un polygone régulier inscrit dans ce cercle. On a ( kkk)
Lorsqu'on fait crottre indéfiniment le nombre des côtés du polygone régulier inscrit, s tend vers S, p vers C et a vers R. On a donc, à la limite,
Corollaires.
449. En remplaçant dans la relation précédente la circonfcrence C par sa valeur
(2) C = 27rR, on obtient la nouvelle formule
(3) S = 7rR%
qui montre :
I** Que, pour calculer l'aire d'un cercle de rayon donné, il faut multiplier par t: le carré du rayon;
2" Que, pour calculer le rayon d'un cercle d*aire donnée^ il
faut multiplier par- ou diviser par tt le nombre qui exprime
cette aire, et extraire la racine carrée du résultat.
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iSO. Si, au lieu d'éliminer C entre les relations (i) et (2], on élimine R, on trouve la formule
qui permet de calculer directement la surface, connaissant la circonférence, ou la circonférence, connaissant la surface. Cette formule est beaucoup moins usuelle que les précédentes.
Exeuples
I** Quelle est la surface d'un bassin circulaire dont le rayon est 2™,25?
On a
S = 7r(2,5)'=rr.6,25
et, en prenant pour 77 la valeur 3,142 approchée à moins d*un millième, on trouve S = i6"**i,63 à moins d'un décimètre carré.
2* Quel est le rayon du cercle dont la surface est de 20 mètres carrés?
La formule
7rR*= 20
donne
8 moins d'un centimètre.
3*» Quelle est la surface d'un cercle dont la circonférence est égale à 10 mètres?
On a
a moins d'un décimètre carré.
i52. Le rapport des aires de deux cercles est égal au rapport des carrés de leurs rayons.
Car» en désignant par S et R l'aire et le rayon du premier
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cercle, et par S' et R' Taire et le rayon du second, on a
S==7rRS S'==7rR'S d'où J = ^-
THÉORÈME
453. L'aire d'un secteur circulaire a pour mesure le produit de son arc par la moitié du rayon,
L*aire du secieur circulaire est la limite des aires des secteurs polygonaux réguliers inscrits (447) dont on fait croître indéfiniment le nombre des côtés. D'après cela, soient S l'aire du secteur considéré, / la longueur de l'arc qui le termine, et R le rayon de cet arc; soient de même s l'aire d'un secteur polygonal régulier inscrit, p le périmètre de la ligne brisée régulière qui le termine, et a l'apothème de cette ligne brisée.
On a (446)
Mais, lorsqu'on fait croître indéfmiment le nombre des côtés de la ligne brisée régulière inscrite, s tend vers S, p vers /, cl a vers R. On a donc, à la limite,
(5) S=:/.iR.
Corollaires.
454. En comparant les formules (i) et (5), on voit que le secteur est au cercle entier comme son arc est à la circonfé" rence.
Si n est le nombre de degrés de l'arc* le rapport de cet arc
n à la circonférence sera ^^5 et par suite l'aire S du secteur
s'obtiendra en multipliant par ce rapport l'aire ttR' du cercle, de sorte qu'on aura
3Go
Cette formule permet de calculer l'une quelconque des quantités S, R, /i, lorsqu'on connatt les deux autres.
Exemples
1* Quelle est Vaire du secteur de 60 degrés dans le cercle dont le rajron est de 10 mètres?
L'arc de 60 degrés étant le sixième de la circonférence, le secteur correspondant est le sixième du cercle, c'est-à-dire
-IH^iE = 52«»q, 3599,
à moins d'un centimètre carré.
2'» L'aire d'un secteur est égale à l'aire du carré construit sur le rayon. Quel est le nombre de degrés de l'arc qui le termine?
La formule
donno
3oo
3* Quel est le rayon du cercle dans lequel le secteur de 45 degrés renferme o">*i, i25o ?
La formule
7rR'~- 1^0, i25o ou 7rR'= 0,1250.8 -- I 3oo
donne
Rr^i/^=o'",564.
456. Le rapport des aires de deux secteurs semblables, c'està-dire terminés par des arcs semblables, est égal au rapport des carrés de leurs rayons.
En effet, S, /, R, étant Taire, la longueur de l'arc et le rayon du premier secteur, et, S', /', R', Taire, la longueur de Tare et le raj'on du second secteur, on a
or, les deux arcs / el /' étant semblables, leur rapport est égal à celui de leurs rayons (296) : on a donc
THÉORÈME
457. L'aire d'un segment circulaire a pour mesure le pro^ (luit de la moitié du rayon par l'excès de son arc sur la moitié de la corde de l'arc double {/ig, 262 )
Fig. 36a.
En effet, le segment AMB, c'est-à-dire la portion du cercle comprise entre l'arc AMB et sa corde AB, est égal à l'excès de l'aire du secteur OAMB sur Taire du triangle OAB. Or, Taire
du secteur a pour mesure arcAB*- OA; Taire du triangle a
pour mesure BP -- OA, BP étant la perpendiculaire abaissée du
point B sur le rayon OA, c'est-à-dire la moitié de la corde BB' de Tare BAB' qui (102) est le double de Tare AB. On a donc, en désignant par S Taire du segment,
S== arcAB • - OA - - BB' • - OA, 2 2 2
ou
Sr..^-(arcAB-^BB'y
Lorsque la corde BB' est le côté de Tun des polygones réguliers que Ton sait inscrire (Liv. Il], § VU), on peut calculer directement cette corde, par suite Taire du segment; sinon, il faut recourir aux Tables trigononiétriques.
Exemple
Quelle est l'aire du segment de 60 degrés dans le cercle dont le rayon est 2 mètres?
L'arc AB est ici le sixième de la circonférence; il est donr égal à
4îr 27r
La corde BB' est le côté du triangle équilatéral inscrit, égal a 2v/3; on a donc
S = ^-V^3=ro«i, 362344,
à moins d'un millimètre carré.
Corollaire.
459. Le rapport des aires de deux segments semblables, c'est-à-dire terminés par des arcs semblables, est égal au rapport des carrés de leurs rayons*
En effet, soient S etT les aires du secteur et du triangle dont le premier segment est la différence, et S' et T' les aires du secteur et du triangle dont le second segment est la différence; les secteurs S et S' sont semblables, ainsi que les triangles T et T ; donc, si l'on désigne par R et R' les deux rayons, on aura
§7 — i^/a' X' ~ R" ^^ S' "" r '^ IM''
et, par suite, en vertu d'une proposition connue sur les rap< ports égaux,
IV. ^ PROBLÈMES SUR LES AIRES
PROBLÈME
4G0« Construire un triangle équivalent à un polygone donné {Jig. 263, 264 ).
Soil, par exemple, le pentagone convexe ABCDE {Jig, 263).
En menant la diagonale EC, on détache de ce pentagone le triangle ECD. Si par le sommet D on mène alors une parallèle DF à la diagonale EC, tous les triangles qui auront EC
pour base et leurs sommets sur DF seront équivalents au triangle ECD {k26), et Tormeront avec le quadrilatère ECBA un polygone équivalent au pentagone proposé. Or, pour que le nouveau polygone ABCFE ait un sommet de moins, il suffit de choisir parmi tous ces triangles celui dont le sommet est en F, à la rencontre de la parallèle DF et du côté BC prolongé.
La construction indiquée permettant de transformer un polygone quelconque en un polygone équivalent , mais ayant un côté de moins, on arrivera toujours, en la répétant, à un triangle équivalent au polygone proposé.
Dans la Jig. 263, en menant par le sommet A» jusqu'à la rencontre de FB prolongé, la parallèle AG à la diagonale £B, on passe du quadrilatère EABF au triangle équivalent FEG. Ce triangle est donc équivalent au pentagone primitif.
461. Lorsque le polygone considéré n'est pas convexe [fig. 264), la construction reste la même. Le pentagone concave ABCDË, augmenté du triangle EDC, équivaut au quadrilatère ABCE; et ce quadrilatère, diminué du triangle EFC, qui est équivalent au triangle EDC, donne le quadrilatère ABFE équivalent au pentagone proposé.
SCOLIE
462. Le problème précédent fournit un nouveau moyen pour évaluer l'aire d'un polygone; on peut, en effet, transformer le polygone considéré en un triangle équivalent, puis calculer l'aire de ce triangle.
LIVRE IV. — LES AIRES
Appliquons ce procédé à la recherche de Taire du trapèze.
Soit {fig, 265) un trapèze quelconque ABCD. Menons la diagonale ïih cl la parallèle CE à cette diagonale jusqu'à la rencontre de la base AB prolongée.
Le triangle ADE sera équivalent au trapèze ABCD. Il a d*ailleurs même hauteur DF, et sa base A£ est la somme des deux bases du trapèze. On retombe ainsi sur la mesure connue (431).
PROBLÈME
Construire un carré équivalent à un polygone donné
Supposons d'abord qu'on veuille construire un carré équivalent à un triangle donné. Soient X le côté de ce carré, B et H la base et la hauteur du triangle proposé. On devra avoir (421,425)
Le côté du carré cherché sera donc une moyenne proportionnelle à la moitié de la base du triangle et à sa hauteur.
S'il s'agit d'un parallélogramme, d'un trapèze, d'un polygone régulier et, en général, d'un polygone dont l'aire soit exprimée par le produit de deux lignes, il suffira de chercher la moyenne proportionnelle à ces deux lignes. On obtiendra ainsi le côté du carré équivalent.
Dans tout autre cas, on transformera le polygone donné en un triangle équivalent (460), et on cherchera le carré équivalent à ce triangle, comme on vient de le dire.
464. Trouver deux droites proportionnelles à deux polygones donnés.
On pourra toujours remplacer les polygones considérés par
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les carrés équivalents (463). Soient a el a' les côtés de ces carrés, x Qif les droites cherchées. On devra avoir
On peut choisir arbitrairement Tune des deux droites cherchées, X par exemple, et poser/ = a'. Il vient alors
— = — ou X=L-f'
X sera donc, dans celte hypothèse, une troisième proportionnelle (247) aux côtés a' et a; el le rapport de cette troisième proportionnelle à a! sera le même que celui des polygones donnes.
PROBLÈME
465. Construire un polygone équivalent à un polygone P et semblable à un polygone Q.
11 s'agit ici de transformer un polygone donné P en un autre polygone X équivalent au polygone P, mais semblable à un second polygone donné Q.
Soient q un côté quelconque du polygone Q, et x le côté homologue du polygone X. On devra avoir (433)
ou, puisque le polygone X doit être équivalent au polygone P,
Remplaçons les polygones Q et P par les carrés équivalents a^ et 6' (463). 11 viendra
Le côté X est donc une quatrième proportionnelle aux trois droites a, 6, q (246), et il restera à construire sur ce côté, homologue du côté ^, un polygone semblable au polygone Q(253).
LIVRE IV. — LES AIRES
PROBLÈME
4^66. Deux figures semblables étant données, construire une figure semblable égale à leur somme ou à leur différence.
S'il s'agil de deux carrés dont les côlés soient a et i(a>6), le côté X du carré égal à leur somme sera l'hypoténuse du triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit a et 6; le côté jr du carré égal à leur différence sera le second côté de l'angle droit d'un triangle rectangle ayant a pour hypoténuse et b pour premier côté de l'angle droit (438).
S'il s'agit de deux polygones semblables A et B (A> B), dont deux côtés homologues quelconques soient a et 6, le côté homologue x du polygone semblable X = A+ B sera l'hypoténuse du triangle rectangle construit sur a et 6 comme côtés de l'angle droit; le côté homologue x ^u polygone semblable Y = A— Bsera le second côté de l'angle droit du triangle rectangle ayant a pour hypoténuse et b pour premier côté de l'angle droit (UO).
Dans le cas de deux cercles ayant R et R' pour rayons, il suffit de remplacer dans l'alinéa précédent a et 6 par R et R', pour trouver les rayons x tx jr des cercles égaux respectivement à la somme ou à la différence des deux cercles donnés.
4C7. Soit à construire une droite x liée à plusieurs longueurs données a» 6, c, d, e, par une expression de la forme
x = ^a^-^ b^— c'H- d'— tiK
On cherchera d'abord « = ^a^ h- 6' à l'aide d'un triangle rectangle ayant a et 6 pour côtés de l'angle droit: a sera l'hypoténuse de ce triangle; puis |3 r^ v^a' — c», à l'aide d'un triangle rectangle ayant a pour hypoténuse et c pour côté de l'apgle droit; ^ sera le second côté de ce triangle. De môme, on cherchera y -- v^jâ'4- rf' et X = v^y'— e', par deux autres triangles rectangles ayant, le premier ^ et rf pour côlés de l'angle droit, le second y et e pour hypoténuse et côté de l'angle droit : X sera le second côté de ce dernier triangle.
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SCOLIE
468. 11 résulte du dernier alinéa du xi^ 466 que si, sur les trois côtés d'un triangle rectangle ABC [Jig. 266) comme diamètres, on décrit des demi-cercles, le demi-cercle décrit sur
Fig. 266.
rhypoténuse sera équivalent à la somme des demi- cercles décrits sur les côtés de l'angle droit. En enlevant de part et d'autre les parties communes ApB, AqC, qui sont ombrées sur la figure» on voit que la somme des deux lunules AmBpA^ AnCqAy est équivalente à l'aire du triangle rectangle ABC. Cette proposition est attribuée à Hippocraie.
PROBLÈME
469. Construire un polygone semblable à un polygone donné, et dont l'aire soit à celle de ce polygone dans le rapport de deux droites données M e/ N [fig- 267).
Fîg. 267.
Supposons d'abord que le polygone donné soit un carré, et soit A son côté. Si X est le côté du carré cherché, on devra avoir (435)
La question est donc de construire un triangle rectangle tel,
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que le rapport des segments déterminés sur l'hypoténuse par la perpendiculaire abaissée du sommet de Tangle droit soit
égal à rrr (4^39), et que le côté adjacent au segment qui correspond à N soit égal à A.
Or» en portant sur une droite indéfinie BC = M, CD = N, en décrivant une demi-circonférence sur BD comme diamètre» et en menant à 61) la perpendiculaire CE jusqu'à la rencontre de cette demi-circonférence, on obtiendra un triangle rectangle BED dans lequel les segments de l'hypoténuse présenteront le rapport demandé. 11 en sera de même (213) pour tous les triangles rectangles semblables qu'on formera en menant entre les côtés de l'angle droit BED, prolongés ou non, une parallèle à l'hypoténuse BD. Parmi tous ces triangles» celui dont le côté» dirigé suivant ED» est égal à A» répond à la question.
On portera donc sur ED la longueur EG = A; par le point G, on mènera à BD la parallèle GF jusqu'à la rencontre de EB, et FE représentera le côté du carré cherché. On a» en effet»
Êf' F h BC Êf' m
1 VUl t''t\ ^^
£Q* HG""CD A» N
(70. Soit maintennnt un polygone quelconque P» soient p l'un de ses côtés et a: le côié homologue du polygone cherché X. On devra avoir, d'après l'énoncé.
d'où
ei p
Le problème se trouve donc ramené à trouver le côté d'un carré qui soit à un carré donné dans le rapport de deux droites données» question que nous venons de résoudre. Quand on \ aura obtenu le côté x homologue de p, il restera à construire sur ce côté un polygone semblable au polygone P.
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V2i, Dans le cas de deux cercles, en désignanl par x ei r leurs rayons, on devra avoir
Tir» N r^ N
Cest encore le même problènoe.
&72. Si le rapport -j^ élait donné numériquement et égal,
par exemple, à -< on choisirait une certaine longueur pour
uniié, et Ton rentrerait dans le cas précédent en prenant les droites DC et CD égales à cinq fois et à sept fois cette longueur.
473. On peut aussi, dans ce cas, opérer de la manière suivante. Soit
— = -. Sur KH. côté du carré donné, comme diamètre {Jî§. 268), décrivez une demi-circonférence. Divisez KH au point I dans le rapport do
Fig. 268
Fig. 269.
5à2 = 7 — 5, et menez à RH la perpendiculaire IL. La droite KL sera
le côté du carré cherché (439).
Si le rapport r^ est plus grand que i et égal à ^ 9 par exemple, divisez
le côté donné KH {^g. 269), au point I, dans le rapport de 7 à a = 7 — 5. Décrivez sur Kl comme diamètre une demi-circonférence, et menez au point H à Kl la perpendiculaire HL. La droite KL sera le côté du carré cherché (223).
LITIB !▼. — LES AIRES.
FORMULE DE SIMPSON
474. Soit à évaluer approximativement Taire comprise entre un arc de courbe quelconque AB, une droite fixe XY et les perpendiculaires AA', BB' abaissées sur cette droite par les extrémités de l'arc AB.
Nous supposerons d'ailleurs que l'arc AB soit, dans toute son étendue, concave vers la droite XY, sans quoi on le décomposerait en plusieurs parties, et l'on évaluerait séparément Taire correspondante à chaque partie.
Divisons la base A'B' en un nombre pair de parties égales, en dix par exemple, et par les points de division C, D', E', F', G', 11', 1', K', L', élo-
Fîj. a;o.
vons des perpendiculaires à XY. Désignons respectivement par r^yu >s» . • • »/iii les perpendiculaires ou ordonnées AA',CC,DD', . . ., BB', et par h la distanco constante de deux ordonnées consécutives.
Soit m la somme des aires des trapèzes inscrits compris entre les ordonnées successives. A l'extrémité de chaque ordonnée de rang pair, menons la tangente en la limitant aux deux ordonnées qui comprennent celle que Ton considère; nous formerons ainsi une suite de trapèzes circonscrits compris entre les ordonnées successives de rang impair; représentons par &1 la somme de ces trapèzes circonscrits.
L'aire cherchée est évidemment comprise entre /w et M, et si Ton prend pour valeur approchée de cette aire une quantité S comprise entre m et M, Terreur correspondante sera moindre que la plus grande des différences M — S, S — m.
La méthode de Simpson consiste à prendre S « w -+- ^ (M — m);
Terreur est donc alors moindre que r (M — m)
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Or, si Ton désigne par P la somme des ordonnées de rang pair et par 1 la somme des ordonnées de rang impair autres q\iQ les extrêmes, augmentée de la demi-somme de ces ordonnées extrêmes, on a
M = a/«jj -h 2/1J4-H. . .-H a/i/10 = a/'P,
et, par suite,
Il en résulte, pour la valeur approchée de Taire, S = /ifP-t-lH — ~ \
avec une erreur moindre que a/i. — ^— •
Cette démonstration fort simple nous a été communiquée par M. Mantion.
FORMULE DE PONGELET.
La base A'fi' doit ici encore être partagée en un nombre pair de parties égales, dix par exemple (fg. ayi). Nous désignerons les onze ordonnées correspondantes par^i,/2, /j, . . . jio,/ii- Parles extrémités de
Fig. 271.
toutes les ordonnées de rang pair Xtyfki • • • )/iO} menons des tangentes à la courbe ÂB, et terminons ces tangentes aux deux ordonnées voisines. Nous formerons ainsi une série de trapèzes dont la somme, évidemment supérieure à l'aire cherchée dans le cas de la figure, sera une limite supérieure du résultat demandé.
Enappelant h l'intervalle constant entredeux ordonnées consécutives, on a
trapèze AD'= a/z./^i, trapèze DF = 2/1./4,
trapèze KB'= a/i.^io- En désignant par S la somme de ces trapèzes, il vient
S= 2/i(jî-+-j4-H...-hJio) :
LIVBE IV. — LES AIRES
la parenlhèse renferme toutes les ordonnées de rang pair. En désignant leur somme par P, on aura donc
Menons les cordes ÂC et BL, qui correspondent aux divisions extrêmes; puiS) dans l'intervalle, les cordes CE, EG, GI, IL, qui correspondent chacune à deux divisions. Nous formerons une nouvelle série de trapèzes dont la somme sera une limite inférieure du résultat demandé. On a
trapèze AC'= // T-^^J—^A,
trapèze CE' ^ ih {j^^^\ >
trapèze IL' = 2//(-^'"^M,
trapèze LB' = // (•^'^"^•^'") • En désignant par s la somme de ces trapèzes, il vient
ou bien, en ajoutant et en retranchant dans la parenthèse '^' ^ '*?
A étant Taire cherchée, on a
Mais la moyenne
tombe aussi entre s et S. On peut donc, sauf une
erreur que nous estimerons, prendre
dans cette formule, P désigne, comme nous l'avons dit, la somme de toutes les ordonnées de rang pair, E est la somme des deux ordonnées extrêmes, E' est la somme des deux ordonnées voisines des deux extrêmes. L'avantage de cette formule, quand le nombre des divisions est grand, c*cât qu'il n'y entre que les ordonnées de rang pair et les deux ordonnées
extrêmes, ce qui dispense de calculer les ordonnées intermédiaires de rang impair.
Il reste à indiquer une limite supérieure de l'erreur commise en em-
ployant la formule. Comme A tombe entre S et ou entre et /,
Terreur que Ton fait en substituant à A est moindre que S
ou que j, c est-a-dire que
Menons sur la figure les droites AB et CL; ces deux droites coupent Fordonnée du milieu GG' en deux points M et N, et l'on a
MN
On peut donc, après avoir tracé la courbe, mener provisoirement les deux premières et les deux dernières ordonnées, ainsi que celle du milieu, en donnant à h une certaine valeur; puis, avant tout calcul, vérifier, en mesurant MN, si l'approximation demandée est bien obtenue, c'est-à-dire si la valeur choisie pour /i est convenab'e.
Remarque, — Si l'arc AB était convexe vers la droite XY dans toute son étendue, une marche analogue conduirait à la même formule. Si cet arc "était en partie concave et en partie cQnvexe, en menant une perpendiculaire à XY par le point d'inflexion, on mesurerait, d'après les règles précédentes, les aires situées de part et d'autre de cette perpendiculaire et l'on en ferait la somme.
Jppltcation, — Pour le quart de cercle de rayon i , on trouve, en divisant le rayon en dix parties égales :
ja = 0,995,
^4 =Oi954.
X. =o,8CG
LIVRK IV. — LES ÀIBES.
TT
La vraie valeur est - = o"*',7854. La formule de Simpson donne
o'^jSiS, celle de Poncelet donne o!^,yS2'à.
II — Sur la différence entre la longnenr d'un arc de cercle
et celle de sa corde.
LEMME
475. Vaire d'un triangle isocèle PNQ, inscrit dans un segment citruiaire moindre qu^un demi-cercle, est plus petite que le cube de rare a qui limite ce serment, divisé par 16 fois le rayon R (Jîg. ^72).
Car celte aire, ayant pour expression (428, 1°)
PO.PN.QN
est moindre quo
THÉORÈME
476. La différence entre un arc de cercle ABA' moindre qtiune demicirconférence et sa corde A A' est plus petite que le cube de l'arc divisé par a4 fois le carré du rayon [Jig, 272).
Désignons par a l'arc ABA', par c sa corde AA' et en général par c.
la corde de l'arc -r»
B étant le milieu de l'arc ABA', Taire du segment ADB a pour mesure (457 )
a \a ay
ou 7(<î — c),
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D'autre part, si l'on prend le milieu D de Tare AB, puis les milieux E et E, des arcs ÂD et DB, et ainsi de suite, et si l'on désigne respectivement par /, , ^2* . . . , les aires des triangles ÂDB, AED, . . . , l'aire du segment sera la limite de la somme
/, -H a/, -f- 2V3 -h . . . -f- a"-' /^ -H . . . . Donc, comme, d'après le lemme précédent (475), on a
16R \aV '
on aura aussi
ou
c'est-à-dire
« - ^ < ÔTSI
ou enfin
Pour présenter une application de cette formule, cherchons, par exemple, quel doit être le rayon R dUin cercle pour que la différence entre un are de 60 mètres et sa corde n'atteigne pas i millimètre.
11 suffit, d'après la formule (1), que R satisfasse à l'inégalité
24 R' ~ *ooo
ou R > 3ooo
Le rayon du cercle devra donc être au moins égal à 3 kilomètres. Remarque, — La formule (1) répond à la formule trigonométrîqu^
connue
(2) • X — sinx < —•
En effet, si Ton suppose R = i et /? = 2x, on a
f = 2 sinx,
III. — Sur les mazimnms et les minimiuns des figures planes
477. On attribue à TËcole de Pythagore les premières recherches, par voie synthétique, sur les maximums et les minimums des figures. En 1782, Lhuilier (De relatione mutuA capacitalis et terminorum Jîgurarum) a résumé toutes les découvertes faites sur ce sujet depuis les Grecs jusqu'à R. Simpson; il a corrigé avec une admirable sagacité les erreurs de ses devanciers et accru considérablement par ses propres découvertes le domaine de cette théorie. Enfin, en 1842, Steiner, dans deux Mémoires [Jour* nal de Crelle, t. XXIV), véritables chefs-d'œuvre de Géométrie synthétique, a fait connaître, pour la recherche des maximums des figures planes, cinq méthodes, dont les deux premières s'appliquent à la sphère. Nous exposerons ici la première de ces méthodes, qui surpasse d'ailleurs les autres en élégance et en généralité.
478. Entre tous les triangles isopérimètres et de même base AB, le triangle isocèle ACB est un maximum {fig, ^73 ).
Flç. 273.
En effet, soit ADB un triangle non isocèle construit sur la base AB, audessusd'elle et tel que AD-h DB = AC+CB. Les triangles ÂCB, ADB, ayant une partie commune AEB, il s'agit de prouver que le triangle BED est moindre que le triangle AEC. Or si l'on prend sur EA et sur EC, EF = EB et EG = ED, les triangles FEG, BED, seront égaux, et il suffira do faire voir que le triangle FEG est compris dans AEG, c'est-à-dire que le point F tombe entre E et A, et le point G entre E et C.
D*abord F tombe entre E et A ; car l'angle p, égal à a , est supérieur à 7; donc EA est plus grand que EB ou EF.
En second lieu, G tombe entre E et C; il suffit pour le prouver d'éta»
blir l'inégalité
EG = ED, FG = BD, EF = EB
Tinégalité précédente ne diiïère donc pas de
AD-i-DB ou ACH-CB<AF-hFC-hCB,
c'est-à-dire de l'inégalité
AC<AF-4-FC, qui est évidente.
479. Réciproquement, entre tous les triangles de même base et de même aire^ le triangle isocèle 0 a le périmètre minimum.
En effet , soit U un triangle non isocèle ayant la même base et la même aire que G, et G, un triangle isocèle ayant la même base et le même périmètre que U; d'après le théorème précédent. G, sera plus grand que U, c'est-à-dire que G ; or, de deux triangles isocèles construits sur la même base, celui qui a l'aire la plus grande a le périmètre le plus grand ; donc le périmètre de G„ c'est-à-dire le périmètre de U, est plus grand que celui de G.
Nous supprimerons dans ce qui suit les démonstrations das réciproques; ces démonstrations seraient toutes analogues à la précédente.
Corollaire.
480. Entre tous les triangles de même périmètre, le triangle équilatéral est un maximum; car le triangle maximum correspondant au périmètre donné doit être isocèle , quel que soit celui de ses côtés que l'on prenne pour base.
Réciproquement, entre tous les triangles équivalents, le triangle équilatéral a le plus petit périmètre.
THÉORÈME
481. Entre tous les triangles construits avec deux côtés, celui dtms lequel ces deux côtés sont à angle droit est un maximum.
En effet, si l'on prend l'un des côtés donnés pour base, la hauteur est moindre que l'autre côté donné, à moins que ce second côté ne soit perpendiculaire au premier; dans cette position, la hauteur est maximum, et par suite l'aire Test aussi.
Corollaire.
482. Entre tous les triangles dont la somme de deux côtés est donnée, celui dans lequel ces deux côtés sont à la fois égaux et à angle droit est un maximum.
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En efiTet, que Ton répartisse comme on voudra la somme donnée sur les deux côtés, le triangle maximum sera toujours celui dans lequel ces deux côtés seront perpendiculaires entre eux; il ne reste donc plus qu*à comparer les triangles rectangles dont la somme dos côtés de l'angle droit est constante. Considérons un de ces triangles rectangles P et sur sou hypoténuse construisons un triangle isocèle Q dont les côtés égaux aient la même somme que les côtés de Tangle droit de P; enfin, désignons par R le triangle isocèle dont les côtés égaux auraient la môme longueur que ceux de Q et seraient de plus à angle droit; on aura, par ce qui précède, P < Q et Q < R ; il en résulte donc R > P.
THÉORÈME
483. Entre toutes les figures planes isopérimètres, le cercle est un maximum (fig. ^74).
L'aire d'une figure de périmètre donné peut évidemment devenir aussi petite qu'on veut; mais elle ne peut grandir indéfiniment, puisque cette figure reste forcément comprise dans Tintéricur du cercle décrit d'un point de son contour comme centre avec un rayon égal à la moitié du périmètre donné. Entre toutes les figures planes isopérimètres, il y a donc une figure maximum, ou plusieurs figures maximums do différentes formes et de même aire.
Fig. 374.
D'ailleurs, toute figure maximum de périmètre donné est convexe, sans quoi on pourrait agrandir son aire sans changer la longueur de son contour.
Cela posé, soit EFGH une figure maximum ayant le périmètre donné. A tout point A pris à volonté sur son contour répond un autre point B de ce contour, tel que la droite AB divise le périmètre en deux parties égales. Les aires AEFB, AllGB, devront être égales, sans quoi, en remplaçant la plus petite d'entre elles par la fi:^ure symétrique par rapport à AB, on obtiendrait une figure totale de même périmètre que la première et d'aire plus granJe, de sorte que la première figure ne serait pas un maximum comme on l'a supposé.
Il résulte de là que, si dans une figure maximum EFGH de périmètre donné on remplace la partie au-dessous de AB par une partie symétrique
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de celle qui est au-dessus de cette droite, la nouvelle 6gure totale sera encore une des figures maximums.
Raisonnons actuellement sur cette nouvelle figure; en d'autres termes, admettons que la partie ÂHGB soit symétrique do AEFB par rapport à Afi. Soit C un point quelconque du contour AEFB ; prenons son symétrique D par rapport à AB et menons CA, AD, DB, BC. L*angle ACB sera droit; car si les angles ACB, ADB, n'étaient pas droits, on pourrait construire avec les mômes côtés CA, AD, DB, BC, un quadrilatère a'^pS dans lequel les angles 7 et ^ seraient droits ; ce nouveau quadrilatère serait plus grand que Tancien (48i ), et en plaçant respectivement sur les côtés 07, 7^, Sp, aS, les segments AEC, CFB, BGD, DHA, qui sont actuellement sur CA, BC, DB, AD, on aurait une figure totale ayant le même périmètre que AECFBGDHA et une aire plus grande, de sorte que cette figure AECFBGDdÂ ne serait pas un maximum comme on Ta supposé. Donc, de tout point C du contour AECFB, on voit la droite AB sous un angle droit; par suite, ce contour est le demi-cercle décrit sur AB comme diamètre.
Ainsi, si une figure de périmètre donné est maximum, sa moitié ACB, prise à pariir d'un point quelconque A de son contour, est un demi-cercle. La figure totale est donc un cercle.
Donc, enfin, il n*y a qu*une seule figure maximum de périmètre donné, et cette figure est un cercle.
Steiner donne à ce théorème le nom de théorème principal, parce que sa démonstration renferme les principes les plus essentiels relatifs à la plupart des questions de maximums dans les figures planes (ou sphériques).
THÉORÈME
484. 1® *Sï le périmètre d'une figure se compose d'une droite de lon^ gueur arbitraire l et tVune ligne de forme arbitraire L, et si en même temps la longueur de la ligne L ou l'aire de la figure est donnée, celle-ci est un maximum ou la ligne L est un minimum, quand cette figure est un demi-cercle.
Toute figure comprise dans ce théorème peut ôtre considérée comme la moitié d'une figure symétrique, dont la droite / est Taxe de symétrie, et dont le périmètre, égal à 2L, est donné; mais l'aire de la moitié est nécessairement un maximum, dès que la figure entière en est un. L'énoncé est donc une conséquence du théorème principal. Il s'ensuit en particulier : qii'entre tous les segments de cercle à arcs égaux ou h aires égales, (?est le demi-cercle qui a l'aire la plus grande ou l'arc le plus petit,
a® Entre toutes les figures dont le périmètre est composé d'une droite donnée a et d'une ligne prisé à volonté L, le segment de cercle a la plus grande aire pour des longueurs égales de la ligne L, et la plus petite ligne L quand les aires sont égales.
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Supposons la ligne L de forme quelconque, et qu'elle compose avec la droite a le périmètre de la figure ^L; on peut toujours construire sur a un segment de cercle dont l'arc a soit égal à L, a et L élant situés du même côlé de a. Complétons le cercle, et désignons l'autre arc par p ; alors le cercle de périmètre a + p est plus grand que la figure limitée par L -+- p ; ainsi «a -h ^p > «L -4- a^ ; donc «a > aL,
On déduit de ce théorème cette règle générale :
Dans toute Jîgure dont l'aire doit être un maximum sous des conditions quelconques f chaque partie du périmètre, qui est libre d*avoir une Jorme qtielconque entre deux points donnés, doit être un arc de cercle.
THÉORÈME
485. 1® Un polygone de côtés donnés est maximum lorsqu'il est inscriptible au cercle.
Observons d'abord qu'on peut toujours, avec des côtés donnés a^ ù, c, . . . 1 /, dont le plus grand a est moindre que la somme de tous les autres^, former un polygone convexe inscriptible, ei un seul. En eflct, décrivons un premier cercle 0 assez grand pour que, en portant les unes à la suite des autres, à partir de l'un des points A de la circonférence, des cordes AB = n, BC = &,... , LM == /, l'extrémité M de la dernière corde n'atteigne pas le point A. Le centre 0 étant d'abord situé dans le segment BCMA au-dessus de AB, supposons que ce centre s'abaisse d'une manière continue en décrivant la droite OZ perpendiculaire sur le milieu de AB. L'arc BCMA de la circonférence variable qui a pour centre 0 et qui passe par A et B décroîtra, et comme il a pour limite la droite AB, c'est-à-dire une longueur moindre que ^ -^ c -♦-... h- /, on voit que l'extrémité M de la ligne brisée inscrite BC. . .M s'approchera du point A, et l'atteindra pour le dépasser ensuite. Il y aura donc une position du centre 0 et une seule, pour laquelle la ligne brisée ABC. . . M formera un polygone inscrit, comme nous l'avons annoncé.
Cela posé, soient S un cercle et P un polygone inscrit de côtés donnés </, 6, r,. .., /; P' élant un polygone quelconque formé avec les mêmes côtés, ajoutons à ce polygone P', sur chacun des côtés, les segments circulaires qui surmontent les côtés correspondants du polygone inscrit P. On obtient ainsi une figure S' terminée par des arcs circulaires, et dont le périmètre est égal à la circonférence du cercle S. On aura donc (483) S> SVd'où, en retranchant de part et d'autre les segments circulaires qui surmontent les côtés, P > P'.
a" Entre tous les polygones isopérimètres d'un même nombre de côtés, le polygone régulier est un maximum; et réciproquement, entre les périmètres de tous les polygones équivrdents d'un même nombre de côtés, celui du pol)'gone régulier est lui minimum»
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En effet, le maximum parmi les polygones isopérimètres de n côtés doit d'abord avoir tous ses côtés égaux entre eux ; car si deux côtés consécutifs AB et BC étaient inégaux, en remplaçant le triangle ABC par un triangle isocèle AB'G construit sur la môme base et de même périmètre, on aurait (478) une figure isopérimètre de n côtés et d aire plus grande. Par suite, les côtés du polygone sont donnés et égaux chacun à la /t'''"' partie du périmètre ; de plus, en vertu de la première partie du théorème qui nous occupe, le polygone maximum doit être inscriptible au cercle: Donc, enfin, le polygone maximum, devant être à la fois équilatéral et inscriptible, est régulier.
COEOLLAIRE.
486. D*après cela, quand on cherchera quel polygone a Taire maximum pour un périmètre constant, ou le périmètre minimum pour une aire constante, le nombre des côtés étant variable, on n*aura qu'à s'occuper des polygones réguliers, et l'on trouvera la loi suivante :
Les aires des polygones réguliers isopérimètres forment une série croissante, qui commence par le triangle et se termine pqr le cercle; et les périmètres des polygones équivalents forment une série décroissante, h partir du triangle jusqu^au cercle.
En effet, deux polygones réguliers isopérimètres d'un nombre de côtés différents étant donnés, par exemple un pentagone ABCDE et un quadrilatère abcd^ on peut considérer ce dernier comme un pentagone dont Tun des côtés serait nul, ou bien, en prenant arbitrairement un point e sur un des côtés de ce quadrilatère, par exemple sur ad^ le considérer comme un pentagone abcde^ doiït l'un des angles e serait égal à deux angles droits; le quadrilatère régulier peut donc être regardé comme un pentagone irrégulier : donc son aire est plus petite que colle du pentagone régulier ABCDE.
gru ligne
LA LIGNE DROITE
§§ I, II, m. — Des angles.— Des triangles. — Des perpendictilaires
et des obliques.
1. Êtan t données quatre droites OA, OD, OC, OD, issues d*un même point 0, si les angles DOA, BOC, sont égaux entre eux, ainsi que les angles AOB» COD, les côtés OA et OC sont en ligne droite, ainsi que les côtés OB et OD.
2. Le périmètre d*un triangle est plus grand que la somme des droites qui joignent un point intérieur quelconque aux trois sommets, et moindre que le double de cette somme.
3. Une médiane quelconque d*un triangle est moindre que la demisomme des deux côtés issus du môme sommet, et plus grande que la moitié de lexcès de cette somme sur le troisième côté.
4. Le périmètre d'un triangle est plus grand que la somme de ses trois médianes et moindre que le double de cette somme.
5. ABC étant un triangle quelconque, on prend sur AB, prolongé 841 le faut, une longueur AC égale à AC; on prend de môme sur AC une longueur AB' égale à AB; on tire B'C qui coupe BC en I : démontrer que la droite AI est la bissectrice de Tangle BAC.
6. Si, d*un point A pris hors d'une droite XY, on mène sur cette droite la perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, d'un môme côté, telles que 6G = CD, Tangle BAC est plus grand que l'angle CAD.
7. On dit que deux points A et A' sont symétriques par rapport à une «droite indéfinie XY, lorsque cette droite XY est perpendiculaire sur le
milieu de AA'. Démontrer d*après cette définition : i® que, si A' et B' sont les symétriques par rapport à XY de deux points quelconques A et B, les deux droites symétriques AB et A'B' sont égales entre elles; i^ que l'angle
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CÂBde deux droites ÂB et AC est égal à Tangle C'A'B' de leurs symétriques A' B'ei A' C.
8. Par le sommet A d'un triangle ABC, on mène la droite indéfinie XY perpendiculaire sur la bissectrice de Tangle A. Démontrer que, si M est un point quelconque de XY, le périmètre du triangle BMC est plus grand que celui du triangle donné ABC.
9. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d*un triangio concourent en un même point.
10. Les bissectrices des trois angles d'un triangle concourent en un même point. — La bissectrice de Tun des angles et les bissectrices des suppléments des deux autres angles concourent aussi en un même point.
§ IV. — Des parallèles.
il. Si deux droites égales AB et CD, comprises entre deux parallèles AC et BD se coupent en un point 0, on a AO = OC et OB = OD.
12. Si par le milieu D du côté AB d'un triangle ABC on mène une parallèle DE au côté BC, la droite DE passera par le milieu E de AC et sera égale à la moitié de BC. — Béciproquement, la droite qui joint les milieux de deux côtés d*un triangle est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié.
13. Trouver le lieu des milieux des portions de droites qui vont d*un point donné à une droite donnée.
14. Étant donné un pointa Tintérieur ou à Textérieur d'un angle, mener entre les côtés de l'angle une droite qui soit divisée par ce point ou par l'un des côtés de l'angle en deux parties égales.
15. Un triangle quelconque est le quart de celui qu'on obtient en menant par chacun de ses sommets une parallèle* au côté opposé. Chaque côté du nouveau triangle est le double du côté correspondant du triangle donné.
16. Les trois hauteurs d'un triangle concourent en un même point
17. Déduire du résultat précédent un procédé pour mener par un point donné une droite qui aille passer par le point do concours, supposé inaccessible, de deux droites données.
18. Les trois médianes d'un triangle concourent en un même point, situé au tiers de chacune d'elles à partir du côté correspondant.
19. Dans un triangle, la plus petite médiane correspond au plus grand côté. — Conséquence.
£0. Dans un triangle, le point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés, le point de concours des trois médianes et celui des trois hauteurs, sont en ligne droite, et la distance du premier point au second est moitié de la distance du second point au troisième.
21. Si, par le point d'intersection I des bissectrices des angles B et C d*un triangle ÂBC, on mène entre les côtés de Tangle Â la parallèle DIE à BC, la droite DE sera égale à la somme de BD et de CE. Si, par le point d'intersection V de la bissectrice de Tangle B et de celle du supplément de l'angle G, on mène entre les côtés de Tangle A ou de son opposé par le sommet la parallèle DTE' à BC, la droite D'E' sera égale à la différence de BD' et de CE'. — Conséquences.
2i. Des extrémités A el B et du milieu C d'une droite AB, on mène dans une direction quelconque des droites parallèles AA', BB', CC, jusqu'à leur rencontre avec une droite indéfinie XY. Démontrer que le point C est le milieu de A'B', et que la parallèle CC est égale à la demi-somme ou à la demi-différence des parallèles AA' et BB', suivant que les points A et B sont situés d'un même côté ou de part et d'autre de XY.
S3. La somme des distances d*un point quelconque de la base d'un triangle isocèle aux deux autres côtés est constante. — Qu'arrive-t-il lorsque le point considéré est pris sur le prolongement de la base?
24. Trouver le lieu géométrique des points dont la somme ou la différence des distances à deux droites fixes est constamment égale à une longueur donnée.
25. La somme des distances d'un point pris à Tmlérieur d'un triangle équilatéral à ses trois côtés est constante. — Qu'arrivo-t-il lorsque le point considéré est extérieur au triangle ?
2G. AX étant une droite quelconque menée par le sommet A d'un triangle ABC, et BE, CF, étant les perpendiculaires a baissées des points B et G sur cette droite AX, démontrer que le milieu D de BC est à égale distance des points E et F.
27. Démontrer : i^que si deux angles ont leurs côtés respectivement parallèles, leurs bissectrices sont parallèles ou perpendiculaires entre elles; a^ que si deux angles ont leurs côtés respectivement perpendiculaires, leurs bissectrices sont perpendiculaires ou parallèles entre elles.
28. Déterminer sur l'un des côtés d'un triangle un point tel, que les ])ngueurs interceptées parles deux autres côtés sur les parallèles menées lie ce point à ces mêmes côtés soient égales entre elles.
29. Étant donnés deux points A et B et une droite XY, trouver sur cette droite un point M tel que la somme AM + BM soit un minimum.
30. Étant donnés deux points A et B et une droite XY, trouver sur cette droite un point M tel que la difTérence BM — ÂM soit un maximam.
31. Trouver sur un côté d*un triangle un point tel que la somme de ses distances aux deux autres côtés soit un minimum.
32. Trouver dans le plan d'un triangle un point tel que la somme de ses distances aux trois côtés soit un minimum.
§ V. — Somme des angles d'un polygone.
33. Étant donnés un triangle ÂBC et un point 0 pris dans son intérieur, démontrer que l'angle BOC est toujours plus grand que Tangle BÂC du triangle.
34. Un angle d*un triangle est droit, aigu ou obtus, suivant que la médiane issue du sommet de cet angle est égale, supérieure ou inférieure à la moitié du côté opposé. — Réciproques.
35. AD et BC étant deux parallèles coupées obliquement par AB et perpendiculairement par AC, on mène entre ces deux parallèles la droite BBD qui coupe AC en E, de manière que ED=:2AB : démontrer queTangle DBC est le tiers de Tangle ABC.
36. Si, d*un point A pris hors d*une droite XY, on mène sur cette droite la perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, AE, de manière que ces obliques soient situées d'un même côté de AB et que les angles BAC, CAD, DAE, soient égaux, on a BC < CD < DE.
37. Soient un triangle ABC, et AO, BO, CO, les bissectrices de ses angles ; AO prolongée coupant le côlé BC en D, et 01 étant la perpendiculaire menée du point 0 sur BC, démontrer que Tangle BOD est égal à Tangle COL
38. L'angle formé par la bissectrice de l'angle A d*un triangle ABC et par la perpendiculaire menée du sommet A sur le côté BC est égal à la demi-différence des angles B et C.
39. La différence entre les deux angles aigus d'un triangle rectangle est égale à l'angle formé par la hauteur et la médiane issues du sommet de l'angle droit. — Si l'on rapproche ce résultat du précédent, quelle con^ clusion peut-on en déduire?
40. Si Ton mène les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ABC, les trois triangles partiels et le triangle total qu'elles déterminent autour du triangle donné sont équiangles. Chaque angle du triangle ABC a pour supplément le double de l'angle qui lui est opposé dans le triangle total.
4i. Dans un triangle ABC, on prend sur le côté AB et sur son prolongement AD = A£ = AG, puis on joint le sommet G aux points D et E. Démontrer que Tangle E est la moitié de Tangle A du triangle ABG, et que l'angle DGE est droit.
42. Dans un triangle ABG on mène, jusqu'au côlé BG, une droite AD faisant avec le côté AB un angle égal à l'angle G et une droite AE faisant avec le côté AG un angle égal à l'angle B. Démontrer que le triangle DAE est isocèle.
43. Dans un triangle rectangle, si l'un des angles aigus est double de l'autre, l'hypoténuse est double dû plus petit côté. — Réciproque.
44. Dans un triangle quelconque ABG où l'angle B est double de l'angle G, on mène AD perpendiculaire sur le côté BG; sur AB, prolongé ou non suivant que l'angle B est aigu ou obtus, on prend BE égal à BD, puis on tire la droite EDF qui coupe AG au point F. Démontrer : i** que les longueurs FD, FG, FA, sont égales et que les triangles ABG, AFE, sont équiangles; a* que le côté AB est égal à la différence des segments DG et DB de la base BG si l'angle B est aigu, à leur somme si l'angle B est obtus
45. L'angle des bissectrices de deux angles consécutifs d'un quadrilatère convexe est égal à la demi-somme dos deux autres angles du quadrilatère. L'angle des bissectrices de deux angles opposés est égal à la demidifférence des deux autres angles.
46. Les bissectrices des angles formés en prolongeant jusqu'à leur rencontre les côtés opposés d'un quadrilatère convexe se coupent sous un angle égal à la demi-sonmie de deux angles opposés du quadrilatère.
§ VI. ~ Du parallélogramme.
47. Deux quadrilatères convexes sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal, et leurs quatre côtés égaux chacuii à chacun et disposés de la même manière. Énoncer le théorème correspondant pour le cas de deux parallélogrammes, de deux rectangles, de deux losanges, de deux carrés.
48. Deux trapèzes sont égaux lorsqu'ils ont leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et disposés de la môme manière.
49. Toute droite passant par le centre d'un parallélogranmie le divise en deux quadrilatères égaux.
90. Tout quadrilatère est la moitié du parallélogramme que l'on obtient ea menant par les extrémités de chaque diagonale des parallèles à l'autre
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diagonale. — Déduire de ce ihéorème que deux quadnîjleres ont même fiorfiace lorsque leur» dia^'onales sont respecLiT^mcnl é^aîtrs el se coupent sotj? le même angle.
SI. Si Ton mène la droite DE qai joint les milieux des côlés AB et ÂC du triangle ABC et, par les points D et £, deux parallèles quelconques DF, £G, jusf\n'à la rencontre du côté BC, le triangle ADE est le quart du triangle AUC et le parallélogramme DEGF en est la moitié.
!'ti. Les droites qui joignent successivement les milieux des côtés d'un quadrilatère forment un parallélogramme, moitié de la 6gure primitive. — Conséquence relative aux droites quV joignent les milieux des côtés du quadrilatère.
53. £n divisant arbitrairement, mais de la même manière, les côtés (l'un carré, et en joignant successivement les points de division, on forme un nouveau carré inscrit dans le premier.
9i. Étant donné un parallélogramme ABCD, on prend en sens inverse, sur les côlés opposés AB, CD, deux longueurs AE et CF, arbitraires, mais égales; de même, sur les côtés opposés ÂD, BC, on prend en sens inverse les longueurs arbitraires AU = CG. Démontrer : i*" que la figure EGFU est un parallélogramme inscrit dans le parallélogramme proposé; a** que lo ceiitro du parallélogramme proposé est en môme temps celui de tous les parallclogiammes qu'on peut y inscrire.
55. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des côtés opposés d'un quadrilatère quelconque est le milieu de la droite qui unit les milieux des diagonales de ce quadrilatère.
50. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère convexe forment un second quadrilatère dont les angles opposés sont supplémentaires. Lorsque le premier quadrilatère est un parallélogramme, le second est un rectangle dont les diagonales sont parallèles aux côtés da parallélogramme et égales a la différence do ses côtés adjacents. Lorsque le premier quadrilatère est un rectangle, le second est un carré.
87. Si, par un point quelconque de la base d'un triangle isocèle, on mène dos parallèles aux deux autres côtés, on forme un parallélogramme dont le périmètre est constant.
58. ABC étant un triangle rectangle et ABDM, ACEN, étant les carrés construits sur les côtés AB et AC de l'angle droit, des sommets D et E, opposés au sommet A, on abaisse des perpendiculaires DF, EG, sur l'hypoténuse BC prolongée. Démontrer : i** que l'hypoténuse BC est égale à la somme des perpendiculaires DF et EG ; a'' que le triangle proposé ABC est la somme des triangles DFB, CEG.
QUESTIONS PROPOSÉES. SSq
59. Démontrer que dans tout trapèze isocèle les angles opposés sont supplémentaires.
60. Dans tout trapèze, les quatre points, milieux des deux côtés non parallèles et des deux diagonales, sont sur une même droite parallèle aux deux bases du trapèze ; la distance des points extrêmes est égale à la demisomme de ces bases; la distance des points intermédiaires est égale à leur demi-différence.
61. ÂBCD étant un parallélogramme, E et F étant les milieux des côtés opposés AB et CD, les droites BF et DE divisent la diagonale AC en trois parties égales.
62. Par le sommet A d'un parallélogramme ABCD, on mène une droite quelconque AX. Prouver que la distance du sommet C à la droite AX est égale à la somme ou à la différence des distances des sommets B et D à ta même droite, suivant que AX est extérieure au parallélogramme ou le traverse.
63. D, E, F, étant respectivement les milieux des côtés AB, BC, CA, d'un triangle ABC, on mène DG parallèle à la médiane BF jusqu'à la rencontre de EF prolongée. Démontrer que les trois côtés du triangle DGC sont respectivement égaux aux trois médianes du triangle ABC.
6i. Démontrer qu'un polygoie convexe, d'un nombre impair de côtés, est déterminé quand on donne les milieux de ses côtés.
65. Parmi tous les triaogles qui ont un angle égal compris entre deux côtés variables dont la somme est constante, quel est celui dont le périmètre est minimum?
60. Étant données deux parallèles XY, X'Y', et deux points A et B siiiiôs hors de ces parallèles et de côtés différents, trouver le plus court chemin de A en B par une ligne brisée AMNB telle, que la portion MN comprise entre les parallèles ait une direction donnée.
67. Sur un billard rectangulaire, dans quelle direction faut-il lancer la bille pour qu'elle revienne au point de départ après avoir frappé successivement les quatre côtés? — Quelle est la longueur du chemin parcouru alors par la bille? ^ Comment généraliserait-on la question? (On admet que, lorsque la bille frappe une bande, les deux droites qu'elle suit, avant et après le choc, sont également inclinées sur la bande].
LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
§ I. ~ Des arcs et des cordes.
68. Ëtant données la base d*un triangle et la différence des deux autres rôtés, trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de la base sur la bissectrice de Tangle au sommet. — Même ques* tion en remplaçant la différence des deux côtés par leur somme, et la bissectrice de Tangle au sommet par celle de son supplément.
69. Si Ton divise la corde d*un arc de cercle en trois parties égales, les rayons qui passent par les points de division partagent l'arc en trois parties, dont les deux extrêmes sont égales entre elles et moindres que la partie intermédiaire.
70. Par un point A extérieur à une circonférence 0, on mène une secante ACD dont la partie extérieure AC est égale au rayon ; on mène en outre le diamètre AOB : démontrer que Tangle COA est le tiers de l'angle DOB.
71. Ëtant donnés une circonférence et un point dans son plan, quelle est la plus petite corde qu'on puisse mener par ce point dans la circonférence?
72. Si deux cordes égales se ooupent à Tintérieur ou à l'extérieur d'une circonférence, les segments déterminés sur ces deux cordes par leur point de rencontre sont respectivement égaux.
§ II. — Tangente an cercle. — Positions mataelles de denx
circonférences.
73. La plus petite et la plus grande des droites qu'on peut mener entre deux circonférences passent par les centres de ces circonférences.
74. Étant donnés trois points non en ligne droite, faire passer par un point donné ou décrire avec un rayon donné une circonférence dont les trois premiers points soient également distants.
75. Si deax cordes AB et CD se coupent dans un cercle, la somme AC -+■ BD des arcs qu'elles interceptent est égale à la somme des arcs interceptés par les deux diamètres parallèles à ces cordes.
76. Un cercle étant donné, combien faut-il de cercles de même rayon pour l'entourer?
77. On donne un cercle de centre 0 et de rayon R, et un point extérieur A. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, on décrit un arc BOC, et du point 0 comme centre avec 2R pour rayon, on décrit un nouvel arc qui coupe le précédent en B et en C. On mène OB et OC qui rencontrent respectivement en E et en D la circonférence primitive. Démontrer que AE et AD sont tangentes à cette circonférence.
78. AB étant un diamètre fixe d'un cercle, et CD une corde parallèle à ce diamètre, on mène CB et DA qui se coupent en M, puis CA et DB qui se coupent en N. Trouver le lieu des points M et N quand la corde CD se déplace parallèlement à elle-même.
79. Quel est le lieu des centres des circonférences de même rayon qui partagent une circonférence donnée en deux parties égales?
80. Quel est le lieu des centres des circonférences de môme rayon qui coupent sous un angle donné une circonférence donnée ?
§ m. — Mesure des angles.
8J. A, B, C, étant trois points quelconques d'une circonférence, D le milieu de l'arc AB, et E le milieu de l'arc AC, la droite DE coupe respectivement en F et en G les cordes AB et AC. Démontrer que AF = AG.
82. A étant un point quelconque d'un diamètre, B l'extrémité du rayon perpendiculaire à ce diamètre, on mène BA qui coupe le cercle en P, puis la tangente au point P qui coupe en C le diamètre prolongé. Démontrer que CA = CP.
83. A, B, C, A', B\ C, étant six points pris sur une circonférence, de telle manière que AB soit parallèle à A'B' et AC à k'C\ démontrer que BC' et CB' sont parallèles.
84. Les hauteurs AA', BB', CC, d'un triangle quelconque ABC, sont les bissectrices des angles du triangle A'B'C
85. ABC étant un triangle inscrit dans un cercle, on joint le centre 0 au milieu D de l'arc BC, et l'on mène AD. Démontrer que l'angle ADO est la moitié de la diOérence des angles B et C.
86. Si par le point A, commun à deux circonférences qui se coupent, on mène à volonté deux sécantes ABC, ADE, les cordes BD et CE qui
en un même point 0; 3" que, du point 0, on voit sous lo même angle les trois côtés du triangle ABC.
95. Par un point fixe pris dans le plan d'un cercle, on mène diverses cordes : trouver le lieu des milieux de ces cordes.
96. Par l'une des extrémités d'un diamètre AB d'un cercle, on mène une corde quelconque AC que Ton prolonge d'une quantité CM égale à CB : quel est le lieu des points M?
97. On donne un cercle et un point fixe A situé dans son plan. ABC étant une corde quelconque issue du point A, on élève sur le milieu do cette corde une perpendiculaire IM égale à TA. Quel est le lieu des points M?
98. ABC étant un triangle équilatéral, quel est le lieu des points M, tels que MA = MB -h MC?
99. Trouver le lieu du point de concours des hauteurs dos triangles qui ont même base et même angle au sommet.
iOO. Une circonférence roule dans l'intérieur d'un cercle de rayon double : quel est le lieu décrit par un point de celte circonférence?
iOl. Trouver le lieu des points lels^ que si l'on abaisse de l'un d'eux des perpendiculaires sur les trois côtés d'un triangle fixe, les trois pieJs de ces perpendiculaires soient en ligne droite.
102. Dans un triangle, on donne : la somme ou la différence de deux côtés et l'angle formé par ces côtés en grandeur et en position. Trouver le lieu du centre du cercle circonscrit.
103. Deux circonférences 0 et 0' étant tangentes intérieurement au point A, et BC étant une corde de la grande circonférence tangente en D à la petite circonférence, la droite AD est la bissectrice de Tangle BAC.
104. La circonférence 0 touchant les deux circonférences 0' et 0" aux points A et B, on prolonge la corde AB jusqu'à son second point de rencontre C avec la circonférence 0*. Démontrer que les deux rayons O'A et O'C sont parallèles. La droite O'O* rencontrant les circonférences 0' et 0* aux points D et E, démontrer en second lieu que le quadrilatère ABDE est inscriptible.
105. Le point C étant le milieu dun arc AB, et le point D un point quelconque de cet arc, on a AC + BC> AD + BD.
§ IV. — Gonstmctlon des angles et des triangles.
106. Construire un triangle, connaissant : I* Deux côtés et une médiane (deux cas];
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Tk" Un côté et deux médianes (deux cas) ,
3** Les trois médianes;
4" La base, la différence desdeox antres côtés et la différence des angles à la base;
5*" La base, un angle à la base, et la somme on la différence des deux autres côtés;
^ La base, l'angle au sommet, et la somme ou la différence des deux autres côtés.
i07. Diviser un angle droit en trois parties égales.
108. Par un point donné 0, mener trois droites OÂ, OB, OC, de longueurs données et telles, que leurs extrémités A, B, C, soient en ligne droite, et que les intervalles AB et BC soient égaux entre eux.
109. Soient ABC un triangle, et ABDE, ACFG, BCHK, les carrés construits sur les trois côtés; connaissant les longueurs des trois droites EG, FU, KD, construire le triangle ABC.
§ V. — Tracé des parallèles et des perpendicolaires.
liO. Décrire un cercle :
1*^ Touchant deux droites données, et Tune d'elles en un point donné; 2' Touchant une droite et une circonférence données, et cette circonférence en un point donné.
fil. Construire un triangle, connaissant:
1** Les pieds des trois hauteurs ;
2° Un angle, une hauteur et le périmètre (deux cas];
3"^ Un côté, Fun des angles adjacents et la longueur de la bissectrice de cet angle ;
4"* La somme de deux côtés et les angles;
5° Le périmètre et les angles ;
6^ Un angle, la longueur de sa bissectrice et Tune des hauteurs (deux cas);
7* Les angles et une hauteur;
8"* La base, la somme des deux autres côtés et la différence des angles à la base.
112. Construire un quadrila'ère, connaissant les quatre côtés et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés.
113. Construire un pentagone, connaissant les milieux des cinq côtés.
114. Par l'un des points d'intersection de deux cercles, mener une sécante commune qui ait son milieu en ce point.
115. Par un point donné, mener une droite qui fasse des angles égaux avec deux droites données.
116. Tracer une droite de longueur donnée, dont les extrémités s'appuient sur deux droites données, et qui soit parallèle à une droite donnée.
Même problème en remplaçant les deux droites par deux circonférences.
117. On donne trois droites issues d'un même point, et un point pris sur Tune d'elles; mener par ce point une sécante qui soit divisée par les trois droites en deux parties égales.
118. Par un point extérieur à un cercle, mener une sécante dont la longueur totale soit double de sa partie extérieure.
119. Inscrire dans un triangle un losange dont Tun des angles coïncide avec un angle du triangle.
120. Tracer une circonférence qui passe à égale distance de quatre points donnés, dont trois quelconques ne soient pas en ligne droite.
121. Décrire une circonférence de rayon donné, dont le centre soit sur une droite donnée et telle, que la somme des distances, maximum et minimum, d*un point donné à cette circonférence, soit égale à une longueur donnée.
122. Par un point pris dans le plan d'un parallélogramme, mener une sécante telle, que la partie comprise entre deux côtés opposés (prolongés s'il le faut] soit égale à la partie comprise entre les deux autres côtés.
§ VI. — Problëmes sur les tangentes.
123. Mener à un cercle une tangente qui fasse un angle donné avec une droite donnée.
124. Deux cercles étant donnés, mener une sécante telle, que les cordes interceptées sur elle par les deux cercles aient des longueurs données.
125. Des sommets d'un triangle comme centres, décrire trois cercles qui se touchent deux à deux.
126. Décrire un cercle qui touche deux circonférences, et l'une d'elles en un point donné.
Construire un triangle rectangle, connaissant
i"" L'un des côtés de l'angle droit et l'excès de l'hypoténuse sur le troisième côté; i"* Les angles et l'excès de l'hypoténuse sur un des côtés de l'angle
droit.
128. Étant donnés un cercle et un angle circonscrit, toute tangente à Tare qui tourne sa convexité vers le sommet détermine avec les côtés de
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l'angle un triangle dont le périmètre est constant et dont le froisième côté est vu du centre du cercle sous un angle constant — Qu'arrive-t-il lorsque la tangente est menée par un point de Tare concave?
129. Construire un triangle, connaissant son périmètre, un angle en grandeur et en position, et un point du troisième côté.
Construire un triangle, connaissant
i"* Un angle, ainsi que la hauteur et la médiane issues de son sommet ; a" Un côlé, un angle et une hauteur (cinq cas).
131. Construire un triangle ayant des angles donnés et tel, que ses sommets appartiennent à deux circonférences concentriques données.
132. Construire un triangle, connaissant la base, la différence des angles à la base, et sachant que le sommet doit être situé sur une droite donnée.
133. Dans tout triangle rectangle, le diamètre du cercle inscrit est égal à l'excès de la somme des deux côtés de Tangle droit sur l'hypoténuse.
134. Étant donnés un triangle, le cercle inscrit et les trois cercles exinscrits, démontrer : i° que les quatre points de contact qui se trouvent sur un môme côté (deux intérieurs et deux extérieurs] sont deux à deux équidistants du milieu de ce côté; t? que la distance d'un point de contact extérieur au plus éloigné des deux sommets situés sur le même côté est égale au demi-périmètre du triangle; 3** que la distance du point de contact du cercle inscrit à l'un des sommets situés sur le même côté est égale au demi-périmètre diminué du côté opposé à ce sommet ; 4° que la distance des deux points de contact intérieurs situés sur le côté considéré est égale à la différence des deux autres côtés du triangle ; 5** que la distance des deux points de contact extérieurs est égale à la somme des deux autres côtés du triangle ; 6° que la distance du point de contact du cercle inscrit à l'un des points de contact extérieurs est égale à celui des deux autres côtés du triangle qui aboutit au sommet situé entre ces deux points de contact.
135. Soient ABC un triangle, D le centre du cercle circonscrit, 0 celui du cercle inscrit, et 0', 0', 0*, les centres des cercles ex-inscrits respectivement situés dans les angles A, B, C; démontrer : i** que le cercle circonscrit passe par les milieux des droites OCy, 00", 00*^; a* que les quatre points 0, B, C, 0', sont sur un môme cercle dont le centre est sur la circonférence D; 3* que les points 0', B, C, 0"', sont sur un môme cercle dont le centre est sur la circonférence D.
136. Si Ton désigne par R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC ; par r celui du cercle inscrit, par r\ r', r"*, ceux des cercles ex*inscrits;
QUESTIONS PROPOSEES. 36y
par S y S\ $'^ les perpendiculaires abaissées du centre du cercle circonscrit sur les côtés; par pi, ^\ ft', les portions de ces perpendiculaires comprises entre les côtés du triangle et la circonférence circonscrite, on a
les relations
^ -f- f*' -t- fx" = aR — r,
S^$' -hê' = R -4- r.
La dernière relation suppose que le centre D du cercle circonscrit est situé à l'intérieur du triangle. Dans le cas où le point D est extérieur, comment faut-il modifier cette relation?
Construire un triangle, connaissant
1* Le rayon du cercle inscrit, un angle et la hauteur issue de son sommet;
a° Un côté, la somme ou la différence des deux autres, et le rayon du cercle inscrit ou de Tun des cercles ex-inscrits ;
3* Les centres des trois cercles ex-inscrits.
138. Construire trois cercles égaux qui se touchent deux à deux et qui touchent intérieurement un cercle donné.
130. Étant donnés la base et Tangle au sommet d*un triangle, trouver les lieux des centres du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits.
APPENDICE DU DEUXIÈME LIVRE
141. ADC étant un triangle quelconque, on construit sur les côtés les carrés ÂBDE, ÂCFG, BCHK; on mène £G, DK, HF, DC, BF, et Ton abaisse la hauteur AI; démontrer : i'' que les trois droites DC, BF, AI, concourent en un même point; i* que les perpendiculaires abaissées respectivement de A sur £G, de B sur DE, et de C sur Fil, concourent en un même point.
142. Partager un arc de cercle en deux parties telles^ que la somme ou la différence de leurs cordes soit égale à une droite donnée.
143. Deux cercles 0 et 0' et une droite XY étant donnés, trouver sur XY un point tel, que les tangentes menées de ce point aux deux cercles soient également inclinées sur la droite XY.
144. Étant donnés une droite XY et deux points A et B situés d*un même côté de cette droite, trouver sur XY un point M tel, que Tangle AMX 8oit double de l'angle BMY.
145. On donne un cercle de centre 0 et un diamètre fixe AOB. Du
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point B» oa mène me eorde B3, qoe Poo prcSonge (Time qniitîté CD égale à BC.On tire les droites CA et DO, qm se coupent en If . Qoel est le lîea da point M I loraqne la eorde BC tourne aoloar du point B?
i (6. On donne nn œrde O et deux diamètres rectangulaires JLV, BBT. Du point A, on mène une sécante AQ qui coape le cercle en C et le di» mètre BB' prolongé en I. La tangente en C au cerde 0 et la perpemficn bire en I an diamètre BB'se rencontrent en nn point M dont on demande le lien*
147. Constniire nn triante équilatéral, sacbant qn*fl doit s'appnyer pai ses trois sommets sor tnns drconférances concentriques dom^ss.
1 18. Gmstnrire on triangle dont on connaît les angles, et qui ait ses trois sommets sur trois droites parallèles données.
I49« Trouver, dans le plan d'un triangle, le point dont la somme des distances aux trofs sommets est un minimum.
150. Construire un quadrilatère, connaissant deux angles opposés, les longueur des deux diagonales et Tangle quelles forment.
151 . Dans le plan d'un angle donné BÂC, mener par un point donné D une droite DEC telle, que le périmètre du triangle ÀBC ainsi formé ait une longueur donnée.
i52. D*un point donné comme centre, décrire une circonférence qui coupe une droite donnée, de manière que l'un des segments déterminés par la droite soit capable d'un angle donné.
153. Couper un triangle donné par une droite telle, que les deux segments interceptés sur cette droite par les trois côlés du triangle (prolongés s'il est nécessaire) aient des longueurs données.
i5i. Décrire un cercle qui touche une droite donnée en un point donné, et qui coupe un cercle donné sous un angle donné.
i55* On donne un triangle ABC rectangle en A; une perpendiculaire quelconque DB à l'hypoténuse coupe le cété BA en D, le côté CA en F; on mène les droites DC et BF qui se rencontrent en M; trouver le lieu du point M.
LIVRE III
§ I. ^ Lignes proportionnelles.
456. Démonlrer que, si Fon mène entre les deux côtés d'un triangle une suite de parallèles à la base, la médiane qui correspond à cette base est le lieu des points d'intersection des diagonales des trapèzes ainsi obtenus.
i57. Trouver le lieu géométrique des points d'un plan également éclairés par deux foyers lumineux placés dans ce plan, et dont les intensités à Vunitô de distance sont représentées par les nombres a et h.
158. Trouver dans le plan déterminé par trois foyers lumineux le point également éclairé par chacun d*eux«
159. Trouver le lieu des points qui partagent dans un rapport donné —
toutes les droites comprises entre un point donné À et un cercle donné 0.
160. Trouver le lieu des points d'où l'on voit sous un même angle donné deux cercles donnés.
161. Trouver le point d'où Ton voit sous un môme angle donné trois cercles donnés.
162. Soient deux droites quelconques AB et XY. Si AB est divisée au point C dans le rapport —9 et si des points A,B,C, on mène jusqu'à XY les parallèles AA', BB', CC, à une direction quelconque, on a toujoui^
CC'(/n -h //) = /ï.AA'4- /i/.BB'.
§ II. ^ Lignes proportionnelles dans le cercle.
163. Étant donn(^8 un point A et un cercle 0, on mène à ce cercle par le point A une sécante ABC sur laquelle on prend un point M tel, qu'on ait AM.AC= ^'; trouver le lieu décrit par le point M quand la sécante ABC tourne autour du point A.
H. el DK C. — Tr, de Géom. (I" Partii*). ^4
370 GÊOMfiTRIE FLANE.
16^. D*un point donné hors d'un cercle, lui mener une sécante telle, que la corde interceptée soit moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure.
165. D'un point donné hors d'un cercle, lui mener une sécante telle, que le produit de la sécante entière par sa partie intérieure soit égal à un carré donné X^
166. Étant donné un triangle obtusangle, mener du sommet de l'angle oblus au côté opposé une droite dont le carré soit égal au produit des segments qu'elle détermine sur ce côté.
167. ÂB est un diamètre d*un cercle, CD une corde perpendiculaire à AB; par un point P pris sur CD, on mène une corde ÂPQ : démontrer que le produit AP.ÂQ est constant.
168. Si l'on joint le centre d'un cercle à un point d'une corde, le carré de la droite obtenue, plus le produit des segments que le point choisi détermine sur la corde, est égal au carré du rayon.
169. Les cordes communes à un cercle 6xe et à tous les cercles que Ton peut mener par deux points donnés, passent par un point 6xe.
170. Dans tout triangle, la demi-différence de deux côtés est la moyenne proportionnelle des distances du milieu du troisième côté aux points où ce côté est coupé par la bissectrice et la hauteur issues du sommet de l'angle opposé; de môme, la demi-somme de deux côtés est la moyenne proportionnelle des distances du milieu du troisième côté aux points où ce côté est coupé par la bissectrice du supplément de l'angle opposé et par la hauteur issue du sommet de cet angle.
171. Étant donnés un triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle, on mène la bissectrice AD de Tangle A qui coupe 6G en D et le cercle circonscrit en E, et la bissectrice AD' du supplément do l'angle A qui coupe BC prolongé en D' et le cercle circonscrit en E' : démontrer que BB est la moyenne proportionnelle de EA et de ED, et que BE' est la moyenne proportionnelle de E'A et de E'D'.
172. On donne l'angle au sommet d'un triangle en grandeur et en po* sition, et la somme des inverses des côtés qui comprennent cet angle : démontrer que la base du triangle passe par un point fixe.
173. Deux droites se coupent à angle droit dans un cercle ou hors d'un cercle : démontrer que la somme des carrés des deux droites opposées déterminées par leurs points d'intersection avec la circonférence est égale au carré du diamètre, ainsi que la somme des carrés des quatre segments des deux droites données.
174. Si, dans le problème précédent, AB et CD sont les cordes interceptées par la circonférence 0 sur les deux droites données qui se coupent perpendiculairement en E, on a
ÂB V Cd' -+- 4 51* = 8 Ôa'.
175. Soit un domi-cercle décrit sur AB; deux cordes quelconques AD et BC se coupent en P : démontrer que
AB =AD.AP-4-BC.BP
176. Dans un triangle quelconque ABC, soient M le milieu de la base BC, I son point de contact avec le cercle inscrit au triangle, H et K les points de rencontre de la hauteur et de la bissectrice issues du sommet A avec BC : démontrer la relation
M[.IIl = xMH.KI.
177. R, r, pi, ps, p3, étant les rayons du cercle circonscrit, du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits à un triangle quelconque, et d, 81, $s, $,, étant les distances du centro du cercle circonscrit aux centres des cercles inscrit et ex-inscrits : démontrer les relations
n« = ^/*4-2Rr = 8}— 2Hpi=8| — •2Hp, = o| — aRps =
^«•H-û}-+-oî
178. Si ABCD est un parallélogramme, et si Ton décrit un cercle passant par A et coupant respectivement en F, H, G, les côtés AB et AD et la diagonale AC, démontrer la relation
AB.AF-+-AD.Ali = AC.AG.
179. Étant donnés deux cercles concentriques, mener au plus petit une tangente telle, que, si Ton joint respectivement les points A et B où elle coupe le second cercle avec deux points C et D donnés dans le plan des deux cercles, les droites AC et BD soient parallèles.
180. Deux cercles A et B se touchent en C; d'un point D quelconque extérieur à ces cercles, on voit sous le même angle les rayons AC et BC. 3i du point D on mène aux deux cercles les tangentes DE et DF, on a
DE.DF=DC
181. Si| du sommet d'un angle A d'un triangle quelconque ABC, on nène une droite AB' anti-parallèle à AC par rapport à l'angle C, puis une
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droile AC an^-parallèle à AC par rapport à TaDgle B, on obtient sur le troisième cAté BC trois segmenls B'C, BC', OB', dont les deui extrêmes BC' elCB'sont, l'un BC' adjacent au câtéAB, l'autre CB' adjacent au cAléAC; démontrer :
i" Que chaque citA de l'angle A est moyen proportionnel entre le troi uëme cAlé et te segment qui lui est adjacent;
a" Que les deux droites AC et AB' soDt égales entre elles, et que chacnne d'elles est moyenne proportionnelle entre les deui segmenls extrêmes BC' et OB'.
182. Dans tout triangle, la somme des perpendiculaires abaissées du centre du cercle circonscrit sur les trois célés est égale & la somme des rayons des cercles inscrit et circonscrit.
183. Par deux points donnés, faire passer un cercle qui coupe en deux parties égales une circonrérence donnée.
184. Si les bissectrices des angles à la base d'un triangle sont égales, ce triangle est isocèle.
185. ABC étant un triangle quelconque, D le milieu de la base, E le pied de la hauteur abaissée sur cette base, L le pied de la bissectrice de l'angle opposé A, enfin H et K les points de contact de BC avec le cercle inscrit au triangle et le cercle ex-inscrit don t le point de contact est entre B et C, démontrer les relations
LH.LK = LD.LE, HD.HE = DE.HL
1S6. Quatre pointa étant sur une même circonri'rence, dans chacun des
triangles formés par ces quatre points pris trois à trois, existe un point
de rencontre des hauteurs : démontrer que ces quatre points de rencontre
sont sur une même circonférence l'gale à la première.
187. La somme des carrés des trois cétés d'un triangle est égale:
i' A deux fuis la somme des produits de chaque hduleur par la portion comprise sur elle entre le sommet correspondant et le point de concours des trois hauteurs;
a' A douze Tois le carré du rayon du cercle circonscrit, moins la somme descarrés des trois droites qui unissent les sommets au point de concours des trois hauteurs.
S m. — 3iniUtDd« det polygonM.
188. Si les trois cétés d'un triangle Tout respectivement avec les trois cblès d'un autre triangle dea angles égaux, ces deux triangles sont semblables.
189. Étant donné un triangle ÂBC, y inscrire un triangle semblable à un triangle donné, et qui ait Tun de ses sommets en un point donné sur l'un des côtés du triangle ABC.
190. Un billard circulaire étant donné, dans quelle direction faut-il lancer la bille pour qu'elle revienne au point de départ, après avoir frappé deux fois la bande?
19i . Si un triangle circonscrit à un triangle fixe se meut en restant semblable à lui-même, un point quelconque de son plan décrit une circonférence.
192. On donne une droite XY et un angle BAC dont le sommet est en
un point fixe A hors de cette droite. Le point B étant le point commun à
la droite XY et au côté BA, on prend sur Tautre côté de l'angle BAC un
point C tel, qu'on ait
AB.AC=X
Déterminer le lieu décrit par le point C lorsque l'angle BAC tourne autour de son sommet.
193. Mener à un cercle donné, par deux points donnés extérieurement, deux sécantes qui se coupent sur le cercle, et dont les deux autres points d'intersection avec la circonférence déterminent une corde parallèle à une direction donnée.
194. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable à un triangle donné, et qui soit minimum.
198. Circonscrire au système de trois cercles donnés un triangle semblable à un triangle donné, et qui soit maximum.
190. Inscrire dans un triangle donné trois cercles dont les rayons et les distances des centres soient dans un rapport donné, et qui forment un système minimum.
197. Trouver le lieu du troisième sommet d'un triangle semblable à un triangle donné, et dont un sommet reste fixe, tandis que l'aulro décrit une droite ou une circonférence donnée.
198. On donne un point A et une droite BC; trouver le lieu des points M
qui divisent les sécantes AN menées du point à la droite, de manière
qu'on ait
AD.DC^ED
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200. Si an carré DEFG est inscrit dans un triangle rectangle ABC, de manière qu'un côté DE du carré coïncide avec Fhypoténuse BC, ce côté est moyen proportionnel entre les deux segments BD et EC de Thj'^x)lénuse.
SM>i. La droite Afi étant divisée aux points C et D de manière qu*on ail
AB_ AC AC"" ad'
si l'on mène par le point A une autre droite AE égale à AC, démontrer que l'angle BED a EC pour bissectrice.
202. Si deux cordes se coupent dans ou cercle, de manière que les segments de Tune présentent le même rapport que les segments de Tautre, la bissectrice de l'angle formé par deux segments homologues passe par le centre du cercle.
203. On donne un triangle ABC rectangle en A; une perpendiculaire DE à rhypoténuse coupe le côté BA en D, le côté CA en F; on mène les droites CD, BF, qui se coupent : lieu des points M d'intersection*
204. Un triangle BAC étant inscrit dans une demi-circonférence, une perpendiculaire menée en D à Thypoténuse BC coupe les côtés BA et AC du triangle et la demi-circonférence aux points E, G, F : démontrer la relation
df' = de.dg.
205. Si, d'un point A d'une circonférence, on mène les cordes AB, AC, etc., qu'on les coupe par une corde DE parallèle à la tangente en A, le produit de chaque corde issue du point A par le segment compris sur elle entre le point A et la corde DE, est constant.
206. Étant donnés un parallélogramme ABCD et deux points P et Q sur les côtés AD et CD, si l'on mène par ces points, dans une direction quelconque, deux parallèles qui rencontrent respectivement en M et en M' les deux côtés AB et CB, le produit AM.CM' est constant.
207. On donne trois droites parallèles et deux points P et Q ; si, autour de ces points, on fait tourner deux droites qui se coupent sur Tune des trois parallèles et qui rencontrent respectivement les deux autres en M et en M', la droite MM' passe par un point fixe.
208. Si, par le sommet d'un angle donné et par un point extérieur à cet angle, on fait passer une série de cercles, ces cercles divisent les deux côtés de l'angle en parties proportionnelles. — Quel est le lieu du milieu des cordes interceptées entre les côtés de l'angle donné?
QUESTIONS PROPOSÉES. 3y5
209. Quand un losange ABCD est circonscril à un cercle, loute tangente MM' à ce cercle détermine sur les côtés ÂB et ÂD deux segments BM et DM' dont le produit est constant.
210. Deux cercles tangents extérieurement étant donnés, la portion de tangente commune extérieure comprise entre ses deux points de contact est la moyenne proportionnelle des diamètres des deux cercles.
211. Trouver dans le plan d*un triangle ABC un point 0 tel, que les circonférences passant par ce point et deux des sommets du triangle soient entre elles comme trois droites données.
212. Si, sur les deux côtés ÀB et ÀG d'un triangle ABC, on décrit des cercles de manière que leur second point d'intersection se trouve sur la base BC ou sur son prolongement, les diamètres de ces cercles sont proportionnels aux côtés suf lesquels on les a respectivement décrits.
213. CDE étant la tangente commune à deux circonférences et rencontrant la ligne des centres AB au point E, si Ton mène aux deux circonférences une sécante FGHKE, démontrer la relation
EC.ED = EF.EK = EG.EH
214. Si un cercle quelconque touche deux autres cercles donnés, la droite qui unit les deux points de contact passe par un point fixe.
215. Lorsque deux triangles ont deux angles égaux et deux angles supplémentaires chacun à chacun, les côtés de ces triangles respectivement opposés à CCS angles sont proportionnels.
216. Soient dans un cercle le diamètre AB et la perpendiculaire AC à ce diamètre; si, par un point C quelconque de cette perpendiculaire, on mène au cercle une seconde tangonte CD, la perpendiculaire DE, menée par le point de contact D au diamètre AB, est divisée en deux parties égales par la droite CB.
217. On donne deux cercles dont Tun a pour centre un point 0 de la circonférence de Tautre; si Ton mène au cercle 0 une tangente quelconque qui rencontre Tautre cercle en M et en M', le produit OM.OM' est constant.
Inscrire un carré dans un triangle. — Discussion
219. Inscrire dans un rectangle donné un rectangle semblable à un autre rectangle donné. — Discussion.
220. Un angle AOB, tournant autour de son sommet 0, intercepte sur les côtés d*un angle fixe, supplémentaire du premier, une corde AB : trouver le lieu dus points qui divisent celte corde dans un rapport donné.
III III III
222. Sur la base BG d'un triangle ABC, on décrit extérieuremenl aa triangle un carré BGDE; on mène les droites AD et AE qui coupent BC en P et Q : démontrer que PQ est égal au côté du carré inscrit dans le triangle ABC et reposant sur BC.
223. Dans tout triangle ABC, le produit des distances des points B eiC à la bissectrice de l'angle intérieur A, est égal au produit de la bissectrice de Tangle extérieur supplémentaire par la dislance du milieu de BC à la première bissectrice; de même, le produit des distances des points B et C à la bissectrice de Tangle extérieur A est égal au produit de la biftsectrice de l'angle intérieur supplémentaire par la distance du miliea de BC à la première bissectrice.
224. La distance d'un point M d'une circonférence à une corde quel* conque est la moyenne proportionnelle des distances du même point aux tangentes menées par les extrémités de la corde considérée.
225. Le produit des distances d'un point quelconque d'une circonférence à deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit dans cette circonférence, est égal au produit des distances du même point aux deux autres côtés.
226. Si des trois sommets d'un triangle et du point de rencontre de ses médianes, on mène des parallèles dans une direction donnée jusqu'à un axe quelconque, la dernière parallèle est la moyenne arithmétique des trois premières.
227. Étant donnés deux triangles et un point, mener par ce point une droite telle, que les sommes respectives des distances des sommets des
deux triangles à cette droite soient dans un rapport donné —
§ IV. — Relations métri^es entre lea différentes parties
d'un triangle.
228. Si, du milieu d'un des côtés d'un triangle rectangle, on abaisse une perpendiculaire sur l'hypoténuse, la différence des carrés des seg*
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ments déterminés sur Thypoténuse est égale au carré de l'autre cété du triangle.
229. Soit l'angle droit ÀOB placé au centre de la circonférence OÂ. D*un point quelconque C pris sur Tare AB, on abaisse sur OÂ ou sur OB la perpendiculaire CD, qui rencontre en E le rayon, bissectrice de l'angle AOB : démontrer la relation
Cd' -h de' = ijÂ\
230. Si, d'un point pris dans le plan d'un polygone, on abaisse des perpendiculaires sur tous ses côtés, les deux sommes des carrés des segments ainsi déterminés, pris alternativement, sont égales.
231. Étant donné un cercle 0, on décrit un demi -cercle sur Tun de ses rayons OA, et Ton mène à ce rayon une perpendiculaire CDE qui coupe le cercle 0 en D et le demi cercle OA en E : démontrer la relation
232. Dans tout quadrilatère, la somme des carrés des diagonales est le double de la somme des carrés des droites qui joignent les milieux des côtés opposés.
233. Soit G le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC; démontrer la relation
Ab' -+- ÂC* + BC' = 3(Xg'-+- Bg'-^-Cg').
— En déduire le rapport de la somme des carrés des côtés d'un triangle à la somme des carr^ de ses médianes.
234. Soient G le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC, et M un point quelconque pris dans son plan: démontrer la relation
MÂ'n MB*H-Mc' = ÂG'H-BGVcG'-h3MG'
235. Étant donné un triangle ABC, trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances aux trois sommets du triangle est constante et égale à un carré donné /'.
236. La somme des carrés do deux côtés d'un quadrilatère, plus la somme des carrés des diagonales, est égale à la somme des carrés des deux autres côtés, plus quatre fois le carré de la ligne qui joint les milieux de ces côtés.
237. La somme des carrés des diagonales d'un trapèze est égale à lu
somme des carrés des côtés non parallèles, plus deux fois le produit des
bases.
238. Si Ton prend deux points à égale distance du centre sur le diamètre d'un cercle, la somme des carrés des distances d'un point de la circonférence à ces deux points est constante.
239. Dans tout triangle ÂBC, ie produit des distances des points B et C à la bissectrice de Tangle intérieur A est égal au carré de la moitié de BC, diminué du carré de la demi-différence des côtés ÀB et ÂC; de même, le produit des distances des points B et G à la bissectrice de Tangle extérieur A est égal au carré de la demi-somme des côtés AB et AC, diminué du carré de la moitié de BC.
240. Le sommet A d'un rectangle ABCD est Gxe, les sommets B et D se meuvent sur un même cercle ; quel est le lieu du sommet C opposé au sommet A?
241. Trouver le lieu des points qui partagent les diverses cordes d*un cercle donné en deux segments (additifs ou soustractifs) dont le produit soit constant.
242. Étant donnés un cercle 0 et un point P, trouver le lieu des points M tels, que la distance MP soit égale à la tangente menée du point M au cercle 0.
243. b et c étant les côtés de l'angle droit d*un triangle rectangle, et h la hauteur qui correspond à l'hypoténuse, démontrer la relation
244. a, b^ r, étant les côtés d'un triangle rectangle en A, et h la hauteur qui correspond à l'hypoténuse a, le triangle qui a pour côtés 6 -t- r, /j et a + /i, est aussi rectangle.
245. Si un triangle équilatéral a ses sommets respectivement situés sur trois droites parallèles, et si ^ et c sont les distances de la parallèle intermédiaire aux deux autres, le côté du triangle a pour expression
Ib'* -hbc -h c^ 'V 3
246. Dans tout trapèze, la différence des carrés des diagonales est à la différence des carrés des côtés non parallèles comme la somme des côtés parallèles est à leur différence.
247. Calculer les diagonales d'un trapèze, connaissant ses quatre côtés.
248. ÂBCD est un quadrilatère, E le milieu de la droite qui unit les
milieux des diagonales; si du point E comme centre on décrit un cercle,
montrer que la somme des carrés des distances d'un point P de ce cercle
aux quatre sommets A, B, C, D, est constante et égale à la sommo
des carrés des distances du centre E aux mêmes sommets, plus quatre
fois EP .
249. Une corde PAQ coupe en A le diamètre d'un cercle sous un angle
de 45 degrés, démontrer que AP + AQ est égale à deux fois le carré du rayon.
2Î$0. Si deux cordes se coupent dans un cercle, la différence de leurs carrés est égale à la différence des carrés des différences de leurs segments.
281. Si Ton prend un point dans l'intérieur d'un rectangle, les sommes des carrés des distances de ce point à deux sommets opposés sont égales.
252. Si Ton mène une tangente à un cercle, la partie de cette tangente interceptée par les tangentes menées aux extrémités d'un môme diamètre est divisée au point de contact en deux segments dont le produit est égal au carré du rayon.
253. Si, autour de deux points A et B d'une circonférence, on fait tourner les côtés d'un angle droit M, et que du point N où le cèté BM coupe la circonférence on abaisse la perpendiculaire KP sur le diamètre AA', le
"'PP^^i'^ 'Tp~ ^^^ constant.
254. Si l'on prend respectivement sur les trois cétésBG, CA, AB, d'un triangle ABC, trois points a, p, 7, tels, qu'on ait
(b^' - C^') -+- (c^' - Ap) -H (Âv' - B^') = o,
les perpendiculaires élevées par ces points sur les côtés du triangle concourent en un môme point.
Déduire de la proi>osition précédente
I* Que les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un triangle se coupent en un même point, qu'il en est de môme des trois hauteurs et des perpendiculaires menées aux côtés' d'un triangle par les points de contact des trois cercles ex-inscrits,
a" Que si les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle ABC sur les côtés d'un triangle A'B'C se coupent en un môme point, récipro* quemcnt les perpendiculaires menées des sommets du triangle A' B'C sur les côtés du triangle ABC sont aussi concourantes.
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256. Soit un triangle ABC rectangle en A, et partagé en deux autres triangles rectangles par la perpendiculaire AD abaissée du sommet A sur l'hypoténuse; si Ton désigne par R, r, /, les rayons des cercles iascrits dans les triangles ABC, ABD, ACD, on a
257. Dans un triangle quelconque, une perpendiculaire étant menée da sommet sur la base, cette base est à la somme des deux autres côtés comme leur différence est à la différence ou à la somme des segments de la base, suivant que la hauteur considérée tombe en dedans ou en dehors du triangle.
258. Si un c6té de Tangle droit d'un triangle rectangle est double de l'autre, la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse la divise en deux segments qui sont dans le rapport de i à 4-
259. Deux cercles dont les rayons sont dans le rapport de a à 3 se touchent intérieurement, et par le centre du plus petit cercle on mène une droite perpendiculaire à la ligne des centres; démontrer que les tangentes menées au plus petit cercle par les points où cette perpendiculaire rencontre le plus grand sont à angle droit l'une sur Tautre.
260. Deux cercles sont tangents en 0 ; par le point 0, on mène à angle droit l'une sur Tautre les sécantes communes POP', QOQ'; A et A' étant les points où la ligne des centres coupe les deux cercles, démontrer la relation
pf' h- QQ'' = ÂÂ'\
261. AOB est un quadrant; si l'on lire la corde Qq parallèle à la corde AB, en la prolongeant jusqu'à ses points de rencontre R et r avec les rayons AO et OB, on a
Qr' -+- Qr' = ÂB*.
§ V. — Problèmes relatifs aux lignes proportionnelles.
262. Mener par un point donné entre deux droites données une droite telle, que le point donné la partage dans un rapport donné — •
263. Étant donnés deux points sur une circonférence, déterminer sur cette circonférence un troisième point tel, que le rapport de ses distances
aux deux premiers soit égal à un rapport donné — •
264. Déterminer hors d'un cercle un point tel, que la somme des deux tangentes menées au cercle par ce point soit égale à la sécante entière qui passe par ce point et le centre du cercle.
265. Inscrire dans un triangle un rectangle dont le rapport des côtés soit donné.
266. On donne sur deux parallèles deux points A et B, et un point C extérieur à ces parallèles. Mener par le point C, à ces parallèles, une sécante dont les distances des points d'intersection aux points A et B soient dans un rapport donné.
267. Déterminer le point dont les distances à trois points donnés sont dans des rapports donnés.
268. Étant donnés une circonférence et un point, mener par le point une sécante qui soit divisée par cette circonférence dans un rapport donné.
269. On donne deux cercles qui se coupent : mener par un de leurs points d'intersection une sécante telle, que le produit des deux cordes interceptées soit égal à un carré donné.
270. Déterminer bur la bissectrice de Tangle A d'un triangle ABC le point M pour lequel la différence des angles MBC et MCB est maximum.
27i. Inscrire dans un triangle un parallélogramme semblable à un parallélogramme donné.
272. Décrire un cercle qui coupe en deux parties égales trois circonférences données.
273. Construire un triangle, connaissant sa base, la somme ou la différence des deux autres côtés, et sachant que son troisième sommet est situé sur une droite donnée.
27 i. Construire un triangle, connaissant un côté, un angle et le rapport des deux autres côtés.
275. Construire un triangle, connaissant deux côtés et la longueur de la bissectrice de l'angle qu'ils comprennent.
Dans un cercle donné, inscrire un triangle
1* Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres côtés passant respectivement par deux points donnés sur cette droite;
2* Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres côtés passant respectivement par deux points donnés d'une manière quel- Ci^nque;
3* Tel que ses trois côtés passent respectivement par trois points donnés d*une manière quelconque.
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277. Construire un triangle, connaissant le produit de deux côtes, la médiane relative au troisième côté et la différence des angles adjacents à ce côté.
278. Construire un triangle, connaissant un angle, la hauteur relative au côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés.
279. Par deux points donnés, mener à une circonférence donnée deux sécantes qui se coupent sur la circonférence, et dont les deux autres points d*intersection déterminent une corde parallèle à la droite qui joint les deux points donnés.
280. Étant données trois circonférences concentriques, construire un triangle semblable à un triangle donné et qui ait ses sommets respectivement situés sur les trois circonférences données.
281 . Construire un carré, connaissant la somme ou la différence de sa diagonale et de son côté.
282. Étant données deux droites qu'on ne peut prolonger, mener par un point donné une droite qui aille passer par le point de concours inconnu des deux premières.
283. Mener par le point d'intersection de deux circonférences une sécante telle, que les cordes interceptées sur elle par les deux circonférences soient dans un rapport donné.
281. On donne deux droites et un point dans leur angle; détermioer sur Tune d'elles un point qui soit à la même distance du point donné et de la seconde droite.
28ÎS. Partager, lorsque cela est possible, une droite donnée en deux parties telles, que la somme de leurs carrés soit égale à un carré donné.
286. Diviser une droite donnée en deux parties telles, que la somme de leurs carrés soit minimum.
287. Partager une droite donnée en trois parties telles, que la première et la seconde soient dans le rapport de deux droites données M et N, et la seconde et la troisième dans le rapport de deux autres droites données P et Q.
288. Déterminer le point dont les distances aux trois côtés d'un triangle sont proportionnelles à trois droites données.
289. Mener, par un point pris à l'intérieur d*un angle donné, une droite limitée aux côtés de Tangle et partagée par le point en moyeime et extrême raison.
QUESTIONS PROPOSfiES. 383
290. Construire un trapèze, connaissant les deux diagonales et les deux côtés non parallèles.
291. Par un point donné, faire passer une circonférence qui touche deux droites données.
292. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente à deux circonférences données.
293. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente à une droite et à une circonférence données.
29i. Construire une circonférence tangente à deux droites données et à une circonférence donnée.
295. Construire une circonférence tangente à une droite donnée et à deux circonférences données.
§ YI. — Polygones réguliers.
296. En joignant de deux en deux les sommets d*un pentagone régulier ou en prolongeant ses côtés de deux en deux, les points d'intersection obtenus forment intérieurement ou extérieurement un autre pentagone régulier.
297. Si Ton prolonge deux côtés AB et CD d*un polygone régulier de centre 0, séparés par un seul côté BC, jusqu'à leur rencontre en E, le quadrilatère AECO est inscriptible.
298. Prouver qu'on peut exécuter un pavage, soit avec des triangles équilatéraux, soit avec des carrés, soit avec des hexagones réguliers. — On ne peut le faire en employant des pentagones réguliers ou des polygones réguliers de plus de six côtés.
299. On peut exécuter un pavage, soit en assemblant à la fois des carrés et des octogones réguliers de même côté, soit en assemblant des triangles équilatéraux et des dodécagones réguliers de même côté, soit en assemblant des décagones et des pentagones réguliers de même côté.
300. Un polygone équilatéral inscrit dans un cercle est régulier. — Un polygone équilatéral circonscrit à un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair.
301. Un polygone équiangle inscrit dans un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair. — Un polygone équiangle circonscrit à un cercle est régulier.
302. Si Ton rapporte un polygone régulier à deux axes coordonnés, les ooordonnéea de son centre sont respectivement les moyennes arithmétiques
de8 coordonnées de ses différents sommets par rapport aux aies oonsîdéréâ.
— Application au triangle équilatéral.
303. Si des sommets d*un triangle équilatéral inscrit, on mène des perpendiculaires sur un diamètre du cercle circonscrit, Tordonnée qui lombe d*un côté de ce diamètre est égale à la somme des deux ordonnées qui lombf)nt de Tautre côté ; de môme, Tabscisse qui tombe d*un côté du centre? est égale à la somme des deux abscisses qui tombent de Tautre côté.
304. La somme des distances d'un point pris à Tintérieur d*un polygone régulier aux m côtés de ce polygone est égale à m fois rapothème.
— Considérer le cas où le point choisi est extérieur.
305. Si d*un point P du cercle circonscrit à un triangle équilatéral ABC,
on mène des droites à ses sommets, la somme PÂ -h PB + PC est constante. — Si ABCP, A'B'C'P', sont deux cercles concentriques dans lesquels soient inscrits les triangles équilatéraux ABC, A'B'C, on a
AP' -hBF -4-CP' = A'P -^B'P h-C'P .
306. AB et AG étant les côtés du pentagone et du décagone régulier inscrits dans un cercle dont le centre est 0, on mène la bissectrice de Tangle AOC qui coupe en D le côté AB : démontrer la similitude des triangles ACB et ACD, ainsi que celle des triangles AOB et DOB, et en déduire la relation connue
AB=AC-hÔ\\
307. Deux diagonales d*un pentagone régulier qui n'aboutissent pas au même sommet se coupent en moyenne et extrême raison.
308. Dans un polygone inscrit d'un nombre de côté pair, la somn.e des angles de rang impair est toujours égale à la sonmie des angles de rang pair.
§ VIL ^ Problèmes sur les polygones réguliers.
309. Sur une droite donnée comme côté, décrire un octogone régulier.
310. Inscrire un carré dans l'espace compris entre deux cercles sécants égaux.
311. Inscrire un triangle équilatéral dans un carré donné, en plaçant l'un de ses sommets soit en l'un des sommets du carré donné, soit au milieu d'un de ses côtés.
312. Sur une droite donnée comme diagonale, décrire un parallélogramme dont les angles soient doubles l'un de l'autre. — Déduire de la solution de ce problème un moyen d'opérer la trisection de l'angle droit.
313. Connaissant le côté d'un polyt^one régulier inscrit dans un cercle, calculer le côté du polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés deux rois moindre. — Appliquer cotte formule à la recherche du côté du pentagone régulier, connaissant le côté du décagone régulier.
314. Sur le diamètre ÂB d'un cercle 0, on construit un triangle équi> latéral ABC; on divise AB en n parties égales, et l'on joint le sommet C à l'extrémité D de la seconde division ; CD prolongée coupe le cercle en F, et l'on demande de calculer la corde AF. — Examiner les cas particuliers du /!= 3, 4i 6.
315. Trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances aux sommets d'un polygone régulier est constante et égale à un carré donné.
316. Connaissant l'apothème du décagone régulier, calculer son côté et le rayon du cercle circonscrit.
317. Dans une circonférence 0, on trace les deux diamètres perpendiculaires AB et CF; du point D milieu de OC comme centre, avec DA pour rayon, on décrit un arc de cercle jusqu'à sa rencontre au point E avec le diamètre CF : démontrer que OE représente le côté du décagone régulier et AE celui du pentagone régulier inscrit.
318. Calculer les rayons des cerdes inscrit et circonscrit, au triangle équilatéral, au carré, au pentagone, à l'hexagone, au décagone et au dodécagone, en prenant pour unité le côté du polygone régulier considéré.
319. Calculer l'apothème du pentagone, de l'hexagone, du décagone et du dodécagone régulier, en prenant pour unité le rayon du cercle circonscrit.
320. Connaissant le rapport du périmètre d'un polygone régulier inscrit au périmètre du polygone régulier circonscrit semblable, calculer les périmètres de ces deux polygones en prenant pour unité le diamètre du cercle donné.
321. m étant le rapport des périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un môme nombre de côtés, et m' le rapport des périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés double» démontrer la relation
, 'it
322. Inscrire dans un triangle équilatéral donné trois cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du côté du triangle,
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323. Inscrire dans un carré donné quatre cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du c6té du carré.
3S4. Inscrire dans un cercle donné m cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du rayon du cercle donné et de la corde qui sous-tend la m*'"" partie de sa circonférence.
§ VIII. — Mesure de la circonférence.
325. Dans deux circonférences de rayons différents, le rapport des angles au centre qui interceptent des arcs de même longueur est égal au rapport inverse des rayons.
326. Si deux circonrérences sont tangentes intérieurement à une troisième circonférence, et si la somme de leurs rayons est égale à celui de cette troisième circonférence, l'arc compris entre leurs points de contact sur la grande circonférence est égal à la somme des arcs respectivement compris sur les circonférences intérieures entre leur point de rencontre le plus rapproché do la grande circonférence et les mômes points de contact.
327. Démontrer que tt est compris entre 3 et 4» par la considération des périmètres do l'hexagone régulier inscrit et du carré circonscrit.
328. Quelle erreur commet-on en remplaçant la demi-circonférence d'un cercle par la somme des côtés du triangle équilaléral et du carré inscrit dans ce cercle?
329. Soient dans un cercle 0 le diamètre AB et la corde ÀC égale au rayon ; menons le rayon OD perpendiculaire sur AC, et prolongeons-le jusqu'à son point de rencontre en E avec la tangente en A; portons à partir du point E sur cette tangente, et dans le sons EA, une longueur EF égale à trois fois le rayon OA; puis menons la droite FB. Quelle erreur commet-on en remplaçant par cette droite la demi-circonférence OA?
330. Si l'on décrit deux demi-cercles égaux sur le diamètre d'un demicercle donné, si Ton inscrit un cercle dans l'espace compris entre les trois demi-circonférences, le diamètre de ce cercle est à celui des cercles égaux dans le rapport de a à 3.
33i . Connaissant les longueurs /r, 6, c, des cordes de trois arcs formant ensemble la demi-circonférence, chercher de quelle équation dépend le diamètre x du cercle considéré.
332. Évaluer le périmètre du polygone régulier de vingt côtés formé par les intersections successives des côtés du décagone régulier étoile.
Démontrer les formules
*V^ v/an-v/il V^2-f-\/2-f-v/ï
( indéfiniment) ;
v-- lim^a" ya — ya-hV^ H-Va -h y 5H- /*-♦-•• • •
Dans la dernière formule, le nombre m^ qu'il faut faire croilre indéfiniment, est égal au nombre des radicaux placés sous le premier radical.
334. Soient p et p' les demi^périmètres de deux polygones réguliers inscrits dans le cercle de rayon i, le second polygone ayant deux fois plus de côtés que le premier. — Démontrer que l'expression
est une valeur de tt approchée par défaut, et que Terreur correspondante est moindre que
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335. A, fi, G, D, étant quatre points en ligne droite, on a, en grandeur et en signe, la relation
AB.CD -f- AC.DB -h AD.BG = o.
33C. Si Ton désigne par p le premier des six rapports anharmoniques distincts
(ABCD), (ACBD), (ADBC), (ABDC), (ACDB), (ADCB),
auxquels donnent lieu quatre points. A, B, G, D, en ligne droite, les cinq autres ont respectivement pour valeurs
337. Si les points P et P' divisent harmoniquement la droite AB, 0 étant
!e milieu de AB, I le milieu de PP', et M un point pris arbitrairement
sur AB, on a
MP.MP'4- MA. MB = aMI.MO.
338. La moyenne proportionnelle de deux droites est aussi la moyenne proportionnelle do leur moyenne arithmétique et de leur moyenne harmonique.
3S8 GÊOillÊrRlE PLANE.
339. Si A, B, C, D el A\ B', C, U, sont deux systèmes de quatre points correspondants, situés sur deux droites distinctes L et L' el ayant mÔme rapport anharmoniq>ie, les trois droites PB, PC, PD, issues d'un point quelconque P de AA', coupent respectivement les trois droites P'B', P'C, P'D', issues d'un autre point quelconque P' de AA', en trois points p, 7, <î, situés en ligne droite.
340. A, B, C, D et A', B', C, D', étant deux systèmes de quatre points correspondants, situés sur deux droites L et L' qui se coupent en A, si Ton prend dans leur plan deux points quelconques 0 et 0', les droites OB, OC, OD, coupent respectivement les droites correspondantes O'B', O'C, O'D', en trois points p, 7, ^, situés en ligne droite.
34i. A, B, C, étant trois points d'une droite L, et A', B', C, trois points correspondants d'une autre droite L', prouver que les trois couples de droites AB' et A'B, AC et A'C, BC et B'C, se coupent en trois points \ fA, V, situés en ligne droite.
342. Si les trois côtés d'un triangle tournent autour de trois points fixes situés en ligne droite, et si deux sommets glissent sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une ligne droite.
343. Si les côtés d'un polygone tournent autour d'autant de points fixes situés en ligne droite, et si tous les sommets moins un glissent sur des droites fixes, le dernier sommet décrit une ligne droite; et il en est de même du point de rencontre de deux côtés quelconques non conligus.
344. Si les trois sommets d'un triangle glissent sur trois droites fixes qui se coupent en un même point, et si deux de ses côtés tournent autour de deux points fixes, le troisième côté passe par un point fixe en ligne droite avec les deux premiers.
345. Si les sommets d'un polygone glissent sur autant de droites fixes qui concourent en un même point, et si tous les côtés moins un tournent autour d'autant de points fixes arbitraires, le dernier côté passe par un point fixe; et il en est de môme d'une diagonale quelconque.
346. Lorsque trois triangles homologiques deux à deux ont le même axe d'homologie, les trois centres d'bomologie sont en ligne droite; et lorsque trois triangles homologiques deux à deux ont le même centre d'homologie, les trois axes d'homologie cencourent en un même point.
347. Lorsqu'une corde d'un cercle tourne autour d'un point fixe 0, la somme des deux quotients qu'on obtient en divisant la distance de chaque extréiDité de la corde à une droite donnée L, par la distance de cette corde k la polaire du point 0, est constante.
QUESTIO?(S TROrOSÉES. 889
348. Lorsque lo sommet d*un angle circonscrit à un cercle décrit une droite L, la somme des deux quotients qu'on obtient en divisant les distances de chaque côté de l'angle à un point Hxe et au pôle de L est constante.
3i9. Les polaires des différents points de l'axe radical de deux cercles se coupent sur cet axe ; et réciproquement, si les polaires de chaque point d'une droite par rapport à deux cercles se coupent sur celte droite, elle est Taxe radical des deux cercles.
350. Les pôles de l'axe radical de deux cercles, pris par rapport à ces cercles, divisent harmoniquement la droite qui joint leurs centres de similitude.
301. Si du centre de similitude de deux circonférences on leur mène deux sécantes, les cordes qui joignent dans les deux circonférences les points d*intersection correspondants sont parallèles ; et des huit points d'intersection obtenus, quatre quelconques (non situés sur la même sécante) se trouvent sur une même circonférence, pourvu que parmi les quatre points choisis il n*y en ait pas deux homologues.
302. Un cercle 0 inscrit dans un quadrilatère Â6CD, touchant ses côtés aux points E, F, G, H, si l'on joint le point d'intersection K des droites EH et FG au centre 0, la droite KO est perpendiculaire sur la diagonale AC.
353. Quand un quadrilatère est circonscrit à deux cercles, chaque (!iagonale coupe la ligne des centres en un point qui a la môme polaire par rapport aux deux cercles.
354. Si Ton divise un quadrilatère en deux autres par une sécante quelconque, les points do rencontre des diagonales des trois quadrilatères sont trois points en ligne droite.
355. Le rapport anharmonique de quatre points d'un cercle est égal au rapport des produits des côtés opposés du quadrilatère inscrit déterminé par CC6 quatre points.
350. Trois cercles 0, 0', 0*, étant donnés, en décrivant un quatrième cercle quelconque »> et en |)renant les axes radicaux du cercle «» et de chacun dos cercles donnés, on forme un triangle ABC; en décrivant un autre cercle »>', on obtient d'une manière analogue un second triangle A'B'C: démontrer que les triangles ABC, A'B'C, sont homologiques.
3.*)?. Lorsqu'une série de cercles ayant leurs centres sur une droite donnée coupent orthogonalemcnt un cercle donné, leur axe radical commun est la pcrpcndiculiiire abaissée du centre du cercle donné sur la droite donnée.
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358. Les trois cercles décrits sur les trois diagonales d*un quadrilatère complet, comme diamètres, ont deux à deux le même axe radical et coupent orthogonalement le cercle circonscrit au triangle formé par les trois diagonales.
359. Lorsque deux triangles sont polaires réciproques par rapport à un cercle situé dans leur plan, ils sont homologiques.
360. Si la base d*un triangle est fixe, la somme ou la différence des deux autres côtés restant constante, la polaire du sommet par rapport à un cercle quelconque, ayant pour centre Tune des extrémités de la base donnée, touche constamment un cercle fixe.
30i. ABC étant un triangle donné, et a, ^, r, les projections des sommets A, B, C, sur les côt^s opposés, les trois couples do droite ab et AB, bc et BC, ca et GA, se coupent en trois points 7, a, p, situés sur Taxe radical des cercles circonscrits aux triangles ABC et abc
362. Toute tangente commune à deux cercles donnés est divisée harmoniquement par tout cercle dont les axes radicaux avec chacun des cercles donnés se confondent.
363. Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatère dont on cohnatt les trois diagonales.
364. Un triangle étant donné, construire un cercle tel, que chaque sommet du triangle soit, par rapport à ce cercle, le pôle du côté opposé.
365. Décrire un cercle passant par un point donné et coupant orthogonalement deux cercles donnés.
366. Étant donnés trois cercles, en décrire un quatrième tel, que les trois axes radicaux de ce cercle, comparé successivement à chacun des trois premiers, passent par trois points donnés.
367. Étant donnés six points A, B, C, D, E, F, sur une circonférence, marquer sur cette ligne un septième point X tel, que les rapports a nharmoniques (XAEC), (XDBF), soient égaux. — Même question en supposant les six points sur une droite donnée.
368. Étant donnés un polygone de n côtés et n points placés arbitrairement, inscrire dans ce polygone un autre polygone dont les n côtés passent respectivement par les n points donnés.
369. Étant donné un triangle coupé par une transversale, si sur chaque côté on prend le conjugué harmonique du point de rencontre de la transversale par rapport aux extrémités de ce côté, les droites qui joignent les trois points ainsi obtenus aux sommets opposés passent par un même
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point. — En déduire le théorème du n' 3i2, relatif aux médianeâ d'un triangle.
370. Étant donné un triangle coupé par une transversale, si sur deus côtés on prend le conjugué harmonique du point de rencontre de la transversale par rapport aux extrémité du côté considéré, les deux points ainsi obtenus et le point où la transversale coupe le troisième côté sont en ligne droite.
371. Un triangle ÂBC inscrit dans un cercle 0, étant coupé aux points /i, 6, r, par une transversale, si a, p, 7, représentent les longueurs des tangentes menées des points a^ b, c, au cercle 0, démontrer la relation
a.p.7 = A^.Bc.C/î=Ac.B/7.C^.
372. Quatre droites dans un môme plan, prises trois à trois, forment quatre triangles, dans chacun desquels existe un point de rencontre des hauteurs; démontrer que ces quatre points sont en ligne droite.
Sga
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§ I. — Mesure des aires des polygones.
373. Chercher l'expression de Faire d'un trapèze, en le considérant comme la ditTérence des deux triangles obtenus en prolongeant jusqu'à leur point de rencontre ses deux côtés non parallèles.
374. Étant données les bases et la hauteur d'un trapèze, calculer les aires des deux triangles dont il est la différence.
375. L'aire d'un trapèze est égale au produit d'un de ses côtés non parallèles par la perpendiculaire abaissée du milieu de l'autre côté sur le premier.
376. Par un point pris sur la bissectrice d'un angle, mener une droite telle, que la partie interceptée par les côtés de l'angle soit minimum ou qu'il en soit de môme de l'aire du triansie déterminé.
377. Dans un angle donné, mener une droite minimum qui intercepte un triangle dont l'aire soit équivalente à un carré donné.
378. Si, dans un triangle rectangle, l'un des angles aigus est égal à ^
d angle droit, Taire du triangle équilatéral construit sur l'hypoténuse est égale à la somme des aires des triangles équilatéraux respectivement construits sur les côtés.
379. On donne un triangle ÂBC ; aux points B et C, et d'un même côté de BC, on mène à cette droite des perpendiculaires BD et CE qu'on prend égales à deux fois la hauteur du triangle ÂBC. Les points F et G étant les milieux des côtés ÂB et ÂC, démontrer que le triangle ABC est équivalent à la somme ou à la diiïérence des triangles BDF, CEG, suivant que ses angles en B et en C sont ou non tous les deux aigus.
380. Les deux triangles opposés, qu'on forme enjoignant un point quelconque pris dans l'intérieur d'un parallélogramme à ses quatre sommets, équivalent ensemble à la moitié du parallélogramme.
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381. On donne un rectangle ÂBCD; on prend un point quelconque B sur BC| un point quelconque F sur CD. Démontrer que le rectangle ÂBCD f' luivaut au double du triangle ÂEP, augmenté du rectangle ayant pour dimensions les segments BE et DF.
382. Tout rectangle est moitié du rectangle qui a pour dimensions les diagonales des carrés construits sur ses côtés adjacents.
383. Si, par le milieu E de la diagonale BD d*un quadrilatère ABCD, on mène la parallèle FEG à la seconde diagonale AC, démontrer que la droite AG divise le quadrilatère en deux parties équivalentes.
381. ABCD étant un rectangle, on inscrit dans le triangle ABC'un cercle qui touche AB en E et BC en F; on mène ensuite EH parallèle à AD et FR parallèle à CD. Démontrer que le rectangle RH est la moitié du rcc- Ungle ABCD.
385. Dans un quadrilatère, les perpendiculaires abaissées sur une diagonale des sommets opposés sont égales : on demande de le diviser en quatre triangles équivalents par des droites menées d'un point intérieur aux quatre sommets.
386. Si, des sommets d*un triangle jusqu'aux côtés opposés ou à leurs prolongements, on mène trois droites égales à une longueur donnée et si, d*un point intérieur, des parallèles sont menées à ces droites jusqu'aux mêmes côtés, la somme de ces parallèles e^t égale à la longueur donnée.
387. Si les diagonales d'un quadrilatère inscrit se coupent à angle droit, là somme des produits des côtés opposés représente une aire double de celle du quadrilatère donné.
388. P étant un point quelconque pris dans le plan d un parallélogramme ABCD, démontrer que le triangle PBD est équivalent à la somme (les triangles PAB, PBC.
389. ABCD étant un quadrilatère inscrit, démontrer par les propriétés des aires ta relation connue
Ac ba.ad-+-_bcj:d
BU ab.bc-+-a~d7uc'
300. D'un point 0 pris dans Tintérieur d'un triangle ABC, on mène jusqu'aux côtés BC, AC, AB, les droites O^r, 0^, Oc\ puis, par les sommets A , B, C, jusqu'aux mêmes côtés, les parallèles Aa', Bb', Cc\ aux premières droites; démontrer la relation
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301. Démontrer par les propriétés des aires que, si l'on mène la parallèle cb h la base BG d'un triangle ABC, les droites B 6. Ce, se croisent sur la médiane qui correspond au sommet A .
392. Si l'on inscrit un cercle dans un triangle rectangle, ce triangle est équivalent au rectangle qui a pour dimensions les segments déterminé sur l'hypoténuse par le point de contact du cercle inscrit.
393. Démontrer que l'aire d'un triangle en fonction de ses médianes n • P, 7, est exprimée par la formule
S ^\yJiy}t^-hib^Y -^ av'a' — a* _ f.*— /.
394. I^ droite qui contient les trois projections d'un point A d'une circonférence 0 sur les côtés d'un triangle équilatéral inscrit passe par h milieu du rayon OA.
395. Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, la droite qui joini les milieux des diagonales passe par le centre du cercle.
396. Étant données les trois hauteurs /*, /*', A*, d'un triangle, trouver ses trois côtés et sa surface.
397. L'aire d'un triangle est égale au rayon du cercle circonscrit, roul> tiplié par le demi-périmètre du triangle formé en joignant les pieds des hauteurs.
398. Deux triangles ont un sommet commun : quel est le lieu décrit par ce sommet lorsque, les deux bases restant ûxes, la somme ou la différenoe des aires des deux triangles demeure constante? — Discussion. ^ Déduire du résultat obtenu que les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère complet sont en ligne droite.
399. Les côtés consécutifs d'un quadrilatère quelconque étant représentés par a, 6, c, d^ et -ses diagonales par m et /?, l'aire de ce quadrilatèro est exprimée pnr la formule
S= - v/(a////i -H a' --ù^-h c' — d') (int/i — a' H- ^^ — c* -f- //') .
Si le quadrilatère est inscriptible et si p désigne son demi-périmètre, cette formule devient
S = }Jkp — f')(p-t>)[p-c)[p — d) .
Si le quadrilatère est un trapèze ayant a et c pour bases, on a
S = -T' ^ ^[b-i'd-ha — c')(ù-hd-i'C—a]{n^c-^ù — d){a'-'C'i-d—ù}
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iOO. Trouver l'aire d'un quadrilatère quelconque en fonction des deux diagonales et des deux droites qui joignent les milieux des côtés opposés.
401 . Démontrer que l'aire d'un quadrilatère, à la fois inscriptible et cîrconscriptible, est égale à la racine carrée du produit de ses quatre côtés.
§ II. — Comparaison des aires.
402. On donne un triangle rectangle sur les côtés duquel on construit trois carrés; on joint les sommets consécutifs de ces carrés, et l'on demande l'expression de l'aire de la figure totale ainsi formée.
403. Un triangle étant donné, partager sa surface en moyenne et extrême raison par une parallèle à sa base.
404. Sur les côtés ÂB, AC, d'un triangle ABC, on construit des parallélogrammes quelconques ABDE, ACFG, dont on prolonge les côtés DE et FG jusqu'à leur rencontre au point H; démontrer que la somme des aires de ces deux parallélogrammes équivaut à l'aire du parallélogramme qui a pour côtés adjacents BC et une droite égale et parallèle à AH. — Déduire do ce théorème celui du carré de l'hypoténuse.
405. On donne un quadrant AOB et un point P quelconque sur l'arc AB; par ce point P, on mène à cet arc la tangente STP : S est son point d'inlersection avec le rayon OA, T avec le rayon OB. On mène PM perpendiculaire sur OA, et l'on demande de prouver que le triangle AOB est la moyenne proportionnelle des triangles SOT et OMP.
406. Sur les côtés AB, AC, d'un triangle ABC, on marque deux points M et N, et sur la droite MN un point P, tels qu'on ait
BM _ ANPM AM "* CN "" PiN '
démontrer que le triangle BPC équivaut au double du triangle AMN.
407. Soit un triangle quelconque ABC ; on mène BD perpendiculaire et égale à AB, CE perpendiculaire et égale à AC, et l'on tire DE. Démontrer que la somme des carrés construits sur BC et sur DE équivaut à deux fois la somme des carrés construits sur les côtés AB et AC.
408. Par le milieu de chacune des deux diagonales d'un quadrilatère, on mène une parallèle à l'autre, et l'on joint le point d'intersection de ces doux parallèles aux milieux des quatre côtés ; démontrer que le quadrilatère est ainsi partagé en quatre parties équivalentes.
109. Deux polygones d'un nombre pair de côtés sont équivalents, lorsque leurs cùUb ont les mômes points milieux.
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410. L*aire d*un polygone d*un nombre pair de côtés ne varie pas, lorsque tous les sommets de rangs pairs ou tous les sommets de rangs impairs décrivent des droites égales, parallèles et de même sens.
AU, Si deux polygones semblables et intérieurs Tun à l'autre ont leurs côtés homologues parallèles, tout polygone à la fois inscrit dans l'un et circonscrit à l'autre a une aire moyenne proportionnelle entre les aires de ces deux polygones.
412. Démontrer que la surface du triangle formé avec les médianes d'un triangle donné est les trois quarts de la surface de ce triangle. — En déduire : i^ qu'entre tous les triangles qui ont la somme de leurs médianes constante, le triangle équilatéral est maximum; 'x** que de tous les triangles équivalents, le triangle équilatéral est celui dans lequel la somme des médianes est minimum.
§ III. — Aires du polygone régulier et du cercle.
413. Trouver en fonction du rayon du cercle circonscrit l'aire du do> décagone régulier.
414. L'aire de l'octogone régulier inscrit dans un cercle équivaut û celle du rectangle qui a pour côtés adjacents les côtés des carrés inscrit et circonscrit.
415. L'aire de l'hexagone régulier inscrit dans un cercle est les trois quarts de celle de l'hexagone régulier circonscrit.
416. L'aire de l'hexagone régulier inscrit est la moyenne proportionnelle de celles des triangles équilatéraux inscrit et circonscrit.
417. Étant donné un polygone régulier, on mène les diagonales qui sous-tendent successivement deux côtés; ces diagonales déterminent par leurs intersections un autre polygone dont on demande la nature, et Taire en fonction de celle du premier polygone.
418. On prend les points B et D à égale distance des extrémités de l'arc d'un quadrant ÂOG, et l'on mène sur OC les perpendiculaires BG et DH ; démontrer que la figure mixtiligne BGHD est équivalente au secteur OBD.
410. Si Ton prend un point G sur le diamètre AB d'un cercle, l'aire comprise entre ce cercle et les cercles décrits sur les segments AC et T.B comme diamètres équivaut au cercle qui a pour diamètre la moyenne proportionnelle des segments AC et CB.
420. Dans des cercles différents, les secteurs dont les angles sont en raison inverse des carrés des rayons sont équivalents.
421. La différence de deux secteurs semblables a pour mesure de son aire le produit de la différence des rayons par Tare concentrique mené à égale distance des arcs considérés.
422. Si des demi-cercles sont décrits sur les trois côtés d'un triangld rectangle comme diamètres, et si l'on tourne vers l'intérieur du triangle ceux décrits sur les côtés de Tangle droit, la somme des segments exté« rieurs correspondant aux côtés de l'angle droit, moins la somme des segments déterminés par l'hypoténuse, équivaut à l'aire commune aux demi-cercles décrits sur les côtés.
423. Des demi-cercles OEDA, OFDB, étant décrits sur les rayons OÂ, OD, d'un quadrant OACB, démontrer : i® que les trois points A, B, D, sont en ligne droite; a^ que les aires ACBD, OEDF, sont équivalentes; y que les aires OFDA, OEDB, équivalent chacune au quart du carré construit sur le rayon OA.
424. Si AB et CD sont deux diamètres perpendiculaires d'un cercle 0, (•t si, du point D comme centre avec DA pour rayon, on décrit un arc do cercle AEB, démontrer que Taire de la lune AEB équivaut à celle du triangle DAB.
425. Dans un triangle rectangle ABC, AD étant la perpendiculaire abais- Si'e du sommet sur l'hypoténuse, démontrer que les cercles inscrits dans les triangles ABD, ACD, sont proportionnels à ces triangles.
426. On donne deux droites qui se coupent en A, et l'on décrit une série de cercles tous tangents à ces deux droites et successivement tangents entre eux ; OA étant la dislance du centre du cercle le plus éloigné au point A, et OB son rayon, la somme des aires de tous les cercles esta
I aire du plus éloigné dans un rapport exprimé par ~.t-.— 7\,7-'
427. Si le diamètre d'un cercle est divisé en n parties égales aux points P,, P„. . . , et si l'on décrit des demi-cercles au-dessus de AB sur les diamètres AP,, AP,,. . ., et au-dessous de AB sur les diamètres BP„ BP„..., le contour de chaque Ggure telle que AP„_, BP„ est égal à la circonférence du cercle donné, et l'aire de la môme figure à la /i'*"*' parlie de celle du cercle donné.
428. A étant l'aire d'un polygone régulier inscrit et B l'aire du polygone circonscrit semblable, démontrer que la différence B — A équivaut à l'aire du polygone régulier semblable inscrit dans la circonférence qui a pour diamètre le côté du polygone B, ou encore à l'aire du polygone régulier semblable circonscrit à la circonférence qui a pour diamètre le côté du polygone A.
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429. CDD étant un triangle rectangle en B dans lequel 6D eât le doublo
de BC, on prolonge BD d'une longueur Da = — } puis encore d'une Ion-
gueur ab = —^; on mène les droites Ca, Cb^ et Ton prolonge BC de telle
sorte que BA = Ca; enfin, par Â, on mène à la droite Cb une parallèle qui coupe en E le prolongement de BD. Démontrer que la longueur BE diffère très-peu de la demi-circonférence dont BG est le rayon, et que le triangle BCB diffère très-peu du cercle correspondant; évaluer les deux différences.
430. A et B désignant les surfaces de deux polygones réguliers sem* blables inscrit et circonscrit à un cercle, et A' et B' celles des deux po« lygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés double, démontrer les formules
I _ /il ' _ * /' ' \
prouver en outre que B'— A' est < — - — — Déduire des formules ob-
tenues une nouvelle démonstration du théorème de Schwab (300).
431. r et a désignant le rayon et Tapothème d'un polygone régulier, r' et a' le rayon et l'apothème du polygone régulier de même aire et d'un nombre de côtés double, démontrer les formules
— Déduire de ces formules, en partant du carré dont Taire est égale à a, un théorème analogue à celui de Schwab, c'est-à-dire le moyen d'obtenir
une série de nombres tendant vers 4 /—
§ IV. — Problèmes sur les aires.
432. Partager un triangle en parties proportionnelles à des droites données par des parallèles à sa base.
433 Partager un trapèze en parties proportionnelles à des droites données par des parallèles aux bases.
434. Partager un polygone en parties proportionnelles à des nombres donnés par une série de droites parallèles à une droite donnée.
QUESTIONS PROPOSËES. 3qq
435. Partager un triangle en trois triangles équivalents par trois droites menées d'un même point intérieur à ses trois sommets.
436. Par un point pris dans le plan d'un angle donné, mener une droite telle, que le triangle qu'elle détermine par sa rencontre avec les côtés de Tangle soit équivalent à un carré donné.
437. Partager un quadrilatère quelconque en deux parties qui soient dans le rapport de deux droites données, par une parallèle ou une perpendiculaire à Tun de ses côtés.
438. Étant donnés trois points A, B, C, en trouver un quatrième 0 tel, que les surfaces AOC, AOB, BOC, présentent des rapports donnés.
439. Par un point pris sur Tun des côtés d'un polygone, mener une série de droites qui partagent sa surface en un nombre donné de parties équivalentes.
440. Inscrire dans un triangle donné un parallélogramme ayant une aire donnée. — Discussion.
4il. Partager un polygone en n parties équivalentes par une série de droites issues d*un point intérieur.
442. Inscrire dans un cercle donné un trapèze, connaissant son aire et la longueur commune des deux côtés non parallèles.
443. Inscrire dans un cercle donné un rectangle de surface donnée. 4i4. Construire un triangle, connaissant ses angles et sa surface.
445. Après avoir inscrit un carré dans un carré donné, on en inscrit un troisième dans le second obtenu, et ainsi de suite indéfiniment, en adoptant toujours la môme loi d'inscription.
On demande : i* la limite vers laquelle tend la somme des carrés inscrits; a" combien il faut construire de carrés inscrits pour que leur somme soit équivalente à une surface donnée.
446. Étant donné un triangle, on en forme un second en joignant les milieux de ses trois côtés, un troisième en joignant les milieux des trois côtés du second, et ainsi de suite indéfiniment. On demande la limite de la somme de tous les triangles inscrits de cette manière.
447. Construire un triangle équivalent à un triangle donné et tel, que ses sommets soient respectivement situés sur trois droites données.
418. Partager un trapèze en parties proportionnelles à des droites données, par des sécantes coupant les deux bases.
419. Partager un cercle en parties proportionnslles à des nombres donnés, par des rayons.
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450. Partager un cercle en parties proportionnelles à des nombres donnés, par des circonférences concentriques.
451. Partager un triangle en deux parties proportionnelles à des droites données, par une perpendiculaire à Tun des côtés.
452. Partager un triangle en deux parties proportionnelles à des droites données, par une sécante minimum.
453. Partager un triangle quelconque en quatre parties équivalentes, par deux droites perpendiculaires entre elles.
454. Étant donné un cercle, trouver quatre autres cercles dont les rayons soient pro;)ortionnels à des droites données et dont la somme des aires soit équivalente au cercle donné.
455. On donne trois droites en grandeur et en position; trouver un point tel, qu'en le prenant pour sommet commun de trois triangles ayant ces droites pour bases respectives, ces trois triangles soient équivalents.
Inscrire dans un carré un rectangle d*aire donnée
457. Trouver sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle un point tel, que le carré construit sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'un des côtés de l'angle droit, soit équivalent au rectangle qui a pour dimensions les deux segments correspondants de l'hypoténuse.
458. Décrire quatre circonférences qui soient en proportion, dont la plus grande soit égale à la somme des trois autres, et telles, que leur somme et la somme des cercles correspondants soient respectivement égales à une circonférence et à un cercle donnés.
459. Trouver sur la diagonale prolongée d'un carré donné un point tel, que si l'on mène de ce point une parallèle à l'un des côtés du carré jusqu'à la rencontre du côté adjacent prolongé, on forme ainsi, avec la diagonale prolongée elle-même, un triangle équivalent au carré donné.
460. Construire un triangle isocèle équivalent à un triangle donné.
461. D'un point donné sur l'un des côtés égaux d'un triangle isocèle, mener une droite jusqu'à la rencontre de l'autre côté prolongé, de manière à déterminer un triangle équivalent au triangle donné.
462. On donne un triangle ABC et un point D sur AB; construire un triangle équivalent au triangle ABC, qui ait l'un de ses sommets en D et l'angle A commun avec le triangle ABC.
463. Construire un triangle, connaissant son aire, un de ses angles et la médiane qui correspond à l'un des deux autres angles.
QUESTIONS PROPOSÉES. 4oi
464. Transformer un triangle quelconque en un triangle isocèle qui ait même angle au sommet.
463. Construire un parallélogramme équivalent à un carré donné et qui ait un angle donné. ~ Cas du losange.
APPENDICE DU QUATRIÈME LIVRE
466. De tous les triangles qui ont même angle au sommet et même somme des côtés de cet angle, le triangle isocèle est maximum et sa base est minimum.
467. De tous les triangles satisfaisant aux conditions de l'énonce' précédent, le triangle minimum est celui dans lequel la différence des côtés de l'angle donné est maximum, et sa base est maximum. — Réciproque.
46d. De tous les triangles équivalents qui ont même angle au sommet, c'est le triangle isocèle qui a le périmètre minimum.
469. De tous les triangles qui ont pour angle au sommet un angle donné et dont la base est astreinte à passer par un point donné, le triangle minimum est celui dont le point donné est le milieu de la base.
470. De tous les triangles ayant même base et môme hauteur, le triangle isocèle a le plus grand angle au sommet.
471. De tous les triangles qui ont même angle au sommet et même périmètre, le triangle isocèle a Taire maximum et la base minimum. — Il en est de même de tous les triangles qui ont môme angle au sommet et môme différence entre la somme des côtés do cet angle et la base.
472. De tous tes triangles qui ont même angle au sommet et des bases égales, le triangle isocèle a l'aire maximum et le périmètre maximum.
473. De tous les triangles qui ont même angle au sommet et môme hauteur, le triangle isocèle est minimum.
474. Étant donnés dans un quadrilatère un angle et les deux côtés opposés à cet angle, Taire du quadrilatère est maximum lorsque le sommet de Tangle donné est à égale distance des trois autres sommets.
475. De tous les triangles dont deux côtés ont des grandeurs données, le triangle maximum est celui dans lequel les trois sommets sont à égale distance du milieu du troisième côlé.
476. L'aire d'un quadrilatère, dans lequel on donne un angle et la
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somme des deux côtés opposés, est maximum lorsque ces deux côtés sont égaux.
477. Étant donnés un angle d'un polygone et les côtés non adjacents à cet angle, l'aire du polygone est maximum lorsque le sommet de l'angle donné est également distant de tous les autres sommets.
478. Étant donnés tous les côtés d'un polygone à l'exception d'un seul, son aire est maximum lorsque tous ses sommets sont à égale distance du milieu de ce dernier côté.
479. De tous les polygones d'un même nombre de côtés, circonscrits è un même cercle, le polygoïie régulier a l'aire minimum et le périmètre minimum; et, de tous les polygones réguliers circonscrits à un même cercle, celui qui a le plus grand nombre de côtés a l'aire minimum et le périmètre minimum.
480. Étant donnés n points situés comme on voudra dans un plan, décrire le plus petit cercle qui les contienne tous.
481. Les bases de deux triangles et la somme des quatre autres côtés étant données, trouver les conditions du maximum de la somme des aires de ces deux triangles.
482. Étant donnés les milieux des côtés d*un polygone convexe d*un nombre impair de côté^^ déterminer ses sommets en employant seulemeni le compas.
483. Construire un triangle rectangle tel, qu'un de ses cétés soit la moyenne proportionnelle de l'hypoténuse et de l'autre côté.
48^4. Construire un triangle égal à un triangle donné et dont les trois côtés passent respectivement par trois points donnés.
485. On donne un demi-cercle de diamètre ÂB; soit C un point quelconque de ce diamètre. On décrit deux autres demi-cercles sur AC et CD comme diamètres, et Ton mène à AB une perpendiculaire par le point C. Démontrer que les deux cercles inscrits de part et d'autre de cette perpendiculaire sont égaux entre eux.
486. Si deux cercles de rayons égaux se coupent en A et en B et si, par le point A, on mène la droite AEC qui rencontre respectivement les deux cercles en E et en C, le triangle EBC est équivalent à l'aire comprise entre les deux arcs BE et BC et le côté EC.
487. Trouver, sur la droite qui joint les centres de deux triangles équilatéraux donnés, un point tel, que les sommes respectives des carrés de ses distances aux côtés des deux triangles soient dans un rapport donné.
488. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle dont la somme de la base et de la hauteur soit égalo à une droite donnée.
489. Étant donnés une circonférence et un triangle, trouver sur la circonférence un point tel, que la somme des carrés de ses distances aux trois sommets du triangle soit égale à un carré donné.
490. Étant donnés un cercle et une tangente à ce cercle, trouver sur sa circonférence un point dont la somme des distances à la tangente et à •on point de contact soit égale à une droite donnée.
/q^ géométrie plane.
491. On partage une droite donnée en moyenne et extrême raison, puis le plus grand segment trouvé en moyenne et extrême raison, et ainsi de suite indéOniment. Vers quelle limite tend la somme des plus grands segments ainsi obtenus?
492. Étant données la hauteur d'un triangle et les différences de chacun des segments qu'elle détermine sur la base avec le côté adjacent, construire le triangle.
493. Si, du sommet de l'angle droit d*un triangle rectangle, on mène des droites aux sommets opposés du carré construit sur l'hypoténuse, la différence <Ies carrés de ces droites est égale à la différence des carrés des côtés du triangle.
49 i. Ëlant donnés sur une droite trois segments Afi = a, BG = 6, DC = c, déterminer le point P d'où ces trois segments sont vus sous le môme angle; discussion. — Application aux valeurs a = i, ^ = a, c = 3.
495. Soient six points pris dans un plan, les trois premiers A, G, E, sur une même droite, les trois autres, B, D, F, sur une autre droite. Démontrer que les trois intersections de AB et de DE, de BG et de EF, de GD et de AF sont en ligne droite.
496. Un cercle et un quadrilatère inscrit étant donnée, démontrer que, si l'on complète le quadrilatère :
i"" Le carré de la troisième diagonale est égal à la somme des carrés des tangentes issues de ses extrémités; 2° Cette diagonale est égale à la somme des deux tangentes issues de son milieu ; 3" Le cercle décrit sur cette diagonale comme diamètre coupe orthogonalement le cercle donné.
497. Dans un triangle ABC, on mène la bissectrice AK de l'angle au sommet et la hauteur AF correspondante ; des extrémités B et G de la base, on abaisse sur la bissectrice AK les perpendiculaires BD et CE; démontrer que le cercle déterminé par les trois points F, D, £, passe par le milieu G de la base BG, et que l'aire du triangle équivaut au rectangle BD.AEouCE.AD.
498. La courbe plane dont toutes les normales concourent en un même point, est une circonférence.
499. Démontrer que D étant un point quelconque de la base BC (l*un triangle ABC, et AD la droite qui le joint au sommet du triangle, on a
AB* .CD -f- Âc' .BD = ÂÛ* .BC -h BG.BD.CD.
500. On donne un point G quelconque sur une droite AB; trouver sur CB et sur Cfi prolongée les points D et D' tels, que CD soit la rnuyenne
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proportionnelle de AD et de BD, et CD' la moyenne proportionnelle de ÂD' et de BD'.
501. AB est divisée au point C en moyenne et extrême raison; sur le plus grand segment CA prolongé, on prend AD = CA, et sur CA on prend AË = BC; démontrer que les droites BD et BE sont aussi divisées en moyenne et extrême raison aux points A et C.
502. AB, AC, DE, DF, étant quatre droites qui, par leurs intersections trois à trois, forment quatre triangles, démontrer que les cercles circonscrits à ces triangles passent par un même point.
503. Si Ton prolonge la base d'un triangle de part et d'autre, de manière que chaque prolongement soit égal au côté adjacent, et si l'on fait passer un cercle par les extrémités obtenues et le sommet du triangle, la droite qui joindra ce sommet au centre du cercle sera la bissectrice de l'angle au sommet.
504. Trouver le lieu des points dont les puissances par rapport à deux cercles donnés sont égales et de signes contraires.
505. Si l'on partage un losange en losanges égaux par deux séries de parallèles aiA[ cétés, la somme des cercles inscrits dans les losanges partiels équivaut au cercle inscrit dans le losange total.
500. Les côtés d'un triangle étant en progression arithmétique, a et /z' étant le plus petit et le plus grand côté, R et /- les rayons des cercles circonscrit et inscrit au triangle, on a
507. Construire un triangle rectangle, connaissant la somme des deux côtés de l'angle droit et la somme formée par l'un d'eux et l'hypoténuse.
508. Du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC, on abaisse Ap perpendiculaire sur l'hypoténuse BC, p^ perpendiculaire sur AB, vr perpendiculaire sur BC, rs perpendiculaire sur AB, et ainsi de suite indéfiniment ; démontrer que le rapport de la somme de ces perpendiculaires ù AB est égal au rapport de AB h- BC à AC.
509. On a dans un cercle une corde CD parallèle à une droite de longueur donnée AB; la droite AC coupant le cercle une seconde fois en E, et la droite BE une seconde fois en F, démontrer que la droite DF coupe AB en un point fixe, quand la corde CD se déplace parallèlement à ellemême.
510. Dans un triangle inscrit ABC, on mène par le sommet A jusqu'à
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ta base BC des parallèles ÂD et ÂE aux langentes en C el en fi^ dérnoo* f4^r la relation
BE_AB
511. Le côté d'un polygone est divisé en n parties; sur chacune de ces parties, on construit par rapport au polygone donné un polygone semblable et semblablement placé; démontrer que la somme des périmètre, de tous ces polygones est égale au périmètre du polygone donné, et que la somme de leurs aires (si le côté du polygone donné a été divisé en n parties égales) est égale à la r^*^ partie de ce polygone.
512. Si Ton désigne par a, 6, r, les trois côtés d'un triangle ABC, et si Âa', B6', Ce', sont les bissectrices de ses angles, on a la relation
A^'.Crt' Bc'
513. Si Aa, B6, Ce, sont les droites menées des sommets d*un triangle aux points de contact des côtés opposés avec le cercle inscrit, on a
A^.C^.Bc— Ar.Ba.C6.
514. Si Ton prolonge le côté AB d'un triangle ABC jusqu'en D, et si l'on prend CF = BD sur le côté CA, la base BC divise la droite DF dans le rapport des côtés AG et AB ; de même, la droite DF divise BC dans le rapport des segments AF et AD.
515. Soient deux cercles extérieurs l'un à l'autre dont les deux tangentes communes intérieures, qui correspondent aux rayons AC et BD, se rencontrent en 0 et coupent aux points ||1 et H l'une des tangentes communes extérieures ; démontrer la relation
C.0D4-AC.BD = 0K.0H
516. ABCD étant un quadrilatère quelconque et T le point de concours des perpendiculaires menées par les extrémités du côté AB aux côtés adjacents AD et BC, démontrer que la perpendiculaire menée par le point T sur la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère, divise le côté AB en deux segments proportionnels aux projections des côtés BC et AD sur AB.
517. La somme algébrique des perpendiculaires abaissées des sommets d'un polygone régulier sur une droite menée par son centre, est nulle quelle que soit la direction de cette droite.
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5i8. £tanl donnés nn triangle ABC et des droites ka^ B^, Ce» qui allant des sommets aux côtés opposés se rencontrent en un même point, on fait passer un cercle par les trois points a, b^ c, lequel coupe les mêmes côtés du triangle en trois autres points /i', b\ c'; démontrer que les droites A a\ Bb\ Cc\ se rencontrent aussi en un même point.
519. D'un point pris dans Tintérieur d*un triangle ABC, on mène des sommets aux côtés opposés les droites AH, BE, CP^ puis on joint deui à deux les j)oints U, E, F; démontrer que les droites AH, BE, CF, sont alors divisées barmoniquement. — Inversement, si une droite AH est divisée harmoniquement en G et D, et si F est un point d'une autre droite AB, les intersections E et C des droites FG et BD, FD et BH, sont en ligne droite avec le point A.
520. Par le sommet A d*un triangle ABC, mener une droite telle, que les perpendiculaires BB', CC, abaissées sur elle des extrémités de la base, forment des triangles rectangles ABB', ACC, équivalents.
521 . L'aire d'un quadrilatère quelconque ABCD est égale à l'aire du triangle ayant pour base l'un des côtés AB et pour sommet le point de concours des deux diagonales, plus trois fois le triangle ayant pour base le côté CD et pour sommet le point de concours des deux droites qui joignent les centres de gravité des triangles ABC et CDA et des triangles BCD et DAB.
522. Inscrire un carré dans un parallélogramme. — Discussion.
523. Étant donné un quadrilatère ABCD, si l'on prend à volonté un point M sur AB et un point N sur CD, et que l'on mène les droites AN et DM qui se coupent en P, puis les droites CM et BN qui se coupent en Q, la droite PQ passe par un point fixe.
524. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés et qui passe par un point donné de leur axe radical.
525. Étant donnés deux points A et B et deux circonférences passant. Tune par A, l'autre par B, trouver sur Taxe radical de ces circonférences un point C tel, que la droite qui unit les secondes extrémités des cordes déterminées par les sécantes CA^ et CB soit perpendiculaire à cet axe radical.
526. Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle 0, on forme un second triangle ABC ayant pour sommets les milieux des côtés du premier; des points A, B, C, on mène au cercle 0 des tangentes qui rencontrent en /7, 6, e, les côtés opposés du triangle ABC; démontrer que les points a, b^ c, sont en ligne droite.
4o8 GÊOMÉTRIK PLANB. QUESTIONS PROPOSÉES.
!$27. Deux triangles circonscrits à un cercle, donné de rayon R el ayant leurs côtés parallèles deux à deux, déterminent en s'entrecoupant six triangles partiels; démontrer que le produit des surfaces de ces six triangles et des deux triangles donnés est égal à la seizième puissance du rayon R.
528. Les droites, qui joignent les milieux des diagonales de tous les quadrilatères formés en prenant quatre côtés consécutifs d'un pentagone,
concourent en un même point.
529. Inscrire dans un cercle un polygone régulier de 17 côtés; montrer que le côté de ce polygone est sensiblement égal à la moitié de l'excès du côté du triangle équilatéral inscrit sur le côté de l'hexagone régulier inscrit, et trouver une limite de l'erreur que comporte cette valeur approchée.
530. Étant donnés deux triangles ARC, a^y, tels que les côtés 2^, 67, 72, du second passent respectivement par les sommets C, A, R, du premier, on demande d'évaluer Taire du triangle a^ en fonction de l'aire du triangle ARC et des rapports des segments que les côtés du triangle otpy déterminent sur ceux du triangle ARC. — Déduire, de la formule obtenue, le théorème de Céva (311).
NOTES
NOTES
MESURE DBS GRANDEURS.
La mesure de l'étendue étant Tun des objets principaux de la Géométrie, nous avons cru, pour éviter les répétitions et pour fixer les idées, devoir réunir les questions relatives à la mesure et à la proportionnalité des grandeurs, en les traitant d'une manière succincte, mais méthodique. Tel est Tobjet de cette Note; les commençants pourront omettre les parties marquées d'un astérisque.
Mesure d*une grandeur commensurahle avec Vanité,
i. On acquiert la notion du nombre entier en considérant des objets distincts et semblables. Nous allons expliquer comment le problème de la mesure des grandeurs conduit à étendre cette première idée.
On ne considère, en Mathématiques, que les grandeurs dont on peut définir d'une manière précise Vénalité et V addition ; tels sont, par exemple, les angles : nous avons dit en effet ce qu'on entend par angles égaux et par somme de deux angles. Une grandeur est plus grande qu'une autre quand elle est la £omme de cette autre et d'une troisième de môme nature.
Lorsqu'une grandeur est la somme de a, 3, 4* ••• parties, égales à une autre grandeur de même espèce, on dit que la première est un multiple de la seconde, et que la seconde est une partie aliquote de la première.
Deux grandeurs sont dites commensurables entre elles lorsqu'elleâ sont des multiples d'une troisième grandeur qu'on appelle alors leur commune mesure; dans le cas contraire, elles sont incommensurabies entre elles.
. Pour mesurer une grandeur, on cherche une commune mesure entre cette grandeur et une autre de même espèce, arbitraire, mais bien connue, et qui reçoit le nom d'uniie'.
Si cette commune mesure est l'unité elle-même, et que la grandeur proposée la contienne, par exemple, 3 fois sans reste« on dit que la grandeur est mesurée par le nombre entier 3.
Si cette commune mesure est une partie aliquote de l'unité, par exemple, si, l'unité étant partagée en cinq parties égales, la grandeur proposée est la somme de trois de ces parties, on dit que celte grandeur
4ia NOTE I.
est les Irois-cinquièmes de Tunilé et qu'elle est mesurée par le nombre
trois-cinquièmes, que Ton écrit -= • Oa qualifie d'ailleurs un tel nombre
de fractionnaire pour le distinguer des nombres entiers seuls considérés jusque-là.
En résumé, mesurer une grandeur commensurable avec Vunité, c^est chercher combien cette grandeur renferme d'unités ou de parties aii' quotcs de l'unité. Suivant que la grandeur est un multiple de Tunité on un multiple d'une partie aliquote de Tunité, le nombre qui exprùne sa mesure est entier ou fractionnaire. Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou fractionnaire est commensurable avec l'unité, car elle est un multiple de Tunité ou d'une partie aliquote de l'unité.
Deux nombres entiers ou fractionnaires sont égaui s'ils expriment les mesures de deux grandeurs égales, l'unité étant la môme.
La somme de deux nombres entiers ou fractionnaires est le nombre qui mesure une grandeur égale à la somme des grandeurs mesurées par les deux autres, l'unité étant la même.
Un nombre est plus grand qu'un autre quand il est la somme de cet autre et d'un troisième nombre.
C'est dans les Traités d'Arithmétique qu'il faut voir les conséquences de ces principes fondamentaux ; nous regarderons ici comme acquises toutes les règles du calcul des nombres entiers ou fractionnaires.
* Mesure d'une grandeur incommensurable avec l'unité.
S. Considérons maintenant une grandeur Â incommensurable avec l'unité U.
On appelle valeur approchée de A par défaut à moins de -. n étant
entier ou fractionnaire, le nombre qui mesure le plus grand multiple de
la grandeur— contenu dans A. Ainsi, A contenant — un nombre entier ^ n ' n
de fois m. avec un reste moindre que — i
est la valeur approchée de A à moins de - par défaut^ et
est la valeur approchée do A à moins de - par excès
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Cela posé, le nombre qui mesure une grandeur A incommensurable avec Funilé est par définition la limite vers laquelle tendent les valeurs
approchées de À à moins de-? lorsque n croit indéfiniment.
Pour justifier celle définition, il faut montrer que cette limite existe et qu'elle est uniqae, c'est-u-dire indépendante de la loi suivanl laquelle on fait croître n indéfiniment.
A cet effet, nous désignerons par On la valeur approchée de A par défaut et par ^;» la valeur approchée par excès à moins de - •
Un n'augmente pas toujours avec n (i); désignons par a„ et appelons
valeur principale de Kh moins de - par défaut la plus grande des valeurs
de a^ pour toutes les valeurs de v non supérieures à n. Alors, lorsque n croîtra, la valeur principale a^^ croîtra aussi ou du moins ne décroîtra jamais, et comme an, mesurant une grandeur moindre que A, reste inférieur à Tune quelconque des valeurs a^ approchées par excès, ^n aura une certaine limite a quand n croîtra indéHniment. De même a'^ ne décroît pas toujours quand n augmente; désignons
par a^ et appelons valeur principale de k à moins de - par excès la
plus petite des valeurs de a[ pour toutes les valeurs de v non supérieures à /i. Alors, lorsque n croîtra, la valeur principale a^ décroîtra ou du moins ne croîtra jamais; et comme a^,, mesurant une grandeur supérieure à A, reste supérieur à Tune quelconque des valeurs an approchées par défaut, a'^ tend vers une certaine limite quand n croît indéfiniment.
Or, on voit de suite que cette limite n'est autre que a et que les valeurs approchées a^^ a'^ tendent aussi vers a lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque. En eflet, a^ et «„ étant, d'après leur définition même, compris l'un et l'autre entre Un et a'^y la diflérence entre a,» et chacune des quantités a^, 0», a\ est moindre en valeur absolue que
c^n ~ ^ny ot par suite moindre que la fraction - > qui tend vers zéro
quand n augmente indéfiniment.
* Calcul des nombres incommensurables.
5. Un nombre est dit commensurable ou incommmsurable suivant que
(') Par exemple, li A est la diajronale du carré dont le oùie «t cgal à l'unité, on a «„= — et «,, = — 9 et par coniéquent «„ < <i„.
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la grandeur donl il exprime la mesure est commensurable ou incommensurable avec Tunité adoptée. Les nombres commensurables sont les entiers et les fractions.
Par définition, le résultat d'une opération sur des nombres incommensurables est la limite du résultat de la même opération sur leurs valeurs
approchées à moins de — y lorsque n croit indéfiniment,
n faut démontrer que cette Hmite existé et est unique, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant laquelle n croit indéfiniment : c*est ce que nous allons faire en considérant successivement chacune des opérations élémentaires.
Pour employer des notations uniformes, nous désignerons tout nombre incommensurable par une lettre minuscule, a par exemple; alors a^ et z?;,
seront ses valeurs approchées par défaut et par excès à moins de - >
«A et a'„ ses valeurs principales à moins de - ; enfin, nous emploierons
le symbole Â^ pour désigner indifféremment Tune quelconque des valeurs an et (^nt sans spécifier Tune d'elles.
Addition. — Soient les deux nombres incommensurables a et h. Lorsque n augmente, la somme a/^H- p» croit ou du moins ne diminue pas, et, comme elle reste inférieure à Tune quelconque des valeurs de «'/»-*- ^n) on voit qu'elle a une limite. D'ailleurs, ÂaH- B^ a la même limite, car la différence entre les quantités
«» -4- P/» et A„ -4- B„
est moindre en valeur absolue que la somme des différences iz)»— a»,
^\—^nt c'est-à-dire moindre que la quantité > qui tend vers zéro quand
n augmente indéfiniment suivant une loi quelconque. C'est cette limite qu'on appelle a-*rb.
Soustraction. — On dit que a est plus grand que h si pour toute valeur de /i on a /7a > ^a* Cela posé, la différence a^ — pjg croit avec n en restant moindre que Tune quelconque des valeurs de a^-^ Pn ; elle a donc une limite. D'ailleurs, An — B^ a la môme limite, car la différence entre les quantités
«»— p; et Aa-Ba
est moindre en valeur absolue que la somme des différences a\^ a«, ^rt — ^/») c'est-à-dire moindre que la quantité - > qui s'annule pour #» = ». C'est cette limite qu'on nomme a^b.
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Comme on a, quel que soit /7,
on aura à la limite
Donc la différence a — b^ définie comme nous venons de le faire, est bien le nombre qui, ajmté à b, reproduit a.
Multiplication, — Le produit vnPn croit avec n en restant inférieur à l'une quelconque des valeurs de a'„ ^^ '> il & donc une limite. D'ailleurs, ÂaBa tend vers la. môme limite, car le quotient
A/,B/, _ An Bn
«nprt «n Pn
étant le produit de deux facteurs qui tendent vers i , a pour limite Tunité. C'est cette limite qu'on appelle ab.
Comme on a, quel que soit /?,
on a à la limite
ab a ba.
La valeur du produit ab, tel que nous venons de le définir, est donc indépendante de V ordre des facteurs.
Le produit de plusieurs facteurs incommensurables, dans le cas où le nombre des facteurs est supérieur à deux, se définit comme dans le ca& où les facteurs sont commensurables.
Division. — Le quotient ^ croit avec n en restant inférieur à l'une
^' quelconque des valeurs du quotient ^^ ; il a donc une limite. D'ailleurs,
TT- tend vers la môme limite, car l'expression
A|» . «n A» Pn
B/i ' P'n, a» Bn étant le produit de deux facteurs qui tendent vers i , a pour limite l'unité. C'est celte limite que l'on représente par ?• Comme on a, quel que soit /i,
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on a à la limite
Le dividende est donc bien égal au produit du diçiseitr par le quo" tient tel que nous venons de le définir.
Rapport de deux grandeurs,
6. On nomme rapport d'une grandeur A à une grandeur B de mémo espèce le nombre par lequel il faut multiplier la seconde pour avoir ia
première. On désigne ce rapport par j*
Le rapport de deux grandeurs k et ^ de même espèce est égal au
nombre qui mesure la première lors qu* on prend la seconde pour unité'.
En effet, si le rapport donné est, par exemple, ? ) la première grandeur
est le produit de la seconde par ? (15); mais multiplier une grandeur
par - 9 c'est en prendre les - - La première grandeur est doue les 7 de
la seconde, et, par suite, -= est le nombre qui mesure la première grandeur lorsqu'on prend la seconde pour unité.
* Si le rapport de A à B, c'est-à-dire le nombre par lequel il faut multiplier B pour avoir A, est incommensurable, désignons-le par r, et appelons m le nombre qui mesure A, B étant pris pour unité. Soient
d'ailleurs - et deux valeurs approchées à moins de -1 l'une par
défaut, l'autre par excès, du rapport r. On aura alors
Le nombre m qui mesure A sera donc compris entre les nombres ~
Êe i ■ mf* Jt* I ■
et qui mesurent les deux grandeurs B - » B , B étant l'unité. Donc
les nombres m et r, étant compris l'un et l'autre entre deux nombres -
et ~ + - 1 qui diffèrent aussi peu qu'on veut pour n assez grand, ne sauraient avoir une différence assignable.
7. Il résulte de là que, lorsque deux grandeurs A rt B ont été iwo
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$uréc5 m^ec une wéine unité C, on obtient leur rapport en divisant le nombre a qui mesure la première par le nombre 6 qui mesure la seconde.
En effet, on a, d*après le Ihéorème précédent, les deux relations A = C.a, B = G.€, d'où A^BÎ.
Le quotient 7 exprime donc le rapport de Â à B.
On est ainsi conduit à appeler rapport de deux nombres quelconques a et 6 le quoXient de leur division, et l'on démontre en Arithmétique que les règles de calcul des fractions à termes entiers sont applicables à ces
rapports ou fractions générales ^* Par exemple, on n'altère pas ces rapports en multipliant leurs deux termes par un même nombre : on obtient leur produit en les multipliant terme à terme, etc.
Conditions pour que deux grandeurs varient proportionnellement.
8. Lorsque deux grandeurs de nature différente ont une dépendance telle que le rapport de deux valeurs quelconques de la première soit égal au rapport des valeurs correspondantes de la seconde, ou dit que ces deux grandeurs wni proportionnelles.
Deux grandeurs sont proportionnelles Vune à Vautre si, à deux valeurs quelconques, mais égales, de la première grandeur, répondent drti.r valeurs égales de la seconde, et si, de plus, à la somme de deux valeurs quelconques de la première répond une valeur qui soit la somme des deux valeurs correspondantes de la sccor. de,
Kn effet, soient a et a' deux valeurs quelconques de la première grandeur, et b et b' les deux valeurs correspondantes de la seconde. Suppo-
sons que le rapport -, soit, par exemple, -r? c'est-à-dire que a soit
les y de a'. £n désignant par a le cinquième de </, on aura alors
/i = 3x et a' ~- 5».
Mais, si Ton appelle S la valeur de la seconde grandeur qui répond à la valeur a de la première, aux valeurs
«H-aouax, aa-+-aou3y, 3a-f-aou43t, 4a-»-:<ou53t
de la première grandeur répondent respectivement, en vertu de la loi de correspondance admise, les valeurs
II. cl t)R C. — 7V. de Géom, {V* Parlio
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grandeur qui répoiidcnt aux valeurs 3 a ou a et 5a ou a' do la première sont b et b'\ on aura donc
d'où
6 _ 3_ fl 6' "" 5 ~ fl'*
* Si le rapport —, est incommensurable, soient - et deux valeurs
approchées de ce rapport à - près, l'une par défaut, l'autre par excès. On aura
d'où, en désignant par a la /?*"" partie de d ^
A:a <a < (X- -H i)a et a* =. nx.
Hais, si 6 est la valeur de B qui correspond à la valeur a de Â, aux valeurs Xa, (A[-t- i)a, /7a de A correspondront respectivement les valeurs X-6, (^ -h i)6, /î6 de B. On aura donc, puisque, d'après Ténoncé, à une plus grande valeur de A correspond nécessairement une plus grande valeur de B,
Ae</;<(A--M)Ç et 6'=/ï6, c'est-à-dire
-b' <b< b' ou -<r.<
// n no n
Par suite, les deux rapports — ' t7> étant compris entre deux nombres -
k I et - + - qui, pour n assez grand, diffèrent aussi peu qu'on veut, ne sauraient avoir aucune différence assignable.
Rkciproquement, si deux grandeurs sont proportionnelles : i* b relation
montre que pour a = <i' on a 6 r= 6', c'est-à-dire qu'<7 des valeurs égales de la première grandeur correspondent des valeurs égales de la seconde; 1* la même relation donne
a-k-af b-^-hf
IT
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c'est-à-dire qu'à la somme de deux valeurs r/urlconques de la première grandeur correspond la somme des deux valeurs correspondantes de la seconde.
Ainsi, correspondance dans légalité ei correspondance dans la somme, telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes de la proportionnalité de deux grandeurs. Si l'une des deux conditions est seule remplie, // ny a pas proportionnalité; c'est ce qui arrive pour un arc et sa corde : à des arcs égaux d*un même cercle correspondent des cordes égales; mais la corde BC de la somme do deux arcs est moindre que la somme AB -+- AC des cordes de ces arcs.
9. On dit qu'une grandeur M est à la fois proportionnelle à plusieurs autres grandeurs A, B, C, lo;>;que, ce* dernières grandeurs, sauf une, restant constantes, la grandeur M est proportionnelle à celle qui varie.
Lorsqu'une grandeur M est proportionnelle à plusieurs outres gran-
deurs A, B, C, /<? rapport de dcuj, valeurs quelconques de la grandeur M
est égal au produit des rapports des valeurs correspondantes des autrts
grandeurs.
Ainsi, soient
/w, a, bf c,
deux séries do valeurs correspondantes des grandeurs M, A, B, C, obtenues en rapportant chaque grandeur à une uiiilé de son espèce. On aura
/// abc
m'"' TPVc''
En effet, soient mx la valeur do M qui correspond aux valeurs a\ 6, c de A, B, C, et wi celle qui réfmnd à //', b\ c; on aura, d'après la déDnition ci-dessus,
m mx
En multipliant ces trois égalités membre à membre et simplifiant, on Irouvo
SUR l'impossibilité de la quadrature du cercle. 4^1
SIR l*iupossibilitb de la quadrature du cercle.
Il n*est guère de problème qui ait donné lieu à plus de tentalives quo celui de la quadrature du cercle : on entend par là, comme on sait, la construction avec la règle et le compas, c'est-à-dire à l'aide d'un nombre limité de droites et de cercles, du carré équivalent à un cercle donné quelconque. L'insuccès de tant d'efforts avait fait regarder ce problème comme impossible, bien qu'il n'existât, à vrai dire, aucune démonstration rigoureuse de cette impossibilité ; on avait seulement prouvé jusqu'ici que le rapport de la circonférence au diamètre est incommensurable (Lambert, 1761), et qu'il en est de même de son carré (Legendre, Note IV de sa Gthmétrie; Hermite, Journal de Crelle, 1878).
Dans tout problème susceptible d'être résolu avec la règle et le compas, chaque. point de la figure s'obtient par l'intersection de deux droites ou d'une droite et d'un cercle, ou de deux cercles; si l'on imagine qu'on traduise algébriquement les constructions au fur et à mesure, à l'aide des formules de la Géométrie analytique, on aperçoit qu'on n'aura jamais à résoudre que des équations linéaires ou quadratiques, en sorte que l'équation finale pourra, par un nombre suffisant d'élévations au carré successives, être ramenée à une équation de degré pair à coefficients rationnels. On aura donc démontré l'impossibilité de la quadrature du cercle, si l'on prouve que ie nombre rr ne sauniit être racine d'une équation de degré quelconque à coefficients rationnels.
M. Lindemann a annoncé (Comptes rendus, t. XCV, et Mathematischc Annalen^ t. XX; 188a) qu'il était parvenu à déduire cette proposition de certaines formules de M« Hermite {Mémoire sur la fonction exponen» tielle, 1874); 88 méthode n'est qu'une généralisation, mais fort habile, de celle qu'avait employée l'illustre géomètre pour démontrer que le nombre ^, base des logarithmes népériens, jouit de la propriété similaire.
Nous allons exposer, en simplifiant quelques détails, les formules de M. Hermite et les recherches de M. Lindemann; ce dernier travail, si remarquable, appelle d'autant plus l'attention qu'il ne semble pas devoir être le dernier mot sur ce sujet, au moins sous le rapport de la simplicité.
Formules do H. Hermite.
I. Remarquons d'abord que, si l'on désigne par m un nombre entier et positif quelconque, par Z|, zj, ..., Za les racines d'une équation en-
tièrc de la forme
(a) f(z) =z'»-»-rt,2«-ï-i-... -+-//„= o,
on peut toujours déterminer un polynôme entier et de degré /i en z tel qu'on ait identiquement
2 — «/ ^ ' " tlz
L z — za
I désignant l'un quelconque des nombres o, i , 2, ...,//, à condition de remplacer zo par zéro.
Car, en égalant les coefficients des mêmes puissances de z dans les deux membres, on trouve, puisque le premier terme est z» de part et d'autre, // relations qui permettent de déterminer les n coefficients
CCS relations, qu'on déduit de
zf -+- a z\~ * -+-
ffk
— w[SoQ*-l(2/)-*- S,'5A..î(2/)-4-...-hSx._jOi(3/) -i-SA-iJ,
en faisant successivement k égal à j, a, . . . , /* et où So, Si , . . . désignent les sommes des puissances semblables des racines de/(z) = 0, montrent que ^k{^i) est un polynôme de la forme
6a(2/) = z?-h 6,zf-» -h . . . -f- Z;^.,
^i , . . • , 6it étant des fonctions entières symétriques et à coefficients entiers des racines de/(z) = o.
L'expression (i) fait voir en outre que, si Ton pose
on a
♦ (Zo, 2i)
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ot comme, en vertu de Texpression de Ojt(z/), le second déterminant se rjduit par des transformations bien connues à J, on voit que le dernier déterminant est égal à â*.
EnQn, si l'on désigne par 7(2, s/) ce que devient 4>(z, z/) lorsqu'on y iHMnplace m par zéro, on a
zfiz)
li'l
et
Z — Zi
<p(Zo, Zo) ... y(2«, Zo)
Cola posé, considérons l'intégrale
i.2...{m — i/./jj z — z,
le chemin d'intégration pouvant être choisi à volonté, à condition touterois de ne pas passer par l'infini; nous désignerons cette intégrale par le -vinbole wi.
En multipliant les deux membres de la relation (a) par e-^z'"f»*{z\ u.i a
-f- me -" z
d'où, en multipliant par dz et intégrant entre les limites o et z^,
(m ■+■ I )i = ♦{»o, 2/)'"^. H- . . . -+- ♦(Z||, Zi)///^.
La recherche des intégrales (m -h i)]^ se trouve ainsi ramenée à celle dos intégrales m\. Par le même procédé, on ramènera à leur tour celles-ci aux intégrales (m — \)k 6t, en continuant de la sorte, on arrivera à la formule
'"ii- = ui(')?.-^...-^ui(i)j,
avec la relation.
Il® !T"
= oi'"»-»).
Mais, en multipliant parr-^ les deux membres de la relation (2'), on a
e-^zf(z) d
s — Zi
dz
d'où, en multipliant par dz et intégrant entre o et zjc^
11 suffit dès lors de poser
(5) «i = Uaî>(«a, zo) -+-... -f- U" ?(2/4, x«), pour obtenir la formule
due à M. Hermite et dont dépend toute la suite de cette élude,
Les quantités u^ sont des fonctions entières et à coefficients entiers des racines de/{z) = o; leur expression (5) montre en outre que leur déterminant
est égal au produit des déterminants (3) et (4); d'où résulte Tégalité
3. Enfm, pour terminer ce travail préparatoire, nous allons montrer que Y intégrale ;w^ tend vers zéro lorsque m croit indéfiniment.
Si l'on désigne, en effet, par V la longueur du chemin d'intégration adopté pour le calcul de ///^, et par }k et v' les modules maximum de zf^z-) et de ^-=(2 — z/)-* le long de ce chemin, on a évidemment
mod m\
Par suite, si \ /x, v sont les plus grandes valeurs de V, p', v' pour toutes les valeurs de h et de /, toutes les intégrales ///^ auront un module inférieur à
^^ LvX;
or X, fA, y sont des nombres finis et indépendants de ///, et l'on sait d'ailleurs que la fraction mise entre parenthèses peut, pour une valeur assez grande de rentier m, devenir inférieure à toute quantité donnée.
Théorèmes de M. Lindemann.
4. Supposons : i® que n soit de la forme /^, p et 7 étant deux entiers positifs quelconques; a** que zi, • . ., Zp soient les racines d'une équation
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irréducliblo de la forme
bi, bf. .,.^bp étanl des nombres entiers réels ou imaginaires; 3* que Ton ait pour toutes les valeurs i, 2, . . . p de l'indice v
On aura, par la formule (6),
e^P+'é mi,_^ = e^F^f ui — «'
d*où, en multipliant respectivement par des nombres N|, Nj, ..., Nç, supposés entiers réels ou imaginaires, mais différents de zéro, puis ajoutant et ayant égard aux relations (7),
= ttj(Nl2c'-v^-N,2:t'«-v-^ ... -+-N,,2c^«v) — Ni 2 ni - Ni I //^^., - ... — Ny X «fç-JJ/H-v,
toutes les sommes 2 étant prises de v =: 1 à v = /i. Uexistence d'une relation telle que
(I) No-t- NiSc^vH- Ni2£r**v-+- . . . -f. N^2ff»«v= 0
entraînerait donc les /i h- i relations que Ton déduit de
= — [No«i -H N| 2w,' ■+- N,2//^
— IJ/'+vJ,
en y faisant 1 = o, i, u, ..., /i. L'impossibilité de la relation (I) sera donc démontrée, si l'on prouve Timpossibilité du système des (//-i-i) équations (8).
A cet effet, nous ferons d'abord les remarques suivantes, qui résultent de la composition des m^ et de la forme entière des coefGcieuts de l'équation qui a les Zk pour racines.
i"* Le second membre de la première des équations (8) (relative à / = o) est un nombre entier; car ce second membre, qui est une fonction entière et à coefficients entiers de zjt^ est en outre une fonction symétrique de ces racines* vu que, si Ton échange les indices x et /qu'on suppose choisis parmi t, a, ...,/>, i/J s'échange avec /r}, Zjr^xp 9i\ec ^j+ip, et
a" Les seconds membres des autres équations ( 8) ne font que s'échanger
entre eux par l'effel de l'échange mutuel des z^; car, si Ton échange z^ et Zy, uf^xp s'échange avec rfj^xp tant que / diffère do x et de j, cl en outre fiy^xp s'échange avec ui^.xp et uf^^p si^ec uf.+xp' Ces seconds membres sont d'ailleurs des fonctions entières et à coefficients entiers des zt\ si donc on considère l'équation
qui aurait les seconds membres des équations (8) pour racines, les co^'fficients Ai, ..., A/, étant des fonctions entières et symétriques de ces seconds membres seront des nombres entiers.
Mais les premiers membres des équations (8) tendent vers zéro quand //} croit indéfiniment; donc il en est de môme alors do Ai, As, .... A a, et comme ce sont des nombres entiers, il faut que, à partir de certaines valeurs de m et pour toutes les valeurs plus grandes de m^ on ait rigoureusement Al = o, Ai= o, . . ., Art= o. Donc, pour ces mômes valeurs de w, les seconds membres des équations ( 8)» devraient s'évanouir, ot, par suite, tous les déterminants d'ordre (9 + 1) déduits du tableau des coefficicnls No, Ni, . . ., N^ dans les seconds membres des équations ( S > devraient être nuls; il en serait donc de môme du déterminant A, et par conséquent aussi de (?, puisque A = J'"».
Mais le déterminant ^ est, comme on sait, égal au produit de toutes les difTérences d= (az/ — ^z^), lorsqu'on donne à / et h toutes les valeurs 1, a, . ..,/?, et à a et p toutes les valeurs o, 1,2, . . ., 7 (à condition cependant de ne pas faire à la fois a et ^ nuls) ; â ne pourrait donc être nul que s'il y avait entre deux racines z/ et z^ une relation de la forme aZ|- — f za = o; mais alors l'équation aJ*(z) = o et l'équation
auraient une racine commune, tandis que "^(z) a été supposé irréductible. On a donc le théorème suivant :
5/ Zi, 2«, - . ., 2p sont les racines (Pune équation irréductible de ta forme (P) à coefficients entiers fci, . . . , 61, réels ou imaginaires^ il ne peut exister, entre les fonctions symétriques
il<-2v — r=, -k- c^% -t- . . . -h r> ,
OÙ q désigne un nombre entier et positif quelconque y aucune relation telle que (I), c^est-'à-dire aucune relation linéaire dont les coefficients Ne, Kl , . . . , N^ soient entiers réels ou imaginaires et diffétents de zéro.
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En particulier, on ne saurait avoir
No -4- Ni -+- (r''-i -4- ff"« H- ... -h r'"*») — o,
r étant «n entier positif quelconque; et par conséquent, sous les condi* (ions ndmhes, aucune des fonctions symétriques
crz ^ c''^: H- . . . -+- e'''n
ne saurait être égale à un nombre rationnel.
5. I-es propositions précédentes peuvent s'étendre aux fonctions symôtriquos
(lo {
En effet, supposons d'abord que les nombres qui fip^urcnt comme exposants de e soient tons diflercnts les uns des autres et différents de zéro. L'existence d'une relation linéaire à coefficients entiers No, Nt, Nj, ... entre les quantités (lo) conduirait alors fi un système d'équations entièrement analog:ue au système (8) et dont on mettrait l'impossibilité en évidence par un raisonnement pareil à celui du n* 4.
Si l'hypothèse ci-dossus n'est pas remplie, admettons d'abord que dans Tune des fonctions (lo) que nous désij>nons par Y.e'^^ plusieurs des exposants Z soient égaux entre eux, et considérons une relation de la forme
(II) o = No-+-N,^rZ.
Toutes les quantités Z peuvent alors être réparties en plusieurs groupes
1, Ail, »<j, •••^ «"87 '-'ti *^i> •••1 •••»
tels que les quantités qui forment un môme groupe soient racines d'une équation irréductible à coefficients rationnels et ne fassent que s'échanger entre elles quand on échange les racines Zk- Or le succès du raisonnement appliqué dans le n*" 4 à la relation (I ) était dû précisément à ce qu'il n'intervenait dans chaque somme séparée que des exposants de e s'échan* géant entre eux par suite de l'échange des Zk» Nous pouvons donc ici conclure immédiatement à l'impossibilité d'une équation de la forme
o = No -^ N| ï rf'* ^ Ns 2e*i -H . . . ,
et par suite de la relation (II) qui en est un cas particulier. Si, de plus, une des quantités Z était nulle, cela équivaudrait à un changement dans la valeur de No ; mais alors le raisonnement serait en défaut, à moins que tous les exposants du second membre de (II) ne s'évanouissent en même temps. Si l'équation qui a les zk pour racines est irréductible, le ca»
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d'exception que nous signalons ne peut se présenter que pour Texposani de la fonction
(il) €'*= tf''(^,-+-V---»-V>
lorsque le coefficient h^ de zP-^ dans l'équation >|^(j8) ■■ o est nul. Considérons maintenant au lieu de (II) une équation linéaire dans laquelle iigurent plusieurs des fonctions (lo); on pourra encore grouper tes exposants de telle sorte que chacun des nombres N multiplie une somme telle que les exposants de e qui appartiennent aux termes de cette somme soient les racines d'une équation irréductible, et l'on répétera ce qui a été dit ci-dessus à propos de l'équation (il).
Donc : Aucune des fonctions sjrme'thques (lo) ne peut être e'gale à un nombre rationnel i et, plus généralement, entre les fonctions (lo) il ne peut exister aucune relation linéaire à coefficients rationnels, à moins que r équation '^[z] = o ne suit privée de second terme, auquel cas une fonction sjrmétriijue des quantités (ii) peut être égale à un nombre ra^ tionnel.
6. La première série des quantités (lo) n'est autre que la suite dos; coeliicients Mi, Ms, •. ., Mp de Téquation
(12) V/'— MiV/'-i-hAl,V/'-* - . .. ±\l^:^ o,
qui a pour racines ff*i, tf*«, . .•, e^p.
D'après ce qui vient d'être dit, ces coefficients ne peuvent être rationnels, sauf M^ pour bi = o, et il ne saurait exister entre eux aucune relutiou linéaire à coefficients rationnels. Mais si l'une des racines de (12), ccst-à-dire l'une des quantités ^'i, £?«t, .•.,«> était rationnelle, sa substitution à la place de V dans (12) établirait précisément une relation à coefficients rationnels entre Mi, Mt, ..., M^. Donc : Si z est racine d'une équation irréductible de la forme (f>), e^ ne peut être un nombre rationnel.
Or on a f'*^-' =: — i; donc tt^/— 1 ne saurait être racine d'une équation irréductible de la forme (^). D'ailleurs, on peut rameuer toute équation à coefficients rationnels à la forme (^), en prenant pour inconnue //z, au lieu de 2, /'étant un nombre entier convenablement choisi. Donc, enfin :
Le nombre n ne saurait être racine d'une équation algébrique à cotf» ficients rationntls [réels ou imaginaires).
NOTE Iir. — GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE.
SLR LÀ GÉOMÉTRIE RÉCENTE DU TRIANGLE
Définition des coordonnées.
1 . Soit ABC {Jig, i) le triangle fondamental, primitif ou de référence.
On fixe la position d'un point M ou d'une droite m par rapport au triangle ABC au moyen do certaines quantités qu'on appelle les coordonnées de ce point ou de cette droite.
Menons les perpendiculaires MX, M Y, MZ sur BC, CA, AB, et désignons par Xy Xi ^» les nombres qui mesurent les longueurs MX, MV, MZ, précédées du signe -+- ou du signe — , suivant que le point M est, par rapport à la droite sur laquelle on a abaissé la perpendiculaire, du mémo côté que le sommet opposé du triangle ABC ou d'un côté différent.
Les quantités x, y^ z sont les coordonnées normales de M. Les côtés de ABC indéfiniment prolongés partagent le plan en sept régions, que nous avons numérotées o, i, 2, 3, 1', 2', 3' ; les signes des coordonnées d'un point appartenant à Tune de ces régions sont respectivement
(*) Daiu cotte Note, les renvoifi so rapportoiit au Icitc du Traite aX a. celui du la Note eUe^mèmc; pour éviter toute ambiguïté, nous ferons précéder ceux qui visent les numéros de cette dernière de la lettre N.
43o NOTE III.
Appelons «, ^, c, S les côtés et Taire do ABC. Si lo point M est situé dans l'intérieur du triangle, S est la somme dos aires des triangles MBC,
MCA, MAB ; d'où
ax -h by H- c- = 2S.
Cette équation subsiste dans toutes les positions do M. Lo point M est déjà déterminé, quand on donne, soit deux des coordonnées or, /, z\ soit trois quantités, /, w, n proportionnelles
à X, j, z\ car, si 1 on connaît les rapports - = — , - = -, on peut con-
struire C217) les droites AM, BM. Les quantités /, /w, /i, prennent également le nom de coordonnées normales de M ; jc, ^, 5 sont alors les coordonnées normales absolues,
2. Soient a, p, y trois nombres proportionnels aux aires des triangles MBC, MCA, MAB, ces aires étant considérées comme positives ou négatives, suivant que le triangle correspondant et le triangle fondamental sont situés du mCme côté do leur base commune ou de part et d'autre. Désignons par Mi, Mj, M3 les points de rencontre dos droites AM, BM, CM avec BC, CA, AB. Les triangles ABM, ACM ont môme base AM, et les distances de B et C à cette droite sont proportionnelles aux segments BMi et CMi. Par conséquent,
MsC
MiC 3'
d'où un moyen do déterminer M, quand on connaît a, 3, v.
Les quantités a, p, y ont reçu le nom de coordonnées barfccntrif^urs^ » ) de M. Le lecteur familiarisé avec les premières notions de Mécanique voit facilement que M est le centre de gravité de trois masses proportionnelles à a, p, Y et placées respectivement en A, B, C.
Les relations suivantes sont souvent utiles :
M Ml a
AMi ■" a-+- ^-h y'
mu ?
MM, CM
BM2 a -h 3 H- y'
ax br cz
Les dernières formules permettent de passer des coordonnées barycentriques aux coordonnées normales et vice versa.
3. Des sommets du triangle de référence, abaissons les perpondicu-
(*) MM. J. Ncuberg et G. de Longchamps ont fait un heureux usage do ces coordonnées dans la nouTelIe Géométrie du triannie.
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laires AL, BM, CN {fig. 2), sur une droite quelconque m du plan, et désignons par X, {jl, v, des nombres proportionnels aux mesures de ces perpendiculaires et précédés du signe -f- ou du signe — d'après la convention suivante : les perpendiculaires abaissées de deux points sur une môme droite sont de même signe ou de signes contraires, suivant que ces points sont du même côté de la droite ou de part et d'autre.
Fiç. 2.
Si //11, //ij, //13 sont les points d'intersection de m avec BC, CA, AB, on a
///] B ///iC
///jC
///jB
Les quantités X, jjl, v déterminent donc complètement la droite m\ ce sont les coordonnées de cette ligne. Les distances AL, BM, CN, sont les coordonnées absolues de m,
POINTS COMPLÉMENTAIRES
i. Soient A', B', C {fîg. 3), les milieux des côtés du triangle fondamenlal ABC. Les triangles ABC, A'B'C, sont homothôtiques (361); le rapport do similitude est égal à 2, et le centre d'iiomolhétie est le point (io concours G dos médianes A A', BB', CC. Si xVI, M', sont deux points homologues do ces triangles, les droites MA et M'A', MB et M'B', MC et M'C sont parallèles et dans le rapport 2 : 1 ; G divise la droite MM' dans le même rapport.
M' est appelé le point complémentaire de A[; M, le point anticomplémentaire de M'; A'B'C, le triangle complémentaire ^q ABC.
L'anticomplémentairo M* de M se construit en prolongeant MG do GM' = 2MG. 11 est facile de voir que M' est le milieu du segment MM* et (juo les points G, M' divisent harmoniquement le segment MM'. Les
(') L'Iclëc do pcs points est due à M. E. Ilaiii {Archives de Grunert, i885) : cito a éU: (^rncrallséc par M. de Longchamps {Journal de Âfathémati//ues élémcntaifêif 1H86).
parallèles menées par les sommels du triangle ABC aux côtés opposés
forment un triangle A'B'C, anticomplémentaire de ABC.
Appelons a, p, ^, les coordonnées barycentriques de M dans le triangle
ABC; ce sont aussi celles de M' dans le triangle A'B'C. Soient F, J, les
points de rencontre de AM' avec BC, B'C, et soit F' celui de A' M'
avecB'C; on a (N., 2)
d'où
A' F' MF
AF 2JF 'iFx' •j'^a + p-hY) Donc, si a', p', y', désignent les coordonnées de M' dans le triangle ABC,
et inversement
fi
— a'-r-p'+Y' a'— fl'+Y'
Ainsi, les coordonnées barycentriques du complémentaire et de Tanli' complémentaire d'un point ayant pour coordonnées a, jî, y. sont
Y -h a, a-hp; — a-f-^-hY, « — p-^Y» a-+-p— y-
5. Nous désignons par 0 le centre du cercle circonscrit au triangle ABC ; par AIIi, 6112, CH3, les hauteurs ; par H le point de concours de
Fig. 3.
ces droites. Il est V orthocentre de ABC; le triangle HtlIiHs est le triangle orthiqiie de ABC.
0 est le complémentaire de H; par conséquent, G divise la droite HO
dans le rapport 2:1, et l'on a AH = 2OA', BII = 2OB', CH = 2OC'. Le complémentaire de 0 est le centre O9 du cercle des neuf points de ABC (404). La droite HO est la droite d'Euler de ABC (/^. 5).
Les centres des cercles tangents aux trois côtés de ABC sont désignés par I, la, U) Ic' Le complémentaire et Tanticomplémentaire de I sont, respectivement, le centre du cercle inscrit au triangle A'fi'C, et le centre du cercle inscrit à A'B'C.
DROITE ET POINTS HARMOMQUBXKNT ASSOCIÉS A UN POINT DONNÉ
6. Soit M un point quelconque du plan ABC (/?^. 4)* Les droites AM, BM, CM rencontrent BC, CA, AB aux points M|, >[s, M,; désignons par
Fig. 4«
mj, mi, /71s les conjugués harmoniques de ces points par rapport aux extrémités des côtés correspondants du triangle ABC. On a les égalités (311 et 331)
MiB M,C M, A
MiC M, A M,B
MiC
f/i|B MsC
rr>
//il C Mî A
//ii A
nh A .
( ' ) Emila Lomoine, Aêtoeiation françtdse pour t avancement det ScUneeâ, CiDgré» de BloU (1884 ).
R. et Di C. -^ Tr, de Géom, ( l** Partie). a8
d*où Ton déduit
//2lB
rfifC m^X
//Il G
MsA
m, G MjA
mtC
Ml G /?/2 A /W3B
Par conséquent (310, 326) : i® Les points /Wi, /?ij, /Ws jo/i/ situés sur une mâme droite /w, axe d'homologie du triangle fondamental ABC et du triangle M1M1M3 {triangle pédal de}A.)\
2* Les droites A/z^i, B/zij, G ///s forment un triangle MaM^Mc, dont les sommets sont situés sur les droites AM, BM, GM. (Gomparer avec le n** 315.)
La droite m est à\iQ harmoniqucment associée 9\x point M; on l'appelle également polaire trilinéaire de ^i. M est le point harmoniquement associé à la droite m ou \q pôle trilinMre de m. Les points Ma, M^, M<.,
Fig. 5.
sont harmoniquement associés à M; ce sont les conjugués harmoniques dj M par rapport aux segments AMi, BM,, GM|. Enfin, les polaires tri-
linéaires des points M^, M^,, M^ ou les droites miM^Ms, Mim^Mj, MiMs/i?3, sont harmoniquement associées à la droite m\m^mz'
Si Ma est le point donné, les associés sont M, M^, M^.
Pour construire le pôle trilinéaire M d'une droite m, qui coupe les côtés du triangle fondamental en mi, /7it, m^y on trace les droites A /nj, Bmt, Cms, qui forment un triangle MaM^Mc; les droites AMa^BM^, GM^ concourent au point cherché M.
Les coordonnées d'une droite sont inversement proportionnelles aux coordonnées barycentriques de sou pôle trilinéaire. Si a, ^y 7 sont les coordotinées barycentriques ou normales d'un point, celles des points associés sont
SCOLIE
7 i" Les associés du centre de gravité G sont les sommets du iri-
Fig. 6.
angle anUcomplémentairo A'B'C (/%. 3); la polaire trilinéaire deGesi la droite de rinûnî.
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1^ La polaire Crilinéaire h^h^hi de Torlbocenlre H est Taxe d'honaologie du triangle fondamental ABC et du triangle orlhique liiH^Ha Lfis- 5); on l'appelle axe ortinque de ABC.
L'axe orthique d'un triangie est l'axe radical du cercle circonscrii et du cercle des neuf points ; il est perpendiculaire à la droite d'Euler.
Bn effet, les quadrilatères inscriptibles il'HiHsUs, BCHiHa donnent
//,H,.//,A'=//,n2./MH3, //,B.//,C = //,H2.//,Hs,
d'i^ù /^iHi./>iA'==^ //iBiAiC; par suite, hi appartient à Taxe radical des cercles 0^ O9.
S*" Les associés du centre I du cercle inscrit à ABC sont les centres la, \b> Ir des cercles exinscrits; la polaire trilinéaire de I joint les pieds 'ij 'î» «3 des bissectrices extérieures (fig, 6).
La droite ixi^iz est perpendiculaire- à 10. En effet, ABC est le triangle orthique, et le cercle circonscrit 0 est le cercle des neuf points du triangle laUI^; donc 10 est la droite d'Euler du dernier triangle.
Soient li, I}, I3 les pieds des bissectrices intérieures de ABC. ABC élant le triangle orthique de chacun des triangles IIcU» le Haï Ulal* on démontre facilement que les droites UU^ Uli^ liU sont respectif i'cment perpendiculaires aux droites Ola, 01/,, Ole-
POINTS ET TRANSVERSALES RÉCIPROQUES
8. Lorsque deux segments AB. CD appartenant à la même droite ont môme milieu, nous dirons que C et D sont des points isotomiques par
Fie- 7.
rapport à A et B; que D est l'isotomique de <^.. LMsotomique d'un point
(*) G. lie Longchamps, NouvcUet Annales de Mathématique*^ 1866.
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pris sur un côté du triangle de référence est le symétrique de ce point par rapport au milieu du côté.
THÉORÈME
i" Soient Mj, Mj, Ma {Jtg» 7) les points de rencontre des côtés BC, CA, AB d'un triangle avec les droites joignant les sommets opposés à un même point M du plan, et soient Mj, M'j, Mi les Lwtomiques de Mi, M,, Mj : les droites AM'i, BM',, CM', concourent en un même point Mr.
2* Soient mi, m^f m^ ( fig. 8) les points de rencontre des côtés BC, CA, AB d'un triangle avec une transversale quelconque m^'et. soient m\^m\^ m',, les isotomiques de mt, /Wj, m,; les points m\, m',, m'j sont situés sur une seconde transversale mr.
Ces propositions résultent immédiatement des n**' 313 et 310.
Les points M, M^ ont reçu le nom de points réciproques. Les coordonnées barycenlriquos de Pun sont inverses de celles de l'autre point.
Les droites m, mr sont des transversales réciproques; les coordonnées de m,, sont égales aux inverses de celles de m,
POINTS INVERSES
9. Lorsque deux angles de môme sommet ont même bissectrice, nous dirons que les deux côtés de Tun des angles sont des droites isogonales par rapporta l'autre angle. Visogonale d'une droite menée par un sommet du triangle de référence est la symétrique de celte droite par rapport h la bissectrice de Tanglo correspondant du triangle.
LEMME
Soient P, Q deux points quelconques pris sur deux droites isogonales par rapport à l'angle BAC (Jfg' 9).
( ') £. Vigcrié, Journal de Mathématiques eiénientaires, i$85.
1* Les distances de P aux côtés de l'angle BAC sont inversement pnh' portionnelles à celles de Q aux mêmes côtés;
2* Les projections des points P, Q sur les deux côtés de l'angle BAC sont quatre powts d'une même circonférence ;
3" La droite qui joint les projections de l'un des points P, Q sur les côtés de l'angle BAC est perpendiculaire à celle qui unit l'autre point
au sommet de l'angle.
Fig. 9-
r Soient Pi, Qj les projections des points P, Q sur AB, et soient Pj, Qi leurs projections sur AG. Si l'on retourne le quadrilatère AQsQQt autour de la bissectrice de l'angle BAC, il devient homothétique au quadrilatère APiPPj. Il en résulte que
OQ, PPi
Wi PPa
ou PPi.QO, = PP,.QQ,
2" Les droites PiPj, QiQs sont antiparallèles par rapport à l'angle BAC ; car leurs directions sont symétriques par rapport à la bissectrice de cet angle. Le quadrilatère PiPîQiQjest donc inscriptible ; le centre de la circonférence circonscrite est au milieu de la droite PQ, à la rencontre des perpendiculaires élevées aux milieux des cordes PiQi,
3"* Le quadrilatère APiPPj étant inscriptible, on a angulairement APiP, - APP, -- go" - \\\\\ _ 90" - P. AO; donc les droites AQ, PiPj sont rectangulaires.
THÉORÈME
iO. Soii M tin point quelconque du plan du triangle ABC (/fg- lo) :
I* Les isogonales des droites AM, BAI, CM concourent en un même point M/;
a* Les projections des points M» l\isur les côtés du triangle ABC sont siv points d'une même circonférence ;
' 3* Les côtés du triangle podaire {^) de l'un des points M, M/ sont, respectivement, perpendiculaires aux droites joignant l'autre point à A, B, C ;
4° Les coordonnées normales de M/ sont inversement proportionnelles à celles de M.
i" et a°. La première partie du théorème résulte du n° 313. On peut ogalement l'établir, en même temps que la seconde partie, en s'appuyant sur le lemme qui précède.
En effet, soit M/ le point où se coupent les isogonales des droites AM, BM, et soient X, Y, Z, X/, Y/, Z/ les projections des points M, M/ sur les côtés du triangle ABC. La circonférence décrite du milieu de la droite MM/ comme centre et passant par Z et Z/ contient les points Y, Y/, X, X/ (N.,9, a"). Comme elle est complètement déterminée par les trois points X, Y, Z, le point M/ est aussi situé sur Fisogonale de CM.
3* et 4*. Ces propriétés résultent immédiatement de (N.,9, i" et 3*).
SCOLIB.
il. Les points M, M/ sont dits inverses ou conjugués isogonaïuc par rapport an triangle ABC.
1^8 contres I, ïa, U, le des cercles tangents aux trois côtés de ABC sont, chacun leurs propres inverses.
L'ortliocentre H et le centre 0 du cercle circonscrit {Jig, 5) sont des points inverses; car, la tangente en A îi ce cercle et le côté BC étant anliparallèles par rapport à Tangle BAC, la hauteur AH et le rayon AO sont des lignes isogonales. Il suit de là que les milieux des côtés et les pieds dos hauteurs do ABC sont sur une môme circonférence.
V inverse d'un point M de la circonférence circonscrite à un triangle c^t à l'infini sur la direction pcr/ cndiculairc à la droite de Simwn (169, II**) de ce point. En olï'cl, celte droite est perpendiculaire à Tiso- Konale do chacune des droites A.M, HM, CM.
(') Mous oppelons triangle podaire d'un point M, par rapport à un triangle ARC, le triangle XYZ qui a pour sommets les projections de M sur les côtés de ABC; inversement, lé trianfrle ABC est uppelé le triangle nntipodaire de M par rapport au triangle XYZ.
4io
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THÉORÈME
12. Si les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle ABC sur les côtés correspondants d'un triangle A]BiGi se coupent en un ntéhie point D, les perpendiculaires menées des sommets du triangle AiBiCi sur les côtés correspondants de ABC concourent aussi en un même point Di,
II suffit d'établir cette proposition pour un triangle homothétique à AiBiCi. Voici trois figures où elle s'aperçoit immédiatement.
i* Soient, par rapport au triangle ABC, D/ l'inverse de D, et X/Y',Z/ le triangle podaire de D/ (fig. lo). Les droites AD, BD, CD sont por-
Fip. 10.
|)cndiculaires aux côtés du triangle XYZ, et les droites D/X/,D/Y/, D,Z/ sont perpendiculaires aux côtés du triangle ABC.
a* Soient A2,B|.[Cs, D2 les centres des cercles circonscrits aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC {fig, 11). Les côtés du triangle AtB,Ci sont perpendiculaires aux milieux des droites DA, DB, DC, et les droites DiAi, D.2R2, DsCj sont perpendiculaires aux milieux des côtés du triangle ABC.
>" Construisons le triangle polaire de ABC par rapport à une circonré< renco décrite de D conmie centre avec un rayon quelconque d(fig, \i ), A cet effet, nous déterminons sur les droites DA, DB, DC les points >i\ y, Z' satisfaisant aux égalités
DA . DX' = DB . DV = DC . DZ' = r/«,
ot nous menons en X', Y', Z des perpendioilaires sur DA, DB, DC: ces perpendiculaires sont les côtés du triangle cherché A'B'C. Ou bien, nous abaissons de D des perpendiculaires DX, DY, DZ sur BC, CA, Ali
FIg. II.
cl nous déterminons sur ces droites les points AS B', C par les conditions
lO DX.DA- DV.DB'-=DZ.DC'- d>.
SCÔLIE.
13. Les triangles ABC, A|BiCt sont dits orthologiques. Le théorème (N., là) est susceptible de Ténoncé suivant qui en fait mieux ressortir le véritable caractère ;
»V/ l'on considère une figure composée d'un triangle ABC et de trois rayofis vecteurs AD, BD, CD, on peut toujours construire une seconde figure composée d'un triangle AiB\Ct dont les côtés sont perpendiculaires atix rayons vecteurs AD, BD, CD, et de trois rayons vecteurs At D|, B| Df , CtD| perpendiculaires aujc cotés du triangle ABC.
Faisons tourner la Ggure AiB|C|Di d'un angle quelconque dans son plan ou rotournons-Ia dans son plan; nous aurons le théorème suivant:
9UTE III
Etant dotiffAt d^im un me'fie f '*>u Jeui «^'uuitxin^es compleis , JM'.D, A|B|CtD|. *i c/Nf côu-s tiu prmuer ton #AYr ies eûtes opp^*^ • iùi ***cond le tuvme au^le a, f^t «x Uurs di^:<îiont sont syjmrtrHfUt'^ par rapf/O^t « un même ajcr. de< d-rec:.t>u des côtes opposes du vrc/jnd. il ejriite la même reUi:i*'n entre let nxUniet ci^e'<.
\j^ qîiaJrdni'>5 ABU). A,B.r|l>i c-»n^: lerés ici, s<.»ot dits mêtup*>- Utire<. Si on l*sx plaie dans un mt't'éC plein de mtinicre que deujc ie»//*met* de rm'me nom^ par erempe A et Ai, C'ûncident et que let rt>/» » oppoxf's ^oirnt perprta^iculairet, lex triani^fef former par les tonuncf* reitan/9, BCD rt BiCiDf. de\ îennent polaires rêciprotptes par rapport à un certain cercle dririt du <f:mnrt commun A comme centre.
Fi
Lof*. 6^'alitos ( i) et (jt) ( N.. {"2 > donnent la propriété suivante : Let distances d'un sommet A ilu premier quftdrangle aux sommets et aujr cô^ tes du triangle BCI) sont inversement proportionnelles aujc eiis tances du sommet A| de même nom du .second quadranf^le cmx côtés et aux som^ mets du triangle HiCiL)].
MÉTAPÔLES DE DELX TRIAMiLES. — POINTS JUHEAl'X.
I i. Nous appelons métapôle d'un triangle ABC par rapport à un
(*) (n tjuadrangU complet est la figure délcrrnincc par quatre points A, U, C, 0. (^'s points sont les sommets, et les droites qui les joignent doux à (liMix sont les rtirés du qtiadranj^lo. Les crttês se partaçent en trois couples de nUt's oppotâs, à savoir AB et CD, AC et BD, \D et BC.
I.cs côtés opposés de deux quadran^les desi{;nés par ABCD, A'B'C'D' sont ABel CD', ACet BD'. etc.
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autre triangle AiBiGi, un point D du plan ABC duquel on voit les côtés du triangle ABC sous des angles égaux aux angles ou aux suppléments des angles du triangle AiBiCt.
Pour voir comment le point D se déplace lorsque la forme du triangle AiBiCi varie, nous renversons la question. A cet effet, nous supposons lo point D successivement dans les dilTérentes régions dans lesquelles Itî plan ABC est partagé par les côtés du triangle ABC (N.,4), et nous construisons un triangle A'B'C ayant ses côtés parallèles aux droites I)A, DB, DC.
Lorsque le point D est intérieur au triangle ABC (/?§'. 1 3), on peut mener les côtés B'C, C'A', A'B' du triangle auxiliaire parallèles à DA, DB, DC et dirigés dans le môme sens; les triangles ABC, A'B'C ont donc même orientation. D est à rinlerscction dos arcs de trois segments capables dos angles 180" — A', i8o« — B', 180° — C, construits surBC^CA, AB
Fi;ï. l^^
et tournés vers l'intérieur du triangle ABC. L'angle BDC étant plus j,'rand que BAC, on a 180°— A' > A, ou A -4- A' < 180"; de mémo, B4-B'<i8o", C-t-C'<i8o\
SoilD u n point do la région i', et soit D a le prolongement de .VD(/J^, 14 ). f.e triangle A'B'C peut être construit de manière que ses côtés B'C, r/A', A'B' soient dirigés dans le même sens que les droites Da, DB. DC; los sens de rotation ABC, «BC étant identiques, les triangles A' B'C, ABC ont encore même orientation. Les angles BDC, CDA, ADB étant égaux à iHo" — A', B', C, on peut encore dire que les circonférences des segments capables des "angles 180* — A', 180° — B', i8o° — C, construits vSur BC, CA, AB et tournés vers l'intérieur du triangle MM\ se coupent en D. L'angle BDC est plus petit que BAC, d'où A-+-A'>i8o°. On trouve, de la môme manière, que pour un point de la région 7,' ou 3', on a respectivement B h- B' > 180", C -f- C > iBo**. D'ailleurs, une seule (les sommes A -+- A', B -f- B', C -f- C peut surpasser 180°.
Enfin, considérons un point D situé dans la région i {/fg* i5); appelons
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Da le prolongement de AD. Le triangle auxiliaire A'BX' peat avoir ses côtés B'C, C'A', A'B' dirigés dans le même sens que les droites Da, DB, DG. Les sens de rotation ABC, aBC étant différents, les triangles ABC, A'BTi' sont de sens contraires. Les circonférences DBC, DCA, DAB appartiennent aux segments capables des angles A', B', C construits sur les côtés du triangle ABC vers Tintérieur. Suivant que le point D est intérieur ou extérieur au cercle ABC, on a A — A' > o, B — B' < o, C — C < o, ou A — A' < o, B — B' > o, C — C > o. Des inégalités analogues s'appliquent aux points des régions 2 et 3.
De cette analyse, on tire les conclusions suivantes :
i"* Étant donnés deux triangles ABC, AiBiCi, les circonférences des segments capables des angles 180**— Ai, 180**— Bi, 180^ — Ci, construits sur BC, CA, AB vers l'intérieur de ABC, se coupent en un même point D tel, que, le triangle ayant ses côtés parallèles à DA, DB, DC est semblable à AiBiCt et de même sens que ABC. Ce point est intérieur au triangle ABC, si les trois sommes A + Ai, B + Bi, C h- Ci sont inférieures à iSo"*; il tombe, respectivement, dans les régions 1', i\ 3', si Tune des sommes A -^ Ai, B -4- Bi, C -+- Ci est supérieure à 180*.
Fig. 14.
Fi(j. i5.
'2" Les circonférences des segments capables des angles Ai, Bi, C| construits sur BC, CA, AB vers Tintérieur de ABC, se coupent en un même point E tel, que le triangle ayant ses côtés parallèles à DA, DB, DC est semblable à AiBiCi et de sens opposé à ABC. Ce point appartient à la région i , si la différence A — Ai a un signe contraire à celui des différences B — Bi, C — Ci ; et alors il est intérieur ou extérieur au cercle ABC suivant que le signe de A — Ai est -h ou —, etc.
15. Un triangle ABC a donc, par rapport à un autre tiiangle A] BiCi, deux métapôles D^ E; pour les distinguer, nous dirons que D est le
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premier métapôle, E le second métapole» Touiofois, lorsque les triangles sont semblables, le premier métapOle est roribocenti-e de ABC, et lo second est un point quelconque de la circonférence ABC ; il résplte de là qu*/4A triangle A'B'C dont les côtés sont parallèles aux droites joi^nfixt les sommets d'un triangle ABC à un point quelconque de la circonférence ABC, est inversement semblable au triangle ABC.
Soient {fig. i6) «, p, y les secondes rencontres des droites AD, PD, Cl) avec lea circonférences BDC, COA, APB. D* après la dornière remarque,
Fî{f. ï6. ■
loa triangles «BC, A^C, ABy sont inversement semblables au triangle dont les côtés sont parallèles à DA, DB, IXj. D*où ce théorèmo :
Si, sur les côtés don triangle ABC, on construit vers l'extérieur les tria/tgles aBC, ApC, AB^ semblables à un triangle donné A,B,C,, les droites Aa, B^, Cy X6 coupent au premier métapôle D des triangles ABC, AtfiiCi. Si l'on construit les triangles a'BC, Ap'C, AB^' ^ewi-
(\(fi NOTE 111.
bUihles à AiBiCi et tournés t'crs l'intérieur de ABC, les droites Aa\ Bp', Cy' concourent au second métapâle E.
16. Ce théorème nous conduit aux expressions des coordonnées des métapôles. Soient, en effet, x, j, z les coordonnées normales de D ; menons a F, a L perpendiculaires à AB, AC. Nous aurons {^g, i6)
X __olL ^ aCsin aCL ^ :; "" «F " aBsinaBF' or
aCL = 180° — (G H- Cl), «BF = 180" — (B + B,),
donc
On conclut de là
aC _ sinaBG _ sinBi aB ~" sinaCB "" sinCi
r _ sinBi sin(C -h Ci) z ~~ sinCi sin(B -f- Bi)
sinÂi sinB] . sinCi
sin(A H- A,) ' 8in( B -f- B,) * sin(C -f- C,)
Les coordonnées bar y cen triques de D sont proportionnelles à a.r, ùj^y cZy ou à
sinAsinAi sinBsinBi sinCsinCt
sin(A-f-A,)' 8in(B-f-B,y sin(C4-C,)'
ou encore à
cotA-4-cotAi' cotB-f-cotBi ' cotC -+- cotCi *
Pour celles du second métapôle E, on trouve
cotA — cotAi' cotB — cotBi' cotC — cotCi *
Soient Di, Ei les métapôles du triangle AiBiCi par rapport au tri* angle ABC. Les expressions précédentes montrent que les points D, D, ont les mêmes coordonnées barjrcentriquef, l'un dans le triangle ABC, l'autre dans le triangle Ai B| Cj ; les points E, E| jouissent de la même propriété'.
Les métapôles D, Di appartiennent toujours à des régions corres> pondantes des triangles ABC, AiBiCi; il en est de même des métapôles E, El, avec cette particularité que l'un est à l'inlérieur et Tautre à l'extérieur du cercle circonscrit au triangle correspondant.
Les quadrangles ABCD et AiBiCiDi sont métapolaires.
17. Entre les points D, Ë, il existe une relation remarquable : les deux faisceaux D (ABC)» E (ABC) sont symétriquement égaux. Deux points ainsi associés par rapport à. un triangle ont reçu le nom de points jumeaux.
CENTRES MÉTAQARMOMQUKS DE DEUX TRIANGLES. POINTS TRIPOLAIREMENT ASSOCIÉS.
18. Étant donné un triangle ABC, si sur les rayons vecteurs DA, DB, DC issus d'un point D choisi arbitrairement dans le plan, on prend des segments DA|, DB|, DCi tels que
DA.DA, = DB.DB, = DC.DCi,
les triangles ABC, AtBiCi sont dits métaharmoniqiies par rapport à D. Si l'on ne considère que la forme du triangle AiBiCi, on prendra pour les points At, Bj, Ci les secondes intersections des droites DA, DB, DC avec la circonférence ABC. L'axe d'homologie des deux triangles est alors la polaire de D par rapport à cette circonférence, et divise, avec le point D, les segments AAi, BBi, CCi harmoniquoment. Si D est sur la circonférence, les points Ai, Bi, Ci sont en ligne droite (388).
TUÉOBÈME.
19. I* Le triangle méta/iarmoniqne XiBiCi et le triangle podaire XYZ d'un triangle ABC par rapport à un même point D sont des figures directement semblables ; 2° Les côtés de ces triangles sont proportionnels aux produits des côtés opposés du quadrangle AB(^D ; 3** Leurs angles sont donnés, en grandeur et en signe, par les formules
l YXZ-=B,A,C, -^BDC — BAC, ( I ) I ZYX = C, B, Al -= CDA - CBA,
( XZY = A, C, B, - ADB - ACB.
Dans l'énoncé et la démonstration de ce théorème, nous observons les conventions établies aux n*** 30 i et 305 : YXZ, par exemple, désigne l'angle dont il faut faire tourner la demi-droite YX pour la faire coïncider avec la demi-droite YZ, cet angle étant considéré comme positif ou comme négatif, suivant que la rotation s'effectue dans un sens ou dans l'autre ; de plus, deux angles qui diffèrent d'un multiple de 21: peuvent se substituer l'un àTautre. Avec ces conventions, si A, B, C, D sont quatre points d'une môme circonférence, on peut écrire angle ACB = angle ADB, mémo dans le cas où C et D sont situés de part et d'autre de la corde AB.
1^ Les quadrilatères inscriptibles DXBZ, DXCY, ABAiBi, ACAiCi
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donnent angulai rement
^^ ( DXZ = DBZ = lii B A = B, A, A.
En soustrayant la première égalité de la seconde et observant que
DXZ - DXY = YXZ, BiAiA — CiA,A = BiA,Ci,
on trouve
YXZ = B, A, Ci;
par analogie,
ZYX = CjB, A, et XZY = AiC,Bi.
Les triangles AiBiCi, XYZ sont donc directement semblables.
On peut encore conclure, des égalités (2), que le point D rapporté à Tun des triangles semblables XYZ, AiBiCi, a pour homologue dans Fautre triangle son inverse pris par rapport à ce dernier.
2* Désignons par |jl le produit DA.DAi, par «, b^ c les côtés de ABC, par a, p, y les distances DA, DB. !)G. Nous aurons (386)
par conséquent
BiCi Cl Al A] Bi \L
ai b'^ C'Y «i^Y
Soient 0 le centre et R le rayon du cercle ABC. Le milrcu 0' de AD étant le centre d'une circonférence passant par les points A, Y, Z, D, les triangles YO'Z, BOC sont semblables; d'où
YZ _ YO^ BC "" CO ' de sorte que
YZ^ZX^XY ^ j^
ai~ ifl ~ ^Y ^^
3° Des égalités (2), on déduit
( 3 ) DXZ - DXY = DBZ - DC Y.
Or, si A, 6, c, d désignent quatre semi-droites (i08), on a ridenlilé
angle ab — angle cd = angle €ic — angle bd,
qu*on vérifie aisément en rapportant les angles à une môme droite-origine. En l'appliquant au second membre de la relation (3), on obtient
yXZ = BDC — BAC.
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SCOLŒ.
20. i* Le théorème précédent renferme celte propriété importante du quadrangle complet, dont nous ne pouvons donner ici que l'énoncé : A, B, C, D étant quatre points d'un même plan, on a VéquipoUence
AB.CD-f-AD.BC-+- AC.DB = o;
autrement dit, lex produits XB .CD, AD.BC, AC.DB sont équipollents aux trois côtés d'un triangle,
2** Appelons triangle associé à un quadrangle complet le triangle dont les côtés ont pour valeurs numériques les produits des côtés opposés du quadrangle. On voit que ce triangle est semblable à chacun des triangles podaires ou métaharmoniques de Tun des sommets du quadrangle par rapport au triangle des trois autres sommets. Au n"" 240^ il a été donné une autre construction d'un triangle semblable au triangle associé.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le théorème suivant :
La forme du triangle associé à un quadrangle complet ne change pas , si l'on soumet les sommets de ce quadrangle à une transformation par rq)'onf vecteurs réciproques,
3* Soient Sa, S^, S^ S</ les aires des triangles BCD, CDA, DAB, ABC, et soient {i^i, (jl^» h^c» Ki/ les puissances des cercles circonscrits à ces triangles, respectivement par rapport aux points A, B, C, D; enfin, désignons par T l'aire du triangle associé au quadrangle ABCD, c'est-àdire la quantité (428)
- /(r/ « -+- 6 p -f- c Y )( — r/ a -f- /;p H- r Y )(« a — ft Ji -h r Y ) (rt a H- ^p — t*Y ). Nous avons trouvé ci-dessus (N.,i9) les relations
11 en résulte que
BiC| _ C|^ __ AjBi __ \xd ^
ai.
Bi(î| .(it Af .A| Bi (x'r/
ahc "" a^^'Y*
Les triangles ABC, AiBiCi étant inscrits dans le môme cercle, la proposition du n* 428 (i") donne
aire AiBtCi
fJi'i/
Les relations (4) donnent encore ... aire Al Bt Ci /B,C,\« jx»,/
R* et Di G. — 7V. de Géom. (1» Partie). ag
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En combinant les égalités (5) et (6), on voit que
T = JlaSa = {X^Sa = flcSc = fXrfSrf.
Les équations (7) sont dues à von Slaadt(y. de Crelle^ t. 57, p. 88.)
21 . Nous appelons centre mêtaharmonique de deux triangles ABC, A'B'C, un point D du plan ABC, tel que le triangle mêtaharmonique ou podaire de ABC par rapport à ce point soit semblable à A'B'C.
Soit D,- l'inverse (N.,9 et suw.) du point D dans le triangle ABC; les côtés du triangle podaire de D étant perpendiculaires aux droites AD,-, BD/, CD/, D/ est le métapôie (N.,14 et mV.) de ABC, A'B'C.
Désignons par D/, E/ les deux métapôles des triangles donnés ; les inverses D, E de ces points dans le triangle ABC sont les centres metaharmoniques de ABC, A'B'C.
Le premier centre mêtaharmonique D est à l'intérieur du cercle ABC ; on peut le déterminer par l'intersection des circonférences des segments capables des angles A -h A', B -h B', C -i- C décrits sur BC, CA, AB vers l'intérieur du triangle ABC (N., 19, 3"). Si la somme A -f- A' est supérieure à 180*, le point D se trouve dans la région 1 (N., 1 ) et le segment décrit sur BC est capable de l'angle A -\- M -— 180*.
Fi(j. 17.
Le second centre mêtaharmonique E est à Textérieur du cercle ABC. Il appartient aux circonférences des segments capables des angles A — A\ B — B', C — C décrits sur BC, CA, AB vers l'intérieur du triangle AEG, Si la différence A — A' est négative, on décrit sur BC, vers Textérieur du triangle ABC, un segment capable de l'angle A'— A.
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Le triangle métaliarmonique et le triangle podaire du premier centre D par rapport au triangle ABC sont de même sens que ce dernier; ceux du second centre E ont une orientation différente.
THÉORÈME
22. Soient D, E les deux centres méta/iarmoniques du triangle XBC par rapport au triangle A'B'C (y%. 17) : i* L^s rajons vecteurs de D sont proportionnels à ceux de E ; 2° Les points D, E dii'isent harmoniquement un même diamètre de la circonférence ABC.
!• Soient XYZ, X'Y'Z' les triangles podaires des points D, E. On a
rt.AD
VZ =
n VF
L = JT— ?
d'où
^ _ Al) _ BI) _ CI) VZ" AÉ~ BECb:
/• Soient P, Qi/'J;. 18) les points qui divisent le segment DE harnio-
niqoement dans le rapport r;?^- La circonférence décrite sur PQ comme
diamètre passe par A, B, C ( f87).
23. r Les droites deSimson, X^W/el \'^\"''r (fit;. 18), des points P
Fi(j. 18.
olQ par rapport au iriaoglo ABC divisent les segments XX', VV. ZZ\ addi-
DP ZV
Uvement et soustractiveraont, dans le rapport =^5 — y7'> ^'^cce sonl
les droites cfoubles dos triangles inversement semblables XY'Z, X'FZ'; leur inlerseclion F est le point double de ces triangles. On peut déaion> trer que F est au milieu de la dislance des points D/, E/, inverses de D, E par rapport au triangle ABC, et qu'il appartient à la circonférence des neuf points.
7? Trouver, dans le pian du triangle ABC, un point dont les distances aiLC sommets soient proportionnelles auj: nombres donnés /, /w, //.
Ce problème, d'après ce qui précède, admet pour solutions deux points qui divisent harmoniquement un diamètre du cercle ABC ; on parvient au môme résultat en appliquant le lieu géométrique du n' 187.
En effet, soient {Jig, 19) L, L' les points qui divisent le côté BC barmoniqucment dans le rapport m : /i, et soient N, N' les points qui divisent AB harmoniquement dans, le rapport / : m. Les circonférences décrites sur LL' et sur NN' comme diamètres se coupent en doux points D et E (réels oti imagina ires), qui résolvenf le problème proposé.
Fijj. i().
Comme elles sont oribogonales à la ciroonférenoe ABC (383), lonr corde commune passe par le centre de cette courbe et est divisée barmoniqucment par cotte ligne.
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Soient M, M' les poliils qui partagent CA dans le rapport n : l. Los droites AL, BM, CN se coupent en un môme point P qui a pour coordonnées barycentriques j» — ? - ; les points L', M', N' sont situés sur une
même droite/?, polaire trilinéaire de P* Les cercles qui ont pour diar mètres respectivement LL', MM', NN' ont même axe radical DE; leurs centres L", M", îs\ d'après une propriété des divisions harmoniques, divisent BC, CA, AB dans les rapports /w' :/ï«, /<*:/*, /*:/«*; la droite L' M'N' est perpendiculaire au milieu du segment DE, et a pour coordonnées /*, //«*, /**.
24. Deux points D, £ dont les distances aux sommets du triang^le fondamenlai sont proportionnelles aux mômes nombres, /, m, /i, sont dits tripolairement associés par rapport à ce triangle.
STMÉDI AN BS (*).
â5. Soient A', B',C' les milieux des côtés du triangle fondamental ABC. Les isogonales des médianes AA', BB', CC sont appelées Sjymédianes du triangle ABC; elles concourent en un même point K, inverse du centre de gravité G (N., 10); K est le centre des sjrmédianes^ ou le pobit de Lemoine{^) de ABC.
La xj médiane AK est le lieu des milieux des transversales tuitiparallèles à BC par rapport à l'angle BAC (^g. o-o). Car, si l'on retourne le triangle BAC autour de la bissectrice AI, BC devient antiparallèlo à sa direction primitive, et AA' coïncide avec AK.
Les conjuguées harmoniques des sjmédianes AK, BK, CR par rapport aux angles A, B, C du triangle fondamental coïncident avec les tan» gentes menées par A, B, C au cercle circonscrit. Cette propriété résulte de la précédente; car les tangentes sont parallèles aux transversales antiparallèles (338).
Désignons par KaK^Kc le triangle formé par les tangentes, par Ki, K|, K» les points de rencontre des symédianes AK, BK, CK avec BC, CA, AB. Les points Ka, K^, Kc, pôles des cordes BC, CA, AB du cercle ABC, senties associés de K(N.,6); les triangles ABC, KaK^Kc, K1K1K3 ont, dQux à deux, le môme axe dliomologie kikfk^. Cet axe est la polaire trilinéaire de K; on l'appelle souvent droite de Lemoine de ABC.
(*) Maurice d'Ocagne, NouvelUê AnnaUê de Mathémaiiqueêy i88j.
(') Kmile Lemoine, AisociaUon françaite pour l* Avancement de% Sciences, CoDgrèt de Lyon, 1873, et Nouvelles Annale* de Malhématùiues, 1873.
Lee nombreux traveux de M. E. Leroolne permeUeiit de le regarder comme riiiiliateur de la nouvelle Géométrie du triangle*. Il n cal qoc juste de citer, à côté de lui, MM* H. Brocard et J. Neubcrg.
4o4 ' NOTE m.
La polaire trilinéaîre de K est aussi la polaire de ce point par rapport à la circonférence 0. Car le pôle de la droite AK, par exemple, étant à rinlerseclion des polaires des points A, Kaj les points A:t, Ai, As sont les pôles des symédianes, et la droite kik^ki est *la polaire du centre des symédianes.
On conclut de cette propriété que la polaire de K eu perpendîcu-
RI
Imre à la droite OK et que sa distance an centre 0 est égale à jri^ •
26. Les coordonnées normales de G étant égales au tiers des hauteurs du triangle |ABC, '/eç coordonnées normales absolues de K sont
-Xn,-A6,-Xc(N.,'lO), X ayant la valeur
Pour déterminer le facteur X, nous avons remplacé, dans Tidentité ax -f- bj -+- C2 = 2S, les quantités x, j, z par - Xr/, - X/>, - Xr • On peut observer que
//a, //fc, hc désignant les hauteurs de ABC.
Les coordonnées normales de K étant proportionnelles au\ côtés de ABC, K est le centre d'homotliétie de ABC et du trUniglc formé par leji côtés extérieurs des carrés construits sur BC, CA, AB en dehors du triangle ABC.
Des expressions de ces coordonnées, on conclut encore que les coord(kinées har/centriques de K sont proportionnelles à a*, Z^*, c* ; donc une sjrmédiane d'un triangle partage le côté correspondant dans le rapport des carrés des côtés adjacents,
K est le centre de gravité de son triangle podaire XYZ. En effet, les triangles KYZ, ABC, dont les angles YKZ, BAC sont supplémentaires, sont entre eux comme les produits des côtés qui comprennent ces aAçles(437); d'où
aire KYZ = i X» S el, par analogie, KZX == KXY -^ 7 X«S. 4 4
f^ démonstration de ce théorème résulte également de la remarque suivante, souvent utile : Étant donné un triangle quelconque ABC, on peut toujours construire un second triangle dont les côtés et les mé^ dianes sont, respectivement, parallèles aux médianes et aux côtés du premier triangle; si G' est le centre do gravité du triangle A'BC (fg* 3 ), le second triangle est CGG'. Il S'.iffii maintenant d'observer que les côléji
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du triangle XYZ sont perpendiculaires aux médianes de ABC, et que les droites KX, KY, KZ sont perpendiculaires aux côtés de ABC.
PROBLÈME
27. Trouver cUuis le plan d'un triangle ABC un point P (fig. 19) dont la somme des carrés des distances Xj jr^ 9, aujc côlés du triangle soit minimum.
Menons par le point cherché P une parallèle VC à BC ; P doit être le point de cette parallèle qui rend minimum la somme r* + 2'* Or, on a l'identité
(Ib^* 4- ÂC'*j 0'* •+- 5«) x= ( AB'.5 -H AC'./)» H- ( AB'..>- - AC'.3)«,
et comme la quantité AB'.:; -f- AC'.r a une valeur constante, égale au double de l'aire AB'C, le minimum de/'H- 2* correspond à la relation AB'.j — AC'.s = o;d'où
r ^ AC ' ^ h
^"z ^ AB' " c *
Donc AP est une symédiane du triangle ABC. Ou verrait de la môme manière que le point cherché se trouve sur les deux autres symédianes; il se confond donc avec le centre K des symédianes.
28. Le point K est à l'intersection des droites joignant les milieux des c<Ués du triangle ABC aux milieux des hauteurs correspondantes (fig* ao).
En effet, en joignant le milieu A' de BC aux points A, Ki, K, Ka, 00 obtient an faisceau harmonique ; les trois premiers rayons interceptent sar une parallèle AH| au quatrième rayon A' Ka des segments égaux (338)»
29. Soient X\ Y', Z' les symétriques, par rapport à K, des projections de K sur les côtés du triangle ABC. Ces points sont les centres des symédianes des triangles AHiHi, BH9H1, CHfHi, en désignant par HiHsHi le triangle orthique de ABC {J!g, 20).
Puisque A'R passe au milieu de AHt, X'est situé sur la médiane AA'. La symédiane AKi de ABC passe au milieu V de Tantiparallèle HtR»; de même, la médiane AA' de ABC est une symédiane du triangle AH^Ha ; Boit U le point où A A' coupe HtH|. Les droites BC, HiHt, antiparallèles par rapport à Tangle BAC, sont aussi antiparallèles par rapport à Tangle KiAA' qui a la môme bissectrice; le quadrilatère KiUVA' est donc ioscriptible, et comme A'V est perpendiculaire à HtH|(A'est le centre de la circonférence BHaHiC), KiU est perpendiculaire à BC. U en résulte que les points K, X' divisent dans le même rapport les symédianes AKtt AU des triaaglfis semblables ABC, AHilU; donc X' est le centre dos symédianes de AHt lU.
KOTB m.
SCOLIE
Le pouit K a les mêmes coordonnées barycentriques dans les deux tr'uingles ABC, HiIIjHs {fig. 20). En effet, dans le trapèze AHiKitJ, K est le milieu de la parallèle XX' aux deux bases, et, comme H est situé sur la diagonale ARi, la seconde diagonale passe par R. Donc HiR passe par le pied U de la symédiane AX' du triangle AHsHs.
30. Appelons a, ^, y les secondes intersections des symédianes AK, BK, C)K avec la circonférence ABC.
Le faisceau harpaonique ACBCKK^) rencontre la circonférence ABC en quatre points B, C, a, A, dont le rapport anharmonique = — i (32i). A cause de cette propriété, le quadrilatère ABaC est dit harmonique. De même, BC^AetCÀylS sont des quadrilatères harmoniques.
• Fi0* 30.
Les perpendiculaires abaissées de a sur AC, AB sont proportionnelles À AC, AB; comfne|ell68 forment des triangles semblables avee «C, «B,
on trouve aisément
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AB.ŒC = AC.aB=4-Aa.BC.
Aa est une symôdiane des triangles ABC, aBC; BC est une symédiane des triangles BAa, CAa. Il suit de là que les distances de UntersectioQ des diagonales d*un quadrilatère harmonique aux quatre côtés sont proportionnelles aux longueurs de ces côtés.
31. apY 6St le triangle métaharmonique de ABC par rapport à K ; donc il est semblable au triangle podaire XYZ de K, et ses côtés sont proportionnels aux médianes d^ ABC.Kétant le centre de gravité deXYZesile ceritre' «les syraédianes de a^y (N.,26). co que Ton peut aussi démontrer directement.
CENTRES ISOGONES ET CENTRES ISQ^YNAMIQUËS.
32. Il existe, dans le plan d'un triangle quelconque ABC, deux points U, U', d'où Ton voit les trois côtés sous des angles de lao** ou Go**; ce sont les métapôles du triangle ABC par rapport à un triangle équilatéral (N.,14). Nous appelons ces points centres isogones de ABC.
Construisons (>7^. 2 1 ) sur les côtés de ABC, vers lextérieur, les triangles
Fig. 21.
équilaléraux BCui, CAiii, ABri»; et, vers rintériear, lés triangles équl<
40B ^'QTK III.
latéraux BCu\CAu'^y ABu'^. Les droites A e^i, But, Gus concaureot eo U; les droites Am',, Ba',, Cu^ en U'.
Les coordonnées barycentriques de U et U' sont
col A :': /3 col B rz /3 colC ±: /i
33. Lorsqu'aucun des angles A, B, G ne surpasse lao*', le point U tombe à rintérieur du triangle ABG (Jig. ai). Dans ce cas, il jouit de la propriété de rendre minimum la somme des distances d'un même point aux sommets du triangle de référence. En effet, désignons par Ni Ni N, le triangle antipodaire de U par rapport à ABG ; ce triangle est équilatéral et ses sommets appartiennent aux circonférences BCui, GAu*, ABiij. L'angle UGN] étant droit, UNi est un diamètre du cercle BGui; par suite, Tangle UuiN] est droit et la droite Ni ux est parallèle à NtNs. Ainsi, les droites kuiy Bu], Cuz sont égales à la hauteur du triangle NiN^Ni. Soient VVi, VVs, VVi les perpendiculaires abai93éea d'an point intérieur V sur les côtés de N1N1N3. La somme Wi -h Wj -+- VVs est toujours égale à k hauteur de Ni NtNs; par conséquent
UA -f- UB -f- UC = VV, -+- \\t -+- VVs < VA H- VB -h VG.
Si le point Vest à rextéricur, on a, par exemple,
UA -h UB ^ UC = VVi — VVs — VVs < VA -h VB h- VG .
La propriété énoncée est donc démontrée.
La discussion complète du problème de trouver le minimum de rh VA ± VB ± VG ne saurait trouver place ici (* ).
34. Lorsque l'angle BAG est plus grand que lao*", U tombe dans la région T, et l'on a UB 4- UG — UA = Aui. Lorsque les angles B et G du triangle ABG sont tous deux inférieurs à 60* ou tous deux supérieurs à 60", le point U' tombe dans la région i et Ton a, respectivement, UB-4-UG — UA = ±Am'i.
Galculons les longueurs Ai/i = .r, A</| = /. En appliquant au triangle Xuiu\ les théorèmes 230 et 231, nous aurons
j«-f-A't = 2AA' H-9.A'w, , *« — y*=:4A'wi.AHi, ou, à cause de ^* h- c* = 2 A A' -h -«* > A'«i = -«/i,
f« ^ ^1 = et' -h /y«-+-r», s^ — a'« = 4S /3 ;
(') yoir J. Bertrand, Journal de iJouville^ t. VIU.
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par conséquent
a*» = «« -4- />« H- c* -h 4 S/â, Xi» = a» -i- ^« -H c» -- 4 S/B.
35. Soient(//^.2i)W, W'Ies inverses des centres isogones U,U'clans le triangle ABC. Ces points sont les centres métaharmoniques de ABC par rapport à un triangle équilatéral, c'est-à-dire que les triangles podaires et les triangles métaharmoniques de W et W sont éqtiilatéraux. Il résulte de là que
/?. AW =3 ^.BW = r,C\V. /i. AW :»= ùMW ^ r.i;W',
A cause de ces relations, les quadrangles ABCW, ABCW sont dits iso-
djnamiques, et les points W, W sont appelas centres isodr/ia/Niqucs
du triangle ABC.
Comme on a
BVV _ BA ^ BW;
cw ~ (:a""(:w''
les points W, W appartiennent à la circonférence qui a pour diamètre la distance Ii /i des pieds des bissectrices, intérieure et exUâricurc, de l'angle opposé; cette circonférence coupant orthogonalement celle qui est circonscrite au triangle ABC, son centre est au point Ai (383, 33â). Donc ies trois circonférences qui ont pour diamètres les segments l'i ï|, ij Ij, l'sla compris entre ies pieds des bissectrices se coupent mur centrer isodrnamiques W, W ; leurs centres sont sur la polaire de K. On en conclut que W, W sont sur le diamètre OK, que le milieu du segment WW appartient à la droite OK, et que OW.OW'= BV
Sgolib*
Les cercles \\\iu Blt'i, Cla/j ont reçu le nom de cercles d'Apollonius du triangle ABC. Leurs cordes communes avec le cercle ABC son' dirigées suivant les symédianes AK, BK, CK, polaires de leurs centres ^tr ^ti Aj par rapport au cercle ABC.
POINTS, CERCLR BT TRIANGLES DE BROCARD (^).
36. Soient A^ B', C les milieux des cotés du triangle fondamental AB(i; 0, lo centre du cercle circonscrit; K, le centre des sym(^dianos.
(') H. Brocord, youvelieê Annalei de Ma*hématîqur9y 1875; Nouvelle eor* rtipondétnee mathimatiqne^ i^77t 1879, 1880; Àtsoeialion françaite pour VAvanetineni des Seiencetf Con^è« d'Alger, 1881.
J. Noiib'rg, Mathesfs, |HR|.
46o NOTK lil.
Le cercle décrit sur la droite OK comme diamètre a reçu le nom de cercle de Brocard; nous le désignons par cercle (OK). Soient Ai, Bi, <'i les points où il rencontre les médiatrices 0A\ OB', OC, et soient As, Bj, Cj, ses points d'intersection avec les symédianes AK, BK, CK. Les triangles AiBiCi, AsBiCt sont dils, respectivement, le premier et le second tricuigle de Brocard de ABC {J!g. i%),
Les droites KAi, KB,, KCi étant perpendiculaires à OA', OB', OC', les segments Ai A', BtB\ CiC sont égaux aux coordonnées normales absolues de K, et par suite proportionnels à BC, CA, AB. Donc les triangles isocèles AiBC, BiCA, CiAB sont semblables. L'angle à la base de ces triangles, que nous désignons par V, est Xangle de Brocard de ABC.
Le triangle Al A'B donne A|A'= -« tangV; d'où (X.,26)
hay f'bt f'c représentant les hauteurs de ABG. Mais
a = BHi -4- lïj C = //a (CQtB -h cote ), ... ;
conséquemment,
Got Y = col A H- col B -h cot C.
37. Le triangle AiBiCi est inversement semblable à ABC; car les droites KAi, KB], KCs sont menées par un même point de la circonférence (OK) parallèlement aux côtés du triangle ABC (N.,45).
Cherchons le rapport de similitude. En tenant compte des signes des aiifcs (*), on peut écrire
A,B,C, r= OAiBi -hOBiC -h OCiAi.
Les angles AiOBi, ACB ayant leurs côtés perpendicolairos, on a
OAij), ^ OA,.OB| ^ fOA^-Aiy)(OB>-B,B\
8 " ab " <(b '
comme OA'=-«cotBOA' = -rtcotA, AiA'= -«tangY,..., cette rclation prend la forme
OA, B, ^ \ ^^^^^ __ ^g^jjgy^ ^ çQ^g _ tang V).
Additionnant l'égalité précédente avec les deux autres analogues, et observant que
cotAcotB-+- cotBcotC-i-cotCcotA= i, cotA-h cotBH-cotC = colV,
on trouve
AiBiCi _3tang«V — t
iVBC "" 4
L'aire A|B|('i étant négative, le rapport de similitude des deux tri-
(*) Loi alre« d« deax trlui(rl«i, détignée» par ABC, A'B'C'f sont de mènK^
»i0ne ou de %iga%% contraires suivaDt que lot tons de roUkioD ABC, A'B'C
I fnt les luèmca ou Jiforent. Si 0 est uu point quelconque du plan AiUi,
on ■
ABC = OAR -' OT^r -{- OCA.
4^2 NOTJB lli.
angles A4BiCi, ABC est égal àj /i —3Ung«V, et
Bi Cl = - û /i — Slaugn', • • • , OK = R /i — 3tang«V.
LEMME
38. Sur les côtés d'un triangle ABC, on construit trois triangles directe^ ment semblables ABc^ BG«, CA^ : les triangles abc, ABC ont même cc/ure de gravité.
Supposons d*abord les points a^ 6. c quelconques {fig, %3) et soieni G, G', G", G*" les centres de gravité des triangles ABC, aBC, «ôC, nhc. Les médianes AA', aÂ! étant divisées en G, G' dans le même rapport
'1 : I, la droite GG' est parallèle à Aa et égale à - Ar?. On en conclut
aisément qu'on passe du centre de gravité du triangle ABC à celui de abc^ en construisant une ligne brisée GG'G'G'^dont les côtés sont parallèles aux droites Ar?, B6, Ce et égaux aux tiers de ces droites. G"
Fiy. 23.
coïncidera avec G, si les droites Aa, B6, Ce sont égales et parallèles aux côtés d'un même triangle (fg^i\).
Dans le lemme énoncé ci-dessus, les droites Ac, ^a, Ch sont proportionnelles aux côtés AB, BC, CA du triangle ABC et également inclinées sur ces côtés; donc elles représentent en grandeur et en direction lus côtés d'un triangle semblable à ABC. Les triangles, ABC, cab ont donc même centre de gravité.
39. D'après le lemme précédent, G est le point double des triangles se/nblables AihiCi, ABC (fig. 22).
Désignons par xx\xr' les bissectrices des angles A'GAi, Ai G A, el par Aa, B|, C|, A4, B4, C^ les points où elles rencontrent les médiatrices OA', OB', OC'. xx\ yy' sont les droites doubles des triangles sem-
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blables Ai Bi Ci, ABC ; on les appelle les axes de Steiner de ABC. Comme GA| et GA' sont deax lignes homologues, on a
GA, A, A, AiA^- A» A' jrttangV-AaA'
v/i-3lang«V=^Tn^=j^ = — j-fr- = i -—. ,
doù
^tangV
2(1-1- v/i— îtang^V)
On voit que les triangles isocèles A3BC, B|C A, CaAB sont semblables leur augle à la base, que nous représentons par Vi et qui a reçu le
Fig. 2/|.
nom de premier angle de Steiner de ABC, est donné par la formule
coiVi = T-n = cot V -h /cet» V — 3.
Al A
De même, les triangles A4BC, B4CA, C^AB sont semblables, et leur angle à la base {second angle de Steiner) vérifie l'égalité
cotV, = col V — v^cot«V — 3.
THÉORÈMES
40. Les perpendiculaires abaissées des sommets de ^VBC sur les côtés opposés ££0 Al Bt Cl concourent en un même point N ; les parallèlet menées par les sommets de ABC aux côtés correspondants de AiBiCi concourent en un méhte point R. Les points N er R sont les extrémités d^un mène diamètre du cerclé ABC ; ce sont, par rapport au triangle
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ABC, les homologues des points 0, K considérés datis le plan A|B|Ct.
En effet {fig. aa), deux droites homologues des. plans Ai BiC|, ABC. ayant des directions symétriques par rapport à œx\ les perpendiculaires abaissées de Ai, Bi, Ci sur les côtés de ABC ont pour lignes correspondantes les perpendiculaires abaissées de A, B, C sur les côtés de Ai B| T.j.
On démontre facilement, par la considération de triangles semblables, que les coordonnées normales d'un point M de la circonférence circonscrite au triangle de référence ABC sont inversement proportionnelles aux rayons vecteurs MA, MB, MC. Par conséquent, les coordonnées normales do 0 dans le triangle AiBiCi et celles de N dans le triangle ABC sont inversement proportionnelles à OAi=Y(cotA — taugV). OBi, OCi ; d'où Ton déduit qu'elles sont entre elles comme
séc(A- V) : soc(B — V) : s6c(C — V).
Celles de K dans le triangle AiBiCi sont inversement proportionnelles à A'X = KAi, B'Y, C'Z, en désignant par XYZ le triangle podaîre do K par rapport à ABC. Soient Kj, K^ les points de rencontre de AK avec CA, OB'; BKjKK^ étant une division harmonique, le segment B'V est divisé harmoniquement par KjHj. Par conséquent (332),
b'V " 2 VB'K. B'IL/'
si l'on calcule B'Ks, B'H] en fonction de a, ùy c, on trouve que les coordonnées normales de K dans AfBiCi, et celles de 11 dans ABC, sont
-41. Les pcrpendicuiain^K menées des milleu-x des côtés du triangle Al BiCi sur les côtés correspondants du triangle ABC concourent au centre du cercle des neuf points de ABC. Car ces droites, parallèles a 0A|. OBi, OCi passent par le complémentaire 0' de 0 par rapport à AiBiCj^ de sorte que GO' = | OG.
42. Les droites AAi, BBi, CCi concourent en un même point D, qui est le réciproque de K par rapport à ABC .
Si l'on coupe le faisceau harmonique A'(AKiKKa) par la droite KA| parallèle au rayon A'Ki, on voit que AA' passe au milieu de KAi ; donc AR et AAi rencontrent BC en des points isotomiques.
Nous mentionnons, sans démonstration, les propriétés suivantes : l^e point D est situé sur la droite NR ; l'axe d'/iomoiogie des triangles ABC, Al BfCi est perpendiculaire à la droite OD.
i3. Les droites ÂCi, BÂi, CBj concourent en un même point Û du cercle (OK); les droites BCi, CA|, AB| concourent en un second point Q' du même cercle.
En efTet, les droites A G}, BAi faisant to môme angle avec les droites CiO, AïO se rencontrent sur la circonférence AiCiO; de même, les droites BAi, CBi se coupent sur la circonférence AiBiO. Donc les trois lignes ACi, BAi, CBi passent par un môme point de la circonférence(OR)-
SCOLIB.
U. l'LesanglesAûB, BûC, CûA sont égauxàir — B, «— C, tt-- A.
Par conséquent, pour déterminer le point Q, on peut décrire une circonférence passant par les sommets A, B, et tangente à BC;
G, A, » AB
Ges circonférences sont appelées les circonférences atljointes (AB), (BG), (GA).
Le point Q! est à Tinterseclion des circonférences adjointes (BA), (BG), (AG).
U, 12' sont les points de Broatrd du triangle ABG.
a" 12 est le premier métapôle des triangles ABG, GAB ; Q', celui des triangles ABG, BGA (N., 44, 15).
Soient (yf^. a5) 12i, a les points de rencontre de la droite AQ avec le côté BG et avec le cercle adjoint BûG. Le triangle aBG étant inversement semblable à GAB, la droite «G est parallèle à AB, et la droite aB touche le cercle ABG. Il résulte de là
oG _ BG ^^^ _ BA , BG ~ AB' iliG~"iG^
en éliminant «G, on trouve
BU, r«
Par analogie,
UjG a
U,A~6*' U3B~c»' U'iG""/^,' *•• Ainsi, les coordonnées bar/centriques des points Û, U' sont
lews coordonnées normales ont pour expressions
/c a b\ fb c n\ \Z* c' a /^ \c\i* TjJ'
R. et Dg C. — Tr. de Géom, {{*• Partie). 3o
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y En comparant les coordonnées b^rycentriques des points K, Q^ Q\ on a une construction très simple pour déduire les deux derniers points du premier : les droites Kiil^i Ks^i^Ksl^i sont parallèles à CA, AB, BG; les droites KiQ\, Rstl',, lLzQ\ sont parallèles à CA, AB, BC.
Fij.
4® La corde QQ' du cercle (OK) est perpendiculaire sur le diamètre OK et est vue du po'uit 0 sous l'a/igle 2 V. En effet, les angles l2AiK , K Al û' sont égaux à V.
THÉORÈME
45. Soient Fa , F^ , ¥c trois figures directement semblables, construites sur les côtés BC, CA, AB du triatigle ABC comme segments homologues. Lei points As, Bs, Ct du cercle (OK) sont les centres de similitude de Fa et Fc, ¥c et Fa, Fa et Yt, (fg. 22).
Soit a la seconde extrémité de la corde symédiane AK. OAs étant perpendiculaire à AK, As est le milieu de Aoc; BAs et BKi sont donc la médiane et la symédiane du triangle BAa ; d'où émgle ABAs = CBa == GAa,
et, par analogie, angle ACAs = BCa = BAa. Les triangles CAAs, ABAi sont donc directement semblables, et Ai est le point double (368) de
Fa, Pc.
Corollaires.
Le point Aj appartient aux circonftfrences adjointes (BA), (CA) et à la circonférence BOC. Car l'angle
AA,G = 7r - Ai AC — ACA, = it — Aj AC — BAA, = it — A.
'JL" On a Ai A = AjB. AjC, —- = ,-•
THÉORÈME
46. Les triangles Ai Bi Ci, AiBsC] ont pour centre d'homologie le centre de gravité G «fe Ai Bi Ci ; pour axe d'homologie, la polaire de G par rap^ port au cercle (OK) {fig, 22).
En effet, Bi et Ci étant des points homologues de F^ et F^, les droites homologues A^Bi, A, Ci font entre elles un angle égal à celui des lignes homologues CA, AB ou égal à ir — A; de plus, elles sont proportionnelles à CA, AB ou à Ci Ai, AiBi. Par conséquent, les points Ai, Aj sont situéa de part et d'autre de BiCi, et AiBi. AiBi = AiCi. AiCi; les triangles Ai AsBi, AiAiB, sont donc équivalents, et Ai As passe au milieu de BiCi.
Comme les cordes Ai A,, BiB, se coupent en G, le point d'intersection des cordes AiBt, AiBj appartient à la polaire de G (3ii), etc.
Corollaire.
Le triangle A,B,Ci est semblable au triangle podaire de G par rapport à ABC.
THÉORÈMES
47. La polaire de m par rapport au triangle ABC est l'axe radical du cercle circonscrit et du cercle (OK) {Jig* aa).
Soient u^ Vy z les points de rencontre de la droite OKavec la circonférence ABC, et avec la polaire kx k^ k^ do K. La division harmonique uvz K donne (332)
f f / r I \ zO
c K 'À \ z a zvj zu . zv donc JsK.zO == zu.zv, ce qui démontre le théorème.
48. La circonférence (OK) et la polaire kik%ki deK sont des figures inverses par rapport à la circonférence ABC (fig* aa).
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Ce théorème résulte immédiatement de la relation OK. Oz « Rs(d88). On en conclut que les points tripolairement associés à Ai^Bi, Ci, A«, Bt, d, Q, ù* appartiennent à la droite ki k^ A-j.
Les points Q, 12' étant des points inverses par rapport au triangle ABC, leurs triangles podaires (N., 9) sont directement semblables à BCA, CAB. Les droites Où, OQ' rencontrent la polaire de K en des points dont les triangles podaires sont inversement semblables à BCA, CAB. Le triangle podaire de z est inversement semblable au triangle dont los côtés sont parallèles aux médianes de ABC.
CERCLES TANGENTS AUX TROIS COTÉS dVn TRIANGLE.
49. Soient {fg. 26) I, !«, hj U les centres du cercle inscrit et des cercles exinscrits au triangle fondamental ABC. Les points de contact de ces cercles avec les côtes BC, CA, AB sont désignés par les lettres
On sait que ABC est le triangle ortliique de chacun des quatre triangles lahhy l 'rl/^i IcHa* Ulal- Cette remarque conduit à quelques théorèmes qu'il suffit d'énoncer.
1° Les droites I^ai, là^i, h^3i concourent au centre V du cercle laUIc; ^cs droites la, I^Pa, Uy» ^^ coupent tui centre Va du cercle We^bi etc. Les deux quadrangles VVrtVftVc, I latrie sont symétriques par rapport au point 0 ; les côtes du premier sont perpendiculaires aux milieux des côtés opposés du second,
2" Les droites qui joignent la, hi h ff^tx milieux A', B', C des côtés de ABC concourent au centre des sy médianes du iriangle \a \b ^c \ les droites A'I, B'ic, C'I^ sont les sf médianes du triangle llcl/», etc.
50. Les droites Xoiy Bp, Cy concourent en un point T ayant pour coordonnées barycentriquei
Les droites Aai, B^i, C^i concourent en un point Ta dont les coordonnées barycentriques sont
a-ir b -^ c -- u ^ b -^ c — « -+- w — c
Ces propositions se déduisent immédiatement des valeurs dos segments Ba, CoLy ....
Le point F est appelé quelquefois /^ot^i/^^^ Gergonne du triangle ABC; Tat ^b^ ^e sont los adjoints de F.
51. Les droites Aai, B^i, C^a concourent en un mAne point v, réciproque du point F et anticomplémentaire de L
GÊOnÉTiai BU TRIANGLK. 4^9
£es droites A se, B ^i, G yi concourent en un même point */„•, réciproque de Ta et anticompiémentaire de la, eto.
Les points a et si, p et ^s, ^ ^^ ï' ^^"^ isotomiques (N*t7)) les droites Aai, Bpt, Cys concourent en on point v, réciproque de F. Les coordannées barycentriqnes de v sont égales à— //-j-^-f-r, «—/.»-+- r, a*^ ^ — c.
Fig. 26.
Ces expressions montrent que v est l'anticomplémentaire du point I, dont les coordonnées sont a^ b, c, Poar étabUr dlreotement cette pro-
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priété, désignons par a' la seconde extrémité du diamètre al du cercle 1. A étant un centre de similitude des cercles I, Ui la droite ai«', qui joint les extrémités de deux rayons parallèles^ passe par A ; par conséquent, la droite A'I joignant les milieux de «on et a a' est parallèle à Aai, B'I et CI sont parallèles à B^s, Cys» et les points I, v sont des points complémentaires (N.,9).
Les autres parties de la proposition peuvent être établies par un procédé analogue.
V est appelé quelquefois \q point de Nagel de ABC ; Va» v^, v^ sont les adjoints de V.
SUR LES FIGURES SEMBLABLBMENT VARIABLES
52. Une figure est dite semblablement variable lorsqu'elle se modifie d'une manière continue en restant semblable à une figure fixe.
THÉORÈME
Lorsque trois droites au b^ ^i d'une figure semblablement variable ^1 passent par trois points fixes A, B, C, il existe un point D de cette figure qui reste fixe. Tous les points de la figure décrwent der circonférences passant par D ; une droite quelconque passe par un poi^tfixe{fig. ^7).
Fig. 27.
Chaque position de «t est déterminée par les positions de trois de
( * ) J. Neubergy Proceeding» of ihe London Mathemalical Society-, i885.
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droites, pourvn que colles-ci no soient pas concourantes. SoU Ai Bj Ci le triangle formé par «i, ^i, ci; comme il est toujours semblable à lui-même, ses côtés tournent autour de A, B, C, dans un miôme sens, de quantités égales, et ses sommets parcourent trois circonférences Oa, Oa, Oc, passant par deux des points A, B, G et se coupant en un même point D, métapôledu triangle ABC par rapport au triangle AffiiCf. Les angles DBiCi, DCiBi étant constants, D est son propre homologue dans toutes les positions de cpt : c'est un centre permanent de similitttde.
Les perpendiculaires menées en A, B, C sur DA, DB, DC forment un triangle AoBoCo, que nous pouvons considérer comme étant la ptmtiok initiale de AtBfCi. Soient O^N, Oc? des perpendiculaires, et OcQ une parallèle à BiCi ; comme BiCi = 2NP = aQOr, BoCo=*2060f, QOc< OftOc, les dimensions les plus grandes de la figure varîablecorrespondcnt à la position initiale oq. Le rapport de similitude de oi et <po a pour expression OcQ; OcO^^s eosa, 9 désignant Tangle CoACi.
Soient Mo, Mi deux points homologues de <po, 91. Les triangles DMoBo, DMiBt étant semblables, les triangles DMqMi, DBqBi le sont également, et le lieu de Mi est la circonférence 0,« qui a pour diamètro DM«.
Soit Ml M une droite quelconque de «pi. Un point Mi de cotte ligne décrit une circonférence 0,,» et l'angle DMi M est constant; par suite, îa droite passe par un point fixe M de la circonférence 0/»* Ce point est ki projection du centre permanent D sur la position initiale Mo M de la droite.
SCOLIB.
53. I* Les droites au bty c^ à un certain moment, coïncident avec AD, BD, CD; dans cette position, tous les points de la figure variable sont confondus en D, et toutes les droites passent par D.
La figure passe deux fois par les mômes états de grandeur : elle a les mômes dimensions lorsque ai prend deux positions symétriques par rapport à BoCo.
a"* Le cenlro permanent D est, dans le triangle variable A|BiCi, Tinverse du métapôle ou le centre métaharmonique de ce triangle par rapport au triangle ABC. Ce rôle de D s'aperçoit immédiatement dans le triangle AoBqCo, dont ABC est le triangle podaire par rapport à D.
3* Considérons une seconde figure <p| qui varie en restant symétriquement semblable à la figure tpi, avec la condition que les homologues des droites ai , ^1, ci passent aussi par les points A, B, C. Le centre permanent de similitude de ^\ est le jumeau D' de D(N.,17), dans le triangle ABC. 11 existe entre les triangles antipodaires de ABC par rapport aux (leax points D, D* cette relation assez curieuse que nous ne faisons qu'énoncer ici : La dijférence des valeurs absolues de leurs aires €<i ifgalc à qaatpefois l'aire ABC.
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54. Lâs cas où les droites ^i, b^ cx, dans une position particulière, coïncident, soit avec AB, BC, GA, ^oit avec CA, AB, BC, présentent un grand intérêt.
1° Dans le premier casO^*. a8}, les droites oty bty ci font avec AB, BC, GA un môme angle X. Nous désignons maintenant par At, Bi, C| les points d'intersection des droites c\ et a^ at et b^ bi et ci, de sorte que le triangle AiBid est semblable à ABC; ces points se meuvent sur les circonférences adjointes (GA)^ (AB), (BG)^ dont les outres soat représentés par a, p, y* ^^ centre permanent 4e similitude est le point Q de Brocard, tel que û AB = UBC «= tiGA = V.
Soient 0 le centre du cercle ABC ; AoBqGo le triangle antipodaire de Q par rapport à ABG. Les angles aOp, pOy, yûa étant les suppléments des angles de ABG, 0 est le point direct de Brocard du triangle a^y, et son homologue dans le triangle AoBoG» s'obtient en prenant sur OO une Ion-
gaeur ÛÛ^ = aûO. II résulte de là que les points directs de Brocard des triangles Ai Bi Ct ont pour lieu géométrique la circonférence décrite de 0 comme centre avec le rayon Où.
Appelons AsBiCt le triangle formé par leâ droites Aa, Bp, C7; c*êst une position particulière de AtBiCi. Les distances de O aux côtés du triangle AtB,Ct sont égales à C'A, A'B, B'C; elles sont donc propor* tionneUes à oes côtés, et 0 est le centre des syme'dianes de AtBsGi. On dédnitf de cette propriété, que le centre des symédianes^ du triangle A)B]Cf parcourt le cercle (OK) du triangle ABC.
Le rapport de similitude de» triangles AiBiCf, ABC est égal à eehiiî des lignes homologues ûAi, QA; il a donc pour expression
sin(V-+- X): sinV.
Il se réduit à coséc V ou cotV, lorsqu^on compare AoBqCo ou AiBsCt à ABC.
a° Lorsque les droites ai, bu ci font avec AC, BA, CB un même angle X, elles forment (Jig, 29) un triangle A'|B\C'i semblable à ABC
Fîp. 29.
et dont les sommets déerrvent les circonférences adjointes (BA), (CB),
NOT? m
(AG). Soient of', fi', y' ^^^ cenlres de ces cercles; 0 est le point rétrograde de Brocard du triangle a'^Y * ^ centre permanent de similitude des triangles AiB'iC'i est le point direct de Brocard de chacun d'eux; leur point rétrograde de Brocard décrit la circonférence ^ui a pour centre 0 et pour rayon 0 i2.
Deux triiuigles AiBiCi, A'j B< C, (Jîg* 28 et 29), qid correspondent à la ménie valçur de X, sont égaux, et ont pour point double le centre 0 du cercle ABC.
£n eiïet, les côtés homologues se coupent sur les médiatrices OA', OB', OC de ABC et font un angle constant aX ; par conséquent, une rotation autour de 0 amène Tun des triangles sur l'autre.
55. Le cas {fig. 3o) où trois droites ai, 61, ci d'une Ggure sembla* blement variable tournent autour de trois points A, B, C situés en
Fig. 3o.
ligne droite se traite de la même manière que le cas général. Les points Al, Bi, Cl se meuvent sur trois circonférences Oa, 0^, Oe passant par le point D, d'où Ton voit les longueurs AB, BC, CA sous des angles égaux à ceux du triangle AiBiCi ou à leurs suppléments; ee point est un métapôle du triangle aplati ABC et du triangle A |BiC|. Les triangles DAiBs, DBiCi, DCiAi sont équlangles à DBA« DCB,DAC;
GfiOHeTnil nu TBIA^GLE.
donc le point D ostfiie dans lo plan AiBiCi, cl la circonfére.
■eA,B,C, ■oituairiment par D. De plus, la droite ABC peut ôlre placée de telleraçonquelespoints AelAi,BetBi,CetCi secorrespondentdansuhe Iranaformation par rayons vecteurs réciproques, elTectiiée du p6)e D ; par suite, D eal un centre métaharmonique des triangles AiBiCi, AfiC. Le triangle A|BiCi devient mauniuin quand ses c6tés sont per|>endi' culairos à DA, DB, DC. Tout point de la Ûgure variable décrit une circonférence passant par D. En particulier, le contre du cercle A|B|C| se meut sur la circonréronce CaO^O,; car, si la tangente menée en A au oerele Oe rencontre le cercle 0» en ^, le triangle C^ est une position particulière de A|B|0, et le point 0 se trouva en Oa, etc.
S6. Si trois pointf Ai, B|,C| d'une figure semhlablemeni variabie-f,
parcourent les c6tés BC, CA, AB d'un triangle donné KWZ, il existe un
piint F de cette figure qui reste fixe. Tout autre point décrit une
droite {fig. 30-
Fig. 3i.
Lm circonKrcDCM ABiCt, BCiAt, CA|B| e* coupent en un mAme
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poim F, métapôle des triangles AiBiGi, ABC. €& point ost done fixe dans le plan ÂiBiCi ; il Test également dans le plan ABC, car les angles FBC, FCB sont égau^ à F Ci A,, F Bi Ai. F est donc un cwurepermaneni de similitude de «pf.
Menons FAo, FBo, FCo perpendiculaires sur BG, CA, AB. Le faUcean F(AoBoGo)peut être considéré comme étant \bl position initiale du faisceau F(AiB,Ci). Le minimum du triangle A|B|Ci est le triangle podaire de F par rapport à ABC, et le rapport de similitude de ft et cu
est exprimé par «^ = séc X, X désignant AqFAi.
Soient Mo, Mi des points homologues de 701 ^\ ; los triangles FMoMi, FAo ^1 étant semblables, le lieu géométrique de Ai 1 est la perpendiculaire menée en M© sur la droite FMo.
SCOLIG.
57. i' Si l'on fait tourner le faisceau F(AoBoCo) du môme angle > dans un sens ou Tautre, ses rayons coupent les oôtés de ABC aux sommets de deux triangles égaux. Donc la figure «pi, dans ses variations, passe deux fois par les mêmes états de grandeur.
2* On peut imaginer une seconde figure ^\ qui varie en restant symétriquement semblable à «pi, avec la condition que les points homologues de Al, Bi, Cl parcourent également les droites BC, GÂ, ÂB. Le centre permanent de similitude de «pi est le point /, tripolai rement associé à F dans le triangle ABC. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que les inverses des aires des triangles podaires des points F, / ont une différence constante, égale à quatre fois l'inverse de l'aire ABC.
58. Soit F' l'inverse de F dans le triangle ABC, et soit A^BiCi le triangle podaire de F. Les triangles AoBqGo, AoBoC'o sont inscrits dans la môme circonférence ayant pour centre le milieu Po du segment FF' (/^. 3 1).
Faisons tourner les deux faisceaux F(AoBoCo), F'(AoB'oG'o) autour de leurs centres d'un môme angle X, mais dans des sens contraires. I^urs rayons rencontrent BC, CA, AB aux sommets de deux triangles AiBiC], Al B't Gj , qui sont respectivement semblables à AoBoCo, AoB'o Cq* Soit P| le centre de la circonférence AiBi ;Ci les triangles FPoPi et FAo Ai étant directement semblables, il en est de môme des triangles F'PoPi et F'AoA'i. Il résulte de là que les deux triangles AiBiGi, AiBiG\ sont inscrits dans une même circonférence.
On peut donner deux autres modes de génération des groupes de six points, tels que AiBiGiA\B;C'i, situés sur le périmèlre d*an triangle fixe ABC et appartenant à une même circonférence. Soît »be le irianglo
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formé par les droites BiC'i, Ci A'i, ÀiB',, et> soit a' h' g* le triangle qui q pour côtés les droites BVCi, G, A|, A'i Bi. Les côtés des triringles <tbe^ a'b'c* ont des directions invariables, et leurs sommets parcourent trois droites fixes AE, B£, CE. En effet: i° Le quadrliatère BiC, A\B| étant inscrit, Tangle ABiC, =:C\Aifi'i ; <lonc les côtés du triangle a^ fbnt avec CA, AB, BC dos angles égaux aux angles A'i, Bf, C'i du triangle X\ B'(C',, etc. 2"* Les côtés du triangle Ci B| a ont des directions fixes et deux sommets décrivent des droites ; par suite, le point a se- meut sur une droite passant par A. 3° Les côtés opposés de l'hexagone inscrit Al B'i Bi A'i Cl C, se coupent en trois points a, A, a', situés en ligne droite. 4* Enfin, les côtés opposés de Thexagone inscrit AiA|BiB',CrC'i se coupant sur une môme droite, les côtés do rang pair otceiix de rang impair forment deux triangles ABC, idtc qui ont un centre d1iomologie« Cherchons les coordonnées normales x^ j, z de K dans le triangle ABC. Le rapport / : z est égal à celui des i)erpendiculaires menées .du »peint a sur AC et AB; d'où
jr_ _ oB^sinAiBiBi ^ «F, sinAiCiBt z "" ûCisinA'iCiG', "~ riC, sinAjUjC, *
Dans le triangle n C, B', ,
aW\ __ sinA;C|B; _ sin A', C, B\ rtCi "~ siuAiB'jCi"" sin Al Bi Cl'
On déduit, do ces cgulilés,
cosécAi cosécA'i cosécBi cosécB', cosécCi cosécC'^ '
59. Examinons encore le cas (fig, 3a) où trois points Ai, Bi, Ci d'une
figure semblablement variable sont assujettis à se mouvoir sur trois
droites concourantes FA, FB, FC. Si Ton donne le point Ai sur FA et que la eireonférenoe Ai Bi Ci rencontre les droites FA, FB» FC en a^ b, c,
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on peut détenniner I0B poiats b, c par la condition que les angles A| bB, AicF soient égaux à AiCiBi, AiBiCj, et, par suite, décrire la circonférence Al bc. Cette construction montre que les côtés du triangle Ai Bi Ci se déplacent parallèlement à eux-mêmes, lorsque Ai se meut sur FA. F est donc un centre permanent d'/iomothe'tie.
Il peut arriver que la circonférence AiBiCi passe par F. Alors toute circonférence passant par F rencontre FA, FBy FC en trois points qui sont les sommets d'un triangle de forme constante; et F n'est plus un centre permanent de similitude.
SUR QUELQUES CERCLES REU.VRQUABLES
60. Les résultats des n"^ 56, 57, 58 prennent une forme très simple, lorsque le triangle AiBiGi est directement semblable à BGA. Dans ce cas, F, F' sont les points de Brocard û, û'; le triangle A'iB\G\ est semblable à CBA; le centre de la circonférence AiBiCi est situé sur la droite OK; les côtés du triangle abc sont parallèles à ceux de ABC; les côlés du triangle a'b'c' sont parallèles aux tangentes menées par A, B, C au cercle ABC; enfin, le centre d'homologie E des triangles ABC, abc, a'b'c' coïncide avec K.
Nous allons établir ces propriétés par une seconde méthode, qui a l'avantage de s'adapter aux polygones dits harmoniques.
PROBLÈME
61 . Etant donné un triangle ABC, on propose d'en construire un second abc qui soit homothétique à ABC, et tel que les six points de rencontre des côtés non homologues des deux triang^les soient situés sur une même circonférence (^fig* 33 ).
Soient a, «', p, p', y, y' ces points. Les points y» P'i Pi y' appartenant à une môme circonférence, yP' ^^^ une transversale antiparallèle de l'angle BAC. Mais la figure Ay^^' est un parallélogramme; donc la droite Aa passe par le milieu de yP' et, par suite, est une symédiane de ABC. On conclut de là que le centre d'homothétie des triangles ABC, abc est le centre des symédiancs de chacun d'eux.
Cette condition est suffisante. En effet, soient m, /z, p les centres des parallélogrammes Aya^', Bab^'y C^ca', et soit w le centre du cercle mnp. Puisque les symédianes AK, BK, CK passent aux milieux des transversales P'y, y'*» ^^P» celles-ci sont parallèles aux côtés du triangle KaK^Kc formé par les tangentes au cercle ABC. Les angles Ay^\ By's sont égaux comme étant égaux à ACB; d'où
Par conséquent, les triangles rectangles (iimY» co/ia, iap^ sont égaux, et (i> est le centre d'un cercle passant par les six pointa «, a , p, p', f^y\
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Les triangles ABC, mnp étant homotbétiqxies par rapport à K, eu est situé sur la droite OK.
SCOLIB.
62. i'LesdroitesYP',î«Y'>P*'sontparalIèIesauxcôtés(iutriangIeKaK6Kt et divisent les droites KA| KB, KG en parties proportionnelles; elles forment donc un triangle a'b' c\ homothétique à KaK^Kc par rapport à K.
Fig. 33.
2* De l'égalité des arcs P'y, y'», «'Pi on conclut aisJment que les triangles y»?, P'y'*' sont égaux entre eux el semblables à ABC.
y Soient U, û' les points de Brocard du triangle ABC. Si l'on fait tourner le faisceau û(ABG) autour de 12 d'un angle quelconque, ses rayons
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renconlrent AB, BG, CA aux sommets d'un iriangle -^(z^ semblable à ABC : car les triangles l^A^y^Ba, QC^ sont directement semblables, d'oùTon conclut la similitude des triangles 12 AB et £2^2, i2BC et Qq^p, £2CA et 12^*;. On voit que 12 et 12' sont les centres permanents de similitude des triangles variables Y«p, P'^'^'^^la/^. 33.
4° Le lecteur trouvera facilement la démonstration des théorèmes suivants :
Soient P'y> ï'*» *'P ^^^^^ ^^^^ égaux, de même sens, d'une circonférence. Lès cordes ^'^^ y'*» cl' ^ forment un triangle dh*c*\ les cordes aa', pp', yt'» w/i second triangle ABC; les cordes Py'» T*'» «P'» *<" ^''O'sième triangle abc. Ces trois triangles ont pour centre d'homologie commun le centre des sjrmédianes des triangles ABC, abc.
On inscrit à une circonférence co un hexagone aa'YY'PP' dont let côtés opposés sont parallèles» Le triangle formé par les côtés de rang impair et celui qui est déterminé par les côtés de rang pair, ont mêmes symédianes.
63. Si le triangle abc de \d.fig. 33 se réduit au point K, on a le théorème suivant :
Les parallèles aux côtés d'un triangle ABC, menées par le point K. coupent les côtés en six points a, a', p, P', y, y' ^'^^^ même circonfé^ rence ayant son centre au milieu de OK {^g^ 34).
Fig. 34.
Les angles KocY) KyP» Kpa ont pour mesures les moitiés des arcs égaux P'yi a'Pf t'<x« Donc K est le point direct de Brocard du triangle apYi il est le point rétrograde de Brocard du triangle «'P'y'* ^^
côtés de ces triangles sont parallèles aux rayoHs des faisceaux Q(A^C), i2'(ABC).
Les côtés homologues des triangles ABC, 73^ et les rayons homologues des faisceaux û(ABC), û(Ya^) font entre eux Tangle V; par suite, les triangles yAû, aBU, pCû sont isocèles, et les points y> «t P sont à l'intersection de AB, BC, CA avec les perpendiculaires menées aux milieux des rayons i2A, ÛB, ÛC.
Le rapport de similitude des triangles 72^, ABC a pour expression
ûy __ sinûAy _ sinV 1
Û A sin 12^ A sin 2 V a cos V
64. Le triangle a'b'c' do la fig, 33 peut se réduire au point K; ce qui donne la proposition suivante : Les parallèles aux côtés du triangle orthique de ABC, menées par le point K, rencontrent les côtés des angles BAC, CBA, ACB en six points a, a', p, P', y, 7' d*unc circonfé" rence ajant pour centre le point K {fig* 35).
Fig. 35.
tw--. \v |'^< -^T \ \ /
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Cette figure donne Heu à plusieurs remarques intéressantes.
R. et OE C. — Tr, de Céom, (!'• Partie.) 3l
A un trituigle donné ABC, on peut inscrire deux triangles a^v, œ'P'y' ^^nt leurs côtés perpendiculaires à ceux de ABC. Ces triangles sont inscrits dans une même circonférence ayant pour centre le point K.
Si un hexagone inscrit a^'^^'^i! a ses côtés opposés égaux et parallèles, le centre de la circonférence circonscrite est le centre des symédicmes de chacun des triangles ABC, abc formés avec des côtés alternants de l'hexagone,
Q. étant le centre de similitude des triangles y«?i ABC, dont les côtés homologues sont perpendiculaires, les angles A Qy, BOa, Ciip sont droits: donc le rapport de similitude de ces triangles a pour expression
THÉORÈME
60. Soient Hi, Ht, H3 les pieds des hauteurs du triangle ABC ; a\ b\ c les milieux des droites HiHj, HjHt, H|Hi; p' et f les projections de Hi sur AC et AB, y' et 1 celles de Hj sur BA et BC, a' et p celles de \h sur CB et CA.
Cela posé :
I* Les six points a, a', p, P', y, y' ^^'ï' situés sur une même circonférence T.
1" Les droites P'y» y'^i a' ^ passent par deux des points a\ //, c et ont pour longueur commune le demi^pérunètre du triangle HiHjHi-
3° Le centre du cercle T est le centre du cercle inscrit au tri' angle a'h'c'\ il est situé au milieu de chacune des droites Ht Aa) UjBa* HaC/i joignant les pieds des hauteurs de ABC coâx orthocentres des triangles AHjHj, BH3H,, CHiH, (fg, 36).
Nous rattachons cette proposition aux n*^' 61 et 62. On sait que les droites A a', B b\ Ce' concourent au centre K des sy médianes de ABC (N.,29). Par conséquent, le triangle a*b'c* est homothétique à KaK^K^ par rapport à K, et ses côtés rencontrent ceux de ABC en six points a, a', p, P', 7, y' d*une môme circonférence, dont le centre T est situé sur la droite OK.
Le triangle c'P'Hj est isocèle, car
angle A p' y = AH, H, = ABC = CH, H»; d^où
et Tangle Hip'Hi est droit. Ainsi, les points a, a', p, P', Y) ï' sont le*^ pieds des hauteurs des triangles AlIsHs, BH3H1, CHiH). Nous venons de trouver
par aoalogie,
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b'-^^b'Hi^^c/a'.
Donc la droite P'y ®st égale au périmètre du triangle a'b'c'.
Les cordes égales p'y, y'a, a'P sont à égale distance du centre; donc T est le centre du cercle inscrit au triangle a'b'c.
Nous avons trois parallélogrammes AaHjHH,, B>iH,HH„ C>iHiHH,; donc les côtés opposés de Thexagone AyiH,C/iHiB>iH, sont égaux et parallèles, et les diagonales Ay^H^BAH,, C^H, se coupent mutuellement en parties égales. La droite a'T, bissectrice de l'angle c'a'b\ est parallèle à H,Ba et passe par le milieu de H, H,; donc elle passe égale-
Kig. 36.
mont par le milieu de H,Ba. On conclut de là que T est le milieu de chacune des droites AaH,, BaH,, CaIIi-
SCOLIB.
ce. I» Les droites AA*, BBa, CCa étant perpendiculaires à H, H„ H, H, II, H, concourent au centre 0 du cercle ABC. Les triangles A^BaCa' II, H, H, sont symétriques par rapport à T; donc leurs cétés homologues sont égaux et parallèles, etO est aussi l'orlhocenlre de AaBaCa Soit // rorthoceotre de H, H, H,; ce point est le symétrique de 0 par rapport à r, donc il est situé sur la droite OK.
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2° Les droites ^y', ya', a^' forment un triangle abc homothétique a ABC par rapport à K (N.,62), propriété qu'on peut démontrer directement.
La droite Aa'K passe donc au milieu m de b'c'. Mais b'm est égal au demi-périmètre f/w du triangle a'b'c' diminué de i'^ =a'c'; donc w est le point de contact de b'c' avec le cercle inscrit au triangle a'b'c. Autrement dit, K est le point de Gergonne du triangle a*b'c\
3* Les droites ^Hi, p'Hi étant perpendiculaires à a^\ a y, la droite aHi est perpendiculaire à ^'y ^^ HsHa. Donc les lignes aHi, ^Hs, c\h senties hauteurs du triangle H1H2H3; il est facile de voir que leur point de concours h est aussi le centre du cercle circonscrit au triangle abc,
4" On sait que les triangles y^Pi ABC sont semblables et ont mômr point de Brocard Q.
Leurs côtés homologues font un angle constant ^, que Ton peut calculer par la formule
tangcp = — (tangA -h tangB -h tangC) = — tangA tangB tangC.
Pour démontrer celle-ci, menons ap perpendiculaire à AB; nou^ aurons {fig. 36)
n otp ŒD Ba Yp H|a
tang<p = langaTrB=-:^, CH. = BC' BT, = BC-
D'où, en éliminant a.p et y/>i
_ CHa.Ba _ CH, Ba «H, tangç- uH^H^^- BH,"aH, 'Hia'
puis, en observant que
gljî = tangB, ^ = tangBHia = tangC, g-^ = tangaH|Hi= tangA,
on trouve la formule indiquée.
Soient p le rayon du cercle T et R celui du cercle ABC. Le triangio aYY' donne
aY'= apsintp.
Mais les quadrilatères OH|AHs, OH|BHi, OHiGHx ont pour mesures -HsHs.AO, -HfHi.BO, -HiHi.CO; par suite. Taire du triangle ABC e<>
S = i R(H,Ha-+- H,Hi-f- HiH,) = R.aY',
et comme on a
Qsincp aUsino
n smÂsmBsmC
smcp
le rapport de similitude des triangles a^y, ABC a pour valeur
p _ sinAsinB sinC R "~ sinç
cosAcosBcosC cos<p
1 . Les coordonnées normales absolues d'une droite vérifient la relation (N., 4,3)
que Ton peut mettre sous la forme
— (C«-4- «î— Ô«)vX — (««-+-&• - C*)XjJl r^ 4S*.
2. La perpendiculaire menée du centre 0 du cercle circonscrit à un
3 R' -*- OH triangle ABC, sur Taxe orthique (N., 7), a pour expression — -,^^ — •
4 Un
3. Du centre 0 du cercle circonscrit au triangle ABC on abaisse des perpendiculaires sur les droites passant par les pieds des trois bissectrices extérieures ou par ceux de deux bissectrices intérieures. Ces perpendiculaires ont pour mesures
^«--'•-^vV-.T^-
4. Le centre radical des trois cercles exinscrits à un triangle ABC coïncide avec le centre du cercle inscrit au triangle complémentaire de ABC. — Proposition analogue pour le centre radical du cercle inscrit à ABC, combiné avec deux cercles exinscrits.
5. Si deux triangles sont symétriques par rapport à un point, les transversales réciproques (N., 8) des côtés de Tun par rapport à l'autre triangle sont concourantes.
6. Une transversale m rencontre les côtés d'un triangle ABC aux points mt, /nt, m%. Les isogonales (N., 9) des droites Amt, Bms, C/713 rencontrent les côtés aux points m\^ iTt,, /n,. Démontrer que les
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points m'i, /w',, m'^ sont situés sur une droite /w/. Les droites m, /n, sont appelées transversales inverses.
7. Soient M, N, P trois points quelconques pris sur les côtés BG, CA, AB du triangle ABC. Démontrer la formule
MNP _ BM.CN.AP H- MC.NA^PB ABC " " ÂB.BC.CA
En conclure que i** si M', N\ P' sont les isotomiques des points M, N, P, les triangles MNP, M'N'F sont équivalents; 2° si ABCDEF est un hexagone dont les côtés opposés soient parallèles, les triangles ACE, BDF sont équivalents.
8. Calculer en fonction des côtés d'un triangle ABC : i"" Taire du triangle orthique; 2° celle du triangle qui a pour sommets les pieds des trois bissectrices intérieures ; 3° celle du triangle qui a pour sommets les points de contact des côtés du triangle ABC avec le cercle inscrit.
9. Soit P un point quelconque du plan d'un triangle ABC, et soient Hi, H,, H3 les orthocentres (N., S) des triangles BCP, CAP, ABP. Démontrer que les triangles ABC, II1H1H3 sont équivalents.
10. Soient a, p, y ^^^ points où les médianes m, m\ m' du triangle ÂBC rencontrent la circonférence circonscrite. Démontrer que
ABC ~ ~ ^m^m'^'mr^ '
il. Trois droites menées par les sommets d'un triangle ABC et par un même point P rencontrent les côtés aux points A', B', C. Oq les prolonge, dans les deux sens, des quantités
A'a-Aoc'r^AA', B' p = B P' =- BB', C'y = C^'r- CC
Démontrer que
apY = 4A'BT/-H 3ABC, a'P'f- A'B'C'-4- 6ABC.
12. Sur les côtés du triangle ABC, on construit, vers l'extérieur, les carrés BCDE, CAFK, ABLM; soient .r,^, z les centres de ces carrés, et soient X, Y, Z les quatrièmes sommets des parallélogrammes construits sur AF et AM, BL et BE, CD et CR. Démontrer les propriétés suivantes :
1° Les droites FM, LE, DK sont égales et perpendiculaires aux mé* dianes do ABC.
2° Les droites AX, BY, GZ sont égales et perpendiculaires aux côtés de ABC.
3" Les droites Ax, B7, Cz sont égales et perpendiculaires aux côtés du triangle jryz, ,
4** Les milieux des côtés du triangle ABC sont les centres des carrés construits intérieurement sur les côtés du triangle xjrz.
5"* Les points x, y^ z sont les milieux des côtés du triangle XYZ.
G"" Les triangles ABC, acjz^ XYZ, EKM, DFL ont même centre de gravité.
7*" Les quadrilatères BCFM, FKBL, MLCK sont équivalents au carré construit sur^z.
8° L'hexagone ËDRFMLE a pour mesure chacune des sommes
BC -h lyz , CA -f- %zx . AB -f- 'kxj .
9* Les droites Ax, BF, CM, KL concourent en un môme point.
iD'> Les quadrilatères EDFM, KFLE, MLDK sont égaux à quatre fois le triangle xyz,
13. Les notations étant celles de Texercice précédent, on demande de construire le triangle ABC, connaissant :
I** Les points x, j, z\
1^ Les points X, Y, Z;
3*" Le triangle formé par les droites DE, KF, ML suffisamment prolongées;
4" Le triangle formé par les droites FM, LE, DK suffisamment prolongées.
14. Par un point P, pris dans le plan d*un triangle ABC, on mène une parallèle à BC, rencontrant CA en p, AB en y'; une parallèle à CA, rencontrant AB en Yt BC en a' ; enfin, une parallèle à AB, rencontrant BC en a, CA en ^\ Démontrer :
r Que
w£ Û3' yy'
abc
:i* Que les triangles apy, a'p'Y' ^^^^ maximums, lorsque P est le centre de gravité de ABC ;
3*" Que la somme aa' + ^p' + yy' ^^^ minimum, lorsque
«.««'= ^.pp'=c.YY'; les coordonnées barycentriques (N., S) de P sont alors
Si.
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15. Les notations étant celles de l'exercice précédent, démontrer : 1° Que
•2** Que la somme Pa-+-Pp-4-PY est minimum, lorsque P est le point de Brocard û.
16. Étant donné un triangle ABC, déterminer un point Jt tel que, si Ton mène les droites Jisi, Ji^i, Jifi parallèles à AB, BG, CA et rencontrant en (Zi, pi, Yi les côtés BG, GA, AB, on ait
Jia, -- Jip, r:= J,Y,.
De même, déterminer un point Js tel, que les droites Jjaj, Js^s, JtTi parallèles à GA, AB, BG et limitées à BG, GA, AB, soient égales entre elles.
Les coordonnées normales des points Ji, Jj sont
\Vl''a)' \'c'7i'l)''
l'inverse de Jioti et JiSs est égal à la somme des inverses de a, 6, c; Torthocentre de l'un des triangles ai^iYii (Xtp^Ys est le centre du cercle circonscrit à l'autre ; enfin, ces deux triangles ont môme cercle des neuf points.
17. Étant donné un triangle ABG, déterminer un point J tel, que les parallèles menées par ce point aux côtés de ABG et terminées aux autres côtés soient égales.
Démontrer que Tinverse de l'une de ces parallèles égaie la demisomme des inverses des côtés de ABG, et que J est le complémentaire du réciproque du centre du cercle inscrit au triangle ABG.
Les associés harmoniques des points J, Ji, Js (voir renoncé précédent) jouissent de propriétés analogues.
18. Soient AM, AN deux droites symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle A du triangle ABG ; soient M, N leurs points de rencontre avec BG, et M', N' leurs points de rencontre avec la circonférence ABG. On a
AM.AN'= AM'.AN = AB.AG
AM ^ B^LCM ^^ BN.GN
19. La symédiane AR et la tangente menée par A au cercle circonscrit au triangle ABC rencontrent le côté BG en Ki, ki\ si A' est le milieu de BC, on a
abc
AKi = T, r AA', Aki =
20. Dans tout triangle, au plus grand côté est opposée la plus petite symédiane, et réciproquement. Un triangle est isocèle, si deux symédianes sont égales.
21 . Sur les côtés d'un triangle ABC, on construit les triangles directement semblables A'BC, BXA, G'AB. Démontrer que les droites ÂA\ BB', ce sont égales et parallèles aux côtés d'un même triangle.
22. Soient M, N, P trois points pris sur les côtés du triangle ABC ; soient M', N', P' leurs isotomiques. Démontrer que les centres de gravité des triangles MNP, M'N'P' sont symétriques par rapport au centre de gravité de ABC.
23. Soient A', B', C des points divisant les côtés BC, CA, AB du triangle ABC dans le môme rapport p:q.
i*" Les triangles A'B'C, ABC ont môme centre de gravité.
a"* Les droites AA', BB', CC sont égales et parallèles aux côtés d'un môme triangle A'B'C.
3** Si a, b, c, a\ b\ c\ S, S' sont les côtés et les aires des triangles ABC, A'B'C*, on a
a't^lj't^^c't ^ ^^l'CZ^j)^^ _ 5! _ p^-^pq — q^ "^ï~_ ^î ^ c« " y/«v 1 - b^ - ~c'^ " S " ip-^q)^
4** Soient A'", B**, C' les intersections mutuelles des droites AA', BB', ce ; on a
AC
A'C" /?«' a' p^-r-pq-Y-q^
A'^B^C'* _ iq—p)^ ABC p^ -\~ pq -\- q'^
5^ Les triangles ABC, A'B'C, A'B^C' ont môme angle de Brocard.
24. Le centre des sy médianes d'un triangle ABC et le centre du cercle circonscrit sont des points réciproques par rapport au triangle complémentaire do ABC.
Le réciproque de lorthocentre de ABC est Tanticomplémentaire du centre des sy médianes.
25. Soient G, H le centre do gravité et Torthocentre du triangle ABC
et soient «i, ^i, yi) ^^Sf Ps) ïs les points de rencontre des hauteurs et des médianes de ABC avec la circonférence décrite sur 6H comme ditmètre. Démontrer que :
i"" Le triangle ai^iyt est inversement semblable à ABC, et que le triangle a^ ^,^2 ^st inversement semblable au triangle podaire du centre K des symédianes de ABC.
1"* Les droites aiaji ^iPit Yiïs ^^^^ 1^^ symédianes des triangles «1 PîTiï «îPïTî et se coupent en K.
26. Les tangentes menées par les sommets d'un triangle ABC au cercle circonscrit formant le triangle RaK^Ec :
i"* Les coordonnées normales absolues de K^ sont a tangA,
iftlangA, ilangA.
9.° Yia et ses projections sur les côtés de ABC sont les sommets d'un parallélogramme.
3"* Les droites joignant Ka, K/,, Kc aux pieds Hi, Ht, H3 des hauteurs de ABC se coupent en un point de la droite OH, qui est l'inverse de l'anticomplémentaire de K.
4*" Les droites joignant A, B, C aux milieux des segments OKa, OK^. OKc concourent au point inverse du centre du cercle des neuf points de ABC.
S'* Le centre du cercle circonscrit au triangle KaK^K^ est sur la droite OH.
27. Parmi les triangles inscrits à ABC, celui dont la somme des carrés des côtés est minimum a pour sommets les projections de R sur BC. CA, AB.
28. Soient I le centre du cercle inscrit (r) au triangle ABC; s, p, v les points de contact de ce cercle avec les côtés de ABC; Ole centre du cercle ABC de rayon R ; G' le centre de gravité du triangle apY* ^
01. r montrer que G' est sur la droite 01, que IG' = -^ et que la polaire
de G' par rapport au cercle I passe par les pieds des bissectrices extérieures du triangle ABC.
29. Sur les côtés BA, CA d'un triangle ABC, on prend les longueurs BD = CE = BC. Démontrer que la droite joignant les centres 0, I du cercle circonscrit et du cercle inscrit au triangle ABC est perpendiculaire à la droite DE et égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle ADE.
Quel est le théorème analogue sur les cercles exinscrits?
30. Si la droite OK du triangle ABC est parallèle à BG, on a les propriétés suivantes :
2'»V= i-iT — A;
y Q est sur la hauteur BHs, û' sur la hauteur GHa ; 4° La médiane CG' et la hauteur BHi se coupent sur la symédiane AK ; il en est de même de BB' et GHs ; 5* AA' passe par le milieu de OK.
31 . La droite ÛQ' est parallèle ou perpendiculaire à AA' ou parallèle à OA, lorsque, respectivement,
Si rt«=-(^«-f-c
1* Le triangle podaire XYZ de K est semblable à AGB; '2* La circonférence AB'G' passe par G; les circonférences AGB, AGC touchent le côté BG; la circonférence BGG passe par H ; S"" OK est perpendiculaire à AK, GK est parallèle à BG;
4* AK* = BK.GK, 2Âh'= Bh'-+- GÏÏ';
5' Le triangle podaire de G est isocèle;
6** Le cercle qui passe par A et les pieds des bissectrices intérieure et extérieure de Tangle ABG passe par G;
7* Lorsque deux sommets du triangle ABG restent Axes, le troisième décrit une circonférence.
34. Soient X, Y, Z les projections du centre de gravité G du triangle ABG sur les côtés BG, GA, AB. La droite GX rencontre GA en Xi, Afi en Xi; la droite GY coupe AB en Yi, BG en Yt; enfin, la droite GZ
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coupo BC en Zi, CA en Zi. Démontrer les formules
35. Soient Ai, Bi, Ci les projections du centre K des symédianes du triangle ABC sur les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés. Soit D le point de concours dos droites AA|, BBi, CCi. Démontrer q»e les droites joignant les milieux des côtés homologues des triangles ABC, AiBiCi concourent en un même point S, qui est, à la fois, le complémentaire de D, le milieu de la dislance QQ' et Finverse du pôle de la corde ÛU' du cercle (OK).
36. H étant Forthocentre du triangle ABC, on porte, sur les droites HA, HB, HC, des longueurs HA', HB', HC égales aux hauteurs correspondantes de ABC. Les parallèles menées par A', B', C aux côlés BC, CA, AB forment un nouveau triangle A''B"C'. Démontrer que H est le centre de gravité de A'B'C, et que le centre d'homothétie des triangles ABC, A"B''G' est le centre du cercle des neuf points de chacun d'eux.
37. A un triangle donné ABC, on circonscrit deux triangles ÀiB]Ci et AsBjCs, semblables à un triangle donné a^-f* ^^ ayant leurs côté5 homologues perpendiculaires entre eux. Démontrer que la somme de5 aires des triangles AiBiCi, AsB^Ct est constante.
38. On mène, par les sommets d'un triangle ABC, des droites faisant un même angle X, dans le même sens, avec les côtés opposés; soit A'B'C le triangle formé par ces droites. On demande de démontrer que :
1** Le centre du cercle circonscrit à A'B'C est Forthocentre de ABC: a* Les projections do BC, CA, AB sur B'C C'A', A'B' sont égales
àiB'C, ic'A', ^A'B'; a '2 'a
3** n existe une valeur de X telle, que le triangle A'B'C soit égal
à ABC.
39. Étant donnés les sommets B, C d'un triangle ABC et la symédiane indéfinie BK, le sommet A décrit une circonférence.
40. Construire un triangle ABC, connaissant : * I* Les longueurs AB, AC, AKi ;
a° Les longueurs BC, AA', AKi ; 3'' Les points B, C, K:
4* Les points B, C, û;
Q|}BSTI01<CS FROPOSÊBS, 49^
5° Les points A, G, K; 6** Les points A, 0, K ; 7* Les points A, 0, H.
41. Sur une droite fixe OX, on porte trois longueurs OA', OB', OC' égales aux côtés d'un triangle ABC; puis on forme les angles XA'M, XB'N, XC'P, respectivement égaux aux moitiés des angles opposés de ABC. Démontrer que :
1° Les droites A' M, B'N, C'P se rencontrent en un môme point T;
a*" Les longueurs A'T, B'T, C'T sont égales aux distances AI, BI, CI, I désignant le centre du cercle inscrit à ABC;
3° La perpendiculaire TQ abaissée sur OX est égale au rayon do ce cercle ;
4*" OQ est égale au demi-périmètre de ABC.
42. On construit trois angles XOA', XOB', XOC égaux aux angles A, B, C d'un triangle ABC, et l'on prend 0A'= BC, 0B'= CA, 0C'= AB. Démontrer que :
1° Les points 0, A', B', C sont situés sur une circonférence égale à la circonférence ABC;
7? Les côtés du triangle A'B'C sont doubles des distances comprises entre les milieux des côtés de ABC et les pieds des hauteurs correspondantes;
3° Les distances do 0 aux points de rencontre de OX avec B'C, C'A',
A»n» â z 1 , bc ca ah A B sont égales à —> -7- ' ^ ;
abc
4° La droite joignant 0 au centre de gravité du triangle A'BX' fait avec OX un angle égal à V, V étant l'angle de Brocard de ABC.
43. Sur une droite fixe OX, on porto trois longueurs OA', OB', OC' proportionnelles aux carrés des côtés d'un triangle ABC; puis on forme les angles XA'M, XB'N, XC'P égaux aux angles opiwsés A, B, C. Démontrer que :
I** Les droites A'M, B'N, C'P se rencontrent en un môme point T;
a* Les longueurs A'T, B'T, C'T sont proportionnelles aux rectangles bc^ coy ab des côtés;
3" La perpendiculaire TQ abaissée sur OX est proportionnelle au double de Taire ABC;
4* 00 est proportionnelle à - ( «2 -+. ^1 _^ c' ) :
5* OT est proportionnelle àv/«*^*-h 6*c»-t-c*rt»;
6" L'angle XOT est égal à l'angle V do Brocard du triangle ABC.
44. Soient A, B, C, D quatre points d'une circonférence. Démontrer que les centres des cercles inscrits aux triangles ABC, ACD, BCD, ABD sont les sommets d'un rectangle. Considérer également les centres des cercles exinscrits.
45. Une transversale m coupe les côtés d'un triangle ABC aux points mi, ms, 77x3; les perpendiculaires élevées en ces points sur les côtés correspondants de ABC forment un nouveau triangle A'B'C. Démontrer que :
i"" Les droites AA', BB', CC se coupent en un même point M, commun aux deux circonférences ABC, A'B'C;
9/' Ces circonférences sont orthogonales (383);
3" Les droites de Simson (169, 11°) de M par rapport aux Iriangles ABC, A'B'C sont parallèles à /w;
4" Les points A', B', C parcourent des circonférences, lorsque m se déplace de manière que Taire du triangle A'B'C soit constante.
46. Soient AHi, BHs, CH3 les hauteurs du triangle ABC, et H leur point de concours; A', B', C les milieux de BC, CA, AB; A', B', C les milieux des segments AH, BH, CH; A'", B"', C" les milieux de H,H„ H3H1, HiHj. Démontrer que :
i" Les droites do Simson des sommets de l'un des triangles HiHiHs, A'B'C par rapport à l'autre triangle, concourent au centre T du cercle inscrit au triangle A'^B'^'C";
2° Les droites de Simson des points A', B', C par rapport au triangle A'B'C, forment un triangle qui est homologique avec le triangle ABC par rapport au centre de gravité du triangle H 1 Ils Us ot qui a pour orthocentre le point T.
47. Soient 0, I les centres du cercle circonscrit et du cercle inscrit à un triangle ABC; KaK^Kc le triangle que forment les tangentes menées en A, B, C au cercle 0; ot, p, y les centres des cercles inscrits dans les triangles K^BC, K^CA, KcAB; enfin, a'^'^'le triangle formé par les cordes communes aux cercles 0 et oc, 0 et p, 0 et y- Démontrer que :
i^ Les diagonales de l'hexagone formé par les côtés des triangles ABC, x^Y ^^^^ parallèles aux côtés de ABC, passent par I et touchent, chacune, deux des cercles a, p, y;
2* Le centre radical des cercles a, p, y coïncide avec le centre du cercle inscrit au triangle «'P'y'î
3° Les droites A a', Bp', Cy' se coupent en un même point dont le» coordonnées normales sont a*, ^*, c*.
48. Soit A'B'C le triangle formé par les symétriques d'une droite "»
par rapport aux trois côtés d'un triangle donné ABC. Démontrer'quo :
I** Le triangle A'B'C est de forme constante;
a^ Le centre du cercle inscrit à A'B'C (d'un cercle exinscrit, lorsque le triangle ABC est obtusangle) est sur la circonférence ABC;
3"* Quand la droite m se déplace parallèlement à elle-même, les points A', B', C décrivent des droites ;
4"* Quand la droite m roule sur une circonférence ayant pour centre Torthocentre du triangle ABC, l'aire A'B'C reste invariable.
49. Un triangle ABC étant inscrit dans un cercle S, on considère sur la circonférence deux points P et P'. Les projections de ces points sur les côtés du triangle sont situés sur deux droites qui se coupent en M. Cela posé :
1* Démontrer que ce point M décrit une circonférence S' quand le sommet C se meut sur le cercle S, les points A, B, P, P' restant fixes;
a"* Trouver le lieu des centres des cercles S' lorsque les points P et V se déplacent sur la circonférence ^ de façon que l'arc PP' ait une longueur constante. {Agrégation^ 1B79.)
50. Un triangle ABC tourne autour d'un point fixe X de son plan. Soient A', B', C les intersections des côtés homologues dans deux positions quelconques du triangle. Démontrer que le quadrilatère X A'B'C est toujours semblable à lui-môme.
Comment faut-il choisir le point X pour qu'il soit le centre du cercle circonscrit ou inscrit au triangle A'B'C, ou l'orthoccntre de A'B'C, ou son centre de gravité?
51. On considère les cercles exinscrits à un triangle ABC et l'on joint les points de contact de ces cercles avec les deux côtés qui ont été prolongés; on forme ainsi un nouveau triangle A'B'C.
Soient 0, I, Ia« Ui le les centres, et R, r, ra, r^, r^ les rayons des cercles circonscrit, inscrit et exinscrits à ABC. Démontrer que :
1*" Les côtés des triangles A'B'C, laUIc se coupent, deux à deux, aux pieds des hauteurs des triangles laBC, UCA, IcAB ;
a*" Les droites AA', BB', CC sont les hauteurs de ABC, et leur point de concours H est le centre du cercle circonscrit à A'B'C;
3» AA' = ra, BB' = n, CC = r^, HA' = a R -f- r = 'LtJl^JlIl^IS ;
4"* Les droites A'Iat B'U, CIc sont les symédianes des deux triangles A'B'C, laUIcC*)-
(') Les propriétés de cette figure ont fait l'objet du concours d'agrcgatioo en 1873.
49^ GÉOMÉTRIB DU TRIANGLE.
52. Sur les côtés d'un triangle ABC, on construit extérieurement les triangles Â'BC, AB'C, ÂBC semblables à un triangle donné a^y; de même, on construit extérieurement les triangles A'B'C, A'B'C, A'B'C semblables à «Py- Démontrer que :
1° Les circonférences circonscrites aux six triangles A'BC, — A'^B'C', . . . passent par un même point;
2,"* Les points A, A', A', 0 sont en ligne droite et AA'= AA';
3» Les droites BC et B'C, CA' et C'A, AB' et A' B se coupent en trois nouveaux points A'", B"', C" tels, que les droites A A'", BB*", CC" concourent en un même point 0';
4* Les droites A' A", B'B"', C'C"', 00' sont parallèles entre elles.
53. Étant donné un triangle ABC, on peut construire sur BC, du même côté que ABC, cinq triangles BCAi, CAjB, CBA3, A4CB, BÂsC semblables à ABC. Démontrer que les six points A, Ai , As, A3, A^, -U sont sur une même circonférence, et que les triangles AAfAs, A^A^As sont semblables à ABC.
54. Sur le côté BC d'un triangle ABC, on construit tous les triangles ayant même angle de Brocard V que le triangle ABC. Le lieu des sommets est une circonférence, dont le centre N» est situé sur la perpendiculaire menée au milieu de BC; l'angle BNaC = 2V, et les tangentes menées de B et C à cette circonférence sont égales à BC.
55. Trois points Ai, Bi, Ci se meuvent sur les côtés BC, CA, AB d'un triangle ABC, de manière que le triangle AiBid soit toujours semblable à ABC. Soient A'i, Bf, C'i les seconds points de rencontre des côtés de ABC avec la circonférence AiBiCi.
Démontrer les théorèmes suivants :
1*" Les triangles AiBiCi ont pour centre permanent de similitude le centre 0 du cercle ABC ; les triangles A'i B'i C'j sont semblables au triangle orthique de ABC et ont pour centre permanent de similitude Torthocentre H du triangle ABC.
2' Les droites BiC'i, CiA',, AiB'j forment un triangle abc, et les droites BjCijC'i Ai, A'iBi forment un triangle a'b'c' \ les côtés de ce5 triangles ont des directions invariables, et leurs sommets parcourent trois droites fixes AE, BE, CE passant par le réciproque de 0 par rapport au triangle ABC.
3* Les orthocentres des triangles ABiCi, BCi Ai, CAiBi sont à Tintersection de la circonférence AiBiCi avec les perpendiculaires menées aux milieux des droites HA, HB, HC ; ces points sont, en même temps, les centres des cercles circonscrits aux triangles ABjCj, BC'jA'i, C A I B'i .
Les deux triangles AiBiCi, A',B'iC'i peuvent être homologiques par
rapport au point E : les droites AA'i, BBi, CC| ont alors des directions connues; quel est le rapport de similitude de ÂiBiCi, ABC?
56. Les bissectrices intérieures du triangle ABC rencontrent la circonférence circonscrite aux points A',B', C; celles du triangle A'B'C rencontrent la circonférence aux points A', B', C ; et ainsi do suite.
Démontrer que les triangles ainsi obtenus ont pour limites deux triangles équilatéraux symétriques par rapport au centre du cercle ABC.
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ERRATA
Page io3, Remplacer la dernière phrase de Tavant-dernicr alinéa par celle-ci :
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L - PREMIÈRES NOTIONS SUR LE PLAN
DÉFINITIONS
487. Un plan est une surface telle qu'une ligne droite y est contenue tout entière dès qu'elle y a deux points (5). Celte surface est illimitée; toutefois, pour la représenter, on est obligé de lui assigner des limites; on représente un plan par une Qgure tracée dans ce plan, le plus souvent par un parailélogramme.
488. Il résulte de la déQnition du plan qu'une droite et un plan ne peuvent offrir que trois positions relatives :
i^ La droite a deux points communs avec le plan, et alors elle y est contenue tout entière.
a** La droite n'a qu'un point commun avec le plan; on dit alors que la droite et le plan se coupent.
3® La droite n'a aucun point commun avec le plan; on dit alors que la droite et le plan sont parallèles.
Quand une droite CC et un plan P se coupent (/g. 275),
R. «t 01 C. — Tr, de Géom. (H* Partie). I
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leur poini commun D divise la droite CC en deux parties DC et DC\ situées de part et d'autre du plan ; cela résulte de ce que la droite et le plan sont indéfinis.
THÉORÈME
489. i^ Deux plans P et Q, qui ont un point commun k, ont une droite commune passant parce point,
2^ Deux plans P et Q, qui ont en commun une droite AB et un point C extérieur à cette droite, coïncident dans toute leur étendue.
En effet:
i"" Par le point A commun aux deux plans P et Q (fig. 2176], menons dans le plan Q deux droites quelconques LALS NAN'. Si Tune de ces droites a, avec le plan P, un point commun autre que A, elle appartient tout entière à ce plan; elle esi donc commune aux deux plans P et Q, et le théorème est démontré.
Fiç. 176. Fîg. 277.
Supposons donc que les droites LkU, NAN' coupent Tune et l'autre le plan P, et prenons un point quelconque £ sur la partie de la droite LAL' qui est au-dessus du plan P, et un point quelconque F sur la partie de la droite NAN', qui est au-dessous du plan P. La droite EF» passant d'un côté à l'auu^ du plan P, coupe ce plan en un point I; par suite, la droite Al est commune aux deux plans P et Q, puisqu'elle a deux points A et I dans chacun d'eux.
2** Par le point C et par deux points E et F, pris è volonté sur AB (/ig. 277), menons les droites indéfinies CE et CF; ces deux droites appartiendront, comme la droite AB, aux deux plans P et Q, puisque chacune d'elles a deux points dans
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chacun de ces plans. Cela posé, soit M un point quelconque du plan P; menons par M, dans ce p1an> une droite quelconque MX; cette droite rencontrera au moins deux des droites AB, CE» CF; les deux points de rencontre I et K appartiendront au plan Q ; par suite, il en sera de même de la droite MX tout entière et, en particulier, du point M. Ainsi tout point M de Tun des plans appartient à Tautre, ce qui prouve que ces deux plans coïncident.
COROLLAItBS.
L intersection de deux plans est une ligne droite
Car, dès que deux plans ont un point commun, ils ont une droite commune passant par ce point (489, i®) ; et ils ne peuvent avoir aucun point commun extérieur à cette droite, sans coïncider ( 489, a*»).
491. Il résulte des propositions précédentes que deux plans distincts ne peuvent offrir que deux positions relatives :
i"* Ils ont en commun une droite unique; on dit alors qu'ils se coupent,
2^ Ils n'ont aucun point commun ; on dit alors qu'ils sont parallèles,
THÉORÈME
Un plan est déterminé
1* Peur une droite AB et un point C extérieur à cette ligne; 7^ Par trois points A, B, C, non en ligne droite; 3* Par deux droites AB et AC qui se coupent; i^ Par deux droites parallèles.
En effet [Jig. 278) :
Fig. 978.
i» Que l'on mène un plan ADEB par AB, et qu'on le Tasse
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tourner autour de cette droite, comme une porte sur ses gonds, jusqu'à ce qu'il contienne le pointC; on aura alors un plan AFGB passant par la droite AB et par le point C. Il ne saurait d'ailleurs en exister d'autres, puisque deux plans remplissant ces conditions coïncident ( 489, 2«).
2** On ramène le deuxième cas au premier en remarquani que tout plan passant par la droite AB et le point C contient les trois points A, B, C, et réciproquement.
S"* On ramène le troisième cas au premier en remarquant que tout plan passant par AB et par un point quelconque de AC contient les deux droites AB, AC, et réciproquement.
4° Deux parallèles sont toujours, par définition (56), situées dans un même plan; et ce plan est le seul qui les contienne, puisqu'on ne peut mener qu'un plan parla première parallèle et par un point de la seconde.
Corollaires.
493. Par un point A, on ne peut mener dans l'espace qu^une parallèle à une droite donnée DE. Car (Jig. 278), si AB est une parallèle à DE menée par A, AB sera située dans le plan ADE (492, 4''}' et l'on sait que, dans un plan, on ne peut mener par un point qu'une parallèle à une droite (59).
494. Nous avons indiqué les positions relatives d'une droite et d'un plan, ainsi que celles de deux plans. Il nous reste, pour terminer ces préliminaires, à étudier les positions relatives de deux droites.
Deux droites AB et CD étant données d'une manière quelconque dans l'espace, le plan P, mené par AB et par un point quelconque D de CD, peut couper cette droite CD ou la contenir tout entière.
Dans le premier cas {Jig. 275], il n'existe aucun plan qui contienne à la fois les deux droites AB et CD; car un tel plan ayant la droite AB et le point D communs avec le plan P coïnciderait avec lui, et, par suite, le plan P contiendrait la droite CD contrairement à l'bypotbèse. Les deux droites AB et CD, n'étant pas situées dans un même plan, ne peuvent ni se couper ni être parallèles (492, 3<* et 4^)«
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Deux droites distinctes peuvent donc offrir, dans l'espace, trois positions relatives :
i"* Elles ne sont pas situées dans un même plan.
A® Elles sont parallèles.
3^ Elles se coupent.
Comme, dans les deux premiers cas, elles n'ont aucun point commun, on voit que, pour prouver le parallélisme de deux droites de V espace ^ il ne suffira plus, comme en Géomé^ trie plane, cTétablir qu*elles ne se rencontrent pas, si loin qu'on les prolonge; il faudra, en outre, montrer qu'elles sont situées dans un même plan»
tk95. Voici, à l'appui de ce principe, deux exemples qui conduisent à deux conclusions importantes :
i^ Deux droites, l'une située dans un plan, l'autre parallèle è ce plan, n'ont évidemment aucun point commun. Cependant, pour qu'elles soient parallèles, il faut encore, et il suffit qu'elles soient situées dans un même plan. On énonce ordinairement cette proposition en disant : Si, par une droite AC parallèle à un plan P, on mène un plan ACBD qui coupe le planV, l'intersection BD des deux plans est parallèle à AC
if S' a79)-
Fig. 370.
2<* Deux droites situées respectivement dans deux plans pafallèles P et Q n'ont évidemment aucun point commun. Cependant, pour qu'elles soient parallèles, il faut encore, et il stij(}^/, qu'elles soient dans un même plan. On énonce ordinairement cette proposition en disant : Quand deux plans parallèles 9 et Q sont coupés par un troisième ACBD, les inter^ sections KC et BD sont parallèles [fig^ ^79)*
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IL - DROITES ET PLANS PARALLÈLES
THÉORÈME
496. Si deux droites AB et CD sont parallèles^ tout plan P qui coupe tune AB coupe Vautre CD [fig, 280J.
Fig. a
En effet, puisque la droite AB coupe le plan P, le plan ABCD des deux parallèles et le plan P se rencontrent suivant une droite BX qui, coupant AB, coupe sa parallèle CD (60). Par suite, CD a un point commun avec le plan P, et elle ne saurait en avoir d'autre, sans quoi elle coïnciderait avec BX et ne serait pas parallèle à AB.
Corollaires.
497. Si deux droites sont parallèles, tout plan qui contient la première, ou qui lui est parallèle, contient la seconde ou lui est parallèle ; c^r, s'il n'en était pas ainsi, il couperait celte seconde droite (488), et, par suite, il couperait la première.
498. Si deux droites A e/ B sont parallèles, toute droite C parallèle à la première A est parallèle à la seconde B ou coïncide avec elle.
D'abord, si C ne coïncide pas avec B, ces deux droites n'ont aucun point commun, sans quoi, par ce point, on pourrait mener deux parallèles à A. Pour prouver que les droites C el B sont alors parallèles, il suffit de montrer qu'elles appartiennent à un même plan, c'est-à-dire que le plan déterminé par la droite C et un point de B contient cette droite B. Or, si ce plan coupait B, il couperait sa parallèle A, et, coupant A, il couperait sa parallèle C, tandis qu'il la contient.
On énonce ordinairement cette proposition d'une manière plus rapide, mais incomplète, en disant : Deux droites parailèles à une troisième sont parallèles entre elles.
LIVRE V. — LE PLAN
SCOLIBS.
499. L'intersection de deux plans parallèles à une même droite est parallèle à cette droite; car, si par un point commun aux deux plans on mène la parallèle à la droite considérée, cette parallèle doit appartenir à chacun des deux plans (497]*
500. Deux plans conduits par deux droites parallèles peuvent être considérés comme parallèlesà une droite quelconque parallèle aux deux premières (497); on a donc cette proposition comme cas particulier de celle qu'on vient d'énoncer: L'intersection de deux plans conduits par deux droites parailèles est parallèle à ces droites.
THÉORÈME
501. Si deux plans PetQ sont parallèles : i^ toute droite D qui coupe le premier P coupe le second Q ; a^ tout plan R qui coupe le premier P coupe le second Q.
£n ettei{Jig. 281):
Fig. aSr.
i"* Par un point quelconque I du plan Q et par la droite D qui coupe le plan P en C, concevons un plan R; ce plan ayant un point commun avec chacun des deux premiers coupera ceux-ci suivant deux parallèles CE et FI (495). Or CD coupe CE; elle coupe donc sa parallèle FI et, par suite, le plan Q.
a"" Menons dans le plan R, qui coupe le plan P suivant CE, une droite CD non parallèle à CE. Cette droite CD coupant le plan P coupera le plan Q (i""); donc le plan R coupe le plan 0*
8 géométrie dans l*bspace.
Corollaires.
502. Si deux plans sont parallèles, toute droite parallèle au premier ou contenue dans le premier est parallèle au second ou contenue dans le second; car, si elle coupait le secoDd plan, elle couperait aussi le premier.
503. Si deux plans sont parallèles, tout plan qui est parallèle au premier est parallèle au second ou coïncide avec le se^ cond ; car, s'il n'en était pas ainsi, il couperait ce second plan (4>91), et, par suite, il couperait aussi le prennier.
504. Par un point A extérieur à un planBWC , on peut toujours mener un plan parallèle à ce plan, et Von n'en peut mener qu'un {Jig, 28a).
En effet, menons par A deux droites AB et AC parallèles au plan B'A'C. Le plan BAC sera parallèle au plan B'X'C; car, s'il le rencontrait, leur intersection devrait être parallèle à la fois à AB et à AC {Mb); ce qui est impossible. De plus, tout plan autre que BAC mené par A coupe le plan B'A'C, puisqu'il coupe le plan BAC qui est parallèle i WA'C (501).
SCOLIB.
505. Si, par un point A extérieur à un plan Q, on mène des droites parallèles à ce plan, le lieu de ces parallèles est le plan P mené par A, parallèlement au plan Q.
Car toute parallèle au plan Q, menée par A, doit être située dans le plan P ou être parallèle à ce plan (502) ; or c'est le premier cas qui a lieu, puisque la droite considérée a déjà un point A commun avec le plan P.
THÉORÈME
506. Deux angles qui ont leurs côtés respectivement parai* lèles sont égaux ou supplémentaires, et leurs plans sont parallèles [fig. 282).
i*^ Les plans des deux angles sont parallèles en vertu du n« 504.
2'» Deux angles BAC, B'A'C, dont les côtés AB et A'B', AC et A'C, sont deux à deux parallèles et de même sens, sont
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égaux. En effet, par deux points B et C pris à volonté et respectivement sur les côtés de l'angle A, menons des paral-
Fig. 282.
i45 f-)SL
lèles à AA' jusqu'à leur rencontre B' et Q! avec les côtés de l'angle A'; les droites BC, WC sont parallèles comme intersections des deux plans parallèles BAC» B'A'C avec le plan BB'C'C. Donc les deux triangles BAC, B'A'C ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun, comme parallèles comprises entre parallèles, et les angles BAC, B'A'C sont égaux.
On prouvera d'ailleurs, comme en Géométrie plane, que deux angles dont les côtés sont deux à deux parallèles et de sens contraires sont égaux, et que deux angles dont deux côtés sont parallèles et de même sens, tandis que les deux autres sont parallèles et de sens contraires, sont supplémentaires.
SCOLIES
507. Sur une droite quelconque MN (Jig. 282), il y a deux sens a distinguer: le sens de MN et celui de NM.
On appelle angle de deux droites^ dont la position dans Tespace et le sens sont donnés, l'angle que l'on forme en menant par un point quelconque de l'espace, à chacune des deux droites données, une droite parallèle et de même sens. Ainsi MN et PQ étant les deux droites données, par un point quelconque A de l'espace, menons AB parallèle à MN et de même sens, AC parallèle à PQ et de même sens ; l'angle BAC sera, pardéHniiion. l'angle des deux droites MNetPQ.
Pour que cette dcflnition n'offre rien de contradictoire, il faut que la grandeur de l'angle ainsi obtenu soit indépendante de la position qu'occupe dans l'espace le point par lequel on mène des parallèles aux droites données. Or soient BAC, B'A'C les valeurs obtenues pogr l'angle de MN et de PQ,
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lorsqu'on mène à ces droites des parallèles par deux points différents A et A'; les droites AC et A'C\ étant chacune parallèles à MN et de même sens que cette droite, sont parallèles entre elles et de même sens ('^98); il en est de même pour AB et A' fi'; par suite, les deux angles BAC, B' A'C sont égaux.
508. On dit que deux droites non situées dans le même plan sont perpendiculaires l'une à l'autre lorsque leur angle est droit.
On voit, par la déQnition même de l'angle de deux droites, que, lorsque deux droites sont perpendiculaires entre elles, toute parallèle à F une est perpendiculaire à Vautre,
509. I** Les parallèles AB et CD, comprises entre une droite AC et un plan P parallèles^ sont égales fjig. aSS).
a® Les parallèles AB et CD, comprises entre deux plans parallèles P et Q, sont égales {fig. 283).
Cette double proposition résulte de ce que le plan des deux parallèles AB et CD coupe, dans le premier cas, le plan P suivant une parallèle BD à AC, et coupe, dans le second cas, les plans P et Q suivant des droites parallèles BD et AC (495) ; les droites AB et CD sont donc, dans les deux cas, égales comme parallèles comprises entre parallèles.
Fig. 383.
THÉORÈME
510. Deux droites quelconques ACf A'C [fig. 284) sont cou-pées par trois plans parallèles P, Q, R, en parties proportionnelles; en d'autres termes, si la droite AC coupe les plans
AD ~" DE ~ AE
mais les segments AD, DE, AE sont respectivement égaux à A'B', B'C, A'C, comme parallèles comprises entre plans parallèles. La relation (i) est donc démontrée.
Corollaire.
511. Deux droites concourantes AC et AE étant divisées en parties proportionnelles par le point A et les plans parallèles Q et R, il en est de même pour une série de sécantes partant de A. En supposant, en effet^ qu'il y ait trois sécantes, le rap« port des segments de la première étant égal à la fois au rapport des segments de la seconde et au rapport des segments de la troisième, ces deux derniers rapports sont égaux entre eux.
Il suit immédiatement de cette défînition que
ï" Si deux droites A. et B sont parallèles, tout plan V perpendiculaire à la première est perpendiculaire à la seconde; car toute droite parallèle au plan P ou située dans ce plan, étant perpendiculaire à A, est aussi (508) perpendiculaire à B.
Ti« Si deux plans ? et Q sont parallèles, toute droite D perpendiculaire au premier est perpendiculaire au second; (a-
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toute droite parallèle au plan P ou située dans ce plan est parallèle au plan Q ou située dans ce plan (502). On énonce souvent ces deux propositions en disant : Deux droites parallèles ont leurs plans perpendiculaires communs, et deux plans parallèles ont leurs perpendiculaires communes.
THÉORÈME
514.. Pour qu'une droite AB soit perpendiculaire à un plan P, il suffit qu'elle soit perpendiculaire à deux droites D et D', non parallèles entre elles, situées dans le plan P ou parallèles au plan P (Jig, aSS).
Fig. 285.
Remarquons d'abord que la droite AB rencontre le plan P; car, sans cela, en menant par un point du plan P des parallèles aux droites AB, D et D\ on aurait dans ce plan {h97) trois droites concourantes dont la première serait perpendiculaire aux deux autres.
Cela posé, par le point B où la droite AB rencontre le plan Py menons des parallèles Bd^ Bd', Bd, aux droites D et D' et à une troisième droite quelconque A parallèle au plan P ou située dans ce plan. Les trois droites Brf, Bd\ B5, seront contenues dans le plan P (497); AB sera perpendiculaire aux deux premières Br/, Bc/'(508); et, pour établir le théorème énoncé, il suitlra de prouver que AB est aussi perpendiculaire à la troisième droite Bd.
A cet effet, par un point quelconque i pris sur Bi, traçons dans. le plan P une droite qui ne soit parallèle ni à Bd ni à B^.
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et qui les rencontre aux points d ei d'; prolongeons AB, de l'autre côté du plan P, d'une longueur BA' = AB, et joignons chacun des points A et A' aux trois points d, d, d'.
De régalité des triangles AB^ et A'Bd et de celle des triangles AB^ et A'Bc?', on déduit respectivement Ac? = A'rf et Arf'= A'rf'. Les deux triangles Add' et A'Jrf' sont donc égaux. Cette égalité entraîne Tégalité des angles At/d, X'dd; par suite, celle des triangles Arfdy A' £/j; et, enfin, celle des longueurs Ad et A'i.
La droite Bd ayant deux de ses points, B et d, également distants des extrémités A et A', est perpendiculaire sur le milieu B de AA', et AB, à son tour, est perpendiculaire sur B^.
SCOLIB.
515. Le point B où la perpendiculaire AB rencontre le plan P est le pied de la perpendiculaire.
Une droite est dite oblique à lin plan, lorsqu'elle rencontre ce plan sans lui être perpendiculaire.
THÉORÈME
516. Par un point donné A, on peut toujours mener un plan perpendiculaire sur une droite donnée \Y, et l'on ne peut en mener qu'un.
I* Supposons le point A situé sur la droite XY(/^. a86). Dans deux plans différents passant par XY, menons à cette
droite les perpendiculaires AB et AC; elles détermineront un plan P, perpendiculaire à XY au point A (514).
Il n*existe pas d'autre plan perpendiculaire à XY au point A. En effet, tout plan mené perpendiculairement à XY par le point A doit couper le plan XAB suivant la perpendiculaire AB
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à XY (512), et le plan XAC suivant la perpendiculaire AC à cette même droite; il ne diffère donc pas du plan P.
2** Supposons le point A extérieur à la droite XY [Jig^ 287).
Soit UZ la parallèle à XY menée par A. Les droites parai*
lèles XY et UZ ayant leurs plans perpendiculaires communs (513), dire que par le point A on peut abaisser un plan perpendiculaire sur XY et qu'on ne peut en abaisser qu'un, c'esi dire que, par le point A, on peut élever un plan perpendiculaire sur UZ et qu'on ne peut en élever qu'un; or c'est ce que nous venons d'établir (i*).
COROLLÂIBE.
517. Deux plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles ou coïncident; car s'ils se coupaient, d'un point de leur intersection, on pourrait mener deux plans perpendiculaires sur la même droite, ce dont nous venons de démontrer rimpossibilité.
THÉORÈME
518. Par un point donné A, on peut toujours mener une droite perpendiculaire à un plan donné P, et l'on ne peut en mener qu'une.
I® Supposons le point A situé dans le plan P (Jiff. ^S8\ Considérons à part une droite OH et le plan Q élevé perpendiculairement à cette droite par l'un de ses points H; puis, transportons cette flgure tout d'une pièce, de manière que. le plan Q s'appliquant sur le plan P, le point H coïncide avec le point A. La droite OH, dans sa nouvelle posi-
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lion, sera une perpendiculaire AB menée au plan P par le point A.
Fig. a88.
On ne peut en mener qu'une; car, si l'on pouvait en mener deux, AB et AB', le plan BAB' couperait le plan P suivant une droite AC perpendiculaire à la fois à AB et à AB'.
a*» Supposons le point A extérieur au plan P (Jig. ^89).
Fig.
Soit Q le plan mené par A parallèlement au plan P. Les plans parallèles P et Q ayant leurs perpendiculaires communes (513), dire que, par le point A, on peut abaisser une perpendiculaire sur le plan P et qu*on ne peut en abaisser qu'une, c'est dire que par le point A on peut élever une perpendiculaire sur le plan Q, et qu'on ne peut en élever qu'une; or c'est ce que nous venons d'établir (i*).
COROLLAIIB.
519. Deux droites A et B, perpendiculaires à un même plan P, sont parallèles ou coïncident.
En effet, si les droites A et B ont un point commun, elles coïncident, puisque, de ce point, on ne peut mener qu'une perpendiculaire au plan P. Si les droites A et B n'ont pas de point commun, imaginons, par un point M de B, la parallèle A' à A. Cette droite A^ sera perpendiculaire au plan P (513); elle coïncidera donc avec B, puisque, du point M, on ne peut mener qu'une perpendiculaire au plan P.
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Les propositions des n°* 517 et 519 sont les réciproques de celles du n** 513.
520. Si une droite AB est perpendiculaire au plan P, toute perpendiculaire CD à la droite AB est parallèle au plan P, ou située dans ce plan [fig, ^90).
En effet, menons par le point A la parallèle AE à CD : Tangle BAE sera droit. Par suite, la droite AE sera contenue dans le plan P; car sans cela le plan BAE couperait le plan P suivant une autre perpendiculaire à AB (512), et Ton aurait au point A, dans le plan BAE, deux perpendiculaires sur BA, ce qui esl impossible. La droite CD, étant alors parallèle à une droite AE du plan P, est parallèle à ce plan ou située dans ce plan (497).
Cette proposition est la réciproque de la définition adoptée au n<» 512.
Corollaires.
521. Le lieu géométrique des perpendiculaires que Ton peut mener à une droite AB par un point C est le plan P mené par ce point perpendiculairement à la droite AB [Jig, ^9»);. car Tune quelconque CD de ces perpendiculaires doit être parallèle au plan P ou y être contenue tout entière : c*est ce dernier cas qui a lieu ici, puisque la droite CD a déjà un point commun avec le plan P.
Fig. agi.
622. Le lieu des points de l'espace équidistants des extrémités d'une droite XY est le plan élevé perpendiculairement sur le milieu de cette droite (Jîg. a86). En effet, dans un plan quelconque XYB passant par XY, le lieu des points équidistants des extrémités de cette droite est la perpendiculaire AB élevée dans ce plan sur le milieu A de XY; or on vient de voir que le lieu des diverses perpendiculaires élevées sur XY
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par le point A est le plan mené par ce point perpendiculairement à XY.
THÉORÈME
523. Si, d'un point A pris hors d'un plan P [Jig, ^92), on mène à ce plan la perpendiculaire AB et diverses obliques kC, AD, AE :
I® Deux obliques AC et AD, dont les pieds C e/ D s'écartent également du pied B de la perpendiculaire, sont égales.
2" La perpendiculaire AB est plus courte que toute oblique AC, et, de deux obliques AG et AE, l'oblique AE, qui s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire, est la plus longue.
En effet :
I*» Les deux triangles rectangles ABC et AÎBD étant égaux, comme ayant les deux côtés de Tangle droit respectivement égaux, les hypoténuses AC et AD sont égales.
a" En prenant BD = BC, on a, en vertu de Talinéa précédent, AC = AD, et, par la Géométrie plane, AE > AD> AB; on a donc AB < AC et AE > AC.
524. Les réciproques de c.es propositions sont vraies. Il en résulte que le lieu des points d'un plan P situés à égale distance d'un point donné A est une circonférence ayant pour centre la projection B de ce point sur le plan [Jig* 292). De là,
un moyen pratique pour abaisser une perpendiculaire sur un plan P par un point extérieur A : on fixe au point A Tune des extrémités d*un fil dont l'autre extrémité est armée d'un crayon, on marque trois points G, D, F sur le plan en tenant le fil tendu, on cherche le centre du cercle qui passerait par ees trois points, et Ton a le pied de la perpendiculaire demandée.
R. et DB C. — Tr. <U Géom. (U« Partie). a
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Sgolibs.
525. En Géométrie, le mol distance est toujours synonyme de plus courte distance. D'après cela, il résulte du n" 523 que la distance d'un point A à un plan P est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan.
Si Ton rapproche ce résultat des n°* 509 et 519, on voit que : 1° une droite et un plan parallèles sont partout équidistanU; !2" deux plans parallèles sont partout équidistants.
§ IV. — PROJECTION D'UNE DROITE SUR UN PLAN. - ANGLE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN. — PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES.
DÉFINITIONS
526. On appelle projection d*un point A sur un plan P 1^ pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan
La projection d*une ligne quelconque ABC... sur un plan l* est le lieu des projections «, 6, c, ... des divers points de ceUe ligne.
Fig. agS. Fig. 29}.
THÉORÈME
527. La projection d'une ligne droite AB sur un plan P est une ligne droite [fig* ^gî).
Car toutes les perpendiculaires A a, B&, ... abaissées sur le plan P par les divers points de la droite AB sont parallèles (519) ; leur lieu est donc un plan (492), et, par suite, le lieu de leurs pieds est la droite ab suivant laquelle ce plan coupe le plan P«
SCOLIES
. {S28. Lorsque la droite est, comme EF, perpendiculaire au
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plan P, sa projection sur ce plan se réduit évidemment à un point e,
529. Lorsque la droite est, comme CD, parallèle au plan P, elle est parallèle à sa projection cd sur ce plan (iSi-95j.
Corollaires.
530. Les projections ab et cd de deux droites parallèles AB et CD, sur un même plan P, sont parallèles [fg. tigS).
Fig. 295.
Car la projetante ka d'un point quelconque de AB et la projetante Ce d'un point quelconque de CD étant parallèles, les angles BA a, DC c ont leurs plans parallèles (506) ; et, par suite, les droites ab et ce/, suivant lesquelles le plan P coupe ces deux plans, sont parallèles.
THÉORÈME
531. Lorsque deux droites AB et CD de l'espace sont perpendiculaires Tune à l'autre, leurs projections ab et cd sur un plan P parallèle à l'une d'elles CD sont aussi perpendiculaires entre elles [fig- 296).
Fig. 396. Fig 397.
En effet, la droite cd est, comme sa parallèle CD, à angle droit sur AB ; elle est d'ailleurs a angle droit sur la pro* jetante A a, droite perpendiculaire au plan P qui contient cd.
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Donc, cd est perpendiculaire au plan ABa6 et, par suite, à ab,
532. Réciproquement, deux droites de l'espace ÂB et CD sont perpendiculaires l'une à l'autre, si leurs projections ab et cd sur un plan P parallèle à l'une d'elles CD sont perpendiculaires entre elles [fi g. 296).
£n effet, la droite cd, étant à angle droit sur ab et sur Aa, est perpendiculaire au plan ABba, Il en est donc de même de sa parallèle CD, qui, par suite, est perpendiculaire à AB.
Dans le cas très-particulier où le plan P contient CD et où les droites AB et CD se coupent, cette réciproque revient au théorème connu sous le nom de théorème des trois perpendiculaires:
Si du pied a d'une perpendiculaire Aa à un plan P on mène la perpendiculaire àB sur une droite quelconque CD tracée dans ce plan, la droite AB qui joint au point B un point quelconque de la perpendiculaire Aa est perpendiculaire à CD [Jig» 297).
11 y a une seconde réciproque que nous nous contenterons d'énoncer : Si deux droites rectangulaires ont leurs projec' tions rectangulaires, l'une d'elles au moins est parallèle au plan de projection.
Corollaire.
533. Considérons une droite quelconque AB et un plan Q perpendiculaire à cette droite ; soient ab la projection de AB sur un plan quelconque P [Jig. 298), et CD l'intersection des
plans P et Q, ou la trace du plan Q sur le plan P. Les deux droites AB et CD étant perpendiculaires Tune à Tautre, il doU en être de même de leurs projections ab et CD; de là ce théorème, fondamental en Géométrie descriptive : Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan Q, sa projection sur un
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plan quelconque P est perpendiculaire à la trace du plan Q sur le plan P.
THÉORÈME
53b. Lorsqu'une droite AB est oblique à un plan P, l'angle aigu BA b que cette droite fait avec sa projection sur ce plan est moindre que l'angle BAC quelle forme avec toute autre droite AC passant par son pied dans le plan [fi g, ^99)-
En effet, 6 étant la projection d'un point quelconque B de la droite AB, prenons AC = Aft et menons BC. Les deux triangles BA6, BAC ont deux côtés égaux; mais le troisième côté Bfc du premier étant moindre que le troisième côté BC du second, puisque la perpendiculaire est plus courte que l'oblique, il faut que Tangle BAfr soit moindre que l'angle BAC.
ScouE.
535. En faisant parcourir au point C le cercle décrit dans le plan P, du point A comme centre avec A6 pour rayon, on voit que Toblique BC croît d'une manière continue depuis le point b jusqu'au point 6', puis décrott en reprenant successivement les mêmes valeurs depuis 6' jusqu'en b. Par suite, l'angle BAC, minimum lorsque le point C est en 6, croit jusqu'à ce que le point C soit en V : il est alors maximum; puis il décroît, en reprenant successivement les mêmes valeurs, depuis 6' jusqu'en b.
536. On appelle angle d'une droite et d'un plan l'angle aigu que cette droite forme avec sa projection sur ce plan.
537. On voit aisément que l'angle d'une droite D et d'un plan P est égal à Vangle d'une droite quelconque D' parailèle à h et d'un plan quelconque P' parallèle à P.
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THÉORÈME
538. Étant données deux droites AB et CD non situées dans le même plan : i*^ il existe une droite, et une seule, qui les rencontre l'une et l'autre à angle droit; a*» cette perpendiculaire commune est la plus courte distance des deux droites [fis- 3oo).
Fig. 3oo.
Fig. Soi.
En effet :
1*» Par un point quelconque A de AB, menons la parallèle At à CD; le plan BAE, que nous désignerons par P, sera parallèle à CD; par suite, nous aurons la projection de CD sur ce plan P en menant une parallèle de à la droite DC par la projection d d'un point quelconque D de cette droite. Cela posé, pour qu'une droite rencontre à la fois AB et CD à angle droit, il faul et il suffit qu'elle soit perpendiculaire au plan P en un point de AB, et qu'elle ait son pied sur crf, lieu des pieds des perpendiculaires au plan P menées par des divers points de CD. Or la perpendiculaire au plan P élevée par le point c commun à AB et à cd remplit seule ces conditions. Il existe donc une droite Ce, et une seule qui rencontre à angle droit les deux droites données AB et CD.
2" Cette perpendiculaire commune Ce est moindre que toute autre droite BD joignant un point de AB à un point de CD. Car, Drf étant la projetante du point D, on a évidemment Cc = DdetDrf<DB.
SCOLIES
539. La démonstration qui précède permet d'obtenir la plus courte distance des deux droites AB et CD. Voici un second procédé très usuel ( /îg. Soi).
On projette l'une des droites CD sur un plan P perpendiculaire à l'autre droite AB. Du pied A de AB sur le plan P, on
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abaisse la perpendiculaire Ae sur la projection Ce/ de CD; on mène eE parallèle à AB jusqu'à sa rencontre E avec CD, et enfin EF parallèle à A^« Le lecteur démontrera sans peine que cette droite EF est, en grandeur et en position, la plus courte distance des deux droites données.
540. Enfin, si Ton ne veut que la distance, c'est-à-dire la longueur de la perpendiculaire commune, il suffit de mener par l'une AB des deux droites un plan P parallèle à l'autre CD, et de prendre la distance Bd d'un point quelconque de CD au plan f (Jig- 3oo).
8 V. - ANGLES DIÈDRES.
DÉFINITIONS
5W. Lorsque deux plans P et Q se rencontrent {Jlg. 3oî?) et sont terminés à leur intersection commune BE, on dit qu'ils forment un angle dièdre. Les deux plans P et Q sont les faces, et la droite BE est Varéte de cet angle.
54'2. Pour désigner un angle dièdre isolé, il suffit d'indiquer son arête; ainsi Ton dit (Jtg. 3o2) l'angle dièdre BE. Mais, lorsque plusieurs angles dièdres ont la même arête, pour désigner celui d'entre eux que l'on considère, il faut employer quatre lettres, savoir : une lettre pour chaque face et deux
Fig. 3oa.
Fig. 3o3.
pour l'arête; on place d'ailleurs les deux lettres relatives à l*arète entre les deux autres. Ainsi, dans la Jig. 3o3, on distingue les trois dièdres CABD, DABE, CABE. Deux angles, tels que CABD, DABE (Jig. 3o3), qui ont la
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même arèie AB, une face commune ABD, el les deux aulres faces situées de part et d'autre de la face commune, sont dits adjacents.
54*3. Deux angles dièdres sont égaux lorsqu'on peut les faire coïncider. Pour ajouter deux angles dièdres, on transporte le second à la suite du premier de manière à former deux angles adjacents, tels que CABD, DABE [fig. 3o3); l'angle CABEdes deux faces non communes ABC» ABE est la somme des deux angles dièdres proposés.
5<^4. On acquiert une idée nette de la grandeur de l'angle dièdre, en supposant que Tune des faces P, d'abord appliquée sur l'autre face Q [fig. 3o4), tourne autour de la droite AB; dans cetle rotation, le plan mobile P fait avec le plan fixe Q un angle dièdre qui croit d'une manière continue.
Fig. 3o4.
Fi(j. 3o5.
Fig. 3o6.
On plan P, est ^\l perpendiculaire sur un plan QQ' [fig. 3o4)» lorsque les deux angles adjacents P, A BQ, PaABQ'^qu'il forme avec celui-ci, sont égaux. On plan P, qui forme avec QQ' des angles adjacents PABQ, PABQ', inégaux, est dit oblique sur le plan QQ'.
On nomme angle dièdre droit tout dièdre P|ABQ dont une face est perpendiculaire sur l'autre.
545. Deux angles dièdres sont dits opposés par l'arête lorsque les faces de l'un sont les prolongements des faces de l'autre. Deux plans indéfinis PP', QQ' [fig. 3o5) forment en se coupant quatre angles dièdres qui sont deux à deux opposés par l'arête AB.
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On nomme plan bissecteur d'un angle dièdre le plan qui, mené par Taréte, divise cei angle dièdre en deux autres dièdres égaux entre eux.
546. On appelle angle plan correspondant à un angle dièdre l'angle rectîligne que Ton forme en élevant, par un môme point de l'arête, une perpendiculaire à cette arête dans chacune des faces. Ainsi, B étant un point de l'arête BE de l'angle dièdre PEBQ {flg. 3o6), si Ton élève dans le plan P la perpendiculaire BA sur l'arête BE, et dans le plan Q la perpendiculaire BC sur l'arête BE, l'angle ABC sera Vangle planûu dièdre considéré.
Pour que cette définition ne soit pas contradictoire, il faut que la grandeur de l'angle plan correspondant à un angle dièdre soit la même, en quelque point de l'arête qu'on forme cet angle plan. Or, soient les angles plans ABC, DEF, formés en deux points B et E de l'arête de l'angle dièdrePBEQ (fig. 3o6) : les côtés BC et EF sont parallèles et de même sens, comme étant, dans un même plan Q, perpendiculaires à la même droite BE; il en est de même de BA et deED par rapport au plan P; les angles ABC, DEF sont donc égaux.
Il e^i à remarquer que le plan ABC est perpendiculaire à l'arête BE; réciproquement, tout plan perpendiculaire à l'arête coupe les faces suivant des perpendiculaires à cette arête, et, par suite, l'angle dièdre suivant son angle plan.
THÉORÈME
5W. Par une droite \B, située dans un plan QQ', on peut toujours élever un plan P, perpendiculaire sur ce plan, et fon ne peut en élever qu'un [Jig. 3o4).
COROLLAIHES.
Si8. Tous les angles dièdres droits sont égaux*
La démonstration de ce théorème et de son corollaire est tout à fait semblable à celle qui a été donnée aux n"' 13 et ik de la Géométrie plane.
Un angle dièdre est dit aigu ou obtus suivant qu'il est inférieur ou supérieur à l'angle dièdre droit. Deux angles dièdros
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sont complémentaires lorsque leur somme est égale à un angle dièdre droit.
549. Tout plan P qui en rencontre un autre QQ' fait avec celui-ci deux angles dièdres adjacents PABQ, PABQ', dont la somme est égale à deux dièdres droits [Jig. 3o4). Réciproquement, si deux angles dièdres adjacents PABQ, PABQ' mi supplémentaires^ c'est à-dire ont une somme égale à deux dièdres droits^ leurs faces non communes Q et Q' sont dans li prolongement l'une de l'autre. [Foir les n*»*16, 17 et 18.)
550. Lorsque deux plans PP', QQ' se coupent, les anf^les dièdres opposés par taré te AB sont égaux {Jig. 3o5). (F'oir\t n» 21.)
THÉORÈME
551 • Le rapport de deux angles dièdres est égal au rapport de leurs angles plans.
Il suffît {voir Note I) de prouver :
I" Que si deux angles dièdres AIOB, ATO'B' sont égaux, leurs angles plans AOB, A'O'B' sont égaux [fig. 807);
2® Que 51 un angle dièdre AIOG est la somme de deux autres angles dièdres ATO'B', BIOC, son angle plan AOC est Id somme des angles plans A'O'B', BOC, qui correspondent aux deux autres angles dièdres [fig. 307).
En effet :
1" Transportons Tangle dièdre ATO'B', de manière que Tangle droit TO' A' s'applique sur l'angle droit lOA; puisque
Fig. 307.
les dièdres AIOB, ATO'B' sont égaux, le plan l'O'B' lombera sur le plan lOB, et OB' coïncidera avec la perpendicu-
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laire à 10 élevée dans le pian lOB par le point 0, c'est-à-dire avec OB; les angles plans AOB, A'O'B' sont donc égaux.
2* Puisque l'angle plan A' 0' B' est égal à AOB, pour prouver que l'angle plan AOC est égal à la somme de A' 0' B' et de BOC, il sufQt de faire voir que les trois droites OC, OB, OA sont dans un même plan; or cela résulte du u? 521.
COROLLAIRB.
552. Par suite, tout angle dièdre a la même mesure que l'angle plan correspondant, pourvu que l'on prenne pour unité d'angle dièdre l'angle dièdre auquel correspond l'angle plan choisi pour unité d*angleplan ; ou, d'une manière incorrecte, mais plus rapide, tout angle dièdre a pour mesure son angle plan,
SCOLIBS.
553. L'angle dièdre droit a pour angle plan un angle droit, et, inversement, un angle dièdre est droit si son angle plan est droit. En effet, soient PABQ, PABQ' \Jig. 3o8) deux angles dièdres adjacents formés par la rencontre du plan P et du plan QQ' ; par un point 0 de l'arête AB, menons un plan perpendiculaire à cetiearèie; ce plan déterminera, par ses intersections avec les plans P etQQ', deux angles reclilignes adjacents EOC, EOD, quiseront les angles plans des deux angles dièdres proposés. Or, quand les deux dièdres sont égaux, les deux angles plans sont égaux, et réciproquement.
554. La proportionnalité des angles dièdres et des angles plans correspondants permet de conclure un grand nombre de propriétés des angles dièdres des propriétés analogues des angles reclilignes démontrées en Géométrie plane. Nous citerons, par exemple, les propositions suivantes, qui sont souvent utiles :
Le plan bissecteur d'un angle dièdre est le lieu des points quif situés dans Vintérieur de cet angle, sont équidistants de ses faces ; etc. {Foirïes n" 51 , 52, 53.)
Deux angles dièdres qui ont leurs faces parallèles deux à deux sont égaux ou supplémentaires. (Foir le n* 70.)
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THÉORÈME
Parmi toutes les droites que Von peut mener par un
point A dans un plan P, celle qui fait le plus grand angle avec
un autre plan donné Q est la perpendiculaire AB abaissée du
point A sur Vinterseciion LT des deux plans P e/ Q [fig* Sog .
Fig. 309.
Soient AC une droite quelconque menée par le point Adan^ le plan P, et a la projection du point A sur le plan Q ; aB t'. aC seront les projections de AB et de AC, et il s'agit de démontrer (536) que l'angle ABfZ est plus grand que l'angle ACa. Or, la droite aB étant perpendiculaire sur LT, en vertu du théorème des trois perpendiculaires, la droite aC est une oblique, et Ton a aB < aC. Si Ton prend sur la droite aB, 2 partir du pointa, une longueur aD égale à aC, le point D sera donc situé au delà de B, et l'angle ABa extérieur au triangle ABD surpassera l'angle intérieur AD a ; mais, les triangles A a C et AriD étant égaux comme ayant un angle droit égal comp^i^ entre deux côtés égaux, l'angle ADa est égal à l'angle ACa: donc enfin l'angle ABa est plus grand que l'angle ACa.
SCOLIB.
556. Lorsque le plan Q est horizontal, la droite. AB prend le nom de ligne de plus grande pente du plan P. L'angle de cette ligne avec le plan Q est l'angle plan du dièdre PLTQ. Par chaque point d'un plan passe une ligne de plus grande pente de ce plan, et une seule.
VI. — PLANS PERPENDICULAIRES
THÉORÈME
557. Lorsque deux plans P et Q sont perpendiculaires l'un à l'autre, toute droite AB, menée dans le premier plan P per-
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pendiculairement à V intersection commune CD^ est perpendi" culaire à Vautre pian Q {fg. 3io),
En effet, les deux plans P et Q étant perpendiculaires Tun à l'autre, Tangle plan correspondant à l'angle dièdre PCDQ doit être droit ; or on forme cet angle plan ABE en élevant, dans le plan Q et par le point B, la perpendiculaire BE à CD ; donc la droite AB est perpendiculaire à BE, et, comme elle l'est aussi par hypothèse à CD, elle est perpendiculaire au plan Q.
Fig. 3 10.
Fig. 3 II.
558. Si une droite AB est perpendiculaire à un plan Q, tout plan P passant par cette droite ou parallèle à cette droite est perpendiculaire au plan Q.
En effet :
i« Si le plan P passe par AB {Jig. 3io), menons dans le pian Q et par le point B la perpendiculaire BE à l'intersection CD des deux plans P et Q. L'angle ABE sera droit, puisque la droite AB est, par hypothèse, perpendiculaire au plan Q; d'ailleurs, cet angle ABE est l'angle plan du dièdre PCDQ ; donc ce dièdre est droit, et le plan P est perpendiculaire au planQ.
a" Si le plan P est parallèle à AB (Jig. 3i i), menons par un point quelconque E de ce plan la parallèle EF à AB; cette droite EF sera à la fois perpendiculaire au plan Q et située dans le plan P. Donc le plan P, passant par une droite EF perpendiculaire au plan Q, sera perpendiculaire à ce plan (i*"].
559. Réciproquement, si deux plans Q et P sont perpendiculaires entre eux 9 toute droite AB perpendiculaire au premier plan Q est située dans l'autre plan P ou lui est parallèle.
En effet, si la droite AB n'avait qu'un seul point commun
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avec le plan P» en menant de ce poini une perpendiculaire sur l'interseclion CD des plans P el Q [fig. 3ii), celle perpendiculaire sérail perpendiculaire au plan Q, el l'on pourrait mener d'un même poinl deux perpendiculaires au^plan Q; ce qui est impossible. La droile AB, ne pouvanl couper le plan P»esi donc parallèle à ce plan ou située dans ce plan.
COROLLAIBB.
560. Par une droite AB oblique à un plan P {Jig, Sial, on peut abaisser un plan perpendiculaire sur ce plan P, et l'on n( peut en abaisser qu'un.
En effety le plan BAa^ déterminé par la droile AB elparli perpendiculaire Aa au plan P abaissée d'un poinl quelconque de AB, est perpendiculaire au plan P. C'est le seul, car loo^ plan conduit par AB perpendiculairement au plan P doit contenir la perpendiculaire A a.
Fiç. 3i3. Fiff. 3i3.
THÉORÈME
561. Si deux plans 9 et Q sont perpendiculaires à un ttoisième R, leur intersection AB est perpendiculaire à ce troisième plan [Jig. 3i3).
Car si, par un point quelconque de rinterseclion AB, on mène la perpendiculaire au plan R, cette perpendiculaire doit se trouver à la fois dans le plan P et dans le plan Q (559); elle ne diffère donc pas de AB.
COEOLLAIRBS.
562. Un plan perpendiculaire à deux plans qui se coupent est perpendiculaire à leur Intersection.
563. Si les plans P eiQ de hfg. 3i3 formeni un angle dièdre droit, les trois plans P, Q, R seront perpendiculaires entre
UYRB ¥• — LE PLAN.
eux ; l'intersection de deux quelconques de ces plans sera pe^ pendiculaire au troisième, et les trois intersections seront perpendiculaires entre elles.
VII. - ANGLES POLYÈDRES
DÉFINITIONS
564. Lorsque plusieurs plans ASB, BSC, CSD, . . . [Jig, 3i4 ) se coupent successivement suivant des droites SB, SC, SD, . . . qui concourent en un même point S, on dit qu'ils forment un angle polyèdre. Le point S est \e sommet, les droites SA, SB, se, . . . sont les arêtes^ et les angles ASB, BSC, CSD, . . . sont les faces de Tangle polyèdre.
On désigne un angle polyèdre par la lettre du sommet suivie des lettres relatives aux diverses arêtes. Ainsi, pour indiquer l'angle polyèdre de la fig. 3i4» on dira l'angle SABCDE, ou plus simplement l'angle S; car, quand un angle polyèdre est Isolé, la lettre du sommet suffit.
Fis. 3 14.
Il faut au moins trois plans pour former un angle polyèdre. L'angle formé par trois plans prend le nom d'angle irièdre. Dans un angle' trièdre BACS [fig. 3i4)> on distingue six éléments, savoir : les trois faces SBA, SBC, ABC, et les trois dièdres BA, BC, BS.
565. On dit qu'un angle polyèdre est convexe, lorsqu'il est situé tout entier d'un même côté par rapport au plan Indéflni de chacune de ses faces {fig. 3i4) ; il est concave dans le cas contraire (fig. 3i5).
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Considérons un angle polyèdre convexe SABCDE (Jig. 3i6); ses arêtes seront, d'après la définition de la convexité, situées toutes d'un même côté du plan PQ d'une face quelconque ASB; dans la^îgp. 3i6, nous les avons placées, pour Oxer les
Fig. 3 16.
idées, au-dessus de ce plan. Par le point S, dans le plan PQi menons une droite MN située en dehors de l'angle ASB, et concevons une série de plans menés par la droite MN et contenant successivement chacune des arêtes SC, SD, SE. Si DSM ou RMN est celui de tous ces plans qui fait le plus petit angle avec la portion PMN du plan PQ, l'angle polyèdre proposé SABCDE sera situé tout entier dans l'angle dièdre RMNQ formé par la partie antérieure Q et la partie supérieure R des deux plans PQ, RT. Donc, tout plan GH mené par MN et situé dans l'angle dièdre PMNR et dans son opposé par l'arête QMNT sera un plan mené par le sommet S et laissant toutes les arêtes d'un même côté. Par suite, tout plan parallèle au plan GH et situé, comme l'angle polyèdre SABCDEi à droite de GH, coupera toutes les arêtes de cet angle sans passer par le sommet. Le section sera donc un polygone ABCDC ayant autant de côtés que l'angle polyèdre a de faces, et ce polygone sera<;onvexe; car, l'angle polyèdre étant tout entier d'un même côté, par rapport au plan de chacune de ses faces, le polygoqe se trouvera, par là même, situé tout entier d'uo même côté par rapport à chacune des droites indéflnies qtii unissent deux sommets consécutifs quelconques.
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566. Si Ton prolonge au delà du sommet S toutes les arêtes d'un angle polyèdre SABCDE [fig. 817), on obtient un autre angle polyèdre SA'B'C'D'E' qui est dit le symétrique du premier.
Deux angles polyèdres symétriques SABCDE, SA'B'C'D'E' ont tous leurs éléments respectivement égaux : les faces ASB et A'SB', BSC et B'SC, ... sont égales deux à deux comme angles plans opposés par le sommet, et les angles dièdres SA et SA', SB et SB% . . . sont égaux comme opposés par l'arête. Mais la disposition des parties égales n'est pas la même dans les deux angles polyèdres. En effet, un observateur couché sur l'arête SA, ayant la tête en S, les pieds en A, et regardant Tintérieur de Tangle SABCDE, verrait les arêtes se présenter de
Fîg. 317.
droite i gauche dans Tordre SB, SC, SD, SE; tandis qu*un observateur placé de la même manière dans l'autre angle SA'B'CD'E', c'est-à-dire couché sur SA', ayant la tête en S, les pieds en A' el regardant l'intérieur de l'angle, verrait les arêtes se succéder de droite à gauche dans l'ordre inverse SE', SD',SC',SB'.
A cause de cette différence de disposition, deux angles polyèdres symétriques^ bien qu'égaux dans toutes leurs parties, ne sont pas superposât les.
En effet, considérons, par exemple, deux trièdres symétriques SABC eiSA'B'C (Jlg. 3i8), et supposons, pour fixer les Idées, que l'arête SC soit en avant du plan ASB, et, par suite, que son prolongement SC' soit en arrière du même plan. 11 y a
R. et De G. ~ 7r. c/e Géom, ( 11* Partie). 3
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deux manières différentes d'essayer la superposition des deux trièdres.
1" Concevons [fig, 3i8) la perpendiculaire élevée par le point S sur le plan ÂSB, et faisons tourner le trièdre SA'B' C de i8o degrés autour de celle droite dans le sens de la flèche/; Tarête SA\ qui dans ce mouvement ne sort pas du plan ASB, viendra sur SA; de même SB' s'appliquera sur SB; maisTaréie se restera toujours en arrière du plan ASB; par suite, dans sa nouvelle position, le trièdre SA'B'C ne coïncidera pas avec SABC.
2" Menons (fig. 319) la bissectrice :rS/de Tangle BSA', el, autour de celte droite, qui est siluée dans le plan ASB, faisons
Fie- 319.
tourner le trièdre SA'B'C de 180 degrés dans le sens de la flèche 9. L'aréle SA' s'appliquera sur SB, 1 arèleSB' surSA, el, parsuiie, la face A' SB' coïncidera avec BSA ;de plus, l'arête SC viendra celle fois en avant du plan ASB. Mais la nouvelle position SC, de celte areie différera en général de SC ; car, les angles dièdres suivant les arèies SA et SB étant en géaéral inégaux, il en sera de même des angles dièdres SB. et SA', et, par suite, les plans CSB et Ci SB, étant inégalement inclinés sur le plan ASB, ne coïncideront pas.
On voit cependant que la coïncidence aurait lieu si le trièdre SABC avait les deux angles dièdres SA et SB égaux entre eux. Car, dans cette hypothèse, les plans Ci S B et CSB seraient également inclinés sur le plan ASB; ils tomberaient donc l'un sur Tautre; il en serait de même des plans C|SA eiCSA, et,
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par suite, les arèlcs SC et SCi se confondraient. Observons d'ailleurs que la face C SA', qui est égale à \SG, s'applique alors sur CSB, de sorte que Tégalité des deux angles dièdres SA et SB entraîne celles des faces CSB et CSA. Donc, en résumé, pour qu'un irièdre soit superposable à son symétrique, il faut et il suffit que ce trièdre ait deux angles dièdres égaux; et, dans un tel trièdre, les faces opposées aux dièdres égaux sont égales.
THÉORÈME
567. Dans tout angle polyèdre, une face quelconque est moindre que la somme de toutes les autres.
Il n'y a lieu à démontrer cette proposition que lorsque la face considérée est plus grande que chacune des autres.
Cela posé, considérons d'abord un angle trièdre SABC [Jig, 32o). Dans la face ASB, que nous supposons plus grande que chacune des deux autres, formons un angle ASD égal à ASC, et prenons, à partir de S, sur les droites SD et SC, des longueurs SC et SD égales entre elles. Par le point D, menons une droite ABD qui rencontre les arêtes SA et SB en A et en B ;
enfin, joignons le point C aux points A et B. L'égalité des deux triangles ASD, ASC, qui ont un angle égal compris entre deux eûtes égaux, donne AD = AC; et comme on a
AB ou AD -f- DB < AC 4- CB,
on volt que le segment BD est moindre que CB. Dès lors, les deux triangles CSB, DSB, ayant SB commun, SC = SD, et DB<BC, Il faut (U) que l'angle DSB soit moindre que CSB. Donc, en ajoutant d'une part l'angle ASD et de l'autre son égal ASC, on a
ASD 4- DSB ou ASB < ASC H~ CSB.
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Pour étendre le théorème au cas d'un angle polyèdre quelconque, il suffit de décomposer cet angle en trièdres en menant par l'une des arêtes SA et par les arêtes opposées SC,SD, des plans diagonaux ASC, ASD [fig. 317); la démonstration est évidente.
Corollaire.
568. Dans tout angle trièdre, à un plus grand angle dièdre est opposée une plus grande face.
Soit [Jig. 321 ) le trièdre SABC dans lequel l'angle dièdre SC est plus grand que l'angle dièdre SB. On pourra mener dans le dièdre SC et par l'arête SC un pian CSD quiïasse, avec le plan CSB, un angle dièdre égal au dièdre SB. Le trièdre SBCD ayanl deux dièdres égaux, les faces BSD, CSD, opposées à ces angles, seront égales (566). Or le Irièdre SACD donne
ASC<ASD-i-DSC;
on aura donc, en remplaçant la face DSC par son égale DSB,
ASC < ASD -+- DSB ou ASC<ASB.
En rapprochant ce théorème de celui qui a été démontré au dernier alinéa du n^ 566, et en raisonnant comme au u^ 35. on verra que : R£GiPROQnBMB.NT, si un angle trièdre a deux facei égales f les dièdres opposés à ces faces sont égaux, et si un angle trièdre a deux faces inégales^ à la plus grande face est opposé le plus grand dièdre.
5G9. Si, par le sommet S d'un angle triêflre SABC, on mène unedrÀte SOà volonté dans lUnté rieur de ce trièdre, la somme des angles OSB^ OSC est moindre que la somme des faces ASB, ASC.
Si les deux faces d'un angle trièdre sont respectivement égales à drttx faces d'un autre angle trièdre, et si l'angle dièdre compris entre les prC' mières est plus grand que l'angle dièdre compris entre les deux autres, la troisième face du premier trièdre est plus grande que la troisième face du second.
Celte dernière proposition est l'analogue de celle du n* 40. Elle 6e démontre de la même manière. Il est inutile de faire de nouvelbs figures; il suffit de regarder la fig. 34 comme la section
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pYane des trièdresque Ton considère, les sommets de ces trièdres étant supposés en avant, par exemple, du plan des sections.
THÉORÈME
570. Dans tout angle poljrèdre convexe, la somme des faces est moindre que quatre angles droits [fig* 322).
En effet, soit ABCDE un polygone convexe obtenu en coupant Tangle polyèdre par un plan qui rencontre toutes les arêtes (565). En ajoutant les inégalités
EAB < EAS 4- BAS, ABC < ABS + CBS, BCD < BCS -f- DSC,
que fournissent les trièdres A, B, C,. . . (567), on voit que la somme des angles intérieurs du polygone ABCDE est moindre que la somme des angles à la base des triangles SAB, SBC, SCD,..., qui ont S pour sommet. Or, la somme des angles tant intérieurs qu*extérieurs du polygone convexe ABCDE est égale à la somme de tous les angles des triangles dont S est le sommet commun. Donc, la somme des angles en S de ces triangles, c'est-à-dire la somme des faces de Tangle polyèdre, est moindre que la somme des angles extérieurs du polygone, c'est-à-dire moindre que quatre angles droits.
571. îl résulte des deux théorèmes précédents (567, 570) que, pour qu'on puisse former un angle trièdre avec trois faces données, il faut que la plus grande face soit inférieure à la somme des deux autres, et que la somme des trois faces soit moindre que quatre angles droits. Nous allons prouver que ces deux conditions sont suffisantes.
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Soient (/g^.BîS) ASB la plus grande face, et ASC, BSC', les deux autres faces rabattues dans le plan de la première, de part et d'autre de celle-ci;
•Fig. 333.
se et SC' sont les deux droites provenant du dédoublement delà troisiènie arête.
Décrivons du point S comme centre un arc de cercle CC de rayon arbitraire ; cet arc sera moindre qu'une circonférence, puisque la somme des trois faces données est inférieure à quatre angles droits. Ce et Ce' élanl les cordes menées des points C et C perpendiculairement aux arêtes SA et SB, les arcs ÂC et Âr sont égaux entre eux, ainsi que les arcs BC' et Bc'; et comme chacun de ces arcs est moindre que AB, les points c et c' tombent entre A et B. De plus, l'inégalité
arc AB < arc AC 4- arc BC ou
arc AB < arc Ac -h arc Bc',
qui exprime que la plus grande face ASB est inférieure à la somme des deux autres, montre que le point c tombe entre B et c'. 11 suit de là que les points C et c sont de part et d'autre de la corde Cc'\ cette corde coupe donc la corde Ce en un point 0 situé à l'intérieur du cercle.
Élevons au point 0 la perpendiculaire OM au plan ASB et, dans le plan DOM, décrivons du point D comme.centre, avec un rayon égal à DC, un arc de cercle qui coupera nécessairement ta perpendiculaire OM, puisque OD est moindre que DC. M étant le point d'intersection, menoi:^ SM : le Irièdre SABM sera formé avec les trois faces données. En effet, si l'on tire MD et ME, ces droites seront respectivement perpendiculaires sur SA et sur SB, en vertu du théorème des trois perpendiculaires ; dès lors les deux triangles SDM, SDC sont égaux comme ayant un angle drtui compris entre deux côtés égaux chacun à chacun : on en conclut d'abord que la face ASM est égale à la face donnée ASC, et que l'arête SM est égale àSC. Les deux triangles rectangles SME, SG'E ont donc l'hypoténuse égale et un côté commun, et leur égalité prouve que la face MSB est égale à l'autre face donnée BSC'.
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THÉORÈxME.
S72, Si un angle inèdreSA'B' Cesl le trièdre supplémentaire d'un angle trièdre donné SABC, réciproquement SABC sera le trièdre supplémentaire de S A' B' C.
Pour bien comprendre la défînition du trièdre supplémentaire et l'objet du présent théorème, il convient de faire une remarque. Par un point t) d'un plan P, menons une perpendiculaire OM à ce plan et une oblique ON. Si les deux droites OM et ON sont d'un même côté du plan P, l'angle MON qu'elles forment est aigu {Jig, 324), car il est compris dans l'un des angles droits MOT ou MOT' que fait la perpendiculaire OM avec la trace TOT' du plan MON sur le plan P, Si les deux droites OM et ON sont situées de part et d'autre du plan P,
Fig. 3 3 4.
Fig. 3)5.
l'angle MON est obtus [fg, 325), car il contient l'un des angles MOT ou MOT'. Donc, réciproquement, suivant que l'angle MON est aigu ou obtus, on peut affirmer que la perpendiculaire OM et l'oblique ON sont d'un même côté du plan P ou de part et d'autre de ce plan.
Cela posé, on nomme trièdre supplémcniaire d'un trièdre SABC [Jig. 326) un nouveau trièdre SA'B'C formé delà manière suivante :
Par le sommet S, on élève une perpendiculaire SC à la face ASB, du même côté que SC par rapport au plan de cette face; on mène SB' perpendiculaire à la face ASC, du même côté que SB par rapport au plan ASC, et l'on trace enfln SA' perpendiculaire à la face BSCy du même côté que SA par rapport au plan BSC.
Il s'agit maintenant de démontrer que le trièdre SABC rc-
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suite du trièdre SA'B'C, comme celui-ci du premier; ou, en d'autres termes, que Tarêie SC, par exemple» est perpendiculaire à la face A'SB' et du même côté que SC par rapport au plan de celte face. Or, par hypothèse» SA' est perpendiculaire au plan CBS et par suite à SC; de même, SB' est perpendiculaire à SC; donc SC est perpendiculaire au plan A' SB'. De plus» SC' ayant été menée perpendiculairement au plan ASB et du côté de SC, l'angle CSC est aigu; par suite, la perpendiculaire SC au plan A'SB' et l'oblique SC formant un angle aigu, ces deux droites sont situées d'un même côté par rapport à ce plan A'SB'.
THÉORÈME
573. Si SABC et SA'B'C sont deux trièdres supplémentaires, chaque angle dièdre de l'un de ces trièdres est le supplément de la face opposée duns l'autre [fig* 327).
La démonstration est fondée sur la remarque suivante : Lorsque, par un point 0 pris sur l'arête d'un angle dièdre Oh on élève sur la face lOA une perpendiculaire OA' du même côté du plan lOA que la face lOB, et sur la face lOB une perpendiculaire OB' du même côté du plan lOB que la face lOA, l'angle A'O B' est le supplément de l'angle plan AOB qui mesure le dièdre (Jig. 828, 329).
FJ;;. 3a8.
Les quatre droites OA, OB, OA', OB', sont dans le plan pe^ pendiculaire à 01 mené par 0; d'ailleurs, OA' perpendiculaire au plan lOA doit être perpendiculaire à OA, et de même OB doit êire perpendiculaire sur OB; les angles AOB, A' OB' sont donc deux angles situés dans un même plan et ayant leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun ; pour prouver qu'ils
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sonl supplémentaires^ il suffit de prouver qu'ils sont toujours d'espèce différente, c'est-à-dire l'un aigu, l'autre obtus. Or, cela résulte de la direction que l'énoncé impose aux perpendiculaires OA' et OB'. En effet, si Tangle AOB est aigu [fig. 828), l'angle A'OB' renferme l'angle droit AOA' et, par suite, est obtus; si l'angle AOB est obtus (/g^, 829), l'angle A'OB' est contenu dans l'angle droit AOA' et, par suite, est aigu.
Cela posé, revenons aux trièdres supplémentaires SABC» SA'B'C (Jig, 827), et considérons, par exemple, le dièdre SC. La droite SB' est une perpendiculaire à la face CSA de ce dièdre du côté de SB, et par suite du côté de l'autre face CSB; de même, SA' est une perpendiculaire à la face CSB du dièdre, <lu côté de la face CSA; donc, l'angle A'SB' est le supplément de l'angle qui mesure le dièdre SC ou, plus brièvement, le supplément du dièdre SC. On procéderait de même pour les dièdres SA et SB.
Puisque les deux trièdres SABC, SA'B'C se déduisent l'un de l'autre par la même construction, il est clair que la propriété qui vient d'être établie pour les dièdres du premier s'étend aux dièdres du second. D'ailleurs, la démonstration serait la même.
C'est en raison de celte double propriété que les deux trièdres ont été appelés supplémentaires,
SC0L!B
574. Di^signons par a, b, c les nombres qui mesurent les faces, et par A, B, C les nombres qui mesurent les angles dièdres d*un angle trièdre, 1 angle droit étant pris pour unité d'angle. Les nombres a', b\ c', qui mesureront les faces, et ceux A,B', C'qui mesureront les angles dièdres du trièdre supplémentaire, seront donnés par les formules
Si Ton connaît une propriété quelconque d*un angle trièdre, c'est-àdire une relation entre les éléments a, b^ c, A, B, C de cette figure, en appliquant celte relation aux éléments a', b\ </, A', B', C du trièdre supplémentaire, puis en remplaçant ces éléments par leurs valeurs tirées des
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formules précédentes, on aura une relation nouvelle entre a, b, r, A, B, C, c'est-à-dire une nouvelle propriété du trièdre primitif.
De môme, toute propriété relative à plusieurs trièdres conduira, par la considération des trièdres supplémentaires des proposés, à une propriété nouvelle de ce système de trièdres.
On conçoit par là Timportance du théorème précédent. Voici d'ailleurs quelques applications de la méthode générale que nous venond'indiquer.
573. Nous avons vu (570) que la somme des faces d'un trièdre était toujours comprise entre zéro et quatre angles droits. Cherchons letluVrème correspondant, ou, comme on dit, le théorème corrélatif. Considérons à cet cifet le trièdre supplémenlaire du proposé ; «', b\ c' élant st^ faces, on a
Par suite, A, B, C étant les dièdres du trièdre proposé, on a
o < (9. - A ) H- (2 - B) -f- (^ - C)<4i ou
G>AH-B-t-C>2.
Ainsi, la proposition demandée est la suivante : Dans tout trièdre^ fti somme des angles dièdres est comprise entre deux droits et six droits.
Nous avons vu encore (567) que, dans tout trièdre, la plus grande face est moindre que la somme des deux autres : quel est le théorème corrélatif?
Soient a\b\ c' les faces du trièdre supplémentaire du trièdre considère a' étant la plus grande, on a
par suite, si A, B, C sont les dièdres du trièdre proposé, on aura
2_-.A<(2— B) ^-(2— C), ou A-4-2>B-+-C.
D'ailleurs, le supplément d'un angle diminuant quand cet angle augmentr. A doit être le plus petit des dièdres A, B, C, puisque a' est la plusgramle des faces a\ b\ c'. Donc, enfin, la proposition demandée est la suivante : Dans tout trièdre, le plus petit angle dièdre, augmenté de deux flroif'' est plus grand que la snmme des deux autres dièdres,
576. En résumé, pour qu'on puisse former un angle trièdre avec tro'S dièdres donnés A, B, C, d faut que leur somme soit comprise entre deui droits et six droits, et que le plus petit augmenté de deux droits soit supérieur à la somme des deux autres.
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Ces conditions sont suffisantes; car, quand elles sont remplies, les suppléments û', b\ c' des angles donnés A, B, C satisfont aux deux conditions du n* S71. On peut donc, avec les trois faces c, è', c\ construire on Irièdre; par suite, en construisant le trièdre supplémentaire de celui-là, on aura un trièdre dont les dièdres seront les angles donnés A, B, C.
THÉORÈME
Deux angles trièdres sont égaux
ï° Lorsqu'ils ont une face égale adjacente à deux angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés;
a** Lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablement disposées ;
3° Lorsqu'ils ont leurs faces égales chacune à chacune et semblablem en t disposées ;
• 4** Lorsqu'ils ont leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés»
i« Soient les deux irlèdres SABC et S'A'B'C (fg. 33o). Par hypothèse, la face ASB est égale à la face A'S'B', les angles
Fig. 33o.
dièdres SA ei S'A' sont égaux entre eux, ainsi que les dièdres SB et S'B'. On suppose en outre que la disposition est la môme, c'esl-à-dlre que, si un observateur dont la lêle est en S, le dos appuyé sur la face ASB et le regard dirigé vers SC, a Tarèle SA à ?a gauche et Tarêle SB à sa droite, un autre observateur, dont la tête serait en S', le dos appuyé sur la face A'S'B' et le regard dirigé vers S'C, aurait Tarêie S'A' à sa gauche et l'arête S'B' à sa droite.
Dans ces conditions, les deux trièdres sont égaux, c'est àdire supcrposables. En effet, si l'on place la face A' S' B' sur son égale ASBy de façon que S'A' coïncide avec SA et S'B' avec SB>
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Tarêle S'C tombe, par rapport au plan ASB, du même côié que se, sans quoi la disposition des éléments serait différente dans les deux trièdres. Alors, les dièdres SA et S'A' étant égaux, le plan A'S'C s'applique sur le plan ASC; de même, les dièdres SB et S'B' étant égaux, le plan B'S'C s'applique sur le plan BSC; donc, enfin, les arêtes S'C et SC se confondent ei les deux trièdres coïncident.
»• Ledeuxième cas résulte du précédent, dont il est le corrélatif (^l^),Yxi effet, les deux trièdres supplémentaires des proposés ont une face égale adjacente à deux dièdres respectivement égaux et semblablement disposés; ils sont donc superposables et, par suite, il en est de même des trièdres primitifs.
D'ailleurs, la démonstration directe n'offre aucune difficulté; on voit, par un raisonnement analogue au précédent ( i*), que la superposition est possible, si, conformément à l'hypothèse, la disposition des éléments est la même.
30 Pour le troisième cas, on pourrait prouver par l'aln surde que le dièdre SB, par exemple, est égal au dièdre S'B', en s'appuyant sur le second théorème énoncé au n® 569.
Voici d'ailleurs une démonstration directe :
Soient SABC et S'A'B'C les deux trièdres; il suffit évidemment de démontrer l'égalité de deux dièdres homologues, des dièdres SA et S'A', par exemple.
Supposons d'abord que les deux faces ASB, ASC, qui comprennent le dièdre SA, soient deux angles aigus. En un point quelconque 0 de l'arête SA, formons [fig. 33i) l'angle pian
Fig. 33 I,
correspondant à l'angle dièdre SA; en d'autres termes, élevons par le point 0 des perpendiculaires sur SA dans les plans ASB
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el ASC; les angles ASB et ASC étant aigus, ces perpendiculaires rencontrent les. arêtes SB et SC en deux points M et N que nous joindrons par une ligne droite. Prenons S'O' = SO et construi* sons de même en 0' Tangle plan M'O'N' du dièdre S' A\ Il s*agii de démontrer l'égalité des deux angles plans MON et M'0'N\ Or les deux triangles rectangles SOM, S'O'M'sont égaux comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux : il en est de même des triangles SON el S'O'N'; par suite, les deux triangles SMN, S'M'N' ont un angle égal compris entre deux côtés égaux, et enfin les deux triangles OMN, O'M'N' ont les trois côtés égaux chacun à chacun. L'égalité de ces derniers triangles entraîne celle des deux angles MON, M'O'N'.
Supposons en second lieu que les deux angles ASB et ASC, qui comprennent le dièdre SA, soient quelconques, et prenons
six longueurs égales SA =SB=:SC=S'A'=S'B'=:S'C', à partir des sommets, sur les arêtes des deux trièdres [Jig. 332).
Fig. 33q.
Les triangles isocèles ASB el A'S'B', BSC et B'S'C, CSA et C'S'A'sont égaux deux à deux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux; par suite, les triangles ABC, A'B'C sont égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. D'après cela, les deux trièdres A et A' ont leurs faces respectivement égales; d'ailleurs, les angles SAB, SAC, qui comprennent le dièdre AS, sont aigus comme angles à la base de triangles isocèles; donc, en vertu du raisonnement fait dans l'alinéa précédent, le dièdre AS est égal au dièdre A' S'.
4^ Le dernier cas résulte du précédent dont il est le corrélatif* En effet, les deux trièdres supplémentaires des proposés ont leurs faces respectivement égales et semblablement disposées; ils sont donc superposabics, et, par suite, il en est do même des trièdres primitifs.
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578. Si, dans chacun des quatre cas examinés, la disposition des éléments égaux était difTérente dans les deux trièdres, il n'y aurait plus égalité, mais seulement sy^métrie. En effei, soient ï et T' les deux trièdres proposés, et T, le symétrique de T, c'est-à-dire celui que Ton déduit de T en prolongeant ses arêtes au delà du sommet (^g*. 33o). Les trièdres T et Ti oni leurs éléments égaux et inversement disposés; par suite, comme T et T' remplissent par hypothèse toutes les conditions de l'un des cas d'égalité, sauf celle relative à la disposition des parties égales, les trièdres T' et T, satisferont à toutes les conditions de ce cas d'égalité : ils seront donc superposables; d'o' Ton voit que T' est alors superposable au symétrique de T.
579. Nous avons suffisamment signalé dans le courant de ce paragraphe l'analogie entre certaines propriétés des trièdres ei des triangles rectilignes. 11 importe toutefois d'observer en terminant que, si, à toute propriété des triangles répond une propriété des trièdres, la réciproque n'est pas vraie; par exemple, tandis que l'égalité des angles dièdres de deux trièdres entraîne l'égalité de leurs faces, l'égalité des angles de deux trianglei n'entraîne que la proportionnalité des côtés.
VIII. - APPENDICE
QUADRILATÈRE GACCIIB.
580. On dit qu^un quadrilatère ÂBCD (Jig. 333] est ^^uc/i^ lorsque se^ quatre côtés ne sont pas dans un môme plan. Pour obtenir une pareille figure, il suffît d'assembler deux triangles ABC, ADG, ayant un côté commun AC, de façon que leurs plans ne coïncident pas.
THÉORÈME
581 . Quand un plan P rencontre les quatre côtés (Tun quadrilat^rt gauche ABCD en quatre /x>ints /7, ^, c, d [Jig, 333 ), on a la relation sfg' mentaire
ak b^ cC rfD <*) ^•ïG'^'rTA^-^'-
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En effet, en appliquant le théorème de Ménélaiis (310) aux deux triangles ABC et ÂDG coupés respectivement par les deux transversales fib
Fig. 334.
et cd, et remarquant que les deux droites nb et cd se rencontrent au point 8 où la diagonale AC perce le plan P, on a les égalités
flA ^ «C_ £G i/D r4_
dont le produit est précisément la relation ( i).
582. RéciPROQDBMBNT, si sur les quatre côtés d'un quadrilatère gaucht ABCD, on prend quatre points a^ b^ c, </, tels qu'on ait la relation [i)^ces quatre points sont dans un même plan (fig. 334 )•
Car le plan P^ déterminé par les trois points b^ c, d^ rencontre le côté AD en un point a\ tel qu'on ait (581 )
fl'A ^ rC ^ ^'B ' ^C ' cD ' dk
La comparaison de cette relation avec la relation ( i), qui a lieu par hvpothèse, donne
ajLo'k^ /iB"~rt'B'
et cette proportion entraîne ( 303 ) la coïncidence des points af et a.
Corollaires.
La relation ( i ) est satisfaite lorsqu'on a
/iB**fC bC" dX^
De là ce théorème : Si une première droite ac divise proportionnellement deux côtés opposés AB et DC d*un quadrilatère gauche ABCD, et si une seconde droite bd divise prof?ortionncllement les deux autres câtésK. et AD, ces deux droites sont dans un même plan [fig^ 334).
Dans le cas particulier où le plan transversal P est parallèle aux deux côtés opposés BC et AD, les deux points b t\, d passent à TinfiDÎ, les
. l'unilé, et la relatiOD ( i ) devient
IX côtés npposis BC *( AD d"" iiponionneUement les deui mirt'
lorème esl d'ailleurs irès-simpli' i, on imagine un plan parallèle jI' lupées par Irois plana paralleli;,
f«i divise pni/mriionnrllemenl'kn!
're gauche ABCD, est située dam « D et BC. Car, si l'on imagine le (>l lD et BC , ce plan doit, en venu h parties proportionnellesàrCcK''' ar suite, la droite oc.
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quatre plans A, B, C, D /Jnw"' ■armoniijue du faisceau de '/luin' Tsal quelconque est indépeadiuii <^' r les quatre droites a, b, c, d. d a quatre droites a', b', c', d, ilupenl deux à deux en quatre pu" - 9 deux plans P et P", et le Mppi" st éi;3l (321) à celui des ilruit'^ uitesa", 6', c', (/*.
pjmrl anharmonique d'anfaisa''' le droite â tout rapport anhann" déterminé par un plan traïuvp^''
lar une même droite, luale tnjn'ilont le rapport anharnwniqif "> i deui rapports ne sont autres <]<" élerminé par un plan quclcoi'l"-
B, C, D, ■ passant par une mft"' rapport anharmonique (A, B, C, "J
PROJECTION CENTRALE OU PERSPECTIVE
586. Le théorème du n" 527, relatirà la projection d'une droite sur un plan, subsiste lorsque les projetantes des divers points de la droite sont obliques au plan, pourvu qu'elles soient parallèles entre elles ou qu'elles divergent d'un môme point de Tespace; car les projetantes sont encore, dans l'un ou l'autre cas, situées toutes dans le plan de l'une d'elles et de la droite que l'on projette.
On est ainsi conduit à étendre le sens du mot projection, La projection m d'un point M sur un plan P est dite orthogonale, oblique ou centrale, suivant que la projetante Mm est perpendiculaire au plan P, ou qu'elle est parallèle à une direction fixe oblique à ce plan, ou enfin qu'elle est issue du point fiie S de l'espace.
La projection orthogonale, oblique ou centrale d'une figure est le lieu des projections orthogonales, obliques ou centrales de ses divers points, on supposant, bien entendu, dans les deux derniers cas, que la direction oblique des projetantes, ou que le centre S de projection ne change pas quand on passe d'un point à un autre de la figure que Ton projette. La perspective d'une figure sur un tableau P n'est autre chose que la projection centrale de cette figure sur le plan P, la position de l'œil étant prise pour centre S de projection.
D'après cela, le théorème du n" 585 peut encore être énoncé de la manière suivante :
Lorsque quatre droites concourantes sont situées dans un même plan, si l'on construit leur projection orthogonale, oblique ou centrale, sur un plan quelconque, on obtient quatre droites concourantes dont le rapport anbarmonique est égal à celui des quatre premières.
Le théorème du n"* 530, relatif aux projections de deux droites parallèles, subsiste, ainsi que la démonstration, pour la projection oblique: mais il cesse d'être vrai pour la projection centrale. Nous allons, à cette occasion, donner, sur la projection centrale ou perspective, quelques définitions et quelques principes fondamentaux qu'il est indispensable do connaître.
587. On nomme droite de front toute droite parallèle au tableau, et plan de front tout plan parallèle au tableau.
On appelle trace d'une droite D le point t où elle rencontre le tableau P {fig. 335), et trace d'un plan la droite suivant laquelle ce plan coupe le tableau. Une droite de front n'a pas de trace, ou plutôt sa trace
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est à l'infini ; il ea est de même d'un plan de fronl. Quand une droite SF passe par le centre Sde projection, sa perspective se réduit à un point/, qui est sa trace. Quand un plan passe par le centre de projection, tous les points de ce plan ont donc leurs perspectives sur la trace du pian.
On nomme point de fuite d'une droite D non parallèle au tableau la trace /de la parallèle S/menée ô cette droite par le centre S de projection. Quand un point M s'éloigne de plus en plus sur la droite D, la projetante SM de ce point teod vers la position S/, et la perspective m du point M tend vers /; lo point de Tuite /d'une droite D est donc la perspective du point à l'infini de cette droite.
Lorsque pliisieurt droitesD,D',Vf,. . ., non paraliélei au tableau, loni parallèles entre elles, elles ont ie mSme point de fuite ; leurs perspectives d, d", d", . .. concourent donc en ce point /.
Une droite de fronl \ n'a pas de point de fuite, ouplutét son point d^ fuite est à l'infini; elle a pour perspective une droite S çw lai est parallèle, car son plan projetant, passant par une droite ^ parallèle au tableau. coupe le tableau suivant uue parallèle £ à cette droite. Il résulte de ià que, si plusieurs droites de front sont parallèles, leurs perspectives saiu parallèles.
Fig. 335. Fig, 336.
Les droites de front, parallèles entre elles, ne sont pas les soûles droiie^ qui aient leurs perspectives parallèles. Pour que des droites D, D', D*, ...(Jîg. JK) aient leurs perspectives d, d", d", ...parallèles entre ellesil faut et il suffît qu'elles rencontrent une même droite de front SU pii<sani par le centre^ de projection. En effet, la condition est nécosssirp; car, si les traces d, d', d",... des plans projetants Std, St'd", S/V sont parallèles, ces plans se coupent suivant une droite SD parallèle (800) à rf, rf, d",..., c'eBt-é-dire suivant une droite de front qui rencontre chacune des droites D, D', D*, . . . • La ccHidition est suffisante > car, ei elle est remplie, les plans projetants SuD, Sa'D', Sa*!)*» ■■•
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passant tous par une même droite de front SU, auront leurs traees d, éP, d', ... parallèles à celte droite (495). On retombe sur le même résultat que celui obtenu dans le cas très particulier signalé d'abord, lorsque les droites D, D', D'y . . . rencontrent à l'infini la droite de front SU.
588. On appelle ligne défaite d'un plan Q, non parallèle au tableau P, la trace FFi du plan Qi, mené par le centre S de projection parallèlement au plan Q (Jîg. 337). Plusieurs plans parallèles ont donc la même ligne de fuite.
Fig. 337.
Quand une droite D est paraUèleà un plan Q ou située dans ce plan, son point de fuite f est sur la ligne de fuite FFi du plan; car la parallèle S/ à D, menée par S, est contenue dans le plan Qi (497).
Les points à l'infini de toutes les droites du plan Q ont, d'après cela, lours'porspectives sur la ligne de fuite FFi de ce plan et, comme la perspective d'une ligne plane, dont le plan ne contient pas le centre S de projection, n'est une droite qu'autant que cette ligne est droite ellemême, on voit qu'on est conduit à considérer tous les points à l'infini d'un plan Q comme étant en ligne droite. On nomme cette droite la droite de l'infini du plan Q.
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I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET AIHE LATÉRALE DU PRISME
580. On appelle polyèdre tout corps lerminé de louies paris par des plans.
Ces plans, en se limiunt mutuelleinenl, délerminent I» aréles, les faces el les sommets du polyèdre. Les angles rfièdres et polyèdres formes par les faces sont les angles dièdre et polyèdres de la figure. Le polyèdre a pour diagonales 1« droites qui unissent deux sommets quelconques non silués sur une même face.
Ob a donné des noms pariiculiers à ceruins polyèdres à'iprès le nombre de leurs faces : ainsi, tout polyèdre ayani quatre faces est u[i tétraèdre. Les noms hexaèdre, octaèdrt. dodécaèdre, icosaèdre correspondent aux polyèdres de si^> buil, douze, vingt faces.
590. Un polyèdre est convej:e, lorsqu'il reste lout entier d'un même côté de chacune de ses faces prolongées indéfiniment.
Une droite quelconque ne peut rencontrer la surface d'an polyèdre convexe en plus de deux points. Car lout plan meM suivant celte droite rencontre nécessairement la surface du po* lyèdre suivant un poljgone convexe (26). dont le contour >. avec la droite donnée, les mêmes points d'iniersecUon que 1^ surface du polyèdre.
Dans ce qui suit, il n'est question que de polyèdres convexes-
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591. Parmi les polyèdres, on distingue ]e prisme ella pyramide,
Lti prisme est un polyèdre compris sous plusieurs plans parai lélogi-a m mes réunis entre eux par deux faces opposées égales et parallèles.
On coniitruit un prisme de la manière suivante :
Soit i^g. 338} ACCDE un polygone plan quelconque. Par le sommet A, menons extérieurement au plan de ce polygone la
Fi(j. 33S.
droite AF et, par le point F, un plan parallèle au plan ABCOE; puis, par les sommets B, C, D, E, traçons jusqu'à ta rencontre du plan mené par le point F les droites BG, CH, DI, EK, parallèlesà AF. Ces droites sont toutes égales à AF ( 509); toutes les faces ABGF, BCUG, CDill, etc., sont donc des parallélogrammes. De plus, les deux polygones parallèles ABCDE, FGUIK sont égaux comme ayant leurs côtés égaux et parallèles. Le polyèdre obtenu est donc un prisme.
593. Si la droite AF est perpendiculaire au plan ABCDE, le prisme est droit: sinon, il est oblique.
I.£s droites AF, BG, Cil, ... sont les arêtes latérales du prisme, cl ta somme des faces parallélogrammes ABGF, UCIIG, . . . forme son aire latéralti.
Le prisme a pour bases les deux polygones égaux et parallèles ABCDE, FGlllK, et sa hauteur est la distance des plans de ses deux bases.
593. Dans un prisme droit, chaque arête latérale est égale b la liauieur. Les faces latérales d'un prisme droit sont des rectangles.
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Dans un prisme oblique, la hauteur est moindre que l'arêie laiérale.
Un prisme régulier est un prisme droit qui a pour bases des polygones réguliers.
' 591^. Suivant que les bases d'un prisme sont des triangles, des quadrilatères, des pentagones, des hexagones, etc., \t prisme est dit triangulaire, quadrnngulaire , pentagonal. hexagonal, etc.
593. Parmi les prismes quadrangulaires, on distingue celui qui a pour bases des parallélogrammes, ei on lui donne le nom de parallélipipéde. Toutes les faces d'un parallélipipùde sont des parallélogrammes (Jig. 33g],
Un parallélipipède peut être droit ou oblique (592).
Parmi les parallélipipèdes droits, on distingue le parallélipipède rectangle, dont les bases sont des rectangles. Toutes les faces d'un parallélipipède rectangle sont des rectangles [Jtg. 340).
OVi nomme cube le parallélipipède rectangle dont les bases et les faces latérales sont des carrés, nécessairement égai»
On remarquera que la perspective déformant les angles, I> fig. ^o. représente aussi bien un parallélipipède droit qu'un parallélipipède rectangle.
fie. îîg.
Fig. 34d.
Kb. 34i.
596. De même qu'on appelle dimensions d'un rectangle le^ longueurs de deux cAtés adjacents, on appelle dimemiont d'uri parallélipipède rectangle les longueurs de trois arêtes conliguês, c'est-à-dire parlant d'un même sommet. Le paralléiipi-
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pède rectangle AG {fig, 34o) a pour dimensions les longueurs des arêtes AB, AD, A£.
THÉORÈME
597. Les faces opposées d'un parallélipipède sont égales et parallèles.
Soit [Jig. 34a ) le parallélipipède AG. Ses bases ABCD, EFGH sont, par définition, des parallélogrammes égaux et parallèles.
Il faut donc prouver seulement que deux faces latérales opposées, ADHE et BCGF par exemple, remplissent la même condition. Or, AD et BC sont égaux et parallèles comme côtés opposés du parallélogramme ABCD; AE et BF sont aussi égaux et parallèles comme côtés opposés du parallélogramme ABFE. Par suite, les deux angles DAE et CBF sont égaux el leurs plans sont parallèles. Les deux parallélogrammes ADHE, BCGF sont donc égaux et parallèles.
Corollaires.
598. Le parallélipipède étant un prisme compris sous six faces parallélogrammes dont les opposées sont égales et parallèles, on peut prendre pour bases d* un parallélipipède deux faces opposées quelconques ( 591 ).
599. Tout plan qui rencontre deux faces opposées d*un parallélipipède le coupe suivant un parallélogramme. Soit le plan IKLM (fig* 34a) qui rencontre les deux faces opposées ADHE et BCGF du parallélipipède AG. Les côtés opposés de la section IKLM étant parallèles comme intersections de deux plans parallèles coupés par un troisième, cette section est un parallélogramme.
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SCOLIE
GOO. Poiip consiruire un parallclipîpèdc sur trois drories données AD, AD, AE, parlant d'un même point A et noiisiluées dans un môme plan [Jig. 34a). il suffit de mener paf l'extrémité non commune de chacune de ces droites un plan parallèle au plan des deux autres. Ainsi, par le point E, on conduira un plan parallèle au plan BAD, par le point D un plnn parallèle au plan BAE, par le point fi un plan parallèle s'i plan DAE. Le polyèdre compris sous les six plans considérés sera un paraUélipipî^de.
THÉORÈME
601. Dam un paraUéUpipède, les quatre diagonales se coupent mutuellement en pailles égales.
Soient (fg. 343) le parallélipipède AG ci ses quatre dijgonale^ AG, CE, BU, DF. Les deux cûiés AE et CG étant égaux et parallèles,fa (IgureACGEest un parallélogramme dont les diagonales AG et CE se coupent mutuellement au point 0 en parties égales. La Hgure ABGIl étant aussi un parallélogramme, les diagonales AG et BII se coupent mutuellement en parties égales, c'est-à-dire au point 0 milieu de AG. On prouverait àe même que la quatrième diagonale DF passe au point 0 cl .v est divisée en parties égales.
SCOLIES
602. On appelle centre d'un parallélipipède le point de rencontre de ses quatre diagonales.
Toute droite KL passant par le poini 0 et limitée à la surface du parallélipipède AG (Jig. 343) est divisée au point" en deux parties égales. En cITel, le plan déterminé parcelle
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droite et la diagonale AG coupe les deux faces opposées ADH£ et HCGF suivant les parallèles AK et GL; les deux triangles AOK, GOL sont donc égaux.
G03. Si le parallélipipède proposé est rectangle, tous les parallélogrammes de la figure deviennent des rectangles. Le parallélogramme ABGH, par exemple, est alors un rectangle, parce que l'arête AB est perpendiculaire à la face ADIIË. Les diagonales d'un rectangle étant égales, les quatre diagonales iVun parallélipipède rectangle sont égales,
60^. Dans l'hypothèse précédente, les triangles IIAB, IIDA» étant rectangles, on a
BU =AB -f-AU , AU =AD 4- DU = AD -4-AE . Par suite,
BÏÏ' = AB V ÂD* -f- Âl\
Donc, le carré de la diagonale d'un parallélipipède rectan" gle est égal à la somme des carrés de ses trois dimensions.
Un cube étant un parallélipipède rectangle dont les dimensions sont égales, le carré de la diagonale d'un cube est égal à trois fois le carré de son are le.
THÉOBÈME.
605. Les sections faites dans un prisme par deux plans parallèles sont deux polygones égaux.
Soient {Jig. 34^) le prisme AU çt les sections LMNOP,
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QRSTU, Tailes par deux plans parallèles. Les côtés de cessée' lions sont deux à deux parallèles comme intersections de deui plans parallèles coupés par un troisième, et égaux comme pa rallèles comprises entre parallèles. Les deux polygones obtenus ont donc à la fois leurs angles égaux et leurs c6U'^ égaux.
ConOLLAIRES.
(>06. Lorsque le plan sécant est parallèle à la bsse du prism'. b section obtenue est égale à cette base.
En supposant les arèles latérales du prisme prolongées ju delà des bases, la démonstration précédente s'applique. <["■' les sections soient intérieures ou extérieures au prisme, 'i même lorsqu'elles sont en partie intérieures et en partie en- Heures. Il suHlt que les plans sécants rencontrent toutes ''arêtes latérales.
Scoue. 607, On appelle section droite d'un prisme la section déiffminée dans ce prisme par un plan perpendiculaire à ses artu-" lalérales.
THÉORÈME
608. L'aire latérale d'un prisme a pour mesure le produ'' du périmètre de sa section droite par son arête latérale.
Soient (/g. 345) le prisme AH et sa section droite LMNOP Les cùlés de cette section droite sont les hauteurs des pani lélogrammes qui forment l'aire latérale du prisme, et ces p'
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rallélogrammes ont pour bases égales les arêtes latérales du polyèdre. La somme de leurs mesures sera donc
AF.LM 4- BG.MN 4- . . . 4- KE.PL =:AF(LM4-MN ... 4- PL
Corollaire.
609. Si le prisme est droit, sa section droite est égale à sa base et son arête latérale à sa hauteur (606, 593). Vaire latérale d'un prisme droit a donc pour mesure le produit du périm,ètre de sa base par sa hauteur.
SCOLIE
610. En ajoutant à l'aire latérale d'un prisme deux fois Taire de sa base, on obtient son aire totale.
S IL ~ VOLUME DU PRISME
DÉFINITIONS
611. On appelle volume d'un polyèdre l'étendue du lieu qu'il occupe dans l'espace indéfini.
Quand deux polyèdres peuvent coïncider, ils sont égaux. Quand deux polyèdres ont des volumes égaux sans pouvoir coïncider, on dit qu'ils sont équivalents.
Pour démontrer que deux polyèdres convexes coïncident, il sudlt de prouver qu'ils ont les mêmes sommets.
612. Si l'on détache une portion d'un prisme par un plan incliné à sa base, le polyèdre restant est un prisme tronqué. La section obtenue est la base supérieure du tronc de prisme.
THÉORÈME
613. Deux prismes droits de même base et de même hauteur sont égaux.
Car, si l'on fait coïncider les bases inférieures de ces prismes, leurs arêtes latérales prendront deux à deux la même direc»
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tion (KI8], et comme elles sont égales à la hauteur donnée, les bases supérieures des deux prismes coïncideront aussi.
611». La démonsiraiion précédente s'applique au cas ideux prismes droits tronqués de même base, lorsque leurarêtes latérales sont égales deux à deux.
THÉORÈME
615. Tout prisme oblique est équivalent au prisme dnii ayant pour base la section droite du prisme oblique et pow hauteur son arête latérale.
Soit [Jig. 346] le prisme oblique ADCDEFGHIK ou AH. Pi' un point C de l'arête D(î, menons la section droite PC H' l'K'
Prolongeons l'arête BG au-dessous de la base ABCDE d'un-' longueur BB'= GG', et par le point B' menons un plan pa"' lèle au plan de la section droite. Les intersections de ce pi»" avec les arêtes latérales du prisme prolongées déiermineroni un polygone A'E'C'D'E' égal (606) au polygone F'G'Hi'*'' La figure A'B'C'D'E'F'G'H'I'K' ou A'II' sera donc un rriso)i droit ayant pour base la section droite du prisme oblique AB ei pour hauteur son arête latérale BG; car on a B'G' = ^' puisque, par construction, BB' ^ GG'.
Ceci posé, le volume compris entre la base inférieure o" prisme oblique Atl el la base supérieure du prisme droit A I* eslcommon aux deux prismes. Pour démontrerl' équivalent'''' ces deux prismes, il sufllt donc de démontrer l'égalité des <I^"^
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polyèdres ou prismes droits ironqués (612) A'B'C'D'E' ABCDE ou A'C el F'G'iri'K'FGHlK ou FH. Celle égalité résulte imtnédiatemeni de la remarque faite au n"* 614 ; car les deux bases A'B'C'D'E', F'G'HTK' sont égales, ainsi que les arêtes correspondantes A'A etF'F, B'B et G' G, etc. A' A, par exemple, est Taréte latérale ou la hauteur du prisme droit A'H', diminuée de AF', et F' F eslTarête latérale du prisme oblique AU, diminuée de la même quantité.
THÉORÈME
616. Le plan mené par deux arêtes latérales opposées d'un parallélipipède le partage en deux prismes triangulaires équivalents.
^oîl ifig" 3^7) le parallélipipède quelconque AG. Le plan AEGC, mené par les arêtes opposées AE et CG, partage ce parallélipipède en deux prismes triangulaires ABCEFG, ACDEGU, dont il s'agit de démo.ntrer l'équivalence.
Menons la section droiie du parallélipipède AG. Cette section OKLM est un parallélogramme (599); et les deux triangles égaux KLM, KMO, suivant lesquels la diagonale KM la divise, sont respectivement les sections droites des prismes ABCEFG, ACDEGH.
Or, le prisme triangulaire ABCEFG est équivalent au prisme droit ayant pour base KLM et pour hauteur AE ( 615); de même, le prisme triangulaire ACDEGH est équivalent au prisme droil ayant pour base KMO et pour hauteur AE. Les deux prismes droits énoncés étant égaux (613)9 les deux prismes triangulaires ABCEFG, ACDEGH sont équivalents, et chacun d'eux est la moitié du parallélipipède AG.
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Or, dans le système d'unités adopté, le premier membre <!i' cette relation est égal au nombre qui mesure le volume AN et les rapports qui composent le second membre sont .eipeftivemeiit égaux aux nombres qui mesurent la base et la h'oteur du parallélipipède rectangle proposé. Donc le nonilri qui mesure le volume du parallélipipède rectangle est ép.ilJ' produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur. Ain-; en désignant ces trois nombres par V, B, H, un a la fonnuK
On préfère énoncer ce théorème usuel d'une manière pli" rapide, quoique incorrecte, en disant : le volume d'un parélélipipède rectangle est égal au produit de sa hase par s: hauteur.
SnoLiES.
62t En se reportant au n' 618, le rapport du panillélipipé^' rectangle AN au cube A'G' peut s'écrire
Les rapports qui composent le second membre étant rcsiiKli* vement égaux aux nombres qui mesurent les arêtes contiË"''' du parallélipipède rectangle, on voit que le nombre qui ni'' sure le volume d'un parallélipipède rectangle est égal au pr»" duit des nombres qui mesurent ses trois dimensions. E" d'autres termes, le volume d'an pamt/élipipède rectangle"' égal au produit de ses trois dimensions.
Ce second énoncé n'est applicable qu'au parallélipip^^' rectangle; nous allons prouver, en terminant ce paragrap'"'' que le premier (620), où entrent explicitement la base f' la hauteur du parallélipipède, est applicable à tous 1^' prismes.
6^. Le volume d'un cube est égal à la troisième puissant' de son arête. Delà, le nom de cu6e donné à la troisième p<J''' sance d'un nombre.
LIVRE TI. — LES POLYÈDRES
ëgai au produit de sa base par sa hauteur» lorsqu'on prend pour unité de volume le parallélipipède rectangle ayant pour base l'unité d'aire quelle qu'elle soit et pour hauteur la longueur prise pour unité de hauteur.
THÉORÈME
G2k, Le volume d'un parallélipipède quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Soit (Jig, 349) le parallélipipède quelconque AG ayant pour base ABCD ou EFGH et pour hauteur la perpendiculaire £P abaissée du sommet £ sur le plan ABCD. Menons par le point E, dans le plan EFGH, la perpendiculaire £M à HG. Si
Fig. 349.
éi
l'on prend la face AEHD pour base du parallélipipède proposé (598), son arête latérale sera EF, et sa section droite (607) sera le parallélogramme EMQR déterminé par le plan MEP. Le parallélipipède AG sera donc équivalent au parallélipipède droit RK ayant pour base la secllon droite EMQR et pour hauteur l'arête EF (615).
Cela posé, reproduisons à part, pour plus de clarté (/Ig, 349) ce parallélipipède droit RK, et construisons un parallélipipède rectangle PK ayant pour dimensions EF, EM, EP. Le parai* lélipipède droit RK et le parallélipipède rectangle PK ainsi déterminé présentent seulement comme parties non communes les deux prismes droits qui ont pour hauteur EF et pour bases les deux triangles égaux EPR, MVQ. Ces deux prismes étant égaux (613), les deux parallélipipèdes seront équivalents et, par suite, il en sera de même du parallélipipéfle quelconque AG et du parallélipipède rectangle PK. Donc»
a. et DB C. — Tr. de Géom, (II* Partie). 5
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le produit EF.EU.EP, qui exprime la mesure (621) du pa- Talléllpipède rectangle PK, mesure aussi le volume du parallélipipède quelconque AG. Or, EF.EM mesure la base EFGU de ce parallélipipède, etEP est sa hauteur.
Donc, enfin, le volume du parallélipipède quelconque A<j est égal au produit de sa base par sa hauteur.
THÉORËHB.
623. Le volume d'un prisme quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Fis. 35o.
1° Soil [fig. 35o) le prisme triangulaire ABCEFG. Par l'extrémité A de l'arèie AB, menons le plan ADBE parallèle à la face BCGF, et par l'extrémité C de l'arête BC le plan CDHO parallèle à la face ABFE; prolongeons en même temps les deux bases du prisme jusqu'à la renconlre de ces plans. On obtiendra ainsi (600) le parallélipipède AG construit sur le? trois droites BA, BC, BF. La face ACGE du prisme triangulaire considéré étant un plan diagonal du parallélipipède AG. ce prisme en sera la moitié (61C). Donc, le volume du parallélipipède AG ayant pour mesure le produit de sa base ABCP par sa hauteur EP (6-24), le volume du prisme triangulaire ABCEFG aura pour mesure la moiiié de ce produit, c'esi -àdire le produit de sa base ABC, moitié du parallélogramiuf ABCD, par sa hauteur EP.
2» Soil [fig. 35i I un prisme quelconque ABCDEFGHIK. On le décompose en prismes triangulaires en faisant passer drs plans diagonaux par l'arSte AF et chacune des arêtes CH, l"- Ces prismes triangulaires ont pour bases tes triangles AR(^> ACD, ADE, qui composent la base du prisme donné, et leur
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liauleur commune est celle H du prisme. La somme de leurs |>
mesures (i") Il
ABC.H + ACD.H + ADE.H
jij
ou la mesure du prisme AI, sera donc égale au produit de sa ! J
base ABCDE par sa hauteur II. - I
CoaOLLAIBES.
626. En désignant par V, B, Q les trois nombres qui mesurent respectivement le volume d'un prisme, sa base et sa hauteur, on a ta formule générale
Donc, deux prismes de bases équivalentes et de même hau~ leur sont équivalents; deux prismes sont entre eux comme les produili respectifs de leur base par leur hauteur; deux prismes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux prismes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
027. Application. — Un bassin a la forme d'un prisme hexagonal régulier de o", -5 de hauteur, le côté de la base hexagonale est égal à i mitre; calculer la capacité du bassin.
L'aire de la base du prisme considéré étant six (ois l'aire du triangle équilatcral de i mètre de côté est égale à
—7— (427) ou à - i-' En appliquant la formule V= B.H,
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on aura donc pour le volume cherché
à I décimètre cube près.
g m. - PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET AIRE LATÉRALE DE LA PYRAMIDE.
628. I.a pyramide est un polyèdre donl l'une des faces esi un polygone quelconque, ei donl toutes les autres faces sont des triangles ayant pour bases respectives les différenis côlôs de ia face polygonale et, pour sommet commun, un point extérieur à cette face.
Fig. 3Si.
Ainsi, soit [fig. S^i) un polygone ABCDE cl un point S pris hors du plan de ce polygone. Le corps limité par la fui-c polygonale ABCDE ei par les faces triangulaires SAB, SBC, SCI), SDE, SEA est une pyramide.
C29. La pyramide SABCDE a pour base le polygone ABCDE et pour sommet le point S. Sa hauteur e.-^l la distance du sommet S à la base ABCDE, c'est-à-dire la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan.
Les droites SA, SB, SC, . . . sont les arêtes latérales de l.i pyramide, et la somme des faces triangulaires SAB, SBC, SCD, . . . constitue son aire latérale.
630. La pyramide est régulière lorsque sa base est un polygone régulier dont le oeatre se confond avec le pied de la hautetir de la pyramide.
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Les arêtes latérales d'une pyramide régulière sont nécessairement égales, comme obliques s'écartant également du pied de la hauteur; ses faces latérales sont donc des triangles isocèles tous égaux entre eux. La hauteur d'un de ces triangles est l'apothème de la pyramide régulière.
631. Suivant que la base de la pyramide est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, un hexagone, etc., la pyramide est dite triangulaire, quadrangulaire, pentagonaie, /lexagonaie, etc.
632. Toute pyramide triangulaire ayant quatre faces, on lui donne souvent aussi le nom de tétraèdre (589).
D'après la déGnition générale de la pyramide, on voit qu'on a le droit de prendre pour base d'un tétraèdre telle face qu'on veut; le sommet du tétraèdre est alors le sommet opposé à la base choisie.
Les tétraèdres sont dans la Géométrie de l'espace ce que les triangles sont dans la Géométrie plane. On fixe la position d'un point sur un plan en le rattachant par un triangle à deux points donnés. On fixe la position d'un point dans l'espace en le rattachant par un tétraèdre a trois points donnés.
633. Si l'on coupe une pyramide par un plan qui rencontre toutes ses faces latérales, le polyèdre compris entre la section obtenue et la base de la pyramide est une pyramide tronquée ou un tronc de pyramide.
Si le plan sécant est parallèle au plan de la base de la pyramide, le tronc de pyramide est dit à bases parallèles.
Fig. 353.
Soit [Jig. 353} la pyramide SÀBCDE. Coupons cette pyra-
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mfde par te plan abcde parallèle a la base ABCDE, et compris enire cette base et le sommet S. La secilon abcde et la base ABCDE sont les bases du tronc de pyramide à bases parallèles ABCDEflfccrfe. La hauteur du tronc est la distance consume des plans de ses deux bases. Les segments Ka, Bi, Ct. • ■. sont ses arêtes latérales, et son aire latérale est la somme des trapèzes k%ab, BC6c, CDcd,
634, Si la pyramide considérée est régulière, le tronc ai pyramide à bases parallèles qui lui correspond est un tronr de pyramide régulier.
THËOBÈUE.
635. Si une pyramide est coupée par un plan parallèle i sa base .■
i" Ses arêtes latérales et sa hauteur sorti divisées en parti<i p ropo ri io nnelles;
2." La section est un polygone semblable à la base delà p}ramide.
Fifl. Î54.
I" Soit [fig. 354) la pyramide SABCDE coupée par le pfan abcde parallèle à sa base. Ce plan rencontre les ardles laU'' raies SA, SB, SC, .... et la hauteur SU de la pyramide aii\ points a,b, c, ..., h. Deux plans parallèles coupant en parli''' proportionnelles une série de sécantes issues d'un niLiiie point (5111, on peut écrire immédiatement
Sn_S^_S(.-_ SA~SJi~SC"
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T.'^ Les polygones ABCDE et abcde ont leurs côtés deux à deux parallèles (fc95) et dirigés dans le même sens. Les angles homologues de ces polygones sont donc égaux (506). De plus, le parallélisme de leurs côtés entraîne la similitude des triangles SAB et Sa6, SBC et Sic, .... Par suite»
d'où
âb~*sb' sb^bc'
ab hc
__SA
AB " m
La similitude des polygones ABCDE et abcde donne à son
tour
— « abcde ab
On a donc
ABCDE "" Xb'
abcde S/i
ABCDE " gg5-'
c'est-à-dire que, dans une pyramide^ les sections parallèles à la base et la base elle-même sont proportionnelles aux carrés de leurs distances au sommet de la pyramide.
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SCOIIB.
637. Si l'on coupe une pyramide régulière par un plan parallèle à la base, la section abcde, étant semblable à la base ABCDE, est aussi un polygogne régulier. Comme les arêtes latérales d'une pyramide régulière sont égales, II en esi de même des arêtes du tronc de pyramide régulier obtenu. Lefaces latérales d'un tronc de pyramide régulier sont donc des trapèzes isocèles tous égaux entre eux. La hauteur d'un de ces trapèzes est Vapolhéme du tronc de pyramide.
fi38. Lorsque deux pyramidet ont des hauteurs égales, lu sections faites dans ces pyramides parallèlement à leurs basfi et à la même distance de leurs sommets sont proportionnelhi aux bases des deux pyramides.
Soieni [fîg, 355) les deux pyramidesSABCD.S'A'B'C'.donl les hauteurs SH et S' H' sont égales. Prenons SA = S'A' ei. par les points A et A', menons la section abcd parallèle à 1" base ABCD et la section a' 6'c' parallèle à la base A'B'C'.Nous aurons (636)
abcd _ SÂ^ a'b'c' _ S^* ABCD-gâ'' A'BX'-f^'
c'est-à-dire, en vertu de l'hypothèse et de la construclioni
abfd <^b'c'
ÂBCi>~ A'B'C ■
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SCOLIE
639. Si les bases des deux pyramides sont équivalentes^ les sections obtenues sont équivalentes,
THÉORÈME
640. L'aire latérale d'une pyramide régulière a pour mesure la moitié du produit du périmètre de sa base par son apothème,
^îl ijlg' 356) la pyramide régulière SÂBCDE. Les triangles isocèles et égaux qui composent sa surface latérale ayant respectivement pour bases les côtés AB, BC,. . ., EA de la base de la pyramide, et pour hauteur son apothème SH (630), la somme des aires de ces triangles, c'est-à-dire Taire demandée, a pour mesure la moitié du produit de la somme des côtés AB, BC,. . ., EA par Tapothème SU, c'est- n-dire la moitié du produit du périmètre de la base de la pyramide par son apothème.
SCOLIB.
641 . L'aire latérale d'un tronc de pyramide régulier a pour mesure le produit de la demi-somme des périmètres de ses deux bases par son apothème.
Soit if g. 356) le tronc de pyramide régulier ABCDEa6crfe. Les trapèzes isocèles et égaux qui composent son aire latérale ayant respectivement pour bases les côtés AB et a&, BC et bc^ . . ., EA et ea, des bases du tronc de pyramide, et pour hauteur son apothème Uh (637), la somme des aires de ces trapèzes, c'est-à-dire Taire demandée, aura pour mesure le
fies pris) SABCd
nombre Rema ijlanl é^ sont des (Jonc pai d'eux es iiiùme d cgaleme Il en rés (.•si para diiïôie d plus pei croît inc vers lén S f|ui va fie l'enti
Donc, vers ce II
2° Cori );iilaircs hnulciir.
plan, d( cùtc de m plan miùre pj jianldes poiiils d lies i''gal i';.'aux ei riuiyesl un prisn scrils co l'ijuivalc
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Celte formule, très-commode dans les applications» S'. trouve dans un Traité de Léonard de Pise, Sur les centres de gravité.
Exemple.
Les bases parallèles d'un tronc de pyramide sont de us hexagones réguliers ayant respectivement i mètre ei a mètrei de côté, sa hauteur est égale à 3 mètres : calculer son volume.
On a dans ce cas
P_3AV3 _q^^^j
et, en appliquant la formule (2],
c'est-à-dire
V = 3v^.3,5=i8«Si86534
à I centimètre cube près.
SCOLIES
649. On aurait pu employer, pour trouver le volume d'un tronc de pyramide polygonale, la méthode de décomposition déjà suivie dans d'autres cas (625, 64^3); mais cette marché exigeant ici la vérification d'une formule algébrique, il êu'i préférable d'avoir recours à la méthode de transformation vu figures équivalentes.
On peut donner au mot tronc une extension utile
De même que les théorèmes relatifs aux sections d'un prisme 8*ètendont au cas où elles sont extérieures (606), les théorèmes relatifs auxsectioib d'une pyramide (635, 636) s'étendent au cas où ces sections deviennent extérieures, qu'elles soient faites au delà du sommet ou au-dessous de U base de la pyramide proposée. Les plans sécants doivent seulement rester parallèles à la base de cette pyramide.
On peut distinguer les deux cas possibles en disant que les 8ecti<>;L> faites au-dessous du sommet donnent des troncs de première csj^èce, et
UTIE TI. — LBS FOL
h un tronc d6 seconde espace. La hauteur d( au tronc <te première espèro est (650)
Il - _A^ - '■V^
A--X c»,736a4 à i millimètre près. Celle de la pyramide qu conde espèce est (GSO)
AA _
A-f-jr"~a,aliÎ76" à -j- millimètre près.
THÉORÈME
65S. Vn tronc de pritme triangui
somme de troU pyramides ajrant pou
inférieure du tronc et, pour sommets
rieure.
Soii {fig, 363 ) le Ironc de prisme t menant le plan ACE, on détache du gulaire EABC, qui a pour base ABC ei
Il reste la pyramide quadrangulalre plan DEC, on la partage en deux pyram ECDF.
La première ECDA, qui a pour sot base CDA, équivaut à la pyramide BC Cl de même hauteur, puisque son s l'arête EB parallèle k DA ou au plan niune. Or la pyramide triangulaire B( comme ayant pour base ABC et pour !
U seconde pyramUe triangulaire £
ou ce plan est perpendiculaire Deux figures sont symétriques axe ou à un plan, lorsque leurs \ triques par nippon à ce centre, points symétriques des deux ilg'
FÎB. 368. Fîj.
Deux Jigures aymélrigues, p.
égales. Car une roiallon de 180 ( mée à l'une des deux Ogures, an sur l'autre.
La symétrie par rapport à un ilculier. Aussi, dans la suite di question que de la symétrie rela
THËORË
659. Deux Ji^reiV etY" , syn par rapport à deux centrée diQ (/ff-37i)(').
Flj. 3;
Solenl A un point quelconque logue dans la figure F' et A' son 0' étant le milieu de AA' et O'Ie
(*)BUY«I(, Journal dt Ualkimali^ati,
ilM
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iO
est parallèle à O'O" et égale à 20'0\ La figure F^ nVsl donr que la figure F' transportée parallèlement à la direction O'O'. d'une quantité égale à aO'C^.
Corollaire.
660. La position du cenlre de symétrie n'influe ni sur h forme ni même sur Vorientation de la figure symétrique d'une figure donnée.
THÉORÈME
661. Si deux figures F el Y" sont symétriques par rapport à un plan P, on peut toujours les placer de telle sorte qu'ellts soient symétriques par rapport à un centre 0' pris à volonté dans ce plan; et réciproquement, si deux figures F el F' sont symétriques par rapport à un centre 0', on peut toujours les placer de telle sorte quelles soient symétriques par rapport à un plan quelconque P passant par ce centre (fig 87 1 ) ( ' ),
11 suffit de faire tourner la figure F^ dans le premier cas» U figure F' dans lé second, de 180 degrés autour de la perpendiculaire O'CB élevée en 0' au plan P.
En effet, considérons une figure F, un plan P et un point quelconque 0' de ce plan; soient F' la figure symétrique de F par rapport au point 0', et F" la figure symétrique de F par rapport au plan P. Le théorème direct et sa réciproque seront démontrés à la fois, si Ton fait voir que les figures F' ei F' sont symétriques par rapport à la perpendiculaire O'B élevée en 0' au plan P (658}. Or, soient A, Â% A'' trois points homo* logues des figures F, F', F*", et 0" le point où la droite AA rencontre le plan P. 0' étant le milieu de AA' el 0' le milieu de AA'', la droite A' A" est parallèle à O'Çf et, par suite, perpendiculaire sur O'B. D'ailleurs O'B, étant menée parallèlement à AA' par le milieu de AA', passe par le milieu C de A' A". Donc, enfin, les points A' et A'' sont symétriques par rapport à la droite O'B.
(•) BftAYAis, Journal de Mathématiques, l. XIV.
IJTBB Tl. — 1 CoROLUlUa
662. Deux (Igures sjmélriqi rapport il deux plans différeni ({uant à \i forme, que la figure un centre quelconque (659); ISIais leui' or/«ft/a/i(7n dans l'es que les plans P el Q ne soient
663. En résumé, si l'on Tail i n'avoir égard qu'à la forme, on seule Jigure symétrique. Tout nant la Ggure symétrique de tel plan qu'on veut, soni supe:
SCOLIE
C64. Toile propriété de deu plus ou moins aisée à démonti la symétrie relative à un plan {irécédent (601) permet de c^ racilite le plus les raisonnemen trie relative à un centre qui rci |)les, parce qu'en déplaçant le pas même l'orientation de la fl
THÉO 665. La Jt gare symétrique d
droite.
Car, si l'on prend un point
centre de symétrie, ce qui ne
(660), on retrouve évidemmem
symétrique.
CoaOLLAlRBS.
La distance de deux / tymélriques
Car, si l'on prend pour cen droite qui joint les deux poln ne Tout que s'échanger.
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667. L'angle de deux droites est égal à l'angle de leurs sj-^ métriques.
Car, en prenant pour centre de symétrie le somoiei de cet angle, on voit que les droites symétriques forment l'angle qui lui est opposé par le sommet.
SCOLIE
668. Il importe de se figurer nettement la situation de deux droites symétriques par rapport à un centre ou par rapport à un plan.
Soit AB (fig. 372} une droite dont on veut la droite symétrique par rapport à un centre donné 0'. Prenons d'abord là
Fig. 37a. Fig. 373,
droite symétrique deAB par rapport à son milieu 0 : le point A aura son symétrique en B, et le point B son symétrique en A; de sorte que la droile symétrique de AB, par rapport à son milieu 0 pris pour centre, sera BA. Pour passer ensuite du centre 0 au centre 0', il suffira (659) de faire décrire aux points A et B des droites BA' et AB' parallèles à 00' et doubles de 00'. On trouve ainsi, pour symétrique de AB, |j droile A'B^ parallèle à AB, de sens contraire, et située à la même distance du centre 0' de symétrie.
Soii OA (/ig, 373] une droite dont on veut la droite symétrique par rapport à un plan P qu'elle rencontre en 0. En prenant d'abord la droite symétrique de OA par rapport au point 0, on trouve son prolongement OA', et il suffit (661) de faire tourner OA' de 180 degrés autour de la perpendiculaire 06 au plan P, pour avoir la droite OA" demandée. On voit que les deux droites OA et Ok", symétriques par rapport au plan P. sont également inclinées sur ce plan, quelles rencontrent d'ailleurs au même point 0.
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TUËORÈUG.
669. La figure symétrique d'un plan e Car, si l'on prend un point du planpoi
on retrouve évidemment le plan lui-mêi irique.
COIOLUIBIS.
L'angle de deux plana est égal i métriques
Car, en prenant pour centre de symét de l'angle dièdre donné, on voit que de SCS faces forment le diëdre qui lui e:
SCOLII.
672. Deux plans symétriques par rap parallèles cl équidistanis de ce centre.
Deux plans symétriques par rapport nient inclinés sur ce plan, qu'ils coupei même droite.
THÉORÈME
673. Deux polyèdres symétriques ont chacune à chacune; a' leurs angles dièdi 3* leurs angles polyèdres homologues sy
I* L'égjlité des faces homologues ré^ 3° L'égalité des ongles dièdres lio n"671.
3" Pour montrer clairement la rclaiic angle polyèdre A de la première flgure homologue A' de la seconde (Igorc P' , il
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figure symétrique de P en prenant pour centre ie symétrie \i sommet A du premier angle polyèdre. On voit ainsi que l'angle polyèdre A' est l'angle polyèdre opposé par le sommet à l'angle polyèdre A.
THËORÈUE.
G7i. Ûeax polyèdres symétriques P et P* sont équivalents.
Si l'on décompose le polyèdre P en tétraèdres, à cbacuD àc ces tétraèdres répond un tétraèdre symétrique, et l'ensemble de ces tétraèdres symétriques forme le polyèdre P'. De"' polyèdres symétriques P et P', étant d'après cela composés d'un même nombre de tétraèdres symétriqi<es deux à deux, il surill de démontrer que deux tétraèdres symétriques soni équivalents.
Or, soit (/!g. 374) SABC un tétraèdre quelconque. Formons son symélrique SA'B'C par rapport au point S. Les triangle^ ABC, A'B'C sont égaux (670), el leurs plans sont équiili-
FiB. 374.
Frc. 3,5.
Etants du point S (672}. Par suite, les deux tétraèdres SADC. SA'D'C, ayant des bases et des hauteurs égales, sont équi^^ lents.
La symétrie relative à im plan rournirail dans ce cas une démonstraiion tout aussi simple; car, comme la propriété don' il s'agit concerne la grandeur et non la situation, on pc*'' prendre à volonté le plan de symétrie (662). Or, en con^U'i^' sant (fig. 375) la ng,ure S' ABC symétrique de SABC par rapport au plan ABC, on voit que les deux tétraèdres SAB*-
9t> gSohëtiiie dans l'bspacb.
les polygones ABCDE, FGHIK soni semblables (635), elles
races latérales SAB et SFG, SBCetSGH . . ..le sontaussipjr
Flg. 376.
suite du parallélisme des côtés de ces deux polygones.
Quant aux angles polyèdre.":, l'angle polyèdre S est commun. et deux angles trièdres homologues, tels que A ei F, som égaux comme ayant un angle dièdre commun compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablemeni disposées, savoir : l'angle dièdre SA commun, la face SAB épal'" à la face SFG et la face 5AE égale à la face SFK.
THÊOBÈME.
679. Deiix pyramides triangulaires sont semblables. Ionqu'elles ont un angle dièdre égal compris entre drux fi"''' semblables chacune à chacune et semblablemeni disposées.
Soient {_fig. 377) les pyramides SABC, S'A'B'C, dans U-^ quelles l'angle dièdre SA est égal à l'angle dièdre S'A', ei li' faces SAB, SAC, semblables aux faces S' A'B', S'A'C, ei semblablement placées.
Portons la seconde pyramide sur la première, de manierf qu'elles aient même sommet et que les faces homologues di' leurs angles dièdres égaux coïncident. Le triangle S' A' B' éiani semblable au triangle SAB et le point A' tombant en D sur^A, S'B' se conTondraavec SB, et le point B' viendra enunpoinil^ tel, que DE soit parallèle à AB. De même le triangle S'A'C. étant semblable au triangle SAC, S'C se confondra avec SC.
I02 GÉOMÉTRIE DANS l'rSPAGB.
Sgolib.
682. Deux poinis O ei 0' rapportés à deux polyèdres semblables sont dits homologues^ ]orsqu*en joignant Tun d'eux 0 aux sommets consécutifs A, B, C de l'un des polyèdres, ei l'autre 0' aux sommets homologues A', B',C' de l'autre polyèdre, on obtient deux tétraèdres OABC,0' A' B'C semblables et semblablement disposés par rapport aux deux polyèdres.
Il résulte de la démonstration précédente que deux points homologues quelconques peuvent être pris pour centres tk décomposition de deux polyèdres semblables, en tétraèdres semblables et semblablement disposés.
Si le point O est extérieur au premier polyèdre, son homologue 0' est aussi extérieur au second polyèdre; il faut alors considérer les deux polyèdres comme composés de tétraèdres additifs et de tétraèdres soustractifs.
Si le point 0 coïncide avec Tun des sommets A du premier polyèdre, son homologue 0' coïncide avec le somnnet A' du second polyèdre, et les diagonales homologues des deux polyèdres, relatives aux sommets A et A', se confondent avec les arêtes latérales de leurs tétraèdres homologues.
683. Deux droites rapportées à deux polyèdres semblables sont di^es homologues, lorsque leurs extrémités sont deux à deux des points homologues. Telles sont, par exemple, les diagonales relatives à des sommets homologues.
Le rapport de deux droites homologues quelconques ^^' égal au rapport de similitude des faces homologues des deus polyèdres.
Soient (^ig:. 38o) ABCDE, A'B'C'D'E' deux faces homologues quelconques des polyèdres donnés, et FH, F'H' deus droites homologues quelconques. Formons les tétraèdres homologues F ABC, F'A'B'CHABC, H'A'B'C. La similitude de ces tétraèdres entraîne celle des tétraèdres FHAO, F'H'A'C En effet, les faces FAC, HAC sont respectivement semblables aux faces F' A'C, H'A'C, et l'angle dièdre FACH, différence des angles dièdres FACB, UACB, est égal à Tangle dièdre
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Le second tétraèdre a^^ant pour base D£F et pour hauteur SK« son volume est égal à
DEF.SK
Le rapport cherché est par suite égal à
SU AB
SK DE
Soient maintenant deux polyèdres semblables P et P'. ^^ rapport de similitude de Irurs faces homologues sera (677 celui de deux arêtes homologues quelconques AB et A'B'.Ces deux polyèdres sont décon^posables en un même nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés (68ij« et le rapport de similitude des faces homologues de deux tétraèdres
AB
homologues est égal (683) au rapport -rr^- Si le polyèdre "
est composé des tétraèdres T, T,, T,, et le polyèdre P' ^^' tétraèdres homologues T', T, , T,, on aura donc, d*après ce qu» précède,
T _ AB T, _ AB Ta_ AB
AB' ^« AB' '» AB
et, par suite, en appliquant un théorème connu, T-4-T,4-T, AB* P ÂB*
r.V r,/ = ou —
T-^'l,-^'i^ AB'* *" AB'
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mets du polyèdre; il faut démontrer Tégalité
Considérons d'abord une figure plane formée de polygones convt'^tjuxtaposés sans laisser de vides, et désignons par F', S', A' le noml-r des polygones, celui des sommets et celui des côtés. Décomposons « * polygones en triangles à Taido de diagonales menées, dans chacun d'en d'un sommet aux sommets non voisins, d étant le nombre total <>* diagonales, F' h- rf sera le nombre total des triangles, A' -i- rf le nomirtotal des côtés ; le nombre S' des sommets sera resté le même. Suj-p» sons maintenant que l'on enlève successivement les différents trian::'A? sauf un, en commençant par ceux qui reposent sur le bord et e': continuant par ceux dont un ou deux côtés auront été amenés, par '^■ suppressions déjà faites, à faire partie du contour extérieur. Soit / • nombre des triangles qui, au moment où on les enlève, ont un côlô si^' le bord, et t" celui des triangles qui en ont deux. La suppression à ' ' triangle du premier genre détruira seulement un côté et celle à^s^ triangle du second genre détruira deux côtés et un sommet.
Par suite, quand on aura enlevé tous les triangles, sauf un, le nom'rt des triangles détruits étant t' -{- «', celui des côtés détruits sera t' -^ -'•' et celui des sommets supprimés sera t". Donc, comme le nombre tJf' triangles restants est alors égal à i et que celui des côtés restants, au^'' bien que celui des sommets restants, est égal à 3, on aura
(2) F-hS'-A'=i.
Ce lemme établi, revenons au polyèdre convexe. Si on supprime 1"'' des faces, les faces restantes, dont le nombre sera F— i, pourront t'^*' considérées comme formant une suite de polygones convexes juxliijw-'"'' et renfermés dans le contour de la face supprimée, et nous pourrons raisonner sur ce réseau comme s'il était plan, puisque le Ihéorèoie i»' dépend que des nombres des polygones, des sommets et des arci<^- La relation (a) doit donc être satisfaite par les valeurs
on tombe ainsi sur la relation (i), qui est duo à Euler {Mémoires t' Pétersbourg, 1758) (»).
GOnOLLAIRES.
689. Désignons par f, ^,/7, //, //', o, . . . les nombres des faces iriaBg" laires, quadrangulaires, pentagonales, hexagonales, heptagonales, ocli^
(') P'oir une autre démonstration, après la mesure des aire* spheriq»**'
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THÉORÈME
692. Dans tout palyèdre convexe ^ le nombre des faces enangnlaires, augmenté de celui des angles triêdres, est au moins égal à huit.
En effet, si dans la relation (i), qu*on peut écrire
on remplace F par la valeur (a), S par la valeur (4), et 4 A parlasoma des valeurs (3) et (5), on trouve
D'aprèà cela, // n existe aucun polyèdre connexe qtd ne renferme m U^' triangulaire y ni angle trièdrr.
THÉORÈME
693. i" // n existe aucun polyèdre convexe dont toutes les faces ai'' plus de cinq côtés ; 2^ il n^ existe aucun polyèdre connexe dont toto »•" angles polyèdres aient plus de cinq arêtes.
En effet :
i' Si, dans l'inégalité 2A> 3S, qui résulte de la comparaison dft^ ^ lations (4) et (5), on remplace A et S par les valeurs (3)et (yj^onlr^'J'la formule
qui prouve que t, q et p ne peuvent être nuls à la fois.
2** Si, dans l'inégalité 2 A > 3F, qui résulte de la comparaison (k? ^" lations (2) et (3), on remplaceA et Fparles valeurs(5) et (ej.ontn^- Ia formule
qui prouve que T, Q et P ne peuvent être nuls à la fois.
SCOLIE
694. La symétrie de la formule d*Euler par rapport aux nombres F et la similitude des équations (2) et (4)f (3) et (5) entraînent dan^ relations qu'on peut en déduire une corrélation que le lecteur asan?<' déjà remarquée.
THÉORÈME
695. // ne peut exister que cinq espèces de polyèdres convexes toutes les faces aient le même nombre n de côtés et dont tous ki <* -• polyèdres aient le même nombre m d^arétes*
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Chaque côté appartenant à deux faces, la parenthèse est égale à lAc* 1*00 obtient la formule
4(A-F) ou 4(S — 2),
d'après le théorème d*Euler.
CONDITIONS d'égalité ET DE SIMILITUDE DE DEUX POLYÈDRES COIVTDrv
LEMME
697. Si, dans un angle polyèdre convexe dont toutes les faces /W* une seule demeurent constantes, un ou plusieurs angles dièdres non n> jacents à la face qui peut varier augmentent ou diminuent tous à hfc'cette face elle-même augmente ou diminue.
Fi(j. 38a.
Soient (fg. 382) l'angle polyèdre SABCDEFet, dans cet angle, SAB'J seule face qui puisse varier. Supposons d'abord qu'un seul angle dièdre îîi' augmente ou diminue. Menons les plans ASD, BSD. Les deux ang'^^ P^' lyèdres SBCD, SADEF ne changent ni de forme ni de grandeur, d'apri-? les conditions de constance imposées à leurs faces et à leurs angles diètirt^ Par suite, si l'angle dièdre SD augmente ou diminue, ce ne peut être q^^ par sa partie ASDB ; et, comme ce dernier angle dièdre est compris dan^ l'angle trièdre SABD entre deux faces invariables de grandeur, la f*^ opposée ASB augmente ou diminue (S69).
Si plusieurs angles dièdres non adjacents à la face ASB augmeol^^^ diminuent à la fois, il en sera de môme de cette face ; car on peut i^^ varier isolément, et l'un après l'autre, les angles dièdres considérés^d'après ce qui précède, chaque changement partiel en produira toujoQî^ un de même nature sur la face ASB.
Corollaire. ]
698. Si, toutes les faces demeurant constantes, certains dièdres do^ angle polyèdre viennent à changer, il est impossible que tous varient dao^ le même sens, c'est-à-dire qu'il est impossible que tous augmentent ^^ que tous diminuent.
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Remarquons qu'en faisant ]e tour de chaque sommet ou en faisant ceW^ du périmètre de chaque face on doit trouver le même nombre total d^ variations de signes. En effet, chaque variation de signes autour d'uo sommet correspond à deux arêtes de signes différents qui se suivent s^r le périmètre d'une même face, et réciproquement.
Mais, sur un périmètre, le nombre des variations ne peut dépass^^r ii' nombre des côtés et ne peut être impair; car, puisqu'on doit revenir au point de départ, chaque variation en entraine nécessairement une î^conde. Chaque faco triangulaire ne peut donc fournir plus de deux chargements de signes; les quadrilatères et les pentagones ne peuvent tu fournir plus de quatre; de même, les hexagones et les heptagones plus yk six, et ainsi de suite. Toutes les faces ou tous les sommets du polyèiirt: ne pourront doiic donner plus de changements de signes qu'il n'y a d'unités dans la somme
Or cette somme est inférieure à 4 S ; car on a ( 690 ), d'après la formule ( ; , 4S:= 8-i-2/-h47^-6/?"t-8//-h lo/i'-r- lao -+- ....
II faut en conclure qu'il est impossible que les inclinaisons sur les arôu> changent toutes à la fois.
« Si Ton suppose, en second lieu, que, dans le polyèdre donné, non- » seulement les faces, mais encore les inclinaisons sur plusieurs aréti^ » restent invariables, et que cependant on puisse, sans détruire le ^ro- » lyèdre, faire varier les inclinaisons sur les arêtes restantes, alors, pour » démontrer l'absurdité de l'hypothèse, il sufGra de concevoir la surface » du polyèdre décomposée en autant de portions que les arêtes sur les- » quelles les inclinaisons varient forment de contours différents, et d apn pliquer aux portions, aux arêtes qui les terminent, et aux soomiet.^ A compris entre ces arêtes, les mêmes raisonnements quenousavons ap- A phqués^ dans l'hypothèse précédente, aux faces, aux arêtes et aux som- » mets du polyèdre ( • ). » On y parviendra eu s'appuyanl encore sur 1. lemme précédent et sur le scolie du n** 691.
Corollaires.
701. 11 suit du théorème précédent que deux polyèdres convexes, cosupris sous un même nombre de faces égales, sont égaux ou symétrique^ ^ suivant que les faces égales sont ou non semblablement placées.
702. 11 suit encore du théorème précédent que, lorsque dettx poiyédm convexes sont compris sous un même nombre de faces senibiaÛef, le
(*) Caucuy, loc, cie.
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» toujours un prisme dont les arôles ou côtés n'auront pas changé. D:J » Ton voit que les arôtes seules ne suffisent pas dans ce cas pour déU'r- » miner le polyèdre. Les données qu'il convient de prendre sont cel!t> » qui ne laissent aucune indétermination ('). »
a° La nature du polyèdre n'est pas déterminée, et l'on connaît seuù^ ment le nombre de ses sommets.
Prenons trois de ces sommets à volonté en construisant un triangle ^'il entre trois des éléments donnés. Si Ton considère ce triangle coninv base, il y a S ~ 3 sommets hors de cette base, et la détermination (i** chacun d'eux exige trois conditions. Le nombre cherchô est donc ^> 3-t-3(S-3) ou 3S-6.
SCOLIR.
704. Si un côté et A — i angles déterminent un polyèdre de nalar? donnée, un autre côté pris à volonté et les mômes angles déterminent ut polyèdre semblable au premier. Donc, pour que deux polyèdres tk m^^^ nature soient semblables ^ il faut A — i conditions.
Si les deux polyèdres ne sont pas de nature déterminée, et s'ils oci seulement le môme nombre S d'angles polyèdres, il faut 3S — 7C0Dii!tions pour qu'ils soient semblables.
RELATION ENTRE L* ÉTENDUE D'uNE FIGURE PLANE ET CELLE DB Si
PROJECTION ORTHOGONALE
TIIÉORËME.
705. La projection d^une droite AB sur un axe XY est égale auprduit de la longueur AB de cette droite par le cosinus de l'angle fi'S'' * qu'elle fait avec l'n.re.
Fig. 383,
Fip. 38 '|.
Nous supposons ici (y%. 384) que la droite AB et l'axe XY ne so^'-''
(') Legendre, Éléments de Géométrie, i4' édition. Note VIII.
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707. Le théorème s'étend h la projection de l'aire d'un pafygnnf f-l'^» et mime d'une courbe plane fermée.
Il suffit de faire voir que la proposition a lieu pour un polygone, poi?qn'une courbe n'est qu'un polygone d'un nombre infini de côtés infio ment petits.
Or, soient T, T', T', ... les aires des triangles qui composent le polygone plan P et t, i', i",. .. les triangles correspondants du polygone /j. qui est la projection de P ; cliacun des triangles de la deuiième sériff i'.-: évidemment la projection du triangle correspondant de la première, et ji l'on appelle a l'inclinaison du plan du polygone P sur le plan de projection, on a
/ = TcoSB, ('=T'cosa, (• = T'coso, ...,
d'où, en ajoutant,
(^. ^^.('^. ... =fT-+-T'-i-T'-H...)cosa ou p = Pcosa.
CENTRE DBS niHTAnCES PROPOBTtONN ELLES.
708. Soient A et B deuï points donnés, a un coefficient ou nombre Bie. d'ailleurs positir ou négatif, correspondant au point A, et € un coeŒciet E relatif au point B. On sait que, sur la droite indéfinie qui pas^ pu les points A et B, il existe un point unique M tel, que le rapport ^^ so^t
égal en grandeur et en signe k ■ Projetons les trois points A, B. M
sur un plan quelconque P, parallèlement à unedirection donnée arbitmirement, et proposons-nous de déterminer la longueur de la projetante UM, ou I du point M en fonction dos coefficients o et 6, et des projektoies AA, = a et BB, =b des points A et B.
Il y a deux cas ï distinguer, suivant que les coefficients a et € sont d« mCme signe ou de signes contraires.
rifi. 38;. riff. 388.
Dana le premier cas [fg. 387), le rapport — r est négatif, et. par
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a, b, z étant lea projelaotes relatives au plan P. Donc la rormule
(cn-e)B = aa + 6e subsiste dans loua les cas.
710. Cela posé, soient A,B, C, D ,. .., L autant de points qu'on voudra, situés d'une manière quelconque dans l'espace ; désignons par ce, S. 7, S,..., J les coefficients correspondants, et para, 6, r, il,...,l les norobr» posilife ou négatifs qui mesurent les droites projetant obliquement ou orthogonalemenl les points A, B, C, D,..., L, sur un plan quelconque P.
Sur la droite AB {Jig. 389 ] prenons le point H, tel, que
La projetante 2, de ce point sera, en grandeur et en signe,
UenonsUiC et prenons sur cette droite le point M, tel,qua
La projetanto 2,
de ce point sera
En menant de
tel, que
même U,D et prenant b M, M, S
ur cette droite
un
point
et continuant ainsi jusqu'au dernier point L, on obliendn point M dont la projetante t aura pour expression
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lanlcs de M et de Z. On aura, par la Tormule ('i). d'où, en posant ln = ji.
Le point Z est donc le centre des distances proporJionnelles de? [^' M, B,, B,, ..., quand on donne à M un coeDicient égal à (i.
Ainsi, lians la recherche du centre des distances pm/mrlinnnelL-! •! système de points, on peut renij/lacer plmifurs de ces fioints piir '■' centre partiadivr, ptiurvii qiion lUmne n ce centre un coejficieni cg'il •' ■ somme des coefficients des points correspondants.
Inversement, on peut remplacer un point par plusieurs autres, <■ ' il est le rentre, et dont In somme des cneffitients est fgale à son r'. fïcicnt,
CENTRE DE GRAVITÉ
714. On appelle rmt/e de gnniié d'une ligne droite AB le cenlff '■'' moyennes distances de ses exlréinilés A et B, c'est-à-dire par cons^uis le milieu de cette droitp.
Le rentre de gr/ivilè d'une ligne brisée plane est le contre desdiit^"' proportionnelles des centres de gravité des divers côtés de ce conluH' P' lygonal, ces ci'ntres ayant des cui'fDcients proportionnels aux cdlf*"-'"' rcspo ridants.
Il est aisé do voir, d'après cela, que le centre de gravité du péri"' ''■ d'iinlrîangle ABC. est le centre 0 du ceirle inscrit au triangle A'B'CJ'''"" enjoignant les milieux des calés du triangle primitif (^g. Sgo). Eu l'I-'-
Fie- Stfo. flg. ÎQi.
ti l'on mène les trois hauteurs A' A*, B'B', C'C du triangle A'B'C. ei^ l'on applique la forinulp(3) en projetant Buccessivemcnt sur chacun !■' cAlés de ce triangle, on trouve
AB + BC -4- CA ' Alt -^ BC -,- CA ' AB -,- BO -•- CA
pour les distances du contre de gravité aux trois droites A'B', B'C'.t- ^'
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La Tormule (3) donnant
ï-e=7,-g', -t-ï.-ff, + 7,-è',-*-7.-S'.-^7,-ffi. ■/.g représente le volume du tronc de prisme droit dont ABCDE est la ïa-f En eiïel g„ projetante du point G„ est 6gal au tiers des projetantes <'i-^ points 0, A et B, puisque g, est le centre des moyennes dislances des tri''> sommets du triangle OAB. Donc 7,.^, représenlo (653) le volume du IrtW du prismedroit dontOABest labase. Dcmème, les produits ■/j.^f,, 7,-?.- ■ représentent lesvolumesdes troncs de prismeconstruîls sur OBC. OCD. - D'ailleurs, comme les facteurs 7,, y,,?!,., sont positifs ou négatifs, suivant que les triangles correspondants sont additirs ou sousiractirs,onvcLl que les produi ts 7, .g,, 7,. g-,,. ..ont naturellement le signe -f- ou le signesuivant que les troncs de prisme qu'ils représentent sont addiiits ou ^-^ tractifs. Donc, enCn, le second membre de la relation précédente np'"'' la mesure du volume du tronc de prisme construit sur le polygone ABCDF et, en désignant ce volume par V, on a
jî=V ou S
La dislance du point G à un plan quelconque P, comptée perpeail><^U' lairement au plan ABCDE, est donc indépendante de la position qu^ •' point 0 occupe dans le plan du polygone.
717. Cherchons, par exemple, le centre de gravité d'un trapèze AfliXi 0%. 393)-
TiB- 39J.
D'après le ttiéorème précédent, le point G est le centre des dislai'-'^ proportionnelles des centres de gravitédes triangles AfiD, BDC, cespc)""-' ayant des coefficients proportionnels aux aires de ces triangles, c'ei'-J" dire à leurs bases AB et DC, puisqu'ils ont même hauteur, ou à 3AI ■■' 3KC, les points I et K étant les miiieui de AB el do DC. Mais (7131 ca peut remplacer le centre de gravité du triangle ABD par le système -^^ trois points A, B, D, affectés chacun d'un coefficient égal à Al.el lecen'f' de gravité du triangle BDC par le système des trois points B, D. 'affectés chacun d'un coeincient égal à KC. On adonc easomme à pren'i'^ le centre des distances proportionnelles des quatre points A, B, C. f anecl^srespectivementdecoefBcienlscgauxàAt, A1+ KC,KC. Al-ft'*-
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icimèdre. En reniplaçaiU {Jig. 394 ) les deux sommets A et D par 1< '■ milieul affeclé du coefticieiil ael, de même, les sommets C etDpat'. ■ milieu K affecté du coeSiclent 2, on voit (juo le centre de graeitè l'i ■• tétraèdre est au iiiilieit de lu droite rfiû joint lex milieux île tteur are: ■ opposées AD et CD.
Si, procédant autrement, on remplace les trois points B, C, D [tdi centre de gravité 0 du triangle BCD, affeclé du coefBcient 3, on voilqle centre de gravité G est sur la droite AO en un point tel. que
GO I .... ^,, AO
GÂ = -V '^^-'t-.-dire G0=--.
En réunissant ces deux résultiils, on a la proposition suivante: £"■■ tout tétraèdre, les trois driiites i/ai joignent les milieux de ckiiqne c''; d'arêtes opposées, et les quatre droites qui j'iignent cluir/iie minnici point de reneonire des médianes de la f lire oppnsée, passent par un m' ■ point ; ce point est situé au milieu des trois premières droites, et /• ■■■ chacune des quatre autres il est aux trois quarts de sa longueur (on:r~. h partir du sommet correspondant.
THtoRÈMB.
719. l'aire latérale d'un tronc de prisme quelconque est égale ou i"-
duit du périmètre de la section droite par ta portion de In parvUrir i*-'
arêtes du prisme, menée par le centre de gravité du contour de ti sc' " '
droite et comprise entre les tleux tmses du tronc [fig. SgS.)
FiR. 395.
Soient A'BX'D'E' A"B"C''D''E' le tronc de prisme, et ABCDEune» ■ tion droite située, par exemple, au-dessus des deux bases- Par lc> ''"''■ lieux L, M, N, P, R des côtés de la section drollo, et par le ceoifi' '• gravité G du contour de cette section, concevons di's parallèles aux an^''^ du prisme, et appelons respectivement /', m', n',p',r', g' les longueur?^' ces parallèles prolongées jusqu'au plan de la base A'BX'D'E', el F, 'ù
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n" y p\ r\ g" les longueurs des mômes parallèles prolongées jusqu'au ])lan de la base A''B'C'D''E'. >,/*, v, tt, p étant les côtés AB, BC, CD, DE, EA de la section droite, on aura, par la formule (3 ),
( A -t- a - f- V -+- Tc -h p ) «•' =3 ^/' H- ^ m' -r- V /î
d\)ù, en retranchant,
or".
(a h- pt -+- V -+- tt -f- p) (^-. ^') = >(/•—/') -F pi (;/i*—w')-f-v(//" — /î')
Le second membre représente évidemment la somme des aires des faces latérales du tronc de prisme ; il doit donc en être de même du premier. Or, 00 premier membre est le produit du périmètre X-+-/A-HVH-7r4-pde ta section droite, par la portion g' — g' de la parallèle aux arêtes du prisme menée par G et comprise entre les plans A'B'C'D'E' et A''B''C''D''E".
THÉORÈME
720. Les centres de gravité des aires de toutes les sections planes d'un prisme sont situés sur une même parallèle aux arêtes de ce prisme.
Le théorème est évident pour le prisme triangulaire, car, lorsqu'on projette obliquement ou orthogonalement un triangle sur un plan, chaque nuViiane du triangle primitif a pour projection une médiane du nouveau triangle.
Considérons actuellement un prisme quelconque ; soit ABCDE [fig, 892) pa section droite, qu'on a décomposée en triangles en joignant aux divers ôoinmols un point quelconque 0 de son plan ; soit P le plan d'une section (|uelronquo incliné d'un angle a sur le plan de la section droite. Conservons toutes les notations du n** 716, et désignons par A', B',C', D',E',0', (f'.G',,G'„G',,G\,G\ les points où les arôtes du prisme et les parallèles a it's arêtes menées par les points 0, G, G,, G,, G3, G^, Gj rencontrent U» plan P. G étant le centre de gravité de la section droite, on a
i't, par suite, en multipliant par cos ce,
7 cosa»g — 7, cos a ./f , H- 7, cos Ct,g^
-^ y^COSx.g, -t- 7,cos X. o'^ -f- 7iC0Sa.^'^.
Mais les points G',, G',, G',, G',. G'^ sont, d'après le premier alinéa, les Cintre^ de gravité des triangles O'A'B', O'B'C/, O'C'D', O'D'E', O'E'A', dent se compose la section par le plan P, et 7, cos a, 7,cos«, 7, cos a,
mx
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D3a, 7^cosa sont(706) les airesde ces irîangles prises avec le Eàgnele signe — , suivant que ces triangles sont additifs ou soustracîic la dernière relation exprime que le point Gesl le centre de gniiï a section oblique.
il. Le thi5orème correspondant sur les centres de gravité des pr"rei des diverses sections planesd'un prisme n'est pas vrai. Lacecirr^ périmètres des sections faites par une série de plans parallèles si'-'' I situés sur une même droite parallèle aux arêtes, mais cette dn.'i!< léplace lorsque l'inclinaison de la série des plans parallèles vieni t
THËORÈMB.
B, Le-volume d'un tronc de prisme quelconque est égal au proàia ''aire de la section droite par la dislance des centres de graritè d-
ans le cas où la section droite est l'une des deux bases du tronc. > irème résulte immédiatement de ce qui a été dit aux n°* 716 et Tij etiet, on a vu au a" 716 qu'en désignant par V le volume d'un pari '■ ic, par 7 l'aire de la section droite, et par jf la parallèle ausar«t«id^ me menée par le centre de gravité de cette section droite yaip' tre base, on avait V = g.-/, et l'on sait, d'après le q" 720, que relie ite g réunit les centres de gravité des deux bases. onsidérons actuellement un prisme dont les arêtes soient obliques w jases A'BC'D'E' et A'B'C"D°E' [fg. SgS). Désignons par V sonT> e, menons une section droite ABCUE au-dessus des deux bases, eup ins S, V, V l'aire de celle section et les volumes des deux iraocipris entre cette section et chacune des deux bases priraitived. Si 'i'^ irve que les centres de gravité G, G', G' de la section droite cl iti % bases sont sur une même parallèle aux arêtes, on a
V--.-:S.G'G'' = Bcosa
cosa De là, cet autre énoncé :
Le volume d'un tronc de prisme quelconque est égal au produit de fune des bases par la perpendiculaire abaissée du centre de gravité de r autre base sur le plan de la première.
724. Nous devons signaler à Tattention du lecteur le mode de démonstration employé au n® 716. Celte méthode, dite par les solides auxiliaires et qui consiste à faire intervenir la Géométrie de l'espace dans la solution d'un problème de Géométrie plane, se distingue par le caractère intuitif des démonstrations qu'elle fournit. Les travaux de Desargues, de Monge et de Poncelet, en offrent des exemples nombreux et remarquables.
MÉTHODB FONDÉE SUR LA PROJECTION CENTRALE
725. Quand deux figures planes sont la perspective (586) Tune de l'autre, certaines propriétés de la première figure conviennent encore à la seconde; on qualifie de projectiles les propriétés qui se conservent ainsi en projection.
Toutes les propriétés descriptives sont projeclives; car, si plusieurs points sont on ligne droite, leurs projections sont en ligne droite, et, quand plusieurs droites concourent en un même point, leurs projections passent pur la projection de ce point.
11 n'en est pas de même des relations métriques. Quelqucô-unes, comme la proportion harmonique, sont projeclives; mais la plupart, môme les plus simples, ne le sont pas. Ainsi, l'égalité entre les deux segments d*uno ligne droite n'est projective que dans le cas très-particulier où il y a parallélisme, soit entre les projetantes, soit entre la droite considérée et sa projection.
Pour démontrer sur une figure donnée une propriété que l'on sait être projective f il suffit de prouver que la propriété a lieu pour Vune quel' conque des projections de cette figure. L'application de ce principe évident constitue un moyen de recherche connu sous le nom de méthode par projection, et qui est de beaucoup le plus fécond parmi les procédés qui reposent sur Tintervention de la Géométrie de l'espace dans les questions de Géométrie plane.
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Toutefois, comme on na fail ainsi que ramener un problème à un itre, il importe de choisir le centre et le plan de projectioD, de Taçon je la nouvelle figure offre des circonstances plus propres à la rerhcrch ■ j'on a en vue. Pour obtenir une projertinn plus simple rfiie la ^s"" •oposée, on projette ortlinairemcnt cclle-ri de telle sorte i/u'un de %e< linls ou une de ses droili-s passe à l'infini dans la projection. Il iv&: ridemmeni pour cela que le plan de projection soit parallèle, dans Ir remier ras à la projetante du point considi^ré, et dans le sec«nd cas un an projetant de la droite qu'on veut rejeter i l'infini. C'est ainsi qu .■■ . •tmlrilatén- complet donne un pandlélngramme, quand on projette si.i 'I plan parnllèle ît celui qui passe pur le centre S de fin^jection et /ynr une de ses irais diagonales; et même, comme l'un des angles de ce f'<ilUélogramme est égal h celui sous lequel on voit du point S la diagonal ' >nsidérée, on peut, par un choix convenable du centre S, donner •la irallélogramme obtenu un angle de (elle grandeur qu'on voudra (entre ko et i8o degrés).
726. Nuus allons appliquer la méthode par projection à trois Ihéorënws, éjà démontrés d'une autre manière [319,326, 327).
i" Diins lin /puiilrîldtère tomplet \^DEt', c/iai/iie dr/igoiiale AC "' iviièe Imrmoniipieiiient par les deux autres BD et EF (fig. ao(>). En rejetant de façon à rejeter la projection de RF â l'inrini, un obtient uu arallélc^rammo abcd dans lequel la propriété énoncée est évidente : or i droite ac, étant rencontrée par M en son milieu et par la troisi''nie iagonale à l'intini, se ttouve divisée barmoniquement (333).
■1° Quand deux triangles ABC, A'B'C sont tels que leurs côtés huin-^ •gucs se coupent deux à deux en trois pointf a, p, 7, situes en l-s^n mile, les droites qui joignent les sommets hoinolngues concourent en u,i téme point 0 [fis- an)- En projetant la figure de façon que la proJedLin e la droite 3{3y passe à l'inlîni, on est ramené i démontrer la m<^ii<' ropriété pour deux triangles »^, <i'6V', ayant leurs cdti's homulugi;i> arallèles; or, on sait que deux triangles de ca genre sont hommlié' ques (361 ).
3° Quand deux triangles ABC, A'B'C sont tels que les droites 71.-. lignent leurs sommets homologues concourent en un même point 0, le ilés linniologaes se coupent deux à deux en trois /nintt a, p, y, sititr-t n ligne droite [fig. 311}. En projetant la figure de façon que la droite ui joint les doux pointa a et ^ ait sa projection & l'infini, on obtient deux :iaTigles abc, a'b'c', qui, comme lus premiers, ont loLirs sommets liumoigues situés sur des rayons issus d'un même point 0 (projection de 0). lais i|ui ont en outre deux couples cb pi c'b', en et c'a' de côtés lionioigues parallèles; il sufGtalorsdu prouver le parallélisme de oA et dcui-'-
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remplit les conditions prescrites dans la règle précéd«ite. On retrou\c ainsi la projecLivité du rapport anharmonique de qaatro points en Iil'i/ droite, ainsi que respressjon
gin CSA , ainnSA
sinCSB' BinUSli
du rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites SA, SB, £€,>!: GÏluées dans un même plan, qui ne dépend que des angles de cdroites, el qui n'exige pas la considération d'une tranSTersale auii-
Ajoutons que le rapport anharmonique de quatre plans A, B. C. D. passant par une même droite, est susceptible de l'expression analogue
. ^\ . -^ ainCA , sinDA
sinCB sinDB
dans laquelle la notation CA représente l'angle des plans C et A. Oiv remarque résulte de ce que le rapport antiarmonique d'nn faisceau •''■ quatre plans est égal à celui du faisceau des quatre droites suiratil 1e^ quelles ces plans sont coupés par un plan perpendiculaire à leur art'ir
PIGCHES nOUOLOGIQUES.
7S8. A la roéltiode par projection se rattache directement ]> théorie des figures homologiqucs qui est due à Poncelet, et qui se recommande k la fois par le rôle considérable qu'elle joue en Géomctin' pure, et par l'heureux parti qu'on peut en tirer en Géométrie dv-?criptive.
On dit que âeuxji^ares situées dans un même plan sont hoim^tgiiiart. i/iiami elles se correspondent point par point et droite par droite, de Irili sorte que deux /mints homologues quelconques soient en ligne drji't ai'cc an point fixe, et que deux droites Immologues qiielcom/ues it coupent sur une droite fi^c. Le point fixe prend le nom de centre d'humologie, et la droite fixe celui d'axe d'/tomolugie.
Des deux derniâres conditions énoncées dans la dénnition, il suQît qut l'une soit satisfaite pour que l'autre soit remplie; ainsi :
Deux figures sont bomologiques, si elles se i-orrespondent /mint jiar point et droite par droite, île façon que deux points homologues quelconques soient en ligne droite avec un point fixe.
Dcu.K figures so/a /lomologiqnes, si elles se eorresptutdent poini pur point et droite par droite, de façon que deux droites homrdogues qnrlconqaes se coupent sur une drwtt
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Il suffit, en effet, de prouver que, si p est le point de concours d'un premier couple (AC, A'C) de droites homologues (fg. au), et y le point <ic concours d'un second couole ( AB, A'B'), le point de concours a iVxxn troisième couple quelconque ( DC, B'C) est situé sur la droite ^7. Or cela résulte du théorème démontré aux n** 336 , etc.
11 suffit, en effet, de prouver que, si 0 est le point d'intersection des druiteâ kk\ BB', qui joignent deux premiers couples ( A, A' ) (B, B' ) de points homologues, la droiie CC' qui unit un troisième couple quelconque (C, C) passe par 0. Or cela résulte du théorème démontré aux n** 327 , etc.
C'est en projetant sur un plan quelconque P deux figures bomothétiques situées dans un autre plan Q, que Puncelet [Traité des propriétés projectives. Section III, Chapitre 1) est arrivé à la notion des figures horoologiques. Il est évident, en effet, que dans les deux nouvelles figures la droite qui joint deux points homologues quelconques passe par la perspective du centre de similitude des figures primitives, et que deux droites homologues quelconques provenant de la perspective de deux droites parallèles ont leur point de concours (588) sur la ligne de fuite du plan Q.
7:^. La transformée homologique F' d'une figure P est déterminée [ftg. 396) dès qu'on donne, outre ce centre 0 et l'axe X d'homologie, le f>oint a\ homologue d'un premier point a de la figure F; car, pour obtenir l'homologue ni d'un point quelconque m de la figure F, il suffit alors de déterminer le point c où la droite am coupe Taxe X d'homologie, et do prendre l'intersection m' du rayon 0/n avec la droite a's homologue de ac»
FiR. 396.
be.
Souvent, le centre on l'axe dliomologie sont hors des limites de la fouitlé do dessin, et il faut savoir trouver Thomologue m* d*un point quelconque m de la première figure en n'employant que le centre d'homo-
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logie 0 et deux couples de droites correspouduntee, ou bico que l'ai' d'homologie et deux couples de points correspeDdants. Voici la matcbe qu'on suit.
1° Soient L/fy, 397) 0 le centre d'homnlo^ie, et {"/», o'f/), (oif,n-i deux couples de droites homologues. A l'aide de deux rayons quriconques 066', Occ', menés par 0, on déterminera un troisît^me coay'-' (bc, b'c'] de droites homologues; le point g commun à am atk he ilf pour homologue le point g' commun k b'c' et au rayon Og, et «'g* hotn':loguB de ag rencontrera Om au point cherché m'.
2° Soient (j%. SgS) X l'axe d'homologie, et [a,ii') (i, f) deux cou pies de points corrcspondaols. En joignant au point a' le point a oii <'coupe l'axe d'homologie, on aura l'homologue de ta droite am; on v'.tiendra de m6me l'homologue b'^ de la droite bm\ l'homologue '"' >■ point m sera donc le point commun a n'a et â b'^.
fie. 198-
Nous devons faire remarquer que toutes ces constructions n'exijt;-:
que l'emploi de la rigte.
730. Il est évident ; 1° que toute droite passant par le centre d'Iiumvlogie se correspond à elle-même; 3° que le centre d'homologie ediav-. avec son homologue, ot qu'il partage cette propriété avec chacun Jrpoints de l'axe d'homologie.
Puisque deux droites homologues coupent l'axe d'homologie au imV:poiot, à la droite de l'iormi de la première Ugure F drit correspOD.r dans la seconde figure F' une droite J' parallèle à l'axe d'homotope: '. de mème,^ la droite de l'inrini de la figure F' répond dans la figure F ui: droite 1 parallèle à lave X ; lu droite 1 prend le nom de diviie Uauie l, la figure F, et la droite J' celui de •/miic limite de la Bgurc F.
Ilien de plus simple que de construire la Bgure P quand ou oonnaii '<■■
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Ogure F, 8a droite limite I ainsi que le centre 0 et Taxe X rrhomologie; m étant \Jt^, 399) un point quelconque de F, on mènera par m uno
Fig. 399.
droite quelconque im\ on joindra le centre O au point / où cette droite coupe I, et par le point f où celte mAme droite coupe X on mènera la parallèle à 0/; cette parallèle, qui est évidemment l'homologue de la droite cm/, rencontrera le rayon Ow au point demandé m\ On lit immédiatement sur la figure la relation
Om^ _ Ow M im
d*où l'on déduit les deux formules
0//i' = Il — r?
mm tm
m m=^\jm — :»
mt
qui nous seront utiles plus tard. La seconde de ces formules a été donnée, vTï 1704, par le géomètre belge Le Poivre qui, comme de la Hire et Newton, avait étudié quelques cas particuliers de la transformation homologique, bien avant que Poncelet eût créé la théorie complète de ces fij^ures.
731. QiMnd deux figures sont homologiques : i^ le rapport anharmo* nique de quatre points en ligne droite, a, ^, c, </, est égal au rapport anltarmonique des quatre points homologues a\ b\ c\d \ car ces rapports sont égaux l'un et l'autre à celui du faisceau Oaa\ Obb\ Ocr', Odtl'y a" le rapport anharmonique d*un faisceau SA, SB, SC, SD de quatre if mites est égal au rapport anharmonique du faisceau formé par les quatre droites homologues S'A',S'B', S'C',S'D'; car les rayons homologues des deux faisceaux se croisant sur l'axe d'homologie, les rapports anharmoniques considérés sont égaux à celui de la section commune faite par Taxe d'homologie.
732. Considérons deux figures homologiques; soient ijrg, 396) 0 le centre et X l'axe d'homologie, (/?, a') et (m, m') deux couples de points
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homologues, net a lespoiiilâuù les rayons 0/»/»' et Oon' coupent l'a: el 1 le point de concours de am et do i^/»'. Le faisceau (lO, «a, (X, étant coupé par lesdeiii iransversales Oini»',Oaa\ on a
Le rapport anharmonique (Of""'"') a donc une valeai donne à cette constanle, que nous désignerons par 1, le nom de corffini:'-- ,nom,hs(,.
La réciproque de cette proposition est vraie, et elle conduit à une nivelle déiinition des figures liomologiquea :
Élaat donnés dans un plan un /loinl fixe 0 et une ilraite fixr \ {fis- ^9^)i '' ■'■"'■ r/w^Kt rajxin 0[i on prend deux points m et m' in ijae le rapport anliarmaniqae (Ofiwoi') ait une valeur eontlanîe ï, 'f
points m et ni' décrii>ent deux figures homologir/ues.
En effet, par la déBnilîon même, deux points homologuer quekcu- (;oas m et nï sont en ligne droite avec le point Qxe 0; il suffit dcr,' de prouver que, si le point ai décrit une droile m, le point m" décrit > son tour une droite coupant l'axe X au même point i que la première. O menons par le point 0 une droite quelconque, et désignons par a, i, u les points où elle rencontre les droites im, iX, tni': te faisceau (lO, i'" tX, tni') étant coupé par les deux transversales O;*, Ox, les rspporLanbarmoniques (O^mm') (Oxnn') seront égaux; le second aura du): comme le premier la valeur X; donc le point a*, qui est ailiié sur tm. sera la position que prend m' quand m vient en a.
La conilanle )k est égale an rapftorl des dislances de la droile ùmile \ au centre et à l'axe d'homniogie. Car, pn désignant par e et 7 let fff ■ jeclioDS orthdgoDales du centre 0 sur les droites 1 el X, el appliquant le théorème précédent au système formé par les quatre pointa 0, 7, c et f . le dernier étant à l'inQni, on a
On voit de même que le rapport des distances de la droite limilc i' ; '
centre el à l'axe d'homologie est égal à r-
Quand la constanle 1 est égale à ~ 1, les deux droites limites coïn'':' dent avec la droite unique qui est équidisUmte du centre et de l'^ti! d'homologie ; ce genre particulier d'homologie prend le nom d'^moit^" harmonique.
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Quand l'aie d'homologie est à l'infini, le rapport aabannoiiique {0(*mm'] se réduit i -7- , et la relation
montre quo Vhamohgie devient hamai/iélie ; le point 0 est le centre de siniiliiude, et 1 est.ie rapport de similitude.
Enfin, si c'est au contraire le centre d'homologie qui est à l'infini, le
rapport anharmonique (Ofxmm'} se réduit à — -1 et la relation
montre que la seconde figure résulte de la première en ililattint dans un rapport constant les onlonnées abaissées de ses divers points sur l'axe 6j[e X dans une direction donnée; quelques géomètres donnent i ce ^□re d'homologie, qui se présente fréquemment, le nom HaJJiniti,
733. Nous terminerons par nn théorème très important tant au point do vue théorique qu'au point de vue des applications: d'une pari, il montre la concordance entre l'homologie et la perspective ; d'autre part, 11 intervient fort utilement, on géométrie descriptive, pour la solution du problème des rabattements et des questions relatives aux sections planes des prismes et des pyramides, des cènes et des cylindres.
(}uand lieux figiiret planes F et F' sont en perspective, leurs pjvjeetioiis sur un plan quelconque U, à l'aide d'an centre de projection quelconque u, tant deux fguret homologiques ; le centre d'homologie est la projection o du point de vue V, et l'are d'homologie est la projection Ut de l'intersection LLi des plans P et P' des deux figuret.
La démonstration est presque intuitive :
En effet : d'al>ord, â chaqno point m de la (ïgure / répond évidemment un point unique /»' do la ligure/, et la droite mm' passe par a puisque les points correspondants M et M' des figures F et F' sont en ligne droite avec V. En second lieu, à nne droite quelconque d do la Ttgnre/ répond évidemment une droite et une seule if delà figure/*, et le point de concours de dti\A.tsd est sur Ux puisque les droites correspondantes D et D* des figures F et F* se croisent sur LLf
La réciproque exige plus d'attention :
Deuxfigureshomologiquesf et f peuvent , d'une inanité de manières, être contidiréM comme la projection sur leur plan H de deux Jîgur^ planes V et F' qui sont en perspective (fg, 400).
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Eu effet, soit ot un point pris à volonté dans l'c^iiati.-, et o le c«i>lr< d'Iiomologie de/et de/'; dans le plan Q déterminé par tu el par l'di' d'Iiomologio lU des figures/ 61/*, chuisissong arbilraircmont unedrui:<' LLi ; imaginons par cette droite deux plans I' et P' el appeioDS G et (< tes points où ces plans coupent la drail« aïo. Enôn, désignons Te^i*cUvcment par K et F' les figures <]u'on obtient en projetant, du point comme centre, los Ogurcs/et/', la première sur le plan P, la secoo': sur le plan P'. Tout se réduit à démontrer que les -Rguros F et F' w:.
Us- 4oo.
en perspective; en d'autres icrniPs.siM el M' sont les points de ftli situés sur les projetantes lom. mm' de deux points homologue» qu<-> conques m el m' de / el de/', il suffit do prouver que la droite H.M' pipar un point fi\e. Or, soil gx le point où mm' coupe U,, |i, le point >• uj;x coupe LL, el I et V les points où MM' rencontre ui[i et uo. Le n\port anharmonique de la division [lomm'est constant elégal au rspp"' d'homologie des figures /et/'; mais ce rapport enharmonique est i^-; a celui de la division IVMM' et, par suite, égal aussi à celui de la division w VGG' qu'on obtient en projetant la précédente du point pi, sur "n Daillcurs, les points (u, G et G' sonl fixes; donc il en est de même Ji point V. c.o.F.D.
Un cas particulier inléressant est celui où F et F' sont deu\ [losiiiour d'une même Ggure qui tourne autour d'une droite de son plan; dan^ ^v cas, F el F' sonl, en effet, en perspective, le point do vue V étant à l'w Gni dans la direction perpendiculaire au plan bissecteur du dièdre forw par les plans de F et de F'. Enfin, si l'on choisit alors pour plan de p^'jection le plan de la figure F', /' ne dilTérera pas de F' ; ce qui mooiri que la projection f d'une figure F et ton rabattemenl ¥' tant ham-Je-
giquer,e,
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LIVRE VIL
LES CORPS RONDS, g I. - CYLINDRE DE RÉVOLUTION.
DtFINITIO^S.
734. On nomme surface cylindrique de révolution la sui- Tace engendrée par une droite GG' qui tourne autour d'une droite (Ixe W à laquelle elle est parallèle et invariablement liée(/ff.4o,).
La droite (Ixe XX.' reçoit le nom iVaxe de la surface, et la droite mobile GG' celui de génératrice ou barète.
735. Tout point A de la dioite GG' décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre est sur l'axe; car, pendant la rotation, la perpendiculaire AO aljaissée du point A sur XX' reste perpendiculaire à cet a\c et conserve toujours la même longueur.
riij. ^oi.
On appelle section droite tome section faite par un plan perpendiculaire i l'axe. Il résulte des considérations précédentps que tes diverses sections droites d'une même surface cylindrique sont des circonférences égales : le rayon commun de
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ces cercles, c'est-à-dire la disiance des deux parallèles XX' et GC, esl le rayon de (a surface cxUndrique, ei l'on voii que le lieu des poinU de l'espace situés à une distance donnée tCune droite fixe est la surface cylindrique de révolution qui a celte droite pour axe et la dislance donnée pour rayon.
736. Considérons une droite lixe XX', un plan P parallèle à cette droite, et désignons par R lo distance de la droite au plan, ou, ce qui revient au môme, la distance de la droite à sa projection AA' sur le plan {Jig. 4o3). Le lieu des poi:its du plan P, situés à une distance donnée 6 de la droite XX', se compose de deux droites BB' et CC parallèles à XX'. placées de part et d'autre de AA', et à une distance de celle droile égale au cdté AB de l'angle droit d'un triangle rectangle OAR. dont l'hypoténuse OB est égale à d, et l'autre côté OA de l'angle droit égal à B. Il en est ainsi tant que S est plus grand que R ; lorsque 6 devient égal ou inrérieur à H, le lieu se réduit à la droite AA' ou cesse d'exister.
D'après cela (735), un plan parallèle à l'axe d'une surrace cylindrique de révolution renrerme deux génératrices de celle surface, ou une seule, ou n'a aucun point commua avec li surface, suivant que la distance du plan à l'axe est inférieure, égale ou supérieure au rayon de la surface.
Flg. 4oi. Fis. 4o3-
737, Arrêtons-nous un moment sur le cas où le plan et la surface n'ont en commun qu'une génératrice AC [fig, 4o3'.
Un tel plan peut ^tre considéré comme la position limite d'un plan variable qui, passant par la génératrice fixe AC et par une génératrice voisine A'C, tourne autour de AC juaqu'i
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ce que A'C vienne, en restant sur la surface cylindrique, se confondre avec AC. Cela éUnl, soit BB' une courbe quelconque tracée sur la surface cylindrique; la sécante BB', qui unii les points B et B' où la courbe rencontre les génératrices AC et A'C, reste constamment dans le plan variable ACA'C; d'ailleurs, cette sécante devient la tangente BN à la courbe BB', lorsque la génératrice mobile A'C vient se confondre avec AC, c'esi-à-dire lorsque le plan variable ACA'C atteint sa position limite; donc ce plan limite contient la tangente BN. Ainsi, le plan limite considéré renferme les tangentes k toutes les coiirhes que l'on peut tracer sur la surface, aux points où ces courbes rencontrent la génératrice AC; on lui donne le nom de jilan langent suivant la génératrice AC.
La génératrice AC, et la tangente à une courbe quelconque tracée sur b surface au point où cette courbe rencontre AC, suffisent pour déterminer le plan langentsuivant cette génératrice. Si l'on choisit en particulier la tangente AM à la section droite AA', on voit que le plan tangent est perpendiculaire au plftn déterminé par l'axe et par la génératrice de contact; en eiïet, le plan tangent renferme la droite AM qui, étant à ongle droit sur AO et sur AC, est perpendiculaire à leur plan CAOX.
738. On appelle cylindre de révolution le corps compris entre une surface cylindrique et deux plans perpendiculaires à l'axe de celte surface, ou, en d'autres termes, la (Igure engendrée par la rotation d'un rectangle AA'0'0 autour d'un do ses cités 00' [/ff.4o4).
Fif. 4ol.
Vis. floi-
La surface cylindrique engendrée par le cùté AA' est la surface latérale du cylindre; les cercles décrits par les côtés
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OA et CA' en sont les baseï, et la droite 00' en esi la haaleur,
739. En construisant un prisme droit, de même hauieur que le cylindre, etayant pour base un polygone inscrit ou cirronscritau cercle de base du cylindre, on obtient un pritme inscrlloit circonscrit au cylindre (Ji^- 4°^]- L^ P'^n de chaque race latérale du prisme circonscrit est langent au cylindre (737). Si te polygone inscrit ou circonscrit au cercle de base est régulier, le prisme inscrit ou circonscrit au cylindre e!^l régulier.
Considérons un cylindre de révolution et un prisme régulier inscrii. L'aire latérale du prisme s'obtient en multipliant le périmètre de sa base par sa hauteur (609]. Or, quand on Tait croître indéBniment le nombre des cdlés du polygone de base, le périmètre de ce polygone tend vers une limite fixe et indépendante de la loi suivant laquelle ses c6tés tendent vers zéro; d'ailleurs, la hauteur du prisme reste constammenl égale à la hauteur du cylindre. Donc l'aire lalé.rale du prisme insrrit tend vers une limite fixe indépendante de la loi suivant laquelle les cdtés dt! sa base tendent vers zéro : c'est celte Hmiie qoeTon appelle l'aire latérale ilu cylindre.
Considérons en second beu un cylindre de révolution et deux prismes réguliers de bases semblables, l'un inscrit, l'autre circonscrit au cylindre [fig. i{o5). Le volume du cylindre est compris entre les volumes des deux prismes. Or, ces deux prismes ont même hauteur, et le rapport des aires de leurs bases a pour limite l'unité (M7), lorsque le nombre commun de leurs cétés croit indédniment; par suite, le rapport des volumM des deux prismes tend vers l'unité, et il en est de marne n/oriinri in rapport du volume du cylindre su volume do l'un quelconque de as prismes. Donc fe vnlume d'un cyiimire de rénolulion est la limite eomnmnr des volumes des prismes réguliers de bases seiiibliibUs, inscrit et circoAlerit, dont on fait croître indéfimmeat le nombre des faces.
Il importe de remarquer que ce dernier énoncé est un véritable thc"réme, tandis que l'énoncé de l'alinéa précédent relatif â l'aire n'est uuune d^nition.
740. Deux cylindres de révolution sont dits ie/n6/a6/<'*, lorsqu'ils sont engendrés par des rectangles semblables, c'està-dire lorsque leurs hauteurssoni entre elles comme les rayons de leurs bases.
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741. L'aire latérale d'un cylindre de révolution a pour me~ tuie le produit de la circonférence de ta base par sa hauteur,
L'uire laiérale du cylindre est la limite des aires latérales des prismes réguliers Inscrits dont le nombre des Taces croît indéfiniment. D'après cela, soient S, C, H l'aire latérale, la circonrérence de base et la hauteur du cylindre considéré; soient i cip l'aire latérale et le périmètre de la base d'un prisme régulier inscrit. On a (609)
Lorsqu'on fait croître ïndéllniment le nombre des côtés de la base du prisme, m tend vers S et ^ vers C; on a donc, à la limite,
S=C.II
COROLLAtncS.
7t2. Si R est le rayon du cylindre, on a C^arRet, par suite,
S = aî:RU.
En ajoutant à cette aire latérale les aires des deux bases ou le double 3 TtR' de l'aire de l'une d'elles, on obtient, pour l'aire totale T du cylindre,
T = 2 jt R H -H 2 7t U> = a t: R ( R 4- U ) .
713. Soient S, S' les aires latérales; T. T' les aires totales; R, If les rjyons et II, H' les hauteurs de deux cylindres de révolution semblables. On aura (7Mlj
ii'-
et.
par
sullc.
RH
ktp =
îr =
RI
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Donc, les aires latérales ou totales de deux cylindres de révolution semblables sont entre elles comme les carrés des rayons ou comme les carrés des hauteurs.
ScOLtE.
741. Considérons un cylindre de révolution cl un prisme régulier inscrit ABCDEFA'B'C'D'ET (fig. J06); par une roislion autour de l'arête BB', amenons la Tact! ABU' A' dans le prolongement de la ^xe BCC'B'; puis, par une rotation autourdeCC, amenons les deux faces déjà réunies dans te prolongement de la face suivanle CDiyC', et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes les faces latérales du prisme eoientréuniessar te plan de la dernière d'entre elles AFF'A'. Dans eon mouvement autour
Fis- kor
de l'arête BB', lecAlé AB reste perpendiculaire à cette arête; il ae place donc sur le prolongement de CB; de même la droite ABC, formée par b
réunion de AB el de DC, vient se placer sur le prolongement de DC,
On obtient donc finalement sur le dernier plan un rectangle A,A,A',A', (fg. J07) dont la hauteur esl celle du prisme droit el dont la base est égale au périmètre de la base du prisme. Ce rectangle est le iMvtioppo ment de l'aire latérale du prisme.
Si le nombre des faces du prisme régulier inscrit dans le cylindre crcll indélinimenl, le rectangle A|A,A',A', conserve la mémo Lauteur, et li longueur de sa base A, A, tend vers la cîrconférenre de la base du cylindre. Le rectangle limite, qui a une hauteur égale à celle du cylindre et une base égale à la circonférence de la base du cylindre, esl dit le développement de l'aire latérale de ce cylindre.
THÉORÈME
745. Le volume d'un cylindre de révolution a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Le volumi réguliers ide D'après cela sa base et i base d'un pr
Mais lorsqu ment, v tent
CoiOLLA
On appelle surface conique de révolution la surtice
engendrée par une droite (iSC tournant autour d'une droiie
fixe XS\' qu'elle rencontre en un point S, ei à laquelle elle
esl Invariablement liée [fig. 4o8).
Fig. 408.
La droite Oxe XX.' reçoit le nom d'axe de ta surrace, et )i droite mobile GG' celui de génératrice ou d'aréle. Le point ?. qu'on nomme sommet, divise la surface conique en deux parlies indéfinies qu'on appelle nappes.
I.e lieu géométrique des droites qui, passant par un point donné S, font un angle donné « avec une droite donnée D, esi une surface conique de révolution ayant le point S pour sommet et pour axe la parallèle menée à D par le point S.
Un point quelconque A de la droite GG' décrit une circonférence dont le centre est sur l'axe, et dont le pian est perpendiculaire à l'axe (733). Par suite, toutes les sections faites par des plana perpendiculaires à l'axe sont des circonférences
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dérer comme la position lîmiie d'un plan vuriabie qui, passant par la génératrice fixe SA ei par une génératrice voisine SA', (ourne autour de SA jusqu'à ce que SA' vienne se confondra avec SA. On voit dès lors, par un raisonnement identiquecelui qu'on a Tant pour le cylindre [737), que ce plan renfenu" les tangentes AM, UN,. .. à toutes les courbes AA', VB", — que l'on peut tracer sur la surface, aux poinls A, B, . . , où h génératrice SA rencontre ces courbes. On donne à ce plan le nom de plan langent suivant la génératrice SA.
La génératrice SA et la tangente à une courbe quelcon<juc tracée sur la surface, au point où cette courbe rencontre &A. suffisent pour déterminer le plan tangent suivant cette pénéralrice. Si l'on choisit en particulier la tangente AM à une «^' tion AA' perpendiculaire à l'axe, on voit, comme pour le ry lindre, que le plan langent est perpendiculaire au plan d^tei miné par taxe et la génératrice de contact.
751. On nomme cône de révolution le corps engendré |U' la rotation d'un triangle rectangle SOA autour de l'un des rô lés SO de l'angle droit SOA [Jig. 4 1 1 ).
La surface conique engendrée par l'hypoténuse S.A est ^> surface latérale du cône; le cercle décrit par le côté 0.\ e?i la base, la droite SO est la hauteur, et l'hypoténuse SA est U côté ou Yapothème de ce cône.
Hc. flii. Fie- 4n.
752. Si l'on coupe une surface conique de réroluliim {Jig, 4i I ) par deux plans AB, A'B', perpendiculaires à l'a^i-
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ei sïiuég d'un même cùté du sommel S, on obiieni un volume lormf né par une porlion de la surface conique, e( par les deux cercles AB, A'B'. Ce corps, que l'on nomme ironc de cône de révolution à bâte* parallèles, est la différence des deux cônes SAB, SA'B'. On peut encore le considérer comme engendré parla rolallon du trapèze rectangle AOO'A' autour du cdlé 00'. La droite 00' est la hauteur du tronc; les cercles AB, A'fi' en sont les bases et A A' en est le côté ou Vapotltème.
En coapaol une aurrace conique de révolution par deux plane AB, A|Bi, perpendiculaires à l'axe, mais situés de part et d'autre du sommet S (J!g. 4i)), on obtient un corps qui est la somme des deux cAnes SAB, SA,B,.II convient de donner encore à re corps le nom de tronc ttc cOne; maie, pour le distinguer du tronc de cône proprement dit, que nous avons déSni dans l'alini^B précédent, nous l'appellerons tronc de cône tir secomle rsftéce (650).
753. En construisant une pyramide de même sommel que le cône, et ayant pour base un polygone Inscrit ou circonscrit au cercle de base du cône, on obtient une pyramide inscrite ou circonscrite au cône [fig- 4 '2], Le plan de chaque face latérale de la pyramide circonscrite est tangent au cône. Si le polygone de base est régulier, la pyramide inscrite ou circonscrite est régulière.
Un appelle nirc luiériili- d'au cé/ieh limite de l'aire latérale d'une pyramide régulière inscrite dont le nombre des faces croit indéfiniment. On lêgiiime cette itéJîniUun en montrant que la limite considérée esisle et est indépendante de la loi Euivsnl laquelle les cdiÉs de la base de la pyramide tendent vers zéro. Le raisonnement est analogue à celui qu'on a employé pour le cylindre {'39) ; seulement, tandis que la hauteur du prisme inscrit au cylindre reste fixe, l'apothème de la pyramide régulière inscrite au cône est variable et tend vers l'apothème du cùne.
On </cwro/ifrr, absolument comme dans le casdu cylindre, que levolmiie tl'an cône de révolution est la limite commune des volumet des pyraiiiidct r^gulièm de bâtes srmbUibles, inscrite et circonscrite, dont on fait crottre indéfiniment le nombre des faces.
^V*. Deux cônes de révolution sont dits temblables lorsqu'ils sont engendrés par des triangles rectangles semblables, c'est-à-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elles comme les rayons des bases.
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THÉORÈME
7S5. L'aire latérale d'un cône de révolution a pou, le produit de la circonférence de sa base par la moitié de ton apothème.
L'aire latérale du c6iie est la limite des aires latérales des pyramides régulières inscrites dont le nombre des faces croît iDdéfininient. D'après cela, soient S, C, A l'aire latérale, h circonférence de base et l'apotbème du cône considéré, eti, p, a l'aire latérale, le périmètre de la base et l'apothème d'une pyramide régulière inscrite. On a (6I»0]
Lorsqu'on foil croître indéflnimenl le nombre des eûtes de h base de la pyramide, * lend vers S, p vers C, a vers A; on 3 donc, à la limite,
Corollaire.
75G. Si K est le rayon de la base du cdne, on a C =: arrC, et par suite
S = jtllA.
En ajoutant la base tiU', on a, pour l'aire totale, T = 7thA-t-rl{'r=7rIt(A + R}.
757. En raisonnant comme au n" 743, on reconnaît que les aires latérales ou totales de deux cônes de révolution semblables sont entre elles comme les carrés des rayons ou des apothèmes ou des hauteurs.
758. Considérons ud cane de révolution et une pyramide régulière inscrite SABCDBF [_fig. 4[3);paruae roUlion autour de l'arête SB, imenons la face SAB dans le prolongement de la face SBC ; puis, par une rotition autour de SC, amenons les deux faces déjà réunias dans le prolongement de la face suivante SCD; et ainsi de suito jusqu'à ce que toutes la faces latérales de la pyramide soient réunies dans le plan de la dernière
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d'eDlre elles FSA. On obtiendra ainsi un secteur polygonal régulier S,A,B,C,I>,E,F,A, {fig.iii), ayant pour rayon l'ai^te de la pyramiile
régulière, c'est-à-dire l'apothème du cône, et pour base une ligne brisée régulière A,B,C, D,E, F,A, égale au périmètre de la base de la pyramide. Si le nombre des faces de la pyramiile régulière inscrite dans le cène croît indéfiniment, le Bccteur 5,A,B,C, n,E,F,A, cans«r\c le même rayon, et la base dégénère en un arc de cercle ayant une longueur égale à celle (Je la circonférence du cène. Le secteur circulaire S, A, D,A, obtenu est dit le tléreh/ipeiierti de l'aire latérale du cône. Il est aisé de calculer le nombre a de degrés contenus dans l'angle A, S, A, de ce secteur circulaire. A étant l'apothème du cdne et R le rayon do sa base, on a
d'où
- 3Co°V.
Pour Ai=2tt,on a/i= i8o°, de sorte que te di.We1oppement est un demi cercle. Le cône correspondant esl d\l équihtéml ; sa section [«run plan passant par l'axe 50 est un triangle équilatéral SAD.
THÉORÈME
759, L'aire latérale d'un tronc de cône de révolution à hases paraltèht a pour mesure le proditil de la demi somme des circonférences de tes basps par son apothème.
L'aire latérale du tronc de cône AU D'A' [fig.^\5) cstladiTrérence des aires latérales des cônes SAD, S A'D'. Cela posé, in-
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scrivons dans le cône SAD une pyramide régulière SA.BCDEFj le plaa A'D' de la base supérieure du tronc de cône décompose celle pyramide en deux parties quisonl, l'une, SA'B'C'D'E'F', une pjramide régulière inscriie dans le cône SA'D*, l'autre. ABCDEFA' B'C'D'E'F', un tronc de pyramide régulier inscrii dans le tronc de cône ADD'A'. Or les aires latérales des cônes SAD, SA'D' étant les limites des aires latérales des pyramides SABCDEF, SA'B'C'D'E'F', lorsque le nombre commun de leurs faces croît indéfiniment, l'aire latérale du tronc de cône sera égale à la limite de l'aire laLérale du tronc de pyramide régulier inscrit. Soient *, a, p, p' l'aire latérale, l'apothème, et les périmètres des bases du tronc de pyramide ; soient de même S, A, C, C l'aire latérale, l'apothème et les circonférences des bases du tronc de cône; on aura (6V1]
Mais, à la limite, lorsque les cùlés du polygone ABCOEF tendent vers zéro, i lend vers S, p vers C, p' vers C, a vers A, et l'on a
COROLLAIBE.
TfiO. Si R et B' sont les rayons des bases du tronc, on a Z = 2 t: R, C = a 7t B', et par suite
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7C1. Par !e milieu A, ducAté AA'(^g-. 4<6]> menons un plan parallèle aux bases du ironc de cône; le rayon A.Oi de la seclion circulaire déterminée par ce plan est parallèle (49S} aux rayons AO, A'O', des bases et, par suite CiSS), égal à la demisomme de ces rayons. Donc la circonférence A, D, est la moyenne arithmétique des circonTérences de base, et l'on peut dire que l'aire latérale d'un tronc de cône de révoliilion a pour meture le produit de l'apothème par la circonférence équidislante des deux bases.
Ce dernier énoncé s'applique aussi au cylindre et au cône ; car la circonférence équidistante des bases est égale, dans le cylindre, à celle de la base, et, dans le cône, à la moitié de celle de la base.
THËORÈUB.
762. Le volume d'un cône de révolution a pour mesure le produit de sa base par le tiers de sa hauteur.
Le volume du cane est la limite des vol urnes des pyramides régulières inscrites dont le nombre des faces croît indéfiniment. D'après cela, soient V, B, II le volume du cdne, l'aire de sa base et sa hauteur ; soient f et fr le volume et l'aire de la base d'une pyramide régulière inscrite dans ce cône. On a (6»3)
Mais, lorsque le nombre des faces de la pyramide crotl indcnnimeni, c tend vers V et £ vers B ; on a donc, à la limite,
CoROLLitlBtS.
763. Si R est le rayon de la base du cdne, on a B ^ n It' et, par suite.
On volt, comme su n" 7^7, que les volumes de deux cônes
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de révolution semblables sont dans le rapport des cubes dti hauteurs ou des rayons des bases.
764. Lorsqu'un rectangle ABCD tourne autour de l'un ()■; ses côtés AB (_yîg. 4i;), le triangle ABC engendre un (une
dont le volume est le tiers (745, 762) de celui du cjlintire engendré par le rectangle ABCD. Par suite, le volume engendri" en même temps par le triangle ADC est les deux tiers du mèmi' cylindre. Cette remarque nous sera utile plus tard.
THÉORÈME
765. Le volante d'un tronc de cône de révolution à baies parallèles est égal à la somme des volumes de trois cùnr: ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc, et pour bases, lepremierla base inférieure, le deuxième la base supérieure, et le troisième la moyenne proportionnelle entre Ui deux bases du tronc.
Considérons, comme au n" 759, un Ironc de pjraniide rc'gulier inscrit dans le tronc de cône. Les volumes des deux pyramides dont ce tronc de pyramide est la différence ajani respectivement pour limites les volumes des deux cônes «foui le tronc de cftne proposé est la différence, on aura le volum-' de ce tronc de cône en prenant la limite du volume du tronr de pyramide. D'après cela, soient V, b, B, 11 le volume, \i-' bases et la hauteur du tronc de cône, c,, b,, B, le volume r\ les bases du tronc de pyramide inscrit; on aura (648)
».,=="-(B,-*-6, + V«i"^J- Mais, lorsque le nombre des faces du tronc de pyramide cr»U
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înilériniment, v, leitd vers V, b, vers 6, B, vers B; et l'on a, à la limite, la formule
(lonl l'énoncé ci-dessus n'est que la traduction en iangigc ordinaire.
CoROLLtIIES.
766- Si R esl le rayon de la bjse inféneure B, et r le rayon de la base supérieure 6, on a B = n R', fr — ti r\ et par suite
7U7. Le raisonnement qui précède s'applique au tronc de secomle espère; W faut seulement substituer le mot smnme au met différence el remarquer que, le trunc de pyramide inscrit correspondant étant de seconde ejpàce, le radical qui Qgure dans l'expresjion de c, doit avoir le signe — (6S0). On obtient ainsi, pour le volume (lu tronc de câno de seconde espèce, la formule
V=y(B + i^»/BÏ) = îy (R' + ^-R/).
768. Parfois, dans la pratique, notamment pour le cubage des tronc» d'arbres non cquarris, les bases dilTèrent assez peu pour qu'on puisse assimiler sans Inconvénient le cône tronque k un cylindre ayant pour hauteur la hauteur du tronc Cl pour base la section faite dans le tronc à égale distance des deux bases. L'erreur commise est d'ailleurs facile à évaluer ; en retranchant le volume cylindrique
du cane tronqué dont le volume est donné par la formule (i), on trouve
L'erreur commise est donc égale au volume d'un c6ne ayant
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pour hauteur la hauteur du Ironc et pour ra)'on de sa hs^c la demi-difTérence des lajons des bases du ironc.
Quand on veut appliquer la Tormule {1} au cubage d'un Iron' d'arbre, il convient de la préparer de la manière suivante: soitC la longueur de la circonTérence moyenne que l'on évalu«> au moyen d'un cordon métrique; le rajon de celle circonférence sera — et, par suite, le volume cherché
_ 7t ne
HO
Ainsi, supposons qu'on ait trouvé i'",&o pour la circonf'^rence moyenne et 6'",5o pour la hauteur, on aura pour le volume
x(.,8)'^6.5x(o,9r^,,. g g 4îi t
769. La question du jaugeage det tonneaux se rallaclieà la mesure du tronc de cône.
En considérant le tonneau {fig. 4i8) comme la somme it deux troncs de cône identiques opposés par leur grande base, oh aurait )a formule
V = l7tH(R' + r'+Rr).
dans laquelle 11 est la hauteur totale du double ironr, f le rayon
Fin. -l'S-
àu/ond AA', et R le rayon de la grande base BB' à laquelle on donne le nom de bouge. Maïs cette formule âoooe évi-
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(Icminenl un résultat trop faible. En introduisant, suivant l'usage, los diamètres A et d au lieu des rayons R et r, et ayant (■•jîanl à l'idcnlilé A'+ o'— aA3 + (A — Ô)', on [leul mettre la
l'orniulc préeédenle sous la forme V= , II Ad h H(A — 5)*.
Dr, le (lernier terme est négligeable; Cîir, son rapport
1 fAriV
■ju précédent, ne dépasse guère un demi-centième dans les i-itnditions ordinaires, ce (jui correspond à une erreur d'un (Ifini-liire par hectolitre.
Mais alors la formule réduite V~ j HA3 est a /ortiori un peti trop faible. Aussi, par compensation, los tonneliers rem- |ilurc'nt-ils le coeflicieni 7 — 0,785 par 0,8; ce qui conduit à la formule très simple V =: (0,8) HAd, qui donne le volume, eu mètres cubes, lorsque H, A, $ sont évalués en prenant le iiiètrc pour unité, Pouravoirlc volume en liectolitres, ilsuflit <lc multiplier par 10 ; c'est ce que l'on fait habituellement, et •111 parvient ainsi à la formule définitive li) V:38llid,
<|iii est généralement employée dans le Midi de la France, et ilont de nombreuses expériences ont permis de constater la sufllsante exactitude. Pour H = o", 756, A = ©""jôg, 3— o»,6i , cette formule donne V = aS/t'i'.
Appliquée aux foudres ou grands tonneaux de looàaoo hectolitres, la formule (1) donne un résultat trop fort, à cause de la forme concave que l'on donne, dans ce cas, aux fonds pour augmenter leur résistance. L'expérience montre qu'il convient alors de diminuer de 4 pour 100, dans les conditions ordinaires, l'évaluation fournie par la formule (1), en entendant par II la distance des deux fonds prise à la partie inféricurc, c'est-b-dire au bas de la porte.
Observons enlln que l'on peut trouver des formules plus exactes, mais en augmentant leur complication ei en faisaiit intervenir un plus grand nombre de v
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S III. - PAEUIËRES NOTIONS SDR LA SPHÈRE.
770. On appelle surface spliérique la surface engendrée par la roiation d'une demi-circonférence ABA' aulour du diamètre AA' qui la termine (Jig. 4"!)}«
Dans ce mouvement, tout point de cette demi-cîrconférenre décrit un cercle dont le centre est situé sur l'axe de rotalion AA' et dont le plan est perpendiculaire à cet axe.
La sphère est le corps limité par une surface sphérique- On confond souvent dans le discours les mots sphère ei surface sphérique, de même qu'en Géométrie plane on dit parfois cercle pour circonférence de cercle.
771. Considérons la sphère engendrée par la rotaiioo du demicercle ABA' autour du diamètre AA' et un point quelconque de l'espace. Quand le demi-cercle générateur vient se placer suivant ACA' dans le plan déterminé par AA' el par le porni considéré, il peut se faire que ce point soit comme E à l'extérieur du cercle ACA', ou comme I à l'intérieur, ou eniin comme M sur la circonférence de ce cercle. Daas le premier cas, le point E est extérieur à la sphère, ei sa distance au centre 0 du cercle ACA'esl plus grande que le rayon R de ce cercle-, dans le second cas, le point I est intérieure la spliére et la distance 01 est moindre que R; enlîn, dans le troisième cas, le point M est sur la surface sphérique ei la distance OU est égale à R.
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La surface spkérique peui donc êire encore délinie le lieu géométrique des points équidistants d'un point fixe.
Ce poini HxeO est dii le centre de la sphère. Ou nomme rnyon toule droiie, lelle que OA ou OM, menée du centre 0 à la surface; tous les rayons d'une même sphère sont égaux. On nomme diamètre loule droite, telle que MN, passant par le centre et limitée à la surface sphérique ; tous les diamètres d'une même sphère sont é^aux, car chacun d'eux esl la somme de deux rayons.
Deux sphères de même rayon sont égales.
772. La définition donnée au n" 111 pour la tangente' aux courbes planes s'étend aux courbes de l'espace. 11 est aisé de voir, d'après cela, que la tangente MT à une courbe quelconque AMB tracée sur la sphère est perpendiculaire à Vextré~ mité du ray^n OU mené au point de contact. En efia\[fig.^'xo),
Fie- 4:
prenons sur la courbe AMB un point M' voisin du point M, menons la sécante MM'S et joignons le centre 0 au milieu 1 de la corde MM'. Le triangle MOM' étant isocèle, la droite 01 est perpendiculaire sur MM'. Or, lorsque la sécante MM'S tourne autour du point M de manière à devenir à la limite la ui[i({onte MT, le point 1 milieu de MM' se réunit ou point M en niûme temps que le point M'. L'angle GMT, position liniite de l'angle droit OIS, est donc lui-môme un angle droit.
TIIËORÈUE.
77^. Toute section plane de la sphère est un cercle. En effet, les points de la section sont, puisqu'ils appartiennent à la sphàre, situés k la môme distance du centre de cette
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sphère; or on sait (91, Sih) que te lieu des points d'un plan équidislants d'un point fixe esl une circonférence de cercle.
ConOLLAISES.
TJk, Si le point fixe 0, qui esl ici le centre de la sphère {J!g. 4^1 )> est situé dans le plan sécant, ce point est le cenif^ même delà section ACR, dont le ra^on ne dilTère pas de cet:. de la sphère.
Si le point fixe 0 est extérieur au plan sécant, le cenlre I de la section DEF est la projection du centre O de la sphér? sur le plan sécant (524). Quantau ra^on lE = r de la seflion. c'est le côté de l'angle droit d'un triangle rectangle OIE doni l'hypoténuse OE esl le rayon B de la sphère et dont l'auire c6té de l'angle droit 01 est la distancée/ du centre de lasphèrt au plan sécant. Ce rayon r résulte donc de la formule
r' == R- - tf.
On est ainsi conduit à diviser les sections planes de la sphcrc en deux classes : les {grands cercles, dont les plans passent par le cenlre de la sphère et qui sont tous égaux entre eut. puisqu'ils ont tous pour rayon le rayon de la sphère; et I» petits cercles, dont les plans ne contiennent pas le centre dr la sphère, et dont les rayons, inférieurs à celui de la sphère, décroissent à mesure que leurs plans s'éloignent du centre di' ta sphère.
Deux petits cercles également éloignés du centre de M sphère sont égaux, et, de deux petits cercles inégalemeni éloignés du cenlre de lasphère, le plu* grand est celui qui al le plus voifin de ce centre.
Ajoutons qu'il faut IroispointiAz la surface spbérique poot
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déterminer un peiil cercle (116, 492), tandis que deux points sufTiseni pour déterminer un grand cercle, attendu que le centre est connu; touierois, dans ce dernier cas, les deux points donnés ne doivent pas élre en ligne droite avec le centre de la sphère, sans quoi le plan du grand cercle, assujetti seulement à passer par un diamètre, pourrait occuper une infinité de positions [&93).
Fie. 4"-
175. Tout gi-and cercle divisa la sur/ace sphériqae et la sphère en deux parties égales, C:ir si, après avoir séparé les deux pariles, on les applique sur la base commune en tournant leur convexité dans le même sens, les deux surFaces coïncideront, sans quoi tous les poinisdela surrace sphérique ne seraient pas à la mâme distance du centre.
776. Deux grandi a^rcles APBP', ABC (Jig. 4a3) se divisent mutuellement en deux parties égales; car le centre 0 de la splière, appartenant à ta Tois aux plans de ces deux cercles, est situé sur leur intersection com'nune, qui est alors un diamètre.
777. Une droite ne peut couper la surface sphérique en plut de deux points. Car cette droite ne peut avoir plus de deux points communs avec la circonférence de grand cercle, située dans le plan déterminé par cette droite et le centre de la sphère.
778. La sphère est de révolution autour d'un diamètre quel' vonque AB. Car la clrconTérence ACB déterminée |iar un plan quelconque passant par AB, ayant môme centre O et même rayon OA que la sphère, engendrera évidemment cette surface en tournant autour de AB [fig. 4^2).
i6o gêouKtbie dans l'egfacc.
779, On nomme pôles d'un cercle de la sphère les e\lT6miles du diamètre de la sphère qui esl perpendicutaire au plan du cercle- Deux cercles DFE, ACB {fg. 4'3)t dont les pions soni parallèles, onl les mêmes pôles P ei P'.
Le cenire I d'un cercle quelconque DE, ses pôles P et P', el le cenire 0 de la sphère sont sur une même perpendiculaire au plan de ce cercle.
Tout grand cercle PFCP' passant par les pôles P ei P' d'un cercle DFE a son plan perpendiculaire au plan de ce cercle. puisqu'il contient la droite PP' qui est perpendiculaire à rc dernier plan.
THÉORÈME
780. Tous les points de la circonférence d'un cercle DFE de la sphère sont à égale distance de chacun des pôles P et P'tif ce cercle.
Fie. ii3.
En elTel. la droite PI, qui joint le pôle P au cenire I au cercle DFE, étant perpendirulaire au plan DFE, les droites PD, PF, PE, ... sont des obliques qui s'écarleni égalemenldu pied I de la perpendiculaire et qui, par truite, sont égales.
On voit encore que les arcs de grand cercle PD, PF, PE, ... sont égaux comme sous-tendus par des cordes égales.
Enfin, dans le cas où le cercle considéré DFE devient uo grand cercle ACB, la même propriété subsiste: mais les angles droits POA, POC, POB, ... ayant leurs sommets au cenire des grands cercles PAP', PCP', PBP', .... les arcs PA, PC, PB, ... sont tous égaux au quart d'une circoorérence de grand cercle.
SCOLIB.
781. Des deux pôles P ei P' d'un petit cercle DFE, nous ne considérerons désormais, à moins d'avertissement conlrairr.
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CA, el l'on conslruil sur le papier un triangle abc eyani pour côiés ces trois longueurs. On détermine le centre i du cercle circonscrit au triangle afrr, et la droite ai est égale au rajon Al du cercle ABC. Par suite, si du point a comme centre, avec une ouverture de compas égale à celle qui a servi è décrire le cercle ABC sur la sphère, on décrit un petit arc de cercle jusqu'à li rencontre p de la perpendiculaire pip' élevée en i sur ai, on Torme un triangle api égal à API, et il ne reste plus qu*jt élever la perpendiculaire ap' sur ap pour avoir en pj/ le diimètre PP' de la sphère.
Pour obtenir des résultats précis lorsqu'on n'a à sa disposition qu'une portion de sphère, il faut : choisir le point P à peu près au milieu de la portion de surface dont on dispose, prendre une distance polaire PA aussi grande que possible.ei, enfin, dans tous les cas, choisir les points A,B, C, sur le cerrl<' ABC, de telle sorte que le triangle ABC soit à peu près équilaiéral.
78&. On emploie souvent, pour déterminer le ra;on d'une sphère solide, un instrument spécial, qui est décrit dans les Traités de Physique et qu'on nomme spkéromètre. Cet instrument fiiit connaître le rayon Al=:/-du cercle ABC, et la Oêche PI=: A. La construction graphique plane reste la même; seulement, au lieu de déterminer le point p à l'aide d'un arc de cercle décrit du point a, on prend ip = h. Mais, dans ce cas, on préfère le calcul à la construction graphique; R étant le rayon inconnu de la sphère, le triangle recUngle PAF donne
ÂÏ = 1P.IP' ou r' = A[aR"A),
d'où l'on déduit
THÉORÈME
Tout plan ACB perpendiculaire à i'extrémili d'mt rayon
OC est tangent à la sphère el, réciproquement, tout plan AtlS
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tangent à la sphère est perpendiculaire à l'extrêmilé du ngvn OC mené au point de contact G [_fig. ^^5).
On dii qu'un plan ACB esL tangent à la sphère lorsqu'il n'a avec celle surface qu'un point commun G, qu'on nomme point de contact.
Cela posé, soti AGB un plan perpendiculaire & l'extrémUé d'un rayon OC. D étant un point quelconque de ce plan.autre que C, CD est oblique à ce plan, et l'on a OD>OG, de sorte que le point D est extérieur à la sphère. Le plan ACB, n'ayant d'après cela que le point C commun avec la surface |;
sphérique, est langent à culte surface. h
Inversement, si ACB est un plan tangent h la sphère au ]'
point C, tout point D de ce plan, autre que C, est extérieur k ||
la sphère, et l'on a OD>OC; donc OC, étant la plus courte !
disunce du cenire 0 au plan ACB, est perpendiculaire sur ce '■
plan.
Corollàihs.
786. Par un point pris sur la surface sphérique, on peut toujours mener un plan tangent à celte surface, et l'on ne '; peut en mener qu'un (516). ,
787. Le plan langenl à la sphère en un point G contient les tangentes en ce point à toutes les courbes qu'on peut tracer
par ce point sur la surface sphérique [772, 521). \
788- Considérons une sphère 0 et un point extérieur S [fig. 4^6). Par la droite OS, menons un plan quelconque qui {
déterminera dans la sphère un grand cercle PAP', ei menons parS une tangente SA à ce cercle. Pendant que le demi-cercle PAP*) en tournant autour de l'axe SO, engendre la sphère, la
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langeiile SA engendre un cdne de révolution qui a eo commun avec la sphère le cercle AB décrit par le point A. De
plus, en tout point M de ce cercle, le c6ne et la sphère ont le même plan tangent; car la génératrice SM et la tangente UT au cercle AB, qui déterminent le plan tangent au cône [750 , sont situées l'une et l'autre (787) dans le plan tangent à la sphère. On dit d'après cela que le cône est circonscrit ù la sphère et que la sphère est inscrite au cône le long du cercle commun AB.
On voit encore par là que, par un point extérieur S, on peut mener une infinité de plans tangents à une sphère 0, et que toutes les tangentes SA , S\f, SB, ... à la sphère, issues du même point S, sont égales.
Si le point S s'éloigne indéfiniment sur la droite PF, lecdne dégénère en un cylindre circonscrit, et le lieu des points de contact de la sphère et de ce cylindre de révolution devient le grand cercle perpendiculaire à la direction PP' des générï> Irices du cylindre.
THÉORÈME
780. L'intersection de deux sphères A et B est une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres AB des deux sphères et dont le centre est sur cette ligne {'fig. ^1-)).
Car cette inieriieclion n'est autre que la circonférence engendrée par la rotation autour de AB du point G cominun aux deux circonférences suivant lesquelles les deux sphères sont coupées par un plan quelconque passant par AB.
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SCOLII.
790. Lorsque deux sphères n'ont qu'un point commun, on dit qu'elles sont tangentes en ce point, qu'on nomme point de contact; le point de contact est situé sur la ligne des centres, et en ce point les sphères ont le même plan langent (120).
Fi(j. 4î7
Les positions relatives de deux sphères sont au nombre de cinq [122], el les relations correspondantes entre la distance des centres ei les rayons sont celles qui ont lieu pour les circonrérences de grand cercle déterminées dans les sphères données par un plan quelconque passant par la droite des centres.
THËORÈUB.
791 . Par quatre points A, B, C, D, non situés dans un mime plan, on peut faire passer une surface sphérique, mais une seule iJig. 4a8).
Fis. 4ï8.
Il s'agit de prouver qu'il existe un point, et un seul, situé h j
la même distance des quatre points A, B, C, D. )
Or, tout point équldislanl de A, B, C, D doit se trouver sur [
la perpendiculaire FH élevée au plan ABC par le centre F du 1
cercle circonscrit au triangle ABC, puisque cette perpendicu- j
laire est le lieu des points équidistants de A, B, C (524) ; il [
doit aussi appartenir à la perpendîculaireEG élevée au plan ACD |
par le ceatre E du cercle circonscrit au triangle ACD. Comme r
l(34> GâOHÉTBlB DANS L'ESPICI.
deux droites FU, EG ne peuvent avoir qu'un point comniuD, on voit d'aboril qu'il ne saurait jamais exister qu'un seal poini équidistant de A, B, C, D. En second lieu, un tel point exisi? toujours si, confortnément à l'hypothèse, les points A,B,C,D ne sont pas situés dans un mSnie plan. En effet, le plan perpendiculaire sur le milieu K de AC, étant le lieu des poioii équidistants de A et de C, doit contenir EG et FH; d'ailleurs, les deux droites KF et K£, suivant lesquelles II rencontre 1« plans ABC et ADC, se coupent, puisque les plans ABC et ADC sont distincts; donc les deux droites £G et FH, étant situées dans un môme plan EKF, et étant, dans ce plan, perpendirulaires à deux droites KF et KE qui se coupent, ont un point commun 0 qui est le centre de la sphère demandée.
COEOLLAIBES.
792. Deux sphères, qui ont quatre points communs non situés dans un même plan, coïncident.
793. Les perpendiculaires élevées aux quatre faces d'un tétraèdre par le centre du cercle circonscrit à chacune de ces taces se coupent en un mémo point.
S IV. - PROPRIÉTÉS DES TRIANGLBS SPHÈRIQDES.
794. On nomme angle de deux courbes passant par un même point de l'espace l'angle de leurs tangentes en ce point. L'angle de deux courbes tracées sur la sphère est donc égal «l l'angle des plant menés respectivement par le centre de la sphère et par les tangentes à ces courbes au point commun: car, ces tangentes étant perpendiculaires au rayon qui aboutit au point commun [772], leur angle mesure le dièdre des deux plans considérés. En particulier, l'angle de deux arcs de grand cercle est égal à l'angle des plans decesarcu
THËOBËHE.
795. l'angle APB de deux arcs de grand cercle PAP*. PBP' apourmesure, soit l'arcde grand cercle AU décrit de ton soiih
LITRB VII. ~ LES CORPS RONDS
mel P comme pôle et compris entre ses côtés, soit le plus petit arc de grand cercle pp^, qui unit les pôles de ses côtés
[fis- 429)-
En effet :
f Les arcs PA, PB élani des quadrants, les angles POA, POB sont droits, et l'angle AOB est l'angle plan qui mesure l'angle dièdre Tormé par les plans des deux grands cercles. niais (794] cet angle dièdre esl égal à l'angle APB des deux .1res de grands cercles, el l'angle au centre AOB a pour mesure l'arc AB ; donc l'arc AB est aussi la mesure de l'angle APB.
2° Prenons sur la circonférence ABC, à partir des points A ctB, dans le même sens, deux arcs kp et B/>,, égaux ^ un quadrant; l'arc ;>/>, est évidemment égal à i'arc AB, et, pour justifier le second énoncé du tbéorènie, il suffît de prouver que;>ei/ï. sont les pôles des cercles PAP', PBP'. Or, la droite Op, perpendiculaire à OA, puisque l'arc kp est un quadrant,
Fie. 1ï9-
et perpendiculaire à OP, puisqu'elle est dans le plan ABC, est perpendiculaire au plan du grand cercle PAP' ; p est donc le p6le de ce grand cercle. De même, p, est le pôle du grand cercle PBP.
Nous avons dit que nous portions les arcs A/? el B/>, dans le même sens, à partir de leurs origines respectives A et B; si on les portait l'un dans un sens et l'autre en sens contraire, l'arc pp, serait le supplément de l'angle des deux grands cercles. Il y a donc une précaution à prendre dans l'application du second énoncé. Il faut considérer, pour l'un des grands cercles PAP*, le pôle p qui est du même côté que le demi* cercle PBP' et, pour l'autre grand cercle PBP', le pôle p, qui n'est pas du môme côté que le demi-cercle PAF.
iCS GGOKSTBII DltlS l'kspiicb.
CoaOLLAIBES.
796. Le lieu géométrique des pdies des grands cercles inclinés d'un angle donné sur un grand cercle donné se compose de deux cercles dont les pûles se conrondeni avec ceux da grand cercle donné. Le rayon sphérique de ces cercles esi égal i> l'arc de grand cercle qui mesure l'angle donné.
797. Pour que deux grands cercles se coupent à angle droit, il Taut el il surûtque chacun d'eux renferme le pAledo l'aulre.
798. Deux grands cercles APC, fiPD {Jig. 4^9) Tormenl en se coupant au point P quatre angles APB, BPC, CPD, DPA ; les angles adjacents APB, BPC soni supplémenuires, les sngics opposés par le sommet APB, CPD sont égaux.
DÉriNlTIOIfS.
799. On appelle ^o//g^Qne «/(AM'gue la portion de surface sphérique ABCDE comprise entre plusieurs arcs 6e gravi cercle. Ces arcs AB, BC, CD, DE, EA sont les côtét du polygone; les angles ABC, BCD,... qu'ils forment, et les sommets B, C, . . . de ces angles sont les angles et les sommeU dj polygone (/îg. 43o).
Kg. 430.
Un polygone sphérique est dit convexe lorsque chaque cAlé prolongé laisse tout le polygone dans le même bénisphère.
Chaque côlé d'un polygone tphêrique convexe est moindre qu'une demi-circonférence de grand cercle. Car, si le côté AB, par exemple, était plus grand qu'une demi-circonférence, on pourrait prendre sur AH, entre A et B, un point 1 tel, que Al
LITRI
fût égal à une demi-c auquel appartieni le c le polygone ne seraii | sphères déterminés pi Un polygone sphéri plus de deux points p
800. Le polygone s\ sphériquei c'est la poi prise entre trois arcs chacun moindres qu'u triangle spbériqueesl
Od pourrait admetli circonTérence, ei appc formée par des arcs te supérieur à une demi' Incommode, parce qt des angles, tels que A suite cela e^i Inutile triangle sphérlque pn les éléments de la flg
Un triangle sphérit; dans les mêmes circoi
n joignant le
{Jig. 433} au centre ( OABC, dont les faces que les cdtés corres[ rique, ei dont les an mesure (70i) que les
fjo gBomëirie Dans l'espakk.
remarque s'étend à un polygone sphérique ABCD {Jig. 433} et
à l'angle polyèdre correspondant OABCI).
D'après cela, à chaque pro/iriélé des angles irièdres ou polyèdres répond une propriété analogue des triangles ou polrgones sphériques; et, pour énoncer cette propriété, il sufEide remplacer respectivement les mots /«ce et angle dièdre p»r les mots côté et angle.
Fig. 433. rie- ii33.
C'est même cette marche que l'on suit pour établir les premières propriétés des figures sphériques. Mais plus tard, et pour des propriétés moins simples, il est ordinairement prérérable de Taire l'inverse, c'est-à-dire d'établir directementles propriétés des figures sphériques pour en déduire les propriétés des angles polyèdres correspondants. On raisoDoe en effet sur une surTace, et en particulier sur la sphère, presque aussi aisément que sur un plan, tandis qu'il Taut un cettain effort pour se représenter une figure de l'espace un peu compliquée. L'étude de l'Astronomie ne laisse à cet égard aucun doute, et la conception de la sphère céleste est un des plus heureux artifices géométriques qu'on ail imaginés.
803, Si l'on prolonge les arêtes de l'angle polyèdire OABCD [fis- 4^3) BU delà du sommet 0, on forme un angle polyèdre symétrique OA'B'C'D', qui détermine sur la surface de I1 sphère un polygone A'D'C'D'. Les deux polygones ABCD, A'B'C'D',dont les sommets sont ainsi diamétralement opposés deux à deux, sont appelés polygones sphériques symétriguei. Les considérations développées au n" S66 conduisent aux propriétés suivantes .*
I* Deux polygones symétriques ont leurs angles et leurs côtés égaux tieux à deux ; 2." ces polygones ne sont pas en ^
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néral siiperposabies, attendu que les parties respectivement égaies sont disposées dans un ordre inverse; 3* pour qu'un t riangiesphérique soit superposableù son symétrique [fig,\'ii),
il faut et il suffit qu'il ait deux angles égaux, et dans un tel
triangle tes côtés opposés aux angles égaux sont égaux t en
d'autres lermes, ce triangle est isocèle.
THÊORËUE.
603. Dans tout polygone sphérique, un côté quelconque est moindre que la tomme de tous les autres.
En effet, soit ABCD le polygone proposé {/g. 433). Dans l'angle polyèdre correspondani OABCD, on a (567)
AOB < HOC -t- COD + DOA.
Donc (127)
arcAB <arcBC + arcCD -t- arcDA.
SCOLIBS.
80V. Dans tout triangle sphérique A1iC{fig.^H], à un plus grand angle est opposé un plus grand côté.
Fi«. 434. Flg. i35.
Cela résulte de la propriété analogue de l'angle trièdre (568). On peut aussi le démontrer comme il suit. Soit l'angle ABC plus grand que l'angle C; on pourra mener dans l'angle ABC un arc de grand cercle BD qui fasse avec BC un angle DBG égal à l'angle C. Le triangle BDC ayant deux angles égaux DBC, DCB sera isoscèlc (802). et l'on aura BD = DC. Or le triangle ABD donne [803)
AB < AD -v BD et, en remplaçant le câté BD par son égal DC, AD<AD-t-DC 00 AB<AC.
CËONSTUI DINS LB6P&GE
En rapprochani ce théorème de celui qui a élé démontré an n" 802 (3'), on voit que : réciproquement, si un triante sphérique est isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux, et si un triangle sphérique a deux côtés inégaux, au plus grand côté est opposé le plus grand an^c.
SOS. De ce qu'un triangle sphérique isocèle est saperposable à son symétrique, il résulte que, dans tout triangle sphérique isocèle, l'arc de grand cercle qui joint le sommet au milieu de la base est perpendiculaire sur cette base et divise l'angle au sommet en deux parties égales,
806. Enfîn les propriétés du triangle recliligne, démontrées aux n" ko et 1^1, s'appliquent au triangle sphérique et s'énoncent de même ; il suntt de remplacer le mot droite par les mots arc de grand cercle.
THËORËUE.
807. Ûans tout polygone sphérique convexe , la somme des côtés est moindre qu'une circonférence.
Car la somme des Taces de l'angle polyèdre correspondant est moindre que quatre angles droite (570).
La démonstration directe est d'ailleurs rjcile. Considérons d'abord un triangle sphérique ABC [fig- 435], et prolongeons les cfttés AB et ACjusqu'à leur rencontre A'; les deux arc> ABA' , ACA' sont des demi-circonférences de grand cerc le (776} cl, comme dans le triangle BCA' le côté BC est moindre qur BA' + CA', la somme AB + AC + BC des côtés du triangle ABC est inTérieure à ABA' + ACA', c'est-à-dire à une clrconférencf de grand cercle.
En opérant d'une manière analogue sur un polygone, c'està-dire en remplaçant un cdté par les prolongements des deui qui lui sont adjacents, on voit que, si la proposition est mie pour un polygone convexe, elle subsiste pour le polygone convexe quia un côte de plus; donc elle est générale.
le
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pôledeA'B'. De plus, puisque C est le pôle de AB qui se trouve par rapport à AB du même côté que C, le plus petit arc du grand cercle allant de C en C est moindre qu'un quadrant : par suite, C est le pôle de A'B' qui se irouve par rapport â A'B' do même côté que C.
SCOLIS.
809. D'après cela, le triangle polaire A'B'C d'un triangle donné ABC peut être considéré comme obtenu ea décrinoi des sommets A, B, C, pris successivement pour pôles, trois circonrérences de grand cercle. Ces trois circonréreoces divisent la surface de la sphère (fig. ^3j) en buU triangles, dont l'un A'B'C est le triangle polaire de ABC. C'est celui qui est tel, que les sommets A et A' soient d'un même côté par rapport à BC, ies sommets B et B' d'un même côté par rapport ■ AC, et les sommets C et C d'un même côté par rapport à AB.
Les deux trièdres OABC, OA'B'C, qui répondent à deui triangles polaires ABC, A'B'C, sont supplémentaires (573'. En effet, d'après la construction du point C, on voit que l'iréte OC, par exemple, est perpendiculaire {T79)au plan A08 et située par rapport à ce plan du même côté que OC : on raisonnerait de même pour les autres arêtes OB' et OA'. Chaque angle de l'un des triangles ABC, A'B'C, doit donc (573] être le supplément du côté opposé de l'autre triangle. Uais celte propriété, en vertu de laquelle deux triangles polaires sooi aussi appelés triangles supplémentairet, mérite d'être dé montrée directement; c'est là l'objet du théorème qui suit.
THËORÈUE.
810. .Si ABC, A'B'C tant deux triangle» polairet, chaqat angle de l'un de ces irianglfit a pour mesure une demi-eireonférence de grand cercle, moins le côté opposé dans t'aittrt triangle {fig. 438).
En effet, considérons, par exemple, l'angle A et prolongeons, s'il le faut, les côtés AB et AC jusqu'à ta rencontre de l'arc B'C; puisque A est le pôle de B'C, l'angle A a pourœe sure l'arc DE (795); mais on a évidemment DE=^B'E + DC — B'C.
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D'ailleurs B'E et DC sont des quadreots, puisque B' est le pâle de AC ei C le pôle de AB; on a donc
DE=icirc.de grand cercle— B'C.
On procéderait de la même manière pour les angles U et C.
Fig. *î8. Fie. 439- l'C- ^4".
Les triangles ABC et A' B'C résultant l'un de l'autre par hi même conslruction (808), la propriété que nous venons de démontrer pour les angles A, B, C du premier triangle convient aux angles A', B', C du second. On prouverait d'ailleurs directement que l'angle A', par exemple, a pour mesure le supplément de BC, en prolongeant BC jusqu'à la rencontre de A'B' et de A'C
SCOLIB.
811. Les propriétés des triangles polaires s'étendeni aux polygones et Bui courbes spbériques.
Soil \Jig. 43g] un polygone spbérique convexe ABCDB; pranons, des deux pAlesde l'arc de grand cercle BA, celui A' qui, par rapport à SA, wtdans le même hémisphère qne le polygone ABCDB; prenons d'une manitre analogue les p6Ies B', C', D*, B' des cAt/s AB, BC, CD, DE. Le polygone A'B'C'D'E' sera le polygone polaire du proposé, et l'on démontrera, comme aux n" 808 et 810 : i' que, it un pofygune sphërique A'B'C'D'E' eif le polygone polaire d'un pofygone donné ABCDB, r^ipnquemeni kKDE est le pofygone polaire de X'B'C'D'W ■,3" que, dam deux pnlygonei polaires, tout angle de l'un est le supplément du côté de l'autre dont le sommet de l'angle considéré est le pâle.
813. On appelle arc de grand cercle tangent en un point H d'une courbe iphériqae AMN {fg. 1.\q) la limite des positions que prend le
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grand cercle mené par le point M et un point voisin N, lorsque ce secocd point N de la courbe lend vers le premier. Une courbe spbérique est ra.iivxe si le grand cercle langent en l'un quelconque de ses points lai^^ la courbe tout entière dans un seul hémisphâre (799). Une court» ibérique convexe ne saurait ôtre rencontrée par un grand cercle en plu^ di: deux points; et, des deux arcs de grand cercle qui joignent deux points quelconques de la courbe, le plus petit, c'est-i^dire celui qui est oioindrt qu'une demi-circonférence, est à Viniérieur de la courbe.
Cela posé, soit A'M' (fg. ^40] une courbe sphérique convexe; en ud point quelconque M' de cette courbe, menons le grand cercle tangent et prenons le pâle H da ce cercle qui est duns le mémo bémisphëre qne li courbe A'M'; le lieu des poinls M est la courhe polaire AM de A'M'. Inversement, la courbe A'M' est la courbe plaire de AM; en d'aulr« termes, le point M' est le pâle de l'arc de grand cercle bogent en M à la courbe AH; car si N est le pâle de l'arc de grand cercle N'T' trogeol i la courbe A'M' en un point N' voisin de M', le point T' sera le pôle iT^ de l'arc sdcant UN, et, quand ce dernier arc deviendra tangent en H. lepointTseconfondraavecM'. Ainsi les pointsUelM' des deux courtes se correspondent deux à deux, de telle sort« que le point U soit le polt de l'arc de grand cercle tangent en U' et que le point M' soit le pôled^ l'arc do grand cercle tangent en M.
Deux fîgures spbériques polaires sont des âguree corrélatives : k toai point de l'une répond un arc de grand cercle dans l'autre, de telle sont que, si trois points de la première sont sur un même grand cercle, le» trois arcs de grand cercle correspondants de la seconde passent paras même point, pôle da ce grand cercle. Tout ibéorème en engendre immédJatement un autre; et c'est même cette corrélation des figures sphériques qui a suggérél'idèe du principe général de diwliié.
Corollaires.
813. Dam tout triangle sphén'qae .■ 1' ta somme det angtet est comprise entre deux et six angles droitt; 3? le plut petit angle augmenté de deux droits surpasse la somme dea deux autres angles,
La démonstraiion est la même que pour tes angles trfèdres [575], et les propriétés énoncées peuvent être elles-mêmes considérées comme une consé(]uence des propriclés correspondantes des irièdres.
Il résulte de là qu'un triangle sphérique peut avoir un, leux ou trois angles droits. Quand le triangle est bireclangif, le sommet de l'angle qui n'est pas droit est le p6le du câic
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opposé, et les cAlés qui comprenneni cel angle sont des quadrants. Dans le triangle sphérique trirectangle, tous les côtés sont des quadrants ; le triangle trirectangle est le huitième de la sphère sur laquelle il est tracé : on le voit immédiatement en prolongeant les arcs de grand cercle qui Torment les côtés du triangle.
TIIËORËUB.
814. Deux triangles tphérigues tracés sur la même sphère ou sur des sphères égales sont égaux dans toutes leurs parties : t" lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux an^^les égaux chacun à chacun; a" lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun; 3" lorsqu'ils ont les côtés égaux chacun à chacun ; 4° lorsqu'ils ont les angles égaux chacun à chacun. — Dans tous les cas, ils sont égaux ou symétriques, suivant que la disposition des éléments donnésest la même ou est inverse.
Ce tlicorème est une conséquence des propriétés analogues (577, 578) des angles triédres. On peut aussi le démontrer directement.
Supposons d'abord que la disposition des éléments soit la même dans les deux triangles, on démontrera régallié pour les trois premiers cas en raisonnant comme au ii" 32 de ta Géométrie plane. Quant au quatrième cas, il résulte du troisième par la considération du triangle polaire (810). Itemnr-quons, (.-n outre, que les deux premiers cas sont aussi corrélailTs l'un de Vautre.
Si la disposilion des éléments donnés est inverse, le premier triangle cl le symétrique du second présenieroiu la même disposition : ils seront donc égaux en vertu des données; par suite, les triangles proposés seront symétriques.
ScOLtE.
815. Un trièdre, dont le sommet est placé au centre de deux spliéres concentriques, détermine évidemment surces sphères deux triangles sphériques dont les angles sont rcspeciivement égaux et les cAtés proportionnels (296). Deux triangles sphériques de cette nature som dila semblables.
n. et ec C — Tr. da Ciom. (If Partis}. la
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THÉORÈME
816. Le p!ui court chemin d'un point à un autre sur ta «!i^ face de la tphère est l'arc de grand cercle, moindre qu'une demi-circonférence, gui joint ces deux points.
i* Il Taui, avanitout, définir la longtieur d'unarcdecoarht gauche, c'est-à-dire doni tous les points ne sont pas dilues dans un même pian. Cette longueur se déûnit comme cello d'un arc de courbe plane- C'est la limite du périmètre d'une ligne brisée qui est inscrite dans cet arc et dont les côUt tendent vers zéro.
NouB allons prouver que cette limite existe et qu'elle est unique, c'est-»dire iodépendanle de la loi Butvsnt laquelle on Tail tendre vers léro Ips divers côtés de la ligne brisée.
Soient {_fig. 440 AB un arc de courbe gaocbe, aà sa proJecLJon orthogonale sur un plan quelconque P, H un point quelconque de AB et m 1* projection de ce puint. Dans un plan pris à volonté, menons une drotiLi indéfinie x,/^, [Jîg. 44a)et prenonsearcetledroite, à partlrd'un pointa,, une longueur a,/», égale à la longueur de l'arc am; puis, au point m,, élevons sur :r,/, la perpendiculaire ni, M, égale à la projetante liai. A tout point H de la courbe AB répondra ainsi un point U, et, lorsque l« point M décrira l'arc AB, le point H, décrira un arc de courbe plane A, B„ dont nous désignerons la longueur par /.
Fis- 44'-
Hz- 4iï-
Cela posé, soient AUNRB une ligne brisée quelconque iucrite Am l'arc AB et amrtrh, A,H,N,B,B, les lignes brisées correspondanlM inscrites dans la projection ab et dans la ligne plane A,B,. La valeur du rapport
AH-+-MN-i-NB-i-RB
A,W,-t-M,N,-KN,B,-i-E,B.
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osl comprise enlre les valeurs de deui des rapports
. AM UN m un
A,U,' M,N,' N,U;' lt,U,'
Pat suite, si l'on peut prouver que chacun de ces rapporte a l'an pour liroile, il en sera do même du rapport (i);et, comme le dénomîi leur de ce rapport a pour limile la quantité bien définie /, quelle que S la loi suivant laquelle les câtés de la ligne brisée AUNRB tendent vi zéro (291), son numérateur aura aussi / pour limite, quelle que a cette loi.
Prenons donc l'un quelconque des rapports (a), ^r-u P^r exemp
Désignonspar Jla diffénnce N/i — Hm, ou son égale N,n, — M,m,. carré du raf^rt considéré aura pour expression
K carré est donc comprise enlre et T, ou I.
Hais, m, n, étant la longueur de l'arc de courbe plane dont mn est la cori 'c rapport a l'uniié pour limite (Î92} quand m, n, tend vers lé
La limite de y-rr est donc égale k i ,
a" La longueur d'un arc de couine sphérique fst égale A limile du périmètre d'une ligne brisée sphérique qui est i scrile dans cet arc et dont les côtés tendent vers zéro.
En elTel. soient AGB (A^. 4^3) un arc de courbequelconq
Fig. 441.
tracé sur la sphère, et AEFGIB une ligne brisée sphérique : scrile dans cet arc, c'esi-à-dire une ligne fortnée de portlo d*8rcs de grands cercles, autant ses extrémités en A et en B ses sommets Iniermcdialrcs situés sur l'arc de courbe AG
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Si les arcs de grands cercles, dont la longueur de li lir'ne Ijrîsée sphérique esi la somme, lendeniséparémeni vers zéru, suivant une loi d'ailleurs quclconr]U(>, le rapport de chacun de ces arcs à sa corde aura l'uni lé pour limite. Il en sera donc de même du rapport de la longueur de la ligne brisée a \i somme des cordes. El, comme [i") la somme des coriles i pour limite la longueur de l'arc de courbe AGB, on voit q»c la longueur de la ligne brisée sphérique Inscrite dans Tare iV courbe quelconque AGB a aussi pour limite la longueur d cei arc.
3" 11 est maintenant irès-facile de trouver le plus couri rhemin entre deux points A et B sur la surface de la spbèri
ifg- 443).
Soient AMB l'arc de grand cercle, moindre qu'une deimcirconférence, qui unit les points A et B, et AGB iw courbe spliérique quelconque tracée entre ces deux poini: AEFGIB étant une portion de polygone sphérique inscrit, dans cette courbe, on aura (803)
AMH < AE + EF + FG + 01+ IB
Or, si l'on fait tendre vers zéro les côtés du polygone inscnile second membre a pour limite (a") la longueur de l'arc -iv courbe AGB. Donc l'arc de grand cercle AMB est moindre que toute autre courbe sphérique allant de A en B : c'est le plus court chemin du point A au point B sur la sphère.
D'après cela, on appelle distance sp/iérique de deux poioii A et B d'une sphère la longueur de l'arc de grand cercU' moindre qu'une demi-circonrôrence qui unit ces deux potnLv
TBËORÈME.
Sn.Pourtju'u/igniml tcrrle soîl perpe/tiiicalaireàan/ietitcrrtlrXVS il faut ef il aafft qur le grand cercle />asse par les pôles 9 et V du prit cercle {/g. iif>).
En d'autres termes, si l'on désigne par 0 le centre de la sphèrr r: refpeclivement, par MS et par HT les tangentes au grand cercle « a" pelil cercle au point commun M, pour que l'angle SMT soit droit, il bui et il EufGl que les plans OMS, MPP' coïncident.
En effet, le plan UFF est perpendiculaire ft UT, puisqu'il ooolieai deui
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ilroites OM et PP' qui sont à angle droit sur UT. Donc, si l'angle SUT est droit, US est dans le planilPP' qui, parsuile, coïncide avec le plan OMS. Inversement, si les plans OMS, UPP" coïncident, la droite MS conlenue dans le plan MP[>'est i angle droil sur la porpon dieu lai re MT à ce plun.
COROLUIRES.
813. Par un point 0 fie lii\p/icrr, ml /icul iiiciier un grand cercle per- /lenttkiilta're à un cercle donné \Q et l'on ne (jeut en mener qu'un : c'est la grand cercle OPI'P'I qui passe par le poinl Cet par les pôles Pet P' du cercle AB (/;?.444).
Il y aurait loutefuis iDdéterminalion si le point 0 coïncidait avec l'un des pAles P el P'.
En laissant da cùté ce cas singulier, on voit que, du poinl 0, on peut mener deux o/r^de grand cercle, OletOPI', normaux i) un cercle donné AB.
TIIËOIIÈME.
ttl9. S, it'un point 0 it'aiie sp/ière, o,t i. ftlits prtil, 01, des deux ares rie graatl cercle ..•,, il.- grand eenleoùliqucs OC, 0^, OE l_fig. 444);
Fie. M-
un cercle AB, le cl pliiiieurt arcs
1 ' L'arc perpendieidaire 01 est moindre que tout arc oùlique OC ;
1* Deux arcs obliques, OC et OE, dont les pieds C « E sont cqiddisMnts du pied 1 de l'ure normal, sont égaiu: ;
3» De deux nrcs obliques, OC el OD, ou OE et OD, celui dont le pied t'rcnrie le plus du pied 1 de l'arc normal est le plus long.
En elTet, le cercle AB divise la sphère en doux cjloltes dont l'une contirnl le point 0; soit P le pâle do AB qui est situé dans cette calotte; menons les arcs de grand cercle PC, PD, et désignons par K l'interscclioa An arcs OD et PC.
I* Dans le triangle fphérique POC, on a
PC - PO < OC
PI -PO ou OKOC.
a* Les poiDlB C el E iUnI symétriques par rapport an pUo du gn-:
cercle PIP", les cordes OC et OE sont symétriques par rapport au nur-
plan el, par suite, égales entre elles; donc les arcs de même rayoo, «
et OE, qu'elles sous-tcndent, sont égaux.
3' Les triangles sphériques OKC, PKD donnent
OC<0K + KC, PD<PK-f-KD, rl'où, en ajoutant,
OC :0D
830. Si le point C décrit le cercle AB en partant du point I, l'ut i' grand cercle OC, d'abord égal i 01, croît, devient égal à OPI', pnist»crolt jusqu'à la valeur primitive 01. Parmi les chemins qui cundaiseot i-^ point 0 au cercle ÂB, le plus court est donc le plus petit, d, des deui arcs normaux qu'on peut mener du point 0 au carcle AB. Aussi, doniKt-on k la longueur de cet arc 01 le nom de dittance spliérique du poini O au cercle AB.
Les réciproques des proposilions précédentes sont vraies |7).
Le iicu géoméiri'iue des points de la sphère équiiUsianti de deux poi-^ ■ de celle surface est le grand cercle perpcndicuJm're sur le milieu de l'en lie grand cercle qui unit les deux pninls ( 49 ).
Deux triantes sphériques rectangies sont égaux ou tpi^iriqBi:< : \' hriqu'ils ont l'hypoténuse égale et un an^e oblique égal ; a* lors'jiiit ont l'hypoténuse égale et an côté égol(^).
Varc de grand cercle bissecleiir de l'angle de deux grandi eerrùrt r r Je lieu des points de la sphère équidistfintt des deux cdtés de cet angle {t^
Les raisonnemeals sont les mêmes qu'en Géométrie plane.
Voici encore deux remarquer imporlaolcs
l' Dans tout II iangle sphérique rectangle, le nouiùre eles cités t^J ■■
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du premier est inlérieur au second, et alors tout point do second est nliSrieur au premier.
Cela pos^.soienlRetrles rayons sphériques do deuxpelilscercl*^, elD la dislcince sphériqne de leurs pâles. Lequart d'un grand cercle étant pria pour tinfté, U et rsont moindres qua i et D est inférieur à a. Si Ut rrrcla soni cxtèneurs, on a D > R -i- r ; ù les cercles sn/tl langent. t eTt^ricartmeml, onoD = R-)-r-, Il (m cerr^î Jc cnd/wrn/, on a à la fois B-t-r>D>R — r; ,<i le cercle r Imiclie intêrieurenicni le cenle R, on a D = R — r; enfin. ti le cercle r est intérieur au cercle R, on a D < R — r. Les réciproques sont vraies.
THÉORÈME
821. Le lieu des sommets ilcs triangles sphériqiies, qui ont une batt commune DE et dans lesquels ta iliffi-rencc entre l'angle nu sommet et Li somme tics angles à la base est ronstante en valeur absntug, se eumpose lie dciii petits cercles passant par les /loinis D et E et symétriques par rapport au plan DEA ilu grand cercle DE.
En effet, C étant un point pris arbitrairement sur la spbëre et P étant le pôle du cercle circonscrit au triangle sphi^riquo CDE, désignons mpectivemonl par 7, S, t les valeurs dos angles é la base dans les trtin;;<s isix-Ëles PCD, PDE, PEC. Si le pôle P est â l'intérieur du triangle DEC (commo dans la fig. 446 )< on a
D + E - C = ( J -h V ) -.- f 5 -M 1 - (7 -f- < ) = a J ; si r est extérieur au triangio DEC, mais situé du même cdl4 que C p*r rapport au grand cercle DE, on a
D + E-C= (J-,-7) + (J-,)_(7_,) = aJ, ou
enfin, si Pet C sont de part et d'antre du grand cercle DE, on a
D + E _ C = (7 - .r) + |. —T) - (7 + .) = - arf.
Il résulte de là que, si le point C se déplace de Tacon que la différence (D-i-E) — C reste constante en valeur absolue, l'anglefiei, par suite, lu triangle isocèle DPE restent invariables do grondeur; en sorte que le point P ne peut avoir que deux positions, qui sont symétriques par n;^ port ou plan DEA. Le lieu du sommet C se compose donc du cercle décrit du point P comme pûle avec PD pour rayon et du cercle symétriqtw par rapport au plan DË.i.
Lorsque la diiTérence [D -4- E) — Cest donnée à la fois en grandeur ri en signe, il faut prendre seulement sur chacun de ces doux cercles Parc qui est situé par rapport au plan DEA du même cOté que son pAle ai la différence est positive, et nu contraire l'autre arc si la différence est négaltie-
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Quand la différonce {D + E) ~ C est nulle, S est aussi nul; les deux points P coïncident avec le milieu de DE, et le lieu est le cercle décrit sur DE comme diamètre dans un plan perpendiculaire au plan DEA.
Ce théorème est l'analogue do celui du n" 13{ de la Génméirie /il/ine.
En effet, lorsque, dans un triangle rcctîligne CDE, on donne l'angle C,
on donne par cela même la différence D + E — C.
PRODLËUE.
Tracer sur la sphère un grand cercle postant par deux
points donnés K et h (_fig. 4i7)'
L'Inconnue de la (|ue&Iion est le p6le du cercle demandé. Or la distance de ce pdie P à chacun des points A et B est égale â la corde du quadrant (780); on l'obtiendra donc en décrivant successivement deux arcs de cercles, des points A et B comme pôles, avec une distance polaire égale à la cordo du quadrant.
Fig. 446. Fis 4'.7- Fie. 118.
PROBLÈME
826. Mener pnr un point donné A sur la sphère un arc de grand cercle perpendiculaire à un grand cercle donné BP ijig- 448)-
L'inconnue de la question est le pôle du cercle demandé. Or ce polo P doit se trouver sur le cercle BP (797), et être Ji une distance du point A égale à la corde du quadrant. On l'obtiendra donc en décrivant, du point A comme pôle, avec une distance polaire égale ii la corde du quadrant, un arc de cercle qui rencontre en P le cercle donne BP.
PROBLÈME
827. Mener un arc de gmnd icrcle perpendiculaire tur un arc de grand tertle donné AD, tn ion miliiu ; ou, diviser un are de grand cercle AD en deux parties égalet\Jîg. 4^9).
UsuITit de décrire des points A etD comme pôles, avec lamËmeouvcr-
lob atovïTiiit DARS l'espace.
lure de compaS) deux arcs qui se coupent en CetD; puis, de bire passer
UD grand cercle par C et D.
Remarquons que ce grand cercle CD divise aussi en deux parties égaler loua les arcB de peLit cercle dont les exlrémités sont A et B.
nu- -(b-
Fis- iSo.
PROBLÈUE.
838. Troaitr le pôle iTun petit cercle pastant par troit pointt donné' A, B, C, sur la sphère IJig. 45o).
Ce pAle P, éUnt équidisUnt de A, B, C, est i l'iaterseclion des iro de grand cercle élevés perpendiculairement sur les milieux des aru d« grand cercle ABct BC (827).
Le pôle P une Tels connu, on tracera le petit cercle avec une ouverture de compas égale à PA.
PBOBLÈHB.
829. Par an point A donné sur la sphère, mener un grand trrrle fallait un angle donné avec un grand cercle donaéXi&O' {J!g. 43i)-
Soit P celui des deux pAlea du grand cercle donné qui se trouve dans te mémo hémisphère que le point A, et soit a l'arc de grand cercle qui mesure l'angle donné, lequel peut toujours être supposé aigu.
Le pdie Q du cercle inconnu doit se trouver sur le grand cercle EE* dont A est le pdle, puisque legrandcercledemandépasseparA.LepAleO
MTHB VII. — IIS COm ROKDS. IO7
doit iDEBi appartenir su pelilcorcle dèuritOupoinLP comme pAlc avec un rayon spbérique égal i «, puisque ce pelit cercle est le lien des pôles des grands cercles qui coupent, eous l'angle donn^, le grand cercle DBD' (790).
On décrira donc deui cercles, l'un du point A comme pôle avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrant, l'autre du point P comme pâle avec une ouverture de compas égale i \i corde de l'arc a. Tout point commun Q à ces deui cercles sera le pAle d'un grand cercle satisfaisant à la question proposée.
Pour que le problème soit possible, c'est-â-dire pour que les cercles auxiliaires se coupent, il faut et il sufTil, puisque l'angle donné est aigu, que l'on ait
PO>PI ou a>J,
en désignant par 3 la distance sphérique AD du point donné A au grand cercle donné DED".
Lorsque le point A est sur le grand cercle donné DED', le grand cercle BE' passe par P, et il sufQt, pour avoir le point Q, de porter sur le grand cercle EPS', à partir de P, une ouverture de compas égale à la corde de l'arc a.
PROBLÈME
830. Construire nn trîanijle sp/iérir/iic reilan^tc, conruiissaiil : l' un rAté lie l'angle itmil et l'hjr//oténiise ; a" an angle et le calé o/j/w.tie,
I* Après avoir tracé Ifig. iS% ) Jeux grands cercles perpendiculaires l'un i l'autre, c'est-à^lire deux grands cercles DAD', EAE', tels que le
Fig. 4Sï.
pAle lie l'un soit sur l'autre, on portera sur l'un d'eux DD', à partir du point commun A, on arc AC égal au c6té donnée; puis, du point C comme l>6le, avec un rayon aphérique égal à Thypoiénuso donnée a, on décrira un CJ^rcle BO' qui coupera le grand cercle El£' en deux points symétriques par rapport & DCD' ; en menant les arcs de grands cercles CB, CB', on aura
8 GtomeTRiB nMK l'bspagb.
IX triangles ephériques symélriques BAC, B'AC, qui répondent à la
9slion proposée.
?our que le problème aoit possible, il faut el il Euflil que le nombre a
i mesure l'hypolénuso soit compris entre les nombres fret 3 — t qui
surenl les distanres sphériques minimum et maximum du point C an
ind cercle EE'.
»*0n commencera par tracer deux grands cercles BAB',BCB'(/^|Ç. 453 j
Fis- 4SJ.
janl enlre eui l'angle donné fi ; soit P le p6le du premier el EPE' le ind ceicle qui est perpendiculaire à la fois sur BAB' et fiCB'; le proime se réduit à mener un grand cercle, porpendirulaire à BAB", c'estlire pa-sant par P, et td que la partie CA, interceptée dans le TuluBEB'D, soit égale au calé donné 6. Or PC seraégal alorsà i - 6. On :rira donc du point P, avec un rayon sph(^rique égal à i — fr, un cercle i coupera BDB' en deux points ; C étant l'un quelconque de ces poinl», triangle BCA salisrera à la question , ainsi que le triangle B'CA. La condition de possibilité consiste dans l'inégalité
PC>PD ou i-6>i-ri,
Kots avons supposé l'angle Baigu; s'il était obtus, on aurait
PC^-i-i, PD = B-i,
la condition de possibilili^ serait A> B.
PBOBLËMR.
B3I. Cimstruiie un triangle s/'/irriqiie, connaissant trois ifuelcunjm-f ses six l'Iêinenls (angles ou côtés).
Ce problème offre six cas dislincU; on [wiit donner ; 1° les trois oàU-i
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ou les trois angles; 3* deux citléa et l'ao^^le compris, ou un côté el lei deux anglea adjacenU; 3* deux cAUs et l'angle opposé à I'od d'eux, ou iti'ux an^cs et ii côlé opiwHê à l'un d'iui.
\ktnf ceUe inuméralion, nous avons réuni chaque fuis les deux cas coi^ réialils. c'csl-à-dire qui se ramèneoi l'un à l'autre par la considération du triangle polaire. Il n'y a donc que trois cas à traiter direclcioenl.
I* On <lannc In trois côlft a, b, e.
Supposons, pour Gxer les idécî', n > 6 > r.
Pour que le prubléme soit possible, il IdUt (803, 807 ) que l'un ail à lu
[ois
Ces coDditioai sont suffisaules. En effet, sur un grand cercle ÏIM' de la sphère, prenons un arc DUC égal à a {fg. J5J ); du point B comme pèle, avec une ouverture de compas égale i la corde do l'arc c, décrivons un
■rc de cercle DD' et, du point C comme pdlr, a\ec une uuveilure de compas égale i la corde de l'arc b, décrivons un second arc de cercle EB'. Puisque l'arc DC est plus grand que chacun des arcs BD cl CE, les points D el E sont situés dans la portion BMC du ^rand cercle UM' el, comme BC est moindre que la somme BD -t- CB, les arcs BD et CE empiètent l'un sur l'autre : lepointE tombe donc entre B el D. D'ailleurs, \i tomme BD'-»-BC-t-CE' étant moindre qu'une circonrérence de grand cercle, lepointE' est situé sur l'arc CM'D' entre C el D'. Il réâuUe de ti que le point B et lepointE' sont, le premier intérieur, le second eiléricur k b calotte qui, déterminée par le cercle DD', b pour pdie B. L'arc EE', qui, par rapport t celle caloite, unit un point intérieur à un point extérieur, doit donc couper la base DD' de cotl« calotte en on oerlainpoint A, lequel est le iroisièina sommet du triangle demandé ABC.
Les cercles DD' et BE' se coupent en un second point A', sommet d tu tecond triangle A'BC, symétrique du premier.
çfo gSoxItbii sâkb l'espace.
Ainai, pour qu'on puiue construire tut triangle sphériijite ttpct iroU diés donnés, il faut et il suffit que le pliu grand raté soit mointUe que % somme des deux autres et que la somme des côtés soit inférieur* à ne circonférence de grand cercle.
Dans les appUcationa, il peut se Taire que l'une de ces cooditiona aoU emplie d'elle-même; il ne reste plus alora qu'è considérer l'autre. Par xcmplo, au n° 8i3, lorsqu'on cborche les conditions pour que doui etils cercles so coupent, on n'a pas ii Tiiiro inlervcnir la relation
arce que, d'après la manière dont D, n et r sont déGnis, cette relation st satisfaite d'elle-même.
Souvent, on Ignorn l'ordre relalir de grandeur des cAl^ donnés. Dsm e cas, on exprime que le plus grand côté est inrérieur i la somme àm eux autres, en écrivant que chaque cAlé est moindre que la somme àrs eux autres.
Pour qu'on puisse construire un triangle sp/iériqiie avec trois anglei 'onnés, il faut et il suffit que le plus petit angle augmenté de dnu 'roitt soit plus grand que la somme des deux autres et que ta tomme da rois angles soit supérieure à deux angles droits, car, en prenant lec snp- Jdmenls de ces angles comme eûtes, on peut construire le triangle luplémenlairo, d'où l'on déduit ensuite le triangle demandé par le tracé roiqué au n* BUE).
a" On donne deux edit's a et bel l'angle compris C.
Mémo solution qu'en Géométrie plane [US]-
3" On donne deux cités a et h et l'angle A opposé au calé a \J!g. 455).
Construisons aur la apliëre deux grands cercles Tormanl un angle égal
A (829). Prenons, i partir du sommet, sur l'un des câtés de cet angle, n arc AC égal à b, et du point C comme pûle, avec une ouverture et ompas égalo à la corde de a, décrivons un arc de cercle; B étant rinUrsction de ce cercle avec le second cdié de l'angle, le triangle ABC Ku ) triangle demandé.
La discussion de ce problème exige quelque attention. Fie- 45S.
■ Achevons le Tufeau A, el dn point C abaiasoQa l'arc CD perpendlenlaire sur l'autre cdté de l'angle. Dans le triangle (pbériqm rfc4aiif1*
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x> ACD, Tare perpendiculaire CD sera aigu ou obtus suivant que Tanglo T» donné Â sera lui-même aigu ou obtus (821, 2®). Si Tare CD est aigu, n il sera le plus court de tous les arcs qu'on pourrait mener du point C » dans le fuseau aux divers points de Tare ABA'» et les arcs obliques aug- 9 menleront en s*éloignant du pied de l'arc perpendiculaire; si l'arc CD » est obtus, il sera au contraire le plus grand des arcs menés du point C, i> et les arcs obliques augmenteront en se rapprochant du pied de la por- )> pendiculaire (819, 820).
1) Cela posé, pour que le triangle proposé soit possible, il faudra d'nùonl » que le côté opposé a soit au moins égal à Parc perpendiculaire, si o l'angle donné A est aigu; ou plus petit, si l'angle donné A est obtus. » Cette première condition de possibilité est évidemment satisfaite lorsque D Tangle donné A et le côté opposé a aussi donné sont de nature différente.
» Je dis mainlenantque :
it A et a étant de nature différente, le problème, s'il est possible, n'a » qu'une solution;
9 A et a étant de même nature, le problème, s* il est possible, a une ou » deux solutions.
x> En eiïet, soient A aigu et a obtus, par exemple. Si Ton peut tracer » dans le fuseau, par le point C, une oblique CB égale au celé a, elle ne v pourra se trouver évidemment que du côté de celle des obliques exn trémes ^ ou 1 80*" — 6 qui sera de môme nature que a; ainsi le problème
> ne peut avoir qu'une solution. Cette solution existera pour a < celui » des arcs ^ ou 180^— b de môme nature; le triangle sera impossible » pour a au moins égal à celui des arcs 6 ou 180** — ^ de môme nature.
f Si Ton supposait A obtus et a aigu, on arriverait aux mêmes conclu- » sions; seulement il faudrait renverser les signes, parce que Tarcper-
> pendiculaire CD serait obtus.
» Soient A et a aigus. L'arc perpendiculaire CD étant alors aussi aigu, n on voit qu'il pourra exister dans le fuseau une oblique CB' égale à a du
> côté de celui des arcs bouiSo^ — b qui sera aigu, et, a fortiori, qu'il en » existera alors une autre CB du côté de celui des deux arcs bou 180**— 6 » qui sera obtus. Ainsi le problème pourra avoir deux solutions. Ces r> deux solutions existeront pour a< celui des arcs b ou 180** — b de n même nature; une de ces deux solutions ne sera plus possible pour a au • moins égal à celui des arcs b ou 180*— 6 de même nature. Le triangle n sera impossible pour a < l'arc perpendiculaire CD.
D Si Ton supposait A et a obtus, on arriverait aux mômes conclusions; » seulement il faudrait renverser les signes, parce que l'arc perpendicu- » laire CD serait obtus (*). 1
(*) Lehtiiéric, JVo«fv//e» Jnnaleif t. Il, 1"* lérie.
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83i. Par un /Kiiiil ihiiné, nu-fier un are de grand cercle langent à petit cercle donné \Jîg. 4S6).
Fie. iSiî.
Si le point donné est sur lo cercle, il suffit d'élever par ce poini un »k de grand cercle perpendiculaire au rayon sphérjque correspondanl [flS .
Supposuns, en second lieu , que le point donné A soit exMheur au [hik cercle donné, c'est-à-dire soit situé dans la ptu.i grande des deux caloi;<'? spliériques séparées par ce petit cercle. Considérons le problème comme résolu; nommons P le pdie du petit cercle donné, fi le point de couUd de l'arc BA, et prolongeons le rayon sphèrique PB d'une quantité BC= PB. Le pointe se trouve d'abord sur un cercle décrit du point P comnMpdIt avec une ouverture de cam[«9 égale i la corde d'un arc de grand cercle double du rayon sphérique r du petit cercle. 11 se trouve en outre sur on second cercle décrit du point A comme pûle avec une ouverture decomp».égule à la corde de l'arc PA = D; car, BA étant perpendiculaire sur If milieu de PBC, le point A e^t équJdiâtanL de P et de C.
Le point C une fois obtenu à l'aide de ces deux cercles auxiliaires, l'n mènera l'arc de grand cercle PC qui coupera le petit cercle en B, et, fn joignant B et A par un arc de grand cercle, on aura l'arc tangeni demandé.
Pourque le problème soit possible, il faut et il suffit que le IriangleAn'. dont on a les trois côtés, existe, c'est-à-dire qu'on ail (S3I )
tl<DH ar, 9r<DH-D. D-i-D + ar<4.
1.8 première condition est toujours remplie, et les deux autres équivalent à
elles expriment que te point A doit être situé hors de la calotte «p)i^ rique PB, et hors de la calotte symétrique.
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Les cercles auiiliaires ne coupent en deux points C et C; de là deux solutions AB el AB'.
La conslruclion précédi^nte s'applique au prublème correspondanl de Géométrie plane; mais elle exige plus de place que celle du n° iSl.
Observons enlïn que, lorsque deux cercles de la sptière ont deux points communs, les Bymétriques de ces poinis par rapport au centre de la sphère appartiennent évidemment a la fois aux deux cercles symétriques des premiers, Si les deux points considérés se confondent, c'est-à-dire si les deux cercles proposés se touchent, les deux cercles symétriques se touchent au point symétrique du premier point de contact. EnQu.sil'un des cercles est un grand cercle, comme il est à lui-même son symétrique, on voit queloal gmnd rcrcle tangent à un /Mylit cercle est aussi langeai au petit cercle sj-iiiélri'iac du premier par rapport au centre (/c /o.'yi/iere. Ainsi, dans le prublème qui nous 'occupe, les grands cercles trouvés AB et AB' touchent non-seulement le cercle donné PB, mais encore son symétrique.
PROBLÈME
833. Décrire un grand cercle tangent à ileur petits cercles donnés. Soient P et P' les p6les (781 ) des deux petits cercles, R et R' leursrayons sphérïques, D la distance sphérique [810] des deux p61es P el P'. Nous supposerons, pour fixer les idées, R >R'.
La grand cercle cherché X peut laisser les deux cercles R et R' dans un même hémisphère ou dans des hémisphères opposés. Oans le premier cas [Jïg. jS?), nous prendronspour inconnue le pdleQ FiB. 157.
du grand cercle X, qui est dans le mâme hémisphère que les cercles R et R'. Si A et A' sont tes poinis où le cercle X touche respectivement les cercles R et R', le pâle Q est à la fois sur les grands cercles PA et PA' ; il est don* le troisième sommet d'un triangle sphérique QPP*, dont on connaît deux sommets P et P et les trois cdlés
PP-^D, PQ=OA-AP=i-R, PQ-QA'-A'P'= i-R', R. at RS C — Tr. d* Géom. (U* Partie). l3
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Lea conditions de possibilité sont <83l)
D<i-R + i — R' ou a — n>R+Tl',
I — R'<D-t-i-R ou D>R — R',
i-R<D-i-.-R' ou D>R'-R,
D + i-R ^ i-R'< 4 ou D< 2 -t-R+R'.
Supprimant les deux dernières relations qui sont Batisfaitet d>l!e^ mêmes, puisque l'on a D < 3 et R' < R, il ne reste plus que les coiiJ>tions
D>R-R' et a-rD>R-t-R'.
Les principes du n" 8i3, applicables ici puisque D est moindre que i et que i — Ret i — R' sont moindres que i, les auraient fournies mmidiatement; ils permeltenl d'ailleurs d'interpréter géomeiriquemeni «> deuï conditions. La première exprime que la calotte R' n'est pas conlen».' dans la calotte R. Quant il la seconde, comme 3 — D esi la dislance i\!^^ rique de P au symétrique de P', elle signi6e que la calolie R et la (*lotte symétrique de la calotte R' sont extérieures l'une Si l'autre.
Dons te second ras {fi^. 458), on voit, d'une manière analogor, que
Fie. '.58.
le pèle Q du grand cercle X qui se trouve dans le même hémispii^f que le cercle R est le troisième sommet d'un triangle sphérique yP'*. dont on a les deux sommets P et P' et les longueurs D, i — R, i + il' des trois cûlés. Les conditions de possibilité sont
D>R-(-R' et a-D>R--R'.
Elles eipriraentque les calottes Ret R' sont extérieures l'une 11'»"^ et que la calolle R ne contient pas la calotte symétrique de la ciloIU R '
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S V. — AIRE DE LA Sl'HÈRE.
DËFIKITtOKS.
85k. On appelle zone la portion lie la surface sphérique comprise entre deux cercles dont tes plans sont parallèles. Ces cercles sont les bases de ia zone et la disiance de leurs plans est sa hauteur. Ainsi, tandis que ta demi-circonrérence PABI" engendre une sphère en tournant autour du diamètre PP' (yîjo-. 459)1 l'arc AB décrit une zone dont les bases sont les
Fis- 459-
cercles AC et BD décrits par les points A et B, et dont la hauteur est la projection CD de l'arc AB sur l'axe PP'.
Si l'un des plans est langent à la sphère, l'un des cercles considérés se réduit à un point, et la zone, qui n'a plus alors qu'une base, devient une calotte sphérique. Ainsi l'arc PA, en tournsni autour de PP', engendre une calotte sphérique dont le cercle AC est la base et dont PC est la hauteur. THÉORÈME.
635, Lorsqu'une droite \B tourne autour d'un axe xy situé dont son plan, l'aire qu'elle engendre a pour mesure le produit de la projection CD de cette droite sur l'axe par la circonférvnce dont le rayon est la perpendiculaire 10, élevée au milieu 1 de la droite AB jusqu'à la rencontre Je l'axe xy [Jig. 460). Fig. (60. ^^
Nous supposerons que la droite AB est située tout entière
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d'un même côté de l'axe xy. Quelles que soient alors les posilions relatives de AB et de xy, l'aire engendré par AB a ' pour mesure (761)
{i) 2rr.lM.AB.
IM étant la perpendiculaire abais^^éc du point 1 sur xy.
Si la droite AB est parallèle à xy, le théorème proposé est tout démontré; sinon, il faut transformer l'expression (i). A cet effet, menons A£ parallèle a ^c^ jusqu'à la rencontre de la projetante BD; les triangles AEIÎ, IMO sont semblables comme ayant les côtés respectivement perpendiculaires, et l'on a
^^î*^, d'où IM.\B = 10.AE.
L'aire engendrée par une ligne brisée régulière ABCD
tournant autour d'un diamètre xy qui ne la travene pas, a
pour mesure le produit de la circonférence inscrite dans la
liffue brisée par la projection A'D' de celte ligne sur l'axe xr
iyïg.4C.).
Fie. 46 I.
Soient 0 le centre et 01 = OK = OL l'apothème de la Ilcne brisée régulière ABCD; si l'on désigne par aire AB l'alrc en-
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gendrée par la rotation de AB autour de xy; on a, d'après le itiéoréme précédent,
aire AB = A'B'. cire. 01, et de méine
aire AC^B'C. cire. 01,
aire CD^C'D'. cire. 01, d'où, en ajouunt, aireABCD=(A'B' + B'C'M-C'D').circ.0I = circ.01.A'U'.
837. ConsidéroDS ua arc de cercle AD et une ligoe brisée régulière inscrite ABCD; laodis que l'arc AD tourne autour du diamètre ^0/, la ligne brisée eogeodro une aire qui tend vers une limite indépendante de la loi suivant laquelle ses calés tendent vers zéro. En effet, dans le produit A'D'. cire. 01 qui mesure cette aire, le premier facteur A'O' est invariable et lesecond cire. 01 a toujours pour limite circ.OA. C'est cette limite de l'aire engendrée par la ligne brisée régulière inscrite qu'on appelle aire de la lone décrite par l'arc AD.
On vuit sans peine <]ue la ligne brisée A, B, C, D, circonscrite au même arc et semblable à la ligne in^rit^ ABCD engendre une aire qui lend vers la même limite. En effet, on a
jirnA,B,r,,D, A'-D*,. circ.OA
n -. — -,,|^7-,r tend vers l'unité lorsque le nombre des a brisée AÙCD croit indéliniment, et il en est de même
A',A,I1,C,D,D',, est aussi égala -TTT-
TIIËOnËME.
838. L'aire d'une zone sp/tériçue a pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle.
Pur définition, l'aire de la zone est la limite vers laquelle tend l'aire engendrée par une ligne brisée régulière inscrite dans Tare générateur de la zone, lorsque le nombre des cdiés do cette ligne briiice croit indéfiniment. D'après cela, soicntS
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l'aire de la zone, H sa hauteur, et R le rayon de l'arc générateur, c'esi-à'dire le rayon de la sphère à laquelle la zone appartient; soient de même I l'aire engendrée par une ligne brisée régulière inscrite dans l'arc générateur, el a l'apothème de cette ligne brisée. On a (836), puisque la projection de lu ligne brisée sur l'axe est aussi égale à H,
Mais, lorsqu'on fait croître Indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée, B reste invariable, s tend vers S, et a vers R. On a donc, à la limite,
Corollaires.
839. Dans des sphères égales, deux zones sont entre elles comme leurs hauteurs et, par suite, deux zones de même hauteur sont équivalentes.
8V0. Considérons la calotte sphérique engendrée par l'arc AB
tournant autour du diamètre AD {Jig. 4^2 ). En vertu du ihéo-
FiR. 4Gi.
rème précédent, l'aire de cette calotte a pour mesure
2jt.A0.AC=jr.AD.AC ou (223) ir.ÂB.
Donc, une calotte sphérique quelconque équivaut au cercle dont le rayon est égal à la corde de l'arc générateur de la calotte.
THÉORÈME
841. L'aire de la sphère a pour mesure le produit de son diamètre par la circonférence d'un grand cercle.
Car celte aire peut être considérée comme celle d'une zone dont la hauteur est égale au diamètre de la sphère. D'ailleurs, le raisonnement fait pour la zone s'a|>plique textuellement à ce cas particulier.
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Corollairis.
842. S éiani l'aire d'une sphère de rayon R ou de diamèlreD, on a
S=3iB.2itR = 4î:R'=:::D'.
L'aire de la iphère est donc égale à quatre grands cercles. On peut dire encore qu'elle équivaui à l'aire d'un cercle dont le raj'on serait égal au diamètre de la sphère.
Les aires des deux sphères sont entre elles comme les carrés des rayons ou drs diamètres.
Voici deux applications numériques
i" Trouver, à moins d'un myriamètre carré, la surface du globe terrestre.
On sait, par la déliniiion du mèlre, que la cîrconrérence d'un grand cercle du globe renferme 4o millions de mètres ou
4ooo myriamètres; son diamètre est donc égal à et, par
suite [842), l'aire du globe est
à t ni.vriamètre carré près.
■X- L'aire d'une sphère est i mttre carré : quel est son rayon? La formule _
47rK'=i donne R^-\/- = o",38a, i t millimètre près.
THÉORÈME
8(4. Deux triangles sphériquet symétriques hZC, A'B'C sont équivalents (Jig. 463) .
Prenons le pdIePdu petit cercle qui passerait par les points
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A, B, C, el menons les arcs de grand cercle PA, PB, PC, qui sont égaux enire eux (780). Traçons le diamètre POP' el le» arcs de grand cercle P'A', P'B', P'C. L'égalité des angles POA, P'OA' entraîne celle des arcs PA et P'A'; on voit de même que PB = P'B', et ?€ = ?"€'; par suite, commePA = PB = PC. il faut qu'on ail P'A' = P'B' = P'C. D'après cela, les triangles PAB, P'A'B' sont symétriques el isocèles; ils soni donc superposables. De même, les triangles PAC, P'A'C soni égaux entre eux, ainsi que les triangles PBC, P'B'C Donc, enfin, le triangle ABC, somme de PAB, PAC et PBC. est équivalent au triangle A' B'C, somme de P'A'B', P'A'C et P'B'C.
Si le p61e P tombait â l'exlérieur du Iriangle ABC, ce triangle ne sérail plus une somme, mais une différence. Fie- m-
COROLLAIBB.
8i5. Si deux arcs de grand cercle \C' ^' , hC'B' te coupent dans un même hémisphère C'ABA'B', la somme des triangles opposés ACB, A'CB' est égale au fuseau dont l'angle esi ACBiJig.m)-
On nomme fuseau la portion de surface sphérique comprise entre deux demi-grands cercles CAC, CBC, qui se terminent à un diamètre commun COC; l'angle ACB ou ACB de ces deux arcs esi dit Vangle du fuseau.
Cela étant, le fuseau compris entre CAC et CBC se compose du triangle ABC et du triangle ABC; el, comme le iriaogle A'B'C est évidemment le symétrique de ABC et que deux triangleâ symétriques sont équivalents, on voit que le fuseau dont l'angle est C est égal à la somme des triangles opposés ACB, A'CB'.
846. Si l'on prend pour unilé d'angle l'angle droit et pour unité d'aire l'aire du triangle trirectan^le, un fuseau a pour mesure le double du nombre qui mesure son angle.
On voîl immédiaiemenl que, sur la même tplière ou sur des sphères égales : i° deux fuseaux de même angle sont superposables; 1' un fuseau est égal à la somme de deux autres, si son angle est égal à la somme des angles de ces deux autres.
Il réstillc (le Ih (l" Partie, Note I) que deux fuseaux quelconquesd'une même sphère sont entre eux comme leurs angles.
Cela élani, soient A et A' les nombres qui mesurent les angles de deux Tuseaux d'une même sphère, l'angle droit êlanl pris pour unilé; et soient F et F' les nombres qui mesurent ces fuseaux, lo triangle trirectangle (813) étant pris pour unité d'aire; on aura
Prenons A' = i ; le fuseau correspondant, ayant son angle droit, sera égal au quart de la spbère, c'est-à-dire au double du ii'ian(jle trirectangle : on aura donc F' ^= a. et, par suilc,
- = -, d'où F=:2A.
THÉORÈME
8i7. Si l'on prend l'angle droit pour unité d'angle et le
triangle trirectangle pour unité d'aire, l'aire d'un triangle
sp/iérique a pour mesure la somme des nombre* gui mesurent
ses angles, diminuée de a.
Fig. 46S.
Soii [^g. 465] ABC le irUngie proposé; achevons le grand
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cercle AB, et prolongeons les côtés AC, BC, jusqu'aux points A' ei B' où Ils rencontrent ce grand cercle. On aura évidemment
ABC-(-BCA' = fus. A,
ABC -I- ACB' = fus. B, et (845)
ABC-i-B'CA'=rus.C.
|j somme des premiers membres de ces trois égalités se compose de la demi-sphère et de deux fois l'aire du triangle ABC. Comme, dans le système d'unités adopté, la demi-sphère esl mesurée par le nombre 4< si l'on désigne par S, A,B, C les nombres qui mesurent l'aire et les angles du triangle, oo aura (816)
4 + 2S= aA ■+• îB-r aC,
SCOLIBS.
848. Soient R le rayon de la sphère évalué en mètres, ir l'aire du triangle en mètres carrés, et a, €, y les angles de ce triangle évalués en degrés; on aura, en observant que le triangle trirectangle est égal au huitième -ïtR'de la sphère,
go 90 90 iTtH'
et, par suite, en vertu de la relation (r).
Voici deux exemples :
1' Quelle est, sur la sphère dont l'aire est égale à 1 mètrv carré, l'aire dn triangle dont les angles sont de 61 degrfi, togdegrés, 127 degrés?
Le rapport de ce iriangleau triangleulrectangle est, d'après la formule (i),
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ei, comme le triangle irîreclangle esi ici le huitième du mètre carré, l'aire du iriangle donné est
gXi,3 = o"i, iCîS.
2' Quelle est, sur la sphère dont te rayon est 2", 4. l'aire du Iriangle sp/iérigue dont les angles sont de 5i*'37', •jZ'n', 83»43'î
La formule (3) donne, en réduisant en minutes,
= I ,o4o533 X K = a-S 2689, à I centimêire carré près.
^i9. En analj'se, on évalue généralement les angles en parties du rayon (297. 3"); alors l'angle droit répond à -.ei,si
l'on désigne par A', B', C les angles du triangle évalués en parties du ravon, on a
îr t
et, par suite,
A + Il -.- C - 3 ^ - f V + n' + C - î: ) .
D'ailleurs, le rayon de la sphère étant 1, l'aire du triangle irl-
reclangle est alors mesurée par -j de sorte qu'on a
S' étant le nombre qui mesure l'aire du triangle dans ce nouveau système d'unités. On a donc enlin (8^7], à cause de la formule (i),
S' = A' + B' -.-C' -TT. On donne à ce nombre abstrait A' + B'-i- C — nU nom à' excèi êphérique du triangle.
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THÉORËUE.
850. Si l'on prend l'angle droit pour unité d'angle et le triangle Irirectangle /nur anité d'aire, l'aire d'un polygone sphérique de n rôtèt a pour mesure la somme des nombres qui mesurent ses angles, dîminiu'e de
On arrive û ce résullal en «lëcomposanl le polygone en triangles à l'aide d'arcs de grand cercle diagonaux issus d'un même sommet, et en appliquant la formule (i}du n°847 aux (n — i) triangles ainsi obtenus.
SCOLIB.
851. Soient, dans le système d'unités adopté, S, A„ A,,..., A. les mesures de l'aire et desangles d'un polygone sphérique convexe de n côtés; on aura
S= (A, + A,-+- ...-(- AJ--i("-'ii.
Désignons par a,, a,.... , n, tes nombres qui mesurent les cdlés du polygone polaire (8H), en prenant pour unité de longueur le quart de U circonférence d'un grand cercle ; on aura
ei, par suite,
S= [-.^-K +„,+ ... -Hflj]_2(n -a) ^4-1".-^ ':. + ■- + ".!.
ou enfin, en désignant parp le périmètre du polygone polaire.
S- 4-/'- Ainsi, Vairc d'un /mlj-gune sp/iériquc mni'cxe est égale à J moins te périmètre du fioljgone polaire; cette relation mérite d'être remarquée.
THËOItÈlIB.
85J, Z* liea géomeirii/ue îles snnimiis C des trianglei sphériques, dr mi'me base AB et de même aire S, se compose dedeuxares dejietils cerrki symétri'jucs par rapport nu plan du grand cercle AB rt {tassant /tar les points E et \i diamétraU-mi'it opi>osês aux extrémités île la base ifi lf>g. 46C).
En effet, on désignant par A, D, C les angles d'an triangle qudcooqne
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ABC salisTaisant à la questioa et par D, E, C les angles du triangle correspondant DCB, on a A = a — E, B = a -r D, et par suite
on tombe ainsi sur le lieu étudié au n° 834,' dans le cas où la différenca
(D-f-E) — G est donnée en grandeur et en signe; cequi démontre l'énonce.
Ce théorème est dû à Lexell [Acia Petrop., 1781).
S VI. — VOLDME DE LA SPHÈRE
nËFINITlOHS.
8"i3. Pendant que la demi-circonrérence xKBy engendre la surrace sphérique en tournant autour du diamètre xy, l'arc AB engendre une zone, et les rayons OA et OB engendrent
les surfaces latérales de deux cônes de révolution. La portion du volume de la sphère comprise entre les surfaces latérales de ces deux cûnes ei la zone AB est le secteur sphérique correspondant au secteur circulaire AOB. Un secteur sphérique est donc le volume engendré par la rotation d'un secteur circulaire autour d'un axe passant par son sommet, situé dans son plan et extérieur à sa surface; la zone engendrée par l'arc du secteur circulaire est la base du secteur sphérique.
854. On appelle segment sphérique la portion du volume de la sphère comprise entre deux plans sécants parallèles. Les cercles déterminés par ces plans parallèles sont les bases du segment sphérique, et leur distance en est la hauteur.
Lorsqu'un des plans parallèles devient tangent à la sphère, le cercle correspondant se réduit k son p&le, et l'on a un segment sphérique à une base.
Si l'on ajoute [Jîg. 467) au secteur sphérique AOB les deux
^o6 GeunGTRiB dâab l'espace.
cônes AOd, BOA, on obtient le segment sphérique compris entre les deux plans parallèles déterminés par la rotation des perpendiculaires \a,Bb, autour de a^/. Ce segment sphérique correspond donc à la rotalion du trapèze mi\tiligne a\hb autour du même axe.
' THÉORÈME
855. Lorsqu'un triangle tourne, autour d'un axe situé dans son plan et passant par l'un de ses sommets sans traverser sa surface, il engendre un volume qui a pour mesure le produit de l'aire que décrit le côté opposé au sommet fixe, par le lien de la hauteur relative à ce côté.
Soil le triangle ABC ayant son sommet A sur l'axe x^y et AE pour hauteur relative à ce sommet : nous distinguerons trois cas.
Fie. l'JS. Fig. 469.
1° Supposons t'un des côtés AB ilu triangle ABC confondu avec l'axe xy. Suivant que la hauteur CD qui correspond au côté AB tombe à l'intérieur {fig. 468) ou à l'extérieur (yïg. 4^) du triangle ABC, le volume engendré par cetrianglo est la somme ou la différence des cônes engendrés par les triangles rectangles ACD, BCD.
En même temps, le cylindre engendré par la rouiton du rectangle ABB'A', qui a même base el même hauteur que le triangle donné ABC, est la somme {Jig. 468) ou la différence {Jtg, 46()] des cylindres engendrés par la rotation des rectangles ADCA', BDCB', dont le rectangle ABB'A' est lui-même la somme ou la différence. D'ailleurs> le cône ACD est le lien du cylindre ADCA', et le cône BCD, le tiers du cylindre BDCB' (76Ï). Donc, dans l'un et l'autre cas, le volume engendré pir le triangle ABC est le tiers du cylindre AB B'A', et l'on a
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puisque les produits CD. AB eiBC. AE représenient tous deux le double de l'aire du triangle donné. Or, ir.CD.BC exprime (756) l'aire latérale du cône ,BCD ou l'aîre de la surface engendrée par le côté BC dans la rotation du triangle ABC. Par suite,
vol.ABC = aireBC-~-
3' Supposons (Jig. 470) que, le côté AB du triangle n'ayant plus que le sommet A sur l'axe xy, le côté BC prolongé vienne rencontrer l'axe au point D.
Lelriangle ABC étant la différence des triangles ACD. ABD. le volume qu'il engendre est la différence des volumes engendrés par ces triangles. On a donc (i°)
vol. ABC = {aire DC — aireDB}-^ = aire BC.^.
S" Supposons enHn que le côté AB du triangle n'ayant plus que le sommet A sur l'axe xy, le côté BC soil parallèle a cet axe.
Le volume engendré par le triangle ABC est la somme [Jîg- 471) ou la différence [Jig- 47^) <l^s volumes engendrés par les triangles ABE, ACE. Or, le volume engendré par le Fig. 471. Fie. kl*- .
triangle ABE est les deux tiers du cylindre engendré par le rectangleAB'BE.ellevolumeengendré parle triangle ACE, les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle AC'C E [7G& ).
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Donc, dans l'un ei l'autre cas, le volume engendré par le triangle ABC est les deux liers du cylindre engendré par le rectangle B'C'CB, somme [Jig. 47') ou différence {Jîg- 4?^ ) des rectanglesAB'BE, AC'CE; et l'on a encore
2Tc.AE.BC exprime en effet l'aire latérale du cylindre engendré par le rectangle B'C'CB ou l'aire de la surface décrite par le cdté BC du triangle ABC.
TIIÈORËUE.
856. Le volume engendré par un secteur polygonal régulier tournant autour d'un diamètre extérieur à sa surface a pour mesure le produit de l'aire que décrit la ligne brisée qui lui sen de base, par le tien de Capothème de cette ligne brisée.
Fie- .1;3.
Soit (Jig. 473] le secteur polygonal régulier (ïU) OABCD. tournant autour du diamètre x^- Décomposons ce secteur en triangles, en joignant au centre 0 les sommets de sa base ABCD, et appelons a l'apothème de celte base. Le volume engendré par le secteur sera la somme des volumes engendrés par les triangles qui le conslitueni. Or (85Sj
yol. BOC T^aireBC 5.
vol. COD= aire CD-,.
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£n ajoutani ces égalités membre à membre, il vient
Tol.OABCD = (aire AB + aireBC + aireCD}-^ ou
vol. OABCD = aire ABCD. ^ ■
SCOLIB.
SÎÎT. Soient (>%. 473)AOD un secteur circulaire etOABCD.OA'B'C'D', deux secteurs polygonaux réguliers semblables, l'un ioscrii, l'autre circooscrit eu sncleur circulaire. Si l'on désigne par a et a' les apothèmes des deux secteurs polygonaux, le rapport des volumes eogeadrés par la rotation de ces secteurs autour de l'aie sy est
Mais, toT«(]u'on Tait tendre vers zêta les côt^s lie la ligne brisée régulière ADCD, suivant une loi d'ailleurs quelconque, les deux Tacteurs du produit qu'on vient d'écrire tendent l'un et l'autre vers l'unilé (291, 837). Donc le rapport des volumes engendrés par les deux secteurs polygonaux a l'unité pour limite et, par suite, il en est de mâme, aforiinri, du rapport du volume du secteur spbérique engendré par le secteur circulairo AOD au volume décrit par chacun des secteurs polygonaux qui le comprennent. Donc enfin :
Le volume d'un lecteur tpltériqite est la limite commune ilei volumes engemlréi pur dei secteurs pol/gonaujc rëgidicrs semblables, inscrit et circonscrit au secteur circulaire correspomlant, lorsqu'on fait eroitre in' iléjîniment le nombre des cités de leurs bases.
TllÉOBÈUE.
S5S. Le volume d'un secteur sphérique a pour mesure lu produit de l'aire de la zone qui lui sert de base par le tiers du rayon de la sphère.
Le volume d'un secteur sphcrique est la limite des volumes engendrés par les secteurs polygonaux réguliers inscrits dans le secteur circulaire correspondant, quand on fait croître indénniment le nombre des cdtés de leurs bases. D'après cela, soient v le volume engendré par un secteur polj'gonal régulier inscrit, i l'aire de la surface décrite par sa base, a son apothème; soient de même V le volume du secteur spbérique, S l'airu
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de la zone qut lui sert de base, R le rayon de la sphère.
On 8 (856)
Mais, lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des calés de la base du secteur polygonal, v tend vers V, s vers S et a vers H. Un a donc, à la limite.
CoROLLlJRBS.
859. Dans des sphères égales, deux secteurs sphériques sont entre eux comme les zones qui leur servent de bases, et. par suite, deux secteurs sphériques dont les bases ont même hauteur sont équivalents.
THËOBËMB.
860- Le volume de la sphère a pour mesure le produit de son aire par le tiers du rayon.
Car ce volume peut être considéré comme celui d'un secteur spbérique ayant pour secteur circulaire correspondant uci demi-cercle ou pour base l'aire de la surface sphérique ellemême. D'ailleurs, le raisonnement fait pour le secieur spbérique s'applique textuellement à ce cas particulier.
COBOLLIIEES.
861. V étant le volume d'une sphère de rayon U ou de dianiëireD, on a
802. Les volumes de deux sphères sont entre eux comms les cubes des rayons ou des diamètres.
8G3. Voici deux applications numériques :
1' Trouver le volume du globe terrestre.
L'aire du globe est (8t3}, à moins d'un myriamèlre carré.
i^.Sao,
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SopagSSmyriamèlrescarrés.Son rayon estd'ailleurs
ou 6366 kilomètres, à i kilomètre près. Le volume du globe icrreslre, égal au produit de son aire par le tiers du rayon, sera donc loSiooouoo myriamètres cubes, à un million de myriamèlres cubes près.
Si l'on prend le rayon du globe terrestre pour unité, le rayoB du Soleil est représenté par io8,5. L'aire ei le volume du Soleil sont donc environ ii8«o fois et 1280000 fois l'aire et le volume de la Terre [8^2, 862).
2" Trouver le rayon de la sphère dont le volume esl un mètre cube,
La formule
|i:R*=i donn à moins d'un mlllimèire.
SCOLIB.
8BI. les volumes de deux polyèdres virconscrils à h même sphère ou à de* sphères égales sent enlie eux comme les aires lie ces mêmes polyèdres.
Si l'on décompOb.^, en ffTet, les polyèdres donnés en pyramides, en prenant pour centre de décomposition le centre de la splière inscrite, la mesure du volume de chacun d'eux s'obtient en multipliant l'aire de sa surface par le tiers du rajon de la sphère (6&6].
TDËORËMB.
865. Le volume engendré par un segment circulaire tournant autour d'un diamètre extérieur à sa surface équivaut au sixième du cylindre qui a pour rayon lu corde du segment et pour hauteur la projection de cette corde sur l'axe.
Le scgmcni \mU{fig. 474) est la différence du secteur clr culaire AOBet du iriungle isocèle AOB; la portion du volume de la sphère engendrée par ta rotation de ce segment sera donc
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égale à la différence des volumes du secteur spbérique AOB et du triangle tournant AOB.
Fie. 47l-
DF étant la projection de AB sur xj et 01 la hauteur du triangle AOB, on aura [858, 838, 855, 835)
sect.sph.AOBr= zone AB. -^ = |irT)Â'.DF,
vol. AOB = aire AB y = | itôî'. DF.
Par suite,
vo1.A;nB = |n(Âô'-Ôi')DF.
Le triangle rectangle OIA donnant
ÔÂ'-Ôl' = Âl' = ^, ■t il vient, en réduisaiil,
voI.A/hB^^ttAB'.DF,
ce qui vériCle l'énoncé.
THÉORÈME
t.66. Le volume d'un segment spliériqiie équivaut au volume d'une sphère ayant pour diamètre la hauteur du snj^meni, augmenté de la demi-somme des volumes de deux cylindirs a)ant pour hauteur commune celle du segment, et poui bases respectives les buses du segment.
Le trapèze mixtiligne DAoïBF {fg, 475} engendre un segment sphérique en lournunt autour du diamètre xy (854). Ce segment est donc la somme des volumes engendrés par le segment circulaire AmB et le trapèze rectangulaire DADF. On a d'abord (805)
vol.AmB^P^îÂB'.OF.
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Le irapèze DABF engendrant un Ironc de cône de révolution, on a aussi (766}
vol. DABF = i jT DF(bF' + Âd' -(- BF. AD).
Par suite,
vol. DAmBF = gnDF(ÂB'+2BFV3AÏ*'-f-^BF.AD).
D'ailleurs, la corde AB est liée à la hauteur DF et aux rayons
BF et AD des bases du segment spliérique par la relation
ÂÛ'= AÊ'-h"BË' =DF +(BF- AD)' ou
Âb'=ïïfV bF'-hÂTi' — îBF.ad.
En substiiuanl cette valeur do AB et en slmplinani. Il vient
vol.DAmBF=g7:DF(i)F'+3BF' + 3Âi)'}»
ce qu'on peut écrire
vol.DAmBF=gitUFV^{jiBF'.DF + ;rÂr)'.DF)
de manière à vériRer l'énoncé (861, 746).
Si le segment considéré n'a qu'une base, c'est-à-dire si [Jig. 476] le point D vient occuper l'une des extrémités du diamètre xjr, on a simplement
vol.DmBF=iTrDF' + -jtBF'.DF.
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SCOLII.
867, Quand le segment sphérique n'a qu'une base [fig-^'f' • on peut eiprimer soo volume V en Tonclion de sa hauteur
Fig. 47*-
DF = A et du rayon R de la sphère. On a d'abord, d'après la formule précédente,
V=^nA' + -jrBF'.A.
fa 2
D'ailleurs (223),
Bf'=A(2R-/0.
d'où
V=^itA' + ^7rA'[2R-A) OU, en simplifiant,
(i) V:r.nA'(R-lAV
On peut trouver directement cette formule, en regardani le segment à une base comme la somme ou la différence du secteur sphérique terminé à la même calotte sphérique et du c6ne de révolution qui, ayant la même base que le segmeni, a son sommet au centre de la sphère. Le segment sphérique est la somme ou la difTérence des deux volumes indiqués, suivant qu'il est plus grand ou plus petit que la demi-sphère.
Dans le second cas (^g^^^&], on a
V = ^7rR'A — j7tBF'(R — A)î dans le premier (même Rgure),
V=^|7rR'A4-iirBFV'-")-
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Ces deux Tormules sont identiques, puisque DF a toujours \i même expression ; et, en les simplifiant, on reirouve la formule ( 1 }.
THÉORÈME
8G8. Le volume d'une pyramide sphérique a pour mesure le produit de sa base par le tiers du rayon de la sphère^
Une pyramide sphérique est la portion du volume de la sphère comprise entre les faces d'un angle polyèdre dont le sommet est au centre de la spiière; le polygone sphériquo correspondant à cet angle polyèdre est la base de la pyramide- Deux pyramides sphériques sont diies^méli iques lorsqu'elles ont pour basL's des polygones sphériques symétriques.
On appelle onglet la portion du volume de la sphère comprise entre deux demi-grands cercles CAC, CBC [Jig. 464) = '" fuseau C'ACBC est \9base de l'onglet, et son angle est i'angle de l'onglet.
On démontre que :
i' Deux pyramides sphériques triangulaires symétriquei sont équivalentes (84V};
2" Si Von prend pour unité d'angle l'angle droit, et pour unité de volume la pyramide trirectangle qui est le huitième du volume de la sphère, un onglet a pour mesure le double du nombre qui mesure son angle [846];
3° Dans le même système d'unités, le volume d'une pyramide sphérique triangulaire a pour mesure le nombre A + B-i-C — a, A, B, C étant les mesures des angles du triangle sphérique qui sert de base à la pyramide (847).
Il résulte de là que le rapport du volume d'une pyramide sphérique triangulaire h l'aire de sa base est égal au rapport de la pyramide sphérique trirectangle au triangle trirectangle ; mais ce dernier rapport est égal à celui du volume de la sphère à son aire, c'est-à-dire au tiers du rayon. Donc le volume de la pyramide sphérique triangulaire est égal au produit de sa base par le tiers du rayon; et ce théorème s'étend à la pyramide sphérique polygonale, en décomposant sa base en triangles.
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i Vil. — GÉNÉRALITÉS SUR LKS SURFACES.
869. Une surracc est le lieu des positions successives d'une ligne qui change de position et marne de forme, suivant une loi déterminée et continue. Le plus souvent on règle, au moins en partie, le mouvement de celle ligne, qu'on nomme génératrice, en l'astreignant à rencontrer sans cesse certaines lignes fixes qu'on oppelle directrices.
Voici des exemples :
I' Une surface conique est le lieu des positions successives d'une droite A, SA [fis- 477 ) 1"' passe toujours par un point lixe S et qui s'appuie sur une ligne fixe AMB plane ou gauche. Ici la génératrice est constante de Torme, c'est une droite, et l'une des directrices se réduit à un point S qu'on nomme sommet. Une surface conique a deux nappes SA,B„SAB, séparées par le sommet.
a° Une surface cyliniirique est le lieu des positions successives d'une drotle AA' qui s'appuie sur une ligne fixe ABC cl reste parallèle a une direction donnée [Jig. 478). Une surface cjrljndrique peut être considérée comme la limite d'une sur-
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race conique dont le somn la direciion donnée; ou, conique dont le sommet ^ reciion.
3° Une turface de rêvofi rcssives d'une ligne MNP fixe XYà laquelle elle esti ce mouvement, tout poin une circonférence dont le et dont le centre 0 est si sections Taiies par des pi des cercles: ces cercles 1 parallèlet de la surface. On dans la surface par des plai diens quelconques M,N, P, sables: car, si l'an fait tou de manière à amener le | M,, N,,... arriveront resp que les angles M,OM„N,U angles plans d'un même di
Toute courbe tracée su jtre prise pour génératrici on choisit pour génératrice déjà étudié trois surfaces de révolution dont le méri l'axe, la surface cj'llndriqi
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ebl une droite parallèle à l'axe, et la sphère dont le méridien est une circonférence ayant son contre sur l'axe.
Les surfaces de révolution admettent un second mode de génération Tort remarquable : on peut les considérer comme le lieu des positions d'un cercle dont le centre parcourt l'aïf (lie XY, dont le plan reste perpendiculaire à cet axe, ei dont le ra^on varie suivant une loi telle, que le cercle rencontre sans cesse un méridien ou toute autre courbe iracée sur la surface. C'est ce cercle, variable de grandeur et de position, qui est alors la génératrice, el le méridien ou la courbe Qxe considérée sur la surface qui est la directrice.
THEOREME.
870. i" Les sections d'une turface cylindrique, par deux plans paralMes, sont égales.
2° Les sections d'une surface conique, par deux plans p'trallètes, sont semblables.
En effet :
lisaient la surface cylindrique AA' et deux sections ABC, A'B'C, faites par deux plans parallèles [/g'. 478)> Prenons quatre points A, B, C, M, sur la première section, et menons les génératrices AA', BB', CC, MM', qui rencontrent la spconde section en A', B', C. M'. Les quadrilatères ABC^t. A'B'C'M' sont superposables comme bases opposées d'un prisme quadrangulaire. D'après cela, si l'on transporte leplin de la seconde section sur celui de la première, dès que les trois points A', B', C seront appliqués sur leurs correspondants A, B, C, tout point M' de la seconde section colncidcn avec son correspondant M de la première.
La section A' B'C peut être considérée comme la projection obliqu'. (S86) de ABC; on peut donc encore énoncer ce théorèmedela manière suivante : Une courbe plane quelconque est égale à sa projection oblique [ou orthogonale] sur un plan parallèle au sien.
3° Soient la surface conique SAMB el deux sections AMB. A'M'B', faites par deux plans parallèles [Jtg. 477)- Heooos par le sommet une droite quelconque SOO' qui rencontre les
deux plans en 0 et O*, ei proj première section AMB sur le p lion amb étani égale à AMB (1° si nous prouvons que amb en SMM' étant une génératrice droites OM et (yW sont parai!
On nomme section dn section faite par un plan perp
Un cylindre est le corps i drique et deux secdons plan les batet du cj'lindre, et la di est la hauteur de ce corps. L suivant que ses génératrices 5< 8U plan de la base. Le cylini autre que le cjlindre de révo
L'aire latérale d'un cylinc <luit de ion arélt par le périn
Le volume d'un cylindre qt sa base par ta hauteur.
On arrive à ces théorèmes e la limite d'un prisme inscrit, lygonale tendent vers zéro.
Les théorèmes relatifs au prien»
7âi, 7i3, WDt de mime applicable
872. Un cône esl le corps compris sous une surrace coniiue limiiée d'une part à son sommet et de l'autre à une sectiou plane, qui prend le nom de base; la hauteur du cAne est li distance du sommet au plan de la base. Un cdne à bâte circulaire est droit ou oblique suivant que la projection orthoponale du sommet sur le plan de la base coïncide ou non avpc le centre du cercle. Le cône circulaire droit n'est autre que le cône de révolution étudié au § II.
Le volume d'un cône quelconque est égal au tiers rf« proàuii de sa base par sa hauteur.
On arrive à ce théorème .en considérant le cône comme la limite d'une pyramide inscrite, lorsque les côtés de la base polygonale tendent vers zéro.
THÉORÈME
873. Dans un cône ou dans un cylindre, le plnn SNT, déterminé par une (génératrice SN et par la tangente NT menéf à une courbe ANB située sur la surface, au point N Où cetif courbe rencontre la génératrice, esl le même, quelle que soit la courbe considérée (Jtg. 480).
Fig. jSo.
Il suffit de prendre une seconde courbe CHD sur la surface, coupant la génératrice SN au point M, et de prouver que le plan SNT renferme la tangente MR menée par le point U à cette courbe. Or le plan NSN' mené par la génératrice SUN et une génératrice voisine SM'N' a pour limite SNT, puisque la corde NN' tend vers la tangente NT. D'ailleurs, quand W vient en N, M' vient en M, et les sécantes NN', MM' de-
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viennent en même temps les tangentes NT et MR; comme les sécantes MM' NN' sont sans cesse contenues dans le plan SNN', on voit que le plan SNT renferme la tangente MR.
Ce plan SNT est dïl Je plan langeât au cône ou au cyliniire suivant la génératrice SN.
Corollaire.
Slk. En supposant que la courbe ANB soit plane, on arrive à ce théorème : La tangente NT à la projection ou à la pei"speclive ANB d'une courbe CMD est la pivjeclion ou la perspective de la tangente MR à celte courbe (586).
Ce corollaire soulTre toutefois une exception, lorsque ta tan* gente de l'espace est elle-même une des droites projeuntes. La projection ou ia perspective de la tangente se réduit alors à un point, tandis que la tangente de la projection ou de la perspective esl une droite bien déterminée ; c'est la trace, sur le plan de projection, du plan tangent au cylindre ou au cAne projetant, suivant la génératrice qui coïncide avec la tangente de l'espace.
THÉORËUB.
87S. Dans le cône oblique à base circulaire, toute section anti- parallèle à la base est un cercle.
Soit {fg. 481] S le sommet d'un cône oblique ayant pour hase le cercle 0. On nomme plan principal le plan SAB mené par la droite qui joint le sommet S au centre 0 de la base, perpendiculairement au plan de cette base; on dit qu'un plan CMD est anti-paraltHe à la base, lorsqu'il est perpendiculaire sur le plan principal SAB et que sa trace CD sur ce plan principal est anll-parallcle a AB par rapport à l'angle ASB [ 189 ). Il s'agit de prouver que la section CMD est un cercle.
Par un point quelconque M de la section, menons un plan parallèle à la base; ce plan coupera le cône suivant un cercle A'MB' (870) décrit sur A'B' comme diamètre, et le plan CMD suivant une droite MP perpendiculaire au plan principal (561), Or, dans le cercle A' M B', on a (223 )
àiP'=pA'.pB'.
D'ailleurs, lus triangles PCA', PDB' sont semblables comme
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ayant leurs angles égaux ; ils donneni
et. par suite (223), le point M appartient à un cercle décrit sur CD L-ommR diamètre.
876. nèciPKOQKEtiRjn, il n'y a tjiie les seeiioas parallèlet et lej teetmif anil-parallèles à fa base qui sniertl des cercles.
En eiïel, considérons une section circulaire CHD non parallèle k la bte», el soit (lîg. 481) RH' la trace de son plan sur le plan de la base; du centre 0, abaissons EurRR' la perpendiculaire OQ qui rencontre la circonférence de base en A et B ; menons les génératrices SA, SB, et lea tangentes ÂK et BL qui sont évidemment parallèles à QR. Les plaus SAK. SBL, tangents au cône, couperont le plan MRR' suivant deux droites CG et Dit. tangentes au cercle CUD et parallèles à RR'; par suite, la droite DCQ sera perpendiculaire à RR', et l'on conclut de lil que les cercles AB et CD sont perpendiculaires au même plan SAB qui passe par leurs centres et par lesommet du cône. D'ailleurs, en menant la section B'MA' parallëleàL base, on a
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878. Deux sériions, Punr K^, parallèle, l'autre CS iinti-paniUèle à la b/ne d'un cône oblique à basa circuliiire, sont toujimrs situées sur une mi'nie sphère; car lea deux seclinnB circula ires A, B, et CD (A?. 4Ba) doivent ( 873 ) être perpendiculaires à un même plan SAB passant par leurs centres, et le quadrilatère A,B,DC situé dans ce plan doit être inscriptilite ; les cercles A, B, et CD sont donc sur la sphère dont le grand cercle passe par les quatre points A,, B,, C, D.
Inversement, ptir deux cercles A, B, et CD placés sur la surface d'une fplière, on peut toujours faire passer deux cônes. — En effet, soient {Jîg. jSa) A,B,DC une section passant par le centre de la sphère et par lus centres des deux cercles, el A, B,, CD les diamètres de ces cercles, dtïlerminés par la section A,B,CDi les plans de ces cercles seront perpendiculaires au plan sécant A,B,CD. Or, si l'on mène les droites A,C et B, D, leur point de concours 5 sera le sommet d'un cône ayant potir buse le cercle A,B, et passant par les poinis C et D. Mais l'angle DCS est égiil à l'augle A,B,S : donc la section CD Taile dans le cône par un plan perpendiculaire à A, B, DC sera un cercle ayant CD pour diamètre ; donc ce cercle se confond avec le cercle CD de la sphère. 1! y a un second cône qui coupe la sphère suivant les mêmes cercles A,B, el CD ; son sommet est à l'intersection S' des deux diagonales B,C et A,D. Ces deux cônes peuvpnt, dans certains cas, dégénérer en cylindres.
879. Il résulta encore des considérations précédentes que, lorsqu'un côiic i jiénètre dans une sphère suivant un cercle A,K„ il en sort suivant un second cercle CD.
8S0. Dans un cône oblitiue à base circulaire, les centres des sections parallèles è la base sont distribués sur une mime droite passant par le sommet; les centres des sections anti-parallèles & la base sont aussi placés Bur une seconde droite passant par le sommet. Il importe de connaître la fiiluation respective de ces deux droites.
Suit SAB la section principale du cône dont la base est le cercle di'crit sur ABcomme diamètre. Le cercle circonscrit au triangle ASB {fig. 483) est un grand cercle de la sphère qui contient le cercle AB et le sommet S du cône. U tangente SG au cercle SAB est la trace sur SAB du plan laMgi>nt i la sphère en S, el ce plan tangent est perpendiculaire au plan SAB de la R};ure; d'ailleurs, la droite 5G est anti-parallèle è AB, à cause de régalité des angles BAS, BS6. Donc le plan tangent SG est parallèle aux plans des sections anti -parallèles à la base AB, el la question se réduit à trouver le centre d'une section quelconque parallèle à ce plan tangt'Hi. Nous choisirons celle qui passe par le point de concours T des tangénies en A et en B au cercle ASB, c'est-è-dire parle sommet Tdu cène qui Ml circoQscrit à b epbète suivant le cercle AB. En menant par le point T
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la parallèle CTD â SG, oa aura le diamètre de celte section. Or il est aûé de voir que le point T en est précisément le ceDlre, c'est-è-dire que k
poiDt T est le milieu de CD. En eDet, l'angle TDD, égal à SBK, a poi.r mesure la moitié de l'arc 51B ; l'angle TDB, aUerne-inl«rne de BSG, a t même mesure; donc le triangle TBD esL isocèle et l'on a TD =TB.On vot pareillement que TC=TA; par suite, comme TA = TB(|>i8), on i TC -= TD, Ainsi, le lieu dei cenlrci des sections anti- parallèles à ta bain AB est la droite ST, qai joint le sommet S aa sommet T (fan cône atuiliaire circonscrit, suivant le cercle AB,' h la sphère déterminée par ce cercle et par le sommet S du cône primilij.
THËOBÈUB.
881. X« lieu des tangentes, menées par un point d'une surface aux diverscs courbes que r on peut tracer par ce point sur la surface, est un plan.
Soient M le point donné, AMA' une section plane passant par ce point, «-t BB'.CC',. . . des sections voisines faites par des plans parallèles au premier {fis- j8 J ). Si l'on prend sur ces courbes les points P, Q, . , . , où U tungenle est parallèle à MT, on obtiendra une courbe continue UPO, ..., située sur la surface. Soit MU la tangente à cette courbe au point M;loiil se réduit â prouver que le plan TUU renferme la tangente MV à uno courbe quelconque MG tracée par M sur ta surface.
Or, soit M' le point où la courbe MG rencontre la seclion BPB'; menons les cordes MP, SIM', et projetons, parallèlement S MP, sur le plau de la première section ÂUA', la section BPS" ; la courbe UU, B, Bin<i obtenue sera tangente en M à MT. En effet, ta tangente à la im>jcction MM, B, doit être la projection de la langenle PS à la courbe de lespace BPS* (874), et la projeclioa de PS, parai lèlemeot à MP, est [nécisé-
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ment HT, puisque, par hypolhâse, PS el BIT foot parallËlee. Cela étant, si M, est la projection de H', le plan H, HP des deux cordes HU, et IIP
renferme sana cesse la corde HM'; par suite, la tangente MV sera contenue dans le plan limite de H,MP; or ce plan n'est autre que TUTI, puisque les cordes HM, et IIP ont respectivement pour limites les tangentes UT et HU.
Ce plan, lieu des tangentes aux diverses courbes que l'on peut mener par le point II sur la surrace, prend le nom de plan tangent de ta surfari: au pointu.
882. La normale à une surface au point U est la perpendiculaire an plan tangent en ce point.
883. Le plan tangent en un point d'une surface est déterminé par les tangentes à deux courbes quelconques menées par ce point sur la surface.
8S4. Dans toute surface réglée, c'est-&-dire engendrée par une ligne droite, le plan tangent en un point contient la génératrice qui passe par ce point; il est alors déterminé par cette génératrice et par la tangente à une courbe quelconque menée par ce point sur la surface. Ce plan toru-ne en général autour de la génératrice. Il est pourtant une classe do surfaces réglées, pour lesquelles le plan tangent est le même tout te long da la génératrice, comme cela arrive (873) pour les cdnes et les cylindres. Ces Burraces sont dites développables, tandis qu'on appelle ganchet les surfaces réglées qui ne jouissent pas de cette propriété. Les surfaces dévetoppables sont ainsi nommées, parce qu'on peut les étendre sur un plan Bans les déchirer ni les replier. Considérons, en etTet, une surface telle qne tes plans tangents soient les mêmes le long de cbaque génératrice, o'Mt-k>dire ne changent qu'en passant d'une génératrice à l'autre : reniemble des plans tangents, suivant les diverses génératrices, formera B. et Cl C. - Tr. d< Géem. (If Partia). l5
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ane surrace polyédrique circonscrite, qui a pour limite la surface considérée. Or cette surface polyédrique peutéire étendue sur un plan, en faisant tourner chaque face plane autour d'une arËle, de manière à Ei rabattre sur le plan de la face précédente ; et, comme celle propriélé i lieu, quelque rapprochées que soient les génératrices, il en est de même à la limite ponr la surface considérée.
885. Le plan tangent i une surfjce peut laisser la surface tout eniièrr d'un seul cété; il y a alors un point de contact unique ou une ligne de contact; le premier cas se présente, par pxemple, pour la sphère, !« second pour le cylindre et le cAne à base circulaire. Le plan langent peui aussi couper la surface, et la section est alors une courbe à nœud : c'rsi ce qui arrive, par exemple, en un point de la gorge d'une poulie.
886. EnGn nous devons observer que le théorème précédent (8^1 cesse parfois d'être vrai en certains points singuliers, tels que le somir:-.'! d'un cdne; en ce point, le lieu des tangentte forme, non pas un plan, mais la surface conique proposée. Il en est de même au point d'une surface de révolution situé sur l'axe, lorsque la méridienne rencontre cet axe sous un angle différent de go degrés. Ajoutons cependant que, ^ un point décrit sur la surface d'un cône une courbe bien déterminée et aboutissant au sommet, le plan tangent au cane en chacune des po£ilion< du mobile sur sa trajectoire est parfaitement déterminé, et il l'est encore au moment où le mobile atteint le sommet du cane; c'est le plan langent suivant la génératrice qui touche au sommet la courbe considérée.
THÈOBÈME.
887. Le plan langent en un poini M d'iuie surface <U révoliuioa est perpendiculaire nu plan méridien ZOM qui passe parle point de contact
[fg. 485).
Fig. 485.
n efTel, le plan tangent en U contient la tangente HT au parallèle
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OV, et cette tangente MT est perpendiculaire au plan méridien ZOU, comme étant à angle droit sur les deux droites OH et OZ de ce plan.
COBOLLAIBEA.
888. La normale HS à la surface au point M est contenue dans le plan méridien ZOU (882). Le point S, oà elle rencontre l'axe ZZ,, e^t d'ailleurs le niâme pour toutes les normales qui répondent aui divers points d'un même parallèle ; d'où l'on conclut que les normales menées à une surfaix de révolulion par Us dleers points d'un parallèle forment mt cône de rivoUaion qui a son sommet S sur l'aie de la surjace. Les tangentes aux différents méridiens en des points situés sur une même paralUle jorment aussi an cône de réeolution qui est eirconserit à In surface et qui a son sommets, sur l'axe de celle surface. L'angle S,MS, qui mesure l'angle des plans tangenla aux deux cônes au point M, est druilj les deux cônes sont tlone orthogonaux.
THÉORÈME
889. Quatre plans tangents à une surface gauche, menés par une même génératrice, ont leur rapport anharmonique égal à celui de leurs quatre points de contact.
En effet, soient G une génératrice d'une surface gauche (884), et A, B, C, D les plana qui touchent celte surface respectivement aux pomls a, b,
c, d de relte génératrice. Considérons quatre courbes Gies use, ^(3, c-/, dS, tracées à volonté sur la surface et passant respectivement parles points a, b, c, d; désignons par a', b', c', d lea points où ces courbes rencontrent une génératrice G' voisine de la génératrice G, et menons Icâ cordes aa', bb', ce', dil'. Le faisceau des quatre plans Gaa', GbI/', Gcd, Gdd', étant coupé par la transversale G' aux points a', ù', c\ tf, lo rapport enharmonique de ces quatre pointa est égal à celui des quatre plan.-.. Cette propriété ayant lieu, quelle que soit la position de G' sur la surface, subsiste quand G* vient se confondre avec G ; mais alors les points a', ù',
d, d' se confondent avec a, b, c, d, et les plans Gaa', G bi/, Gcc", GiA/ deviennent les plans tangents A, B, C, D, puisque les cordes aa', bl/, et', dtl ont pour limites les tangentes on a, h, c, d, aux courbes aa, bf, c'i, d9. Donc le rapport enharmonique dea quatre plana tangents A, B, C, D est égal k celui de leurs points de contact a, b, c, d.
CoBO LIA IRES.
8!». La relation (727)
rit da ^ sinCA sin DA •''■"".ma'sinÛ'
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qui est la Iradaclion analytique du théorème précèdent, permet de délerminer le plan D qui touche la surface en un point donné quelconque d de la génératrice G, dès qu'on connaît les plans tangents A, B, C en troi^ points donnés a, b,e de cette génératrice.
891 . On dit que deux surfaces gauches S et S', qui ont une génératric' commune G, se raccordent suivant cette génératrice, lorsqu'elles se toif cbent en tout point de cette ligne.
Deui surfaces gauches S et S' se raccordent sntearU une g^nératrire commune G des qu'elles se touchent en trots points a, b, c de relie génératrice.
En effet, soient d un point quelconque de la génératrice G ; D et D* lf« plans qui touchent respectivement au point d les surfaces S et S'; enfio. A, B, C les plans tangents communs en a, b, c. Les rapports anharmoniques des deux systèmes de quatre plans (A, B, C, D), (A,B, C, D') soni égaux entre eux, puisque, d'après le théorème précédent, chacun d'eui est égal à celui des quatre points a, b, r, d. Donc les plans D et D* coïncident, et les deux surfaces S et S' se touchent en an point quelconque d de la génératrice commune.
C'est surtout en étudiant la Géométrie descriptive qu'on comprendj^ l'importance de ce principe fondamental.
I. — Théorème de Gnldîn
SUS. L'importante proposition connue sous ce nom se tronve iodiqu^ dans Pappus (On du iv* siècle). Elle a été ensuite retrouvée par Gnldia (commencement du xiv* siècle).
THËORËME.
803. L'aire engendrée par une ligne brisée plane quelconque, toarnanl autour d'un axe extérieur quelconque situé dans son plan, a pour mesure le proiluit de la longueur de la ligne brisée par la circonféreina que décrit son centre de graeilé.
Noua savons que le centre de gravité d'une ligne brisée plane est le centre des distances proportionnelles des centres de gravité de ses c4t<^ (714).
Si lu ligne brisée se réduit i une droite ÂB, la proposition a déji été démontrée (761 ), puisque le centre de gravité d'une droite est en $on milieu (714).
Soient mainte lournant auloui
de cette ligne ; côtés à l'aie xj étant la somine (761)
Si l'on déugi porlionoelleg àt
d'où expression de I'
894. Le théo des cAtés de la ligne courbe en nue «gt alors la Ht suite, i'ain d'un axe exté produit de sa U grarité.
Applicatio
Que rence de rayon ne la coupe pa
Soit d la disi d'une circonTéi
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recherche du cenlre des moyennes distances, on peut remplacer plnsieim points par leur centre particulier (713), et le centre qui correspond «ai extrémité d'un diamètre quelconque est le centre de la circonférence. L'aire de la surface engendrée, qu'on appelle tore, sera donc
ajrr, airrf= 4it'ri/.
a* Trouver la position du cenlre dt gravité d'u/ie demi-circonfértnee de raj^n r.
Soit j: la distance du point cherché au diamètre qui termine la demicirconférence. Si on la fait tourner autour de ce diamètre, elle engendrera une surface sphérique de rayon r. On devra donc avoir (843)
jrr.airi OU an'ri = 4»"*, d'où jr = — .
Le centre de gravité cherché étant d'ailleurs, d'après une remarque précédente, situé sur le rayon perpendiculaire à l'aie, sa position est parfaitement déterminée.
THËORËUE.
896. Ze volume engendré par un triangle tournant autour d'un axe extérieur situé dans son plan, a pour mesure le produit de l'aire du triangle par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Nous distinguons trois cas :
1° L'un des rli\,H du triangle se confond avec l'aie [fg. 487)>
Fis. 487.
Le volume engendré par le triangle ABC tournant autour de l'aie xjr ■ pour eipression (833, i*)
c'est-à-dire, en désignant par S l'aire du tiiangle dont le double est raprésenté par AD.BC,
Itt.AD.S.
Si G est le pendicu luire
Si gtlg,so donc, d'apré
Le triengl' centre de gi e- ffi-S'Ior tionnels aui coerGcienls I
Ln Irois
gi«ns le cbi et joignons <
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de gravité des Iriaagles ACD el BCD,
vol. APC « IV {kCD.gg' — BCD.g,g',).
Le triaDRla ABC, dont le ceolre de gravité est G, étant 1> ditUrate ne. iSg.
des trianglee ACD et BCD, on a, comine ci-dessus,
ACD.fff'- BCD.ffiff', - ABCGC; d'uit encore
TOl.ABC=ABC.airGG'.
THËORËHE.
897. Ze volante engemlré par un polygone tournant aaioar d'mn axe extérieur sUuâ dans son plan a pour mesure le produit de «mi mre par la cireonférenee que décrit son centre de gravité.
Décomposons le polygone donné, dont l'aire est S, en triangles ayut
pour aires f, r', /', Soient J, j', ^,... les distances des centrée de
gravité de ces triangleg à l'axe, et d la distance du centre de gravité dn polygone (716) au même axe. Le volume engendré par le polygone, somme des volumes engendrés par les triangles qui le composent, est
Mais, d'après les propriétés du centre des distanças proportionDdiM, la parenthèse est é^e i S.d. Par suite, le volume cherché a pour eipression
S.ind.
CoROLUinn.
S98. Le théorème subsiste, quels que sdent le nombre et la granifeor
des ctiéi du polygone, c'est-à-dire à la limite, quand le polygone on une
partie du polygone devient une courbe. Dans ce cas, le centre de gnvilé
de la suiface obtenue est la position limite du centre de gravité de la
surrace polygonale. Par Buite, A quelconque tournant autour d pour mesure le produit de ton centre de grwité.
Applications .
II. — Sur la mazifflii
900. Les propriétés qui font 1 ainsi que leurs démoosl rations bien qu'aux 6gures planes. Tou laJre doivent alors ëtro énoncés
Entre tmu les triangles tphe AU et AC, le triangle maiiinui deux côt^s est égal à la somme
Entre tous les triangles splu côtés est donnée, le triangle colis sont égaux et coniprennei deux autres.
Celte seconde proposition se ' ment semblable à celui du n"
un cercla u ayant A pour pél dooDée du côté AC. Par les po rapport au centre de la sphër lequel ce plan coupe la sphère n
a34 gRombtbie dars l'bspacb.
qui sont les sommets de deux trJaDgles CiAB, C|A.B équivatenU (8S3i. L'aire de ces triangles augmentis avec l'inclinaison du plan du cercle sur te plan EDAB, c'est-à-dire à mesure que les points Ct et Ci se rapprocbent l'un de l'autre sur le cercle u; celte aire est donc maximum quand c«> deux pointa se conrondent, et par suite le triangle maximum demanda est le triangle AfiC obtenu en choisissant le sommet C sur I» cercle » de telle sorte que ce cercle u et le cercle circonacrit au triangle DEC stuent tangents; mais alors le pôle du cercle DEC est sur EC (S23); àone ou a C = o, C = 7, E = J ; et par suite A = a — B=a — J, 0 = -,, B=a — D=3-(J^-■/), d'où, enân, A= B + C.
901. On peut dire encore que dans le triangle maximum ABC contlnm avec deux c6lA donnés AB et AC, h troisième côté CB est le diantèof $plierique du cercle circonscrit; car, en imaginant l'arc de grand cercfe qui partagerait l'angle A en deux parties, l'une égale à B, l'autre égtl« i C, on voit immédiatement, par les doux triangles isocèles dans le^udî cet arc décompose le triangle ABC, que le point où cet arc coupe BC r<t éqnidistant de A, B et C, et par suite est le pâle du cercle inscrit à AfiC
THÉORÈME
90S. Parmi toRs les corps de même aire, la sphère est celui qui aiepbts grand volume.
Soit K un corps ayant le volume maximum sous une aire donnée, et I la surface qui le limite.
1° La surface 1 est con-exe, sans quoi on pourrait augmenter le volume du corps sans augmenter l'aire.
3° Tout plan A qui divise l'aire de K en deux parties équivaUntet divise aussi te volume en deux />ar[ies a et p éi/uivaieittes (fig. igo); «r.
FJg. 490.
si l'on avait, par exemple, « > p, en remplaçant ? par la figure «1 symé-
LITKE VU. — LBS COHPS lONDS. 335
trique de a par rapport au plan A, on obtiendrait un corps («, «i) de même aire que K et de volume plus grand.
Nous donnerons, pour abréger le discours, aux plans tels que A, le nom de f^m médinns. Par toute tangente à la surface £, on peut menet un plan médian (raisonnement analogue à celai du n° 13, en faisant tourner un plan autour de la tangente depuis la position oii il est tangent jusqu'à ce qu'il le redevienne) ; de meroe, on peut mener un plan médian parallèle A un plan quelconque.
3* Tout plaa médian A eit normal à la surface £ en (ont point de la ligne minant liiqiiille il roii/'e cette surface; car, si en un point de celle ligne le plan tangent était oblique au ^lan A, en remplaçant l'une des parties a ou ^ par la symétrique de l'autre par rapport au plan A, on obtiendrait un corps ayant le volume maximum sous l'aire donnée, et qui, étant coupé par le plan tangent au point considéré, ne serait pas conveie.
4* Toal plan I) passant par l'intersection D de deux pt/ios médians F et Q est un plan médian. En effet, soit X un iv>int commun à la droite D et à la surface I et XT la tangente à la section que le plan R détermine dans la surface Z; par XT on peut mener un plan médian (i°), et ce plan doit être normal en X (3"}; mais la normale en X devant appartenir aussi aux plans médians P et Q (3°) n'est autre que D; donc le plan médian considéré est le plan DXT, c'est-à-dire le pbn [t.
5" Toutes les normales h la surface î passent par un mime point.
Qu'on imagine, en eflet, les trois plans médians respectivement paral-
lëk-s aux trois faces d'un triëdre quelconque; ces trois plans formeront
un nouveau triëdre. Or la normale en un point quelconque M de Z passe
par le sommet 0 de ce triëdre; car, les trois plans déterminés par le
point M et par chacune des arêtes du trièdre étant médians (4°), leur
droite commune OM est la normale en M {3°).
fi" Im surface 2 rst une sphère.
En pffet, soient A et fi deux points quelconques de 1 {fig. 49O1 <3 le
Fig. 431.
point de concours des normales â celte surface, AB la section faite dans Z
par le plan AOB. ACD . . . B. une ligne brisée inscriie dans l'arc XS. et AUN ... TB la ligne brisée circonscrite correspoodaDie (291 >. Li relation
d'où
OA -h MA = OM = OC -I- MC ÔÂ'-ÔC' = MC' — MA',
«t fon s de môme
'^-°''<ôcTm,i'"'*'<''>-
Faisons tendre vers léro les cAtés de la ligne brisée inscrite; toutes ]fi rractloos des seconds membres des inégalités précédentes lendrait vctî zéro; en désignant par ( la plus grande d'entre elles et ajoutant les îd^ galités membre à membre, on a
OA-OB<f.P,
P étant le périmètre de la ligne brisée circonscrite; comme P tend vnla longueur de l'arc AB, et que i tend vers zéro, on voit que la différent.' OA — OB peut devenir moindre que loute quantité donnée. Or celte différence est /Lee; donc elle est nulle, et l'on a OA = OB. Deux puioLquelconques de la surface £ sont donc équidisiants du point 0, ce >|>i. prouve que cette surface est sphérique.
ni. — Polyèdre! réguliers.
DBS POLTbDBBS RiGULlEHS CONVUU.
90t. Un polyèdre régulier est un polyèdre dont toutes les faces s*>:'i des polygones réguliers égaux et dont tous les angles polyèdres ioa'. égaux entre eux.
903. n ne peut exister que cinq polyèdres réguliez Cette proposition n'est qu'un cas particulier de celle du n* 6âS. Oi peut d'ailleurs la démontrer directement en quelques mots.
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La somme des faces d'un angle polyèdre convexe devant être intérieure à qualre angles droiU {S70), si les faces sont deg triangles équilatéraux, on ne peut assembler autour d'un même point, pour former un angle polyèdre, que troii ou quatre ou cint/ de ces triangles. On construit ainsi ~ le léiraèdn régulier compris sousquatre triangles équilaléraux ; X'octaèdi régulier, compris sous huit triangles équilaléraui ; l'icosaèdre réguliei compris sous vingt triangles équilatéraux. Au delà, ji'x triangles équilatéraus assemblés autour d'un même point donnent six angles plans dont la somme est ^1e è quatre angles droiU; il n'y a plus d'angle polyèdre les six triangles se trouvent développés dans un même plan.
On ne peut employer les carrés et les pentagones réguliers qu'en les assemblant par trois, puisque l'angle d'un carré est droit et que celui d'un pentagone régulier est égal à { d'angle droit. On a ainsi Yheraèdre régulier ou cube, compris sous six carrés égaux, et le dadécaètlre régulier, compris sous dooze pentagones réguliers.
Aucun autre polyèdre régulier convexe n'est possible, puisque, l'angle d'un hexagone régulier étant égal à { d'angle droit, trois angles d'hexagone régulier font en somme quatre angles dnntB.
Nous preuverons l'existence des cinq polyèdres réguliers énoncés, en moDtrant comment on peut effectuer leur coDstruclion.
PROBLËUB.
B08. Construire im polyèdre régulier, connaisiant son arête.
\a construction du tétraèdre régulier (fig. 49a)et celle du cube [fig. 49^)
ne peuvent offrir aucune difficulté, d'après ce qui a été dit aux n" Sât
et G4!t. Nous ne nous occuperons que de l'octaèdre, du dodécaèdre et du
l'icosaèdre.
Fis- 191. Fie- 495.
Octaèdre régidier.
Prenons (/;. 4gj) un carré ABCD de cAlé tf. ËlevonB on son centre 0
*^ gGomEthib banb l'ispace,
une perpendiculaire indéGnie, et portons départ et d'autre du poinlOin
cette perpendiculaire une longueur égale au rayon du carré ABCD, et;!
à-dire i ~ — Eu joignant lea points S et S' ainsi obtenus aux somnifi
FiB- 491-
A, 6, C, D, on forme un octsMre régulier SADCDS'. En effel, ks -iarêtes SA, SB, ..., S' D sont égales entre elles eti)
Vt*t = °-
Les huit faces du polyèdre construit sont donc des triangles èquilatén»^ égaux. De plus, les six angles polyèdres sont égaux entre eux ; car le" angles S et B, par exemple, sont les angles au sommet do deux pyramide quiidrangulaires régulières SABCD, BASCS', évidemment superposabifi comme ayant même base et mâme hauteur.
On peut résumerla construction deToclaèdre régulier en remarquanlili" trois droites égales et perpendiculaires entre elles eu leur milieu, wlW queAC, OD,SS',ont pour extrémités lea six sommets d'un pareil polyèdre.
Doilécaèilie régulier.
Soit IJ^g. 4g5 ) un pentagone régulier ABCDE de cAté a. Precons d>u- Ires pentagones réguliers de côté a. Avec deux de ces pentagones ioir<^ au pentagone ABCDE, formons en A un angle triëdre qui, ayant ses l^^'^ égales, aura aussi ses angles dièdrei> égaux. Les trois cdl^ BA, BC, i^" déterminent alors un angle triëdre B, égal à l'angle trièdre A, corau" ayant un angle dièdre égal compris entre deux faces égales entre tllti'' chacune à chacune. On peut donc former & tous les sommets du penu-
gone ÂBCDB des angles trîèi réguliera égaux à ce penlagc pentagone ADCDE est comm troisiËme et le quatrième tri tagone; le dernier angle trié
On obtient ainsi un asseml également inclinés. Cet asBei verte, moitié du dodécaèdr FGIUKLMNPR qui la termine penlagooes. D'ailleurs les an en efTel, les deus angles Ifié un dièdre égal compris enln chacune. L'angle RFG est do FGK. On peut alors faire tou en Taisant passer le sommet cesse de coïncider avec sa pc
Si l'on construit de la mSii et si on la retourne pour Toi près cela, rapprocher les dci
un mCiaa pUn, oe plan conlei IriAOre ta A.
gëombtkib u*ns l'espace.
l'aulre les polygones qui les (ermioent, en établiasant la coïncidence 6b Eomroela du premier où il n'y a qu'ait pentagone et des sommets do ^ cond qui en réunissent deux. Comme les plans de ces penUgonea ont déjà entre eux l'inclinaison nécessaire pour composer un angle (rièd:? <^gal à l'angle A, l'ensemble obtenu sera bien un dodécaèdre rëgnl<» coropria bous douze pentagones réguliers égaux rornuDt vingt aifle trièdrea éganx.
Jcnsaédre régulier.
Prenons [fg. jg6) un pentagone régulier ABUDE de côté a. Ëlevoues
son centre 0 nne perpendîcalaire et, dans la plan déterminé parle rtnn , OA et cette perpendiculaire, décrivons du pointA comme centre, etbo «
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pour rayon, un arc de cercle qui coupera la perpendiculaire au point S ; carnesl plus grand queOA = n 1/ lltU.. Les arêtes SA-, SB,..., SE
seront égales entra elles et a a. Par Euiie, la Gurface latérale de la pyramide pentagona le SABCDB sera formée de cinq triangles équlialériii.~ (Sgaux entre eux et également inclinés, puisque les angles triédres isocèles en A, B, . ., E sont égaux entre eux comme ayant leurs trois faccâ (égales chacune à chacune.
Cela posé, en chacun des sommets A et B du triangle SAB, pi. çons (comme l'indique la seconde figure) le sommet d'une pyramide identique à la première SABCDE, de maniëre que les deux nouvellrs pyramides ABSEFQ, BASCIIG aient respectivement avec la première les faces corninunes A5B et ASE, BAS et 6SC, et entre elles les faces communes ASE et ABG. Nous aurons ainsi un assemblage de dix triangles ('quilalérauï l'gaux et également inclinés.
Cet assemblage forme une surface polyédrale ouverlr, moitié de l'icosaèdre, elles sommets de l'hexagone gaache (') CDI^IFGII qui l;i lermin" réunissent successivement rfffux et (roû triangles D'ailleurs, les angles de cet hexagone sont égaux : l'angfe DEF, par exemple, est égal è l'angk EFG, car tous deux sont évidemment égaux à i'»n;;le EAG. 0:i peut dort luire lourner le polygone CDEFGH sur lui-même, en Taisant passer L sommet C en H, le sommet H en G, etc., sans qu'il ces:-e de co'i'ucidei avec sa première position.
Si l'on construit de la même manière Li seconde moitié de l'icosaëdn et si on la retourne pour l'opposera la première moitié, on pourra donc rapprocher les deux calottes polyédrales et appliquer l'un sur l'autre le: polygones qui les limitent, en foisant correspondre les sommet? de l'ut qui réunissent trois triangles aux sommets de l'autre qui en réunissen f(eiix. Comme les plans de ces triangles ont déjà entre eux rinclinaisoi nécessaire pour oonstîtuer alors en chaque sommet un angle polyëdn égal à l'angle S, l'eniemble obtenu sera bien un icosaèdre régulier compris sous vingt triangles équilatéraux égaux, formant douze angles pentaôdrei (■gaux.
ScOLIB.
907. En ayant recours aux formules S = -- et A = — du n° OOj, oi
( ' ) La coalour CDEFGII ni ^laeha ; cnr *i lec quatre pointa C, T), E, F énio: dam QQ mèms plan, les deui pstilaQanci ABCDE, HSEFC, qui uni dvjà du le pliD COE 1» WmtnMi B et E camreui», leraient toui deux clana eu mta plan, qnt contiandrlil la point A en mtmt Icmp* que lei poinls B, E, ¥ ; < qui oU Impoulble, d'aprt* ce qui procèdu.
B. et H C. — Tr. da Géom. (Il' rarlie). |6
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forme facilement le Uibleau suivant, qui renferme les nombres des ëémeuts des cinq polyèdres réguliers convexes, dont nous connaissons les nombres de faces :
Tétraèdre régulier. . .
Hexaèdre régulier...
la
Octaèdre régulier...
la
Dodécaèdre régulier.
la
Icosaèdre régulier...
ao
la
Le nombre des faces de l'hexaèdre et le nombre de côtés de ses Ure^ sont respoclivemcnt égaux au nombre des sommets de roclaôdre et . l nombre d'arêtes de ses angles polyèdres. Il en est de même réciproqurnienl pour l'octaèdre comparé a l'hexaèdre ; le nombre d'arêtes rt^lf le même de part et d'autre. Les mêmes conditions sont remplies par le d >décaèdre et l'icosaèdro. On peut donc regarder les polyèdres réguluT> co -vexes comme conjugués deux àdeux ; car le tétraèdre régulier, ayant autant de faces que de sommets, est conjugué à lui-même.
THÉORÈME
908. Tout pofyèfire régulier convexe est inscriptible et circonscripttlle ri la sphère.
Soient (fg. 497) dans le polyèdre régulier considéré deux Uom^ adjacentes ABCDE, ABr/D'E\ dont 0 et 0' sont les centres.
Fig. .'197.
Les perpendiculaires OK et O'R au c6té commun AB se coopérant en n même point K ; les perpendiculaires OS et O'S aux deux laces ABCDS,
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ABC'D'E', lieu I respect irg des poinlg à égale dislance de leurs Eommels, ^e cou]>eront en un point S, car elles sont siluâeg dans le plan OKU' per< I didiculaire à AB au point K. Les deux triangles reclangles KOS, KO'? soront d'ailleurs égaui enlre eux, puisqu'ils ont l'hypoténuse K5 commune et le calé KO égal au côté KO' comme apothèmes de deux polygones réguliers ^ux. L'angle OKO" niesurRul rinclinaison constante do deux races adjacentes du polyèdre, l'angle OKS égal à l'angleCKSBern la moitié de celle inclinaison, cl le triangle KOS sera, par suite, constant pour toutes les faces.
Si l'on considère une troisième face C, conligiië i la face ABCDË par le c6lé CD dont le milieu est L, la perpendiculaire élevée i cette face par ^n centre 0' coupera dune la droite OS au point S, de manière que le triangle LO'S soit identique au triangle KOS ou à son égal OLS.
Bn continuant de proche en proche, on voit que les perpendiculairefélevées aui dilTérenles faces du polyèdre par leurs centres se coupent nDutuellement en un même point S, situé à la môme distance de toutes les faces et à la même dislance de tous les sommets.
Donc la sphère de centre S et de rayon SA passe par tous les sommets du polyèdre régulier ou lui est ciironscrUe ; la sphère de même centre S et de rayon 50 est tangente à toutes les faces du polyèdre en leurscentret^ nu lui esiinichu.
1^ point S est le M'/ifrv du polyèdre régulier; SA est son rayon, 50 son iipiithimt,
ConOLLAlHES.
909. Si l'on décompose un polyèdre régulier en pyramides en prenant pour centre de décomposition le centre même du polyèdre, les pyramide!) obtenues sont régulières ; Tout polyèdre régulier peut donc être j/urlagr en autant de pyramides régulières qu'il a de faces.
Les laces latérales de ces pyramides étant prolongées décompos«>nt l'videmment la sphère inscrite ou circcnscrite en autant de polygones ïpliériquee réguliers égaux que le polyèdre considéré a de faces.
Le volume d'un polyèdre régulier a ftaur mesure le produit de sonaire imr U tien du rayon de la sphère inscrite |6i6).
Deux polyèdres réguliers de même ordre étant nécessairement semblables, le rapport des côtés, des aires ou des volumes de ces polyèdres est aussi celui des rayons, des carréf OU des cubes des rayons des sphères inscrites OU clrtenicrites.
910. La centres fies faces d' un polyèdre régulier sont les sommets d'un autre polyèdre régulier conjugué du premier {_fig. 498 ) .
Soient A l'un des sommet* du polyèdre donné et S le centre commun
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des sphères inscrile et circonscrite à ce polyèdre. Désignons par 0. (' 0*, . . . les centres des faces réunies autour du point A. Ces poicc
Fîg. 498-
étant également distants des points S et A, sont situés dans un même y * perpendiculaire à SA en un point qui est le centre du cercle circonsc* au polygone 00' 0*.... De plus, L étant le milieu du côté AB, le iriar>.-- OLO' est constant, et le polygone inscrit OO'O'... ayant ses côtés ép^i est régulier. Le polyèdre formé en joignant les centres des faces du polyèdre proposé a donc déjà pour faces des polygones réguliers égani. •' le nombre de ces polygones est égal à celui des sommets du poheon: donné. Il reste seulement à prouver que ces polygones sont égatenhro: inclinés. Or, si l'on considère les deux faces du nouveau polyèdre ';t s'appuient sur le côté 00', l'angle dièdre qu'elles comprennent est . supplément de Tangle constant ASB des deux perpendiculaires SA et ^f à ces deux faces.
La réciproque de ce théorème est évidente.
On voit (|u'en appliquant la construction indiquée sous Tane oq scrl'autre forme, le tétraèdre régulier conduit à un nouveau télraédr»rhexaèdre régulier à un octaèdre régulier, et, réciproquement; le àod*^ caèdre régulier à un icosaèdre régulier, et réciproquement ; ce qui justi la dénomination de conjugués donnée à ces polyèdres (907),
PROBLÈME
9H. Un polyèdre régulier convexe étant donné, trouver : j* /W^ naison de deux faces adjacentes; a* les rayons des sphères inscrite tt circonscrite.
i" Soient [fig, 499 ) S le centre de la sphère inscrite on circonscrite AB le côté commun aux deux faces adjacentes dont les centres sont 0 et 0', L son milieu : l'angle OLO' mesure Tinclinaison cherchée L
AB étant perpendiculaire au plan OLO', les plans OLO' et ASB sont yerpendiculaires. Par suite, si du point S comme centre nous décrÎTons une
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rphëre, sa rencontre avec l'angle trièdre SAOL déterminera un triangle sphérique aol, recbiDgle en t.
He. 499-
Soient, dans le polyèdre considéré, n le nombre de cdtég de chaque faco, m le nombre d'aréies de chaque angle polyèdre. On aura évidemment
anele(io/= angle AOL = ~ = V
angle on/ — angleOAl. = ^ ■■ - •
Le triangle spbérique rectangle aol donne d'ailleurs
cos<«i/= cosol.sinanl.
Alais
ciisol = coaOSL 1= sinOLS = sin - 1.
Od a donc la formule générale
En l'appliquant aux difforents polyèdres réguliers conveies, on trouve [lour l'inclinaison I les valeurs suivantes :
Tétraèdre régulier 7o*3i'43*,6
He^a^dro régulier. 90°
Oclaëdro régulier iiiç(°a8'i6',4
Dodécaèdre régulier 1 i6°3î'5.1',a
Icosuèdre réguliui' i38'irai',75
Les valeurs indiquées sont exactes pour l'besaèdre et l'icosaèdre, ap-
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procbées pour les trois autres polyèdres. Les inclinaisons des îèo^ .a tétraèdre et de Toctaèdre régulier sont supplémentaires Tune de l'autre. 2** Soient a le côté du polygone donné, r son apothème, R son tzjod Le triangle OLA donne
OL = AL cot AOL = - « col - •
Le triangle rectangle SOL donne à son tour
SO = OLtangOLS, c'est-à-dire
(i) T-rir -«cot-tang-I.
Le triangle sphérique aol donne enfin
COSoa — cotao/.cotoa/.
Or
^r.» SO
COSOfl = COSOSA = rrr
On a donc
F^ = tangoo/.tangoa/
eu
R . TT n
- = tang- tang-«
On en déduit
(a) 11 = -fltang — tang-L
En appliquant les formules (i) et (2) aux différents polyèdres réguliers convexes, on obtient les valeurs suivantes :
Tétraèdre régulier r == ^^^ j R = -*^r .
Hexaèdre régulier r=-, iv = ^l_.
Octaèdre régulier /• = -^ , R = î^^.
Dodécaèdre régulier r = J V/'^Ô ''^~' ^ = ''~-'^ *' ' ' "
Icosaèdre régulier ^^ ^•3(3-^t/^) J^^u/^±^il.
la aV a
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à m qui lui a donné naissance. Or, si ce nombre est p^ il fiaut décrire p fois la circonférence (270) pour décrire le polygone lui-même. L'espèce d'un polygone étoile est donc le nombre de circonférences parcourues en suivant tous ses sommets, ou le nombre de fois que les projections '•< ses côtés sur la circonférence circonscrite recouvrent cette circomerence. Si Tespèce d'un polygone étoile est p^ la somme de ses angles ao centre vaut p fois quatre angles droits.
916. Vordre d*un angle fx>lyèflre est marqué par le nombre de faces. II est d'ailleurs de môme espèce que le polygone qui résulte de s* section par un plan. Si Ton considère une pyramide régulière ayant pour base un pentagone étoile ou de seconde espèce, l'angle polyèdre au sosk met est de seconde espèce, et les angles plans qui le forment, projetés >br la base de la pyramide, remplissent deux fois les qualre angles droits.
917. « ... En conservant toujours la définition générale des polyèdres }) réguliers,..., on voit la possibilité de construire de nouveaux polyèdres )> réguliers, non-seulement avec les nouveaux polygones (réguliers },...« 9 mais même avec les polygones réguliers ordinaires; et, pour bien a:-
> tendre cela, il faut commencer par distinguer nettement dans un fo
> lyèdre ses faces, ses arêtes et ses sommets.
» Comme un même polyèdre peut paraître également construit sous )) tels ou tels polygones, on prend pour \e& faces les plans qui, en plii5 » petit nombre, achèvent complètement ce même polyèdre
» Pour les arêtes^ ce sont les côtés mômes qui terminent les faces do » polyèdre, et par lesquels ces faces se joignent deux à deux, de sortt » que chaque arête sert de côté à deux faces adjacentes, et qu'ainsi le » nombre des arêtes est (toujours] égal à la moitié du nombre des 0616» » de toutes les faces.
v C'est à ces seules droites, comme faites, que se trouvent les angle> 0 dièdres du polyèdre; les autres angles que pourraient former les fac» » en se traversant n'en font point partie , et de même c'est aux seul» r> points où se réunissent les extrémités des arêtes que sont les sommeil » et les angles polyèdres du polyèdre.
» Cela posé,... on peut construire de nouveaux polyèdres parfaitement » réguliers. . . : ils ont toutes leurs faces égales et régulières, également » inclinées deux à deux, et assemblées en môme nombre autour de chaque » sommet. Ils peuvent être inscrits et circonscrits à la sphère (' )•— 1-^
(') Car la démonstration du n* 908 est fondée aenlement tvr Kégale iscISnaifton des faces égales et régulières du polyèdre et sur ridentite de |>OMtKa du centre de chacune d'elles par rapport à ses intersections avec les faces a J* jacentes
g difTérence essentielle de ces t naires est que, daos ceui-i 1 sur la spbëre JDScrile ou cii « respondants recouvrenl une » autres, ces polygones la tPoiNSOT, ^. cil.). Ce dernlt a,, , . , , a„ et w les projectioi du centre du polvgoae régulit faces du polybdre; œ que no par la projection de cette fù S I ibériques isocèles succossiC
918. On nomme nrdre d'ui et espèce d'un polyèdre réguli lion sur la sphère (c'cst-à'dire par li's projections de ses dîvc 'J19. Il est Tacile de voin ri^^utior jusqu'à leur renconli cnJrf, qui a (tour noyau le 'l'uito manière analoi>uc k'S pol lyi'drod réguliers ordinaires; e.
polyèdres réguliers déjà connu nouveau polyèdre régulier qi nairc qui a servi du point de d nul lie l'École Polytech»ir]ue , Plus lard, M. J. Bertrand (( '. XLVI)aralUcliélesnouv( connus, par une démousiralio pie : c'est celle que nous allô
920. Nous regarderons d'à • nnijues étant ttnnnés dans l\ i:o!lvexB, dottt les mmmets t rimtlenne tous les autres pu, lirécisiment pour sommets toi
Nous savons d'ailleurs (60!
dout chaque sommet soit la r
9âl. Étant donné un po^ existe toujours an polyèdre n que le poljvilre A.
Les sommets du polyèdre
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Sphère (908), lout polyèdre convexe dont les soramels sont pris pam^ ceux de Â ne saurait contenir les autres dans son intérieur. Il eiis> donc (920) un polyèdre convexe X dont tous les sommets se coDfoodec avec ceux du polyèdre A. Il reste à prouver que ce polyèdre convexe X est régulier.
Désignons par P la figure formée par l'ensemble des deux polyèdre ronsidérés, et par Q une autre figure identique à la première. Puisque f polyèdre A est régulier, la coïncidence des deux figures pourra être vltenue en plaçant un sommet quelconque de Q sur un sommet détemÛD^ de Pf ce qui entraîne l'égalité de tous les angles i}olyëdres du pdyèdn convexe X.
De plus, deux sommets étant Tun sur l'autre, la coïncidence des deuv polyèdres A qui font partie de P et de Q, et par suite celles des figurrtotales, pourra être obtenue au moins de trois manières difTérentes: c. les sommets considérés appartiennent à des angles au moins trièdres e! sur l'une des faces du premier angle, on peut placer une face quelconqu du second. Les angles polyèdres correspondants des deux polyèdres coovexes X sont donc, à leur tour, non-seulement égaux, mais susceplible> de coïncider aussi de trois manières différentes au moins; et, comme cr» angles sont trièdres, tétraèdres ou pentaèdres (695), ils ont alors néœseairement toutes leurs faces égales et également inclinées.
Les faces des deux polyèdres X sont donc des polyt^ones équiangles ei également inclinés, dont la coïncidence peut être établie en plaçant on sommet arbitraire de Q sur un sommet désigné de P ; en d^aatres termes ces faces sont des polygones réguliers égaux. Le polyèdre X, ayant pour faces des polygones réguliers égaux et pour angles des angles polyèdns égaux, est régulier.
n convient de remarquer que Tordre des angles polyèdres est le mém^ pour le polyèdre A et pour le polyèdre X. On le voit sans peioe en ?< fondant sur ce que cet ordre ne peut être que 3, .{ ou 5.
THÉORÈME
922. // n'existe que qiuitre polyèdres réguliers d*espèces supérieurr*.
« En vertu du théorème précédent, pour obtenir les polyèdres ré^iu- » liera d'espèces supérieures, il faut évidemment prendre les polyèdn> u réguliers convexes (905), et procéder delà manière suivante : chot:!>tr » un sommet sur l'un de ces polyèdres, et chercher 8*il existe d'au- » très sommets qui, réunis à celui-là, puissent former un polygone ré- » gulier. » (J. Bertrand, loc. cit.) Ce polygone est alors une face possible d'un polyèdre d'espèce supérieure ayant mêmes sommets que \v polyèdre convexe proposé. Si le polyèdre d'espèce supérieure existe, lo nombre des polygones égaux partant alors d'un môme sommet est le
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nombre de faces de son angle polyèdre; mais, pour qu'il ei ces polygones égaux doivent pouvoir former un angle polyë<
I' Il est clair que celle construction appliquée au lélraèdrene
i> Chaque soinmet do l'oclaëdre appartient à deux carrés, ^' peuvent évidemment pas former les faces d'un polyèdre.
i> Cliaquo sommet du cube peut former, avec deux autres so •' vcnablemeni clioisis, un triangle équilatéral, et cela de troi I' difTérenies; maisces trois trianglesappartienneiit àun létraéd
n Chaque sommet du dodécaèdre régulier peut, do trois m ' rérentes, former des triangles équilaléraus avec des somme » nant à deux des faces qui s'y réunJBgenL; mais ces Irianglt " pas un angle polyèdre, deux d'entre eux n'ayant jamais d'à ré K
" Chaque sommet du dodécaèdre régulier peut également " déré comme le sommet de six triangles éqiiilatéraux dont " sommets appartiennent à des faces contiguës à celles qui < ■> le sommet donné. Mais ces six triangles équilatéraux sont I u deux tétraèdres réguliers.
B Chaque sommet du dodécaèdre est enfin le sommet comn '> pentagones régulieis dont les quatre auti'fs sommets appar " même polyèdre. Ces trois pentagones ne forment pas les <> angle trièiire, parce que deux d'entre eux n'ont pas d'aréle » mais les pentagones étoiles qui ont les mêmes sommets I " angle trièdre, et leur ensemble, pour tout le polyèdre, fori
- cacdre réj;ulier (de septième espèce).
» Chaque sommet de l'icosaèdre est le sommet commun de " gics équilatéraux ayant pour eôlés les droites les plus couri ■■ puisse mener entre les sommets, après celles qui forment 1( i> faces. Ces triangles forment l'icosaèdre de septième espèce.
• Chaque sommet do l'icosaèdre peut être considéré comme
- rommun de cinq pentagones réguliers de première espèc " quatre autres sommets appartiennent également à l'icosaèdn
• lagones sont les faces du doctécaèdre de troisième espèce U
• vexes). Enfin les mêmes sommets peuvent être considéi
• appartenant à des pentagones étoiles qui forment le dodd » troisième espèce, A faces étoilces).
e II n'y u dune en tout que quatre polyèdres étoiles, qui se ■> menl ceux que M. Poinsot a découverts. • (J. DimTRAND, h
Nous croyons devoir ajouter ici le raisonnement suiv M. Kœnigs, pour prouver que lo dodécaèdre ne fournit qu'u étoile Ot que l'icosaèdre n'en donne que trois.
D'après ce qui précède le dodécaèdre no peut donner que de étoilt's A sommets trièdros.
2Da
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Or, parmi les plans passant par A {fig. 499 bU), le plan (AL, A'L < déterminé par les deux arêtes AL, A' L' joignant des couples de points diamétralement opposés A et A', L et L', est un pian de symétrie du dodécaèdre; et, il y a en chaque sommet A de ce corps trois plans de symétne tels que le précédent.
Un plan desymétriedu/>o(r^''^/''*''wm/étantunplan de8ymétrieda/>i/' lyèdreclérivé'^noxïs allons chercher à former au sommet Auntrièdre admettant le plan (AL, A'L') pour plan de symétrie et ayant par suite une arétc dans ce plan, tandis que la face opposée est perpendiculaire à oe plan.
Pour cela, nous ferons tourner un demi-plan autour d'une droite menée par A perpendiculairement au plan de symétrie ; et, en considérant )es positions du plan contenant des sommets du polyèdre primitif, nous chercherons à former avec ces sommets des polygones réguliers pouvant être pris pour faces d'un polyèdre dérivé.
Le plan est supposé tourner vers Tarrière de la figure ('). Voici le ubleau de ses positions successives :
Première position. — Le plan contient, outre A, le sommet L seul.
Deuxième position. — Le plan est AMQ'. Le triangle AHQ' est équilatéral; les deux autres sont AP'D, ACN; ils n'ont pas d'arête commune.
Troisième position. — Le plan est AC'D'. Le triangle AC'D' n'est pas équilatéral.
Quatrième position, — Le plan est AP'N ; il contient aussi B' et E', car les arêtes LA, QT'^ C'B', D'E', MN sont également inclinées sur la face LQ'C'D'M. Les sommets A, N, E', B', P' forment un pentagone semblable au pentagone qui forme la face du dodécaèdre primitif. Les trois peola-
(')L, N, Qf M', P' sont dans un même plan; L', N', Q', M, P sont d«08 un autre; aucun de ces plans ne contient le centre 0 qui est dans un plan parallèle intermédiaire.
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pones conveses formés de la sorle autour de A ont deux à deuï en commun doux sommets non conflécutifs ; ils ne peuvent pas former un angk polyèdre; mais, par la même raison, les pentagones étoiles ayant les mêmes sommets ont deux â deux une arête commune et donnent le dodé- {■rtédre étoUé (de septième espèce).
Cinquième posititiH. — Le plan est AN' P. Le triangle AN' P est isocèle, mais on peut démonlrerque N'P est plus grand que AP.
Sixième position. — 1^ plan est AM'<J. Le triangle AM'Q n'est pas équilatéral, car M'Q est égal à AD, lequel est inrôricur à AM'.
Septième poaiiioii . — Le plan est A BC DE ; c'est la face mémo du dodéraédre primilir.
A partir de là, le demi-plan, en achevant sa rotation, ne rencontre plus aucun sommet.
I^e dodécaèdre ne peut donc fournir qu'un polyèdre étoile.
Nous laissons au lecteur le soin d'appliquer le même raisonnement ù l'icosaèdre; la chose est encore plus simple, et l'on reconnaît de la sorte <iue l'icosaèdre ne donne que trois polyèdres étoiles.
PROBLfeME.
0£}. Trouver l'espèce d'un poljèdre régulier, La relation d'Ëuler (I) S+ F = A-i- a,
démontrée au n' 088, ne s'applique pas seulement aux polyèdres convexes; elle subsiste sans modification pour tout polyèdre jouissent dicelte propriété qu'il existe, dans leur intérieur, un point tel que chaque demi-droite issue de ce point rencontre !a surface en un point, mais en un seul. C'est ce que montre clairement la démonstration suivante que l'on peut substituer à celle du n° 688.
Imaginons une sphère ayant pour centre le point en question et. en considérant ce point comme cpnlre de projection, projetons le polyèdre sur la sphère. A chaque face du polyèdre répondra un polygone sphérique ayant le même nombre n de côtés et dont l'aire aura (850) pour expression i — aw ^- 4, s désignant la somme des angles de ce polygone sphérique. La somme des aires do tous les polygones spliériques ainsi formés, c'est-à-dire l'aire do la sphère, sera donc représentée par if — aln -4- 4 F et, comme dans le si stème d'unités adopté (813) l'aire de la sphère est égale è 8, on aura la relation (a) î.,-aîH + .(F = B.
Or, d'une part, la somme dos angles sphériques autour de la projection de ctfaquo sommet du polyèdre étant égale ù 4, on a Xs ~ iS. D'autre
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part, la projeclion de chaque arête du polyèdre formant an côté appartenant à deux polygones sphériques, on a 2/t = 2A. La relation (i devient donc 4S — 4A-4-4F = 8, c'est-à-dire la relation (i).
Cette démonstration offre d'ailleurs l'avantage de montrer la roate » suivre pour modifier la formule d'EuIer de manière à la rendre applicable aux polyèdres réguliers étoiles. Il faut alors tenir compte è la fo{< de l'espèce du polyèdre considéré (918), de l'espèce de ses faces {9\^, supposées toutes de même espèce, et de celle de ses angles po]yèdre> (916) supposés tous de même es]>èce. A cet effet, projetons le polyèdre donné sur la sphère inscrite ou circonscrite, en prenant pour ceolre de projection le centre de cette sphère (917).
Soient n le nombre des côtés de Tune des faces du polyèdre, 9 le nombre qui en marque l'espèce, a Taire sphérique que sa projection recouvre (917), f la somme des angles de ce polygone sphérique. Décomposons-le en triangles en joignant à ses sommets, par des arcs de grands cercles, la projection du centre de la face considérée. L'aire de l'un de ces triangles, ayant s pour somme de ses angles, sera, en prenant pour unités l'angle droit ci le triangle trirectangle (847), a — 2. L'aire a qui contient n de ces triangles, sera a = la — ^n. Or Ix^ c'est la somme des angles des a triangles ou la somme s des angles du polygone augmentée de la somme (les angles au sommet de ces mêmes triangles, somme qui est égale à 4?) puisque l'espèce de la face projetée est ^(916). 11 vient donc
Soit B l'espèce du polyèdre ou le nombre exact de fois que sa projection recouvre la sphère dont Taire est ici représentée par 8 (813); nous aurons Fa = 8E en désignant par F le nombre des faces.
On a d'ailleurs F/2 = 2 A. A étant le nombre des arêtes do polyèdre. Quant à F.r, elle représente la somme des angles de tous les polygooes sphériques obtenus. Mais la somme des angles réunis autour de chacun de leurs sommets, projection de toutes les faces de Tangle polyèdre correspondant vaut <r fois quatre angles droits, <r marquant Tespèce dt^ angles polyèdres (916). On aura donc, s'il y a S sommets,
Fj = 4'S, et en substituant les valeurs de a, /i, ^ dans la relation ci-dessas, il vient
(1) A-^ aE = ^.E -+- a.S.
Si Ton fait dans cette formule E = 7 = (r = i, on retrouve la formoie d'Euler. Au lieu de la formule que nous venons d'obtenir, Poinsot (Mémoire cité) trouve
A-haE = F-H<7S,
parce qu'il ne tient pas compte de Tespèce de la face du pol}'èdre.
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024. Dodécaèdre régalicr de se/uième es/iice (Poinsot, quairième
On l'oblieot à l'aide de pentagones étoiles ou de Eeconde espèce, formant des angles trièdres de première espèce autour de rhaque sommel d'un d chUcd Ad re régulier ordinaire (922). Ce nouveau polyèdre (Jîg. Soo)
a donc vingt sommets (007). En désignant par m le nombre des arêtes d'un de ses angles polyèdres et par n le nombre drs càtés d'une de ses faces, ona(69fi)
aA::'"S cl aA-Hp;
doù l'on déduit (en faisant S - ao, m = 3, n = 5)
A.= 3o et F=--ia.
U furmule (1) donne ensuite, en faisant n = i , y = a, A = 3o, T = n, 5 = 10,
aE = a4 -f- ao — 3o ou E ^ 7.
t'A nouveau dodécaèdre est donc de septième espèce.
«5. leoiaMrt régulier de leplième espèce.
On l'obtient (022) à l'aide de triangles équi latéraux formant des anglet
GËOHETtttE Pins L E;
penlaèdres de seconde espèce autour de cliaquc sommet if on icct^a^" régulierordioaire. Ce nouveau polyèdre (/f^- 5oi)a donc 12 sommets i^J' -
En faisant S = ra. m = 5, /i = 3, dans les équations aA = BiS ei aA = /(F, on trouve
A ^ 3o el F = M.
La formule (I) donne ensuite, en y faisant 7 = 1 et <t = a,
aE = ao 4- a4 — 3o ou E = 7,
Ce nouvel icosaëdre e^l donc de septième espèce.
926. Dodécaèdre régulier de Imisiéme e.f/iéce, à fnces conreirs.
On l'obtient (922) à l'aide de penlagonea réguliers ordinaires (orBwni des angles pentaèdres de seconde espèce autour de chaque somtnel d'un icosaèdre régulier ordinaire. Ce nouveau polyèdre ayant douie sodudMSi les équations aA= mS et aA = wF donnent [pourm = 5 et /i = 5)
A = 3o et F =- la.
La formule (I) donne ensuile, pour y — i eio = a,
aE=ia-^34 — 3o ou E = 3.
Ce nonva espèce.
9ï7.Dodt
deuiitme ei
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On Tobtient (922) à Taide de pentagones étoiles formant des anglepentaèdres de première espèce autour de chaque sommet d'un icosaèdiv régulier ordinaire. Ce nouveau polyèdre a donc douze sommets (907). Le? équations aA = /7tS etaÂ=/?F donnent alors, pour /it = 5 et a = 3,
A = 3o et F = 12.
La formule (I) donne ensuite, pour ^ = 2 et a = i,
2E = 24 -^ >î* — 3o ou E=3.
Ce nouveau dodécaèdre à faces étoilées (fg. 5o3 ) est donc aussi de troisième espèce.
928. Voici le tableau des éléments des quatre nouveaux polyèdres i^guliers.
Dodécaèdre régulier de septième
espèce
Icosaèdre régulier de septième
espèce
Dodécaèdre régulier de troisième
espèce, à faces conTezes
Dodécaèdre régulier de troisième
espèce, à faces étoilées
la
la
On voit que les nouveaux polyèdres sont conjugtiés deux à deux, comax les polyèdres réguliers ordinaires (907).
929. Pour familiariser davantage le lecteur avecles nouveaux polyèdre^ nous terminerons en Indiquant aussi leur mode de construction d'après Cauchy (919), parce qu'il fait peut-être mieux image que celui qui a été adopté plus haut (922).
« En prolongeant dans le dodécaèdre ordinaire les arêtes qui formeot » les côtés des douze pentagones, on obtient le dodécaèdre étoile (de troi- » sième espèce).
» Si, dans le dodécaèdre ordinaire, on prolonge le plan qui contieni 9 chaque face jusqu'à la simple rencontre des plans des cinq faces qu.< » entourent la face opposée, on obtiendra le dodécaèdre de troisièmo » espèce, compris, comme le dodécaèdre ordinaire, sous des pentagone» » de première espèce.
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9 Eo6n, si Ton prolonge les arêtes qui, dans ce dodécaèdre de troi- » sième espèce, forment les côtés des douze pentagones, on obtiendra le 9 dodécaèdre de septième espèce.
» On obtiendra l'icosaèdre de septième espèce, en prolongeant chaque 9 face de l'icosaèdre ordinaire jusqu'à la rencontre des plans des trois 9 triangles qui entourent la face opposée à celle que Von considère. »
IV. — Homothétie et homologie dans l'espace
FIGURES HOMOTIIÉTIQUES DANS l'ESPACE.
930. Étant donné un système de points A, B, C, ..., situés d'une manière quelconque dans l'espace (fig, aaS et 226), si, sur les rayons SA, SB«SC, ..., issus d'un point S pris à volonté, on prend à partir de ce point des segments SA', SB', SC\ ..., tels que
SA ' _ SIV _ se ' _
SA "" SB ~ se ~'' '
A étant un nombre quelconque, on dit que le nouveau système de points A', B', C\ ... est homothétique au système primitif ABC. . . . Suivant que le rapport k ^homothétie est positif ou négatif, les points homologues tels que A et A' sont situés d^un même côté ou de côtés différents par rapport au centre S tC homothétie, et les deux systèmes ABC..., A'B'C'...' sont dits homothétif/ues directs ou homothétiques inverses,
La déûnition de l'homothétie est donc la même pour les Ggures de Tespace et pour les Ggures planes (354). Toutefois, il n'est plus vrai de dire ici, comme dans le plan, que l'homothétie inverse donne, abstraction faite de la position, les mêmes figures que l'homothétie directe; F étant une figure quelconque de l'espace, si l'on construit, à l'aide d'un centre S arbitraire, la figure homothétique directe F' suivant le rapport X* et la figure homothétique inverse F^, suivant le rapport — X-, les deux figures F' et Fi seront symétriques par rapport au point S (65H). Or on ne peut plus faire coïncider deux pareilles figures (673), tandis que dans le plan une rotation de 180 degrés autour du point S entraînait la coïncidence (35i).
93i. La figure homothétique rCune sphère est une sphère; la démonstration est la même que celle du n" 355. Par suite, comme un cercle peut toujours être considéré comme l'intersection de deux sphères, lajfgure homothétique d*une circonjérence par rapptjrt à un point quelconque de i^espace est une circonférence.
93i. Le théorème du n"" 356 et sa démonstration subsistent. La figure homotitétique d'une droite est une droite parallèle h la première ^ et Pangle de deux droites est égal à celui de leurs droites homologues ( 357, 358).
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La figure homothetiqite d\in f*lan est un plan parallèle au preaiifr. car, si Ton considère dans le plan donné une droite qui tourne autour d 'n point A, dans chacune de ses positions cette droite aura pour bomoimtique une droite parallèle passant par un point fixe A' homothéUqoe de A. Il résulte de là : i^ <\\xun plan qui passe par le centre d'Aoniot/tétie este lui-même son fiomothëtique ; a* que l'angle de deux pians est égal a Sangle de leurs komothétiques.
Les tangentes en deux points homologues de deux courbes kotm^^^tiques sont parallèles, comme limites de sécantes parallèles. Par suite [8Ni les plans tangents en deux points homologues de deux surfaces homothitiques sont parallèles.
933. Deux systèmes sont liomothétiques, s^ il existe dans i 'espace dtnj points 0 et 0' tels, que les droites qid joignent le point 0 aux divers p^-ini> du premier système, et les droites qui joignent le point C aux évcr points du second système, soient parallèles et dans un même rapport i la démonstration est la même qu'au n*" 360.
Il résulte de là que deux sphères quelconques sont à la fois homnti^ tiques directes et /lomothétiques inverses (362); les deux centrée d'hotci- Ihétie divisent harmoniquement la ligne des centres des deux sphères: ces centres sont en outre les sommets des deux cônes qu'on peut drcoJiscrire aux deux sphères. Lorsque les deux sphères sont tangentes, leur point de contact est un centre d'homothélie, directe si le contacter' intérieur, inverse si le contact est extérieur,
93 i. Le théorème du n"* 363 et sa démonstration subsistent. Ainsi^ «^^ systèmes homothétiques à un troisième sont homothétiques entre euSft' les trois centres d^homothétie sont sur une même ligne droite, qû'o:» nomme axe d*homotltétie des trois systèmes.
Trois sphères considérées deux à deux ont trois centres d'homothéi.-e directe et trois centres d*homothétie inverse (933). Elles ont à:tc quatre axes d*homothétie : un axe d'homothétie directe qui contienl le^ trois centres d'homothétie directe, et trois axes d'homothétie inverse (\'^ renferment chacun deux centres d'homothétie inverse et le centre dirtc' qui répond au troisième centre inverse. Ces quatre axes d*homotitetn sont ceux des trois cercles (366) que l'on obtient en coupant les tro:» sphères par le plan qui passe par leurs centres.
935. Lorsque quatre systèmes P, P', P", P* sont homothétiques deni à deux, leurs six centres dhomothétie sont situés dans tm même plan.
En effet, soient respectivement 0„ 0,, 0„ les centres d'homothétie de P et P', de P et P', de P et P" ; le plan 0, 0, 0^ est à lui-même son booo* logue dans les systèmes P et P', puisqu'il contient leur centre 0«; il est
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aussi à lui-même son homologue dans les systèmes P et P", puisqu'il contient leur centre O,. Donc ce môme plan est encore à lui-même son homologue dans les systèmes P'et P' (934); et, par suite, il contient leur centre d'homotbétie. On prouverait de même que ce plan passe par les centres d'homothétie de F et P"*, et de P' et P'".
Ces six centres d'homothétie sont les sommets d'un quadrilatère corn* plet dont les côtés sont les quatre axes d'homothétie des quatre systèmes» f roposés pris trois à trois. Le plan de ce quadrilatère reçoit le nom do l^lan d*liomnthétie des quatre systèmes P, P', P", P*.
936. Considérons en particulier le cas de quatre sphères. Comme deux sphères sont à la fois homothétiques directes et bomolhétiques inverses, on aura douze centres dJiomothétie, dont six directs et six inverses. II est aisé do voir qu'il y a huit plans <f/tomothétie. En effet, imaginons le tétraè^lre dont les sommets sont les centres des quatre sphères ; sur chaqueface de ce tétraèdre, il y a six centres d'homothétie, trois directs et trois inverses (934). Considérons l'un 0 des six centres qui sont sur l'une des faces; ce point 0 appartient à deux droites À et B dont chacune passe par deux autres centres de la môme face. D'ailleurs, ce même point 0 est commun à une autre face du tétraèdre, et, par suite, il appartient également à deux autres droites Cet D situées sur cette seconde face. En combinant les deux droites A et B de la première face avec les deux droites C et D de la seconde, on obtient quatre plans, AOC, AOD, BOC, BOD, dont ch«icun passant par cinq centres d'homothétie renferme nécessairement le sixième centre correspondant. Ainsi, par chaque centre 0 de la première face, passent quatre plans d'homothétie ; mais chacun de ces plans est commun à trois centres de cette même face. Donc le nombre total des plans d'homothétie est égal à huit.
937. Deux Ggures de l'espace sont semblables lorsque, par un déplacement convenable, on peut amener la seconde sur Tune des homothétiques directes de la première. Or, d'après le n"" 930, pour avoir tous les systèmes homothétiques à un système donné, il n'est pas nécessaire de faire varier le centre; il suffit, en prenant un centre arbitraire, de faire varier A de o à oo (364). Donc on obtiendra toutes les Ggures semblable^ à une figure donnée, en construisant, avec un centre pris à volonté, les surfaces homothétiques qui répondent à toutes les valeurs du rapport A^ depuis zéro jusqu'à l'infini.
Ainsi deux sphères quelconques sont semblables (931 ).
La seule figure semblable à une surface conique est cette surface co» nifjue elle-même; car, si l'on prend le sommet 0 pour centre d'homothétie, l'homologue A' d'un point quelconque A de la surlace conique proposée est situé sur la génératrice OA.
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suite, )e point m' est dans le plan déterminé par le point a' et la droite À. Tout plan passant par le centre d'homologie est son propre homologue. Si un plan est parallèle au plan d'homologie, il en est de même de son homologue ; par suite, si une figure F est située dans un plan parallèle au plan d'bomologie, la figure homologue F' est semblable à la première.
940. Dans deux figures bomologiques, le rapport anharmonique de quatre points en Ugne droite est égal au rapport anharmonique des quatre points homologues.
Il en est de môme pour un faisceau plan de quatre droites et pour le faisceau correspondant ; pour le faisceau de quatre plans passant par une môme droite et pour le faisceau formé par les plans homologues.
Le premier principe est évident, diaprés la remarque faite en lète du numéro qui précède; les deux autres s'en déduisent immédiatement.
941. Lorsqu'un point m' de la figure F' est à Tinfini, Tégalité
(Op//i/w')=A
80 réduit à
//lO
Donc tous les points à IMnfini de la figure F' ont leurs homologues situés dans un plan U parallèle au plan d'homologie; ce plan est dit le plan limite de la figure F.
On est ainsi conduit à généraliser la notion acquise au n*" 588, sur les points à Tinfini dans un plan. Puisque tous les points à l'infini dans Tespace ont leurs homologues situés dans un plan, et que la figure homologue d*un plan est un plan, on doit considérer tous les points à rin^ui flans t espace comme étant situés dans un même plan qu'on nomme plan h Pinfini; ce plan contient les droites à Tinfini de tous les plans de l'espace.
Mais revenons aux figures homolopiques. ta figure F' a aussi son plan limile V qui répond aux points à Tinfini de la figure F ; et l'on voit, comme au n* 732, que le rapport des distances du plan limite U au centre 0 et au
plan Q d'homologie est égal à X, tandis que ce rapport est égal à r- pour
le plan limite V.
Étant donnée une figure F, son plan limite U, ainsi que le centre 0 et le plan Q d'horoologie, on obtient l'homologue m' d'un point quelconque m de la figure F de la manière suivante \ p ^i q étant les points où une droite menée par m rencontre les plans U et Q, on mène par le point q U parallèle au rayon 0;^, et Ton prend Tinlersection m' de cette droite {homologue de pmq) avec le rayon O/ii.
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9iâ. Pour > = — I, l'homologie est dile tuirmonique; les deux (4aDs limites se confondent avec le plan qui est équidistant du centre et da plan d'homologie.
Quand le plan d'horoologie est à TinGni, rhomologie devient Aom»thétie. Si, de plus, Tbomologie est alors harmonique, on eet ramoié ï vt symétrie par rapport à un centre.
Lorsque le centre d*homoIogie est à l'infini, Thomologie devient affinité; la seconde figure se déduit de la première en dilatant dans un nyport constant ses ordonnées normales ou obliques par rapport au pin d*homologie. Si, de plus, Thomologie est alors harmonique, on est rament* à la symétrie (normale ou oblique) par rapj)ort h un plan,
943. Nous montrerons plus tard les ressources qu'offre à la Géométrie pure la transformation homologique. Nous nous bornerons à signaler ic une des plus intéressantes applications pratiques de cette théorie; nous voulons parler de la construction des bas-reliefs, c'est-à-dire de of> figures qui forment une faible saillie sur le mur d*un édifice et à Tasd: desquelles on représente un sujet ou une scène quelconque. Le bèyrelief F et la scène F' qu'il représente sont deux figures homologique^. Soit 0 l'œil du spectateur qui est en avant du mur, tandis que la figure F est supposée en arrière ; désignons par a* le point de F' qui est le plus voisin du mur, et par P' le plan mené parallèlement au mur par le poioi le plus éloigné. On prend le point 0 pour centre d'homologie, le plan P du mur pour plan homologue de P', et Ton se donne à volonté, un peu en avant du mur, le point a qu'on veut faire correspondre au point a' et qui sera le point le plus saillant du bas-relief. Ces données, c'est-à-dire \k centre d'homologie 0^ un couple (^, a') de points homologues et us couple (P, P'] de plans homologues, suffisent évidemment pour déterminer la figure F homologue de F . m' étant un point quelconque de F' on prend l'intersection h' de la droite <i'/ii'et du plan P'; le rayon 01 donne, par sa rencontre avec le pls^n P, l'homologue 6 de ^' ; par suite, Vvcr tersection m de ab et du rayon Om' est le point m du bas-relief qui répono au point m' de la figure à représenter. On pourrait aussi commence: par déterminer, à l'aide de ces données, le plan d'homologie, et opérer ensuite à l'aide du plan et du centre d'homologie, et du couple (a, o^).
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la sécante tourne autour du point 0, est un plan P perpendiculaire au diamètre ÂB qui passe par le point 0 ; car, dans chaque plan mené par OC, le lieu est une droite 1 340) perpendiculaire au diamètre AD etinenée par le point H, conjugué harmonique de 0 par rapport à ce diamètre.
On dit que le point 0 e<%t le pôle du plan P, et que le plan P est le plan polaire du point 0 par rapport à la sphère C.
Le plan polaire P d*un point 0 est évidemment le lieu des polaires du point 0 par rapport à tous les cercles de la splière dont les plans fHissent par G.
Le rayon de la sphère est moyen proportionnel entre les distances du centre au pôle et au plan polaire, La discussion des positions du pôle et du plan polaire par rapport à la sphère est la môme qu'au n'' 341. Nous remarquerons seulement que, lorsque le pôle est extérieur à la sphère, le plan polaire est le plan de la circonférence de contact du cône qui est circonscrit à la splière et qui a le pôle pour sommet,
9 15. Les plans polaires de tous les points d*un plan passent par le pôle de ce plan; et inversement, les pôles de tous les plans qui passent par un même point sont sur le plan polaire de ce point, \jà démonstration du n* 342 subsiste; seulement, XY [fig, ai 8) représente alors la projection, sur le plan considéré, de la droite CO qui joint un point quelconque Ode ce plan au centre C do la sphère.
Il résulte de là que, si chacun des points d*un plan P est pris pour sommet d'un cône circonscrit à la sphère, les plans des cercles de contact oassent tous par un même point p y pôle du plan P; inversement, si, suivant chacun des cercles de la sphère dont les plans passent par un même point p, on circonscrit un cône à la sphère, les sommets de ces cônes sont tf.'us dans un même plan P, qui est le plan polaire du point p,
9i6. Soient une sphère dont le centre est 0 et une droite quelconque
Fig. 5o/}.
AD ( fig. Soi). Prenons le pôle A' do AB par rapport au grand cercle
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ECFD situé dans le plan ÂOB, et par le point Â' élevons la perpendiculaire Â'B' à ce plan AOB ; on voit que, réciproquement, la droite Âfi eslb perpendiculaire au plan OÂ'B' élevée par le pôle A de A'B' par rapport au grand cercle EIFK situé dans le plan OA'B'. Les deux droites AB. A'B' ont reçu, d'après cela, le nom de droites récipnx^ues par rappor à la sphère 0.
Quand deux droites sont réciproques par rapport à une spfière, chacune d'elles est le lieu des pôles de tous les plans passant par l'mUrr: ou, ce qui revient au môme, c/iacune d'elles est C intersection commuât des plans polaires des divers points de f autre. En effet, le plan polaire d'un point quelconque M de AB est perpendiculaire au plan FCE, el « trace sur ce plan est la polaire du point M par rapport au cercJe FC£- Cette trace passe donc (342 ) par le point A' qui est le pôle de AB par rapport au cercle FCE. Par suite, le plan polaire CID du point M resferme la droite A'B'.
Il résulte de là que, lorsque deux plans sont tangents à ta sphère, Irv intersection est réciproque de la droite qui unit les deux points de eontûct. car ces points de contact sont les pôles des plans tangents.
Remarquons en6n que la droite AB est le lieu des pâles de sartciprogm A'B' par rapport à tous les cercles de la sphère dont les plans passent par MB'. En effet, A' étant le pôle de la droite AB par rapport au cerdf FCE, si N est le point où la droite AB rencontre le diamètre CD d'un cercle quelconque CID conduit par A'B', les points C, X\ D, N foraeDt un système harmonique ; donc N est le pôle de A'B' par rapport au cercle QD.
PLAN BADICAL DB DEUX SPIIÈRBS.
947. Si, par un point M de Fespace, on mène à une sphère 0 une. décante arbitraire qui rencontre la sphère en A et B, le produit MA. MB a une valeur indépendante de la direction de la sécante. Ce produit cocstant, qui est positif lorsque le point M est extérieur à la sphère, n^pi^f lorsque le point M est intérieur, et nul lorsque le point M est sur '•• surface sphérique, prend le nom de puissance du point M par mpffort •* la sphère 0.
La puissance d'un point par rapport à une sphère est égale, en grandeur et en signe, à l'excès du carré de la distance de ce point au centn sur le carré du rayon (372). Lorsque le point est extérieur à la sphère, sa puissance est égale au carré de la tangente menée à la spltèrepar c: point»
Quand deux sphères se coupent ortfiogonalement, le carré du rayon à: chacune d'elles est égal à la puissance de son centre par rapport à toMirt .sphère ( 3S3).
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948- Le lieu fies points d'égale pmssancepar rapport à deux sphères est un plan perpendiculaire à la ligne des centres (373).
(^e plan a reçu le nom de pUm radical des deux sphères. — Lorsque -deujc sphères se coupent, leur plan radical est le plan du cercle commun ; lorsque deux sphères se touchent , leur plan radical est le plan tangent au iK>iiit commun. — Le plan radical de deux sphères concentriques disparaît à rinHni.
Le pion radical de deux sphères est le lieu des points d'où l'on peut leur mener des tangentes égales (374). C'est aussi le lieu des centres tics sphères qtd coupent les deux premières orthogonalement (383).
9i9. Les plans radicaux de trois sphères considérées deux à deux passent par une même droite (376). Cette droite est la perpendiculaire au plan des centres des trois sphères, élevée par le centre radical des trois grands cercles contenus dans ce plan ; elle a reçu le nom ^axe radical des trois sphères.
Lorsque les centres des trois sphères sont en ligne droite, Taxe radical se transporte à TinOni : il peut cependant arriver que les trois plans radicaux coïncident, auquel cas les trois sphères ont un plan radical au lieu d'un axe radical.
930. EnGn, les six plans radicaux de quatre splières considérées deux n deux passent par un même point. Car le point où Taxe radical des trois premières sphères rencontre le plan radical de Tune de ces sphères et de la quatrième est d'égale puissance par rapport aux quatre sphères; il est donc commun aux six plans radicaux des sphères considérées deux è deux, et aussi aux quatre axes ntdicaux des sphères considérées trois à trois.
Ce point est dit le centre radical des quatre sphères. Il est unique, à moins que les centres des quatre sphères ne soient dans un même plan ; dans ce cas, il peut arriver que le centre radical disparaisse à l'infini, ou bien qu'il soit remplacé par un axe radical, ou même par un plan radical si les centres des quatre sphères sont en ligne droite.
96\* Les propriétés relatives aux points anlihomologues ainsi que leurs démonstrations subsistent pour les sphères :
1* Le produit des distances de l'un quelconque des deux centres de titnditude de deux sphères à deux points antihomologues est constant; detir couplet de points anti/iomohgues sont sur une même circonférence, et deux cordes anti/iomologues se coupent sur te plan radical des deux sphères (378);
a* Quand deux sphères sont touchées par une troisième^ la droite qui Joint les points de contact passe par un centre de similitude de ces
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deux sphères, et la réciproque de cette droite par rapport à latr*.sième sphère est située dans le plan radical des deux premières. Invtrsement, si la droite ab qui joint deux points respectifs a et b de dti sphères (X) et ( B ) parse par un centre de similitude de ces deux sphinx la sphère ( co ) qui touche {k) en a et qui passe par le point b touche \ 6 en b. Et encore, si la droite ab qui joint deux points respectifs a e: • de deux sphères est telle que l'intersection des plans tangents en a *' b à ces sphères appartienne à leur plan radical, la sphère (w) ■/ touche {A) en a et qui passe par b touche (B) en b (379)b
3** Si deux sphères (A) er (B) sont touchées respectivement en art ' par une sphère (w) e/ en a* et b' par une sphère (co'), de façon », • les contacts en b et b* soient semblables ou dissemblables en même icni^ que les contacts en a et «', le point de concours de deux côtés opp'^^ quelconques du quadrilatère ab a' b' est à la fois un centre de i r. litude des deux sphères dont ces côtés sont des cordes et un point ./ plati radical des deux autreç sphères (380).
RÉCIPROQUES
9o2. La déOnition du n"* 384 s'applique à des points A, B, C, , siin -
d'une manière quelconque dans l'espace.
Le cercle d'inversion devient alors une sphère, et, lorsqu'on fait \ari' ' le rayon de cette sphère sans déplacer son centre, les figures iQve^se^ . la figure donnée ainsi obtenues sont homothétiques (385) entre elle?
933. Un plan L et une sphère 0 quelconque peuvent être considcr comme deux figures inverses l'une de l'autre (388). La figure ime^* d'un plan L est une sphère 0 passant par l'origine; et la figure imy* d'une sphère 0, par rapport à l'un quelconque de ses points pris pc^*' origine, est un plan L perpendiculaire au diamètre passant par /Vrû:*""
954. Deux sphères quelconques 0 et 0' peuvent être considérées corn", deux figures inverses l'une de l'autre (390). La figure inverse d*h\ sphère Q^par rapport à un point S extérieur ou intérieur pris pour or gine, est une autre sphère 0'.
955. L'inverse d'une circonférence C par rapport à un point quiconque S de l'espace pris pour origine est une autre circonférence C Car, la circonférence G étant considérée comme rintersection de deu*. sphères 0 et 0', son inverse est rintersection des deux sphères O'et V . inverse des sphères 0 et Oi, c'est-à-dire un cercle*
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11 résulte immédialement de la définilion des figures inverses que trois couples quelconques a ei a\ h et b\ c et c', des points correspondants de lieujc figures inverses sont situés sur une même sphère. Donc une circonférence quelconque C et son inverse C appartiennent à une même sphère, et par suite (878) elles sont des sections antiparallèles d*un même cône oblique qui a Torigine S pour sommet. De là le moyen de trouver le centre de la circonférence C inverse d'une circonférence C; ce centre est (880) sur la droite qui jouit l'origùie S au sommet d'un cône auxiliaire y circonscrit suivant le cercle C à la sphère déterminée par la circonférence C et le point S.
9^. La formule du n** 386 et sa démonstration subsistent. Quant au théorème du n** 387, il s'applique aussi à deux lignes quelconques de respace ; mais une nouvelle démonstration est nécessaire.
Et d*abord on démontre, absolument comme au n°387, en considérant ^ fig* lio ) une ligne quelconque plane ou gauche MN et son inverse M'M', que leurs tangentes MT, M'T' font des angles égaux TMM', TM'M avec lo rayon vecteur SMM'. Cela étant, soient {fig, a4i) deux courbes gauches MA et Ma qui se coupent en M, et les courbes inverses M'A', M'a'; il faut prouver que Tangle des deux premières, c'est-à-dire Tangle /MT de leurs tangentes, est égal à l'angle rM'Tdes deux autres. Or on a, d'après Tobservation précédente,
/MxM' rr /MM, TMM' = TM'M ;
donc le trièdre formé par les droites MM', MT, M /, et le trièdre formé par les droites M'M, M'T, M'r, ont un angle dièdre égal MM' compris entre deux faces égales chacune à chacune; ces deux trièdres sont donc symétriques et, par suite, les troisièmes faces TMr, TM'f sont respectivement égales.
957. V angle de deux surfaces F et Ft, en un point quelconque m de leur ligne d'intersection amb, est égal à l'angle sous lequel les surfaces inverses F' et F\ se coupent au point correspondant m'»
En effet, menons par m sur les surfaces F et Ff deux courbes mp et mpi à angle droit sur la ligne d'intersection amb] leurs inverses m'p' et m'p\ couperont (956) à angle droit la ligne a'm'b* commune aux surfaces F' et F t , et de plus l'angle des deux premières courbes mp et mp^ sera égal à celui de leurs inverses m'p* et m'p\ . Or l'angle des courbes mp et mpi mesure l'inclinaison mutuelle des deux surfaces F et Fi au point m, et l'angle de m'p* et m'p\ mesure l'inclinaison mutuelle des deux surfaces F' et F, au point correspondant m'.
Puisque Tinversion conserve les angles des surfaces, let sphères inverses de deux sphères tangentes sont aussi tangentes; d'ailleurs on voit/
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comme au n° 393, que le contact entre les deux nouœlles sphèrei le contact entre les deux sphères primitives sont semblables ou dissemblables suii^ant que les puissances du centre d^ins^ersion par rapp^ aux deux sphères primitives ont le même signe ou des signes cppost'*. Les lignes et les surfaces inverses jouissent, relativement à û courbure, de propriétés très importantes que nous ne pouvons pas dévelopf^ ici. Nous renverrons sur ce sujet aux Mémoires déjà eités dans len'3l^? et à un Mémoire de M. Hirst, Annales de Tortolini^ t. Il, 1859.
Applications.
958. Voici quelques applications des principes qui précèdent.
On nomme projection stéréographique d'une figure sphérîqoe la perspective de cette figure faite en prenant pour point de vue S unpoinii la sphère, et pour plan de projection ou tableau le plan P du grand (%r> ' dont le pôle est au point de vue S.
D'après le n^ 953, on peut considérer le plan diamétral P comme <> verse de la surface sphérique, en prenant pour origine le point S ^ pour puissance le double du carré du rayon de la sphère. La pngeCii' stéréographique n'est donc qu'un cas particulier de la transformai)' par rayons vecteurs réciproques, et Ton peut énoncer les propo^iii '* suivantes qu*on utilise dans la construction des mappemondes :
i* Les projections stéréographiques de deux lignes traces sur '. sphère se coupent sous le même wigle que ces lignes eUes^méMes,
2° La projection ste'réographique d'un cercle de la sphère est •cercle dont le centre est la perspective du sommet du cône circonsr' à la sphère suivant le cercle proposé.
La projection stéréographique a été connue des Grecs : Ptolémée ! décrite sous le nom de planisphère ^ et les auteurs du moyen âgel'âpf" laient astrolabe, La construction du centre est due à M. Chasles.
959. On peut toujours transformer un groupe de trois sphères donth^ • en un groupe de trois autres sphères ayant leurs centres en ligne drotu le lieu de V origine ou du pâle de transformation est la circonfertuy* qui coupe à angle droit les grands cercles des sphères données siiif ' dans le plan des trois centres. En effet, il est évident que les p6ie£ «i^ transformation doivent être dans le plan des trois centres, et qae U»»^ revient à transformer les grands cercles situés dans ce plan en troi? autres ayant leurs centres en ligne droite. Or, si l'on prend pour \^'^'-' un des points de la circonférence qui coupe orthogonalement oeâ troi* grands cercles, cette circonférence orthogonale se transforme eo ui^<^ droite qui coupe à angle droit les transformées des ciroonléreDC^^ données et qui, par suite, contient les centres de ces tranâforiDées.
SPHÈRE TANGENTE A QUATRE SPHÈRES DONNÉES
960. Supposons le problème résolu et soit X une sphère tangente à quatre sphères données Si, Si, Ss, S4 dont nous désignerons le centre radical par 0 {fig. 6o4 bis).
Si Ton fait l'inversion de la figure en prenant pour centre d'inversion le point 0 et pour coefficient d'inversion la puissance de 0 par rapport ù chacune des sphères données, chacune de ces sphères se transformerai en elle-même, et la sphère X', inverse de X, sera une seconde sphère tangente à Si, Ss, S|, S4; d'ailleurs les points de contactai, a'^, A3, a\ de X' avec Si, Si, S|, S4 sont situés respectivement sur les droites O^i. Oa|, 0^i«, 0^4 qui joignent le point 0 aux points de contact ^i, at, a^, a^ do X avec Si, Si, Si, S4.
Les puissances de 0 par rapport à Si et à X étant respectivement les mêmes que celles de 0 par rapport à Si et à X, il résulte du n"" 957 que les contacts en oi et en a^ sont semblables ou dissemblables en même temps que les contacts en ai et en a\ . Par suite les couples de sphères Si et Si, X et X' satisfont aux conditions du n** 931 (3") ; 0 est donc un centre de similitude de X et de X', et le point de concours un de a^ a^ et (le a\ a 2 est è la fois un centre de similitude de Si et de S| et un point du plan radical R de X et de X'. De môme, le point do concours wn de rîtOiet de a\a'^ et le point de concours 0)14 de axoi^ et de a\a\ sont respectivement des centres de similitude de Si et de S3, de Si et de S4, et appartiennent au plan R. Par suite, le plan radical ^ de X et de \' est un plan de similitude &>iiUis<ui4 des quatre sphères données.
Il suit de là que les centres x et af des sphères X et X' sont situés sur la perpendiculaire OZi , abaissée de 0 sur le plan de similitude v^x | &>ii wu , puisque la droite xx' doit passer par le centre do similitude 0 de X et do X' et être perpendiculaire au plan radical de ces deux sphères.
Enfin les points a^ et a\ des sphères X et X' étant antihomologues, puisqu'ils se correspondent par inversion, les plans tangents en ax et a\ ont leur intersection Li dans le plan radical R (9S1, i**); mais Li et axa\ <Hant réciproques par rapport à la sphère Si, la droite ^t a\ contient le pôle, par rapport à la sphère Si, du plan R qui passe par Li (946).
On est ainsi conduit à la conclusion suivante :
S'il existe une sphère X tangente à quatre sphères données Si, Si, Si, S4, il existera une seconde sphère \' jouissant de la même propriété. Ces deux sphères associées X et X' touchent respectivement la sphère Si aux points ai et a\ où cette sphère rencontre la droite Op\ qui joint le centre radical 0 des sphères données au pôle pi^ par rapport d Si, de
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l'un des plans P| de similitude des ménies sphères, Ijes centres x et ï de X ei de X' seront les points où les droites qui joignent le centre m de Si aux points ai et a\ rencontrent la perpendiculaire OZi abaisH': de 0 sur le plan de similitude considéré Pi.
Comme il y a huit plans de similitude (936) des quatre sphères docnées, on voit que le nombre des couples de sphères tangentes à quairr sphères données est au plus égal à huit.
Pour qu'un tel couple existe, il faut évidemment, d'après ce qui pr>''cède, que la droite O/^i, qui répond au plan de similitude considcri. coupe la sphère Si. Cette condition est d'ailleurs sufGsante : en d^aotre^ termes, si la droite 0/?i, qui joint le point 0 au pôle p^, par rapp*>f't »* Si, d'un plan de similitude Pi des sphères données^ coupe S| en deui points ai et a\ , et si x et x' sont les points où Si ai et Si a\ rencontrent .' perpendiculaire OZi abaissée de 0 sur le plan Pi, les sphères X et \ décrites^ l'une du point x comme centre avec xai pour rayon, l'aurdu point x' comme centre avec x'a\ pour ra)ron^ toucheront Vane rf Vautre les quatre sphères données Si, Si, S|, S4.
Fig. 5o4 bis.
En effet :
D'abord, la sphère X touche Si au point ^i puisque le point «i ^'' commun aux deux sphères X et Si et se trouve en outre sur la li^' des centres six. De môme la sphère X' touche Si au point a\* Il reste «i prouver que X et X' touchent l'une et l'autre les sphères Ss, Ss, Sii ^ même simplement que X et X' touchent Ss, car le même raisonnement subsistera pour S3 et pour S^.
Or, désignons par ut et a^ les points de Ss qui sont antihomoIogQeS de ai et a\ par rapport à celui o^is des deux centres de similitude de S\ ci de Ss qui est dans le plan de similitude considéré P|. Il esUte
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I 9!i\ , 1°) une sphère Y touchant respectivement 5, et S, en ai et en as, ainsi qu'une sphère Y' touchant respectivement S, et S» en a\ eteaa'.j. Lo centre 7 de Y est à la -rencontre de Ji^i et de^t^i et le centre j' do y à la rencontre de ji«', et de s,n'^. Si «,, est un contre de similitude directe de S| et de Si, les contacts en a, et Uj seront semblables ainsi c|iie les contacts en a", et a\ ; au contraire, si uu est un centre de similitude inverse, les contacts en ai et a, seront dissemblables ainsi que les contacts en a!, et a'^ . Les contacts en a',' et a'^ sont donc semblables ou ilissoroblables en même temps que tes contacts en a^ et fi]. Par suite, les sphères Y et Y' et les sphères Si et Si satisfont aux conditions du n" 9,11 (ï°), et l'on peut énoncer les propositions suivantes : i° l'intersection de ain'i et de ninj appartient au plan radical de Si et de Si, et comme aitt', coupe ce plan radical en 0, la droite iii', passe par 0; a* le point 0 est un centre de similitude de Y et de Y', et, par suite, les trois points j*, y\ 0 sont en ligne droite; 3° le point un appartient au plan radical R de Y et de Y'; mais, d'une part, la droite Xi réciproque de «in, par rapport à Si, c'est-à-dire l'intersection des plans tangents en tr, et a\ à la sphère Si, est sur ce plan radical; d'autre part, cette droite réciproque li doit appartenir au plan polaire Pi du point />, situé sur oin'i ; le plan Pi contient donc un point u,i et une droite ")., du plan radical R et, par suite, se conrond avec lui. Il résulte de là que la ligne des contres ^y est perpendiculaire au plan ?,. Les pointa/ et y sont donc situés sur OZi, aux points où cette droite rencontre si a, et s, a\ ; ils coïncident par suite avec les centres x et x* de X et de X', de sorte que les sphères X et X' coïncident elles-mêmes respectivement avec Y et V' et, par conséquent, touchent la sphère S,.
TIIKOHÙUE RR UliPUIS.
961 . Conservons les notations du numéro précédent et supposons que, les trois sphères Si, S„ S, restant Gies, la sphère S| varie. Le point O, centre radical des quatre sphères, décrira l'axe radical H dos sphères Rxes Si, Si, S). Supposons, par exemple, que P| soit le^plan de similjtudo directe des quatre sphères, et soit D l'axe de similitude directe des sphères Si, Si, Sj; la droite D étant contenue dans le plan P, et restant Tixe avec S|, S|, Si, le plan P| tournera autour de D et, p:ir suite, son pôle/>i par rapport à S| décrira la droite 5 réciproque de D par rapport à Si; or la droite S ost perpendiculaire au plan des centres <„ il, /). Donc la droite variable Opt s'appuiera constamment sur deux droites Qies H et ^ perpendiculaires au plan .<■ ti<i; le point de contact 17, de X et de S| étant situé sur Opi, ne sortira pas alori du plan
n. Bt Di C. — Tr. de Géom. (II* PaKIe). iS
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des parallèles H et ^ ; le lieu de ce point ai est donc le cercle suiw lequel le plan de H et de ^ coupe la sphère Si.
De là, ce théorème dû à.Dupuis :
Quand une sphère variable X touche constamment de la me'r^ manière trois sphères fixes St, Sj, S3, chacun des trois pot/tts de cofitiK ai «î, az décrit un petit cercle sur la sphère fixe correspondante.
Les auteurs qui se sont occupés du problème relatif à la sphère t.^i • gente à quatre sphères données (Gaultier de Tours , Journal d- V École Polytechnique, t. IX; Hbeguann, Mémoires de l' Académie dt Lille, 1823; J.-A. Serret, Journal de Crelle, t. XXXVII, et iVbtfiW.t Annales) ont fondé leur démonstration sur le théorème de Dupuis. Alieu de suivre cetle marche, qui rompt l'analogie avec la Géométrie piarx nous avons tenu à conserver celte analogie, et l'on peut voir que If raisonnement employé au n° 960 n'est que l'extension naturelle de «•! déjà fait au n* 400. Le théorème de Dupuis n'en est alors qu'un cor"laire immédiat, comme nous venons de le voir. On peut toulefois « désirer une démonstration directe. Une des plus simples repose i^ur remarque du n* 939 :
Considérons la figure formée par les trois sphères fixes Si, Sj, S,. la sphère variable X qui les louche ; transformons cette figure de façon q. Si, Sj, Sa deviennent trois sphères 2i, 2j, Sj ayant leurs centres ^i, ^t- ' en ligne droite. La transformée { de X touchera 2j, ij, I3 et le lieu de?' point de contact avec l'une quelconque de ces sphères sera évidenirc' un cercle dont le plan est perpendiculaire à. la droite o-io-jCi. Donc. » revenant à la figure primitive et se rappelant que la transformée *i cercle est un cercle, on voit que le point do contact de la sj»'-' variable X décrit un cercle sur chacune des sphères fixes S|, Sj. > (Mannheiu, Nouvelles Annales, i'* série, tome XIX.)
sphère tangente a quatre PL.4NS DONNÉS.
96?. Établissons d'abord un lemme : »
Soit AiAsAsA^ un tétraèdre, k étant l'un quelconque des iod!" I, 2, 3, 4, désignons par Sk l'aire de la face opposée au sommet A^ \ MPa- la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque M de l'espace si le plan de cette face, et par Xk le nombre qui mesure la longueur de ct^' perpendiculaire, précédé du signe H- ou du signe — suivant que le fn»^ M et le sommet Aa sont d'un même côté ou de côtés difTérents ptf ^^1 port au plan de la face Sk»
Les quantités xj, xt, xj, x^, reçoivent le nom de coordonnât f^^^^'' driques du point M.
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Les eoordonnéet tétraéihiques d'un point quelconque M de t'espace smlUjont à la relation
l'I *,x, -\-s,x^ -"-Jj-Tj -l-ï.i', = Iv,
!■ étnnt le volume du tétraèdre.
En effel, les plans des faces du télraèdre indéfiniment prolongés partagent l'espace m quinze régions ; ce sont {fig. 5o5) :
L'espace A,A,A,A, occupé par le lélraèdre;
Le iriètlre A,a,a,a,, opposé par le sommet au Iriëdre A, du tétraèdre^ il y a quatre Irièdres de ce genre, un relatif à chaque sommet ;
Le trône de pyramide indéûni A,A,A.<ï,n,<?„ qu'on obtient en re- IraDchant du irièdre A, l'espace occupé par le tétraèdre ; il y a quatre troncs de ce genre, un relatif â chaque face ; Fig. 5or..
Le comble A,A,a',aja'.M, qui a pour faite l'arête A,A, et pour - ar/ies les prolongements A, a,, A, a., des arêtes qui aboulissenl en A, et les prolongemeota A,a',, A,a'„ des arêtes qui aboutissent en A,; il y a sis combles de ce genre, un relatif à chaque arê{e.
Cela posé, si le point H est situé dans l'inlérieur du tétraèdre, les quantités j„ j„ *„ j-„ sont positives; les expressions ^^-r,,^!, j:„ j^j-'j. 3 ', *,. représentent les volumes des pyramides trianguldires qui ont M pour sommet et, pour bases, les faces j„ *„ i„ s,; et, comme la somme des volumes de ces pyramides estégale au volume du tétraèdre, <ii lelilion {1} estdémonirée pour co cas.
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Si le point M est dans le trièdre Àia^a^a^, les hauteurs des pyramides qui ont pour bases s^,s^,s^,s^^ et pour sommet le point H, sont respectivement égales à X,, — jr„ — x„ — x^, et, comme le tétraèdre équinat à la pyramide ayant pour base s^, diminuée de la somme des pjramid«s ayant pour bases s^1s^^s^^ on a
ccst-à-dire encore la relation (i).
On voit de même que, suivant que le point M est situé dans le tronc A^Â^Â^ a^a^n^ ou dans le comble (A, A,), on a
ou
c'est-à-dire toujours la relation (i), qui se trouve ainsi établie pour loos les cas.
Rbciphoouemunt, si quatre quantités x,,x,,x,,x,, satisfont à la relût ion (i), il existe un point de F espace et un seul dont ces quantités ion'les coordonnées tétraédriques.
En effet, menons un plan Q^ parallèle au plan de la face s^^ i une distance de celui-ci égale à la valeur absolue de Xj^, et du même côté du plan Sf^ que le sommet Aj^ ou du côlé opposé, suivant que x^ est posiu: ou négatif; nous obtiendrons ainsi quatre plans Q,, Q„ Q^, Q^, biend^ terminés. Trois quelconques d*entre eux, Q,,Qj, Q4, se coupent ea on fKiint unique fx dont nous désignerons les coordonnées tétraédriqiM8 p^r £,, S,, Ç,, H4. D après la construction du point M, on a
d'ailleurs, le point fx est le seul point de l'espace dont les trois coordonnées d'indices ^, 3, 4 soient respectivement égales à <f,tX^,x^. 11 res^i^ donc seulement à prouver que Ç, est égal à x,. Or on a, par le théoreDdirect,
c'est-à-dire, à cause des relations précédentes,
et la comparaison de cette relation avec la relation (i), qui, par h)[^ thèse, est ici satisfaite, donne S, = x,.
963. Abordons maintenant le problème de la sphère tangente à quatre plans que nous supposerons former un tétraèdre.
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Pour qu'il existe une sphère iA^rW» dans le tiilraèdre, il fau qu'on puisse saiieffùreà la relation (i) en prenant
p désignant le nombre fini et posiliT qui mesure le rayon de Or, une telle solution est toujours possible et est unique, car h tion des valeurs précédentes dans [i] donne
d'où l'on tire pour p la valeur unique, finie et positive.
n y s donc une sphère Inscrile au tétraèdre et une seule ; son donné par la formule précédente ; d'ailleurs, son centre, étant i des quatre taoea, appartient à tous les plans bissecteurs des dii rieurs du tétraèdre, et trois de ces plans, relatifs aux trois ai même face, suffisent pour le déterminer.
Pour qu'une sphère tangente eût son centre dans !e Irièdre f faudrait qu'on pût satisraire à la relation (i) par les valeurs
pelant fini et positif; or, la substitution de ces valeurs donno
(*,— j,- jj-i,}p= 3.S d'où p= _ ^' -_
ce qui est impossible, puisque, une face quelconque d'unlétn moindre que la somme des trois autre?, le second membre i Ainsi, il n'f a aucune sphère langenteayant son centre dmis le I sidéré ni dans les trois autres triëdres analogues.
Il y a, au contraire, une sphère dans le tronc A,A,A,A,rf, substitution des valeurs
donne
(-.,-.., + *, ->,.)p..3., d'où p=^_-|^
valeur unique, Bnie et positive, puisque dans un tétraèdre uu conque est moindre que la somme des trois autres. Cette aph exintcrite suivant la face i, ; son centre est a l'intersection des secteurs des dièdres extérieurs relaiifs aux arêtes de cette fac< m6me une apbèreeiinscrile dans chaque tronc.
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Voilà donc cinq sphères, la sphère inscrite et les tjtintre sphères ejcijtscntesj donl Texistence est certaine. II reste à examiner ce qui se passe pour les combles.
Pour raisonner d'une manière générale, désignons par A^Â^^ ]*aréte relative au comble considéré et par Ai'Ak* Taréle opposée. Pour qoil y ait une sphère tangente dans le comble (A^A^), il faut et il suffit que la substitution des valeurs
dans la relation (i] donne pour p une valeur finie et positive. Or, oetto substitution conduit à
{Si-hS^—'S/ — S^f)p^3Pf d*où p =
Donc, poiir qu'il X ait une sphère tangente dans rondes combles y il faut et il suffit que la somme s^ -f- j^ des deux faces qui ont pour c6té commun r arête du comble soit supérieure à la somme St^ -h s^ des deux auUes faces,
II suit de là immédiatement que, s'il y a une sphère flans un comble, tl n'y en a pas dans le comble opposé, et que, si la somme de deux faces en égale à la somme des deux autres, il n'y a de sphère tangente ni dam le comble qui a pour arête le côté commun aux deux premières faces, ni dans le comble opposé qui a pour arête le côté commun aux deux autres faces.
Donc, enfin, le nombre des sphères tangentes à quatre plans formam un tétraèdre est au moins égal à cinq et au plus égal à //////.
Admettons, ce qui est permis, qu*on ait
et posons L'égalité 7, = o entraîne 73 :^ o et 7, = o ; car, si l'on a
c'est que les différences entre parenthèses, qui ne peuvent être négatives,
sont nulles; on a donc-
j, = .ïj = .ç, = s^
et, par suite,
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c'est qiielesdilTéreneosentro parentbâsea sonl nulles; on a donc «i = .'i, ■*"i = n et, par auile, çi = o.
Ces remarques très 8im,nlc3 permetlcnt d'achever la discussion.
Si les trois quantités y,, q,, q^ sont nulles, on a *, = r, = .v» = (i, el réciproquemonl. Donc, pour que le nombre des sphéret toit égal à 5, it J'niti et il suffit que te léiraéilre ait toutes ses faces égales entre elles.
Si deux seulement des quantités 71, q%, q\ sont nulles, c'est qu'on a
y» ^ o, îl = o, qt > O,
c cst-ù-dire
Il ^-^ St, s, =ï», .tl>ïi,
et réàpToquemeat.Ttonc,pourquelenombredestp/ii/vssoiiégalà<>,it f'titi et il suffit que te ^ faces du tétraèdre soient égales deu.c à deux sans e'ii-e toutes égales entre etles.
Si une seule des quantités qt, yi, q^ est nulle, c'est qu'on a
7, =- o, /„ :- o. 51 ; o, cest-à-dire
.*, -^Si= .(i-t-J^l, *| > Jl^fl>.(t,
cl réciproquement. Doue, pour que le nonJire des sphères soit égal à 7, il faut et il suffit que le tétraèdre ail une face marimum et une face miiiiiiiiir», et que la somme de- ces deux faces soit égale à In somme des deux 'iiiires, lesquelles peuvent d'ailleurs Ôtro égales entre elles ou iiiéj^es.
Enlln, si aucune det trois conditions précédentes n'est réalisée, le nombre des sphères est égal à 8.
Nous laissons au lecteur le soin d'examiner les cas où les quatre plans lionnes ne forment pas un tétraèdre,
VIII. — Figures tracéai sor la sphère
RAPPORT ANIIARIIOMQITB.
9G l. On nomme rapports anharmoiiiques de quatre points A, B, C, D, fiiutfs sur an grand cercle d'une sphère dont nous désignerons lo contre l>ar «, les rapports enharmoniques du faisceau formé par les quatre fciyons wA, wB, uC, uD, qui aboutissent i ces points.
Lorsqu'un faisceau de quatre arcs de grand cercle OM, ON, DP, OQ, i 'tus d'un méine point 0 delà surface sp'iérique, est coupé par un arc de gmndcercleL,lerapportait/inrmoniquede'qaalrepointS A,h,C,Df de'let^ minés [>ar le faisceau sur cet arc transversal, a une valeur indépendante lie laposliion de cet arc L. Car c« rapport est, par définilion, égal â celui du faisceau formé par les rayons wA, »B, wC, uD, lequel ne dilTërepas ijc celui du faisceau des quatre plans uOV, uOB, uOC, uOD (:i>H).
D'après cela, onnomme rapport anharminique d'un faisceau de quair~-
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arcs de grand cercle le rapport anharmonique de quatre points déterminés par ce faisceau sur un arc de grand cercle transversal quelconque. Les deux propositions fondamentales (322 et 324) s*étendeot aux figures sphériques ; par suite, il en est de même de leurs corollaires (323 ^ et (325), de la propriété des triangles homoiogiques (326 et 327), et des théorèmes de Pascal et de Brianchon (328 et 329). Les démonslraUoa$ que nous en avons données subsistent entièrement ; le lecteur devra seulement remplacer dans les énoncés et dans les raisonnements les mois ligne droite par les mots arc de grand cercle.
RAPPORT HARMONIQUE
965. Quatre points A, B, C, D, si tués sur un arc de grand cercle, forment un système/tarmoniquelorsque le rapport anharmonique (A BCD) eslégalà — i •
Un faisceau de quatre arcs de grands cercles OA, OB, OC, OD est harmonique, lorsque le rapport anharmonique (O.ABCD) est égal à — i. c'est-à-dire lorsqu'on peut trouver un arc de grand cercle qui coupe le faisceau suivant un système de quatre points harmoniques ; alors tout autre arc de grand cercle transversal jouira de la même propriété (964 •
Il résulte de là que, si par un point C de la surface sphérique on mène, à travers un angle AOB formé par deux arcs de grands cercles, diverses^ sécantes telles que ACB, et que Ton prenne sur chacune d'elles le point D conjugué harmonique de C par rapport au segment AB intercepté entre les côtés de l'angle, le lieu du point D sera l'arc de grand cercle OD conjugué harmonique de OC par rapport au segment AOB. Le point C et l'arc de grand cercle OD sont dits pâle et polaire par rapport à l'angle AOB. La proposition (315) relative au quadrilatère complet et la démonslialioo que nous en avons donnée (337) subsistent pour la sphère; il suffit de rem- [)lacer les mots ligne droitepar arc de grandcercle. Il en résulte un moyen simple de tracer sur la sphère : i** le quatrième harmonique de trois points d'un grand cercle ; i*» la polaire d'un point par rapporta unangle(316et33T<
POLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A VN CERCLE DE LA SPHBRE
966. Un point 0 et un petit cercle AEFB étant donnés sur la sphère {fis- 5o6 ), si par le point 0 on mène un arc de grand cercle sécant OFE et qu'on détermine le conjugué harmonique I du poifU 0 par rapport a EF, le lieu géométrique du point I lorsque l'arc OFE tourne autour du point 0 est un arc de grand cercle perpendiculaire au grand cercle (^' déterminé par le point 0 et par le pâle C du cercle donné.
En effet, soit 0' le point où le rayon wO rencontre le plan du cercle donné : les trois points E, F, 0' seront en ligne droite, et le faisceau des quatre rayons wE, toi, wF, toO' sera par hypothèse harmonique: donc, si r est le point de rencontre de EF et dewï, le système reclilt|:nt
LivBB vir. — 1
K. r, F, C sera aussi harmonique. Mata le lieu du point l' est une droite Kli située dans le plaa AEB et perpendiculaire au diamâtre O'BA',
donc le lieu du point I est l'intersection de la sphère par le plan uKII; c'est donc un grand cercle perpendiculaire au grand cercle OC.
On dit que le point 0 est le pôle du grand cercle wKH, et que en grand cercle est la polaire du point 0 par rapport au cercle AEB.
Le mot pâte a déjà reçu une autre acception, mais il ne pourra jamais y avoir d'ambiguïté si l'on fait la convention suivante : quand nous emploierons le mol pôle dans le nouveau sens que lui attribue le théorème précédent, itsera toujours suivi Aea mais par rapport au cercle consiiléré, tandis que, lorsqu'il sera pris dans le sens primitif (941), ce mot ne sera suivi d'aucune indication.
Nousavons étudié avec détail au n°3il les positions relatives du point 0' et de la droite KH : le lecteur en déduira aisément les positions relatives du point 0 et du grand cercle oiKH.
Quand le point 0' décrit une droite dans le plan AEB, on sait 1 312 ) que la droite KH tourne dans ce plan autour du pûle de celte droite ; mais alors le point 0 décrit un grand cercle, et le plan vKH tourne autour du diamètre qui perce la sphère au pèle, par rapport à AEB, du grand cercle d^ril par 0. Donc, let polaires de toas les points d'un grand eertle patftni par le pôle de ee grand eertle par rapport au cercle directeur AEB : et les pôles par rapport au cercle directeur AEB, de lotis les grands cercles gui passent par un point de la sphère, sont situés sur le graml cercle iiolaire de ce point .
Le théorème du n* 3it, sa démonstration et ses conséquences (34S, 3M>) subsistent pour la sphère en remplaçant les droit«s par des arcs de grand cercle; il en résulte le moyen de construire sur la sphère la polaire d'un point par rapport à un cercle directeur donné.
Enrin, la mélliode de transformation par les polaires réciproques (348
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et suiv.) s'étend aussi aux Bgures sphériques. Le mode de transformatko
général par polaires réciproques dans l'espace contient comme cas part •
culier le mode de transformation spécial que nous avons exposé au n** 808
pour les figures sphériques, et dans lequel on fait correspondre i lu
triangle un triangle supplémentaire. Soient , en effet , une sphère de
rayon R et un point A de l'espace situé à une distance d du centre «• de
la sphère ; le plan polaire de ce point est un plan perpendiculaire à (i»A
R* et situé à une dislance de w égale à -y Si le rayon R de la sphère tend
R* vers zéro , -j tend aussi vers zéro, et les plans polaires de tous les poiotj
de la droite indéfinie &> A ont pour limite le plan unique mené par m perpendiculairement à &> A. On peut, d'après cela, donner à ce plan le dco de plan polaire ÙQ\di^TO\ie uA par rapport à une sphère infiniment peùle ayant w pour centre. Cela posé, si Ton a une figure formée de droites e( de plans passant tous par un point ea, on aura la figure corrélative tt menant par w des plans et des droites perpendiculaires aux droites etaox pliins de la figure primitive. Sur la sphère, à un grand cercle répondra son pôle, et inversement, de sorte que l'on retombe sur les figures sopplémenlaires des n*" 811 et 81 S.
AXE RADICAL DE DEUX CBBGLB
967. On nomme axe radical de deux petits cercles P et Q tracés sur :«
Fig. 507.
sph6re Tare de grand cercle UV dont le plan passe par rinlersectioa Sî des pldns des deux petits cercles P et Q. D'après cela, cet axe radical e^ perpendiculaire à l'arc de grand cercle PQ qui joint lee pôles des deo petits cercles donnés (/j^. 507).
• Si ion coupe les deux cercles fixes P ei Q pf.r un cercle amxiiimrf
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variable qui coupe le premier en A el B, cl le scconrl en A' et D', le lieu lies points de rencontre M des arcs de grand cercle AB el A' B e>l l'axe radical des cercles P el Q. Car les droites AB, A' B', se coupant évidemment en un point M' de XY, le point M où le rayon uM' perce la sphère appartient à la fois aux trois grands cerclos dont les plans passent respeciJvemenl par les droites AB, A'B', XV. Cette propriété permet de construire sur la sphère I aie radical de deux cercles.
Si le cercle sécant ABA'B' deviont un cercle CD tangent en C el D ' fig. 5oS}, les arcs de grand cercle BAM, B'A'M deviennent iJes arcs de
Fis- 5o8.
f,TÀaà cercle tangents MC et MO ; ils sont d'ailleurs égaux comme tangentes sphérjques menées d'un même point M au cercle auxiliaire CD (832, 8*0). Donc l'axe radical UV des deux cerclet V et Q est le lieu de< deux points de la tphère d'où l'on peut leur mener des tangentes tp/iériquei égales.
Le cercle CID, décrit du point U comme pAle, coupe ortbogonaleiDent les deux cercles P et Q ; car il est à angle droit aur les arcs de grand corde UC el HD. Donc l'axe radical des deux cercles V et Q est sur la sphère le lieu des pôles ou centres sphériques des cercles qui coujieni nrtltngonalement les deux cercles P et Q.
EnBn, le plan du cercle QD est le plan polaire du point M' qui appartient à XY; car son plan est perpendiculaire b uM', et il conlionl le (loinl C qui appartient évidemment au plan polaire. D'ailleurs, comme lorsque le cercle orlliogonal QD varie, son pôle H' dt^crit la droite XY, le plan de ce cercle CID passe constamment par la droite réciproque (9*6) de XY. Donc, lorsque deux systèmes de cercles se coupent ortlutgoiialentenl sur la sphère, les plnns des cercles de chaque système passent par une ibvite, el ces deux tlrolies sont réciproques par rapport à la
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sphère. Inversement, deux séries tle plans passant par deux droites réciproques par rapport à une sphère tracent sur cette sphère deux iptèmes de cercles orthogonaux (' ). Ajoutons que la droite réciproque é^ l'intersection des deux cercles P et Q est précisément la droite qui joint les sommets des deux cônes (878, 880] que l'on peut faire passer par ces deux cercles. En effet, prenons pour plan de la Ggure le grand cercle (fig, 219, p. 344) perpendiculaire uux deux cercles donnés, qui sont alor? représentés par les deux droites ÂÂ' et BB' ; en joignant AB et A'B*, puis AB' et BA', on aura les sommets N et 0 des deux cônes considérés, et, comme la droite NO est (346) la polaire de Tintersection M des detn droites A A' et BB', la perpendiculaire au plan de la figure élevée par \t point M, c'est-à-dire la droite commune aux plans des deux cercles AA' et BB', aura pour réciproque NO (916).
Les axes radicaux de trois cercles d'une sphère considérés deux h devx concourent en un même point; car le rayon qui aboutit au sommet du trièdre formé par les plans des trois cercles perce la sphère en un p(.<irt commun aux trois axes radicaux. Ce point prend le nom de centre radiai des trois cercles. C'est le centre sphérique du cercle qui coupe ortbogonalement les trois cercles donnés.
CENTRES DE SIMILITUDE DE DEUX CERCLES
9G8. On nomme centres de tîmilitude de deux cercles AB et CD situés >ur une sphère (fig. 509] les points 0 et 0' où la sphère est rencontrée j^r
Fiç. 509.
les rayons &> S et uS' qui vont aux sommets S et S' des deux cônes (87^ ^ que Ton peut faire passer par les deux cercles. Ces deux centres soot
(') L'étude du double système des cercles orthogonaux sur la sphère s di « conséquences importantes relatiremont aux surfaces dont les lignes d« courbure sont planes (O. BoixnET, Journal de P École Poljrteeknique, XXXV* cahier — PiCAnT, Essai tPune Théorie géométrique des turfacet^ i863>
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d'ailleurs Bar le grand cercle qui passe par les pâtes P et Q des cercles donnés.
Or dit que deux poinls M el N, appartenant, l'un au cercle P, l'aul cercle 0, sont anii-homologiies lorsque la droite qui les joint est ur néralrice de l'un des deux cônes S et S'. L'arc de grand cercle MN , alors par le centre de similitude 0 relatij au cane considéré S, ca (ilan contient les poinls u et S, el, par suite, le point 0 de la droit (/Fg. MO).
Deux coiiples^L et N, B ti D, de points aiui-komologues par rnpf uji iitéme cône S appartiennent h an même cercle de la sphère, c sont situés dans le plan des génératrices MN et BD du cône. On en et (90"7) que l'art de grand cercle qui joint deux puints quelconqu cercle P et l'arc de grand cercle i/tti joint les points anti-homologu cercle Q se coupent sur l'axe radical des cercles P et Q.
Si les deux poinls considérés sur le cercle F se confondent, les proportions qui précèdent deviennent les suivantes : Quand deux c. V et Q d'une même sphère sont touchés par un troisième^, les poir corttact M f f N sont anti-liomologues et le plan de ce cercle X pass le sommet S du cône corrcspundant. Les tangentes sp/térii/ues en fyointt anti-homologues H et 'H de deux cercles f el Q se coupen l'axe radical de ces deux cercles.
Lepland'un cercle tangent à (rois cerclesde la sphère est tangent J Fie. 5 10.
cônes qui passent par ces cercles pris deux à deux, el rôciproquei Or, trois cercles pris deux à deux forment trois combinaisons, à cbi desquelles répondent deux cènes. Du sommet de l'un des cônes de la mibre combinaison on peut mener, en général, deux plans tange l'un des cônes de la second), et ces plans seront tangents non-seuU aux deux cônes, mais encore à un des cônes de la troisième combini Donc l'intersection de ces deux plans passe par les sommets des cônes. Nous avons considéra dans ce raisonnement un cône de k mitre combinaison et un cône de la ser.onrle, ce qui a déterminé le
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de la troisième. Mais on peut associer de quatre manières différentes on oône de la première combinaison et un cône de la seconde. Par suiir. les sommets des six cônes sont situés trois à trois sur quatre drûi(e>, chaque sommet appartenant à deux droites différentes; donc ces quatre droites se coupent deux à deux et sont toutes situées dans un même plan Il résulte de là que les six centres de simiiitutie de trois cercles d*une même sphère sont situés trois à trois sur quatre grands cercles,
CERCLES ISOGONAUX.
969. Pour que, sur une sphère^ un cercle L, qui rencontre un cercle P rw un point M et un cercle Q en un point N, coupe ces deux cercles sous dr'< angles égaux ( ou supplémentaires ) , il faut et il suffit que les points M et N soient anti~homol<^ues.
Remarquons d*abord que, si par deux points appartenant respectivement à deux lignes spbériques on peut mener un cercle qui coupe ci^ lignes sous des angles égaux, tout'autre cercle passant par les deux points coupera aussi ces lignes sous des angles égaux, car les nouveaux an^e^ différeront respectivement des premiers d*un angle égal à celui des detu cercles. Il suit de là qu*il suffît de démontrer le théorème proposé éatny l'hypothèse où le cercle L est un grand cercle. Soit donc (J^, 5io. filN un grand cercle coupant P et Q sous des angles égaux, et soit X le point d'intersection des rayons spbériques PM, QN. Les angles XMN.XNM étant égaux, le triangle sphérique XMN est isocèle, et, par suite, le cercle décrit de X comme centre sphérique et passant par M passe aussi par N ; ce cercle touche d'ailleurs en M et N leâ cercles P et Q (8^3); donc les points M et N sont anti-homologues (968). Inversement, soient BfN l'arc Je grand cercle qui joint deux points anti-homologues des cercles P et Q et X le pôle du petit cercle qui touche (968) P et Q en M et N ; les graod!^ cercles PX et QX passent respectivement par les points de contact M et N (823) et, dans le triangle sphérique isocèle XBfN, il y a égalité entre les angles à la base M etN, et, par suite, entre les angles que MN faita^-cc Pet 0-
On peut encore énoncer ce théorème en disant (968) : Pour que^ sur une sphère, un cercle L coupe deux cercles P e/ Q sous des angles rgmu (ou supplémentaires), il faut et il suffit que son plan contienne le sommet de run des cônes qui pensent par V et Q.
Si A, B, C sont trois cercles d'une sphère ayant deux à deux méofc axe radical (c'est-à-dire dont les plans passent par une même droite KK et si un autre cercle L se déplace sur la sphère en faisant avec A a* angle constant a et avec B un angle constant p, ce cercle snobUefera avec C un angle constant 7. En effet, soient L et L, deux positions du cercle mobile. A coupant L et L, sous le même angle «1 son plan
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par le Bommet S de l'un des càaea déterminés par L et L, ; pour la même raison, le plan du œrcle B passe par S ; donc le point S appartient à la dro te K. et, par suite, au plan du cercle C qui , dès lors, coupe L el L, sous le mâme angle.
Il suit de là que, si an eercle L se déplace sur une Sjilière en toiipani respectivement deux cercles A el B soirs des angles constntits a cl ^, ce cercle mobile reste langent à deuz cercles fixes. En effet, L, étant une position particulière du cercle mobile, menons par la droite K, commune aui plans A et B, un pian qui coupe la sphère suivant un certle C tangent à L, ; te cercle mobile devra, dans toutes ses positions, Tuire un angle invariable avec C d'après le théorème précèdent; et comme, dans la position {larticulière L,, il touche C, c'est-à-dire fait avec C un angle nul (ou égal à deui droite), il devra touclier C dans toutes ses positions. D'ailleurs, par la droite K, on peut mener deux plans coupant la sphère suivant un cercle tangent à L, ; donc le cercle mobile louche constamment rtf ux cercles 6ies C et C. Observons enlin que, les cercles A, B, C, C, ayant leurs plans passant par une même droite K, leurs pâles sont sur le gTdnd cercle dont le plan est perpendiculaire à celte droite.
PBOBLèllES RELATIFS AU CONTACT DES CERCLES ïun LA SPIléllE,
970. I* Par deux points donnés A el B, mener un cercle longent ii un grand cercle donné KL (fig. lB3i).
La solution est analogue à celle du problème correspondant de Géométrie plane. On joindra A et B par un arc de grand cercle qu'on prolongera jusqu'à sa rencontre C avec KL. L'inconnue de la question est le I)Oint T où le cercle demandi^ touche KL. Çr, la lonsueur CT étant (■i:»\a A celle de la tangente sphiSrique menée du point C à un cercle quelconque tracé par A et B sur la sphère, on déterminera cotto longueur à l'aide d'un cercle mené à volonté par A et B, puis on la portera sur KL on CT ou CT', ce qui donnera deux solutions.
»■" Par deux points donnés B et C, mener un cercle tangent à un /tetit cercle ilonné 0 {fig. i83i).
Le tracé est le même qu'en Géométrie plane. Par B et C, menez un cercle quelconque qui coupe le cercle donné 0 on <]cux points D et E, et du point M, intersection des grands cercles BC, DE, menez deux arcs de grand cercle tangents au cercle 0; A et A' étant Icâ points de contact, il surBra de mener des cercles par fi, C, A et par B, C, A', pour avoir les deux solutions du problème.
971 Mener un cercle tangent à trois cercles dnnn^s sur lu sphère. 1j) raisonnement et la construction sont les mêmes qu'au n' 40); il sufTit de rcmplac«r les droites par des arcs de grand cercle; il y a huit solutions.
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972. Décrire sur une sp/ière un cercle X qui coupe trois cercles donnés A, B, C, sous des angles donnés a, p» 7.
Le cercle X , coupant Â et B sous des angles constants a et p, est tangent à deux cercles dont les pôles sont sur le grand cercle qui contient les pôles de Â et de B (969 ) . £n considérant de même Â et C, puis B et C, on voit que le cercle X doit être tangent à six cercles. Il suffira donc, pour le déterminer, de connaître trois de ces six cercles et de leur appliquer le problème précédent. Voici comment on obtient l'un des six cercles, par exemple Tun des cordes relatifs au couple (Â, B). Ce cercle doit toucher tout cercle L qui coupe A sous Tangle a et B sous Tangle P; il suffira donc d'avoir trois de ces cercles L. Or, pour avoir un cercle L, on se donnera à volonté son rayon sphériqne, et, alors, son p6le sera à des distances sphériques déterminées des pôles des cercles A et B.
Le problème correspondant de Géométrie plane a été traité au n* Mïii comme application de la méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques. On pourrait le résoudre exactement par les principes appliqués ci-dessus en remplaçant les arcs de grand cercle par ées droites.
Enfin la méthode précédente s'étend également an problème analogue relatif aux sphères. On voit aisément que la sphère variable, assu/ettic à couper deux sphères sous des angles constants, reste tangente à deux sphères fixes dont les centres sont sur la droite des centres des sphères données. Dès lors, la sphère qui coupe quatre sphères données sous dtt fingles donnés doit toucher douze sphères, dont quatre (952) suffiront pour la trouver-^
Le triple problème dont noys venons d'esquisser la solution a occupé divers géomètres; mais il avait été résolu, dès i8a6, par Steiner {/our* nal de Crelle^ t. I) et par Heegmann {Mémoires de la Société des Sciences de Lille),
I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LELLIPSE
973. L'ellipse est une courbe plane telle, que, la somme ()es(liF>taiices de chacun de ses points à deu\ points Hxes de son plan est égale à une longueur constante. Ainsi (_/î,y. 5i i). les deux points fixes étant F et F' et la longueur donnée étant représentée par la droite XX', on a pour tout point M de l'ellipse
MF + MF':-^AA
D'après cela, pour décrire une ellipse d'u/i nwuvanient continu, on plante sur la Teuille de dessin, en F et en F', deux
éplnf;lcs qu'on entoure d'un fil sans fin (c'esl-à-dirc dont les deux bouts sont réunis), auquel on donne la longueur totale FF' -t- AA'. On tend constamment ce (Il ii l'aide d'un crayon que l'on fait n)ouvoir sur le papier jusqu'à ce qu'on soit ramené au point de départ. La pointe du crayon irare évidemment l'ellipse demandée; car, pour une position quelconque M de celle pointe, on a
Fi-' + MF+MF'^- FF'-h AA' ou MF4-MF' = AA'.
II. fl M C. — Tr. J,- Géom. (Il* Porlîo). Iq
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Le procédé qu'on vieni d'indiquer est surtout applicable sur le terrain : on remplace alors les épingles par des piquets, le fil par une corde et le crayon par un jalon. Nous mentionnerons plus loin d'autres tracés bien préférables au point lîc vue de l'eiécution des épures.
Les points F et F' sont les foyers de l'ellipse, les droites MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M. La longueur constante AA' est ordinairement représentée par aa.
La distance FF' ou distance focale est représentée par ar.
L'existence du triangle MFF' entraîne alors la condition
:2c -^1 a ou c<^a.
Le rapport -est Vexcenlricité de Tell ipse. Cette exceniri-
lilé peut varier de o à i . Pour c = o, elle est nulle, les foyers se confondent et l'ellipse devient un cercle de rayon a. Pour c= a, l'excentricité est égale à i, et l'ellipse se réduit à h portion de droite FF' = 20. Entre ces deux limites, l'ellipse se rapproche d'autant plus de la droite FF' que son excentricité est plus grande.
97i. On peut aussi tracer l'ellipse par points.
En effet, marquons [fig, 5i2) le milieu 0 de la distance focale
Fig. 5ia.
FF' et, de part et d'autre du point 0, prenons OA =r OA' =ff, puis un point quelconque K sur AA'. Si des points F et F comme centres, avec des rayons respectivement égaux à AK et A'K, nous décrivons des arcs de cercle, leurs points d'intersection M et M' appartiendront à l'ellipse, puisqu'on aura
MF -4- MF =ir MF -\-WF r^ AK -^ A'K r^ 2rr. La distance des centres FF' étant toujours moindre que h
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somme ao des rnyons, il suffît, pour l'intersection des deux circonférences, qu'on ait, en supposant K à droite do 0,
FF'>A'K-AK ou ac>aa — lAK.
La condition cherchée est donc AK |> a — o ou AK ^ AF.
D'ailleurs, on peut échanger les centres F et F' sans modifier les rayons employés, de manière à obtenir pour chaque point K quatre points M ei M', N et N' de l'ellipse. Les limites des positions du point K sont alors l'un des Tuyers F et le point 0. Tout cela résulte immédiatement de la symétrie de l'équation de condition MF + MF' = an par rapport aux deux rayons vecteurs d'un même point.
Si le poinl K est en 0,les points correspondants de l'ellipse .sont en B et en B' sur ta perpendiculaire élevée à la droite FF' par son milieu. Si le point K est en F, les deux points correspondants de l'ellipse sont en A et en A'. Le rayon vec~ l'iir minimum est AF ou a — c, le rayon vecteur maximum est A'F ou rt-4- c.
TIlftORÈME.
973. L'ellipse a .- i° pour axes, la droite KK' qui passe par nés deux foyers et la droite 1(B' perpendiculaire au milieu de la première ; -i' pour centre, l'intersection de ces deux droites.
On appelle <i:f« d'une courbe toute droite par rapport à laguelle les divers points de cette courbe sont symétriques deux à deux; on appelle centre d'une courbe tout poinl par rapport auquel les divers points de cette courbe sont symétriques deux à deux (CaS).
■"Soit M un point de l'ellipse [Jig. 5i3); on aura MF + MF' = 3<i.
Supposons alors que le plan de la figure fasse une demi-révolution autour de AA'. Dans ce mouvement, les foyers restent fixes, le point M vient dans la position symétrique M, ci, comme le triangle MFF' no se déforme pas, on a
M,F'( M,F'=an, c'csi-à-dire que le point M, appartient à l'ellipse. Donc à tout
9t^ Jh.-
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point M de l'ellipse correspond un point Mi» symétrique de \I par rapport à ÂA^
Si le plan de la Ggure fait de même une demi-révolution autour de BB% les fojers ne font que s'échanger, le point M vient dans la position symétrique Ms et, comme le triangle MFF' ne se déforme pas» on a encore
M,F-hM,F'=2û;
ce qui montre qu'à tout point M de l'ellipse correspond an autre point Ms de la courbe, symétrique de M par rapport àBB'.
Fig. 5i3.
Fig. 5 14.
Fîj. 5i5.
!• fc'
2** L'autre partie de la proposition n'est qu'un cas particulier de ce théorème plus général : Quand une courbe poisèdf deux axes rectangulaires xx' et jy ^ leur intersection 0 e^i un centre de la courbe {Jig, 5i4)«
Soient M un point de la courbe» M' son symétrique par rapport au point 0, ei N l'intersection des parallèles menées re^ pectivement aux deux axes par les points M et M\ L'égaliié des triangles rectangles MOP, OM'P' donne
MPrzrOF = PN et M'P' = OP=PN.
Le point N est donc à la fois symétrique de M par rapport à xx' et symétrique de M' par rapport à 77^. Or, le point N étant sur la courbe comme symétrique de M, le point M' en fait aussi partie comme symétrique de N. Donc à tout point M de la courbe correspond un point M' symétrique de M par rapport à 0.
Il résulte de là que le milieu 0 de la distance focale FF' es\ un centre de l'ellipse.
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On peu! d'ailleurs le démontrer directemeni (M- 5i5).
Soient M un point de l'ellipse et M' son symi port k, 0 ; menons les rayons vecteurs de ces \ gonales MM' et FF' se coupant mutuellement ei le quadrilatère MFM'F' est un parallélogrami M' appartient à l'ellipse en vertu de l'égalité tours FM F' et FM' F'.
CoaOLLAlHKS.
97G. On appelle longueurs des axes de l'ollips AA' et BB' interceptées sur ces axes par la coi La longueur du premier axe AA' est donc (d1 la longueur du second BB' est représenlée par
La perpendiculaire BO(^g'.5i3j élantmoindi BF = a, on a
AA' est dit alors le grand axe et BB' le pelit a Les extrémités A et A', B et B' des deux axe;
les sommets de la courbe.
Le triangle rectangle BOF {fg. 5i3} donr
rnlalion qui permet de déterminer l'une des
a, b, c, lorsqu'on connaît les deux autres.
977. Quand on donne les longueurs a et h, déterminer graphiquement les foyers : on n'a l'extrémité B du petit axe comme centre (Jig rayon égal à a, un arc de cercle qui coupe le deux foyers F et F'.
tiiëorè:me.
978. Suivant qu'un point est intérieur ou e lipte, la somme de ses dislances aux deux foyet ou plus grande que ia.
Soit d'abord (^g*. Siti) un point N intérieur gnons ce point aux deux foyers, prolongeons rencontre de la courbe en M, et menons MF connu donne Immédiatement
NF-t-NF'<MF^-HF' ou NF-fNF
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Soil de même un point N' extérieur à l'ellipse. Joignons ce point aux deux foyers; N'F' coupant la courbe au point M,
Fie. 5i6.
menons MF. En s'appuyant sur le même théorème, on aura ici N'F-f-N'F'>MF-+-MP ou N'Fh-N'F > aa.
Corollaire.
979. Le théorème précédent, rapproché de la définition de l'ellipse, fournit un critérium pour juger de la position d'un point quelconque du plan de la courbe par rapport à cette courbe supposée non tracée. Suhant que la somme des distances d'un point aux deux foyers est supérieure , égale on inférieure à 2#/, ce point est hors de la courbe y sur la courbe ou dans son intérieur,
THÉORÈME
980. La tan fiente à l'ellipse fait des angles égaux avec la rayons vecteuis du point de contact, extérieurement à leur ang>m
Prenons sur l'ellipse (^g'. 517) deux points voisins M et M': menons la sécante MM'S et les rayons vecteurs des deux poinis M et M'. Portons sur F'M une longueur F'D = F'M' et sur FiM une longueur FC - FM'. Le srgmcni MD représente alors l'augmentation, que subit le rayon veneur mené du foyer F quand on passe du point M au point M', et MC la diminution f|ue subit le rayon vecteur mené du foyer F quand on passe du même point M au même point M' ; comme la somme des rayons vecteurs d'un point de l'ellipse reste constante, MDesi égal à MC.
Cela posé, d'un point quelconque G delà sécante MM N
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menons aux droites H'D ei M'C des parallèles GI et GH jusqu'à la rencontre des rayons vecteurs du point M. Le quadribtère GHMI étant semblable au quadrilatère M'CMD (208), l'égalité de MD et de MC entraîne celle de MI et de Mil. D'ailleurs, les droites GH et GI, étant parallèles aux bases M'C et M'D des triangles isocèles CFM', DF'M', sont perpendiculaires au:i bissectrices de leurs angles au sommet.
Quand le point mobile M' se rapproche du point fixe M, la sécante MM'S tend vers la tangente au point M. Les bissectrices des angles CFM', DF'M', ayant alors pour limites le^; rayons vecteurs FM, F' M du point M, les droites GU et GI ont elles-mêmes pour limites les perpendiculaires abaissées du point G sur ces rayons vecteurs. D'ailleurs, pendant ce mouvement, UU et MI varient en restant égaux entre eux.
FiB- 517.
Fie. 5i3.
On voit, d'après cela, en passant à la limite, (]ue ce qui caractérise la Ungente MT au point M (fig. 5i8), c'est que, si, d'un point quelconque G de cette droite, on abaisse des perpmdiculaires GH et GI sur les rayons vecteurs MF et MF' du point M, on ait Mil = MI. Les triangles rectangles MGH, MG) sont alors égaux, et il en est de même des angles GMH, GM). La tangente A t'ellipte est donc bUtectrice de l'angle formé par l'un det raj-ont vecteurs du point de contact et le prolongement de l'autre rayon.
L'angle F'MT, étant l'opposé par le sommet de l'angle GMI, \'i3 deux angles GMH ou FMT ei F' MT, sont égaux, ce qui vcrille le premier énoncé du théorème.
COKOLUIRLS.
La droite F' 9, qui joint un foyer F de l'ellipse au
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symétrique 9 de Vautre foyer F par rapport à une tangente quelconque TT, , passe par le point de contact M de cette tangente et est égale à la longueur 2. a du grand axe {Jig. Stc^y £n effet, joignons le point de contact M aux points F', F et 9, cl désignons par K le point où Fcp rencontre la tangente TT.. L'égalité des triangles MKF, MKcp, qui ont un angle droit compris entre deux côtés égaux entraîne celle des angles O F,
rig. 519.
KM 9; d'ailleurs, d*après le théorème précédent, le prolongement de F' M doit faire avec MT un angle égal à KJdF; donc le prolongement de F' M n'est autre que Mf, ce qui démonue la première partie de l'énoncé. D'autre part, les mêmes triangles donnent M<p = MF, d'où l'on déduit
F'<p = F'M -+- Mo ---r FM 4- MF tiz aa.
982. Tous les points de la tangente à l'ellipse sont extérieurs à la courbe, sauf le point de contact.
En effet, la tangente étant perpendiculaire sur le milieu de F(p, un point quelconque T, de cette droite est équidisunl de F et de <p. On a donc, d'après le triangle F'TiÇ,
ï,(pH-T,F' ou T,F4-T.F>F'<p ou na.
Tous les points de la tangente MT, sauf le point M, sont donc extérieurs à l'ellipse (979).
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La tangente en un point d'une courbe peut couper la courbe CM d'autres points; mais elle a nécessairement (111) avec la cMurbe au moins un point commun de moins que les droites qui en ont le plus. De ce qu'on vient de démontrer, il résulle donc qu'an* droite ne peut rencontrer l'ellipse en plut de leur points, c'est-à-dire que l'ellipse est une courbe connexe.
983. Si l'on mène au point M [Jtg. 5i8) la perpendicu- Inirc MN à la tangente MT, les deux angles FMN, F'MN sont t'fiaux comme compléments d'angles égaux. Donc, la normale li l'ellipse est bissectrice de l'angle formé par tes rayons vecifurs du point de contact.
La normale en un sommet de l'ellipse se conTond avec l'axe correspondant, et la tangente est perpendiculaire à cet axe, de sorte que la courbe est inscrite dans le rectangle construit sur ses axes.
Les propriétés précédentes justifient la dénomination de foy-er. L'angle d'incidence et l'angle de réflexion étant égaux, lis rayons lumineux, sonores ou calorifiques, qui partent de l'un des Toj-ers F d'une ellipse, viennent, en vertu d'une loi [>livsique, après leur réHexion sur la courbe, converger à lnuire fojer F'.
THÉORËMB,
98i. Le lieu des symétriques ip de l'un des foyers F de l'ellipse par rapport aux tangentes est un ceivle décrit de l'autre foyer ¥' comme centre, avec la longueur aa du grand axe l-our rayon {fig. Sig).
D'abord, tout point ip du lieu est sur le cercle en queslion, liuisque (981) F'ç est égal à 2a.
Inversement, tout point f de ce cercle est le symétrique lie F par rapport à une certaine tangente à l'ellipse qui a F *'i V pour foyers et le rayon F'tp pour la longueur de son grand a\c. En efl'et, soit M le point où F'ip rencontre la perpendiculaire TT, sur le milieu K de F?. L'égalité des triangles KMF, KM9, qui ont un angle droit compris entre deux eûtes égaux, .!m.iic.MF = M<}i,d'oiirondéduitMF'-,-MF — MF'-t-Mip^F'ç; dimc (979) le point M appartient à l'ellipse. Les mêmes trianrl<:!j entraînent, en cuire, l'égalité des angles KMF, KM 9, et
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par suite celle des angles KMF, T,MF'. Donc, la droite TT, esi
la tangente à Teilipse en M (980). Donc, enOn, le point 7 du
cercle est le symétrique de F par rapport à la tangente KT,.
On donne au cercle F' 9 le nom de cercle directeur relahj
au foyer ¥. Au foyer F répond aussi un cercle directeur d.*
même rayon ia,
THÉORÈME
985. Le lieu des projections des foyers d'une ellipse sur ses tangentes est la circonférence de cercle décrite sur le qranti axe comme diamètre.
Soient {fig, 5io) F et F' les deux foyers, R la projection du foyer F sur une tangente quelconque TT, et 9 le symétrique* de F par rapport à cette tangente. Le côté F'9 du triang!»" FF'9 étant égal à ia (981), la droite OK qui joint les milieux des deux autres côtés est égale à a. Le point K apparlietu donc à la circonférence décrite sur le grand axe comnie diamètre.
Réciproquement, tout point K de cette circonférence est Ij projection de Tun des foyers F sur une tangente; car, si Ton prolonge FK d'une quantité K9 — KF, on aura
Par suite le point 9 appartient au cercle directeur relatif au foyer F', et Ton a démontré au n" 985^ que tout point de ce cen:ie est le symétrique de F par rapport à une tangente à Fellipse. Le cercle OK est dit le cercle principal de Tellipse.
SCOLIB.
986. *Si le sommet d'une équerre décrit le cercle principe! d'une ellipse, pendant que l'un de ses côtés passe constamr ment par un foyer de la courbe, l'autre côté de l'équetre ht reste toujours tangent.
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THÉORÈME
087. I" Le lien des poinli éifiiidislants d'un cercle décentre F' et d'un point intérieur F cj/ une ellipse dont les points V l't F' sont les foyers et dont le grand lixe est égal au rayon 'lu cercle [Jîg. 519].
En elTei, soit .M un poinl du lieu; sa dislance à la circonrérence csl égale au segment Mip obtenu en prolongeant le lajon F'.M jusqu'à sa rencontre avec cette ligne. On a donc \IF: = Mç, et par suite F'M -+ MF= F'M -h M9 ^ F'?. Le [luint M appartient donc à l'ellipse définie dans l'énoncé.
Inversement, tout poinl M de cette ellipse est équidislanl de la circonférence et du point F; car, puisque F'M + MF c.<t l'gal à F'9, c'est-à-dire à F'M ■^- Mcp, c'est que MF est égal à Mo.
a" La tangente en un point quelconque M du lieu est perpendiculaire sur le milieu K de la droite qui joint le point intérieur F à l'extrémité ç du rayon FM passant par M,
En effet, la tangente doit être également inclinée sur MF et MF', ou, ce qui revient au même, être la bissecirice de l'angle 9MF, et, commecetriangleest isocèle, elle est perpendiculaire i^ur le milieu de la base F9.
9S8. I)e ta résulte, pour l'ellipse, un nouveau tracé donnant ù la fois le point et la tangente :
De l'un des foyers F', comme centre, décrivez un cercle de myoH égal à ia; joignez l'autre foyer ¥ à un point quellonque ip de ce cercle, et menez la perpendiculaire TT, sur If milieu de F9; cette perpendiculaire coupe le rayon F'ip en un point M du lieu, et elle est en oalre lu tangente en ce point.
PROBLEME
1189. Mener une tangente à l'ellipse par un poinl donné.
1° Si le point donné M est sur la courbe, on le joint aux deux foyers {Jig. 5i8], et l'on mène la bissectrice de l'angle FMI formé par l'un des rajons vecteurs MF et le prolongement Ml de l'autre rayon MF' (080).
a' Si le point donné P est extérieur à l'ellipse {Jig. 5i0on remarque que la question serait rrsolue, si l'on connaissjil le sjinélri(]»c 9 de l'un des foyers F par rapport à la tan-
3oo
GÊOHfiTRIB DANS L'esI'ACB.
gente cherchée; car on aurait des lors cette tangente en abaissant de P une perpendiculaire TT, sur F<p : la droite Tl'. couperait d'ailleurs F'9 au point de contact M (988). Or, le point. 9 se trouve à la fois sur le cercle directeur relatif au foyer F' (984) et sur le cercle de centre P et de rayon PF.
Pour que ces deux cercles se coupent, c'est-à-dire pour que le triangle F'Pcp existe, il faut et il suffit que chacun des cùiés PF', Pcp = PF, F<p == 2a, soit moindre que la somme des deux autres; de là les inégalités
PF<2a+PF, PF<2a4-PF', 2a<PF-+-PF.
Les deux premières sont satisfaites d'elles-mêmes, puisque d est plus grand que c et que le triangle PFF' donne
PF'< 2c -4- PF, PF < 26- -i- PF ;
Il ne reste donc que la troisième condition, qui (979) exprime que le point P doit être extérieur à Tellipse.
Fi(j. 52 f.
FÎT. 5a a.
Comme les circonférences tracées se coupent en deux points ? et (jp,, il y a deux solutions qui se réduisent à une seule lorsqu'on a PF 4- PF' — 2a, c'est-à-dire lorsque le point P est sur la courbe.
Corollaires.
990. Cherchons la condition pour que les deux tangcntoi menées du point P à l'ellipse soient à angle droit*
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Si les deux tangentes TT,, T'T*, , menées du point P, sont à angle droit [Jig- Sx?), comme elles sont respectivement perpendiculaires sur le milieu des droites Fep, Ftpi, l'angle fF^. de ces deux droites doit être lui-même un angle droit. Cet angle étant inscrit dans la circonfcrence PF dont le centre est P, la droite 771 est un diamètre de cette circonrérence, et P est le milieu de ce diamètre.
Le lieu du point P est donc le lieu décrit par le milieu de la corde interceptée dans le cercle directeur relatif au foyer F', pnr un angle droit tournant autour de son sommet fixe F. Or, si l'on joinl le point P aux foyers F et F', on a P9 = PF, et le triangle rectangle F'P^ donne alors
PI'' -f Fç' = PF'' ^- pT' = F>' = 4fl'.
La somme des carrés des distances du point P aux points F cl F' étant constante, le lieu des sommels P des angles droits cinonscrils A l'ellipse est une circonférence concentrique à celle courbe [23-2]. Le rayon de ce cercle est d'ailleurs égal à yd'H- b', puisque les sommets du rectangle construit sur les axes appartiennent évidemment au lieu.
991. Les tangentes PM, PM', menées à l'ellipse par un point extérieur V,font des angles égaux avec les droites qui vont du point P aux deux foyers; la droite qui va du point P à l'un des foyers est bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs qui vont de ce foyer aux deux points de contact H et M- {Jg. 5ii3).
Menons les deux cercles direcieurs de l'ellipse. <p étant le symétrique de F par rapport à la tangente PM et <p' le symc^
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irique de F' par rapport à la tangente PM', les deux triangles PFcp' ei PF'(p sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Les angles FP(p' et F'Pç sont donc égaux. Si Ton enlève la partie commune FPF', les restes FPç, F'P: . sont égaux, ainsi que leurs moitiés MPF, M'PF.
En second lieu, l'égalité des triangles PF9', PF'9, entratnr celle des angles PFcp', P9F'. Mais les deux triangles PM^» PMF étant égaux, Tangle PcpF' est aussi égal à l'angle PFM, et la droite PF est la bissectrice de Tangle MFM'.
PROBLÈME
992. Mener à V ellipse une tangente parallèle à une droite don net'.
Tout revient encore à trouver le point symétrique 9 de Tun des foyers F par rapport à la tangente cherchée. Or, ce point est à rinierseclion du cercle directeur relatif au foyer F' (984. et de la perpendiculaire menée du foyer F sur la droite donnée DD' [fig, 524). Cette perpendiculaire coupe toujours 1»^
Fig. 524. Fig. 5a5,
cercle F' en deux points 9 et 91, puisque le point F est intérieur à ce cercle. Les perpendiculaires TT, et T'T{ élevées aux droites F(p et F(p, par leurs milieux sont les tangentes demandées, et leurs points de contact M et M' sont à leurs rencontres respectives avec les rayons F'9 et F'9, (98S).
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CoaûLLAincs.
903. Let deux points de contact M et M' des deux tangentes parallèles TT,, T'T, sont symétriques par rapport au centre 0 de l'ellipse.
En efîel, les triangles FMip, FM' 9., œF'ip, sonl des irianglei^ isocèles ayant tous un angle égal à la base; ils sont donc semblables el ont leurs côtés parallèles. La figure MFM'F' étant un parallélogramme, ta diagonale MM' passe par le milieu 0 deladiagonaleFF'ely est divisée en deux parties égales.
inversemeni, les tangentes menées à l'ellipse en deux points symétriques par rapport au centre sont parallèles. Car le quadrilatère MFM'F" étant dans ce cas un parallélogramme, puisque ses diagonales se coupent en parties égales, les angles FM<j), FM'f , ont leurs cdiés parallèles et sont égaux. II en est donc de même de leurs moitiés [980] FMT, ^.M'T', ce qui entraîne le parallélisme des tangentes MT, M'T', au\ points M el M' .
O'J!*. La propriété précédente appartient d'ailleurs à toutes les courbes à centre. Dans toute courbe à centre, les tangentes en deux points M et M' symétriques par rapport an rentre 0 sonl parallèleset, par suite, équidislantes dit centre.
En efTet, si N [Jig. SsS} est un point de la courbe voisin (le M, et N' son symétrique par rapport •■ O, l'égalité des iriangles MON, M'ON', prouve le parallélisme des cordes ou sécantes MN, M'N', et leur égale dislance au centre. Quand N Icnd vers M, N' tend vers M'. Les deux sécantes tournent donc à la fois aulour des points M el M', de manière à devenir ensemble tangenles, en restant toujours parallèles el équidistnntes du centre.
995. Les points K et K' {Jig. 5a4 } apparliennenl au cercle principal de l'ellipse (985). Les deux segments FK, FK', étant alors ceux d'une corde quelconque de ce cercle passant par le foyer F, leur produit est constant. On peut donc dire que le produit lies distances d'un foyer à deux tangentes parallèles tsl constant. Si l'on mène par le foyer F' la corde LL' du cercle principal qui est parallèle à KK', on a évidemment FK' — F'L. On peut donc dire aussi que le produit des distances des deux
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foyers à une même tangente est constant. Si l'on veut connaître celle conslanle, il suffil de considérer la tangente à Tuno des extrémités du pelil axe, et Ton obtient immédiatement lo carré du demi-petit axe 6* pour sa valeur.
Sgulik.
996. Les constructions des n~ 989 et 992 n'exigent pas que la courbe soit tracée.
PROBLÈME
997. Étant donnés les foyers F et F' et le grand axe A A' dune ellipse^ déterminer ses points de rencontre avec une droite DD' {Jig. SiG).
Fig. 526.
tk' P
Supposons le problème résolu, et déterminons le symitrique 9 du foyer F par rapport à DD'. M élanl l'un des poinl-de rencontre de la droite Ï^W avec l'ellipse, on aura M 9 m MF. Prolongeons F'M d'une longueur MG=:MF; F'G sera égil à AA', et le point G appartiendra au cercle directeur relatif au foyer F'. Le cercle décrit du point M comme centre avec MF pour rayon passe donc par les deux points F et 9 et est tangent au cercle directeur F'G. La question est ainsi ramenée» trouver le centre M d'un cercle passant par deux points donnés F et 9 et tangent à un cercle donné F'G. Nous avons n*solu ce problème (262, 2*»).
Comme le foyer F est intérieur au cercle directeur relatif au foyer F', il y aura évidemment deux solutions, une se«l»' ou zéro, suivant que le point 9 sera lui-même intérieur, com mun ou extérieur au cercle directeur F'G. La droite DD' cou-
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pera donc l'ellipse en deux points, lui sera tangente ou extérieure, suivant les mêmes conditions ('J.
CoBOLLlIIE.
998. Vne droite ne pouvant rencontrer une ellipse en plus de deux points, l'ellipse est une courbe convexe (982).
S 11. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LHYBERBOLE
999. Vaiiyberhole est une courbe plane telle, que la dilTôrence des distances de chacun de ses points à deux points fixes de son plunesi égaleà une longueur constante. Ainsi (^;^.5i;j,lesdeux points fixes étant Fet F' et la longueur donnée étant représentée par la droite AA', on aura pour tout point M de l'hyperbole
MF — MF'=±\A', suivant que le point considéré sera plus éloigné du point F ou du point F'.
D'après cela, pour décrire un arc d'iiyperbole d'un mouve- Hq. J17.
ment continu, on prend une règle F'K dont on fixe l'une des exlrémilés au point F' IJ!g. Si^), de manière qu'elle puisse sfîulemenl tourner autour de ce point. Un fil dont la longueur fsi moindre que celle de la règle de la constante AA' est fixé
(* J Quand lu droite DD' ut tangenl«, f bil en G; en d'tinlrei termei. ti esl iiun te ■ytnillrlque de F par ripporl o DD'; donc DD' e>t la biiieclrke de l'angle GMF, ce q<il fournit une leconile d cm outt ration delà propriété Tondimentala de lu tangente, Mulireitadcmnnalndon a, cammo beaucoup d'jutrei pi us ou rooini inj-enicum, \e ton <i'tlre parli'culi^re ; celle que nous «Tuni donné» au a' 980 ett bien préférable, car elle «onilile dam t'appllcalion b l'ellipie de la mixhodv iffnéraU pour la détermina lion deitiingenle*daDsle>T*tème bipolair*. H. «1 H C. — Tr. Je Géom. ( If Partie). ao
3o6 GÉOUfiTRlE DANS L'ESPÀGE.
par l'une des ses exiréniiiés au poini Fet, par Fautre, au point R. Si Ton tend alors constamment ce fil le long de la règle à Taide d'un crayon, en faisant tourner la règle autour de F', la pointe du crayon trace un arc de l'hyperbole demandée ; car, pour une position quelconque M de celte pointe, on a (dans le cas de la figure)
MF- MF r= [MF + MK) - MF-h MK) = AA .
En prenant pour centre de rotation de la règle le point F, et en attachant la seconde extrémité du fil au point F', on obtient la seconde partie de la courbe. Quand la règle est au-dessus de FF', le fil doit être tendu contre son arête inférieure; c'est l'inverse quand la règle est au-dessous de FF',
On voit que fhyperbole est formée de deux parties qui ne peuvent avoir aucun point commun, puisqu'on a toujours, pour la partie de droite de la figure, MF' > MF, et pour celle de gauche, MF>MF'. Chaque partie, c'est-à-dire chacune des deux i/tuic/ies, s'étend indéfiniment au-dessus et au-dessous de la droite FF' ; rien ne limite en effet l'éloignement des points obtenus sur la courbe, que la longueur même de la règle et du fil employés.
1000. Les points F et F' sont les foyers de Thyperbole, les droites MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M. La longueur AA' estordinairementreprésentéeparaa. La distance FF sev\o\nv[ie distance focale eion la représente par ac. L'existence du triangle MFF' entratne la condition 2c> 2/1 ou c>> /i.
Le rapport - est V excentricité de l'hyperbole. Cette excentricité peut varier de 1 à oo . Pour c = ay elle est égale à t, et l'hyperbole se réduit aux deux portions de la droite FF' qui sont séparées par la distance FF'; pour a = o, elle est infinie* et l'hyperbole se réduit à la perpendiculaire élevée sur le milieu de FF'. Entre ces deux limites, l'hyperbole se rapproche d'autant plus de la droite FF' que l'excentricité est plus petite.
1001. On peut aussi tracer l'hyperbole par points {Jig, SaS). En effet, marquons le milieu 0 de la distance focale FF' et, de part et d'autre du point 0, prenons OA = OA' = <i, pois an point K quelconque sur le prolongement de OA* Si des
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points F et F' comme centre, avec des rayons respectivemeni égaux à AK et à A'K, nous décrivons ries arcs de cercle, leurs
Fie. SiS.
iJr
-ïir
points d'intersection M el M' appartiendront à l'hyperbole, car on aura
MF'-MF=M'F'-M'F = A'K — AK = 2(i',
La distance des centres FF' étant toujours plus grande que la différence ia des rayons, il suffit, pour l'intersection des deux circonrérences, que cette distance soil moindre que la somme des rayons, c'est-à-dire qu'on ait
FF'<AK + A'K ou ac<2AK-+-aa.
Ut condition cherchée est donc
AK>f-a ou AK>AF.
Comme on peut échanger les centres sans modifler les rayons, chaque point K permet d'obtenir quatre points M et M', N ei N' de l'hyperbole. Le point K doit seulement être au delà du point F, sans que rien limite sa position à droite de ce point. Ce que nous venons de dire résulte d'ailleurs de la symétrie de l'équation de condition MF' — MF =± 3a, par rapport aux deux rayons vecteurs.
Si le point K est en F, les points correspondants de l'hyperbole ïiont les points A ci A'. Le rayon vecteur minimum est c — a; il n'y a pas de rayon vecteur maximum, puisque les rayons vecteurs d'un point de la courbe peuvent croître jusqu'à l'infini.
3o8 GÉOMÉTRIE DANS l'eSPAGE.
THÉORÈME
1002. L'hyperbole a : \^ pour axes, la droite AA' qui passe par ses deux foyers, et la droite BB' perpendiculaire au milieu de la première; 2® pour centre, r intersection 0 de ces deujr droites {Jig- 528).
Môme démonstration que pour Tellipse (975), en considérant la différence des rayons vecteurs au lieu de leur somme.
1003. Des deux axes AA' et BB', le premier seul rencontre la courbe. L'axe AA' est dit Taxe transverse de Thv'P^ï'bole, Taxe BB' est dit son axe non transverse. Les extrémités A et A' de Taxe transverse sont les sommets de la courbe.
Un point du plan est dit extérieur à Tliyperbole lorsqu'il Cî^t situé entre les deux branches (F) et (F'); il est dit intérieur s'il est placé soit à gauche de la branche (F')» soit à droite dr la branche (F).
THÉORÈME
100^. Suivant qu* un point est intérieur ou extérieur à Vhy^ pcrbole^ la différence de ses distances aux deux foyers est .plus grande ou plus petite que ia {fig. 529).
Fig. oag.
Soit N un point intérieur et supposons, pour fixer les idée?, qu'il soit à droite de la branche (F); NF' coupera cette branchi' en un point M, et on aura
NF<MN4-MF, d'où NF- NF> NF'- MN ~ MF.
LtVBB Ttll. — LES COCBBES DStBLLBS. 309
c'esi-à-dire
NF' — NF>MF'-MF ou aa.
Soil N' un point extérieur; N'F coupera la branche (F) en un point M, et on aura N'F' — MN' < MF', d'où N'F' - MN' — MF < MF' - MF,
c'est-à-dire
GOSOLLAIRB.
1005. Ce théorème, rapproché de la délinition de la courbe, fournit un critérium pour juger de la position d'un point quelconque de son plan par rapport à l'hyperbole supposée non tracée. Suivant que la différence des distances du point considéré aux deux foyers est inférieure, égale ou supérieure à a a, ce point est hors de la courbe, sur la courbe ou dans son intérieur.
THËORËUE.
1006. La tanf;ente à Chyperbole est la bissectrice de l'angle formé parles rayons vecteurs du point de Contact{fig. 53n, 53 1 }.
Même démonstration que pour l'ellipse {980), en remarquant que dans l'ellipse les rayons vecteurs d'un même point varient en sens contraires, tandis que dans l'hyperbole ils varient dans le même sens.
1007. RÉCIPBOQUEUENT, ta courbe dont la tangente fuit aet angle» ègauT, ultérieurement ou iiitéricuremcnl, aoecles rayons vecteurs menés ria pnint de contact à deiu: points fixes, est une ellipse nu une hyperbole dont ces points fixes loai les foyers.
Bd effet, ai l'on abaisse d'un point G de la tangeole MT [/];, 53o) des Pii;. S3o.
perpendiciil aires Gll et GI tur learayoDi vecteurs du point M, les Irlanglsf rectanylos ainsi lormés seront ^gaux, puisque la tangente est, par hypo- IbÈse, la bissectrice de l'angle HMI; on aura donc Mil = Ml.
3io
GÉOHfiTBlB DANS l'eSPACE.
Considérons maintenant la sécante MM S (Jig. 53 1) qui coupe la courbe en M et en M', et portons les rayons vecteurs du point M' sur ceux du point M en FG et en F'D. Si l'on mène alors d'un point G quelconque de
Fig. 35 I.
la sécante les parallèles GH et GI à M'G et à M'D, les quadrilatères M'CMD, GllMI, seront semblables, et Ton aura constamment
MC_MH MD ~ Ml *
Mais à la limite, quand le point M' vient en M, la sécante MM'S est remplacée par la tangente MT, et l'on a MH = MI. Donc la limite du rap*
port rrrr^ cst aussl l'unité.
Cela posé, soient P et Q deux points quelconques de la courbe, ma» tels qu'en allant de P en Q le rayon vecteur relatif au foyer F aille toujours en croissant ; alors le rayon vecteur relatif au foyer F' ira toujours en décroissant ou toujours en croissant. Concevons l'arc PQ divisé en n parties telles, que, lorsque n croit indéfiniment, chacune des parties tende vers zéro; désignons par « et p les rayons vecteurs de P, par u'eip ceux de Q, et par («i, ci), (w», p,), . . ., (tt/,_i, Pn-i)» ceux des points intermédiaires.
Si les rayons vecteurs p, Pi, . .
croissant, les rapports
frt-i, f', relatifs au foyer F', vont en
U\ — U //j — Wi
ffn-i
auront tous l'unité pour limite, lorsque n croîtra indéfiniment; et comme le rapport
obtenu en divisant la somme des numérateurs par celle des dénominateurs, a une valeur comprise entre celles des premiers, il faut qu'on ail
= I , d'où u' — v' = u — V.
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La courbe e^l dune une hyperbole, puisque la différence des rayons vec' leurs reste constante.
Si les rayons vecteurs 4', ",, ...,«„_,, i^ relatifs au foyer F' vont en di-croissanl, le raisonnement subsiste, à la conditîOD de changer les sis'ica des dënomiDa leurs; on arrive ainsi à
iM courbe est donc une ellipse, puisque la somme dos rayons veelcurs resie constante.
Enfin, si l'arc PQ était trop élendu pour que les rayons vocteuri roiatifs au foyer F varient toujours dans le même sons, on décomposerait cet arc en plusieurs parties satisfaisant ù la condition, et la somme [ou la dif' férence) des rayons vecteurs restant constante dans chaque partie serai! la même à l'origine P et à l'extréniitâ Q.
COROLLAIRIIS.
1008. i" La droite F'<f tjui joint un foyer V de l'/iypei'ùole. au symétrique 9 de l'autre joyer F par rnpporl à une tangente quelconque TY, passe par le point de contact de cette tangente et est égale à la longueur ia de l'axe tiansverst {fg. 53a).
a" Tous les points de la tangente MT, sauf le point M, sont extérieursà t hyperbole, qui est, par suite, une courbe convexe
Mêmes démonstrations que pour l'ellipse (931, 982), en remplaçant la somme des rayons vecteurs par leur différence.
1009. Si l'on mène au point M {fg. 53a] une perpendiculaire MN à la tanKentc MT, les angles FMN. LMN sont égaux
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comme compléments d'angles égaux. Donc, la normale à thy-perbole est la bissectrice de V angle formé par l'un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l 'autre rayon,
La normale en un sommet de Thyperbole se confond avec Taxe transverse, et la tangente est perpendiculaire à cet axe.
Si une ellipse et une hyperbole ont les mêmes foyers ou sont homofocales, elles se coupent à angle droit; car, en l'un quelconque des points d'intersection, la tangente de Tune est la normale de l'autre (980, 983).
Dans le cas de l'hyperbole, les rayons lumineux, sonores ou calorifiques, qui partent de l'un des foyers F, s'éloignent de plus en plus de l'autre foyer F' après leur réflexion sur la courbe; mais toutes leurs directions prolongées viennent y converger.
THÉORÈME
1010. Le lieu des points symétriques <p de l'un des foyers F par rapport aux tangentes est un cercle (directeur) décrit Je l'autre foyer F' comme centre avec la longueur 2a de l'axe transOerse pour rayon [fg. 53^) [984].
THÉORÈME
1011. Le lieu des projections des foyers d'une hyperbole sur
Fig. 533.
ses tangentes est la circonférence décrite sur l'axe transversB comme diamètre [fi g* 532).
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On donne à celle cïrconrérence le nom de cercle principal. Même démonslratîon que pour l'ellipse (983).
THÉORÈME
tOI2. Le. lieu des points équidistanlt d'un cercle de centre
V et d'un point extérieur F est une hyperbole dont les points
V et F' sont les foyers, et dont l'axe transverse est égal au rayon du cercle [fig- 533).
La tangente en un point quelconque M du lieu est la perpendiculaire sur le milieu K de la droite qui joint le point F A l'extrémité du rayon F'qi passant par M.
Comme pour l'ellipse (987],
Corollaire.
1013. De là, pour l'hyperbole, un nouveau iracé donnant à la rois le point el la tangente.
Décrives le cercle directeur relatif à l'un des foyers F'.c'eslâ-dîre le cercle dont le centre est F' et dont le rayon est égal à 3a; joignes l'autre foyer F à un point quelconque ç de ce cercle, et menés la perpendiculaire KT sur le milieu de Ff; cette perpendiculaire rencontre le rayon F'cp en un point M de l'hyperbole et elle est en outre ta tangente en ce point.
Il suit de cette construction que, sur toute droite indéfliiie GG' passant par F', il y a deu\ points de l'hyperbole et seulement deux; ils oorrespondent aux deux points 7 el <f' où le diamètre fiG* coupe le cercle directeur.
SCOLII!.
101^. Une droite OY est dite asymptote d'une branche inllnie de courbe AL, si la dislance MP d'un point quelconque M de la courbe à la droite tend vers zéro quand le point M s'éloigne indéfiniment en restant sur la courbe.
THÉORÈME
1015. L'hyperbole a pour asymptotes les perpendiculaires
<):r et Oy abaissées du centre 0 sur les tangentes FH', FH,
menées par l'un des foyers F au cercle directeur relatif à
t'outre foyer F' {fig. 533).
3l4 GÊOHÉfRIE DANS L'eSPÂCB.
En effet, remarquons d'abord que tout point de chacune des droites xx' et yY est extérieur à la courbe, car, soîi D, par exemple, un point quelconque de jj'; celte droite, étant parallèle à F' H et passant par le milieu de FF', passe par le milieu de FH; on a donc DF = DH, et, par suite,
DF-DF=:=DF-DH<FH ou ^a.
En second lieu, il est facile de voir que, P désignant le point commun à GG' et HF, le point E oii GG' rencontre la perpendiculaire élevée sur le milieu I de PF est intérieur à la courbe.
Car on a
EF— EF = EF - EP = FP > aa.
On conclut de là, en désignant par D' et D les points où GG' coupe xx^ et jy, que les deux points (1013) M' et M, où GG' rencontre l'hyperbole, sont situés, l'un entre F' et D', l'autre entre D et E; car, en allant de F' en D', on passe de riniërieur à l'extérieur, et en allant de D en £, on passe de l'extérieur à l'intérieur.
Cela posé, considérons, par exemple, le point M correspondant au point 9 du cercle directeur : pour que ce point s'éloigne indéfîniment sur la courbe, il faut et il suffit que les deux droites F'(p et KT, dont il est l'intersection, deviennent parallèles ; et, comme la seconde est sans cesse perpendiculaire à Fcp, il faut et il suffit que F 9 devienne perpendiculaire à P9, c'est-à-dire devienne la tangente FH au cercle directeur. Mais lorsque 9 tend vers H, PH tend vers zéro, et, comme on a
jPH = iFH - jFP = FC ~ FI = IC,
-IC tend aussi vers zéro; or, d'après l'alinéa précédent, le point M est situé entre D et E; sa distance MQ à 0/ est donc moindre que IC; donc MQ a pour limite zéro, et par suite 0^* est asymptote (').
SCOLIBS.
1016. Il importe de remarquer que l'asymploti' Or est fa
(*) CeUe ingénieuse démonstration nous a été communiquée (Uir Si. Lengllcr, proviseur au lycée Giiarlemagne.
limite vers laquelle tend la tangente KT au point M, quand M s'éloigne indéfiniment sur la courbe; car la tangente KM, étant sans cesse perpendiculaire sur le milieu de F 9, devient à la limite la perpendiculaire élevée sur le milieu de FH.
1017. La droite OK/ étant, parallèle à F'H et égale à sa moitié fl, on voit que le cercle principal AA' [fig. 534) louche au point K la tangente FH au cercle directeur.
Fig. 534-
Fig. 535.
Menons [fig, 535) A y perpendiculaire à FF' jusqu'à sa rencontre avec l'asymptote 0^-; puisqu'on aOK = rt = OA, les triangles rectangles OAy, OKF sont égaux, et Ton en conclut Oy = OF = c.
Achevons le rectangle yy^Si\ et soient B et B' les points où Taxe non transverse rencontre yS et y'd' ; par analogie avec Tellipse, on donne à la longueur BB' le nom de longueur de l'axe non transverse de l' hyperbole, et on la représente par a 6.
Les trois longueurs a^ b, c sont liées entre elles par la relation c'= aM- 6'. Elles sont lices dans Tellipse par la relation c' — fl' — 6% qui ne diffère de la précédente que par le changement de 6' en — i'. Par suite, les propriétés de l'ellipse et de l'hyperbole qui ne dépendent que des longueurs de leurs axes se déduisent les unes des autres par le simple change^ ment de 6' en — 6*.
3l6 GfiOHÊTRlB DANS L*BSPACB.
Lorsqu'on donne les longueurs des axes de Thyperbole, il est facile de déterminer graphiquement les foyers. On n*a qu*à élever à Textrémilé A de Taxe transverse une perpendiculaire Ay = 6 [fig. 535) et à décrire du point 0 comme centre, avec Oy pour rayon, une circonférence qui coupe Taxe iransverse aux deux foyers F et F'. On trouve en même temps l'asymptote 0 y et sa symétrique Oy'.
1018. On appelle hyperbole âquilatère une hyperbole dont les deux axes ont la même longueur. Le rectangle yy'ii' [fig' ^3^) devenant alors un carré, on voit que les aspnptotes d'une hyperbole équUatère sont à angle droit l'une sur l'autre.
1019. On entend par A r/>er6ofe5ro/i/i/g^a^c5 deux hyperboles qui, ayant les mêmes axes et, par suite, le même centre, la même distance focale et les mêmes asymptotes, sont situées par rapport à ces asymptotes dans des angles différents; c'està-dire que Taxe transverse de Tune est Taxe non transverse de l'autre, et réciproquement (fig* 535).
Deux hyperboles conjuguées ne sont identiques et ne peu> vent se substituer l'une à Tautre par un quart de révolution, que lorsqu'elles sont équilatères (1018).
PROBLÈME
1 020. Mener une tangente à l 'hyperbole par un point donné. Mêmes procédés que pour l'ellipse (989). Ici c'est la troisième
des inégalités dun'*989, 2<',qui est sa tisfaited'elle-même, puisque aest moindre que c, etqueletrîanglePFF'donneac<PF -h PF'; les deux premières expriment (1005) que le point P doit être extérieur à l'hyperbole.
Corollaires.
1021. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à l'hyperbole est une circonférence concentrique à la courbe et
ayant pour rayon si a" — 6* (990).
La démonstration directe est la même que pour Tellipse.
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Seulement» la question revient ici à chercher le Heu des milieux des cordes interceptées dans le cercle directeur relatif au foyer F', par un angle droit dont le sommet F lui est extérieur. Le problème peut alors être impossible, et le lieu cesser d'exi<ter, si Ton a « <C 6.
La tangente de Tangle aigu formé par Tasymptote O7 avec
Taxe transverse étant représentée par-i le problème est impossible quand cet angle est supérieur à ^5 degrés ou quand TanglejOâT des deux asymptotes [Jig, 535) est obtus: il est possible, au contraire, quand cet angle est aigu.
En effet, l'angle des deux asymptotes est précisément (1017) le supplément de celui des deux tangentes qu'on peut mener au cercle directeur F' par le foyer F. Or, ce n'est que lorsque l'angle de ces deux tangentes est obtus que les deux côtés de Tangle droit dont le sommet est en F peuvent rencontrer a la fois le cercle F'.
Lorsque l'angle des asymptotes est droit, celui des deux tangentes menées du foyer F au cercle directeur F' est aussi droit, et il n'y a pas d'autre angle droit circonscrit à l'hyperbole que celui de ses asymptotes. Ce résultat limite est d'ailleurs évident; car, la courbe étant alors équilatère (1018), on a a = b, ei le lieu se réduit au centre de l'hyperbole.
1022. Les tangentes PM, PM', menées à V hyperbole par un point extérieur V^font des angles égaux avec les droites qui vont du foyer P aux deux foyers; la droite qui va du point P à l'un des foyers est bissectrice de l'angle intérieur ou extérieur des rayons vecteurs qui vont de ce foyer aux deux points de contact M et M', suivant que les deux tangentes touchent l'hyperbole dans la même région ou dans deux régions diffé^ rentesm
Même démonstration que pour l'ellipse (991).
Les propositions dos n*^ 991 et 10Î2 conduisent à une démonstration très simple (Dardoux, Bulletin^ t. XIV] do la condition pour qu'un qua- <!rilatèrc, convexe ou non, soit circonscriplible à un cercle. Celle condition « d'abord mal énoncée par Pi tôt (Mémoires de rjcadémie, lyaS), puis rectiûéo par Steiner (Journal de Crclle, t. 32), consiste en ce qne ;
3l8 GÊOMÉTniB DANS l'eSPACB.
Dans tout quadrilatère circonscrit, Ui somme de deux côtés (opposés ou adjacents, suivant les cas) est égale à la somme des deux autres; et réciproqu ement .
La proposition directe est évidente; elle résulte immédiatement de Tégalité des deux tangentes menées à un cercle par un point extérieur. CeA la réciproque seule qui exige quelque attention pour être établie en toute généralité. ABCD étant le quadrilatère considéré, Thypothèse consistera dans l'une des égalités
AB-hBC = ADH-DC, AB — BC = AD~DC, AB--BC= DC — AD;
mais Tune quelconque de ces égalités exprime qu'il y a une ellipse ou une hyperbole ayant pour foyers les deux sommets opposés A et C et passant par B et D. Les tangentes en B et D à cette courbe se coupent eo un point P, et il résulte des théorèmes (991 et 1022) que par ce point P viennent passer une des bissectrices de l'angle A et une des bissectrices de l'angle C ; ce point P est donc équidistant des quatre côtés du quadrilalère, et, par suite, il est le centre d'un cercle inscrit à cette figure.
PROBLÈME
1023. Mener à l'hyperbole une tangente parallèle à une droite donnée [Jig, 536).
Fi|;. 536.
Même procédé que pour l'ellipse (992). Seulement, le problème n'est pas toujours possible. Il faut que» si Toa mène
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par le centre de la courbe une parallèle à la droite donnée» elle ne tombe pas dans les angles des asymptotes qui renferment l'hyperbole. En effet, pour que la perpendiculaire menée du foyer F à la droite donnée rencontre le cercle directeur F', il faut et il suffit que Tangle aigu de Ff avec Taxe transverse soit moindre que Tangle aigu que fait avec le même axe la tangente menée de F au cercle F'; or ces angles sont respectivement les compléments des angles aigus ô et 0 que Taxe transverse forme avec la droite donnée DD' et avec les asymptotes; on doit donc avoir
Si la condition est remplie, il y a deux solutions T et T'. Pour d=z 0, il n*y a plus qu'une solution : c'est l'asymptote à laquelle la droite donnée est alors parallèle.
Corollaires.
102i. Les deux tangentes parallèles à une droite donnée ont leurs points de contact symétriques par rapport au centre (993).
1025. Le produit des distances d* un foyer à deux tangentes parallèles ou le produit des distances des deux foyers à une même tangente est constant.
Comme pour l'ellipse (995).
Les constructions des n*"* 1020 et 1023 n'exigent pas que rhyperbole soit tracée (996).
PROBLÈME
1026. Connaissant les foyers F et F' et l'axe transverse d'une hyperbole, déterminer ses points de rencontre avec une droite donnée*
Même procédé que pour l'ellipse (997), seulement la discussion exige quelque attention.
Soient h l'hyperbole, d la droite donnée, d l'angle aigu de celte droite et de l'axe transverse, 0 l'angle aigu des asymptotes et du même axe.
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Los points communs à /i et à e/ sont les centres des cercles qui, touchant le cercle directeur F', passent par l'autre foyer F et par le point 9 symétrique de F par rapport à d. De plus, un point commun à A et à c/ appartient à Tune ou a Fautre branche de Thyperbole, suivant qde le cercle directeur P est extérieur au cercle tangent ou est enveloppé par ce cercle.
Cela posé :
1® Si i est inférieur à 0, d coupe h en deux points -situés sur deux branches distinctes; car la droite indéfinie F 9 étant alors extérieure au cercle F, il y a deux cercles tangents dont un seul enveloppe le cercle F'.
2° Si è est supérieur à 9, la droite indéfinie F 9 coupe le cercle F', et il y a trois cas à distinguer. F' 9 étant inférieur à lUf d ne rencontre pas h; car 9 est alors intérieur au cercle F', et il n'y a pas de cercle tangent. F' 9 étant égal à ^a, d touche h; car 9 est alors sur la circonférence F', et les deux cercles tangents se réduisent à un seul. Enfin, F'9 étant supérieur à la, d coupe h en deux points appartenant à une même branche; car 9 est alors extérieur au cercle F', et il y a deux cercles tangents qui enveloppent tous deux le cercle F' ou auxquels le cercle F' est à la fois extérieur, suivant que F' et 9 sont séparés ou non par le cercle F'.
3® Si i est égal à 9, la droite F 9 est tangente au cercle F', et il y a deux cas. Si d est une asymptote, elle a deux points communs à l'infini avec h, puisque le point 9 est alors sur la circonférence F' et que les deux cercles tangents se rédui* sent à la droite F 9. Si d n*est que parallèle à une asymptote^ elle a avec V hyperbole deux points communs, dont un seul à distance finie ; car le point 9 est alors extérieur au cercie F% et il y a deux cercles tangents dont Tun se réduit à U droite F 9.
Observons enfin qu'on peut donner d'autres formes aux énoncés dés conditions précédentes, en introduisant la considération, soit de la parallèle menée par le centre à la droite donnée, soit des tangentes parallèles à cette droite. Par exemple»
la condilion 6>Q peut être remplacée par l'une des suivantes : la parallèle à d menée par le centre doit être comprise dans les angles des asymptotes qui ne renferment pas la courbe, ou la courbe doit avoir des tangentes parallèles à d.
III. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LA PARABOLE
1027. La parabole est une courbe plane telle, que chacun de ses points est équidistant d'un point Vwe et d'une droite Vi\e donnés dans son plan. Ainsi {/ig, 537), le point Cwe
Fig. 337.
clant F et la droite fl\e DD', on aura, pour tout point M de la parabole, en abaissant Mil perpendiculaire sur DD', MF = MH. Par sa définition même, la parabole est nécessairement située tout entière du même côté que le point Hxe par rapport à la droite fixe.
D'après ce qu'on vient de dire, pour décrire un arc de parabole d*un mouvement continu, on fait coïncider Tarète
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d'une règle avec la droite DD', et l'on applique contre celte règle le pelil côté KH d'une équerre KHG. Un fil, égal en longueur au grand côté HG de cette équerre, est fixé par i^s deux extrémités, d'une part au point F, et de l'autre à Textré* raiié G du côté HG. Si l'on tend alors constamment ce fil contre le grand côté de l'équerre à l'aide d'un crayon, et si l'on fait en même temps glisser l'équerre le long de la règle, la pointe du crayon décrit un arc de parabole. En effet, pour une position quelconque M de cette pointe, on a
GM-+-MF = GH = GM -hMH, d'où MF = MH.
En opérant de cette manière, on trace d'un mouvement continu l'arc BA, qui va du point B de la courbe dont la distance au point F est égale à GH, jusqu'au point A milieu de la perpendiculaire FL abaissée du point F sur la droite DD'. Il faut ensuite retourner l'équerre, comme l'indique la figure» pour décrire l'arc AB'.
On voit que la parabole est formée de deux branches qui s'étendent indéfiniment, à partir du point A, au-dessus et au-dessous de la droite FL; car, si l'on emploie une règle, une équerre et un fil assez longs, rien ne limite l'éloignement des points obtenus sur la courbe. La parabole est donc une courbe à branches infinies, mais sans séparation, et d'un seul côté de la droite fixe.
1028. Le point F est \e foyer de la parabole, la droite DD' est sa directrice. La droite MF est le rcgron vecteur du point M. La distance FL du foyer à la directrice se nomme le paramèire de la courbe, et on la représente par p.
1029. On peut aussi tracer la parabole par points.
En effet, prenons [Jig. 538) un point P quelconque 5ur la perpendiculaire FL abaissée du foyer sur la directrice. P^ le point P, menons une perpendiculaire à FL ou une |Mirallèle à la directrice, et du foyer F comme centre, avec PL pour rayoo, décrivons une circonférence qui coupera cette parallèle en deux points M et M' appartenant à la parabole, comme éqaidistants du foyer et de la directrice.
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Pour que les poinis d'inierseciion M et M' exisieni, il suffit quelepoinlP soil à rintérieur du cercle décrit du foyer F comme centre avec PL pour rayon, c'est-à-dire qu'on ait FP<;PL. Cette condition sera toujours remplie lorsque le point P sera à droite du foyer F [dans le cas de la n2:ure]; mais elle exige, si le point P est à gauche de F» qu'il reste à
Fig. 538.
II
droite du point A milieu de FL. Si l'on a dans ce cas, comme condition limite, FP=:PL, le point P se confond avec le point A, et les deux points M et M' se réunissent en ce point.
Le rayon vecteur minimum est donc AF ou -', il n'y a pas die
rayon vecteur maximum» rien ne limitant i'eloignemeni du point P à droite du foyer F.
THÉORÈME
1030. La parabole a pour axe la perpendieutaire menée du foyer sur la directrice [fig, 537).
Même démonstration que pour FeUipse (975, i""). Le point A, commun à la parabole et à son axe, est le sommet de la courbe.
THÉORÈME
1031. Suivant qu'un point est intérieur ou extérieur à la parabole^ sa distance au foyer est moindre ou plus grande que sa distance à la directrice {fi g. SBg).
Soit d'abord un point N intérieur à la courbe. Menons la droite NF et la perpendiculaire NH a la directrice, laquelle
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coupera la parabole au point M (1027). Le triangle NFM donne alors
NF<NM-+- MF ou NF<NH, puisque MF = Mn.'
Soit de même un point N' extérieur à la courbe. Si le point N' et le foyer sont de côtés différents par rapport à la directrice, la proposition est évidente. Sinon, menons la
Fig. 539.
droite N'F et la perpendiculaire N' H à la directrice, laquelle, prolongée, coupera la parabole au point M. Le triangle N'FM donne alors
N'F>MF-MN' ou N'F>N'H, puisque MF = IIH.
COROLLAIRB.
1032. Ce théorème, rapproché de la définition de la courbe. fournit un critérium pour juger de la position d'un poini quelconque de son plan par rapport à la parabole supposée non tracée. Suivant que la distance du point considéré au foyer est égal*^, supérieure ou inférieure à sa distance à fa directrice, ce point est à la courbe ^ il lui est extérieur ou intérieur.
THÉORÈME
1033. La tangente à la parabole fait extérieurement dr s angles égaux avtfc le rayon vecteur du point de contact rt avec la parallèle menée à Vaxe par le même point.
Prenons sur la parabole (fig. 5^6) deux points voisins M
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et M'; menons la sécante M^J'S, abaissons des deux points considérés les perpendiculaircsMç, M' 9', sur la direclriceDD', et traçons leurs rayons vecteurs. Portons sur FM une longueur FC= FM', et sur <p M une longueur (pE= 9' M'. D'après la définition de la parabole, MC est égal à ME.
Fig. 540.
Fie. Mi.
l)*un point G quelconque de la sécante MM'S, menons à M'C cl à M'E, jusqu'à la rencontre de FM et de <pM, les parallèles GI et GH. Les deux quadrilatères C.\r£M, IGUM sont semblables (208), et l'égalité de MC et de ME entraîne celle de Ml et de Mil.
A mesure que le point M' se rapproche du point M, GH reste, comme M'E, perpendiculaire à M<p, tandis que GI, perpendiculaire à la bissectrice de ran(;Ie au sommet du triangle isocèle M'FC, lend à le devenir au rayon vecteur FM. On a de plus constamment MI = MH . La tangenteà la parabole [fig, 54 1 ) tloit donc être telle, que si, d*un point quelconque G pris sur cette droite, on abaisse des perpendiculaires GI et GH sur le rayon vecteur du point de contact M et sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice, on aitMI^rrMH. Les triangles rectangles MGl, MGH sont donc égaux, ainsi que les angles GMl, GMH. Aa tangente à la paraholt* est donc bissectrice de l'angle formé par le rayon vecteur du point de contact et la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice.
Mais, Tangie GMH étant Topposé par le sommet de l'angle
StC) gêom^ris oaks l'espagi.
T.MO, les deux angles GUI ou TMF ei T, MO soni égaux ; ce qui conduit à renoncé adopté.
1034. RficiPROQCJEMBNTy la courbe dont la tangente est bissec^ trice de V angle formé par les droites menées d'un point de la courbe à un point fixe, et perpendiculairement à une droite fixCf est une parabole ayant le point et la droite fixes pour foyer et pour directrice.
Démonstration analogue à celle donnée pour l'ellipse et rhyperbole (1007).
Corollaires.
1035. Soit S le point où la sécante MM'S ifig. 5{o) coupe la directrice Dh' . On a, à cause des parallèles,
MS M^ _ >!F
la droite SF est donc la bissectrice de l'angle extérieur en Fdu triangle MFM' (185). La droite qui joint le foyer (Tune parabole au point de rencontre d'une sécante quelconque avec la directrice est donc bissectrice de l'angle extérieur des rayons vecteurs des points d* intersection de la sécante avec la courbe.
A la limite, quand la sécante devient tangente, c'est-à-dire quand Tangle MFM' devient nul, la droite SF est remplacée [fig. 54 1 ) par la droite RF bissectrice de l'angle supplémentaire de cet angle nui. Par suite, la droite qui joint le foyer d'une parabole au point où une tangente quelconque rencontre la directrice est perpendiculaire sur le rayon vecteur du point de contact.
103G. Tous les points de la tangente MT, sauf le point de contact M, sont extérieurs à la parabole qui, par suite 98St), est une courbe convexe {fig. 542).
En ciTet, le triangle FM 9 étant isocèle et la tangente étant la bissectrice de son angle au sommet (1033), elle est perpendiculaire sur le milieu K de F9. Pour un point T, quelconque de la tangente, on a doQC,Ti II éunt la perpendiculaire
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de ce point sur la direclrice, T.H<T,9 ou T|H<T,F. Le point Ti est donc extérieur à la courbe (1032).
Fig. 5/|a.
Ty/
aI F \
1037. Si Ton mène au point M [fig, 54^) une perpendiculaire MN à la tangente MT, les deux angles FMN, OMN sont égaux comme compléments d'angles égaux (1033). Donc, la normale à la parabole est bissectrice de V angle formé par le rayon vecteur du point de contact et la parallèle menée à l'axe par ce point.
Au sommet de la parabole, la normale se confond avec Taxe, et la tangente est perpendiculaire à cet axe.
Soient T el N {Jtg. 5^2) les points où la tangente et la normale rencontrent l'axe. Les lrianglesTMF,NMF étant évidemment isocèles, on a MF= FT = FN. Le foyer F est donc à une distance, soit du pied de la tangente, soit du pied de la normale surtaxe, égale au rayon vecteur du point de contact,
1038. Dans le cas de la parabole, les rayons lumineux, sonores ou caloriflques, qui partent du foyer, deviennent tous parallèles à l'axe après leur réflexion sur la courbe. C'est pourquoi Ton emploie des réflecteurs paraboliques, lorsqu'on veut projeter au loin un faisceau de rayons lumineux parallèles (lanternes de voitures» phares). Réciproquement, tout rayon qui vient rencontrer la parabole parallèlement i son axe se réfléchit au foyer de la courbe. De là, par exemple, l'usage des réflecteurs paraboliques dans les télescopes, pour concentrer au foyer les rayons lumineux venant de l'astre observé.
3a8 GftOHiTniE uapcs l KsrACS.
TilËORÈME.
1039. Le lieu des points symétriques 9 du foyer F par rapport aux tangentes à la parabole est la directrice {Jig. 64a).
Celte proposiiion est évidente d'après ce qui a été dit ou n« 1030.
SCOLIRS.
1040. Étant donnés un point F et une droite I)D' {/ig. 54a)» si ton mène des droites F 9 aux différents points de la droite 1)D', les perpendiculaires élevées à ces droites par leurs milieux enveloppent une parabole qui a pour foyer le point F et pour directrice la droite I)D'; les points de contact de ces tangentes sont à leurs rencontres avec les perpendiculaires menées à la directrice par les points 9.
C'est là un nouveau procédé pour décrire la parabole par points (1029). Bn le suivant, on n'obtient qu'un point à la fols; mais on a en môme temps la tangente en ce point.
lOVl. On voit que les parallèles à l'axe de la parabole ne rencontrent la courbe qu'en un seul point. Il serait donc faux de dire qu'une droite qui n'a qu'un point commun avec une courbe, môme convexe, lui est tangente. Une droite tangente à une courbe convexe n'a qu'un point commun avec elle (982) ; mais la réciproque n'est pas vraie.
THËORËMB.
1042. Le lieu des projections du foyer de la parabole sur ses tangentes est la tangente au sommet.
MT étant la tangente à la courbe au point M {fig. 5{3). etf le symétrique du Toyer F par rapport a cette, tangente, le point K où F9 coupe la tangente est le milieu do F 9. D'ailleurs, le sommet A est le milieu de FL. Donc, dans le triangle FL9, AK est parallèle à la directrice ou se confond avec la tangente au sommet (1037j. La proj(*ction K du foyer sur une tangente se trouve par suite sur la tangente au sommet.
Réciproquement, K étant un point de la tangente au som*
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met) si l'on mène la droite FKf , le point 9 sera le symétrique du Toyor F par rapport h la langonie qui passe par le point K
Fig. 54.1.
Tî
(1040) ; le point K sera donc la projection du foyer F sur cette tangente.
CoROLLAiaK.
1043 Si Tun des c6tés dune équerre passe constamment par le foyer F, tandis que son sommet parcourt la tangente AK au sommet de la courbe, Tautre côté de Téquerre reste constamment tangent i la parabole.
THÉORÈME
1044. Dans toute couvbe rapportée àdesaxes rectangulaires, l'ordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous-tangente et la SOUS' normale.
Pour indiquer la position d'un point M sur un plan (.Aa'. •'> V'«). il suflll de donner ses projections P et Q sur deux axes rectan- (?ulaires x'Ox, r'Oy iracés dans ce plan, ou, ce qui revient au même, les nombres (positifs ou négatifs) qui mesurent les segments OP et OQ. On convitMit d'ailleurs de fixer le sens positif sur cliacun désaxes (le la manière suivante : après avoir choisi à volonté le sens positif sur Taxe .r'Ox, on place sur celle droite les lettres y et jt de fayon que le siMis positif que Ton a adopta soit celui de x' vers jr; puis, on place les lettres y et.r sur l'autre axe de telle sorle qu'une rotation de 9o^ autour de O, dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre, amène la demi-droite Ovsur la demi-droite
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O^, et Ton adopte pour sens positif sur yOy le sens de y' vers y.
La valeur algébrique du segment OP, ou de son égal QM, reçoit le nom d^abscisse du point M, et Ton nomme ordonnée de ce même point la valeur algébrique du segment OQ ou de son égal PM. L'abscisse et l'ordonnée d*un point sont les coordonnées de ce point; les axes ct'O^t, y'Oy soni les ajces des coordonnées et 0 est Yorigine des coordonnées.
Quand un point appartient à une courbe donnée, son ordonnée y dépend de son abscisse Xy et elle est déterminée
FiR. 5',4.
JL'
par le choix de celte abscisse. Par exemple, Tabscissc j- et l'ordonnée y d'un point quelconque d'une circonférence de rayon R rapportée à deux axes rectangulaires passant par son centre {fg. 5^4) sont évidemment liées par la relation
j«H-.r* = R% d'où /* = R»~xV
Le choix des axes coordonnés est arbitraire. On adopte do préférence les droites les plus remarquables du plan relativement à la courbe, telles que ses axes, ses tangentes aux sommets, etc. Dans la parabole, on choisit Taxe et la tangente au sommet.
Cela posé, soit {fig. 545) une courbe C rapportée à deux axes de coordonnées rectangulaires xOx\ yOy*. Menons en un point quelconque M la tangente MT, la normale M\ cl
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l'ordonnée MP. La projection TP sur TaxeOj: de la portion de tangente MT comprise entre son point de contact M et son pied T sur cet axe s'appelle sous-tangente ; de même, PN est la sous-normale. Le triangle TMN étant rectangle en M, eiMP étant perpendiculaire sur l'hypoténuse TN, le théorème énoncé est démontré (222).
Au lieu d'axes rectangulaires, on peut employer des axes obliques. Les coordonnées d'un point sont encore ses distances aux deux axes, mais comptées parallèlement à ces axes. Les projections ne sont plus alors orthogonales, mais obliques, et le théorème précédent cesse d'être vrai.
THÉORÈME
1045. Dans la parabole : i^ la sous- tangente est double de l'abscisse du point de contact; i^ la sous-normale est con^ stante et égale au paramètre [fig. 546).
i<^ Soit la tangente en M à la parabole. Si Ton prend pour axes coordonnés l'axe A^ de la courbe et la tangente au sommet A/, le point M aura MP pour ordonnée et AP pour abscisse. Le triangle TFM étant isocèle (1037), la projection K du foyer F sur la tangente MT est le milieu de MT. La tangente au sommet AK/ étant parallèle à l'ordonnée MP, le sommet A est donc le milieu de la sous-tangente TP, et TP = 2 AP.
Kig. .V|5.
Fig. 546.
LA F P
2« Soit la normale MN. Elle est perpendiculaire à la tmgente MT comme la droite F(p. La figure M<pFN est donc un parallélogramme, et 9 F := MN, Les deux triangles rectangles MPN, 9LF, sont donc égaux, et Ton a PN = LF =/>.
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Corollaire.
10^6. Le carré de l'ordonnée d'un point de la parabole est proportionnel à V abscisse de ce point [fig, 546).
Soienl y ei x les coordonnées MP ei AP d'un point quelconque M de la parabole. On a (lOH, 1045}
y — TV.V^ = ix.p ou y^'- 7.px.
PROBLÈME
104'7. Mener une tangente à la parabole par un point donné.
1° *S7 le point donné M est sur la courbe [Jig. 546), on mène le rayon vecteur MF et la perpendiculaire M cp sur la direclrîce; puis, lu bissertrice de l'angle FM9, qui est la tangente demandée (1033,.
Il vaut mieux prendre sur l'axe, du côié du sommet, une longueur FT égale à MF; enjoignant le point T ainsi obtenu au point donné M, on a (1037) la tangente demandée.
2" Si le point donné P est extérieur à la parabole^ on remarque que lu question serait résolue si l'on connaissait le symétrique <p du foyer F par rapport à la tangente cherchée; car on aurait alors celte tangente en abaissant du point P une perpendiculaire ÏP sur F 9 [Jig. 547). La droite TP coupe-
rait d'ailleurs la parallèle monécà l'axe par le point 9, au point de contact M. Or, le point 9 se trouve à la foissur la directrice
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DD' (1039) ei sur le cercle décrii du point P comme centre avec PF comme rayon.
Ce cercle ei la directrice se coupent toujours, quand le point P esi extérieur à la courbe; car il est alors plus près de la directrice que du foyer (1031), et il y a deux solutions, qui se réduisent à une seule quand le point P est sur la parabole, ou disparaissent lorsqu'il est intérieur à la courbe.
Corollaires.
10V8. Cherchons la condition pour que les deux tangentes menées du point P à la parabole soient à angle droit.
Ces tangentes étant supposées à angle droit, comme elles sont respectivement perpendiculaires aux milieux des droites Fçet F(p', l'angle çFcp' est aussi droit; par suite, 9?' est un diamètre de la circonférence PF, et le point P est sur la directrice. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole est donc la directrice.
Dans ce cas, l'angle PFM est droit ainsi que l'angle PFM' (1033] ; la corde des contacts MM' passe donc alors par le foyer et est perpendiculaire à PF.
1049. Les tangentes PM, PM', menées d'un point extérieur ^ à la parabole, font des angles égaux avec la droite qui joint ce point au foyer et avec la parallèle men'^e à taxe par ce point ; la droite qui va du foyer au point P est hissée^ triée de l'angle formé par les rayons vecteurs des points de contact M et M'.
Reportons-nous à la/gf. 547, et soit PU la parallèle menée à l'axe par le point P. La tangente PMT étant perpendiculaire sur le milieu de F9, comme la tangente PM'T' sur le milieu de F<p', les deux angles MPII, F^ç', ont leurs côtés respectivement perpendiculaires et sont égaux; la droite PM' est la bissectrice de l'angle 9'PF, et l'angle au centre M'P F, égil alors à Tangle inscrit F 99', l'est aussi à l'angle M PU. De plus, les angles PF.M, PFM' sont respectivement égaux aux angles P9M,P9'M'. Or, le triangle 9 P 9' étant isocèle, les angles P9M, P9'M' sont égaux comme composés d'angles égaux ; et leur égalité démontre celle des angles PFM, PFM\
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PROBLÈME
1050. Mener à la parabole une tangente parallèle à une droite donnée.
Tout revieni encore à trouver le point 9 symétrique du foyer F par rapport à la tangente cherchée. Or, ce point se trouve à l'intersection de la directrice etde la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la droite donnée. Il y a toujours une solution, et une seule.
SCOLIE
1051. Les constructions des n^* 1047 et 105) n'exigent pas que la courbe soit tracée : il sufût d'en connaître le foyer et la directrice.
PROBLÈME
1052. Connaissant le foyer P et la directrice Db' d'une parabole, déterminer ses points de rencontre avec une droite donnée LV.
Supposons le problème résolu, et prenons (Jiff. 548) le symétrique 9 du foyer F par rapport à LL'. SI Bf est l'un des
Kg. 548.
points de rencontre de la droite LU avec la courbe, on aura H 9= HF= MH, MU étant la perpendiculaire abaissée du point M sur la directrice. Le cercle décrit du point M comme centre* avec MF pour rayon, passe donc par les points F etf et est tangent à la directrice. La question est ainsi ramenée à trouver le centre M d'un cercle passant par deux points doo-
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nés F el f et langeni à une droite donnée DD'. Nous avons résolu ce problème (262, i**].
Comme il n'est possible que lorsque les deux points F ei 9 sont situés d'un même côté de la droite DD\ la droiie LL' coupera la parabole, lui sera tangente ou ne la rencontrera pas, suivant que le point f sera du même côté que le foyer par rapport a la directrice, sur cette directrice, ou de l'autre côté de cette droite par rapport au foyer.
COROLLAIOE.
1053. La parabole, ne pouvant être coupée par une droite en plus de deux points, est une courbe convexe (1036).
ORTHOGONALE DU CERCLE
THÉORÈME
1054. La projection orthogonale d'une circonférence de cercle sur un plan est une ellipse.
Les projections d'une figure sur deux plans parallèles étant égales, on peut toujours supposer que le plan de projection passe par le centre 0 du cercle considéré ABA'B'.
Soient donc AA' le diamètre situé dans le plan de projection
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et bOb' la projection du diamètre BB' perpendiculaire a \A'; Tangie 60A sera droit, puisqu'il est la projection d'un angle droit BOA sur un plan contenant Tun de ses côtés.
M étant un point quelconque du cercle, et m sa projection, prenons, sur A A', OF — OF' égal à la projetante B6 du point B, et abaissons FG, F' G' perpendiculaires sur le diamètre MM'.
Il suffît de prouver que le rayon vecteur m F est égal à MG; car on prouverait de même que m F' est égal à MG', d'où Ton conclurait
m F -\-mF -.= MG -♦- MG' ^ MG -h M' G = MM' = A A'.
Mais l'égalité m F -— MG résulterait de celle des triangles rectangles m FM, GFM et, par conséquent, de Tégalilé FG = M/ii. Or cette dernière ressort immédiatement de la comparaison des proportions
MP BJ3 MP MO BO
Mm"" B6' FG" OF ^" B^'
qui sont fournies, la première par les triangles à côtés parallèles MP/?7, BOft, la deuxième par les triangles rectangles équiangles MOP, GOF.
On voit que le grand axe de l'ellipse obtenue est toujours égal au diamètre du cercle donné. On a, de plus, dans le triangle rectangle B60 (705),
06 = OBcosBO^, ou 6 = acosV,
en désignant par in et 7 b les axes A A' et bb* de l'ellipse, «H par V l'angle des plans des deux courbes.
COROILAIRBS.
1055. L'ordonnée MP du cercle ( fig, 549) étant représentée par Y et l'ordonnée correspondante m P de l'ellipse par v» 1© triangle rectangle MmP donne
vniYcosV, c'est-à-dire r=:-Y.
On passe donc du cercle principal d'une ellipse (9S5) à celte ellipse, en diminuant toutes les ordonnées du cercle dans le rapport du petit axe au grand axe. Cette remarque rournît un nouveau procédé pour décrire l'ellipse par points.
On trace un cercle sur chacun des axes de TelUpse comme diamètre [fig, 55o); un rayon quelconque coupe ces cercles aux points N et S. Si Ton mène alors Tordonnée NP du point N et la parallèle SM au grand axe, Tintersection M de ces deux droites est un point de Tellipse. On a» en effet,
MP = ,^-NP, c'est-à-dire MP^-NP.
OM a
1056. Si Ton considère sur Tellipse et sur le cercle 2^. deux points M et S ayant la même ordonnée OQ, leurs abscisses x et X sont liées par la relation
a: ON ., , -. A
Pour passer de Tellipse au cercle ayant le petit axe pour diamètre, il Taut donc diminuer les abscisses de Tellipse dans le rapport de 6 à a.
L'ellipse peut donc être regardée comme provenant de la contraction ou de la dilatation des cercles qui ont ses axes pour diamètres.
SCOLIB.
i057. On a démontré que le rayon vecteur F/ii (Jîg, 549] est égal à MG, c'est-à-dire à ^ — OG ; mais les triangles équiangles MOP, GOF, donnent
on a donc
OG OP „ . ^^ ex
C T ex
fm^a '- 01, par suite, F'/w = <7H
i058. Mener à Vcliipse une tangente par un point donné, I* Soit d'abord le point donné m situé sur la courbe. Supposons le problème résolu (fig, 55i ), et soit /wT la tangente de^ mandée. Dilatons toute la 6gure, perpendiculairement à AA', dans le rapport do OB à OA. L'ellipse deviendra le cercle AA', le point m deviendra le point M, le point T ne changera pas, et la droite MT sera la tangente au cercle principal. On déterminera donc réciproquement le point T en
n. «t Di c. — Tr, de Géom, (11* Partie). ^'S
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construisant la tangente en M au cercle principal, et, en traçant /rT, od aura la tangente à Tellipse au point m,
Fig. 55o.
Fig. 55 1
2° Soit maintenant le point donné Yi extérieur à V ellipse {fig, 55a)- Supposons de môme le problème résolu (Jlg. 55a) et soient R/tiT, Rm'T' les tangentes qui répondent à ta question. Dilatons la figure,
Fig. 55a.
comme dans le premier cas. L'ellipse deviendra le cercle kk\ la droite RBK deviendra la droite B^R, et le point R^ correspondant au point R, devant se trouver à la fois sur Tordonnée PR et sur la droite B, K, sera déterminé. On en déduira les tangentes R,MT, R,M'T' au cercle principal et, par suite, les tangentes R/i/T, R/ti'T' k l'ellipse, dont les points de con* tact m et m' se trouveront d'ailleurs sur les ordonnées des points M et M'.
PROBLÈME
1059, Mener à l'ellipse une tangente parallèle à une droite donnée (fig. 553).
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Soit OD la droite donnée {fg, 553). En suivant toujours le mémo procédé, on considère la droite quelconque BK qui coupe OD au point N ; à
Fig. 553.
cette droite BR correspond la droite B.R qui rencontre en N^ Tordonnée du point N. La droite ON,D, est donc celle qui correspond à OD. On n'a alors qu'à mener au cercle principal les tangentes MT, M'T', parallèles à ON, D, et à tracer » par les points T et T', des parallèles à OD qui sont les tangentes demandées ; leurs points de contact m et m* appartiennent aux ordonnées des points M et M'.
1060. Les constructions précédentes (1058, i059) n'exigent pas que l'ellipse soit tracée : il suffit que ses axes soient donnés.
PROBLÈfifB.
1061. Connaissant les axes d'une ellipse, construire ses points d'inter^ section avec une droite donnée {Jig, 554 )•
Fig. 554.
Soit DD' la droite donnée ; son point L ne changera pas dans la dilatation d«rellipse. La droite quelconque BK rencontrant DD'au point C et dev^
34o GfiOMÉTRIB DANS l'bSPACR.
nanl B,K, le point C devienl C,. La droite LC^ correspond donc à la droite DD' et, comme elle coupe le cercle principal aux points M et M', on n*a plus qu*à ramener ces points sur DD', par des perpendiculaires à AA'» pour avoir en m et en m* les points demandés.
THÉORÈME
1062. Tous les diamètres de V ellipse sont des lignes droites passant par son centre.
On entend par diamètre d'une courbe le lieu des milieux des cordes de cette courbe parallèles à une direction donnée. Dans le cercle, tout dia* mètre est une droite perpendiculaire au système de cordes qu'ildiviseen deux parties égales (103) ou qui lui est conjugué.
Cela posé, tout système de cordes parallèles du cercle a pour projecticn un système de cordes parallèles de Tellipse, projection du cercle. Les mi* lieux des cordes du cercle étant sur un même diamètre, les projections d^ ces milieux ou les milieux des cordes correspondantes de l'ellipse sont sur une même droite, projection du diamètre du cercle, c'est-à*dire pas* sant par le centre de l'ellipse. Le théorème est donc démontré.
1063. RÉciPHOQUEMENT, toute droite passant par le centre de VelUpse est un diamètre de la courbe: car elle est la projection d*un certain dia* mètre du cercle dont l'ellipse est la projection. Les cordes conjuguées an diamètre de l'ellipse sont les projections des cordes conjuguées au dia» mètre correspondant du cercle.
COROLLAIBES.
1064. On nomme diamètres conjugués deux diamètres tels, que chacun d'eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à Tautre. Pour avoir deux diamètres conjugués dans l'ellipse, il suffit évidemment de projeter deux diamètres rectangulaires du cercle.
1065. La tangente à l'extrémité du diamètre du cercle, étant per* pendiculaire à ce diamètre, est parallèle au système de cordes qui loi est conjugué. Il en résulte que la tangente à l'extrémité d*un diamètre de VelUpse est parallèle au sjrstème de coi dis conjugué à ce dia^ mètre.
1066. Si l'on mène deux tangentes à un cercle par un point extérieur, le diamètre mené à leur point de concours est perpendiculaire sur le milieu de la corde qui joint leurs points de contact. Par suite, si l'on mène à une ellipse deux tangentes par un point extérieur, le diamètre mené à leur point de concours passe par le milieu de la corde qui unit leurs points de contact.
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Nous renvoyons à l'Appendice pour le développement de la Ihéorio des diamètres dans rellipse, l'hyperbole et la parabole.
THÉORÈME
1067. Laire de l^ ellipse est ia moyenne proportionnelle des aires des cercles construits sur ses deux axes comme diamètres.
L'ellipse donnée, dont les axes sont a ^7 et a6, peut ôlre regardée comme la projection orthogonale d'un cercle de diamètre aa, dont le plan fait
avec celui de l'ellipse un angle Y, tel que cosV » - (1054). D'après un
théorème connu (707), on obtiendra alors Taire de l'ellipse en multipliant Taire du cercle par cosY. On trouve ainsi, pour l'expression de cette aire,
vaby c'est-à-dire ^na^.vù*.
THÉORÈME
1068. Lorsque les extrémités d'une droite AB de longueur constante glissent sur deux droites rectangulaires Ox et Oy, un point quelconque H de cette droite décrit une ellipse dont les axes sont dirigés suivant Ox et 0^, et ont pour demi-Iongueurs aet b les distances MA et MB du point M aux extrémités de la droite kB{Jig. 555).
Fi(;. 555.
Prenons pour axes coordonnés (104i) les deux droites Ox et 0^; les coordonnées du point M seront MP et OP. Par le point G, menons ON parallèle è ABM, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée &IP. La Hgure OAMN étant un parallélogramme,
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ON sera égale à la longueur constante AM ou a. Les triangles recungies semblables BPM, OPN, donnent d'ailleurs
MP BM „^ b „_
NP = ÔN ^" MP=-.NP
Le point M décrit donc l'ellipse (10S5) dont le cercle ON est le cercle principal, et qui a pour demi-axes a et 6, c'est-a« dire les distances HA et MB.
Ce théorème donne un moyen pratique très-simple de construire une ellipse par points, à l'aide d'une bande de papier sur les bords de laquelle on marque les trois points A, B, M. II existe un compas elliptique fondé sur ce même principe.
COEOLLAIRBS.
1069. Considérons (Jig. 556] la droite donnée dans les deux positions voisines ABM, A'B'M'. Sur les milieux de AA' et de BB% élevons les perpendiculaires ao) et ^o) qui se coupent en &>. La perpendiculaire élevée sur le milieu de MM' passera par le point &>. En effet, les deux triangles AoiB, A'cjB' étant égaux, les angles ABoi), A'B'ca sont égaux. Les angles û)BH, 6)B'M' le sont alors eux-mêmes comme suppléments d'angles égaux. Il en résulte l'égalité des triangles &) BM, ai B' M' et, par suite, celle des distances &}M, euM'.
Si l'on suppose maintenant que le point M' se rapproche In* définiment du point M considéré comme fixe sur l'ellipse qu'il décrit, MM' tendra vers la tangente à la courbe en H, et la perpendiculaire élevée sur le milieu de MM' vers la normale au même point. D'ailleurs, atù et (3oi) ont pour limites les perpendiculaires élevées en A et en B aux axes Oy et Ox. En joignant le point I d'intersection de ces perpendiculaires au point M [fîg. 555], on aura donc la normale en H à Telllpse tracée.
1070. 11 est utile de remarquer que la longneurMl compiée sur la normale en M (Jig. 555), esi égale à la longueur du demi-diamètre qui est conjugué au diamètre OM.
Soit, en effet (Jlg, 55;], OM' le diamètre conjugué au.dia* mètre OM; ce diamètre conjugué est parallèle à la tangeuto
rn M (1065), c'esl-à-dire que la normale MI lui est perpendiculaire. De plus, le rayon du cercle principal qui correspond à OM est parallèle à la position de la droite AB qui donne le point M de l'ellipse (1068), et le rayon de ce cercle qui correspond à OM' est de même parallèle à A'B'M'. Les diamètres conjugués de l'ellipse répondant à des diamètres rectangulaires du cercle principal (106^), on en conclut que ABM est perpendiculaire à A'B'M'. Comme BI, d'ailleurs, est perpendiculaire à OB', les deux triangles MBI, M'B'O, qui ont le côté MB égal au côté M'B', ont leurs angles égaux (77) et sont égaux ; par suite, MI = OM'.
PROBLÈME
1071. Étant donnés deux diamètres conjugués de l'eUipse en grandeur et en direction, construire les axes de la courbe.
Soient {fig. SSy) OM et OM' les demi-diamètres conjugués
Fîg. 557,
donnés, dont les longueurs sont af et ft'. En menant par le point M une perpendiculaire à OM' et en prenant sur cette perpendiculaire MI = 6', nous aurons le sommet I du rectangle inconnu lAOB (1070). Les sommets B et A de ce rectangle se trouvent à la fois sur le cercle circonscrit dont le diamètre est 10 et sur la droite qui unit le point M au centre K de ce cercle: Ils sont donc déterminés. En joignant ces points B et A au point O, on a les axes de l'ellipse en direction ; de plus, MA et MB représentent leurs demi-longueurs (1068, 1069).
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THÉORÈME
1072, Quand les extrémités d'une droite AB de longueur constante glissent sur deux droites fixes quelconques Ox et Or> un point quelconque M, lié invariablement à AB dans le plan AOB, décrit une ellipse (fig, 558).
Considérons une position quelconque de la droite ABet faisons passer un cercle par les trois points A, B, 0. Si l'on suppose ce cercle lié à la droite AB et entraîné dans son mouvement» il passera toujours par le point 0; car l'angle AOB, ayant pour mesure la moitié de Tare invariable AB compris entre ses côtés, ne peut pas cesser d'être inscrit. Le diamètre OC de ce cercle, dans la position actuelle de la droite AB, s'obtient en élevant en B et en A, aux axes 0 x et 0/*, des perpendiculaires qui se coupent au point C.
Le cercle OC changeant de position en même temps que la droite AB, l'arc AD qui sépare le point A d'un point quelconque D de sa circonférence reste constant; par suite, l'angle AOD restant lui-même constant et ayant son c6té OA fixe, tout point D du cercle OC décrit une droite OY.
Si Ton trace le diamètre du cercle OC qui passe par le point
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donné M, les extrémiiésD etE de ce diamètre décrivent donc pendant le mouvement de A6 les deux droites fixes ODY et OEX. Ces droites étant à angle droit, il résulte du théorème précédent (1068) que le point M décrit une ellipse ayant pour demi-longueurs de ses axes, dirigés suivant OX et OY, les distances ME et MD.
Les perpendiculaires variables élevées en D et en E aux droites OY et OX se coupant au point mobile C, on obtiendra la normale en H à cette ellipse en menant la droite MC (1069).
SCOLII.
1073. La position du point C est indépendante de celle du point donné M. Donc, si le point M varie, toutes les normales aux points correspondants des différentes ellipses obtenues viendront, pour une même position de la droite AB, secouper au pointe.
D'ailleurs, le lieu du point C est la circonrérence décrite du point 0 comme centre avec la longueur constante OC pour rayon, et le cercle (i)C, variable de position, reste constamment langent au cercle OC dont le rayon est double du sien.
On peut donc se figurer le mouvement du triangle A6M, en le supposant entraîné dans le mouvement du cercle (ùC qui roule sans glisser àriniérieur ducerclefixeOCderayondouble.
On sait que, dansun pareil mouvement, /ou/ poi/i/^/u cercle mobile décrit un diamètre du cercle fixe (théorème de de la Hirc), résultat qui coïncide avec la remarque sur laquelle la démonstration précédente est fondée. De plus, d'aprèsce qu'on vient de voir, tout point M lié invariablement au cercle mo-bile^ et situé en dehors ou en dedans de ce cercle^ décrit une ellipse ;c'esi un autre énoncé de la proposition du n"* 1072.
DE L'ELLIPSE
THÉORÈME
1074. La limite d'une ellipse (ou d'une hyperbole) dont un sommet et le foyer voisin restent fixes, tandis que Cautre foyer s* en éloigne indéfiniment dans la direction du grand
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axe [ou de taxe transverse), est une parabole quia pour sommet et pour foyer le sommet et le foyer fixes [fig. S5g).
FIg. 559.
En effet, le cercle directeur relatif au foyer mobile F' coupe toujours le grand axe à droite du foyer fixe F, en un même point L déterminé par la condition évidente AL = AF. A mesure que le centre F' de ce cercle s'éloigne dans la direction AA', son rayon croît indéfiniment, de sorte qu'il a pour limite la perpendiculaire DD' menée par le point L au grand axe AA'. D'ailleurs, tout point M de l'ellipse étant également distant du foyer F et du cercle directeur F' (987), on a constamment MF =MG, c'est-à-dire à la limite, quand l'ellipse se déformant le point M vient en M,, M|F = M|H, en désignant par Ml H la perpendiculaire abaissée du point M» sur la droite DD', limite du cercle F', Le lieu des positions limites des points de l'ellipse donnée est donc une parabole ayant pour foyer et pour sommet les points F et A et, par suite, la droite DD' pour directrice.
La même démonstration s'applique à l'hyperbole (1012)» Dans ce cas, la parabole est la limite de la demi-hyperbole de droite à laquelle appartiennent le sommet A et le foyer F; l'autre demi-hyperbole de gauche disparaît à l'infini.
COROLLÂIRB.
1075. Le théorème précédent permet de prévoir el de démontrer les propriétés de la parabole, en les déduisant par
voie de transformation des propriétés correspondantes de l*eiiipse.
Par exemple, pour démontrer que la tangente à la parabole fuit extérieurement des angles égaux avec le rayon vecteur du point de contact et avec la parallèle menée à l'axe par le même point (1033), il suffit de remarquer que, lorsque l'un des foyers de l'ellipse s'éloigne à l'infini, le rayon vecteur relatif à ce foyer tend à devenir parallèle au grand axe.
De même, pour établir que le lieu des projections du foyer de la parabole sur ses tangentes est la tangente au sommet (1042), on n'a qu'à observer que le cercle principal de l'el* lipse tend vers la tangente au sommet fixe du grand axe, lorsque l'autre sommet se transporte à l'infini.
Si les propriétés considérées dépendent explicitemenx des axes a et 6 de l'ellipse et de sa distance focale c, on substitue à a eik b leurs valeurs en fonction de c et du paramètre ^ = a(a—c) de la parabole limite; puis, en supposant c infini dans les formules obtenues, on passe des propriétés de l'ellipse représentées par ces formules aux propriétés correspondantes de la parabole exprimées en fonction du paramètre p.
THÉORÈME
1076, 7bus tes diamètres de la parabole sont des droites parallèles à l'axe.
On démontre immédiatement cette proposition en regardant la parabole conme la limite d'une ellipse (1074) dont l'un des foyers et le sommet voisin coïncident avec le foyer et le sommet de la parabole, mais dont Tautre foyer et, par suite, le centre se transportent à TinQni sur le grand axe de la courbe.
Les propriétés de l'ellipse démontrées aux n""* 10G5 et 1066 appartiennent aussi à la parabole limite. Ces propriétés vont nous permettre d'établir la proposition suivante.
THÉORÈME
1077. La /?arabole étant rapportée au système d'axes obliques formé par un diamètre et la tangente à son extrémité, dans ce nouveau système d^axcs, la sous-4angcnte est encore double fie l'abscisse du point de con* toW(1045).
En eiïet, soient ijig. 5Co) la tangente Ay et le diamètre Ax pris pour
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axes coordonnés; menons la langente MT en un point quelconque M de la parabole. Si, par le point d'intersection G des tangentes A/ et HT, on
mène une parallèle à A:r, cette parallèle coupera la corde ÂM en son milieu (i066) : le point G est donc le milieu de TM. AGj^ étant parallèle à l'ordonnée MP, le point A est alors le milieu de la sous-tangente TP.
THÉORÈME
1078. Vaire d'un segment parabolique est les deux tiers du paraUélo* gramme qui a pour côtés la corde et la flèche du segment, cette flèciit étant mesurée sur le diamètre conjugué à la corde du segment»
Fig. 56i.
Soit [fg. 56i) le segment parabolique MAM, déterminé par U oarda
MMi. Prenons pour axes coordonnés le diamètre Xx conjugué à cette corde et la tangente parallèle A/. Évaluons d'abord Taire de la portion MAP.
Inscrivons dans Tare AM une ligne brisée MM' M'. . . A et, par les sommets de cette ligne brisée, menons à la courbe les tangentes MT, M'T',..., jusqu'à la rencontre du diamètre A^; menons aussi les or> données MP, M'F, . . . , des sonmiets de la ligne brisée.
Comparons le trapèze MM'P'P au triangle correspondant GTT'. Si Ton mène par le sommet G du triangle une parall^e GH à Ax, elle passera par le milieu I de la corde MM' (1076). La perpendiculaire abaissée du milieu du côté MM' sur le côté PP' du trapèze MMT'P est donc égale à la hauteur du triangle GTT'. Pour avoir le rapport de leurs aires, il suffit d'après cela de comparer le côté PP' du trapèze à la base TT' du triangle. Or (1077)
AT = AP et Ar = AP', d'où
TT' = PP
Le triangle est donc la moitié du trapèze. Et, comme on peut répéter le môme raisonnement pour chaque trapèze et pour le triangle correspondant, la somme des trapèzes reste toujours égale au double de la somme des triangles. La limite de la première somme étant Faire MAP et la limite do la seconde Taire MAT, Taire MAP est les deux tiers du triangle total MTP ou du parallélogramme équivalent APMQ.
L'aire Mt AP étant de même les deux tiers du parallélogramme APMi Qi, Taire cherchée MAMi est enfin les deux tiers du parallélogramme MQQi Mi, qui a pour côtés la corde MMi du segment ou le double de Tordonnée MP, et la flèche de ce segment ou Tabscisse AP.
§ VL — ORIGINE COMMUNE DES TROIS COURBES. SECTIONS PLANES DU CONE DE RÉVOLUTION.
1079. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole, à chaque foyer F correspond une droite D qu'on nomme directrice; c'est la perpendiculaire à Taxe focal élevée par le point E qu'on obtient en portant sur cet axe, à partir
du centre 0 et de 0 vers F, une longueur OE égale à — (fig» 56a).
Dans Tellipse, a étant plus grand que c, OE est plus grand que OF : le point E tombe donc sur le prolongement de OF. en d'autres termes le foyer est entre la directrice correspondante et le centre. Dans Thyperbole au contraire, a étant plus petit que c, OB est moindre que OF;
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le point E lombe donc entre 0 et F, en d'autres termes la directrice passe entre le centre et ie foyer correspondant.
THÉORÈME
idSO, La directrice D relative à un foyer F e.ft : \^ La polaire P de ce foyer par rapport cui cercle principal; a* L'axe radical R de ce foyer et du cercle directeur relatif à Vautre foyer.
En effet :
i"* La polaire P est (341) perpendiculaire à OF et située par rap-
port au centre du même côté que le foyer F, à une distance égale à >-
puisque ie rayon a du cercle principal est moyen proportionnel entre les distances du centre au pôle F et à la polaire P.
a*" L'axe radical R (401, lo**) est perpendiculaire à FF', du môme côté que F par rapport au point 0 et à une distance de ce centre égale à
= — > puisque 2a est le rayon du cercle directeur (F*).
THÉORÈME
1081. Dans l'ellipse ou dans l'/iyperbole, le rapport des distances d'un point quelconque yi de la courbe à un foyer Y et à la directrice carres^
pondante D est constant et égal à l'excentricité- (fig. 56^).
En effet, soient P la projection du point M sur la directrice D, N le point
Fig. 56a.
où F'M prolongé rencontre le cercle directeur (F*), et I le point où la tangeaie en N à ce cercle rencontre D. D'après le théorème précédant.
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on a IN = IF; d'ailleurs MN est égal à MF; les deux triangles MNI, MFl ont donc les trois côtés égaux ; par suite, Tangle MFI est droit comme l'angle MNI et le cercle décrit sur MI comme diamètre passe par F, N, P. 11 résulte de là que Tangle NPM est égal à NFM ou (puisque le triangle MNF est isocèle) à MNF.
D'ailleurs les angles NMP, NFF sont égaux comme correspondants. Les triangles NMP, F'NF sont donc équiangles, et Ton a la proportion
MN_FP MF_ac_c
MP "" NF' °" MP ~" aa "" â*
qui exprime le théorème énoncé.
COROLLAIRB.
108^. Le lieu des points dont les dlstcmces à un point fixe et à une droite fixe ont un rapport constant X est une ellipse , une hyperbole ou une parabole suivant que le rapport X est inférieur, supérieur ou égal à l *u/t ité (fig. 562 ) .
Pour X = I , la proposition résulte de la déûnition même de la parabole.
Supposons X < I, et considérons Tellipse qui a pour foyer le point fixe F, pour directrice correspondante la droite fixe D et pour oxcenlricité lo rapport X. Cette ellipse est bien déterminée, car les relations
- = A, c = bhy
dont les seconds membres sont connus, assignent des valeurs uniques et finies aux éléments a et c. Or, d'après le théorème précédent, tout point de cette ellipse appartient au lieu, et il reste seulement à montrer que tout autre point M' du plan ne saurait faire partie du lieu. Or soient M le point où la demi-droite FM' rencontre l'ellipse, P et P' les projections de M et M' sur la directrice D, et Q et Q' les points où MP et M'P' coupent la parallèle à D menée par le foyer F. On aura
FM _ MO _ MP±FE FM' "^ My' "" M'P'±:Fii'
les signes se correspondant. Mais, d'après un théorème connu sur les
fractions dont ou augmente ou on diminue les termes d'une môme quan-
MP tité, le dernier rapport et, par suite, le premier, diffère de ^757 ; donc
FM P' M
lei» rapports ^.^ » -rpr^ sont inégaux ; comme le premier est égal à X,
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le second ne saurait Tèlre et, par suite, le point M' n'appartient pas aa lieu.
Le raisonnement subsiste pour X > i ; il n*y a qu'à substituer au mot ellipse le mot hyperbole.
D'après ce corollaire, l'ellipse, l'hyperbole et la parabole ont une môme origine ; aussi leur a-t-on donné une dénomination commune. Le nom qui a prévalu est celui de conique, que nous adopterons désormais, et dont nous allons montrer tout à l'heure l'origine.
THÉORÈME
1083. La droite FI qui joint le foyer d'une conique au point où une corde quelconque MN rencontre la directrice est bissectrice de l'tutgle des rityons vecteurs FM et FN ou de son supplément, suivant que les deux points M e/ N appartiennent à des branches différentes ou à une même branche {Jig. 563 ).
En effet, P et Q étant les projections de M et N sur la directrice D, les rapports
IM FM IN ' FN
MP
sont égaux entre eux comme étant égaux respectivement à -^r^ • Donc
la droite FI bissecte l'angle MFN ou son supplément, suivant que le
Fig. 563.
point I est situé entre M et N on sur le prolongement de MN. Or le premier cas ne peut se présenter que si la courbe est une hyperbole et si M et N appartiennent à des branches différentes.
CcaoLLAïass.
1084. Si d'un point queicmqtte I de la directrice D on mène des tan* gentes IT, IT' à une conique, la tiroite des contacts TV ptusepar le
foyer F correspondant et est perpendiculaire à la droite qui joint le point I au foyer.
En effet, supposons que dans le théorème précédent les points M et N viennent se confondre, auquel cas M et N appartiennent forcément à la même branche, la ligne FI sera la bissectrice de la limite du supplément de l'angle MFN, c'est-à-dire la perpendiculaire à la droite FT qui représente les deux rayons vecteurs confondus. On verrait de même que FT' est perpendiculaire à FI. Donc les trois points T, F, T sont sur une même perpendiculaire à FI.
1085. Le même théorème fournit une solution simple du problème qui consiste à construire une conique connaissant un foyer F et troùt points A, B, C.
Tout revient à trouver la directrice D relative au foyer F. Or on obtient deux points de cette droite en appliquant successivement la proposition (1083) aux deux cordes A6 et fiC.
On verra aisément qu'il y a quatre solutions et que, des quatre coniques obtenues, trois sont certainement des hyperboles; la quatrième est une ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant la disposition des données.
THÉORÈME
1086. La section d'un cône circulaire droit par un plan est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
!• Supposons que le plan sécant rencontre toutes les génératrices du cône sur une même nappe {fig* 564)*
Menons le plan méridien (869, 3°) du cône qui est perpendiculaire au plan sécant AMA'; il coupera le cône suivant les deux génératrices SA et SA' qui font entre elles V angle au sommet de la surface, et le plan sécant suivant la droite AA'. Dans le plan méridien considéré, construisons les circonférences 0 et 0' qui, situées de part et d'autre de AA', sont à la fois tangentes aux génératrices SA et SA' et à la droite AA' qu'elles touchent aux points F et F'. Si Ton fait tourner le plan méridien autour do l'axe SO, ces deux circonférences engendreront deux sphères tangentes à la surface conique suivant les parallèles (869, 3^) BC et B'C, et tangentes au plan sécant en F et en F'.
Cela posé, prenons un point M quelconque sur la courbe d'intersection ; menons les droites MF, MF' et la génératrice SM qui coupera en G et en G les parallèles BC, B'C. La droite MF étant tangente ù la sphère 0 (787), on a (788) MF = MG. On a do même, par rapport à la sphère 0', MF = xMG'.
R. et Di C. — Tr. de Géom, ( lî« Partie). a3
Par saite,
GÉOIÉTBU DAXS L*BSPACB.
MF -h MF = MG -r MG' = GG' = BB' = consL
D'ailleurs, en vertu des propriétés rappelées, on a
BB' = AB-!-AB' = AF-+-AF et BB' = CC' = CA'-^AX' = A F-r-A F.
II en résulte évidemment
AF = A'F et BB' = AA'.
La courbe obtenue est donc une ellipse ayant AA' pour grand axe et les points F et F pour foyers.
Fig. 564-
Si l'on trace A' H parallèle à BC, AH est la distance focale de cette ellipse. En effet,
Ar = AB' et HB' = A'C' = AF.
Les plans des parallèles BC, B'C\ prolongés jusqu'à la rencontre du plan sécant, le coupent suivant deux droites DE, D'E', perpendicolnf^ au plan m<!ridien considéré (561). Si Ton mène le paraUèle LL' de la surface qui passe par le point M, son intersection avec le plan eéeaol
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eBt de même dirigée suivant l'ordonnée MP de ce point par rapport au grand axe AA', et PD représente la disUDce du point M à la droite Sors^^ '"""^'"^ *'*''■ ^^^' ^^'"' é^i'Joinment aemblablea, donnent uMF
PD
= irr-= consl.
AD AA
Ainsi , les distances de chaque point de l'ellipse trouvée su fovor F et à la droite DE sont entre elles dans un rapport égal à l'excentricité (973) de la courbe. La m*me démonstration s'applique au foyer F' et à la droite D'E'. Les droites DE, D'E', sont donc les directrices de la sec-
a*' Supposons que le plan lécanl rencontre les deux nappes du cûno (.fig. 565 J.
MF' - MF = MG' - IIG =. GG' = BB' = const. : <l'ai Heurs,
BB'=.AB'_AB=Ar-AF et BB' = CC'= A'C- A'C' = A'F-A'F'.
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11 en résulte évidemment
AF=A'F et BB' = AA'.
La courbe obtenue est donc une hyperbole, ayant KM pour axe tranwerse et les points F et F' pour foyers ,
Si l'on trace A' H parallèle à B'C, AH est la distance focale de cette hyperbole. En eflFet,
AB' = AF' et B'H = C'A' = A'F.
Les droites DE et D'E', intersections dos parallèles BC, B'C, avec le plan sécant, sont les directrices de Thyperbole. Le rapport des distances du point M au foyer F et à la droite DE est égal à l'excentricité de la courbe. C'est ce que les triangles semblables APL, ÂDB, A A' H, montrent immédiatement.
3" Supposons le plan sécant parallèle à l'une des générât rires du cjne {Jîg. 566).
Fi g. 566.
Ayant mené le plan méridisn LSL' perpendiculaire au plan sécant, ce dernier se trouve parallèle à la génératrice SL' et est alors coupé par le plan méridien suivant une droite AP parallèle (495, i') à cette génératrice. Dans le plan méridien, construisons la circonférence 0, tangente aux génératrices principales en B et en C, et la droite AP au point F. Si Ton fait tourner la figure autour de Taxe SO, la sphère engendrée par
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la circonférence 0 est tangente au cône suivant le parallèle BG et touche en F le plan sécant.
Cela posé, prenons un point quelconque M sur la courbe d'intersection ; menons la droite MF et la génératrice SM qui coupe en G le parallèle BG de la surface ; menons également le parallèle LL' de la surface qui passe par le point M et qui rencontre le plan sécant suivant l'ordonnée MP de ce point par rapport à AP. On aura toujours
MF = MG = BL
D'ailleurs, l'interseclion du plan sécant et du parallèle BG est une droite DE perpendiculaire au plan méridien, et PD représente la distance du point M à la droite DE. Les deux triangles APL, ABD étant isocèles, puisqu'ils sont tous deux semblables au triangle SLL', on a
PD = BL, c'est-à-dire MF = PD.
La courue obtenue e.\t donc une parabole ajwit le point F pour fq)'er et la droite DE pour directrice,
' ScoLlB.
1087. Les sphères considérées dans la démonstration précédente peuvent, tout en restant inscrites au cône, cesser d'être tangentes au plan sécant qui les coupe alors suivant deux cercles. Les mêmes raisonnements étant applicables à ce cas, on arrive à cette proposition : Le lieu des points tels, que le rapport qui existe entre les tangentes menées de ces points à un cercle fixe et les distances de ces mêmes points à une droite fixe soit constant^ est une section conique dont la nature dépend de la valeur de ce rapport comparée à l'unité (1086).
THÉORÈME
1088. Placer une ellipse, une hjrperbole ou une parabole donnée sur un cône de révolution donné.
1** Si l'on se reporte à la^. 564, on voit qu'on connaît dans le triangle AA'H le grand axe AA' de l'ellipse donnée et sa distance focale AH, ainsi quej^l'anglo AIL^', complément du demi-angle au sommet du cône donné. La question revient donc à construire un triangle avec deux côtés et l'angle opposé à l'un deux. Comme l'angle donné est opposé au plus grandj des deux côtés donnés, ce triangle est complètement déterminé (146). Quand il sera construit, on élèvera une perpendiculaire sur
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le milieu de A' H, et la surface conique engendrée par AH en toarnant autour de cette perpendiculaire sera coupée suivant Tellipse donnée par un plan mené suivant AA' perpendiculairement au plan du triangle AA'H. On peut donc toujours placer une ellipse donnée sur un cane donné.
2* Si Ton se reporte à Idifig. 565, on voit qu'on connaît dans le triangle AA'H l'axe transverse AA' et la distance focale AH de l'hyperbole donnée, ainsi que Tangle AHA', complément du demi-angle au sommet da cône donné. Comme cet angle est opposé ici au plus petit des deux côtés donnés, le problème peut avoir deux solutions ou n'en avoir aucune (14^)- Pour qu'il soit possible, il faut que AA' surpasse la perpendiculaire abaissée du point A sur HA', c'est-à-dire qu'on ait, on appelant 2^ l'angle au sommet du cône et en posant (1000) AA' = sia, AH = ac,
9rt>2ccos0 ou cos&<-«
Mais, si l'on appelle 2 9 l'angle des deux asymptotes de l'hyperboie proposée, on a évidemment (1015)
- = cosO.
I^ condition cherchée est donc
cosp< cosO, ou, puisqu'il s'agit d'angles inférieurs à un droit,
p>9 ou 2^>29.
Donc, pour pouvoir placer une hyperbole donnée sur un cône de r^olution d nné^ il fmit que V angle au sommet du cône surpasse celui des deux cingles des asymptotes de l'hyperbole qui comprend In courbe.
y s l'on se reporte à la fig. 566, on voit que la droite OA est perpendiculaire à l'axe SO, d'après la détermination du point 0 et le paralléUsme des droites SL' et AP. Dans le triangle rectangle OBA, on coiui"» par suite le côtéAB = AD = ™, demi-paramètre de la parabole doanée
(1028), et l'angle BAO, complément du demi-angle au sonun«l du cône donné. Ce triangle est donc complètement déterminé (32). L'^Y'" construit, on élèvera OS perpendiculaire sur OA, et la surface comqo«
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engendrée par la rolalion de AB autour de SO sera coupée suivant la parabole doonée par un plan mené perpendiculairement à celui du Iriangle OBA et passant par la droite AP, tracée de manière que AO soit la bissectrice de l'angle SAP. On peut doue toujoart placer une paraboie donnée tur un cône dotmé.
ScouE.
1089. Le sommet d'un cène de révolution s'éloignent i l'in&ni dans la direction de l'aie, ce cône dégénère en cylindre de révolution. Dn cjrlùtdre ciratiaire droit est donc coupé suivant une ellipte par un plan tdcani tjuebvnque {\08Q, i").
C'est ce qu'on démontrera, du reale, direciement en adoptant la même marche que précédemment. Cette marche permettra de déterminer le grand axe, le foyer et les directrices de la section proposée. On en déduira iacileiaeDi que loutet les elliptes trouvées en coupant par un plaît quelconque an cylindre de révolution ont pour petit axe le diamètre de u cylindre.
On peut toujours placer une ellipse donnée sur un cylindre de révolution donné (1088, t*), lorsque le petit are de l'ellipse ett Égal au 'diamètre du e/lindre.
THÉORÈME
1090. Si l'on coupe une surface gauche de révolulion par un plan, la projection de l'intersection sur un plan perpendiculaire à l'axe de la atrface est une section conique (Jrg. 567).
On appelle turfaee gauche de révolution la surface engendrée par une drt^te non située dans un même plan avec l'axe autour duquel elle tourne.
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Le plus petit parallèle de la surface, engendré par la plus courte dislance de la génératrice à l'axe (538), porte le nom de carde de gorge de la surface. La projection de la génératrice sur le plan du cercle de gorge est tangente à ce cercle, car, cette génératrice étant perpendiculaire é Textrémité du rayon du cercle de gorge, il en est de môme de sa projection (331).
Cela posé, représentons la surface par son axe OX, son cercle de gorge OG et l'une de ses génératrices GG\ Coupons-la par un plan HLR. Si ce plan rencontre en M la génératrice GG', M sera un point de la courbe d'intersection. Sa projection sur le plan du cercle de gorge sera en P, sur la tangente GP à ce cercle. La génératrice faisant un angle constant avec le plan du cercle de gorge, le rapport de PG à MF reste constant.
Menons par le point M la ligne de plus grande pente MH (555, 556) du plan HLR par rapport au plan du cercle de gorge, et traçons la droite PH. I^ droite MH faisant de même un angle constant avec le plan du cercle de gorge, le rapport de PH à MP reste constant ; le rapport de PG i PH est donc aussi constant, et le théorème est démontré (1087).
Corollaires.
1091. Si le rayon du cercle de gorge devient nul, la surface gauche de révolution dégénère en un cône. Donc, la projection d'une xection conique sur un plan perpendiculaire à l'axe du cône de révolution sur lequel elle est placée est une section conique^ dont l'un des foyers est la projection du sommet de cône sur le plan de projection et dont la directrice cor' respondante est la projection sur le même plan de l'intersection du plan sécant avec le plan mené p€ur le sommet du cône parallèlement au plan de projection,
PROBLÈME
1092. Construire une ellipse on une hyperbole dont on connaît Vexcen^
tricité -> l'un des foyers , et deux points ou deux tangentes^ ou u^e
tangente et son point de contact.
Nous résolvons ce problème pour montrer de quelle utilité peut être la considération des directrices.
i*" Soient F le foyer donné, A et B les deux points donnés; déterminons les longueurs r et r' par les conditions
AF c
BF c
LIVRK Vlll. — LES COURBES UfCELLBS. 36l
puis décrivons deux circonférences des points Â et B comme centres aveo les rayons r et v*, La directrice correspondant au foyer F sera une tan< gente commune aux circonférences décrites. En abaissant sur cette tangente DE une perpendiculaire FD et en marquant sur cette perpendiculaire les deux points A et A' qui la divisent dans le rapport -j on aura Taxe focal AA' de la SMrtion conique ; sa distance focale FF' s'obtiendra en prenant dans le sens convenable, suivant la valeur de -* A'F' = AF.
La question sera alors ramenée à construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant ses axes.
a"* Soient F le foyer donné, MT, M'T, les deux tangentes données (fig* 568). Déterminons les points 7 et 7' symétriques du foyer par rap-
Fig. 568.
port à ces tangentes. La perpendiculaire indéfinie RF' élevée à ^^'par son milieu R est un lieu de second foyer F' (984, 1010). Ce second foyer fait également partie du lieu dont le rapport des distances aux deux points
ûxes F et f est égal à - • Nous déterminerons donc les points G et G' qui
divisent Ff dans ce même rapport, et sur GG' comme diamètre nous décrirons ( 187 ) une circonférence qui coupera RF' au point cherché. 11 ne restera plus qu'à construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant la distance focale FF et Taxe focal F 7 de la courbe.
y Soient F le foyer donné et MT la tangente donnée qui doit toucher la conique au point donné M. Déterminons le symétrique f du foyer par rapport i MT ;en joignant 7 M, nous aurons un lieu du second foyer F' (987. 1012). Divisons comme précédemment \^\ F7, aux points G et G', dans
le rapport donné-* La circonférence décrite sur GG' comme diamètre
viendra couper en F' la droite f M prolongée, et le problème sera résolu.
GÉOMÉTRIE DANS L*B8PÀCB.
VIL — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES
DE L'HÉLICK.
1093. Soit un cylindre droit à base quelconque, mais fermée. On peut déterminer un point quelconque de la surface de ce cylindre à Taide de coordonnées définies de la manière suivante.
Considérons une section droite AA' {Jig. 569) qui coupe au
Fig. 569.
\ iMi_
point A la génératrice GG\ et prenons ce point A pour origine des arcs comptés sur le périmètre de cette section droite. Ces arcs seront positifs dans un sens, négatifs en sens opposé.
Cela poséy soient M un point quelconque de la surface cylindrique, et MP la génératrice qui passe par ce point et qui rencontre en P la section AA' : la longueur MP est l'ordonnée ;^ du point M et Tare AP est son abscisse curviligne x.
Comme le point M peut appartenir à une courbe qui décrit plusieurs circonvolutions autour du cylindre, son abscisse peut dépasser le périmètre de la section AA' et comprendre ce périmètre un nombre quelconque de fois.
En suivant la courbe proposée à partir de son premier polol de rencontre avec la génératrice UG' et en comptant combien de fois elle coupe cette génératrice avant qu'on parvienne au
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point M, on devra ajouter le périmètre de AA' ce même nombre de fois à Tare qui sépare le point A du pied de l'ordonnée du point M, pour avoir Tabscisse curviligne de ce point.
1094. Parmi toutes les courbes qu^on peut ainsi tracer sur la surface d'un cylindre droit, Vhélice est définie par celle condition que l'ordonnée d'un point est proportionnelle à son abscisse curviligne,
L'équaiion de Thélice, dans le système de coordonnées adopté [1093], est donc
Désignons par C le périmètre de la section droite AA' (fig. 569). X variant de zéro à C, on a un premier arc d'hélice qui part du point A et qui» après avoir coupé toutes les génératrices du cylindre, vient rencontrer de nouveau en Ai la génératrice GG'. X variant de C à 2C, de 2C à 3C, . . ., on a de nouveaux arcs de courbe allant de Ai à A}, de Ai à As, .... Les valeurs extrêmes de j sont, en même temps, o,/fC, a/rC, 3ArC, .... Les distances AAi, A. Ai, A3A3, . . ., qui séparent les points où l'hélice vient rencontrer une même génératrice GG', sont donc égales. Celte distance, constante quelle que soit la génératrice considérée, est ce qu'on appelle le pas de l'hélice. Les arcs de courbe AA,, A, Ai, A, As, . . . , sont de même égaux entre eux; ils ne sont évidemment que la reproduction du premier arc AA, qu'on ferait glisser successivement le long du cylindre d une hauteur égale au pas. Ces arcs égaux, dans lesquels Thrlice se irouve ainsi naturellement partagée, constituent les spires de la courbe.
THÉORÈME
1095. Lorsqu'on effectue le développement d'une surface cylindrique sur l'un de ses plans tangents, toute hélice tracée sur la surface se développe suivant une ligne droite [fig* 57o).
Soit [Jig. 670) l'hélice AMB, ; pour deux points quelconques M et M' do celte courbe, on a la relation
MP _ MF Ai* '^ Al>' '
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Si Ton suppose qu'on développe h surface du cylindre dans le plan tangeni suivant la généralrice AB, (744» 873], la circonférence de la section droite en A s'appliquera sur la droite A» menée perpendiculairement à AB, dans ce plan, et les arcs
Fîg. 570.
AP et AP' seront rectifiés en AP, et AF,. Les points M et M' viendront d'ailleurs se placer en Mi et en M', sur les perpendiculaires élevées à Aa en Piet enF^, et Ton aura
AP, ~ AP
et les points A, M,, M',, seront en ligne droite. Si Ton développe une seule spire, A a représente le périmètre de la section AA' et ûcB le pas de l'hélice.
THÉORÈME
1096. La sous'tangente en un point de l* hélice est égaie à f abscisse curviligne de ce point ifig, 571).
La sous-tangente en un point de l'hélice est la projectioDi sur le plan de la section droite prise pour base, de la portion de tangente en ce point comprise entre son point de contact et sa trace sur le plan de la base.
Considérons sur la courbe les deux points voisins M ei U^
dont les ordonnées sont MP et W?' ei les abscisses curvilignes AA'AP ei AA'AF. On a (1094)
MP
AA'AP AA'Al'
Prolongeons la corde MM' jusqu'au point T où elle rencontre forcément le plan de la base» puisque Ton a M'F>>HP. Ce
FIg. 571.
point T appartiendra au prolongement de la corde PP' de la base. Les deux triangles semblables MTP, M'T'P', donnent alors
TP _ TP' , . TP' — TP _ TF
a"a~Xî^""aa'ap'* c^s^-^-^»""® af'-ap"" ÀÀ^iÎF'
On peut écrire cette dernière égalité sous la forme
TP^ _ corde PP' AA'AP'"" aicPr
Lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M regardé comme fixe, le point P' se rapproche indéfiniment du pointP. La sécante M'MT devient la tangente Hd à l'héliee au point M; la sécante P'PT devient à la fois la tangente en P
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à la base et la sous-tangente Pd au point M. La limite du ra[v
port J^, étant Tunité (292), on a finalement
^ arcPP
TP' _ P<9 _ '™'AA'AP'""AA'AP
ce qui démontre le théorème.
COROLLAIIIBS.
1097. Le rapport — étant constant (109i), le rapport de
l'ordonnée d'un point à la sous-tangente de ce point est aussi constant. Le triangle MPd étant alors toujours semblable è lui-même, la tangente à l'hélice fait un angle constant , aussi bien avec les génératrices du cylindre qu'avec le plan d'une section droite. Ces deux angles sont complémentaires.
Si Ton désigne par h le pas de l'hélice et par C le périmètre de la base, on a (1095)
si l'on désigne par i (fig. 570) l'angle suivant lequel les génératrices du cylindre sont coupées par l'hélice, on a
tangi = ^-
Pour construire la tangente en un point M de l'hélice, il suffit donc de mener, dans le plan tangent au cylindre en ce poini, une droite faisant l'angle i avec la génératrice qui passe par ce point.
On peut aussi prendre, à partir du point P, pied de Tordon* née du point M, sur la tangente à la base, une longueur Pd égale à l'arc ÀP rectifié, et joindre le point 6 au point M.
1098. Si Ton enroule un fil sur une courbe quelconque, une de ses extrémités étant fixée en un point de la courbe, puis qy'on le déroule en le tendant constamment dans la direction des ungentes à la courbe, son extrémité libre décrit une dét^
LIVRE VIII. — LES COURBES USUELLES. Soi
loppante de la courbe proposée qui, à son lour, esl la déçe^ loppée de la courbe obtenue.
Le lieu des points 6 ou des traces des tangentes à rhélicesur le plan de la base est une développante de cette base. La surface formée par les tangentes elles-mêmes est connue sous le nom ûahélicotde développable.
SCOLIB.
1099. L'hélice que l'on considère le plus souvent dans les applications est tracée sur un cylindre de révolution. Dans ce cas, le périmètre C de la base doit être remplacé par STrret» alors, il est commode d'introduire dans les formules précédentes, au lieu de A, la quantité — qu'on désigne par li et qu'on nomme pas réduit.
S VIIL — APPENDICE.
I. - HOMOGRAPHIE ET INYOLUTION
DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES.
1 100. On donne le nom de division à une suite quelconque de points situés en ligne droite. Sur cette droite, qu*on appelle biue de la division, on choisit à volonté une origine fixe a, et Ton indique sans ambiguïté la position d'un point quelconque m en donnant le segment am en grandeur et en signe.
Dans un grand nombre de questions de Géométrie, on est conduit à considérer deux divisions dont les points se correspondent un à un suivant une loi déterminée ; on appelle alors homologues deux points correspondants quelconques, et on les désigne par une même lettre, non accentuée pour le point de la première division, et affectée d'un accent pour le point de la seconde. Soient L et L' les deux bases [Jig, 57a), m et ni deux points homologues ; a Torigine prise sur la base L et ^^ l'origine choisie sur la base L' ('); la loi suivant laquelle les points homologues des deux divisions se correspondent s'exprimera alors par une équation entre les segments am et b'm'.
On dit que deux divisions sont fwniographiques lorsque l'équation qui exprime la loi de correspondance des poinls homologues m et m' est du
(*) Nous tupposonfl, pour plus d^ généralité, que lei originel a et b* ne •ont pu nécesMirement deux pointi homologues.
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premier degré par rapport à chacun des segments am et l/tnf^ c*est-^dire est de la forme
^i), A.rr/7î.ô'/;i'-+-B.tf/w -f- C.^'/w'-h D = o,
A, B, C, D, étant des constantes données.
Deux divisions homographiques d*une troisième sont homographiqucs entre elles; car soit une autre division homographique de la première; en désignant par d* l'origine et par //l' l'homologne de m, on aura
k^.am.c'nf -¥■ h^.ani -♦-€,.<•*/«*-»- D, = o,
et, comme Télîmination de am entre les deux relations précédentes conduit évidemment à une équation de même forme entre b'm' et rV, les deux divisions engendrées par les points m' et m' sont bomographiques.
Souvent, au lieu de donner les quantités A, B, Ci ^y on donne des couples de poitits homologues. Or, Téquation (i) ne renferme en réalité que trois coefficients arbitraires, qui sont les rapports de trois quelconques des quantités A, B, C, D, à la quatrième; d'ailleurs, donner un couple de points homologues, c'est donner une valeur de am et la valeur correspondante de ^/72',c*e9t-à-dire une équation du premier degré entre les trois rapports considérés. Pour déterminer ces rapports, il est donc nécessaire et suffisant d'avoir trois équations de ce genre, c'est-à-dire de connaître trois couples de points correspondants. Ainsi, //ri/x diviàçns bomographiques sont déterminées par trois roupies de points homahgites,
ilOl. Écartons, pour le moment, le cas particulier où A est nul; nous pourrons alors diviser par A, et la relation homographique (i) prendra la forme
(î») am,y m' — \,am — ^,b'm* -4- v = o.
Les coefficients > et ft ont des significations géométriques remarquables. Nous désignerons toujours, dans la suite, par I le point de la prefflidiv division qui est l'homologue du point situé k Tinfini dans la seconde, ei par J' le point de la seconde division qui répond à l'infini de la première. Si, dans la relittion (a), en fait am infini après avoir divisé par ai»! ^ trouve
^'J'-X = o, d'où \^b'y,
et l'on a de même, en faisant b*m' infini,
fll — ^ = o, d'où fi = ^2l.
La relation homographique (1) peut être transformée de bien des nwnières. Voici les deua autres formes les plus utiles s
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1* L'équation (a) peut s'écrire
(fl/w — fi)(6'/w' — X) = X-,
k étant une constante; en remplaçant alors > et fi par les valeurs c:< dessus, on trouve
formule très-usuelle ; car, dans les applications, on détermine en général très-aisément les points I et J', auxquels on donne le nom de points //• mites,
2® Soient a, by r, trois points choisis à volonté dans la première division ; ii\ b\ c\ leurs homologues dans la seconde, et //t, m\ un quatrième couple quelconque de points correspondants. La relation ( 3 ) donne
'<^' = 77-7» I<=*m> d*OÙ en = I<i — Ir = — ., , ., , rV. y a Jr J rt.J f
En formant les valeurs analogues de cby ma^ mb, et les portant dans l'expression du rapport anharmoniquo
[abnn] ou -r : — j j cb tiib
on trome
(4) (abcm)^[iib'c'm').
Donc, pour que deux dmshns soient komographiques, il faut et il suffit que tout système de quatre points de la première ait le même rapport anktirmonique que les quatre points homologues de la seconde. C'est cetlo propriété que M. Chasles prend pour définition dans ^Géométrie su/zérieure,
1102. Examinons maintenant le cas où Â est nul. La relation homographique (i) se réduit alors à
B.ant -f- C.b' w' -h D = o,
ou, comme B cl C ne sauraient être nuls à la fois, à
am=>k{b'm''-k),
h et k étant deux constantes. Lorsque m est en a, le premier membre s'annule, et, comme m' coïncide alors avec l'homologue /l'de /r. on voit que h a. b^a' et, par suite, que l'équation précédente peut s'écrire
am^k(b*m' ^b'a*] ou am^k.a'm\
Donc tes deux droites L et V sont divisées en parties proportionnelles, R. 61 Dg C. — Tr, lie Géom, (II* Pnrtie). 2!\
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On dit, dans ce cas, que les deux divisions homograpbiques sont sent" blnhles.
Dans deux dMshns semblables y les points à Vinfini sont homolngues; car, d'après l'équation précédente, am et a' m' deviennent infinis en même temps. Réciproquement, detijc dwisions homographiques dont les points à r infini se correspondent sont semblables ; car, si dans l'équalion (1), préalablement divisée par am.b* m\ on fait à la fois a/71 et V m* infinis, 00 voit que A = o.
Lorsque le coefficient h qui figure dans la relation précédente est égal à -^ I, les deux divisions sont dites égales; elles sont égales et de même sens pour ^ = i , égales et de sens contraires pour / = — i .
Pour deux divisions semblables, la relation (3) n*a plus de sens ; mais il est évident que la relation (4) subsiste encore.
1103. Deux divisions a^r//?/?. . . , a,^,<?,/w,/7,. . . , sxmiàWe^homohgiques, lorsqu'elles sont la perspective Tune de l'autre, c'est-à-dire lorsque ]es droites hb^^ cr^^ . . . , ;w/;i,, . . . , qui joignent les points bomologues concourent en un même point S (Jfg. 57a).
Fig. 572.
Deux divisions homohgiques sont /tomographiques, puisque le rapport anharmonique est une expression projeclive; le point d'intersection {a. ^ù des deux bases L et L, est alors un point homologue commun. Réciproquement, deux divisions homographiques qui ont un point Immologue commun sont homohgiques; c'est le théorème fondamental du n** 324 avec un autre énoncé.
On déduit de là un moyen très simple pour construire deux dinsions homographiques dont on donne trois couples de points homologucS' Soient (<i, a'), [b, ^), (c, c'), les trois couples donnés, et m' un point quelconque de la deuxième division ; il s'agit de trouver le pQint ut de (^ première division qui est l'homologue de m\ À cet effet, ou portera
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la division L', A Taide d*ane bande de papier, sur une droite quelconque L, passant para, de façon que a* vienne en a\ ^,, r^, /w,, étant les positions que prennentalors b', c\ m\ on joindra m^ au point de concours S des droites M, et cc^, et l'intersection des droites S/w, et L sera le point demandé m. Il est clair, en effet, que le système abcm est homologique do système 0,6,r,/?i,, et, par suite, homograj bique de son éga-
DIVISIONS HOUOGRAPBIQUBS DE MÊME BASE
1104. Deux divisions homographiques peuvent être situées sur une même droite L; on appelle 2\ot% point double tout point de cette droite qui, considérée comme appartenant à la première division, ooîncideavec son homologue de Tautre division.
Deux divisions homographiques de même base, qui ont trois points doubles, coïncident; car rr, 6, c, étant les trois points doubles, et(/w, w') un couple quelconque de points homologues, Tégalité des rapports anharmoniques (nbcm) et ( abcm') exigent que m et m' coïncident. 11 suit de là que deujc divisions homographiques distinctes et tracées sur une même droite ne peuvent avoir plus de deux points doubles,
1105. Pour étudier plus complètement la question des points doubles, prenons pour origine commune le milieu 0 de la droite iJ' qui unit les points homologues de TinGni (fg» 673) ; on aura alors OJ' = • 01, c*est-
Fig. 573.
t I 0 rX^r /ô'^T
à-dire ( 1101 ) X = — fx, et l'homographie des deux divisions s'exprimera par réquation
0/w.Om' — X(0/ii — 0/w')-»-v-= o,
ou
(5) 0/w.Ow' -f-X.m/?i'-h V = o.
Nous savons d'ailleurs que X = OJ' = — 01 ; et, pour avoir la signiCcation géométrique de v, il sufRt de supposer que m est en 0; car alors, />/ coïncidant avec Thomologuo 0' de 0, l'équation (OdonneX. 00' -h v=o, d'où v = -0J',0a = 01.00'.
Cela posé, pour qu*un point m soit double, c'est-à-dire pour qu'il coïu-
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cide avec son homologue ///, il faut et il suffit qu'on ait, en vertu de Téquation {^y)^
oJii -hJ = o ou 0/// = d=v^OJ'.OU'.
On conclut de là que elcujr divisions homogrûpfihjucs fie même bnse ont tOïfjaurÉ deux points doubles réels ou imaginaires y el que le milieu dn points doubles coïnciile avec le milieu du segment W formé prtr les j^>(f!'< limites.
Les points doubles sont imaginaires lorsque les segmenta OJ'et 00' ont dos signes contraires, c'e8t-à-<iire lorsque 0' et J' sont de part et d*autie d0O. 11^ fiN>nt réels lorsque O'elJ' sont d'an mètûe côté da point Dedans ce cas, en menant par 0 une tangente au cefrcle dë<!Tit surO'J'
comme diamètre, puis rabattant cet^e tangente 0T== v/ÔO'-OJ' sur /a droite L en Otf et en 0/, on a les deux points doubles e et/.
1100. Pour que deux divisions hony>gr(t^)/iiqucs de mvme hnsc soitut semblables, il faut et il sujjit (il02) que Vun des points doubles soit à r/n/îni.
On voit immédiatement que : i® pour que. deux divisions soient égaies et de même sens, il faut et il suffit que les deux points doubles soient n r-rttfini ; •2.'* pour que thux divisions soient égales et de senjr eoatnùreJf d faut et il suffit que l'un des points doubles soit à l'infini et tfue l*' second pohit doiéte sort le milieu de tmu les segments m/^ formel ptir deux points fiamùlogftes quekompœs,
1107. Cette llicorie des points doubles nous amène naturellement à dire un mot de la détermination simultanée de deux points et du rôlo desiniaginaires en Géométrie.
Soient (y%, 200) une origine fixe 0 sur une droite X'X, el A et B deux points quelconques de cette droite. Au lieu de donner les scgtnonts OA et OBqui détermineraient individuellement les points A el B (303), on peut donner la demi-somme/? et le produit q de ces deux seginenl^, qui sont alors les racines de l'équation du second degré
X* — ipx-{-q= o.
Les nombres/? et q sont dits \es éléments du eouple (A, B) ;teur connaissance détermine simultanément les deux points A et B.
Les nombres p et // étant supposés réels, les segmtntsOAet OBf«w*^ réels ou imaginaires (oonjugoés), s^on t|iie la quantité p*^q9fr^V^' tive ou négative ; dans ce dernier cas, les pointa A et B cessent d'eu***"' et Ton dit qu'ils sont imnginitires.
Deux points imaginaires A et B, ainsi définis, peuvent avoir dw '*^"'
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lioBS réelles avec des points réels ; ce sonl des relations contenant dune muniéro êymétriqgo les s^ments imaginaires conjugués OA el UB, de telle sorte que, tous calcula eiïectués, il ne reste plus dans les équations que les élémeais réels /> et y du couple (A, B) et les autres quanUtiSs r.'elles étrangères à ce couple. G»isidéroD3, par exemple, deux c«U|to de points [A, B), (C, D) situt^ssur la droite X'X C^. aco', ot dùllnis respecti veinent par les équations
x' — 2/)x + r/ = o, i* — a//x-)- ij' = o.
Supposons ([ue ces poinis «oient rétile et lurawDt une division liarmo». nique ; on aura alora la relation
, . CA DA
II) Cfl'iÏB""'
qut,.iprès qu'on y a remplacé les segments CA,CB, ... far leurs valeurs UA — OC, OD — OC, . . . , revient, tous calculs elTcctués, il la suivante :^
(a) ç->-q =^rp',
dans tiiqaelle les doux couples de points (A, B), (C, D), im figurent ph»^ que parleurs éléments |/>,i/), {/>','/')• ' '
Ci-la posé, suppntona que, le couple (A, B] restant réel, la quantité- /''' — g' devienne néi^^tive ; les points C et D ceaseront d' exister, et la iplalion ( I ) n'aura plus de sens explicite ; mais rien n'empËcliera de ta ron^rver corome maniL're symbolique d'écrire la relation [2) qui Eubsi,-to toujours, et è laquelle la relation ( 1 ) se réduit lorsqu'on elTectue les calculs d'après les règles do l'Al^jèlire. Ainsi, au lieu dédire que, lorsque P^~g' est négatir, il n'existe plus de couple do points divisant liarmun:qiietnent le segment AB, mais qu'il existe ecuicmcnt entre les (éléments P^Qil'' <l\ 'fl relation (a), on pourra dire que le couple [C, D) des points qui divisent harmoniqucmcnt li> srgmenl AB devient imaginaire, el employer la forme symbolique (i), qui Tait bien plus image que la relation (3) a laïudle elle revient au fond. Les avantages de celte nouvelle manière de voir sont connus du lecteur qui est dcjÀ versé dans l'Analyse algé> brique. En Oéométrie oommo en Algèbre, l'introduction des imaginaires permet de génénlieer lea énoncés, évite lee subdivisions, el leur emploi tnraitdre fournit dee démonslraltons rapides et élégantes.
ReiurquoiM en terminant que, si (comme nous lo supposons toujours) lea éléotnle p, '/, //, 7', sont réels, la relation (a) exige qu« l'une des deux quantités /j' — '/, /j" — r/, aoil |)0f itive ; car, si l'on avait Il la Tuis ■
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on aorait
ou, à cause de (2),
y/ -h //" — ipp < o, c*esl-à-dire [p—p )' < o,
ce qui est absurde. Ainsi, quand tleux couples (le points en ligne fir> ite forment une division harmonique, i'un des couples au moins est réel.
Rappelons enfin la significalion géométrique de rélément/? ; cet élément exprime la distance de l'origine 0 (Jig. aoo) au milieu I du segmenl AD, puisqu'on a
OA^OB)=:OI
Lorsque le couple (A, B) est imaginaire, les imaginaires disparaisscnl d-^ns la somme des deux quantités conjuguées OA et OB, de sorte que /f milieu I du segment compris entre deux points imaginaires conjugués A et B est toujours réel.
FAISCEAUX BOMOGAAPIIIQUES.
Ii08. On dit que deux faisceaux sont homographiqucs lorsqu'on poul irouver deux droites L et L'qui les coupent suivant deux divisions homographiques.ll est clair ({\x* alors toute section rectiligne L, du premier jaisccou sera fiomographique d'une section rectiligne quelconque L\ du stcond faisceau; cnr les divisions L et L,, étant en perspective, sont homographiqucs (1103) ; il en est de même de L' et de L',, et, comme L et L'soni homographiqucs par hypothèse et que deux divisions homoijra['biq>Jt'S d'une troisième sont homographiqucs entre elles (liOO), les deux divisions L| et L', sont homographiqucs.
Four que deux faisceaux soient homographiques , il faut et il sujfi^ que quatre droites quelconques du premier aient le même rapport anhnrmonique que les quatre droites homologues du second (^^Q ei ilOI, a*)-
Deux faisceaux homographiques sont déterminés par trois couples dt
rayons homologues (1100).
Quand deux faisceaux homographiqucs ont un rayon homologue cornmun, les autres rayons homologues se coupent deux à deux sur une h^t^f droite : c'est le théorème fondamental du n* 342 avec un autre énoncé.
1109. Deux faisceaux homographiques de même centre ont to»Jo^ deux rayons doubles (réels ou imaginaires) , c'esUà-dire deux n^^^ tels, que chacun d eux, considéré comme appartenant au premier faisctiQ»
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coïncide avec son homologue dans le second faisceau. On obtient oes rayons en joignant le centre commun des deux faisceaux aux points doubles des deux divisions homographiqueSi déterminées par les deux faisceaux sur une transversale arbitraire.
Lorsquun angle tourne autour de son sommet S [fig* ^74)» ^^s deux
côtés engendrent deux faisceaux hnmographiques concentriques^ car, les angles du premier faisceau étant respectivement égaux à ceux du second, quatre droites quelconques du premier faisceau ont (321) le mÔme rapport anharmonique que les quatre homologues du second. Les rayons doubles de ces deux faisceaux sont évidemment imaginaires^ et il importe de remarquer que la position de ces rayons doubles imaginaires est indépendante de la grandeur de l'angle. En effet, soit L une transversale quelconque et TSI, O'SO, J'SJ, trois positions de l'angle donné relatives, la première au cas où le second côté est parallèle à L, la seconde au cas où le premier côlé est perpendiculaire à L, et la troisième au cas où le premier côté est parallèle à L. Tout revient à trouver les points doubles imaginaires des deux divisions homographiques que les côtés de Tangle tracent sur L. Or 1 et J' sont les points limites de ces deux divisions, et 0, qui est évidemment leur milieu, est le milieu. des points doubles; ces points sont donc, de part et d'autre de 0, à une distance égale
y/OJ'.OO' = v/-OJ'.0'Ô.
Mais, puisque O'SO = J'SJ, l'angle O'SJ' est droit, ei Ton a
O'O.OJ' « SÔ' ;
donc, la distance du point 0 aux deux points doubles est égale à SOV"" *î d'où l'on voit qu'elle dépend de la distance de la transversale L au sommet S de l'angle, mais en aucune manière de la grandeur de cet angle.
Réciproquement, lorsque deux divisions homographiques de même base ont leurs fioints doubles imaginaires, on peut considérer ces deux dipisions comme tracées par un certain angle de grandeur constante tournant amour de son sommet, Br ef(et| 1 et J' étant les homok>gues de l'infini,
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0 Icup milieu el 0' son homologue, décrivons une drconférence sur O'J* comme diamètre, jusqu'à la rencontre S (ou S,) de la perpondiculcrre élevée (>ar 0 sur la base L. L'angle 0S0\ en tournant autour do point S, IraciTa sur L deux divisions homograpbiques donl(0, 0'), (I, oo ), ( qo , J') seront trois couples de points homologues; car, si l'on mèncTSJ parallèle à L, les angles OSJ, O'SJ', FSO, éUnt droits, les angles JSJ', O'SO, rSl, seront égaux. Donc ces deux divisions, ayant trois couples de points homologues communs avec les deux divisions proposées, ne difl'erent pas de celles-ci.
1?<TBRSECTI0N D^UNB DROITE ET d'UN CEnC|.B. — POLNTS CYCLIQUES
d'un plan.
1110. Il résulte du n° 32i que : i^ iorsqu^un point mobUc m décrit un cercle y les droites P//i, Vm^ qui J' lignent ce point à deux points fixes, P et P', pris à voUmté sur la circonférence y forment deux faisceaux ftomographiques ; a° lorsquime droite mobile enveloppe un cercle, elle trace sur deux tangentes fixes de ce cercle deux divisions /lomographiques.
Une droite quelconque L du plan d'un cercle C rencontre toujours la circonférence en deux points (réels ou imaginaires); car, les deux divisions homograpbiques tracées sur L par les rayons P//i, P'//j, des deui; faisceaux, ont toujours deux points doubles (réels ou imaginaires). Le lui lieu des deux points d'intersection est toujours réel: c'est la projection 0 du centre Çt du cercle sur la droite L; car, si Ton choisit pour les points V et P' (/g". 575) les extrémités du diamètre perpendiculaire à L, les deux points I et J', homologues de l'infini dans les deux divisions homograpbiques aê. . , , a'6'. .". , tracées sur L, coïncident avec 0, de sorte que 0 est le milieu des deux points doubles. Le carré de la distance îles deux imnts d* intersection au point 0 est égal à la puissance du point 0 por rapport au cercle, c/iangée de signe. Car, puisque I et J'sont confondus avec 0, le produit Oat.Oa' est constant (1103J, et le carré de la distance du point 0 aux deux points doubles est égal à cette constante^ or, si P et ^' sont les deux points homologues qui répondent au point /r, milieu da demi-cercle P/iiP\ 0^ et Of ' sont en valeur absolue égaux à OP et à OP', el la constante est égale à — OP'.OP.
ifii. Considérons un cercle C (fig. 57S) et la drofle à rinfinî nlaée dans son plan. P et P' étant deux points fixes pris i volonté sur la cir- ( onférence C, les rayons P m et ?'m tracent sur la droite de Tinfini, quand le pomtm décrit le eercle, deax divisions bomograflriques dont les pofvrti doubles imagiflaires appartienneot à la fois à la droite et au eercle. Orj
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si cA est un point pris à volonté dans le plan du cercle, les parallèles à P/n cl P'/», menées par ce point, vont couper la droite de Tinfini aux mômes poînis a et a' que les rayons J^ni et P'w; d'ailleurs, Vangie «wa' de ces
Fig. 5;d.
parallèles est constant, puisque, en vertu de la propriété de l'angle inscrit, l'inclinaison mutuelle des droites Pm et V* m ne varie pas; donc, les points d'intersection du cercle et de la droite de Tinfinî sont les points doubles imaginaires des deux divisions homographiques tracées sur cotte droite par un angle de grandeur constante tournant autour du point &>.
En faisant varier la position et la grandeur du cercle ainsi que la position des points P et P' sur le cercle, on ne fait que changer la grandeur de Tangle qui tourne autour du point fixe «>>, et, comme la situation des points doubles imaginaires est indépendante (1109] de la grandeur do l'angle, on arrive à cette conclusion : Tous les cercles situés dans un pirtn ont les deux mêmes points imaginaires communs avec la droite à Vlnjîni de ce plan. Nous donnerons à ces deux points, dont la considération est souvent utile, le nom de lioints cycliques du plan.
Deux cercles quelconques, C et C, admettent donc la droite de l'infini pour corde commune. Vaxe radical L des deux cercles est une seconde corde commune; en eflet, les points réels ou imaginaires où cet axe rencontre Tun quelconque des deux cercles sont de part et d^autre du pomt 0, à une dif^iance égale à la racine carrée de la puissance, prise en signe contraire, du point 0 par rapport au cercle considéré (1110}; et comme, i>i L est Taie radical, le point 0 a la mémo puissance par rapport aix deux cerclea, on voit que Taxe radical coupe cea cocclea aux deîu^ voAsùs» points*
Ainsi, dctus cercles quelconques ont totyours quatre points dUntersec-* tion ait liés dettsc à deux âurdeux cordes eommunes réelles, qui sont fajfe
base, il suffit d'exprimer dans la relalion (1101)
ani . a/?ï — X . am — jx . arfi' -p- v — o
que les points I et J' coïncident, c esl-à-dire, puisque ( 1101 ) À = a]' et 11 = ul^ que X = iji. L'équation d'involution est alors
( 3 ) am.eim' — a ( nm -+• am') -*- v = o.
On voit qu'elle ne renferme que deux coefGcients arbitraires ). et v, de sorte qu'/7 sitj/tt de deux couples de jx)ints homologues pour déterminer une involution.
Soient [a^a'], (A, b'), (c, c'), trois couples de points homologues de deux divisions en involulion : quatre quelconques de ces six points ont leur rapport anhnrmonique égal h celui des quatre points homologues ; ainsi l'on a, par exemple, (abcb' ) = (a'b'c'b)^ car les deux systèmes ab(b\ a'b'c'by sont homographiques. Réciproquement, j>our que trois couples de points («,«'), (^, ^'),(r, c'^^cn ligne droite y soient en involution, c'est-à dire pour que les points c et c' soient deux points homologues des deux divisions homographiques en involution déterminées par les deux couples (/7, o'jet (ô, b')^ il suffit que quatre de ces points aient leur rapport anharmonique égal à celui de leurs homologues ; car, si Ton a, par exemple, [abcb') = (a'b'c'b'), les deux divisions abcb\ a'b'c'b, sont homographiques, et au point ^, considéré tour à tour comme appartenant à la première et à la seconde division, répond toujours le môme point b\
Il résulte do là que l* involution est une propriété projective,
1 il4. On sait que deux divisions homographiques de même base ont deux points doubles réels ou imaginaires, dont le milieu coïncide avec le milieu des points I et J' homologues de l'infini. Donc, toute involution a deux points doubles e et /, réels ou imaginaires, dont le milieu est le point central 0 ; cela résulte d'ailleurs de la relation (2) qui donne, pour les segments Oer et 0/ relatifs aux points doubles^
Oc = H- v^Ô7ï~U7, Of^ — \fÔ^rjû',
[a, a') étant un couple quelconque de points homologues.
Ces expressions montrent encore que le segment ef, formé par les deux points doubles réels ou imaginaires, est divisé harmoniquement par chaque couple de points homologues (rt, //'), (^, ^' ),...(' ). Le point central, ayant môme puissance par rapport à tous les couples {n, a'), (^, b'), ... de
yill ■■■ ■■■■ » ^— ^.^ I ■■■■■■I I !■■■ ■■■ Il .1-11^- I ■■■! ^■l .■■■■■ »^ ■■■ ■ ■^■^— ^^B^M
( * ) Il résulte de là que, lorsque l'un des points doubles e est h rinfini, Tautre point double / est le milieu de tous les segments aa'^ bb'^ cç'j ....
radical et la droite de V infini. Les deux points d'intersection situes sur l'axe radical peui^nt être tous deux réels ou tous deux iimxginaires. Quand les cercles sont concentriques. Taxe radical passe à l'infini, l^s deux cordes communes se confondent, et les deux cercles ont un tiouble contact imaginaire à V infini. Ces dernières idées onl élé émises d'abord par i^ncelet {Propriétés projectives, i"* Section, Chapitre II) ; mais, depuis cette époque, i'introduclioù des imaginaires en Géométrie a donné lieu à de remarquables travaux (Smith, Annahs de TortoLini, 1^69; Laguerre, Nouvelles Annales, 1870, etc.).
DIVISIONS ET PAISGBAUX HOMOGRAPHIOUES Eff INVOLVTION.
lllâ. On dit que deux divisions homographiques de même base L forment une inçolution, lorsqu'on peut trouver sur la droite L un point a qui, considéré successivement comme appartenant à Tune ou à Tautre division, a toujours pour homologue le même point a',
L homographie de deux divisions de même base s'exprime (1105) par la relation générale
(i) 0/iî.O///-h OJ'./w/«'-+-v =0,
0 étant le milieu des points I et J' dont les homologues sont à Pinfini.
Pour que l'égalité
Qa,Oa' -^Oï.aa' -hj = o
ne change pas quand on permute a et a\ il faut et il sufGt que OJ' = o. Donc, pour que deux divisions homographiques forment une involution^ il faut et il suffit que les /joints I et J', homologues de Pinfini, coïncident. La relation ( i ) se réduit alors à
(a ) 0 //J . 0 /«' = const . ,
et la symétrie de cette équation, par rapport àO/71 et à O//1', montre qne tous les couples de points homologues jouissent de la même propriété que le couple (/w, //i'). Ainsi, ^«/w deux divisions homographiques en ift^ volution, tout point considéré successivement comme appartenant à la première et à la seconde division a toujours le même homologue.
Le point 0, où sont réunis les points I et J'et dont le conjugué est à rinÛni, reçoit le nom de point central de l'involution.
1413. L'équation (a), trè&KM)mmode à cause de sa simplicité, est trop particulière. Lorsqu'on veut prendre pour origine commune des deux divisions, non plus le point centrai 0, mais un point quelconque a d6 b
base, il siifTii d'exprimer dans la relation (1101)
am.ani' — \,ani — \L,ani' -f. v = o
que les points I et J' coïncident, c'est-à-dire, puisque (1101) ). = aV et (JL = al, que X = |jL. L'équation d'involutiou est alors
( 3 ) am .eim' — a ( am -f- am*) -i- v = o.
On voit qu'elle ne renrerroe que deux coefficients arbitraires ). et v, de sorte qu'// suffit de deux couples de jioints /lomoiogues pour déterminer une inpolution.
Soient (a, ^')» (^, à'), (r, c*), trois couples de points homologues de deux divisions en involution : quatre quelconques de ces six points ont leur rapport anliarmonique égal a celui des quatre points homologues ; ainsi Ton a, par exemple, [abcb')=^[a*b'c'b)y car les deux systèmes abvb\ a'b'c*b^ sont homographiques. Réciproquement, pour que trois couples de /joints («,«'), (6, ^'), (r, c'), ^/î ligne droite, soient m involution, c'est-à dire pour que les points c et c' soient deux points homologues des deux divisions homographiques en involution déterminées par les deux couples («, a') et (^, ^'), il suffit que quatre de ces points aient leur rapport anharmoniqtie égal à celui de leurs homologues ; car, si Ton a, par exemple, [abcb') ==(a'b'c'b'), les deux divisions abcb\ a'b'c'b, sont homographiques, et au point ^, considéré tour à tour comme appartenant à la première et à la seconde division, répond toujours le môme point b\ 11 résulte de là que l* involution est une propriété projectit^e.
1114. On sait que deux divisions homographiques de même base ont deux points doubles réels ou imaginaires, dont le milieu coYncide avec le milieu des points I et J' homologues de l'infini. Donc, toute involution a tleux points doubles e et /, réels ou imaginaires y dont le milieu est le point centnd 0 ; cela résulte d'ailleurs de la relation (2) qui donne, pour les segments Oe eiOf relatifs aux points doubles^
Or = -h \/0a.Oa\ Of ^ — /Ow.U//',
{a^ a*) étant un couple quelconque de points homologues.
Ces expressions montrent encore que le segment ef, formé par les deux points doubles réels ou imaginaires, est divisé harmoniquement par chaque couple de points liomologues (r/, /i'), (^, ^' ),...(' ). Lepoint central, ayant môme puissance par rapport à tons les couples (a, a'), (A, b'), ... de
(*) Il résulte do là que, lorsque Tun des points doubles e est h l'inflni, Tautre point double / est le milieu de tous Ie& scgmeols aa\ 6b' j ce', ....
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points homologues, appartient à Taxe radical de deux cercles quelconques
ayant respectivement pourdcordcsdeux segments quelconques /?*»', bb\
Donc : \^ si sur les divers segments a{t\ hb\ cc\. ,. formes par chnque couple de points homologues, on décrit des circonférences passft tu loiilas par un même point quelconque extérieur à la base, ces circonférences ont un second point commun et leur corde commune coupe la base au point central; 2° les circonférences décrites sur les divers segments clu\ hb\ ce', ... comme diamètres, ont pour axe radical commun la per* pendicufaire à la base élevée par le point central.
Nous avons déjà trouvé la plupart de ces résultats au n* 381 où nous avons ébauché en quelque sorte la théorie de l'involution en prenant pour point de départ la relation (1) ei-<iessus. Nous renverrons à ce numéro, pour ce qui concerne rinfloence de la rôalilô ou de l'imaginarité des points doubles sur la disposition des points d'une division involutive.
i 1 IS. Les points doubles c etfde deux dlvisiofM homographiqttjQS qtiel* conques, abc, , . ,, a'b'c',, , ,^ de même base, forment une vwolution ai^c chaque sjstème de deux couples tels que ab' et a' b ; car on a
{abef)^{a'b'ef)=.(b'a'fe) (318),
de sorte que les deux figures abef b'a'fe, sont homographiques, el que le point e. considéré tour à tour comme appartenant à l'une el à l'autre, a toujours le même homologue /.
On conclut de là (1114) que : i*' les trois circonférences, menées par un même point g quelconque extérieur à la base et par les trois segments ab\ ba\ ef passent toutes trois par un second point çonutiun; '>." les circonférences décrites sur ab\ ba\ ef, comme diamètres, ont même axe radical.
RELATIONS UÉTRIQUES ENTRE TROIS SEGMENTS EN INVOLITION
1116. Soient («, a'), (b, U), (r, c'), trois eouples de points (réel* ou imaginaires) situés en ligne droite, et ,
ipiX -f- ^1 r= o, x^ — ip^x -4- <7, = o, »r* — ipix -h 73 = 0,
■ h^s équations qui les représentent, eu adoptant pour origine commune un point A arbitraire de la base. Pour que les trois couples
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forment une involulion, il faut et il suffit (1113) que chacun d'eux salisfasso à la relation
A/w.A"//*' — X(Am-H A/m') h-v=:o;
de là, les trois équations
qui doivent être satisFaites par les mêmes valeurs de X et de v. La condition d'involutiou résulte donc de l'élimination de X et de y entre ces trois équations ; on trouve
Cette équation (i) résulterait pareillement de réliminalion du paramètie arbitraire A* entre les deux reUtions
qui peuvent dès lors remplacer la condition ( i ).
Hn vertu de cee valeurs, l'équation x' — î»/^'^ j:* •+- 73 = o peut s'écrire
-r* — a/^, X -H 7, -h / (.r' — 'xp^x -h 7^ ) = o ;
telle est Téqualion qui détermine le troisième couple (e, c*) en fonction des éléments des deux premiers (a, a') et (6, ^').
1 117. Dans les applications, il est souvent plus commode de substituer aux élêmenls ^,, 7,, ^„ 7,, /?,, 7,, les segments Aat, ka\ Xb, kb\ kc^ kr' ; or, si X, p, 7, désignent respectivement les milieux des segments a^', bb\ cc\ on a
A = A«, A = A6, />3 = Ay,
et, par suite, la condition d'involulion (i) sVcrit
(a) Aûr.Art'.É^y -H kb.kù'.yx -+- Ar.Ac'.a^ =0.
Cette équation fondamentale en donne beaucoup d'autres. Par exemple, si l'on fait coïncider successivement l'origine arbitraire A avec chacun des points a, a\ 6, b\ c, c', on obtient le groupe
nb.ftb' __ ap n^b.a'b' _ aS acac* "" ay a'cn'c' "^ 47
^' ba^i'^^x b'et.b'a'''^x'
ra,ra' _ yx c*fi,c'a* _ 72
cb.cb''^yy v'0.c'b*~ fP*
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En remarquant que les équations écrites sur la même horizontale ont le même second membre, on a encore
ah.aU _ n*h,Hh* ac.dc' fi'c.d'c'
. . hr.bc' _ b'cMc'
^"^^ \ ba.bd" b'uMa'
ca.ci^ _ r' rt,rn cb.cU" cb.c'U*
Enfm, en multipliant entre elles de toutes les manières possibles trois des six équations (3), prises de telle façon que le produit des seconds membres soit égal à i, on obtient
ab ,bc\cd = — db.b'c.ca^
, ab'.bcx'd — — a b.b c xa^ (5) \ , , , , ,
^ ab.Uc.cd ^ — db',bc.ca,
ab.b'ce' d = — db' . bc'.crt.
FAISCEAUX EN INVOLi;TION.
Iil8. On dit que deux faisceaux bomographiques de même centre sont en involiUhn ou forment un faisceau inpolutif, lorsqu'on peut trouver une droite qui les coupe suivant deux divisions en involution. Alors toure autre section rectiligne des deux faisceaux donnera deux divisions en involution (ili3).
Dans un faisceau inpolutif, tout rayon considéré tour à tour comme appartenant à l'un et à Vamre faisceau a toujours le même homohgrte. Inversement, deux faisceaux bomographiques de même centre sont en involution s'il existe un rayon qui, considéré successivement eonune appartenant au premier et au second faisceau, mit toigours le même ko/uo* logue (H 12).
Un faisceau inoolutif est déterminé par deux couples de rayons HomO' logues.
Six rayons issus d^un même point et conjugués deux à deux sont en involution si quatre d'entre eux, convenablement choisis, ont même rapport anharmonique que leurs conjugués; et alors, quatre quelconques^ ces rayons auront même rapport anharmonique que leurs coHfU' gués (1113).
Dans tout faisceau involutif, il y a toujours deux rayons doubles réels ou imaginaires ; les rayons doubles forment un faisceau harmonique a^ deux rayons homologues quelconques (111 J )•
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Un angle droit tournant autour de son sommet engendre tm faisceau involutif dont les rayons doubles sont imaginaires (381/ 2®).
H 19. Quand plusieurs cordes aà, bb\ cc\ . . . , d'un cercle passent par un même point w, les couples de droites menées d'un point quelconque 0 fie la circonférence aux extrémités de chaque corde sont en inpoliUion
FIg. 576.
n suffit de démontrer l'égalité des rapports anharmoniques {O.abca')^ [O.i/b'c'a], Or, si l'on désigne par 0' le second point d'intersection du cercle et de la droite 0&>) on voit quelerapport anharmonique [O'.a'bfcfa) est égal à chacun des deux qui prc^cèdent. Il équivaut au premier, puisque les droites Oa, 0^, Oc, Oa\ coupent respectivement les droites OV, 0'^', 0'c\ O'/i, sur la polaire du point &> ( 341) ; et il équivaut au second, d'après l'observation faite au n^321, i°.
Réciproquement, si par le centre commun 0 d'un fmsceau involuXif on fait passer un cercle quelconque^ les cordes interceptées dans ce cercle par les couples de rayons homologues concourent en un même point 6>. Car, si tu est Tintersection des deux cordes aa' et bb\ et si l'on désigne pour un instant par c" le second point où la droite 6>c rencontre le cercle, les droites Oa, Oa\ 06, Ob\ Or, Oc', seront en involution d'après le théorème direct ; or, Oa, Oa', 06, 06', Oc, Oc', sont en involution par hypothèse; donc, Oc' et Oc' coïncident, et, par suite, les pointa c'et c' ; la corde c'c passe donc par m.
De là résulte immédiatement cette proposition très-importante :
Dans tout faisceau involutif, il existe toujours un couple de rayons kn^ mologues rectangulaires. Ce sont les deux rayons Or/, Ocf, qui aboutissent aux extrémités du diamètre qui passe par &». Toutefois, si le pointu était au centre du cercle, tous les couples de rayons homologues seraient rectangulaires. Ainsi le couple de rayons homologues rectangulaires est unique ^ à moins que tous les couples ne soient rectangulaires ; dans ce cas particulier, les rayons doubles sont imaginaires : cela résulte du n"* 381, a"*; on peut aussi le voir directement, car les rayons doubles correspondent
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en général aux points de contact des tangentes menées an cerclé par le point b> ; or ces tangentes sont imaginaires quand le point bi est au centre da cercle.
PROrniÉTKS INVOLUTIVES DU QUASBUiATÈaB.
Ii20. Toute transifcrsalcL menée dans le plan d^un quadrilatère h^X^ rencontre les quatre côtés et les deux diagonales en six points, a et d, h et h\ c et c', qui sont en involution (Jîg. 577) ; car les faisceaux horoographiques ( AB, AC, AD, Ac'), (CB, CA, CD, Ce'), déterminent sur L •deux divisions homographiques, et l'on a
[acb'c')=(bc(W) ou (320) [acb'c') = {riVAc),
d'où Ton conclut (M 13) que les segments aa', ^^', cc\ sont en inv^/jtion.
Les six droites menées d'un point quelconque 0 du plan tl'itn quad/ilatère ABCD atix sommets et aux points de concours E et F des càU" opposés, sont en inpolution; car le quadrilatère OAFB, dont OF et AB sont les diagonales, détermine, d*après le théorème précédent, six poinU en involution sur la transversale DC ; donc, les droites OA et OC, OB et OD, OE et OF, qui passent par ces six points, sont en involution.
En plaçant le point 0 à Tintersection des deux circonférences décrites sur AC et BD comme diamètres, les couples de rayons homologues OA et OC, OB et OD, seront rectangulaires; donc, le troisième couple OE et OF le sera aussi (iH9), et, par suite, la circonférence àé' crite sur EF comme diamètre passera par les deux points communs aux deux premières; donc, les trois circonférences décrites sur les trois dinmètres AC, BD, EF, d*un quadrilatère complet comme diamètres^ se coupent aux deux mêmes points ; d'où Ton peut conclure immédiatement le théorème du n" 317.
1121» Quand un quadrilatère ABCD est inscrit dans un cercle, une transversale quelconque L située dans son plan rencontre les deux couples de côtés opposés et le cercle en trois couples de points (a, a'), (byb')y(e^ /), qui sont en involution (fg. 577).
En effet, les droites qui joignent aux points fixes A et C un point mobile qui décrit la circonférence, forment deux faisceaux homogra*
1123. Quand tm qaadnUuère abcd est drconserii à un eereie, si d'un point 0 situé daus son^ on mène des droites Oa^0b,0cfi*h àses sommets et tieujc *angcnUfOit OF, à lacourbe, lestnns ewfksàt droites Oa et Oc, Oh eiOd^OR^ OF, sont en involution \fg* ^7^r
En effet, une tangente, eD i^^"* lant sur le cercle, trace sur ki i^ngénies fixes nb et cd ùtws diriâioné homographiq«cs(l 1 10). Les droites
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phiques (lilO); par suite, ces faisceaux tracent sur L deux divisÎQns homographiques dont e et /sont les points doubles. D'ailleurs, comme AB et BG, AD et CD, sont deux couples de rayons homologues dei> deux faisceaux,aeti,&' et r<', seront deux couples de points homologues des deux divisions. Donc (ill5) les trois couples (û,a'), (ô, ^'), (^,/), sont ea involution.
raeoéesdu pointO à ces difers points forment dcmc deux faisceaux homographiques dont CE et OF sont ie8 ravons doubles. D'ailleurs, comme n et r/, h et c, sont deux couples de points homologues des deux divisions, 0<i etOfi, 06et Oc,sont deu]( couples de rayons homologues des deux faisceaux. Donc (1118) les trois couples Ort el Oc, 0^ et Orf, OE cl ÛF, sont en involulion.
Fig. 578.
Au lieo de prendre les deux oouples de c6tés oppoefe, on pourrait prendre un couple de côtés opposés et les deux diagonales; le théorème subeiiterait, car ces quatre droites forment aussi nu quadrilatère inscrit au même cercle.
Il résulte du théorème précédent (ViC, si un quadriiatére inscrit à un cercle te déforme de telle sorte que tnH^ de ses côtés tournent autour de
n. cl Di C. — Tr, de Ceom.
Au Heu de prendre les deux couplesde sommets opposés, on pourrait prendre un couple de sommets opposés et les deux points de concours e et/des cétés opposés ; le théorème subsisterait, car ces quatre points sont aussi les sommets d'un quadrilatère circonscrit au même cercle.
11 résulte du théorème précédent que, si un quadrilatère circonscrit a un cerde se déforme de telle sorte que trois de ses sommets glissent sur
(II- Partie). •«">
(SÊO^TRie DANS l'eSPACK.
en général aux points de contact des tangentes menérs au cercle par le point tû ; or ces tangentes sont imaginaires quand le point a est au centre du cercle.
PROrniÉTKS INVOLUTIVBS DC QUADRILÂTÈAB.
Ii20. Toute transversale L menée dans le plan d^itn quadrilatère KSL\^ rencontre les quatre côtés et les deux diagonales en six points, a et d^ h et h\ c et c'y qid sont en involution (Jfg. 577) ; car les faisceaux homographîques (AB, AC, AD, Ac'), (CB, CA, CD, Ce'), déterminent sur L deux divisiofis homographiques, et Ton a
(acb'c')=(bc(^c') ou (320) [arUc') = (a*c'bc),
d'où Ton conclut (M 13) que les segments «a', bb\ cc\ sont en inv».Iition.
Les six droites menées d'un point quelconque 0 du pian d*un quadrilatère ABCD aux sommets et aux points de concours E et F des côtes opposés, sont en imolution; car le quadrilatère OAFB, dont OF et Aîî sont les diagonales, détermine, d*après le théorème précédent, six points en involution sur la transversale DC ; donc, les droites OA et OC, OB et OD, OIi et OF, qui [tassent par ces six points, sont en involution.
£n plaçant le point 0 à Tinterseclion des deux circonférences décrites sur AC et BD comme diamètres, les couples de rayons homologues OA et OC, OB et OD, seront rectangulaires; donc, le troisième couple OE et OF le sera aussi (H19), et, par suite, la circonférence décrite sur £F comme diamètre passera par les deux points communs aos deux premières ; donc, les trois circonférences décrites sur les trois dia^ mètres AC, BD, EF, d^un quadrilatère complet comme diamètres^ iC coupent aux deux mêmes points ; d'où Ton peut conclure immédiatement le théorème du n' 317.
1121. Quand un quadrilatère ABCD est inscrit dans un cercle, une transversale quelconque L située dans son plan rencontre les deux couples de côtés opposés et le cercle en trois couples de points (a, «'),
( ^^1 ^')» {^tf)i ^i^ ^^^^ ^^ involution [fg, 577).
En effet, les droites qui joignent aux points Gxes A et C un point mobile qui décrit la circonférence, forment deux faisceaux homogra*
1123. Quand un ^uadntatên abcd est circonscrit à un eerchf si d'un point O situé dans sonpftis on mène des droites Oa, Ob^Qc^Od^ àses sommets et deux :angcnies0^j OF, à la courbe^ les tiviscmplesde
droites Oa etOc,ObetOd,ORf OF, sont en inpoiution (^. S^S)*
En effet, une tangente, en roulant sur le cercle, trace sur k» tangentes fi%e9 ab et r//deux ditisionJ homograpliîques(! 1 10). Les dwil^^
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phiques (1110); par suite, ces faisceaux tracent sur i. deux divisions homographiques dont e et /sont les points doubles. D'ailleurs, comme AB et BC, AD et CD, sont deux couples de rayons homologues deë deux faisceaux,aet&,^'eta',seronl deux couples de points homologuer des deux divisions. Donc (1115) les trois couples {a^a\ (^, î'), (^,/), sont en involution.
Fig. 577
Au liea de prendre tes deux 0011plM de eôtés opposée, on pourrait prendre un couple de côtés opposés et les deux diagonales; le théorème sabsiiierait , car ces quatre droites fomient aussi un quadrilatère inscrit au même cercle.
Il résulte du théorème précédent riDC, si un quadrilatère inscrit à un cercle jie déforme de telle sorte que ttffÎA fia SCS côtés tournent autour de
U. cl o« C. — Tr, de Géom.
roenéesdu pointOà ces divers points forment donc deux faiscei>ux hoino-»
graphiques dont 0£ et OF sont ieA rayons doubles. D'ailleurs, comme n et r/, b et c, sont deux couples do points homologues des deux divisions, Oa exOd^ O^et Oc,sont deu3( couples de rayons homologues des deux faisceaux. Donc(1118) les trois couples Ort et Oc, Ob et Orf, OE cl OF, sont en involution.
Fig. 578.
ov ->_ ^
Au lieu de prendre les deux couplesdesommelsoppo8és,on pourrait prendre un couple de sommets opposés et les deux points de concours e et/des côtés opposés ; le théorème subsisterait, car ces quatre points sont aussi les sommets d'un quadrilatère circonscrit au même cercle.
Il résulte du théorème précédent que, si un quadrilatère circonscrit èi un cercle se déforme de telle sorte que trois de ses sommets glissent sur
(!!• Partie).
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trois points en ligne droite, le quatrième côté tourne aussi autour d'un pointée de cette droite.
On déduirait aisément de là une solution de ce problème : Inscrire dans un cercle un triangle dont les trois côtés passent par trois points en ligne droite.
trois droites passant par un même point, le quatrième sommet aécHt aussi une droite passant par cr point.
On déduirait aisément de là une solution de ce problème : Cireonscrire à un cercle un triangle dont les sommets reposent sur trois droites données et passant par un mésne point.
Le théorème du n"" liai est dû au célèbre géomètre français Desargues (première moitié du xvii* siècle); toutefois, les anciens [Collections mathématiques de Pappus) en ont connu des cas particuliers.
1123. Voici les deux cas particuliers les plus intéressants :
En supposant un ou deux côtés innniment petits et remplacés par des tangentes, on a ces énoncés :
Quand un triangle est inscrit dons- un cercle, les points où une transversale rencontre la courbe, deux côtés du triangle, le troisième côté et la tangente au sommet opposé, sont en involution.
Quand un angle est circonscrit à un cercle, les points où une transversale rencontre la courbe, les deux câ/és de f angle et la corde de coni/xt, forment une involution dont le dernier point est un point double.
En supposant que le quadrilatère circonscrit se réduise à un triangle ou à un angle, on a ces énoncés :
Quaml un triangle est circonscrit à un cercle, si d Utn point quelconque de son plan on mène les deux tangentes au cercle, les deux droites qui aboutissent à deux sommets, et les deux droites qui aboutissent, l'une au troisième sommet, r autre au point de contact du côté opposé^ on obtient un faisceau inçolutif.
Quand un angle est circonscrit à un cercle, si d'un point quelronqu/r de son plan on mène ^es deux tangentes au cercle, les detuc droite^ qui aboutissent aux poinu de contact des côtés de l'angle et la droite qui passe /?ar le sommet de l'angle, on obtient un faisceau involutif dont la dernière tiroite est un rajfon double.
CONSTRTCTTONS BELATIVES A l'HOMOGRAPHIB ET A L'iîfVOLCTIOJI.
1124. Construire deux divisions homograpltiqucs , connaissant trois couples de points homologues.
Nous avons déjà donné une première solution de ce problème (1103). En voici deux autres.
Supposons les deux divisions tracées sur deux droites différentes L et L'et soient (a^af), (6,6'), (c,r') trois couples de points homologues.
!• Prenons Tintersection p de ab' et de a'b, l'intersection 7 de ac' et de a'cy et tirons la droite Py que nous désignerons par>; m étant un point quelconque de la division L, menons a' m et joignons au point alepointfA, où a' m coupe >; la droite ayi rencontrera L' au point m' homologue de m. En effet, en désignant par a le point où \ coupe aa\ on voit que les divisions abcmy a'b'c*m* sont homographiques comme étant homologiques de la division af^y^x [Jt^, 579).
a* Décrivons un cercle quelconque dans le plan des droites L et L' (/]^. 58o) et joignons à un point quelconque 0 de la circonférence les points a,6,r, a\b\<f^ m\ les droites ainsi obtenues couperont la circonférence en des points que nous désignerons respectivement par a, ^,7, a',p\7',|jL. B étant le point commun à o^'et a'P, C le point commun à 07' et a' 7, tirons la droite BC que nous désignerons par >. En joignant le point a au point de rencontre M de >. et de a'^, on obtient une droite a M qui coupe le cercle en pt',et il suffît de menerOfi' jusqu'à sa rencontre avec L' pour avoir Thomologue m* de m. En effet, si m* désigne Tbomologue de m, les faisceaux [O^abcm], et [Oya'b'c'm') ou (0, apy;*), (0, a'P'7>'). sont homographiques; donc (il08) il en est de même des faisceaux («,a'p Yfi') et (9', aP7fA); mais, comme ces derniers fiiisceaux ont un rayon
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hoq^ogtie sommvp cai',]Bs iplerseclions B, C, M, des autres couples de rayoDS bomologues sont en ligne droite; donc, les rayons su' ela'p
se croisent sur la droi:o DC ou ^ ; en d'autres tonnes, la droite qnî joint a su point M, où x'fi rencontre 1, pa^jse par le point (i', oùOm' coupe le ctrcte.
Celte dernière construction s'applique au ces où les deux dmsions (a, n, ), (£,£,) [c,c,)tont sur la même droite L, et elle donne aisément Uit, points doubler ctlf; il suffit, en eflel de joindra le point 0 aux points 1 et 7 oij 1 raupe le cercle et de f>rolonger les droites Ot et O; jusqti't leurs rennontres avec L; si ladroileX estexlérieure au cercle, les points doubles sont imaginaires.
1125i Conttruire iin faisfeaii im-oliuif, connaissant deux eoaplei (Ofl et Oa'), (Oi etOi')', ds rayamt hama^uen.
On tracera (fig. 576) un cercle quelconque passant par le point 0, et l'on déterminera ie point u du concours dee cordes an', bb', interceptées par les deui angles nOa', bOb'. Cela posé, on obtiendra :
1° Le rayon Oc', homologue d'un rayon donné quelconque Oc, en joignant le point u au point c où Oc rencontre le cercle, pniS le point 0 au second pointe' d'intersection du cercle et de la droite wc (U19);
a° Les rayons doubles, en joignant le point 0 aux points de oonUct des tangentes menées par u;
3" Le systéote des deux rayons rectangulaires, en joignant le point O aux extrémités du diamètre qui passe par ».
1 1 26. Deux faisceaux Snvotiitifs de même sommet étant damtèt ebatMM
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par deux couples (Oa, Od'), (OA, 06*) et (Oa„ 0^), {^h^^h'^àe rdj^ris homoiogueSj construire les rayons conjugués communs aux tfeujt féâ^ceaux.
On déterminera, comme ci-dessus, les points &> et &>, relatifs aux deuK faisceaux et à un môme cercle passant par 0, et Ton joindra au point 0 les points où le cercle rencontre la droite ««,.
il27» Construire une involution de points sur une droite Ly connaissant deux couples (a, a'), (P, P'), de points homologues. .
On joindra aux poinls a, a', p, p', un point quelconque 0, et Ton construira le faisceau involutif déterminé par les deux couples» (Ox, 0 a'), (Op, OP'). Les rayons de ce faisceau détermineront i par leur reoltontre avec la droite L, Tinvolution demandée. Aux rayons doub!es Ot^ Qt'y répondront les points doubles 0 et 0'. Quant au point central <p, il répondra au rayon homologue de celui qui est naené par 0, parallèlement à la droite L, attendu que le point central est le conjugué de Tinfini.
il28. Étant donnés sur une droite L, deux couples de points {fx, a'), O, |3'), trouver /cr ileux points 6 et 6' qui divisent harmoniquement les deux segments as', p^'*
Ces deux points »ont (IIU) les points doubles de l'involution déterminée par les deux couples (a, a'), (p, P'). ^ ^ ,
1129. Étant données, sur une droite L, deux involutions» cliacuft^par deux couples de points homologues (/?, u'), (by b') et'(iai^a^ ), (^i,i^'i )t trouver U segment commun aux deux inpolutions.
On joindra les points donnés à un point arbitraire O; ûnfiuri^sk>r3 deux faisceaux involutifs de même sommet, dont on déterminera (il !26) les rayons conjugués communs ; ces rayons interoepteronl su^ la droite L le segment demandé.
n. — GOintBBs m sboohd qbbbj^
OBNKRATIO.N ET CLASSIFICATION DES C0NIQI;ES; LEUR lOE^fTITI^
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1 130. Nous donnerons désormais le nom do conique â toute section plane d'un cône quelconque à base circulaire.
On sait que :
Lorsqu*un point mobile décrit un cercle, les drrjites qui Joignent ce point à deux points fixes de la tir" conférence f forment deux faisceaux homographiques.
Lorsqu'une drMte mobéèe e»>C' loppe an crrrle, elle trace , sur deux tangentes fixes de ce cenle^ deux divisions liomographiques.
GÉOMÉTRIE DANS L'ESPAGE.
Une conique n'étant que la projection d*un cercle, et Thomograpbie de deux divisions ou de deux faisceaux se conservant en projection, on ▼oit que:
Lorsqu^un point mobile décrit une conique, les droites qui /oignent ce point à deux points fixes de cette conique, forment deux faisceaux hoinographiques.
Lorsqu'une droite mobile enveloppe une conique, elle trace, sur deux tangentes fixes de cette conique^ deux divisions homographie ques.
RÉCIPROQUEMENT
La courbCy lieu des intersections des rayons homologues de dcuxfaiscenux homographiques ( situés dans un même plan), est une section conique.
Soient P et F les centres des deux faisceaux (fig, 58 1). Observons :
1° Qyx'une droite quelconque du
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pifin rencontre la courbe en deux points (réels ou imaginaires) ; car, les deux divisions déterminées sur cette droite par les deux faisceaux sont homographiques ; elles ontdonc
La courbe, enveloppe des droites qui joignent des points homologues de deux divisions homographiques [dont les bases sont dans un même plan), est une section conique.
Soient Ox et Oj les bases des deux divisions (fig. 582 ). Observons :
i* Que, par un point quelconque Fig. 583.
du plan, on peut mener à In courbe deux tangentes (réelles ou imagî* naires) ; car les deux faisceaux concentriques qu*on obtient en joignant ce point aux divers points des deux
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deux points doubles réels ou imagiaaires.
a** Que la courbe passe par les centres P etV des deux faisceaux ; car la droite PF^ considérée comme un rayon du faisceau P, rencontre en P' le rayon homologue du faisceau P'. On voit de môme que la courbe passe en P.
3*" Que la tangente en P est le rqyvn du faisceau"^ ^ qui est l^ homologue lie la droite P'P considérée comme rayon du faisceau P'; car, lorsque le point a de la courbe vient en Py le rayon Pa devient langent en P et son homologue Va vient se confondre avec P'P. De même, la tangente en P' est le rayon tlu faisceau P qui est l'homologue de la droite PP' considérée comme rayon du faisceau P.
Cela posé, a par le point de con- » cours 0 des tangentes en P et » en P' à la courbe considérée Pa P', » menons dans l'espace une droite » quelconque 0 2 ; dans l 'angle z OP , n inscrivons un cercle tangent à OP n au point P, et désignons par Q le » point où ce cercle touche Oz,
» a étant un point quelconque de » la courbe P/»P', menons P'<i qui n coupe OP en m, puis Qm qui ren- » contre le cercle en a'. Quand le » point a décrit la courbe, les B droites Ya et Qa* engendrent » deux faisceaux homographiques ; D maisiesfaisceauxdécritsparPâ'et s Qn'8onthomographiqaes(1l.')0), tt et il en est de même par hypo-
divisions sont homographiques ; ils ontdonc deux rayons doubles (réels ou imaginaires).
a° Que la courbe est tangente aux bases Ox et Oy des deux divisions; car la droite Oj: unit deux points homologues des deux dix isîons, sa* voir : le point 0 ooneidéré comme appartenant à la division Oy et le point homologue de la division Ox, On voit de JoAme que .la courbe touche 0^.
3* Que le point de contact P de la tangente 0 X est le point gui, sur cette droite, répond au point 0 con" sidéré comme appartenant à la division Oy ; car, lorsque la tangente %am se confond avec Ou:, le pointa devient le point de contact P el son homologue a arrive en 0. De même, le point de contact P' de la tangente Oyest l'Iutmologue du point 0 considéré comme appartenant à la division Ox,
Gela posé, par le point 0 menons dans l'espace une droite quelconque Oz; inscrivons dans l'angle zOx un cercle tangent à Ox en P, et désignons par Q son contact avec Oz.
a étant un point quelconque de la courbe Pa P', menons la tangente correspondante qui coupe 0 j: en m et 0/en a ; puis, par m, menons la tangente mri' au cercle Qa'P, et dé* signons par a! le point où cette tangente coupe Oz. Quand le point a décrit la courbe P^P', les points a et/n tracent sur Oxet Ox deuxdivisionsqui) par hypothèse, sont homo-
GËOSIÊTRIE DAX8 l'eSPàCB.
-» thèse des faiscea ux engendrés par »» Pc/ et ?*n. Donc \e$ droites Pa • et P a' engendrent deux faisceaux » homographiques, et, par suite, les I) points a et a', où les rayons mo- » biles Pfl et Pc/' rencontrent les » droites fixes OP' et OQ, forment B sur ces droites deux divisions hon raograpbiques. Les points?' et Q » sont deux points homologues de » œs deux divisions [m est alors » en 0) ; de plus, le point 0 est un n point correspondant commun (m n est alors en P). Donc (1103) la » droite aa' coupe la droite fixe QP' » en un point fixe S.
9 Parconséquent, ToBil étantplacé n en Sf la droite P'//i sera la pro* » Jection de Q/'/, et Pa sera celle » de P 2c' ; donc a sera la projection f> de a' et, enfin, la courbe propor sée Pc/P' sera la projection du » cercle Pw'Q (')•
graphiques ; les divisions tracées sur Ox et 0^ par m et a' «ont ans» bomographjques (1190); donc \& points a et «' décrivent sur O.r et Oz deux divisions homographiques.
Les points P' et Q sont deux points homologues de ces deux divisions [m est alors en 0) ; de plus, le point 0 est un point correspondant commun ( m est alors en P). Donc, la droite mobile aa' coupe (1103) la droite fî!Le QP' en un point fixe S.
Par conséquent, Toeil étantplacé on S, ia droite xm sera la projection de «'m, et, comme la première enveloppe la courbe P/iF et quels seconde enveloppe le cercle Qa' P, on voit que la courbe PnP' est la projection du cercle F ^Q.
113:2. Les principales propriétés des coniques résultent aisément de ce double mode de génération. Ces deux générations, l'une par point, TautrH par enveloppe, étant con-élatives, lorsque, en partant de Tune d'elles, on aura démontré un théorème, il suffira, pour démontrer le théorème correlatif, de partir de l'autre mode de génération .et de faire des raisonne^ ments corrélatifs des premiers.
Cimi points déterminent une conique ; car, après avoir pris deux de ces points pour centres des deux faisceaux générateurs, il suffît de joindrechacund'eux aux trois autres points pour avoir trois couples de rayons homologues.
Cing tangeaies détermine/H s/ie conique; car, en considérant deux de ces tangentes comme fixes, 1rs trois autres traceront sur elles tn»i ^ couples de points homologues des deux divisions homographiques qui déterminent la conique.
n suit de là que ia projection C d'une conique C sur un pian quelconque P ne passant pas par le centre de projection efi encure u/n* conique. En eflet, la courbe G' est le lieu des intersections des rayon 4
(') Eiijoiic KoiLiiK, ïiuUeîiii (le ia Société Philomathiquc, t« juiUci iii<>S,
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homologues de deux faisceaux homographiqucs, qui sont les projections (les doux faisceaux générateurs do la conique C. La proposition résulte encore de ce qpie la courbe C est Tenvcloppe des droites joignant les ()oints correspondants de deux divisions homographiqucs, qui sont les projections des deux divisions qui définissent la conique C comme enveloppe.
1 133. Les deiuc faisceaux homographiques qui déterminent la conique ont deux couples de r€tjrons parallèles (réels ou imaginaires); car, si Ton transporte l'un des faisceaux parallèlement à lui-même, de façon que son centre coïncide avec le centre de l'autre faisoeau, on a deux faisceaux homographiques ooncoutriques qui ont (1109) deux rayon» doubles (réels ou imaginaires).
Si les deux couples de rayons parallèles sont imaginaires, la courbe na aucun point à l'infini; elle est fermée, et nous lui donnerons le nom d'ellipse^ en nou^ réservant de démontrer plus tard son identité avec Tellipse définie au n" 973.
Si les deux couples de rayona parallMos sont réels, la eourbe a deux pointa ai* infini; nous lui donnerons le nom à! hyperbole^ et nous démontrerons plus tard son identité avec l'hyperbole défii^ie au n"* 999.
Enfin, ai les doux couples de rayons parallèles coïncident, la courbe a (irux points à l'infini confondus en un seul, et, par suite, elle est tangente à La droite de l*infiui; nous loi donnerons le nom de parabole^ et nous (iomontrerona plus lard son identité avec la parabole définie au n° 1027.
Tels sont les trois genres de coniques. Comme variétés de ces courbes, on peut avoir :
t** Deux droites (réelles, coïncidentes ou imaginaires), lorsque les deux faisceaux sont concentriques (1109), ou lorsque la droite qui unit leurs centres est un rayon homologue commun (1108);
2* lïenx points (réels, coïncidents ou imaginaires), lorsque les deux ilivisions ont la mémo base (1104), ou lorsque le point d'intersection des deux bases est un point homologue commun (1103).
113 i. On dit qu'une courbe est algébrique ou transcendante anivant que son équation en coordonnées rectilignes x Qi y est algébrique ou iranscendanto. On appelle ordre d'une courbe algébrique le degré en .^r <'l y (le son équation préalablement rendue rationnelle et entière par rapport à ces variables. Pour que cette définition ne soit paa eoairadie* loire, il faut montrer que le degré de l'équation est indépendant de la {K)sition de la conrbe par rapport aux axes de coordonnées. C*cst ce ({ue nous allons établir.
(k^QstdérooB une droite située d'une manière quelconque par rapport aux axes coordonnés ox et oy. Soient M, M', Af,. . ., divers points do rettodrolte,P, P'P*, . . . , les extrémités de leursabscisseSjCtQ, Q',y'
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les extrémités de leurs ordonnées comptées sur oj-. Les doux divisions PP'P',. . ., QQ'Q*, . . .1 sont homographiquos et semblables, car chacune d'elles est évidemment semblable (1102) à la division M^FM', . . . ; il y a donc entre x = oP etj = oQ une relation horaographique privée di; termes en xjr, c'est-à-dire que les coordonnées d'un point quelconque M de la droite sont liées constamment par une équation du premier degrtv
L'équation d'une ligne droite étant du premier degré, quelle que s<iii la situation de cette droite par rapport aux axes coordonnés, it faui nécessairement que, si ^ et j sont les coordonnées d'un point par ni*port à certains axesjox, et jc' et y les coordonnées du même point par rapport à d'autres axes y'ox\ x çX y soient des fonctions du prcmi t degré de x' et j'. Par suite, la substitution de ces valeurs de x et.r d^nune équation algébrique en x et j n'altérera pas le degré de cette éqn,ition. En d'autres termes, Tordre de la courbe représentée par rï»ile équation sera le môme, quels que soient les axes auxquels on la rapports.
Une courbe algébrique d'ordre n est coupée en n points {réels ou itna* ginaires) par une droite quelconque. En effet, en prenant celte droite pour axe des x^ l'équation de la courbe sera toujours du degré n d'apn*^ ce qui précède; et, si l'on fait ^ = o, l'équation se réduira à une équation du degré n en x^ qui donnera les abscisses des points communs à la courbe et à la droite; or, on sait par l'Algèbre qu'une équation algébrique rationnelle et entière du degré nkn racines réelles ou imaginaire. Ainsi, V ordre d'une courbe algébrique exprime le 'nombre des points suiç'ant lesquels cette courbe est rencontrée par une droite quelconque.
Les coniques sont donc des courbes du second ordre (1131). Inversement, toute courbe du second ordre est une conique; car, l'équation générale du second degré à deux variables x et^ ne renfermant que cinq coefGcients arbitraires, on voit que cinq points déterminent une conrbe du second ordre; mais, par ces cinq points, on peut faire passer une conique et une seule ( 1 132); et, comme cette conique est du second ordre, elle ne diffère pas de la courbe proposée.
i 135. Les théorèmes de Pascal (328) et de Desargues ( 1 121 ), les propositions corrélatives ainsi que leurs corollaires sont applicables aux coniques; les dém<Hxstra tiens données auxn"» 328,329, 1121, 1122, stâbsistent sans modification.
Le Ibéorème de Desargues a été généralisé par Sturm(.^fiiMi/ei de Gergonne, U XVII). Considérons une suite de coniques circonscritesà unmèmr quadrilatère : soient aa', bb\ cc\ ... , les segments que ces coniquas interceptent sur une transversale quelconque L, et pp\ qq\ les segmenta de cette même droite compris entre les deux couples décalés opposés do quadrilatère. Les deux couples de points(p,p' ), (^, q' )détermineQt sur ladroili" L une involution à laquelle appartient, en vertu du théorème de Desargu<^.<,
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chacun des couples (n, «';, (^, ^'), (tf, c'), . . . ; donc ces derniers couples de points forment une involution, et Ton a ce théorème : Les coniques qui passent par quatre points fixes déterminent sur une transversale quelconque une série de points en invoîution. On démontrerait pareillement le théorème corrélatif: Les tangentes menées d'un même point aux coniques tangentes à quatre droites fixes forment un faisceau en inifolution,
PÔLE ET POLAIRE DANS LES CONIQUES
\ i36. Si par un point 0 pris dans le plan d'une conique on mène une sécante qui rencontre la courbe en deux points m et m' {réels ou imaginaires)^ et si l'on détermine le conjugué harmonique 0' du point 0 par rapport au segment mni\ le lieu du point 0', lorsque la sécante tourne autour du point 0, est une ligne droite (fig, 583 ).
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En elTot, menons deux sécantes Gxcs Oaa'yObb^ et désignons par a et a' les points où la transversale 0mm' coupe les côtés opposés ab et a'b' du quadrilatère inscrit ab b'a'. D'après le théorème do Desargues (1121), le point 0 est un point double de Tinvolution déterminée par les deux couples im^m')^ («i*')î or» par hypothèse,0'eBt le conjugué harmonique de 0 par rapport au segment mm'\ c'est donc Tautro point double, et, par suite, il est aussi le conjugué harmonique de 0 par rapport au segment sa' ; donc, quand la transversale 0 mm' tourne autour de 0, le point O'décritla polaire du point 0 par rapport à l'angle bub' formé par les droites fixes ab et a' b'.
Le point 0 et la droite f/ 0' son t dits/7&/e et;7oi^/rcr par rapport à la conique.
En observant que la polaire do 0 par rapport à l'angle ^i/6' renferme (337) le point d'intersection des droites ab' et ba\ on voit, par la démonstration môme qui précède, que : Si par un point 0 pris dans le plan d'une conique on mène deux sécantes Oaa'y Obb', et si l'on prend les points de rencontre u et ç des droites qui joignent deux à deux les extrémités des fardes aa* et bb\ le lieu des points u et c, lorsqu'on fait varier les se* rantes Ofra\ ObU^ est la polaire du point O par rapport à la conique.
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Quand les droites Ona', OU), se confondent, les cordes/?^, o L*, sonlVtangentes en a et // ; donc, si par un point 0 pris dans le plan d'une t-onique on mène une sécante Oaà et les tangentes at^ a't% aux points a et n où elle rencontre la conique, le lieu du point de concours t de ces tangent' f, lorsque la transversale tourne autour de 0, est la polaire de ce point 0.
La polaire est la corde de contact des tangentes issues du pôle: car, au point de contact k d'une tangente issue du pôle, les trois points m in\ 0', sont réunis. Par suite, la polaire d'un point de la conique est la tangente en ce point, et, inversement, le pôle d'une tangente est son point de contact,
H37. Les polaires de tous les points d'une droite passent par te pôle de cette droite, et, inversement, les pôles tk toutes les drohes quipoaeni par un point sont situés sur la polaire de ce point,
Ed effet, soient [fig. 584) un point Â et une droite L qui sont pôle et
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polaire par rapport à une conique C. A' étant un point quelconque àe !.. la droite A A' coupe la conique en deux points a et (5 (réels ou imapnaires), et A et A' sont conjugués harmoniques par rapport à ap; donc le point A appartient à la polaire L' de A'. Ainsi la polaire d'un point quelconque A' de L passe par A, et, inversement, le pôle A d'une droite quelconque L passant par A' est sur la polaire L' du point A'.
Il résulte de là que toute droite a pour pôle V intersection des polaires de deux de sa points, et que tout point a pour polaire la droite qui joint les pôles de deux droites issues de ce point,
il38. La polaire d'un point 0 coupe la conique eo deux points réeii
CH imaginaires, qui sont les points de contact des tangentes réelles ou imaginaires is^^ues du point 0.
Lors(|ue la polaire du point 0 coupe la courbe en deux points réels, de ce point 0 on peut mener à la conique deux tangentes réelles, et le point O €^t dit extérieur à la conique.
Lorsque la polaire du point 0 rencontre la courbe en deux points imaginaires, les deux tangentes issues du point 0 sont imap:inaires, et lo point O est dit interieut à la courbe.
La région intérieure et la région extérieure ont pour ligne de démarcation la conique elle-même qui est le lieu des points dont les polaires touchent la courbe, c'est-à-dire ont chacune avec la courbe deux points communs réels et coïncidents.
Cooaidérooa une conique C et un point extérieur T {Jig, 684 )* La polaire de ce point rencontre la courbe en deux points réels a et ^, et les droites Tx, Tp, sont les tangentes réelles issues du point T. Nous donnerons à Tangle aTp formé par les directions Ta et Tp le nom Ol' angle des tangentes, et nous appellerons l'angle ^Toc' formé par la direction T^ et (Kir la direction Ta' opposée à Ta Sangle supplémentaire des tangentes. Cela posé y prenons les points a et ^ pour centres des deux faisceaux générateurs de la conique» et considérons une droite quelconque TL ou TL' issue du point T, Les deux jaisceaux traceront sur cette droite deux divisions /iomographif/ues en inflation; car le point T, considéré successivement comme a])partenant à Tune ou à l'autre de ces divi>ions, a toujours pour homologue le môme point A (ou A'), où la polaire ap de T rencontre la transversale TL' (ou TL). Les points doubles, réels ou imaginaires de cette involulion, seront les points réels ou imaginaires communs à la transversale et à la conique. Or il est aisé de voir que ces points sont réels tant que la transversale est, comme TL', située dans l'angle aT^ des tangentes, et imaginaires lorsque la tranversale est, comme TL, placée dansTangle ^ Ta' supplémentaire des tangentes. En effet, dans le premier cas, le segment TA et 1^ segment nn' formé par deux points homologues de l'involution correspondant à un point quelconque m de la courbe n*emptètentpas l'un sur l'autre et, par suite, les points doubles de l'involution sont réels; mais, si TL' tourne autour de T de manière à venir sur TL dans l'angle supplémentaire, les points n et n' glissent sur les droites Fixes aa, t>^, s>e croisent en ^, et sont ensuite de part et d'autre du point T ; les seglucnls nn' et TA' empiétant l'un sur l'autre, l'involution a ses points doubles imaginaires. Ainsi la courbe est située tout entière dans Sangle aT^ de tangentes issiws d* un point extérieur quelconque T (et dans son opposé par le sommet).
113U. Les propriétés (352, 3o3) des quadrilatères inscriis et cir-
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conscrits, ainsi que leurs démonstrations, s'appliquent aux coniques.
Il en est de même du théorème démontré au n° 1119. Dans cetl« pro« position et dans les tracés (11i2o) qui en dérivent, on peut substituer au cercle une conique. Il en résulte un théorème que nous n'avons pa5 énoncé alors, parce qu'il était évident pour le cercle, mais qui est uotpropriété importante des coniques : Si autour d'un point d'une conique, comme sommet , on fait tourner un angle droit , la corde variable que */-* côtés interceptent dans ta conique passe par un point fixe y car les deux côtés de l'angle droit décrivent un faisceau involutif. 11 est évident que le point fixe est situé sur la normale au point considéré, puisque, quand Tun des côtés de l'angle droit devient tangent, la corde interceptée devient normale. Cotte proposition, connue sous le nom de Théorètnc de Frégiery fournit donc un moyen simple pour construire avecVëquerre Li normale en un point donné d'une conique.
Le théorème (1119) étendu aux coniques donne une solution du problème suivant : Inscrire dans une conique un polygone dont Us càicK passent respectivement par des points donnés Â^ B, C, . . . , M. Si un âOiomet a était connu, on tracerait immédiatement le polygone; il suffirait de mener la droite Aa, de joindre au point fi le second point 6 d'inter> section de A/7 et de la conique, de joindre au point C le second point r d'intersection de la droite hb et de la conique, et ainsi de suite; la dernière droite Mm couperait pour la seconde fois la conique précisément au point' ^. Cela posé, prenons arbitrairement un premier point de départ a^ sur la conique, joignons-le au point A, et opérons comooe cidessus; nous obtiendrons une ligne brisée inscrite a^b^c^, ,, m^oL^^ mais qui ne se fermera pas, c'est-à-dire telle que la dernière droite M m, rencontrera pour la seconde fois la conique en un point a, différent de /7,. Construisons deux autres lignes brisées analogues a,/;^...^. ^3^3 •• • ^3f 6^ soi^ 3 ui^ point fixe pris à volonté sur la conique. D'après le théorème du n** 1119, le faisceau (^.aa^a^a^) est homographîque du faisceau (S.^^,^,^,), puisque les cordes ab^a^b^^ajt^y â^6,, passent par le même point A; de même, le faisceau [S.hb^b^b^] est homographique du suivant (S.r€r,r,c3), et ainsi de suite; donc le premier et le dernier faisceau [S.aa^a^a^), (S./za,a,%J, sont homographiqucs, et Sa est un rayon double de ces deux faisceaux. On y oit par là qu'il suffira de construire (1126) les rayons doubles des deux faisceaux homographique^ déterminés par les trois couples (So,, Sa, ) (Sa,, Sx, ) (Sa^, Sa,); chacun de ces rayons doubles coupera la conique en un point qui pourra ètro pris pour le sommet a\ il y a donc deux solutions.
Le problème corrélatif : Circonscrire à une conique un polygone dont les sommets soient situés respectivement sur des droites donnéeSy se résoudrait d'une manière analogue en s'appuyant sur le théorème cor-
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relatif de la proposition (1119).
Qiutnd des angles circonscrits à une conique ont leurs sommets en ligne droite, les segments qu'ils interceptent sur une tangente quelconque à la courbe forment une involution ; ce théorème et sa réciproque se démon- Iront par des raisonnements corrélatifs de ceux faits au n*" 1119; le lecteur les rétablira sans peine et pourra en déduire des tracés graphiques corrélatifs de ceux exposés aux n"** 1125 et suivants.
i 1 iO. Deux points Â et A' (Jig. 584 ) sont dits conjugués par rapport à une conique lorsque la polaire de l'un passe par l'autre. Ces points sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points (réels ou imaginaires ) a et p suivant lesquels la droite AÂ' qui les joint rencontre la conique. Lorsque les points a et p sunt réels, l'un des points A et A' «st intérieur et l'autre extérieur à la courbe.
Plusieurs couples de points conjugués sur une même droite forment une invoiution dont les points doubles sont les points où la droite coupe la conique (1114). Quand ces points doubles sont imaginaires, il exista de chaque côté de la droite un point d'où l'on volt sous un angle droit chaque couple de points conjugués.
Deux droites L et L' sont dites conjuguées par rapport à une conique lorsque le pôle de Tune est situé sur l'autre. Ces deux droites sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux tangentes réelles ou imagitiairos issues do leur point d'intersection; l'une au moins des droites conjuguées rencontre toujours la courbe.
Plusieurs couples de droites conjuguées issues d'un même point forment un faisceau en involution dont les rayons doubles sont les tangentes (réelles ou imaginaires) issues de ce point. Donc (1119), par un point quelconque du plan d*une conique passe toujours un couple de droites conjuguées rectangulaires; et il n'en passe en général qu'un seul, à moins que tous les couples de droites conjuguées passant par ce point ne soient rectangulaires, ce qui a lieu pour certains points remarquables dont nous parlerons plus tard.
Les deux propositions qui précèdent fournissent des solutions simples des deux problèmes suivants :
Mener les tangentes a une cn^ nique par un point de son plan.
Trouver les points d* intersection tPune conique et d*une droite de ton plan.
On prend deux points a eib sur la droite; on détermine leurs polaires et l'on prend les points a' et b* où ces polaires coupent la droite ; les points cherchés sont les
On mène deux droites A et B par le point; on cherche leurs pô)es. puis, en les joignant au point donné, on obtient deux nouvelles droites A' et B'. Les tangentes cherchées
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sont les ravons doubles ( réels ou imaginaires) da faisceau involuLif déterminé par les deux couolc< (A, A'),(B, B').
points doubles (réels ou imaginaires) de Tinvolution déterminée par les deux couples («, a'), (^ b').
On dit qu'un triangle est autopolaire ou conjugué par rapport à une conique lorsque chaque sommet est le pôle du côté opposé.
Il est évident que, dans le plan d'une conique, il existe une infinilé de triangles autopolaires : il suffit de prendre pour les doux premiers sommets deux points conjugués quelconques a et b par rapporta la conique et pour troisième sommet c le pôle de ab; en effet, la polaire de a devant passer par b qui est conjugué de a et aussi par c qui est le pôle de ab sera la droite bc^ et l'on verrait de même que la polaire de b est ac.
Dans tout triangle autopolaire abc^ deux sommets quelconques sont conjugués aussi bien que deux côtés quelconques. L'un des sommets est intérieur à la conique^ et les deux autres sont extérieurs ; car, des deux points conjugués a et b^Xxxïi au moins, a par exemple, est extérieur: sa polaire bc coupe donc la courbe et, par suite, les points conjugués // et c sont Tun intérieur, l'autre extérieur.
il il. Les polaires OA, OB, OC, OD, de quatre point i a, Z», r, </, situes sur une même droite L, forment un faisceau dont h rapport anhar'monique est égal à celui des quatre points.
En effet, soient a\ b\ c\ d\ les points où la droite D rencontre le faisceau (0, ABCD). Comme le centre 0 du faisceau est le polo de la droite L (il37), les points a et a\ b et b\ c et c\ d et d\ sont conjugués; ils forment donc une involulion, et, par suite, le rapport anhar* monique (ahcd) est égal au rapport anharmonique(rt7/c'ûr), qui n'e>l autre que le rapport anharraonique du faisceau (0, ABCD).
DIAMÈTRES ET CENTRE
iliâ. Les deux points de rencontre a et ^ d'une conique et d'une droite sont réels ou imaginaires, mais le point milieu du segment a^ est toujours réel; c'est le conjugué harmonique par rapport à a^ du point situé à rinfmi sur la droite considérée (11 li). Il résulte de là que/^ lieu des milieux des cordes d'une conique parallèles à une direction donnée est une ligne droite; c'est la polaire du point à l'infini commun à toutes les cordes. Celte droite, qui passe évidemment par les points de rootact des tangentes parallèles à la direction donnée, a reçu le nom de diamètre,
A chaque direction des cordes répond un diamètre. Tous les diamètres
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passent par un point unique, pôle de la droite de l'infini (1137), et qu*on nomme centre de la conique.
La polaire du centre étant la droite de l'infini, les tangentes réelles ou imaginaires issues du centre opt leurs points de contact à l'infini; on leur donne le nom ^^ asymptotes.
Quand un wigie est circonscrit à une conique, la droite qui joint le sommet au milieu de la corde de contact est un diamètre ; car c'est la pdaire du point à l'infini situé sur celte cordo.
1143. On dit que deux diamètres sont- conjuguét lorsque le pôle de l'un est situé sur l'autre. Le pôle d*un diamètre étant à Tinfini sur la direction des cordes correspondantes, on voit que, si deux diamètres sont conjugués, chacun d'eux divise en deux parties tfgales les cordes paraUèles à l'autre,
La polaire L d'un point p est parallèle au diamètre conjugué Ob de
Fiç. 585.
Fif. 586,
relui qui passe par ce point p {fig, 585); car ce diamètre doit passer par le pôle du diamètre Qa et ce pôle est à l'infini sur Ob,
En particulier, n le diamètre aOa* rencontre la courbe^ les tangentes T cl T aux extrémités de ce diamètre sont parallèles à son conjugué Oh.
1 1 i4. Plusieurs couples de diamètres eonjttgues forment un faisceau en involution ( 1 140) ; les axes de symétrie de la courbe forment le couple de rayons homologues rectangulaires.
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Dans l'ellipse {fig. 585), le sommet du faisceau, c'est-à-dire le centre de la courbe étant intérieur, il n*y a pas de rayons doubles; un couple quelconque de diamètres conjugués est alors séparé par tou( autre couple. D'ailleurs tout diamètre coupe la courbe en deu\ points.
Dans l'hyperbole (fig. 586), le centre étant extérieur, le faisceau n pour rayons doubled les tangentes issues de ce point, c'est-à-dire le< deux asymptotes. De là résultent diverses conséquences :
i"* Le diamètre conjugué d'une asymptote est cette asymptote ellem(>me.
2" Deux diamètres conjugués quelconques OL et OL' divisent harmnniquement l'angle uOv des asymptotes.
3* De deux couples de diamètres conjugués (0.r, 0^) (OL, Q\l\, Tun est toujours compris dans l'autre.
4"* De doux diamètres conjugués 0 jt et 0/, l'un rencontre la courbe, l'autre ne la rencontre pas.
5* La portion 66' d'utie tangente quelconque comprise entre lex asymptotes est divitée en deux parties égales par le point th contact C; car 66' est parallèle au diamètre conjugué Of de (^i. c'est-à-dire au rayon 0/ du faisceau harmonique (0^-, On, Ox, Ot» {fig. 586).
A cause de la symétrie par rapport au centre, la portion a^ de la tangente en C comprise entre les asymptotes est égale et parallèle à 66' et la figure 6a(r'6' est un parallélogramme. Par analogie avec ce qui a été dit pour l'axe non transverse (1017), on donne à la partie DD' du diamètre non transverse 0/*, qui est comprise dans le parallélogramme Bvv'O', le non de longueur de ce diamètre; mais ce n'est là qu'une dénomination introduite pour faciliter le langage, et il faut bien se garder de croirv ({ue les points D et D', quoique portant le nom à* extrémités du diamètre non tra/m^erse 0/, appartiennent à la courbe; il n'y a pas de points do la courbe sur y©/.
11 45. La polaire d'un point quelconque p du plan d*une ellipse ou d'une hyperbole rencontre le diamètre passant par le pôle p en un point p' qui est conjugué de p par rapport à la conique (1113). Le> couples de points tels que p et p' {fig, 585 et 586) forment sur re diamètre une involulion dont le point central est le centre O de la conique, puisque le conjugué de 0 est à l'inBni (1112). Si ce diamètre est transverse (ellipse ou hyperbole), ses extrémités sont le> points doubles de l'involution, et l'on a, en appelant a' la demi-
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longueur de ce diamètre,
Si le diamètre est non trans verse (hyperbole), il n'y a pas de points doubles; mais alors les points D et D', que nous sommes convenus d'appeler les extrémités de ce diamètre, sont évidemment conjugués, car le pôle de DO est sur la polaire do 0, c'est-à-dire sur la droite CD' qui, étant parallèle à l'asymptote, est la corde de contact des tangentes Ou et 6C; on a dans ce cas
(1) Op. 0/^' = —/»'«,
/>' étant la demi-longueur OD du diamètre non transverse.
1 1 46. On nomme cordes supplémentaires doux cordes qui, partant d'un môme point m de la conique {Jlg, 587), aboutissent aux extrémités d'un même diamètre AA'. Deux cordes supplémentaires km^ A' m, sont parallèles à un système de diamètres conjugués. En effet, soient OC et OD deux diamètres respectivement parallèle? à Mm et à A//i. OC, passant par lo milieu O de A A', passe par le milieu h de A m; il divise donc en doux parties égales les cordes parallèles à OD, et par suite OC et OD sont conjugués. Inversement, dciuc droites Km et X'm menées par les extrémités d'un diamètre AA', parallèlement à deux diamètres conjugués quelconques OD et OC, se coupent sur la conique. Car désignons par i& le point où la corde Xm parallèle à OD coupe la conique, et menons (lA'; les cordes supplémentaires Afjt, A'fA, sont parallèles à deux diamètres conjugués, et, comme A(x est parallèle à OD, A'ja doit être parallèle à OC; elle ne diffère donc pas do X'm et les points m et [1 se confondent.
Cela posé, considérons séparément l'ellipse, l'hyperbole et la parcbolo.
1117. Vellipse n'ayant aucun point à l'infmi, la droite de l'infini est extérieure à la courbe, et son pôle 0, c'est-à-dire le centre de l'ellipse, est à rinlérieur de la courbe. Tous les diamètres rencontrant la courbe en deux points réels sont limités; et, comme les tangentes issues du centre sont imaginaires, le faisceau en involution formé par les divers couples de diamètres conjugués n'a pas de rayons doubles; donc, un couple quelconque (OA, OB) de deux diamètres conjugués est séparé pfur tout autre couple (OC, OD); en d'autres termes, si OC est situé dans l'angle BOA (Jtg. 587), OD est extérieur à cet angle.
Le diamètre AA' étant la polaire du point à l'infini sur le diamètre
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conjugué OB, les coirdes supplémentaires A m et A m' tracent sur OB« quand m se déplace sur la courbe, une involution dont B est un point double (1133). On a donc, en appelant n cl n' les points où OB rencontre A m et A m', la relation
(i) Ow.O/^' = ÔB^
Prenons pour axe des x le demi-diamètre OA, dont nous désignerons la longueur par a\ et pour axe des y le demi-diamètre OB, dont nous désignerons la longueur par b' :jr et a: étant les coordonnées mp et Op d'un point quelconque m de la conique, on a, en considérant d'abord les
/ /-1kl/ ^'/"T*'
triangles semblables nOA et mpA^ puis les triangles semblables m'0\ et mpA\
y _ Ort j' _ Ow'
en multipliant membre à membre et en ayant égard à la relation (1). on obtient pour l'équation de l'ellipse
Si l'on désigne par x', ^', et par xf, f les coordonnées des extré* mités C et D des diamètres OC et OD parallèles aux cordes A'm et A m, on a, en considérant d'abord les triangles semblables OC 7 et A'/i'O, puis les triangles semblables ODr, A/iO,
y _ Ow' f _ 0//.
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en multipliant membre à membre et en ayant égard ii la relation (i), on trouve
Le rapport p reçoit le nom de coefficient aiv^ulaire du diamètre OC, de
mème*^ est le coefûcient angulaire du diamètre OD.
Lorsqu'on prend pour axes de coordonnées les axes mêmes de la courbe, on a, en désignant par a le demi grand axe dirigé suivant 0 x et par h le demi petit axe dirigé suivant Oj,
y les coordonnées étant alors rectangulaires, le coefûcient angulaire ^, est
égal à tangCOA, et -; est égal à langDOA.
II est Tacile d'exprimer les coordonnées x', y" de l'extrémité D d'un diamètre OD en fonction des coordonnées x\y, de l'extrémité C de son conjugué OC. En effet, le point C étant sur la courbe, ses coordonnées x' et y satisfont à l'équation ( î); on peut donc poser
(0) x'=flcoso', /s-^sin©',
et de mémo
(7 ) x" = rt cos©", y" = b sin^p' .
La relation ( 5 ) devient alors
cos(©' — ?') - o, d'où (p' = - -h ^'
et, par suite,
(8) x' = — rtsinç' = — T^'i r'' = ^cosç'= -x';
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pour avoir les coordonnées de Tautre extrémité D' du diamètre CD, il
suffirait de changer les signes.
Les relations (6) et (8) donnent
X" -h X" = rt*, 7" -+-^' = b"^ ;
donc la somme des carrés des projections orthogonales des deux dem.diamètres conjugués OC et OD sur chaque €ixe est constante. En ajoutant les deux égalités précédentes, on a
(x'^^y^)-i-(.v''-'-^y^) = a''hb' ou 5cVÔD = «»^^*;
donc , la somme des carrés de deux demi-diamètres conjugués est amstante.
Le triangle OCD est la moitié du parallélogramme conslruit sur les deux demi-diamètres conjugués OC et OD. Il est égal au trapèze CD/?, diminué de la somme des deux triangles rectangles OC7, ODr; son aire a donc pour expression
'-(y-^y')('^'--rn-'^(-.x'y)-'^xy = ^{x'f^x'y)
ou - abj eu éj^ard aux formules (6) et (8). Donc, faire du parallélogramme construit sur deux demi-diamètres conjugués est constante.
Les deux derniers théorèmes sont dus à Apollonius.
I^ proposition précédente peut s'écrire, d'après une expression bipn connue de Taire du triangle,
OC . OD sin COD = ab.
L'angle obtus COD de deux diamètres conjugués est maximum quand fon sinus est minimum, c'est-à-dire quand le produit OC.OD ou son carré est
maximum ; ce qui a lieu pour OC = OD, puisque OC -h OD est constant. Ainsi, les diamètres conjugués qui font le plus grand angle sont les diamètres conjugués égaux. Le carré de leur demi-longueur commune esi
I (fl'-t-6'), et Ton a
^ (a^ -^ b^) = X- ' -^ T' = a' cos' f' -h b^ sin'/.
On déduit de là sincp' = - - = cos/ ; par suite, les coordonnées x' dj
du point C sont alors proportionnelles k a ei bl de sorte que les ^amètrès conjugués égaux sont dirigés sidvant les diagonales du rccttin^ construit sur les axes.
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L*angle GOD de deux demi-diamètres conjugués est droit lorsque OC coïncide avec le grand axe, puis il augmente jusqu*à ce que OC soit dirigé suivant une diagonale du rectangle des axes ; il diminue ensuite et redevient droit lorsque OC reprend la position du petit axe.
Quand les axes a et ^ de l'ellipse sont égaux entre eux, l'équation (4) se réduit à x' -^y = a*; tous les points de la courbe sont donc à une distance du centre égale à a; en d'autres termes, Tellipse dégénère en un cercle.
Pour une même abscisse O/i {J!g. 588), c'est-à-dire pour une même
Fig.
valeur de Tangle f\ l'ordonnée tnp de l'ellipse est ^sin^', et celle np du cercle décrit sur le grand axe comme diamètre est a sin^'; le rapport -^
(>sl donc constant et égal à - •
Remarquons onfm que l'angle auxiliaire f', dont l'emploi est si commode, est précisément l'angle riOp,
1 148. V/tr/frrboic ayant deux points réels sur la droite de TinGni, son contre est extérieur à la courbe (1133) ; les tangentes Oir, Op, issues du e<>nlre, c'est-à-dire les asymptotes, sont donc réelles; ce sont les rayons doubles du faisceau en involution formé par les deux couples de diamètres conjugués. Il suit de là que deux diamètres conjugués tpielconques divisent harmoniqucment f angle des asymptotes et qu'aucun couple de diamètres conjugués n est sèfioré par aucun autre. £n6n, de deux diamètres conjugués, l'un rencontre réellement la courbe et l'autre ne la rencontre pas (llii).
Les portions AK, AE' (fig, 589) d^une tangente comprise entre l'/if'fH'rboie et ses asymptotes sont égales; car les asymptotes Ou et Oc, le diamètre OÂx et son conjugué 0/ forment un faisceau harmonique, et la tangente EAE', étant parallèle au rayon Oy de ce faisceau (il i3), est divisée en deux parties égales par les autres rayons. Il suit de là que, si Ton mène AP et AF parallèles aux asymptotes, P est le milieu de OE et P' le milieu de OE'; donc, lorsqtûon prend les asymptotes pour axes de
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coordonnées , la sous-tangente OE' est double de l'abscisse OP' tist point de contact.
Les portions gm et g' m' d^une sécante gg', comprises entre /''hyperbole et ses asymptotes, sont égales. En effet, soit BÂE' la tangente parallèle à gg\ et Oâ le diamètre qui passe au point de contact; ce diamètre divise la corde mm' de Thyperbole en deux parties im et im' égales entre elles; mais, puisque A est le milieu de EE', f est évidemment le milieu de la parallèle gg' ; donc ig = ig\ et, par suite, ig — im ou gm est égal à ig'^ im' ou g' m'.
Une tangente quelconque EAE', lorsque son point de contact A se déplace sur la courbe, trace sur les asymptotes (1130) deux divisions b<H
mographiques ; et, comme le point 0 correspond évidemment à Tinfini dans Tune et l'autre division, le produit OE.OE' est constant; il en est donc de même de Taire du triangle OEE' et, par suite, de Taire du parallélogramme OPAP', qui est la moitié de ce triangle. On voit par là que, si Ton désigne par x et j les coordonnées d'un point quelconque A de Tbyperbole rapportée à ses asymptotes, Ou et 0<s on a pour Téqualion de cette courbe xy = const.
1149. AOA' étant un diamètre transvôrse quelconque de Thyperbote, menons les tangentes en A et A' qui coupent les asymptotes, la première' en E et E', l'autre en F et F'. Les triangles OAE,AO' F, sont égaux, puisqu'ils ont leurs angles respectivement égaux et que OA = OA' ; donc AE = A'F'; par suite, les droites EE', FF', sont égales, et, comme elles sont parallèles (1143), la figure EFF'E' est un parallélogramme dont 0 est le centre. Soient B et B' les points où le diamètre xOy conjugué de OA rencontre EF et ET'; B est le milieu de EF, B' celui de E'F', les droites AB', A'fi, sont parallèles à Tasymptote Or/, et les droites AB et A'B'à l'asymptote Oc
Cela étant, posons OA r= #2', OB = ^, et prenons les deux demi*dtamètres conjugués OXx, OB^', pour axes des coordonnées; /// étant un
OB.OB
Dès lors, tous les raisonnements faits et les résultats obtenus pour l'ellipse subsistent, en changeant b'^ en — 6" on b' en b'^ — i. Ainsi : I* L'hyperbole rapportée à deux diamètres conjugués a pour équation
Pour X = o, on a/= ±: ^V -"* 1 î de là le nom de longueur du demi' diamètre non transverse attribué à OB = &'.
a et 6 étant les longueurs des deux axes, on a, en prenant ces droites |K>ur axes de coordonnées rectangulaires,
a' 6'"" Les triangles semblables giO^ EAO, donnent
ei EA b' -} ^'»--.«
Oi OA a ^ <i"
on a d'ailleurs, par l'équation de l'hyperbole,
a' donc, en retranchant,
gi — mt = u^ eu
b'' « [^i -4- ////) (^i — mi) « gm.gm' « /y/,?./wg' ;
ainsi ie produit des segments d'une sécante, compris entre un point de
h courbe et les asymptotes, est égal au carré du demi^iatnètre parai'
lèle à la sécante,
1^ La relation entre les coefficients angulaires de deux demi-diamètres
conjugués est
y-p=^ ou p-p = ;^'
suivant qu'on prend pour axes de coordonnées les demi-diamètres conjugués a' et b' ou les domi-axes a et 2» do la courbe.
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3*" Les coordonnées de rextrémilé d'un demi'-diafnètre s'exprim(*nt en fonction dos coordonnées de ]*exlrémité du demi-diamèlre conjugué par les formules
by,f - I
hyj-i
qui sont dues à M. Chasles {Aperça historique y etc.).
4* La différence des carrés des projections de deux demi-diamètres conjugués sur un axe est constante. La différence ttes carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante ^ ainsi que Paire du parallélogramme constndt sur ces diamètres.
La relation a'* — b'^= a^-^b* montre que, si a est différent de 6, a' est différent de b' ; l'hyperbole n'a donc pas de diamètres conjugués égaux.
Si a = b^ on R a ^ b'f c'est-à-dire que tout diamètre est alors égni à son conjugité^ et l'hyperbole est dite équilatère. Le parallélogramme EET'F construit sur deux diamètres conjugués quelconques est dans ce cas un losange, et les asymptotes qui en sont les diagonales sont alors rectangulaires.
Nous avons vu (1448) que Fhyperbole rapportée à ses asymptotes a pour équation or;^ = K' ; en supposant que dans la^^. 689 les droites OA et OB soient les axes a et b de la courbe, le parallélogramme 0 A E' B' sera un rectangle, et les coordonnées OP' et P'Â du sommet A par rapport aux asymptotes seront Tune et Tautre égales à la moitié de la diagonaie
|/rt' -+- ù* de ce rectangle ; on a donc
pour une hyperbole quelconque, et, en particulier pour Thyperboie équilatère, K' = - a*. On donne souvent à cette constante K^ que nous venons d'exprimer en fonction des axes, le nom de puissance de Phy^jerbole.
THÉORÈME
1150. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole :
i"" Deux diamètres conjugués quelconques interceptent sur une tangente fixe ST deux segments CT et CS dont le produU est constant.
a° Une tangente TMT' détermine sur deux tangentes fixes et parallèles deux segments CT, C'T' dont le produit est constant {Jig. 590),
En effet :
i"" Le faisceau involutif formé par les divers couples de diamètres conjugués détermine, sur la tangente fixe SGT, une involution. Le point do
LIVRE VIII. — LES COURBES LSUBLLKS. 4' I
conlacl C esl lo poinl central de cette involulion, puisque son homologue est à l'infini, attendu que, lorsque S vient en C, T est sur le diamètre OD conjugué de OC, c'est-à-dire parallèle à CT. Le produit CT.CS o6t donc constant.
1*" Les droites OT et OT' étant respectivement les diamètres des cordes parallèles à MC et à MC sont deux diamètres conjugués, puisque ces cordes sont supplémentaires; d'ailleurs, S désignant le point où T'O
prolongée rencontre la tangente CT, les deux segments CT' et CS, symétriques par rapport au centre, sont égaux et do signe cmiraire; on a donc
CT.CT =^ - CT.CS = const.
lirSl. Le faisceau involutif dos diamètres conjugués n'a pas de rayons iloubles dans l'ellipse, tandis qu'il a pour rayons doubles les asymptotes dans r hyperbole. Donc ie produit
CT.CS
c.v/ négatif dans l'ellipse et positif dans r/tj'perbole, Quwità sa valeur absolue elle est, pour Tune et l'autre courbe, éjgale au carré jiu demidiamètre OD ftaraUèle à la tangente SCT. En effet, supposons que CT Hoit égal à OD; alors, dans l'ellipse {fig. 590), DT étant parallèle à OC, CT' et son égal SC sont égaux à OD; dans l'hyperbole {fig. 586), T est alors en 0 sur l'asymptote, en vertu de la définition (ilU) de la longueur du demi-diamètre non transverse OD, et comme c'est lo point double do l'involution, S est aussi en 6 et par suite CT comme CS est égal à OD.
GÉOMÉTRIE DANS L*BSPACE.
PROBLÈMES
1152. Voici quelques problèmes usuels relatifs à Tellipse et à i'h\perbole.
i" Construire une hyperbole connaissant les asjmptotes Ox et Oj ei un point E {Jig. 69 1).
En menant par le point donné E une droite quelconque, prenant les points d'intersection H et H' de cette droite avec les asymptotes, puis })ortant U'E' = EH, on aura un nouveau point £' de la courbe (11-tôj. La tangente E'T en ce point s'obtiendra en menant E'K parallèle à Or, puis en prenant RT = 0K (11 i8). On obtiendra ainsi autant de poiDt> que Ton voudra de Thyperbole et les tangentes en ces points.
Les axes seront dirigés suivant les bissectrices O^t et 0 ^ des angles des asymptotes. Le point £ et par suite la courbe étant ici situés dans Tangle yOx des asymptotes et dans son opposé par le sommet, ce sera sur la bissectrice Oa de TanglejO^r que sera l'axe transverse. En menant par £ la parallèle à 0 p jusqu'à ses rencontres R et S avec les asymptotes, et construisant la moyenne proportionnelle Ee entre les segments RE, ES, on aura (1119; la demi-longueur b de l'axe non Iransversc; on portera cette longueur de 0 en B, sur Op; puis, en menant BA parallèle à Ox, on obtiendra sur Oale point A qui donnera la demilongueur OA de l'axe transverse.
On pourrait, si Ton voulait, commencer par déterminer a eu menani par E une parallèle à 0 a.
•2° Construire les axes d'une hjrperbole ou d'une ellipse connaissant en grandeur et position un système tle diamètres conjugués.
Pour l'hyperbole, il faut indiquer en outre quel est celui des deux demi-diamètres donnés qui est transverse; l'extrémité de ce demi^dia-
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mètre est alors un poinl donné de la courbe, et, comme les diagonales du parallélogramme construit sur les diamètres conjugués donnés jfiont les asymptotes, on voit qu'on est ramené au problème précédent.
Pour Teilipse, on déterminera par le procédé du n"* 1 1 19 le couple 0.r, 0/ de rayons homologues rectangulaires dans le faisceau involutif formé d'une part par le couple donné OC et OD de diamètres conjugués et d'autre part par le couple dirigé suivant les diagonales OE et 01 du parallélogramme construit sur le premier couple. Puis, pour avoir, par exemple, la longueur de l'axe dirigé suivant 0.r, on observera que la projection P de E sur Ox est le pied de la polaire du point T où le côté DE, c'est-à-dire la tangente en E, coupe Ox, en sorte que la lonjîueur cherchée sera la moyenne proportionnelle entre OP et OT.
Nous laissons au lecteur le soin d'efîectuer cette construction; nous avons déjà donné ( 1071) une autre solution du même problème.
i* Trouver le diamètre conjugué d'un diamètre donné OM, connaissant en grandeur et en position un premier couple de diftmètres con^ jugués A A', BB' ifig, 592).
La solution est très-simple pour l'hyperbole. En menant les dia^o-
Fiç. 593.
iiales du parallélogramme construit sur les deux diamètres AA' et BB\ on a les asymptotes OC et OD. Or, le diamètre cherché ON est le conjugué harmonique du diamètre donné OM par rapport à l'angle COD dos asymptotes; on aura donc un point K de ce diamètre ON, en menant une parallèle à OD, et en portant sur cette ligne, à partir du point I où elle coupe OC, un segment IK égal et opposé au segment IG intercepté dans l'angle COM.
Pour l'ellipse, on opère de même. Seulement, après avoir trouvé lo point K, on mène par ce point une parallèle à OA, jusqu'à sa rencontre 11 avec OB, et Ton prolonge RH d'une quantité ^égale HK'.
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OK' sera le diamèlre conjugué de OM. En effet, prenons pour a\c? coordonnés les droites OA et OB, et soient x et^ les coordonnées d'un point quelconque de OM, xi eijn les coordonnées du point K, x' et,», les coordonnées du point K'. Puisque OK est le conjugué de OM dan^ rhyperbole qui a pour diamètres conjugués
OA = a'
et
OB
on a la relation
Xi .r a'* (]ui, à cause des égalités évidentes
j' = rt, x' = — .r,, devienl
OK' el OM sont de ne conjugués par rapport ù l'ellipse ayant OA et (>H pour diamètres conjugués.
1153. Construire dans l'ellipse ou dans V hyperbole un couple tle diamètres conjugués faisant entre eux un angle donné.
A Taide d'un cercle C passant par le centre 0 et conformément aux prescriptions du n° 1119, on construira le point co relatif au faisceau iovulutif formé par les divers couples de diamètres conjugués; il suffira pour cela de connaître deux premiers couples, par exemple les deux asymptotes dans rhyperbole, et dans rellipse les axes et les diagonales do leur rectangle. 11 restera à mener par co une sécante détachant dans le cercle une corde pq qui soit vue du point (o sous Fangle donné 0; Opt\ Oq formeront alors le couple cherché. Or le tracé de la sécante en question revient à inscrire dans G un triangle ayant l'un de ses anglo égal à 0, puis à mener par le point co une tangente à un cercle concentrique au cercle C et tangent au côté du triangle qui est opposé â l'angle 6.
Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer les constructions et de
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faire la discussion qui est facile et intéressante et qui montre une fois do plus Tutilité de Tinvolution.
1154. La parabole étant tangente à la droite de l'infini, son centre, qui est le p61e ou le point do contact de cette tangente, disparaît à l'infini. Donc, tous les flianiéires ax^ nu^ ÂX, ..., sont parallèles , et cette courbe n"a qiCun axe AX à distance unie. Le point À, où cet axe rencontre la courbe, est le sommet {fig, SgS) de la parabole.
Fig. 593.
'kl
Une tangente mobile détermine sur deux tangentes fixes d*une conique deux divisions homograpbiques (1130) ; dans la parabole, ces deux divisions homograpbiques sont semblables ( 1 102 ), puisque, la droite de l'infini étant une des positions de la tangente mobile, les points à l'infini dans les deux divisions sont bomologues. Donc, toutes les tangentes à Ui parabole divisent deux tangentes fixes en parties proportionnelles ;^i réciproquement, 41 fleux droites fixes sont divisées en parties proportionnelles, C enveloppe des droites qui joignent les points homologues est une parabole tangente aux deux droites fixes. Cette propriété est très-utile dans les applications.
Prenons pour axes de coordonnées un diamètre quelconque ax et la tangente ax à son extrémité /i ; ut et /i étant deux points quelconques de la parabole, menons les ordonnées mr et nq^ la droite €ut et le diamètre nu qui coupent respectivement mr en c et en c\ On a (1147)
mni!i
mr ~ nr.rc';
, . rc nn
nf^nqy et — = -^
' ar aq
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Donc
rc.rc mr __ nq
OU
ar ar aq
En d*aulres termes, l'expression ^ est constante ; en la désignant par a/', réquation de la parabole rapportée aux axes de coordonnées ax^\ay^\
La valeur de p varie avec la position du point a de la courbe, que Ton prend pour origine. Au sommet A, les axes deviennent rectangulaires, et la valeur correspondante de la constante p est ce qu'on appelle le parthmètre de la parabole.
Soit nt la tangente en n qui coupe ax en /; nq est la polaire du point t (li36); par suite, les quatre points r, a^q^co , forment un système harmonique; on a donc a/ = —aq^ d'où tq = ^aq. Ainsi, dans la parth bole, la sous-tangente (c'est-à-dire la portion tq du diamètre ax comprise entre les pieds de l'ordonnée et de la tangente] est double (le i*abscisse du point de contact,
POTBBS ET DIRECTRICES.
1155. On nomme foyer tout point du plan d'une conique autour duquel chaque droite est perpendiculaire à sa conjuguée.
Un foyer ne peut se trouver que sur un axe; car, pour tout autre poiot du plan, le diamètre qui passe par ce point et la parallèle an conjogué de ce diamètre forment un couple de droites conjuguées non reclaogulaires.
Pour prouver ()u'un point F d'un axe est un foyer, il suffit de démom tror qu'on peut mener par ce point F un couple de deux droites conjuguées rectangulaires et non parallèles aux axes ; car l'axe proposé et la parallèle à l'autre axe menée par le point F formeront un second couple de droites conjuguées rectangulaires, et Ton sait j( 11 19) qu'autour don point tous les couples de droites conjuguées sont rectangulaires dès qu6 deux couples le sont.
Gela posé, considérons V ellipse, — Soient 0, le centre; Oir et Oi^, les directions des deux axes dont nous désignerons les demi-longueurs par a et p ; 0> et OfA, les directions des diagonales du rectangle construit sur les axes; F, un point quelconque de l'axe Ok, et GDP, la polaire da point F par rapport à l'ellipse (jig. 594 ). Menons FQ parallèle à Oli. Lb pôle de FQ sera sur la polaire GD de F et sur la polaire du point à linfini de FQ ou de OX, c'est-à-dire sur le diamètre Of* conjugué de OX:
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co sera donc le point P commun à GD età Oa, de sorle que FP sera
Fie. ^c4«
la conjuguée de FQ. Donc, pour que F soit un foyer, il faut et il suffît que l'angle QFP soit droit, c'est-à-dire qu'on ait
Maison a
FD =PD.DQ-^DG.DQ.
OF OD
D ailleurs, puisque GP est la polaire de F, on a (i) OF.OD^^a'.
Hn multipliant (i) et (a), on obtient
Of' = «» - p\ d'où OF -= ± )/x' -p.
Il y a donc sur Ou deux foyers qui sont réels ou imaginaires, suivant que a est supérieur ou inférieur à p. Ainsi, Tellipse a deux foyers réels sur le grand axe et deux foyers imaginaires sur le petit axe; et, si l'on désigne par a, 6, r, le demi-grand axe, le demi-petit axe et la demi-distanoe focale OF, on a
Considérons maintenant Vhfperboie, — Soient 0 le centre; Ou et Op
U. 01 M C. — Tr. d9 Géom. (Il* Partie). 2^
Ai8
GEOMETRIE DAX8 L^ESPAGB.
les directions des deux axes dont nous désignerons les demi-ionguears (1149) par a et P; 01 une asymptote; F un point quelconque de l'axe 0//, et GD la polaire du point F par rapport à Thyperbole (fig. SgS). Menons FQ parallèle à 0>; le pôle de FQ sera sur la polaire G D de F et
Hç. 5g5.
sur la polaire du point à Tinfini de FQ ou de 0^^ c'est-ft-dire sur OX puisqu'une asymptote est sa propre conjuguée; ce sera donc le point G commun à 0> et à GD, de sorte que FG sera la conjuguée de FQ. Donc, pour que le point F soit un foyer, il faut et il suffit que Tangle GFQ soil droit, c'est-à-dire qu'on ait
Mais on a
DF = DG.QD.
Op_DG_p "DF ■" ÔD *" i'
On en déduit, comme ci-dessus,
doù
OD " a» ' OD "" «» ■
D'ailleurs, puisque GD est la polaire de F, on a (a) OD.OF=±a»,
le signe convenable étant -t- si Ou est Taxe transverse, et — si On est l'axe non transverse. En multipliant (i) et (2), on obtient
0F'=db(a»-4.f») d'où 0F=:±:v'dt(«>-t.6>).
Ainsi, rhyperbole a deux foyers réels sur Paxe transverse et deux
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foyers imaginaires sur l'axe non transverse. En désignant respectivement par a, b^ c, le demi-axe transverse, le demi-axe non transverse et la demidistance focale OF, on a
iir>6. Dans le plan d'une conique à centre, considérons deux droites conjuguées rectangulaires quelconques Âsel Ât (fig, 5(,6).
Fifr. 596.
Soient n et n* les points où ces deux droites rencontrent le diamètre OC relatif aux cordes parallèles à //. m et m' les points où elles coupent Tun des axes de la conique, et enfm F et F' les foyers situés sur cet axe. En menant par F des parallèles à ks et à kt jusqu*à leurs rencontres p et p* avec le diamètre OC, on a
On*
d*où, en multipliant,
OF
0/w On
OF
"~ tt::!^
Op
OF
Om.Om'
0/1. 0/i' Op.Op*
Or les dénominateurs sont égaux l'un et l'autre à OC , puisque n et n* sont conjugués par rapport à la conique aussi bien que p et p'. Les numérateurs doivent donc être égaux, et Ton a
0/it.O/it's= c*.
Donc le segment compris entre les detix foyers situés sur un même axe est fliçisé harmoniquement par tout couple de droites conjuguées rectan^ pilaires p ou, en d'autres termes, les divers couples de droites conjuguées rectangulaires déterminent sur chacun des axes de la conique une inço" iution dont lé point central est le centre de la conique, et dont les points doubles sont les foyers réels ou imaginaires appartenant à cet axe*
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1157. Quand nous parlerons désormais des deux foyers d*uiie cooiqœ, il 8*agira, à moins d'avertissement contraire, des deux foya« réels.
Les deux droites conjugujées rectangtdaires qui passent par un point quelconque du plan d^une conique sont les bissectrices des angles former par les droites qui unissent ce point aux deux foyers. Car ces quatrv droites, divisant harmoniquement Taxe focal, forment un faisceau barmo» nique, et, comme les deux premières sont rectangulaires, elles sont \^ bissectrices des angles formés par les deux autres.
En particulier, si le point considéré appartient à la conique, les detii droites conjuguées rectangulaires qui passent par ce point sont la tangente et la normale. Donc, dans toute conique à centre^ la tangente et la normale sont les bissectrices des angles que forment les deux rayons vecteurs menés de ce point aux deux foyers.
Dans Tellipse comme dans Thyperbole, les deux foyers réels sont à Tintérieur de la courbe ; cela résulte des formules du n*" 1155. Quant au centre, on sait qu'il est intérieur pour l'ellipse et extérieur pour l'hyperbole. — Il suit de là que, si M est un point de la conique, et si F et F' sont «e^ foyers, le triangle MFF' est intérieur à l'ellipse, tandis que pour l'hyperbole il est en partie intérieur et en partie extérieur. Donc, si, parlant du point M, on veut, en se déplaçant un peu sur les droites MF et BfF', resitr à Fintérieur de la courbe, il faudra se déplacer, pour l'ellipse, dans le sens de MF et de MF', et, pour l'hyperbole, dans le sens de Tune de cc^ droites et dans le sens opposé à l'autre.
Comme, dans tous les cas, la tangente en M est extérieure à la courbe, on voit que dans Tellipee la tangente est en dehors de l'angle FMF' de^ deux rayons vecteurs, tandis que dans l'hyperbole la tangente est extérieure à l'angle formé par l'un des rayons vecteurs et par le prolongemenl de l'autre ; en d'autres termes, la bissectrice de l'angle FMF' est dans Tellipse la normale en M, et dans l'hyperbole la tangente au même point.
1158. La polaire d'un foyer prend le nom de directrice.
L'ellipse et l'hyperbole ont donc chacune deux directrices DHD,, D'H'D', {Jig, 597], qui sont perpendiculaires à l'axe A'OA qui contient le? foyers réels ; elles sont situées de part et d'autre et à égale distance du centre, extérieurement à la courbe, puisque les foyers réels qui en sont les pôles sont intérieurs (1138). Les points A', F, A, H, formant un système harmonique, on a
Ôî* = OF.OH, d'où l'on déduit
pour la distance du centre aux directrices.
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De la déBnition mômp du foyer et de la directrice, il résulte que ia polaire Yï* d^un point quelconque 1 €le la directnce DD, passe par le
Fig. 597.
p^yer F et est perpendiculaire sur la droite qui joint le point 1 au fo^er. Par suite , si l'on prolonge une corde quelconque MN d'une ellipse ou d'une hyperbole jusqu'à sa rencontre en I avec la directrice y la droite IF et la polaire FT du point I sont les bissectrices des angles formés par les rayons vecteurs FM rt FN; car, d*aprè3 la définition même de la polaire, le faisceau (FI, FN, FT, FM) est harmonique, et nous venons de voir que les deux rayons FT et FI sont rectangulaires.
Dans r ellipse et dans l* hyperbole y le rapport des distances MF et MP (Vun point quelconque M de la courbe au foyer Y et à la directrice correspondante DD, est constant. Car, si N est un autre point quelconque de ia courbe, et I le point où la corde MN rencontre la directrice, la droite FI est bissectrice de l'angle NFG ; on a donc
MF
NF
MI NI
ou
MP
NO
MF
InF
Pour trouver la valeur constante du rapport rip > il suffit de considérer
le point B; sa distance au foyer est égale à <?, et sa dislance à la direc-
trice est 011 =r _ : le quotient est - ; on le désigne habituellement par r,
et on lui donne le nom d'excentricité; il est moindre que un pour Tellipso et plus grand que un pour l'hyperbole.
ii59. Dans l'ellipse la somme y et dans l'hyperbole la différence des rayons vecteurs MF r/ MP, qui joignent un point quelconque fA de Ut courbe aux deux foyers, est constante.
Car, des relations
M F r MF' /•
m*~7i' MP' "tf'
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on déduit
MF -4- MF _ c MF - Mr _ e
^'' MP-hMF~// Ml'-MP'~ô'
Or, dans Tellipse, MP -+- MP' = HH' = a — 5 donc, en vertu de la premiête
des égalités (t),
MF -f. MF =2/7.
Dans rhyperbole, MP — MP' = HIl' = 2-71 donc, en vertu de la seconde
des égalités (1),
MF-MF = a«.
On retombe ainsi sur les définitions élémentaires de ces courbes, fi Ton peut dès lors regarder comme acquises les propriétés et les constrOctions établies aux §§ I, II, IV du Livre VIII.
llf 0. Considérons maintenant la parabole.
Le centre, qui est le point central de Tinvolution tracée sur Taxe AX {fig. 593) par les pieds des divers couples de droites conjuguées rectangulaires, élantà rinfini, Tinvolutiona Tun de ces points doubles à Tinfini^et l'autre point double est le /o^^r unique de la parabole. // dhise en deux parties égales (1114) le segment intercepté sur le grand axe par deux droites conjuguées rectangulaires quelconques, et en parliculier/Mrr la tangente et la normale en un point quelconque de la parabole; d'où Ton conclut (339) que ^ tangente et la normale en un point quelconque tle la parabole sont les bissectrices des angles formés par la parallèle n taxe menée par ce point et le rayon vecteur mené de ce point au foyer ^
La directrice ou polaire du foyer est perpendiculaire à Taxe, et extérieure à la courbe, puisque son pôle est intérieur comme doit Tétre tout foyer réel (il5S). Le foyer et la directrice sont d'ailleurs à égale distance du sommet (1158).
On voit, comme au numéro précédent, que : \* la polaire d*un point quelconque de la directrice est perpendiculaire sur la droite qui Joint ce point au foyer; 2' la droite qui joint le foyer à ^intersection de la direc' trice et d'une conle quelconque de la parabole est la bissectrice du snpplément de V angle formé par les rayons vecteurs des points où la corde coupe la parabole.
On en déduit que le rapport tles distances d*un point quelconque de la parabole au foyer et à la directrice est constant ; comme le sommet est équidistanl du foyer et de la directrice, la constante est égale à un; donc tout point de la parabole est équidistant du foyer et de la directrice. On
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retombe ainsi sur la définition de la parabole donnée au n"" i027, et nous pouvons alors regarder comme acquises toutes les propriétés et toutes les constructions données dans les §§ III et V. En particulier, le paramètre p représente la distance du foyer à la directrice; il est aussi égal à la sousnormale comptée sur i'axe, c'est-à-dire à la partie de Taxe comprise entre les pieds de Tordonnée et de la normale. (Il importe de remarquer que, lorsque la parabole est rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente correspondante, la sous-tangente est toujours double de l'abscisse, mais la sous-normale n'est plus constante et égale au paramètre; cette dernière propriété n'est vraie que dans le cas où la parabole est rapportée à son axe et à la tangente au sommet. )
1161. Lorsque plusieurs coniques ont les deux mêmes foyers, on dit qu'elles sont confocales.
Deux coniques confocales ont le même centre, et leurs axes sont dirigés suivant les mêmes droites; elles ont aussi les mêmes systèmes de droites conjuguées rectangulaires (llb5).
Deux ellipses, deux hyperboles, une ellipse et une hyperbole peuvent être confocales ; mais une parabole ne peut être confocale que d'une parabole.
Si par un point on mené rteux tangentes a une conique et fleux tangentes à une conique confocale, les angles des deux premières tangentes et les angles des deux autres ont les deux mêmes bissectrices.
Par un point P du plan d*ttne conique, on peut mener deux coniques confocales avec la première; ce sont une ellipse et une hyperbole si la conique primitive est une ellipse ou une hyperbole; ce sont deux paraboles de sens opposés si la première conique est une parabole. — Ces deux coniques se coupent orthogonalement, car leurs tangentes au point P sont les bissectrices des angles que forment les droites menées de ce point P aux deux foyers de la conique primitive.
1162. Les foyers jouissent de propriétés caractéristiques autres que celle qui nous a servi à les définir, et qui méritent d'être rapportées, nonseulement parce qu'elles sont très -utiles dans les recherches géométriques, mais encore parce qu'elles permettent de généraliser l'idée de foyer et d'étendre cette conception aux courbes d'ordre quelconque.
1* Considérons une conique quelconque C , intersection d'un cône de révolution par un plan P et une sphère inscrite dans ce cône. Soient Q le plan du cercle de contact de la sphère et du cône, 7 le cercle intersection de la sphère et du plan P, et D la droite commune aux plans P et Q.— D'abord, il est aisé de voir que le cercle 7 passe par les points let r (réels ou imaginaires) où la droite D rencontre la conique C; en elîet, les points I et T appartiennent d'une part au plan P, et, d'autre
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part, à la sphère, puisque, faisant partie à la fois du cône et du pian Q. ils sont sur le cercle de contact du cône et de la sphère. — En second lieu, la conique C et le cercle 7 se touchent en I et en F; en eflet, la tangente en I à la conique est l'intersection du plan P et du plan tangent au cône ; la tangente au cercle 7 est l'intersection du plan P et du plan langent en I à la sphère; or, le point 1 étant sur le cercle de contact du cône et de la sphère, les deux plans tangents en question coïncident.
En résumé, le cercle 7 a un double contact (réel ou imaginaire) aver la conique C, et la droite des contacts est la droite D. — Faisons mainte* nant varier la sphère inscrite jusqu'à ce qu'elle touche le plan P; !<" rayon du cercle deviendra nul, ce cercle se réduira à un point qui est (1086) un foyer, et la droite D deviendra la directrice relative à ce foyer. On est ainsi conduit à regarder le Joyer d'iine conique comme un cercle de rajron nui doublement tangent n la conique ; la corde des con' tacts est la directrice relative h ce foyer,
7^ On sait (ilii ) que, si l'on a dans un même plan des angles d^um' même grandeur et placés d'une manière quelconque, pourvu qu'ils soient formés dans le même sens de rotation, leurs côtés tracent sur la droit** à l'infini deux divisions homographiques dont les points doubles sont, quelle que soit la grandeur commune de ces angles, les points cycliques du plan. Si les angles sont droits, les deux divisions homographiques forment une involution; donc, les points cycliques d'un plan divisent harmoniquement le segment intercepté sur la droite à l'infini par un angle droit situé d'une manière quelconque dans ce plan.
Cela posé, considérons plusieurs couples de droites conjuguées issu(>s d'un même point du plan d'une conique ; ces divers couples forment (1138) un faisceau involutif dont les rayons doubles sont les tangentes réelles ou imaginaires menées à la conique par le point considéré. Si ce point est un foyer, tous les couples de droites conjuguées sont rectangulaires, ei, par suite, d'après l'alinéa précédent, les rayons doubles du faisceau, c'est-à-dire les tangentes imaginaires menées à la conique par le foyer, passent par les points cycliques du plan. Ainsi, on peut considérer ^ foyers comme fies points tels que les tangentes à la conique menées par ces points passent par les points cycliques du plan.
Des deux points cycliques on peut mener à la conique deus couple» de tangentes, dont Tensemble forme un quadrilatère imaginaire ctrcon* scrit à la courbe; les deux diagonales de ce quadrilatère sont les axes, et ses quatre sommets, dont deux réels et deux imaginaires, sont les foyers. La parabole étant tangente à la droite de l'infini, un foyer réel est à Tinfini, les. deux foyers imaginaires sont les points cycliques, el il ne resie plus qu'un foyer réel à distance finie.
11 résulte de là : i" que deux coniques qui ont xxn foyer comnmnoiu
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fiatx tangentes communes passant par ce foyer; ce sont les droites qui vont de ce foyer aux points cycliques du plan; les cordes de contact sont les directrices de l'une et de Fautre conique relatives à ce foyer ; a* que deux coniques confocales, c'est-à-dire qui ont deux foyers communs, ^017/ inscrites dans le même quadrilatère imaginaire.
Cette notion très-féconde des foyers considérés comme des points tels que les tangentes correspondantes passent par les points cycliques du plan est due au géomètre PlUcker (Journal de Crelle, t. X), qui a ainsi pu étendre l'idée de foyer aux courbes algébriques d'ordre quelconque : on appelle foyers d^une courbe plane d* ordre quelconque les points communs aux tangentes menées à la courbe par les points cycliques de son plan.
4i63. Voici quelques formules utiles :
I "^ Considérons une ellipse rapportée à son centre 0 et à ses axes OA — ^ et OB = A ijig, 598) : ]M étant un quelconque de ses points, soient x et j ses coordonnées OP et MF, p et o' les deux rayons vecteurs MF et MF', et b' la longueur du demi-diamètre conjugué de OM. Menons la tangente TMT' et la normale MNN', la perpendiculaire MD sur la directrice, et les perpendiculaires OB, FK, F' K', abaissées du centre et des foyers sur la tangente.
On a
(11 p T r ti — cx^ u* -- n-^r ex^ b*^ — «*— c'.r*= pp',
(0 OT--^, or- , PM = ÎÎ — ^,
(3) ON--,.r, ON'--^|r. PN^^x,
( 4 ) MN - - yf^' = —, MN' - '/ yj^u' = ^\ MN . MN' = U\ a ^^ a b ^^ b
La première des formules (1) résulte de la relation
FM-=r.MD = ^(OU-OP).
La troisième des formules (i) s'obtient en faisant la somme des carrés des valeurs ( 8 ) du n** 1 i 4 /, et en ayant égard à la position du point M sur l'ellipse. — Les formules (a) sont une conséquence de la théorie des pôles et polaires. — La première formule (3) i*ésulte de la théorie des foyers, et la seconde de la similitude des triangles ONN', NPM. — On obtient la première formule ( 4 ) en appliquant la formule du n"" 238, et la seconde résulte de la similitude de:« triangles ONN', NPM. — Enfin, les deux premières formules (5) s'obtiennent à Taide du théorème du
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n*" 995 et de la similitude des triangles FMK, F'MR', qui donne le rapport de FR à F'K'; la troisième s'en déduit en prenant la demi-somme.
ti" En changeant ^ en — 6', on a des formules analogues pour Vhy perbole.
3° Considérons une parabole rapportée à son axe âjt et à la lao* gente A^ au sommet (fig. 599). M étant un quelconque de ses poini$. soient xeiy ses coordonnées AP et MP, p le rayon vecteur MF, p le paramètre FH — 2AF, et 0 rinciinaison de la tangente MT sur l'axe. Menons la normale MN, et abaissons la perpendiculaire FK du foyer sur la tangente MT.
On a
TP^ar, PN=/[i, TN=/>-+-j:, 0 = FI' ^ -TN = ^' --x. Le triangle rectangle FTK donne ensuite
lK^ = TF.TA = px, Kf' = FT.AF= ^p,
d'où
MT -= tipj*. MN =r/?p.
Enfin, dans le triangle rectangle TMN, on a
tangG =s
MT TP
LIVRB Vlll. ~ LES COUEBBS USUELLES. 4^7
OU encore, d'après ce qui précède,
Remarquons que le paramètre /> de Ja parabole, exprimant la distancedu Toyer à la directrice, est égal à Tordonnée du foyer. On donne également le nom de paramétre, dans l'ellipse et dans l'hyperbole, à l'ordonnée du foyer; pour avoir sa valeur en fonction des axes a et 6, il suffit
c a^ de multiplier par e ou - la distance c du foyer à la directrice, ce qui
donne — • a
COMPLEMENT DR LA MÉTHODE DES POLAIRES rAgIPROQUES.
1i6i. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de compléter et de généraliser la théorie que nous avons exposée aux n"^ 348 et suivants.
Nous tiommerons origine le centre 0 du cercle auxiliaire par rapport auquel on prend les pôles et les polaires, et nous désignerons par R son rayon.
La polaire réciproque d*un cercle C situé (fune manière quelconque par rapport au cercle auxiliaire 0 est une conique qui a pour foyer l'origine 0 et pour directrice la polaire MM' du centre C du cercle proposé (Htr rapport au cercle auxiliaire [Jfg. r>oo),
Flp. 6oo.
En effet, désignons parp le rayon du cercle proposé C et par ^ la distance OC de son centre à l'origine. TP étant une tangente quelconquo du cercle C et Q son pèle par rapport au cercle 0, on a (354, 2"), en désignant par QN la distance du point Q à la droite MM',
QN
OÇ CP
us
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Le rapport des distances du point variable Q au point fixe O et à la droite fixe MM' est donc constant.
L*excentricité - de la conique obtenue est inférieure, supérieure ou
égale à un, suivant que S est inférieur, supérieur ou égal à p. Donc, in conique est une ellipse, une hjrperbole ou une parabole , suipant que i*origine 0 est intérieure, extérieure au cercle proposé C ou située sur la circonférence (le ce cercle.
Cette proposition, combinée avec le principe du n° 350, permet de déduire de toute propriété du cercle une propriété focale des coniques.
Comme exemple, transformons la propriété de Tangle inscrit : Vanglr MAB, formé enjoignant un point variable d'une circonférence de cercte à deux points fixes de cette circonférence, est constant et égal à la moitié de V angle au centre ÂCB correspondant. Au cercle, répondra une conique ayant pour foyer Torigine 0 et pour directrice la polaire y du point C par rapport au cercle auxiliaire 0 ; aux points A, B, M, répoodroot deux tangentes fixes a et 6, et une tangente variable /a de la conique. Le< points d'intersection de p et a, de /a et 6, de 7 et a, de 7 et €, seront iv^ pectivement les pôles des droites MA, MB, CA,CB, et par suite, en verln du principe du n" 330, on aura ce théorème : Vangle sous lequel on voit du joyer 0 d^une conique la portion d'une tangente mobile pi comprime entre deux tangentes fixes et et ^^ est constant et égal à la moitié <L r angle sous lequel on voit du foyer la portion de la directrice 7 comprise entre les deux tangentes fixes a et p.
Voici d'autres exemples :
Deux tangentes d'un cercle sont également inclinées sur la corde des contacts.
Le lieu du sommet d'un angle de grandeur constante circonscrit à un cercle est un cercle concentrique, et la corde des contacts enveloppe un cercle aussi concentrique.
Si une corde dUin cercle est vue sous un angle constant d'un point
La droite qui joint le foyer d^unr conique à l'intersection de deus tangentes divise en tieux partia égales l'angle sous lequel on voit du foyer la corde des contacts.
Si une corde d'une section conique est vue du foyer sous un angie constant, cette corde enveloppe uw section conique ayant mémefo)rr et même directrice que la proposée; le point de concours des tangentes eutx extrémités de cette corde décrit une section conique ayant aitssi même foyer et même iùrectrice qut la proposée.
Le lieu du sommet d*un angle de grandeur constante circonscrit à k
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fixe k de la circonférence^ cette corde enveloppe un cercle concen^ trique.
Les projections d*un point A d^une circonférence de cercle sur les côtés dUin triangle inscrit quelconque sont en ligne droite.
parabole est une conique ayant le même foyer et la même directrice.
Si, par les sommets d'un triangle circonscrit à une parabole, on élève des perpendiculaires sur les droites qui Joignent ces sommets au foyer F, les trois perpendiculaires concourent en un même point I.
Dans les deux derniers exemples, on a pris pour origine le point A ; et, comme ce point est sur la circonférence, la transformée de cette circonférence est une parabole. Observons, en outre, qu'en vertu du dernier théorème oblenu, si Ton décrit un cercle sur FI comme diamètre, ce cercle passera par les sommets du triangle circonscrit ; de là celte proposition : Le lieu des foyers des paraboles tangentes à trois droites fixes est le cercle circonscrit au triangle formé par ces trois droites.
H65. La polaire réciproque d'une conique C par rapport à un cercle auxiliaire 0 est une conique C.
En effet, la conique C peut élre considérée (ll'M)) comme l'enveloppe des droites mm' qui joignent les points homologues m et m de deux divisions homographiques tracées sur deux tangentes Gxes L et L'. Or, soient \ V, fi, les pôles des tangentes fixes L et L' et de la tangente mobile /n/ii'; les droites V» ^V» décriront deux faisceaux homographiques. Car les droites issues de ^ répondant anharmoniquement aux points de la division L, et les droites issues de V aux points de la division L' (1 108), quatre droites quelconques issues de À auront même rapport anharmonique que les quatre droites homologues issues de \\ attendu que quatre points quelconques de la division L ont même rapport anharmonique que les quatre points homologues de L'. Donc le lieu des points /x est une conique qui passe par les points > et X' (1131, a'*).
A chaque propriété des coniques en répondra dès lors une autre par la méthode des polaires réciproques.
Voici des exemples :
Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une ellipse ou à une hyperbole est un cercle.
Le lieu des prcjections d* un foyer
Vcnveloppe des cortles tl'une CO' nique, qui sont vues sous un angle droit d*un point fixe du plan de la conique, est une autre conique dont ce point fixe est le foyer.
Si par cfuique point d'un cercle
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sur les tangentes d^ une ellipse ou d*une hyperbole est un cercle.
on élèt^e une perpendiculaire sur la droite gui /oint ce poini à un jfoint fijce^ V enveloppe de ces jicrpendicn'laires est une conique dont ce potat
fixe est le foyer.
il66. Reportons-nous au théorème du n*" 353. Si, sans rien changer au raisonnement, on avait pris pour origine de la transformation un point quelconque au lieu du centre du cercle circonscrit au quadrilatère, on aurait obtenu pour théorème corrélatif :
Dans tout quadrilatère circonscrit à une conique, le produit des diitances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est tians un rapffort constant avec le produit des distances des deux autres sommets à la même tangente.
Cette dernière proposition, transformée à son tour par la méthode des polaires réciproques, donne alors :
Dans tout quadrilatère inscrit à une conique, le produit des distances dUin point quelconque de la conique à deux côtés opposés est dans un rapport constant avec le produit des distances du même /wint aux deux autres côtés.
Ce théorème est attribué à Pappus. On doit remarquer la manière dont nous Tavons obtenu et qui consiste dans une double application de ia méthode des polaires réciproques.
Les explications données au n" 353 permettront au lecteur de voir luimême comment ces théorèmes peuvent se généraliser et s'étendre à des polygones. Nous appellerons ici, au contraire, Tattention sur un cas particulier. Lorsque deux côtés opposés du quadrilatère inscrit deviennent tangents à la conique, les deux autres se confondent avec la corde de contact, et le théorème de Pappus devient le suivant : Le produit des distances d'un point quelconque d'une conique aux deux côtés ePun angle circonscrit est dans un rapport constant avec le carré de la distance du même point à la corde de contact. Le théorème corrélatif s*énonc6 : Le produit des distances de deux points fixes d^une conique à une tangente variable est dans un rapport constant avec le carré de la distance de f intersection des tangentes aux deux points fixes à la même tangente variable; il résulte immédiatement de la propriété des quadrilatères cir« conscrits, lorsque Ton suppose que deux côtés adjacents du quadrilatère viennent se confondre avec les deux autres.
il67. On peut généraliser toute cette théorie en substituant ao oerck
auxiliaire, par rapport auquel on prend les pôles, une conique auxiliaire :
La courbe polaire réciproque d*une conique quelconque par rap*
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porl à une coniqfie auxiliaire est encore une conique. La démoDSlralion du n* i 165 s'applique sans modiGcations.
La méthode ainsi généralisée se prête avec la même facilité à la transformation des propriétés descriptives; mais il n'en est plus de même pour les propriétés métriques, et, quand il s'agit de transformer de telles propriétés, il convient de prendre un cercle auxiliaire.
La transformation par polaires réciproques, avons-nous dit au n* 349, laisse ignorer comment on pourrait démontrer directement les propositions que l'on découvre de la sorte. Ce reproche ne s'adresse qu'à la manière dont on applique ordinairement la méthode, eu se bornant à transformer les énoncés ; mais, en réalité, comme l'a montré M. Mannheim ( Transformation des propriétés métriques^ 18^7)» la méthode se prête à la transformation des démonstrations. Une démonstration n'est, en effet, qu'une chaîne de propositions qu'il suffît de transformer une à une pour avoir les anneaux successifs de la chatne qui constitue la démonstration directe. Cest ainsi que nous avons procédé en définitive aux n"* 326 et 327, 328 et 329, etc.
1168. Deux courbes polaires réciproques sont telles, que chacune d'elles est coupée par une droite quelconque en autant de points (réels ou imaginaires) qu'on peut mener de tangentes (réelles ou imaginaires) à l'autre par un point donné quelconque. On nomme classe d'une courbe algébrique le nombre des tangentes réelles ou imaginaires qu'on peut mener à cette courbe d'un point quelconque. D'après cela, on peut énoncer la propriété précédente de cette manière plus concise : Quand deux courbes sont polaires réciproques^ tordre de rune est égal à la classe de l'autre.
Les coniques sont des courbes de la seconde classe, et, inversement, toute courbe de la seconde classe est une conique.
D'après la déQnition que nous avons donnée au n*" il62 des foyers des courbes planes d'ordre quelconque, on voit qu'u/ie courbe de la classe n possède n^ foyers, puisque l'on peut mener à cette courbe n tangentes de chacun des deux points cycliques, et que ces deux faisceaux de n droites ont/t' points communs, dont n seulement sont réels; ce sont ceux qui sont founiis par la rencontre de deux tangentes imaginaires conjuguées.
Si la courbe est tangente à la droite de l'infini, le point de contact à l'infini est un foyer réel, et il n'y a plus que n ~ i foyers réels à distance finie. Quant aux foyers imaginaires, il y en a ( ^1 — 1 )' — (/i — 1 }, outre les deux points cycliques qui, par conséquent, tiennent lieu chacun de /i — 1 foyers.
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PROPRIÉTÉS DES POINTS ET DBS DROITES IMAGfKAIRES.
Ii69. Nous avons expliqué (1044) commenl un syslème de deux quanlités réelles x et y y dites coordonnées , délermine la position d*UQ point du plan; oe point est dit réel. Par analogie, on dit que deux quaniitéâ imaginaires, x' et y, c'est-à-dire deux quantités de la forme
( i) x' — ^/ -H ^/, y = a' -H b'iy
où ^, by d y b\ désignent des nombres réels et i le symbole v^^^^, déterminent un point imaginaire dont elles sont les coordonnées. Deux point« sont appelés imaginaires conjugués lorsque leurs coordonnées sont respectivement imaginaires conjuguées ; ainsi le point imaginaire conjogvé de celui que déterminent les valeurs (i) a pour coordonnées
Nous avons vu (1134) qu'une équation du premier degré
(3) Ax-f-Bj-HC = o,
dont les coefficients A, B, C, sont réels, représente une ligne droite, ce qui veut dire que le lieu des points réels dont tes coordonnées satisfootà cette équation est une ligne droite. Par analogie, on nomme droite imaginaire l'ensemble des systèmes de valeurs imaginaires de x et de ^ qui satisfont à une équation du premier degré à coefficients imaginaires
Deux dh)ites sont appelées imaginaires conjuguées lorsque les ooefficients de leurs équations sont respectivement imaginaires conjugués; ainsi, la droite imaginaire conjuguée de celle qui a pour équation (4) est représentée par Téquation
(5) (A'-A''/)x-+-(B'-B''/)7-f-C'— CV=o.
De ces définitions, résultent les conséquences suivantes : i** Toute droite réelle contient (outre une infinité de points réels) une infinité de points imaginaires; car, pour toute valeur imaginaire attribuée à Xy l'équation (3) donne une valeur imaginaire correspondante de/, a" Une droite réelle qui contient un point imaginaire contient aussi son conjugué; car, si Ton exprime que les valeurs (i) ou les valeurs (a) satisfont À réquation (3), on trouve dans les deux cas les deux mêmes conditions
An -h B6 -t- C = o, Afl'-+- B^'= o.
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Réciproquement, ia droite qui contient deux points imaginaires conjugués est réelle; en effet, l'équation
représente la droite qui passe par les points réels ou imaginaires dont les coordonnées sont y ety, x* et y, attendu que cette équation est du premier degré et qu'elle est satisfaite soit par x^x' et j = y, soit par jc == x'et/ =y» Or, si les deux points sont imaginaires conjugués, c'està-dire sij/ et y, x' et^-* ont respectivement les valeurs (i) et (a), lasubsUtution de ces valeurs réduit l'équation à la suivante :
b'x-^ bx= ab'^ ba\
qui a ses coefficients réels.
3* Toute droite imaginaire contient un point réel et un seul, qui appartient aussi à sa conjuguée; car, pour qu*un couple de valeurs réelles de x et dej^ satisfosse à l'équation (4 ) ou à l'équation (5), il faut et il suffit que ces valeurs vérifient le système
(6) A'x-hB>-»-C'=o, A*x-hBVH-C'' = o.
Or ces équations, étant du premier degré, donnent pour x et j' un couple unique de valeurs réelles; l'une des coordonnées ou les deux peuvent être infinies; on dit alors que le point est à l'infini. Mais le système ne peut ôtre indéterminé, car on voit immédiatement que, si les équations (6) avaient leurs coefficients proportionnels, la droite (4) serait réelle. •
4** Les coordonnées du milieu de la droite qui joint deux points réels (•^'f y)» (^»y)i oï*' P<^"r expression
Par analogie, quand les points (x\ /), (x',/'), sont imaginaires, on dit encore que le point dont les coordonnées ( et n sont exprimées par ces formules (7) est le milieu de la droite qui joint les deux points. On voit immédiatement, par la substitution des valeurs (i) et (2), que le point milieu est réel si les deux points considérés sont imaginaires conjugués; il serait imaginaire si les deux points étaient imaginaires non conjugués.
S"* L'intersection de deux droites réelles est le point réel dont les coordonnées sont les valeurs de x et de / fournies par la résolution des équations des deux droites. L* intersection de deux droites imaginaires conjuguées est ausdi un point réel; car le système de leurs équations (4) et (5) peut, par addition et soustraction, être remplacé par le système (6), qui esta coefficients réels. — Mais deux droites peuvent évidemment se couper
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en un point réel sans être réelles ou imaginaires conjuguées; par exemple, les deux droites imaginaires non conjuguées /=(«H-p/)x, y=[y -h^i)x passent l'une et Taulre par l'origine.
Telles sont les notions fondamentales sur lesquelles repose rintroducticm des imaginaires en Géométrie. 11 serait vain de vouloir le déguiser : c'est l'Analyse qui fournit ces principes; puis, la Géométrie s'en empare et en développe les conséquences avec les moyens qui lui sont propres, comme nous allons le voir dans l'étude de la question suivante.
CORDES ET TANGENTES COMMUNES A DEUX GONIQUBS
H70. Deiuc coniques quelconques, situées dans un même plan, oui:
i" Quatre points communs réels ou imaginaires conjugués;
a" Trois sjrstèmes de deux cordes communes, dont l'un au moinj est récL
En effet :
I** En éliminant y^ entre les équations du second degré qui représentent les deux coniques, on obtient une équation où ^ ne 6gure qu'an premier degré et que nous désignerons par (y) ; puis, en substituant cette valeur de y dans Tune des deux équations primitives, on trouve une équation du quatrième degré en x, que nous désignerons par (x), et dont les racines sont les abscisses des points communs aux deux courbes. Si l'équation (x] a ses quatre racines réelles, Téquation [y) donne pour chacune de ces valeurs de x une valeur réelle de/; et, par suite, les deux coniques ont quatre points communs réels, — Si l'équation (x) a deux racines réelles et deux racines imaginaires (conjuguées), Téquation [y] donne pour y deux valeurs réelles et deux valeurs imaginaires (conjuguées) ; et, par suite, les deux coniques ont deux points communs réels et deux points communs inutginaires (conjugués), — En6n, si l'équation (x) a ses quatre racines imaginaires (conjuguées deux à deux), Téquation (y] donne pour/ quatre valeurs imaginaires (conjuguées deux à deux) ; et par suite, les deux coniques ont quatre points communs imaginaires (conjugués deux à deux).
7k^ Si les deux coniques ont quatre points communs réels <?, 6, r, d (fig. 6oi), les trois couples ah etcd^ ac et bd, ad et bc^ de cordes communes sont évidemment réels.
Si les deux coniques ont deux points communs réels a et b^ et deus points communs imaginaires conjugués c et r/, la corde commune ab est évidemment réelle; cd l'est aussi, ^u\sqn*e\\e unit deux points imaginaires conjugués. Les autres cordes communes ac et bd^ ad et bc sont imaginaires; car, si la droite ac, par exemple, était réelle, le point d'intersection des deux droites réelles ac et cd serait réel. — Il convient d'obserfer que tes
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deux droites imaginaires d*un même couple ac et bd ou ad et bc ne sont pas conjuguées ; car, si ac et bd l'étaient, leur point d'intersection// serait réel, et chacune de ces droites, ayant deux points réels a et p' ou 6 et/?', serait réelle. La conjuguée de ac est évidemment ad^ et celle de bd est bc.
Si les deux coniques ont quatre points communs imaginaires conjugués deux à deux a et ^, cr et </, les cordes communes ab et cd sont réelles y puisque chacune aura deux points imaginaires conjugués ; les autres cordes communes ac et bd^ adei be^ sont imaginaires; car si, par exemple, ac était réelle, les points a et c où elle coupe respectivement les droites réelles a6 et r</ seraient réels. Ici, les droites imaginaires d'un même couple, ac et bd ou ad et bc^ sont conjuguées; car on passe, par exemple, de ac à bd en remplaçant a par son conjugué b eic par son conjugué d.
En transformant la proposition précédente par la méthode des polaires réciproques et donnant le nom d'ombilic à tout point d'intersection de deux tangentes communes, on voit que :
Deux coniques ont :
1® Quatre tangentes communes réelles ou imaginaires conjuguées}'. • %^ Trois sjrstémes de deux ombilics, l'un au moins de ces systèmes étanl réel.
Si iM quatre tangentes communes oLy ^,7, i^ sont réelles^ les trois couples
Fig. 601.
d'ombilics sont réels {Jig. 601 )• En désignant le point commun à deux
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droites L et L' par la notation (L, L'), le premier couple est formé par A ou (a,P) et A, 00 (7, J), le second couple par B ou («,7) et B, oa (p, 9), le troisième par C ou («, 9) el C, ou (P, 7).
Si le quadrilatère circonscrit a deux côtés réels xet^et deux imaginairts conjugués 7 et 9^ ou encore si le f/uadrilatère a ses côtés imaginaires confugues deux à deux ot et p, f et 9^ il r^y a qi/^un cottple ^ombilics réels \ c'est le couple A ou (a, 3) et A^ ou (7, 9\
1171. On nomme /m5^ double tout point du plan de deux coniqoes qui a la même polaire par rapport à ces deux courbes {fig* 601).
Soient p le point commun aux cordes ah et cd^ p* le point d'intersection de ac et de bd^ et p' le point de rencontre de ad et bc. Chacun des sommets do triangle pp*p^ est évidemment le pôle do côté opposé par rapport aux deux coniques. Ainsi, tout point d* intersection de deux cordés communes est un pôle double (ou un point commun aux deux coniqoes '. Réciproquement, tout pôle double est l'intersection de deux cordes con.munes; en effet, soit /?, un pôle doubla, et a, a' les points où p^a rencoDtri* pour la seconde fois chacune des coniques; le point p^ devant avoir le même conjugué harmonique par rapport aux deux segments a^ei aa\ il faut que a et a' coïncident, c'est-à-dire se confondent avec Tun des points by c, d, avec c par exemple; ainsi le point ;?, est sur or; on verrait de mémo quMl est sur bd\ il est donc à la rencontre de deux cordes eommones.
Les trois seuls pôles ebubles sont donc les sommets da triangle pp'p'* ils sont évid&Bomeai réels tous les trois, si les quatre points a^ b^ c, d^ ctmtmuns aux deux coniques sont tous les quatre réels. Ils le sont aussi qttami les points a, b^ c, d, sont tous imaginaires, car, alors, les deux cordes d*iin même couple sont réelles ou imaginaires oonjugoées. Mais, si les points aet b sont réels^ et c et d imaginaires con/ugués, le pôle double p est leseul réel; il est réel parce qu'il appartient aux deux cordes réelles 06 et ed\ et // et // sont imaginaires, car, si p\ par exemple, était réri, la droite ap ou ae serait réelle. Observons enfin que diacon des p61es doubles est le centre d'un faisceau harmonique formé par les deux côtés du triangle et les deux cordes communes qui passent par ce point.
On nomme polaire double toute droite qui a le même pôle par rapport anx deux coniques. Toute polaire double est la polaire d'on pôle dcoble, et réciproquement ; il n'y a donc que trois polaires doubles, dont une ton* jours réelle : ce sont les côtés do triangle pp'p^y aoquei on donne le nom de triangle {sutopolaire commun aux deux coniques.
Les trois diagonales P, P', P", du quadrilatère complet formé par les quatre tangentes communes a, p, 7, ^, aux deux coniqoeat sont réelles si les quatre droites a, p, 7, 9, sont toutes réelles ou toutes imaginaires
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(conjuguées). Si deux de ces langentes a et ^ sont réelles, et les deiux autres 7 et ^ imagioaires conjuguées, la diagonale P est seule réelle.
Ces diagonales P, F, P*, sont évidemment des polaires doubles; elles ne diffèrent donc pas des côtés du triangle pp^p"* En oulre, il résulte immédiatement de la construction de la polaire d'un point par rapport à deux droitesque les deux ombilics et les deux pôles doubles si tués sur un même côté du triangle autopolaire pp*p forment un système harmonique.
En résumé :
Si le triangle autopolaire pp'p' est entièrement réel, les deux coniques ont :
Soit quatre points communs réels et quatre tangentes communes réelles;
Soit quatre fx>ints communs imaginaires et quatre tangentes communes imaginaires ;
Soit quatre points communs réels et quatre tangentes commîmes imaginaires;
Soit quatre points communs imaginaires et quatre tangentes communes réelles;
Et si le triangle autopolaire n^a de réels qiCun sommet p et le côté op^ posé P, les deux coniques ont :
Deux points communs réels et deux points communs imaginaires, et en même temps deux tangentes communes réelles et deux tangentes com-muncs imaginaires.
Dans le troisième cas, l'une des coniques au moins est hyperbolique*
1172. Si deux points pris sur une corde commune sont conjugués par rapport à l'une des coniques^ ils le sont aussi par rapport à l'autre. Car, poisqu'ils sont conjugués par rapport à la première conique, ils divtseiH harmoniquement la corde commune, et, par suite, ils sont conjugués par rapport à la seconde conique.
Réciproquement, si, sur une droite située dans le plan de deux coniques; il existe deux couples de points a et ci ^ h et b\ tels que les deux points d'un même couple soient conjugués à la jois par rapport aux deux coni» ques, cette droite est une corde commune aux deux coniques. Car las points de chacune des deux coniques situées sur la droite sont les deui points réels ou imaginaires qui divisent harmoniquement le segment aaf et le segment bh\
Les propositions corrélatives s'énoncent de la manière suivante :
Si deux droites issues d'un ombilic sont cof^uguées par rapport à l'une des coniques^ elles le sont aussi par rapport à rautre.
Si par un point du plan de deux coniques passent deux couples de droites A et k\ B et B', situées dans ce fdan et telles que les deux droites de chaque couple soient conjuguées par rapport aux deux coniques, ce point est un ombilic
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CONIQUES CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATÈRE
1173. Quand plusieurs coniques ont quatre points communs (réeis imaginaires)^ il existe sur une droite quelconque de leur plan points conjugués par rapport à toutes ces coniques. Car les segmenCâ interceptés sur la droite par les diverses coniques forment une involiH lion (ii72); les points doubles ( réels ou imaginaires) de cette involttUon divisent harmoniquement chacun de ces segments et, par suite, sont conjugués par rapport à chacune des coniques.
Dans le cas particulier où la droite est à l'infini, on a ce théorème : Toutes les coniques passant par quatre points donnés ont un système (réel ou imaginaire) de diamètres conjugués, parallèles entre eux.
Le théorème corrélatif sur les coniques tangentes à quatre droites s'énonce : Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un même quadti'latère (réel ou imaginaire) ^ il passe par chaque point de leur plan deux droites (réelles ou imaginaires) qui sont conjuguées par rapport à tomes ces coniques.
1174. Quand plusieurs coniques ont quatre points communs ( /vWf om imaginaires) , les polaires d'un point fixe quelconque P de leur plan ptsr rapport à ces courbes passent par un même point (Lamé, Examen des différentes mét/u)des,„; i8i8).
Soit P' le point commun aux polaires de P par rapport à deux A et B des coniques considérées; les points P et P' sont conjugués par rapport à A et B et, par suite, d'après le théorème précédent, par rapport à toute conique C du groupe ; donc le point P' est sur la polaire de P par rapport à la conique C.
Dans le cas particulier où le point P est à Tinfini, on a cette proposition ; Quand plusieurs coniques passent par quatre points donnés, les diamètres de ces courbes, conjugués à une même direction, passent par un même point.
Les théorèmes corrélatifs s'énoncent :
Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, les pôles d'une droite quelconque de leur plan par rapport à ces courbes sont en ligne droite.
Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrUatère est une droite passant par les milieux des diagonales (Newton).
1175. Les bissectrices de tout système de deux cordes communes à un cercle et à une conique sont parallèles aux axes de la conique.
En effet, si par le point commun aux deux cordes C et C on mène des parallèles L et L' aux axes de la conique, les droites L et L' sont évidemment parallèles au système des diamètres conjugués qui sont comnans en
UVRB YIII. — LES COURBES USUELLES. 4%
direction au cercle et à la conique (1146); ces deux droites rencontrent donc la droite à Tinlini en deux points conjugués à la fois par rapport aux deux courbes, et par suite aussi conjugués par rapport aux cordes communes C et C; donc L et L' sont conjuguées harmoniques par rapport à C et à C, et, comme elles sont rectangulaires, elles divisent en deux parties égaies les angles formés par ces cordes.
II résulte de là que, pour que deux coniques se coupent en quatre points situés sur un même cercle , il faut et il sujjlt que leurs axes soient parallèles ou perpendiculaires.
Lorsque trois des quatre points communs à un cercle et à une conique se réunissent en un seul M, on dit que le cercle est osculateur de la conique au point M. La tangente en M et la corde IMN qui joint le point de contact M au point de section N des deux courbes sont alors, d'après le théorème précédent, également inclinées sur un quelconque des axes de la conique. Cette propriété permet de déterminer le point N et, par suite, le cercle osculateur en un point donné M d'une conique.
On calcule aisément le rayon de ce cercle à Taide d*un théorème élégant dû à Mac-Cullagb, Dublin, i836 : Le rayon R du cercle qui passe par trois points M, N, P, d*une ellipse est égal au produit des demi-diamètres m y /i, Pf parallèles aux côtés du triangle formé par ces trois points, divisé par le produit ah des demi-axes. En effet, en divisant l'égalité (428)
_ NP.PM.MN
^ 4MNP par régallté analogue
relative aux points correspondants M', N', P', du cercle dont Tellipse est
la projection, on a
n _ MNT^ NP PM MN ,
fl ~ MNP NP' PM' BTÎ^' mais le premier rapport du second membre est égal à t (706, 1056) et
tes autres sont égaux respectivement à ~) -i -^ puisque deux droites
parallèles sont entre elles comme leurs projections. La relation précédente se réduit donc à
ab
Si les pointa N et P se réunissent en M, les quantités m, a, p, deviennent égales au demi-diamètre^ parallèle à la tangente en M, et Ton
a pour le rayon du cercle osculateur en M l'expression -^ ou encore, en
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vertu du second théorème d*ApolioDiuSy Texpression — > dans laquelîe p désigne la distance du centre de l'ellipse à la tangente au point M. Cette expression se réduit à — ou à -t- quand le point considéré est Textrémité du grand axe ou du petit axe.
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1176. Coniques tangentes, — Quand deux coniques se touchent en un point a, ce point est la réunion de deux points communs a et 6^ et il d« reste plus que deux autres points communs c et d, qui sont réels ou imaginaires conjugués.
La tangente en a et la droite cd forment un couple de cordes œmmunes; ce couple est réel. Quant aux deux autres couples, ils se confondent en un seul ac et ad^ qui est réel si c et d sont réels et imaginaire si ceXd sont imaginaires.
Outre la tangente en a, il n'y a plus que deux tangentes oommunei réelles ou imaginaires ; leur point d'intersection et le point a forment no système d'ombilics réels, et il n'y a plus qu'un autre couple d*ombi!îc8: œ sont les points réels ou imaginaires où la tangente en a rencontre les deux autres tangentes communes.
Coniques bitangentes, — On dit que deux coniques sont bitwfgenus ou ont un double contact lorsqu'elles se touchent en deux points ; nous désignerons ces deux points par g et /r, et le point d'intersection dea tangentes en g et h par A.
Il n'y a plus encore ici que deux systèmes de cordes communes; le premier est formé par les tangentes kg et A/i, et le second par la droite double ou oorde de contact gh. Les points g%i h forment un couple d'ombilics, et le point k forme à lui seul le second couple.
Quant à la réalité, il faut distinguer deux cas, suivant que le dotthie contact des deux coniques est réel ou imaginaire^ c'est-à-dire suivant que les points ^ et A sont réels ou imaginaires conjugués. Dans le premier cas, les cordes communes et les ombilics que nous venons d'énumérer sont tous réels. Dans le second cas, la corde de contact gh forme Je seul couple de cordes communes réelles et son pôle k forme le seul couple dumbflics réels.
Quand deux coniques ont un dùttble contact :
i^ Les polaires d*un point quelconque M de leur plan se coupent sur la cortle de contact; car elles doivent se couper (4174) sur la polaire de M par rapport aux systèmes des deux cordes communes cenliaiidues avec la corde de contact, polaire qui coïncide avec cette dernière corde.
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a® Les pôles d'une droite quelconque à sont en ligne droite açec le pâle de la corde de contact qu'on nomme pôle de contact; c'est la propoailkm corrélative de la précédente.
3** Tout point X- de la corde de contact est un pôle double, car, poui^ chacune des coniques^ la polaire de k contient lepôle de contact et le point ^ conjugué harmonique de k par rapport aux deux points de contact. Nous trouvons ainsi un cas d'exception à la proposition : deux coniques n*ont, en général, que trois pôles doubles.
Coniques osadntrices. — On dit que deux coniques sont oseuiatrices ou qu'elles ont un contact du second ordre lorsque trois de leurs points communs sont réunis en un seul que nous appellerons o». Elles ont alors un quatrième point d'intersection dqui est toujours réel, et, outre la lan*gente en &>, une tangente commune réelle ^; soit t le point où la tangente en w rencontre la tangente d,
11 n'y a qu'un système de cordes communes ; il est réel et formé par la tangente •*/ et par Ja corde tad, 11 n'y a aussi qu'un couple â*ombiHes : ce sont les points réels u et t.
On dit que deux coniques ont un contact dti troisième ordre, lorsque leurs quatre points communs sont réunis en un seul &>. Les quatre tangentes communes sont alors confondues en une seule qui est la tangente <*>! au point m. Cette même droite ^t est la seule corde commune et te point 6» le seul ombilic.
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1177. La figure ftomologique d'un cercle, lorsqu'on prend le centre du cercle pour centre d'tiomologie, est une conique qui a ce centre pour foyer; car si, dans ravant-dernière formule du n* 730, Om' est constant,
il en est de même du rapport — r, par suile, le rapport des distances
d'un point quelconque m de la Bgure cherchée au point fixe 0 et à la droite fixe I est constant.
Par suile, une conique étant donnée, on voit qu'il faut placer le centre d*homo1ogie 0 à l'un des foyers pour que la figure homologique soit un cercle de centre O.
C'est cette propriété que M. Chasles prend pour définition des loyers dans son Traité des Sections coniques. La marche que nous avons suivie (n** 1155 et suivants) est à la fois plus directe et plus simple.
1 178* La figure homologique d'une conique C est une conique C. Ro eifet, P et 0 étant deux points fixes pris arbitrairement sur la conique doanée C» et m un point variable de <^tle conique, les droites
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P/«, Qw, engendrent deux faisceaux Iiomographiques (HSO). Or, û F, Q', m', sont les homologues de P, Q, iw, le faisceau engendré par V*m tournant autour du point fixe F sera homographique du faisceau engendré par F/» (73i); de môme, le faisceau décrit par Q'w' sera homographique du faisceau décrit par Qm. Donc les faisceaux engendrés par P'w' et Q'm' sont homographiques, et (i13i) le lieu du point m' est une conique. -- A un point p et à sa polaire L relatifs a fa première conique C, répondent dans la seconde conique un point p* et sa jxfiaire V. Car aux quatre points harmoniques /?, a, q, A, situés sur une transversale issue du point ^, et qui coupe la conique G en a et ^ et la polaire L en q, répondent quatre points/?', a', ^, b\ qui sont aussi harmoniques (73i). On voit par là qu'à deux points ou à deux droites conjuguées retatipement à la conique C répondent deux points ou deux droites conjugtÊées relativement à la conique C — Vaxe d'/tomologie XX' est une corde commune aux deux coniques C et C, En effet, les points communs à la conique G et à Taxe XX' sont les points doubles des deux divisions homographiques tracées sur XX' par les faisceaux générateurs Pm et Qm di* cette conique. De môme, les points communs à la conique G' et à XX'^ sont les points doubles des deux divisions tracées sur XX' par les faisceaux P/n' et Q'/ii'; mais les rayons homologues des faisceaux P et P* «e coupent sur Taxe XX', aussi bien que les rayons homologues des faisceaux Q et Q'. Donc les points doubles sont les mômes pour les deux divisions. — Enfin on voit, soit par un raisonnement corrélatif du précédent, aoit en appliquant à la propriété précédente la transformation par polaires réciproques, que le centre d'homologie S est un ombilic des deux coniques.
Réciproquement, deux coniques quelconques G et G' sont deux figures lufmologiques dans lesquelles l *axe d'homologie est une cortié commune et le centre d'homologie un ombilic correspondant à cette corde, Considérons le trianglep/>'/>', dont chaque sommet est le pôle du côté opposé par rapport aux deux coniques [Jfîg. 6oi] ; par chaque sommet passent deux cordes communes, et sur chaque côté sont situés deux ombilics ; nous appelons ombilics correspondant à une corde commune les deux ombilics placés sur le côté du triangle pp'p' opposé au sommet qui est silué sur la corde commune considérée. Gela étant, soient XX' une corde commune aux deux coniques proposées, qui les coupe en cet/, et S Tun des deux ombilics correspondants ; a étant un point quelconque de la conique G, la droite Sa rencontre la conique G' en deux points : déagnons par a' celui de ces deux points qui, lorsque la sécante Sa tourne autour de S, vient se réunir avec a au point e. Si, en prenant S pour centre d'homologie, XX' pour axe et (a, a') pour un couple de points homologues, on construit la figure homologique de G, on trouve une
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conique C, qui, ayanl en commun avec la conique C les points a'^ e^ /, et 1 es deux tangentes issues de S, ne diffère pas de la conique G'. Donc G et C sont homologiques.
Il faut cependant, d'après la démonstration môme, que les deux coniques soient placées de telle façon, que toute transversale issue de Fombilic S rencontre les deux courbes en des points qui soient à la fois réels ou à la fois imaginaires pour les deux coniques.
De plus, comme il peut y avoir six cordes communes, et qu'à chacune «relies répondent deux ombilics, on voit que deux coniques peuvent être /tomologiques de douze manières afférentes.
Parmi les nombreux corollaires de cette réciproque, nous citerons les deux suivants :
Lorsque deux coniques se touchent en un point Â et se coupent en deux autres points B et G réels ou imaginaires, le point A est un centre d'bomologie, et la corde commune BG, qui est toujours réelle, est Taxe d'homologie correspondant.
Lorsque deux coniques ont un foyer commun, le foyer est un centre d*homoIogie, puisqu'il est le point de concours de deux tangentes communes imaginaires (116â).
1179. Voici quelques applications de la théorie de l'bomologie aux coniques :
I** Gonsidérons une conique G et un cercle G' ayant un foyer F de la conique pour centre. Ges deux courbes sont homologiques, et F est le centre d'homologie. Si un angle de grandeur constante tourne autour de F ci)mme sommet, la corde qu'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique au premier ; donc la corde interceptée dans la conique enveloppe une seconde conique G'. D'ailleurs, deux cercles concentriques ont un double contact sur la droite de TinGni; donc, les coniques il et G' ont un double contact (imaginaire) sur la directrice correspondant au foyer F, attendu que cette directrice, étant la polaire du foyer, correspond à la droite de TinÛni dans le cercle, laquelle est la polaire du centre. Ainsi, lorsqu'tin angle de grandeur constante tourne autour du fojrer d'une conique comme sommet, la corde qu*il intercepte dans la conique enveloppe une nouvelle conique doublement tangente à la pro* posée sur la directrice relative au foyer considéré.
%* Soient une conique G et un cercle G' tangent en S à cette conique. Ges deux courbes sont homolo^ques, et S est le centre d'homologie. Si un angle de grandeur constante tourne autour de S comme sommet, la corde interceptée dans le cercle enveloppe un cercle concentrique. Donc, la corde interceptée dans la conique enveloppe une seconde conique G" doublement tangente à la première, suivant la parallèle & Taxe d'homologie qui
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répond à Tinfini du cercle. Ainsi, lorsqu'un angle de grandeur conUafUf tourne autour d*un point d*une conique comme sommet, la corde inurcvptée dans la conique enveloppe une autre conique qui a tut doublé cou» tact avec la première.
En particulier, si Pangle est droit, la corde interceptée dans le ccrrif passe par le centre de ce cercle, c'est-à-dire par un point fixe sitoé sir la normale commune aux courbes C et C au point S. Donc, ^juand un angle divit pivote autour d'un point S d'une conique comme sommet^ h corde interceptée dans la conique passe par un point fixe situé sur it normale en S à la conique. C'est le théorème de Frégier, que nous a\ou démontré déjà directement au n*" 1139.
3** La transformation homologique permet de ramener les quesii^ns graplnques relatives aux coniques à de simples questions du môme genre relatives au cercle. Tout consiste à tracer dans le plan de la conique ud cercle et à déterminer, d'après les conditions qui définissent la conique, le centre et l'axe d'bomologie de la conique et du cercle. On aura alor* tout ce qu'il faut pour résoudre, sans peine et à Taide de la règle seule, les diverses questions graphiques relatives à la conique.
Supposons, par exemple, qu'on demande de déterminer le centre et Vn axes d'une conique donnée par quatre points 0, a, 6, r, et par la uzigenteO/ au point 0.
On tracera un cercle quelconque langent en 0 à la droite 0/; ce oerci« sera homologique de la conique par rapport au centre d'homologîe O. Ea joignant le point 0 aux points a, b, c, on aura, par les intersections d<fS droites Oa, 0^, Oc, avec le cercle, les points a\ b\ c/, homologues <3e 0, 6, c. On se trouvera alors dans les conditions du n^ 729 ( i*), et T* n saura trouver le point de la figure F qui répond à un point pris à volonté dans la figure F', ce qui permettrait de tracer la conique par points. Oi déterminera (730) la droite limite J' de la figure F'; cette droite pourra rencontrer le cercle en deux points Ji^ijr\ ou le toucher en un seul {>oiiit z\ ou être extérieur à ce cercle.
Dans le premier cas, la conique aura deux points à l'infini, placés sur Ox' etoy; ce sera donc une hyperbole, dont on aura les asymptotes eo cherchant les homologues des droites p'x\p*^\ qui touchent le cerc!e aux points x' et y.
Dans le deuxième cas, la conique n'aura qu'un point à l'infini stiur sur Oz'; ce sera une parabole dont l'axe, d'ailleurs parallèle à Os', s'obtiendra en prenant la polaire du point situé & l'infini sur la direction perpendiculaire à Oz'.
Dans le troisième cas, la conique n'ayant aucun point à l'infini sera une ellipse, dont on aura le centre en prenant l'homologue /u do pôle p* de i' par rapport au cercle.
Dans le cas de Thyperbolo, les axes sont parallèles aux bissectrices des angles des droites Ox' et 0/ qui sont les directions asymptotiques. Mais on peut obtenirces parallèles aux axes sans faire intervenir les droitesOx' et oy^ de manière à avoir une construction qui s'applique au cas de Vellipse, dans lequel Ox^ et Oy sont imaginaires. Il suffit de tracer le diamètre du cercle qui passe par le point p* ; les directions demandées seront celles des droites qui joignent le point 0 aux extrémités de ce diamètre.
CONIQUES HOMOTBÉTIQUBS.
i 180. On sait que deux Bgures bomolhétiques ne sont autre chose que deux figures homologiques dont Taxe d'homologie est à TinGni (732). Il suit de là et des propriétés démontrées au n"* 1178 que ta ,figure homothétique d'une conique est une conique, et que deux coniques homothétiques ont une corde commune à l'injïni. Réciproquement, lorsque la droite de Vinjini est une corde commune à deux coniques C et C, ces courbes sont homothétiques. En effet, si deux points de la droite de Tinfini sont conjugués par rapport à Tune des coniques, ils sont conjugués par rapport à Tautre ; par suite, deux diamètres conjugués quelconques de la courbe C sont parallèles à deux diamètres conjugués de la courbe C. Cela posé, soient AB et A'B' deux diamètres parallèles des coniques C et C ; M étant un point quelconque de C, ÂM et BM sont parallèles à deux diannètres conjugués de C, et, par suite, les parallèles Â'M' et B'M' à AM et à BM se coupent en un point M' de la conique C. Or (360), les points M et M' ainsi déterminés décrivent deux figures homothétiques
AB dont le rapport de similitude est rr^-
Il ré6ul le de là que toute conique passant par les deux points cycliques de son plan est un cercle, car, ayant la droite de l'infini pour corde commune avec un cercle quelconque de ce plan, elle est homothétique à ce cercle.
1181. Deux coniques homothétiffues et concentriques ont un double contact sur la droite de lUnfini, En effet, soient • et f les points communs aux deux coniques et à la droite de l'infini. Les tangentes en c et ^ à la première conique doivent passer par le pôle de cf, c*e3t*à-dire par le centre 0 de cette conique ; de même, les tangentes en « et ^ à la deuxième conique doivent passer par 0 ; donc les deux coniques ont les mêmes tangentes en c et f. Réciproquement, tleux coniques qui ont un double contact sur la droite de Vinfini sont homothétiques et concentriques ; car d^abord elles sont homothétiques, puisque la droite de Tinfini est une corde commune, et, d*auire part, le centre de chacune d elles doit être le pôle de la droite de l'infini, qui est le même pour les deux
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coniques, puisque c'est le point de concours des tangentes corannaes en s et f •
M82. Deux figures semblables ne diffèrent en déûnitive que par Téchelk à laquelle elles sont construites, de sorte qu'un simple cbangemenl déchelle les rendrait égales. Donc, pour trouver les conditions de simUitwie de deux courbes de même espèce, il suilit de distinguer, d'après la déânition des courbes de cette espèce, les données distinctes et indépendantes relatives à la forme des données relatives à la position. Par exemple, si la connaissance d'une seule grandeur suffit pour déterminer la forme d'une courbe d'une cerlaine espèce, toutes les courbes de celte espèce sont semblables, car un simple changement d'échelle percei de les faire coïncider. Ainsi tous les cercles sont semblables, toutes /» paraboles sont semblables. Si la forme de la courbe dépend de plusieurs données distinctes et indépendantes, il faut que les données angulairr-f homologues soient égales et les données linéaires homologues proportionnelles ; car, le changement d'échelle ne permettant de rendre ^aux qi» deux éléments linéaires homologues, Tégalilé des autres éléments linéaires homologues doit résulter de celle des deux premiers. C'est ainsi que \i similitude de deux ellipses ou de deux hyperboles consiste dans la proportionnalité de leurs axes.
Quand deux paraboles ont leurs axes parallèles, elles sont hGmfjiétiques; elles touchent la droite de l'inGni au même point : c'est le p.iat situé sur leurs axes parallèles.
MÉTHODE FONDÉE SUR LA PROJECTION GOlfIQUB.
1183. Nous avons dit que c'était surtout à propos des coniques qo*apparaîtrait la portée de cette méthode, dont nous avons exposé tes pi«> miers principes aux n*" 725, 726 et 727.
Voici un premier exemple, important par lui-même et par la facilité avec laquelle la méthode s'y applique :
Un triangle ABC étant tracé dans le plan d'une conique gui fr*> contre ses côtés consécutifs AB, BC, CA, en trois couples de points (r , r^, (a, a'), (b^b')y les segments que cet points forment sur (es côtés oiu entre eux la relation
kb.kb' Ç/i.Cq^ Bc.Bc^ _ C^.C^''Brt.Ba''Ac.Ac'""''
En effet, cette relation est projective ; car, lorsqu'on a chassé le dénominateur, on voit qu'elle satisfait aux conditions prescrites dans le n^727. D'ailleurs, elle est évidente sur le cercle, à cause de la propriété des se-
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cant66 ; donc elle convient à une section conique quelconque, puisqu'une telle courbe peut toujours ôtre projetée suivant un cercle.
Ce théorème, dû à Carnot ( Géométrie de position ^ p. 4^7), est la généralisation de celui do Ménélalis (3i0). Il a de nombreuses conséquences. Par exemple, si le sommet B du triangle ABC est à l'infini, la relation
précédente devient
kb.kb' ^Ç.b,Ch'
Ac.Ac' C^/.Crt'
Or, si par un point quelconque D de la droite Çtoa! on mène une parallèle à AC,qui rencontre la conique en e et e\ on aura de même
Dg.Dg'C^.C^* Drt.Dfl'"'Cr/.C-'/''
d*où, en rapprochant les deux équations précédentes.
Donc : Si dans le plan d'une conique on mène par un point quelconque k deux droites parallèles à deux axes fixes, le rapport des produits des segments [réels ou imaginaires) que la courbe détermine sur ces droites n partir de leur point commun A est constant. Ce théorème est dû à Newton (Énuniéraiion des courbes du troisième ordre),
1184. Pour montrer toute la fécondité de cette méthode relativement à la recherche des propriétés des sectionsconiques, il faut établir quelques nouveaux principes.
i" 0/1 petU projeter une conique C de telle sorte qiCune droite L tle son plan passe à V infini y et qu'un point f de ce même plan se projette au foyer de la nouvelle conique C. — Le point F doit, d'après cela, ôtre à l'intérieur de la conique C. Par suite, l'involution déterminée sur la droite L par tous les couples de droites conjuguées issues du point F a ses points doubles imaginaires (1140), de sorte qu'il existe de part et d'autre de L deux points P et P' de chacun desquels on voit sous un angle droit les divers segments de l'involution. Plaçons le sommet S du cône sur la circonférence décrite, dans un plan perpendiculaire à celui de la conique C, sur PP' comme diamètre, et prenons pour plan de projection un plan parallèle à celui du sommet S et de la droite L. De cette façon, la droite L passera à rinfini dans la projection , et chaque couple de droites conjuguées issues du point / deviendra en projection un couple de droites rectangulaires et conjuguées par rapport à la conique ÇJ. La projection du point/sera donc (1155) un foyer de cette nouvelle courbe C. Ajoutons que cette conique C sera une hyperbolo, une ellipse ou une parabole.
sttîTant que la droite L coupera la conique primitive C en deux poisu réels, imagmaires ou coïncidents.
Le pôle 0 de la droite L, par rapport à la ooniqne C, deviendra eo projection le centre de la conique C (iliâ). On peut donc prvjeier urne rv» niqtw C rie manière que deux points f et o de son plan deviennemt^ t*i projection, Vun le foyer. Vautre le centre de la noupcUe conique C.
En particulier, si /coïncide avec le pôle o de la droite L par rapport à la conique G, le même point sera en projection te centre et le foyer de la nouvelle conique C, qui dès lors sera un cercle. On peut ilone pf fréter iirte conique suivant un cercle de telle sorte qi^un point de son pian se projette au centre du cercle ou qu*une droite de son plan passe et Pinfini.
a*^ On peut projeter deux coniques situées dans un même plan ssdtant deux cercles. —Il faut évidemment que les deux coniques proposées aient au plus deux points communs réels ; il existe alors une corde eonumne réeNe qui rencontre les deux coniques en deux pointa imaginaires (i170, a*"). En projetant de telle sorte que l'une des coniques devienne un cercle et que cette corde commune passe à l'inOni , l'autre coniqae donnera aussi un cercle, car les deux courbes ayant en projection um corde commune à rinfini seront homothétiques (il80), et la figure homofhétique d^un cercle est un cercle.
' tSi^ tes deux coniques proposées ont un double eontnrt imtrginatre, on peut les projeter suii*ant dettx cercles concentriques. Car, en projetasl Pane des coniques suivant un cercle de telle sorte que la corde de eon* tact passe à l'infini, Taulre conique donnera un cercle de même oestre. puisque les deux courbes en projection ayant un double contact sur b droite de l'infini devront être homothétiques et concentriques.
Les deux droites qui joignent le foyer d'une conique aux pointe dreo- Ikires à Tinfini sont tangentes à la conique (4i62), et la corde de ooatai : est la polaire du foyer, c'est-à-dire la directrice. Donc, €leux eoniquet qot ont même foyer et même directrice peupent être projetées suivent detts Cercles concentriques, attendu qu'elles ont un double contact imeginairp sur la directrice commune.
3* On peut projeter une conique G de telle sorte que deux points (Ib^ teneurs) de son plan,fetf\ deviennent en projection les deax foyers ti^ la nouvelle conique G'. — En effet, en désignant par a et a' les points va la droite jfjT' coupe la conique C, et par k et k' les points qsi divisent i la fois harmoniquement les segments nt/ et ff\ il suflSt deprojelerde telle sorte que /et k deviennent l'un le foyer, l'autre le centre de la noih Veile conique C Alors la projection de/' sera évidemment Tautre foyer.
On peut projeter deux coniques situées dans un même pUm ttàivef.t
• deux coniques confocnles. — Ces deux coniques doivent avoir on scïil
couple d'ombilics réels, et ces deux ombilics doivent être inléfieu» à
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l'une et à l'autre courbe. Gela étant, il suffit de projeter de manière que ces deux ombilics deviennent en projection les deux foyers de l'une des courbes; ils seront par cela même les deux foyers de Tautre ( 1161 ).
Voici des applications :
Dans tout quadrilatère inscrit à une conique , ^intersection des deux, diagonales est le pâle fie la droite qui Joint les points de concours des côtés opposés; les diagonales de ce qiuidrilatère et celles du quadrilatère dont les côtés sont les tangentes à la conique menées par les sommets du qua^ flrilatère inscrit se coupent au même point et forment un faisceau harmonique. Car, en projetant la conique suivant un cercle, de telle sorte que la droite qui joint les points de concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit passe à Tinâni, le théorème devient évident.
Quand deux coniques ont un double contact y toute corde de l'une qui est tangente à r autre est divisée Iiarmoniquement parle point de contact et ftar le point où elle rencontre la corde de contact des deux coniques. Car, en projetant les deux coniques suivant deux cercles concentriques, oo transforme cette proposition dans la suivante, qui est évidente : Toute corde d* un cercle tangente à un cercle concentrique a son milieu au point de contact.
Si deux côtés {l'un triangle inscrit à une conique passent chacun par un point JSxe, le troisième côté enveloppe une conique qui a un double contact avec la première sur la droite qui joint les deux points fixes. Car, en projetant la conique suivant un cercle de telle sorte que les deux points fixes passent à l'inQni, on retombe sur ce théorème : .Si deux côtés d'un triangle inscrit dans un cercle sont parallèles à deux droites données, le tnnsième côté enveloppe un cercle concentrique, ce qui est évident, puisque l'angle au sommet du triangle est constant.
On voit immédiatement que le lieu des centres îles cercles qui passent par un point fixe et qui touclient une droite fixe est une parabole dont le p^nt fixe est le foyer. En transformant par projection ce théorème, et remarquant que le point fixe ou foyer et les deux points cycliques forment un triangle circonscrit à la parabole, on obtient la proposition suivante : Étant donnés un triangle et une droite, si l*on conçoit toutes les coniques circonscrites à ce triangle et tangentes à cette droite, le lieu des points de concours des tangentes à deux fies sommets du triangle est une conique inscrite dans ce triangle.
Mous avons démontré (ii6i) que le cercle circonscrit à tout triangle formé par trois tangentes à la parabole passe par le foyer : en remarquant que le foyer et les deux points cycliques forment un second triangle circonscrit à la parabole, et, transformant par projection, on arrive è ce théorème : Si tleux triangles sont circonscrits à une conique, leurs Mis sommets sont situés sur une conique.
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il8*j. La solution générdle du problème de la transformatiùn des rd^ lions angulaires est due à M. Laguerre (NotwieUcs Annales^ i653). Elle repose sur le principe suivant :
Le rapport ankarmoniqne
' ^ " Rinwo? . %\Tiuoh
f,\ïn*og ' sinco/i
du faiscçaa formé par les côtés d*un angle uov ssB et par les eùvites qei /oignent son sommet aux points cycliques g et h du plan est égal à
é^^KEn effet, m étaat un point d'un cercle ayant o pour centre et R pour rayoni on «, von menant mp parallèle à ot^ jusqu'à sa reocootre avBOOKt
op -f- pm -h ^op.pm C0s9 = R' et -r = — ^ — y
* ' *^ , hxnvom op
^'oè, «ndéaignant par z ce rapport de sinus,
.v,.vx,^ ., . ,. z' — azcpsÔH- 1 = — /
Or, si m est Tun des points g ou h, op est inBni, et Ton voit que le rapport anharmonique a bien la valeur énoncéOi puisqu'il est égal au quotient de^. i:açines de l'équation
\.•^x•\'.'' .>. . 2J',-^:^»COS0 -hl = 0.
Cela [5oBé,^ott iéop=:^ un angle quelconque, UOVsa projection, G etfl les prôjécti^nd desr points byeHqnes g et A du plan «of ; en désignant parp eH notnm^nt rapport hnharmùnirpte relatif à Pangle UOV le rapport (ij* dans lequel on remplace chaque lettre par la lettre majuscule oorrespoo* dan te, on é, en vertu de la projeotivité du rapport anharmonique,
^'•^-•«ppd'où ô = — 1-^logp.
av~i
Telle est la relatiéil'etarfre'un angle' et /sa tparojecUon^ Donc enfin, à tmf relation quelconque
entre les angles 0,, . . . , 0, d*une figure répond, entre les angles 0*, . . . • /l delà figure projection, la relation
/•(—-^ÏOgp,. — 7=l0gP. — ~!0gn;}=O,
J\'i\l^ï 1^—1 af — I -/
OÙ p^ désigne le rapport anharmonique relatif à Tangle 0^. 1
Remarquons que, dans le cas particulier de 0 =:*^ 9 on ap «^e*^»--'*
donc, à tout angle droit d\inc figure répond, dans la figure pn^ccti^i
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un angle dont les côlés {iwisent hannoniquement les droites qui joignent le sommet aux projections des points cycliques. Voici quelques applications :
Deux coniques confocales se coupent ort/iogonalement (1161 )•
Le lieu des angles droits circonscrits à une ellipse ou à une hyperbole est un cercle (990, 1021).
Le lieu des angles droits circon* srrits à une parabole est ia direc^
(rice (iOiS).
Si deux eoniqiêes font inscrites dans te même quadrilatère, les deux tangentes à l'un des points com^ muns divisent harmoniquement une diagonale quelconque de ce quadrilatère.
Le lieu des angles circonscrits à une conique, dont les eâtés di^isenit harmoniquement une lignt dmftê donnée aày est une conique peusant par les points a et b.
Le lieu des angles circonscrks à une conique, dont les côtés divisent harmoniquement une tangente ab à cette conique, est la droite qui joint les points de contact des tan»
gnntes issues de a et de b, •
Si autour dUin point fixe on fait tourner deux rayons formant dctt.r faisceaux homographiques dont 1rs rayons doubles soient las (angcntfis à une conique, la corde intercepter ilans la conique enveloppe une autre conique qui a avec la première un double contact sur la polaire du point fixe.
TRAtiS BBLATiFS AUX CON^OUES.
1 186* Construire une conique connaissant :
!• Cinq points a^ b^ c, //, e, — abcd forme un quadrilatère inscrit dans la conique cherchée. Par le point e^ on mènera une droite quelconque efy et Ton cherchera le point / conjugué du point e dans l'involution déterminée sur cette droite par les points où elle rencontre les côtés opposés du quadrilatère. Le point/ appartiendra ila^ conique.
Si l'on veut trouver la tangente bt en b^ on regardera acbt comme un quadrilatère inscrit, dont deux sommets sont infiniment voisitts en b^ et la droite ed comme une transversale de ce quadrilatère» Cette transversale coupe les côtés opposés ba, bc, en a, 7, la courbe en e et d, et les
Si autour du centre d'un cercle comme sommet on fait tourner un angle de grandeur constante, la corde qu 'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique.
côtés ''Op{K)S^ ac, ht^ en^l' et â^. Ces six poihU formant tine învoHiticai, on déterminerar le point ar^ et par suite la tangente bt,
2* Cinq tangentes^ A, B, C, D, E. — Quatre des tangentes données foraient uii quadrilatère circonscrit. Qu'on prenne sur la cinquième un point quelconque a et qu'on le joigne aux quatre sommets du quadrîtatere; le sixième rayon, conjugué à la cinquième tangente dans ViniroIutioD que ces quatre droites déterminent, est une tangente issue du point a.
, Supposons qu^on veuille trouver le point de contact de la (angeute B. On considère le quadrilatère formé par les tangentes A, C, B, dont deux côtés se confondent en un seul suivant B, et dont (A, C), (A, B), ( B, C* et /sont les quatre sommets. Le sommet / est inconnu, mais les six rayons qu) aboutissent au point de concours I de D et £, savoir : D, E, 1 (A, B t, 1 ('B,C)/I(Â, C), \t, sont en involution, et cinq sont connus. Il sera donc facile de déterminer le sixième et, par suite, le point cherché /.
' Dans le cas de la parabole, la cinquième tangente est donnée îniplidlement : c'est la droite de l'infini. Les quatre qui sont données forment un quadrilatère. Par les sommets de ce quadrilatère, on mènera quatfparallèles dans une direction arbitraire; on les coupera par une t^an^- Versale quelconque, sur laquelle on cherchera le point central de Piov* lution qu'elles y déterminent, et la parallèle aux autres droites menée pai^'cê p6i lit sera une cinquième tangente.
, 3^ QuatJre points et une tan^nu^^ Soient ahed le quadrilatère doooé et A Je point de contact inconnu de la tangente. Soient a, 2', et ^, t\ ied pointa où celte tangente rencontre successivement les côtés opposes du quadriiatère. Ces points déterminent une involulion dont r est un point double. Il sera donc facile de le trouver. On voit que la question a deux solutions.
. ' Daii^ le, cas. de la parabole, la tangente est à Tinfini. Soit S le point de concours des côtés opposés ad et bc du quadrilatère duoné. Qu'on mi^ne S^', Sr/, parallèles respectivement aux deux autres côtés opposé:»; on a quatre rayons Sr', S^, Se, S</, issus du point S, qui, co^ji^giiés deux à deux, déterminent une involution.CUacun des deux rayons double» de Cf^tte iAvolulioa eat parallèle à Taxe d'une parabole qui satisfait à la queç^Uoin^ , . '
él" i^iuàfetan^kmes et unp^mt, ^ On trouve une cinquième tangente en cherobant les rayons doubles de l'involutioii qui est déterminée par les quatre rayons, conjugués deux à deux, qa'on obtient en joignant lo point donné aux som/mets du quadrilatère formé par les qi»lre tan* gentes données. Chacun ties deux rayons doubles iesl une tangente à la conique; on a donc deux solutions distinctes.
Pour la parabole, on donne un point et trois tangentes; la <{uatrième
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est à l'infini. La solution est la môme; deux de» rayons de rinvolutiqn sont parallèles respectivement à deux d98 langenles donnéjB8<< . . i
5"* Trois points et deux tangentes, — Soient », h^ c, les trois points donnés, T et T' les deux tangentes qui se coupent en 0 et quî louchent respectivement la courbe aux deux points d et e qu*il s'agit de déterminer. On peut regarder la corde de contact de comme représentant un quadrilatère inscrit dont deux sommets sont end et les deux autres en è, La corde bc^ considérée comme une transversale du quadrilatère et de ta courbe, fournit une relation d'involution, en vertu du théorème dç Desargues, entre les six points où elle coupe les côtés opposés du quadrilatère et la courbe. Ces points se réduisent ici à cinq, savoir/, t^ t[. sur les tangentes ^/O, rO, respectivement; s, sur les deux autres côu's opposés qui se confondent en un seul de\ et enfin h^ c, sux la cqurLd. Le point c est donc un point double de Tinvolution déterminée par îqs segments ^r, //'. — Si Ton prend i?^ comme transversale au lieu de br^ôn trouvera de même un point f appartenant à la corde de contact (/^, qu; sera ainsi déterminée par les deux points c et 7. Mais comme chacune des deux relations d'involution fournit deux points doubles s et i', f et 9^, on obtiendra quatre positions distinctes de la corde de^ savoir : «y^ e^^ «'?» «'?', c'est-à-dire quatre solutions du problème proposé.
Dans le cas de la parabole où Ton ne donne qu'une tangente'et^trois poînt8,on obtient de même quatre solutions. La tangente T' est à Tintini, ainsi que te point i'; donc, le point / qw tai «st ooojiigaé dans^f iYhro- Itttion est le pomt central de cette involôUon, dont on connâHI en outre le •ogment^i? et dont il s'agit de troaver les points* donbftes.iChaoïiDe des quatre cordes de contact v^ est un ëiamétre d'une parabole aattalaisatit aux conditions proposées] . ,..1, 1 • ,.r>
6* Trois tangentes et deux points. — Nous allons déterraf!Her'dëtïx nouvelles tangentes à la courbe aux points donnés ^ei b. Sèietilt AB, BC, CD, relies qui sont données. DésJgnons par 0 le point de contact îticonnu d^s deux tangentes cherchées; si Ton regarde l'angle ^Ortcomme iin (jiialdrilatëre cireonscrit OaOb dont les côlés adjacents ^é'^ont confondus deux à deux en un seul Oa oti 0^, on verra que la droite BO est un ra}-on double de l'involution formée par les deux couples de rayons conjugués Ba et B^, BA et BG. Pareillement, CO est un rayon double de l'involution Ca^ Ck, CB, CO. Oone^ le fx>int0, intersection des rayons BO et CO, est détorroinô. Mais^ comroe chacune des involutions comporte deux tels rayons, on obtient quatre positions distincies du .point 0, et, par conséquent, le problèfne admet, comme le précédent, quatre solutions.
6*il s*8git d'une parabole, Tune des trois tangentes données est à Tinfini , BC par exemple. La construQtioQ< reste la môme en principe ; mais ici les ileut faisceaux de rayons en invotution se composent de droites parallèles,
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puisque leurs rayons respectifs B et G sont à rin&ni. Coupons-les pir ne transversale quelconque. On aura sur cette droite , relativement an pr^ mier faisceau : deux points a, p, intersections des rayons conjugués a%, ^6; un point 6), intersection du rayon AB dont le conjugué CB est à Tinfini, ce qui est cause que u est le point central de Vinvolulion; enfin un point double x, intersection du rayon BX, et qu'il s'agit de déterminer. Relativement au second faisceau, on aura de même deux points ooojsgués d'une involution a', &y un point central a>', et Von déterminera un point double x* ^^ droites xO, ^0, parallèles respectivement aux deti tangentes données AB, DC, se couperont an sommet 0 de Tan^ einxoH " scrit à l'arc ab de la parabole, et l'on aura encore quatre solutions, parce que l'on obtiendra deux positions du point x et deux positions du point .r.
il87. Les solutions précédentes, qui sont extraites d'un exceltont article de M. de Jonquières, publié dans le tome XVI des Nou^tUts Annales {\^ série) , sont fondées sur le théorème de Desargues et la théorème corrélatif.
Les autres théorèmes généraux (proposition fondamentale du n* 1131 théorème de Pascal, théorème de Carnot, etc.) fourniraient de nouvelle» solutions.
Reprenons, par exemple, le premier cas, c'est-à-dire celui où ro!î donne cinq points a, bj r, li, e, et appliquons la proposition fondeuen* taie du n* 4431. On prendra deux des points donnés d eie comme sonmets des deux faisceaux homographiques dont on aura alors trois cooples (da, ea), [db^ eb), {de, ce) de rayons homologues. L'intersection d'une droite dm menée à volonté par d et de son homologue em sera un non* veau point de la conique. — La tangente au point d sera i'homologne du rayon ed considéré comme appartenant au faisceau (tf), et cette construction donnera la tangente en un point quelconque de la conique, car il suffira de considérer ce point comme le sommet de l'un des faisceaia générateurs. — Les points où une droite donnée L rencontre la conique seront les points doubles des deux divisions tracées sur cette droite par les deux faisceaux. — Les directions des asymptotes s'obtiendront eo transportant le faisceau [e] parallèlement à lui -môme au sommet #/, el prenant les rayons doubles du faisceau (d) et du faisceau (e) ainsi transporté; car ces rayons doubles sont les rayons du faisceau [d) dont les homologues dans (c) sont parallèles.— Enfin, une fois les deux points à l'infini o* et ca' ainsi déterminés , on aura les asymptotes elles-mêmes en menant les tangentes en ces deux points, ce qui se fait en considérant la conique comme engendrée par deux faisceaux ayant m et m' pour centres et prenant dans chaque faisceau l'homologue de la droite à l'infini %m\ Voici le détail de ces opérations ; par a, b^ c, on mène des paralièles««.
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h^y CYt ^ A^'i ^?\ ^yS au^ droites d^ trouvées dy>, dw>'i soient «, P« Yi a't P'i y\ îes points ou ces droites rencontrent une.t^ransversale quelconque L; la droite cuw' rencontre L à Tinfini; on déterminera les points I et J' conjugués de i'inûni dans les deux divisions déterminées par les trois couples (a, a'), (p, P')» (t» ï'); les droites menées par I parallèlement à d(»> et par J' parallèlement à dm* seront les asymptotes.
Indiquons maintenant la solution fondée sur le théorème de Pascal. — Poar avoir le point / où une droite quelconque menée par a rencontre la courbe, on considérera Thezagone inscrit dont les sommets seraient /7, by e^ dy tf,/ [fifr. aia). On prendra le point n commua aux côtés opposés ^et c</, le point / commun à ah et de\ la droite ni contiendra le point de concours du côté hc et du côté inconnu €f\ on aura donc ce point de concours m par la rencontre de bc et de //t. Dès lors, les droites tf/'et iMe donneront le point demandé/. — On obtient la tangente en a en considérant ie pentagone abcde comme un hexagone abcdef dont deux sommets voisins a ei f seraient confondus ; le côté af est alors remplacé par la tangente en a, qull s'agit de déterminer. A cet effet, on prendra rintersection / de bafei de de^ l'intersection m de bc et de ea\ la droite miBerai la droite qui joint les points de concours des couples de côtés opposés; elle contiendra donc le point de concours de c4 et de la tangente en a; ce point sera dono k la reneontre n de cd et de mly et an sera la tangente cherchée. Ces construction^ sont, au fond, d'yne grande simplicité.
La tangente en a une fois connue, on peut trouver les éléments de la courbe par la théorie des figures homologiques, comme nous l'avons expliqué au n" 1179, 3"^.
Nous devons faire connaître ici une généralisation remarquable du théorème de Pascal, qui est due à M. Âubert (Nouvelles Annales^ 3* série, tome VUI) et qui donne neuf points en ligne droite.
La proposition de M. Aubert peut s'énoncer ainsi :
Si deux triangles ABC, A'B'C inscrits dans une conique sont liomologiques, et si Von prend un point I sur la conique^ les points de concours a, p, y ^* droites BC et lA', GA et IB', AB et \C sont situés sur une même droite L passant par le centre d'/tomologie D.
En effet, considérons les trois hexagones lA'ABCC, IB'BCAA', ICGABB'; ils ont un sommet commun I et chacun des autres sommets se déduit de eeux de l'hexagone précédent par une permutation drtulaire efifectuée sur les lettres» Les trois droites de Pascal corres-
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pondantes
IB
sont
œDyi ?Da, yDp.
Chacune d'elles ayant deux points communs avec chacune des ûen\ autres, ces trois droites coïncident et, par suite, les poiols 3, .3, 7. D 9on^ en ligne droite.
Ce théorème a do nombreuses conséquences; noue signalerons seulement son application à la construction d'une coniquo donnée par cio:] points I, A, B, A', B'.
Par le point de concours D do A A' et BB', menons ane d rot le quelconque L et soient a, p, y ^^^ points où L rencontre lA', IB' et AB. L^*> droites «zB et ^A donnent un point C de la conique, et les droites CD r Iy en donnent un autre C.
En conservant le même point I, on peut échanger soit simultanémeri, soit séparément, les lettres A et .V d'une part, B et B' de l'autre^, Ave* chacune de ces nouvelles combinaisons de points, la même dn>jle I. fournit deux nouveaux points de la conique; on obtient donc huit point*^ de la coniquo à l'aide de cette droite L,
1188. On a souvent à déterminer une conique par des conditionautres que celles de passer par des points ou de toucher certaine droites.
On dit qu'une condition csi simple lorsque la recherche d'une contqu • assujettie à remplir celte condition et à passer en outre par quatri* points est un problème déterminé.
Il est évident, d'après cela, que donner un point ou une tangente équivaut ù une condition simple (118G}, et qifil fdtit cinq condition^ simples pour déterminer une conique.
Une tangente et son point de contact \ aient denx conditions ; par suito, il en est de même d'une asymptote; une parallèle ùune asvinptolo ne vaut qu'une condition, puisque cela revient à donner un point situé à l'infini sur cette parallèle.
Un point p du plan et sa polaire P valent deux conditions ; car, si Ton donne en outre trois points a, b^ r, de la conique, on aura trois nouveaux points a\ h\ c\ de la courbe en prenant les conjugués harmoniques d^ /z, h^ Cy par rapport aux segments interceptés sur les droites pa^pù^pct entre le point/) et sa polaire P. — Un point du pian et uti point de sa polaire équivalent à une seule condition.
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Lo centre vaut deux conditions, puisque c'est le pôle de la droite de Tinfini. , •
Un foyer vaut aussi deux conditions, puisque les droites qui joignent ce point aux deux points cycliques du plan sont tangentes à la conique. On peut aussi remarquer qu'un foyer /et trois points «, h^ c, déterminent la conique : la directrice coupe en efTet la droite ah sur la bissectrice du supplément de Tangle afb (1158), etc.
Un ojce vaut deux conditions, puisque, si Ton donne en outre trois points de la conique, on a trois nouveaux points de cette courbe en pre^ nant les symétriques des premiers par rapport à Taxe. U résulte de là qu*un sommet équivaut à deux conditions, car, si Ton donne en outre la tangente en ce point, on aura par là même un axe et un point, c*e3t-àdire trois conditions.
Dire qu'une conique est une parabole équivaut à une condition, puisque c'est donner une tangente (la droite do l'infini). — Dire que la conique est un cercle équivaut à deux conditions, puisque c'est donner deux points de la courbe (les deux points cycliques du plan). — Savoir qu'une conique est une hyperbole équilatère équivaut à une condition; cela résulte de ce que deux points A et B et une asymptote L (c'est-à*d ire quatre conditions) déterminent une hyperbole équilatère. En effet, le théorème des sécantes donne le point où la corde ÀB coupe l'autre asymptote qui est dès lors déterminée puisqu'elle est perpendiculaire à la première.
1189. A tout système de quatre conditions simples répondent une infinité de coniques formant un groupe. Soient fx et v les nombres des coniques du groupe qui remplissent, outre les quatre conditions données, celle de passer par un point donné ou de toucher une droite donnée. Les nombres f^ et v ont reçu le nom de caractéristiques du groupe considéré.
Il résulte des solutions données aux n** 1186 et suivants quêtes groupes de coniques passant par quatre points, passant par trois points et touchant une droite, ])as$ant pnr deux points et touchant deux droites, pas« sant par un point et touchant trois droites, touchant quatre droites, ont respectivement pour Ciiractt^ristiques
Les propriétés d'un groupe de coniques dépendent essentiellement des caractéristiques de ce groupe, et l'étude de cette dépendance Gonstitue une belle théorie crééo tout récemment par M. Gbasles et par ses conti-^ nuateurs, de Jonquièros, Zeuthen, etc. Nous ne saurions exposer même les principes do cette théorie sans sortir de notre cadre ; nous nous bor* fierons à offrir au lecteur un exemple très-simple.
Le lieu des pôles d'une droite fixe L, par rapport aux coniques du
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groupe qui a pour caractéristiques i^ et v^ est une ligne de Pordrt t. ù effet, la droite L ne peut rencontrer le lieu qu'autant qu'elle contieol > t pôle, c'est-à-dire que lorsqu'elle touche Tune des coniques du sysièc? or le nombre des coniques du groupe qui touchent une droite qoelconqu et par suite la droite donnée, est par hypothèse égal à v.
On conclut de là, en supposant la droite L à Tinâni, que le Ueu «^ centres des coniques passant par quatre points donnés est de Tordre a. c'est-à-dire est une conique, et que le lieu des centres des coniques tangentes à quatre droites est de l'ordre i, c'est-à-dire est une iigne droite; nous avons déjà trouvé ces deux théorèmes par une autre vote.
il90. Construire les points communs à deux coniques Z et 2*.
On commencera par chercher les pôles doubles (HTl). Pour cda, « construira une conique auxiliaire G, lieu des points de rencontre des ^'' laires par rapport à I et à 2' des divers points d'une droite L dioL^"* volonté. On construira de même une seconde conique auxiliaire G', débry de la même manière relativement à une seconde droite L' prise vssà ^r* bitrairement. Ces deux coniques G et G' auront évidemment en Gonur : le point tù d'intersection des polaires par rapport à 2 et à ^ du point trencontre des droites L et L' ; elles auront donc trois autres points a^ muns; ces points seront les pôles doubles;?, /?', p". En effet, eoit « ' ' de ces points communs; puisqu'il appartient à la conique G, il 6era<- *i rencontre des polaires d'un certain point n de L et, par suite, inver^ ment, les polaires de m passeront par n\ de môme, puisque m appait > à la conique G', ses polaires passeront par un certain point /f delà drt ' L'; donc les polaires du point m coïncideront l'une et Taatre avec i droite nn'^ ce qui démontre que m est un pôle double.
Cela posé, deux cas peuvent se présenter :
Si les coniques auxiliaires G et G' n'ont que deux points communs r^> ftiet;?, iln'y aura qu'un pôle double réel. On déterminera alors lesdeuxcori^ communes qui passent par ce point; leurs intersections avec l'une ^^ coniques seront les points demandés ; deux d'entre eux seulement s«t^*-' réels (1171). Pouravoirles deux cordes communes, on prendra deuxpototà volonté tt et f^; on cherchera le point commun u' aux deux polaires de ^ et le point commun v' aux deux polaires de p ; les cordes communes demandées diviseront harmoniquement les deux angles upu\ ppv': <" effet, la polaire de u par rapport au système des deux cordes comniBot> passe {iili) par u' ; cette polaire est donc pu^^ et, par suite, pu si /< sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux cordes communes
Si les coniques auxiliaires G et G' ont quatre points communs rîf^ w, p, p\ p\ il y a trois pôles doubles réels p^p'yp" ; par chacun d'eux fostf un couple de cordes communes, et l'un de ces couples au moins est r^'
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on le déterminera comme ci-dessns, et Ton prendra les intersections des droites dti couple avec l'une des coniques ; les quatre points seront tous réels ou tous imaginaires.
On voit que la solution consiste à réduire la question à la recherche analogue pour deux autres coniques qui passent par un point connu. On remplace ainsi un problème du quatrième degré par un problème du troisième; au fond, on ne fait pas autre chose en Géométrie analytique, puisqu'on y ramène la question à la résolution d'une équation du troisième degré connue sous le nom ù* équation en X.
La recherche des tangentas communes s'effectue par des tracés corrélatifs des précédents et qu'il suffit, dès lors, d'indiquer d'une manière rapide.
Autour d*un point pris à volonté, on fait tourner une droite dont on prend les pôles par rapport à Z et à 2'; la droite qui joint ces pôles enveloppe une conique auxiliaire. Un second point, choisi aussi d'une manière arbitraire, donne d'une manière analogue une seconde conique. Ces deux coniques auxiliaires touchent lune et l'autre la droite o passant par les fioles de la ligne qui unit les deux points choisis ; elles ont donc trois autres tangentes communes, dont l'une au moins est réelle ; ce sont les polaires doubles P, P', P*. *
On pourrait d'ailleurs obtenir ces polaires doubles en déterminant d*abord les pôles doubles p^ p\ p"^ comme au problème précédent, puis prenant leurs polaires par rapport à l'une des-eoniques données £ et X'.
Cela posé, il peut se présenter deux cas :
Si une seule P des polaires doubles est réelle, on déterminera les deux ombilics placés sur cette droite, et par ces ombilics on mènera à l'une des coniques données des tangentes, dont deux seulement seront réelles. Pour trouver ces ombilics, on prend deux droites arbitraires U et Y, on cherche la droite U' qui joint les pôles de U et la droite V qui joint les pôles de V; les deux ombilics devront diviser harmoniquement chacun des deux segments interceptés sur P par U et U' et par Y et Y'.
Si les trois polaires doubles P,P',P^, sont réelles, chacune d'elles contiendra un couple d'ombilics; l'un au moins de ces couplessera réel» et on le déterminera comme ci-dessus ; puis, de ces points, on mènera à l'une des coniques données des tangentes qui seront toutes les quatre réelles vu toutes les quatre imaginaires.
i\^\. Mener une normale à une conique C par un point P donné dans son pian (Jtg» 6W).
MT étant une tangente à la conique et OM le diamètre qui aboutit au (Kiintde contact M, abaissons du point P la perpendiculaire sur MT, et prenons le point Q où cette perpendicnlaire rencontre OM. Quand le point
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M décrit la conique, la perpendiculaire qui tourne autour de P el le c'mètre OM qui tourne autour du centre Ode la conique déciivent de \ faisceaux qui sont homographiques, puisque chacun d'eux est homognphique du faisceau formé par la rotation du diamètre conjugué de OV. U lieu du point Q est donc une conique H ('1131) qui passe par les points >< et P, qui touche au point P le rayon homologue de OP, c'est •à'dire .<
Fîg. Co*».
perpendiculaire abaissée de P sur la tangente à la conique C su point < * OP rencontre cette conique, et qui touche au point 0 le rayon komok»: de PO, c'est-à-dire le diamètre qui aboutit au point de contact de la targente perpendiculaire à PO. Enfin, cette conique H est une hyperbole équlatère ayant ses asymptotes parallèles aux axes de la conique C; on \« * en effet que, quand OM coïncide avec l'un des axes, le point Q passe j l'infini sur cet axe. Cela posé, si M^ est le pied d*une normale naenée d4 point P sur In conique G, PM, est perpendiculaire à la tangente au pojr- M, ; ce pied M, appartient donc au lieu H. On aura donc les pieds desnûrmales en cherchant les points communs à la conique proposée C et à l'hyperbole H, qui est bien déterminée, puisqu'on en connaît deux points, k: tangentes en ces points et les directions des asymptotes. Le problème « quatre solutions qui peuvent se réduire à deux. En particulier, quand iV point P est sur Tun des axes, l'hyperbole se décompose en deux droiu> rectangulaires dont Tune est cet axe même. Dans le cas où la coniqu proposée G est une parabole, l'axe de cette parabole est une asymptote <.^< 1 hyperbole équilatère H, qui est ainsi bien déterminée, puisqu'on connAÎ. en outre un de ses points P et la tangente en ce point ; les deu?; courber C et H ont alors, en commun, outre un point à l'inâni, trois points divc; l'un au moins est réel ; d'où il suit que le problème a trois solutions ou une seule. Enfin, quand le point P est sur Taxe de la parabole C, rhy(>er' bole H se rédujt à deux droites dont Tune est cet axe lui- môme et Tauire, la perpendiculaire à cet axe située à une distance du point P égale ao paramètre (1045).
L'emploi de cette hyperbole équilatère pour résoudre le problème de^ normales remonte à Apollonius. En traxisformant la solution pj-écédeoi^^
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{>ar polairos réciproques, la conique donnée étant prise pour directrice, un tomberait sur une nouvelle solution, dans laquelle les pieds des normales seraient les points où la conique C est touchée par les tangentes communes à celte conique et à une parabole aisée à déterminer. Ajoutons i^nfiD qu'en prenant pour ineonnues, non les pieds des normales, mais les l>oint8 où la coniqœ G est rencontrée par les perpendiculaires menées do Tun de ses sommets sur les quatre normales, on trouverait ces points par la rencontre de la conique donnée et d'nn cercle(vo{>JoACHiifSTHAL,/oe/rfini de Crette, t. XLVIII ; et SiiiTH, Annales de Tortolini, a* série, t. III).
Nous devons encore signaler sur ce sujet une proposition remarquable • lue à Joachimsthal.
»SV d'un point on mène des normales- à une ellipse^ trois des points 1/ 'incidence N, P, Q, et le point Mi diamétralement opposé au quatriè'me M sont sur un me*me cercle.
En effet, d'après le théorème de Desargues, l'ellipse, Thyporbole (i' Apollonius et le système des cordes communes MN et PQ déterminent .sur chacun des axes de l'ellipse une involution; et, oomrae dans chacune de ces involutions le point conjugué de l'infini est évidemment \o centre 0 de reilipse, on a, en désignant par À] et B| les points où 1<.*8 aies coupent AIN et par Af et Bi les points où les axes coupent PQ,
OB.OB' = OBi.OB„ OA.OA' = OA,.OA»;
•J'où, par division,
OR, OBî^^ OAj 'OA, ""«*'
(*o qui exprime que le produit des coefficients angulaires des deux cordes MN et PQ est égal ù -^; mais le produit des coefficients angulaires des deux cordes supplémentaires NM et NM| est (M 46, i 1 (7) égal à • Donc les cordes PQ etNMi ont des coefGcieals angulaires
('•rttux et de signes contraires; on d'autres termes, ces cordes sont également inclinées sur les axes de l'ellipse. Par suite (tl73), les points P, o, N cl ]M| sont sur un môme cercle.
I.e lhi*orème et la démonstration subsistent pour l'hyperbole.
QUELQUES PROBLÈMES BRLATIFS A LA PAR.VDOLE ET A l'iIVPERBOLE ÉQUILVTÈRE.
tlOi. Construire une paraùole connaissant deux tan^cntc^ Ap, A y vt la corde de contact 3^ {Jfg- ^oî).
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Ce problème se présente souvent en Mathématiques appliquées t notamment en Statique graphique.
La théorie des diamètres fournit un premier tracé par points et L4> gentes : on joint le point A au milieu 0 de la corde ^y ; le miUeo I >> AO est un point de la courbe et la tangente en ce point I est parallr. à Py' ^^ continuera en opérant de môme sur les angles cîreonscr • formés par la nouvelle tangente et les deux tangentes primitives.
Un autre tracé fort simple résulte du théorème suivant : 5/, par ? point quelconque M de la corde de contact py d'un angle ^ky Wrconscrit à une parabole, on mène des parallèles MB, MC o//^ côtés ^" cet angle, la diccgonale BC du quadrilatère ABMC ainsi formé est /« gente à la parabole. En outre, on obtient le point de contact s de irr tangente BC en prenant C a = Oi B,Oi désignant le point où BC renconi' la médiane AO du triangle p A y. En effet, on sait ( 1154) que, pour qu'endroite mobile BC soit tangente à une parabole, il faut et il suffît qu e! > détermine sur deux tangentes fixes, A y et A^, des segments hoi • logues proportionnels, c'est-à-dire que Ton ait
Yé
BA
AC
cp'
Or cette condition est ici remplie, car les deux rapports précédents
respectivement égaux à
yB BM
dont l'égalité résulte do la similiiudo des triangles MB-;, ^CM.
Fig. 6o3.
La première partie de Fônoucé 9e trouve ainsi établie» Pour dénx r.-
trer la seconde, il suffit d'appliquer le théorème que nous venons de rappeler aux deux tangentes Ba, By coupées par la tangente AG et aux deux tangentes G ^ et G a coupées par la tangente AB. On obtient ainsi les deux proportions
yA _ BC pA _ CB
AB ~Ga' AG " Ba
qui^ si Ton désigne par Oi, yi et Pi les points où BG rencontre AO et les parallèles à AO menées par y et p, peuvent èlre remplacées par
Y^^BC p,Oi ^ GB^ 0,B Ca* 0,G Ba'
on en conclut, en observant que 71 0» = Oi ?j, la relation
0|B _ GOi Ca "■ «B ' d*où Ton déduit
OiB _ G0|-4-0,B __ CB ^ Ga ■" Gcn-aB " GB " * ou
Ga = OiB. c. Q. F. Oi
On peut aisément déterminer les éléments fondamentaux de la parabole, c'est-à-dire le foyer F et la directrice A.
Le tracé que l'on donne habituellement pour déterminer le foyer F consiste à prendre rintorseclion delà droite y F symétrique do yyi P^^ rapport à y^ ^^ ^e la droite ^F symétrique de p^i par rapport à ^A; c'est une conséquence immédiate de l'égale inclinaison de la tangente à la parabole sur le rayon vecteur et la parallèle à l'axe. M. Maurice d*Ocagne a fait observer ( G^»tf c<Vi7, tome IX, page 91) que ce tracé devenait illusoire lorsque l'angle yA^ formée par les tangentes données est droit, et il a proposé la solution suivante qui convient à tous les cas : Élevez en ket ^ des perpendiculaires sur A^, en A et y des perpendiculaire t sur Ay; le foyer F sera la projection du point A sur celle des diagonales du parallélogramme ainsi formé qui ne passe pas par A. Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de ce tracé, attendu qu'il noQS semble préférable, pour la détermination du foyer et de la directrice, de recourir au théorème suivant :
Si un triangle ABG a ses côtés tangents à une parabole, le cercle circonscrit passe par le foyer F et le point de concours 11 des hauteurs est sur la directrice A. En eiïet, la tangente au sommet de la parabole, contenant les projections du foyer F sur les tangentes, est la droite de
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Simson (169, ii"") relativement aa triangle ÂBG et au point F; ce pomî F appartient donc au cercle circonscrit au triangle ABC. La secondpartie de renoncé résulte de ce que la droite de Simson est éqn:distante des points F et H (*).
Si Ton applique successivement ce théorème au cas où la tanpeui' variable BaC se confond avec Tune et l'autre des tangentes fiiedonnées AByi ACp, on voit que :
I^ foyer F est le second point d'intersection de deux cercl^f d^'
(*) Cette propriété de la droite de Simson a été seulement ënonc<^ .. n*" 169. Voici ea démonstration {Jfff. 6o4) :
Remarqaoufi d'abord que «i l'on prolonge la hauteur CHR Jusqu'il s« ri'ncontre G avec le cercle circonscrit au triangle ADC, on a RG sn RH ; car. r«s angles RAG, RAH étant l'un et l'autre égaux à HCD, sont égaui entre eux; l«^ triangles rectangles ARG, ARH sont donc éigaitx et, par suite, RG est égal â RH. Cela posé, soit F un point quelconque du cercle circonscrit, N et L les p/cH
Fig. 6o{.
jections de F sur AB et AC, enfin E et K les pointa où FG rancootre lec^ir AB et la droite de Simson NL. Le quadrilatère AFLN est ioscriptible, puisque des points N et L on voit AF sous un angle droit; on en conclut Fégalité des angles FNK, FAC; mais ce dernier angle a même mesure que FGC, lequel r^t égal à MFK puisque FN et CG sont parallèles. Donc les angles F^K, NFR sont égaux et, par snite, les droites KF et KN sont égales. On déduit de là, paisqiu le triangle FNE est rectangle en T4, que K est le milieu de l'hypothénuse FE et que l'angle KNE est égal à KEN ou encore à HER, m la symétrie de EH H de EG par rapport à AB. D'après cela^ U droite de Simson NKL est panllèl^ à Eli et passe par le milieu K de FB-; elle doit donc paner par le milieu I deFH.
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l'un pafse par p et touche en A la droite A^ et dont l'autre passe par y et touche en A la droite A^.
La directrice A est la diagonale ne passant pas par A, du parallé^ logramme formé en menant par A et ^ des perpendiculaires à A^ et par A et f des perpendiculaires à A^. D^ailleurs, dès qu'on a le foyer F, la directrice Â s'ensuit, puisqu'elle doit contenir les symétriques de F par rapport atix deux tangentes données.
1193. Construire une hyperbole équilatère dont on donne quatre points,
La solution est fondée sur la proposition suivante (fig, 6o5) :
Quand un triangle ABC est inscrit dans une hyperbole équilatère, le point de concours H des hauteurs est situé sur l'hyperbole et le cercle des neuf points passe par le centre ia de la courbe.
En effet, soit D le second point d'intersection de l'hyperbole et de la hauteur issue du point C ; la première partie de l'énoncé revient à dire que ie point D n'est autre que H. Or, menons AF parallèle à l'une des asymptotes et DE parallèle à l'autre; désignons d'ailleurs par K le point
commun à AF et à CD et par I le point commun à DE et à AI). Le théorème de Pascal, appliqué à l'hexagone ABCDEF dont les derniers sommets sont A Tinâni, montre que IK est parallèle à BC; mais AD est perpendiculaire à TK, puisque I est le point de concours des hauteurs (lu triangle ADK; donc AD est perpendiculaire ù BC, et le point D ne diffère pas du point de concours H des hauteurs du triangle ABC.
Considérons la deuxième partie de l'énoncé {fig. 6oC); soient Au Bi, <:i les milieux des c6lés du triangle ABC; désignons par P et 0 les projections de B et C sur la parallèle menée par A à Tune des asymptotes de l'hyperbole, de sorte que les projetantes BP, CQ sont parallèles à l'autre asymptote; enfin soient A' et C les points où AC coupe
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les asymptotes. Le point Bi sera, d'après la propriété des sécanles .e rhyperbole, à la fois le milieu de AC et celui de A'C; ce sera don" le centre d'homothétie des deux triangles à côtés parallèles ACQ, A'ùtC : donc (uBi passe par Q et, de même, coCt passe par P. Gela posé, <
Fjg. 606,
est aisé de Toir que les angles sous lesquels on voit du point A et do point û> la droite BiCi sont égaux ou supplémentaires (ils sont supplémentaires sur notre 6gure où co et A sont placés du même côté de B| Ct»; donc les angles sous lesquels on voit Bi Ci du point Ai et du point m sont aussi égaux ou supplémentaires et, par suite, le point ta appartient à la circonférence de cercle passant par Ai, Bi, Ci.
Chacune des deux parties du théorème précédent fournit un mode de solution du problème qui consiste à construire une hyperbole passant par quatre points donnés A, B, C, D.
Diaprés la première partie, on construira le point de concours H des hauteurs de Tun quelconque des quatre triangles ayant pour sommets trois des points donnés, et Ton sera ainsi ramené à la construction d*um conique dont on connaît cinq points A, B, G, D, H. Le problème a ooe infinité de solutions, si Tun des quatre points donnés est le point de reih contre des hauteurs du triangle formé par les trois autres.
D'après la seconde partie, on déterminera le point commun aox eerdet
LIVRB Vlir. — LES COURBBS USUELLES. 4^7
des neuf points relatifs aax quatre triangles que l'on peut former avec les points donnés. Ce point o) sera le centre de l'hyperbole dont on obtiendra un cinquième point, en prenant le symétrique par rapport au centre de Tun des points donnés. Il y a indétermination dans le cas déjà cité, les quatre cercles des neuf points coïncidant.
Il est d'ailleurs facile de trouver les asymptotes de l'hyperbole; du milieu Bi de AG comme centre, avec un rayon égal à Bi u>, on décrira un cercle qui coupera AC aux points A' et G' où les asymptotes rencontrent ce côté.
PÔLE ET PLAN POLAIRE
1194. On nomme surfaces du second ordre les surfaces dont toute
section plane est une conique réelle ou imaginaire ; d'où il suit qu'une
droite quelconque a, avec une telle surface, deux points communs
réels ou imaginaires, à moins qu'elle n'appartienne tout entière à la
giirface.
Si, par un point quelconque p de l'espace, on mène une droite quel'
conque L, et si l*on prend sur cette droite le conjugué harmonique p' de p
ftar rapport aux deux points m et ni communs à la droite L et à une
surface du second ordre lyle lieu des points p\ quand L se déplace autour
de p^ est un plan fixe w.
Observons d'abord que, si l'on mène deux plans quelconques par /.;, et si l'on prend les polaires do p par rapport aux deux coniques que ces plans déterminent sur la surface l, ces deux polaires ont un point commun : c'est le conjugué harmonique de p qui est situé sur l'intersection des deux plans. Cela posé, concevons par le point p deux plans fixes a et ^ arbitraires et un plan quelconque 7 contenant la droite L; soient A, B, C les polaires de p par rapport aux coniques que les plans «,^,7, déterminent sur la surface z. Le point p* est situé sur C ; d'ailleurs, d'après robserVf-ilion ci-dessus, la droite G rencontre les droites 6xes A et B qui se rencontrent elles-mômes. Donc le point ^'cst constamment situé dans le plan fixe o des deux droites A et B.
Le plan o est dit le plan polaire du point /?, et le point p est dit le f)6le du plan a, par rapport à la surface l.
Le plan polaire d'un point de la surface 2 est te plan tangent en ce f^oiut, puisque ce plan tangent contient toutes les tangentes en p aux sections faites parce point, c'est-à-dire toutes les polaires de/; par rap-
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port à 09S sections; inversement, tout plan tangent a pour paie son pmf (le contact,
La courbe de contact de tout cône circonscrit à la surface 1 at laconique suivant laquelle le plan polaire js du sommet p eottpe la surfit; si cette conique est réelle, le point p est dit extérieur à la surface; a eUe est imaginaire, le cône cesse d'exister, et le point p est dit imtrieur, r-^ Par une droite donnée, on ne peut donc mener que deux plans tangents à une surface du second ordre Z ; car les plans tangents qa'oD peut mener à une surface par une droite donnée sont les pims tasgecL* mené^ par. cette droite au cône qui a pour sommet un point qoeicooquc de cette droite, et qui est circonscrit à la surface. — U résulte de là que les surfapes du second ordre sont de la deuxième classe, en entendant par classe d'une surface le nombre des plans tangents qu*on peut mener ï cette surface par une droite.
1193. Le plan polaire de tout point d'un plan passe par le pôle de <r plan, et, réciproquement, le pôle de tout plan passant par tui point e^i sur le plan polaire de ce point. Par siiite, les plans fHflaires de tous Icspouiu d*une droite L' passent par une droite L', et, inversement, les pôles ik tous les plans passant par une droite L' sont sur une droite L. Deui droites L et L', telles que Tune contient les pôles des plans passant par l'antre, sûnt' dites conjuguées, A toute droite. L répond une droite codjuguée U, et une seule; on Tobtient en joignant les pôles de deux pUo5 menés à volonté par L, et en particulier en joignant les points de contact des plans tangents conduite par L.
Le pôle d'une droite L par rapport à la section laite dans la surface psr un plan a contenant la droite L coïncide avec le pôle par rapport à !j surface du plan que déterminent la droite L et le pôle a du plan 2; il appartient donc à la conjuguée L' de L. Donc, si l'on coupe une surftta du second ordre S par une série de pUms eontentuit une même droite L, les pôles de cette droite L par rapport aux diverses sections sont uir une droite L' qui contient encore les pôles de tous ces plans sécants par rapport à la surface et, en particulier, les points de contact des ficus plans tangents conduits par la dreiêe primitif^ L«
Lorsque quatre points sont en ligne droite, leurs plans polaires forment un faisceau dont le rapport anltarmonlque est égal à 'celui dr quatre points.
Lorsque quatre droites concourantes sont situées dans un mémt platu leurs conjuguées Jorment un faisceau plan qtd a même rapport mnharmonique que le faisceau primitif.
1196. Deux points sont dits conjugués par rapporta une surface do second ordre, lorsque le plan polaire de 1 un passe par laulre. Pkuieun
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couples de points conjugués sur une même droite forment une inpolution, dont les points doubles sont les points communs à la droite et à la surface.
Deux plans sont dits conjugués par rapport à une surface du second ordre lorsque le pela de Tun est situé sur Tautre. Plusieurs couples de plant conjugués passant par une même droite forment un faisceau de pians en involution ( c'est-à-dire un faisceau que toute transversale ooupe suivant une suite de points en involution) ; les plans' doubles sont les deux plans tangents menés par la droite; il suit de là que, par une droite ipteiconque, on peut toujours mener deux plans conjugués rectangulaires.
Une droite et un plan sont dits conjugués par rapport à une surface du second ordre lorsque la droite passe par le pôle du plan. Quand on plan ci une droite sont conjugués, le plan contient évidemment la conjuguée de la droite.
Tàut point p de Vespacc est le sommet d*une infinité d'angles trièdres doni chaque arête est conjagtiée à la face opposée; car i) su0\t, pour avoir un tel trièdre, de joindre le point p à trois points a, 6, r, choisis dans la plan polaire o de p^ de façon que chaque sommet du triangle ahc soit le pôle du côté opposé par rapport à la conique que le plan ^ détermine sur la surface. Un tel trièdre prend le nom de trièdre, /w/^^i/-^.
PLANS OIAUéTAAUX, DIAMÈTnBS, CBNTRK; SEfCTKKIS PARALLàLBS.
1 107. Dans toute surface du second ordre, le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée est un plan ^ ^*eeit Je plan polaire des points à rinfini communs à toutes ces parallèles. On donne à ce plan le nom do plan diamétral conjugué à la direciion des cordes.
Le pôle du plan à l'Infini est évidemment commun à tous les plans diamétraux; on le nomme centre de la surface.
Toute corde passant par le centre a son milieu en ce point et prend le nom de diamètre.
Un diamètre et vu pian diamétral Uïni dits conjugués lorsque le diamètre passe par le pôle du plan diamétral (1196). A chaque diamètre répond un seul plan diamétral conjugué, et réciproquement.
1198. Le centre est le sommet d'une iiiQnité d'angles trièdres polaires (1196), c'est-à-dire de trièdres dont chaque arête est le diamètre conjugué du plan diamétral déterminé par les deux autres. Les trois arêtes forment un système de trois diamètres conjugués deux à deux, et les trois faces un système de trois plans diamétraux conjugués deux à deux.
1 109» Si i *on cottpe une surface du second ordre Z par une série de plans paralléUiMa.^^9^, ..,t c'est-à-dire par une série de plans ayant unedroitecom-
470 GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACK.
mune L à Tinfini, les centres des sections seront les p6les de cette droite L par rapport à ces sections : ils seront donc (i19aj tous sittiés sur ttmr même droite V qui contient aussi les pôles des plans sc^, a,,. . .^ par rafiport à la surface ; cette droite est le diamètre conjugué du plan diamétrai a parallèle aux plans considérés^ puisqu'elle renferme à la fois le centre d« la section faite par ce plan a et le pôle de ce plan. Les deux plans langeots parallèles aux plans considérés auront leurs pôles, c*est-ià-dire leurs pointi^ de contact, sur cette droite L', d*où Ton voit que tout plan tangent à ane surface du second ordre est parallèle au plan diamétral conjugué du dut" mètre qui passe par le point tle contact. Enfin, si Ton mène deux plans conjugués quelconques par le diamètre L\ le premier coupera les plans a,, a,, . . . , suivant des droites A,, A,, . . ., parallèles entre elles; le second coupera les mômes plans suivant des droites A'„ A',, . . ., parallèles entre elles; d'ailleurs les couples (A^ A',], (A,, A',),..., seront des diamètres conjugués des sections C,, G,,..., faites par les plans a,, a,, .... Ainsi, à chaque système de diamètres conjugués dans la conique C, répondra, dans chacune des coniques G,, . . . , un système de diamètres conjugués respectiveEnent parallèles à ceux de C,. Donc les sections C,, C^,..,, faites par des plans parallèles dans une surface du second ordre, sont semblables et sembla^ hlcmcnt placées,
PLANS PRINCIPAUX BT SECTIONS GIRCt^AIRES.
ISOO. Un plan diamétral est dit principal lorsqu'il est perpendicnlaire aux cordes qu'il divise en deux parties égales; le diamètre parallèle à ces cordes, c'est-à-dire le diamètre conjugué du plan principal, prend le nom d'rtx^.
La recherche des plans principaux et celle des sections circulaires dépendent des mêmes principes. Mais, avant d'aborder ce double problème, nous devons généraliser quelques idées émises en Géométrie plane.
On sait qu'un plan coupe une sphère suivant un cercle dont le rayon r est égal à
R désignant le rayon de la sphère et d la distance du centre au plan sécant. Si d est plus grand que R, le cercle cesse d'exister; mais, pour généraliser et en vertu de considérations que nous avons déjà indiquées plusieurs fois, on dit dans ce cas que la section est un cercle imaginaire dont le rayon a encore pour carré la quantité R' ~ «^, qui est alors négative. 11 est clair que les formules où entre le carré du rayon d'un cerde et les propositions géométriques qui en sont la traduction subsistent dans le cas où le carré du rayon devient négatif; mais, lespointsou les droites que Ton considère dans ces théorèmes n'ayant plus dans le second
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les mêmes positions qae dans le premier, il faudrait, si Ton excluait la considération du cercle imaginaire, employer dans les deux cas des énoncés différents, qu'aucun tien apparent ne rattacherait l*un à Vautre, tandis que l*emploi du cercle imaginaire permet de n'avoir qu'un théorème et d'exprimer la propriété dont il s'agit d'une manière plus saisissante et qui fait image.
Voici un exemple très-simple qui fera bien comprendre notre idée : On sait que la polaire P d'un point p par rapport à un cercle de centre o est la droite menée perpendiculairement au diamètre op par le point p' de ce diamètre que détermine la relation
(i) op.op'^r\
et Ton a démontré que les polaires des divers points d'une droite L passent par un même point. Dans cette déûnition de la polaire, aussi bien que dans la démonstration du théorème cité, le cercle n'a aucune part, et l'on ne fait intervenir en somme que les points o et p et la quantité r*. La proposition subsiste donc dans le cas où r' est négatif; seulement, alors, il n'y a en réalité plus de cercle; la droite P, toujours définie par la relation (i), n'est plus, par rapport au point o, du même cêtéquele point/», et le théorème prend la forme suivante : Si, par les divers points p d'une eUwte L, on mène à un point fixe o des rayons po surieaqueU on marque eÊes points pf déterminés par la relation (i), les perpendiculaires éle* vées par ces points p* sur les rayons correspondants passeront par un point fixe. On voit combien cet énoncé est lourd, et combien il est à la fois plus simple et plus clair d'exprimer le même fait en conservant l'énoncé primitif, à la condition de dire que le cercle est alors imaginaire et de donner à la droite P le nom de polaire du point p par rapport à ce cercle imaginaire. Bien que so rapportant à un cercle imaginaire, la propoaition n'en aura pas moins une signification parfaitement précise et portant en définitive sur des choses réelles.
La formule (i) est susceptible d'une interprétation géométrique fort utile.
Supposons r* négatif, et soit r'^ sa valeur absolue. Menons par o une droite perpendiculaire au plan et égale à r* ; j étant l'extrémité de celte perpendiculaire, on aura
co qui prouve que l'angle psp* est droit. On a donc ce théorème :
Si, par le centre o dUm cercle imaginaire, on mène une droite os perpendiculaire au ftlan du cercle et égale à son rayon supposé réel, la flroiie qui joint le point s à un point quelconque p du plan du cercle est perpendiculaire au plan qui passe par le point s et par la polaire P </» point ppar rapport au cercle tmaginoi^e.
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1201. Nous avons vu (iiti) que tous les cerdes d*un plan camptul la droite à l'infini de ce plan aux deux mêmes points imaginaires. On €on> dut de là que toutes les sphères coupent le plan à Tinfini suivant os même cercle imaginaire qu'on nomme le eercie imaginaire à l'imfim Soient, en effet, C et C les cercles déterminés par le plan à Tinfini dav deux sphères quelconques 2 et s' ; pour prouver que ces cerdes ootncident, il sufllit de montrer que tout plan n les coupe aux deux mèoBs points Or, le plan iz donne dans les deux sphères deux cercles A et A', qui ooopni la droite de l'infini du plan n aux deux points cycliques de ce plan ; ce& deux points, appartenant au cercle A et au plan de Tinfini, appartienneot au cerde G, et Ton voit de même qu'ils sont sur le cercle C.
Lorsqu*une droite 9 et un point p sont paie et polaire par rapport am cercle imaginaire à l'infini, la droite qui joint un point qaelconqme g dr l'espace au point p est perpendiculaire au plan mené par ce point q et parla droite P. En effet, soient o le centre d'un cercle ioMginairey intersection d'une sphère fixe et d'un plan a, p^ le point où la droite qp perce le plan or, P, la polaire de /?, par rapport au cerde imaginaire, s l'extrémité d'une droite menée par o perpendiculairement au plan a ei égale au rayon du cerde imaginaire supposé réeh La droite sp^ sera ( iîOO) perpendiculaire au plan déterminé par j et P,, et cette perpea* dicularité subsistera lorsque le plan o se déplacera en s'éloignant indéfiniment du centre de la sphère ; mais, à la limite, les droites ^^ eti^, sont parallèles, et il en est de môme des plans déterminés par ladroîlaP, et par chacun des points s eip^. Donc la droite qp est perpendiculaire au plan de la droite P et du point q,
I'20â. Nous pouvons maintenant aborder la recherche des plans prindpaux et des sections circulaires dans les surfaces du second ordre.
Considérons une surface du second ordre s et la conique C réelle ou imaginaire suivant laquelle le plan à Tinfîni coupe cette surface. Le cercle imaginaire à l'infini C rencontre cette conique en quatre points imaginaires conjugués deux à d^ux, ^ et ^, c et d. Les deux lignes C et G' ont donc trois couples de cordes communes
[ab.cd), (flc,^), (ad,bc)^
dont le premier est seul réel, et un triangle autopolalra commtm ppY dont tes trois sommets sont réels (1171 ).
Désignons par I le centre de la surface i. La droite \p est le diaaMre conjugué du plan diamétral Ip'p' (il97); d'ailleurs cette droite et ce plan sont rectangulaires ( 1201 ) ; donc \p est un axe et Ip'p^ est le plan prla^ cipal correspondant à cet axe. On prouverait de même que \p' et \p^, I/7'et \pp' jouissent de la même propriété, d'oit résulte, pour les surfeees du second ordre, Texistenee de trois plans principaux réds.
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Désifpnons par m un point quelconque de redpaceBÎtué è dis4ano0 finie,et considérons l'un des six plans déterminés par le point m et .cèapune des cordes communes, le plan mab par exemple. Ce plan détermine dfois la surface s une conique qui rencontre te conique G aux deux pointa a et 6; par suite, cette conique est un cercle, attendu que les pointa a et 6 sont les pointa cycliques du pteo ntah. Donc, par un point quelconque m de Tespaoe passent six plans mtA^ mcd^ maç^ mM^ mad^ mbe^ donnant des seetiODS circulaires, mais dont les deux premiers sont seuls réalSt.Los deux plans d'nn m6me système mab et mc€i^ mue et mbd^ mQ<t et rnbc^ se coupent respectivement suivant les droites mp^ mp\ m/»', q^i sont parallèles aux axes ; ils sont donc respectivement perpendiculaires aux plans principaux Ip'p'i \pf'p% Ipp'-
On donne en particulier le nom de plans cydiques aux trois couples de plans \ab etlc</, lacet \bd^ lad et 16c, qui donnent des sections circulaires et qui passent respectivement par les axes 1/», lp\ Ip"^ On obtient toutes les sections circulaires de la sorCace en coupant cette aarface par des plans parallèles aux six plans cycliques. U y a donc six séno8^e;sec* tiens circulaires; le lieu des centres de chaque série est le diamètre. conjugué du plan cyclique auquel soat parallèles les plans de la siérie .considérée, et Ton donne le nom û'ombiiics aux pointa où cl^açup 4^ iQ<0 diamètres rencontre te surface. ...
Les deux ptens cycliques qui passent par un mémo axe ont povir. plains bissecteurs les deux plans principaux qui contiennent cet axe. Ainsi, les plans cycliques 1^6, led^oul pour plans bissecteurs les plans. principaux \pp\ Ipp' ; cela résulte de ce que les corder ab et cd divisent barmqniquement Tangle p'pp'y de sorte que Tangle dièdre droit (\ob^ \cd) est divisé harmoniquement par les plans \pp\ Ipp'-
Des trois couples de plans cycliques, un seul (la^, \cd) est réel ; il n*y a donc que deux séries réelles de sections circulaires et, par suite, que quatre ombilics réels.
GÔrrBS ou SECOND ORDRX ET CONIQOSS SPflÀRtQUBS.
ii03. Dans le cône, le plan polaire o de tout point p de l'espace contient le sommet s^ et si le point p se déptece sur ps^ le plan polaire cr ne change paa ; aussi oonvient^il de donner à ce plan v le nom de pian polaire de la droiie ps et, à cette droite, le nom de polaire du plan «. Si la drïâie ps tourne autour du sommet s dans un plan, son pltm polaire or tourne autour de la polaire de ce plan ; cela résulte de ce que les traces de ^ et de V sur im plan quelconque sont constamment pèle et polaire par rapport à la conique que ce plan détermine dans le cône.
Tout plan qui ne passe pas par le sommet a ce sommet pour pôle ; le tommet est donc le pôle du plan de l'infini, c'est-à-dire le centre de la
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surface. Désormais, quand nous parlerons de droites et de par rapport à un cône du second ordre, nous entendrons toujours qo'!! s'agit de plans et de droites passant par lesomntet. Ainsi nous dirons qne: i** une droite et un plan sont conjugués par rapport au oône lor^jel^ passent par le sommet et que la droite est la polaire do plan ; a." éem plans sont conjugués par rapport au cône quand ils passent par le somm * et que chacun d'eux contient la polaire de l'autre; 3* denx dioitas sort conjuguées par rapport au cône quand elles passent par le sommet et <[t? chacune d'elles est située dans le plan polaire de l'autre.
Quand deux plans ou deux droites sont conjuguées, leurs traces suros plan quelconque sont conjuguées par rapport à la conique que ce pin détermine dans le cône.
Quand un cône est circonscrit à une surface du second ordre, ies droites et les plans conjugués jxir rapport au cône sont aussi conjugués parre^ port à la surface; car, d'abord, leurs traces sur le plan de la conique d^ contact sont conjuguées par rapport à cette conique, et, de plue, ce pin est le plan polaire du sommet du cône par rapport à la surface.
Les sections d^un cône du second ordre par des plans parallèles w* semblables (1199), et le lieu des centres est la polaire du plan « iseof par le sommet du cône parallèlement aux plans sécants. Ces section sont des ellipses, des paraboles ou des hyperboles, suivant que le plaii< ne contient pas de génératrices, en renferme une seule ou en contiec: deux.
Une droite passant par le sommet d'un cône du second ordre est dit intérieure ou extérieure au cône, suivant que sa trace sur un plan quelconque qui ne passe pas par le sommet est intérieure ou extérieure à la conique que ce plan détermine dans le cône. Un point de l'espace est dit intérieur ou extérieur au cône, suivant que la droite qui unit ce point an sommet est elle-même intérieure ou extérieure.
1204. Le sommet d'un cône du second ordre est le sommet d*une infinité de trièdres polaires (1196), c'est-à-dire de trièdres tels que chaque ar^tee&t la polaire de la face opposée. Les trois arêtes forment un système de troi« diamètres conjugués ; l'un de ces diamètres est intérieur au cône et le^ deux autres sont extérieurs; cela résulte de ce que la trace du trièdrv sur un plan quelconque est un triangle polaire par rapport à la coniqcf section du cône par ce plan, et un tel triangle a toujours un sonunet intérieur et deux sommets extérieurs à la conique.
L'un de ces trièdres polaires est trirectangle ; ses arêtes sont les irrji^ axes du cône; l'un est intérieur et les deux autres sont extérieurs.
Tout plan perpendiculaire à l'un des axes détermine dans le ctne un? conique qui a son centre sur cet axe et ses axes parallèles aux deux autre» axes du cône. Tout plan perpendiculaire à l'axe intérieur du cône dooitf
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ine ellipse, et toat plan perpendiculaire à l'un des deox autres axes donne me hyperbole dont les asymptotes sont parallèles aux deux génératrices lu c6ne parallèles au plan sécant. On nomme axe principal du c6nQ axe intérieur ; grand axe celui qui est parallèle au grand axe de felipse suivant laquelle le cône est coupé par un plan normal à Taxe •rinripal ; petit axe celui qui est parallèle au petit axe de la même ellipse ; n ap[)elle plan de la grande section le plan de l'axe principal et do grand \o ; plan de la petite section le plan de Taxe principal et du petit axe ; lan principal le plan du grand et du petit axe. Le plan principal ne ou()e le c6ne suivant aucune arête ; de tous les plans conduits par l'axe principal, le plan delà grande section et le plan de la petite section sont eux qui coupent le cône suivant les deux arêtes qui font entre elles res* teclivement l*angle maximum et Tangle minimum. Les plans tangentsau 'ône menés par le grand axe le touchent suivant lesdeux arêtes contenues lans le plan de la petite section ; les plans tangents conduits par le petit ixe touchent le cône suivant les deux arêtes contenues dans le plan delà ^ninde section ; enfin, par l'axe principal, on ne peut mener aucun plan tangent au cône.
U' cône est de révolution quand la section par un plan perpendiculaire 'à Tdxe intérieur est un cercle.
1^0^. Il résulte do ce qui a été dit au n* 1202, sur les sections circulaires des surfaces du second ordre, que tout cône du second ordre admet <}eux plans cycliques réels passant par l'un des axes et également inclinés sur tes plans principaux qui contiennent cet axe. Tout cône du second ordre, admettant, d'après cela, deux séries de sections circulaires, peut être considéré de deux manières comme un cône à base circulaire. Les propriétés des sections circulaires des cônes du second ordre ont déjà été (Hudiôcs aux n"* 875,. . . , 880. Ajoutons seulement ici que les deux plans cycliques passent, comme on le reconnaît immédiatement, par le grand axe et, par suite, sont perpendiculaires au plan de la petite section.
lâtM). Si par le sommet d'un cône du second ordre on mène des droites ()or|ii>ndiculaires à tous les plans tangents, on obtient un second cône de uièiiie sommet et qui est dit supplémentaire du premier. Le cônesupplénientaire d'un cône du second ordre est aussi du second ordre ; en d'autres termes, tout plan mené par le sommet ne peut le couper que suivantdeux arêtes; car, si un tel plan le coupait suivant trois arêtes, ces arêtes seraient normales à trois plans tangentsau cône proposé, lesquels plans passeraient r^r une même droite perpendiculaire au plan des trois arêtes, ce qui est absurde, puisque par une droite on ne peut mener que deux plans tan- ^•♦nU«* à un cône du second ordre, ^9/ un cône 2' est supplémentaire d*un ^One 1 du second ordre, inversement 2 est supplémentaire de Z'. En effet,
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deux arêtes iDfiniment voisines du cône 2^ sont perpendiculaires é ' plans tangentsau cône 2 infimment voisins ; le plan de ces deux an done perpendiculaire à l'intersection de ces deux plans tangents ; eo ^ . très termes, les plans tangents à 2' sont perpendiculaires aux arêtes dr :
On aperQoit immédiatement que : i^ à une arête de :Let au plan tarr' conduit pur cette arête ^ répondent dans 1' un plan tangent et son c-r. de contact ; %'* à une droite et à son plan polaire par rapport à 1^ rry^ dent un pian et sa polaire par rapport à Jf ; yà deux droites conju^sr de 2, répondent deux plans conjugués de X* \ 4' à deux droites nv^ arbitrairement par le sommet de S, répondent dans i ileux plans Jm^ entre eux un angle supplémentaire de celui des deux droites; 5* aux ^' axes de 2, répondent les trois plans diamétraux conjugués rcctanguly^ de Jf; k Taxe principal de 2, répond le plan principal de s', et les icônes ont même axe principal et même plan principal ; mais le plan «J grande section de l'un est le plan de la petite section de rautre, de s^: ■ que le grand axe de l'un est le petit axe de Tautre.
Il résulte de là que les propriétés des cônes du second degré sont d blés, comme celles des trièdres et des triangles sphériques.
1207. Dans tout cône du second ordre, on nomme fncnles les àr • droites menées par le sommet perpendiculairement aux plans c\c\v\ • du cône supplémentaire ; ces deux droites sont donc situées dans te ( de la petite section du cône supplémentaire, et par conséciuent dat* plan de la grande section du côue considéré.
Tout plan vs perpendiculaire à une focale F coupe le cône suirant . conique qui a pour foyer le pied f de cette droite. Il suffît, pour èi ce théorème, de prouver que tout couple de droites ooi^uguées par port à la conique et passant par/ est rectangulaire. Or, deux d^ conjuguées du cône supplémentaire, comprises dans un plan cjrcliof ce cône, sont rectangulaires, puisqu'elles sont parallèles à deux mètres conjugués de la section circulaire faite par un plan pant> ce plan cyclique; donc deux plans conjuguésdu cône primitif, raen^ ' la focale F qui est perpendiculaire à ce plan cyclique, sont aussi rrc*-' gulaires. Le plan ir coupe donc le cône suivant une conique, et ies c~ plans conjugués suivant deux droites rectangulaires tellee, que le fà^ l'une par rapport à celte conique soit sur l'autre.
Puisque dans deux cônes supplémentaires les droite* foutitg tk « répondent aux plans cycliques de Vautre, à chaque propriété des fo f répondra, par la considération du cône supplémentaireT une profviéfer i)F' plans cycliques, et inversement. Indiquons les plus importaxiles da ^^ propriétés.
iâ08. Nous savons que la polaire d'un plan cyclique est le diamètre, ci^"-
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lies centres des sections circulaires parallèles à ce plan cyclique. D'ailleurs, a un plan cyclique et à sa polaire répondent, dans le cône supplémentaire, une ligne focale et son plan polaire. De même que dans les coniques on « Ion ne le nom de directrice à la polaire du foyer, on donne dans les c6nes le nom ^eplan directeur au plan polaire d*une focale. Ainsi, un cône du second ordre a deux focales et, par suite, deux plans directeurs. Cela posé, voici les propriétés fondamentales des plans cycliques et des focales ; les théorèmes sont disposés sur deux colonnes; de celte manière, on trouve H côlé Tune de l'autre les propositions corréiatives, c'esUà-dire les propositions qui résultent l'une de. l'autre par la considération du cône supplémentaire, et il suffit chaque fois de démontrer Tune de ces deux propositions.
Dans iotti cône du second ordre. Dans tout cône du second ordre ^
les sinusites angles que chaque plan tangent fait avec un plan cyclique et a»ec la polaire de ce plan cyclique ont un rapport constant.
les sinus des angles que chaque arête forme aucc une ligne focale et avec le plan directeur corresjwndnnt ont un rapjxirt constant.
En elTcl, coupons le cône par un plan parallèle à un plan cyclique et, du centre de cette section circulaire, qui est un point de la polaire du plan cyclique, abaissons une perpendiculaire sur un plan tangent au cône. I^ sinus de Tangle du plan tangent et du plan du cercle est égal à cette |)erpendiculaire divisée par le rayon du cercle; le sinus de Tangle du plan tangent et de Taxe polaire du plan cyclique est égal à la même perpendiculaire divisée par la distance du sommet du cône au centre de la section circulaire. Le rapport des sinus ne dépond donc qne du rayon (lu cercle et de la distance do son centre au sommet, et nullement du plan tangent considéré.
Tout plan tangent à un cône du second ortlre coupe les deux plans cycliques suivant deux droites éga»
Les plans menés par les deux focales d*un cône du second ordre et par une arête quelconque sont
femeni inclinées sur l*arete de con- également inclinés sur le plan tan* tact, I gent suivant cette arête.
En effet, coupons le cône par deux plans parallèles à ^s deux plans cycliques; les sections seront deux cercles situés sur une même sphère. Une arête quelconque du cône coupe ces cercles, et les tangentes à ces cercles aux points de rencontre obtenus sont situées dans le plan tangent au cône suivant Taréte considérée ; ces deux droites étant tangentes à une même ^hère et comprises dans un même plan sont également inclinées sur la corde qui unit les points de contact, c'est-à-dire sur Tarêle du côno, et, comme ces droites sont parallèles à celles suivant lesquelles le plan tangent coupe les plans cycliques, le théorème eet démontré.
La somme (ou la thffêrenrt i • angles que chaque arête ri* un r^.'du second ordre forme avec les dr^.z.
focales est constante»
La somme (ou la différence) des angles dièdres que chaque plan tangent à un cône du second ordre forme avec les deux plans cycliques est constante*
Dans les deux cas précédenls, nous avons démontré le théorèti^ '>" gauche; ici, nous démontrerons le théorème de droite. Il suffît à cet eOH >* considérer ce qui se passe sur une sphère ayant pour centre le sommet 'h cône. Une nappe du cône coupe la sphère suivant une courbe qu*on dobut ellipse sphérique, et les deux points déterminés sur cette portion desph^r par les focales du cône sont dits les/q;^^rr de cette conique. Cela posé, s' M est un point de cette conique sphérique et si F et F' sont ses foyerr il suffit de prouver que la somme des arcs de grand cercle FM h- PM e^ constante, sachant, d'après le théorème précédent, que l*arc de grao ' cercle tangent à la conique au point M est égalem«il indiné sur hrdeux arcs vecteurs MF et MF. Le raisonnement est analogo» à ce:i du n" 1007.
De là résulte un nouveau point de vue sous lequel on peut oonsîd^rer les propositions qui précèdent et, en général, les propriétés des côoes Ji> second ordre (Chasles, Mémoires de l'Académie de Bruxelles^ année ida9>
1^09. Une conique sphérique est l'ensemble des deux courbes îerm'Kdites ellipses sphériques, suivant lesquelles un cône du second ordre cou.>' une sphère ayant le sommet pour centre. Ces deux courbes sont syn^ triques par rapport à chacun des trois grands cercles suivant lesquels !^ plans diamétraux principaux du cône coupent la sphère.
Considérons le plan principal du cône, et ne prenons que rhémîsphero et la nappe du cône situés au-dessus de ce plan. Cette nappe déterminen sur la sphère une ellipse sphérique dont le centre et les sommets seror: les points où la sphère est percée par Taxe principal et par les généra trices situées dans les plans de la grande et de la petite section ; lesfo}-»^ répondront aux lignes focales ; les plans cycliques du cône cooperor* Iliémisphère considéré suivant deux demi-grands cercles ayant le grac: ;ixe du cône pour diamètre commun : ce grand axe est compris danslepUi du plus grand arc diamètre de l'ellipse sphérique, et ces deux derai-grandt cercles^ dits arcs cycliques de l'ellipse sphérique, sont perpendiculaires a-> plus petit arc diamètre de l'ellipse et ne rencontrent jamais cette ooqHks
Considérons en second lieu le plan de la petite section du cône, et ^i partie de la conique sphérique située d'un seul côté de ce plan ; efle est composée de deux branches, moitiés des deux ellipses sphériques e< symétriques par rapport au plan diamétral perpendiculaire à Taxe prodpal du cône ; on lui donne le nom à'kyperbole sp/iérique. Son ceoirt
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est le point où le grand axe du cône perce l'hémisphère qui contient la oourbe, et ses foyers, intersections de cet hémisphère et des lignes focales, se trouvent sur Tare de grand cercle qui unit les deux seuls sommets de la courbe. Pour tout point M de l'hyperbole sphérique, c'est la difTérence (et non la somme) des arcs vecteurs MF et MF' qui est constante. Quant aux plans cycliques du cône, ils coupent l'hémisphère suivant deux demigrands cercles passant par le centre de l'hyperbole et également inclinés sur Tare qui joint les foyers ; ce sont les arrs cyvHques de l'hyperbole.
Bn6n, si Ton considérait l'hémisphère situéd'un côté du plan de la grande section du cône, lequel plan contient les lignes focales, on aurait deux moitiés de demi-ellipses sphériques se présentant leurs concavités et dont Tensembie forme une troisième espèce de courbe sphérique. Cette courbe a un centre, intersection de la sphère et du petit axe du cône, quatre foyers situés dans le plan de la grande section du cône, et deux arcs cycliques sitaés entre les deux branches de la courbe et perpendiculaires à l'arc de grand cercle qui joint les deux sommets.
Les trois courbes que nous venons de considérer sont des portions de \à courbe unique, dite conique sphérique y qui est l'intersection complète de la sphère et du cône.
A une conique sphérique répond une conique sphi^rique supplémentaire : c*est rinlersection de la sphère par le cône supplémentaire de celui qui produit la première conique. On peut aussi parvenir directement à cette conique supplémentaire en la considérant comme l'enveloppe des arcs de grands cercles dont les plans sont normaux aux rayons de la sphère menés par les différents points de la conique primitive.
Les arcs cycliques de Tune des coniques sont dans les plana diamétraux perpendiculaires aux diamètres de la sphère qui passent par les foyers de Tautre conique.
Les deux théorèmes relatifs à l'invariabilité de la somme ou de la différence des arcs vecteurs d'une conique sphérique, et à l'égale inclinaisoD de Turc de grand cercle tangent sur les arcs vecteurs, sont dusaM. Magnus, de Berlin (Annales de Gergonne, i8a5].
1210. Par deux sections planes t/uelconques d'une surface du secoml ordre f on peut tot^ours faire passer deux cônes. En effet, considérons la droite L' conjuguée de l'intersection L des deux plans, c'est-à-dire de la sécante commune aux deux courbes ; par cette droite L' et par un point iit quelconque de l'une des courbes, menons un plan, etsoient/^ et q les points communs à ce plan et à la seconde courbe ; du point ^ , où mp reocontre L\ projetons la première courbe sur le plan de la 8econ<ie ; cette seconde courbe et la projection de la première se confondront, caj* ce sont des coniques ayant trois points communs, dont deux, situés sur la sécante commune L, sont des points de contact. Le point s est donc le
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sommet d'un cône passant par les deux courbes, et riotersection deL'et' mq serait le sommet s' d'un second cône jouissant de la même propné^. -
Les deux cônes se touchent aux deux points qui sont commuas a* deux courbes planes. On peut montrer que, réciproquement, deux oôm du second ordre, qui ont deux plans tangents communs, se coapeDi solvant deux courbes planes. Plus généralement, deux surfaces iài ucot ordre qui se touchent en deux points n et b se cou/^eni suivant denz courbes planes, £n effet, c étant un troisième point oonamun, le plan c^ coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui se confondenl, ptL:^qu'elles ont trois points communs a^ b^ c, et les mêmes tangentes «iQ points a et b. Voilà donc une conique commune aux deux surfaces. ILs* rintersection complète de deux surfaces du second ordre est do quatriâch: ordre, car tout plan transversal, donnant une conique dans chaque suface, coupe l'intersection des deux surfaces en quatre points (réeb oc imaginaires). Donc, dans le cas qui nous occupe, l'intersection se compo»' de la conique que nous avons déjà déterminée et d'une seconde oonîqw-
La seconde conique passe, comme la première, par les points a et ^ car on verrait, comme ci -dessus, que, si d est un point de l'interseetinon situé sur la première conique, le plan nbd coupe les deux sorfacr* suivant une conique commune qui, par conséquent, n'est autre que lâiir^ conde conique considérée.
Toutefois, lorsque l'intersection des plans tangents en a et ^ se c»fond avec la droite <76, cette droite appartient aux deux su rf.ices qui, alur^. ont de plus en commun une ligne du troisième degré. Ce cas d'ezoept* >r au théorème de Monge a été signalé par M. de la Goumerie, dans uv lettre à Poncelet ( Traité des propriétés projectiles, annotations de j seconde édition).
Il résulte du théorème précédent que, si deux surfaces du second de^ se touchent en trois points a, b, r, elles se raccordent le long d*ienc it^>it plane. L'intersection des deux surfaces doit, en effet, se composer '^ deux coniques dont les plans passent à la fois par a, 6, c; ces deux coniqwcoïncident donc et forment une conique double suivant laquelle lee Oew^ Surfaces sont circonscrites l'une à l'autre.
SURFACES RÉGLÉES DU SECOND ORDRE
1211. On dit que àm% faisceaux de plans (584) sont hoinoffrttpkitjt.r' lorsqu'on peut trouver deux droites sur lesquelles ils tracent deux dtT> siens homographiques; une droite quelconque est alors coupée par < premier faisceau suivant une division homographique de ooUe que h second faisceau détermine sur une seconde droite quelconque. Le raj>port anbarmonique de quatre plans quelconques du premier laisoeva «ft
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égal an rapport anharmonique des quatre plans homologues de I*autro faisceau, etc.
La surface réglée ^ lieu des intersections des plans homologues de deux faisceaux homographiques, est du second ordre; car, si on la coupe par un plan quelconque o, les deux faisceaux de plans coupent ce plan ^ suivant deux faisceaux de droites qui sont homographiques, et la section de la surface par ce ^an o est le lieu des intersections des rayons homologues de ces deux faisceaux de droites, c'est-à-dire (1131) une conique. Il existe donc des surfaces réglées du second ordre.
1212. Réciproquement, toute surface réglée du second ordre peut être considérée comme le lieu des intersections des plans homologues de deux faisceaux de plans homographiques. Nous décomposerons la démonstration en plusieurs parties, et elle nous permettra de mettre en évidenci^ les principales propriétés de ces surfaces réglées.
!• Trots droites A, B, C, appartenant à la surface, ne peuvent passer par un même point o, à moins que toutes les droites de la surface ne passent par ce point. Car, toute autre droite D de la surface, ne passant pas par le sommet o du trièdre formé par A, B, C, aurait au moins avec l'une des faces de ce trièdre un point commun non situé sur les arêtes; par suite, le plan de celte face aurait en commun avec la surface deux arêtes du trièdre et de plus un point extérieur à ces arêtes, de sorte que h* degré de la section serait supérieur au second. Les surfaces réglées û\i second ordre se partagent donc en deux groupes : Tun relatif aux surfaces dont toutes les génératrices passent par un même point, l'autre relatif aux surfaces dont trois droites ne passent jamais par un même point. Les surfaces du premier groupe sont les cônes et, en particulier, les cylindresy lorsque le point de concours de toutes les génératrices est à TinGni. Les cônes du second degré jouissent évidemment de la propriété énoncée, car toute section faite par un plan ne contenant pas le sommet est une conique qui peut être considérée comme le lieu des intersections des rayons homologues de deux faisceaux homographiques; les plans déterminés par les génératrices fixes qui aboutissent aux centres de ces deux faisceaux et par la génératrice variable qui aboutit à un point quelconque de la conique sont donc homographiques. Nous n'avons par conséquent à considérer que les surfaces réglées proprement dites, c'est-à-dire celles dont trois droites ne passent jamais par un même point.
1* Soit G Tune des génératrices de la surface. Tout plan passant par G donne dans la surface une conique qui se compose nécessairement do la droite G et d'une autre droite. Si Ton coupe la surface par une sério de pluns 7i7',/, . . . , passant par G, on obtiendra donc une série de droites L,L',L', . . ., qui formeront un système de génératrices recti lignes. Toutes ces droites rencontrent G en des points différents, sans quoi, par un mémo
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point, passeraient trois droites de la surface; par suite, deux quéloooqve^ des génératrices L,L', L', ..., ne sont jamais dans un même plan. Âctnefif* ment, par l'une L de ces droites, menons une série de plans >, V, à', .... nous obtiendrons une nouvelle série de droites G, G', G', . . . , dont G ien évidemment partie et qui formeront un second système de génératrice» recti lignes; on verra, comme ci-dessus, que deux quelconques de cet génératrices ne sauraient être dans un même plan. Bbnc, en résumé, u, surface admet deux systèmes (G) et [h) de génératrices rectiUgnes ; per un point quelconque m de la surface passe une génératrice de eha^et système ( ces deux génératrices sont fournies par les plans menés pèr r et chacune des deux droites fixes G eiL)\ le plan de ces deujc génerttrices est le plan tangent en m à la surface. Deux génératrices d\' même système ne sont jamais dans un même plan ; une génératrice qm conque de l'un des systèmes rencontre toutes celles de i* autre système,
3<* Puisque trois droites suffisent pour régler le mouvement d'u»droite mobile assujettie à s'appuyer sur elles, et qu'une génératrice oi Tun des systèmes doit rencontrer toutes celles de l'autre système. ^ voit que la surface peut être considérée comme engendrée par une dns^qui rencontre sans cesse trois droites fixes L, L', L".
4** Sur l'une L de ces trois droites fixes, prenons une série de points bjC, d, ... ; par chacun de ces points et par les deux autres droites bi-v L' et L' menons deux plans; nous obtiendrons ainsi deux faisceaux o plans homographiques dont V et L" seront les axes et tels, que les init"* sections des plans homologues rencontrent les trois directrices L, L', L' c'est-à-dire soient des génératrices de la surface. La surface est doDC& lieu des intersections des plans homologues de deux faisceaux de pléi^ homographiques y comme nous l'avons annoncé.
Nous avons vu (i"") que les cônes rentrent dans cette définition ; m r^ pondent aux cas où les axes des deux faisceaux se rencontrent ; quand l^ axes sont parallèles, les cônes deviennent des cylindres.
1213. Voici encore d'autres propriétés importantes des surfaces régit proprement dites du second ordre.
Le faisceau de plans passant par L' rencontre les deux autres dir trices L et L' et détermine sur elles deux divisions homographiques , «-* droites qui joignent les points homologues de ces deux diyisioiis $ ': > puient à la fois sur L, L', L' ; ce sont des génératrices de la sari^i' Donc toute sufface réglée du second ordre est le Heu des droites qtà u • sent homographiquement deux droites fixes.
Tout plan passant par un point quelconque m de la surface, et qn: >1 contient aucune des deux génératrices G et L passant par ce point, ce (. •! la surface suivant une conique qui passe par m et qui ne se réduit pa.>
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deux droites , sans ijuoi la section serait d'un degré sapériear au second.
Chaque point d'une section plane résulte de l'intersection du plan sécant et d'une génératrice de la surface ; toute section plane d'une surface réglée du second ordre est donc réelle. Par suite, en appliquant cette remarque au plan polaire a d'un point quelconque p de l'espace, on voit que tout point de l'espace ett le sommet d'un eônerëel eircomcrit à la surface.
\a plan de l'infini détermine une section réelle qui est : ou une conique ordinaire, ou un système de deux droites; la surface prend dans le premier cas le nom A'Aj^erbololde à une nuppe et, dans le second, le nom de peraboloide hyperbolique.
HTPBnBOLoTnB A UNB NAPPB.
1214. Nous ■Tons nommé Arperbototde à une nappe {fig. 607) celle des deni surfaces réglées proprement dites du second ordre que le plan
■ de rinBni coupe suivant uneconiqueCquinese réduit pas à deux droites. L« plan de l'inAni n'étant pas langent à ta surface ne contient pas son propre pôle; ce pôle, c'est-à-dire le centre de la surface, en donc à dif ' . tattcr finie. Si l'on transporte & ce centre o et parallèlement à elles-niémM tontes les génératrices de la surface, les droites ainsi transportéM cob- . servent leurs mêmes points à l'inGni ; on obtient donc un cône ayant pour , mmraet o et pour base la conique C, et, comme le point o est le piUs du plan de la conique C, on voit que ce cAne est tangent à la surface
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tout le long de la conique C située à Tiaûni ; ce cône, enveloppe dœ pUc* tanf;enl8 à l'infini de la surface» ou, comme on dit plus rapidement, àa pians asjmptQtiqttes à la surface, prend le nom de côae asy-mpuu t" rhyperboioïde. La surface est tout entière à Textérieur de ce cône, s^c* quoi il y aurait des génératrices qui le couperaient à distance finie.
Par chaque point de la conique C passent deux génératrices, une -• chaque système; donc, à chaque génératrice d*un système, répond ilar*^ l'autre système une génératrice parallèle, et, par suite, chaque gène mtrice du cône asymptote est parallèle à deux génératrices été ta surfa^
Trois génératrices d'un même système ne sauraient être parailèies c un même plan, sans quoi les trois génératrices correspondantes do ccoe asymptote seraient dans un même plan, ce qui est absurde, puisque «t cône est du second ordre.
1215. Les sections planes de la surface peuvent être des hyperboles, Cf^ paraboles ou des ellipses suivant les positions du plan sécant; car, soivsc: que ce plan coupe la conique C en deux points, la touche ou ne la r^D* contre pas, le nombre des points à Tinfini dans la section est a, i ou o D'ailleurs, les sections P et P, de la surface et du cône asymptote par .■»même plan quelconque a sont semblables, semblablement placées et cmcentriques. En effet, soient Det D' deux diamètres conjugués de la sai'tion P faite par le plan a dans la surface; les plans déterminés par h centre o de Thyperboloïde et par chacune des droites D et D' aeroet diamétraux conjugués par rapport à cet hyperboloïde ; donc ils Je seront aussi par rapport au cône, puisque (1203) le cône et la surface ont !t^ mêmes systèmes de droites et de plans conjugués; par suite, les inler»e«* tiens de ces deux plans par le plan a, c'esl-à-dire les droites D et D' elles-mêmes, seront deux diamètres conjugués de la section P, faite p>.:r le plan a dans le cône asymptote. En particulier, les plans cycliques d^ cône asymptote coupent donc V hyperboloïde suivant des eercies; on k^ nomme plans cycliques de l'hyperboloïde ; tout plan parallèle à on pUt cyclique donne une section circulaire (1199).
1216. Puisqu'à tout diamètre de l'hyperboloïde répond le même pte'diamétral, soit dans cet hyperboloïde, soit dans le cône asymptote, l*bvporboloïde et le cône ont les mêmes systèmes de diamètres conjugués, ei par suite, les mêmes axes et les mêmes plans principaux. Des trois axe» Tun ozrst donc intérieur (1204), et les deux autres oxet o/sonleUt^ rieurs et coupent seuls la surface ; il y a donc deux sommets imaginsîrfet quatre sommets réels; le plan principal xoy coupe la surface suivaci une ellipse qu'on nomme ellipse de gorge, et les plans principaux xoz %\ yoz la coupent suivant des hyperboles. Toute section par un plan para'lèle au plan xoy est une ellipse semblable à l'ellipse de gorge et dont le«
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Rommete sont situés sur les hyperboles principales; de là, découle un mode de génération fort simple de la surface.
Dans l'espace, on nomme coordonnées d un point M par rapport à trois axes rectangulaires «w, oy^ oz, les nombres qui mesurent les projeotioD3
Fi(j. 608.
du segment OM sur les trois axes, chacun de ces nombres étant précédé du signe -h- ou du signe —, suivant que les projections du point M tombent sur les parties positives oor, oj, oz^ des axes ou sur les parties opposées oo:', o/, ozf. En désignant par x,/, 2, les trois coordonnées d'un point quelconque M de Thyperboloïde (J!g, 608), on ax = O'P,^ » PM, 2 = 00'. Soit A'B' l'ellipse obtenue en coupant la surface par le plan mené par M parallèlement au plan xo/ de Tellipse de gorge AB ; désignons par a et b les demi-axes de Tellipse de gorge et par c la valeur absolue du demiaxe imaginaire commun aux deux hyperboles principales ÂA' et BB'. Nous aurons, puisque le point M appartient à Tellipse A'B',
O'A' OB
et, puisque le point A' appartient à Thyperbole AA' et le point B' à Tby-
perbole BB', ^
L'élimination de O'A' et de O'B' entre ces trois équations donne la relation
entre les coordonnées d'un point quelconque de la surface; c'est VéquatioH de rhyperboloîde.
^Hti lifiOMËTHlE Dà.\S L'ESP«CB.
1217. Si l'on pro/ette toutes les géaératricet d'un kyperbotoide mr .11 plan diamétral quelconque a à l'aide de pmjetantes paraliHet au diamètre H conjugué du plan o, les projections des génératrices sont ton génies à la section V faite dans la surface par le plan 0. Ed eSet, soit^ G une génératrice quekonque et m \e point o£i elle rencontre )i couriw F Le plan tangent au point m est parallèle au plan diamétral conjogné di diamètre qui aboutit en m, lequel plan diamétral contient D ; donc le pUi tangeot en m, passant par la génératrice G et étant parallèle à D, E<i précisément le plan projetant de celte génératrice; par suite, U projwlion de cette génératrice est l'intersection du plan s et du plan tu^Mi à la surface, c'est-à-dire est la langenle en m à !a courbe P.
En particulier, fcipr^rtfo/iî ort/iognnalesdesgénérairieenurlespta' principaux enveloppent l 'ellipse de gorge et les hyperboles principaUi
1S18. Quand les deux aies réels ont la même longueur, !>orge devient un cercle, et la surface, lieu des cercles dont les sont perpendiculaires à l'aie 01 et dont les centres sont sur cet au, ea de révolntion ; cet hyperboloïde de révolution résulte de la rotation de l'hyperbole principale autour de son aie non Iransferse.
PARABOLO'IDB IIÏPSHeOLIOtlB.
1Î19. ^fmiayan&a^çtM parabiilmde hyperbolique {fig.Gog) c^le dw
deui surlaces réglées proprement dites du second ordre qui a une géoé-
Fig. Coii,
<aUt.
ipsedf \
ratrice de chaque système G, et L, dans le plan de l'infini. Cette surfac est donc tangente à ceplandeTinSniet, parsuite.lepAledeceplan, c'esià-dîre le centre de la surTace, est à l'inSni. L'un des plans principaux pas.-^ alors i l'infini ainsi que les deux aies qu'il contient, et il ne reste i distance Bnie qu'un seul aie et les deux plans principaux qui passent par cet ■le, auquel tous les diamèlras deviennent d'ailleurs parallèles.
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Tout plan passant par l\ixe donne dans la surface une conique symétrique par rapport à cet axe et dont le second axe disparaît à l'infini ; cette conique est donc une parabole. Toutes ces paraboles ont leur sommet en un même point commun à i'aze et à la surface, qu'on nomme sommet de la surface.
Toute section par un plan xs parallèle à l'axe est une parabole égale à celle que détermine le plan xs' mené par l'axe parallèlement au plan proposé. En effet, d'abord la section par le plan o est une parabole, puisqu'elle est semblable à la section faite par le plan o' ; puis ces deux paraboles sont égales, attendu que Pun des cônes qu'on peut mener par ces deux courbes (iSlO) dégénère en un cylindre dont ces courbes sont deux sections parallèles.
1220. Les sections par des plans non parallèles à l'axe sont des hyperboles, puisque ces plans coupent les génératrices G, et L, situées à TinBni en deux points. Étudions spécialement les sections hyperboliques dont les plans sont normaux à Taxe. Désignons par o le sommet, par ox la partie de l'axe située à droite de o et par ox^ la partie de l'axe située à gauche. Le plan perpendiculaire à l'axe mené par le sommet o est tangent à la surface, puisqu'il est conjugué à la direction ox\ il contient donc deux génératrices que nous nommerons og et o/, et c'est à ces deux droites que se réduit ici la section hyperbolique. L'hyperbole obtenue en coupant par tout autre plan normal à l'axe doit donc avoir ses asymptotes parallèles à ogj^X à o/; ces asymptotes sont donc les intersections du plan considéré et des deux plans fixes gox^ lox; par suite, si Ton désigne par ojr et oz la bissectrice de l'angle gol et celle de son supplément, les plans uox, vox^ devront contenir les axes de toutes ces hyperboles, de sorte que ces plans sont les plans principaux; ils coupent la surface suivant deux paraboles ayant môme sommet o, et pour axe l'une ox, l'autre ox'; car, si ces paraboles principales étaient tournées du même côté, par exemple toutes les deux à droite de o, les sections hyperboliques faites par des plans normaux à Taxe et à droite de o auraient quatre sommets réels, ce qui est absurde. Ainsi, en résumé, les hyperboles obtenues en coupant par des plans perpendiculaires à Taxe sont situées : à droite du sommet, dans l'un des angles formés par les plans ^x, lox (et dans son opposé); et, à gauche du sommet, dans le supplément de cet angle (et dans son opposé).
i22i. Tout plan parallèle à Tun des plans principaux coupant la surface suivant une parabole égale à celle que détermine ce plan princi- I^ai, on voit que la surface peut être engendrée par l'une des paraboles principales glissant parallèlement à elle-même de jaçon que son sommet décrive l'autre parabole principale; oe mode de génération est celui qui
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révèle le plus nettement la forme de la surface. Ajoutons qnVit profeaioa orthogonale sur un plan principal, les génératrices enveloppent la para» bole principale correspondante.
Soient /> tip' les paramètres des paraboles principales BOB*, CGC': cherchons Téquation du paraboloîde, c*est-à-dire la relation entre les
Fig. 610.
— /i 7TY'71 /
constantes données /? et ^' et les coordonnées variables x =£ 01, x = ^t z ~ IP, d'un point quelconque M de cette surface [fig. 610 ). La section faite par le plan mené par M parallèlement au plan xox étant une parabole ICg égalée la parabole BOB', on a, puisque M appartient à cette paraboIe/C^.
y^%p.C? = %p.Kl
et, puisque le point C appartient à la parabole €0C',
z* = a;;'.KO; on en déduit
c'est-à-dire
--i = a(Kl-KO) = aOI, P P
12^. Le plan gox^ coupant la surface suivant une première trice og^ doit la couper encore suivant une génératrice du système opposé; et cette seconde génératrice doit être à l'infini, sans quoi Taxe or lencontrerait la surface en deux points à distance unie; c'est donc la génératrice L,. Or toute autre' génératrice G du même système que «grest dans un môme plan v avecLi; les deux plans o ei^wr ayant leur ialer-
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section L, à l'infini sont parallèles; donc G est parallèle an plan /^x. Ainsi, toutes les génératrices d*un système sont parallèles au plan goxy et ]*on verrait de même que toutes les génératrices de Cautre système sont parallèles au plan lox. Les deux plans fixes gox^ lox^ prennent le nom de plans directeurs de la surface. Il résulte du n* 42S0 que les plans prin^ ripaux divisent en deux parties égales les angles dièdres formés par les f>lans directeurs.
Toutes les génératrices d'un système étant parallèles à un même plan, ces droites divisent deux génératrices quelconques de Tautre système en parties proportionnelles, et la surface peut être considérée comme e/f/^/idrée par une droite mobile jormant sur deux droites fixes deux divisions homographiqurs semblables. Cette propriété est très-utile dans les applications; on Tutilise aussi pour construire des modèles en fil de la surface.
SURFACES DC SECOND ORDRE NON RÉGLésS.
12Î3. 11 nous reste à étudier les surfaces non réglées du second ordre.
Tout plan tangent a à Tune quelconque de ces surfaces en un point a n'a en commun avec cette surface que le point a; car, s*il en avait un -autre 6, la droite ab serait commune au plan a et au plan polaire ^ de 6; elle serait donc sa propre polaire, et ehacun de ses points étant à luimême son conjugué serait sur la surface. 11 y aurait donc sur la surface une droite ab^ et^ par suite, il y en aurait une infinité.
11 suit de là que, si Ton mène de part et d'autre d'un plan tangent a deux plans parallèles et infiniment voisins, un seul de ces deux plans rencontrera la surface. Il y a donc dans Tespace des plans qui ne rencontrent pas la surface, des plans qui la coupent, et des plans qui n*ont qu*un point commun avec elle; les pôles de ces plans sont pour les premiers intérieurs à la surface, pour les seconds extérieurs^ et pour les derniers situés sur la surface.
On classe les surfaces non réglées du second ordre par la considération du plan tangent à l'infini. Ce plan peut être extérieur à la surface, la toucher ou la couper suivant une conique qui diffère de deux droites. De là, trois surfaces distinctes auxquelles on donne les noms suivants s
n'ayant aucun point à l'in-î _,,. ... . . ^ > FMtpsotae.
».^v^ M« "'^""junçonlc au plan de 1 In-i j, , -^ i/ •
orareturl«aqueliesl g. . l Paraboioide fUtpa^ue,
on ne peut placer i •' ■ • i i*- n • "^ '^ Jcoupce par le plan de 1 infini .
«ucttue droite. I .^^ . « « .• i: ' « i. t "j x j
I sui van t u n o ron ique ord 1- > HyperholM de à dtwp ttappet*
Nous allons déeriro successivement ces trois surfaces.
Surfaoat du aeoondi
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1224. L'ellipsoïde (fig. 6c i) n'ayanl aucun point i l'infini n'admet que des sections planes elliptiques. Le centre est intérieur i la Boriau. et, par suiLe, les trais axes rencontrent la surface chacun aa deux pcioLréels; ces trois axes ont généralement des longueurs différentes; conbi' nés deux à deux, ils Torraent les axes des trois ellipses principales. Le sections par des plans parallèles à un plan principal sont des ellipses semblables à l'ellipse principale correspondante, et dont les sommets aor-i situés sur les deux autres ellipses principales : de là un mode de géoêratioQ tiës-expressif de la surlïce.
ng. 6..
Les deux plans cycliques passent évidemment par l'axe moyen ; lenrt traces sur le plan des deux autres axes sont les diamètres communs i Tellipse principale ùtuée dans ce pUn et au cercle concentrique dêcr>i avec un rayon égal à l'axe moyen. Tout plan parallèle à un plan cycliqnt coupe l'ellipsoïde suivant un cercle ; le lieu des centres des sections circulaires est Tormé de deux diamètres de l'ellipse principale, qui a pour axes l'axe maximum et l'axe minimum ; ces diamètres, qui sont respectivement conjuguésaux traces des deux plans cycliques, rencontrait l'eUipit en quatre points réels : ce sont les ombilict.
En désignant par a, b, c les longueurs des troia axes, et prenant respectivement ces axes pour axes des x, des y et des i, on trouve, en ni- ■ODDant comme au n* 13t6, pour l'équation de l'ellipso'i'de,
0 sufQt, dans les Formules du a" 1316. de
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i^'^i. Soient oa', ob\ oc\ un système de trois demi-diamètres conjugués, et o£r, ob^ oc^ les trois demi-axes. Conservons le diamètre oc* et substi tuons à oa' et ob' deux autres diamètres oa" et ob* conjugués entre eux dans le plan a*ob\ et dont Tun oa" soit l'intersection de ce plan avec le pian aob\ on aura
oa -h ob = ofl* -f ob' .
Les trois droites oa', ob\ oc\ formeront encore un système de diamètres conjugués, et le plan b'oc' contiendra Taxe oc, puisque oa' est dans le plan principal aob. Conservons maintenant oa'y et remplaçons ob' et oc' par deux nouveaux diamètres conjugués situés dans le plan c'ob'^ dont Fun, 06,, soit rintersection de ce plan avec le plan aob ; alors, oo* et 06^ se trouvant l'un et l'autre dans le plan principal aob^ le conjugué de ob^ ne sera autre que Taxe oc, et Ton aura
—--s —a — --» —1 ob' -f- oc' = 00, -f- oc .
£nfin, la comparaison du système actuel oa', 06^, oc, avec le système oa^ obf oc, donne
ott* -1- 00, = oa -^ 00 ,
et, en ajoutant les trois relations précédentes, on obtient
oa' -h ob' ~\- oc' =s oa -h ob -^ oc ;
re qui donne la généralisation du premier des théorèmes d'Apollonius
La somme des carrés de trois diamètres conjugués quelconques est constante.
Le second théorème d'Apollonius se généralise de même :
Le volume du parallélipipêde construit sur trois diamètres conjugués tfuelconques est constant.
En effet, on a évidemment
vol. (oa*, ob\ oc') = vol. (otf, ob', w'),
puisque ces deux corps ont la même hauteur et des bases équivalentes comme parallélogrammes construits sur les deux systèmes de diamètres conjugués oa' et o^, oo* et ob'^ de la section faite par le plan a'ob'. On a de mémo
vol. ( ofl", ob'f oc' ) = vol. (ofl', ob^ , oc ) = vol. ( oa, ob, oc),
d'où résulte
vol.( oa', 06', oc' ) :_ vol.(oa,o^, oc).
49' GëoiEtrie dans l'kspace. «
1226. Si deux des axes sont égaux, l'ellipsoïde devient de réroloiicK auloar du troieièine axe. EnSn , si les trois axes sont égiax, l'eUipfioïik K réduit è une sphère.
PABABOLOIDB SLLIPTIOUB.
1S27. Le paraboloïde elliptique (^;. 6ia] est tangent au plan de l'iftfini. Son centre est donc à l'inrmi, ainsi que l'un des plans principaux H les deux axes qu'il contient. Il ne reste à distance finie qu'un seul axe « les deux plans principaux qui passent par cet axe, auquel tous le* dianiètres sont d'ailleurs parallèles.
Fiff. 6n.
Touie sertion passant //ar I'um: est tangente à la droite de l'infini: c'est une panAoU ayant pour axe l'axe même de la surface et pour somtnel le point oit cet aie rencontre le paraboloïde, c'esl-â-dire te mmmei (le cette surface. Toute section par un plan parallèle à Paie est uat /larabole égale à celle que déterminerait un pian parallèle pattant par
Les sections par tes plans non parallèles à l'are sont des elliptet, puisque ces sections n'ont aucun point commun à l'infini. Les ellipeesdoai les pians sont normaux à l'axe ont leurs sommets sur les deux parabole principales qui, par suite, sont sititées l'uneet l'autre d'an même c6tééi> plan tangent au sommet. Enfin, la surface peut être engendrée par l'anlies paraboles principales pissant parallèlement à elle-même de faa* que son lommei décrive l'autre parabole principale.
Tous ces résultais s'aperçoivent aisément après ce qui a été dit (ISI'' cl suiv.) sur le paraboloïde hyperbolique.
En prenant pour axe des i l'axe commun des deux paraboles principales et pour axes des y et des t les tangentes au sommet de c«e pan-
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toles, puis raisonnant comme au n° 1221, on obtient, pour l'équalion du
[>araboloïde elliptique,
[| suffît de changer dans r<^|U3lion du paraboloïde hyperbolique, p' en — /.
Ajoutons que la surface admet deux séries de secUons circulaires dont les iilans Eont perpendiculaires â )a section principale de moindre paramèlre et également inclinés sur l'autre section principale.
Si le« deux paraboles principales ont même paramètre, le paraboloTde devient de révolution.
]22I4. 1,'hyperboloTde à deux nappes (/)?. 6i3), éUni coupé parle planda 'inGni suivant une conique ordinaire C, a uq centre o placé à distance
ânie %\. extérieur Wa suiTace. Le cène qui a le point a pour sommet et la conique C pour directrice est langent à la surbce tout )e long de celte conique i l'inGni ; on le nomme t^àne aspiiptote, et la surface éUnt intérieure à ce cène se compose de deux parties ou nappes séparées, situées chacune dans l'une des nappes du cône. Les diamètres et plans diamétraui conjugués de la surface sont les mêmes que ceux àfi ttitm ; elle a donc les mêmes aies que ce c6ne; l'aie intérieur au céoe rencontre donc seal la surface qui n'a que deux sommets réels. Tout plan passant par l'axe transverse
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coupe la conique C de l'infini en deux pointe et, par suite, la surface saivaut une hyperbole symétrique par rapport à cet axe et ayant pour soiih mets réels les deux sommets réels de la surface ; ce fait met mieux en* coréen évidence la division de la surface en deux nappes.
Les sections par des plans perpendiculaires à Taxe transverse sont des ellipses semblables dont les sommets sont situés sur les deux hyperi>ol& principales dont les plans passent par Taxe. Ces ellipses se réduisent à ui point lorsque le plan sécant passe par Tun ou Tautre sommet; quand le plan sécant est entre les deux sommets, la section devient imaginaire.
Les plans cycliques de la surface sont les mêmes que ceux du oéDf asymptote.
L'équation de la surface se déduit de celle deThyperboloIde à une nappt en changeant b* en — 6'; elle est
Taxe des x étant dirigé suivant Taxe réel.
Cette surface n*a aucune importance au point de vue des applications. Nous avons hâte d'ailleurs de terminer cette esquisse déjà bien longne de la théorie des surfaces du second ordre. Le lecteur qui voudra la iiie, la plume à la main, en restituant les figures une à une, n'éprouvera aucun embarras pour démontrer les points secondaires que noua n*avoiis fait qu'énoncer. Il pourra ensuite, s'il veut pousser plus avant cette étude, consulter avec le plus grand fruit le Supplément sur les propriétés projectipes des figures dans l'espace, de Poncelet ; les Mémoires de H. Cbaslcft sur les cônes, sur les coniques sphériques et sur les surfaces réglées, et enfin V Aperçu historique.
IV. — ÉTUDE DE QUELQUES SURFACES D'ORDRE SUPËRIEUB
SUEPAGBS POLAIRBS aéciPROQUBB.
1229. La méthode des polaires réciproques s'étend aisément aux figures de l'espace ; nous nous bornerons à quelques indications sur œ sujet ('ifoir PoNCBLBT, Traité des Propriétés projectives^ t. D).
Deux surfaces sont dites polaires réciproques par rapport à une surface du second degré v, lorsque chacune d'elles est le lieu des pôleades p}an^ tangents A l'autre, les pôles étant pris relativement k la surface auxiliaire 0-.
Pour que cette définition ne soit pas contradictoire, U faut prouver que, si une surface ^ est le lieu des pèles des plans tangents d'une anr* face f , réciproquement la surface v sera le lieu des pôles des plana Ish
genls à la surface >J». Or, soient ft, ;*', pi", trois plans tangents à la surface 7; m, m\ m', leurs points de contact, et /f, n\ /i', leurs pôles par rapport à a, {a point commun aux trois plans fi, p', jx', a pour polaire le plan nn'n'\ mais, quand m' et m" tendent vers m, il en est de même du point commun aux plans fi, \i\ fx!, et alors, les points n' et n* tendant vers il. le plan nn'n!' tend vers le plan tangent en /t à la surface ^. Donc le point m de la surface 7 est le pôle du plan tangent en /i à la surface -if,
1230. Quand deux surfaces sont polaires réciproques, la classe de l^ une est égale au degré de P autre. Car, si une droite quelconque A rencontre la surface ^ en k points, à ces A- points répondent k plans polaires passant par la droite B conjuguée (1196 ) de la droite À et tangents à la surface ip; et inversement, aux k plans menés par B tangentiellement à la surface 4^, répondent k points communs à la surface 7 et à la droite A.
Il résulte de là que la surface polaire réciproque d^une surface du se-' eond degré est une surface du second degré, puisqu'une surface du second ordre est de seconde classe (1194).
1231. Le plus souvent, surtout lorsqu'il s*agit de transformer des propriétés métriques, on prend une sphère pour surface auxiliaire. Alors le point rf de la surface >p correspondant au point n de la surface 7 (fig. 617) s'obtient en abaissant du centre ode la sphère une perpendiculaire op sur le plan tangent en /r à la surface f et en portant sur cette perpendiculaire» une longueur on^ telle qu'on ait
op. on* = H,
r étant le rayon de la sphère. D'ailleurs, comme la polarité est réciproque, le plan tangent en /i' à la surface ^ est à son tour perpendiculaire sur on et coupe cette droite en un point /?, tel que
on,op^ — r*.
11 est évidenti d'après cela, que, si Ton considère un ellipsoïde 1 ayant pour axes a, 6, e, sa polaire réciproque par rapport à une sphère concentrique de rayon r est \in autre ellipsoïde dont les axes sont dirigés suivant les même droites que ceux du premier et ont respectivement pour
longueurs — «• -rt — " abc
1232. Nous terminerons ce paragraphe par une remarque qui nous sera bientôt utile et qui se rattache à la théorie des pôles et des polaires.
Sif d*un point quelconque n d'un ellipsoïde, on abaisse un plan nsrper^ fiendicuiaire sur l'un des ares ox de cette surface, et si l'on désigne par
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S ie point où ce plan coupe la perpendiculaire op menée du centre o s f le pian pnt tangent en n^ on a la relation
os,op:=c^,
a éidht la longueur de Paxe dirigé suivant ox {fig, 6i4). En effet, le plan nsr a pour pôle, par rapport à l'elUpaoïde, le poiai !
où le plan tangent en n coupe Taxe ox; mais ce plan a le même pAM par rapport à l'ellipsoïde et par rapport à la sphère concentrique àf rayon a. Donc le plan pnt passant par / doit avoir son pôle par rappor* à la sphère dans le plan nsr, et, comme ce pôle doit être sur op^ il o^esi autre que le point x, ce qui entraine la relation ci-dessus.
* SUBFACKS APSIDALBS.
12^. Deux surfaces y et >|f sont dites apsidales Tune de l'autre par rapport à un point fixe o, lorsque toute sphère ayant o pour centre le^ coupe suivant deux lignes A et B, telles que les cônes a et p ayant o pour sommet commun et les lignes A et B pour directrices soient (iH^* supplémentaires (^, 6i5).
Fig. 6i5.
Deux points m et /i de deux surfaces apsidales sont dits eorresp-ir*dants lorsqu'ils appartiennent à la fois à deux lignes sphériques com^^
pondantes A et B et à deux génératrices correspondantes des deux cônes supplémentaires a et p. Ainsi, m étant un point quelconque de la surface 7, on décrira une sphère du poiif t o comme centre et avec om pour rayon ; A étant Tintersection de la surface 7 et de la sphère, et a étant le cône ayant o pour sommet et A pour directrice, on élèvera par le point o une perpendiculaire on au plan qui touche le cône a suivant la génératrice om ; le point n où cette perpendiculaire rencontre la sphère sera le point de la surface 4^ qui correspond au point m de la surface 7.
THÉORÈME
1231. Les plans tangents ^ et t aux points correspondants m et n de deux surfaces apsidales ^ et "^ sont perpendiculaires au plan mon vtpcr^ pendiculaires entre eux.
En effet, la tangente /nT à la courbe sphérique A [fig. Ci 5] est à angle droit sur le rayon om de la sphère; elle est aussi à angle droit sur la droite on^ puisque on est perpendiculaire au plan omT\ donc cette tangente est perpendiculaire au plan mon^ et, par suite, il en est de même du plan fi qui contient m T.
On voit de même que le plan v est perpendiculaire au plan mon.
H reste à montrer que les plans fA et v sont perpendiculaires entre eux, ou bien, puisqu'ils sont Tun et l'autre perpendiculaires au plan mon^ que leurs traces sur ce dernier plan sont rectangulaires. Or, soit m^{Jîg» 616)
Fig. Gi»>.
Fig. 617,
fi<
u yi
un point voisin de m sur la section de la surface 7 par le plan mon qui est pris ici pour plan de la figure ; la droite nm^ sera à la limite la trace du plan fA. Soit /i, le point de la surface -^ qui répond à m^ \ rabattons le triangle o/i/r, en 0/7/1, sur le plan de la figure, par une rotation autour de on. Le plan /i/i, /i, est à la limite tangent suivant nn^ au cône de révolution que décrit nn^ en tournant autour de no\ il est donc |)erpendiculaire au plan de la figure, et, par suite, nn^ est à la limite la trace du plan V. Pour un motif analogue, !a droite 0/1, peut ôlre considérée comme la projection orthogonale de on^\ donc l'angle //t,o/i, est droit comme
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étant la projection d'un angle droit miorii dont un côté on^^ esi dans )e plan de projection. 11 suit de là que le triangle non^ n*est autre que \t triangle mom^ qui aurait tourné de 90 degrés autour du point o dans son plan; les droites mm^, nn^^ sont donc à la limite perpendiculaires \jxx à l'autre.
Corollaires.
1^3r>. 1° Les normales en m et n aux surfaces 7 el ^ sont contenue dans le pian mon et sont perpendiculaires entre elles.
2° Les perpendiculaires abaissées du point o sur les plans tangents j et V sont contenues dans le plan wo/i, et leurs longueurs^ c'est-à>dire le^ dislances du point o aux plans \t. et y, sont égales.
3° La section de la surface y par le plan /woT [fg. 6i5) a pour tangente en m l'intersection du plan omT et du plan p; cette intersecti^: est donCi comme chacun de ces deux plans, perpendiculaire au plan m--: et par suite à la droite o/if. Donc la droite om est une normale à ceitr section, et l'on peut donner des surfaces apsidales celte définition, qct^ Mac-Cullag prend pour point de départ dans le tome XVII des Tmn^tions nf the Roynl Irish Académie : La surface apsidale^ d*unt forftrr donnée y par rapport à un point 0 est le lieu des points obtenus en partant, à partir de 0, perpendiculairement à chaque plan passant parrt point y des longueurs égales aux normales abaissées du point o sur ia section faite dans la surface ff par le plan considéré.
THÉORÈME
1 236. Si deux surfaces t et s' sont polaires réciproques par rapport <• une sphère de centre o , leurs apsidales «p et y', relattpes au pot m /» sont polaires réciproques par rapport à la même sphère {Jlg, 617).
En effet, soient n et n' deux poinis homologues de 1 et de c'^ et ■ et /// les points correspondants de 7 et de 7'. Prenons pour plan de j figure le plan non\ et désignons par v, v', /a, p\ les plans tangents «o surfaces 1, s', <?, y', aux points /i, n\ ///, m'. D'après le corollaire (V puisque on* esl perpendiculaire au plan v, la droite om est située daos ' plan de la figure, et il en est de même de 0/1/, puisque le plan V est perpendiculaire à on. D'ailleurs, si Ton abaisse np et 0117 perpendiculaires 4 on' et à om\ ces lignes seront les traces des plans v et fA, et Ton tvn non-seulement on' s om'y mais encore (même corollaire) opssotj, Ikiae
la relation
op. on' = r*,
où r est le rayon de la sphère auxiliaire, équivaut à
oq.om' = /•',
ce qui prouve que les surfeœs f et f ' sont polaires réciproques par rapport à la sphère de ceutre o et de rayon r.
SURFACE DES ONDES
1237. Supposons qu'une suite d'ébranlements périodiques ait lieu en un point d'un milieu biréfringent : le mouvement vibratoire se propagera dans toutes les directions autour de ce point, et, au bout de Tunité de temps, le premier ébranlement sera parvenu sur une certaine surface que Fresnel a considérée le premier et à laquelle on donne le nom de^urface des ondes.
Laissant complètement de côté le point de vue physique, nous allons ici étudier géométriquement cette surface intéressante et signaler les particularités curieuses qu'offre sa forme.
Nous partirons de la définition suivante :
La surface des ondes est la surface apsidale ^ d'un ellipsoïde c, par rapport au centre de cette dernière surface.
Le théorème du n* iid6 montre que la polaire réciproque de la surface des ondes y par rapport à une sphère concentrique à l'ellipsoïde e est encore une surface des ondes; c'est la surface apsidale f' de l'ellipsoïde e', polaire réciproque de l'ellipsoïde primitifs.
Le théorème du n** li34 permet de construire le plan tangent etla normale en un point quelconque de la surface des ondes.
Enfin, en combinant le théorème du n* 1236 et les corollaires du théorème du n> 1234, on voit que la surface des ondes f peut être déduite des ellipsoïdes c et t* de la manière suivante :
i* Si, par le centre de l'ellipsoïde t, on élève une perpendiculaire à chaque plan diamétral, et qu'on porte sur cette perpendiculaire, à partir du centre, des longueurs égales aux demi-axes de la section diamétrale considérée, le lieu des extrémités de ces longueurs est la surface 7.
a* Si, à chaque plan diamétral de C ellipsoïde t', on mène des plans pa^ ralléles à des distances de ce plan égales aux longueurs des demi-axes de la section diamétrale considérée, la surface y est la sufface tangente à tous ces plans,
1S38. Étudions maintenant la forme de la surface en partant de la première de ces deux définitions.
On voit d'abord immédiatement que la surface f admet le même centre o et les mêmes plans principaux xoy^ yoz^ znx^ c'est-à-dire les mêmes plans de symétrie que Tellipsoïde c Désignons par a, 6, c, les longueurs des trois aies de cet ellipsoïde qui sont dirigés respectivement suivant ox, QTt ^2: supposons ^> &> r, et cherchons les sections principales de la
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nées positives, on imaginera que ce Irièdre soil Tendu euÎTant l'no des/, et que l'on ait rabaltu ta fuce zoy en zoi', sur te plan des tx, ei la face xoy en .roj-, sur le même plan des tr. Lob Irois faces étant BinsJ appliquées sur le même plan, on pourra dessinttr avec exactitude les irois couples de sectiuns principales en se bornant au quart de chacune d'elles, comme on le voit sur la _^^. 6iS. Ilsufrn dès lors de wmener \m la pensée les trois plans dans leur position primitive, de manière â reformer le Irièdre, pour acquérir une idée nette de la forme de la surface telle qu'on ta voit on perspective dans la^^. 61g; on aménagé dans celte figure une ouverture qui permet de voir la nappe inl6rieure. Quant i In fig. 630, elle repri^sonte le corps «ilide ou noyau qui serait recouvert par Id nappe intérieure seul i\
l'*i||. (iiy. Fi];. 63a.
TliÈOnÈUE.
1239. La sphère ijui ptissr pur an jtoint ijuelcaaijue m de la iiirjtice et pnr la pro/eelion q rf« rentre mr le phn langent en rr pninl, et qui a son rentrr sur l'un tlrt axes, cou/tr le plan principal perpendiculaire à cet tixf siiiivinl le cercle principal cnrrespenilanl.
Par exempte, la sphère qui passe par m et 7 et qui a son rentre sur l'aie ox coupe le plan yns suivant !e cercle A.
En effet, soient t/jf. Cai) /i un point quelconque de l'ellipsoïde t,p la projection du centre o sur le plan (an<|;ent en n, et ns la trace sur le plan nip (qui est ici pris pour plan de la Qgure) du plan mené par n perpendiculairement à l'axe (U-. Faisons tourner la figure de 90 degn^a dans son plan autour du point o, rie maniâreà l'amener m\omijg ; m sera un point quelconque de la sucface des ondes et 7 la projection du centre o sur la )ilan tangent en ce point, (juani à la droite ing, nouvelle position de /w.
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elle sera perpendiculaire à ns et, par suite, parallèle à la projection de Taxe ojc sur le plan de la figure; on aura d'ailleurs (1232) og.oq = a». Cela posé, imaginons le point c où Taxe ox coupe le plan mené perpendiculairement à la droite gm par son milieu t ; c sera le centre de la sphère considérée.; soient e/ sa projection sur le plan delà figure et h sa distance à ce plan. En désignant par p le rayon du cercle suivant lequellaapbèn coupe le plan principal zo/, on aura
p* ~ cm —co = (//' -f- f//iî* ) — (h* -f- do*) » dm — do ,
ou, en appelant A- le point de rencontre de mg et de la droite id qui est parallèle à oq^
p* = dm — //M = \di -h im ) — \iÂ- -+- tm ) = di — iX
= {di -+■ i/) (di — //) s= (r/X- -+- a /X) dA = o^ (r>^ -h gq) s=zog.oq,
c'est-à-dire, d après la relation ci^dessus, p =" ^i ce qui prouve que fe cercle d'intersection n'est autre que le cercle principal A.
1240. Ce théorème, qu'un géomètre anglais, M. Ni\en, a trouvé par l'analyse, etdont nous venons de donner une démonstration géométrique, fournit une nouvelle solution du problème du plan tangent et une explication simple des particularités de la surFace.
Veut-on le plan tangent en un point m? On considérera les trois sphères passant par le point m et par chacun des cercles principaux A, Bi C; le second point commun à ces trois sphères sera le point 9, projection du centre o sur le plan tangent cherché, qui, par suite, n'est autre que le plan mené par g à angle droit sur oq.
Inversement, un plan tangent étant donné, veut-on le point de contacta Par la projection g du centre o sur le plan donné, et par chacun descendes principaux A, B, C, on mènera trois sphères, et le second point commun m (le ces sphères sera le point de contact du plan tangent considéré.
124i. Revenons à la section de la surface par le plan «ur, iaqueUe m compose du cercle B et do Tellipse B' qui ont quatre pointa communs réels tels que «, et quatre tangentes communes réelleSi telles qm vw
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{fg. 618). OiercbQDa le plan ungentenuà ta surface des ondes. La projection du centre 0 eur ce plan tangent doit être le second |>oint commua aux trois sphères passant par u et par chacuo des cercles principaux A, B,Ci mais, comioe le point u est sur le cercle B, la sphère correspondant à co cercle est indéterminée, et l'on trouve pour la projection du contre sui le plan langent, non pasun point, mais un lieu qui est le cercle dlnlerseclion des sphères passant par u et par chacun des cercles A ei C, et dont le plan est perpendiculaire au plan zox. Il en résulte que la sur/me admet au point u une infinité de plans tangents axant pour enveloppe un cône dont le sommet eât au point a et dont les tangentes au cercle fi et à l'ellipse B' sont deux génératrices opposées.
Considérons en second lieu la tangente commune c»'. Le plan n élevé par cette ligne perpendiculairement au plan au: est évidemment tangent à la eurracedes ondes aux points v et iv. 11 est facile de voir que le plan n louche la surface tout le long du cercle décrit dans ce plan sur cw comme diamètre. En effet, lu point de contact du plan Trdoit être le eecond point commun aux trois sphères passant par la projection v du centre a sur ce pian et par chacun des troia cercles principaux A , D, C ; mais, le point v étant sur le cercle B, la sphère relative à ce cercle est indéterminée, et l'on trouve pour le point de contact, non pas un point unique, mais un lieu qui est le cercle commun aux deux sphères déterminées par le point cet par chacun des cercles A et C; cecercle, dont le plan est évidemment FiU. 6m.
perpendiculaire au plan znx, n'est autre que le cercle décrit dans le plan
« eur vw comme diamètre.
Ainsi, la surrace dos ondes a quatre pninis cord/fues el quatre cercles de f^niact. La/]^. On ropriîaente la section de la surface par un plan paa- Mtil par les quatre points coniques (').
V i H> Muiubvlm ■ diimonlro lus propricli-'i priucipale* lia cclta lurfica al
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i242. M. DarboQX, qui a étudié (Com/Hcs rendus, t XQI) la surface qu'on obtient quand les cercles Â, B, C ont des positions quelconque» dans Fospace, a déduit du théorème de M. Niven le moyen de constniin' les pointa (et par suite les plans tangents) de la surface des ondcïs sao» passer par la considération de l'ellipsoïde.
0 étant le centre de la surface des ondes et q le second point dlotersection des trcns sphères passant respectivement par les cercles A, B, C et par un point quelconque m de la surface, Tangle Oqm est droit; et II est clair que cette propriété constitue une définition de la surface; car, si m est un point quelconque de l'espace et q le second point commun aux sphères déterminées par m et par les cercles A, B, C, l'angle Oqiu n'est plus droit.
Cela posé, prenons deux sphères quelconques passant Tune par le cercle A, l'autre par le cercle B, et cherchons les points de la suriat' qui sont situés sur le cercle 7 commun à ces deux sphères. U résul^' immédiatement des propriétés des axes radicaux que toute sphère passant par le troisième cercle C coupera 7 en deux points pi et p', tels q^e la droite /xp' aille passer par un point fixe a situé sur la droite commune aux plans des cercles C et 7. Si le point ft appartient à la surface, il faudra que l'angle O/xf*', c'est-à-dire l'angle Ofir/, soit droit. Donc \t point i». sera sur la sphère admettant Qa pour diamètre. Cette coostmction donne deux points sur le cercle 7.
TORB.
1243. Le tore (895) est la surface apsUïale dUme sphère par rapport à un point quelconque de l'espace. En effet, cette, surface apsidale e^i évidemment de révolution autour de la droite oz qui joint le poiM considéré o au centre de la sphère ; d'ailleurs, comme le plan tangent à b sphère est perpendiculaire au plan méridien du point de contact, il résnltr du mode de correspondance (1233) entre les points de deux sorfaeedipsidales que la méridienne de cette surface de révolution n'est autre qa'tn grand cercle de la sphère qui aurait tourné de 90 degrés dans aoa plan autour du point o,
La méridienne complète se compose de deux cercles fr> et «*' 8yniétriqsf> par rapport à Taxe oz\ le point o, qui est sur Taxe et qui eat le milieu de wa\ est le centre du tore; nous désignerons par </le rajron moyen ou ^ià tore et par r le rayon «i/du cercle méridien eo.
obtenu plusieun propriétés nonvellM par d'élégantes coa^idération» de Ot^ mctrie cinématique {Comptes rendus, 1867 et 1874 j Congrus de LUU, iSj4f *'" Piau(ett 1875, et du Havre^ 1877; Cours de Géométrie dfitcripliyt^ 'B$o>.
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1244. Thut plan bttangent P coupe le iorc'siiiPûnt ie système (h deux cercles, (Yvoif Villargrau, Comptes rendns, 184^.)
En effet, prenons poar plan de la figure {Jig, 6a3) leplan méridien perpendrculaire au plan P; les deux points de contact /et /' seronl (887) situés dans ce plan méridien, de sorte que la trace du plan P sera la tangente commune intérieure fof* aux cercles u et w*. Dègignons par M un point quelconque de la section, et soit gn la trace do parallèle qui passe par ce point; le point M se projettera en m sur f^neiffy et Ton aura
Fi0. 6a3.
oM =0», puisque oM et on sont deux génératrices du oéne qui a pour ionimel le point o et pour base le parallèle gn» Si Ton rabat le plan P, autour ûeff'j sur le plan de la figure, le point M viendra donc sur la perpendiculaire élevée au point m sur j^Ten un point Mi leU queoMt = on. Cela posé, prolongeons /i«» jusqu^à sa rencontre s avec jOT et menons oe perpendiculaire sur /i w; le rapport de or à «1/ est égal à celui de so à s ta ou encore à celui éeom à o>/t et, comme w/~o>/i, on a om = oe; Végalité des triangles rectangles or/i, omMi , montre alors que Tangle on b est égal à cUtm et, par suite, à M10X-; oA étantla perpendiculaire élevée par osur jfjT'* Si Ton prend 0^ » r, les triangles oXMi, oma, seront donc égaux, et l'on aura BI|X- ^oài^d. On voit ainsi, en redressant le plan, que In section se compose de deux cercles dont le rayon est égal au rayon moyen d du tore et dont les centres sont situés de part et d'autre deo^à une distance égale à r, sur la per/>endiettéaire menée par o au plan de litfigure.
Par tout point du tore passent donc quatre cercles de la surface ; ce
5o6 tièOMÉTAlB DANS L*SSPAGB.
sont le parallèle, le méridieD^ et deux des qaalre cercles suivant lesquds le tore est coupé par les plans tangents menés par ce point au c6iie S qu'engendre la droite /jP en tournant autour de Taxe oz.
i245. Toute sphère bilan gente coupe le tore suivant un système de deux cercles. (MAi^fNHBiM, Nouvelles Annales, i856.)
En effet, prenons pour plan de la figure le plan du centre c de la sphère et de l'axe oz du tore. Ce plan méridien renferme les deux points de contact /7 et/?', puisque les normales pta^p'ta'y en ces points passent par c et rencontrent oz. Les points p et p' étant d'ailleurs deux point» antihomologues des cercles u et »', la droite pp' passe par le centre de similitude o. Soient P et Q les plans tangents au cône 2 menés par la droite /7>', et T le plan tangent commun à la sphère et au tore au point p; Tun 0 des deux cercles suivant lesquels le plan p coupe le tore passe par // et p' et a pour tangente en p l'intersection L des plans P et T; mais lo cercle er que le plan P détermine dans la sphère passe aussi par les points p et p' et a pour tangente en p la droite L. Donc les cercles G et v coïncident, et l'on verrait de même que le cercle que le plan Q détermine dans la sphère coïncide avec l'un de ceux que ce plan détermine dans le tore.
1246. Nous terminerons ces notions sur le tore par la solution d*an problème qui se présente dans les applications (Mannueim, Cours de Géométrie descriptive, 1880) :
Etant donné un tore et un point quelconque S de l'espftce, mener par le point S des droites bitangentes au tore.
Soit SL l'un de ces rayons bitangents ; en tournant autour de l'axe de révolution du tore, il engendre un hyperboloïde de révolution qui toudie le tore suivant les deux parallèles engendrés par la rotation des pointi de contact de la droite SL.
Considérons le plan méridien qui passe par le point donné & Ce plan coupe le tore suivant deux cercles Ci et Ci et l'hyperboloïdo suivant une hyperbole passant par S et bitangente à chacun des cercles C| et d. Soient S/>, Sq les tangentes menées de S aux cercles Ci et Ci; prenons sur S;?, Sr = S7, en sorte que prs^Sp — Sq, L'hyperbole est le lieu des points pour lesquels la différence des tangentes menées de ces pointa aux cercles Ci et Ci est constante et égale à pr. Si donc on décrit, dans lo plan méridien considéré, un cercle concentrique à Ci et passant par r, ce cercle coupera Ci en deux points a et 6 qui seront les points où Fby* perbole touche le cercle Ci. Ces points appartiennent aux parallèles de contact du tore et de l'hyperboloïde. Les rayons bitangenta demandés seront donc les droites qui, passant par S, s'appuient sur ces deux parallèles, c'est-à-dire les génératrices communes aux doux c6nes qui ont
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lo point donné 5 pour sommet commun et, pour bases respectives, les parallèles engendrés par a ei b.
Nous laissons au lecteur le soin de voir ce que devient la construction lorsque le point S s*éloigne à l'infini dans une direction donnée, c'està-dire lorsqu'il s'agit de mener au tore des rayons bitan^ents et parallèles à une droite donnée.
LIVRE V- LE PLAN
^ I, II. — Premières notions snr le plan. — Droites et plans
parallèles.
531. Mener par un point donné une droite qui rencontre deux droites données non situées dans un même plan.
532. Mener à une droite donnée une parallèle qui s*appuie sur deux droites données non situées dans un même plan.
533. Mener par un point donné une droite qui rencontre une droite et un cercle non situés dans un même plan.
534. Dans tout quadrilatère gauche, c'est-à-dire dont les côtés ne sont pas situés dans un plan unique, les milieux des côtés sont les sommets d*un parallélogramme.
535. Plusieurs droites étant données en grandeur, direction et sens, si on les transporte parallèlement à elles-mêmes, de telle sorte que Textrémîté de chacune d'elles se confonde avec Torigine de la suivante, la droite qui part de Torigine de la première et aboutit à l'extrémité de la dernière prend le nom de résultante des droites proposées ; celles-ci sont dites à leur tour les comf)osantes de la résultante. Composer des droites, c'est trouver leur résultante; décomposer une droite, c'est trouver des droites qui aient pour résultante la droite donnée. Ces définitions posées, démontrer les propositions suivantes :
I* La résultante de plusieurs droites reste la même, quel que soit Tordro dans lequel on compose ces droites.
a* La résultante de plusieurs droites n'est pas changée quand on remplace un certain nombre d'entre elles par leur résultante.
y Si, sans changer la direction ni le sens des composantes, on altère
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leur grandeur dans un certain rapport, la résultante conserve sa directirn et son sens, mais sa grandeur est altérée dans le même rapport.
4° Si , sans altérer la grandeur ni la direction des composantes, oq change leur sens, la résultante conserve sa grandeur et sa direclioa, et change de sens.
S"" Pour décomposer une droite D en deux autres dont l'une soit une droite donnée d^ il suffit de composer D avec d prise en sens contraire.
536. Une droite se déplace en restant parallèle â un plan donné el en s*appuyant sur deux droites non situées dans un même plan : quel est le lieu des points qui divisent la droite mobile dans un rapport donné?
§§ m, IV. — Droite et plan perpendiculaires. — Projection dins droite snr un plan. — Angle d'une droite et d*un plan. — Fins courte distance de deux droites.
537. Mener , dans u n plan donné et par un point de ce plan , une droite perpendiculaire à une droite donnée d'une manière quelconque dans l*e8paoeL
53S. Pour qu'une droite soit perpendiculaire à un plan, il suffit qu'elle soit également inclinée sur trois droites passant par son pied dans ce plan.
539. Étant donnés un plan P et deux points À et B situés d'un même côté de ce plan, trouver sur le plan P un point tel, que ta somme de se^ distances aux points Â et B soit minimum.
540. Étant donnés un plan P et deux points A et B situés de part et d'autre de ce plan, trouver sur le plan P un point tel, que la diflérence de ses distances aux points A et B soit maximum.
541. Étant donnée une droite D et deux points A et B situés comme on voudra dans l'espace, trouver le point de la droite D qui est éqoidistant des points A et B.
542. Étant donnés un triangle ABC et un plan quelconque P, trouver le point du plan P qui est équidistant des trois sommets du triangle ABC.
543. Trouver le lieu des points d'un plan dont la différence des carré» des distances à deux points donnés hors de ce plan est constante.
544 Trouver le lieu des points d'un plan d'où Ton voit sous un angle droit une droite située hors de ce plan.
545. La projection d'un angle droit sur un plan qui n*est parallèle à aucun de ses côtés, est un angle obtus si le plan de projection coupe les deux côtés de l'angle droit ou leurs deux prolongements; sinon, cette projection est un angle aigu.
546. Si par Tune des diagonales d'un parallélogranune on mène «s
plan quelconque, les perpendiculaires abaissées sur ce plan des extrémités de l'autre diagonale sont égales.
547. Deux droites égales AB, A'B', étant situées d'une manière quelconque dans l'espace, trouver une droite D telle qu'une rotation autour de D amène simultanément A en A' et B en B'.
848. Étant donné un angle AOB, trouver le lieu des points M de l'espace tels que, si on les joint au sommet 0 de l'angle, la somme des projections de la droite OM sur les deux côtés de l'angle soit constante.
549. Le plan mené parallèlement à deux droites non situées dans un môme plan, par le milieu de leur plus courte distance, passe par les milieux de toutes les droites qui joignent un point de la première droite à un point de la seconde.
550. Lorsqu'une droite est parallèle à un plan, la plus courte distance de cette droite à toutes les droites du plan qui ne lui sont pas parallèles eet constante.
551. Entre deux droites données d'une manière quelconque dans l'espace, mener une droite parallèle à un plan donné et ayant une longueur donnée.
552. Trouver le lieu décrit par le milieu d'une droite de longueur constante, dont les extrémités s'appuient sur deux droites rectangulaires et non situées dans un même plan.
553. Un angle AOB tourne dans Tespace autour d'une droite TU parallèle à sa bissectrice; démontrer que, si A'O'B' est une seconde position d'ailleurs quelconque de cet angle : i^ les droites OA et O'A' ne sont pas dans un môme plan, non plus que les droites OB et O'B'; a"" OA et O'B' sont dans un môme plan, et il en est de môme de O'A' et de OB; 3"* trois quelconques des droites OA, OB, O'A', O'B', ne sont pas parallèles à un môme plan.
554. Soient n plans tels que deux quelconques ne soient pas parallèles, que trois quelconques ne soient pas parallèles à une môme droite, et enfin que quatre quelconques ne passent pas par un môme point. Prouver
que le nombre des droites d'intersection de ces plans est égal à - /t (^i — i),
que le nombre des pointa d'intersection de ces droites est égal à
555. Si la somme des perpendiculaires abaissées d'un point A sur deux plans donnés est égale à la somme des perpendiculaires abaissées d'un autre point B sur les mômes plans, cette somme reste la môme pour tout
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autre point C de la droite ÂB. — Étendre ce théorème au casd*un nombre quelconque de plans.
556. Soient trois points A, 6, C, et deux plans P et Q. Si la somme des deux perpendiculaires abaissées de chacun de ces points sur les deux plans est la même pour les trois points, cette somme restera encore la même pour tout autre point du plan AfiC. — Étendre ce théorème au cas d'un nombre quelconque de plans.
§§ V, VI, VII. — Angles dièdres. — Plans perpendicnlaires.
Angles polyèdres.
557. Si, par un point 0 de l'espace, on mène deux parallèles OA et OB à un plan donné P, puis par le môme point 0 deux plans respectÎTemenl perpendiculaires à OA et à OB, Tintersection de ces plans est perpendiculaire au plan P. (('.ette proposition est utile dans les applications.)
558. Si Ton projette un même point de l'espace sur deux plans qai se coupent, les perpendiculaires abaissées des deux projections sur Tinter* section des deux plans la rencontrent au même point. — Réciproquement, si celte condition est remplie pour deux points des deux plans, ces poinb sont les projections d'un même point de l'espace.
559. Deux droites égales, parallèles et de même sens, ont leurs projections sur un même plan égales, parallèles et de même sens, » Réciproque de cette proposition.
500. Toute ligne qui se projette, sur deux plans qui se coupent, suivant une ligne droite, est elle-même une ligne droite.
561. La projection, sur un plan ou sur un axe, de la résultante de plusieurs droites est la résultante des projections de ces droites. (Foirla Question 535.)
562. Si une droite est également inclinée sur les deux faces d'an angle dièdre, ses traces sur les deux faces sont également distantes de l'arête de l'angle dièdre. — Réciproque.
563. Quel est le lieu des points équidistants de deux plans qui se coupent ?
564. Quel est le lieu des points de l'espace équidistants de deni droites qui se coupent?
565. Les perpendiculaires abaissées d'un même point sur des plans dont les intersections sont parallèles sont dans un même plan.
566. Deux angles dièdres qui ont leurs arêtes parallèles et leurs faces perpendiculaires chacune à chacune sont égaux ou supplémentaires*
QDB9TI0NS PROPOSâBS. 5lJ
567. Quel est le lieu des points équidistants de deux plans donnés et de deux points ou de deux droites données situées dans un même plan?
568. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs dislances Â deux plans donnés soit égale à une droite donnée?
569. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs distances à trois plans donnés soit égâde à une droite donnée? — Étendre ce problème au cas d*un nombre quelconque de plans.
570. Trouver sur une droite donnée un point tel, que la somme de ses distances à deux plans qui se coupent soient un minimum.
571. Montrer que, si par un même point de Taréte d*un angle dièdre on mène dans chaque face une droite faisant un angle donné a avec cette arête, l'angle rectiligne ainsi obtenu ne varie pas proportionnellement à l'angle dièdre, à moins que Tangle a ne soit droit.
572. Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des angles dièdres se coupent suivant une même droite. — Quel est le lieu des points équidistants des trois faces d'un angle trièdre indéfiniment prolongées?
573. Dans tout angle trièdre, les plans menés perpendiculairement aux faces, par les bissectrices de ces faces, se coupent suivant une même droite. — Quel est le lieu géométrique des points équidistants des trois arêtes d'un angle trièdre indéfiniment prolongées?
574. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes perpendiculairement aux faces opposées se coupent suivant une même droite.
575. Dans tout angle trièdre, les plans menés par les arêtes et les bissectrices des faces opposées se coupent suivant une même droite.
Remarque, ~ Les quatre théorèmes précédents sont vrais lorsque le sommet de l'angle trièdre se transporte à l'infini, c'est-à-dire lorsqu'il s'agit de trois plans dont les trois intersections deux à deux sont parallèles.
576. Couper un angle polyèdre à quatre faces, de manière que la seclion soit un parallélogramme.
577. Si, dans le plan de chaque face d'un angle trièdre et pur son sommet, on mène une perpendiculaire à l'arête opposée, les trois perpendiculaires obtenues sont dans un même plan.
578. Tout plan perpendiculaire à l'une des arêtes d'un angle trièdre rectangle coupe cet angle trièdre suivant un triangle rectangle.
579. La somme des angles formés par les arêtes d'un angle trièdre avec les faces opposées est comprise entre la somme des faces et la moitié de cette somme.
580. Si, par un point pris dans l'intérieur d'un angle polyèdre, on
K. cl Dft C. — y>. tle Géom. ( !!• PnrUe). 3j
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abaisse des perpendiculaires sur toutes ses faces, le nouvel angle polyèdn ainsi formé est supplémentaire du premier. {Voir lesn*" 572, 573.)
581. Dans tout angle polyèdre convexe de n faces, la somme des angles dièdres est comprise entre 2/1 et a /i — 4 angles droits.
582. La somme des angles aigus formés avec les arêtes d'un trièdre trirectangle par une droite située dans Tintérieur du trièdre et passant par son sommet est moindre que 180®. — Peut-on assigner une limite inférieure de la même somme?
583. A, B, G, étant trois points pris à volonté sur les arêtes d'un angle trièdre trirectangle et 0 la projection du sommet S de cet angle trièdre sur le plan ABC, démontrer que le triangle ASB est moyen proportionnel entre les triangles ABC et OAB.
58 i. Étant donné le triangle suivant lequel la feuille de dessin est rencontrée par un angle trièdre trirectangle, trouver, par des constructions graphiques exécutées sur le plan de cette feuille, les inclinaisons des trots arêtes de l'angle trièdre sur ce plan.
585. Couper un angle trièdre trfrectangle par un plan tel, que la section soit un triangle égal à un triangle donné.
APPENDICE DU CINQUIÊiME LIVRE.
586. Étant donnés un quadrilatère gauche et une droite qui divise deux de ses côtés opposés en parties proportionnelles, trouver une droite per* pendiculaire à la première et qui divise proportionnellement les deux autres côtés du quadrilatère.
587. Dans un quadrilatère gauche, les trois droites qui joignent les milieux des côtés opposés et les milieux des diagonales se coupent mutuellement en parties égales.
588. Quand un plan transversal coupent les côtés consécutifs d'un polygone gauche ABCD. . ., en des points <7, ^, r,. . . , on a, en grandeur et
en signe, la relation
a\ hn rC
ab bC cb
589. Si une droite ac glisse sur deux côtés opposés AB et CD d'un qua* drilalère gauche, de telle sorte qu'on ait
n\ _ . rD
2rB~^Fc'
X étant une constante, cette droite rencontre toujours trois droites fixes.
QUESTIONS PROPOSÉES. 5l5
590. Si Ton fait tourner deux plans rectangulaires autour de deux droites fixes dans l'espace, leur intersection rencontre toujours trois droites fixes. — Dans le cas où les deux droites 6xes se coupent, quel est le lieu des points où Tlntersection des deux plans rectangulaires rencontre un plan perpendiculaire à Tune de ces droites fixes?
591. Quand on a mis en perspective une figure plane sur un tableau plan, si Ton fait tourner le tableau autour de son intersection LT avec le plan de la figure donnée, les deux figures restent toujours en perspective, et le lieu de Tœil, qui change de position dans Tespace, décrit un cercle situé dans un plan perpendiculaire à LT.
59â. Si A,B,G et À', B', C, sont les points où deux droites LetL' rencontrent les plans des faces d'un trièdre trireclangle et si les angles sous lesquels on voit du sommet du trièdre les segments ÂB, BC, CÂ, sont respectivement égaux aux angles sous lesquels on voit les segments A'B', B'C, C'A', les deux droites L et L' sont dans un môme plan passant par le sommet du trièdre.
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LIVRE VI
LES POLYÈDRES
§§ I, IL — Du prisme.
593. I® Le volume d'un prisme Iriangulaire a pour mesure la Qioitié du produildeFaire d'une face latéralepar la distance de celte face à Tarêlc opposée.
a*" Si, sur trois droites parallèles et non situées dans un môme plan, on prend d'une manière quelconque des longueurs égales à une droite donnée, le volume et la surface latérale du prisme triangulaire ainsi formé sont constants.
504. Couper un cube pur un plan de manière que la section soit an hexagone régulier.
595. Deux prismes sont égaux : i® lorsquMIs ont un angle dièdre é^él compris entre une base et une face égales chacune à chacune et sembla* blement disposées; a*" lorsqu'ils ont une base et deux faces adjacentes égales chacune à chacune et semblablement disposées.
596. Deux prismes triangulaires sont égaux lorsqu'ils ont leurs faces latérales égales chacune à chacune et semblablement disposées.
597. Vérifier par la Géométrie la formule qui donne le cube d'une somme ou d'une différence de deux parties.
598. On donne trois droites deux à deux non situées dans un même plan, et l'on demande de construire un parallélipipède dont trois arète< soient sur ces trois droites.
599. Dans tout prisme quadrangulaire, la somme des carrés des arêtes surpasse la somme des carrés des diagonales de huit fois le carré de la droite qui joint les milieux communs de ces diagonales considérées deux à deux. — Application au parallélipipède quelconque.
600. Dans un hexaèdre quelconque, la somme des carrés des arêtes surpasse la somme des carrés des diagonales de quatre fois la somme des carrés des quatre droites qui joignent les milieux des diagonales du polyèdre et les milieux des diagonales de deux faces opposées. — Application au parallélipipède.
QUESTIONS PB0P08ÉBS. 517
COI. Mener par une droite donnée un plan qui partage un parallélipipède en deux parties équivalentes.
602. Dans tout prisme triangulaire, l'aire de la plus grande face est plus petite que la somme des deux autres.
603. De tous les prismes de n foces, c'est le prisme régulier qui a : 1** La plus petite aire latérale, les bases étant équivalentes et les hauteurs égales;
^^ La plus grande base et le plus grand volume, les aires latérales étant équivalentes et les hauteurs égales ;
3* La plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les aires latérales étant respectivement équivalentes ;
4" La plus petite base et la plus grande hauteur, les aires latérales et les volumes étant respectivement équivalents.
604. De deux prismes réguliers, celui dont le nombre de faces est le plus grand possède les quatre propriétés énoncées dans le numéro précédent.
605. De tous les prismes quadrangulaires, c'est le cube qui, à égalité d*aire, possède le plus grand volume et qui, à égalité de volume, possède la plus petite aire.
^ m, IV. — De la p3rramide.
606. Démontrer que deux tétraèdres sont égaux : i* lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablement disposées; o!* lorsqu'ils ont une face égale adjacente à trois angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés ; 3* lorsqu'ils ont trois faces égales chacune à chacune et semblablement disposées; 4° lorsqu'ils ont une arête égale et cinq angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés.
607. Les plans menés perpendiculairement sur les milieux des arêtes d'un tétraèdre se rencontrent en un même point.
608. Les plans bissecteurs des angles dièdres d'un tétraèdre se renoontrent en un même point.
609. Les perpendiculaires élevées sur chaque face d'un tétraèdre par le centre du cercle circonscrit à la face considérée se rencontrent en un même point.
610. Les droites qui joignent les sommets d'un tétraèdre aux points d'intersection des médianes des faces opposées se rencontrent en un même point, situé au quart de chacune de ces droites à partir de la face correspondante. (Foir le n* 718.)
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6i1 . Les trois droites qui joignenl les milieux des arêtes opposées d'an tétraèdre se coupent mutuellement en parties égales.
642. Trouver dans Tintérieur d'un tétraèdre un point tel, qu^en le joignant aux quatre sommets on décompose ce tétraèdre en quatre tétraèdres équivalents,
613. Si Ton prend un point 0 dans l'intérieur d'un tétraèdre SABC, et si Ton prolonge les droites SO, AO, BO, CO, jusqu'à la rencontre des fiaces opposées en s, a, b^ r, on a la relation
Os Ofl Ob Oe
Sjt ' A« ' bb ' Ce
614. Si Ton coupe un prisme ou une pyramide par un plan non parallèle à la base, et si l'on prolonge les côtés de la section jusqu'à la rencontre des côtés correspondants de la base, les points d'intersection obtenus sont en ligne droite.
6i5. Étant données les faces d'un tétraèdre, trouver, en ne se servant que du compas, la longueur de la hauteur du tétraèdre et le pied de cette hauteur sur le plan de la base.
616. Deux tétraèdres qui ont un angle trièdre égal sont entre eux comme les produits respectifs des arêtes qui comprennent cet angle. — En déduire la première partie du théorème du n" 684.
647. Deux tétraèdres qui ont une arête égale et les angles dièdres correspondant à cette arête égaux chacun à chacun sont entre eux comme les produits des faces qui comprennent le dièdre égal.
618. Le plan bissecteur de l'angle dièdre d'un tétraèdre partage l'arête opposée en deux segments proportionnels aux faces qui comprennent l'angle dièdre. — Considérer le plan bissecteur de l'angle dièdre extérieur.
619. Soient le tétraèdre SABC et le point 0 où la droite SO également inclinée sur les trois faces latérales (voir la question S72) rencontre 1j base ABC : démontrer que les triangles OAB, OBC, OAC, sont proportionnels aux faces latérales correspondantes.
620. Le plan déterminé par une arête d'un tétraèdre et le milieu de l'arête opposée partage ce tétraèdre en deux tétraèdres équivalents.
621. Si par la droite DE, qui joint les milieux de deux arêtes opposë<4 SA, BC, d'un tétraèdre SABC, on mène un plan quelconque qui coupe l'arête SB en F et l'arête AC en G, la droite FG est divisée par la droite DE en deux parties égales.
622. Tout plan conduit par les milieux de deux arêtes opposées d'un tétraèdre le partage en deux volumes équivalents.
QUBSTIOMS PROPOSÉKS. 619
623. On donne une droite sur Tune des faces d*un tétraèdre, et Ton demande de mener par cette droite un plan qui détermine avec les faces de ce tétraèdre un autre tétraèdre qui soit au premier dans un rapport donné.
624. On donne une droite sur Tune des faces d'un angle trièdre, et l'on demande de mener par cette droite un plan qui ferme Tangle trièdre en déterminant un tétraèdre de volume déterminé.
625. Quelle est la différence des volumes d'un tronc de pyramide à bases parallèles et d'un prisme de même hauteur ayantpour base la demi-somme des bases du tronc de pyramide ? — Quelle erreur commet-on en remplaçant l'un des volumes par l'autre, pour une hauteur de 6 mètres et pour des bases du tronc de pyramide égales à 3"^, 75 et à a"^,85?
626. Mener, parallèlement à une droite donnée ou par un point donné, un plan qui partage un tétraèdre donné en deux parties équivalentes.
627. Trouver l'expression du volume d'un tronc de pyramide quelconque à l>ases parallèles, en le décomposant en troncs de pyramide triangulaires.
628. Les arêtes latérales d'une pyramide triangulaire SABC ont pour longueurs L, M, N ; on coupe cette pyramide par un plan abc non parallèle à la base, qui rencontre les arêtes latérales à des distances du sommet égales à /, /ti, /i : trouver le volume du tronc de pyramide ainsi déterminé.
629. On donne deux tétraèdres SÂBC, S'Â'B'C, tels, que les droites qui unissent les sommets correspondants concourent en un même point; démontrer que, si les faces correspondantes des deux tétraèdres se coupent, les quatre droites d'intersection sont dans un môme plan.
630. Soit un tétraèdre SABC ; par un point 0 pris dans la face SBC, 00 meneaux arêtes SA, AB, AC, jusqu'aux faces ABC, SAC, SAB, les parallèles OD, OE, OP : démontrer la relation
Op OE 0F_ bA"^AB"^AC" '•
631. Soit un tétraèdre SABC coupé par un plan quelconque DEP; menons les diagonales des quadrilatères ABDE, BCFE, ACFD ; ces diagonales se rencontrent deux à deux aux points G, H, K, et les droites SG, SH, SK, coupent elles-mêmes les côtés de la base ABC aux points L, M, N . Démontrer : 1* que les transversales AM, BN, CL, se coupent en un même point 0 de la base ABC ; a"" que les Iransvorsales SO, AH, BK, CG, se coupent en un même point P de l'espace.— Examiner le cas où la section DËF est paiallèle à la base ABC.
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632. Dans un tronc de pyramide triangulaire à bases non parallties, les points d'intersection des diagonales des trois faces latérales et les points d'interaection des' côtés des bases prolongés deux à deux sont dans un même plan.
633. La hauteur d'un tétraèdre régulier est égale à la somme des perpendiculaires abaissées d*un point pris dans l'intérieur du polyèdre sur ses quatre faces. — Examiner le cas où le point est choisi extérieurement.
634. Si, par un point quelconque pris dans l'espace, on fait passer plu« sieurs droites parallèles et égales aux différents côtés d'un polygone ou plusieurs polygones parallèles et égaux aux dilTérentes faces d'un polyèdre quelconque, la somme algébrique des produits obtenus en multipliant la longueur ou Taire de chacun des éléments ainsi transportés par la perpendiculaire abaissée sur lui d*un autre point constant de l'espace est égale à zéro. — Les produits considérés sont positifs ou négatifs» suivant que les faces transportées laissent ou non d'un même côté le centre commun des perpendiculaires.
635. Soit le tétraèdre SABC; menons une section quelconque DEP parallèle à la base ÂBC, et joignons les milieux des côtés de cette sectioo aux sommets opposés de la base : les trois droites obtenues se croisent en un même point dont on demande le lieu.
636. Par un point quelconque pris dans l'intérieur de la base d'une pyramide régulière, on mène à cette base une perpendiculaire qui rencontre toutes les faces de la pyramide ou leurs prolongements : démontrer que la somme des distances des points de rencontre obtenus à la base de la pyramide est constante. — Considérer le cas où le pied de la perpendiculaire élevée à la base est extérieur à cette base.
637. Étant données les quatre hauteurs d'un tétraèdre et les distancei d'un point à trois des faces, déterminer la distance de ce point à la quatrième face.
638. La somme des distances des sommets d'un tétraèdre à un plan est égale à quatre fois la distance du centre de gravité du tétraèdre à ce plan.
639. Quand, dans un tétraèdre, sur les trois couples d'arêtes opposées, deux sont formés d'arêtes perpendiculaires, la même condition est remplie par le troisième couple. — Conclure de là qu'il existe une infinité do tétraèdres à arêtes opposées orthogonales.
Dans tout tétraèdre à arêtes opposées orthogonales
i*' Les quatre hauteurs et les plus courtes distances des arêtes oppo* sées se coupent en un même point.
a** Les milieux des arêtes et les pieds des plus courtes distances des arêtes opposées sont équidistants du point de concours des droites qui joignent les sommets au centre de gravité des faces opposées.
Dans tout tétraèdre à arêtes opposées orthogonales
I* Les produits des arêtes opposées sont en raison inverse des plus courtes distances de ces arêtes;
a° Les sommes des carrés des arêtes opposées sont égales entre elles, et la somme des carrés des produits des arêtes opposées est égale à quatre rois la somme des carrés des quatre faces;
3"* La somme des six dièdres et des douze angles formés par chaque arête avec les deux faces auxquelles cette arête aboutit est égale à douze angles droits.
642. Étant donné un tétraèdre SÂBC, on construit sur les faces SAB, SBC, SAC, trois prismes triangulaires quelconques dont les bases supérieures se rencontrent en 0 ; sur la base ABC du tétraèdre, on construit alors un quatrième prisme triangulaire en prenant ses arêtes latérales égales et parallèles à la droite SO : démontrer que le volume de ce dernier prisme est équivalent à la somme des volumes des trois premiers prismes.
613. Mener un plan parallèle à la base d'un tétraèdre donné, de manière que ce plan détermine un autre tétraèdre dont Taire totale soit la moitié de celle du tétraèdre donné.
Construire un tétraèdre, connaissant
I** Les trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées et les angles que font entre elles ces trois droites ;
a** Un point de chaque arête ;
3** La base et les longueurs des trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées;
4** La base et les droites qui joignent les sommets de la base aux points d'intersection des médianes des faces opposées.
645. Trouver le volume d'une pyramide triangulaire, en regardant cette pyramide comme la limite de la somme des prismes inscrits dans cette pyramide, Tinscription étant effectuée comme au n*" 642.
646. Soit une pyramide triangulaire SABC. Par le milieu B de Tarête SB, on mène le plan DEF parallèle à la base ABC, le plan EGH parallèle à la face ASC, et le plan BDH ; la pyramide SABC se trouve ainsi décomposée en deux prismes triangulaires équivalents et en deux pyramides triangulaires équivalentes. On peut faire subir la même décomposition à la pyramide SDEF, et continuer ainsi indéfiniment : en déduire le volume de la pyramide SABC.
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647. Étant donnée une pyramide triangulaire SABC, à quelle disUmoe de la base ABC doit-on mener un plan parallèle abc, pour que le rapport des volumes de la pyramide Sabc et du tronc de pyramide ABCaàe floit égal à //i?
648. Étant données trois droites parallèles non situées dans un même plan, on porte sur Tune d'elles une longueur ÂB donnée, et Ton prend arbitrairement un point C sur la seconde droite, un point D sur la troisième; démontrer :
i"" Que le volume de la pyramide triangulaire ABGD est constant, quelles que soient les positions des points G et D et la parallèla sor laquelle on porte la longueur AB ; %"* que ce volume est proporlionDel à AB.
649. On donne l'arôte Ad*un prisme triangulaire quelconque; sur roue des arêtes, on prend à partir de la base une longueur x; sur la seconde arête, on prend de même une longueur a, et sur la troisième une longueur b. Par les trois points ainsi déterminés, on fait passer un plan qui divise le prisme en deux parties. Pour quelle valeur de x ces parties sont-elles équivalentes?
650. Trouver le volume du corps limité par quatre plans parallèles deux à deux, une face parallélogramme et un quadrilatère gauche ayant pour plan directeur cette face parallélogramme.
651. Étant donnés quatre polygones plans disposés d'une maniera quelconque dans l'espace, trouver un point tel, qu'en le donnant pour sommet commun aux pyramides ayant pour bases ces polygones, les volumes de ces pyramides soient entre eux comme quatre droites ou quatre nombres donnés.
652. Couper un tétraèdre par un plan parallèle à deux arêtes opposées, de manière que la section soit maximum.
653. Par la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées d*an tétraèdre, on peut faire passer une infinité de plans : quel est celui qui détermine la section minimum?
654. Dans une pyramide SABGD dont la base ASCD est un trapèse, on donne la face SAD en grandeur et en position, son inclinaison sur la base ABCD, la direction des arêtes parallèles AB et CD, les angles de k base SBC, et Ton demande de construire la pyramide. — Même problème, en supposant qu'on donne la face SâD en grandeur et en position, son inclinaison sur le plan donné de la face SBC et les angles de cette der^ nière face.
655. Étant donné un prisme triangulaire, le couper par un plan tel, que la section soit semblable à un triangle donné.
656. Partager une pyramide quadrangulaire régulière en deux parties équivalentes, par un plan mené par l*un des côtés de la base.
657. Construire le parallélipipède circonscrit à une pyramide triangulaire.
658. Le volume d'un tétraèdre est le tiers du volume du parallélipipède circonscrit.
659. Trouver le volume du tétraèdre régulier par la considération du parallélipipède circonscrit.
660. Tout tétraèdre n*a qu'un seul parallélipipède circonscrit; mais tout parallélipipède correspond à deux tétraèdres inscrits, qu'on peut appeler conjugués et qui sont équivalents; Tun de ces tétraèdres étant donné, construire le second.
661. Calculer le volume du noyau octaèdre commun aux deux tétraèdres conjugués d'un même parallélipipède.
662. Si l'on prolonge indéfiniment les arêtes de l'un des tétraèdres conjugués d'un parallélipipède, et si l'on considère quatre de ces arêtes opposées deux à deux, il existe toujours un plan, susceptible de deux inclinaisons différentes, qui, en se mouvant parallèlement à lui-même, coupe ces arêtes en quatre points situés sur une même circonférence. Dans quelle position du plan sécant le diamètre variable de cette circonférence est-il minimum?
663. Si l'on prolonge indéfiniment les arêtes des deux tétraèdres conjugués d'un parallélipipède, et si l'on considère huit de ces arêtes situées dans quatre faces du parallélipipède et parallèles entre elles deux à deux, il existe toujours un plan, susceptible de deux inclinaisons différentes, qui, en se mouvant parallèlement à lui-même, coupe ces arêtes en huit points situés sur une circonférence.
664. Par un point S pris sur le prolongement de l'axe d'un prisme hexagonal régulier et par les côtés du triangle équilaléral obtenu vn joignant de deux en deux les sommets de sa base supérieure, on fait passer des plans qui détachent du prisme trois tétraèdres et les remplacent par un tétraèdre unique reposant sur sa base supérieure : déterminer la position du point S qui rend minimum l'aire du décaèdre ainà construit (alvéole des abeilles).
665. Sur une première droite AA', on donne deux points fixes aeib; sur une seconde droite quelconque BB', deux points mobiles c et ^ restent à une distance constante : chercher pour quelle position du segment cd Taire de la pyramide abcd est minimum.
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§§ V, VI. — FignreB symétriqaes. — Polyèdres semblables.
666. Déterminer les arêtes d'un parallélipipède rectangle, sachaot qu'elles sont proportionnelles aux nombres a, b, c, et que le volume du parallélipipède est Y.
667. Chercher le rapport des volumes de deux tétraèdres, dont Fun a été formé en menant par les sommets de l'autre des plans parallèles aux faces opposées.
668. Deux tétraèdres sont semblables : i** lorsqu'ils ont un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune ei semblablement disposées; a* lorsqu'ils ont une face semblable adjacente à trois angles dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés; 3** lorsqu'ils ont trois faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées ; 4° lorsqu'ils ont cinq angles dièdres égaux chacun k chacun et semblablement disposés.
669. Les carrés des volumes de deux polyèdres semblables sont proportionnels aux cubes de deux faces homologues.
670. Une droite comprise entre deux faces d'un polyèdre donné est divisée en plusieurs segments; sur chaque segment, considéré comme l'homologue de la droite donnée, on construit un polyèdre semblable au polyèdre donné : démontrer que l'aire de ce polyèdre est égale au carré de la somme des racines carrées des aires des polyèdres segmentaires, et que son volume est égal au cube de la somme des racines cubiques des volumes de ces mômes polyèdres.
671. Construire deux droites qui soient dans le même rapport qw deux cubes donnés.
672. Démontrer que le tétraèdre formé en joignant les points de rencontre des médfanes des faces d'un tétraèdre donné est semblable lu symétrique de ce tétraèdre; chercher le rapport des volumes de ces deai tétraèdres.
673. On nomme centre de symétrie d'un système de points un point 0 tel, qu'en le joignant à un point quelconque A du système et en prolongéant la droite AO d'une quantité égale à elle-même, le point A' ainsi obtenu soit aussi un point du système proposé. ^ Démontrer d'après cela que, dans tout système de points limité, il ne peut exister qu'on centre de symétrie.
674. On nomme axe de symétrie d'un système de points une droiid (elle, qu'en faisant tourner le système d'un certain angle autour de cetl» droite, la nouvelle position de chaque point du système soit raocienna
QUESTIONS PROPOSÉES. 02d
position d'un certain point du même système. — Démontrer que le plus petit des angles capables de restituer ainsi le lieu des points du système, dans la rotation de ce système autour d'un axe de symétrie, est une
partie aliquote - de 36o degrés. Suivant que q est égal à 2, 3, 4 1 • • • «
l'ase de symétrie est binaire , ternaire y quaternaire,, . . ; ^ est l'ordre de symétrie,
675. On nomme plan de symétrie d'un système de points un plan tel, qu'en abaissant d'un point quelconque du système une perpendiculaire sur ce plan et en prolongeant cette perpendiculaire d'une quantité égale à elle-même, l'extrémité ainsi obtenue soit encore un point du système. — Démontrer que, si un système possède divers axes et divers plans de symétrie, tous ces axes et tous ces plans doivent se couper en un même point.
676. Dans tout système possédant un plan et un centre de symétrie, la droite menée par le centre normalement au plan est un axe de symétrie d'ordre pair.
677. Lorsqu'un, système possède deux plans de symétrie, Tinterseclion de ces plans est un axe de symétrie.
678. Un système dépourvu d'axe de symétrie ne peut posséder à la fois un centre et un plan de symétrie.
679. Lorsqu'un système possède deux plans de symétrie non rectangulaires, il en possède un troisième.
680. Lorsqu'un système possède un plan P de symétrie et un axe L de symétrie oblique à ce plan, la droite V homologue de L par rapport au plan P est un nouvel axe de symétrie.
681. Lorsqu'il existe dans un système deux axes de symétrie binaires, la perpendiculaire menée au plan de ces axes par leur point d'intersection est un axe de symétrie.
682. Lorsqu'un système possède trois axes quaternaires rectangulaires entre eux, il possède en môme temps quatre axes ternaires.
APPENDICE DU SIXIÈME LIVRE
683. Étudier les polyèdres considérés dans le Vi* Livre, sous le rapport de leurs centres, de leurs axes et de leurs plans de symétrie.
684. Soit un polyèdre divisé en P autres polyèdres quelconques ; soient S le nombre des sommets de ces diilérents polyèdres y compris le premier,
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F le nombre de leurs faces, Â le nombre de leurs arôlcs; on anra la
formule
685. En se reportant à Vexercice précédent, quelle est la relation entre les nombres d'arêtes, de faces et de sommets appartenant à la surface extérieure du polyèdre proposé, et les nombres d'éléments analogues situés à rintérieur de ce polyèdre?
680. Étant données autant de droites qu'on voudra passant par un même point 0, trouver le lieu des points tels, qu'en abaissant de ces points des perpendiculaires sur les droites données, la somme des produits des distances du point 0 à ces perpendiculaires par des droites données soit égale à un carré donné m*.
687. Étant donnés autant de plans qu'on voudra passant par un même point, trouver le lieu des points tels, que la somme des produits de leurs distances aux plans donnés par des droites données soit constante.
688. La somme des carrés des cosinus des angles qu'une droite ou un plan forme avec trois axes ou trois plans perpendiculaires entre eux est égale à l'unité.
689. Le carré d'une droite ou d'une aire plane quelconque est égal à la somme des carrés de ses projections sur trois axes ou sur trois plans perpendiculaires entre eux.
690. Si Â et Â' sont les aires de deux figures situées dans un même plan, P et ?', Q et Q', R et R', les projections de ces deux figures sur trois plans perpendiculaires entre eux. on a
AA'=PP'H-QQ'-hRR'.
691. Étant donnés les angles que deux droites ou deux plans forment respectivement avec trois axes ou trois plans rectangulaires, trouver l'angle de ces deux droites ou de ces deux plans.
69S. Étant données les projections d'une droite ou d'une aire plane sur trois axes ou sur trois plans rectangulaires, trouver sa projection sur un quatrième axe ou un quatrième plan qui fait des angles connus avec tes trois premiers.
693. La somme des carrés des projections d'autant de droites ou d'autant d'aires planes qu'on voudra sur trois axes ou sur trois plans rectan* gulaires quelconques est constante.
694. Trouver Taxe ou le plan sur lequel la somme des projections de droites ou d'aires planes données est un maximum. —Cette même somme est constante lorsqu'on projette sur des axes ou des plans faisant le même angle avec l'axe ou le plan sur lequel la projection est un maximum.
695. Dans un polygone quelconque, la somme des projection? de lous les côtés sur un axe quelconque est égale à zéro. — Dans tout polygone convexe, le carré d'un côté est égal à la somme des carrés de tous les autres, moins deux fois la somme des produits obtenus en multipliant ces mêmes côtés deux à deux el par le cosinus de l'angle qu*ils comprennent.
696. Dans un polyèdre convexe quelconque : i** la somme des projections de toutes les faces sur un plan quelconque est égale à zéro; 2° le carré de Tune des faces est égal à la somme des carrés de toutes les autres, moins deux fois la somme des produits obtenus en multipliant ces mêmes faces deux à deux et par le cosinus du dièdre qu'elles comprennent.
697. Lorsque le volume d'un tronc de prisme et l'une des bases A restent Qxes, le plan de l'autre base B passe par un point fixe, et l'aire de cette base B est minimum lorsque son plan est perpendiculaire aux arêtes du tronc.
698. De toutes les pyramides de n faces latérales, qui ont mémo hauteur et des bases équivalentes, c'est la pyramide régulière qui a la plus petite aire latérale. — De toutes les pyramides dont la base a n côtés et dont les aires latérales sont équivalentes, c'est la pyramide régulière qui a le plus grand volume.
699. De tous les tétraèdres dont les aires sont équivalentes, le tétraèdre régulier a le plus grand volume.
700. La base d'un tétraèdre est semblable à un triangle donné; la S'jmme de cette base et d'une face latérale est constante; enfin les deux autres faces sont perpendiculaires à la base : de tous les tétraèdres qui remplissent ces conditions, celui dont la base équivaut au quart do la somme donnée a le plus grand volume.
701. La base p d'une pyramide a n côtés et est semblable à un polygone donné; la somme ^ -h a de cette base et d'une face latérale a est constante : le volume de la pyramide est maximum lorsque, a étant égal à 2^, la face latérale a est perpendiculaire à la base p.
702. Trouver : 1* le centre de gravité d'un arc de cercle; i*" le centre de gravité d'un sec leur circulaire (on nomme centre de gravité ri* une ligne courbe ou (Vune aire terminée par une ligne courbe la limite des positions du centre de gravité du contour ou de l'aire d'une ligne polygonale inscrite ou d'un secteur polygonal inscrit ) .
703. Trouver le centre de gravité d'un tronc de pyramide à bases parallèles.
704. L j somme de trois faces latérales d'un tétraèdre étant donnée, son
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volume est maximum lorsque ces faces latérales sont des triangles rectangles isocèles, perpendiculaires entre eux.
705. Parmi toutes les pyramides limitées latéralement par les feces d'un angle polyèdre S et dont la base est déterminée par un plan qui passe par un point fixe P situé dans l'intérieur de Tangle S, celle dont ie volume est maximum a le point P pour centre de gravité de sa base.
706. i"" Parmi toutes les pyramides équivalentes limitées latéralement par les faces d'un môme angle polyèdre, celle dont la hauteur passe par le centre de gravité de la base a la base minimum ;
a* De toutes les pyramides limitées latéralement par le même angle polyèdre et qui ont des bases équivalentes, la pyramide de volume maximum est celle dont le sommet se projette orthogonalement au centre de gravité de la base;
3"* EnGn, de toutes les pyramides de même hauteur, limitées latérale* ment par le même angle polyèdre, la pyramide de volume minimum est celle dont la hauteur passe par le centre de gravité de la base.
707. Dans deux Ggures homologiques, le rapport des distances de deux points homologues quelconques m et m' au centre d*homologie est au rapport des distances de ces deux points m et m' à deux droites homo* logues D et D' quelconques dans une raison constante. ^ Que devient ce théorème : i"" lorsque Tune des droites D et D' est Taxe d'homolc^ie? 2** lorsque la droite D est à TinGni ? 3"* lorsque, la droite D étant à rinûni, la droite D' se confond avec la droite de la première figure qui correspond aux points de la seconde situés à l'infini?
708. Étant données deux droites parallèles dans le plan d'une figure^ si d'un point fixe on mène un rayon à chaque point m de cette figure, et que sur ce rayon on prenne un point m' tel, que le produit des distances des points m et m' aux deux parallèles soit constant, ie point m' décrit une figuro homologique à la proposée.
709. Quand deux figures sont homologiques, si l'on fait tourner Tune d'elles autour de Taxe d'homologie, de manière à faire coïncider de nouveau son plan avec celui de l'autre figure, les deux figures, dans leur nouvelle position relative, sont encore homologiques, mais leur centre d'homologie est difiérent.
710. Qudnd deux figures sont homologiques, si Ton fait tourner Tune d'elles dans son plan autour du centre d'homologie, après une rotariun de i8o degrés, les deux figures sont encore homologiques, mais avec uo axe d'homologie différent.
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LES CORPS RONDS
I, II. — Cylindre et cône de révolntion.
711 . 1^ Quel est le rapport des volumes de deux cylindres dont les aires convexes sont équivalentes? a" quel est le rapport des aires con* vexes de deux cylindres qui ont le même volume?
712. Les volumes engendrés par un rectangle tournant successivement autour de ses côtés adjacents sont de a mètres cubes et de b mètres cubes : trouver la longueur de la diagonale de ce rectangle.
713. Calculer Taire convexe, Taire totale et le volume d'un cône équilaléral en fonction de son côté. — Pour quelle valeur de ce côté Taire totale du cône est-elle i mètre carré ou son volume i mètre cube?
714. Partager Taire latérale d'un cône de révolution en n parties équivalentes par des plans parallèles à sa base.
715. La hauteur d*un tronc de cône de révolution étant 3 mètres et ses bases ayant pour rayons a mètres et i mètre, partager son volume en trois parties proportionnelles aux nombres a, 3 et 7, par deux plans parallèles aux bases.
716. Le volume d'un tronc de cône de révolution étant 4i"'i328, sa hauteur i'",8i7, le rayon d*unedeses bases a*", 698, on demande de calculer à o*,ooi près le rayon de sa seconde base.
717. Calculer à 0,001 près le rapport que doivent présenter les rayons des bases d'un tronc de cône de révolution pour que son volume soit la moitié de celui du cylindre de même hauteur élevé sur la base inférieure du tronc.
718. Quel est le rapport des volumes engendrés par un parallélogramme tournant successivement autour de ses deux côtés adjacents?
719. Soit ABCDEP un hexagone régulier circonscrit à un cercle de centre 0 et de rayon R. On mène la diagonale FC et les droites AC et BF qui se coupent en 1 f ur le rayon OH perpendiculaire à FC, et Ton demande
cl DK C. — Tr, de Gcom. (!!• Partie). 3'j
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de calculer, en fonction de R, les volumes et les aires des cônes engendrés par les triangles IHÂ, 10F, en tournant autour de OU pris pour axe.
7S0. Soit h'C la projection du diamètre BG d*un cercle OA sur la tangente TT' au point A : chercher pour quelle position de BC le rapport du cercle OA à Taire totale du tronc de cône engendré par la rotation du trapèze BCB'C autour de TT' est égal à //<; discussion.
721. Calculer les rayons des bases d'un tronc de cône de révolution, connaissant sa hauteur, son côté et son aire ou son volume.
722. Un tronc de cône de révolution d'une substance dont le poids spécifique est d est plongé verticalement dans un liquide dont le poids spécifique est d! ; Irs rayons de ses bases sont R et r, sa hauteur est //. On demande de calculer la hauteur de la partie immergée et le rayon de la section déterminée dans le tronc de cône par la surface de niveau du liquide.
723. Quel est le volume maximum d'un cône de révolution dont le côté est donné?
724. Parmi tous les cylindres ou tous les cônes qui ont môme aire totale, quel est le cylindre ou le cône de volume maximum? — Parmi tous les cylindres ou tous les cônes équivalents, quel est le cylindre ou le cône d'aire totale minimum?
723. Inscrire dans un cône donné un cvlindre de volume donné; discussion. — Circonscrire à un cylindre donné un cône de volume donné: discussion.
§§ III, IV, V, VI. — Premières notions sur la sphère. — Propriétét des triangles sphériques. — Aire et Yolume de la sphère.
726. Trouver le lieu des points qui sont à la distance a d*uD point A et à la distance b d'un point B.
727. Par une droite donnée, mener un plan tangent à une spbèro donnée.
728. Par une droite donnée, mener à une sphère donnée un plan sécant qui détermine une section de rayon donné.
729. Lorsque trois sphères se coupent deux à deux, les plans des trois cercles d'intersection se coupent suivant une même droite perpendiculaire au plan déterminé par les centres des trois sphères.
730. Trouver le lieu des centres des sections faites dans une s(>bère donnée par tous les plans sécants qui passent par une droite donnée ou par un point donné.
731. Connaissant les rayons de deux sections parallèles faites dans une sphère et la distance de ces sections, trouver le rayon de la sphère.
732. Trouver la plus courte et la plus grande distance d'un point donné à une surface sphérique. ~ Trouver le lieu des points qui sont à une distance donnée d'une sphère donnée.
733. Trouver la plus courte distance d'une droite donnée ou d'un plan donné à une surface sphérique.
734. Si d'un point de la surface sphérique comme pôle on trace un cercle avec un rayon sphérique égal au cinquième ou au tiers d'un quadrant, le rayon du cercle obtenu est ta moitié du rayon de la sphère ou le plus grand segment de ce rayon divisé en moyenne et extrême raison.
735. La somme des carrés des cordes interceptées par une sphère donnée sur trois droites rectangulaires partant d'un point donné est constante, ainsi que la somme des carrés des six segments déterminés sur ces trois cordes par le point donné.
736. Trouver le diamètre de la sphère circonscrite à une pyramide triangulaire dont trois faces sont perpendiculaires entre elles.
737. Si, d'un point do l'espace, on mène des sécantes à une sphère donnée, le produit des dislances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécante avec la sphèu est constant.
738. Mener dans une sphère donnée trois cordes perpendiculaires entre elles, qui passent par un point donné et qui soient proportionnelles à des nombres donnés. -— Mener dans une sphère donnée trois plans perpendiculaires entre eux, qui passent par un point donné et qui déterminent trois cercles dont les aires soient proportionnelles à des nombres donnés.
739. Si deux cercles de Tespace sont tels, que leurs centres soient les projections d'un même point et que les tangentes menées à ces cercles par un point de Tinlersection de leurs plans soient égales, ces deux cercles sont situés sur une même sphère.
740. La somme des carrés des projections de trois layons d'une sphère perpendiculaires entre eux sur un plan quelconque est égale au double du carré du rayon de la sphère.
741. Étant données deux sphères solides, trouver la distance de leurs centres par une construction plane.
742. Trouver le lieu des points de l'espace dont le rapport des distances à deux points fixes est constant. — Trouver le lieu des points de l'espace également éclairés par deux lumières données.
743. Trouver le lieu des points dont la somme des carrés des distances
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à deux points donnés est constante. — Trois points étant donnés, troQver le lieu des points dont la somme des carrés des distances est à la fois constante par rapport au premier et au second point, par rapport au premier et au troisième.
744. Trouver le lieu des points d*où l'on voit une sphère donnée, deux sphères données ou trois sphères données, sous un angle donné.
7IS. Indiquer le lieu des points d'où Ton voit une droite donnée sous un angle donné, ou deux droites données issues d'un même point, sot^s des angles respectivement donnés.
746. Trouver le lieu des centres des sphères qui coupent deux sphères données ou trois sphères données suivant des grands cercles.
747. Quelle est la condition pour que quatre points de la surface sphérique appartiennent à un môme plnn?
Construire une sphère
i"* De rayon donné, qui passe par trois points donnés;
2° De rayon donné, passant par deux points donnés et tangente à un plan ou à une sphère donnée ;
3° De rayon donné, passant par un point donné et tangente à deux plans ou à deux sphères données;
4^ De rayon donné, tangente à trois plans ou à trois sphères donm^c^;
5° De rayon donné, passant par un point donné et tangente à un plan et à une sphère donnés ;
6"^ De rayon donné, tangente à deux plans et à une sphère donnés;
'f De rayon donné, tangente à un plan et à deux sphères donnés.
749. Connaissant les latitudes et les longitudes de deux lieux de la surface terrestre supposée parfaitement sphérique, trouver, à Taide d'opérations exécutées sur un globe, la dislance de ces deux lieux en degrés.
Construire un triangle sphérique, connaissant
i"* Un angle, un côté adjacent et la somme ou la différence des deux autres côtés;
11" Un côté, un angle adjacent et la somme ou la différence des deux autres angles;
3*" Deux côtés et la hauteur correspondant à l'un d'eux;
4** Un angle, un côté et la hauteur qui lui correspond;
5° Son aire, un angle et l'un des côtés adjacents.
Inscrire un cercle dans un triangle sphérique
752. Transformer un polygone sphérique en un triangle sphérique équivalent.
753. Trouver une aire plane équivalente à celle d*un triangle sphérique donné.
754. Les côtés opposés d'un quadrilatère sphérique étant égaux : i"" les quatre angles du quadrilatère sont égaux, ses diagonales sont égales et se coupent mutuellement en parties égales, ses sommets sont dans un même plan et les cordes correspondantes forment un rectangle ; a** l'aire de ce quadrilatère a pour mesure quatre fois Texcès de son angle sur un droit.
755. Dans un losange sphérique, les diagonales se coupent à angle droit.
756. Un cône à base circulaire étant inscrit dans une sphère, toute section faite dans ce cône par un plan perpendiculaire au diamètre qui passe par son sommet, est un cercle.
757. L'enveloppe sur une môme sphère des bases de tous les triangles spbériques qui ont un angle commun et môme périmètre est un cercle de la sphère. — Môme problème sur le plan.
758. Dans tout polyèdre convexe, le nombre d'angles dièdres droits contenus dans la somme des angles dièdres, moins la moitié du nombre d'angles trièdres trirectangles contenus dans la somme des angles polyèdres, est égal à deux fois le nombre des faces du polyèdre diminué de deux.
759. Dans tout polyèdre convexe, la somme des angles polyèdres supplémentaires de ceux du polyèdre proposé est égale à huit angles trièdres trirectangles.
760. Si de chaque sommet d*un parallélipipède comme centre on décrit des sphère» égales, toutes ces sphères réunies interceptent une portion du volume du parallélipipède égale à Tune d'elles.
761. Si P est le pôle d'un arc de grand cercle DE passant par les milieux D et E des côtés AB et AG d'un triangle sphérique BAC, l'angle BPC e;>t le double de l'angle DPE.
762. Si trois petits cercles sont inscrits dans un triangle sphérique dont chaque angle est égal à lao degrés, de manière que chacun de ces cercles touche à la fois les deux autres et deux côtés du triangle, leur rayon sphérique est égal à 3o degrés et leura centres sont les sommets du triangle polaire du triangle donné.
763. Calculer en myriamètres carrés Taire de l'une des deux zones glaciales, sachant que le petit cercle qui lui sert de base est à aS'^So' du pôle.
70 i. Dans une sphère de rayon donné, mener un plan sécant A1B tel>
que le rapport de la calotte spbi^rique qu*il détermine à Taire latérale do cône qui a pour base le cercle AlB et pour sommet le centre de la sphère, soit égal à m ; discussion.
765. Inscrire dans une sphère un cône dont Taire latérale soit équivalente à celle de la calotte sphérique terminée au même cercle.
766. Si Ton divise une demi-circonférence en trois parties égales et si on la fait tourner autour de son diamètre, la zone engendrée par Tare du milieu est équivalente à la somme des zones engendrées par les deux arcs extrêmes.
767. Diviser une zone en moyenne et extrême raison par un plan |>arallèle à ses bases.
768. La calotte interceptée par une sphère fixe sur une sphère sécante de rayon variable et qui passe toujours par son centre a une aire constante. — La zone interceptée par deux sphères fixes concentriques sur une sphère sécante de rayon variable et qui passe toujours par leur centre commun a une aire constante.
769. Placer sur le cercle générateur d'une sphère Tare générateur d une zone dont on connaît Tare et la hauteur.
770. Placer sur une sphère donnée une calotte sphérique dont Taire soit double de celle engendrée par la corde de Tare générateur de la calotte.
771. Couper une sphère par un plan tel, que Taire de la section soit égale à la différence des deux zones que ce plan détermine.
772. Un cylindre inscrit dans une sphère de i mètre de rayon a pour aire latérale la moitié de Taire d'un grand cercle de la sphère : calculer son volume.
773. L'aire totale d'une chaudière cylindrique terminée par deux hémisphères est de à* mètres carrés, toute section passant par l'axe a un périmètre de b mètres : calculer la hauteur et le rayon de la partie cylindrique de la chaudière ; discussion.
774. Le poids de i décimètre cube de fonte étant 7^*,2, calculer avec la plus grande approximation possible le diamètre d'un boulet en fonte du poids de ^\^K — En déduire celui d'un boulet de 8**.
775. Ayant mené la droite qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle, on le fait tourner autour de son troisième côté pris pour axe : quel est le rapport des volumes engendrés par les deux parties du triangle^
776. Dans une sphère de rayon donné, mener un plan sécant AIB tel, que le rapport du segment A une base qu'il détermine, au secteur spbé-
riqae ayant pour base la môme calotte sphérique, soit égal à m\ discussion.
777. On prolonge Tun des côtés a d'un triangle équilatéral d'une longueur égale à a et, par Textrémité obtenue, on élève une perpendiculaire à ce côté : calculer le volume engendré par le triangle équilatéral en tournant autour de cette perpendiculaire.
778. Inscrire dans une sphère donnée un cône de révolution tel, que les sections faites par un plan donné parallèle à sa base, dans le cône et dans la sphère, soient dans un rapport donné.
779. Étant donnée une série de cercles concentriques, on mène dans ces cercles des cordes toutes égales entre elles et parallèles à un diamètre commun : les volumes engendrés par les segments correspondants en tournant autour de ce diamètre sont équivalents.
780. Étant donné sur une sphère de rayon R un cercle de rayon r, mener un second cercle parallèle au premier tel, que le rapport du segment compris entre ces deux cercles au cône qui a pour base le second cercle et qui a pour sommet le centre du premier soit égal à m ; discussion.
781. Les volumes d'un cône de révolution, d'une sphère et d'un cylindre de révolution, de môme hauteur, sont proportionnels aux nombres I, 2, 3, lorsque le cône et le cylindre ont pour bases un grand cercle de la sphère.
782. L'aire totale ou le volume du cylindre équilatéral inscrit ou circonscrit à une sphère est moyenne proportionnelle entre l'aire ou le volume de cette sphère et l'aire totale ou le volume du cône équilatéral inscrit ou circonscrit.
783. Calculer en fonction de leurs côtés les aires et les volumes engendrés par les polygones réguliers les plus simples, depuis le triangle jusqu'au dodécagone, lorsqu'ils tournent autour d'un de leurs côtés pris pour axe. — Même question, en prenant pour axe de rotation une perpendiculaire menée à l'extrémité d'un des diamètres du cercle circonscrit qui aboutit à un sommet du polygone considéré.
784. On prend un point B sur le prolongement du rayon OA d'un cercle donné, et l'on mène par ce point au cercle la tangente BT : chercher pour quelle position du point B les aires décrites par la droite BT et l'arc AT, lorsqu'on fait tourner la figure autour de l'axe OAB, sont dans un rapport donné; discussion.
785. Étant donné un triangle rectangle inscrit dans un demi-cercle, trouver le rapport du volume ou de l'aire qu'il engendre, lorsque la
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figure tourne autour du diamètre du demi-cercle, au volume ou à Taire de la sphère engendrée par ce demi-cercle. ^ Cas où le triangle rectangle donné est isocèle.
786. Inscrire ou circonscrire à une sphère donnée un cône ou un cylindre dont Taire totale ou le volume soit à Taire ou au volume de la sphère dans un rapport donné ; discussion.
787. La longueur de Taxe d'une chaudière cylindrique terminée par deux hémisphères étant donnée, calculer les dimensions de la partie cylindrique de manière que la capacité de la chaudière ait une valeur donnée; discussion.
788. Étant donné le volume d'un secteur sphérique appartenant à une sphère de rayon R, chercher le maximum de son aire totale.
789. On donne les volumes engendrés par un triangle en tournant successivement autour de chacun de ses côtés : calculer les trois côtés du triangle.
790. Construire un triangle, connaissant deux côtés et sachant que le volume engendré par ce triangle en tournant autour du troisième côté est égal à la somme des volumes qu*il engendre en tournant succesëivement autour des deux côtés donnés.
791. D'un point B extérieur à une circonférence 0, on lui mène deux tangentes BÂ, BC, et Ton projette le point de contact C sur le rayon OA en D : démontrer que, si Ton fait tourner la figure autour de Taxe AOD, le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC est équivalent au oône engendré par le triangle rectangle BAD, et le segment sphérique engendré par le triangle mixtiligne DAC équivalent au volume engendré par le triangle BCD.
792. On donne un cône de révolution et deux sphères inscrites dans ce cône et tangentes extérieurement Tune à l'autre; le volume compris entre le cône et les deux sphères proposées est la moitié du volume compris entre ce même cône et la sphère qui passe par ses deux cerciea de contact avec les sphères données.
§ yn. — Qénéralités sur les surfaces.
793. Indiquer le lieu des points qui sont : i** à la distance a d'une droite A et à la distance b d'une droite B ; a* à la distance a d'une droite A et à la distance p d'un plan P ; 3"^ à la distance a d'une droite A et à la distance b d'un point B.
794. Étant donnés dans l'espace un point et une surfiioe conique ou
cylindrique de révolulion, trouver la plus courte distance du point à la surface.
795. Trouver le lieu des points dont les distances à un point donné et à une droite donnée passant par ce point sont dans un rapport donné.
796. Un point et deux droites passant par ce point étant donnés, trouver le lieu des points dont les distances respectives au point donné et aux droites données sont proportionnelles à trois longueurs données.
797. Mener un plan tangent à une surface cylindrique ou à une surface conique de révolution : i* par un point donné de la surface ; a"* par un point extérieur donné; 3** parallèlement à une droite donnée.
798. Étant donnés un nombre quelconque de plans et deux points A et B pris sur deux d'entre eux, trouver le plus court chemin qui conduit du point Â au point D, sans sortir des plans proposés. — Application à la recherche du plus court chemin entre deux points sur une surface cylindrique ou conique.
799. Trouver le lieu des points tels, que les plans tangents menés de chacun d'eux à un cylindre ou à un cône donné se coupent sous un angle donné.
800. Deux cylindres de révolution dont les axes sont parallèles ou deux cônes ayant même sommet étant donnés, trouver le lieu des points tels, que les plans tangents menés de chacun d'eux à l'une des surfaces fassent le même angle que les plans tangents menés du même point à Taulre surface.
801. Construire un cône ou un cylindre de révolution, connaissant trois génératrices.
802. Construire un cône de révolution, connaissant : i** Taxe, le sommet et le rapport des distances d'un point de la surface au sommet et à Taxe ; a* Taxe, te sommet et un plan tangent à la surface; 3** le sommet, un plan dans lequel se trouve Taxe et deux plans tangents à la surface; 4* trois plans tangents à la surface.
803. La Lune et le Soleil étant supposés parfaitement sphériques et le volume du Soleil étant environ 63oooooo de fois celui de la Lune, calculer le rapport des distances des centres de ces deux astres à la Terre, lorsqu'ils ont le même diamètre apparent, c'est-à-dire lorsqu'ils sont vus sous le même angle.
804. Les rayons de la Lune, de la Terre et du Soleil étant proportion-
nels aux nombres —y i et loS^S, trouver le rapport des distances du centre de la Terre aux centres des deux autres astres, lorsqu'on suppose
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les centres de ces trois globes sur l'axe d*un cône de révolution qui leur est tangent; considérer le cas où les trois astres sont tangents à une môme nappe, et celui où, la Terre étant située dans une nappe, les deux autres astres sont dans la nappe opposée.
APPENDICE DU SEPTIÈME LIVRE
805. Partager la surface sphérique en parties égales par des polygones égaux et réguliers.
806. Le volume d*un cube est égal à six fois le volume de l'octaèdre régulier qui a ses sommets aux centres des faces du cube.
807. Les milieux des arêtes d'un tétraèdre régulier sont les sommets d'un octaèdre régulier.
Mener un plan tangent à trois sphères données
813. Si Ton donne une sphère et deux points quelconques dans Tespaci*, les distances de ces points au centre de la sphère sont proportionnelles aux distances respectives de chacun d'eux au plan polaire de l'autre.
813. Soient AÂ,A, un triangle sphérique et 0 un point de la sphère correspondante. Si Ton élève sur Tare de grand cercle OA un arc de grand cercle perpendiculaire qui vient rencontrer le côté opposé A, A, en B, et si Ton détermine de la même manière B, sur AA, et B, sur AA,, les trois points B, B^ B,, sont sur une même circonférence de grand cercle.
Construire une sphère
I** Respectivement tangente à trois droites données en un point donné de chacune d'elles;
2® Passant par trois points donnés et tangente à un plan ou à une sphère donnée;
3* Passant par deux points donnés et tangente à deux plans ou à deux sphères données;
4"" Passant par un point donné^ et tangente à trois plans ou à trois sphères données;
5® Tangente à trois plans donnés et à une sphère donnée;
6"^ Tangente à un plan donné et à trois sphères données;
7° Tangente à deux plans donnés et à deux sphères données.
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815. Mener par une droite donnée un plan qui coupe deux sphères données suivant des cercles de rayons proportionnels à ceux des sphères.
816. Mener par un point donné un plan qui coupe trois sphères données suivant des cercles de rayons proportionnels à ceux des sphères.
817. De tous les triangles sphériques formés avec deux côtés donnés, le triangle d*aire maximum est celui dans lequel Tangle compris entre ces côtés est égal à la somme des deux autres angles.
818. De tous les triangles sphériques isopérimètres et de même base, le triangle isocèle est un maximum.
819. Deux triangles et un point étant donnés dans un plan, mener par le point une droite telle, que les volumes engendrés par les triangles tournant autour de cette droite soient dans un rapport donné. — Môme problème pour deux cercles donnés.— Même problème pour trois triangles ou trois cercles donnés.
820. Étant donnés un cercle et un point intérieur, est-il possible de le projeter centralement suivant un cercle qui ait pour centre la projection du point donné?
821. Les trois arcs de grand cercle qui, passant par chaque sommet d*un triangle sphérique, le divisent en deux parties équivalentes, se coupent aux deux mêmes points.
822. On peut toujours transformer un groupe de trois sphères données en un groupe de trois autres sphères de rayons égaux : quel est le lieu des pôles de transformation ?
823. Trouver le lieu des points dont les puissances par rapport à trois sphères données sont entre elles commo les rayons de ces sphères.
82i. Peut-on, par la méthode des rayons vecteurs réciproques, ramener le problème delà sphère tangente à quatre sphères données au problème de la sphère tangente à une sphère et à trois plans? Quel point faut-il choisir pour pôle de transformation ?
825. Étant données quatre sphères de rayons /•, h- p, r, -^ p, r, -h p, r^ -t- p, trouver le lieu que décrit leur centre radical quand on faitvarier p.— Quel est le problème analogue de Géométrie plane ?
826. Par deux points A et B donnés sur la surface de la sphère, on fait passer des cercles auxquels on mène ensuite des grands cercles tangents par un point C pris sur Tare de grand cercle ÂB prolongé : quel est le lieu des points de contact?
827. Étant donnée un cercle et deux points do la sphère, mener par ces deux points un second cercle qui coupe le premier en deux points distants d'une longueur donnée.
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828. Étant donnés su r une sphère deux grands cercles et un petit cercle A, mener aux deux grands cercles un cercle tangent B tel, que, si Ton mène ensuite aux deux cercles A et B deux tangentes communes sphériques, leur angle soit égal à un angle donné.
829. Étant donnés sur une sphère deux points et un grand cercle, trouver sur ce cercle un point tel, que la somme de ses distances sphèriques aux deux points donnés soit égale à un arc donné.
830. Étant donnés sur une sphère un point et deux grands cercles, mener par le point un cercle qui coupe les deux autres sous des angles dont la somme soit donnée.
831. Construire un triangle sphérique, connaissant son aire, un angle et un point par lequel doit passer le côté opposé à cet angle.
832. Construire un triangle sphérique, connaissant un angle, le côté opposé et le cercle inscrit au triangle.
833. Étant donnés sur un cercle de la sphère deux points A et B, trouver sur ce cercle un troisième point C tel, que les deux grands cercles CAet CB se coupent sous un angle donné.
83 i. Les arcs qui, menés par les sommets d'un triangle sphérique, partagent respectivement son aire en deux parties équivalentes, se coupent au môme point.
835. Décrire sur une sphère donnée un cercle qui soit tangent à deux cercles donnés et qui coupe en deux parties égales la circonférence d*un troisième cercle donné.
836. Décrire sur une sphère donnée un cercle qui coupe trois cercles donnés A, B, C, chacun en deux points diamétralement opposés.
837. Décrire sur une sphère donnée un cercle qui coupe deux cercles donnés sous des angles donnés et qui rencontre un troisième cercle donné en deux points diamétralement opposés.
838. Si plusieurs triangles sphériques ont un c6té commun, les ciroon^ férences de grand cercle passant par les milieux des deux antres côtés de chacun de ces triangles concourent en un môme point.
839. Par un point donné sur une sphère, mener un cercle qui coupe trois cercles donnés sous des angles égaux.
840. Décrire sur une sphère donnée un cercle qui coupe quatre cercles donnés sous des angles égaux.
841. Une sphère variable, mais assujettie à passer par deux points fixeSt
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touche une sphère fixe en une suite de points formant une circonférence de cercle.
842. Une sphère variable, mais assujettie à passer par trois points fixes, coupe une sphère fixe suivant une série de cercles dont les plans passent par une même droite.
8i3. Quels sont sur la sphère les théorèmes analogues à ceux do Pascal et de Brianchon (voir les n°* 328 et 329)?
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LES COURBES USUELLES
§§ I, IL — Propriétés fondamentales de Tellipse et de Tiiyperbole.
844. Quelle est la plus courte et la plus grande distance du centre de l'ellipse à un point de la courbe ?
845. Quel est le lieu du centre d'une ellipse qui glisse entre deux axes rectangulaires ?
846. Deux ellipses dont les grands axes sont égaux et qui ont un foyer commun ne peuvent se couper qu'en deux points.
847. Quel est le lieu des points également distants de deux circonférences intérieures ou extérieures l'une à l'autre?
848. Quel est le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles donnés ? — On examinera les différents cas possibles.
849. Sur les deux tangentes PM, PM', à une ellipse ou à une hyperbole dont les foyers sont F et F', on prend des longueurs PQ, PQ', respectivement égales à PFet à PF': démontrer que la droite QQ'est égale au grand axe de Tellipse ou à Taxe transverse de Thyperbole.
850. Le grand axe de l'ellipse ou l'axe transverse de Thyperbole et une tangente quelconque interceptent, sur les deux tangentes menées aux extrémités de Taxe de la courbe, des longueurs dont le produit est constant.
851 . Des cercles touchent une droite ÂB en un point fixe C, et des points fixes A et B on mène des tangentes à ces cercles : trouver le lieu des points d'intersection de ces tangentes.— Le point C peut être entre A et B ou sur AB prolongée.
852. Soient les deux tangentes menées à l'ellipse ou à Thyperbole par un point extérieur et une troisième tangente quelconque : démontrer que la longueur interceptée sur celte troisième tangente par les deux premières est vue de chaque foyer sous un angle constant.
853. Démontrer directement que, si Ton mène à une hyperbole deux
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tangentes PM, PM', par un môme point extérieur P, les angles PFM, PFM' sont égaux ou supplémentaires, suivant que les points de contact M et M' appartiennent ou non à la même moitié de la courbe.
854. Trouver le lieu des centres des ellipses dont le grand axe a lu même longueur, qui ont un foyer commun et qui -touchent une droite donnée.
855. Quels senties lieux géométriques : l'^des sommets ; a"" des points de rencontre des côtés non parallèles; 3** des points d'intersection des diagonales, des trapèzes construits sur une base Gxe, et dans lesquels la longueur de l'autre base est donnée, ainsi que la somme ou la différence des côtés non parallèles ? (
856. Construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant : i^ ses foyers et un point; a" ses foyers et une tangente; 3*^ un foyer, deux points et une tangente ; 4^ un foyer, un sommet et une tangente; 5° un foyer, deux tangentes et le point de contact de Tune d'elles ; 6^ un foyer et trois tangentes; 7* le centre, deux tangentes et la longueur du grand axe ou de Taxe Iransverse.
857. On donne les positions d'un foyer et d'un point d'une ellipse, ainsi que les longueurs des axes : déterminer son cenire.
858. Le cercle qui a pour diamètre la portion d'une tangente quelconque à l'hyperbole interceptée par les tangentes menées aux extrémités de l'axe transverse passe par les foyers de la courbe.
§ m. — Propriétés fondamentales de la parabole.
859. La perpendiculaire abaissée du foyer de la parabole sur une tangente à la courbe est moyenne proportion netle entre le rayon vecteur du point de contact et la moitié du paramètre p.
860. Si PM et PM' sont les deux tangentes menées à la parabole par un point extérieur P, les triangles FPM, FPM', sont semblables, et FP est la moyenne proportionnelle des rayons vecteurs FM, FM', des deux points de contact.
861. Si PM et PM' sont les deux tangentes menées à la parabole par un point extérieur P, démontrer que la parallèle menée à l'axe par le point P passe par le milieu de la corde MM', et que la tangente au point où cette parallèle rencontre la courbe est elle-même parallèle à la corde MM'.
862. Si l'on rapporte la parabole à une tangente et au diamètre mené par son point de contact pris comme axes coordonnés, le carré de l'or-
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donnée d'un point de la courbe est égal à quatre fois le produit du rayon vecteur de l'extrémité du diamètre par l'abscisse du point considéré.
863. Si deux cordes de la parabole se coupent , les produits de leurs segments sont dans le rapport des rayons vecteurs des extrémités des diamètres qui leur sont conjugués.
864. MN étant une tangente commune à la parabole et au cercle décrit sur la corde menée perpendiculairement à l'axe par le foyer comme diamètre, démontrer que les droites FM et FN sont également inclinées sur cette corde.
865. La tangente en un point de la parabole rencontre la directrice et la corde menée par le foyer, perpendiculairement à l'axe, en des points équidistants du foyer.
866. Si l'ordonnée d'un point M de la parabole passe par le milieu do la sous-normale qui correspond à un point M\ l'ordonnée du point M e>t égale à la normale qui correspond au point M'.
867. Si d'un point pris sur une tangente à la parabole on mène nne autre tangente à la courbe, l'angle compris entre cette tangente et la droite menée du môme point au foyer est constaut.
868. Construire une parabole qui touche un cercle donné en un point donné, et dont l'axe soit tangent au même cercle en un autre point donné.
869. Si par le point de contact d'une tangente à la parabole on tire une corde, puis qu'on trace une autre droite parallèle à l'axe, la portion de cette droite comprise entre la tangente et la corde sera divisée par son point de rencontre avec la courbe dans le même rapport que cette droite elle-même divise la corde.
870. Si le diamètre de la parabole menée par le point H rencontre la directrice en K et la corde tpenée par le foyer parallèlement à ta tangente MT en H, on a
MK=MH.
871. Quel est le lieu du point d'intersection du diamètre mené en un point de la parabole avec la corde tracée par le foyer parallèlement k la tangente au même point?
872. AB et AC étant deux droites rectangulaires, on mène la drcit** quelconque AR et la parallèle 6xe CK à ÂB, puis, on prend sur AR un point M tel que'son ordonnée MQ par rapport à AB soit égale à CR : quel est le lieu du point M ?
873. On considère dans un cercle un diamètre fixe AOB et un rayon quelcon()ue OC ; D étant le milieu de la corde CE menée parallèlement
au diamètre fixe, on demande le lieu du point d'inlersection des droites OC et AD.
874. Si deux tangentes égales à la parabole sont coupées par une troisième, les segments déterminés sur ces tangentes sont égaux, mais les segments égaux ne sont pas placés de même sur les deux tangentes.
875. Le. cercle déterminé par les points d'intersection de trois tangentes à la parabole passe par le foyer.
876. MFN étant une corde quelconque menée par le foyer de la parabole, si l'on trace du sommet S les droites SM et SN, elles rencontrent la corde focale perpendiculaire à l'axe en deux points P et Q dont les distances au foyer sont égales aux ordonnées des points N et M.
877. Si d'un point 0 pris sur Taxe de la parabole on mène une corde, la dislance SO du sommet S au point 0 est la moyenne proportionnelle des abscisses des extrémités de la corde.
878. Du sommet S, on mène deux droites rectangulaires qui viennent rencontrer la parabole aux points M et M' ; le paramètre 'Âp est la moyenne proportionnelle des abscisses des points M et M'.
879. Quel est le lieu du centre du cercle inscrit dans le secteur circulaire ÂOB, dont l'un des rayons OÂ est fixe et dont l'autre OB est mobile?
880. Sur une corde de la parabole comme diamètre,on décrit un cercle qui coupe la parabole en deux autres points; si l'on joint ces points, les deux cordes considérées interceptent sur Taxe de la courbe une longueur égale au paramètre a/?.
881 . Deux paraboles égales qui ont un même foyer et leurs axes dirigés en sens contraires se coupent à angle droit.
882. Si un triangle est inscrit dans une parabole, les points où ses côtés prolongés viennent rencontrer les tangentes menées à la courbe par les sommets opposés sont en ligne droite.
883. Si les tangentes PM, PM', à la parabole sont coupées en Q et en Q' par une troisième tangente, on a
PO _9^' QM "" PQ' '
884. Si l'on tire par le sommet de la parabole des cordes à angle droit l'une sur l'autre, et qu'on construise sur ces cordes un rectangle, quel e^t le lieu de son quatrième sommet ?
885. Si une parabole roule sur une autre parabole égale, les sommets
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étanl d'abord confondus, le foyer de chaque courbe trace la directrice de l'autre.
886. Quel est le lieu dee points également distants d'une droite et d'une circonférence données ?
887. Quel est le lieu des points dont la somme ou la différence des distances à un point fixe et à une droite fixe est constante?
888. Des extrémités d'une corde focale de la parabole on abaisse dea perpendiculaires sur une droite quelconque de son plan; la somme des rapports de chaque ordonnée au rayon vecteur correspondant est constante.
889. Les carrés des perpendiculaires abaissées du foyer de la parabole sur deux tangentes sont proportionnels aux rayons vecteurs des points de contact.
890. Construire une parabole, connaissant : i* le foyer ou la directrice et deux points ; a* le foyer ou la directrice, un point et une tangente ; 3^ le foyer ou la directrice, une tangente et son point de contact ; 4'' le foyer ou la directrice et deux tangentes ; 5® trois tangentes, parmi lesquelles la tangente au sommet ; 6** quatre tangentes.
§§ IV, V, VI. — Ellipse considérée comme projecUoii orthogonale dn cercle. — Parabole considérée comme limite de l'ellipse. — Ellipse, Hyperbole et Parabole, considérées comme sections planes du cône de révolution.
891. La demi-corde focale de l'ellipse ou de l'hyperbole, perpendiculaire au grand axe ou à l'axe transverse de la courbe, est égale
892. Les tangentes aux extrémités d'une corde focale se coupent sur la directrice correspondante.
893. Si la tangente en M à l'ellipse ou à l'hyperbole de centre C rencontre en T le grand axe ou l'axe transverse de la courbe, MP étant l'ordonnée du point M par rapport à cet axe, on a
CT.CP = rt«.
894. Les tangentes fixes aux sommets A et A' d'une ellipse do centre C étant rencontrées par une tangente mobile en M et en M', on projette M* sur CM en P ; démontrer que le lieu du point P est on cercle passant l>ar C.
895. Dans Tellipse ou l'hyperbole, la distance d'un foyer au pied d'une normale sur le grand axe ou sur Taxe transverse de la courbe est au rayon \ecteur correspondant du point de contact dans un rapport égal à l'excentricité de la courbe.
896. On mène l'ordonnée d'un point de l'ellipse ou de Thy perbole et la normale au même point ; le rapport des distances du pied de l'ordonnée au pied de la normale sur le grand axe, ou sur Taxe transverse et au
centre, est égal à •^-
897. MP étant l'ordonnée d'un point de l'ellipse ou de l'hyperbole dont le grand axe ou l'axe transverse est ÂA', on a
MP
AP.A'P à'
898. Si une tangente en M à l'ellipse ou à l'hyperbole rencontre le petit axe ou l'axe non transverse en U, et si Q est ia projection de M sur le même axe, C étant le centre de la courbe, on a
899. Si deux tangentes PM, VÎA\ à l'ellipse partent d'un môme point P, Je centre de la courbe étant G, et la droite CP coupant la courbe en R et la corde de contact MM' en H, on a
CÏl' --CH.CP.
900. Les normales en deux points M et M' d'une ellipse rencontrant l'un des axes en P et P', la perpendiculaire élevée au milieu do MM' passe par le milieu de PP'.
001. Une tangente mobile rencontrant en M et en M' les tangentes lixes aux sommets A et A' d'une ellipse, le point d'intersection P des droites AM' et A' M décrit une ellipse concentrique à la première.
902. Si l'on rapporte une ellipse ou une hyperbole à deux diamètres conjugués DD' et£E', de longueurs ^t^ et a^', pris comme axes coordonnés, MP étant l'ordonnée d'un point M de la courbe, on a
DP.D'P a"
903. Si CD et CE sont deux diamètres conjugués de l'ellipse ou de l'hyperbole, et que la perpendiculaire £K à CD rencontre le grand axe ou l'axe transverse de la courbe en G, on a
KK.EG
904. Si CD et CE sout deux diamèlres conjugués de l'ellipse ou de l'hyperbole, on a
FE.FE = Cb\
905. Si deux cordes se coupent dans Tellipse ou Thyperbole, les produits de leurs segments sont proportionnels aux carrés des diamètres parallèles à ces cordes.
906. La distance du centre de Thyperbole au point où une asymptote coupe une directrice est égale au demi-axe transverse. — La perpendiculaire abaissée d*un foyer sur une asymptote est égale au demi-axe non transverse. — Si une asymptote rencontre la tangente au sommet A en II et la directrice correspondante en I, AI est parallèle à FH.
907. Soit un point K de l'asymptote d'une hyperbole, dont l'ordonnée et l'abscisse par rapport aux axes de la courbe sont KP et KR; si RP coupe l'hyperbole en M et si KR coupe l'hyperbole conjuguée en N, on a
KP' — MP' = Z»» et KR' — NR' = <i*.
De plus, la droite MN est parallèle à la seconde asymptote de Thyper-
bole.
908. La directrice d'une hyperbole joint les projections du foyer correspondant sur les asymptotes.
909. Si par le point M d'une hyperbole on tire une sécante quelconque qui coupe les deux asymptotes en P et F, la tangente parallèle à cette sécante et limitée aux deux asymptotes étant LQL', on a
MP.MP' = QL*.
910. Deux hyperboles conjuguées interceptent sur une sécante quelconque des longueurs égales.
911. Tout point de l'hyperbole est également distant d'un foyer et de la directrice correspondante, cette dernière distance étant comptée parallèlement à une asymptote.
912. Si une tangente LQL' coupe les asymptotes en L et en L', l'aire du triangle CLL' est égaie à ab.
913. Si M et N sont les points de rencontre de deux hyperboles conjuguées avec l'ordonnée et Tabscisse d'un point d'une de leurs asymptoti*8, les tangentes menées aux deux courbes en M et en N sont respectivement parallèles à CN et à CM.
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914. Soit un point M de THyperbole; si MP est l'ordonnée de ce point par rapport au diamètre CD (c*est-à-dire la parallèle menée par M à la tangente en D) et si la tangente en M coupe CD en T, on a
cp.ct=cd\
9i5. Si MT est une tangente à rellipse au point M, rencontrant le grand axe ÂÂ' au point T, et si la perpendiculaire élevée en T au grand axe rencontre en Q et en Q' les droites MA et MA', on a
QT = O'T.
9i6. Soit MFM' une corde focale de Tellipse dont le grand axe est AA'; 81 l'on prolonge MA et M'A jusqu'à leurs points de rencontre Q et Q'avec la directrice qui correspond au foyer F, Tangle QFQ' est droit.
917. Dans l'ellipse, la somme des carrés des deux normales menéesaux extrémités de deux demi-diamètres conjugués est constante (on prend pour longueur d'une normale la distance du point de contact au pied de la normale sur le grand axe):
918. Soient dans l'ellipse deux demi-diamètres conjugués CD et CE ; sur la normale en D, on prend DP égale à CE : quel est le lieu du point P?
919. M et M' sont deux points de Tellipse dont le grand axe est AA' ; AM' et A'M' coupant l'ordonnée MP du point M en deux points Q et Ç}\ on a
MP' = PQ.rQ'.
920. Soient dans Tellipse la normale MG et la perpendiculaire GL abaissée du point G sur le rayon vecteur FM; le rapport de GL à l'ordonnée MP du point M est é^l à Texantricité de la courbe.
921. Si l'ordonnée MP d'un point M de l'ellipse rencontre en Q la tangente menée à l'extrémité de la corde focale principale, on a
OP = FM
922. M étant un point fixe d'une ellipse et QQ' une corde quelconque conjuguée au diamètre CM, le cercle QMQ' rencontre l'ellipse proposée en un point fixe.
923. M étant on point de l'ellipse, on tire la corde MM' parallèle au grand axe, et, par le point M', on mène les cordes M'Q, M'Q', faisant dos angles égaux avec le grand axe : démontrer que la droite QQ' est parallèle à la tangente en M.
924. Quel est le parallélogramme d'aire minimum circonscrit è Vel* iipsG ?
925. Quand la somme de deux diamètres conjugués de Fellipse est-elle minimum ?
926. Si du point M de Tellipse on tire des droites aux extrémités d'un diamètre DD', lesquelles coupent son conjugué EE' aux points P e( P', on a
CP.CP'= CD
927. Si CD et CE sont deux demi-diamèlres conjugués de Tellipse, on a
(FD -«)»-+- (FE - a)' = c*.
928. Soient CD et CE deux demi-diamètres conjugués de Pellipee dont les axes sont ÂA' et BB'; traçons les droites BD et BB, ainsi que les droites A'D et AE qui se coupent en 0 : démontrer que le quadrilatère BDOE est un parallélogramme, et chercher dans quel cas son aire est maximum.
929. Si MFM', NCN', sont deux cordes parallèles menées par le foyer et par le centre d'une ellipse, démontrer qu'on a
CN.CN'" a*'
930. Si la tangente au sommet A de l'ellipse est coupée par deux diamètres conjugua en T et en U, on a
AT.AU
931. Si les tangentes en trois points P, Q, R, de l'ellipse se coupent deux à deux aux points R', Q' et P', on a
PR'.QP'.RQ'=PQ'.QR'.RP'.
932. Si des extrémités des axes d'une ellipse on tire dans une direction quelconque quatre droites parallèles, les points où elles rencontrent la courbe sont les extrémités de deux diamètres conjugués.
933. Si MFM' est une corde focale de l'ellipse etX le pied de la directrice correspondante, les droites XM et XM' sont également inclinées sur les axes de la courbe.
934. PM et PM' étant deux tangentes menées à l'ellipse par un même point P, et la corde MM' coupant les directrices en R et en R', on a
RM.R'M PM*
KM .KM' p^-/'
d35. CD et CE élant deux demi-diamètres conjugués de l'ellipse, et CE rencoQlrant les rayons vecteurs FO et F' D en H et en H', on a
FH = F' H
936. Quel est le lieu des milieux des cordes focales d'une ellipse?
937. M étant un point quelconque de Tellipseoude Thyperbole, quels sont les lieux décrits par les centres des cercles inscrit et exinscrits au triangle FMF ?
938. Si du foyer F de Tellipse on abaisse des perpendiculaires sur les diamètres conjugués DD' et EE', ces perpendiculaires prolongées coupent EB' et DD' sur la directrice correspondant au foyer F.
939. M étant un point de Pellipse de grand axe AA', quel est le lieu des points d'intersection des perpendiculaires élevées en A et en A' aux droites AM et A'M ?
940. Si MP et CP sont Fordonnée et Tabscisse du point M d'un cercle de centre C rapporté à deux diamètres rectangulaires comme axes coordonnés, et si la droite PQ prise égale à MP est inclinée sur elle d'un angle constant, quel est le lieu du point Q ?
941 . Soient un triangle PQR et une ellipse enveloppante ayant son centre C au point de rencontre des médianes du triangle; CP, CQ, CR, prolongées, rencontrent l'ellipse aux points P', Q', R' : démontrer que les tangentes en ces points forment un triangle semblable au triangle PQR et d'une aire quatre fois plus grande.
942. Une tangente mobile rencontre en M et N les tangentes 6xes aux sommets A et B d'une ellipse; le lieu du point d'intersection dos parallèles menées par M et N aux axes de l'ellipse est une hyperbole équilatère.
943. Quel est le lieu des points d'intersection des perpendiculaires abaissées des foyers d'une ellipse sur deux diamètres conjugués?
944. Construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant : i^ ses directrices et un point ; a® ses directrices et une tangente; 3"* une directrice, deux points et une tangente ; 4° une directrice, un sommet et une tangente; 5^ une directrice, deux tangentes et le point de contact de l'une d'elles; 6° une directrice et trois tangentes; 7* un foyer, la directrice correspondante et une tangente ; 8* un foyer ou une directrice et trois points.
945. Soient MP l'ordonnée d'un point de l'hyperbole dont le centre e«>t C et PQ une tangente au cercle principal ; si l'on trace jusqu'à l'axe transverse MN parallèle à GQ, on a
PN - b.
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9i6. Soient MP Tordonnée d'un point M de l'ellipse ou de Thyperbole, C le centre de la courbe, A Tun des sommets sita^ sur le grand axe ou Taxe transverse; menons PQ parallèle à AM jusqu'à la rencontre de CM: démontrer que AQ est parallèle à la tangente en M.
947. Si Ton mène deux tangentesquelconques à Thyperbole, les droites déterminées par leurs points d'intersection avec les asymptotes sont pa-
rallèles.
948. Dans Thyperbole équilatère, les diamètres conjugués sont égaux entre eux, et la portion de normale comprise entre le point de contact et l'axe transverse est égale à la distance du centre au point de contact.
949. Si Ton tire une droite par un sommet de l'hyperbole, son second point de rencontre avec la courbe divise en deux parties égaies la portion de cette droite interceptée par les parallèles menées de l'autre sommet de l'hyperbole à ses asymptotes.
950. Les asymptotes de l'hyperbole divisent en parties égales les droites qui unissent les extrémités de deux diamètres conjugués.
951 . CD et CE étant deux demi-diamètres conjugués de rhyperbole,
on a
F'E~ED
95â. Dans l'hyperbole équilatère, les cordes focales parallèles à deux diamètres conjugués sont égales.
953. Le rayon du cercle qui touche une hyperbole et ses asymptotes est égal à la portion de la corde focale principale prolongée comprise entre la courbe et ses asymptotes.
954. MM' étant une corde de l'hyperbole et CP le demi -diamètre correspondant, si Ton tire par les points M, P, M', des parallèles Mil, PK, M' H', à l'une des asymptotes jusqu'à la rencontre de l'autre en H, K, U\ on a
ch.ch' = ck\
955. Soient un cercle de diamètre AA' et une corde PQ perpendiculaire à AA' : trouver le lieu des points d'intersection des droites AP et A'Q.
956. Si deux hyperboles équilatères égales sont décrites de manière que les axes de l'une soit les asymptotes de l'autre, elles se coupent à angle droit.
957. Quel est le lieu des points qui sont au tiers des arcs de tons les segments de cercle qu'on peut décrire sur une drqjte donnée?
958. Si deux tangentes partant d'un même point P coupent l'une des
asymptotes de Thyperbole en R et en S, l'autre asymptote en r et en s^ on a
PR.PS=rPr.Pj.
959. MM' étant la double ordonnée d'une ellipse de grand axe AA', quel est le lieu des points de rencontre des droites AM et A'M'?
960. Si la tangente au point M d'une hyperbole équilatère coupe ses asymptotes en L et en L', et si MG est la normale en M, l'angle LGL' est droit.
961. Soit la corde MM' d'une hyperbole rencontrant ses asymptotes en R et en R', et la tangente RN à la courbe; si les parallèles MH, NK, M' H', à l'une des asymptotes, rencontrent l'autre asymptote aux points H, K, H\ on a
MH-hM'H'=2NK.
962. Si par les points M et M' d'une hyperbole on mène des droites parallèles aux asymptotes, on forme un parallélogramme dont MM' est une diagonale : démontrer que l'autre diagonale passe par le centre de la courbe.
963. Quel est le lieu décrit par le milieu d'une droite qui se meut en formant avec deux axes rectangulaires un triangle d'aire constante?
964. Si par le point M d'une hyperbole de centre C on mène des parallèles MD et ME à chaque asymptote, jusqu'à la rencontre de l'autre, et si Ton construit une ellipse ayant CD et CE pour demi-diamètres conjugués, CM coupant l'ellipse en N, les tangentes aux deux courbes en M et en N sont parallèles.
965. On fait passer un cercle par an point quelconque M d'une hyperbole et les extrémités A et A' de son axe transverse : trouver le Heu du point Q où l'ordonnée MF prolongée rencontre ce cercle.
966. On donne une série d'ellipses tangentes à une hyperbole équilatère et ayant leurs axes dirigés suivant ses asymptotes : démontrer quo le produit des axes de ces ellipses est constant.
967. Sur deux diamètres conjugués d'une eHipse comme asymptotes, on construit deux hyperboles conjuguées l'une à Tautre : démontrer que, si l'une de ces hyperboles touche l'ellipse, il en est de même de l'autre, et que les diamètres tirés aux points de contact sont conjugués aussi bien dans l'ellipse que dans l'hyperbole.
968. Trouver l'angle des asymptotes de l'hyperbole obtenue en coupant un cône de révolution par un plan. — Cas où le plan sécant est parallèle h l'axe du cône.
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969. Deux cônes de révolution qui ont même sommet, mdme génératrice el leurs axes rectangulaires sont coupés par deux plans menés parallèlement à leurs axes d'un môme point de la génératrice commune, suivant des hyperboles conjuguées.
970. Quel est le lieu des foyers de toutes les sections paraboliques d'un cône de révolution donné ?
971. Quel est le lieu des foyers de toutes les sections elliptiques do même excentricité dans un cône de révolution donné ?
972. Quel est le lieu des extrémités des petits axes de toutes les sections elliptiques parallèles d'un cône de révolution donné?
973. Dans quel cas un plan peut-il couper un cône de révolution donné
suivant une hyperbole équilatère?
974. Construire une hyperbole, connaissant : i** un foyer ou une directrice, la longueur de Taxe transverse et une asymptote; a* un foyer ou une directrice^ une tangente et une asymptote; Z"* trois points et une asymptote.
975. Trouver le lieu des sommets des cônes de révolution qui passent par une ellipse ou une hyperbole donnée de position et de grandeur.
§ VII. — Propriétés fondamentales de rhélice.
976. Par deux points d'une surface cylindrique, on peut faire passeur
une infinité d'hélices.
977. Quel est le plus court chemin entre deux points d'une surface cylindrique, mesuré sur cette surface elle-même?
978. Deux hélices tracées sur un cylindre de révolution se coupent orthogonalement; on donne le rayon du cylindre et le pas de Tune des hélices, trouver le pas de l'autre.
979. Des extrémités A et Â' d'un diamètre de la section droite d*uo cylindre de révolution partent deux hélices orthogonales dont le premier point d'intersection est en M: trouver, en fonction du pas A de la pn*mière hélice et du rayon R du cylindre, l'aire mixtiligne AMÀ^ -> Qu ) doit être le pas h pour que l'aire AMA' soit maximum? Le rayon du cylindre étant un décimètre, évaluer à un millimètre carré prè^ cette aire maximum.
980. Étant donnée une hélice tracée sur un cylindre de révoloUon, une droite glisse sur cette hélice et sur Taxe du cylindre en restant normale à cet axe \ quelle est la section de la surface ainsi engendrée : t* par
an cylindre concenlrique an premier ? 2® par un cylindre de révolution dont une arête est Taxe môme du premier cylindre?
981 . Étant donnée une hélice tracée sur un cylindre de révolution, une droite glisse sur cette hélice et sur Taxe du cylindre en faisant un angle constant avec cet axe: démontrer que la normale à la courbe tracée par cette droite sur un plan perpendiculaire à Taxe du cylindre, intercepte une longueur constante sur la perpendiculaire élevée par le pied de Taxe dans le plan considéré au rayon vecteur issu du même point.
APPENDICE DU HUITIÈME LIVRE
982. Démontrer que l'homographie de deux divisions peut s'exprimer par l'une quelconque des formules
nm __ ^ n*ni' . am ^ f^* ^
983. Deux divisions homographiques étant données, on peut toujours prendre à partir d'un point donné de la première deux segments qui soient respectivement égaux à leurs homologues de la seconde, mais Tun avec le même signe, l'autre avec un signe contraire.
984. Deux droites divisées homographiquement peuvent toujours être placées Tune sur l'autre de manière que les deux divisions soient en involution.
985. Dans deux divisions homographiques de même base, le rapport des distances d'un point quelconque de la première division aux deux points doubles est proportionnel au rapport des distances du point homologue de la seconde division aux deux mêmes points doubles.
986. Quand deux faisceaux homographiques concentriques ont leurs rayons doubles imaginaires, on peut les projeter suivant deux faisceaux dont les rayons homologues fassent entre eux des angles égaux et de même sens.
987. Étant donnés dans uneinvolution deux points conjugués, le point central et le milieu de deux autres pointa conjugués, on demande de déterminer ces derniers points.
988. Dans deux faisceaux en involution, il existe toujours deux rayons homologues également inclinés sur un rayon donné, et il n'y en a que deux.
989. Étant donnés deux faisceaux homographiques non concentriques, on peut les couper par une droite suivant deux divisions en involution.
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Toutes les transversales qui remplissent cette condition fiassent par un môme point.
990. Dans toute proportion harmonique n 6 a'b\ le conjugué harmonique du milieu de hb' par rapport à a et a' coïncide avec le conjugué harmonique de a{i par rapport à 6 et h\ et ce point est le point central de Tinvolution déterminée parles deux couples (a, a!) et (^, 6^ ).
991 . Lorsqu'un point décrit une hyperbole, les droites qui joignent co point à deui points fixes interceptent sur une asymptote un segment de longueur constante.
992. Quel est le lieu des points dont le produit des distances à deux droites fixes est constant?
993. Dans tout triangle circonscrit à une conique, les droites qui joignent les sommets aux points de contact des côtés opposés concourent en un môme point.
994. Le sommet d'un angle de grandeur constante décrit une droite fixe, tandis que Tun des côtés passe par un point fixe. Quelle eft l'enveloppe de l'autre côté?
995. Démontrer que, lorsque deux triangles sont inscrits à une conique, les six côtés touchent une autre conique.
996. Deux angles de grandeur constante tournent autour de leurs sommets; deux de leurs côtés se coupent sur une droite fixe : quel est le Heu décrit par Tintersection des deux autres côtés? — Quel est le théorèmo corrélatif?
997. Un polygone plan se déforme de telle sorte, que ses côtés pivotent autour de points fixes et que ses sommets moins un glissent sur des droites fixes; quel est le lieh décrit par le dernier sommet? — Quel est le lieu décrit par Tintersection de deux côtés non contigus quelconques? —Quel est enfin le théorème corrélatif ?
998. Si deux cordes d'une conique se divisent mutuellement en deux parties égales, ces cordes passent par le centre.
999. Dans Thyperbole équilatère, les droites menées d'un point de la courbe aux extrémités d'un diamètre sont également inclinées sur uou asymptote.
1000. Étant données une conique et deux tangentes parallèles, les droites menées du centre aux points où une troisième tangente rencontre les deux premières sont deux diamètres conjugués.
1001. Une hyperbole qui a pour asymptotes deux diamètres conjugues d une conique la coupe sur deux autres diamètres conjugués.
1002. Trouver dans le plan d'une conique le lieu du point M tel, que le84^yons vecteurs FP et F'P', menés des foyers aux points de contact des tangentes issues de ce point, soient parallèles et de même sens.
1003. La figure restant la môme qu*au numéro précédent, trouver le lieu du point de rencontre des diagonales du trapèze F PPT'.
1004. Si une droite fixe rencontre une série de coniques ayant môme foyer et môme directrice, les tangentes à ces coniques aux points où elles rencontrent la droite fixe enveloppent une conique qui a même foyer que les proposées, et qui touche à la fois leur directrice commune et la droite fixe.
1005. Si Tabscisse d*un point d'une parabole est égale au rayon vecteur mené du foyer à un autre point, l'ordonnée du premier point est égale à la normale relative au second.
1006. Transformer par la méthode de projection les théorèmes suivants :
I* Dans le cercle, la tangente est perpendiculaire à Textrémité du rayon du point de contact;
a" Les tangentes menées par un point extérieur à un système de coniques confocales font des angles égaux avec les droites qui joignent ce point aux deux foyers ;
3® Le lieu des centres d'un cercle qui touche de la môme manière deux cercles donnés est une hyperbole qui a pour foyers les centres des deux cercles donnés.
tOÔ7. Étant donnés cinq points d'une hyperbole, construire ses asymptotes.
1008. Étant données cinq tangentes à une conique, construire les deux tangentes qui passent par un point donné.
1009. Construire une conique, connaissant le centre et trois points.
1010. Construire une conique, connaissant un point et les directions de deux couples de diamètres conjugués.
1011. Étant données deux coniques et une droite, construire une troisième conique tangente à la droite et passant par les quatre points communs aux deux premières.
1012. Construire une conique homolhélique è une conique donnée, et passant par trois points donnés ou tangente à trois droites données.
1013. Tout plan mené par deux arêtes d'un cône du second ordre coupe les plans cycliques suivant deux droites qui font respectivement avec ces deux arêtes deux angles égaux. — Quel est le théorème corrélatif?
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i014. Deux plans tangents à un cône du second ordre suivant deux arêtes quelconques coupent les deux plans cycliques suivant quatre droites qui sont les génératrices d'un même cône de révolution dont l'axe est perpendiculaire au plan des deux arêtes de contact. — Théorème corré* latif.
1015. Dans tout cône du second ordre, chaque plan tangent coupe les deux plans cycliques suivant deux droites telles, que le produit des tangentes des demi-angles qu'elles font avec l'intersection des deux plans cycliques est constant. — Théorème corrélatif.
1016. Dans tout cône du second ordre, le produit des sinus dea angles que chaque arête fait avec les deux plans cycliques est constant.— Théorème corrélatif.
1017. Les projections orthogonales des deux focales d'un cône du second ordre sur les plans tangents au cône forment un nouveau cône du second ordre ayant un double contact avec le premier et dont les plans cycliques sont normaux aux focales du premier. — Théorème corrélatif.
1018. Quand deux cônes du second ordre ont môme sommet et mêmes plans cycliques, si on leur mène un plan tangent commun, les deux arêtes de contact sont rectangulaires. — Théorème corrélatif.
1019. Autour de deux points fixes pris sur une sphère, on fait tourner les côtés d'un angle sphérique de grandeur variable et tel, que le segment înlercepté entre ses côtés sur un arc de grand cercle donné ait une longueur constante : quel est le lieu du sommet de cet angle?
1020. On donne sur une sphère deux arcs fixes, et l'on demande le lieu des points de cette sphère doot le produit des distances à ces deux arcs est constant.
1021. Quelle est la courbe sphérique dont chaque point est équidtstant d'un point de la sphère et d*un arc de grand cercle de cette sphère?
QUESTIONS PROPOSftBS.
1022. Construire un triangle sphérique, connaissant son aire, un côté et le cercle circonscrit.
i023. Construire un triangle sphérique, connaissant son aire, sa base 3t sa hauteur.
i024. La sphère variable assujettie à couper deux sphères fixes suivant leurs grands cercles passe par deux points Bxes.
1025. Les milieux des arêtes d'un tétraèdre ne sont sur une même sphère que si les hauteurs du tétraèdre passent par un même point, et alors la sphère qui les contient passe par les pieds des plus courtes dis- UiDces des arêtes opposées.
1026. Si une sphère variable coupe trois sphères fixes sous des angles égaux, mais indéterminés, son centre ne sort pas d'un certain plan.
1027. Si une sphère variable coupe quatre sphères données sous dos angles égaux, mais variables simultanément, son centre décrit une droite.
1028. Mener une sphère qui coupe quatre sphères données suivant leurs grands cercles.
1029. Dans un tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent en un môme point, les centres de gravité des faces, les pieds des quatre hauteurs et les points situés aux deux tiers des droites qui joignent chaque sommet au point de rencontre des hauteurs sont sur une même sphère, dont le rayon est égal au tiers du rayon de la sphère circonscrite et dont le centre est au milieu d^ la droite qui joint le point de concours des hauteurs au point de concours des perpendiculaires élevées sur chaque face par son centre de gravité.
1030. Mener une sphère qui en coupe cinq autres sous des angles égaux.
1031. En joignant un point de l'espace aux sommets d'un tétraèdre,
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on obtient une figure dont les plans des faces opposées se coupent deux à deux suivant trois droites comprises dans un même plan ; la diagonale issue d*un sommet, divisée par la longueur de son prolongement jusqu'à ce plan, est égale à la somme des trois côtés adjacents à ce sommet, divisés respectivement par les longueurs de leurs prolongements jusqu'au même plan.
103S. Une série d*ellipses ont leurs diamètres conjugués égaux de même longueur; l'un de ces diamètres est fixe et commun à toutes les ellipses, Tautre varie de position quand on passe d'une ellipse à la suivante. Si l'on prend un point fixe sur le diamètre fixe prolongé et si Ton mène de ce point des tangentes aux ellipses considérées, quel est le lieu des points de contact de toutes ces tangentes ?
1033. Si Ton décrit une ellipse sur le grand côté d'un rectangle oommo grand axe, de manière qu'elle passe par le point d'interseclion des dia gonales, et si Ton joint un point de l'ellipse extérieur à ce rectangle aux extrémités du côté opposé au grand axe, les droites ainsi déterminées divisent le grand axe en segments qui sont en progression géométrique.
J034. Le produit des segments déterminés par son point de contact sur une tangente à l'ellipse, limitée à ses points de rencontre avec les axes» est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente.
1035. Quel est le lieu du second foyer des ellipses qui ont un foyer commun et deux tangentes communes ?
1036. Quel est le lieu des milieux de toutes les cordes d'une ellipse qui vont converger en un point fixe ?
1037. Si deux diamètres conjugués d'une ellipse sont en même temps les asymptotes d'une hyperbole, les points de contact des tangentes communes à l'ellipse et à l'hyperbole sont sur une ellipse semblable à la proposée.
1038. La base AB du triangle ABC reste fixe, tandis que le sommet C décrit une hyperbole équilatère passant par les points A et B : P et Q étant les points où AG et BC rencontrent le cercle décrit sur AB comme diamètre, trouver le lieu des points d'intersection de ÂQ et de BP.
1039. Quel est le lieu du second foyer des ellipses qui ont un foyer commun et qui passent par deux points donnés?
1040. Quel est le lieu des centres des hyperboles équilatères qui passent par trois points donnés?
1041. Si l'on joint aux deux foyers de l'hyperbole les pointa de rcQ-
QUESTIONS PR0P08ÉBS. ,V)I
contre d'une tangente à la courbe avec les asymptotes, on obtient un quadrilatère inscriptible.
1042. Si 1 on prend sur la corde focale principale d'une parabole deux points également distants du foyer, le trapèze formé en abaissant de ces points des perpendiculaires sur une tangente quelconque à la courbe a une aire constante.
1043. Les produits des distances du foyer d'une parabole aux sommets opposés d*un quadrilatère circonscrit à la courbe sont égaux.
J044. Écant données deux tangentes à la parabole, si on leur mène des parallèles par un point quelconque de leur corde de contact, la diagonale du parallélogramme ainsi formé, qui est opposée au point choisi sur la corde de contact, est tangente à la courbe.
1045. En un point P de la parabole, la corde du cercle de courbure, qui est menée parallèlement à Taxe de la courbe, est égale à quatre fois le rayon vecteur du point P.
1046. La corde PH du cercle de courbure au point P de Tellipse ou de l'hyperbole, qui est menée par le centre C de la courbe, satisfait à la relation PH.CP = 2CD \ CD éUnt le conjugué du diamètre CP.
1047. Étant donnés deux triangles, projeter le premier sur un plan do telle sorte que sa projection soit semblable au second triangle.
1048. Couper un cône de révolution donné suivant une ellipse d'excentricité donnée.
1049. Deux cônes de révolution qui se coupent ont môme axe, et l'angle au sommet du cône intérieur est de 6o degrés : démontrer que le sommet de ce cône est un foyer commun de toutes les sections déterminées sur le cône extérieur par les plans tangents au cône intérieur.
1050. Construire une sphère admettant avec quatre sphères données des tangentes communes de longueurs données.
1051. On appelle /iomor;r/f 7M^f deux cônes qui ont même sommet et mêmes plans cycliques. Démontrer que, lorsqu'un plan mené par le sommet commun de deux cônes homocycliques coupe ces cônes suivant quatre arêtes, les deux arêtes de l'un font respectivement deux angles égaux avec les deux arêtes de l'autre. — Qu*arrive-l-il en particulier lorsque le plan considéré coupe l'un des cônes et touche l'autre ?
1052. Quand un plan touche deux cônes homocycliquee, les deux arêtes de contact sont rectangulaires.
1053. SA et SD étant deux arêtes rectangulaires prises sur deux cônes homocycliques, le plan ASB coupe les deux cônes suivant deux autres
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arêtes SA' et SB' qui sont encore perpendiculaires Tune à l'autre; les quatre droites suivant lesquelles se coupent les plans tangents au premier cône suivant SA et SA', et les plans tangents au second cône suivant SB et SB', appartiennent à un troisième cône homocyclique avec les deux premiers ; ce troisième cône reste le même, quelles que soient les deux arêtes rectangulaires primitives SA et SB.
1054. Quand deux cônes sont homocy cliques, deux plans tangents aa premier cône coupent l'autre cône suivant quatre arêtes appartenant à un cône de révolution dont Taxe est normal aux arêtes de contact des deux plans tangents.
1055. Étant donnés un cône à base circulaire et deux plans fixes tangents à ce cône, si un autre plan tangent roule sur le cône, ses intersections avec les deux plans fixes sont telles, que les plans menés par chacune G elles et une ligne focale font un angle constant.
1050. Pour qu'un quadrilatère gauche ait ses quatre côtés sur un byperboloïde de révolution, il faut et il suffit que la somme de deux quelconques de ses côtés soit égale à celle des deux autres.
1057. Toute section plane du tore est le lieu d'un point tel que le produit des longueurs des tangentes menées de ce point à deux cercles soit proportionnel à la distance de ce point à une droite. — Que devient ce théorème, lorsque le plan de la section est parallèle à Taxe du tore?
1058. Un polygone plan se déforme de telle sorte que ses sommets, moins un, glissent sur des droites fixes, tous ses côtés étant vus d*autant de points fixes sous des angles donnés: trouver le lieu du dernier sommet. — Quel est le théorème corrélatif ?
1059. Sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet, on prend trois couples de points qui divisent harmoniquement ces trois droites: démontrer que les six points considérés sont sur vfie conique. — Quel est le théorème corrélatif ?
1060. On donne une conique et un triangle situé dans son plan ; démontrer : i*" que les droites qui joignent les sommets du triangle aux pôles des côtés opposés par rapport à la conique concourent en un même point ; a® que les côtés rencontrent les polaires des sommets opposés en trois points en ligne droite.
1061. Si autour d'un point fixe on fait tourner une sécante qui rencontre une conique aux points a et a\ la somme algébrique des inverser des distances des points a et a' à la polaire du point fixe est constante.
1062. Construire la conique déterminée par cinq points, dont quatre sont imaginaires.
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1063. Construire la conique déterminée par cinq tangentes, dont quatre sont imaginaires.
1064. Projeter une conique suivant une hyperbole équilatère.
10(>5. La polaire réciproque d'une parabole par rapport à un point de la directrice est une hyperbole équilatère.
1066. Les hauteurs d*un triangle circonscrit à la parabole se coupent sur la directrice.
1067. Les hauteurs d*un triangle inscrit dans une hyperbole équilatère se coupent sur la courbe.
1068. Inscrire dans une conique un polygone dont les côtés passent par autant de points fiies.
1069. Construire une conique tangente à trois droites et ayant un double contact avec une conique donnée.
1070. Trouver le lieu des milieux des cordes d*une conique issues d'un point fixe. — Généraliser par projection.
1071. Trouver l'enveloppe des cordes d'une conique qui ont leurs milieux sur une droite donnée. — Généraliser parprojecti(>n.
1072. ABC étant un triangle circonscrit à une conique, et a, p, 7, les points de contact de BC, CA, AB, on joint un point quelconque P du plan aux sommets B et C; si Ton désigne par 1 et K les points où la corde P7 rencontre respectivement CP et BP, les trois droites Pa, Blet CK concourent en un même point. Déduire de là le moyen de trouver le point de contact d'une tangente à une conique qui touche en des points donnés les côtés d'un angle donné.
1073. Si, sur les rayons menés d'une origine fixe 0 aux divers points d'un plan P on porte des longueurs proportionnelles aux valeurs inverses (le ces rayons, les plans conduits perpendiculairement à ces droites par leurs extrémités passent tous par un même point p. Lorsque, l'origine 0 restant fixe, le plan P se déplace en passant sans cesse par un même point, le point /7 ne sort pas d'un certain plan.
1074. Une droite glisse sur trois droites fixes prises à volonté dans l'espace. — Quel est le lieu décrit par la trace de cette droite sur un plan fixe quelconque?
1075. La sommo dos angles d'un quadrilatère gauche est moindre quo quatre angles droits.
1076. On peut couper un tétraèdre régnller suivant un carré. — Démontrer que le contour apparent du tétraèdre régulier projeté sur un
564 GÉOHÊTniR DANS l'eSPACE.
plan parallèle à une section carrée, est à la fois un carré et le c^ontour a))parent maximum du tétraèdre projeté sur un plan. - <
1077. Lorsqu'on projette orthogonalement un cube sur un plan perpendiculaire à une de ses diagonales, le contour apparent obtenu esl à la fois un hexagone régulier partagé en trois losanges et le contour apparent maximum du cube projeté sur un plan.
1078. On peut projeter l'octaèdre régulier de manière à obtenir un contour apparent hexagonal régulier.
1079. Le centre de gravité du périmètre ou de l'aire d'un polygone régulier convexe d'un nombre impair de côtés, est le centre du poly* gone.
1080. Si deux systèmes de points ABCDE , A'B'C'D'E' , sont
tels, que toute distance BD soit égale à la distance correspondante B'D',
le système Â'B'CD'E'. ... est superposable au système ÂBCDE ou
à son symétrique.
1081. Si une figure occupe différentes positions dans l'espace, on peut toujours ramener d'une position à une autre par une rotation autour d'un certain axe et par une translation suivant cet axe.
1082. Trouver l'aire latérale et le volume d'un tronc de cylindre.
1083. Si un cône de révolution est inscrit dans un angle trièdre formé par trois plans tangents, les plans menés par chaque génératrice do contact et l'arête opposée de l'angle trièdre so coupent suivant une môme droite.
1081. Toute section d'un cône oblique à base circulaire, perpendiculaire au plan principal, appartient à un cône droit.
1085. Étant donnés trois points ou trois arcs tangents et un arc cyclique d'une conique sphérique, déterminer le pôle de cet arc.
1086. Étant donnés trois points et un arc cyclique d'une conique sphérique, déterminer le second arc cyclique de cette courbe.
1087. Étant donnés trois arcs tangents et un foyer d'une conique sphérique, déterminer le second foyer de cette courbe.
1088. Quelle est la surface polaire d'une conique par rapport à une sphère? — Examiner le cas particulier où la conique est un cercle. — (Ou nomme surface polaire d'une ligne l'enveloppe des plans polaires de ses divers points. )
1089. Si deux cônes du second ordre ont une ligne focale commune, ils se coupent suivant deux courbes planes.
1090. Quelle est la surface polaire d'une sphère par rapport à uno sphère?
1091. Une conique tourne autour de son axe focal. Quelle est la section de la surface de révolution ainsi engendrée par un plan passant par un foyer de la conique donnée?
109S. Quelle est la projection d'une section plane d'une surface de révolution du second ordre, sur un plan perpendiculaire au rayon vecteur mené d'un foyer de la surface à l'extrémité du diamètre qui passe par le centre de la section?
1093. Circonscrire un tétraèdre à une surface de révolution du second ordre, dont un foyer est donné.
1091. Deux surfaces de révolution du second ordre, qui ont un foyer commun, se coupent suivant deux courbes planes; les plans de ces courbes et les deux plans directeurs forment un faisceau harmonique.
1095. D'un point de Tespace, on peut généralement mener six normales à une surface du second ordre; ces six droites sont sur un cône du second degré, qui passe par le centre de la surface et contient les trois axes principaux du cône circonscrit à la surface, qui a pour sommet le point donné.
1096. Les notations étant les mêmes que dans le théorème d'Eu- 1er (G88), démontrer les inégalités :
ia^stA13F: A
SUR L'APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE
i. Aire du triangle en fonction : i* des coordonnées des sommets; a" des longueurs des côtés.
Soient Ox et Ojr deux axes de coordonnées rectangulaires situés dans le plan du triangle A.AjA,; jr, et j,, jr, et j„ x, et/,, les coordonnées respectives des sommets A,, A,, A,; et r/,,, </„, //,„ les carrés des longueurs des côtés A, A,, A^A,, A^A,. L'aire S du triangle est Teicès
Fig. 624.
{Jîg. G2I] du trapèze AjA^A'^A^sur la somme des trapèzes A, A,A',A'| et AjAjA'jA',. On a donc
aS =
(X, - .rj (r,-h j,) - (x, — x,)(r3-i-r,) - (x,- j',)(j, -hr.)
ou
aS-
ojo
NOTE ï.
On peut mettre ce déterminant sous les deux formes suivantes
I o or, ^,
en multipliant membre à membre, on trouve alors, d'après la règle de mulliplicalion des déterminants,
Multiplions les trois dernières horizontales par — a, puis divisons la première verticale par — a; le déterminant sera multiplié par 4- Cela fait, aux trois dernières horizontales,ajoutons la première successiveoient multipliée par x] -hx\i ^l-^Th^l -^/l, et de même, aux trois dernières verticales, ajoutons la première successivement multipliée par les mêmes facteurs ; la valeur du déterminant ne sera pas altérée par ces dernières transformations, et si Ton se rappelle la formule bien connu»
da=(^i-^,V-h(jr,-jr^)\
on aura finalement
2. Fhlnme de la pyramide triangidaire en fonction ; l' tles coordonnées des sommets; a® des longueurs des arêtes.
Soient : ox, o/, o«, trois axes de coordonnées rectangulaires ; {x^^J'^, j,), (^i»^ai2i)i (^vXiy «i)» K»r4» «4)» ïes coordonnées des sommeU A,;a„ A3, A^ : //,„ </,„ r/,^, rf„, d^^, d^, les carrés des longueurs des six arêtes.
La marche est absolument pareille à celle que nous avons suivie pour le triangle. En projetant les sommets sur le plan xoy, on verra que le volume du tétraèdre est la somme algébrique de troncs de prismes triangulaires dont les bases ou sections droites s'évalueront à i*aide de b for'
APPLICATION DES DÉTERMINANTS
mule (i)i et Ton obtiendra pour le volume Y du tétraèdre
puis, en opérant sur ce déterminant comme nous l'avons fait sur le déterminant (i), et observant que
d^=(x,-x,Y-i-(Xi-j\y-h(z,^i,)\
on trouvera
^i7 ^ti
•ai
'Si
•JS
En égalant à zéro les déterminants (2) et (4), on obtient évidemment les conditions pour que trois fjoints soient en ligne droite ou pour que quatre points soient dans un même plan. Les formules (a) et (4 ), abstraction faite de la notation des déterminants, ont été données par Eu 1er, dans les Mémoires de Pétersbourg,
3. Relation entre les distances mutuelles : x"" tie quatre points situés sur un même cercle; a' fie cinq points situés sur une même sphère.
Soient (x^j^,), (x,,/,), (x,,^,), (x^,y^)^ les coordonnées rectangulaires des quatre points A„ A„ A„ A, ; et </„, «^,3 , . . . , ^/,3 , . . . , les carrés de leurs distances mutuelles. Ces points étant sur un môme cercle, on a, d'après la Géométrie analytique,
-t-jî
-Ha
^yl
bx^
• bx.
bx.
On a, par suite, en éliminant a, b, r,
ri H- JÎ
•r\ ^jrî
ri -^.rJ
^ o, ou
Xî 4-
jî
— ax, - V,
— aj-. —
rî — aj-, -
— Ob
Or, il suffit de multiplier ces deux derniers déterminants par la rè^Id connue ec d'égaler le résultat à zéro pour avoir la relation cherchée
*ïl
^Ai 'Aï 'A3
'Ai î
Un calcul tout à fait analogue donne
'li
^ii 'Aï 'A3 'A«
pour cinq points situés sur une même sphère.
La relation (5) revient au fond au théorème de Ptolémée (240); la relation (6) a été donnée sous une autre forme par Feuerbach. — îion^ avons suivi la marche indiquée par M. Cayley dans le tome II du Joiwrn.t lie Cambridge.
En développant par rapport aux éléments de la première verticale K* premier des déterminants considérés dans ce numéro, et dési^^nantparU; Torigine des coordonnées, qui est d'ailleurs un point quelconque du plan du quadrilatère A, A,A,Â4, on a, eu égard à la formule (a), la relation
qu'on énonce de la manière suivante : Dans toftt quadrilaière inscriptiùl*^ si on mnlliplie i'aire du triangle forme' par trois des sommets ftftr (e carre de la distance du quatrième sommet à un point quelconque du ^jUm^ la somme des produits relatifs aux deux triangles séparés par une diagi)* nale est égale à la somme des produits relatifs aux deux triangles séparé* par Vautre diagonale. Cette proposition, due à M. Luchterhandt {Jnurtw:^ de C relie ^ t. XXUI), comprend comme cas particuliers les théorêmrs (240, 242) relatifs au produit et au rapport des diagonales du quadrila* tère inscriptible. Pour les en déduire, il suffit de remplacer Taire de chaque triangle par le produit des trois côtés divisé par quatre fois le rayon du cercle circonscrit et de placer le point 0, , dans le premier cas à l'un des sommets du quadrilatère, dans le second cas au centre du cercle.
En éliminant les parenthèses (A,A^AJ, . . . entre l'équation précédente et les trois analogues que fourniraient trois autres points 0|,03,0« pris
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à volonté dans le plan, on obtient une relation
entre les distances respectives de quatre points d'un cercle à quatre points quelconques de son plan. Cette relation comprend comme cas par. ticulier la relation (5) qui, en outre, se trouve ainsi démontrée sans le secours de la règle de multiplication des déterminants (Antomari, Nouv, Jnn,^ 1882).
4. Relation entre les distances mutuelles de cinq jmnts situes d'u/:c manière quelconque dans r espace»
11 suffit d'égaler à zéro le produit des deux déterminants
I ^î-1 vJh-zJ ^,r,z^o
jr]-i-jr]-^z] I —'2.x^ -~ a r, —23, o
pour obtenir la relation demandée, due à Lagrange,
rf,.
rf«
rf«
dn
rf..
rf..
En remplaçant, avant de les multiplier, dans chacun des deux déterminants, l'expression xj h-^ * ■+■ «J, où / a les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, par JCi -h/? -H z! — r?, on obtient la relation
'îj
dans laquelle an désigne la qxiantité r? -+- ri — du, et qui est une généralisation de la formule précédente, puisqu'elle renferme, outre les distances mutuelles d^ des cinq points, cinq nouvelles quantités r,, r„ r^, /•,, r^, arbitraires.
5. Rayons des sphères qui coupent quatre sphères données sous des angles donnés.
Supposons que, des cinq points A^A^^A,, A^.A^, que nous venons dp considérer, les quatre premiers soient ie^ centres de quatre sphères dont les rayons r„ r,, r,, r^, sont donnés; désignons par p le rayon et parA^ le centre d'une sphère qui coupe les quatre premières respectivement sous les angles (?„ <p„ 7,, «p,.
En faisant, dans la relation (8), les substitutions
îh
— 2pr.cosfJ = apr.cos7, (1=1,2,3,4,
puis amenant au premier rang la dernière horizontale et la dernière ver* ticale, préalablement divisées par p, et enfin divisant par a chaque horizontale, sauf la seconde, et multipliant par a la seconde verticale, on obtient pour déterminer p Téquation du second degré
r, C0S<J>, r,COSç, /"aCOSya r^ COSf^
r, cos.p, r,cos<p,
r^costp, I r^cosy^ 1
où r/j désigne la quantité - (rf h- rj — du) pour / = i , 2, 3, 4*
Celte équation ne change pas quand on y change simultanément les signes de r^,r^,r^Jr^. D'après cela, à chaque combinaison de signes pour Tp r„ r^, r^, et à la combinaison opposée, répondent les deui racines de I.i même équation du second degré. En faisant varier les signes de r,, /*,, r^, r^y on trouve les seize solutions du problème.
En procédant d'une manière analogue, on obtiendrait une équation donnant les rayons des cercles coupant trois cercles situés dans un même plan, sous des angles respectivement donnés. Cette éqaation e^t d'ailleurs celle qu'on obtient en supprimant dans le déterminant (9) la dernière horizontale et la dernière verticale; en fusant varier les signo, on aurait les huit solutions du problème groupées deux à deux.
SUR LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE
La théorie des parallèles n*^ fait aucun progrès depuis Euclide jusqu'au commencement de notre siècle. Tous les efforts pour démontrer lepostulatum d'Euclide ou une proposition équivalente étaient restés infructueux, lorsque Lobattcheffsky en 1829 et Bolyai en i83a, changeant résolument de voie, conçurent et exécutèrent séparément le projet hardi de supposer que la proposition à démontrer n'était pas vraie et de consti* tuer un nouveau système de géométrie non contradictoire, en poussant jusqu'à ses dernières limites le développement de leur hypothèse. Gauss qui, par ses propres méditations, avait obtenu les mêmes résultats dès 1 79a, sans toutefois avoir rien publié sur ce sujet, assura par son patronage le succès de l'œuvre de Lobattcheffsky qui, écrivait-il à Schumacher, c avait traité la matière de main de maître ». Depuis lors un grand nombre de géomètres, parmi lesquels il faut surtout citer Riemann et Beltrami, ont considérablement agrandi le champ de ces spéculations qui, OD ne saurait le méconnaître, ont jeté une vive lumière sur la véritable origine des vérités géométriques.
L'analyse de ces nombreux travaux (>) serait fort longue; nous nous proposons ici uniquement d'en faciliter la lecture en exposant les principes iundamentaux de cette partie de la Science qui, après avoir été appelée successivement Géométrie astrale. Géométrie imafçinaf'rc, Pangéométrie, a reçu déGnitivement le nom de Géométrie non euclidienne.
(') LoiATTCHEFPS&T, Nouveaux principes de Géométrie {Mémoires de V Université de Kasan et Courrier de Kasan^ i8a6, 1829, i836-i838) ; Géométrie ima^ pinaire ( J. de C relie, 1837); Études géométriques sur la théorie des parallèles (Berlin, 1840); Pangéométrie (Kasan, i855). — Bolyai, Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens (Maros-Vasazhély, i8ja). — Riehamk, Sur les hypothèses de la Géométrie (Académie do GôUinguc, 1867). — Helmholtz, Sur Us faits fondamentaux de la Géométrie (Heidelbert;, 1868). — Battagli:!!, Sur la Géométrie de Lobattcheffsky (Giornale; 'fiapUêt i8G8^. — Bkltrami, interprétation de la Géométrie non euclidienne (N:iples, 1868); Sur les espaces de courbure constante (Milan, 1868). — Klci;i, Sur la Géométrie non euclidienne (Math, Annalen, 1871). — Di Tillt, Essai sur les principes fondamentaux de la Géométrie et de la Mécanique {Mémoires de l* Académie de Bordeaux, 1879).
Plusieura de ces Mémoires ont ctr* traduits en français par M. Houôl.
B. Il iiK C. — Tr. de Géom, (!!• Partie). ^7
i*" Considérons dans un plan un point p et une droite LL'; soient />o la perpendiculaire abaissée de p sur LL' et EpE' la perpendiculaire éievt^ par/^ sur/îo (Jtg, GaS). On sait (57) que cette perpendiculaire ne rencontre pas LL'. Mais cette droite est-elle, parmi celles qui passent par/?, la seule qui jouisse de cette propriété? Cestceque Ton admettait depuis Euclide. Cependant tout ce qu'on peut affirmer, et c'est là le point de départ de LobattchcfTsky, c'est que, si une droite illimitée tourne autour du point p dans le sons de la flèche, depuis la position fjo jusqu'à la position E'/^E, elle passera nécessairement par une position vpu, telle que toutes les droites contenant le point p et situées dans l'angle upE, (et dans son opposé ) ne coupent pas LL', tandis que toutes les droites situées dans l'angle opu (et dans son opposé) coupent oL
D'après cela, en désignant par v'pu* la symétrique de vpu par rapport à jyo, on voit que toutes les droites menées par le point p dans le plan peuvent être rangées par rapport à LL' en deux catégories suivant qu'elles coupent LL' ou qu'elles ne la rencontrent pas ; les sécantes sont comprises dans les angles upu* et vpv ; les non^sécantes dans les angles upv et vpu'. Les deux lignes de démarcation up et tf'c' sont dites parallèles à LL' relativement au point p. Ainsi, par chaque point /> d'un plan, on peut mener à toute droite LL' de ce pian deux parallèles, l'une pu pour le côté oL de la droite, l'autre vu pour l'autre côté oL'. On désigne par angle de paralléUsmc relatif au point p l'angle opu ou son égal opti*
2*" Ce qui distingue une parallèle vu ou v*u* d'une non-sécante quelconque, c'est que la parallèle devient sécante dès qu'on la dévie en dimi* nuant d'aussi peu qu'on veut son inclinaison opu ou opu* sur la perpendiculaire jyo.
Dans le cas où l'angle de parallélisme est droit, la classe des droites non-sécantes disparaît et les doux parallèles se réduisent à une seule E/>E'.
3** Voici maintenant deux propositions qui sont les complémentâ tndis* pensables de la déflnition des parallèles.
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Une droite conserve le caractère du parallélisme en tous ses points, — En d'autres termes, si H'H est parallèle à D'D relativement au point A, elle est encore parallèle à D'D relativement à tout autre Ai ou Ai de ses points [fig. 6.26).
En effet, supposons d'abord un point Ai situé sur la partie AH de H'H qui fait avec la perpendiculaire AC un angle CAH égal à l'angle de parallélisme. Abaissons Ai Ci perpendiculaire sur DD', menons Ai F dans Tintérieur de l'angle Ci Ai H, et prenons sur cette droite un point F aussi voisin qu'on pourra de Ai; la droite AF ira couper CD en un certain point G, et Ton aura un triangle ACG dont le contour étant rencontré
Fig. 6a6.
Ji'
une première fois en F par la droite Ai F devra être rencontré une deuxième fois par la môme droite; or Ai F, d'après sa construction, ne peut couper le côté AC, elle ne peut pas non plus avoir un second point commun avec le côté AG; donc elle coupe le côté CG, et, par suite, Ai H est parallèle à D'D relativement au point Ai, puisque toute droite Ai F, située dans l'angle CiAjH, rencontre D'D, si petit que soit Tangle HA, F.
Considérons, en second lieu, un point At situé sur AH', et soit As Ci la perpendiculaire abaissée de A| sur D'D ; prenons sur AC un point F' aussi voisin de A qu'on voudra, et menons AF faisant avec AH un angle HAF égal à H Ai F'; la droite AF ira couper CD on un certain point G, et la droite Ai F' coupant une première fois, en F', le contour du triangle ACG, devra couper ce contour une seconde fois. Or elle ne peut couper une seconde fois le côté AC ; d'autre part, puisque les angles correspondants HAF, H Al F' sont égaux, A|F' ne peut rencontrer AF (^); donc Al F' coupe le côté CD; etc.
(*) Nouf admettont ici que, si deux droiioi AB, CD {fg, 4^)1 forment avec une troisième FB des angles correspondants KGB, FHD,égaux, ces deux droites ne peuvent se rencontrer. La démonstration de ce théorème, donnée au n* 64, dépend du poitulatum d'Eudide ; malt on peut démontrer le fait indépendamment de tout postulatum. En effet, on peut, par une rotation autour du milieu O de GH, amener lu figure BGHD sur la figure CHGA, de façon que GB
r,8o KOTK 11.
Le parallélisme de {Icux droites est réciproque. — En d*autres termes, si AB est parallèle à CD [fig, 627), CD est parallèle à AB.
En effet, soit AC une perpendiculaire sur CD; menons dans Tangle ACD une droite CE faisant avec CD un angle DCE aussi petit qu'on voudra; enfin abaissons AF perpendiculaire sur CE; AF sera moindre que AC ; prenons sur AC une longueur AG = AF et faisons tourner la figure BAFE autour de A , de façon que AF vienne sur AG ; soient GH et AK les positions que prennent FE et AB ; AK coupera CD quelque part en K, et Ton aura un triangle ACK dont le contour étant rencontré une première fois, en G, par GH. devra être rencontré une deuxième fois par cette môme droite ; mais GH étant comme CD perpendiculaire à AC ne peut rencontrer CD ; donc GH coupe AK en un certain point L Donc, en ramenant le triangle LAG en sa position primitive, c'est-à-dire en le faisant tourner autour de A de façon que AG vienne sur AF, AK sur AB et GH sur
FE, on voit que CF doit couper AB, quelque petit que soit Tangle DCE; donc (2'') CD est parallèle à AB.
1° Dans tout triangle rectiligne ABCjZ/z somme des angles ne peut sur^ passer deux angles droits.
En effet, soit A le plus petit angle du triangle ; en prolongeant la médiane AI d'une quantité lE égale à elle-même et joignant EC, on forme un triangle ACE dans lequel (on le voit sans peine) la sonmie des angles est la môme que dans le triangle primitif et la somme des deux plus petits angles est égale à A. Le plus petit angle du nouveau triangle est donc au plus égal à ^ A. En opérant de môme sur ce second triangle, puis sur le suivant, etc. , on obtient une suite de triangles, dont la sonune des angles reste la môme et dont te plus petit angle est successivement
moindre que — ? -r> ^j • • • et, par suite, peut devenir aussi petit qu^on
recoQTre HC et que DH recouvre GA; si donc GB et HD bo rencontrai^nl, HC et GA se rencontreraient aussi, et les deux droites AB, CD auraient deux points communs sans coïncider.
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veut. Or, si la somme des angles du triangle primitif surpassait deux droits d*une certaine quantité a, en opérant sur ce triangle, comme nous venons de le dire, on obtiendrait, après un nombre suffisant d'opérations, un triangle ayant son plus petit angle inférieur à a ; le triangle suivant aurait à la fois la somme de ses trois angles égale à aR + a, R désignant un angle droit, et la somme des deux plus petits angles moindre que a; le troisième angle de ce triangle surpasserait donc a R, ce qui est absurde.
'A*" Si dans un triangle rectiligne ABC la somme des angles est égale èi deux angles droits, il en est de même pour tout autre triangle (J!g, 6a8).
En effet, deux au moins des angles du triangle ÂBC sont alors aigus; soient, par exemple, A et G, ces deux angles; la perpendiculaire BO abaissée du sommet B sur AC partage le triangle ABC en deux triangles rectangles ABO, GBO dans chacun desquels la sonrnie des angles est égaie à 2R, sans quoi la somme totale des angles de ces deux triangles serait
Fig. 6a8.
(i**) inférieure à 4R et, par suite, en retranchant les deux angles en O, qui sont droits, la somme des angles du triangle proposé ABC serait inférieure à aR. Il suit de là que, si l'on construit sur AB un triangle BAI, égal à ABO, on aura un quadrilatère AOBI, dont les côtés opposés sont égaux deux à deux et dont les angles sont droits. En superposant 7 quadrilatères égaux à celui-là et juxtaposant p figures égales à la figure AOQS, ainsi obtenue, on obtient un quadrilatère POQR, dont tous les angles sont droits et dont les cétés opposés, égaux deux à deux, peuvent devenir aussi grands qu'on veut, en prenant les nombres p et y assez grands. Ce quadrilatère sera partagé par la diagonale PQ en deux triangles rectangles égaux et l'on verra, comme ci-dessus, que la somme des angles de chacun de ces triangles est égale à aR. Donc on peut construire un triangle rectangle POQ, dans lequel la somme des angles est égale à aR et assez grand pour contenir dans son intérieur tout triangle rectangle donné DOE, lorsqu'on aura fait coïncider les angles droits de ces triangles. Or la droite QD décompose POQ en deux triangles QDP, QDO, dans chacun desquels la somme des angles est égale à aR, sans quoi la somme des angles du triangle total POQ serait moindre que a R ; de même, la droite DE parU^'o QIKJ en deux triangles DEO, DEQ, dans chacun desquels la
Ô8^ f<OTE II.
somme des angles est égale à 2R, sans quoi la somme des angles du triangle total QDO serait inférieure à 2R. 11 est .donc démontré que, par suite de l'hypothèse, la somme des angles serait égale à ail dans un triangle rectangle quelconque DOE ; il en serait de même, par suite, pour tout triangle rectiligne, puisqu'un tel triangle peut toujours ôtre décomposé en deux triangles rectangles.
3° Par un point donné A, extérieur à une droite BC, on peut toujours mener une droite faisant avec la première un angle aussi petit qu'on veut (fis- Gag).
En elTet, soit AB perpendiculaire sur BC, D un point pris à volonté sur BG, et DE une longueur égale à AD et portée sur BC à la suite de BD. La somme des angles du triangle ADE ne pouvant surpasser aR, oq a, puisque ce triangle est isocèle,
2 AEB -t- ( 2 R -~ ADB ) < 2 R, d'où AEB < J ADB.
Ainsi, étant donnée une droite AD, coupant BC sous un certain angle, on peut toujours en trouver une autre AE, faisant avec BC un angle au plus égal à la moitié du précédent; en opérant sur cette nouvelle droite comme sur la première et continuant ainsi, on parviendra à une droite faisant avec BC un angle aussi petit qu'on voudra.
4" Si deux perpendiculaires AH, BC à une même droite AB sont /wrallèleSj la somme des angles est égale à tleux angles droits dans tout triangle recli ligne (fig* 629).
Fig. 629.
En effet, menons dans Tangle BAH une droite AE, faisant avec AH un angle HAE aussi petit qu'on voudra-, cette droite AE coupera BC, et Ton peut supposer, d'après le numéro précédent, que l'angle AEB, sous lequel AE coupe BC, soit aussi, petit qu'on veut. Cela posé, D étant pris à volonté entre B et E, menons AD et désignons respectivement par 2R — a, 2R — - ^ les sommes des angles dans les triangles ABD, ADE. U somme des angles du triangle ABE sera 2R — a ~ j3; on aura donc
îR _ :e — f^ = R -,- AEB -+. (R - HAE), d'où
a-+.fi = HAE — AEB;
mais, chacune des parties du second membre pouvant devenir moindre
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que touto quantité donnée, on a a -4- 6 = o, et, par suite, a = o, ^ = o, puisc{ue a et p ne peuvent être négatifs. c. q. f. d.
5*" Il résulte des propositions précédentes que deux hypothèses sont seules possibles :
Ou bien, dans tous les triangles rectilignes, la somme des angles est égale à deux angles droits ; alors Tangle de parallélisme est toujours droit, et par un point quelconque on ne peut mener qu'une parallèle à une droite.
Ou bien, dans tous les triangles rectilignes, la somme des angles est inférieure à deux angles droits; alors, par un point quelconque, on peut mener deux parallèles à une droite, et Tangle de parallélisme, toujours aigu, varie avec la dislance du point à la droite.
La première hypothèse sert de fondement à la Géométrie ordinaire ou euclidienne. La seconde peut être également admise sans conduire à au> cune contradiction; elle est la base de la Géométrie non euclidienne que Lobattcheffsky a établie, jusqu'au développement complet des équations entre les côtés et les angles d'un triangle, soit recliligne, soit sphériquo. compose l'angle G et le côté c, on aura, en vertu des formules (i5), marche indiquée par M. fiattaglini dans le Mémoire cité plus haut. Cela nous permettra d'ailleurs de retrouver d'abord par une autre voie la conception fondamentale de Lobattscheffsky relativement aux parallèles.
lU.
1** Pour ne pas laisser supposer de pétition de principe, il convient de montrer d'abord qu'on peut établir la théorie des fonctions circulaires indépendamment de toute considération géométrique. Nous le ferons très brièvement en renvoyant pour les détails aux Traités d'Analyse.
Or définit les fonctions circulaires d'une variable z, réelle ou imagi* naire, par les relations
sm» — 7
tanaz —
stnz
d'où résultent, en vertu de l'équation
qui sert de définition à la fonction exponentielle e<, la formule
r'= = cos: ^ / <*nc,
584 ^OTB il.
et, par suite, les expressions
(3) / sin3 = ^.(^'-^-^''),
I tangz = -T-. •
On définit en outre le nombre n, indépendamment de toute interprétation géométrique, comme étant la pLas petite racine positive de l'équation ^'- = — I ; on a donc
d*où l*on voit, à Taide de la formule (2), que les racines des équations C0S5 = o et sinz = 0 sont, pour la première, les multiples impairs, et pour la deuxième, les multiples pairs, d'ailleurs positifs ou négatifs, de
TT
- • On conclut de là les expressions
\ 7r«/\ 47r^'\ ijjt^J
dont la dernière donne, pour z = - ,
TU 2.2.4 •4*^*6' • - j« » o . / t /?
"■ ~ — q r> 1 g ^ » dOU 71 = 3,1415926....
Dès lors, les relations (3) donnent immédiatement les expressions con* nues du sinus, du cosinus et de la tangente d'une somme x+^, les relations fondamentales
sin* z -4- cos* z = 1 , C08z = sin( z), cotz = tang ( zj,
et d'une manière générale toutes les formules de la théorie des fonctions circulaires.
De la relation e** = — i , on déduit <r''* = t et, par suile,e'^--»-»* = c'-. La fonction exponentielle e^^ admet donc la période air, et il résulte alors des formules (3) que sinz et cosz admettent cette môme période et que tangz admet la période ic.
La fonction u = e* est une fonction uniforme de z, en d'autres termeSi à chaque valeur de z répond une valeur unique de n. Mais la réciproque n'est pas vraie ; d'après la théorie des logarithmes, à une valeur réelle ou
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imaginaire de u, répondent pour z une inûnité de valeurs données par la formule
z =logp-^(
a // TT \ l\
p et <u désignant le module et l'argument de m, et la caractéristique iog\e logarithme népérien arithmétique. Toutefois, si l'on convient (ce que noas ferons toujours ici) de se borner à celle de ces valeurs que Cauchy a appelée valeur principale et qui n'est autre que celle qui résulte de la formule précédente dans l'hypothèse où l'on prend /i = o et u compris entre — ic et ir, on obtient ainsi une fonction bien déterminée
z = logp •+■ w/,
c'est-à-dire telle que, à chaque valeur de i/, ne répond qu'une valeur de 2. Enfin, pour rendre les formules plus claires et plus mnémoniques, nous introduirons les fonctions C(z), S(z), T(z), qu'on nomme /o/ictions hyperboliques relatii^s à la base A et qui sont définies par les relations
TU
d'où l'on déduit immédiatement les suivantes :
S(x -f-/) = S(x) ccr) 4- s(/) C(x).
C(.r -+- r) = C(x) CO) -H S( z) SCj),
Les fonctions hyperboliques n'ont qu'une période imagmaire.
a* Cela posé, soient (Jig. GiS ), dans un plan, une droite L, un point p extérieur à cette droite, et o le pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite; m désignant un point quelconque de la droite L, et z étant la mesure du segment om par rapport à une unité de longueur arbitraire, à chaque position de m répondra une valeur unique T(z)\ et réciproquement à chaque valeur de T(2) répondra une position unique do //', si l'on convient, comme nous l'avons dit, de ne considérer que la valeur principale des logarithmes.
Imaginons maintenant une droite pm toarnanl autour du point //, et désignons par 0 la mesure de Fangle opm^ en prenant pour unité aagu-
- I partie d'un angle droit. A chaque position de la droite /c?///
répondra une valeur unique de tangO; et» inversement, à chaque valeur de tangd répondra une position unique de la droite, car, lorsque la droite reprend la môme position après avoir tourné de deux angles droits, 9 a augmenté de la valeur numérique de deux angles droits, c'est-à-dire de n d'après l'unité angulaire adoptée, et par suite tangG reprend la même valeur. .
Or, dans chacune de ses positions^ la droite y?/», tournant autour de p, coupe la droite L en un point unique m (réel ou imaginaire). Donc les fonctions T(z) et tangO sont telles qu'à chaque valeur de Tune répond une valeur unique et bien déterminée de Tautre, ce qui, d'après la théorie des fonctions, exige qu'il existe entre elles une relation de la forme
AT(2) tangO -+- BT(5} -+- C langO -f D = o.
On voit immédiatement que D est nul, puisque, lorsque le point m est à l'origine o, z et 0 et, par suite, T(z) et tangO s'annulent simultanément. D'autre part, soient r un point pris à volonté sur L, zq son abscisse or, et Oo l'angle opr\ en appliquant successivement la formule précédente, au cas où le point m est d'abord en r, puis au point r' symétrique de r par rapport à l'origine, on a
AT(zo)langôo-+-BT(2o) ^GtangOo ^ o, AT(zo) tangOo — BT(zo) — C tangôo -- «;
d'où l'on conclut, par addition et soustraction,
A = o et — - = -—- - ,
B tangOo
de sorte que la relation entre T(z) et tangO prend la forme
T(3) T(zo)
; z, = . "n"" ~ consl.,
tang9 tangôo '
ou bien
(6) T(z^ = îi54,
^ ' ^ langA
en posant
(7) UngA=^.
La signification géométrique de A est remarquable , il résulte des for* mules (5) queT(z) est égal à -»- i pour z = -+-« età — i pour s = — ».
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Donc A et — A sont les valeurs de 0 pour 3 = H-ao ets^^ — oo, d'où l'on conclut que : par un point p extérieur à une droite L, on peut mener deux droites pu et pu' rencontrant L à V infini; ces deux droites forment avec la perpendiculaire/^, de part et d'autre, un angle A donné par la formule (7). En général, si Ton considère une droite quelconque/;//} passant par/> et définie par l'angle opm = 9, on aura l'abscisse z du point m où elle coupe L en résolvant, par rapport à z, l'équation (6), c'est-à-dire l'équation
tangO tang A
qui donne, pour 0 < A, la valeur réelle
** -2 ^ tang A— tangO et, pour 0 > A, la valeur imaginaire
z = * lOq 1?"^®
tangA
tangO — lanyA jl
On retombe ainsi sur la conception fondamentale de LobattchefTsiky : les droites passant par p se divisent en deux classes, les sécantes (situées dans l'angle upu') et les non^sëcantes (extérieures à cet angle), séparées les unes des autres par deux parallèles pu et pu',
A est V angle de parallélisme relatif au point/?; la formule (7) montre qu'il dépend de la distance S = po. Nous poserons
tungA et la formule fondamentale (6) deviendra
T(z) -^v(^)tangO.
La même formule (7) montre d'ailleurs que A devient droit, quel que soit ^, lorsque T (so ) =0, c'est-à-dire en vertu de la dernière formule (5) lorsque ^ = 00 ; alors les non-sécantes disparaissent et la parallèle est unique; c'est le cas delà Géométrie euclidienne; la formule fondamentale (6) doit alors être remplacée par
s ■ r\- tangO,
attendu que le rapport ,:.-—< a pour limilo — lorsque le paramètre Arde^ vient infini.
i"* Considérons d'abord un triangle ABC, rectangle en C; nous désignerons comme à Tordinaire ses angles par A, B, C, et les côtés opposés respectivement par a, b^ c
On aura, en vertu de la formule (8),
(9) T(û) = f(^)tangA, T(^) = y(«)tangB;
d'où
sinA =
(1 )/ ^Tl/i)*-f-<p(A)« |/S(«)«-+-7(/5.)«-+-S(/i)»^(^)«
sm B = -- = ^ — •
v/T(^)«H-f(a)* v/S(^)» -+- f (fl)* -H S(^)*f («)«
Mais, quel que soit C, sinA = o entraîne âr = o, sinB = o entraîne 6 = o, et sin A = I entraîne ^ = c, sinB = i entraîne 6 = c; sinA et sinB doivent donc être de la forme
8mA=-777 — » smB = ^7T- — ,
et comme r, et par suite /(c), doit être une fonction symétrique den et de b^ il faut, pour satisfaire à ces conditions, prendre
(11) ^{a) = T(a)=f(a), ^(b) = T(b) r^f(b), ou bien
(12) . :f(a) = S(a)=.f(al ^(b) =S(b)=f{b).
Les relations (ii) répondent à la Géométrie euclidienne, — En effet, de ces équations combinées avec (9) et (lo), on déduit d'abord
SinA = cosB = ;=rr-^j
^ ' ^ smB =cosA= =r7— f»
Puis, si l'on désigne par x et ^ les segments, respectivement adjacents à A et B, que la perpendiculaire abaissée du sommet C de l'angle droit dé* termine sur le côté opposé c, on aura, en vertu de ces relations (f3),
T(»)=T(6)co8A = îi^*, T(P) = T(«)co8B=ï^', T(c) = T(a-H?) = T(a) + T(?)
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Cette dernière équation entraîne OU, en vertu de (5),
T(.r) et, par suite, ^=00. D'ailleurs, pour /• = 00 , le rapport =7^-^ se rédui-
sant à -Y les formules (i3) deviennent
(i4) sinA=cosB = -î sinB = cosA = -, c« = a* -+- 6*.
On reconnaît les formules de la Trigonométrie plane ordinaire.
Z^es relations (la) répondent à la Géométrie non euclidienne,— (joiahi" nées avec (9) et (10), elles donnent
^»°^ = S(7]' ^^°^=St7)' ^^^^=T(F)' ""*^=T(7)'
p, . cosA p,., cosB . _ T(r/) ^ _ T(A) C(a = — -, Co) = -r--r, tangB«=-r7T-^, tangB=:r~-i-
Remarquons que, d'après (la), on a
et que, par suite, les fonctions circulaires de l'angle de parallélisme à ont pour expression
(16) a** Considérons maintenant un triangle rectiligne quelconque ABC,
^"^8^=8(7)' '^°^=cî?7' «>sA=T((r).
Fig. 63o.
et supposons qu'on parcoure son contour dans le sens ABC : soient alors
SgO NOTE II.
a, b, c les mesures des côtés, et A, B, C les angles extérieurs, comme l'indique \^fig. 63o. y étant la perpendiculaire abaissée de C sur AB, et (Cal Cp), (r^, Cp) les parties dans lesquelles cette perpendiculaire décompose l'angle C et le coté c, on aura, en vertu des formules (i5),
sinAS(é>) = sinBS(/i) = S(7),
^^"g^'=^tangÀc(^)^ ^^"g^^ = -tangBC(./
io««/r^r\ i««.,r tangAC(^) -h tangBC(^)
^"g<^'^^^> = -^""g^=i-tangAtangBCMC(^)-
-tang(c.^r,) =T(c) = ^^^l^Ty^^^^ d'où Ton tire les relations
sinA sinB '
i. n. r. tangA tangB tanirC tangA tangB tangC = -^^ + ^ "^ CHcHtl'
cos A cos B cos A cos B qui, combinées avec leurs analogues, donnent enfin
Sf^)« ^ S(&)' _ S(r)« siuM sin*B ~ sin«C
_ I — cos* A — cos*B — cos* G -h 2 cos A cosB cosC
sin*Asin«Bsin*G
(^7) [ C(^) = C(é»)C(r) -h S(^)S(r) cosA, C(i»)--=C(c)C(^) -HS(c)S(fl)cosB, C(c) -C(/î)C(^) -f-S{/2)S(^)cosC-,
cosA cosBcosC — sinB8inCC(rt), cosB =^ cosCcosA— sinCsinAC(/»), cosC = cosAcosB — 8inA8inBC(c).
Telles sont les formules de la Trigonométrie rectiligne non eucli* dienne.
Les formules (17) donnent lieu à plusieurs observations :
i" Elles se réduisent aux formules de la Trigonométrie plane ordinaire
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ittrsque les côtés du triangle cf^sidéré sont infiniment f)etits. En effet, si l'on remplace les fondions S et C par leurs valeurs,
on trouve : pour le premier groupe,
et
sinA sinli sin('.
I — cos' A — cos* B — cos' C -h 2 cos A cos B cos C pour le deuxième, la formule
n^ = h^ 4- c;^ -^ ibc cos A
et ses analogues; enfin, pour le troisième,
cos A — cos ( B -h C ) et ses analogues.
a* La Trigonométrie sphéri*iue est aussi indépendante du postulatum d'Euctide; elle reste la même, que la somme des angles d'un triangle rectiligne soit égale ou inférieure à deux angles droits.
Au point où nous en sommes, quelques mots suffiront pour le montrer.
Considérons (Jig. 63 1) un faisceau de droites /)//i issues d'un point/? lans un plan P, et une droite pi extérieure à ce plan ; po étant la pru-
Fig. 63 1.
Tp
jeciiou de pi sur le plan P, désignons par B l'angle variable opm^ et par V le dièdre correspondant formé par les plans Ipo, Ipm ; pr étant un rayon fixe déterminé par un angle donné Oq, et Vo désignant l'angle dièdre correspondant formé par les plans Ipo^ Ipr^ on voit par un raisonnement analogue à celui du § III, a°, qu'on a
en posant
langô =
tangA
tangù
langV,
tangV< tangO,
L'angle A est une fonction de Finclinai^on 9 = opl de la droite pi sur le plan P ; en posant
et raisonnant comme au § IV, d'abord pour le trièdre dont un dièdre est droit, puis pour un trièdre quelconque, on arrive pour les trièdres ou pour les triangles spbériques à des formules qui ne sont autres que les formules (17) dans lesquelles on aurait remplacé a, b, c par //a, iAb^ ikc. Mais la comparaison des formules (i) et (5) montre que
S(i/z) = /sinz, C (//•«) = cosz.
On aura donc pour les triangles spbériques
sin'/i __ sin'A __ sin*r sîn«Â ~ sînMi ~" siïïn: '
cos^ = cos ^ cos r — sin b sin r* cos A,
cosA = cosB cosC — sin B sin C cosri,
On reconnaît les formules ordinaires, sauf le signe du second terme dans le deuxième membre de la seconde formule, ce qui tient à ce que nous avons fait entrer ici (IV, 2°) les angles extérieurs.
Il résulte de ce qui précède que les relations métriques des figures planes dépendent d'une longueur A:, qui ne peut être déterminée a priori; mais si ce paramètre k doit rester indéterminé au point de vue purement logique et abstrait, il n'en est plus de même quand on arrive à la pratique ; il faut alors le fixer, et il n'est pas d'autre moyen pour cela que de recourir à l'observation. Une seule expérience suffit; elle consiste à mesurer les éléments d'un triangle et à porter leurs valeurs numériques dans l'une des équations (17) ou dans une de leurs conséquences; on aura ainsi une équation numérique d'où l'on tirera la valeur de k. Or tout essai de ce genre conduit à une valeur de /- tellement grande qu'elle dé^ passe tout ce que nous pouvons mesurer. On est donc ramené dans la pratique à la Géométrie euclidienne, qui, comme nous l'avons vu, répond à^ = 00.
On peut dire encore, pour rendre la cbose peut-être plus sensible, que, d'après les formules (17), la somme des angles d'un triangle diflère d'autant plus de deux droits que les côtés du triangle sont plus grands;
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si donc il existait dans la nature un écart entre la somme des angles d'un triangle et deux angles droits, c'est dans les plus grands triangles que Técart se manifesterait le mieux : or on a constaté par de nombreuses observations astronomiques que, dans les plus grands triangles, Técart •n'atteignait jamais un centième de seconde. La Géométrie pratique est donc la Géométrie euclidienne, et il faut admettre le postulatum comme une vérité expérimentale.
Nous avons supposé jusqu'ici que la distance de deux points était une grandeur qui peut croître indéfiniment; on pourrait, avec Riemann, supposer que cette distance a une limite supérieure, et l'on ferait alors sortir de là un troisième système de Géométrie qui, comme la Géométrie de Lobaltcbeffsky, se réduirait à la Géométrie euclidienne, pour une valeur particulière attribuée à un paramètre; mais, pour ne pas dépasser le but, nous renverrons, sur ce sujet, aux travaux déjà cités do M. de Tilly et de M. Klein.
H. et oft C. — Ti, tU Géom, (II* Partie).
NOTE Ul.
SUR LA GÉOMÉTRIE 'RÉGENTE DU TÉTRAÈDRE
DEFINITION DES COORDONNEES.
i. Soit A I As Al A4 le tétraèdre foEuiamentaL
Désignons par «l» 'ii ^S) '4 les aires des faces ; par ^i, ot , a» les arêtes Al At, AaAiy Al Ai; par a^, og, a^ les arêtes A^At, A4 Ai, A4A9; par ai le dièdre conpris entre les deaxi laces qui ont Tarête commune a^»
Les coordonnées normales d*on point M sont des équimultiples quelr conques de ses coordonnées tôtraédriques xi, x^^ x^ x^ (9621); celles-ci portent aussi le nom de coordonnas normales absolues,
Los coordonnées barjrceairiques de M sont des nombres £1, ^, ^3, ^4 proportionnels aux volumes des tétraèdres MAtA^Ai, MA3A4A], M A4 Al Al, MAfA^Ai, ces volâmes étant affect^ des mêmes signes que les coordonnées normales correspondantes. Appelons Mjt le point de rencontre du plan .r;t avec la droite A^tM, et m^ le point d'intersection de farête ak avec le plan mené par M et par Taréte opposée à a^. On démontre facilement le? relations
Aami
î, + ?» MM4
H-?3 A4M4 ?lH-Çi-+-
Il résulte de là que M est le centre des dislances proportionnelles des points Al, Al, As» A4 pour les coefficients ^1, Çi, Çi, (4 (710).
Les coordonnées d'un plan X sont des nombres Xi, Xi, X|, X4 proportionnels aux distances des sommets de tétraèdre Ai Ai A3 A4 à ee plan, ces distances étant précédées du signe + ou -- d*après une régie connue (709 ). Soient /i, /i, . . . les points où X coupe les arêtes ^i , «s, . . . ; on a
At/s X| A4/4 X4
A1/3 Xj XiU Xi
(* ) Dan» celte Not^, qui «et le complément naturel do U Note m <ie ia pr** mière Partie, let rânpoiê m rapportent au texte du Traité el i «lui de la Note elle-niéBe ; pour éTiter toute ambigultét bous ferona précéder ceux qui Tiaeat lea Numéroe de celte dernière de la lettre N.
POINTS ET PLANS HARMONIQUEMENT ASSOCIÉS
THÉORÈME
2. Si deux tétraèdres AiA,AjAv, A; A'^A', Ai sont teU que Usdroites joignant les sommets homologues concourent en un même point S, /es droites du ^i, ^s» ^4 suimnt lesquelles se coupent les faces homologues sont situées dans un même plan 9.
En effet, deux arêtes homologues étant situées dans un même plan ont un point d'intersection. Soient B„ B,, . . . , B. les points où les arêtes du premier tétraèdre sont rencontrées par les-arôtes homologues du second. La droite d, contient les points B,, B„ B, ; la droite d^ passe par les points Bi, Bs, Bc. Ces lignes ont un point commun B,; donc elles sont situées dans un môme plan <t avec les droites rft, rfs, qui joignent
les points B| et Bc, Bs et Bj.
La démonstration de la réciproque ne présente pas de difficultés.
Les deux tétraèdres A,A,A,A*, B|B,B,Bv sont dits homologiques , S est le centre d'homolosie, 9 est le plwi d'homologie (938).
3. Étant donnés un tétraèdre Ai A, A, A* et un point M, appelons ji* le plan mené par M et l'arête «a, et v*, le plan conjugué harmonique de VLk par rapport au dièdre a* du tétraèdre; ces plans coupent Taréle opposée en deux points que nous désignons par les lettres m, n affectées de rindice propre à cette arête. La droite A^tM rencontre le plan si
en un point M^.
Les trois plans [ik, |Ai, \^ se coupent suivant la droite A^M, et les plans vi, v„ vj rencontrent cette droite au conjugué harmonique N* de M par rapport à A^M^. Si Çi, 5„ î„ U sont .les coordonnées normales ou barycentriques de M, celles de N^ sont Çt, Çii îsi — 5*-
Les plans jjli, k* se rencontrent suivant la droite B^Bi, qui passo par M. Les plans -u, *i, {i», v, formant un faisceau harmonique, déterminent sur mimt, une division harmonique miw^MN'j. Les plans vj, vj, ve passent également par n;. Les coordonnées de ce point sont — îi,
'no'us désignons par N„ N„ N„ N4 les conjugués harmoniques de ^ par rapport aux segments AiM„ A,M,; A,M„ A4M4; par N',, N;, Ni les conjugués harmoniques de M par rapport aux segments mtm^, mi#n», mjme. Le Tableau suivant indique les coordonnées de ces points, les plans menés par ces points et les arêtes du tétraèdre, et les droites i;tu passent par ces points en s'appuyant sur deux arêtes opposées du
\^U K«»f*«»K4»f^5,Hlc;
Ni. . .
vi, 1*1, fx,, jji4,v,, Ve;
Nj. . .
tAi,v,, |Xj, v*, fxs, Ve;
f^oî^tjv,, V4, Vj, Ils;
fA|,fAj, JA,, v^, v,, vj;
1*1, V,, Va, 1A4, vj, Ve;
vi, Kt>v,, V4, fx,, Ve;
Vl, V,, fAj, 74, V,, |Jl,;
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tétraèdre :
/Tii/n^, m^ms, /7]3/7ic; Ji, Jj, {j,
/W1/I4, ms/it, ms/^s; —^i» 5t» Îji
f7ii/ïi, mi/ij, m^n^; Çt» — £tf Îj»
m^fti, mirit^ rnifi^: 5i, ?i, — 5j,
mi/i4, mj/i|, ms/ie; Çi, î», Ssi —
mim4, /if /if, /I3 /le; — 5i» ?ii î»» —
/it /14, mt/7iti''29''>«; 5ii"-$î» îït —
/ii «4, «j /i», /ni/ne; Çi, Ji» — Sa» —
4. Les droites Aimi, Aimi, A3//J3 concourent en M4; par conséquent, les points /ii, /i|, /tj, conjugués harmoniques de mi, mi, ma par rapport à AfAs, AjAi, AiAt* sont situés sur la polaire de M« par rapport au triangle AiAtA|. Pareillement, les triples de points (/ii, /15, n^y (/t|, /?4, /?e), (/Ti, /i4, /le) sont situés sur les polaires des points Mi,Ms, M| par rapport aux triangles As As A4, As A4 Ai, A4AiAt. Ces quatre polaires ayant deux à deux un point commun sont situées dans un môme plan X, qu*on appelle plan polaire de M par rapport au tétraèdre Ai A) As A4. Les six points /ii, /ii, /isi />4i />§) n^ sont les sommets d'un quadrilatère complet, dont les diagonales se coupent aux points Ni, N], N',. Les coordonnées du plan \ sont inversement proportionnelles aux coordonnées baryeentriques du point M.
Les deux tétraèdres A1A1A3A4, NiN^N^M présentent cette particularité que deux arêtes opposées quelconques de Tun, par exemple, Al At et As A4, sont partagées harmoniquement par les deux arêtes correspondantes NiN;, n; m de Tautre tétraèdre. On en déduit que chacun de ces tétraèdres csl autopolaire par rapport à Tautre, c'està-dire que chaque sommet de l'un des tétraèdres est le pôle de la face opposée par rapport à l'autre tétraèdre. Ces tétraèdres sont homologiques; Ni est leur centre d'homologie, NiNsN4 est leur plan d'homologle.
Le tétraèdre NiNsNsN« est également autopolaire par rapport à Al As As A4; ces deux polyèdres ont M pour centre d'homologie, et leur plan d'homologie est N', iNsN,.
Pour d'autres propriétés intéressantes de la Ggure, nous renvoyons à un article de M. Stcphanos Cyparinos (Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 1879, p. 4^4 )•
Les tétraèdres Ai Ai As A4, MiMiMsNU ont également pour contre d'homologie le point M, et pour plan d'homologie le plan NiN',N^.
KOTE m.
SECTIONS ANTIPARALLELES D UN TETRAEDRE.
RAYON DE LA SPHERE CIRCONSCRITE
5. Désignons par 0 et R le centre et le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre A| Ai As A4, et par BiBsBtB4 le tétraèdre formé par les plans tangents menés en Ai, A], A9, A4 à la sphère 0 (/îg. 1).
Si un plan parallèle au plan Bi B^Bs coupe les arêtes A4 Âi , A4 Ai, A4 Ai aux points Pi, Pt, P3, nous dirons que le triangle P1P1P3 est une section antipiarallèle du tétraèdre. Les côtés de ce triangle sont parallèles aux tangentes menées en A4 aux circonférences A4 As At, A4 A 9 Ai , A4 A|Ai ;
par conséquent, les six points Ai, As, A3, Pi, Ps, P3 sont situés sur une même sphère, et Ton a
A4Pi./74= A4Pj.r7g = A4P8.fl6=/>,
p étant la puissance de cette sphère par rapport à A4. On démontre faci-
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lefoent les relations
PjPs ^ PaPi ^ Pi^ ^ P €ii€i^ éitci$ ^s^6 ii^a$a4
Donc les côtés d'une section antiparallèle menée dans l'un quelconque des quatre trièdres d'un tétraèdre sont proportionnels aux produits des arêtes opposées du tétraèdre»
Remarquons aussi que la forme des sections antiparallèles d'un tétrmèdre ne dimnge pas quand on tourna ht sommets du tétraèdre à une transformation par réQrons vecteurs réciproques.
Les circonférences circonscrites aux triangles Ai As As, PiPiPs appartîenoent à «n même cône €4, ayant son sommet en A4 (878); les plans tangents menés par les arêtes A4 Ai, A4A1, A4 As de ce cène forment un trièdre circonscrit tel, que les pians menés par les arêtes de ce trièdre, et respectivement par A4 Ai, A4At, A4A3Y se coupent suivant la même droite. Il résulte de là que tes centres des symédianes des triangles Al AiAa, PiPs?) sont sur une mène droite passtmX par A4.
Enfin, rappelons que le centre du cercle circonscrit au triangle Pi PjP) est sur la droite A4B4 (880).
6. La considération d'une section antiparallèlo conduit aisément à Texpression du rayon de la sphère 0. En effet, si D, D' sont les points où le rayon A4O coupe le plan PiP|Ps et la sphère 0, on a
Soient Y, V les volumes des tétraèdres A4PiPtP}, A4 Ai As As; Ton a (Exercice 616)
V'^ A4Pt.A4Ps.A4Ps.
V a^a^at^ '
d'où, on remplaçant A4P1, A4PS) A4PS par lours valeurs tirées do (i),
ajajaî
Désignons par T l'aire du triangle dont les côtés ont pour valeurs numériques ti\a^^ ^s^ii ^s^; R cause des égalités (1),
aire
par suite,
aia\a\
V'=ip.P.P..A»D=^-^-;^A»D.
6oO NOTE III.
Égalons les deux valeurs de Vet remplaçons /> par 2R.À4D; il vient
6RV = T.
Celte démonstration est due à von Standt (Journal de Crelle, t. 57, p. 88).
POINTS INVERSES
THÉORÈME
7. Soit f/jt /^ pi<fn mené par un point donné M et par l'arête ax de tétraèdre AiAtAiA4, et soit v^ le plan symétrique de ^k pftr rapport au plan bissecteur du dièdre «^ du tétraèdre : i" les plans V|, vti ... passent par un même point N; i"" les coordonnées normales de N sont inversement proportionnelles à celles de M ; 3*^ les' projections (Ml, Ml, Ms, M4), (Ni, Ni, Ns, N4) des points M et 'S sur les faces du tétraèdre A] As A3 A4, sont huit points d'une méhie sphère; 4" lef deujr pentagones complets MAïAsAjA^, NN1N1N3N4 sont tels, que la droite joignant deux sommets de l'un est perpendiculaire au plan passant par les sommets non homologues de l'autre polygone.
Appelons Q le centre de la sphère MiMsMsM4, N le symétrique de M par rapport à Q, et Ni, Ni, Na, N^ les projections de N sur les faces du tétraèdre Ai As As A4. Comme Q se projette au centre du petit cercle suivant lequel le plan s^ coupe la sphère Q, M^-Na est un diamètre de ce cercle. Donc les points Ni, Nj, . . . appartiennent à la sphère Q.
La droite MMa: coupe cette sphère en un point N^. symétrique de Nx par rapport au centre Q; par conséquent, NNa = Ni M. Or
mMi.mn; = mMî.mn; = mMj.mn; = mau.mn; :
donc les coordonnées normales de M sont inversement proportionnelles à celles de N. Il résulte de là que les plans Mai-. Nf?x sont symétriques par rapport au dièdre «a-.
Les droiles NNi, NNj, NN3, NN4 sont déjà perpendiculaires aux plans A2A3A4, Al As A;, AiAtA4, Al As As. Le plan NNiNs est coupé, par la droite A3 A4 en un point L, et par le plan MAjA4 suivant la droite L'L, isogonale de L'N par rapport à Tangle NiLNs", donc la droite NiNs est perpendiculaire à la droite LL' et, par suite, au plan MA3A4 qui est mené par LL' perpendiculairement au plan NNiNs. Les droites NiNs^ N1N3 étant perpendiculaires aux plans M As A4, M Ai A4, le plan N'iNsNs est perpendiculaire à la droite MA4.
SCOLIE
8. 1** Les points M, N sont des points inverses par rap])ort au tétraèdre
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AiAtAjA». Ce sonl les fovers d'une sarfaee de révolatioo du seeond ordre, touchant les faces du tétraèdre. En effet, construisons, dans un plan quelconque mené par UN, la conique ayant pour foyers les points M, N el pour axe principal le diamètre de la sphère Q qui est dirigt^ suivant MN : cette courbe, en tournant autour de la droite MN. engendre une surface de révolution S. La sphère Q est le lieu des projections des foyers M. N sur les plans tangents à S. Réciproquement, le plan Sk, perpendiculaire à la droite MMi^. aboutissant à un point }ijt de la sphère, touche la surface S.
1* Lorsque le point M est à Tinfini, on a le théorème suivant : Par les arêtes d'un tétraèdre Ai AjAs A4, on fnène des f^ans parai-tèles à une méhie droite d; les sj-métriques de ces plans par rapport aux plans bissecteurs des dièdres correspondants du tétraèdre passent par un mérne point N. dont les projections sur les faces du tétraèdre sont situées dans un m^ne plan o perpendiculaire à d. Ce point ett le foyer d'un paraboloîde de révolution touchant les quatre faces du té^ traèdre et le p!an 8 ; les diamètres de cette surface sont paralicles à d. Le plan 0 offre quelque analogie avec la droite de Simson d*un point de la circonférence circonscrite à un triangle. Mais nous foisons remarquer que le lieu de N n*est pas la sphère circonscrite au tétraèdre Al At AjA^; ce lieu est une surface du troisième ordre.
TÉTa.iBDaES ET PENTAGONES OETHOLOGIOVES.
THÉORÈME
9. Si deux tétraèdres Al XiX^Xi, CiCiCjC» sont tels y que les perpendiculaires abaissées det sommet f du premier sur les faces opposées du tecond concourent en un mente point A» les perpendiculaires abaissée^ des sommets du second tétraèdre sur les faces opposées du premier concourent également en un même point C.
Voici trois figures où ce théorème s*apercoit immédiatement :
t*" Soit D le point inverse de A par rapport au tétraèdre AiAfAsA^. et soient Di, Di, Ds, D^ les projections de D sur les faces de ce tétraèdre.
'2* Appelons 0, 0|, (),, 0,, O4 les centres des sphères circonscrileî* aux tétraèdres Ai Ai Ai A4, AAsAjA^, AAïAsA^, AAiAfA^, AA1A1A3.
3* Transformons le tétraèdre Ai As A] A4 par polaires réciproques en prenant une sphère directrice, de centre A; soit EiEiKsE4 le tétraèdre ainsi obtenu. Les tétraèdres DiDtDtl)4, OiOtOi04, E|E| Es E4 ont leurs faces perpendiculaires aux droites AAi, AAt, AAa, AA4 et, par suite, sont liomolhéliques à C1C1CJC4: il résulte do leur construction que les perpendiculaires menées par leurs sommets sur les faces correspondantes du tétraèdre Ai At A3 A4 concourent en un même point D, 0 ou A.
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SCOLIB.
10. i^'Les tétraèdres Ai As As Av» CiCsCtC^ sont dits orlhohgiques ; les points A, C en sont les métapôles.
Les pentagones complets AAi AjAtAi, C Ci CsCsC^ jouissent delà propriété qu*x//i côté quelconque de l'un d'eux est perpendiculaire à la face opposée de l'autre; par exemple, le côté As A4 est perpendiculaire au plan CCiCs; les pentagones peuvent, également, être appelés ^rihologiques.
2** Les distances d'un sommet du premier pentagone aux autres sommets sont inversement proportionnelles aux distances du sonunet homologuje du second pentagone aux faces non cuffàcentes de ce poty-^ gone. Cette propriété se voit inunédiatement si Ton prend pour CiCjCsCv le tétraèdre désigné ci-dessus par DiD|DsD4 ou EiEsEsH^.
3° Deux cotés correspondants Ai As, CiC« de deux pentagones ort/iologiques sont divisés dans le même rapport par les faces opposées AAsA4y CCsC^.
£n effet, appelons a le point de rencontre de Ai As avec le plan AAs A4, c celui de CiCs avec le plan CCsC4, et soient a\ d les points situés à rinfini sur AiAt, CiCs« La droite Aa, intersection des plans AAtAs» AAsA4 qui sont perpendiculaires aux droites CsC4, CiCs, est perpendiculaire au plan CSC46'. Par conséquent, le faisceau des plans CSC4C1, CSC4C2, CsC4<;, CsC4c' a même rapport anharmooique que le faisceau des droites AAs, AA|, Aa', Aa qui sont perpendiculaires à ces plans. Si Ton coupe ces faisceaux par les transversales CiCs, Ai As, on obtient
(CiCcc') = (A,Aia'ii) ou £5l«^-
ct<s a As
11 résulte de là que deux sommets correspondants de deux pcnta^ gones orthologiques ont, respectivement, mêmes coordonnées baryoen* triques dans les tétraèdres formés par les autres sommets.
POINT INVeftSB DU CSTIT&E DE GRAVITÉ d'uN TBTRAÂDAE*
11. Soient xi, xs, xs, X4 les coordonnées normales absolues d*un point L par rapport au tétraèdre Ai As As A4. On a Tidentité
{x\ H- j:| ^ j:} -H xf )( j} -*- 1 j -h y| -h aJ)— (.f| x, -^ .f,x, -♦* s^Xt-^- #4X4)» = {Ji-r8— *tXi)«-h(j,x,--faJ?i)"-4-...-+-(jrsX4 — 'T»-*^»)*. Le second membre de cette égalité se réduit à zéro, lorsque
•^1 __ JTs __ Xs _ X4 Sy St Si S%
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et la quantité ^i xi -^«^Xf-^ s^jc^ h- ^4X4 a la valear constante 3 V ; par conséquent, le minimum de la somme j srf jc} h- x| -4- x| h- xj corres" pond au point L dont tes coordonnées normaies sont pr9portionmeiles aux aires des faces du tétraèdre. Les ooordoaaées du centre de gravité 6 étant égalas aaz quarts des hauteurs Âi^ A,, Ji^^ A^, L est l*in» verse de G par rapport au t^raêdre; il est le ^centre de gravité du tétraèdre qui a pour soimnets ies projections de L sur les faces de
Pour le minimum cherché,
Le poiat L rappelle, par quelques-unes de ses propriétés, le centre des symédianes d'un triangle ; mais Tanalogie entre les deux points est loin d'être complète.
QUADRUPLES UYPBRBOLOÏDIQUES.
LEMMË.
12. Étant données quatre droites gu g\^ gi^ g\i non situées deux à deux dans un même plan, il existe, en général, deux droites s' appuyant sur ces lignes; mais, si l'on peut assigner trois droites s' appuyant sur g\> S^y S*9 gki ^ ^1^ existe une infinité.
Cette proposition résulte du n** 1212; en voici une démonstration directe. Soit A un point quelconque de^i ; les plans ^t A, ^a A se coupent suivant une droite H s'appuyant sur ^1, ^1, g^, et ils rencontrent gi, en deux points B, C, qui sont généralement distincts. Lorsque A parcourt g\^ les plans ^sA, g%k engendrent deux faisceaux homographiques; par conséquent, les points B, G marquent sur ^4 deux divisions homographiqoes. Soient £, F les points doubles de ces divisions; les plans ^lE, g^E se coupent suivant une droite rencontrant gi^g^^git gk» et il en est de même des plans gtV, ^jF.
Si, dans trois positions de A, les points B, G se confondent, ils coïncident constamment (liOi), et toute droite s'appuyant sur gi^ gu g% rencontre également ^4*
13. Dans la dernière hypothèse, la droite H engendre un byperboli^de ou un paraboloïde, dont ^1, ^1, ^3, g^ sont des génératrices du second mode. On dit alors que gtt gty ^s* gk constituent un quadruple hyperùolotdique ou, plus simplement, que ces droites sont /lyperùolaldiques.
De tels systènoes de quatre droites se présentent fréquemment dans
6o4 NOTE III.
la Géométrie du tétraèdre ; ils y remplacent les triples de droites concourantes de la Géométrie plane.
Soient Pi, Pt^ Psi P4 quatre points pris dans les plans des faces vi, n^^f^, s^ d'un tétraèdre AiÂiÂsA^. Pour que les quatre lignes Ai Pi, A^Pt, A3P3, A^Pi soient hyperboloîdiques, il suffît de trouver trois droites qui les rencontrent. Par exemple, par le point A^ de l'une de ces lignes, il doit passer une droite s'appuyant sur les trois autres, ce qui exige que les plans A4A1P1, AiAsPj, A4AsPs se coupent suivant une môme droite; ou que les droites A4P1, A^Ps, A^Ps rencontrent As A3, A3 Ai, AiAt en des points pu pty pz tels, que les droites Aipi, A2/>s, kipi concourent en un même point. De même, les plans AiA^P^, Ai As Pi, A1A3P) doivent se couper suivant la môme droite, etc.
Désignons maintenant par/7i, ptjpi.p\ quatre lignes hyperboloTdiques, situées dans les faces du tétraèdre A1A2A3A4. Le plan A1A1A3, mené par/74, coupe /?!, pi^ pz en trois points d'une môme droite; autrement dit, les droites /7i,/73, 773 rencontrent AxA3, As Ai, Ai As en trois points qui sont en ligne droite. Une semblable condition doit ôtre remplie par trois faces du tétraèdre.
Applications.
14. i" Les droites qui joignent les sommets d'un tétraèdre aux centres des cercles ♦ inscrits aux faces opposées sont h/perbololdiques, {Exercice 573, p. 5i3.}
2° Soit BiBsBsBv le tétraèdre formé par les plans tangents menés par les sommets du tétraèdre Ai As A3 A4 à la sphère circonscrite, et soient Ki, Ks, K3. K4 les centres des symédianes des faces de Ai As A3 A4.
Si le plan Ai As A3 coupe les droites B4B1, B4BS, B4B3 aux points C|, Cj, C3, les côtés du triangle CiGsCs touchent en Ai, As, As la circonférence circonscrite au triangle Ai As A3; donc les plans B4B1A1, B4BtA3. B4BSA3 se coupent suivant la droite joignant B4 au centre des symé* dianes do Ai As A3. Par conséquent, les droites AiBi, AsBs, A3B3, A4B4 sont des génératrices d'un même mode y et les droites BtKf, BsKs, BsK^. B4K4 sont des génératrices de l'autre mode d'un hxperbololde.
3° Le plan BiBsBs rencontre les côtés du triangle Ai As A3 en trois points Di, Ds, D3 qui sont les conjugués harmoniques, par rapport à ces côtés, des points où aboutissent les symédianes A4K1, A4KS, A4K3; on conclut de là que les plans A4A1K1, A4AsKs, A4A3K3 se coupent suivant une môme droite. Par suite, les droites AïKi, AsRs) AsKs, A4K1 sont hrperboloïdiques.
r Appelons d^ ^1, <^si d^, les intersections des faces homologues des tétraèdres Ai As A3 A4, Bi BSB3B4. Le plan B4BS B3 rencontre le plan A| As Aj suivant une droite CsCs qui touche en Ct le cercle Ai As A3. Le point
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dMntersection Et de C2C3, As A3 appartient à la ligne di ; mais les Irois points analogues, situés sur les côtés du triangle Ai As A3, sont sur la polaire de K^ par rapport à Ai As A3. Donc les plans homologues des tétraèdres Ai As A3 A v, BiBsBsB^ se coupent suivant quatre lignes hyperboloidiques,
THÉORÈME
15. Si les droites joignant les sommets homologues de deux tétraèdres Al As A3 Ai, E1ESE3E4 sont hxperboloïdiques, les lignes d'intersection des faces correspondantes jouissent de la même propriété.
Soient Fi, Fs, F3 les points de rencontre du plan Ai As As avec les droites E4E1, E^Es, E^Es. Par hypothèse, les plans E4E1A1, E^EsAs, E4E3A3 passent par une même droite; donc les droites Et Ai, Es As, Es A3 concourent en un môme point. Les côtés homologues des triangles El Es Es, Al As As se coupent donc en trois points Gi, Gs, 63 d'une môme droite. Or, ces points appartiennent, respectivement, aux droites d*inlersection des plans B^BsBs et A^AsAs, B^BsBi et A^AsAi, B4B1BS et A^AfAs; donc la droite GiGsGs s'appuie sur les quatre lignes suivant lesquelles se coupent les faces homologues des deux tétraèdres AiAs As A^, Bi BsBsB^.
La réciproque de ce théorème est également vraie.
THÉORÈME
16. Soient (Pi, Qi), (Ps, Qs), (P3, Qs), (P4, Q4) quatre couples de points inverses par rapport aux triangles des faces du tétraèdre Al As As Av. Si les droites Xx^x, AsPsi AsPsi A4P4 sont hjrperùoloidiques, les droites AiQi, AsQsi AsQs, A4Q4 le sont paiement.
En effet, prenons sur A4 Ai, A^As, A4 As trois longueurs égales A4Ni= A4Ns = A4N3; les droites A4P1 et A4Q,, A4PS et A4OS, A4P3 et A4Q3 coupent, respectivement, les côtés du triangle NiNsNs en des couples de points isotomiquos. Par hypothèse, les plans A4A1 P|, A4 As Ps* A4A3P3 se coupent suivant une môme droite, ou leurs traces sur le plan NiNsNs concourent en un môme point; on déduit de là que les traces des plans A4A1Q1, A4AsQs» AvAsQs sont également concourantes, ou que ces plans se coupent suivant une môme droite.
8PIIBRE8 TANGENTES AUX QUATRE PACKS D*UN TéTRAÂORB.
i7. M. Hermary a fait connaître dans le Bulletin de la Société mathdnuaique de France, t. VII, p. i38, une solution remarquable du problème de construire une sphère touchant les quatre faces (indéfinies) d'un tétraèdre Al As As A4. Cette solution va nous donner un complément
NOTB IIL
de la discussion établie aa n* 963 et quelques propfiétôs des pointa de contact des faces du. tétraèdre avec les difféirentes sphères résolyanl le problème.
Désignons par (ii, fir, (As les plans bissecteurs intérieurs des (fièdree (^^1 ^i)) {^k> •^s)) (<^4) '^3)» 6t par Vf, V|, V3 leurs plans bissecteurs extérieurs. Il peut y avoir huit sphères touchant les faces du tétraèdre; leurs centres, indiqués par les lettres I, J, J' sont les intersections des plans suivants :
I ... {A|, (t,, \ki\ Jt-.. vt, vi, v
Ji... vt, jx,, fxy; Ji... 1*1, V,, fjiy; J, . . . jx,, fx,, V3 :
j;... fil, V,, V3; J'j... V,, fX,, V3; J',... V,, v„ fx,:
leurs points de contact avec te plan Ai At A3 seront dénotés par U, i^i, Considérons (^. %) l'une qvelcooqpvff de ces sphères. Eabattonsf les
Fi^. 2.
plans ^1, i^, ft antoar des arêtes oi, «t, «9 sur le plan i» dans des sens tels, qu'ils écrasent la sphère; leurs pointe de contact Tiennent coïncider avec le point de eentacl dn plan i« et, comme ils étaieol à égal»
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distance de A4, le point de contact de t^ sera le centre de la circonférence passant par les trois rabattements de A4 sur le plan AtÂtà».
D'après cela,, noas décrivons dans le plan Ai As As trois circonférences ayant pour centres les pointa A|, A|, A3 et pour rayons les distances Al A4, As A4, AaA4. Soient Dt et D| , Di et û,, Da et D, les intersections de ces courbes deux à deux.; ce sont les différents rabattements possibles du sommet A4 autour des arêtes ai, «st ^s- Si ^u D»i Ds sont situés du môme côté de ces arêtes que les sommets opposés Ai, As, As, les points de contact du plan AtAsAs avec les sphères cherchées senties centres des circonférences passant par les points suivants :
I4 D,, Ds, D,; J*4.... D;,Di,Di;
J14.... D;,Ds, Ds; J,*.... D,, D',, Ds; Js4 . • • D„D,,Di: j;,... D„ D's, Ds; Ji4 .• I>',,D„Di; ^,4. . D;, D;, Ds.
Les droites DjDi, DsD',, DsD', concourent en un môme point H4, qui est la projection de A4 sur le plan Ai As As. Comme
H4D1.H4D; = H4D,.H4Di = H4D,.H4Di,
les circonférences Di DsDs, d; D', d; sont des lignes inverses par rapport au point H4, et leurs centres U, J44 sont en ligne droite avec H4; cette dernière propriété résulte aussi de ce que les plans bissecteurs dos dièdres A4A1, A4AS, A4AS du tétraèdre se coupent suivant une môme droite passant par A4, 1, J4. Les points I4, J4* sont des points inverses par rapport au triangle Ai As As; car les lignes Ai I4, Ai J44, par exemple, sont perpendiculaires aux lignes Ds Ds. D;d; qui, étant antiparallèles par rapport aux droites DsD;, DsDj, le sont aussi par rapport à Ai As, Al As* Cette proposition peut se démontrer directement; en effet, si X, Y, Z, X', r, t sont les projections de I41 hk sur AsA«, AsAi, Ai As, les triangles II4X et X'J44J4, ... sont semblables, d'où les égalités
I4X.J4*X'- l4Y.J4^Y'= I4Z.J4VZ'= IU.J4JU,
de sorte que les coordonnées normales de J44 sont inversement proportionnelles h celles de I4.
Ainsi, lespoùitsU et J4H iu et J',,, Jsv et j;^, J,4 et J'.^ sont des points inverses par rapport an Sriangk AfAsA*; iU sont situés sur quatre droites passant par II4.
i8. Les triples de poiBisD.DsDs, D'iD;d;, D; DtDs, D,D;Ds, D|DsD; sont toujours los sonmets de triangles proprement dits ; par conséquent.
6oS
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les points U, J^v? Ju) hk^ hk sont à distance finie: la sphère inscrite et les sphères exinscrites existent toujours.
Si les points D\ , D|, D) sont situés en ligne droite {^g, 3), le point J', ^ se transporte à Tinfîni dans la direction perpendiculaire à D\ D,, et nous dirons que la sphère J, disparaît à Tinfini. La circonférence DiDsO, passe maintenant par H4 et son centre Js est situé sur la circonférence circonscrite au triangle At AtÂs, à Tintersection avec la perpendiculaire
Fig. 3.
abaissée de H4 sur D^ D,. Le triangle D|DsD', est symétriquement semblable à Al As A3. Le quadrilatère inscrit DiDiDjH^ donne
DiD,.H4Di = D,D;.H4D,-+-D,D;.H4Di
ou, en remplaçant les côtés de DiDsD', par ceux de Ai As A3,
A,A,(C,D3-f-C,IU)=A,A,(C,Di-C,H0-A,A,(C,D,-C,H0, d'où Ton tire aisément
.V3 -+- X^ -=r Jj -f- .Vj,
Telle est la condition pour que la sphère J, disparaisse. On peut lui donner d'autres formes. En effet, les angles D^DsOi, DiD^Di doivent être supplémentaires; mais, dans les deux circonférences ayant pour centres Ai, As, ces angles inscrits et les angles aux centres DsAiDj, D^ AsD| sous-lendent des arcs ayant les mômes extrémités. On conclut
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de là que la somme des angles plans composant les trièdres Ai ^ Ai du té-' traèdre égale quatredroits, ou que,dans/e quadrilatère gauche Ai A3 A] A 4, la somme de deux angles opposés égale celle des autres angles opposés. Observons également que le triangle D^D'i D3 est semblable à AiAfAv; Tangle D',I>^D|, par exemple, étant égal à la moitié de Tangle au centre DsAfDs qui, dans la circonférence D'^D'^Ds, sous- tend le môme arc.
La combinaison D| D', D3 conduit à une sphère inscrite dans le comble Ai As ou dans le comble A3 A^, suivant que la droite D^ D, passe ou non
entre les points D3, D3. La somme dos angles D'^DsO^^, D^DaD', est, respectivement, supérieure ou inférieure à deux angles droits et, dans le quadrilatère gauche A| AsAfAi, la somme des angles opposés à la dia-
R. et DE C. — Tr. de (ieom, ( !!• Partie ).
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gonale Â1A2 est, respeetivement, inférieure ou supérieure à celle de& angles opposés à la diagonale Aa A4.
19. Les deux sphères J,, J3 disparaissent à l'infini, lorsque les points Di, Ds, D3 sont en ligne droite, ainsi que Dj, DJ^, Ds. Les deux circonférences Di D'j D3, Di Di D'j (y%. 4) passent maintenant par H4 ; les points Jî4, J.34 sont situés à l'intersection de la circonférence Ai As A3 avec les perpendiculaires abaissées de H4 sur les droites J>[ D,, D^ D^, et la droite qui les joint est perpendiculaire au milieu de H4D1 et, par suite, parailèle à AtAs.
Les deux triangles D1D2D3, DiD',D3 sont symétriquement semblables à Al As A3. Le triangle DjDjDj est équiangle à chacune des faces As Al A4, A3 A4 Al ; donc celles-ci sont égales entre elles, et
AiAs = AaA4, AiA3 = A2A4.
Ainsi, deux sphères inscrites dans les combles disparaissent y lorsque Iv
tétraèdre a deux couples d* arêtes opposées égales.
Le parallélipipède circonscrit au tétraèdre Ai As A3 A4 est droit et a
pour base un parallélogramme obliquangle (p. SaS, exercice 660). Parmi
les trois droites joignant les milieux des arêtes opposées du tétraèdre
(ces droites sont appelées médianes du tétraèdre), l'une est perpendi*
culaire sur les deux autres.
Fig. 5.
20. Les trois sphères J'i, Js, J3 disparaissent si les trois triples D; D's Ds, Di D; D's, D; DsD; sont sur trois droites {fig. 5). Alors les arôte^ opposées As As et Al A4, As Ai et As A4, Ai As et A3 A4 sont égales, et les quatre faces du tétraèdre sont égales entre elles. Les points Ai, As> A»
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soDt les milieux des côtés du triangle D', D2D3; les points Di, Di, D3 sont les pieds des hauteurs du môme triangle. Les points Ju, J14, Jjv sont les milieux des segments D1H4, D'^Hi, D',H4 compris entre les sommets du triangle D^ D^D, et son orthocentre H^; U est le centre du cercle A1Â2A3, J44 est Torthocentre du triangle Ai As A3.
Le tétraèdre particulier que nous venons de considérer a reçu le nom de tétraèdre équifaciaL Le parailélipipède circonscrit est rectangle; les trois médianes sont perpendiculaires deux à deux et leur point de concours est à la fois le centre de gravité du tétraèdre, le centre de la sphère circonscrite et celui de la sphère inscrite. D'après ce que l'on a vu plus haut, les points de contact de la sphère inscrite avec les faces sont les centres des cercles circonscrits à ces faces; les points de contact intérieurs des sphères exinscrites sont les orthocentres des faces; enfin, les points de contact extérieurs des sphères exinscrites sont situés sur la sphère circonscrite au tétraèdre. Les centres des sphères exinscrites sont les symétriques des sommets du tétraèdre par rapport au centre de la sphère inscrite; ce sont donc des sommets du parallélépipède circonscrit au tétraèdre.
La proposition (N., 14, 2**) peut être énoncée ainsi
Si une sphère touche les faces d'un tétraèdre Ai As A3 A4 aux points Pi, P»» P3» P*, les droites AiVi, AsPs, A3P3, A4P4 sont des «génératrices d'un même mode, d'un hyperboloîde ; les droites qui joignent les points Pi, Pj, Pi, P4 €iux centres des symédianes des triangles PsPaP*, PjPiPi, P4P1 Ps, Pi Pî Pj sont des génératrices du second mode de la même surface.
De ce théorème et des n" (N., 16 et 17), on déduit que les droites Ai Jn, AiJjs, A3J33, A^i^^y joignant les sommets d'un tétraèdre Ai As A3 A4 aux points de contact des faces opposées avec les sphères exinscrites correspondantes, for*ment un quadruple hjrperbolotdique. Les droites \\i a, AsJ'js, AsJss) A^}\ 1^ jouissent de la même propriété
SUR LES HAUTEURS D'UN TÉTRAÈDRE
22. Nous désignons {Jig. 6) par Hi, Hs, H3, H4 les projections des sommets du tétraèdre A] As A3 A4 sur les faces opposées.
Si deux hauteurs AiHi, k^Yit se coupent en un point H, les arêtes Ai As, As A4 sont perpendiculaires, et les hauteurs A3H3, A4H4 se coupent également en un point \V; les points II, H' sont situés sur la plus f'ourte distance MN des arêtes Ai As, As A4.
En effet, le plan Ai As II est perpendiculaire auxplansAsAsA4, A1A3A4 et, par suite, h leur intersection A3 A4 (S58, 561); donc Ai As, A3A4 sont rectangulaires. Réciproquement, si ces arôtes font un angle droit, on peut mener par Ai As un plan a perpendiculaire à A3 A4, et ce plan con-
6ia NOTE m.
tient nécessairement les hauteurs ÂiHf, AiHs (5âl); de même, le plan a' mené par A3 Â^ perpendiculairement à Ai At contient les droites AjHt, A4H4. Les plans a, a' se coupent suivant une droite MN, qui est la per-
Fig. 6.
pendiculaire commune à Ai Ai, AjA^; cette droite est une hauteur de chacun des triangles A1A2M, AsA^N.
On trouve facilement les égalités
d'où
A^M — A3M = A^ Aj — AaAj = A^Ai — AjA|,
al =a\
Soient ^1, ^2? <^3» ^4 les coordonnées normales d'un point quelconque P de la hauteur A^H^; on a
Xi = A4Pcosai, Xî = A4Pcosaj, ^'3 = A^Pcosa»,
d'où
cosai cosaj cosaj De même, pour les coordonnées de tout point de A3 H»,
cosas
cosa^
cosa3
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Si les hauteurs A4H4, Â3H3 ont un point commun H', on a, nécessairement,
cosai cosa^ = ces a» cosas.
23. Supposons maintenant {fig. y) que les trois hauteurs Âi Hi, ÂsHs, A3H3 concourent en un môme point H. Alors, d'après ce qui pré-
Fig. 7.
code, les arêtes opposées AiAj et A3 A4, As As et A^Ai, As Ai et Ai As sont perpendiculaires, et
a} H- rtj = r/l H- «J = rtj -+- a^,
cos ai cos «v = cos «j cos aj ~ cos ol^ cos «e ;
de plus, la hauteur A^H^ passe également par H. Les plus courtes distances des arêtes opposées se coupent également en H ; les pieds de ces droites sont les pieds des hauteurs des faces du tétraèdre, et les points Ht, Ils, H3, Ut, sont les orthocentres des faces.
Le tétraèdre particulier que nous venons de rencontrer a été appelé tétraèdre ort/tocentrifjue.
21. Dans tout tétraèdre orthocentriquc AiAsA3Ai, les milicitjc des
6l4 NOTE III.
arêtes et les pieds des plus courtes distances des arêtes opposées sont douze points d'une même sphère, ayant pour centre le centre de gravité G du tétraèdre (première sphère de douze points).
Car, les milieux de deux couples d'arêtes opposées étant les sommets d'un rectangle, les trois médianes du tétraèdre sont égales, et G est le centre d'une sphère passant par les milieux des six arêtes. Cette sphère passe, évidemment, par les circonférences des neuf points des faces du tétraèdre; donc elle contient les pieds des hauteurs de ces faces, et son centre est au milieu de la distance comprise entre Torthocentre H du tétraèdre et le contre 0 de la sphère chrconscrite (*).
25. Dmis tout tétraèdre orthocentrique ÂiÂiAsA4, les centres de gravité des faces, leurs orthocentres et les points qui divisent dans le rapport 2 : i les segments des hauteurs du tétraèdre compris entre les sommets et leur point de concours H, sont douze points d'une même sphère, dont le centre 0' divise la distance HO dans le rapport 1 : 1 (seconde sphère de douze points).
£n effet, les centres de gravité Gi, Gs, G3, Gi des faces du tétraèdre sont les sommets d'un tétraèdre homothétique à Âi Ai A3 A4 par rapport à G; les hauteurs de ce nouveau tétraèdre concourent donc en un même point H' de la droite HG, et l'on a IIG = 3 GIF; le centre 0' de la sphère G1G2G3G4 divise la distance HO dans le rapport 3 : i. Comme on a HiGi= 3GiOi et, par suite, HH'= 3H'0, on voit aisément que
HO'=0'H'=H
Donc 0' est à la rencontre des perpendiculaires élevées sur les faces du tétraèdre par les milieux des segments HiGi, HjGi, ...; par conséquent, la sphère 0' passe également par les points Hi, Hj, .... Enfin, la droite G^O' coupe Aa-H en un point La- appartenant à la sphère O' et tel, que UH = H'Ga = iA^H.
Remarque. — Les points H, H' sont des points inverses par rapport au tétraèdre A1A2A3A4. Les droites Ai H', AjH', A3 H', A4 H' sont perpendiculaires aux faces de tétraèdre H1H2H3H4.
26 . Un tétraèdre orthocentrique A 1 Ai A3 A 4 ^.r/ autopolaire par rapport à une sphère ayant pour centre l'orthocentre du tétraèdre.
Car, U étant rorthocentro des triangles Ai Ai M, . . ., on a
HAi.HHi = HAi.HH, = HAa.HH, = HA4.HH4; donc chaque sommet est le pôle do la face opposée par rapport è la sphère décrite du centre H avec le rayon v^HAi.HHi. Toutefois, pour que cette sphère soit réelle, H doit tomber à l'extérieur du tétraèdre,
(•) Comparer ce qui précède avec le» Exercices 639, 640, 641, 1029, 10^5 (p. 5ao, 521, 55g).
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ee qui exige que l'un des angles solides du tétraèdre soit composé de trois angles plans obtus.
Rkmarql'b.
Les sphères circonscrites aux tétraèdres Ai Ai As A4 et HtHsH3H4, la première sphère de douze points de Ai As A3 A4 et la sphère conjuguée ont pour plan radical commun le plan d*homologie des tétraèdres AiAjAaA^, HiHjHsH^.
27. Les points Ai, Aj, A3, A4, H sont les sommets d'un pentagone ort/io» centrique: la droite qui joint deux quelconques de ces points est perpendiculaire au plan passant par les trois autres points ; chacun de ces points est l'orlhoccntre du tétraèdre ayant pour sommets les quatre autres points.
Pour construire un tétraèdre orthocentrique, on peut prendre arbitrairement les sommets Ai, A2, A3; le quatrième sommet A4 est un point quelconque de la perpendiculaire menée sur le plan du triangle Ai As As par son orthocentre. On peut également se donner à volonté un irièdre A4A1ASA3; les plans menés par les arêtes du trièdre perpendiculairement sur les faces opposées {plans-hauteurs)^ se coupent suivant une même droite A4X, et un plan perpendiculaire à A4X forme avec le trièdre donné un tétraèdre orthocentrique.
Les arêtes d*un trièdre et l'intersection de ses plans-hauteurs constituent un quadraréte orthique : chacune de ces droites est l'intersection des plans-hauteurs du trièdre ayant pour arêtes les trois autres. Un plan perpendiculaire à Tune des droites coupe les quatre lignes aux sommets d'un quadrangle orthique, c'est-à-dire en quatre points dont chacun est l'orthocentre du triangle des trois autres sommets.
Les hauteurs d'un tétraèdre orthocentrique forment un quadraréte orthique.
28. On sait que toute conique passant par les sommets d'un triangle et par son orlhocentrecst une hyperbole équilatère. {Exercice 1067, p. 563.)
Un cône du second ordre, circonscrit à un quadraréte orthique S A Ai Aj A3 jouit également de propriétés particulières : il est capable d'une infinité de trièdres trirectnnglcs ^ et d'une infinité de quadrarétes orthiques.
En effet, un plan a perpendiculaire k la droite SA coupe le cône suivant une conique K, et les droites SA, SAi, SAs, SA3 en dos points que nous indiquons par A, Ai, At, A3. Comme A est Torlhocentre du triangle Ai Ai As, K est une hyperbole équilatère.
Prenons sur K un point quelconque B], et menons par S un plan per- {)endiculaire à la droite SBi ; si Es, B3 sont les points de rencontre de ce plan avec K, A est l'orthocentre du triangle BiB^Bs, car ce triangle est inscrit à l'hyperbole équilatère et la droite BiA est perpendiculaire à BsBa. Soient Ci, Ci, Cs les points où les droites BiA, B|A, BsA
6l6 NOTE iri. — GÉ031ÉTRIE Dt' TÉTRAfellRE.
coupentB2B3,B3Bi,BiB2.0na ABi.ACi =AB2.AC2 = AB,vAC3 cl, comme
sa' = — ABi .ACi, on a aussi SA = — ABj.ACâ = — ABs.ACa^d'où l'un
coiicliit que les angles BjSG2j B3SC3 sont droits et que le trièdreSBi B^Bj
est trirectangle.
Réciproquement, tout cône du second ordre circonscrit à un trièdro trirectangle SB1B2B3 jouit do la propriété que les plans-hauteurs do tout trièdre inscrit SAA1A2 se coupent sur le cône. Car, si un plan 3 perpendiculaire à SA coupe les arêtes des deux trièdres en Bi, B*, B;, A, Al, A2 et le cône suivant la conique K, le point A est, d'après un théorème connu, l'orthocentre du triangle B1B2B3; il en résulte que \^ est une hyperbole cquilatère. Soit A3 le point où la perpendiculairo menée de A sur Ai A2 coupe l'hyperbole; A est l'orthocentre du Iriani^le AiA2A3 et, par suite, SA est rintersection des plans-hauteurs du trièdro SA1A2A3, et SA3 celle des plans-hauteurs du trièdre SAAiAj.
Le cùne que nous venons de rencontrer est dit cône cquilatère ; coiumo une génératrice quelconque SBi est une arête d'un trièdre trireclaiinle inscrit SBiBaBa, un plan perpendiculaire à SBi coupe le cône suivant une hy})erbole équilalère dont les asymptotes sont parallèles à SBj, SBj.
29. Les hauteurs d'un tétraèdre quelconque Ai A2 A3 A^ sont des ^rné^ ratriccs d'un hyperhololdc équilatère, dont le centre ti) est symétrique du centre 0 de la sphère circonscrite par rapport au centre de f^rai'ifc Ci.
Soient AiIIi, . . ., les hauteurs du tétraèdre Ai AjAsA^, et //i, . . ,, les orthoccnlres des faces. Les plans H1A1//4, Il2A2//^, lUA^h^ sont perpendiculaires au plan Ai A2 A3, car ils contiennent, chacun, deux perpendiculaires à un même côté de triangle A1A2A3. Il résulte de là que la perpendiculaire hs^x menée par h;, sur le plan A1A2A3 rencontre les quatre hauteurs du tétraèdre. On peut do même trouver trois autres droites s'appuyant sur AjHi, A2II2, A3II3, A^H^. Les hauteurs sont donc des génératrices d'un môme hyperboloïde.
CfMe surface est coupée par le plan AiA2xVa suivant une hyperbole é(iuilatèrc K, car les points Ai, Aj, A3, ùs, appartiennent à la courbe d in- . tersection. Or, trois génératrices du cône asymptote sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole K et à Ai II,; ce cône est donc équilalère.
Le centre w de l'hyperboloïde est équidislant des génératrices parallèles A4IU, //4.r. Celles-ci étant contenues dans les plans menés par les points A^, Al perpendiculairement à A2A3, to est situé dans le plan mené par le milieu do A4 Ai perpendiculairement à AjA;,, plan qui est symétrique, par rapport à G, du plan perpendiculaire au milieu de Aj A3. On en conclut que w et 0 sont symétriques jwr rapport à (1.
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		VI TABLE DES MATIÈRES

		LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		LIVRE II

		TABLE DES HATIÂRES. IX

		APPENDICE DU TROISIÈME LIVRE

		LES AIDES

		APPENDICE DU QUATRIÈME LIVRE

		PRÉFACE. XXIX

		PRÉFACE. XXXIII

		INTRODUCTION

		I.a plus simple de toutes les lignes est la Ugne droite

		INTRODUCTION

		J I. - DES ANGLES

		LIVRE 1. — LA LIONE DROITE

		Deux triangles sont égaux

		A = A', AB.--A'B', AC=A'C

		AB:^A'B'. BC--B'C', AC- VC

		LIVRE I. — Ik IIONE DHOITK. I

		BC>AB— AC

		AD < AC + CD

		AB -H BC -(- CD < AM + MN -H ND

		Voici deux autres remarques souvent utiles

		OE<OH

		LITRE II. — LA CIBCONFÊBBNCB DE CERCLE

		OA + O'A

		OA-0'A

		Dans le même cercle ou dans des cercles égaux

		LIVRE II. — LA CIRCONFBRBNCË DE CERCLE

		It- *^^ O A

		LIVRE H. — LA CIRCONFÉRKNCfi UB CERCLE

		LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		NOTIONS PRÉLIMINAIRES

		ooo

		LIVRE II. — LA CinCONPÊHBNGB DE CERCLE

		I.IYRB II. LA CIRCONFÉRENCE DR CEUCI.R

		V. — TRACÉ DES PARALLÈLES ET DES PERPENDICULAIRES

		IJ

		LIVRB 11. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. S

		VI. - PROBLÈMES SUR LES TANGENTES

		Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC

		LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENGB DE CERCLE ^(i

		Mener une tan fiente commune à deux cercles 0 ei

		LIVRE II. — LA CIRGONPfiRCNCE DB CERCLE, ^j

		I. — Des méthodes en Géométrie

		MÉTHODES DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES

		IIKTHOOE PAR INTERSECTION DE LIEUX GÉOMÉTRIQUES

		IJVRB II. —' LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		LIVRE 11. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		LIVRE 11. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. lo

		LIVRE II. — LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		I. - LIGNES PROPORTIONNELLES

		LITRE III

		_ .AG

		BA CA

		DA EA '*^ DB^EC

		Dans tout triangle ABC [Jig* i

		DB_ AE DC"" AG

		DB AB DC^AC

		Les deux points D et D' satisfont à la proportion

		DC~MG 1VC"'MC

		AB.AD- AC.AE

		AE AD

		Si les deux points D et B se confondaient {fig* i

		EA.EB ^EC.ED

		BC CD' ""DE' ""EA

		AB "" AC "" BC

		AB __ BC _CA '^^ AD""DK""EA

		CE ~ CD "" DE

		BC

		FH . , , . . . , F'B' A'B

		AB BC CD DE EA A'B'' B'C' CD'' D'E'' E'A

		Régiproqubmbnt, lorsque plusieurs sécantes AA', BB

		D'UN TRIANGLE

		BÂ*=BC.BD

		AB'=BC.BD, ÂC'=BC.CD

		CD -+- AD = AC

		BC

		AB.AC = D'B,D'C-AD

		AU AU

		J^, OB

		V. - PROBLÈMES RELATIFS AUX LIGNES PROPORTIONNELLES

		BF "" FG ^ GH ^" M "^ N ~ P

		AD AE N AE

		O'G "= CO" - CG"=: (CO'4- CG)(CO' - CG

		OU

		Construire sur une droite donnée : i® un triangle sem

		BF ^ BO - OF =. ^ ~ \ / Ç

		En représentant par /? et 9 la différence et le produit

		Diviser une droite en moyenne et extrême raison

		X^^X^ ^" X'A=AB.X'B

		X'A.XA = AB

		OC _^ _ R ^'^ OC'~C'A'^R

		O'.C CM _ R 0;C' "CN' R

		OC — OC "" R — IV

		On nomme centres de similitude de deux cercles les

		BF OR OF

		Inscrire un carré dans un cercle donné ijig. t

		AC -AD -CD :4R*-R'--3R

		Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné

		QS-?(V

		SC0LIB

		La formule (i) peut encore s'écrire

		OD OF I

		CN

		AB<L

		C:^ 27rR. R=— ï

		I. — Principe des signes

		AB = AO-+-OB, 0B = 0A-4.AB, OA-=OB-+-BA

		DES ANGLES

		THÉORIE DES PROJECTIONS

		AR _ BC _ CA

		AB CA

		QP*DA*BE"^* PF'DA'BE

		CA . DA DA . B A

		AC . BC AC.BD AD* BD " AD.BC

		CA _ AO CB _ BO

		RAPPORTS ANHARUONIQUBS D*1JN FAISCEAU

		ABC^) = (ABCD

		TRIANGLES UOMOLOGIQUES. — HEXAGONE DE PASCAL

		B7DA)=^(B'7D'A

		DIVISIONS ET FAISCEAUX HARMONIQUES

		CB" DB ^" CB'DB

		Voici quelques conséquences de la dernière formule

		CB'DB

		D'après cela, on peut dire (332) que

		CH.CO = R

		CH.CO=:R

		MA.MB) (MG.MD) = (MA.MD) (MB.MC

		MO A'O

		PROPRIÉTÉS DES FIGURES HOMOTHÉTIQUES

		SA~SB ~SC

		SM' = K.SM

		SU ~ OA " SA

		SO'R' SO ~R

		SO' . S

		SEMBLABLES

		AXES RADICAUX

		OL

		OB.OP, OR. OC, OQ.OE

		SM.SN

		NOTIONS SUR L*INVOLUTION

		FAISCEAUX DE CERCLES

		PROPRIÉTÉS DES FIGURES INVERSES

		SM

		MN SM SM.SN MN

		SM.SN

		SO«-R« ^" P~~ P

		SB

		LIVRE III

		P P PP PP

		MÉTHODE DE TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES

		AK AB BG HK

		RR' R' R

		CE'+R' . ^^, CE'-4-R

		CERCLE COUPANT TROIS CERCLES DONNES SOUS DES ANGLES DONNÉS

		CERCLE DES NEUF POINTS

		PROBLÈME DE CASTILLON

		PROBLÈME DE MALFATTI

		AO B'O

		MO~MR = G<>-RH = QE — RF- L^-IH

		DÉFINITION DES SEMI-DROITES ET DES GICLES

		ÀPPLICATIOKS DB LA MÉTHODE

		I. - MESURE DES AIRES DES POLYGONES

		AH = AD' 4- EH

		Exemples

		LIVRE IV. — LES AIRES. 3l

		OP PP

		TO

		S II. - COMPARAISON DES AIRES

		ABC

		AB A'B

		ABC _ AC.AB ADE " AE.AD

		LIVRE IV. — LES AIRES. SaS

		BKIL _ BL CHIL CL

		AB AC

		LIVRE IV. — LES AIRES

		LIVRE IV. — LES AIRES

		Exeuples

		Exemples

		Exemple

		IV. ^ PROBLÈMES SUR LES AIRES

		LIVRE IV. — LES AIRES

		Construire un carré équivalent à un polygone donné

		LIVRE IV. — LES AIRES

		FORMULE DE SIMPSON

		LIVBE IV. — LES AIRES

		MN

		X. =o,8CG

		PO.PN.QN

		III. — Sur les mazimnms et les minimiuns des figures planes

		EG = ED, FG = BD, EF = EB

		LA LIGNE DROITE

		LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE

		Construire un triangle rectangle, connaissant

		Construire un triangle, connaissant

		Construire un triangle, connaissant

		APPENDICE DU DEUXIÈME LIVRE

		LIVRE III

		AB =AD.AP-4-BC.BP

		DE.DF=DC

		LH.LK = LD.LE, HD.HE = DE.HL

		AB.AC=X

		AD.DC^ED

		EC.ED = EF.EK = EG.EH

		Inscrire un carré dans un triangle. — Discussion

		III III III

		Déduire de la proi>osition précédente

		Dans un cercle donné, inscrire un triangle

		Démontrer les formules

		APPENDICE DU TROISIÈME LIVRE

		LES AIRES

		Inscrire dans un carré un rectangle d*aire donnée

		APPENDICE DU QUATRIÈME LIVRE

		BE_AB

		C.0D4-AC.BD = 0K.0H

		MESURE DES GRANDEURS

		MESURE DES GRANDEURS. ^IJ

		II. cl t)R C. — 7V. de Géom, {V* Parlio

		IT

		SUR L^IMPOSSIRILITÉ DE LA QUADRATURE DU CERCLE

		Cola posé, considérons l'intégrale

		SLR LÀ GÉOMÉTRIE RÉCENTE DU TRIANGLE

		MM, CM

		POINTS COMPLÉMENTAIRES

		A' F' MF

		DROITE ET POINTS HARMOMQUBXKNT ASSOCIÉS A UN POINT DONNÉ

		POINTS ET TRANSVERSALES RÉCIPROQUES

		POINTS INVERSES

		G, A, » AB

		SUR LES FIGURES SEMBLABLBMENT VARIABLES

		NOT? m

		SUR QUELQUES CERCLES REU.VRQUABLES

		MNP _ BM.CN.AP H- MC.NA^PB ABC " " ÂB.BC.CA

		AM.AN'= AM'.AN = AB.AG

		AC

		Si rt«=-(^«-f-c

		FIN DE LA PREMIERE PARTIE

		PAU

		DELA DEUXIÈME PARTIE

		VI AVERTISSEMENT

		LIVRE V

		VIII TABLE DES MATIERES

		LIVRE VI

		LIVRE VI

		X TABLE DES MATIERES

		APPENDICE DU SIXIÈME LIVRE

		TABLE DES MATIERES. XI

		APPENDICE DU SEPTIÈME LIVRE

		LES CO0RBE8 USUELLES

		TABLE DES MATIERES. XV

		APPENDICE DU HUITIÈME LIVRE

		COURBES DU SECOND ORDRE

		ÉTUDB DE QUELQUES SURFACES D*ORDRE SUPÉRIEUR

		QUESTIONS PROPOSÉES SUR LA GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE

		TABLE DES MATIERES. XIX NOTE IL

		ERRATA

		L - PREMIÈRES NOTIONS SUR LE PLAN

		L intersection de deux plans est une ligne droite

		Un plan est déterminé

		IL - DROITES ET PLANS PARALLÈLES

		LIVRE V. — LE PLAN

		LITRE V. — LB PLAN

		AD ~" DE ~ AE

		Il suit immédiatement de cette défînition que

		LIVRE ▼. — LE PLAN

		LIVRE V. - LB PLAN. l

		LIVRE V. — LE PLAN. I

		LIVRE T. — LE PLAN. . IQ

		LIVRE V. — LE l»LAN. ai

		LIVRE V. — LB PLAN

		LIVRE V. — LB PLAN

		Parmi toutes les droites que Von peut mener par un

		VI. — PLANS PERPENDICULAIRES

		VII. - ANGLES POLYÈDRES

		LITRE V. — LE PLAN

		LIVRE V. — LE PLAN

		LIVRE V. — LB PLAN

		SC0L!B

		Deux angles trièdres sont égaux

		VIII. - APPENDICE

		La relation ( i ) est satisfaite lorsqu'on a

		PROJECTION CENTRALE OU PERSPECTIVE

		LIVRE V. — LE PLAN

		I. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET AIHE LATÉRALE DU PRISME

		LIVRE YI. — LES POLTftDRBS

		LIVRE VI. — LES POLYÈDRES

		AF.LM 4- BG.MN 4- . . . 4- KE.PL =:AF(LM4-MN ... 4- PL

		S IL ~ VOLUME DU PRISME

		LIVRE VI. — LES POLYÈDRES. 6l

		LIVRE TI. — LES POLYÈDRES

		ABC.H + ACD.H + ADE.H

		LITRE VI. — LES POLTKDBBS

		__SA

		LIVRE VI. — LES POLVftDRES

		On peut donner au mot tronc une extension utile

		AA _

		La distance de deux / tymélriques

		L'angle de deux plana est égal i métriques

		SU AB

		AB' ^« AB' '» AB

		PROJECTION ORTHOGONALE

		CENTRE DE GRAVITÉ

		jî=V ou S

		GO I .... ^,, AO

		LIVRB VI. — LES POLYÈDRES

		V--.-:S.G'G'' = Bcosa

		MÉTHODB FONDÉE SUR LA PROJECTION CENTRALE

		LIVRE VI. — LES POLTfcDKES

		LIVRE VIL

		S=C.II

		On appelle surface conique de révolution la surtice

		LIT» VII. — LIS CORPS RONDS

		LIVRE m. — LES CORPS RONDS. l

		x(.,8)'^6.5x(o,9r^,,. g g 4îi t

		Tout plan ACB perpendiculaire à i'extrémili d'mt rayon

		LITRB VII. ~ LES CORPS RONDS

		n joignant le

		CËONSTUI DINS LB6P&GE

		LIVRE TH. — LES COBPS BONDS

		AMH < AE + EF + FG + 01+ IB

		PC - PO < OC

		OC :0D

		Voici encore deux remarquer imporlaolcs

		Tracer sur la sphère un grand cercle postant par deux

		LIVRE Yll. — LES CORPS RONDS. IQI

		LIVRE VII. — LES CORPS RONDS. tgS

		L'aire engendrée par une ligne brisée régulière ABCD

		Voici deux applications numériques

		LIVRE VII. — tES r.OnPS HOIfDS. ^od

		îr t

		S VI. — VOLDME DE LA SPHÈRE

		LIVRH VII. — LES CORPS BONDS. 3O

		On nomme section dn section faite par un plan perp

		LIVRE VU. — LES CORPS RONDS. ^al

		LIVRE TU- — IBS COBPS BOHM. aa

		I. — Théorème de Gnldîn

		Que rence de rayon ne la coupe pa

		II. — Sur la mazifflii

		LIVRE VII. — LES C0BP8 ROKDS. 3lj

		LIVRE ïll. — LES CORPS ROMIS

		UVRB TH. — LES CORPS RONDS

		IV. — Homothétie et homologie dans l'espace

		LIVBB TU. -~ LES CORPS RONDS

		I.!VRR VII. — IBS CORPS RONDS

		RÉCIPROQUES

		LIVRE VII. — LES CORPS RONDS

		SPHÈRE TANGENTE A QUATRE SPHÈRES DONNÉES

		LIVRE VII. — LES CORPS RONDS

		LIVRE VII. — LES CORPS RONDS

		VIII. — Figures tracéai sor la sphère

		RAPPORT HARMONIQUE

		POLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A VN CERCLE DE LA SPHBRE

		AXE RADICAL DE DEUX CBBGLB

		CENTRES DE SIMILITUDE DE DEUX CERCLES

		I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LELLIPSE

		MF + MF':-^AA

		II. fl M C. — Tr. J,- Géom. (Il* Porlîo). Iq

		La droite F' 9, qui joint un foyer F de l'ellipse au

		I.IVDE Tlll. — LES COURBRS USUELLSS. 3oi

		S 11. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LHYBERBOLE

		LIVRE VIII. - LES COLRBES USUELLES. lit

		LIVRE VIII. — LES COURBES USUELLES. SlQ

		III. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DE LA PARABOLE

		LIVRE Ylll. — LES COURBES USUELLES

		II

		LIVRE Vlll. — LES COURBES USUELLE

		MS M^ _ >!F

		LIVRB VIII. — LES COURBES USUELLES

		LA F P

		LIVRE Vlll. — LES GOURDES USUELLES

		LIVRE Vin. — LES COURBKS USUFLLFS

		ORTHOGONALE DU CERCLE

		MP BJ3 MP MO BO

		LITRE VIII. — LB8 GOUEBES USUELLES

		NP = ÔN ^" MP=-.NP

		DE L'ELLIPSE

		TT' = PP

		LIVRE Mil. — i.i^s COURBES USUELLES

		FM P' M

		IM FM IN ' FN

		AD AA

		LIVRE YlII. — LBS COURBES USUELLES

		MF = MG = BL

		VIL — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES

		AP, ~ AP

		TP _ TP' , . TP' — TP _ TF

		TP' _ P<9 _ '™'AA'AP'""AA'AP

		LIVRE VIII. — LES COURBES USUELLES. Soi

		I. - HOMOGRAPHIE ET INYOLUTION

		DIVISIONS HOUOGRAPBIQUBS DE MÊME BASE

		LIVRE Vlir. — tE9 COURBES USUELLES. 3j

		OA^OB)=:OI

		LIVRE VIII, — LBS.QOVJtBIi!» US^J^tl-KS

		RELATIONS UÉTRIQUES ENTRE TROIS SEGMENTS EN INVOLITION

		LIVRB VUI. — LES COURBES USUELLES

		LIVRE VIII. — I.E6 COtRIU:^! U$IÎ£LLES

		LIVRE VIII. — LES COL'HIlKli USUELLES

		LIVRE VIII. — LES COIRBKS UsVeLLES. H

		RÉCIPROQUEMENT

		LIVRE VIIÏ. —, lES COCVBRS l SUELLES

		LIVRE YIII. — * LBS COURBES CStlËLLES

		LIVRE VIII. — LES COUftiSES CSUELLBS. SqO

		PÔLE ET POLAIRE DANS LES CONIQUES

		LIVRE VII r. — LES COURBES USUELLES

		DIAMÈTRES ET CENTRE

		LIVRE VIII. — LES COURBES USUELLES. 4oi

		LIVRE VIII. — LKS COURBES USUELLES. t\oZ

		LIVRE VllI. — LES COURBES USUELLES. 4o

		OB.OB

		LIVRE VIII. — LES COURBES LSUBLLKS. 4' I

		CT.CS

		OB

		LIVRE VIII. — LRS COURBES USUELLES. ^l

		OU

		OF OD

		LIVRB VIII. ^ LE5 COURBES USUELLES

		OF

		LIVRE YllI. — LES COURBES USUELLES

		MI NI

		LIVRE Vlli. — LES COURBES USUELLES

		MT TP

		UVRB VIII. — LES COURBES USUELLES

		CORDES ET TANGENTES COMMUNES A DEUX GONIQUBS

		IIVRB VIII. — LES COURBES USUELLES

		CONIQUES CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATÈRE

		_ NP.PM.MN

		LIVRE Vlll. — LES COURBES USUELLES

		UVHB VIII. ^ LES GOURDES USUELLES

		LIVRE Tlll» — • LS9 CPUJI^I^S USUELLES

		LIVRE VUK r-r Ui$.;CQyB»ES. USUELLES

		IB

		LIVRE VIII. -^ LBS COUHDBS L^UELLES

		LIVRE VUI. — LES COURfiBS VISUELLES

		LIVRE VIII. — LES GOURBI» USUELLES

		PÔLE ET PLAN POLAIRE

		I.IVKK VIII. — LBS COURBES USUELLES

		LIVRE VIII. — LBS COURBBS USUELLES

		LIVRE VIII. — LES COURBES USUELLES. 47S

		LIVRE \i\\, — LES COVRBRS USUELLES

		LIVRE VIU. — LES COUUBES USUELLES

		SURFACES RÉGLÉES DU SECOND ORDRE

		LIVRE TIII. — LES GOCRBES USDELLRS

		LIVRE VIII. — LES COCRBGS USUELLES

		LIVRB VIII. — LES COURBES USUELLES

		O'A' OB

		LIVRE VIll. — LES COURBES USUELLES

		LIVRE Vni. — LES GOURBBS OSUBLLES. 4^f

		IV. — ÉTUDE DE QUELQUES SURFACES D'ORDRE SUPËRIEUB

		SURFACE DES ONDES

		LIVRE Vllf. -^ LB8 OOUMM 09IIVLLES

		LIVRE VIII. — LES COUKBES USUELLES. 5o

		LIVRE V- LE PLAN

		LIVRE VI

		Dans tout tétraèdre à arêtes opposées orthogonales

		Dans tout tétraèdre à arêtes opposées orthogonales

		Construire un tétraèdre, connaissant

		APPENDICE DU SIXIÈME LIVRE

		LES CORPS RONDS

		cl DK C. — Tr, de Gcom. (!!• Partie). 3'j

		Construire une sphère

		Construire un triangle sphérique, connaissant

		Inscrire un cercle dans un triangle sphérique

		APPENDICE DU SEPTIÈME LIVRE

		Mener un plan tangent à trois sphères données

		Construire une sphère

		LES COURBES USUELLES

		MP

		KK.EG

		OP = FM

		CP.CP'= CD

		AT.AU

		FH = F' H

		F'E~ED

		APPENDICE DU HUITIÈME LIVRE

		SUR L'APPLICATION DES DÉTERMINANTS A LA GÉOMÉTRIE

		APPLICATION DES DÉTERMINANTS

		SUR LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE

		TU

		GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE

		GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE

		GÉOMÉTRIE MON EUCLIDIENNE

		SUR LA GÉOMÉTRIE 'RÉGENTE DU TÉTRAÈDRE

		POINTS ET PLANS HARMONIQUEMENT ASSOCIÉS

		GÉOMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE

		RAYON DE LA SPHERE CIRCONSCRITE

		POINTS INVERSES

		I ... {A|, (t,, \ki\ Jt-.. vt, vi, v

		GÉOMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE

		La proposition (N., 14, 2**) peut être énoncée ainsi

		SUR LES HAUTEURS D'UN TÉTRAÈDRE

		HO'=0'H'=H

		Sources et licence





