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Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Traité de géométrie
Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec
ligne.
Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont
trop souvent difficilement accessibles au public.
Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains.
Consignes d'utilisation
BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET
Graduate Library University of Michigan
Préservation Office
Storage Number:
ACV1835
ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/19/88 R/DT 07/19/88 CC STATmmE/Ll
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B37549
035/2: : | a (CaOTULAS)160647329
c RAS | s
Scanned by Imagenes Digitales Nogales, AZ
On behalf of
Préservation Division
The University of Michigan Libraries
Date work Began: _ Caméra Operator: _
TRAITÉ
DE
TRAITÉ
EuGÈNK ROUCHÉ,
Ch. de COMBEROUSSK,
UIIXFOUHIi AUH PUOtRAHNES OCFIUIBIS.
JtENFERIHANT \i:i TIIÈS GRAIVD NONBUE P'ËXËUCIGES ET TMiSIEUIISAPPENDIGIiK CONSACRÉS
\ l'EUl'OSmOX DES PRIXCIPALËS IHËIKODES DK I.A GGONli'nKE niODIiHNE.
tlXIÈHF. ViniTIOX, )IF,VUE LT A 11 Gftl RN'l'KK .
PARIS
GAUÏHIBR-VILLARS ET fiLS, IM PRIME UHS-UBRAIB ES
l'École poLïTiiciiNiQuii, du hure.vu des longitui Quai des Grand a- Augustin s, 5j.
im
yGoosle
Lea Auleups et les Éditeurs de cet Ouvrage se réservant le droit de le traduire ou de le Caire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des Lois, Décrets et Traitas internationaui, toute contral'açun, soit du telle, soit des gravures, ou touta traduction failo au méprU de leurs droits.
Ln ilc|iilt légal de cet Oiivraga a élà fuit i» Paris, et toules tes formalités presopitcs par les Traités sont remplies dans les divers États avec lesquels la France a conclu des conïenlions littéraires.
LIVRE PREMIER
L,V LlfiNE DROITIÎ.
§ I. — Des anglEE.
Egalité des angles droits
Somme des angles ad jacants dont les côtés extérieurs sont en ligue droite.
Egalités lies angles opposés par le sommet
Bisaettrices des angles TorniéB par la renionlre do deui droites indetinii-s. Symétrie par rapport à une droite
§ II. — Des triangles.
Propriélés du Iriaiigle isocèle
Cas d'égalité des triangles quelconiines
Comparaison des angles opposés à des eblés inégaux
La ligne droito est plus courte que toute ligne brisée ayant les mêmes eitrémités. Conséquoncas
§ III. — Oes perpendiculaires et des obliques.
Dépendanco mutuelle entre la longueur d'une oblique et lu distance de
son pied h celui de la perpendiculaire. Conséquences
Lieti des points équidietants de deux points donnés
Cas d'égalité des triangles rectangles
Lieu des pointa cquidistants des eûtes d'un angle
g IT. — Des parallèles.
Postulatum. — Deus parallèles ont leurs perpeii die niai rc Relations entre les angles alternes-internes, correspondants, e
V[ TABLE DES MATIÈRES
Égalité àei parallèles comprises entre parallèles 34
Relalionseiilreles angles dontlcs cflléseoût parallèles ou perpendiculaires. 35
§ V. — Somme dea angles d'un polygone.
Somme des angles d'un triangle 3S
Égalilé des nngloa de deui IriatiB'es dont les cûtéa agnt parallèloa ou perpendiculaires 3i}
Somme des angles d'un poljgono 3g
g TI. — Du parallélogramme.
Propriétés des cfités, des angles et des diagonales du parallélogramme. . 4' Carflclècea auxquels on reconnaît qu'un quadrilatère est un parallélogramme . 4^
Propriétés du reotanglB, du losange et du carré 44
Centre d'un parallélogramme. — Symélrie par rapport à un point 4''
LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
g I. — Des arcg et des cordes.
Propriétés des diamètres 4^
Dépendance mutuells enUe les longueurs des arcs et des cordes 4!1
Propriétés du rayon perpendiculaire à une corda 5o
Dépendance mutuelle entre if longueur d'une corde et sa distance ou
centre .'ît
S II. Tangente au cercle. — Positions mutuelles de deux ciroonférences.
Propriété de la tangente au cercle .^3
Normales el obliques 54
Égalité des arcs compris entre deux parallèles 55
Trois points non en ligne droite déterminent un cercle 57
Point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des eûtes
d'un triangle et point de concours des hauteurs — . 58
Intersection, contact et angle de denj circonférences 58
Posilions relatives de deui cerelea; relations correspondantes entre la
distance des centres et les rayons 59
g III. — Mesure des angles.
Mesure des angles au contre 6a
Mesure dos angles inscrits! segment capable 64
Mesure des angles dont te sommet est intérieur ou eitérieur au cercle.. 66
Lieu des points d'où l'on voit une droite sous un angle donné Gj
TABLE DSS MATIÈHB3.
Propriélés des angles op[io9és d'un quadrilatère inscrit convexs. ■ $ IV. — Construction des angles et des triangles
Usage de U règle et du compas
Commime mesure de deux droites-, lu diagonnle et le câté d'm
Bont deux lignes iiicommen su râbles entre elles
Construction des angles; leur évaluation en degrés; usage du rapp Construction des triangles; les quatre cas fondamentaux. ..'.,.., Diaeusaion du cas douteux ; nouveau cas d'égalité des triangles.. Antres cas qui se ramènent aux c;is Ibndamentaux
g V. — Tracé des parallèles et des perpendiculaires.
Construction des parallèles ; usage do l'équerre 8û
Division dune droite, d'un arc, d'un angle en deux parties égales 8i
Cercle passant par trais points donnés S3
Conslrnction des perpcndiculairos 8j
g VI. — Problèmes sur les tangentes.
Construction des tangentes au cercle 86
Cercles inscrit et ex-inscrits à un triangle; pointa de concours des bissectrices das angles intérieurs et extérieurs d'un triangle; distances d'un sommet aux différents points de contact situés sur un même cOté
passant par ce sommet 87
Segment capable d'un angle donné 8g
Tangentes communes à deux cercles 90
APPENDICE DU DEUXIÈME LIVRE
De ta résolution des problèmes gB
Méthode des substitutions successives. — Analyse et synthèse g3
Mélhode par intersection de lieux géométriques; exemples; droite de
SImson gS
Constructions auxiliaires : translation, renversement, etc.; billard polygonal; construire un polygone connaissant les perpendiculaires élevées
sur les milieux des cOles 100
Polygones égaux et de même sens ou de sens contraires io4
Déplacement d'une figure dans son plan, centre instantané de rotation. — Point où une droite mobile louelie son enveloppe 107
LES FIGURES SEMBLABLES
S I. ~ Lignes proportionnelles- Positions relatives des deux points qui divisent une droite dans u
port donné; division Itarmonique .
VllI TABLE DES UATIÉRES.
Proportion nalilé des segments interceptés sur deux droites quelconques par une séria de parallèles 1 1 r
Rapport des segments déterminés sur un c6të d'un tiiangle par la bissectrice intérieure ou oilérjeure de l'angle opposé ' ii4
Lieu des points dont les dislances a deui points fixes sont dans un rapport donné ii5
§ II. — Lignes proportionnelles dans le cercle.
Propriétés des droits anti^parallèles par rapport à un angle 117
Constance du produit des segments interceptés par un cercle sur les transversales issues d'un point flie; tangento, moyenne proportionnelle entre !b sécanfe entière issae du même poi^t et sa partie extérieure; puissanco d'un point par rapport h un cercle ng
g ni. — Similitude des polygones-
Cas da similitude des triangles i33
Point de concours des médianes d'un triangle 126
Décomposition des polygones semblables en triangles semblables 127
Rapport des droites homologuée de deux polygones semblables ; rappoi't
de leurs périmètres [3o
Proportionnalité des segments interceptés sur deux parallèles par des
Lieu des points dont les dislances à deux droites fixes sont dans un rapport donné i33
g IV. — Relations métriques entre les différentes parties d'un triangle.
Relations entre les cités d'un triangle rectangle, la hauteur abaissée du sommet de l'angle droit, et les segments de l'hypoténuse i35
Carré du cûté opposé à un angle aigu ou obtus dans un triangle quelconque. — Hauteurs en fonction des c6tés i37
Somme des carrés de deux eûtes d'un triangle. — Somme des carrés des cétés d'un quadrilatère- — Lieu des points dont la somme des currés des distances k deux points (lies est conslanle. — Médianes d'un triangle en fonction des côtés i j i
Différence des carrés des cfttés d'un triangle. — Lieu des points dont la différence des carrés des dislances ï deux points fixes est constante.. . i.^3
angle ou de la hautenr correspondant au troisième cûté. — Bissectrices
Propriétés du quadrilatère inscriptible. — Construire le quadrilatère connaissant les quatre cOtôs. — Diagonales en fonction des eûtes. ~^ Calcul de la corde de la somme de deux arcs i46
S V, — Problèmes relatifs aux lignes proportionnelles. Quatrième proportionnelle à trois droites données 1 ji
TABLE DES MATiâaES. IX Pages.
Moyenne proporlionnelie entre deus droites données; limite -supérieure de la différence entre la moyenne arithmétique et In moyenne géométrique de deux longueurs i5i
Construction des eipressions rationnelles du premier degré i53
Construction des eipressions irrationnelles du premier degré, lorsque
l'indice du radical est une puissance de :: iâ5
Rétablissement de l'Homogénéité dans les formules i56
('onstructioD d'un polygone semblable â un polygone donné iS-j
Construire deux droites dont on a le produit et la somme ou la diiïérencej construction des rucines de l'équation du second degré et de
l'équation bicarrée iSg
Division d'une droite en moyenne et extrême raison i6a
Tangentes communes à deui cercles; centres de similitude de tieui
cercles 164
Cercle passant par deux points et tangent k une droite ou à un cercle . 168 Détermination d'un cercle astreint à trois conditions. — Cercle tangent h trois cercles donnés i6ç)
g VI. — Polygones réguliers.
Tout polygone régulier est inscriplible et circonscriptible l'ji
Deux polygones réguliers d'un même nombre de eûiéa sont semblables, et leur rapport de similitude est égal au rapport de leurs rayons ou
de leurs apothèmes 17/1
Nombre des polygones réguliers convexes ou étoiles de m côtés 175
S VII. — Problèmes sur les polygones réguliers.
inscription de l'heiagone régulier et du triangle eqnilatéral 177
Inscription des deux décagones réguliers et des deux pentagones 178
Inscription des quatre pentédécagones réguliers 180
Problèmes divers sur les polygones réguliers i8ï
g VIII. — Mesure de la circonférence.
Définition de la longueur d'une ligne courbe; la ligne droite est le pins court cbemin d'un point & un autre; le rapport d'un arc de courbe à sa corde a pour limite l'unité 189
Le rapport tc de la circonférence an diamètre est constant; calcul de in longueur d'un arc de cercle i arcs semblables igS
Unités employées dans la mesure des angles igS
Calcul de tc. — Méthode des isopérimètres; méthode simple; métliode perfectionnée; degré de l'approximation. — La méthode des périmètres conduit aux mêmes calculs 197
APPENDICE Dtr TROISIÈME LIVRE,
Principe des signes. — Des segments rectilignes et des angles; formules pour le changement d'origine 3o4
X TABLE DES
Théorie des Projections j généralisation de la formule fondamentale de
la Trieonométrie recliligne j
Transversales dans le Irianglc. — Théorèmes de Menélaiis et de Jean do
Césa, — Appliealions; relations Irigonomé triques i
Propriétés du quadrilatère complet a
Rapport anharmonique de quatre points en ligne droite; il est projectif;
son eipression trigono métrique s
Rapport aiiharmonique d'un faisceau do quatre droites, de quatre points
ou de quatre langentes d'un cercle 3
Propriétés fondamentales relatives à deui faisceaux qui ont un inyon hoioologuo commun et un rapport anharmoniquo égal, ou à deui séries rectiiignes de quatre points qui ont un rapport anliarmonîque
égal et un point homologue commun i
Triangle» homologiques s
Peiagones de Pascal et do Brîanchon ''
Divisions et faiscfaui harmoniques, propriétés et formules fondamentales; moyenne harmonique ^ polaire par rapport à un angle s
Pdle et polaire dans le cercle; triangle autopolairc >
Méthode des polaires réciproques; transformation des propjîétés descriptives et^es propriétés métriques; applications aux polygones inscrits
et circonscrits c
flomolhétie. — Propriétés des figures homothétiques. — Centres et aies d'homoLhétie de trois ligures hamothéllqncs deux k deux et, en particulier, de trois cercles '
Délinilion générale de ta similitude. — POle double de deui Dgures
semblables '
Méthode des ûgures semblables et méthode par renversement; inscrire dans un quadrilatère un quadrilatère semblahle à un quadrilatère donné; combinaison de la méthode par rotation avec la construction
d'une figure homothétique; problème de la teciîon de raison :
Puissance d'un point par rapport à un cercle, — Aie radical do deuï
cercles, autres propriélèa du quadrilatère complet. — Points anlihomologues du système do deiTX cercles, propriétés des systèmes de deui cercles touchés par un troisième
Notions sur l'involulion; points doubles, dispositions do la figure suivant que les points doubles existent ou n'existent pas. — Condition pour que trois couples de points en ligne droite forment une invohi' tion; propriétés involutives du quadrilatère
Faisceaux de cercles; points limites d'un faisceau du premier genre; points fondamentaux d'un faisceau du second genre; faisceaux conjugués; nouvolie expression de la puissance d'un p[.int par rapport ii un cercle. — Cercles orlliogonaus ; cercles coupés diamétralement
Inversion. — Propriétés des figures inverses; conservation des angles;
premier genre ou du second genro peut Être transformé, par inversion, en un système de cercles concentriques ou en un faisceau de
TABLE DES MATIERES. \l
droites; propriétés des cercles inversas de deui cercles tanjjetit»; le rapport da la tangente commune à la moyenne ];éoniélrique des rayons ■est le même pour le système de deuï cercles cl pour la figure inverse. 26c)
Méthode de transformation par rojons vecteurs réciproques. — Relation qui lie les longueurs des tangentes communes, lorsqu'un cercle en louche quatre autres 378
Examen de quelques problèmes remarquables. — Problème d'Apollonius ou cercle tangent à trois cercles donnés, solution genérnle; cas particuliers de ca problème; ce que deviennent Ica pûlos, polaires, ases radicaux, centres de similitude dans les cas limites; autres propriétés 381
Cercle coupant trois cercles donnés sous des angles donnés ; cas particuliers, solution générale 388
Cercle des neuf peints ou cercle d'Euler; son contact avec les cercles inscrit et ex-inscrits ou théorème de Feuerhnch 2Q0
Inverseurs de Peaucellier et de Hort sgS
■ Problème de Caslillon 294
Problèmo de Irtalfatti 295
Transformation par serai-droites réciproques, propriétés dos serai-droites et des cjeleB. — Applications de cette niclhode employée seule ou combinée avec la raétbode de transformation par rayons vecteurs réciproques aijS
LIVRE IV
LES A m ES.
g I. — Mesure des aires àt Proportionnalité entre l'aire du rectangle et chacune de ses dîmensio
Aire du rectangle
Aire du parallélogramme
Aire du triangle. — Calcul de cette aire et des rayons des cercles c
conscrit, inscrit et ex-inscrits en fonction des cdtés du triangic. . .
Aire du trapèze. — Mesure de l'aire d'un polygone quelconque
g II. — Comparai son des aires.
Kapport des aires do deui polygones semblables
Rapport des aires de deux Irianijies qui ont un angfe éyal ou supplém
taire
Propriétés des carrés construits sur les cOiés d'un irianflle rectangle.
§ III. — Aires du polygone régulier et du cercle.
Aire d'un polygone régulier. — Rapport lies airea de deux polygones guliers d'un même nombre de eûtes. — Aire d'un secteur polygo régulier
su TABLE DES MATIERES.
Aire du cercle. — Rapport des aires de deux cercles 328
Aire du secteur circulaire. — Rapport des aires d«B secleurs ecm'
blablea 33o
Aire du serment circulaire. — Rapport des aires de deux segments semblables 332
$ IT, — Problèmes sur les airea.
Transformer un polygone en un triangle ou en un carré équivalent 333
Transformer un polygone en un autre de raème aïre et semblable à un
polygone donné 336
Deux %urcs semblables élant données, construire une Ûgure semblable
égale à leur somme ou il leur différence 3Î7
Construire un polygone semblable a un polygone donné el dont l'aire
ait un rapport donné av.c celle de ce polygone 338
APPENDICE DU QUATRIÈME LIVRE
Evaluation approchée de l'airo d'une liguie à contour curviligne. — Formule de Simpson. — Formule de Poncelat 3^i
Limite supérieure de lo différence entre la longueur d'un arc de cercle et celle de sa corde 345
Maiiinumi et minimums des %ures planes. — Maximum de l'aire d'un triangle dans lequel on connaît la base et le périmètre, ou les longueurs de deux câtés, ou la somme de deux cdtés 347
Entre toutes les ngures planes isopérimètres, le cercle est un maximum. — Maximum d'une figure composée d'une droite et d'une ligne de forme arbitraire. — Maiimum d'un polygone de côtés donnés, ou d'un polygone dont on donne le périmètre et le nombre des côtés. — Application aux polygones réguliers 349
NOTE I
Mesure des grandeura.
Mesure d'une grandeur commeiiflurable avec l'unitii ^ii
Mesure d'une grandeur Incommensurable aTcc l'unîtc 4'^
Calcul des nombres incommensurnbîas 4'3
Hnpporl des deux grandeurs - /\i6
Conditions pour que deux grandeurs varient proportionnellement; grandeur proportionnelle k plusieurs nutres (17
NOTE H
Sur l'impossibilité de la quadrature du cercle.
FormuloB de M. Hermite 4"
ThéJrÉmes de M. Lîndemann 4'4
NOTE m.
Sur la géométrie récente du triangle.
Délinition des coordonnées d'un point cl d'une droite; coordonnées normales et coordonnées barycenlriques !\2g
Points eomplémcntuires et anlicomplémenluires; triaiiete complémentaire et triangle anticomplèmentaire du triangle do réferonca; orthocentre, triangle ortliiqua, droite d'Ëuler 43 1
îiéaà un point donné; ase. orlhique
Points et transversales réciproquea 436
PoinlsinverEes.droilesisogonales.trianglepodflire et triangle ontipodaire. 4^7
Triangles orthologiques. — Propriétés des qtiadrangles métapolaires 44o
Métapéles de deui triangles; expressions des coordonnées des mêla -
pôles. — Points Jumeaui 4^^
Triangles métaharm uniques par rapport à un point ; propriétés du triangle métaliarmo nique et du triangle podaire d'un triangle par rapport à un même point, — Centres métah a rnio niques de deux liîangles; trouver dans le plan d'un triangle un point dont les distances aui trois sommets soient proportionnelles h des nombres donnés; points tripolai-
SjmëdUneB; centre des sjmédianes ou point cie Lemoine, droite do Lemoine; coordonnées normales o( coordonnées barycentriquea du centre des symèdinnes ; ces dernières coordonnées Eont les mêmes dans 1o triangle donné et dans son triangle ortbique; trouver dans le plan d'un triangle an point dont la somme des carrés dos distances aui cOtés du triangle soit un niinimutn ; autres propriétés ffii
Centres isogones et centres i50d;namiques \ propriétés el détermination ; cercles d'Apollonius ^^j
Cercle de Brocord; premier et second triangle de Brocard du triangle donné; angle de Brocard du même triangle; axes et angles de Stdner. — Propriétés el formules correspondantes. — Pointa de Brocard, leurs coordonnées baryceu triques et leurs coordonnées normales. — Autres propriétés relatives au cercle de Brocard 4^9
Cercles tangents aux trois celés d'un trianiilË; point de Gergunne; point de Nagel 468
Des flpires sembiablement variables; propriétés et formules diïorses... 47"
Sur quelques cercles remarquables. — Construire un triangle qui soit homolhétique ï un triangle donné et tel, que les sis, points de rencontre des cfltés non homologues des deui triangles soient situés sur une mâme circonférence; conséquences, — Les projections respectives des pieds des hauteurs d'un triangle donné sur les deux autres cdtés, sont sii points situés sur une même circonférence; elc 47S
QUEST10:<S PBOPOBÉES iHr la Géométrie du triangle ( i à 56) k"^-]
PREFACE
Les idées d'étendue, de situation et de forme sont aussi anciennes que i'iiomme. On attribue aux Égyptiens et aux Chaidéens le premier essai de coordination de ces idées. Hérodote explique comme il suit la naissance de la Géométrie ,«nÉgypie.
« Les prêtres me dirent encore que Sésostris fit le partage des terres, assignant à chaque Égyptien une portion égale et quarrée, qu'on lirait au sort, à la charge néanmoins de lui payer tous les ans une certaine redevance qui composait le revenu royal. Si une crue du Nil enlevait à quelqu'un une portion de son lot, il allait trouver Sésostris pour lui exposer l'accident, et le Roi envoyait sur les lieux des Arpenteurs pour mesurer de combien l'héritage était diminué, afin de ne faire payer la redevance convenue qu'à proportion du fonds qui restait. Voilà, je crois, l'origine de la Géométrie qui a passé de ce pays à la Grèce (' ). »
Il est possible que Sésostris ait applifjué, le premier, l'Arpentage des terres à la juste répartition des impôts; mais cela même prouve que les principes de la Géométrie étaient connus sans doute longtemps avant lui.
Quoi qu'il en soit, cette Science fut introduite chez les Grecs par le Phénicien Thaïes (639-548 av. J.-C). Instruit en Egypte,
(') Hlbodute, Livre II, @ CIX.
il apprit, dit-on, à ses maîtres à mesurer la hauteur des pyramides de Memphis par l'étendue de leurs ombres, et revint fonder à Miiet l'Écoie ionienne, pépinière de philosophes et de savants. On lui attribue l'emploi de la circonférence de cercle pour la mesure des angles, et c'est à lui qu'on fait remonter la théorie des Triangles semblables. II répandit d'ailleurs le premier en Grèce les connaissances astronomiques qu'il avait sans doute puisées en Egypte.
Thaiês eut pour disciple Pylliagore de Samos (58o av. J.-C), qui, après avoir voyagé en Egypte et dans les Indes, vint fonder en Italie l'École célèbre qui porte son nom.
Pylhagore restera immortel, surtout par la proposition du carré de l'hypoténuse. li en lira la conséquence relative à l'incommensurabilité de la diagonale et du côté du carré, et lui ou ses élèves en déduisirent plusieurs propriétés générales des lignes incommensurables entre elles. Parmi les résultats qui semblent dus à Pythagore, on peut encore citer la propriété du cercle ou de la sphère d'être maximum parmi les figures de même périmètre ou de même aire, et la première théorie des corps réguliers qui devaient jouer un si grand rôle dans les rêveries cosmogoniques de l'antiquité et du moyen âge.
Remarquons que, dans la longue suite des philosophes grecs, qui s'élend depuis Thaïes et Pythagore jusqu'à la fin de l'École d'Alexandrie (638 ap. J.-C), presque tous ont cultivé à la fois l'Astronomie et la Géométrie qu'ils regardaient comme la Science primordiale, fondement detoutes les autres. C'est à eux qu'on doit ainsi la création à peu près entière de ce que nous appelons actuellement la Géométrie élémentaire. A cette époque, on ne séparait pas la Science de la Philosophie et, après un trop long intervalle, on revient aujourd'hui de plus en plus k cette alliance nécessaire.
PREFACE. xvn
L'essor de la Géométrie en Grèce date surtout de Platon {43o-347 avant J.-C. ). Ce grand homme alla d'abord s'instruire près des prêtres égyptiens; puis, en Italie, auprès des Pythagoriciens. De retour à Athènes, il introduisit dans la Science la méthode analytique, la théorie des sections coniques et la doctrine si féconde des lieux géométriques. C'était créer une Géométrie nouvelle, à laquelle on donna à cette époque le nom de Géométrie transcendante. Telle fut, en Mathématiques, l'œuvre magnifique de l'illustre Philosophe, chef du Lycée, qui inscrivit sur ia porte de son Écoie : « Que nul n'entre ici, s'il n'est géomètre. »
La doctrine des lieux géométriques fut appliquée dès ce temps, avec une très grande ingéniosité, aux problèmes fameux de la dupUcation du cube, des deux moyennes proportionnelles et de la trisection de l'angle. La difliculté de ces questions tenait à ce qu'on ne voulait les résoudre qu'à l'aide de ia règle et du compas. On fut obligé d'y renoncer el de se servir d'autres lignes que la ligne droite et le cercle.
Les successeurs de Platon et de ses disciples étudièrent avec ardeur les sections coniques, dont Platon avait trouvé plusieurs propriétés. Ces célèbres courbes, qui devaient, deux mille ans plus tard, tenir tant de place dans la Philosophie naturelle, lors des superbes découvertes astronomiques de Kepler et de Newton, furent donc complètement connues des Grecs. De même que Platon avait rencontré les coniques, courbes du deuxième degré, en examinant les sections d'un cône par un plan, Perseus forma ses lignes spiriques, courbes du quatrième degré, en coupant un tore par un plan. Nous devons regretter la perte des écrits de Perseus à ce sujet, traité par lui géométriquement et qui exige encore aujourd'hui, au point de vue analytique, un calcul assez complexe. Nous ne mentionnons ici les spiriques que pour montrer que les an-
ciens ont pénétré, beaucoup plus avant qu'on ne pourrait le croire au premier abord, dans i'élude de la Géométrie.
En rassemblant les découvertes de ses devanciers et les siennes propres, Euclide {285 av. J.-C.) prépara celles de ses successeurs. Ce g;éomèli'e, qui établit le lien entre l'École Platonicienne et l'École d'Alexandrie, est surtout connu par ses Éléments où l'on voit apparaître, pour la première fois, la mélbode de réduction à l'absurde. Toutefois, il avait écrit d'autres Ouvrages qui ne nous sont point parvenus et dont le plus profond était sans doute ce fameux Traité des Porismes, dont la divination, après avoir exercé vainement la sagacité des meilleurs esprits des siècles derniers, a été si heureusement accomplie par M. Chasies, d'après un passage obscur et quelques lemmes de Pappus.
Jamais aucun livre de science n'a eu une aussi longue influence que les Éléments d'Euclide. Ils ont été traduits et commentés dans toutes les langues, enseignés exclusivement pendant des siècles dans toutes les Écoles de Mathématiques : on les suit encore en Angle terre. Ils sont divisés en treizeLivres, dont les six premiers et les trois derniers appartiennent à la Géomélne;les quatre autres se rapportent au calcul des grandeurs. On ne trouve pas dans les Éléments la mesure de la circonférence de cercle : cette découverte capitale était réservée h Archimède.
Les anciens géomètres cherchaient à mettre une extrême rigueur dans leurs démonstrations. Par cela même, celles d'Euclide sont quelquefois longues, indirectes et compliquées pour les commençants. Aussi, Ptolémée Philadelpbe, roi d'Egypte, dont il fut le maître, lui demanda-t-il un jour d'aplanir un peu en sa faveur les difficultés de la route. « Seigneur, luiréponditEuc1icle,iln'yapasenGéomélrie de chemin particulier pour les rois, a
Immédia lement après EucHde, Archimède et Apollonius marquèrenl l'apogée de la Géométrie chez les anciens. Toutes les branches des Mathématiques conservent les traces ineiîaçables de leurs sublimes conceptions.
Les travaux d'Archimède (287-212 av. J.-C), le plus grand mathématicien de l'antiquité, se rapportent spécialement à la Géométrie de la mesure.
En trouvant le rapport de la circonférence au diamètre et en effectuant de deux manières différentes ta quadrature de la parabole, le géomètre de Syracuse donna les premiers exemples d'un problème résolu par approximation et de l'évaluation rigoureuse d'une aire à contour curviligne.
Le Traité des spirales, la proportion de la sphère et du cylindre circonscrit, la cubature des sphéroïdes (ellipsoïdes de révolution) et des conoïdes [paraboloïdes et hyperbolo'Tdes de révolution), sans oublier dans un autre domaine le principe du levier, la notion du centre de gravité et l'équilibre des corps flottants ou plongés dans les liquides, sont autant d'inventions ou de découvertes capitales de ce génie créateur, auquel la Statique doit autant que la Géométrie.
La marche suivie par Archimède, pour démontrer des vérités mathématiques si nouvelles, constitue la Méthode d'exhaustion dans laquelle la Méthode des limites se trouve
en germe.
Veut-il, par exemple, chercher l'aire enfermée par une courbe, il regarde celte courbe comme la limite dont s'approchent de plus en plus des polygones inscrits et circonscrits, quand on multiplie par bissection le nombre de leurs côtés, de manière que la différence tombe au-dessous de toute quantité dpnnée. Il épuise, pour ainsi dire, cette différence, d'ouest venu le nom de la méthode. Une fois le résultat obtenu par voie de rapprochements successifs et par induction finale, Ar-
chimède revient a la méthode par l'absurde, pour l'établir en toute rigueur.
Le tombeau de ce prodigieux génie, oublié par les descendants de ceux qu'il avait si merveilleusement défendus contre les Romains, fut retrouvé deux cents ans après sa mort, caché sous les ronces, dans une campagne voisine de Syracuse : il portail gravés, selon le vœu du géomètre, le dessin de la sphère inscrite au cylindre et six vers grecs qui rappelaient sa découverte. Ces vestiges permirent à Cicéron, alors questeur en Sicile, de le retrouver après bien des recherches, et de ramener une seconde fois, comme il le dit, Jrchimède à la lumière.
Les écrits d'Apollonius (347 av. J.-C, ) sont surtout relatifs à la Géométrie de la forme. Le principal semble le grand Traité des Coniques, qui valut à son auteur le surnom de Géomètre par excellence, et où l'on trouve les propriétés des asymptotes, des foyers, des diamètres conjugués, des normales, un théorème sur la polaire, la première idée des développées, et de belles questions de maximum et de minimum qui renferment tout ce que les méthodes analytiques actuelles nous enseignent sur ce sujet.
On attribue encore à Apollonius ia célèbre théorie des épicycles, qui servaient à expliquer les mouvements apparents des planètes.
Le grand Traité des Coniques était divisé en huit Livres. Les quatre premiers sont arrivés jusqu'à nous en grec, c'est-à-dire dans le texte original ; nous ne connaissons les trois suivants que par une traduction arabe qui date du milieu du treizième siècle et qui fut elle-même mise en latin vers i65o ; le huitième Livre est perdu. Le célèbre astronome Halley, par un effort de divination, a restitué ce huitième Livre d'après le plan d'Apollonius, et a publié à Oxford, en 1710, une magnifique édition du
Traité ainsi complété. C'est dans le septième Livre qu'Apollonius démontre les théorèmes importants qui portent son nom et qui lient les diamètres conjugués aux axes dans l'ellipse et dans rhyperboie.
Ajoutons que ce fut lui qui, le premier, considéra les coniques sur un cône oblique à base circulaire, le plan sécant étant perpendiculaire au plan déterminé par l'axe et la hauteur du cône. On ne les avait étudiées jusque-là que sur le cône de révolution, et encore, en supposant le plan sécant perpendiculaire à l'une des génératrices du cône : on était ainsi obligé de prendre trois cônes d'angle différent pour obtenir les trois sections coniques, qui ne reçurent les noms sous lesquels nous les désignons aujourd'hui que dans l'Ouvrage de l'émule d'Archimède.
Les successeurs de ces deux hommes de génie dirigèrent leurs méditations vers l'Astronomie et vers les parties de la Géométrie qui se rattachent à celte Science. Nous nous contenterons de mentionner les principaux.
Hipparque (i5o av. J,-C.), le plus grand astronome de l'antiquité, fut le véritable fondateur de l'Astronomie mathématique, l'inventeur de la Trigonométrie rectiligne ei sphérique. C'est à lui qu'on doit très probablement faire remonter la découverte de la projection stéréographique, ainsi que celle des propriétés des transversales dans les triangles rectilignes ou sphériques, qu'on attribue parfois à Ptolémée, bien qu'on les trouve déjà dans Ménélaus.
Le Traité des Sphériques de Théodose [loo av. J.-C. },où ce géomètre étudie diverses propriétés des grands cercles tracés sur la sphère, a eu beaucoup de réputation et peut être regardé comme une sorte d'introduction à la Trigonométrie sphérique.
Ménélaus (80 ap. J.-C), géomètre et astronome, publia aussi un Ouvrage portant le même titre que celui de Théodose,
mais allant plus loin puisqu'il iraile spécialement des propriétés des triangles sphériques.
La plus importante proposition des Sphériques de Ménélaûa est celle qui concerne les six segments déterminés sur les trois côtés d'un triangle sphérique par un arc de grand cercle quelconque. Ménélaus emploie comme lemme, pour sa démonstration, le théorème analogue de Géométrie plane dont Camot a fait, de nos jours, le fondement de sa théorie des transversales.
Ptolémée [ia5 ap. i.-G.), astronome et géomètre du plus grand savoir, nous a laissé, dans son Jlmageste, le seul Traité de Trigonométrie rectilîgne et sphérique que nous aient légué les Grecs, puisque les écrits d'Hipparque sur ce sujet ont été perdus. Il établit sa Trigonométrie sphérique sur le théorème des six segments, qu'il donne comme Ménélaus. On trouve, entre autres, dans X'Àlmageste, la belle propriété du quadrilatère inscrit dans le cercle, par laquelle le produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
Citons encore, de" Ptolémée, son Optique et un Traité des trois dimensions des corps, où, le premier sans doute, il parle des trois axes rectangulaires auxquels la Géométrie analytique rapporte aujourd'hui le plus souvent la position d'un point quelconque dans l'espace.
Nous devons nommer avec honneur Pappus (385 ap. J.-C), le plus célèbre commentateur des Ouvrages de l'École grecque qui s'était développée à Alexandrie, esprit original et profond dont Descartes faisait grand cas.
Ses précieuses Collections mathématiques représentent à peu près l'étal de la Science à cette époque. Elles étaient divisées en huit Livres : les deux premiers ne sont pas parvenus jusqu'à nous; les autres renferment surtout des questions de Géométrie, mais l'Astronomie et la Mécanique n'y sont pas
oubliées. On y trouve la fameuse règle connue sous' le nom de Théorème de Guldin, qui fait intervenir le centre de gravité d'une ligne ou d'une surface dans la mesure de l'aire ou du volume de révolution correspondant. Celte proposition, retrouvée par Guldin au commencement du xvn° siècle, semble appartenir à Pappus. La préface du septième Livre renferme une définition précise de X'anulyse et de la synthèse, et le géomètre alexandrin donne ensuite des exemples de ces deux méthodes appliquées tour à tour à une même question. On voit, par les problèmes qu'il résout, que les anciens s'étaient livrés d'une manière assez approfondie à l'étude des surfaces courbes el des lignes à double courbure tracées sur ces surfaces. Enfin, on rencontre dans les Collections la propriété fondamentale du rapport anharmonique, le germe de la théorie de l'involution, un cas particulier de la belle propriété de l'hexagone inscrit dans une conique et la notion de la directrice dans ces courbes, qui avait échappé à Apollonius.
La Géométrie dite moderne a donc ses racines dans l'antiquité, et ses progrès eussent été bien plus rapides sans l'arrêt imposé aux sciences par les bouleversements et les transformations qui suivirent la décadence et la chute de l'empire romain.
L'École d'Alexandrie, après Pappus, fut encore prolongée par Serenus ; par Dioclès, inventeur de la cissoïde ; par Proclus, philosophe célèbre, qui cultiva les Mathématiques et dont nous avons un commentaire curieux sur le premier Livre d'Euclide. Mais elle avait déjà perdu tout son éclat lors de la conquête arabe (638 ap. J.-C.)- Au vm* siècle, et surtout au ix', l'école de Bagdad compta quelques commentateurs habiles des Ouvrages grecs échappés aux désastres successifs de la bibliothèque d'Alexandrie ; mais, en Europe, mille ans s'écoulèrent dans une profonde stagnation, et ce n'est que vers le
milieu du svi' siècle que la Géoniéirie, suivant le mouvemenl général des Lettres, des Sciences et des Arts, se ranima.
Pourêtrejuste enversles Arabes, il fautcependanl reconnaître que ta Trigonométrie leur doit la forme simple et commode sous laquelle nous l'appliquons. Par la substitution des sinus aux cordes des arcs doubles qu'on employait auparavant, ils abrégèrent notablement les calculs.
Dès le commencement de la Renaissance, le fil fui enfin renoué, la tradition reconstituée, et l'ancienne Géométrie cultivée en Europe avec succès. La plupart des Ouvrages laissés par les géomètres grecs furent traduits en latin ou en italien. L'étude des langues anciennes, alors fort répandue, multipliait les moyens d'instruction.
Notre compatriote Viète (i54o-i6o3), en inventant l'Algèbre dont il fut le véritable créateur, compléta la Méthode analytique de Platon qu'il introduisit ainsi dans fa science des nombres- Il eut encore la gloire d'appliquer le même algorithme à la Géométrie. Par sa construction graphique des équations du deuxième et du troisième degré, il fil un premier pas dans la voie féconde, qui devait, en unissant intimement l'Algèbre et la Géométrie, conduire aux grandes découvertes de Descartes et mettre en notre possession la clé universelle des Mathématiques.
Très versé aussi dans la Géométrie des anciens, Viète restitua le traité perdu d'Apollonius, De Tactionilms [des contacts), sous le litre A' Apollonius Gaîlus. C'est là qu'il résolut, le premier, le problème du cercle tangent à trois cercles donnés, problème difficile alors, mais dont les méthodes modernes ont ofîert des solutions plus élégantes et plus simples. Il perfectionna en outre, de la manière la plus utile, la Trigonométrie spiiérique, en résolvant notamment quelques cas nouveaux des triangles sphériques qui n'avaient point reçu d'application
PRËFiVCI!. ■'IV
en Asironomie, par exemple celui où l'on doit trouver un angle connaissant les trois côtés.
On remarque, dans la Trigonométrie de Viète, une idée neuve et très heureuse sur la transformation des triangles sphériques. Le triangle réciproque considéré par Vièle conduisit, sans nul doute, le célèbre Snellius à la découverte du triangle polaire ou supplémentaire, première apparition dans la Science (1629) de la loi générale de dualité de l'étendue que M. Ciiasles devait, plus de deux siècles après, mettre en pleine lumière.
C'est au grand Kepler (i57i-i63i] qu'on doit l'introduction de l'idée de l'infini en Géométrie. Il put, par son aide, généraliser les recherches d'Archimède sur la cubalure des sphéroïdes et des conoîdes, eu faisant tourner la conique autour d'une droite située dans son plan. Il faut encore ajouter à l'actif en Géométrie du fondateur de l'Astronomie moderne la doctrine des polygones étoiles (retrouvée de nos jours par Poinsot), et sa belle méthode des projections pour déterminer, par une construction graphique et près de deux cents ans avant l'invention de Monge, les circonstances des éclipses de Soleil pour les habitants des différentes régions terrestres.
Quelques années après Kepler, Cavallerî (1598-1647) donna sa Géométrie des indivisibles, où il montrait, comme l'illuslre astronome, à évaluer les grandeurs géométriques par leurs éléments. La méthode de Cavalleri, qui a suppléé pendant cinquante ans au Calcul intégral, n'est, comme il l'a fait voir luimême, qu'une transformation heureuse de la méthode d'exliaustion, si habilement appliquée par Archimède.
Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667), à son tour, mais d'une manière qui lui était propre, appliqua, comme Cavalleri elRoberval, la méthode d'exhaustîon d'Archimède aux quadratures curvilignes. Il a mérité par là d'être regardé, lui aussi.
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pour tes commençants. Aussi, Ptolémée Philadelphe, roi d'Egypte, dont il fut le maître, lui demanda-t-il un jour d'aplanir un,peu en sa faveur les difficultés delà roule. «Seigneur, lui répondit Euclide, il n'y a pas en Géométrie de chemin particulier pour les rois, ■>
Immédiatement après Euclide, Arcliimède et Apollonius marquèrent l'apogée de la Géométrie chez les anciens. Toutes les branches des Mathématiques conservent les traces ineffaçables de leurs sublimes conceptions.
Les travaux d'Archimède (387-212 av. J.-C,)> le plus grand mathématicien de l'antiquité, se rapportent spécialement à la Géométrie de la mesure.
En trouvant le rapport de la circonférence au diamètre et en effectuant de deux manières différentes la quadrature de la parabole, le géomètre de Syracuse donna les premiers exemples d'un problème résolu par approximation et de l'évaluation rigoureuse d'une aire à contour curviligne.
Le Traité des spirales, la proportion de la sphère et du cylindre circonscrit, la cubature des sphéroïdes {ellipsoïdes de révolution) et des conoides (paraboloïdes et byperboloïdes do révolution), sans oublier dans le même domaine le principe du levier, la notion du centre de gravité et l'équilibre des corps flottants ou plongés dans les liquides, sont autant d'inventions ou de découvertes capitales de ce génie créateur, auquel la Statistique doit autant que la Géométrie.
La marche suivie par Archimède, pour démontrer des vérités mathématiques si nouvelles, constitue la Méthode d'exhauslion dans laquelle la Méthode des limites se trouve en germe.
Veut-il, par exemple, chercher l'aire enfermée par une courbe, il regarde celte courbe comme la limite dont s'approchent de plus en plus des polyg;ones inscrits et circon-
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scrits, quand on multiplie par bissecLion !e nombre de leurs côtés, de manière que la différence tombe au-dessous de toute quantité donnée. Il épuise, pour ainsi dire, cette différence, d'où est venu le nom de la méthode. Une fois le résultat obtenu par voie de rapprochements successifs et par induction finale, Archimède revient à la méthode par l'absurde, pour l'établir en toute rigueur.
On sait que les merveilleuses inventions du grand Géomètre ne purent empêcher S^vracuse de tomber par surprise aux mains de Marcellus, et que, malgré les ordres de ce général, Archimède périt victime de l'ignorance et de la brutalité d'un soldat. Le tombeau de ce prodigieux génie, oublié par les descendants de ceux qu'il avait défendus contre les Romains, fut retrouvé deux ccjUs ans après sa mort, caché sous les ronces, dans une campagne voisine de Syracuse : il portait gravés, selon le vœu du géomèlrc, le dessin de la sphère inscrite au cylindre et six vers grecs qui rappelaient sa découverte. Ces vestiges permirent à Gicéron, alors questeur en Gicile, de le retrouver après hien des recherches, et de ramener une seconde J'ois, comme il le dit, Archimède à la lumière.
Né à Perge, en Pamphylie, Apollonius était de 4' ans plus jeune qu'Archimède; il vient à Alexandrie sous le règne de PloléméePhilopator, Ses écrits sont surtout relatifs à la Géométrie de la forme. Le principal est le grand Traité des Co' niques, qui valut à son auteur, de la part de ses contemporains, le surnom de Géomètre pai excellence. On y trouve les propriété des asymptotes, des foyers, des diamètres conjugués, des normales, de la polaire et du système de deux coniques; citons encore la première idée des développées, et de belles questions de matinium et de minimum qui ren-
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démonslralions qui convenaient à la fois aux trois espèces de coniques, maigre la différence de forme de ces lignes. Il découvrit la propriété involutive du quadrilatère inscrit dans une conique, la propriété fondamentale des triangles homologîques, et écrivit avec le même talent et le même esprit de généralisation sur la Coupe des pierres, la Gnomonique et la Perspective.
Placés au point de vue de la Géométrie proprement dite, nous devons seulement mentionner la création de la Géométrie analytique par Descartes (1637). L'avènement de cette nouvelle doctrine, si séduisante par son caractère d'universalité, si facilement féconde, et dont on ne trouve aucun germe dans les écrits des anciens, fut une véritable révolution. Le grand philosophe, par cette admirable conception de VJppUcationde l'Jlgèbre à la théorie des courbes, put franchir des obstacles ■qui avaient arrêté les plus profonds géomètres, et changea ta face des sciences mathématiques. On le suivit avec enthousiasme, et un coup funeste fut porté à la Géométrie pure.
Cependant, quelques esprits éminents s'opposèrent à cette décadence, et soutinrent dignement l'honneur des méthodes anciennes. Nous citerons surtout Huygens (1629-1695) et de laHire(i64o-i7i8).
Huygens, que Newton proclamait le plus excellent imitateur des anciens, et que Leîbnitz plaçait au premier rang parmi les hommes de son siècle, créa la théorie des développées et découvrît les lois de la force centrifuge. Son célèbre Traité, De horologio oscillatorio, est l'indispensable introduction des Principesde Newton, et se place tout à côté dans l'histoire des grandes conceptions de l'esprit humain. Il faut en dire autant du Traité de la Lumière de l'illustre Hollandais, à qui l'on doit la théorie des ondes.
Le principal ouvrage publié par de la Hire est un grand
Traité des sections coniques divisé en neuf livres, et qui eut une grande réputation dans l'Europe savante. Dans ce Traité, il s'élève des propriétés du cercle, base du cône, aux propriétés analogues des sections de la surface par un plan tout à fait quelconque, et l'on peut, à juste titre, regarder cet habile géomètre comme un continuateur de Pascal et de Desargues. Son Mémoire sur les épicycloïdes, sa théorie des roulettes et son Traité de Gnomonique méritent d'être rappelés. C'est à lui qu'on doit la théorie du pôle et de ta polaire, dont Apollonius n'avait connu qu'un théorème, et la transformation homologique, qui, employée ensuite par Newton, a été retrouvée de nos jours d'une autre manière etdéveloppée avec un rare talent par Poncelet dans son beau Traité des propriétés pmjecCives des Jîf- ares (*), où l'on trouve les applications les plus intéressantes et les plus variées de celte théorie.
En résumé, trois sortes de Géométrie s'offraient à celte époque aux méditations des savants : la Géométrie des anciens, la Géométrie analytique de Descartes, et une troisième espèce de Géométrie, celle de Desargues et de Pascal, qui devait prendre une si grande extension au xix' siècle et dont on rencontre déjà quelques principes dans les Porismes d'EucUde et les Collections de Pappus. a Celle troisième branche de la » Géométrie, qui constitue aujourd'hui ce que nous appelons ■ la Géométrie récente, est exempte de calculs algébriques, " quoiqu'elle fasse un aussi heureux usage des relations » métriques des figures que de leurs relations de situation ; " mais elle ne considère que des rapports de distances recli- * lignes d'un certain genre, qui n'exigent ni les symboles lii u les opérations de l'Algèbre. Cette Géomélrie esi la coniie l'Analyse géométrique des anciens, sur laquelle
, [865i avol, in-4°,nTeopIancbes, chez Gaulhi ep- Vil tara.
» elle offre d'immenses avantages par la généralilé, l'unifoiv » mité et l'abstraction de ses mélhodes, et par l'usage si utile " de la contemplation des figures à trois dimensions dans les 1^ simples questions de Géométrie plane ['). "
La découverte du Calcul infinitésimal a la fin du ivii' siècle arrêta à son tour les progrès de la Géométrie. Cette sublime invention, qui suffirait seule pour immortaliser les noms de Newton et de Leibnitz, s'appliqua avec une si grande facilité à la Géométrie des mesures et à l'étude des phénomènes naturels, qu'elle devint presque exclusivement l'objet des travaux des plus illustres géomètres. Toutefois la chaîne ne fut pas entièrement rompue. Newton lui-même, donnant l'exemple, prouva, dans ses admirables Principes de la Philosophie naturelle, que la Géométrie pure se prête aux recherches de l'ordre le plus élevé. Cotes (1682- 1716] et Maclaurin [rëgS-f^^Q] étudièrent les propriétés générales des courbes géométriques. L'astronome Halley(i656- 1742), par ses belles traductions d'Apollonius et de Ménéiaûs ; Simson (1687-1768), par ses écrits sur les coniques, sa restitution de la section déterminée d'Apollonius et sa remarquable tentative de divination des Porismes; Stewart ( 1 7 1 7i')Z5),'çd.\ ses Théorèmes généraux, tâchèrent de ranimer le goùl des méthodes anciennes. Mais, en dépîl de ces louables efforts, et malgré quelques questions Irailées par Euler (1707- 1783), Lambert (1728-1777) et d'autres célèbres analystes, aucune doctrine nouvelle ne surgit jusqu'au xix° siècle, et cette période se distingue surtout par les belles applications que l'on fit de la Géométrie à l'étude des phénomènes naturels.
Au commencement du xis' siècle, la création de la Géométrie descriptive marqua une ère nouvelle dans l'histoire de la
(•) Cbxsles, Aperça historique,... Bruxelles, iSSj.
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Géométrie. Considérée comme simple doctrine géométrique, indépendamment de son ulililé pratique, la Géométrie de Monge fut d'un immense secours dans l'étude des propriétés de rétendue. En familiarisant l'esprit avec la forme des corps, elle développa noire puissance de conception, éclaira la Géométrie analytique dont elle apprit à interpréter les résultats avec une grande facilité, et permit de raisonner, dans les cas les plus compliqués, sans le secours de ces figures qui, en absorbant l'attention, entravent la pensée. Elle montra l'alliance intime des figures planes et des figures de l'espace, et la science s'enrichit dès lors de ces méthodes élégantes et tant cultivées depuis qui permettent de déduire des propriétés des figures à trois dimensions les théorèmes de la Géométrie plane.
C'est encore à Monge et à son école qu'on doit l'introduction dans la Science d'un mode de démonstration qui, bien que manquant au fond de cette rigueur si justement recherchée des géomètres anciens, a cependant conduit à de magnifiques résultats. Nous voulons parier du principe des retalions contingenies^u de continuité : « Certaines parties d'une figure, » considérées dans un état général de construction, peuvent
■ être indifféremment réelles ou imaginaires. Or il arrive B souvent que ces parties servent utilement, dans le cas de " la réalité, à la démonstration d'un théorème, et que celte " démonstration n'a plus lieu quand ces mêmes parties de-
■ viennent imaginaires. Alors on dit qu'en vertu du principe de » continuité le théorème démontré dans le premier cas s'étend
■ au second, et on l'énonce d'une manière générale. Quelque- » fois le contraire a lieu, et c'est quand certaines parties d'une » figure sont imaginaires que l'on y trouve tes éléments d'une • démonstration facile, dont on applique ensuite les consé- » quences, en vertu du principe de continuité, au cas où ces " mêmes parties sont réelles et où la démonstration n'existe
" plus {*). " Tel a été le point de départ de l'iniroduclion des imaginaires en Géométrie; mais nous devons ajouler que celte, introduction si importante n'a été accomplie, d'une manière véritablement irréprochable, qu'un peu plus lard par M, Chasies, dont les démonstrations se distinguent par ce caractère spécial, que les objets susceptibles de devenir imaginaires n'y entrent pas sous forme explicite, mais y sont représentés par des éléments réels, de même que les racines d'une équation n'entrent pas elles-mêmes dans les calculs de la Géométrie analytique, mais y sont représentées coilectîvemenlpar les coefficients de celte équation.
L'apparition de la Géométrie de Monge recula les bornes de la Géométrie pure, un peu délaissée depuis un siècle, et l'on chercha dès lors à obtenir par cette voie seule les nombreux résultats dont l'analyse de Descaries avait enrichi la Science. Parmi les ouvrages entrepris dans ce but et qu'on peut regarder comme l'heureuse continuation de ceux de Desargues et de Pascal, il faut citer au premier rang la Géométrie de posilion et VEssai sur les transversales de Carnot. les Développements de Géométrie de Charles Dupin, et le grand Traité des Propriétés projectives des figures dans lequel Poncelet, par l'habile emploi du principe de continuité et la belle création des théories des polaires réciproques et des figures homologiques, a démontré toutes les propriétés connues des lignes et des surfaces du second ordre, et a doté en outre la Science d'une foule de résultats nouveaux. Il convient de signaler encore les savants écrits de Hachette, Brianchon, Gergonne, Dandelin, Quelelet, les travaux de' Gaultier, de Steiner et de Gudermann sur la Géométrie de la sphère qu'avaient déjà cultivée Lexell, Fuss, LhuîiUep de Genève et
C) CiFASLE!. PrétacB do la Géométrie supérieure, tSifi.
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Magnus de Berlin; la belle Théorie de la rotation des corps de Poinsol; leséludesclece géomètre, deCauchyeldeM.BerlrancI sur les polyèdres; enfin les belles recherches de Géométrie infinitésimale de M. 0. Bonnet.
Les travaux de M. Chasles sont le dernier terme des progrès continus réalisés par la Géométrie depuis soixante ans. Il suffît de citer V Aperçu historique, la Géométrie supérieure, le Traité des Porismes ; les recherches sur Yattraction des ellipsoïdes, sur les cônes du second ordre, sur tes surfaces réglées; le Mémoire sur la dualité et Vhomographie, ces deux lois si générales de l'étendue figurée; la nouvelle méthode de détermination des caractéristiques des systèmes de coniques, et tant d'autres productions de ce maître émînent.
La Géométrie marche donc à grands pas dans une voie féconde. GrSce aux belles conquêtes de noire siècle, elle a regagné sur l'Analyse le terrain perdu.
Après cette rapide excursion dans le domaine de l'histoire, nous devons dire un mot du Traité que nou^ présentons au lecteur.
Il y a deux manières d'écrire un livre destiné aux études : on peut se restreindre aux Programmes officiels et n'en pas franchir le cadre; on peut aussi, en suivant strictement ces Programmes dans ce qu'ils ont d'obligatoire, aller au delà et essayer de les compléter. Pour appliquer une science, il ne suffit pas d'en connaître quelques parlies; il faut être familiarisé avec toutes ses méthodes, en saisir î'ensemhle. Les magnifiques découvertes de la Géométrie moderne n'ont pas pénétré dans l'enseignement; délaissées par les Programmes, elles n'occupent pas dans la série des éludes mathématiques la place qui leur est due; on en parle à peine et accessoire-
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ment en Géométrie analytique, où elles semblent bien à tort être une nouvelle conquête de l'admirable instrument créé par Descartes. Nous sommes loin de reprocher aux Programmes leur silence à cet égard; ils sont tellement chargés, qu'on serait mal venu à réclamer une addition. Mais ne peut-on apprendre un programme d'examen et essayer en même temps de comprendre la portée de la science que l'on étudie, en prenant une connaissance rapide, une vue générale de ses principales méthodes? Telle est la pensée qui nous a guidés dans la composition de cet Ouvrage; c'est aussi celle qui apparaît dans le choix des caractères employées.
Borné aux parties imprimées en caractères ordinaires, l'Ouvrage est entièrement conforme aux Programmes officiels et fi leur esprit. Les numéros imprimés en petits caractères contiennent d'utiles développements du texte destinés aux candidats aux Écoles spéciales. Enfin les Appendices sont consacrés à l'exposition des nouvelles méthodes. L'élève studieux les lira à son aise sans se préoccuper de la nécessité de retenir immédiatement tous les détails; il y puisera une profonde, admiration pour la science dont les limites lui apparaîtront si lointaines, un goût des spéculations mathématiques qui donnera à son esprit plus de rectitude et de fermeté; et, à mesure que son savoir gagnera en étendue, par une réaction inévitable, les matières exigées, éclairées par ses nouvelles connaissances, perdront pour lui leur difficulté première.
La Table analytique des Matières indique suffisamment les améliorations nombreuses apportées à cette sixième édition. Nous mentionnerons cependant, en particulier, les développements plus étendus consacrés à l'exposé des différentes méthodes de résolution "des problèmes; les premières notions surl'involution données dès la Géométrie plane; l'étude des faisceaux de cercles; l'examen détaillé de quelques pro-
blêmes remarquables, devenus classiques. On nous permettra de dire, à cet égard, que nous croyons avoir amélioré l'élégante solution du problème du cercle tangent à trois cercles donnés, due à Gergonne, en la rendant complètement générale et en la débarrassant de toute ambiguïté.
Nous devons ajouter que, depuis quelques années, un grand nombre de géomètres se sont occupés des propriétés du triangle, et qu'un nouveau Chapitre très intéressant a été ajouté par eux à la Science, Nous ne pouvions laisser ces recherches de côté, et nous commencions à les coordonner pour notre nouvelle Édition, lorsque M, J. Neuberg, professeur à l'Université de Liège, et l'un de ceux qui, avec MM. E. Lemoine et H. Brocard, ont le plus contribué à ces découvertes, a bien voulu nous communiquer un travail complet sur ce sujet et en extraire, en notre faveur, la Note IIl placée à la fin de cette première Partie de notre Traité, Cette Note lui appartient intégralement, et nous nous sommes bornés à y ajouter quelques indications bibliographiques très succinctes. Nous sommes heureux de témoigner ici notre gratitude à M. J. Neuberg pour son obligeante confraternité scientifique, sans oublier nos éditeurs et amis qui n'ont pas hésité à faire exécuter, pour cette Note complémentaire, des figures très compliquées.
Noua ne pouvons mieux faire, en terminant, que de continuer à remercier nos collègues et nos lecteurs. C'est grâce à eux que nous pouvons poursuivre notre tâche, en maintenant toujours ce Traité k la hauteur des progrès réalisés.
TRAITÉ
1. La considération des corps malérieis nous suggère l'idée d'élendue ou de volume. Le volume d'un corps est essentiellement limité; sa limite, qui le sépare de l'espace environnant, prend le nom de surface. Les diverses faces d'un corps sont auiant de surfaces dont les limites ou les intersections mutuelles s'appellent lignes. Ënlïn, on donne le nom de points aux limites ou exiréraités d'une ligne, aux intersections mutuelles des lignes.
Ces idées de surface, de ligne et de point, étant une fols acquises par la considération des corps, la surface, la ligne et le point peuvent ensuite être conçus indépendamment du corps, des surfaces et des lignes, dont ils constituent les limites. C'est ainsi qu'on arrive à regarder inversement une ligne comme le lieu des positions successives d'un point mobile, el une surface comme le lieu des positions successives d'une ligne qui se meut suivant une loi déterminée.
On donne !e nom de figure à un ensemble quelconque do surfaces, de lignes ou de poinis.
La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des figures, et en particulier, comme son nom l'indique, la mesure de l'étendue.
2. La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite, R. et DR C. — Tr. de Géom. ( 1" Parlie). '
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dont la notion est familière à tout le monde, et dont un fil lendu offre l'image.
Celte ligne est caractérisée par la propriété suivante : Deux points déterminent une droite; en d'autres termes, par deux polnls on peut toujours faire passer une droite, et l'on n'en peut faire passer qu'une. D'où il suit que deux droites qui ont deux points communs coïncident, non-seulement entre ces deux points, mais encore dans toute leur étendue; et, par conséquent, que deux droites distinctes ne peuvent avoir qu'un point commun.
3. En Géométrie, on indique un point par une lettre, une droite par deux lettres affectées à deux de ses points. Ainsi, l'on dit le point A, la droite AB {Jig. i].
Deux portions AB et CD, prises respectivement sur deux droiies indéfinies, ont la même longueur lorsqu'elles sont superposables. La droite CD étant transportée de manière que le point C tombe en A, si l'on peut amener le point D sur le point B en faisant tourner la droite CD autour du point A, la portion CD aura une longueur égale à celle de la portion AB.
Pour (ï/'oM(ec deux portions de droites AB et CD, on porte l'une d'elles, CD, en BE, à la suite de i'aulre prolongée ; la somme est la longueur de la droite AE comprise entre les points extrêmes; elle est indépendante de l'ordre des parties.
Une droite AE est dite plus grande qu'une autre CD, lorsque sa longueur est la somme des longueurs de celte autre et d'une, troisième.
On remarquera que nous n'avons pas défini le mot longueur; c'est que l'idée de longueur est une de ces notions premières qu'on ne sait ramener à aucune autre. Aussi bien, hSlonsnous de le dire, Il n'est pas nécessaire de savoir définir une grandeur pour pouvoirla mesurer ['), c'est-à-dire la com-
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parer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité; il suffit de posséder la notion des grandeurs de cette espèce el d'avoir défini leur égalité et leur addition. C'est ainsi qu'après avoir défini, comme nous venons de le faire, l'égalité et l'addition des lignes droites, on conçoit nettement ce que c'est qu'une portion de droite double, triple, ..,, d'une autre, et en général ayant avec cette autre un rapport quelconque. On nomme distance de deux points A et B la longueur de la droite qui joint ces deux points. Nous n'ndmeltons pas que la distance ainsi définie représente le plus court chemin du point A au point B; c'est là, non un axiome, mais un théorème, qui sera démontré ultérieurement.
4. On nomme ligne brisée une ligne formée de plusieurs portions de droites distinctes; telle est la ligne ABCD {Jig. 2).
Fis- 2-
On confond sous la dénomination commune de lignes toutes les lignes autres que la ligne droite ou les lignes
5. La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont une glace polie peut donner l'idée. La déflnilion géométrique du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points de cette surface y est contenue tout entière. C'est ainsi, par exemple, que, pour vérifier si une table est plane, on s'assure qu'on peut y appliquer dans tous les sens une règle bien dressée, sans qu'il reste aucun vide entre la table et la règle.
Une surface formée de plusieurs portions de plans distinctes est dite brisée; et l'on confond sous la dénomination commune de surfaces courbes toutes les surfaces autres que le plan et les surfaces brisées,
On divise la Géométrie en deux parties : la Géométrie plane, relative aux figures situées dans un plan unique, et la Géométrie dans l'espace, relative aux figures dont les éléments peuvent être disposés d'une manière quelconque dans l'espace.
6. Nous terminerons celte Inlroduclion par quelques remarques importantes.
Toute proposition consiste dans une hypothèse et une conclusion qui en découle, soit immédialemeni, soit en vertu d'un raisonnement qu'on appelle démonstration.
On nomme réciproque d'une proposition une seconde proposition dont l'hypothèse et la conclusion sont respectivement la conclusion et l'hjpothèse de la première. La proposition contraire d'une proposition est une autre proposition. dont l'hypothèse et la conclusion sont respecUvemenl la négation de l'hypothèse et de la conclusion primilives. Ainsi, la proposition «Si A égale B, C égale Dos pour réciproque : «Si C égale D, K égalée», et pour contraire : «Si k n'est pas égal â B, G n'est pas égal à Tin,
La vérîié de la réciproque d'une proposition entraîne celle de la proposition contraire. Ainsi, soii la proposition : aSi K égaleStCégaleD»; de la réciproque: «SiC égaieD, A égaleB», il résulte que «siA n'est pas égalât, C n'est pas égal à B a; car si C était égal à D, A serait égal à B.
De même, la vérité de la proposition contraire d'une proposition entraîne la vérité de la réciproque.
7. En général, lorsque dans une proposition ou dans une série de propositions on a fait toutes les hypothèses possibles sur un sujet déterminé et que ces hypothèses ont conduit à des conclusions respectives essentiellement distinctes et dont chacune exclut toutes les autres, on peut affirmer que les rf.ciproqîies des propositions établies sont toutes vraies. Nous ferons dans la suite un fréquent usage de ce principe.
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8. La considéra lion de deux droites AB el AC qui se rencontrenl {Jig. 3) conduit à une idée nouvelle, qui est celle d'inclinaison mutuelle ou A'angle, et qui, comme l'idée de longueur, nesaurait être définie, c'est-à-dire ramenée à une idée plus simple; ce qu'on définit, c'est V égalité el Y addition des angles.
Fie. 3- i''ie- 4-
Les deux droites AB et AG sont les côtés de l'angle, et leur point d'intersection A est son sommet. On désigne un angle (sole par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles oni même sommet, on indique celui des angles qu'on considère au moyen de trois lettres, savoir: deux lettres placées sur les côtés et la lettre du sommet qu'on énonce au milieu. Ainsi, dans \»Jig- 3, on dit simplement l'angle A ; dans la Jig. 4, on dislingue les trois angles BAC, CAD, BAD.
Deux angles, tels que BAC et CAD, qui ont le même sommet A, un côté commun AC, et les deux autres côtés AB et AD
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siuiés de pari et d'autre du côté commun, sont appelés adjor cents.
9. On dit que deux angles sont égaux lorsqu'on peut les porter l'un sur l'autre, de manière qu'ils coïncident. Ainsi, lorsqu'on aura placé !e côté A' B' sur AB, de façon que le sommet A' soit en A et que le côté A' G' tombe comme AC audessus de AB (/g-, 5), ii faudra, pour que les angles A el A' soient égaux, que le côté A' G' s'applique sur AC. FfB- 5.
Pour ajouter deux angles BAC, FEG, on transporte l'un d'eux à la suite de l'autre {Jig. 6], de manière à former les deux angles adjacents BAC, CAD; l'angle BAD des deux côtés non communs AB et AD est la somme des deux angles proposés; cette somme est indépendante de l'ordre des parties.
10. D'après ces défmiiions, la grandeur d'un angle est indépendante de la longueur de ses côtés.
Si l'on suppose que l'un des côtés AC, d'abord appliqué sur l'autre AB, tourne autour du point A, comme une branche de compas autour de sa charnière, le côté mobile AC fait avec le côté fixe AB un angle qui croît d'une manière continue.
li. On dit qu'une droite AD est perpendiculaire sur une droite BC (/ig. 7), lorsque les deux angles adjacents AOB, AOC,
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qu'elle forme avec celîe-ci, sont égaux. Sî la droite AO est telle (Jig. 8), que les angles adjacents AOB, AOC, soient inégaux, on dit que celle droite est oblique sur BC.
Le poînl 0 esl le pied de la perpendiculaire ou de l'oblique AO.
On appelle«ng-fe JraiV toulangle AOBf/â". 9) dont un côté esl perpendiculaire sur l'aulre.
12. Deux angles soni diis opposés par le sommet lorsque les côtés de l'un sont les prolongements des c&tés de l'aulre. D'après cela, deux droites indéûnies BB' et CC (Jig- 10) forment. en se coupant au point A, quatre angles BAC, ei B'AC, GAB' et BAC, qui sont deux à deux opposés par le sommet.
Fig. .0.
THÉORÈME
13. Par un point \, pris sur une droite ne, on peut toujours élever une perpendiculaire AB sur celte droite, et l'on ne peut en élever qu'une (fig' n ).
En effet, supposons qu'une droite AE, d'abord appliquée sur AC, tourne autour du point A dans le sens de la flèche. L'angle EAC, nul au début, croîtra constamment, tandis que
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l'angle adjacent EAD diminuera sans cesse et finira par s'annuler, lorsque la droite AE viendra s'appliquer sur AD. Donc l'angle EAC, d'abord intérieur à l'angle EAD, différera de moins en moins de cet angle, lui deviendra égal, puis le surpassera de plus en plus. D'après cela, parmi les positions successives delà droite AE, il y en aura une.eluneseuleAB, pour laquelle les angles adjacents BAC et BAD seront égaux, c'est-à-dire pour laquelle celte droite sera perpendiculaire sur DC. Fig. !.. Fie. ri.
Corollaire.
14, Tous les angles droits sont égaux.
Soient (/g'. la ) les deux angles BAC, B'A'C, qui ont été formés, le premier en élevant la perpendiculaire AB sur AC, le second en élevant la perpendiculaire A'B' sur A'C; ces deux angles sont droits, et il faut démontrer qu'ils sont égaux. Transportons à cet effet la deuxième figure sur la première, de façon que le point A' tombe en A et que le côté A'C s'applique sur AC; le côté A'B' deviendra alors perpendiculaire sur AC au point A : il s'appliquera donc sur AB, puisque par le point A on ne peut élever sur AC qu'une seule perpendiculaire. Donc les deux angles BAC, B'A'C coïncideront, c'est-à-dire (9) seront égaux.
SCOLII.
15, L'angle droit est donc un type invariable auquel on peut rapporter les autres angles.
On dit qu'un angle est aigu ou obtus suivant qu'il est p/m petit ou plus grand que l'angle droit. Ainsi, dans la Jtg. 11 , l'angle EAC est aigu et l'angle EAD est obtus.
Deux angles sont d'ns complémentaires lorsque leur somme est égale à un angle droit. Ainsi, dans la^î^. n , chacun des
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angles BAEjEAG est le complément de l'aulre. Deux angles qui onl des compléments égaux sont égaux.
Deux angles sont dits supplémentaires lorsque leur somme esl égale à deux angles droits. Deux angles qui ont des suppléments égaux sont égaux.
THÉORÈME
16. Deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires si leurs côtés extérieurs AC et CB sont en ligne droite
{fis- "S)-
En effet, si CD est perpendiculaire sur AB, le théorème est évident, puisque les angles adjacents ACD, BCD sont droits tous les deux.
Si CD esl oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD sont Inégaux; soit ACD le plus grand. La perpendiculaire CE, élevée au point C sur AB, tombera dans l'intérieur de cet angle et le décomposera en deux autres ACE et ECD. On aura donc
ACD -4- BCD = ACE -i- ECD -i- BCD.
Or l'angle ACE est droit, et la somme ECD -+- BCD est égale à l'angle droit BCE. Donc enfin
ACD -V- BCD = 2 angles droits.
17. Il résulte de ce théorème que, pour avoir le supplément BCD d'un angle ACD, il suffit de prolonger l'un des côtés AC au delà du sommet.
18, Béciproql-ement, si deux angles adjacents ACD, BCD sont supplémentaires, leurs côtés extérieurs AC et BC sont en ligne droite.
Car le prolongement de AC doit former avec CD (17) un
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angle égal au supplémeni de ACD, c'est-à-dire, îi cause de l'hypothèse, un angle égal à BCD; le prolongement de AC ne diffère donc pas de BC.
COROI-LIIRES.
19. La somme de ions les angles consécutifs AED, DBE, EBF, FBC, que l'on peut former autour du point B d'une droite AC, d'un même côté de cette droite, est égale à deux angles droits [fig. i4); car leur somnae est évidemment la même que celle des deux angles adjacents ABF, FBC.
Fie. '5.
20, La somme de tous tes angles consécutifs AOB, BOG, COD, DOE, EOA, que l'on peut former autour d'un même point 0, est égale à quatre angles droits (fig, i5); car en prolongeant OC, par exemple, suivant OC, on voit que celte somme équivaut à celle des angles C'OA, AOB, BOC, situés d'un côté de CC, plus celle des angles COD, DOE, EOC, situés de l'autre côté; et l'on vient de prouver que chacune de ces deux sommes partielles est égale à deux angles droits.
THÉORÈME
21. Lorsque deux lignes droites AB, DE se coupent, les angles opposés par le sommet sont égaux ( fg. i6 }.
FiB- '6-
FiG- 17»
Soient, par exemple, les deux angles opposés AOE, DOB.
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Le pcemier AOE a pour supplément l'angle AOD formé par le côlé AO et le prolongement OD ■du côté OE. Le second BOD a aussi pour supplément l'angle AOD, qui peut être considéré comme formé par le côlé OD el le prolongement OA du côté BQ. Les deux anglesAOE.DOB, ayant même supplément AOD, sont égaux entre eux.
ConoLLAïKiEs.
22. Lorsque l'un des quatre angles formés par la rencontre de deux droites indéfinies AB et CD est droit, les trois autres sont aussi droits {fig. i') ]; car, de ce que l'angle AOC, par exemple, est droit, il résulte que son opposé DOB doit l'être, ainsi que chacun de ses suppléments AOD et COB.
On voit par là que :
Lorsqu'une droite AO est perpendiculaire sur une autre droite CD, son prolongement OB est aussi perpendiculaire sur la même droite ;
Si une droite AB est perpendiculaire sur une autre CD, la seconde est à son tour perpendiculaire sur la première,
23. On nomme bissectrice d'un angle la droite qui menée par le sommet divise cet angle en deux parties égales.
Par un raisonnement identique à celai du n" 13, on voit que tout angle AOD {fig. 18} a une bissectrice OF, mais une sente.
Les bissectrices OE, OF de deux angles adjacents et supplémentaires AOC, XOD sont perpendiculaires l'une à l'autre; car la somme des deux angles AOC, AOD étant égale à deux angles droits, celle des angles AOE, AOF, qui sont respectivement moitié des premiers, est égale à un angle droii.
Les bissectricesOF el OF' de deux angles opposés par le sommet AOD et BOC sont dans le prolongement l'une de l'autre Ifig. 18); car chacune d'elles doit être perpendiculaire au point 0 sur la bissectrice OE de l'angle AOC qui est adjacent et supplémeniaire par rapporta chacun des angles considérés AOD el BOC.
Il résulle de là que les bissectrices des quatre angles déterminés par la rencontre de deux droites AU et CD forment deux droites indéfinies EE' et FF', à angle droit l'une sur l'autre.
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THÉORÈME
2'f. Par un point 0 pris hors d'une droite AB, on peut lou,jours abaisser une perpendiculaire sur celle droite, et l'on ne peut en abaisser qu'une {Jtg. ig).
Désignons par 0' le point sur lequel vient s'appliquer !o point 0, lorsqu'on plie la figure autour de la droite AB, de manière à en rabattre la partie supérieure sur la partie inférieure. Joignons aux points 0 et 0' un point quelcojig,ue I de la droite AB. Les angles adjacents OIB, O'IB seront égaux; car, si l'on pliait de nouveau la figure autourde AB, 0 venant sur 0' et I restant fixe, le premier angle recouvrirait exactement le second. D'après cela, pour que la droite 01 soit perpendiculaire sur AB, c'est-à-dire pour que l'angle OIB soit droit, il faut et il suffit que la somme des deux angles adjacents égaux OIB, O'IB soit égale à deux angles droits; et, par suite, que leurs côtés extérieurs 10, 10' soient en ligne droite. Donc enfin, comme entre 0 et 0' il existe toujours une droite, et une seule, on voit que du point 0 on peut toujours mener une perpendiculaire sur AB, mais une seule,
ScoifE.
25. Deux points 0 et 0' sont dits symétriques par rapport à une droite AB, lorsque cette droite est perpendiculaire sur ie milieu de 00'; d'après la démonstration ci-dessus, on amène les deux points l'un sur l'autre en pliant le plan de la figure autour de la droite AB.
Deux figures sont dites symétriques par rapport à une droite lorsque leurs points sont deux à deux symétriques par rapport à cette droite.
II. — DES TRIANGLES
26. On donne 3e nom de polygone à une portion de plan AltCDEF terminée de toutes paris par des lignes droites (Jtg. ao) . Les portions de droites AB, BC, CD, DE, EF, FA sont les côtés du polygone; l'ensemble de ces côtés, forme le contour et leur somme reçoit le nom de périmètre du polygone. Le plan est ainsi divisé en deux régions, l'une enfermée par le contour et qu'on nomme région intérieure, l'autre illimitée et qu'on nomme extérieure. Le polygone a pour sommets les points A, B, C, D, E, F communs à deux côtés consécutifs quelconques, et pour angles les angles ABC, BCD, GDE, DEF, . . . , formés intérieurement par deux côtés consécutifs quelconques. Enfin, toute droite qui, comme AC ou BE, joint deux sommets non consécutifs du polygone est une diagonale.
Le contour du polygone est une ligne brisée fermée et telle que deux côtés quelconques non consécutifs ne se coupent pas; ainsi la ligne brisée ABEDCA, dont les côtés non consécutifs BE et CA se coupent, ne forme pas le contour d'un polygone.
Une ligne brisée est dite convexe lorsqu'elle tombe tout entière d'un même côté de chacune des droites qui la composent, prolongées indéfiniment. Un polygone est dit convexe lorsque son contour est convexe; tel est, par exemple, le polygone ABCDEF (/g. 20). Le polygone ABCDE, au con-
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traire {Jig. ai), n'est pas convexe; car le côté DE, prolongé indéfiniment, laisse ie polygone en partie au-dessus et en partie au-dessous de lui.
Une droite quelconque, tracée dans le plan d'une ligne brisée connexe, ne peut la rencontrer en plus de deux points} car si une droite XY {fig. ai) rencontrait la ligne brisée AEDC en trois points Q, R. S, les points Q et S se trouvant de pan et d'autre du côté DE, la ligne AEDC ne serait pas tout entière d'un même côté par rapporta DE prolongé, c'esl-à-dire qu'elle ne serait pas convexe.
27. Le plus simple de tous les polygones est le triangle, qui n'a que trois côtés. Après lui viennent ; le quadrilatère, qui a quaire côtés; le pentagone, qui a cinq côtés; Vhexagone, qui a six côtés,..,; V octogone, qui a huit côtés,...; le décagone, qui a dix côtés,...; le pentédécagone, qui a quinze côtés. La fig. 54 représente un hexagone.
Parmi les triangles, on dislingue le triangle isocèle, le triangle équilatéral (i\[ii triangle rectangle.
Un triangle est isocèle quand il a deux côtés égaux ; tel est le triangle ABC ( fig. 23), dans lequel AB est égal à AC. Le troisième côté BC prend spécialemeni le nom de base du triangle isocèle, et le sommet opposé A le nom de sommet du triangle
isocèle.
Un triangle est équilatéral lorsqu'il a ses trois côtés égaux entre eux.
Enfin un triangle est dit rectangle lorsqu'il a un angle droit.
Le côté BG [Jig. 24), opposé à i'angle droit A, reçoit le nom A^liTpoténuse.
On dit que deux iriangles sont égaux lorsqu'on peut les appliquer l'un sur l'autre de manière qu'ils coïncident.
THÈOKÈME.
28. Dans un triangle isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
Soit ABC un triangle isocèle; par hypothèse le côté AB esi égal au côté AC, et il faut démontrer que l'angle B est égal à l'angle G [fig. 25).
Considérons un second triangle A'B'C, reproduction exacte du premier, et transportons-le sur ABC en le renversant de manière que A' tombe en A et G' en B, ce qui est possible puisque le côiéA'C, reproduction de AC, doit,en vertu de l'hypothèse, être égala AB. Lesangles Aet A'étant les mêmes, lecôléA'B' prendra la direction AC,et comme A'B', reproduction de AU, est égal à AC, le point B' tombera en G; donc les deux triangles coïncideront; par suite, l'angle C coïncidant avec l'angle B et n'étant que la reproduction de l'angle C, on a B = C.
29. K&ciVROQOESEur, si deux angles d'un triangle sont égaux, les côtés opposés sont égaux et le triangle est isocèle.
Soit ABC un triangle dont les angles B et G sont égaux ; il faut démontrer que AB = AC.
Considérons un second triangle A'B'C', reproduction exacte du premier, et transporlons-le sur AEC, en le renversant, de manière que B' tombe en C et C' en B. Le côté G'B' coïncidera avec son égal BC. L'angle C étant égal à l'angle C et par suite à l'angle B, si l'on fait tomber les deux triangles d'un même
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côlé par rapport à BC, le côté C'A' prendra la direction BA, el le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie BA De même, l'angle B' étant égal à l'angle B, et par suite à l'angle C, le côlé B'A' prendra la direction CA, et le point A' tom • bera quelque part sur la droite indéfinie CA. Le point A', devant se trouver à la fois sur les deux droites BA el CA, tombera doncsur leur inierseclion A, el les deux triangles ABC, A' B'C, coïncideront. Puisque le côté A'B'.qui est égal à AB, vient recouvrir exactemenile côlé AC, on en conclut que AB et AC sont égaux.
ScOLIK.
30. Les démonslralions qui précèdent mettent en évidence la propriété propre au triangle isocèle d'èlre siiperposable à lui-même par retournement. Celte propriété est la clef des autres propriétés du triangle isocèle.
Ainsi (fig- 26), dans ce retournement du triangle isocèle
Fig. ï6.
BAC, B venant en C et C en B, le milieu I de BC retombe sur lui-même aussi bien que le sommet A. Par suite, l'angle AlC vient recouvrir son adjacent et supplémentaire AIB, eti'angle GAI son adjacent BAI. Donc, dans tout triangle isocèle BAC, la droite qui joint le sommet K au milieu \ delà hasehC est perpendiculaire sur cette base el divise l'angle au sommet en deux parties égales.
La droite AI satisfait donc aux quatre conditions suivantes ; elle passe par le sommet A, par le milieu I de la base BC, elle est perpendiculaire sur celte base, elle esl bissectrice de l'angle au sommet.
Or, deux de ces quatre condilionssuffisent pour déterminer la droite Ai; car on sait que par deux points on ne peut mener
qu'une droite, qu'un angle n'admet qu'une bissectrice, eique par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire à une droite. Donc toute ligne droite, assujettie à deux des quatre conditions indiquées, remplira nécessairement les deux autres.
31. Tout triangle dont les trois angles sont égaux est équitatéral, et, réciproquement, tout triangle éqttilatéral a ses trois angles égaux.
THÉORÈME
Deux triangles sont égaux
1° Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun;
■2." Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ;
3° Lorsqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun.
En effet :
1° Soient [fig. 27) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ait
iîC=B'C', B=!i', c = a.
Transportons le triangle A'B'C sur Je triangle ABC, de manière que le côté B'C coïncide avec son égal BO, B' étant en B et C en C. Puisque l'angle B' est égal à l'angle B et que les deux triangles sont supposés tomber d'un même côté de BC, le côté B'A' prendra la direction BA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéûnie BA, De même, puisque l'angle C est égal à l'angle C, le côté C'A' prendra la direction CA, et le point A' tombera quelque part sur la droite indéfinie GA. Donc le point A', devant se trouver à la fois sur les deux droites BA et GA, tombera nécessairement sur leur point d'intersection A. Par suite, les deux triangles coïncideront.
a" Soient [Jîg. 27) les deux triangles ABC, A'B'C, tels qu'on ail
A = A', AB = A'B', AC=A'C
Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de niait, et UE c. - ÏV. i/e Géom. (l" Piirtifl). 2
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nière que l'angle A coïncide avec son égal A', ie côlé A'B' tombant sur le côlé AB el le côlé A'C sur le côlé AC. Ces côtés ayant alors même direction, même longueur et une extrémité commune, leurs autres extrémités se confondront,
Fig. ij.
c'est-à-dire que le point B' tombera sur le point B el le point C sur le point C. Par suite, les deux triangles coïncideront.
AB = A'B', BG=B'C', AC = A'C
Portons le triangle A'B'C à côté de ABC, en le retournant
de manière que B' tombe en B, C en C et A' en A", au-dessous de BC [en supposant que A soit au-dessus de celte droite). Puisque BA''= B'A' = BA, le triangle ABA" est isocèle et la bissectrice de l'angle ABA" est (30) perpendiculaire sur le milieu de AA"; mais, le triangle AGA" étant aussi isocèle à cause de A"C =i A' C =: AC, la perpendiculaire sur le milieu de AA" passe par C (30) ; donc la bissectrice de l'angle ABA" n'est autre que BC, ei l'angle ABC est égal à A''BC, c'est-à-dire à l'angle A'B'C; donc les triangles ABC, A'B'C sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun.
AB = A'B', AG=:A'G', BC -^ B'C, C = C', B=B', A = A
Chaque cas d'égalité renferme trois de ces conditions groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisfaites, les six soient remplies. Par suite, quand on aura reconnu dans une certaine figure l'égalité de deux triangles par l'application de l'un des trois cas énoncés, on devra en conclure immédialemeni l'égalité des trois éléments non employés, et l'on aura acquis ainsi de nouvelles données qui permettront d'aller plus avant dans la recherche que l'on poursuit. Te! est l'usage de la théorie de l'égalité des triangles.
Il est essentiel de remarquer que, dans deux triangles égaux, les côtés égaux sont toujour.'î opposés aux angles égaux.
THÉORÈME
34. Si un triangle a deux côtés inégaux, l'angle opposé au plus grand de ces deux côtés est plus grand que l'angle opposé à l'autre.
Èoil {fig. 29) le triangle ABC, dans lequel on a AC^AB; il
faut démontrer que l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB.
Prenons AD = AB et menons la droite BDK; le triangle ABD étant isocèle, l'angie ABD est égal à l'angle ADB ou à son opposé par le sommet KDC; l'angle K.DC est donc moindre que ABC.
Joignons le point B au milieu I de DC, prolongeons Bl d'une longueur lE égaie à BI et tirons la droite DE; les triangles DIE, BIC ont un angle égal DIE = BIG compris entre deux
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côtés égaux Dl = IC, El = IB; ils soni donc égaux ei l'angle EDI est égal à ICB; mais, d'après la jionslruclion, le point E est silué dans l'angle KDC; donc l'angle KDC est plus grand que EDi ou que son égal ACB.
Donc enfin, l'angle KDC étant supérieur à ACB et inférieur à ABC, il faut que l'angle ACB soit moindre que l'angle ABC.
35. Récu-rodubment, S( «ra triangle a deux angles inégaux, le côlé opposé au plus grand de ces deux angles est plus grand que le côté opposé à Vautre.
Ainsi, si l'angle ABC est plus grand que l'angle ACB, on doit avoir AC>AB.
En effet, sil'on avait AC = AB, on aurait (28)
angle ABC = angle ACB
et, si l'on avait AC < AB, on aurait [34]
angle ABC < angle ACB.
THÉORÈME
36. Dans un triangle, un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Il suffit de démontrer que le plus grand côté BC est moindre que la somme BA H- AG des deux autres {Jig. 3o).
Prolongeons BA d'une longueur AD =^ AC, et menons CD.
l.e triangle ACD étant isocèle, l'angle D est égal à l'angle ACD
et, par suite, moindre que l'angie BCD; donc (33) dans le
Iriangle BCD, le côlé BC est moindre que BD, c'est-à-dire que
BA + AD ou BA -*- AC-
COROLUIRES.
BC>AB— AC
Trois droites de longueurs arbitraires ne peuvent pas toujours former les trois côtés d'un triangle, II faut que la plus grande d'entre elles soit inférieure à la somme des deux autres. Par exemple, il n'existe pas de triangle dont les côtés aient des longueurs respectivement égales à 7 mètres, 5 mètres, I mètre.
THÉORÈME
38. La ligne droite est plus courte que toute ligne brisée ayant les mêmes extrémités.
Soit AB une ligne droite et ACDEPB une ligne brisée ayant les mêmes extrémités {Jig- 3i ).
En joignant le point A aux sommets D, E, F de la ligne brisée, on a successivement ^
AB<^^-t-FB,
^<AIlf-l-DE, AD'< AC -f- CD i
d'oii, en ajouunt et supprimanlUes quantités AF, AE, AD communes aux deux membres de l'inégalité,
AB < AC -(- CD -f- DS; -1- EF + FB.
yGoosle
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Corollaire.
39. Toute ll^ne polygonale convexe ABCI) est moindre que loule ligne polygonale enveloppante XMÏiD, terminée aux mêmes extrémités (Jig. 32).
En laissant de côté la partie commune AD, prouvons que le FiK. 32. Fis. 33'
contour ABCD esl inférieur a« contour AMND. Prolongeons les côtés AB et BC jusqu'à ce qu'ils coupent en E et en F le contour polygonal AMND. Nous pourrons écrire les inégalités suivantes :
AB -4- BE < AM 4- ME, BC + CF < BË + EN + NF, CD < CF -h FD.
Si nous ajoutons ces Inégalités membre à membre, il viendra, en opérant les réductions ei additions,
AB ^ BC -1- CD < AM -I- MN -+- ND
On prouverait de la même manière que toute ligne polygonale convexe ABCD est moindre que tonte ligne polygonale EFGHJK gui l'enveloppe de toutes parts-ifig. 33).
THÉORÈME
40. Si deux côtés d'un triangle sont égaux à deux côtés d'un autre triangle chacun à chacun, et si l'angle compris entie les premiers est plus grand que l'angle compris entre les seconds, le troisième côté du premier triangle est plus grand que le troisième côté du second {fg. 34 ).
LITRE I
Soient les deux triangles ABC,
S' C dans lesquels on suppose AB=A'B', AC=rA'C', angle BAC > angle B'A'C; il Fig. 34.
faut démontrer que le côté BC est plus grand que B'C.
Transportons le triangle A'B'C en ABC, de façon que A'B' coïncide avec AB; l'angle BAC, égal à B'A'C, étant moindre que BAC, le côté AC tombera dans l'intérieur de l'angle BAC. Soit I te point où la bissectrice de l'angle CAC rencontre BC; les deux triangles CAI, CAI ayant un angle égal GAI = CAl compris entre un côté commun AI et deux côtés égaux AC" = AC seront égaux et l'on aura IC = IC;mais, dans le triangle EG"1, on a
BC"<BI-I-IC"; donc
BC<Bl4-IC ou B'G'<BC.
k-l. Réciproquement, si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, et si le troisième côté du premier est plus grand que le troisième côté du second, l'angle opposé dit premier triangle est plus grand gue l'angle opposé du second.
Ainsi, en supposant
AB=:A'B', AC = A'C', BC> B'C, on a
angle BAC > angle B'A'C En effet :
[" Si l'on avait angle BAC = angle B'A'C, les triangles seraient égaux (n°32) et l'on aurait BC = B'C',
2" Si l'on avait angle BAC < angle B'A'C, on aurait (n" 40) BC < B'C.
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§ ni. — DES PERPENDICULAIRES ET DES OBUQUES.
THÉORÈME
12. Si d'un point 0 pris hors d'une droite AB on mène à celle droite la perpendiculaire 01 et plusieurs obliques OC, OD, DE,...:
1° Deux obliques OC el OE dont les pieds C et E sont également distants du pied I de la perpendiculaire sont égales;
2° La perpendiculaire 01 est plus courte que toute oblique OC, et de deux obliques OC el OD ou OE et OD, celle dont le pied s'écarte le plus du pied l de la perpendiculaire est la plus
En effet :
i" Les deux iriangles OIG, OIE [Jig. 35), sont égaux comme
Fis. 3
ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir: l'angle droit OIC égal à l'angle droit OIE, le côlé 01 commun, et le côté IC égal à lE par hypothèse ; donc
a" Prolongeons la perpendiculaire 01 d'une quantitélO' = et menons les droites O'C, O'D.
Les droites OC et O'C sont égales (i") comme obliques s'écartam égalemenl du pied de la perpendiculaire Cl menée de C sur 00' ; on a de même OD ^ O'D. Or le triangle ODO' donne (39)
00' < OC -f- O'C < OD 4- O'D, d'où, en prenant les moitiés,
I< OC < OD
Sî l'on considérait deux obliques OD et OE situées de côtés différents par rapport à la perpendiculaire 01, on commencerait par prendre sur lA une longueur IG égale à lE; les obliques OC et OE seraient alors égales comme s'écartani également du pied de la perpendiculaire. Or. si lE est moindre que iD, IC le sera aussi; et, d'après l'alinéa précédent, l'oblique OC sera moindre que l'oblique OD. On aura donc encore OE < OD.
Corollaires.
43. La perpendiculaire 01 abaissée d'un point 0 sur une droite AB est la ligne droite la plus courte que l'on puisse mener de ce point à la droite: sa longueur est ce qu'on appelle la distance du point 0 à la droite AB.
il, La perpendiculaire 01 étant plus courte que toute oblique OC, il suit du n' 31 que l'angle OCI est moindre que l'angle droit OIC. Donc, lorsque deux droites AB et OC se coupent, la perpendiculaire Oî, abaissée d'un point de l'une sur l'autre, est située dans l'intérieur de l'angle aigu OCB formé par ces deux droites.
On peut conclure de ià que, dans tout triangle rectangle, les deux angles autres que l'angle droit sont aigus.
SCOLIES
45. L'exactitude des réciproques des propositions qui précèdent résulte immédiatement du principe général énoncé au n°7.
I" Si une droite est la plus courte qu'on puisse mener d'un point à une autre droite, ces deux droites sont perpendiculaires entre elles.
a6 gEouëthie i-lakk.
2° Si deux obliques à une même droite parlent d'un même point el sont égales entre elles, elles s'écartent également du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
3" 5; deux obliques à une même droite parlent d'un même point et sont inégales, la plus grande s'éloigne le plus du pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
46. D'un même poini on ne peut mener à une droite que deux obliques égales, ei ces obliques sont situées de part et d'autre de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.
THÉORÈME
47. Tout point M de la perpendiculaire CD éleuée sur le milieu d'une droite AB est également distant des extrémités A el hde cette droite [fig. 36).
En effet, C étant le milieu de AB, on a CA = CB; donc MA et MB sont des obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire CD. On a donc MA = MB.
48. Réciproquement, tout point M équidistant des extrémités A e( B d'une droite AB appartient à la perpendiculaire CD menée à cette droite par son milieu C.
En effet, le triangle MAB étant isocèle par hypothèse, la droite MC, qui joint le sommet au milieu G de la base, est perpendiculaire sur cette base.
Corollaires.
4». 11 résulte de ce qui précède que tous les points de la perpendiculaire menée à une droite par son milieu sont équidisianis des extrémités de cette droite, et que les points de cette perpendiculaire sont les seuls points du plan qui jouissent de celte propriété.
UVBE I. — LA LIGNE UROITE. 5,^
Eli Géomélrie plane, on donne le nom de lieu géométrique à la figure formée par l'ensemble des poinls du plan qui jouissent d'une propriété commune. On peut donc exprimer la double proposition qui précède en disani :
La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est le LIEU géométhioue des points éguidisiants des extrémités de cette droite.
Deux points suffisent pour déterminer une droite. Donc, dès qu'une droite a deux poinls équidistants des extrémités d'une seconde droite, on peut atfirmer que la première droite est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.
THÉORÈME
Deux triangles rectangles sont égaux
1" Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un angle aigu égal;
1° Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal.
Fie- ï7-
En effet :
I" Soient {Jig. S^) les deux triangles ABC, A' B'C, rectangles n A et en A', et dans lesquels on a
BC = B'C' et B = B'.
Portons le triangle A'B'C' sur le triangle ABC, de manière que B'C coïncide avec BG, B' étant en B el C en C. Si l'on fait tomber les deux triangles du même côté de BC, l'angle B' étant égal à l'angle B, le côté B' A' prendra la direction BA ; dès lors, le côté C'A', qui est perpendiculaire sur B'A', devra prendre la direction de CA, qui est la seule perpendiculaire qu'on puisse abaisser du point G sur BA, Le point A' devant
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tomber à la fois sur BA et sur CA viendra donc en A, et les deux triangles coïncideront.
2" Soieni(_^g'. 37) les deux triangles ABC, A'B'C, rectangles en A et en A', et dans lesquels on a
BG = B'C' et AC=:A'C'.
Portons le triangle A'B'C sur le triangle ABC, de manière que A'C coïncide avec AC, A' étant en A et C en G. Si l'on fait tomber les deux triangles du même côté de AC, le côté A'B' prendra la direction de AB, à cause de l'égalité des angles droits A et A'. De plus, C'B' deviendra une oblique égale à CB, issue du même point C, et située du même côté de la perpendiculaire CA, Donc CB et C'B' s'écarteront également du pied de celte perpendiculaire (45); en d'autres termes, le point B' tombera en B, et les deux triangles coïncideront.
THÉORÈME
51. Tout point M pris sur la bissectrice AD d'un angle BAG est également distant des deux côtés de cet angle [fig- 38). Fig. 3S.
La distance du point M au côté AB est la longueur de la perpendiculaire ME abaissée du point M sur AB; de môme, la perpendiculaire MF, abaissée du point M sur AC, mesure la distance du point M au côté AC. II s'agit de démontrer l'égalité de ME et de MF. Or cette égalité résulte de celle des deux triangles MAE, MAF, qui, rectangles en E et en F, ont l'hjfpoténuse AM commune et un angle aigu égal, savoir MAE = MAF, puisque la û^oite Alî est la bissectrice de l'angle BAC.
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52. Réciproquement, tout point M pris à l'intérieur d'un angle BAC, à égale distance ME = MF de ses deux côtés Ait Pi AC, appartient à la bissectrice de cet angle.
En effet, en menant la droite MA, on obiienl deux triangles rectangles, MAE, MAF, qui sont égaux comme ayant l'hypoténuse MA commune et un côté de l'angle droit égal : ME = MF. Donc l'angle MAE opposé au côlé ME est égal à l'angle MAF opposé au côté MF, et la droite AM est la bissectrice de l'angle BAC.
COROLLAIHÏ.
53. La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des points qui, situés dans l'intérieur de cet angle, sont équidistants de ses côtés.
Par suite, le lieu des points d'un plan équidistants de deux droites concourantes de ce plan est le système des deux bissectrices des angles de ces droites (23).
SCOLIE
54. Pour élablirun lieu géométrique, il faut toujours prouver une double proposition composée, soit d'une certaine proposition directe et de sa réciproque, soit de cette même proposition directe et de la proposition contraire,
Ainsi l'on démontrera : que tout point d'une certaine figure iouit d'une certaine propriété (proposition directe), et que loui point jouissant de celte propriété appartient à cette figure (proposition réciproque);
Ou bien : que tout point d'une certaine figure jouit d'une certaine propriété (proposition directe), et que tout point pris hors de cette figure ne jouit pas de cette propriété (proposition contraire),
Il est ordinairement plus simple d'adopter le premier mode, c'est-à-dire de démontrer la proposition directe et sa réciproque; cela tient à ce que la proposition contraire exige toujours une figure différente de celle qui est relative à la proposition directe, tandis que la réciproque n'exige pas en général une figure nouvelle.
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- DES PABALLÈLES.
8S. Lorsqu'une sécante EF rencontre deux droites quelconques ABelCD, elle forme avec ces deux droiies huit angles, dont quatre autour du point G et quatre autour du point H [fig. Sg}.
Les quatre angles i, 4- 5, 8, compris entre les deux droites AB et CD, sont appelés angles internes. Les quatre autres, a, 3, 6, 7, sont appelés angles externes.
Deux angles qui soni internes, non adjacents et situés de part el d'autre de la sécante, sont dits alternes- internes i tels sont les angles i el 5, 4 et 8.
Deux angles qui sont externes, non adjacents et situés de part el d'autre de la sécante, sont dits alternes-externes : tels sont les angles a et 6, 3 et 7.
Deux angles silués d'un même côté de la sécante, l'un inlerne, l'autre externe, ei non adjacents, soni dits correspondants; tels sonl les angles i et 7, 4 ei 6, 2 et fi, 3 et 5.
EnQn, les angles i el 8, 4 et 5, sont dits intérieurs d'un même côté, el les angles 2 et 7, 3 el 6, extérieurs d'un même côté.
56. Deux droites sont dites parallèles lorsque, étanl situées dans un même plan, elles ne peuvent se rencontrer, si loin qu'on les prolonge.
THÉORÈME
57, Deux droites AC el BD perpendiculaires sur une troisième droite EF sont parallèles [fig. 4o].
Car, si elles se rencontraient, on pourrait de leur point d'il tersection abaisser deux perpendiculaires sur EF.
68. Par an, point A, situé hors d'une ligne droite 'BC, on peut mener une parallèle à cette droite {fig- 4i )•
Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BC, el menons à AD la perpendiculaire AE. Les deux droites AE ei BC, étant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont parallèles.
59. On amiet que, par un point pris hors d'une ligne droite, on ne peut mener qu'une parallèle à celle droite. De là résultent les deux propositions suivantes !
60. Si une droite A en rencontre une autre B, elle rencontre toute parallèle C à cette autre; car si A était parallèle à C, du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener deux parallèles à C.
61. Deux droites A et B, parallèles à une troisième C, sont parallèles entre elles; car, si A eiB se rencontraient, de leur point de concours on pourrait mener deux parallèles à C.
THÉOKÈME.
62. Lorsque deux droites AB el CD sont parallèles, toute droite EF, perpendiculaire sur l'une AB, est perpendiculaire sur l'autre Oi [Jïg. 42).
Fig. 43.
D'al)orcf la droite EF rencontre CD (RO). Concevons par leur
point d'intersecUon F la perpendiculaire, à EF. Celle perpendiculaire, devant être parallèle à AB (57), coïncidera avec CD, puisque par le point F on ne peut mener qu'une parallèle à AB. Donc CD est perpendiculaire sur EF et, inversement, EF est perpendiculaire sur CD.
On énonce souvent ce lliéorème d'une manière plus rapide, en disant: Deux parallèles ont leurs perpendiculaires corn-
63. Lorsque deux droites parallèles AB, CD, sont rencontrées par une sécante EF, les quatre angles aigus formés autour des points d'intersection G et V. sont égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus formés autour des mêmes points ijig. ^3).
Fig. 43.
En effet, par le point 0, milieu de GH, menons sur les parallèles AB et CD la perpendiculaire commune IK; 01 tombera dans l'angle aigu OGA, et OK dans l'angle aigu OHD (U). Or, les triangles rectangles OGI, OHK, ont leurs hjpoténuses OG et OH égales, puisque le point 0 est le milieu de GII, et les angles aigus lOG, HOK, égaux comme opposés par le sommet : ils sont donc égaux et, par suite, l'angle OGI est égal à l'angle OHK. Chacun de ces deux angles étant d'ailleurs égal à son opposé par le sommet, on voit que les quatre angles aigus OGI, EGB, OHK, CHF, sont égaux entre eux.
De même, les quatre angles obtus AGE, 0GB, DHF, OHC, sont aussi égaux entre eux, comme suppléments des angles aigus.
64. RÉciPROQUEflEPrr, deux droites AB et CD étant coupées par une sécante EF, si les quatre angles aigus ou les quatre angles
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oblus formés autour des points d'intersection 0 e( H sont égaux entre eux, les deux droites AB et CD sont parallèles.
Supposons {fig. 44] que t'angle HGA soii égal à l'angle GHD, ei concevons par le point H la parallèle à AB. Cette parallèle doit, d'après la proposition directe, faire avec GH un angle égal à l'angle HGA, et, par suite, à l'angle GHD; donc celte parallèle coïncide avec HD, et la droite CD est parallèle à AB.
ConOLLAIRES.
65. Deux parallèles AB et CD (fig. 44J étant coupées par une sécante ËF, il résulte de ce qui précède :
1° Que les angles altemes-internes i et 5, ou 4 s' ^j ^^nl égaux entre eux ;
■J." Q}i& les angles alternes-externes 3 et 7, ou 2 et 6, sont égaux entre eux ;
3" Que les angles correspondants 1 et 7, ou 3 ei8, ou 3 et 5, ou 4 et 6, sont égaux entre eux;
4° Que les angles intérieurs d'un même côté i et 8, ou 3 et 5, sont supplémenlairei;
5° Que les angles extérieurs d'un même côté 2 et 7, ou 3 et 6, sont supplémentaires.
El, RÉciFBOQUEHBHT, deux droites coupées par une sécante sont parallèles :
Si les angles alternes-internes sont égaux.
Ou si les angles alternes-externes sont égaux.
Ou si les angles correspondants sont égaux.
Ou si les angles intérieurs d'un même côté sont supplémentaires.
Ou si les angles extérieurs d'un même côté sont suppléinen-
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SCOLIE
66. La proposition directe et la propositioD réciproque étant démontrées, les propositions contraires sont vraies par cela même. Ainsi :
Deux droites étant coupées par une sécante, si les angles formés ne satisfont pas aux relations que nous venons d'énoncer, les deux droites ne sont pas parallèles. En particulier :
Lorsque deux droites font avec une transversale deux angles intérieurs d'un même côté dont la somme diffère de deux angles droits, ces droites se rencontrent du côté de la sécante oa cette somme est inférieure à deux angles droits.
C'est l'axiome XI de la Géométrie d'Euciide; on préfère aujourd'iiui prendre pour axiome la proposition énoncée au n°59. 67, Voici deux autres remarques souvent utiles : I" Deux droites [fig. 45], l'une AB perpendiculaire, et l'autre CD oblique sur une troisième droite AC, doivent se rencontrer; car la somme des deux angles intérieurs BAC, itCA, est moindre que deux angles droits.
Fig. /,5. FiB- 43.
a" Deux droites EF, GH {Jig. 46), respectivement perpendiculaires à deux droites CA et CB gui se coupent, doivent se rencontrer; car, en menant la droite EG, on voit que chacun des angles intérieurs FEG, HGE, est moindre qu'un angle droit : la somme de ces angles est donc inférieure à deux angles droits. THÉORÈME,
68. Deux parallèles AC, BD, comprises entre deux autres parallèles AB, CD, sont égales \fg. 47).
En effet, menons AD, Les deux triangles ABD, ACI) seront égaux comme ayant un côte commun AD adjacent à deux angles égaux cliacun à cliacun, savoir : i'angle BAD égal à l'angle ADC comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB, CD,
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coupées par la sécante AD; et l'angle ADB égal à l'angle DAC comme allernes-internes par rapport aux parallèles AC, BD, coupées par la même sécante. Donc le côté BD oppoaé a l'angle BAD est égal au côté AC opposé à l'angle ADC.
r,e. il. FiG- /|8.
ConoLLAinE.
69. SI les deux lignes AC et BD (Jig./iS) étaient perpendiculaires sur AB et, par suite, sur CD (09), elles mesureraient les dislances des points A et B de !a droite AB à la droite CD. Ces deux distances étant égales comme parallèles comprises entre parallèles, et les deux points A et B étant pris d'une manière quelconque sur AB, on voit que deux parallèles sont partcut également distantes.
THÉORÈME
70. Deux angles qui ont leurs côtés parallèles chacun ù chacun sont égaux ou supplémentaires [fig. 49).
1° Supposons que les côtés parallèles soient deux à deux dirigés dans le même sens. Soient, par exemple, les angles ABC, DEF; BA et ED sont parallèles et dirigés l'un et l'autre de bas en haut; BC et EF sont parallèles et dirigés l'un et l'autre de gauche à droite : les deux angles considérés sont égaux.
En effet, prolongeons le côté DE jusqu'au point H, où il coupe le côté BC. Les angles ABC, DHC, sont égaux comme correspondanis par rapport aux parallèles BA, HD, coupées
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parBC; de même, les angles DEF, DHC, .sont égaux comme correspondants par rapport aux parallèles EF, HC, coupées par DH. Donc, l'angle ABC est égal à l'angle DEF.
2° Supposons que les côtés parallèles soient dirigés deux à deux en sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, GEH; BA et EH sont parallèles et dirigés, le premier de bas en haut, le deuxième de haut en bas; BC et EG sont parallèles et dirigés, l'un de gauche à droite, l'autre de droite à gauche : les deux angles considérés sont égaux.
En effet, en prolongeant les côtés de l'angle GEH au delà du sommet E, on forme un angle DEF égal d'une part à GEH comme opposé par le sommet, et d'autre part égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés dans le même sens.
3° Supposons enfin que deux côtés soient parallèles et de même sens, et les deux autres parallèles et de sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC, DEG; BA et ED sont parallèles et dirigés l'un et l'autre de bas en haut; BC etEG sont parallèlesetdirigés, le premier, de gauche à droite, le deuxième, de droite à gauche : les deux angles considérés sont supplémentaires.
En effet, en prolongeant GE au delà du sommet E, on forme un angle DEF qui est, d'une part, le supplément de DEG, et qui est, d'autre part, égal à ABC comme ayant ses côtés respectivement parallèles à ceux de ce dernier angle et dirigés dans le même sens.
En résumé, deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont égaux si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans le même sens, ou encore si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux en sens contraires; ils sont supplémentaires si deux côtés parallèles sont de même sens et les deux autres de sens contraires.
COEOLLAIRE.
71, Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires.
1° Considérons deux angles aigus ABC, DEF {^g. Sojj le côté DE est perpendiculaire sur BA, et le côté EF est
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perpendiculaire sur BG : les deux angles considérés sont
En effet, si l'on fait tourner l'angle DEF tout d'une pièce d'uti angle droit autour de son sommet E, le nouvel angle D'EF',
reproduction de DEF, aura ses côtés respectîvemenl parallèles à ceux de ABC : ED' et BA seront parallèles comme perpendiculaires à DE; EF' et BC seront parallèles comme perpendiculaires à EF. D'ailleurs, les angles ABC, D'EF', qui ont leurs côtés parallèles, étant tous les deux aigus, ne peuvent être supplémentaires : ils sont donc égaux; par suite, les angles ABC, DEF, le sont aussi.
2° Si les deux angles comparés étaient obtus, on démontrerait de la même manière leur égalité.
3° Considérons enfin deux angles d'espèce différente, c'està-dire l'un ABC aigu, l'autre DEF oblus {fig. 5(). En prolon-
l'iG- ■
géant EF au delà du sommet E, on forme un angle DEF,, qui est le supplément de DEF : cet angle DEF, est donc aigu comme l'angle ABC; d'ailleurs, il a ses côlés respeclivemeni perpendiculaires à ceux de ABC. Les angles ABC et DEF, sont donc égaux et, par suite, les angles proposés ABC ei DEF sont supplémentaires.
gëométhik plane.
SOMME DES ANGLES D'UN POLYGONE
THÉORÈME
72. Ln somme des angles d'un triangle quelconque ABC est égale à deux angles droits [fig. Sa).
En effet, prolongeons BC et menons CE parallèle à BA- Celte droite CE tombera dans l'angle ACE, car, si elle tombait dans l'angle BCA, elle rencontrerait sa parallèle BA. On a donc autour du point C et d'un même côté de BD trois angles consécutifs BCA, ACE, ECD dont la somme est égale à deux angles droits, et il suffit de prouver que ces angles sont respectivement égaux à ceux du triangle. Or l'angle BCA n'est autre quel'angleC du triangle; les angles BAC, ACE sont égaux comme alternes-internes, par rapport aux parallèles AB, CE, coupées par AC; enfin les angles ABC, ECD, sont égaux comme correspondants, par rapport aux parallèles BA et CE coupées par BD.
SCOLIE
73. On voîl par cette démonstration que l'angle ACD est la somme des deux angles B et A; ainsi, tout angle extérieur d'un triangle, c'est-à-dire tout angle formé par un côté et le prolongement d'un auire côté, est figal à la somme des deux angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.
Corollaires.
74. Un triangle ne saurait avoir qu'un seul angle droit et, à fortiori, qu'un seul angle obtus.
75. Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complémen t aires .
76. Un angle quelconque d'un triangle est le supplément de ln somme des deux autres. D'où il suit que si deux triangles ABC, A'B'C, ontdeux angles égaux chacun à chacun, A = A' et B^B', le troisième angle C du premier triangle est égal au troi sième angle C de l'autre. Il en résulte que deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et deux angles égaux chacun à chacun, que ces angles soient ou non adjacents au côté égal.
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77, Deux triangles ABC, A'B'C, qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires chacun, à chacun, ont leurs angles égaux chacun à chacun.
En effet, deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires étant égaux ou supplémentaires, on a
A = A' ou A 4- A' =3'', ]Î=B' ou B + B'=2'',
C---=C' ou C-+-C
On ne peut donc faire que les trois hypoilièses suivantes : I" A + A':= 2", B + B' = a''. C 4- C'==T 2", a" A=A'. B+S'=i'', C-^C'=2'',
3" A = A.', B— B', et, par suite {7fi}, C = C'.
Or, dans le premier cas, la somme des angles des deux triangles vaudrait 6 angles droits; dans le second cas, celle somme surpasserait 4 angles droits de la quantité A -i- A' = a A. ï.a troisième combinaison est donc seule possible.
THÉORÈME
78. La somme des angles intérieurs d'un polygone convexe ABCDEF est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés moins deux (Jig- 53).
Enjoignant l'un des sommets A à tous les sommets non adjacents, on décompose le polygone en autant de triangles qu'il a de côtés moins deux ; car chaque triangle contient un seul côté du polygone, excepté les deux triangles extrêmes, qui renferment chacun deux côtés de ce polygone. La somme des angles du polygone est égale à celle cSes angles de tous ces triangles ; elle vaut donc autant de fois deux angles droits qu'il
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y a de irîaogles, c'est-à-dire autant de fois deux angies droits que le polygone a de côtés moins deux.-
70, Si Ton désigne par n Je nombre des côtés du polygone, la somme de ses angles aura pour ejpression, en prenant' l'angle droit pour unité,
Si l'on fait dans la formule n^^, on trouve 4 pour la somme cherchée. La somme des angles d'un quadrilatère convexe est donc égale à quatre angles droits; d'où il suit que si un qua~ drilalÈre a tous ses angles égaux, chacun de ces angles est droit,
ConOLLUIRE.
80. La somme des angles qu'on forme à l'extérieur d'un polygone convexe, en prolongeant successivement ses côtés dans le même sens, est égale à quatre angles droits {fig. 54).
lîn effet, la somme d'un angle extérieur quelconque NAG et de l'angle intérieuradjaceniFABestégaleà deux angles droits; donc, la somme des angles, Uni intérieurs qu'extérieurs du polygone, est égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de sommets ou de côtés. Cette somme surpasse donc de quatre angies droits (79) la somme des angles intérieurs: en d'autres termes, la somme des angles extérieurs est égale à quatre angles droits.
81 ■ II convient de remarquer qu'un polygone convexe nesaurail avoir d'après cela pius de trois angies intérieurs aigus; sans quoi il aurait plus de trois angles extérieurs obtus, et la somme de ses angles extérieurs surpasserait quatre angles droits.
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§ Vi. _ DU PARALLÉLOGRAMME,
Parmi les quadrilatères convexes, on distingue
i" Le parallélogramme [fig. 55), qui a ses côtés opposés parallèles deux à deux;
2" Le rectangle [fig. 56), qui a tousses angles égaux entre eux ; il résuliet!un''79que les quatre angles d'un rectanglesont droits;
3° Le losange [fig. S-]), qui a tous ses côtés égaux entre eux : nous démontrerons dans ce paragraphe que le rectangle et le losange sont des parallélogrammeb;
4° Le carré [fig. 58), qui a ses côtés égaux et ses angles égaux : le carré est à la fois un losange et un rectangle;
5"Le/r(Tpè3e[/g.59),dontdeus côtés opposés seulemenisoni
parallèles. Le trapèze est rectangle lorsqu'on de ses côtés non
parallèles est perpendiculaire sur les deux côtés parallèles; il
est isocèle lorsque ses deux côtés non parallèles sont égaux,
THÉORÈME
83, Dans tout parallélogramme :
i" Les côtés opposés sont égaux deux à deux;
Les angles opposés sont égaux deux à deux
3° Les diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales.
Soit le parallélogramme ABCD [fig. 6o),
l'DeuxcôlésopposésquelconquesABeiGD, par exemple, sont égaux entre eux; car ce sont, par hypothèse, deux droites parallèles comprises entre deuxautres droites parallèles AD eiBC (68).
2° Deux angles opposés quelconques, DM! el BCD, par exemple, sonl égaux entre eux; car ils sont formés par des côtés parallèles deux à deux el de sens contraires (70). AB ei CD sont en effei parallèles et de sens contraires, el il en est de même de AD el de CB.
3" Chacune des diagonales AC et BD est coupée par l'aulre, au point 0, en deux parties égales. En effet, les deux triangles AOB.BOC, ont un côté égal adjacent à deux angles égaux, savoir; le côté AB égal au côté DG, comme côtés opposés du parallélogranime-, l'angle OAB égal à l'angle OCD, comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB et CD coupées parAC; et l'angle OBA égal à l'angle ODC, comme alternes- Internes par rapport aux mêmes parallèles coupées par BD. Les triangles AOB, DOC sont donc égaux. Par suite, le côtéOiî, opposé a l'augle OAB, est égal au côté OD opposé à l'angle OCD, el le côté OA opposé à l'angle OBA est égal au côté OC opposé à l'angle ODC.
THÉORÈME
Si. Vn quadrilatère convexe est un parallélogramme ■■
i" Si ses côtés opposés sont égaux deux à deux;
a" Si ses angles opposés sont égaux deux à deux ;
3" Si deux côtés opposés sont à la fols égaux el piunlléles;
4" Si ses diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales.
Soit le quadrilatère ABCD (Jig. 6i).
1" Menons la diagonale AG. Les deux triangles ABC, ADC, sonl égaux comme ayanl les trois côtés égaux, savoir ; AC commun, AU eiCD égaux entre eux par hypothèse, ainsi que AD el BC. Par suite, l'angle BAC opposé à BC esi égal à l'angle ACD opposé à AD; et comme ces angles occupent, par rapport aux deux droites AB el CD el à la sécante AC, la position d'aîlernes-internes, les deux côtés AB et CD sont parallèles {63), De même, l'égalité des angles BCA el CAD entraîne le parallélisme des deux autres côtés AD el BG. Donc, le quadrilatère
liBCD ayant ses côtés opposés parallèles deux à deux est un srallelogramme.
2" Les angles opposés A et G étanl égaux entre eux, ainsi que les angles It et D {,f^g- 62), on voit que deux angles consécutifs quelconques, B et C par exemple, ont une somme égale à la moitié de la somme des angles du quadrilatère, c'està-dire à deux droits. Ces deux angles B etC étant supplémentaires, et, de plus, intérieurs d'un même côté par rapport aux deux droites AB et CD coupées par BC, ces mêmes droites sont parallèles (65). On démontrerait de même que, les angles A et B étant supplémentaires, les deux autres côtés opposés, AD et BC, sont parallèles. Le quadrilatère A8CD est donc un parallélogramme.
3" Soient AB et CD les deux côtés opposés que l'on suppose égaux el parallèles [fif^- 61). En menant la diagonale AC, on forme deux triangles ABC, ADC, qui ont un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir: l'angle BAC égal à l'angle ACD, comme alternes-internes par rapport aux parallèles AB el CD coupées par AC ; le côté AB égal au côté CD par hypothèse, et le côté AC commun. De l'égalité des triangles ABC, ADC, résuite celle des angles ACB et CAD; et comme ces angles sont alternes-internes par rapport aux deux droites AD et BC coupées par AC, ces mêmes droites sont parallèles. Le quadrilatère ABCD ayant ses côtés opposés parallèles deux à deux esl un parallélogramme.
4° Puisqu'on suppose OA = 0C el OB = OD {/g-. 60), les angles AOB et COD étant d'ailleurs opposés par le sommet, les deux triangles AOB, COD, sont égaux. Donc, l'angle OAB est égal à l'angle OCD, D'ailleurs, ces angles étanl alternesinternes par rapport aux droites AB et CD coupées par AC, les côtés opposés AB et CD sont parallèles. De l'égalité des triangles AOD, BOC, on déduirait pareillement l'égalité des an
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gles OAD, OCB, ei, par suite, le parallélisine des deux autres côlés opposés AD et BC. Le quadrilatère ABCD, ayant ses côtés opposés parallèles deux à deux, est donc «n parallélogramme.
THÉORÈiUE.
85. Tout rectangle est un parallélogramme dont les diagonales sont égales [fig. 63).
l'ij. 63.
D'abord, tout rectangle est un parallélogramme, puisque ses angles opposés sont égaux (84, s."}. En second lieu, les deux triangles DAB, CBA, par exemple, sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir: l'angle droit DAB égal à Fangle droit CBA, le côté AB commun, et le côté AD égal au côté BC, comme côtés opposés d'un parallélogramme; donc, les diagonales AC et BD, hypoténuses des triangles rectangles égaux DAB, CBA, sont égales.
86. Béciproquement, tout parallélogi.imme dont les diagonales sont égales est un rectangle {fig- fa3). Car les triangles DAB, CBA, sont alors égaux comme ayant leurs trois côtés égaux : donc, l'angle DAB est égal à l'angle CBA, et comme chacun d'eux est égal à son opposé (83), on voit que le parallélogramme considéré a tous ses angles égaux et, par suite, est un rectangle.
THÉOBÈME.
87. Tout losange est un parallélogramme dont les diagonales sont : i" perpendiculaires l'une sur l'autre; i" bissectrices des angles opposés (fig. &^)-
D'abord, tout losange est un parallélogramme, puisque ses côtés opposés sont égaux{84, i").
En second lieu, les triangles ABC et ADC étant isocèles, puisque les quatre côtés d'un losange sont égaux, la diagonale BD, qui passe par le milieu 0 de la diagonale AC, esta la fois perpendiculaire sur AC et bissectrice des angles B et D,
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Pour une raison analogue, la diagonale AC est bissectrice des angles A et C.
88. ItÉCiPROQUEJinHT, tout parallélogramme est un losange ; i" si sfis diagonales sont perpendiculaires l'une sur l'autre; 2" si l'une d'elles est bisseclrîce des angles dont elle unit tes sommets.
Car, puisque les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuellement en parties égales, dans l'un comme dans l'autre cas, les quatre triangles AOB, BOC, COD, AOD sont égaux, et par suite les côtés AB, BC, CD, DA le sont aussi.
SCOLIES
89. 'fout carré est un parallélogramme dont les diagonales sont égales, perpendiculaires entre elles et bissectrices des angles opposés; réciproquement, tout parallélogramme est un carré lorsque ses diagonales sont : i" égales et perpendiculaires entre elles; i- égales, l'une d'elles étant en outre la bissectrice des angles dont elle unit les sommets.
La démonstration de celle double proposition n'offre aucune difficulté.
90. On nomme centre d'un parallélogramme le point d'inlersection de ses diagonales. Voici la raison de celle dénomination :
Deux points M et M' [Jig. 6o) sont dits symétriques par rapport à un point 0, lorsque ce dernier point est le milieu de la droite qui joint les deux premiers. Deux figures sont
GËOHËTnIB PLINR.
dites symétriques par rapport à un point 0, lorsqu'elles se correspondenl point par point, de manière que deux points correspondants quelconques soient symétriques par rapport à ce point 0. Enfin, on dît qu'une figure admet un ventre 0, lorsque les points de celte figure sont deux à deux symétriques par rapport à ce point 0.
Or, il est aisé de voir que les points du contour d'un parallélogramme sont deux à deux symétriques par rapport au point d'intersection des diagonales; car, si l'on mène parce point 0 une droite quelconque MOM', l'égalité des triangles MOA.M'OC (32, 2") donne MO = M'0.
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DEFINITIONS
91. La circonférence osl une ligne courbe ABCD (/g-. 65), dont tous les poinls sont égaiemenl distants d'un point intérieur 0 qu'on nomme centre.
Le cercle est l'espace limité par la circonférence.
92. On appelle rayon toute droite menée du centre à la circonférence. Tous les rayons OA, OB, OC, ... d'un cercle sont égaux, d'après la définition même de la circonférence.
Deux cercles de même rayon sont égaux; car si l'on place ie centre 0' du second {Jig. 66) sur le centre 0 du premier [fig. 65), l'égalité des rayons entraînera la coïncidence des deux circonférences.
On nomme arc une portion quelconque AB de circonférence
Deux arcs de même rayon, BC et B'C [fig. 65 et 66), sont dits égaux lorsqu'on peut les placer l'un sur l'autre de manière qu'ils coïncident.
Pour ajouter deux arcs de même rayon, AB et WC, on porte le second en BC à la suite du premier, sur le cercle 0
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auquel ce premier arc appartient, de manière qu'ils aient une extrémité B communeî l'arc ABC, compris entre les exirémilés non communes A et C, est dit la somme des deux arcs proposés,
94. Un point est intérieur ou extérieur à un cercle suivant que sa distance au centre est plus petite ou plus grande que le rajon.
95. Une droite quelconque EF ne peut rencontrer une circonférence 0 en plus de deux points Cet D [fig- 67 ).
En effet, du centre 0 à la droite EF, on ne peut mener au plus (V6) que deux droites OC et OD égales au rajon.
On donne le nom de sécante à toute droite EF qui coupe ia circonlérence en deux points C et D. On appelle corde la partie CD intérieure au cercle, et l'on réserve le nom de diamètre aux cordes qui passent par le centre.
Tous les diamètres d'un cercle sont égaux, car un diamètre quelconque AB est la somme de deux rayons OA et OB,
Ze diamètre est la plus grande corde du cercle
Car une corde quelconque CD est moindre que ia somme OC -+- OD des deux rayons qui aboutissent à ses extrémités : elle est donc moindre qu'un diamètre.
97. Tout diamètre AB divise la circonférence et le cercle en deux parties égales [fig- &■))•
En effet, si l'on plie la Qgure autour d'un diamètre AB, un rayon quelconque OC de la partie supérieure prendra la direction du rayon OC qui fait de l'autre côté de AB un angle C OA égal à l'angle COA ; el, à cause de l'égalité des rayons, le point C
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de l'arc su|iérieur AGB tombera en C sur l'arc inférieur AHB. Ces deux arcs AGB, AHB, se recouvrant exaclemenl, sont donc égaux, ainsi que les espaces compris entre chacun d'eux et le diamètre AB.
98. Une corde quelconque CD, autre qu'un diamètre, divise d'après cela la circonférence en deux arcs inégaux, l'un GGD moindre que la demi-circonférence, l'autre CHD plus grand. On dit que la corde CD sous-tend ces deux arcs. Toutefois, quand nous parlerons de V ara sous-tendu par une corde Ci), il faudra toujours entendre, à moins d'avertissement contraire, qu'il s'agit du plus petit des deux arcs correspondant à cette corde.
THÉORÈME
Dans un même cercle ou dans des cercles égaux
i" Deux arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales; s." De deux arcs inégaux, le. plus grand est sous-tendu par la plus grande corde {fig. 68 ).
Soient 0 et I deux cercles égaux :
1° Si l'arc AMB est égal à Turc CND, les cordes AB et CD seront égales. En effet, portons le cercle I sur le cercle 0 de jianière que le rayon IC coïncide avec son égal OA, 1 étant en 0 et C en A. Les circonférences coïncideront, l'arc CND tombera sur son égal AMB, et le point D viendra en B. La corde CD s'appliquera donc sur la corde AB, et, par suite, lui sera égale.
2° Si l'arc AMH est plus grand que l'arc CND, la corde AB sera plus grande que la corde CD. En effet, prenons à partir, du point A, sur l'arc AMH, un arc AMB égal à l'arc CND; les cordes AB, CD, seront égales (i"), et il restera à démontrer que la corde AB est moindre quela corde AH. Or, l'arc AMB éianl
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moindre que l'arc AMH, le point B lombe entre les points A et II, et l'angle AOB est inférieur à l'angle AOH. Par suite, les deux triangles AOB, AOH, ont un angle inégal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir OA commun et OB = OH comme rayons d'un même cercle. Donc (iO) le côté AB opposé à l'angle AOB est moindre que le côté AH opposé à l'angle AOH.
100. Du théorème qu'on vient de démontrer etdu principe général du n° 7 il suit que :
Réciproquement, dans un même cercle ou dans des cei-cles égaux, à des cordes égales répondent des arcs égaux, et à une plus grande corde répond un plus grand arc.
SCOLIË.
101. Nous n'avons considéré dans ce qui précède que des arcs moindres qu'une demi-circonférence (98). Si l'on considérait des arcs plus grands qu'une demi-circonférence, pour la seconde partie du théorème les conclusions seraient inverses : l'arc augmentant, la corde diminuerait ou lieu de croître.
TIIÉORÉUE.
102. Le diamètre AB, perpendiculaire sur une corde GD, (lii'ise celle corde ef les deux arcs CRDjCAM, gu'el/e sotis-iend, chacun en deux parties c'gales (Jlg. Gg).
En elîet, soient 0 le centre de la circonférence et 1 le poini de rencontre du diamètre AB et de la corde CD. Les rayons OC, OD, étant, par rapporta la perpendiculaire 01, deux obliques égales, s'écartent également du pied de celte perpendiculaire. On a donc CI = ID, En d'autres termes, la corde CD est divisée
LIVRE II, — LA CinCONPÈBËNtB DE CERCLE
au point I en deux parties égales. Dès lors, AB étant perpendiculaire sur le milieu de CD, tout point de AB, et en particulier le point B, est équidistant des points C et D. Les cordes BC et BD sont donc égales, el, par suite, les arcs BC et BD sont aussi égaux. En d'autres lernnes, l'arc CBD est divisé au point B en deux parties égales. On démontrerait de même que l'arc CAD est aussi divisé en deux parties égales au point A
COBOLLAIRKS.
103. La droite AB satisfait, d'après cela, aux cing conditions suivantes : elle passe par le centre 0, par lo milieu I de la corde CD, el par les milieux A et B de chacun des arcs que cette corde sous-tend; elle est enfin perpendiculaire sur la corde CD. Or, deux de ces cinq conditions suffisent pour déterminer ta droite AB ; car on sait que, par deux points, on ne peut mener qu'une droite, et que par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire sur une droite. Donc, toute ligne droite assujettie à deux des cinq conditions énoncées remplira nécessairement les trois autres. De là une série de propositions que le lecteur énoncera sans difficulté, et parmi lesquelles nous ne citerons que les suivantes :
La perpendiculaire élevée sur le milieu d'une corde passe par le centre et par le milieu de chacun des arcs que celte corde sous-tend.
Le lieu géométrique des milieux d'un système de cordes parallèles est le diamètre perpendiculaire à la direction commune de ces cordes.
THÉORÈME
lOi. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux :
i" Deux cordes égales sont également éloignées du centre ;
2' De deux cordes inégales, la plus petite est la plus éloignée du centre (Jîg. '}o).
1" Soient les deux cordes égales AB, CD, et soient OE, OF, les perpendiculaires menées du centre 0 sur chacune d'elles. Les longueurs de ces perpendiculaires mesurent les distances du centre à ces deux cordes, et il s'agit de démontrer que ces distances sont égales. Or les triangles rectangles ËOB,
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COF, sont égaux comme ayaai l'hypoténuse égale el un côté égal, savoir : 0B= OC comme rayons d'un même cercle, ei EB = CF comme moitiés de cordes égales, puisque les pieds E et F des perpendiculaires OE etOF sont(102) tes milieux des cordes AB et CD. Donc OE, troisième côté du triangle OEB, est égal à OF, troisième côlé du triangle OCF,
2" Soient les deux cordes inégales AG et CD. On suppose AG moindre que CD, et ilfaut démontrer quela perpendiculaire OH, menée du centre sur la première corde, est plus grande que la perpendiculaire OF, Par le point A menons une corde AB égale à CD. La dislance OE du centre à celte corde sera égale à OF, et il reste à démontrer que OE est moindre que OH, Or, la corde AG étant moindre que la corde AB, l'arc AG est inférieur à l'arc AB, el, par suite, le centre 0 du cercle el le milieu H de la corde AG sont situés de pari et d'autre de la droite AB. Donc AB rencontre OH en un point I situé entre 0 eiH, el l'on a OI<OH. Mais, puisque OE est perpendiculaire sur AB, 01 est oblique, et l'on a
OE<OH
t05. Du tiiéorèmc qu'on vient de démontrer el du principe général du n" 7 il résulte que :
RficiPnoQUEMENT, dans un même cercle ou dans des cercle* égaux, deux cordes également éloignées du centre sont égales ; et, de deux cordes inégalement éloignées du centre, la plus éloignée est la plus petite.
1, RlRCONPÈnENGE I
§ n. - TANGEME AU CERCLE. - TOSITIONS MUTUELLES DE DEUX CIHCOSFÉUENCES,
DÉFINITION
lOG. On nomme tangente au cercle loule droite CD {fig. 71) qui n'a qu'un point commun avec !a circonférence. Ce point commun A est appelé point de contact.
THÉORÈME
107, Toute perpendiculaire QO, à l'extrémité d'un rayonOA., est tangente à la circonférence [fig- 71)-
Eu effet, en joignant au centre 0 un point quelconque 1? (le CD, autre que le point A, on obtient une droite OB oblique sur CD, puisque OA est la perpendiculaire à CD qui passe par le poinl 0, Celte droite OB est donc, plus grande que la rayon OA (1-2), et, par suite, le point B est extérieur au cercle (94). La droite CD ayant tous ses points hors du cercle, sauf le point A, qui est commun aux deux lignes, est donc une tangente à la circonférence.
108. RÉCiPnoQUEHENT, toute tangente CD 5 la circonférence est perpendiculaire à l'extrémité du rayon OA qui aboutit au point de contact A {fig. 71)-
En effet, tout poinl B de la langenle CD, autre que le poinl A, éiant extérieur au cercle, sa distance BO au centre est plus grande que le rayon (94). Donc le rayon OA est la plus courle (ie toutes les droites qu'on peut mener du centre à la tangente CD. En d'autres termes, OA est perpendiculaire sur
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CD (45), et inversement, la langenle CD est perpendiculaire au point A sur le rayon OA.
Corollaires.
^ 109. Par un point A d'une circonférence 0, on peut toujours mener une. tangente à cette courbe, et l'on ne peut en mener qu'une.
110. Toute tangente est parallèle aux cordes ijue le diamètre mené au point de contact divise en deux parties égales (103).
SCOLIilS.
111. On peut considérer la tangente AC en un point A d'une circonférence {Jig. -jn] comme la position limite que prend une sécante AB lorsque cette sécante tourne autour du point A de manière que le second point d'intersection It vienne se confondre avec le premier. Car, lorsque les deux points d'intersection B et A sont ainsi réunis en un seul, la droite AG n'a plus qu'un point commun avec la circonférence.
Cette nouvelle définition de la tangente est applicable à toutes les courbes. D'ailleurs, nous verrons plus tard qu'outre sa généralité celte définition a sur celle dir n" 106 l'avantage de mettre en lumière l'intime corrélation de certains théorèmes qui sembleraient sans cela tout à fait distincts.
On dit qu'une courbe ou qu'un arc de courbe est convexe lorsque cette courbe ou cet arc tombe eniièremenl d'un même côté de chacune de ses tangentes. Le raisonnement du n' )07 prouve que la circonférence est convexe.
Nous avons vu au n" 95 qu'une droite quelconque ne peut rencontrer une circonférence en plus de deux points. Tout arc de courbe convexe jouit de la même propriété ; car, si une droite coupait cet arc en trois points, le premier et le dernier point seraient situés de part et d'autre de la tangente au point intermédiaire.
112. On appelle normale en un point d'une courbe la perpendiculaire élevée par ce point à la tangente correspondante.
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La normale en un point d'une circonférence est donc dirigée suivant le rayon qui passe par ce poinl, c'est-à-dire que louies les normales à la circonférence passent par son centre.
Il en résulte que par un point pris sur la circonférence on peut toujours lui mener une normale, mais une seule; tandis que par un, point 0, extérieur ou intérieur à cette courbe (fig. 73 ), on p^ut en mener deux ; la normale OA el la normale OB.
Toute droite qui n'est pas normale à la circonférence lui est oblique.
THÈORËME.
f 13. Toute oblique OE, issue d'un point 0 qui n appartient pas à la circonférence C, a sa longueur comprise entre celles des deux normales OA et OB qui passent par ce point {fi^.'^Z).
FJB. 73.
Que le point 0 soil extérieur ou intérieur, OA est égal à la différence des côtés OC et CE du triangle OCE; donc ia normale OA est plus petite que l'oblique OE, troisième côté du triangle.
De même, OB est égal à la somme des côtés OC ei CE du même triangle ; donc la normale OB est plus grande que l'obiique OE, troisième côté de ce triangle,
ScouE.
114. On appelle distance d'un point 0 à une circonférence la longueur de la pïus petite OA des deux normales que l'on peut mener de ce point à la circonférence.
THÉORÈME
Deux parallèles interceptent sur la ciiconj'érence des
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II faut distinguer trois cas :
1° Supposons (/g-, 74} que les parallèles AB, CD, soient sécantes, et abaissons du centre 0 sur ces droites la perpendiculaire commune OM qui coupe la circonférence en M. La
Fig. 75.
Fie- :«-
point M est (109) à la fois le milieu de l'arc EMF que soustend la corde EF, et le milieu de l'arc GMH que sous-tend la corde GH ; on a donc
arc EM — arc FM, arc GM = arc HM ;
d'où, en soustrayant membre à membre,
arcEM ~ arcGM^ avcFM - arcHM. c'est-à-dire
CEG:.
cFH.
2" Supposons IJlg. 75) que les parallèles AB ei CD soient l'une sécante et l'autre tangente. Alors le rayon OK, qui aboutit au point de contact, est (107, 110) une perpendiculaire commune à la tangente CD et à la corde EF qui lui est parallèle; 1! divise donc l'arc EKF, sous-tendu par cette corde, en deux parties égales, et l'on a
arcEK = arcFK.
3° Supposons enfin {^g', 76) que les deux parallèles Ali et CD soient tangentes, l'une en 1 et l'autre en K. Les deux rayons 01 et OK, respectivement perpendiculaires à AB et à CD, seront dans le prolongement l'un de l'autre, puisque des droites parallèles ont leurs perpendiculaires communes. Les deux arcs KPI, KQI, sont donc égaux l'un et l'autre à une demicirconférence.
■ LA RIRCONFËRENCE I
THÉORÈME
IIG. Par trois points \, B, C, non situés en ligne droite, on pfntt toujours faire passer une circonférence, et l'on ne peut en faire passer qu'une (fig. 77 ).
il s'agit de prouver qu'il existe uti point, et un seul, situé à la même dislance des trois points donnés A, B, C.
Or, tout point équidisiant de A, B, C, doit se trouver sur la perpendiculaire DE élevée sur le milieu de AB, parce qu'elle est le lieu des points équidislants de A et de B; il doit aussi appartenir à la perpendiculaire FG élevée sur le milieu de BC, parce qu'elle est le lieu des points équîdistanls de B et de C. Comme deux droites DE, FG, ne peuvent avoir qu'un point commun, on voit d'abord qu'il ne saurait jamais exister qu'un seul point équidistanl des points A, B, C. En second lieu, un tel point existe toujours si, conformément à notre hypothèse, les points A, B, C, ne sont pas en ligne droite; car, les deux droites AB et BC se coupant, les droites DE et FG, qui leur sont respectivement perpendiculaires, doivent se rencontrer en un certain point 0 (67).
Le cercle décrit de ce point 0 comme centre, avec l'une des trois droites égales OA, OB, OC, pour rayon, passe par les points A, B, C, et estle seul qui puisse y passer.
On énonce souvent ce théorème d'une manière plus rapide en disant : Trois points, non en ligne droite, déterminent une circonférence.
CoitOLLAlRES.
117. La démonstration précédente prouve que les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un triangle ABC
passent par un même point. On en conclut imniédîatcniélU «^iie les trois hnuleiiis d'un triangle ABC {fig- 78), c'esl-à-dire les perpendiculaires Al), BE, CF, abaissées des sommets sur les côtés opposés, passent par un même point. Il suffit pour cela de montrer que ces trois hauteurs sont perpendiculaires sur les milieux des côtés du triangle A'B'C formé en menant par les sommets du triangle primitirACC des parallèles aux côtés opposés. Or, AD perpendiculaire a BC l'est aussi à sa parallèle B'C et, de plus, les longueurs AB' ei AC sont égales entre elles, puisqu'elles sont respectivement égales à BG comme parallèles comprises entre parallèles.
118. Deux circonférences ne peuvent avoir trois points communs sans coïncider; d'oii il suit ^w&deux circonférences distinctes ne peuvent avoir plus de deux points communs.
Lorsque deux circonférences ont deux points communs, on dit qu'elles se coupent ou qu'elles sont sécantes.
Lorsque deux circonférences n'ont qu'un point commun, on dit qu'elles sont tangentes; le point commun est appelé point de contact.
ÏHÉOiiïîME.
119. Lorsque deux circonférences se coupent, la droite 00' qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde commune AB et divise celle corde en deux parties égales {Jig. 79).
En effet, la perpendiculaire élevée sur Sa corde commune AB par son milieu I doit passer par le centre de chacune des deux circonférences 0 et 0' (103).
COKOLLAIRE.
120. Supposons que, la circonférence 0 restant fixe, ainsi que le point A, la circonférence 0' tourne autour du point A,
fie manière que le second poinl d'iniersection B se rapprocha de plus en plus du premier el vienne à !a limite se coiiTondre avec lui, comme dans la Jig. 80. Les <ieux cîrconrérences n'ayant plus alors qu'un poinl commun Aseront tangentes en cepoint. D'ailleurs, la droite 00' passant toujours entre A elB, ces deux points ne peuvent se réunir que sur la ligne des centres 00'. Enfin, en vertu <!e ce mouvement (111), la corde commune devient à la limite tangente en A à chacune des deux circonférences. Donc :
Lorsque deux circonférences 0 et 0' sont iangentea, leur poinl fie contact A est situé sur la droite des centres, el la perpendiculaire CD élevée en ce point sur cette droite est une tangente commune aux deux circonférences.
On appelle angle de deux courbes qui ont un point commun l'angle formé par les langenies à ces deux courbes en ce point. Si cet angîe n'est pas nul, on dit que les deux courbes se conpenl. S'il est nul, e'esl-à-dire si les deux courbes ont la même langeijle au poinl commun, on dit que ces courbes sont tangentes. On appelle orthogonales deux courbes qui se coupent à angle droit.
Scoi.iK.
121. Deux circonférences distinctes peuvent avoir deu\ points communs, c'esi-à-dire se couper {Jig- S3); ou avoir un seul point commun , c'esl-à-dire être tangentes, soit extérieurement {_^^, 82), soitintérieuremenl {Jtg. 84); ou enfin n'avoir aucun point commun, c'est-à-dire être extérieures {J>g. Si) ou intérieures (fg. 85) l'une à l'autre. Leurs positions relatives sont donc au nombre de cinq.
THÉORÈME
122. i" Si deux circonférences 0 et 0' sent extérieures, la distance des centres est plus grande que la somme des rayons;
2" Si elles sont tangentes extérieurement , la distance des centres est égale à la somme des rayons;
3" Si elles se coupent, la distance des centres est à la fais moindre que la somma et plus grande que la différence des rayons;
4" Si elles sont tangentes intérieurement, la distance des centres est égale à In différence des rayons;
5" Si elles sont intérieures, la distance des centres est moindre que la différence des rayons.
En effet :
I" A et A' {Jig. Si) étant les poînis où la ligne des centres coupe ies deux circonférences, on a
00' == OA -I- AA' -f- 0' A' ou 00' > OA + 0' A'.
2' Le point de contact A {fig. 82) est situé entre les deux centres et sur la droite 00' qui les joint. On a donc
3" Les deuï poinis commun.'; [ff^. iVi] éiani situés hors de
la ligne des centres (119 ), en joignant l'un d'eux U aux deux
centres, on forme un triangle dans lequel on a (36, 37)
00'<OB-f-0'B et 00'>OB-0'lt.
4° Le point de contact A {fig. 84) est situé au delà des deu?i centres sur la droite qui les joint. On a donc
ÛA = 00't-0'A, d'où 00' = 0A — O'A.
yGoosle
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5° A el A' ijig. 85) étant les points où la ili-oite 00' coupe les deux circonrérences, on a
0A = 00' -h O'A' + A' A, d'où OA >00' -h C'A',
c'esi-à-dire
OA-0'A
Corollaire.
123. A chacune des cinq hypothèses faites répond une conclusion distincte. Donc, en vertu du principe généra! du n" 7, les réciproques des propositions précédentes sont toutes vraies. Voici leurs énoncés :
i' .Si la distance des centres est plus grande que la somme des rayons, les deux circonférences données sont extérieures l'une à l'autre.
1° Si ta distance des centres est égale à la somme des rayons, les deux circonférences sont tangentes extérieurement,
3° Si la distance des centres est à la fois moindre que la somme et plus grande que la différence des rayons, les deux circonférences se coupent.
4" Si la dislance des centres est égale à la différence des rayons, les deux circonférences sont tangentes intérieure"
5" Si la dislance des centres est moindre que la différence des rayons, les tlenx circonférences sont intérieures l'une à l'autre.
Ainsi, coonaissani les trois nombres D, K, r, qui mesurent respective m eni la distance des centres et les rayons de deux circonférences, on peut, sans tracer ces circonférences et par une simple opération numérique, savoir quelle est leur position relative. Par exemple, si l'on a D :=; 1 5'", R;=2t'", r=^&'^, on peut affirmer que les deux circonférences sont tangentes intérieuremeni ; car ou a i5 — 21 — 6, ou D — R — r.
§ III. - .llEStriil-: DES AKGLES.
IIËI'IKITIONS.
Dam le même cercle ou dans des cercles égaux
i" Deux angles au centre Égaux interceptent des arcs égaux ;
2° Si un angle au centre est la somme de deux autres angles au centre, l'arc intercepté par cet angle est la somme des arcs interceptés par les deux autres [Jig. S6].
1" Soieni AOB, .VO'B', deux angles au centre égaux enire eux; les deux arcs eorrespondanis AB et A'B' seroni égnux. En effet, en meniinl les cordes AB, A'B', on forme deux triangles AOB, A' 0' B', qui sont égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, savoir ; l'angle AOB égal à l'angle A'O'iî' par hypothèse, et les côiés 0A = O'A', OB = 0'B', comme rayons de cercles égaux. Donc la corde AB est égale à la corde A'B', et, par suite (100), les arcs AB et A'B' que ces cordes sous-tendcni sont égaux entre eux.
2" Soient A'O'B' et BOC deux angles au centre; transportons ie premier en AOB à la suite du second, de manière a former (9) un angle AOO qui soit "la somme des deux angles proposés. L'arc ABC sera évidemment la somme des deux arcs AB et BC, et comme les arcs AB et A' B' sont é gaux, puis qu'ils correspondent à des angles au centre égaux, l'arc ABC sera la somme des arcs A'B' cl BC.
126. Il résulte de là (noie i) que, dans le m&nic. cercle oit dan.! des cercles égaux, le rapport de deux angles an centre est égal au rapport des arcs qu'ils interceptent ; en d'iuilres lermes, l'angle au centre d'un cercle est proportionnel à l'ara correspondant.
THÉORÈME
127. Tout angle a la même mesure que l'arc qu'il intercepte sur une circonférence décrite de son sommet comme centre, avec un rayon quelconque, pourvu que l'on prenne pour unité '/'angle l'angle au centre qui intercepte sur celte circonférence l'arc choisi pour unité d'arc.
En effei, soient {ftg. 81 ) AOB l'angle à mesurer et AB l'arc qu'il intercepte sur la circonférence de rayon arbitraire OA; AC ctanc l'unité d'arc, l'angle correspondant AOG sera, par hypothèse, l'unité d'angle. On a (126)
AOR iir-- AR AOC ^ arc AC '
Or le premier rapport est égal au nombre qui mesure l'angle AOB, ei le second est égal au nombre qui mesure l'arc AB. Donc, dans le système d'unités adopté, le nombre ijui mesure l'angle AOB est le même que celui qui mesure l'arc AB.
Comme ce théorème est d'un usage irès-fiéqueni.
C>4 gCohEtrie i-lank.
fère l'énoncer d'une manière plus rapide, (luoiqueiiicorrecli.^ D'abord on sous-enlend la condiiio» relaiiveà la correspondance des unités; puis on dii a pour mesure, au lieu de a la même mesure que; et l'on arrive ainsi à cet énoncé usuel: tout angle au ceiitrea pour mesure l'an: compris entre ses cûlés.
SCOLIE
128. Lorsqu'on prend l'angle droit pour unité, l'arc unité est le quart de la circonférence ou ie quadrant; car, si l'angle au centre AOB est droil(/ig'.8'3), les quatre angles AOB, BOC, COD, DOA, formés par les deux diamètres BOD, AOC, soni droits, et par suite égaux; les quatre arcs AB, BC, CD, DA, sont donc égaux entre eux, et chacun d'eux est le quart de la circonférence.
THÉORÈME
12!). 'J'out angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés.
Soit BAC un angle inscrit dans un cercle 0. Pour démontrer que cet angle a pour mesure la moitié de l'arc BC compris entre ses côtés, il convient rie distinguer trois cas:
1" Le centre 0 tombe sur l'un des côtés AC de l'angle BAC (/g", 88). Menons le rayon BO; le triangle BOA étant isocèle, les angles Aet B sont égaux, et comme (73) leur somme équivaut à l'angle extérieur BOC, l'angle A est égal à la moitié de BOC; mais ce dernier angle, avant son sommet au centre du cercle, a pour mesure l'arc BC. Donc l'angle proposé lïAC a pour mesure la moitié de l'arc BC.
FiG. go.
2" Le centre 0 tombe à l'intérieur de l'angle BAC {Jig. ^9). Menons le diamètre AOD; l'angle BAC est la somme des an-
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gles BAD, DAC, qui, d'après le premier cas, ont respectivemeni pour mesure y BD el~ DC. La somme de ces deux arcs, c'est-à-dire la moilié de l'arc BDC, est donc ia mesure de l'aiigle BAC.
3" Le centre 0 tombe en dehors de l'angle BAC {Jig. 90}. Menons le diamètre AOD; l'angle BAC est la différence des angles BAD, CfCO, qui, d'après le premier cas, ont respectivement pour mesure f BD et ^ CD; la différence de ces arcs, c'est-à-dire la moitié de l'arc BC, est donc ia mesure de l'angle proposé BAC.
COROLLAIBES.
130. Supposons {/ig. 90) que, le côté AC restant fixe, la corde AB tourne autour du sommet A, de manière à devenir !a tangente AT au point A; dans toutes les positions de la corde AB, l'angle inscrit BAC aura pour mesure la moitié de l'arc correspondant BC; donc, à lalimite, r(iK^/eTAC,/ocm^ par une tangente AT et une corde AC issue du point de coritact, a pour mesure la moitié de l'arc AC compris entre ses côtés.
On peutd'ailleursdémomrer ce théorème, indépendamment de toute notion de limite. Il suffit, par exemple, d'observer que l'angle TAC est l'excès de l'angle droit 'TAD sur l'angle inscrit CAD; sa mesure est donc l'excès de la moitié de la demi-circonférence ABD sur la moitié rie l'arc CD, ou enfin la moilié de l'arc AC,
131 . On appelle segment la portion de cercle comprise entre un arc et sa corde. A chaque corde AB correspondent deux segments ACB, AMB {.fig- 91). On dit qu'«w angle est inscrit
segment lorsque son sommet est situé sur l'arc du
C- - Tr. tUGeom. (l"Parlie
segment et que ses côtés passent par les exirémités de h corde sous-teiidante. Ainsi les angles ACB, AEB, sont inscrits dans le segment ACB, et l'angle AMB est inscrit dans le segment AMB.
Tous les angles insciits dans un même segment sont égaux; ainsi, les angles ACB, AEB, sont égaux comme ayant l'un et l'aulre la moitié de l'arc AMB pour mesure.
Tout angle inscrit dans l'un des deux segments déterminés par une même corde est le supplément d'un angle quelconque inscrit dans l'autre segment. Ainsi les angles ACB, AMB, sont supplémentaires, car leurs mesures } arc AMB el } arc ACI! forment en somme la moitié de la circonrérence.
7'out angle inscrit dans un segment est aigu, droit ou obtus, suivant que ce segment est supérieur, égal ou inférieur à un demi-cercle; car l'arc compris entre les côtés de l'angle est alors inférieur, égal ou supérieur à une demi-circonférence.
On dit qu'un segment de cercle est capable d'un angle donné, lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à l'angle considéré; ainsi le segment capable d'un angle droit e.ft un demi-cercle.
THÉORÈME
132. Tout angle BAC, formé par deux sécantes qui se rencontrent à l'intérieurdu cercle, a pour mesure la demi-somme des arcs BC et DE compris entre ses côtés et entre ses côtés prolongés (fig. 92).
En effet, en menant DC, on voit que l'angle BAC, extérieur au triangle ACD, est égal (73) à la somme des angles inscrits ADC, ACD, qui ont respectivement pour mesure ^ BC et -; DE.
yGoosle
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TliïlORÈME.
1S3. Tout angle BAC, formé pnr deux; sécantes qui sn ren-
i:onlre.nt hors du cercle, a pour mesure la demi-différence de
l'arc concave BC el de l'arc convexe DE compris entre ses
Eli effet, en menant ÏÎC, on voit que l'angîe BDC, extérieur uti triangle DAC, est la somme des angles A et C; par suite, l'angle A est l'excès de l'angle BDC sur l'angle G; sa mesure est donc l'excès de -j BC sur {■ DE, c'est-à-dire -^ { BC — DE).
En faisant toarner autour du sommet A l'un des côtés, ou même les deux côtés de l'angle, jusqu'à ce qu'ils deviennent langenls à la circonférence, on voit que le théorème subsiste pour l'angle formé par une tangente et une sécante qui se coupent hors du cercle, et pour l'angle de deux tangentes,
Corollaire.
\^k. Dans la portion de plan située au-dessus d'une droite\i£., le Heu des points d'où l'on voit cette droite sous un angle donné est un arc de cercle passant par les extrémités B el C de cette droite [fig- 94)-
En effet, soient A un point du lieu et BMACN la circonférence déterminée par les trois points A, B, C. i"De tout point M (le l'arc BMAC on voit la droite BC sous un angle égal à BAC{131); 2" de tout point 1 pris à l'intérieur du segment BMAC, on voit la droite BC sous un angle BiC plus grand que BAC, puisque (132) sa mesure excède la moitié de l'arc BNC; 3° de tout point E extérieur au segment BMAC et situé au-dessus de la droite BC, on voit cette droite sous un angle BEC moindre que BAC, puisque sa mesure est plus petite que la moitié de l'arc BNC ( 133 ). L'arc BMAC est donc le lieu cherché.
11 résulte de là que l'arc BA'C, sur lequel s'applique l'arc BMAC, lorsqu'on replie la figure autour deBC, est, au-dessous de BC, le lieu des points d'où l'on voitla droite BC sous l'angle donné.
Donc, enfin, le lieu des points d'où Ponvoit une droile'BC sous an angle donné se compose de deux arcs de cercle égnmr
entre eux et passant par les extrémités JS et C de celte droite Remarquons, en outre, que l'ensemble des arcs BNC,BN'C, représente le lieu des points d'oii l'on voit la droite !ïG sous un angle supplémentaire de l'angle considéré (131 ).
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Si l'angle considéré esl droit, les deux arcs BAC, B A' 0, son! des demi-circonférences décrites sur BC comme diamètre. Donc, le lieu des points d'ofi l'on voit une droite sous unan^^le droit esl le cercle décrit sur cette droite comme âiamètrf-
THÉORÈME
135. Dans tout quadrilatère convexe inscrit dans un cercle, les angles opposés sont supplémentaires.
En effet [yîg'. gS], considérons par exemple les angles opposés, B et D. La corde AC détermine deux segments ABC, ABC, et nous avons vu (131) que tout angle D inscrit dans le segment supérieur est le supplément de tout angle B inscrit dans le segment inférieur.
Rëcipboqueiuekt, si, dans un quadrilatère convexe ABCD, deux angles opposés B «( D sont supplémenîaites, le quadrilatère est inscriptible; en d'autres termes, la circonférence déterminée par les trois points A, B, C, passera par le quatrième sommet D.
En effet, le sommet D esl un point situé au-dessus de AC, ei d'où l'on voit la corde AC sous un angle supplémentaire de l'angle B; or l'arc AMC est le lieu des points du plan qui jouissent de cette propriété (13?f.j,
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S IV. - CONSTIiUCTinN DES ANGLES ET DES TRIANGLES.
NOTIONS î'Rfii.IillINAllir.S.
136. Les deux [irincipaux inslruments employés dans 1» consiruciion graphique des figures sont la règle et le coinpus. Cliaciin sait comment on li-ace des lignes droites avec la règle et des circonférences avec le compas.
On fait d'abord tout le dessin au crayon ; on exécute ensuite !a mise à l'encre à l'aide d'un tire-ligne à branches égales et que l'on tient perpendiculairement au pian du papier. Les données et les résultais sont représentés par un train plein ou continu; on représente par un trait pointillé ou interrompu \iis lignes de construction, c'est-à-dire les lignes qui servent à déduire les résultais des données.
En pratique, lorsqu'on détermine une droite par deux points ^ il convient que ces deux points ne soient pas trop voisins l'un de l'autre; sans cela, la moindre erreur sur la position de l'un d'eux enti-aSnerait une erreur notable sur la direction de [a droite.
De même, quand un point est déterminé par la rencontre de deux droites, il faut que ces droites ne se coupent pas sous un angle trop petit; sans cela l'épaisseur inévitable des deux traits laisserait dans l'incerLitude sur la véritable position du point de rencontre.
PROBLÈME
137. Trouver lapins grande commune mesure de deux lignes droites.
Soient A et B deux droites conimensurablas entre elles; la recherche de leur plus grande commune mesure , c'est-à-dire de la plus grande portion de droite qui soit une partie aliquote de chacune d'elles, repose sur les deux principes suivants :
1° 5( B est une partie aliquote de A, B est évidemment la plus grande commune mesure de A et de B ;
1" 'si A contient m fois R, plus un reste R moindre que !!,
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lapins grande commune mesura de A et de !ï est la mfime que celle de B et deR. On a, en effet,
or, loute commune mesure de A ei de B, élani une partie ali- (juotedeB, l'est aussi de mB, el, par suite, de A — mB ou de R. Inversement, toute commune mesure de B et de R, élani une partie aliquote de B, l'est aussi de mB, et, par suite, de mB -!- K ou de A. Donc les communes mesures de A ei de B sont les mêmes que celles de B et de U; et, en particulier, la plus grande commune mesure est la même de pari et d'autre.
D'après cela, on portera Bsur A autant de fois que possible; s'il n'y a pas de reste, B sera la plus grande commune mesure demandée; s'il y a un reste R, on sera ramené à chercher la plus grande commune mesbre de B el de R. On portera donc H sur B autant de fois que possible; s'il n'y a pas de reste, K sera la plus grande commune mesure demandée ; s'il y a un reste K', on sera ramené à chercher la plus grande commune mesure de R et de R'.
li est aisé de prouver qu'en continuant de la sorte on arrivera à un reste qui sera une partie aliquote du précédent. En effet, dans toute division, le dividende est au moins égal à la somme du diviseur et du reste ; le reste est d'ailleurs moindre que le diviseur; donc le reste est inférieur à la moitié du dividende. On voit par la que, dans la recherche de la plus {j'rande commune mesure de A et de B, le premier reste sera
inférieur à ~- ; le troisième reste sera moindre que la moitié
. . ,. . . A , du premier, et, par suite, mierieur a y ; le cinquième resta
sera moindre que la moitié du troisième, et, par suite, inférieur à Tj- ; et ainsi de suite. L'opération ne pourra donc pas se
prolonger indéfiniment, car on tomberait sur un reste moindre que la plus grande commune mesure supposée; ce qui est absurde, puisque, d'après la théorie précédente, la plus grande commune mesure doit diviser exactement les restes successifs.
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On arrivera (ionc à un reste qui sera une partie aliquole du précédeni, et ce reste sera )a plus grande commune mesure lîemandée.
138. Réciproquement, si, en aiJpliquant le procédé qu'on vient d'indiquer à deux droites données, on arrive à un reste qui soit contenu un nombre exact de fois dans celui qui le précède, les deux droites considérées seront coramensnrables entre elles, et ce reste sera alors leur plus grande commune
Ainsi, supposons qu'on ait trouvé successivement A =B -ili. îi -^5\i H-R , R^^ 2R' ^H'. R-=3R
et le rapport des deux droites A et B sera représenté par Je
commune mesure de R' et de R" sera, d'après ce qui [trécède, îa plus grande commune mesure lie A et de R.
139. n résulte de là que le procédé précédent, appliqné à dftUï droite" incomœônsurables entre elles, conduira à une série d'opérations iiitermi-
Celte conclusion, absolument rigoureuse en théorie, ne se vérifie pas en pratique} car les restes cessent d'être appréciables au compas. Mais, s'il est impossible de constater de cette manière, ou plus généralement ati moyen d'une opération mécanique quelconque, l'incommensurabilité dfl deux droites, on peut parfois, lorsque les droites résultent d'une construction bien déRnie, démontrer géomctriqiiement leur incommensurabilité en s'appuyant sur la théorie qui précède et en clierchant la loi des restes successifs.
Nous allons, comme exemple, démontrer ainsi quo la diiigoimle AC ci le i:6tè AB d'un carré ABCD sont dcii-v lignes incnmmeJisurables ciiltp, liles.
Le côté AB (j%. 96) étant moindre que la diagonale AG et pkis grand que la moitié AO de cette diagonale, on voit d'abord que, si l'on prend sur la diagonale AG ta longueur AE égale à AB, le reste EC sera moindre que AB.
Comparons maînl.cmmt ce reste EC au col.é Alî ou à Eon égal BG. Si !'oit niènc £F parallèle a 8D, le triangle FEG, rectangle en E, aéra isocèle, puisque l'angle EFG est égal à son correspondant OBC, et, par suite,
h ECF. Donc, dans ce triangle comme dans le triangle analogue ABC, si l'on prend FG égale à EC, le reste GC sera moindre que EC. D'ailleurs, les triangles rectangles ABF, AEF, ayant l'hypoténiise commune et un côté égal, sont égaux, et, par suite, BF est égal à FR ou à EC ou à FG. Donc enfin le côté BC conthn: de::-'-, fois EC, plu--: im rr.M GC moiii/lre qae EC.
Ce dernier résultat, énoncé d'une manière générale, prouve que dans tout triangle rectangle et isocèle le cûté contient deux fois la différence entre l'hypoténuse et le côté, plus un reste moindre que cette différence. Donc, à son tour, le calé EC contiendra deux fnis GC, plas un nouvcait rew: moindre cjuc- GC, et ainsi de suite.
On voit par là que, si l'on applique aux droites AC et AB la règlo prescrite au n° 137, chaque reste contiendra deux fois le précédent, plus un nouveau reste moindre que celui-ci, de sorte que l'opéraUon n'aura pas de fin. Les deux droites considérées sont danc iiicommenriuniblos entre olles.
l'ROBLÈiME.
140. Par un point B â'iuie droit'} BC, mf:ner une seconde droite qui fasse avec la première un angle éj^al à un angle
donné (/g-. 97).
Du point A comme centre, avec wne ouverisire de i"Oinpas
iirbitraîre, mais assez grande, décrivez un arc de cercle qui coupe en D el E les côtés de l'angle donné : avec la même ouverture, et du point B comme centre, décrivez un second arc de cercle GF, qui coupe en F !a droite BC. Prenez avec le compas la longueur de la corde DE (il est inutile pour cela de tracer celte corde), el du point F comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en H l'arc GF; la droite BU sera la droite demandée.
En effet, les arcs HF el DE ayant des rayons égaux ei des cordes égales aont égaux (100): par suite, les angles au centre HBF, DAE, qui correspondent à ces arcs, sont aussi cgaux (126).
ii-1. On divise îa circonférence en 36o parties égales qu'on nomme degrés, le degré en6o parties égaiesappeiéesH?/;i«/?î. el la minute en 60 parties égales appelées secojuîes. D'après cela, la circonférence contient 36o. 60== 21600 minutes, ou 21 600.60 =::■: 1296000 secondes; la demi-circonférence contient 180 degrés, ou 10800 minutes, ou 645Jooo secondes; enfin le quadrant vaut 90 degrés, ou 54"'" minutes, ou 334000 secondes.
On évalue un arc quelconque en degrés, minutes et secondes de la circonférence. Ainsi l'on dit : un arc de 36 de- ^'rés i5 minutes 21 secondes, que l'on écrit; arc de 36": 5' 21".
Deux arcs Aiï et A' E' {Jig- 98), décrits entre les côlés d'un même angle XOY, de son sommet comme centre, contiennent
Fiit- 9«.
Fis- 99,
la même nombre de degrés, minutes et secondes. En elîet, ia rapport de l'arc AB au quadrant AC est !e même que le rapport de l'arc A'B' au quadrant A'C, puisque chacun de ces vnpports est égal à celui de l'angle XOY à l'angle droit
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XOZ. Or, comme le quadrant AC vaut 90 degrés de la circonférence OA, el que le quadrant A'C vaut 90 degrés de b circonférence OA', les arcs AB et A'B' vaudront le même nombre de degrés, minutes et secondes de leurs circonférencprespectives.
D'après cela, on appelle angle de o6"i5'?.i" l'angle qui intercepte entre ses côtés, sur toute circonférence décrite fîtson sommet comme centre, un arc de 3(J''i5'2!".
Connaissant le nombre de degrés, minutes et secondes d'un angle, on obtient son rapport à l'angle droit en prenant le rapport de ce nombre de degrés, minutes et secondes à 90 degrés ; il faut avoir soin, bien entendu, d'évaluer les deux angles en unités de même espèce, soit en degrés, soit en minutes, soii en secondes. Ainsi, comme 36" iS' ai" valent iSoSai secondes, el que go degrés renferment 3^4""'* secondes, le rapport di? l'angle deSô^iS'ai'-' à i'angle droit est exprimé par la fraction iSoSït /[55o-]
31*4"^"'* lotjooo
Pour évaluer le nombre de degrés d'un angle, ou pour tracer un angle ayant un nombre de degrés donné, on emploie un instrument appelé rapporteur. C'est un demi-cercle en corne ou en cuivre dont !e bord circulaire ou limbe est divisé en i3o parties égales ou degrés; les rapporteurs qui ont un décimètre de rayon sont mèmedivisés en demi-degrés. Le centre est marqué par un petit trou ou par une petite échancrure.
Pour mesurer un angle DOG [Jîg-. 99), on place l'insiruraent de manière que son centre coïncide avec îe sommet de l'angle, el que le diamètre AB, qui va de zéro à 180 degrés, s'applique sur l'un des côtés 0(j. On lit alors le nombre de degrés de l'angle au point où le limbe esi traversé par le second côté OD,
Pour mener au point 0 d'une droite OG une seconde droite OB, formant avec la première un angle donné, de 49 degrés par exemple, on place l'instrument de manière que son centre soit en 0, et que son diamètre AB coïncide avec OG; puis on marque le point C du papier sur lequel tombe la division 49 (îu limbe; el, après avoir enlevé !e rapporteur, on tire la droite OC.
PROBLÈME
n% Connniss
(intdeu.<.
■ angles rj. et i
trohlèine -/,
Tracez «ne droite indéRnie AB [fig- loo); par l'un de se;; lioints 0, menez une droite OC qui forme avecOA un angle COA ligaî à a; menez par le môme point 0 une autre droite OD qui l"asse avec OB un angle DOB égal à S. L'angle COD sera l'angle cherché; cariasommedestroisangles formés autour du point 0 et au-dessus de AB équivaut à deux angles droits (72),
SCOLIE
143, Nous allons apprendre à construire un triangle, connaissant : 1" un côté et deux angles ; a" deux côtés et l'angle compris; 3° deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux; 4" ^^^ trois côlés. Dans ces quatre problèmes, nous désignerons les trois côtés par a, b, c, et les angles respectivement opposés par A, B, C; ainsi l'angle A sera opposé au côté a, l'angle lî au côté b, i'angle Cau côté c.
PROBLÈME
14.4. Construire an iriangie, connaissant un côté a et deux angles.
On peut donner les deux angles B et C adjacents au côté a, ou bien l'angle opposé A el l'un des angles adjacents; on ramène ce dernier cas au premier en commençant par chercher le troisième angle (142).
Supposons donc connus le côté a el les deux angles adjacents B el C
Après avoir tracé une droiie BC [fig. loi ) égale à a, menez au point B une droite BA formant avec BG et au-dessus de cette
ligne un angle ABC égal à l'angle donné B; menez de même au point C une rfroite CA formant avec CB,.el au-dessus de celle ligne, un angle ACB égal à l'angle donné C. Le poinl de rencontre A de ces deux droites sera le troisième sommet du triangle cherché.
Pour que le problème soit possible, il faul et il suffit que les deux droites BA, CA, se coupent, c'est-à-dire (66) que la somme des deux angles B et C soil moindre que deux angles droits-
PROBLÈME
145. Consirnire an triangle, conimissnnt deux calés a cl h et l'angle compris C.
Tracez une droite CB{/''g-. 102) égale à a; au point C, menez une droite CA formant avec la première un angle ACB égal à l'angle donné C; puis prenez sur cette droite, à partir du pointe, une longueur CA égale a b; enfin tirez AB, et vous aurez le triangle cherché,
PROBLÈME
146. Cousu litre un triangle, <H faufile B opposé à l'un d'eiir,
Tracez une droite BC (,%. f<)3) égcle à a, et au point I; menez une droite BA formant avec la première un angle A!IC égal à l'angle donné B; puis, du point C comme centre, avec
une ouverUire de compas égale à 6, décrivez tin arc rie cercle, ïi A est un point d'intersection da côlé BA et de cet arc de cercle, il suffira de tirer AG pour avoir un triangle ABC satisfaisantaux conditions exigées.
Discutons maintenant ce problème, c'est-à-dire cherchons les conditions que doivent remplir les données pour que le [iroblème soit possible, et, dans ce cas, les diverses solutions qui peuvent exister.
I" l'angle B élniil nigii (Jig. [o3), pour que le problème iO\X possible, il faut que l'arc de cercle rencontre le côté BA, c'est-à-dire q«e le côté b soit au moins égal à la perpendiculaire CD abaissée du point C sur BA.
Si le côté b est égal à cette perpendiculaire CD, le cercle louche BA en D, et il n'y a qu'une solution : c'est le triangle rûctangle BCD,
Si le côté b est compris entre la longueur de la perpendiculaire CD et celle du côté a, le cercle coupe la droite BA en deux points A ei A' situés au-dessus de B, et de part et d'autre de D; il y a donc deux solutions distinctes ; ce sont les inangles ABC, A'BG.
Enfin, si le côté b est plus grand que a, le point A' passe au-dessous de B, et le triangle correspondant doit être rejeté, puisque son angle en B n'est plus l'angle donné, mais son supplément; il n'y a donc qu'une solution ; c'est le triangle ABC.
2" L'angle B étant obiits [Jig. ii>4). la perpendiculaire CH
ne tombe plus dans l'angle B, mais dans son supplément [ïk): et, pour que le problème soit possible, c'est-a-dire pour que
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l'src de cercle coupe la droite HA au-dessus de G, il faut que !c côté î> soîl plus grand que a : ce que l'on pouvait prévoir, cgr dans tout triangle au plus grand angle doit être opposé le plus grand côlé. D'ailleurs, lorsque celle condition est remplie, les deux points d'intersection A et A' sont de part lm d'autre de R; le triangle A'BC doit être rejeté, car son angle en B est le supplénnent de l'angle donné, et il n'y a qu'inn; solution : c'est le triangle ABC.
3° L'angle B étant droit, le problème est impossible si 6 est inférieur ou égala a; il admet une solution unique si b est supérieur à a.
La discussion est résomée dans le tableau suivant :
' /; < CD - problème impossiWe,
H^CD une sololion,
^'S" j (7 > i > CD deux solutions,
\ b - (T ou > (I . . . . une solution.
i i --' (7 ou = (7 problèmo impossible,
B droit ou obius. I ^^.,^ une solution.
Ainsi, lorsque h est supérieur à a, le problème a toujours une solution et une seule; en d'autres termes, on peut toujours construireun triangle, elun seul, connaissant deux côtés cl l'angle opposé à l'un d'eux, pourvu que l'angle donné soîi opposé au plus grand des deux côtés donnés. De là ce théorème :
Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés éganir vhacun à r.liaeun, ainsi que l'angle opposé an plus grand de ces deux eûtes.
PROBLÈME
U7. Construire un triangle connaissant les trois côtés a, 6, c. Tracez [fig. io5) une droite BC égale à a, c'est-à-dire au plus
grand des côtés donnés. Du point C comme centre, avec une
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ouveriLire de compas égale à h, décrivez, au-dessus de BC, un .irc de cercle; du point B comme centre, avec une ouverture de compas égale à c. décrivez au-dessus de BC un aulre arc de cercle. En joignant aux points B et C le point d'intersection A <ie ces deux arcs, vous aurez le triangle demandé ABC.
Pour que le problème soit possible, il faut ei il suffît que les deux arcs de cercle se coupent, c'esl-à-dire (122) que le plus grand côté a, qui est la distance des centres, soit moindre que la somme et plus grand que la différence des deux .mires côtés i et c qui sont les rayons. Ce résultai est conforme aux 11"" 36 et 37.
148. Tels sont les quatre problèmes fondant ellt^ul: rolatîfs à ia con- -iruclion des t angles beau o p da tre s nènent a ux-là. Voici Rielques exemples
Soit ABC un an le qu I onque d n u d gne ns les angles [■ar A, B, C. Si 1 n p o!on e CA d ne long e AD é^ale à AC, et al !'on mène CD ( /" 3o) on fo n e une f u e dont e alue facilement Ipj angles on appl q ant i th me d n 7 ob ant que les
>ngles ADC ot ALD t é au on t u an
pour les valeurs des angles du triangle BDC. Si, donc, ou dimne, il/ins un rri/iiigle ABC, la hase BC, In snmmi: des deux /luln-s calés, et, en outre, iflit le demi-angle oppnsé à lu base, soit la demi-différence des angles n (i buse, on connaîtra dans le triangle auxiliaire BDC deux côtés et l'angle ■ipposé à l'un d'eux; on pourra donc construire ce trians'i-', et, par suite, ï^e triangle demandé ABC, en menant une droite CA faisant avec CD un sagle égal à CDB.
[>e mémo, si sur le plus grand AB des deux côtés AB et AC on porte io A vers B une longueur AD égale à AC, on voit que les angios du ■.riangle BDC ont respectivement pour valeurs
5'. donc, on donne, dans un triangle ABC, la base BC, la différence AB — AC des deux autres eûtéi, et en outre, soitfe deirù-aagle opposé ■î 'n base, &o\lla deml^ijfé-ence des aiiglat à la base, on connaîtra dans le
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triangle auxiliaire BDC deux cùtés et l'angie opposé i l'un d'eux; on
pourra donc construire ce triangle, et par suite le triangle demandé ABC en
menant une droite CA liiisant avec CDuii angle égal au supplément de CDD.
La discussion résulte fi'aineiirs immédiatement de celle fin n° 148.
§ V. — TRACÉ DES PAHALLÈLES ET DES PEttPENDlCUf. AIRES .
PROBLÈME
liO. Par un point donné A, pris hors d'une droite BC, mûner ini'^ parallèle à aette <lrolte {Jig. loG).
La droite EC et la parallèle cherchée AD doivent faire (65), avec une sécante quelconque AC issue du point A, deux angles allernes-îniernes DAC, ACB, égaux entre eux. De cette considération el de îa solution du problème du n° 140 résulte la construction suivante :
Du point A comme centre, avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, décrivez un arc de cercle DC ; du point C, avec la même ouverture, décrivez un second arc de cercle AB, qui passera nécessairement par A. Prenez avec le compas ia longueur de la corde AB, el du point C comme centre, avec cette ouverture, décrivez un arc de cercle qui coupe en D l'arc DC, En tirant AD, vous aurez la parallèle demandée.
Il est clair, en' effet, qu'on a construit de cette façon un angle DAC égal à ACB, ïl est inutile de tracer la droite AC, ([ui ne sert que dans la démonstration.
150. Dans ia pratique, on résout presque toujours ce problème à l'aide d'un instrument spécial qui porte le nom d'équerre. C'est une planchette en bois ayant la forme d'un triangle rectangle; elle est munie d'une petite ouverture circulaire ou œil, qui la rend plus facile à manier.
Pour vérifier une équerre BAC {'fig. loij), on applique l'un des côtés de l'angle droit AB contre une règle bien exacte, ei
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l'on [race une riroite au crajon le long du côlé AC. Cela fait, on retourne i'équcrre, comme l'indique la figure, et.l'on trace une nouvelle droite le long de AC ; selon que les deux droites
i-iu- >
ainsi obtenues coïncident ou divergent, l'angle BAC de l'cijuerre est droit ou non, en d'autres termes l'équerre est juste ou fausse.
Pour mener [Jig. 108) à l'aide de l'équerre, par un point C, une parallèle à une droite AB, on place sur la droite AB l'iiypoténuse de l'équerre; puis on appuie la règle GH contre le petit côté DF de l'angle droit, et, en maintenant la règle immobile, on fait glisser l'équerre jusqu'à ce que l'arêie, qui coïncidait d'abord avec AB, vienne passer par le point C; on trace alors le long de cette arête une droite E'D' qui est la parallèle demandée. En effet, les angles correspondants E'D'F', EDF, Riant égaux, les droites E'I)', EO, sont parallèles.
Cette méiliode ne suppose pas que l'équerre ait l'un de ses angles droits. II suffit que les arêtes soient bien dressées; cet avantage et la simplicité de l'opération expliquent la supériorité de ce procédé.
PROBLÈME
151, Mener une perpendiculaire sur une droite en son mi' lieu.
Soient (fg. 109} A et B deux points donnés; il s'agit de mener une perpendiculaire sur le milieu de la.droiie qui joint ces deux points.
La perpendiculaire sur le milieu d'une droite étant le lieu «les points éouidisiants des extrémités de cette droite (49 }, Il
n.ctcîC. - Tr-rfeGeom. (l" PARtiE.) tJ
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suffit d'obleiiir deux [iolliis qui soient chacun également distants "de A et de B, juiis de joindre ces deux points. De là celle conslruciion.
ri([, 109. Fig. 110.
Du point A comme centre, avec un rayon sensiblement plus grand que la moitié de AB, décrivez une circonférence; du point B comme centre, avec la même ouverture, décrivez une seconde circonférence; ces deux circonférences se couperont, puisque, les deux rayons élani égaux et surpassant la moitié de AB, la distance AB des centres sera comprise entre la somme et la différence des rayons. Chacun des deux poinii d'intersection C et D sera équidistant de A et de B; et, en liraiii CD, vous aurez la perpendiculaire demandée.
Dans la pratique, on ne décrit pas les cercles complets; on se borne à tracer deux petits arcs de chacun d'eux, de part et d'autre de AB, dans la région où l'on prévoit que l'intersection doit avoir lieu (Jig. 1 10). Ce procédé ne suppose pas que la droite Alî soit tracée.
Ce problème renferme les deux suivants :
i" Diviser une droite en deux parties égales;
a" Décrire un cercle sur une droite donnée pour diamètre.
Celle dernière question se réduit en effet à la recherche du milieu de la droite, qui est le centre du cercle à décrire.
PROBLÈME
132, Diviser ein arc de cercle ou un angle en deux parties éi^ales (fig. 1 1 1 }.
1" Soit AR l'arc proposé; on sait que la perpendiculaire menée sur le milieu de la corde divise l'arc en deux parties
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égales (103); on appliquera donc la construclion du n" J51.Si le centre 0 de l'arc est donné, il suffira de délermîner un seul poinl éfjuîdistant de A et de B, el de mener OE.
2° Soil AOB l'angle proposé. Du point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire, on décrira un arc AB entre les côtés de l'angle, et la droite OE qui divisera cet arc en deux parties égales sera évidemment la bissectrice de l'angle AOB.
En appliquant ce procédé aux deux moitiés, aux quatre quarts, etc., de l'arc, on divisera l'arc et l'angle en 4, 8, etc., parties égales,
Fig. III. Fin, iiî.
133, Il peut arriver que le sommet de l'angle sorle de la Teuille de dessin; en d'autres termes, on a besoin parfois de trouver labisseclrice de l'angle formé par deiixdroiles AB et CD qu'on ne peut pas prolonger Jusqu'à leur point d'intersection.
On mène {Jig.nZ) une perpendiculaire quelconque EP sur AB et une perpendiculaire quelconque FQ sur CD. Sur ces perpendiculaires, on prend deux longueurs égaies HF etGE; puis, par H, on mène une parallèle à CD, et, par G, une parallèle à AB; le point de rencontre M de ces deux lignes est un point de la bissectrice cherchée. En effet, ce point M est (53) à des dislances égales GE et HF des deux droites proposées. En prenant deux autres longueurs égales sur EP et FQ, on obtiendrait un second point M' de !a bissectrice, et il ne resterait plus qu'à tirer MM',
PROBLÈME
134. Décrire une circonférence qui passe par trois points donnés A, B, G, non situés en ligne droite (fg. '}']].
Le centre 0 devant se trouver (116) à l'intersection desper-
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pendiculaires élevées, l'une sur le milieu de AB, l'aulre sur le miSieu de BC, il suffira, pour avoir ce centre, de répéter deux fois la construction du n" 151. Il est même inutile de tracer les droites AB et BC. Le centre 0 étant connu, on décrira la circonférence demandée à l'aide d'une ouverture de compas égale à l'une des trois droites égales OA, OB, OC.
Pour trouver le centre d'une circonférence déjà tracée, on prend à volonté trois points A, B, C, sur cette circonférence, et l'on applique la solution qui précède. PROBLÈME.
155. Mener par un point donné C une perpendiculaire sur une droite donnée AB.
Il y a deux cas à distinguer :
i^Le point donné C est sur la droite AB {Jîg- ii3). En prenant de pan et d'autre de C deux longueurs égales CA et CB sur la droite donnée, le problème est ramené à celui du n" 15t. Seulement, ici, la droite AB est tracée, et l'on connaît son milieu, de sorte qu'il suffit de trouver un seul point D de la perpendiculaire. De là celte construction:
Avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande, prenez sur la droite donnée, ei a partir du point C, deux distances égales CA et CB. Ouvrez davantage le compas, et des points A el B comme centres décrivez successivement, avec celte nouvelle ouverture, deux petits arcs de cercle au-dessus de AB. En joignant au point C le point D d'intersection de ces arcs, vous aurez la perpendiculaire cherchée. Fie- ii3. FiE. i.'i.
2° Le point C est hors de la droite AB (Jig. i i/j ). En traçant, du polni C comme centre, un arc de cercle qui coupe la droite AB en deux points A et B, on est ramené au problème
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(!li iflSl, avec celte différen(;e qu'on connaît déjà iin poînl C de la perpendiculaire ei qu'il suffit d'en trouver un second. De là la construction suivante :
Du pointe comme centre, avec un rayon assez grand, décrivez un arc de cercle qui coupe la droite donnée en deux points A et B, De ces points comme centres, avec une ouverture de compas sensiblement plus grande que la moitié de AB, décrivez successivement deux petits arcs de cercle au-dessous île AB. En joignant au point C le point E où ces arcs se coupent, vous aurez la perpendiculaire demandée.
156. En bonne construction on ne doit jamais se servir directement de réquerre pour le dessin des perpendiculaires. Toutefois, il est un cas très-fréquent dans la pratique où l'emploi, en quelque sorte indirect, de cet instrument fournît d'excellents résultats ; c'est celui où l'on doit mener sur une droite des perpendiculaires par plusieurs points. On commence par tracer avec soin l'une de ces perpendiculaires à l'aide du compas, puis on lui mène à l'équerre des parallèles par les autres points. On opère de même lorsqu'on veut élever une perpendiculaire, à l'extrémité d'une droite qu'on ne peut pas prolonger; onUaceà l'équerre, par ce point extrême, une parallèle à une perpendiculaire que l'on a préalablement menée sur cette droite en un autre point à l'aide de la règle et du compas.
Voici d'ailleurs une solution directe et fort simple de ce dernier problème : A étant ie point exlrérae de la tiroitc considérée, on décrit un cercle quelconque passant par A [^i,'. 91); on trace le diamètre CB qui aboutit au second poinl de rencontre B du cercle et de la droite; en joignant AC, on a la perpendiculaire demandée, car l'angle CAIÎ est droit comme inscrit dans une demi-circonférence.
fifOîIÉTRIR rHKF.
^ Yt. - PROBLEMES SUR l,E3 TANGENTES.
PHOBLÈMB.
157. Mener par un point donné A une tangente l'i un ceixh donné 0.
Il faut distinguer deux cas :
i''LepoiniA [fi.^. iiS] esl sur ia circonférence. Il suffii
d'élever par le point A une perpendiculaire AT sur le rajon OA.
2° Le point A est hors du cercle [fig. ii6). Supposons le problème résolu; soient AH une tangente menée par A au cercle 0, et B son poini de contact. La tangente étant perpendiculaire à l'exlrémilé du rajon, du point de contact B on voit la droite AO sous un angle droit OBA. Donc [13't) le point B esl situé sur la circonférence décrite sur AO comme diamètre; ce point élanl d'ailleurs sur la circonférence donnée 0, il esl à l'inlerseciion de ces deux circonférences, ei l'on voit dès lors qu'il y a deu\ solutions.
Ainsi on décrira sur AO comme diamètre une circonférence, et, en joignant au point A les points B et B' où celte circonférence rencontre la proposée, on aura les deux tangentes BA et B'A,
COSOLLATRE.
158. Les deux- tangentes AB et AB' que l'on peut mener ù un cercle 0 par un point extérieur A sont égales entre elles, et la droite qui joint ce point extérieur au centre du cercle divise en deux parties égales l'angle BAB' des deux tangentes, ainsi que l'angle BOB' des deux rayons OB et OB' qui aboutissent aux points de contact.
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En eftet, les deux triangles rectangles OBA, OB'A sont égaux comme ayant l'hypolénuse AO commune et les côtés de l'angle droit OB et OB' égaux entre eux comme rayons du cercle donné. On a donc AB ^-= AB', angle BAO ----= angle B'AO, angle BOA = angle B' 0 A.
SCOLIE
159. Pour mener à un cercle une tangente parallèle à une droite donnée, on mène le diamètre perpendiculaire à la droite donnée, et les extrémités de ce diamètre sont les points de contact des deux tangentes qui satisfont à la question.
PROBLÈME
ICO. Inscrire un curcle dans un triangle donné ABC.
On dit qu'un polygone est circoascrit à un cercle lorsque chacun de ses côtés est tangent à la circonférence; le cercle est alors inscrit dans le polygone.
Cela posé, soit ABC IJig' 117) le triangle proposvi dans lequel il faut inscrire un cercle. Supposons le problème résolu. La droite AO, qui joint le centre du cercle cherché au point de rencontre A des deux tangentes AD et AE, est, d'après le problème précédent, la bissectrice de l'angle A du triangle. On voit de même que le point 0 doit encore se trouver sur les bissectrices ItO, CO, des angles B et C. D'après cela, on mènera deux de ces bissectrices, et de leur intersection 0 comme
centre, avec une ouverture de compas égale à la longueur commune des perpendiculaires OD, OE, OF, abaissées de ce point sur les côtés, on décrira une circonférence qui touchera en D, E, F, les côtés du triangle donné.
SCOLIK.
161. Il résulte de celle démonstralion que les bissectrice' des Irais angles d'un triangle concourent en un même point. On voit d'une (iiaiiière analogue quo les bisseclrîce.s desanglc^ pxiéiieui's d'un iri'ingle ARC i fi" 118} forment un secom'
ii-iangle O'O'O" donl les somuiels sont situés sur les bissecirices des angles iiiiérieurs. Chacun de ces sommets est le centre d'un cercle exinscril, c'est-à-dire d'un cercle tangent à l'un des côtés du triangle et aux prolongements des deux autres côtés. // existe donc, en général, quatre circonférences tangentes à trois droites données.
Si l'on désigne par a, b, o Ifls côtés BC, CA, AB du irian- !^le ABC, et \iar p le deml-pérlmèlre de ce triangle, on aura, . pour les distantes du sommet A au\ points où la droite AB toLiclie les qualre cercles :
-BM + CN+CA
AW =
^p, AI) =
Al
En elTel
, régalilé
iABH-BH
+ lie -h
CA
AI) .-_
PROItLËME,
1C2. Décrire sur une droite donnée AIÎ nn segment capable d'an angle donné.
Supposons le problème résolu, el soii AFIi (fi^. 119) li; segmeni cherclié : la tangente BC au point B de ce segmem fait avec la corde AB un angle ABC qui, comme loui angle AFB inscrit dans le segment, a (130) pour mesure la moitié de l'arc situé au-dessous de AB; cet angle est donc égal à l'angle donné, et par suite l'angle ABO formé par AB ei. le rayon BO est égal au complément de l'angle donné. D'après cela, on aura une droite BO |ias>onl par le ceriire en construisant au point lî, ;iu-dessus de Ali, un anijlc AIÎO égal au complément
de l'angle donné. Le centre du cercle clierché sera à l'intersection de cette droite BO et de la perpendiculaire CE élevée sur le milieu de AB; on décrira donc ce cercle en plaçant l'une des pointes du compas en 0 et en donnant au\ branches uno ouverture égale à OB.
PROBLEME
Mener une tanfçente coininuiie à deux cercles 0 et
Supposons !e problème résolu.
1° Soii _AA' une tangente commune extérieure, c'esl-à-dire qui laisse les deux cercles d'un mt^me côié [fig. 120). Si, par le centre 0' de l'un Ans cercles, on imagine une parallèle O'B à AA', celte parallèle sera, comme AA', perpendiculaire sur le rayon OA. Elle sera donc tangente en B au cercle décrit du point 0 comme centre avec OB pour rayon; or, la figure ABO'A' étant un rectangle, on a
AB^= A'O', e(, par suite, OB--=OA - AB - OA - O'A'.
On est ainsi conduit à la construction suivante : décrivez une circonrérence du point 0 comme centre, avec un rayon égal à la différence des rayons des cercles donnés, et par le point 0' menez une tangente à cette circonférence auxiliaire; B étant le point de contact obtenu, tirez OBA, menez O'A' parallèle à OA; en joignant les points A et A', vous aurez la tangente cherchée.
Pour (jue le problème soit possible, il faut et il suffit que le point 0' ne soit pas à l'intérieur du cercle auxiliaire.
On doit donc avoir
00'>0B, c'est-à-dire 00'>OA-0'A',
ce qui revient à dire (122) que les deux cercles proposés 0 et 0' ne doivent pas être intérieurs i'un à l'autre.
Si les deux cercles 0 et 0' sont extérieurs, tangents oxîé-
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rieurement ou sécanis, on a 00' >■ OA — 0' A' ; le point 0 est extérieur au cercle auxiliaire, et l'on peut par ce point mener deux tangentes à ce cercle; donc les deux cercles donnés ont, dans chacun de ces cas, deux tangentes communes extérieures.
Si les deux cercles sont tangenis iniéricurement, on a 00' =:: OA — O'A'; le point 0' est sur !a circonférence auxiliaire; on ne peut donc mener par ce point fju'une tangente à ce cercle et, par suite, les deux cercles 0 et 0' ont une seule tangente commune extérieure.
2° Soil EE' une tangente commune intérieure, c'esl-à-diçe qui laisse les deux cercles 0 et 0' de côtés différents {Jlg, 1 20,). En imaginant, comme ci-dessus, une parallèle O'F à EE', on verra que celte parallèle est longenle a un cercle concenirique au cercle 0 et décrit avec un l-ayon OF égal à la somme OE-i-O'E' des rajons des cernes donnés, d'où l'on déduira la construction suivante : dtcrivcz du centre 0 de l'un des cercles une circonférence, avec un rajon égal à la somme des rayons des cercles proposés, et du point 0' menez une tangente à ce cercle auxiliaire; F étant le point de contact, lirez OEF, menez O'E' parallèle à OF, et, en joignant les points E cl E', vous aurez la tangente demandée.
Pour que le problème soit possible, il faut cl il suffit que le point 0' ne soil pas à l'intérieur du cercle auxiliaire; on doit donc avoir
00>0F ou 00'>OEj-0'E',
ce qui revient à dire (123) que les deux cercles proposés 0 eiO' doivent être exlérieurs l'un à l'autre ou tangents extérieurement.
Dans le premier cas, on a 00' > OE -l- O'E' ; le point 0' est extérieur au cercle auxiliaire; on peut donc mener par ce point deux tangentes à ce cercle, et les deux cercles 0 et 0' ont deux tangentes communes intérieures. Dans le second cas, on a 00' = OE -f- O'E' ; le point 0' est sur la circonférence'auxiliaire ; on ne peut donc mener par ce point qu'une tangente à ce cercle, ei, par suite, les cercles proposés 0 el 0' ont une seule tangente commune intérieure.
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En résumé
Deux cercles extérieurs [fig. 12c) oiU quatre tangentes communes, deux extérieures, i!eu\ intérieures
Deux cercles tangents extérieurement [Jig. 121,} ont trois tangentes communes, deux extérieures, une intérieure.
Deux cercles sécants [fig. 121,) ont deux tangentes communes qui sont exiérieitres.
Deux cercles tangents intérieurement {f'g- tsijj ont une seule tangente commune, qui est extérieure.
Deux cercles intérieurs l'un à l'autre n'ont point de tangenle connu une.
Les langenles, soit intérieures, soit extérieures, se coupent sur la ligne des centres, qui est la bissectrice commune dileurs angles (33).
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I. ~ Des méthodes en Géométrie
iCa. li est impossible d'indiquer une méthode générale et cerlaine pour résoudre tous les problèmes de Géométrie. La nature des questions qu'on peut poser est trop variable pour que la solution puisse être obtenue à coup sûr en suivant une voie unique, II existe toutefois quelques lirocédés particuliers qui s'appliquent plus directement à certaines classes de questions. Nous allons indiquer sommairement ici ceux qui se rapportent aux deux premiers Livres, en nous réservant do revenir dans la suite sur ce sujet au fur et à mesure que nous rencontrerons des méthodes
SIETIIODES DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES
1(iG. Et d'abord, sauf pour un petit nombre de questions très simples qui se résolvent immédiatement, on procède toujours par mbstitutiotis successives. On ramène le problème proposé à un autre, qui se ramène à son tour à un troisième, et ainsi de suite, jusc|o'à ce qu'on arrive â un problème connu ou dont la solulon sot n n édate
C'est ainsi, par esemple, que le i,rol leme de mener pi u po o
parallèle à une droite se ramené à la construct o d n an e ég I i
î donné; que toutes les quest ons rdat ve aux perpend cula i
ramènent à la première d'entre elles milieu d'une droite; que le problene d cercles se ramène à la con d
I erpend c la re sur io deux
Voici un nouvel exemple un pei Construire, île tous les tr a li /)(!>• trois poiiils donnes A, B C
Le sommet M du triangle cherché MNP {/'g. iî4) doit se troi
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le segment capable de 60 degrés décrit sur AB. Do même, le segment capable de 60 degrés décrie sur AC doit renfermer le sommet N. On obtiendra donc un triangle équilatéral circonscrit au triangle ABC, en décrivant sur AB et sur AC deux segments de 60 degrés, menant à volonté par le point A une sécante MAN, et tirant MB, NC, qui, par leur rencontre, donneront le troisième sommet P; il restera alors à choisir parmi tous les triangles qu'on obtient ainsi celui dont le côté MAN est maximum. Le problème est donc ramené au suivant : Mener, par un point kcoiiinmn à deux cil-confércnccs C et D, la sécante maximum i,fig. laS). Or, MAN étant une sécante quelconque, si l'on abaisse des centres C et D des per- ■ pendiculaires CP, DR, sur cette sécante, la droite PR sera ia moitié de la sécante, et il suffira de chercher le maximum de PR ou de la parallèle DL qui lui est égale. Mais le triangle rectangle DLC donne IlL< CD; CD est donc le maximum de PK, et ce maximum a lieu lorsque la sécante MAN est parallèle à la ligne des centres C et D des deux circonférences.
167. Parfois le problème auquel on ramène la question proposée est plus général que celle-ci. Il faut alors ne prendre parmi les solutions du second problème que celles qui conviennent à la question primitive, et écarter les solutions étrangères. Ainsi, au n° li6, nous avons ramené le problème proposé à trouver sur la droits BA un point A dont la distance au point C soit égale à b. Mais, pour répondre au problème considéré, la droite AC îi i doit, en outre, Stre placée dans l'angle donné B, C'est pourquoi, dans la discussion (146), nous avons rejeté les droites comprises dans l'angle adjacent et supplémentaire de l'angie B.
La méthode de substitutions successives n'est pas seulement un procédé géométrique, c'est ia marche que suit naturellement l'esprit pour établir une proposition quelconque dont l'évidence n'est pas immédiate. Cest ce qui explique l'intervention de cette méthode dans la démonstration de îa plupart des théorèmes de Géométrie. Pour prouver la vérité d'une proposition A, on la ramène à une proposition B qu'on ramène i son tour à une troisième proposition C, d J q à q p 'ienne
à une dernière proposition M é d t p 11 mém dém t ée antérieurement. Mais, pour l'ex I d ra t I l d spensable qu'il y ait réciprocité e d p p t t quelconques de la série A, B, C, . , M d t t es 1 d deux propositions consécutives cens dé é d t t 1 t quoi la vérité de la proposition finale M I t t pa II d 1 p mière proposition A.
Dès qu'on estarrivéàconstr il d p p t ABC,..., M, on peut esposer fa démonstration de deux manières : soit en suivant l'ordre même A, B,C, . ...M, de l'invention, soit en partant au contraire de la proposition M et en remontant la série dans l'ordre inverse M, . . . ,
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C, B, A. Dans la premiec cas, on fait Vimalyse du théorfeme; dans le second cas, on en présente la synthèse. L'analyse est la méthode d'invention; c'est par elle seule que l'on décnime. La synthèse n'est en réalité qu'une méthode d'exposition ; plus rapide qu'instructive, elle ne doit Ôtre exclusivement employée que dans les cas simpl.'s où la solution esl évidente. En thèse générale, dans toute bonne exposition, il convient de commencer par une analyse succincte et de ne laiss r à la synthèse que le soin d'éclaircir les détails; les deux méthodes se prêtent alo s un mutuel secours, l'une guidant la marche, l'autre l'assurant.
MfirHODlS PAR IMTEBSBCTION DE LIEUX GÉOMÉTBIQDËS.
1G8. La plupart des problèmes de Géométrie reviennent on dernièra analyse à la détermination d'un point d'après certaines conditions. S'agicil, par exemple, de faire passer un cercle par trois points donnés? Il faut trouver le centre. Veut-on mener une tangente à «n cerole par un point extérieur? On cherche le point de contact, etc. D'après cela, si on laisse de cûté une des conditions données, les antres conditions ne suffiront plus pour détci'miner un point unique, et il existera une inlînité de points remplissant ces conditions et formant par leur ensemble un lieu géométrique auquel appartiendra le point cberclié. En reprenant la condition délaissée, et faisant abstraction d'une autre, on aura un nouveau lieu géométrique qui rencontrera le premier au point demandé.
Ainsi, pour trmwcr fc rentre, d'un cercle passant par trois points donné.'- A, B, C (ISi). on fait d'abord abstraction du point C, et l'on trouve pour ie lieu des centres des circonférences passant par A et B la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB ; puis, re|ii'enant le point C et délaissant le point A, on trouve pour ie lieu des centres passant par B et G la perpendiculaire élevée sur le milieu de DC- Ces deux perpendiculaires se coupent au contre demandé.
Dans le problème Mener une tangente au cercle 0 par un point extérieur A (1S7), le point de conlact inconnu est déterminé par i'intei'section de la circonférence 0, qui est un premier lieu, et de la circonférencu décrite sur AO comme diamètre, qui est le iîeu des points d'où l'on voit, comme du point de contact, ia droite AO sous un angle droit.
Dans la recherche du segment capable d'im angle donné (162), la méthode des substitutions successives ramène d'abord la question à la recherche du centre d'un cercle passant par deux points donnés A et B, et langent en B à une droite donnée CBD; puis, en taisant tour à tour abstraction de la tangente CD et du point A, on trouve deux lieux rectiligues EO et BO qui se coupent au centre cherché.
La méikiiile par intersection de lieux géomélriipic!., due à l'école da Plafon [.i3o-347 av, J.-C), est peut-être la plus générale et la plus fé-
La méthode se prête, d'ailleurs, aussi bien il la discussion des problèmes qu'à leur solution. On commence par chercher les conditions pour que fe tleux lieux obtenus se rencontrent : le nombre de leurs points communs est le nombro de'i positioni du point choisi pour inconnue. On cherclic en n p J) médîalement, combien, ù chaque position
du p é é d de figures remplissant les conditions de
l'é q d jmbre des solutions du problème.
R q q e de ne e n 1 rob en e a la cl e c
ij'i p p ame e aadten aond une dro
d'ap d '^ e a 0 que e delà ssant une d
ces d d \ e e Ti b e es e en e u ce c e
(i.\ p dd a c i on e e n b trac o
du a e e u eco d e c e on au
position de la droite cherchée en enan de a ^en e co muoes deux cercles enveloppes. L'un de ce e e o n en e c ac d eux p d'ailleurs se réduire à un poin
Proposons-nous, par exemple, de mener une droite D, qui passe par un point donné A et qui de'tei-mine dnns un cercle donné G une corde de longueur donnée. Les droites qui satisfont k la première condilion seule ont pour enveloppe le point A. Quant aux droites qui satisfont à la seconde condition seule, elles enveloppent un cercle y conccnlriepie au cercle C, puisque les cordes égales d'un même cercle sont équîdlstantes du centre. TouLefois, co cercle y se réduit à son centre 0 si la longueur donnée, qui, d'ailleurs, ne saurait excéder le diamètre do cercle C, se trou\'e égale à ce diamètre- I.a droite cherchée D est, dans le premier cas, l'une quelconque des tangentes menées par A au cercle y; dans le second cas, c'est !a droite AO.
169. Pour faciliter l'emploi delà méthode qui nous occupe, nous allons rappeler les lieux géométriques que nous avons déjli rencontrés, et en ajouter quelques autres qui se rattachent aux précédents et qui résultent immédiatement des théories étudiées.
1° Le lieu des points fitué.v à une dislance donnée d'un point donné est le cercle qui a le point donné pour centre et la distance donnée pour rsiyon (91);
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2° Le lieu des milieux det cordes égales d'un cercle est un cercle concenlrique au premier (104);
3° Le lieu des points d'où l'on peut mener à un cercle des tangentes rf'd/iemétae toigKeiu-(f oH«ee est un cercle concentdqueaupremier (138);
4° Le lieu de.'! points situés à une dislance donnée d'une droite donnée est Je système des deux droites parallèles à la droite donnée et situées h la distance donnée de cette droite (69);
5° Le lieu des points situés à une dislance donnée d'un cercle donné est le système des deax cercles concentriques au premier, dont les rayons sont égaux au rayon du cercle primitif augmenté ou diminué de la distance donnée (lli) ;
6° Le lieu des points éqtiidistants de deux points donnés est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui unit ces deux point8(49);
7" Le lieu des points équidUtants de deux droites qui se coupent est le système des bissectrices des angles formés par ces deux droites (53);
8° Le lieu des points d'oà l'on voit une portion de droite sousun angle donné est le système de deux arcs de cercle passant par les extrémités de la droite (IS-i), En particulier, le lieu des points d'oie l'on voit une portion de droite sous un angle droit est la circonférence dont cette portion de droite est un diamètre;
9° Le lieu des milieux des cordes d'an cercle qui passent par un point donné est le cercle qui a pour diamètre la droite qui joint le centre du cercle primitif au point donné, car du milieu de cliacune de ces cordes on volt cette portion de droite sous un angle droit (102);
10° Le lieu des points dont les distances à deux droites qui .te coupent ont une somme ou une différence donnée est le systèmode quatre droites. En effet, on prouve d'abord aisément que les points du lieu qui sont sur les deux droites données sont les sommets d'un rectangle dont ces deux droites sont les diagonales. Puis, en prenant un point sur l'un des côtés du rectangle (ou sur ce côté prolongé), on voit que la somme (ou la différence) des dislances de ce point aux deux diagonal égale à la
dislance d'un sommet du rectangle à la diagonale oppo e N us bornons à ces indications, en proposant au lecteur comn e e e d trouver les délails de la démonstration;
11° Le lieu de.t points M, telt que les pieds P, Q, R flfe pc p du laines abaissiiet de ce point .tur les côtés d 'un triangle ABC n l droite, est le cercle circonscrit à ce triangle (Jîg. ia6).
En effet, quelle que soit la position du point M dans le plan, les quadrilatères MRPA, MRGQ sont inscriptibles, puisque des points R et P on voit MA sous un angle droit, et que des points R et Q on voit MG sous un angle droit; il en résulte que les angles ARP, CRQ sont respectivement égaux aux angles AMP, GMQ.
Cela posé, si M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC, les angles
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AMC et PMQ sont égaux comme ayant l'un et l'autre pour supplémeni l'angle B ; et si de chacun de ces doux angles on retranche l'angle PMC, les restes, c'est-à-dire les angles AMP, CMQ, et, par suite, ARP et CRQ seront égaux, d'où il suit que P; R, Q sont en ligne droite. Inversement, si ces points sont en ligne droite, les angles ARP, CRQ sont égaux; par suite, AMP, CMQ le sont aussi, ainsi que les angles AMC, PMQ qu'on obtient en leur ajoutant PMC; or, comme l'angle PMQ est le supplémeni de B, il en est de m6me de AMC; de aorte que le point M est sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
On remarquera que la proposition précédente et sa démonstration subsistent si, au lieu démener par le point M des perpendiculaires sur les trois côtés du triangle, on mène des droites également inclinées sur ces côtés.
Enfin, nous laissons au lecteur le soin de prouver que la droite PRQ, qu'on nomme droite de Siinproit,e'it équidistante du point M et du point do concouts des hauteurs du triangle ABC.
170. Voiei mamtcnant quelques applications un peu moins simples que les exemples qui nous ont servi à exposer le principe de la méthode :
1° Construire un triangle ABC cmnaisscuit te raté AB, la hauteur cnrrespondarite et l'angle opposé C .
Le sommet C est à l'intersection du lieu dos points qui sont à une distance de AB égale à la hauteur donnée (J 69, 4°) et du iiea des points d'où l'on voit AB sous l'angle donné (169, 8°). Le premier lieu se composant de deux droites parallèles à AB et l'autre de deux arcs de cercle passant par A et B, il y a, eu apparence, quatre solutions, qui se réduisent, en réalité, à une seule, vu l'égahté des quatre triangles trouvés. Le problème n'est, d'ailleurs, possible que si la (lèche de l'arc capable de C et décrit sur AB est supérieure ou égale à la hauteur donnée.
2° Mener entre deux cercles A et B une droite qui sott tangente tm premier A et qui ait une longueur donnée.
Le cercle B est un premier lieu d'une extrémité de !a droite; un se-
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cond lieu de la même extrémité est un cercle concentrique à A (169, 3°). Le problème a quatre solutions, car de chacun des deux points communs aux deux lieux partent deux tangentes au cercle A.
Ainsi, dans ce problème, le nombre des solutions excède le nombre des points d'intersection des deux lieux, tandis qu'il était moindre dans le problème précédent.
3° Décrire un cercle //iii touche à la fois une circonférence C et une droite AX en un j,iimt donné A (fig. IS7),
Flg. IÎ7.
La perpendiculaire élevée par le point A sur la droite donnée est évidemment un premier lieu du centre du cercle inconnu.
Cela posé, remarquons que ce contre est à une distance du point A égale au rayon du cercle cherché, et à une distance du point G égale à la somme ou à la différence des rayons du cercle inconnu et du cerefe donné C, suivant que les cercles se touchent extérieurement ou intérieurement.
Donc, si l'on prend à partir du point A, de part et d'autre de la droite donnée AX et sur la perpendiculaire qu'on lui a menée au point A, deux longueurs AB et AB' égales au rayon du cercle C, on voit que le centre inconnu est équidistant de B et de C si le contact est extérieur, et de B' et de C si le contact est intérieur. Les perpendiculaires élevées sur les milieux de BC et de B'C forment donc un second lieu géométrique du centre cherché, et les points 0 et 0' où elles coupent la perpendiculaire menée par A à la droite donnée sont les centres des deux cercles qui résolvent la question.
Le point 0 existe toujours, car C et B étant de part et d'autre de AX, les droites BC et AX se coupent et, par suite, aussi les perpendiculaires a ces deux droites. Mais le point 0' peut cesser d'exister, car B'C peut être parallèle à AX ; le cercle C touche alors AX, et c'est cette droite qui tient lieu du cercle 0'.
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demmanlque lo point M où la ligne di'Oile AI coupe XY. Connaissant M, on n'a plus qu'à mener MN parallèle à ia direction donnée et a tii-er NB, pour obtenir le cliemin minimum demandé AMNB.
3° Poici un mode de transliilion qui permet de résoudre un grand nombre ite problèmes relatifs an quadrilatère {J!g. laçi). (').
Dans un quadrilatère ABCD, on peut transporter AB et AD parallèlemont à eus-mômog en CBi et CD;. Le parallélogramme BBiD,D formé de la sorte contiendra les éléments du quadrilatèro groupés d'une façon souvent avantageuse; les droites issues de C sont les côtés du quadrilatère et les angles formés autour de ce point sont les angles du quadrilatère; enfin les côtés du parallélogramme sont égauxaux diagonales du quadrilatère et forment les mêmes angles que celles-ci.
Par exemple, s'agit-il de construire un r/uadri/alère ABCD connuissant les diagonales, leur angle et les ang/cs DCA, CAD. La connaissance des diagonales et de leur angle permet de tracer le parallélogramme BBi D, D ; puis, à l'aide des deux autres angles, qui sont respectivement égaux il BiBC, DD,G, on a le point C par la rencontre de deux droites, et la figure totale s'ensuit.
4° Remarquons enfin que la translation parallèle permet de mener entre deux lignes données une droite de direction et de grandeur données.
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172, On a vu, à propos du triangle isocèle, l'avantage qui peut résulter du retournement d'une figure, et, dans la théorie des perpendiculaires et des obliques, la feeilité que présente l'adjonction à une figure de la figure symétrique par rapport à une droite convenablement choisie; sur la figure ainsi doublée, on saisit parfois d'un coup d'ceil entre certaines lignes des relations qui seraient, sans cela, restées souvent inaperçues.
Voici d'autres exemples intéressants de cette méthode dite /?«;■ rriMcment ou par sjmétrie ;
1° Étant donnés deux points k etB et une droite XY , ironvcr sur celle droite un point M tel que la somme AM -+- BM soit un minimum.
Si les deux points donnés sont, comme A et B' (Jîg. !3o), situés de part et d'autre de XY, la droite AB' résout la question ; elle coupe XY au point cherché.
C) Petebses, Méthodes et théories pour la résolution des problèmes. (Traduit par M. Chemin.)
103 RÉ01BÈTRIE PLANE.
Si les deux points A et B sont d'un mÈme côté de XV (^g-. i3o), on observe que tout point M' de XV est équidistant de B et de son symétrique B' par rapport à XV (i8); le chemin AM'B'est doncégalà AM'B, et il suffit de chercher lu minimum de AM'B'. A et fi' étant de part et d'autre de XY, on n'a qu'à tirer la droite AB' qui rencontre XY au point cherché M. Il est bon do remarquer que les dciuv parties AM et MB du chemin miiiimam sont également inclinées sur XY. En effet, dans le rabattement de la figure autour de XY, le point M restant fixe, et B venant sur son symétrique B', l'angle BMY recouvre l'angle B'MY; et, comme ce dernier est opposé par le sommet à AMX, on voit que les angles AMX, BMY sont égaux.
Fin- .30.
a" Éinnt donnés r!cii,v points ketBct une droite XY, Imm-er sur cette droite tm point M, tel que BM — AM soil an maj:inium.
Si les deux points donnés sont, comme A et B' {fig. i3i)i situés d'un m6mo côté de XY, la droite AB' résout la question; elle coupe XY au point cherché M, En effet, M' étant un point quelconque de XY, on a dans !e triangle B'M'A
AM
Si les deux points Aet B sont de part et d'autre de XV {fg. i3i), on voit, en substituant, comme précédemment, au point B son symétrique B' par rapport à XV, qu'il suffit de tirer AB', qui coupe XY au point cherché M.
3° Le premier des deux problèmes que nous venons de traiter se présente en Optique dans la théorie des nùi-oirs plans. L'angle d'incidence étant égal à l'angle de réflexion, pour qu'un rayon lumineux issu du point B vienne, après réflexion sur le miroir XY, passer par A, il faut qu'il soit dirigé vers le point M où le miroir est rencontré par la droite qui joint le point A au symétrique B' du point B. On voit par là quo lo chemin décrit pur la lumière est te plus court parmi ceux qui vont de B en A en passant par un point de XY.
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Il en est de mémo lorsqu'un corps élastique, comme une bille de billard, vient se réfléebir aor la bande XY; pour que, lancée da point B, elle arrive en A, il faut qu'elle frappe ïa bande au point M où celle bande est rencontrée par AB'. H est aisé, d'après cela, de résoudre \c,prnblcinc du billard polygonal :
Deux poinls V et Q étant marqués sur un billard poljgnnal^XZXi . . .T, de II côtés, vers quel pnint M de la bande XY faut-il lancer une bille du point P, pour qu'après réflexions sur les bandes successives XY, YZ, ZU, ..., elle vienne passer par le point Ql
Quel que soit le point de la bande XV vers lequel on tance la bille, le prolongement de la route suivie par la billo après la réflexion passera par le point Pi symétrique de P par rapport à XY; après la seconde réflexion, la bille se mouvra sur une droite issue du symétrique Pj deP, par rapport à YZ, ... ; en continuant ainsi, on obtiendra un point P„ par lequel doit passer le prolongement de la droite que suit la bille après la dernière réflexion; comme cette droite doit aussi passer par Q, la droite PnQ déterminera par son intersection avec la dernière bande le point où la bille doit la frapper; et l'on pourra dès lors, en remontant, tracer fa route complète de la bille. Le problème ne sera évidemment possible que si les poinls d'incidence se trouvent sur les bandes ellesmêmes et non sur leurs prolongements.
En faisant la ligure pour ie cas du billard rectangulaire, on pourra constater que, pour que la bille revienne nu point de dépari, il faut la lancer parallèlement à l'une des diagonales du rectangle.
4° Construire un pofygone connaissant en /losilinn les perpendiculaires a,, «s, . . . , m,, ckuées sur les mi'ieux des calés (Petersen).
Soit A le sommet inconnu qui est situé sur le côlc perpendiculaire à a, ; prenons dans le plan un point arbitraire P, et conslroisons successivement le symétrique P] de P par rapport à aj, le symétrique Pj de P, par rapport à a,, ...,et ainsi de suite jusqu'au symétrique Pb par rapport à ol,,. Si l'on avait opéré sur A comme l'on vient de le faire sur P, le point A,( auquel on serait parvenu serait le point A lui-même, car Ai, Aï, . . . , Ao seraient les sommets successifs du polygone. Or la longueur d'une portion de droite étant égale à celle de la droite symétrique, on aurait donc AP = APb ; la perpendiculaire élevée sur le milieu de PP« passe donc par le sommet inconnu A. Un deuxième point arbitraire, Q sur lequel on opérera comme sur P, fournira un deuxième lieu du sommet A, qui sera ainsi déterminé par l'interseotion de deux
On résout par dés considérations analogues la question qui consiste à tracer le polygone de périmètre minimum ayant respeclii'ement un sommet sur chacune des droites indéfinies qui forment les côtés d'un polygone donné, attendu que deux eôlés consécutifs du polygone inconnu doivent
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(r) Être également incliiiôs sur la droite qui contient leur point d'intersection.
Nous ne donnerons qu'un exemple de l'emploi dos rotations, nous proposant de revenir sur ce sujet après la théorie de l'homoibélie.
Étant donnés deux cercles 0 et 0' et deux points K et ^ situés sur la circonférence du cercle 0, trouver sur celle même circonférence un point M tel que, si P et Q sont les points où AM et BH rencontrent respectivement la circonférence 0', la droite PQ ait une longueur donnée {fig. i3i bis).
L'angle PO'Q est connu de grandeur, puisqu'il fait partie d'un triangle PO'Q dont on connaît les trois côtés- L'angle AÏ1B est aussi
connu, puisqu'il est Inscrit dans un arc donné. Faisons tourner le triangle O'PA, autour de 0', d'un angle ui égal à PO'Q, de manière à amener O'P sur O'Q. Si A' est (a position que prend ainsi le point A, et si l'on désigne pari l'intersection de PA et de QA', l'angle MIQ sera épi à l'angle de rotation ui ou à son supplément- On connaîtra doiic dans le triangle MIQ deux angles M et I et, par suite, l'angle BQA', Mais B est donné, et le point A' s'obtient en faisant tourner O'A de l'angle w autour do 0'. Donc le point Qsera sur le segment capable de l'angle connu BQA', décrit sur une droite connue BA'; comme ce point Q appartient, en outre, à la circonférence 0', ii sera déterminé-
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une figure reetiligne à laquelle on lionne, par extension, le nom de/wlygone; ainsi quand nous dirons le polygone ABC DE, il faudra entendre la figure reeliJigne obtenue en joignant par des lignes droites îe premier point A au second point B, le second point B au troisième C, . . ., et enfin le dernier point E au premier A.
Considérons, dans un pian, deux systèmes de pointa A et A', B et B', C et C, . . . , qui se correspondent un à un d'après une loi géométrique d'ailleurs quelconque. Soient AB...PQR.. ., un polygone formé avec les points du premier système, et A'B'., .P'Q'It'. . . , le polygone formé avec les points correspondants ou homologues du second système. Supposons enfin que deux observateurs parcourent simultanément, i'un le chemin bien déterminé AB. . .PQR... , l'autre le chemin correspondant A'B'.-.P'Q'R..,. Nous dirons que les deux polygones AB...PQR..., A'B' P'Q'R'.., sont de même sens ou de sens opposés suivant que d mets homologues quelconques U et R' sont vus de la mËme
è (c'est-à-dire tous deux à droite ou tous deux ù gauche), ou de m différent6s(c'est-à-direrun à droite, l'autre à gauche) parles
b urs parcourant les deux côtés homologues PQ, P'Q' qui pré-
d mmédiatement H et R'.
N désignons, eu général, deux sommets homologues de deux po-
g orrespondants par une mÈme lettre, en accenluaut celle qui est
u second polygone; toutefois cette notation n'est pas toujours
p b quand les deux figures ont des points communs, à moins de
deux lettres à un même point, ce qui serait uue complication
On évite toute ambiguïté en convenant d'attribuer, dans les sym-
b ABC. .,, MNS.. . qui désignent deux polygones correspondants,
n rang aux deux lettres qui répondent à deux points homologues ;
A st l'homologue de M, B l'homologue de N, etc.
D polygones correspondants ABC. . . , A' B'C . . . sont dits égaits lorsqu on peut les superposer soit directement, soit par retournement, de manière que chaque sommet vienne sur son homologue. Dès que lo mode de correspondance des sommets est fixé, il est clair que la superposition n'est possible que d'une seule manière.
174. Deux polygones égaux et de même jc/m ABC. - ., A' B'C. . . coïncident dès qu'Us ont deux couples A el A', B et B' de sommets conse'cuaf,co„m„,.
En effet, dès que A est en A' et B en B', BC prend la direction B'C, puisque BC et B'C sont du même côté par rapport à AB et font des angles égaux avec cette droite; d'ailleurs, B'G'=^ BC; donc C tombe en C, et l'on verrait de même que D' tombe en D, et ainsi de suite.
Si les polygones étaient de sens opposés, lisseraient symétriques par rapport au côté commun AB; car si l'on imaginele polygone ABCiDj.. .
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Bimétricjue de ABCD...par raiiport à AB,cq nouveau polygone sera de même sens que A'B'C'D'. . ., lui sera égal et aura avec lui deux poinls homologues communs A et A', B et B'; donc il coïncidera avec loi, d'après la proposition prccédcnle.
THÉOHÈME I.
17S. Lofs'pie di:iu: polygones égaux et de même sens hSC . ., A'B'C. . . sont situés dans un même plan, on peiU amener le premier sur le second ptir une rotation autour d'un point du plan {fig. iSa).
Il suffit, d'après le n° 174, de montrer qu'on peut, par une rotation, amener A sur A' et B sur B'.
Or construisons sur A'B' un triangle A'B'A' égal à ABA' et do mâme sens, et soit 0 le centre du cercle qui passe par les trois points A, A', A". Les triangles OAA', OA'A" sont égaux comme ayant les trois côtés égaux , ils sont, en outre, de mfime sens, car deus cordes égales et consécutives AA', A'A' d'un cercle comprennent le diamètre A'O qui aboutit à leur point commun. Donc, si, par une rotation autour de 0, on amène OA sur OA', le triangle OAA' coïncidera' (174) avec OA'A"; et, par suite, le triangle ABA' coïncidera avec A'B'A".
Fie. i33.
II importe do remarquer que le centre de relation 0 doit Être équidistant de deux points homologues quelconques ; il est donc le point de concours des perpendi eu i aires élevées sur les milieux des droites qui joignent deux points homologues quelconques.
Enfin le raisonnement et la conclusion supposent que les points A, A', A' ne soient pas en ligne droite, c'est-â-dire, d'après la construction du point A°, que AB et A'B' ne soient pas parallèles et do même sens; s'il en était ainsi, la fignre AA'BB' serait un parallélogramme, AA' et BB' seraient donc égales, parallèles el de même sens, efalora, pour amener A sur A' et B sur 0' et, par suite, la première figure sur la seconde, il suffirait d'opérer sur la première figure une translation, c'est-à-dire de faire décrire à chaque sommet une droite égale et parallèle à AA'.
Corollaires.
1 76. Quand une figure de forme et de grandeur invariables se déplace dans son plan d'un monvoment continu, chaque point décrit une trajectoire ; soient ABC , . . une position quelconque de îa figure, A' B' C . . . une position voisine; si la seconde figure tend vers la première, les cordes .4A', BB', ce, ... deviennent les tangentes on A, B, C, . .., aux trajectoires de ces points, et les perpendiculaires élevÉes sur les milieux des cordes deviennent les normales aux trajectoires; comme ces perpendiculaires passent par un mÔme point 0 dont la situation dépend à la fois des deux positions successives ABC. . ., A'B'C. .. de ia figure, à la limite, ces perpendiculaires, c'est-à-dire les normales, passeront par un mÉme point u) dont la situation ne dépend plus que de la position ABC... delà figure considérée. Donc, quand une figure te dépince dans son plan, les normales eiiix tnijectuires des tliiit-rx points, pour une position ilétermini'e qnelcomjue de la figure, passent par an même point to ; ce point w a reçu ie nom do centre instantané de rotation relatif à la position considérée de la figure.
Si l'on sait mener les normales aux trajectoires de deux points de la figure mobile, on aura par l'inlerseclioB do ces droites le point u, et il suffira de joindre lo à tout autre point de la figure pour avoir la normale et, par suite, la tangente à la trajectoire de ce point.
177. Considérons, en particulier, le déplacement d'une droite AB {_fig. i33). Soient lo le centre instantané relatif à la position AB, et P la projection de oi sur la droite AB, c'est-à-dire le pied de la perpendiculaire abaissée de oi sur AB, Quand AB se déplace, le point P, considéré comme invariablement lié à la portion de droite AB, décrit une trajectoire qui, d'après le numéro précédent, a pour normale Pu) et, par suite, pour tangente en P la droite PAB. Donc, quand une droite se déplace dans un plan suivant une loi déterminée quelconqtm, elle reste constamment tangente à une ligne qu'on nomme son enveloppe) et, pour une position quelconque de la droite, le point où elle touche son enveloppe est la projection sur cette droite du centre instantané de rotation correspondimt.
Ce point de contact est aussi la limite du, point I oit la droite AB est rencontrée par sa position inftmincnt voisine A'B'. En effet, soient 0 le point autour duquel i! faut faire tourner AB pour amener A en A' et B en B', Q etQ' les projections de 0 sur AB et A'B'. Le point I est l'intersection des tangentes AB, A'B' au cercle décrit du point 0 comme centre avec OQ = OQ' pour rayon; la distance Ql, moindre que QQ', [end donc vers zéro quand A'B' tend vers AB;donc le point! ala même
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limite que le point Q, o'ost-à-dire a pour limite du centre instantané o> relatif b. ÂB.
1 projection P sur AB
Lorsque deux j
THÉORÈME n.
tygones égaux et de sens opposés ABC .... s dans un même plaît, on peut amener le premier ■r le second ou, moyen du retournement du plan autour d'un certain a.re d'une translation rccliligne pnrallèle à cet axe {Jig. 134).
Fijf. i34-
Kn efTet, achevons le parallélogramme AA'B'Bî dont AA' ot A'B' sont deux côtés consécutifs ; puis, par le milieu I deAA', menons la parallèle L à la bissectrice AEdo l'angle BjAB. Le polygone Ai B, Ci- .., symétrique de ABC, . . par rapport à L, étant égal à A'B'C. . . et de même sens, il suffit de prouver que la figure A'B'B,A, est un parallélogramme, et que AAi est parallèle à L; car, alors, en replianlleplan autour de L, on amènera ABC... sur A:EiCi...; puis une translation rectiligne égale et parallèle à A,A' et, par conséquent, parallèle à L amènera Ai sur A', B| sur B' et, par suite (174), AiB,Ci.,, sur A'B'C —
Or AiBi et ABj, étant les symétriques d'une même droite AB par rapport à deux axes parallèles L et AE, sont égales, parallèles et de même sens; d'aiUours A'B' el ABi sont aussi égales, parallèles et de même sens; il en est donc de même pour AiBi et A'B', de sorte que la figure A'B'BiAi est bien un parallélogramme. D'autre part, « étant le milieu de AA|, c'est-à-dire le point de rencontre des deux droites rectangulaires AAi et L, ot a' étant la projection de A' sur L, les triangles rectangles Ala, A'Ia' sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et les angles égaux ; il en résulte A' a' = Aœ = aAi, de sorte que la figure AiA'a'a est un rectangle, ce qui prouve que AjA' est parallèle à L.
La droite L est également inclinée sur deux cétés homologues quelconques des deux polygones, et elle contient les milieux des droites qui joignent les sommets homologues.
LIÏEE III. — LES FIGilEES SEKBLABLES. lOÇ)
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g I. ~ LIGNES PROPORTIONNELLES.
NOTIONS rnÉusîiNiiun?.
179, Supposons qu'un mobile pnrcoiii-e de gauche à droite
une ligne droite indéfinie X¥, sur laquelle sont marqués deux
points fixes A et îî, et éludions les variations du rapport des
disLances du mol)ile aux poinis A et B [fif^. i35).
Pounoute position M' du mobile à gauche de A, on a
M'A _ M'B ~ AB _ AB
M'B ~" IVV. " ' M'B'
On voit par là que si M' est très-loin, le dénominateur M'B esl irès-grand; par suite, la fraction jTiT-jr est liès-peiite. et le
que le mobile se rapproche du point A, îe dénominateur M'B diminue en tendant vers AB.; la fraction rr^;^ augmente en se
rapprochant de l'unité, et le rapport -rçpa diminue jusqu'à o,
valeur qu'il atteint lorsque le mobile arrive en A. Ainsi, à gauche du point A, le rapport considéré décroît d'une manière continue de i à o.
numérateur croit et que son dénominateur diminue; et il devient égal à I , lorsque le mobile est au point 0 milieu de AB.
J!0 GÉOUÉTRIE PLANE.
Ainsi, de A en 0, le rapport considéré crotld'u linuede o â i.
les mêmes motifs; à mesure que le mobile se rapproche de B, le nitméraleur NA lend vers AB, ie dénominaleur NB diminue en lendani vers o; et, par suite, le rapport acquiert des valeurs de plus en plus grandes et peut même surpasser tel nombre qu'on voudra. On exprime ce fait eu disanl que la valeur du rapport devient infinie, et l'on représente par le symbole co cet état iimile. Ainsi, de 0 en B, le rapport considéré croit d'une manière continue de i à Tco . Enfin, pour toute position N' du mobile au delà de B, on a
N'A N'B + AB _ AB
lorsque le point N' s'éloigne de B, le dénominateur N'B aug-
AB mente de plus en plus jusqu'à l'infini ; la fraction ^^ diminue
N'A , ^NJJ^
sivement jusqu'à i. Ainsi, à droite de B, le rapport considéré décroît d'une manière continue de l'a à r.
En résumé, le rapport considéré prend deux lois à gauche du point 0 toutes les valeurs numériques moindres que i, et deux fois à droite du point 0 toutes les valeurs numériques supérieures à i.
Donc enfin, étant donnés deux points fixes A et E, il existe toujours sur la droite indéfinie XV qui les contient, deux points, et seulement deux, tels que les rapports des distances de chacun d'eux aux points A ei B aient une même valeur donnée. Ces deux points sont situés d'un même côté du milieu 0 de AB, l'un entre \el "B, l'autre en dehors; ils sont d'ailleurs à gauche deO, comniehletM' ouà droite deO,comme'îi etîi' , suivant que lavaleur donnée du rapport est inférieure ousupérieureàl'uiiité.
180. Le point N, situé entre A el B, divise réellement la droite AB dans le rapport donné ; par extension, on dit que le point extérieur N' divise aussi la droite AB dans ce même rapport. l'our éviter toute confusion, on qualifie alors d'additifs les
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segmenls NA et NB délcrminés par le point N, et dont AR est la somme, et de soustractifs les segments N'A el N'B déterminés parle point N', et dont AB est la différence.
Lorsqu'une droite AB est ainsi divisée par deux points N etW, de façon que les segments additifs NA et NB soient proportionnels aux segments souslractifs N'A et N'B, on dit que ces deux points N el N' divisent Imrmoniquement la droite AB ou sont conjugués harmoniques par rapport à la droite AB. THÉORÈME.
181 . Deux droites quelconques sont coupées en parties proportionnellfs par une série de droites parallèles; en d'autres termes, lorsque deux droites AG, A' G', sont coupées par une série de parallèles AA', BB',..., GG', le rapport de deux segments quelconquf's de la première droite est égal au rapport des segments correspondants de la seconde {Jlg. ii6, iS'j).
Il suffit (note i) de prouver :
1" Que, si deux segments Alî et EF de la première droite tant égaux entre eux. les segments correspondants A'B' et E' F' de la seconde droite sont aussi égaux entre eux ;
2° Que, si sur la première droite, un segment EG est égal à la somme de deux autres AB et CD, sur la seconde droite, le segment 'E'G', correspondant à EG, est aussi égal à la somme des segments A'B' et G'D' qui correspondent à AB el à CD,
1" Menons A'P et E'Q parallèles à AG; A'P et AB seront égales comme parallèles comprises entre parallèles; E'Q sera égale à EF pour la même raison ; par suite, on aura A'P = E'Q, puisqu'onaparhypoihèse AB^EF. D'ailleurs, les angles PA'B', QE'F', sont égaux comme correspondants, et les angles A' PB', E'QF', comme ayant les côtés parallèles et de même sens; donc, les triangles PA'B', QE'F', ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, sont égaux, et l'on a A'B' = E'F'".
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2" Puisque, par hypothèse, EF=3AB, et GF = CD, on a, d'après l'atinéa qui précède, E'r'=A'B' et [i"G'=:C'D'; le segment E'G' est donc égal à 3a somme de A'ii et de CD'.
La figure peut offrir deus dispositions différentes; mais la démonstration ne change pas.
THÉORÈME
183. Toute parallèle DE à l'un des côtés BG d'un triangle ABC divise les deum autres cétés en parties proportionnelles {fis. i38, i39, i4o}.
Fig. i3S. Fie. i39' ^^Z- '4"-
En effet, en concevant par le sommet A une parallèle à on voit (181) qu'on a
ED "CE
Chacune de ces proportions se trouve ici démontrée directement; mais il convient de remarquer qu'en vertu des règles de l'Arithmétique, l'une quelconque d'entre elles entraîne les deux autres.
Nous avons indi{|ué les trois dispositions que peut présenter la figure.
183. Récipiioquemekt, si deux points D et E, situés respectivement sur deux côtés AB et AC d'an triangle ABC, divisent ces côtés en parties proportionnelles, la droite DE qui unit ces deux points est parallèle au troisième côté BC.
Puisque chacune des proportions (i), (a), (3), entraîne les
deux auires, on peut partir de l'une quelconque d'entre elles comme liypolhèse ; nous choisirons par exemple la première
BA
les distances à A et C formeront nn rapport égal à ^- Or,
entre A et C(I79), il n'existe qu'un seul point dont le rapport îles dislances à A et C soit égal à TTr;' et ce point est par hypothèse le point E. Donc la parallèle àBC, menée par le point D, passe par E et coïncide avec DE. Donc enfin DE est parallèle à BC.
Supposons, en second lieu, les points D e/ E situés sur les prolongements des côtés. Si D est, par exemp'e, au-dessous
de AB ijtg. i3g ), le rapport —~ sera supérieur à i ; il en sera
EA donc de même de son égal ^^ cl, par suite, le point E sera
pareillement au-dessous de AC. Dès lors la démonstration s'achèvera comme ci-dessus.
On verrait de même que si Détait au-dessus de B A. {Jïg.i/^n ), la proportion ( i ) exigerait que E fût au-dessus de CA ; puis, on achèverait la démonstration comme dans le premier cas.
Cette réciproque demande une certaine attention; l'hypothèse renferme en réalité deux parties : la première consiste dans l'existence de la proportion (i), et l'autre est relative à la situation des points D et E qui doivent être placés de la même manière sur les côtés AB et AC. Bien que sous-entendue d'ordinaire pour plus de brièveté, celte seconde partie est indispensable; car si l'un des points D était, par exemple, sur le côté lui-même et l'autre E sur l'un des prolongements, la droite DE ne saurait être parallèle à BC, bien que la proportion (i) l'ùt satisrailc,
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Dans tout triangle ABC {fig. i
i" La bissectrice AD d'un ongle quelconque BAC divise le côté opposé BC en deux segments additifs DB et J}C proportionnels aux côtés adjacents;
2° La bissecii'ice AD' d'un angle extérieur BAK divise le côté opposé BC en deux segments soastradifs D'B, D'C, proportionnels aux côtés adjacents.
En effet;
1" En menant BE parallèle à la faisseclrici.' A!>, on a dans le triangle BEC (182)
DB _ A F
DC ^ ÂC ■
D'autre part, i'angle BEA est le correspondant de l'angle DAG, et les angles E8A et DAB sont alternes-intenios; or, AD étani blsseclricc de l'angle BAC, les angles DAC, DAB, sont égaux; parsuilc, les angles BEA, EBA, sont aussi égaux, et !e triangle BAE est isocèle. En remplaçant dès lors, dans la proporlion qui précède, lecôlé AE par son égal AB, on a
DB AB
2" En menant BE' parallèle à !a bissecirice AD' de l'angle exlérîeui' BAE, on a dans le triangle D'AC (182)
D'aulre part, j'iuigie UE'A est le correspondant de l'angle D'AE, elles angles E'BA etD'AB sont aiternes-iolernes; or„ AD' élani bis-secirice de l'angle BAE, les angles D'AE, D'AB, soni
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égaux; par suite, les angles BE'A, E'BA, sont aussi égaux, et le triangle BAE' est isocèle. En remplaçant dès lors, dans îa proportion cini précède, le côté AE' par son égal AB, on a
B' C ^ AC
185. RÉniPROQUËBîKKT, siune droite, issue du sommet d'un angle d'un triangle, divise le côlé opposé en parties proporiionnellss aux côtés adjacents, cette droite est la bissectrice de l'angle considéré ou de l'angle supplémentaire, suivant qu'elle rencontre le côté opposé lui-même ou l'un de ses prolongements.
En effet, eiUre B et C ii n'existe qu'un point D qui divise BC dans le rapport de AB à AC (179); le théorème direct exige donc que ce point appartienne à la bissectrice de l'angle BAC
.fiS' ■40.
i)e même, sur les prolongements de BC, il n'existe qu'un point D' qui divise BC en deux segments soustractifs proportionnels à AB et AC (179); dès lors, ie théorème direci exige que ce point appartienne à la bissectrice de l'angle extérieur BAE (/,y. i4i;.
('OROI.LilllG.
180. Les deux points M et ]>' s;iii^f(>nt h la proportion DR IVR
ils sont donc (180) conjugués harmoniques par rapport ^ la droite BC. Ainsi, les daax côtés d'un angle, la bissectrice de cet an^le et celle de son supplément, déterminant quatre points sur une sécante quelconque, les deux damiers sont conjugués par rapport aux deux autres.
THÉORiCMlî.
187. Le lieu géométrirjue des points dont les distances à deux points fixes sont dans un rapport donné est une circoii' Jérence [Jg. i^a).
yGoosle
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Soient B et C les deux points fixes, — le ra|)iioi't donné et SI un point quelconque du lieu, c'est-à-clîre un point tel qu'on ait
il existe d'abord, sur la droite indéfinie BC, deux points i]<\
lieu, c'est-îi-dirc (179) deux points D el IV relations
on déduit de là
jm _ i\m iy_B _ mb
bC^SlC 1)'C~MC'
Ces proportions prouvent (185), la pvemièrG que Mil est l.t bissectrice de l'angle BMC, el la seconde que MD' est la bissectrice de l'angle adjacent supplémentaire. Or, les bissectrices de deux angles adjacents et supplémentaires sont rectangulaires. Donc, le point variable M est le sommet d'un angle droit DMD' dont les deux côlés passent constamment par deux points fixes D et D'; tout point M du lieu est donc situé sur la circonférence décrite sur BB' comme diamètre.
Réciproquement, tout point SI de celte circonférence DB' appartient an lieu.
En effet, B' étant le symétrique de B par rapport à la droite BM, désignons provisoirement par P le point où CB' rencontre BM; DP sera la bissectrice de l'angle BPC, el l'on aura
PB BB m
yGoosle
Donc, le point P appartient au lieu; mais, comme tel, il est sur la circonférence DU' et, par suite, il coiincide avec M qui est le seul point, autre que D, commun à DM et à la circonférence DD'. Donc, M appartient au lieu.
188. Lorsque le rapport donné est ég-al à l'unité, D devienl le milieu de BG et D' passe à l'infini (179); le cercle devicut la perpendiculaire élevée sur le milieu de BG (19).
§ H. — LIGNES PflOFORÏIONNIiLLES DANS LE CERCLE.
LÉFIKITIOSS.
189. On dit que deux droites, tracées entre les côtés d'un angle ou de son opposé par ie sommet, sont aiili-parûlliilfs. lorsque la première fait avec l'un des côtés de l'angle donné un angle égal à celui que la seconde droite fait avec l'autre côté.
Ainsi, les deux droites DE et BG {Jîg. i43) sont anti-parallèles par rapport à l'angle BAG, si l'angle ADE est égal à l'angle
^y "''^^ ng. ,^4.
ACB. Alors l'angle AED, que la première droite forme avec !e second côté AC, est égal à l'angle ABC que la seconde droite fait avec le premier côté AB (TC).
THÉORÈME
AB.AD = AC.AE
En cffci., prenons AD' = AD ei AE'= AE, el menons D'il L'cgalilc des triangles ADE, AD'E', qui oiitiin angle comnsuu compris entre deux côlcp égaux, entraîne celle des angle- ADE, A'IYVJ. D'ailleurs, les angles ADE, ACR, sont égaux \,tir hypothèse (18!!); donc les angles correi^iiondanis AD'K', ACli, sont égaux, et les droites BC, D'E' sont parallèles {05j; on ? donc (182) la proporlion
AB _ AC AE'^ Ai)''
(jui, lorsqu'on remplace les quantités AE' el AD' par les qnsiilités égales AE et AD, devient
A.J^^A^^ ou A1Î.AD = AC.AE.
.aE ad
191. RÉcii'noQuraEMT, si deux droites DF^ ei QC, tracées en Ire les côtés d'un angle BAlJ, sont telles, que le produit des distances du sommet aux deux points où elles coupent chacun des côtés soit constant, c'est-à-dire sont telles, qu'oni oit
AB-AD = AC.AE ou
AB AC AE ^ AD
'.nffle.
ces droites sont anti-parallèles par rapport à ce
En' effet, concevons {./(^ i43) la droite qui, point E, serait anti-parallèle & BC par rapport & l'angle BAC: cette droite coupe le côté AB en un point (190) dont la distance au sommet A sera une quatrième proportionnelle à AB, AE, AC. Or, la distance AD est précisément, en vertu de l'égalité (t1, cette quatrième proportionnelle; donc la droite DE est anti-parallèle à BC.
ConOLLAIRE.
192. Si les deux points, D et B se confondoieni (fig. i44), on aurait AB =AC-AE.
Donc, lorsque deux droites anti-parallèles par rapport à un angle se coupent sur l'un des côtes de cet angle, ladistance du sommet à ce point est moyenne proportionnelle entre les distances du sommet aux points où le second côté de Vangle coupe les deux droites anti-parallèles.
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UfciPiiOQunnuKT, si pnr un point Ji, pris sur l'.iui des côtés 'l'un angle BAC, on mène dans l'intérieur de l'angle daux (hoilesBC, BE, telles, (/W! AB' = AC.AE, ces di-.ax droites son: anti 'parallèles pnr rapport à cet angle.
TiiÉOIiÈME.
193. Si, d'un point pris dans le plan d'un cerciu, on mèr.p des sécantes à ce cercle, le produit des distances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécante avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante.
Ainsi, soient EA, ED, deux sécaiites i; ii s'agit do démonirer qu'on a
lO
EA.EÎÎ=:Et:.ED.
La figure pRul se présenter diï deux manières, suivfnu que le poiiil E est imérîeur (fig. i^5) ou e?;lérieur nu cercle [Jîg. 146) i maisia démonstration est la même dans les deux cas.
Slenons les cordes AC et BD; les angles ACD, A1!D, étant inscrits dans le même segment, sont égaux, el par suite lea corfles AC, BD, sont anti-parallèles par rapporta l'angle AED. On a donc (100) la relation (t)
Le produit constant ËÂ.EB a reçu le nom do puissance du. point 'Epar rapport au cercle considéré.
19'i. RtctrROQUiîiuiiNT , lorsque deux droites AB et CD, pro- ■,'il le faut, concourent en un point E tel qu'on ait
la relatio
EA.EB-EC.ED
yGoosle
les extrémités A, B, C, D, sont situées sur-une même circanjérence.
En etfei, d'après le n" 191, la relation donnée prouve que les deux droites AC et BD sont ami-parallèles par rapport à l'angle AED; par suite, les angles ACD, DBA, soniégaux, et si sur la droile AD on décrit un segment capable de l'angle ACD, la circonférence qui passe par les trois points A, C, D, renferme le point D,
COROLLMIin.
Ii)3. ISeprenons le cas où le point E est extérieur [Jig. ii\6), et supposons que la sécante EDC tourne autour du poiiu E jusqu'à ce qu'elle coïncide avec la tangente EF; la sécante entière EC et sa partie extérieure ED deviendront l'une et l'autre égales à la longueur EF de la tangente, et la relation
prise à la limite, s
EA.ER=EF
Donc, .Si, jjar nii point extérieur à un cercle, on mène à ce cercle une sécante et une tangente, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sapartie extérieure.
On peut d'ailleurs appliquer directement à ce cas particulier la démonstration du cas généra! : les angles EBF, AFE {,/ig. 147)' '"un inscrit, l'autre formé par une tangente et une corde, ont l'un et l'autre pour mesure la moitié de l'arc AF; l'égalité de ces angles prouve raniî-parallélismedes droites AF et BF par rapport à l'angle E, et par suite (192) entraîne la relation
ëf'^ea.eb.
196. Eéciproquement, si trois points A, B, F, situés, les deux premiers A eï B sur un côté de l'angle E, et le troisième F sui l'autre côté, sont tels, qu'on ait la relation
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la circonférence gui passe par ces trois points est tangenln en F au côté EF.
En effet, d'après le n" 192, la relation donnée prouve l'antîparallélisme des droites AF et BF par rapport à TangleE; les angles AFE, EBF, sont donc égaux; par suite, si l'on décrit une circonférence passant par A et F et tangente en F à la droite EF, cette circonférence, d'après la construction connue du segment capable (162), passera par le point B.
g ni. - SIMILITUDE DES POLYGONES.
DÉFiNITlONS.
197. Deux polygones d'un même nombre de côtés soni dits semblables lorsqu'ils ont les angles égaux et les côtés homologues proportionnels.
On entend par côtés homologues ceux qui sont adjacents à des angles respectivement égaux, et l'on donne à ces angles eux-mêmes le nom d'angles homologues; enfin, on appeile rapport de similitude des deux polygones le rapport de deux côtés homologues quelconques.
Tin. i4S.
Ainsi les deux pentagones ABCDE, A'B'C'D'E' [Jig. i ^onl semblables, s'ils satisfont aux relations
AB _ _5Ç _ Ch^ _ JDE^ _ EA_ A' B' ~ B' C ~ ay ~ B' E' ^ E'A' '
yGoosle
Dans les iriangles semblables, lelsque ABC, A'B'C'(/g, I js côtés iiomoiogues sont opposés aux angles égaux.
Zl
LEMME
198. En coupant un trianglK ABC /xrr une parallèle DE à l'un des côtés BC, on dêlermine nn nouveau triangle ADE semblable au premier Ifig. j5o, i5i, i52,.
%- iSo. [%. j5i, Fig. iSi.
En effet :
H'oljord les deux triangles ADE, ABC [Jig. i5o), ont leurs angles respectivement égaux; car l'angle A est commun et les nngies ADE, ABC, sont correspondants, ainsi que les angles AED, ACB.
En second lieu, les côtés homologues soni proportionnels; car, DE éiani parallèle à BC, on s (182) AD __ A_E , ÂB "^ AC ' puis, en menant EF parallèle à AB, on a encore AE _ RE _ AC "" BC' ou, comme les parallèles DE, BF, comprises entre parallèles, sonl égales,
AE_DE ^'^' AC^ÎiC'
yGoosle
t.ivue m. — les fiqdres sranLAnLEs. lad
lii iT-union dosproponioiis (i) et (a), qui ontuii rapport commun, donne la suile de rapports égaux
AD _ AE _ Ï)E
AB " ÂC "BC'
SCOLIE
1119. La proposûion énoncée subsisie lorsque !ii pnrnilèieDE e?l située au-dessous de BC {fig. iSi). ou au-dessus de A i^g. i52). La di'monstralion esiabsolunionl la môme dans le cas de la/zg-. i5i; et, dans le cas de isjig. iSz, loiiie la différence consiste en ce que les angles ADE, ABC, ainsi que les angles AED, ACR, som alternes-inlenies au lieu d'être correspondants.
THÉORÈME
200. Deux triangtesABC, A'B'C, so/il semhlablcs .■ i" Loisgu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun ; a" Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés pi-oporlionncls;
3" Lorsqu'ils ont les côtés proportionnels. 1" Supposons qu'on ait (yîg-. i53)
Prenons sur le côté AB Iioinologue de A'D' une Ioi:gueur AD égale à A'B', et menons DE parailèîe àBG. Le triangle ADE
csi Fcmblablc à ABC ( 198), et il suffll de démontrer régalilé des triangles ADE, A'B'C.
Or, les angles A et A' sont égaux par hypothèse; i'angle APE est correspondant de l'angle ABC, qui, par liypolhèse, est ôgal à B'; enfin, le côté AD est égal à A'ii' par conslruciîon. Donc
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les deux triangles ADE, A'B' C, sont égaux, comme ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux. 2° Supposons qu'on ait
prenons sur le côlé AB homologue deA'Jî'une longueur AU égale a A'B', et menons DE parallèle à BC. Le triangle ADE est semblable au triangle ABC { 198), et il suffit de démontrer l'égaillé des iriangles ADE, A'B'C.
Or, la similitude des triangles ABC, ADE^ donne la proportion
AB _ AC '^' AI)"~ÂË
qui a les mêmes numérateurs que la proportion ( i ); les dénominateurs AD et A'Iî' des deux premiers rapports étant en outre égaux par construction, ii faut que AE = A'C ; les deux triangles ADE, A' B' C, sont donc égaux comme ajanl un angle égal compris entre deux côtés égaux.
3" Supposons qu'on ait
AD DE EA
qui présente les mêmes numérateurs que la série (i). l*ai' suite, les dénominateurs AD, A'B', des deux premiers r,i]^ports étant égaux par construction, il faut qu'on ait aussi
DE r^ B'C. EA -=C'A';
les deux triangles ADE, A'B'C, ^ont donc égaux comme ajani tes trois côtés égaux chacun à chacun.
l.lVLllî H!. — l.ES FIfiURES SEMBLABLES. T2S
CoUOLLAir.ES.
201. Deua: triangles sont semblables, lorsqu'ils ont leur.'! côtés respectivement parallèles ou j'espectivement perpendiculaires; car, dans l'un et l'atitre cas, ces triangles ont leurs angles égaux chacun à chacun (77).
902. Deux triangles rectangles sont semblables, lorsqu'ils ont un angle aigu égal.
ScOLlES.
203. Il résulte du n" 200 que, dans les Irianglf-s, l'égalité des angles entraîne la proporlionnalilé des côtés, et réciproquement. Cette propriété fondamenlale, dont la découverte est atlribuéeà Thaïes (639-S48 av. J.-C), ne subsiste pas jiour des polygones quelconques. Par exemple, un carré et un reclaiigle ont leurs angles égaux, et cependant leurs côtés homologuys ne sont pas proportionnels. De même, un carré cl un losange ont leurs côtés proportionnels, et cependant leurs angles ne sont pas égaux.
20s.. Le tableau suivant, dans lequel nous avons réuni les cas d'égalilé et les cas de similitude de deux triangles, en les Hiisani correspondre un à un, permet de comparer les deux iliéories.
1° Deux angles égaux compronant
un côlé 6gal ; a" Un angle égal coBipris ontre deux
côl^ égaux ; 3' Lbs trois côtés Égaux.
1° Deux angles égaux;
t" Unanglcégalcompriscntredeiix
côtés proportionnels; i" Les trois eûtes proportionnels.
On voit que chaque cas de similitude ne renferme que deux conditions, tandis que l'égalité en exige toujours trois.
203. 11 iniporle en outre de remarquer le mode uniforme de démonstration que nous avons adopté au n° 200. Le procédé consiste à prendre, sur un côié du premier triangle, a
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pariii' ilu soinracl, une longueur rigale au côte homologue du second; puis à mener, par le point ainsi déterminé, une parallèle à l'un des deux autres côtés du premier triangle. On construit ainsi un triangle auxiliaire qui, d'après le lemme d(i n°198, est semblable aw premier; et les conditions renfermées dans l'hypothèse permeileni ensuite de démontrer aîsémeni que ce triangle auxiliaire est égal au second triangle, en vertu du cas d'égalité qui correspond au cas de similitude que l'on étudie.
206. Enfin, il reste à montrer l'usage de cette théorie, c'està-dire à indiquer de quelle manière les cas de similitude interviennent dans la démonstration des théorèmes. Deux triangles semblables satisfont à cinq conditions, et chaque cas de similitude comprend deux de ces conditions groupées de telle sorte que, lorsqu'elles sont satisfaites, les cinq soient remplies. Par suite, quand, dans une certaine figure, on aura reconnu la similitude de deux triangles par l'application de l'un des trois cas, on devra en conclure immédiatement que les trois autres conditions sont remplies, et l'on aura acquis de celle manière de nouvelles données qui permettront d'aller plus loin.
207. Cherchons, par exemple, dans quel rapport se coupent deux médianes d'un triangle ABC, c'est-à-dire les droites Al> ei lîE qui joignent deux sommets aux milieux des côtés respectivement opposés {fig. i5,'|).
Soii G le point commun aux deux médianes AD, BE; In droite DE est parallèle ù AB^ISSÎ; par suite, les triangles DEC,
■ LES PIQURES SEBELADLES.
ABC sont semblables, ainsi que les triangles GED, AGB. D'ailleurs, E étant le milieu de AC, le rapport de similitude des deux premiers triangles est 1; donc KD est égale à In moiiié de AB, et le rapport de similitude des seconds triangles est aussi f. On a donc
DG = iAG, GE = iBG
DG = -iAD, GE = |BB.
e coupent en un pour, tir du côté qu'elle divise
Ainsi, deu.v médianes quelconqui situé au tiers de chacune d'elles à en deux parties égales.
Donc les trois médianes d'un triangle concourent en un même point ,
THÉORÈME
208. Deux po!yg-ones, composés d'un même nombre dp triangles semblables chacun à chacun et semhlahlement disposés, sont semblables {Jig. i55).
Soient ABF. FfîE, VAK, CFA\ et A'iî'F', F'B'E', E'B'C, C'E'D', deux séries de triangles respeciiveinent semblables el semblablement disposés; le polygone ABCDEF, formé par îes [iremiei-s triangles, est semblable au polygone A'B'G'-D'E'I" i]ue forment les seconds.
En effet :
i- Les angles des deux polygones sont égaux, soii comme
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angles homologues de deux irîangles semblables, soi i comme sommes d'angles homologues de plusieurs triangles semblables. Ainsi, les angles A et A' sont égaux comme angles homologues des deux triangles semblables ]ÎAF, lî'A'F', tandis que l'angle B est égal à l'angle B' comme étant la somme des trois angles ABF, FBE, EBC, respectivement égaux aux trois angles A'B'F', F'B'E', E'B'C, qui composent l'angle B'.
2» Les côtés homologues sont proportionnels, car on a successivement :
A cause des triangles semblables ABF, A'B'F',
A'B' A'F' ICF'
A cause des triangles semblables BFE, B'F'Ë', R'F' F'E' E'B'
A cause des (riangles semblables EBC, E'B'C, E'îî' H'C CE'
A cause des triangles semblables CED, CE'!»',
CE' _ Cjy_ _ WT^ CE ^ U> '" DE '
d'où, en supprimant les rapports communs,
A' B^ _ iVT'_ FT B'C _ CIV _ WT^ XB ^ Al' ''^ FE ^ BG ^ CD ~ DE ■
200. RficEPBOQUEMEKT, deiix polygones semblables peuvent être décomposés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés (fig. i56).
Soie-ni ABGDE, A'B'C'B'E', deux polygones semblables. Prenons à l'inlérieur du premier un point quelconque 0, ei joignons ce point aux extrémités du côté AB; puis, sur le cOlé A'B' homologue de AB, et dans l'intérieur du polygone A'D'CIVE', construisons les angles B'A'O', A'B'O'.res-
III. — LES FIGURI
pectivement égaux aux angles BAO, ABO. Le point 0' sera !a sommet d'un triangle O'A'B' semblable au triangle OAB {200).
ei situé, par rapport au second poljgone A'B'C'D'E', de la même manière que le triangle OAB par rapport au polygone ABCDE.
Cela posé, joignons le point 0 à tous les sommets du premier polygone, et le point 0' à tous les sommets du second ; les deux polygones seront ainsi décomposés en un même nombre de triangles semblablemeni disposés, dont il s'agit de démontrer la similitude respective.
Or, les deux premiers triangles OAB, O'A'Ii', semblables par construction, donnent
rvw _ A'IÏ' OB ~""AD"'
la similitude des polygones proposés donne à son tour
AB "~ BC'' on a donc
R' _ B' C OB ~ BC
D'ailleurs, l'angle (yB'C, différence des angles A' B'C, A'B'O', qui sont respectivement égaux aux angles ABC, ABO, est égal â l'angle OBC, différence de ces deux derniers. Donc les triangles OBC, O'B'C, sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels.
De la similitude des triangles 0'B''C', OBC, on déduirait de même celle des triangles suivants 0' CD', OCD; et ainsi de suite.
R. ot TJE C. — Tr. de Géoat. (I" Partie). n
210, j)ei3x points U ci û', siUiés dans lu jjiati de daiix [ioî> ■ gones semblables, soni dits homologues, loFStju'en joignani l'an d'eux 0 aux exirémilés d'un côté AB ei i'auire 0' aux eKtî'émiléa du côté homologue A'B', oo oblienl deux triangle^; OAB, O'À'B', semblables et semblablement disposés par i-appoi'i aux deux polygones.
11 résulte de la démonstration précédente que deux points lioinologues quelconques peuvent être pris pour cenires de décomposîliou de deux polygones semblables en irîangles semblables et semblablement disposés.
Si le point 0 élait exiérieiîr au polygone ABCDE, son homologue 0' serait aussi eslcrJour ou polygone A'B'C'D'E'; il l'audrait alors considérer les deux polygones comme composés de triangles additifs et de triangles sousîrar.tifs.
Si te point 0 coïncidait avec l'un rtcF soinmeis A , son homologue 0' coïnciderait avec le sommet A'.
311, Deux droites situées dans le plan de deux polygones semblables sont dites homologues, lorsque leurs extrémités sont deux à deux des points homologues; telles sont, par exemple, les dia;5onale3 relalîvcs à des sommets homologues.
Le rapport de deux droites homologues quelconques est égal ail rapport de simititade dss deus: polygones.
Soient en effet ABCDE, A'B'C'D'E' (/ff. iS'j), deux poivgones semblables, ei FB, F'ïï', deux droites homologues quelconques. La similitude (210) des triangles FAB, i'''A'li', pi'ouve l'égalité des angles ABF, A'ÎÎ'F', et celle des rapports
^, LL^- . De iiiôme, la similitude tleb triangles HAB, W.V li'.
. — l.iJS riGURES S!!)inT,AIl!.E
jmralne l'égalité des angles H8A, U'WA\ ei celle des r!i]i
H'IÎ' A'B
angleFGII ou HBA-FBA^anëleF'B'H' on IFB'A'-FJJ'A' Donc, les triangies FBIT, F'B'H', sont semblables (200), ei le rapport pï-^yest égal a chacun des rapports égaux -r:.,-; -:;r' c'est-à-dire au rnpporl de similitude des deu7( polygones considérés.
THÉORÈME
212. Le rapport des périmètres de deux polygones semblables est égal à leur rapport de similitude.
En effet, AlîCDÏÏ, A'B'G'D'E' (fig.iS-]}, étaiil deux polygones semblables, les rapports
AB^ B€ _Cî)_ Jm_ SK_ A'ii'' ïi'V CD'' Ï>'E'' E'A''
sont tous égaux par définition (i9T) au rapport de similiiude; donc, en vertu d'une propriété connue, la somme de leurs numérateurs et celle de leurs dénominateurs, c'esi-à-dire les périmètres des polygones ABCDE, A'B'G'D'E, forment un rapport égal k chacun des précédents, c'est-à-dire au rapport de similitude.
THÉORÈME
213. Deux parallèles quelconques sont coupées en parties proportionnelles par une série de sécantes issues d'un même point.
Soient AD, A'Û', deux parallèles, et une série de sécantes OAA', OBB', OCC, ODD', issues d'un point 0 placé, soit entre les deux parallèles, soit extérieurement {Jig. (58); on a la suite de rapports égaux
A'jy _ b;c; _ CD^
^'J Ab ~ BC " CD ■
yGoosle
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En eflei, les triangles semblables OAB, 0 A'lî'( 198), donneiii
A'Ti' _Olt' Ali ^ OU '
De même, [icir les iriangles seroblabies OBC, OB'C, on a
OB' _ mi __ OC' OB '~ BU ~ oc'
Enliii, les triangles semblables OCD, OC'D', donnent à leur 10 ur
OC _ en'
OC ~ CD
En supprimant les rapports communs, on a la série de rapports égaux (i) qu'il fallait démontrer.
214. On voit, par la démonstration même, que celte série de rapports est encore égale à la suite
OV _ OB^ _ OC7 — 9JL UA ~ OB ~ OC " Oi) ■
En d'autres termes, le rapport de deux parties correspondantes quelconques des deux parallèles est le même que celui des distances du point 0 aux deux points où l'une (quelconque des sécantes rencontre les deux parallèles.
ris- '5S.
215. ilÈciPROQUEKEKT, lorsque plusieurs sécantes AiV, BB', ce, DD', coupent deux parallèles en parties proportionnelles,
ces sécantes concourent en un même point [fig. i58}.
Appelons j le rapport de deux parties correspondantes quel-
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conques des deux parallèles, de sorte qu'on oit A'B' _ AHV _ ÎVC' _ __a Ali ~ AC ~" JJC b'
f Si les deux séries de points A, B, C, D, et A', B', C, D', présentent une disposition Inverse l'une de l'autre {fig. i58), deux sécantes quelconques AA' elCC se coupent en un point 0 intérieur aux deux parallèles ; de plus, les triangles semblables OACOA'C, donnent
OA ~ AC '^ b'
Ainsi, l'une quelconque, CC des sécantes coupe la première
d'entre elles AA', en un point 0 situé entre A et A' et tel que
OA' _a
Toutes les sécantes concourent donc en ce point 0 { 179 ).
a° Si les deux séries de points A, B, C, 0 et A', B', C, \Y, sont disposées de la même manière [fig. i58), on verra de même qu'une sécante quelconque CC coupe la première AA' en un point 0 situé hors de AA' et tel que OA' _a 0À.~ b' Toutes les sécantes concourent donc aussi en ce point 0 ( 170 ].
216. Lorsque le rapport j est égal à l'unité, les parties correspondantes des deux parallèles sont égales entre elles, et les sécantes sont toutes parallèles. Le théorème énoncé subsiste donc, à la condition de regarder deux parallèles comme deux droites qui concourent à l'infini.
THÉOÎlfeME.
217. Le lieu des points dont les distances à deux droites fixes ont un rapport donné est un système de deux droites passant par le point de concours des deux premières [fig. iSg]
En effet, soient OU et OV les deux droites, el M un point
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iluelconqiie pris dans î'inténeur de l'angle VOU on de ■ opposé par ie sommel;
Menons par M les perpendiculaires MP et MQ sur OU et OV el les parallèles MK et MI aux mêmes droites. Quand le poini M se déplace d'une manière quelconque dans l'angle UOV, le triangle MPI reste semblable à lui-môme, puisque ses côtés-
MI
conservent leurs directions; le rapport vrp reste donc constant; il en est de même du rapport ^vr^ cl, par suite, de leur
quotient îj^jy^- Le lieu des points M pour lesquels -rrr,
reste constant est donc le même que celui des points pour
MI MI
lesquels ^^ ou jr-. est invariable; mais alors, te triangle MOI
restant senjbiable à lui-même, puisqu'il a un angle constan; OIM compris entre deux côtés dont le rapport est fixe, l'angle MOI (le ce triangle reste constant; donc le lieu du poini M est une droite OL passant par 0.
T)e même, dans l'angle VOU' et dans son opposé par le sommet, le lieu est une droite OL' passant par 0.
SCOLIES
218. Lorsque ie rapport donné est égal à runilé, le lieu cfi l'ensemble des bissectrices des angles VOU, 'VOU' (33).
219. Au Heu de mesurer les distances du point M à OU et C" perpendiculairement à ces droites, on pourrait les estimer suivant des directions déterminées quelconques, la démonstration et, par suite, ie théorème subsisteraient.
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220. Enfin, si ies deux droites données U et V étaient pa- MP rallèles (Jig. iSg';. le rapport constant |^ étant égal a
PQ ± MQ PQ_j fiÎQ "^ MO "
lieu se composerait de deux droites parallèles aux
â iV. — RELATIONS MÉTRIQUES ENTRlï LES DIFFÉRENTES PARTIES D'UN TRIANGLE.
221. On appelle projection d'un poini A sur une droite indéfinie XY le pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point sur celte droite {fig. 160].
Si l'on considère une droite limiltée AK, la projection de cette droite sur XY est l'intervalle ab qui sépare les projections de ses extrémités A et G.
Fis. iGo.
THÉORÈME
292. Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC on abaisse la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse, 1° chaque côté de l'angle droit est moyenne proportionnelle entre l' hypoténuse et sa projection sur l'hypoténuse; 2° la perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre les deux segments BD et CD de l'hypoténuse {Jig. iGi).
En effet :
[" Les droites AC et AD sont antiparallèles par rapport à Tangle iî (18i)), puisqu'elles font un angle droit, l'une avec le
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côlé BA, l'autre avec le côlé EC. On a donc (192).
BÂ=BC.BD
et l'on démontrerait de même la relation CA = BC.CD.
2° Les droites AC et AD étant antiparallèles par rapport à l'angle B, les angles BAD et G sont égaux (189); par suite, si l'on amène le triangle ADB en ADB' en le faisant tourner autour de AT), l'angle B' AD sera égal à l'angle C, et les deux droites AB'et AC seront anliparallèles par rapport à l'angle ADG. On aura donc
ÂÏ3' = B'D.CD ou AD'~BD.GD.
Corollaihe.
223. En joignant un point quelconque A d'une circonférence aux extrémités B et C d'un diamètre (Jlg. i6i), on forme un triangle rectangle (131). De là, une nouvelle manière d'énoncer la proposition précédente :
1° Toute corde AB d'un cercle est moyenne proportionnelle entre le diamffCre BC qui passe par l'une de ses extrémités et sti projection BD sur ce diamètre;
1" La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A d'une circonférence sur un diamètre BC, est moyenne pivportionnelle entre les deux segments BD et CD de ce diamètre.
THÉORÈME
224. Les trois côtés d'un triangle rectangle étant évalués en nombres au moyen d'une unité commune, le carré du nombre qui mesure l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des nombres qui mesurent tes deux côtés de l'angle droit; ou plus brièvement, dans tout triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés.
En effet, en ajoutant les deux relations (222, i") :
ab'^bg.bd, ag'=bg.gd.
AB -hAC =BC[BD~i-GD) ou AB-!-AG=BC,
yGoosle
COROLLAIBEH.
225. Ce théorème permet de calculer l'un des côtés d'un triangle rectangle quand on connaît les deux autres.
Si l'on connaît les deux côtés Z" et c de l'angle droit, l'hypoténuse a résulte de la formule
a'=r /)'+ c', d'où a == \,ib''i- c'.
Ainsi, soient 6^= 3, c:=/f, on a «= \/9-+- ib = \/25 ^ 5.
Si l'on connaît l'hypoténuse a el l'un des côtés b de l'angle droit, on trouve l'autre côté c par la formule
Ainsi, pour a =: 5 et 6^=3, on a c= v'^S — 9^ ^it}=:4>
11 résulte encore de la proposition précédente que le rapport de la diagonale d'un carré au côté de ce carré est égal
à \li. La diagonale AC est en elïet l'hypoténuse d'un triangle rectangle et isocèle ABC [Jig. 162I, dans lequel on a
ÂC'=: JlIs'-:- ÏÏC = 1 .ÂB ,
AB
Ainsi, la diagonale el le côlé d'un carré sont deux droites incommensurables entre elles, puisque leur rapport est un nombre incommensurable. C'est ce que nous avons déjà démontré par la Géométrie pure (139).
THÉORÈME
Datii tout triangle, le carré d'un côté opposé à un
angle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres
côtés, moins deux fois le produit de l'un de ces côtés f. projection du second sur le premier.
Soloni, ABC le triangle proposé, C un angle nigu et CD la projection du côté AC sur CB; il s'agit de démontrer la relation
Ab' = BCV Âc' — sBC.CD.
Iteux cas peuvent se présenter, suivant que la perpendiculaire AD tombe à l'intérieur ou à l'extérieur du triangle ABC; le premier cas a lieu lorsque i'angle ABC est aigu, et le second lorsque cet angle est obtus [lik).
Dans le premiercas {Jtg. i63), le triangle rectangle ABD donne
[i] rtS'=ïrD'4-ÂD\
Or, puisque le point D est, par hypothèse, situé entre C eiB, on a
BD = BC — CD
et, par suite, d'après un théorème connu d'Arithmétique ('j,
Bd' = Bc' -H CD'— aBC.CD.
En portant celte valeur de BD dans la relation (i), on trouve
Ab'=: BgVcd'h- Âd'~ 2BC.CD;
et, comme le triangle rectangle ACD donne
cd'+âd' = âc'.
on a llnalement
âb'=bc'+âc'-2BC.cd.
[') L« carré de la différence de deux nombres est égai aa carré du ] nombre, plus le carré àv second, moiiiB le double produit de ces deux ni
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Dans le second cas [Jig. i63'), la démonstration est la même. II est vrai que, au lieu de
BD = BC — CD, on a BD = CD — BC; mais comme, en vertu du théorème d'Arithmétique cité, le carré de BD reste le même, ei que c'est ce carré seul qui figure dans la démonstration, on voit que tout le raisonnement subsiste.
THÉORÈME
Si l'un des angles d'un triangle est obtus, le carré du
cdté opposé à cet angle est égal à la somme des carrés des deux
autres côtés, plus deux fois le produit de l'un de ces côtés
par la projection du second sur le premier [fig. i64).
Fie. i64
Soient ABC le triangle proposé, C l'angle obtus, et CD la projection de AC sur BC; il s'agit de démontrer la relation
Âb' = JÏC' + AC' + 2 BG . CD.
Le triangle rectangle ABD donne
(i) Ib'=bd' + âï)\
Or, puisque l'angle ACB est obtus, la perpendiculaire AD tombe hors du ti'iangle (td-), et le point D est extérieur à BC ; on a donc
BD = BC -1- CD
et, par suite, en vertu d'un théorème connu d'Arithmétique ('),
Bd'= BCV CD% 2BC«CD.
EnsubstituantcettevaleurdeBD danslarelation(i), on trouve
AB"=--Bc'-^GD'-f ÂdV^BC.CD;
(') Le carré de la somme de deux nombres est égal au CArré du premier'^ plus le carré du second, plus le double produit de ces deux nombres.
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ei, comme le triangle reciangle ACD donne
on a lîiialemeni
AB'=iBC' + Ic'-i-2lJC.CD.
CoBOLLimES.
228, Il résulte des trois ihéorèmes précédents que, dans un triangle, le carré d'un côté est inférieur, égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres, suivant que l'angle opposé à ce côté est aigu, droit ou obtus; donc, réciproquement (7), un angle d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le carré du côté opposé à cet angle est inférieur, égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres côtés.
Par exemple, si a~S, b = i, c=3, l'angle A est droit ei le triangle est rectangle, puisque 26:= i6 -t- g. De même, si « = ii, 0 = 9, c=8, l'angle A est aigu, puisque n' ou 121 est moindre que 9'--- 8% c'est-à-dire que 81 -f- 64 = i^5.
229. Comme application d^ théorèmes qui précèdent, nous allons calculer îes hauteurs d'un triangle en fonction des côtés. Nous désignerons par ABC ie triangle considéré, et par û, b, c, ies longueurs des côtés respectivement opposés aux angles A, B, G.
Cherchons la hauîeur AD = h issue du sommet A. Des deux angles li et C, l'un au moins est aigu; supposons que ce soit l'angle C [fg. i63'). On a d'abord, dans le triangle rectangle ADC (225),
h'^ È'-CÔ', puis, dans le triangle ABC (226),
e'=«=-i- 6'-2«.CD.
On déduit de là
a première relation devient
ou, en vertu d'un théorème d' A rit limé li que ( ')
r"][f'-(»-il-|
-hMr-
Or, si l'on désigne par p le demi-périmètre du triangle ABC, c'est-à-dire si l'on pose
on a
a -I- 0 — c ^ tj) — Q.C = z[p~c).
En portant ces valeurs dans l'expression de h', simplifiant et extrayant la racine carrée, on obtient
Exemple. Tour les hauteurs h, H , h", du triangle dont les coiés soiil i3, 9 et G, on trouve, à i millième près,
THÉORÈME
La somme des carrés de deux côtés d'un triangle est
égale à deux fois le carré de la médiane relative au troisième
côté, plus deux fois le carré de la moitié de ce troisième cûté
{fis- '65).
Fig. i65.
SoieiU ABC le triangle proposé, AD la médiane relative ou côlé BC, et AE la perpendiculaire abaissée du point A sur BC.
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L'angle ADB étant aigu, on a, dans le triangle ADB,
Âb'= AdV ÏJD'— aBD.DE.
L'angle ADC étant obtus, on a, dans le triangle ACD,
ÂC'= AD'-î- CD' 4- 2CD.DE.
En ajoutant ces deux égalités et en observant ijue CD = BD, on trouve
(1) AB'+Âc'=2^Vaïïi>\
CoROLLAinËS.
23i. Considérons un quadrilatère ABCD ifig. 166), et soient E eL F les lie. ifi6.
milieux des deux diagonales AC et UD. En appliquant tli(5oi'èiiie qui précède aux triangles ABC et ADC, on a
AB 4- BC' = alËVliBÊ' ,
CÏ3VbA'=aÂE'-i- aDË';
d'où, en ajoutant et en dâsignant par S la somme des cairès des quatre côtés du quadrilatère,
S = 4ÂëV ^(beVdë'),
Or, dans le triangle BED, on a
BËVDE'=2BF'+aÈF\ Dojic, enfin,
S =4ÂËV4BF'-4-4ËF'=Âc'-t-iÏDV4Ëïi'\ Ainsi, dans tout quadrilatère. In somme des carrés des quatre côtés est égale à la somme des carrés des deux diagonales, plus quatre fois le carré de la droite qui unie les milieux de ces diagonales,
Poar que !e quadrilatère BOit un parallélogramme, il faut et il sufËt que les points E et F coïncident (83, 84). Donc, dans tout paraUélo-
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p'amme, la somme des carrés des calés est égale à la somme des carrés des diagonales, et réciproqueraenl, si la somme des carrés des côtés d'un quadrilatère est égale à la somme des carrés dss deux diagonales, ce <juadHlatère est un parallélogramme.
232. Revenons an triangle ABC (fig. i55). Si, les points B et C restant fixes, le sommet A se déplace de manière que la somme des carrés des côtés AB et AC reste constante, !a relation (i) du n" 230 montre que la valeur do la médiane AD r^estera constante. Donc, le lieu, des /loi/iis dont la somme des carrés des distances à deux points fixes est constante est une circonférence ayant pour centre le milieu de la droite qui unit les deux points fixes. D'ailleurs, pour trouver le rayon AD fie ce cercle, il sutfll de remplacer dans la relation (i) la somme AB + AC par la coqstante donnée K'; on a ainsi successivement
Oi] voit que le lieu n'existe qu'autant que la coiiditior ~ > iio' ou K > BD /I
233. Enfin, comme dernière application du théorème précédent, noua calculerons les médianes d'un triangle en [onction des cûtés. m étant la médiane relative au côté BG = ii, on a, par la relation (r),
) ', d'où ".
Exemple.
J, 9 et 6,
. Pour les médianes m, irt , in", on obtient, à i millième pivs.
du tiiangle dont les côtés
sont
"ï'= 9,069, TBÉOSIÈME
m"-io,yyo.
23i. La différence des carrés de deux côtés d'an triangle est égale au double produit du troisième côté par la projection de la médiane correspondante sur ce même côté.
Soil ABC le triangle proposé {yî^. i65); reprenons les deus
Âb' = ad' + BÔ' — 2BD-DE, ÂC' = ad' -i- CD ' -^ aCD.DE,
yGoosle
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considérées au n" 230, et retranchons la premièrt conde, en observant que BD ^= CD ; il viendra
AG
-AB=4BD.DE ou AC"~ AB = aBG.DE,
Corollaire.
233. Si, les points B et C restant fixes, ie somn et A se déplace de façon que ia différence AC ~AB reste constante la relat n précédente prouve que la projection DE de la médiane ne change pas c'est-à-dîro que la proJECtion E du sommet mobile A sur la dro te BL rette fixe. Donc, te lieu des points A, donl la différence AC — AB des carres des distances à deux points fixes G ci B est constante, est une droite perpe/idiailaire à la droite BC jttt unit les deitx points fixes. D'ailleurs, pour avoir la valeur de DE, il suffit do remplacer dans la relation qui précède la différence AC — AB par la constante donnée K' ; on a a
K'= aBG.DE, DE =
BC
THÉORÈME
236. 1,6 produit de deux cotes d'an triangle est égal au produit des deux segments additifs que la bissectrice de leur angle détermine sw le troisième côté, augmenté du carré de cette bissectrice.
En effet, soient \fig. 167) ABC ie triansle proposé, ACEBE' ie cercle circonsciit, et AD la bissectrice do l'angle BAC qui passa évidemment pur
le milieu E de l'arc BC; les triangles AliE, ADC, ont deux angles égaux chacun à chacun, savoir : l'angle BAE égal à l'angle DAC, puisque la droite AE est, par hypothèse, bissectrice de l'angle BAC, et les angles BEA, DCA, égaux enirc eux comme inscrits dans le même segment BECA.
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Cas triangles sont donc semblables, et l'on a
AB _ AE AD ^ÂC on (193) _^ ^^
An.AC = AE.AD = [AD h- DE)AD = AI)'-:- DA.niî = ÂD -+- DB.DC.
23"!. En considérant la bissectrice AD' de Tiingle extérieur CAF', qui jiasse évidemment par le milieu E' de l'arc BAC, on déduirait de !a sîmiliLUtie des triangles ACD', ABE', la relation
AB.AC =AE'.AD', qu'oii transformerait ensuite dans la suivante :
AB.AC =--^ D'B.D'C-ÂD''.
l>oiio, k- prcduit de deiim eôtés d'un tr'mngle est égal an produit des deii '■ .■segments soustractifs que la bissectrice de leur angle extérieur deleniiine sur le troisième côté, diminué dii carré de cette bissectrice.
238. Ces théorèmes permettent de calculer les longueurs des liissectiices en fonction des côtés du triangle.
S'agit-il, par exemple, de la bissectrice AD -^ a, il suffit de ii'mjilacer (.'ans la relation
èc=za'H-DB.DC,
les segments DB et DC pîir leurs valeurs que l'on déduit [ 181! des équaticns
DR Tir Vi^ -■- "C n
On trouve ainsi, réductions faites, et en désignant par p le d;?mi-périm du triangle,
Un calcul analogue donnerait pour la bissectrice AD' = «' de extérieur
Exempte. Four les bissectrices intérieures «, fi, 7, et pour les bissectrices extérieures a', p\ 7', du triangle dont les eûtes sont i3, 6 et 9, on obtient à i millième près
</.~ 3,833, P = 7,778, 7=^10,^07, a'.-. 3o,983. p'=7,i37, 7'= la.ogS.
r.. et DE G. — Tr. de Gàom. IV Tartio). lO
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239. Voici une autre expression souvent utile du produit de deux côtés d'un triangle.
Le produit de deux côtés AB, AC, d'un triangle en égal au produit du diamètre AD du cercle circonscrit par la hmitmr AE relative au troisième côté {fig. 168),
Lo relation à démontrer
AB.AG = AD.A1Î ou ^5 = ^
résulte immédiatement de la similitude des deux triangles rectangles ABD, AEG, dont les angles aigus D et G sont égaux comme inscrits dans le même Eegment.
Co lliéorème permet de calculer, en fonction des cétés du triangle, le rayon R du cercle circonscrit ; il suffit pour cela de remplacer, dans l'égalité
bc= 2II.AE.
la hauteur AE par sa valeur donnée an n" 220 ; on ivouve alors
■\^!A_t>~ct){p-b)[p-.] Pour il = i3, i =g, c^ 6, on aR - 7,4iG. THÉORÈME.
240, Dims loitt quadrilatère inscriplible convexe,le produit des diagonales est égal à la somme des produits des eûtes opposés, et réciproquement.
En effet, considérons un quadrilatère convexe quelconque ABCD [Jig. 169), et désignons l'cspeclivement par a, b, c, d.
X, X les côtés AB, BC, CD, DA et les diagonales AC, BD ; enfin, sur AB considéré comme homologue de AD, construisons, exiérieurement au quadrilatère, un triangle ABO semblable à
LIVHH [II. — LES FIGUHES SIîSim..lUI.ES. I.'i^
ADC. Nous aurons d'abord
AO An OB '■' AG ~ Ai)^CD'
d'où
La première des proportions ( i ) ei régaiiié évidenie des angles OAC, BAI) prouvent que les triangles OAC, RAD soiil semblables comme ayant un angle égal compris entre cotée proportionnels; on en conclut la relation
OC AC
d'où 0C=^-
Ainsi,fei trois côtés du triangle OBC ont respeclivemenl pour valeurs
iîC = i, 0B=^, 0G = ^', a d
et, par conséquent, sont proportionnels aux produits bd, ac, xy. Donc, comme OC est moindre que OB h- BC, on voit que dans un quadrilatère convexe quelconque le produit xy des diagonales est inférieur à la somme ac + i>d des produits des côtés opposés. Pour qu'il soit égal à celle somme, il faut et il suffit que le côté BO soit le prolongement de CB, c'est-à-dire que l'angle ABC, et par suite son égal ADC, soil le supplément de ABC, ou enfin que le quadrilatère ABCD soil inscripiible,
CoROLLAiriES.
SM. La démonstraiion qui précède suggère immédiatement le moyen de construire un quadrilatère convexe inscriplible connaissant les longueurs a, b, c, d des cùlés et leur ordre de succession.
On portera sur une même droite il la suite l'une de l'autre
des longueurs CB, BO respectivement égales à tel à -r! puis,
on aura le sommet A par l'intersection du cercle décrit du point B pour centre avec a pour rayon et du cercle, lieu des
points {ioDi. les dislniices aux points 0 ei C sont dans lerappcifi
'—— =:x ^- On connaîtra alors les trois côtés du triangle UAC, ce
qui déterminera le point D.
I! y a deux points D; mais on clioisira celui qui est, par rapport h AC, du côté opposé à B. De même, il y a deux points A; mais ils sont symétriques par rapport à BC; il suilira donc de prendre l'un d'eux, l'autre donnant le même quadrilatère placé symétriquement par rapport à BC- Il y a donc une solution unique.
242. Si l'ordre de succession des côtés n'était pas imposé, on trouverait trois quadrilatères distincts, suivant qu'on opposerait au côté 6, le côté d, c oa a: k chacun de ces cas répondent, il est vrai, deux quadrilatères; mais ces deux quadrilatères sont égaux; ils ne diffèrent que parleur disposition symétrique par rapport à la perpendiculaire élevée sur le milieu du côté h.
Lorsqu'on a l'un ABCD {Jig. 170) des trois quadrilatères, on obtient immédiatement les deux autres AECÛ', BCDA', en prenant sur le cercle circonscrit au premier l'arc AD' égal à l'arc CD, et l'arc DA' égal à l'arc AB; les arcs BAD', CD A' étant égaux, leurs cordes ED', CA' sont égales, et, en désignant par z leur valeur commune, on voit que les trois quadrilatères ont respectivement pour diagonales x et 7, x et z, y et z. Le théorème ci-dessus (240) appliqué à chacun d'eux donne
{■}.] xy:=ac-i~ bd, xz^=^ad-v bc, yz^ab -+- (:d.
V.n divisant les deux dernières équations membre à membre, on obtient
Ci j-^'îhfd-
Donc ; Dans tout quadrilatère i/iscriptible convexe, les diagonales sont entre elles comme les sommes des produits des côtés qui aboutissent à leurs extrémités.
La réciproque de cette proposition est vraie : en d'autres lermes, si les diagonales et les côtés d'un quadrilatère convexe ABCD satislont à la relation (3), le quadrilatère est inscriplible. Kit effet, soient x, et/, les diagonales du quadrilatère inscriplible
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A,B|CiD, cjuia ses côlés égaux à ceux du quadrilatère ABCD ci disposés dans le même ordre; en vertu du théorème direci, le rapport — sera égal au second membre de la relation [3); on aura donc
or, si l'on avait ari>/F, ii en résulterait I(,>B et D,>-I>; d'ailleurs, on auraitaussi, enverlu de (4], ji>-j"'^^' parconséijuent, A,>- A et O' C; la somme des angles du quadrilatère AiBidD, l'emporterait donc sur celle des angles du quadrilatère ABCD, ce qui est absurde. On prouverait de même qu'on ne peut avoir x,<C.x; donc il y a égalité entre les diagonales X et x„ et, par suite, entre les quadrilatères ABCD, AiB|C,l), ; le quadrilatère ABCD est donc inscriptible.
Indiquons enfin les valeurs des trois diagonales en fonci ion des côtés :
-!— l£^±_^lif"Ll" ^f' ï - ("■^-1- àdUfih +_«;_: ~ ab-i- cd ad ■+■ bc
on les oblietil en divisant le produit des irois équalions [i] successivement par le carré de chacune d'elles,
SCOLIE
ai-a. Le théorème du n" 210 est attribué a Plotémée qui, dans son Jlmagesie, l'a donné comme lemme pour la construction d'une table de cordes. Il offre, en effet, le moyen de calculer la corde m de la somme de deux arcs en fonction des cordes c ei <-■' de ces arcs et du diamètre S du cercle; tes deux cordes et le diamètre qui passe par leur point commun forment deux côtés conligus et une diagonale d'un quadrilatère inscrit dont l'autre diagonale est la corde inconnue h, tandis que les deux autres côtés sont égaux à \/â'— K', v''^'— '■''': <'g là, en vertu du théorème de Ptolémée, la relation
qui permet de calculer ».
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g.V, — PROBLÈMES lŒLATIFS AUX LIGNES PROPORTIONNIÎLLES.
244. Diviser une droite A en parties proportionnelles à des droites données M, N, P, ou en nn certain nombre de parties égales.
Après avoir tracé un angle GBD de grandeur convenab](î
[fiq: i-ji), prenez sur le côté BC une longueur BE égale à A,
Cl sur le côté BD des longueurs BF, FG, GH, respeciivemeiil
Fis. 171. Fie- '7«.
égales à M, N, P. Tirez HE, et menez FL, GK, parallèles à HE. La droite BE ou A sera ainsi divisée aux points L et K en parlies proportionnelles à M, N, P. On a, en effet ( 181 ), BL LK KE BL LK KE
hf '
FG GH
Si l'on devait partager A proportionnelienient à des nombres donnés m, n, p, on représenteraii ces nombres par des droites M, N, P, en adoptant une certaine longueur comme unité, et l'on retomberait sur la question précédente,
245. Enfin, le procédé graphique que nous venons d'indiquer permet aussi de diviser une droite A en parties c'gales; il suffit évidemment de supposer M, N, P, quelconques, mais égales entre elles ; ce qui revient à porter sur BD des louijueurs BF, FG, GH, égales entre elles, et à mener par F et G des parallèles à HE.
Lorsqu'on a plusieurs droites à diviser en un même nombre de parties égales, on préfère employer le tracé suivant :
5 étant, par exemple, le nombre des parties égales, tirez une
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droite indélinie CD (/;?. 17a) sur laquelle vous porterez cinq fois ane même ouverture de compas CE = EF = FG = GH = ilDj
Des extrémités C et D comme centres, avec CD pour rayon, décrivez successivement deux arcs de cercle qui se couperont en un point 0, et menez OC, OE, OF, OG, OH, OD. Cela étant, prenez OA el OB égales à l'une des droites que vous voulez diviser, et tirez AB; cette droite AB sera égale à ia droite proposée, puisque le triangle OCD étant équîlatéral, le triangio OAB qui lui est semblable doit l'être aussi, el de plus AB sera divisée (213), par les sécantes issues du point 0, en cinq parlies proportionnelles aux parties de CD, c'est-à-dire égnles entre elles.
PROBLÈME
24C. Trouver la quatrième proportionnelle à trois droites données M, N, P.
Après avoir tracé un angle BAC de grandeur convenable, prenez [Jig. 173) sur le côté ABdes longueurs AB et AD res-
l'ill. 1,3.
peciîvement égales à M el à N, et sur le côte AC une longueur AC égaie à P; tirez BC et menez DE parallèle àBC; AE sera ia quatrième proportionnelle cherchée. On a, en effet (182),
2W. Si les droites N et P étaient égales, AE serait ia troisième proportionnelle à M et à N.
PROBLiiME.
248. Construire la moyenne proportionnelle entre deux droites données A et B.
l5a RfiOîlÈTltlIÎ l'LAKK.
i" Pfpnez, à la suite l'une de l'aulre [Jig. 174), sur une fhoite indéfinie, deux longueurs CD el DE reSpeclivement égales il ,\. et à lî. Sur CE, comme diamètre, décrivez une circonffrcncc, et par le point D élevez DF perpendiculaire à CE. Lu droite DF sera (223) la moyenne proportionnelle entre CD et DE, c'est-à-dire entre A et B.
2° Lorsque les droites données A et B sont un peu grandes, on préfère le procédé suivant : prenez sur une droite indé-
finie {Jig. 1^5}, et à partir du môme point C, deux longueurs CD el CE respectivement égales à A et à B; sur CD, comme diamètre, décrivez une circonférence, et élevez EF perpendiculaire à CD; enfin tirez FG. La corde FG sera (223) la moyenne proportionnelle entre CD et CE, c'est-à-dire entre A et B.
3° On pourrait aussi, après avoir pris CD et CE égales à A c! &1) [fig. 175), décrire une circonférence quelconque passant par E et D, par exemple la circonférence dont ED est le diamètre, puis mener la tangente CG à cette circonférence. Ceire tangente (t95) serait la moyenne proportionnelle entre CD el Cli, c'est-à-dire entre A et B. Toutefois, au point de vue graphique, ce procédé est inférieur au précédent, et il convient de ne l'employer que lorsqu'on veut relier la conslruclion à une autre figure qui contient déjà plusieurs des lignes doni ce procédé exige le tracé,
SCOLIE
2/iO. La moyenne proportionnelle entre deux longueurs prend souvent le nom de moyenne géométrique, tandis qu'on appelle moyenne arithmétique de ces deux longueurs leur ■demi-somme.
Les trois côtés du triangle rectangle CGO' [fg- 175) représentent respectivement : CG la moyenne géométrique des deun
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(Imites A el B, CO' leur moyenne arithmétique et GO' leur demi-différence. Comme le côté CG est moindre que l'hypoténuse, GO', on voit qtie la moyenne géométrique est moindre que la moyenne arilhmétiqu-". Appelons ô leur différence; !e iriangle O'CG donne
ô'"G"'=Gïy'- c(ï' = (C0'-hCG)[C0'-f:ah
or, les moyennes CO' et CG sont toutes deux supérieures à la plus petite fi des deux lignes proposées; on a donc
/A-lî\' „ . ,, . , ,. (A ~B'.'
Ainsi, la différence entre la moyenne arithmétique et ta moyenne géométrique de deux longueurs A e( B est moindre que le carré de la différence de ces longueurs, divisé par Itiiil fois la plus petite.
250. Pour mettre en équation un problème de Géoiiiélrii% il suffit de concevoir que toutes les longueurs soient rapportées S une même unité, sans qu'il soit besoin de fixer celle unité commune, qu'on laisse, au contraire, indéterminée. Les raisonnements étant indépendants du choix <ie cette unité, c'est-à-dire de récbelie & laquelle a été construite la figttpo (jue l'on a sous les yeux, si les raisonnements et les calculs sont Justes, l'équation à laquelle on parvient doit pouvoir siq>porLer, sans altération, un changement dans un même rapport de toutes les données linéaires, les données angulaires restant les mêmes. En d'autres termes, l'équation doit élre homogène, c'est-&-dire telle qu'en y multipliant par un mémo nombre chaque lettre exprimant la mesure d'une longucii]', ce nombre disparaisse de lui-même
Si l'inconnue est une longueur, ta formule qui exprime sa mesure doit donc être Itomogène et du premier degré; construire cette formule, c'est trouver la longueur inconnue par des opérations graphiques exécutées sur les longueurs doni les mesures entrent dans la formule. Nous allons montrer qu'o/j pent construire, à l'aide de la règle et du compas, toute exprès-
(54 GÈoiriîTRiE rr.AKi:.
sion rationnelle ou ne renfermani d'autres irrationnelles que
des radicaux ayant une puissance de a pour indice.
Pour plus de clarlé, nous représenterons les longueurs par des ieures majuscules et !es nombres qui les mesurent parles lettres minuscules correspondantes.
I" Si la formule est de la forme
on portera, à l'aide du compas, à partir d'un point 0, sur une droite fixe, les «nés à la suite des autres, d'abord les longueurs A et B dans un même sens, puis C en sens contraire, D dans le sens primitil', enfin E en sens contraire; M étant l'extrémité de celte dernière, la longueur OM serais longueur inconnue X. 2° S'il s'agit d'un monôme fracUonnaire
(!e nombre des facteurs du numérateur surpassant d'une unilé celui du dénominateur!, on écrira
A, "Bi' G ~ ït/ C;~"Jî/
en sorte que X s'obtiendra en construisant une suite C, Ci, X de quatrièmes proportionne! les.
3° Le procédé précédent ne suppose pas qu'au numérateur, comme au dénominateur, les facteurs soient inégaux. Il résuite de là que, p étant un monôme quelconque de degré l( et u la mesure d'une longueur U donnée, on peut toujours construire une longueur A, telle que
ou p~
Cela posé, soit une fonction rationnelle quelconque {homogène et du premier degré)
yGoosle
/'(> /'if /'» ps désignant des monômes de degré quelconque/r, ei 7), <7i. ?i des monômes de degré /r—i. U étant une longueur prise à volonté, on conslruifa d'abord des longueurs Ao, A,, A,, Aa, B,, Bi, B„ telles que l'on ait
on aura alors
Cl entin, en désigiiant par S et T !es longueurs
S=A.H- A,- A.-l-A,, T=r-ii,--ïf, + !i„
il viendra
en sorte que X s'obtiendra par une rjualrièmn proporlionnello à T, SetU.
4° Considérons maintenant los expressions irrationnelles.
Soil ie radical du second degré
oh p ei q désignent des expressions entières et bomogènes l'une de degré k, l'autre de degré k — a. U étant une longueur prise à volonié, on construira d'abord deux longueurs A et B telles que l'on ait
On aura dès lors
'=s/'^ = sj'-'~r
X sera donc la moyenne proportionnelle entre U el une longueur L quatrième proportionnelle à lî, A et U.
Si l'indice du radical était une puissance de z supérieure ii la première, la quantité sous le radical étant une fonction rationnelle et homogène de même degré que cet indice, on
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remplacerait ce railical par une suite de radie; degré superposés. Soit, par exemple.
on délerminer.i, aa moyen do quatrièmes proporLionnelies successives, une longueur C, telle que
et X s'obtiendra en construisant deux moyennes proportionnelles successives.
25i. On peut avoir à construire une formule non homogène provenant de ce que l'on prend l'une A des lignes de la figure pour unité ; il faut alors commencer par rétablir l'homogénéité ; c'est-à-dire par chercher la formule qui remplacerait la proposée, si l'on avait laissé l'unité arbitraire.
Or, soit a le nombre qui mesurerait la longueur A (prise d'ahord pour unité) si l'on adoptait une autre unité U d'ailleurs arbitraire. Soient b, c, . . ., les mesures des autres longueurs B, C, . . ., l'unité étant A, et b'^ c', . . .,lcui's nouvelles mesures, l'unité étant U. Puisque le rapport de deux grandeurs est toujours égal au quotient des deux mesures quelle que soit l'unité commune, on a
il suffira donc de remplacer, dans la formule donnée, b, c, . par ces valeurs, ou plus rapidement, en supprimant les ;
cenl.s, de remplacer b,c, . . . , par - > - > ■ ■ ■ ■
Par excm|)le, si l'on donne la formule
iliClKS SEMBLABLEE^.
on ia remplacera par lit suivante :
que nous avons construite ci-dessus.
Soit encore à construire
l'Ianl. donnée la longueur A qui a été prise pour unité ; on !a remplacera par
el en désignant par B la moyenne proportionnelle entre A ùl 3 A,
X. sera donc la moyenne proportionnelle entre A et la longueui S :=7A-t-B qui s'oljlienl p^r addition,
PROBLÈME
232, Construire sur une droite donnée : i" un triangle sem-
blable à un triangle donné; 1° u polygone donné {fig. 177).
; polygone semblable à
r58 GtOMiiiini'. pr.\\E,
1° Pour constt'aire, sur la droite A'iî' considérée comme l'homologue de Alî, un inaiigle semblable -au triangle ABC, faites un angle B' A'C égal à l'angle BAC, et un angle A'B'C ogal à i'angie ABC. Le triangle A' B' C ainsi obtenu et le triangle lionne ABC seront semblables comme ayant deux angles égaux chacun à chacun (200).
2" Pour construire, sur la droite A'B' considérée comme l'homologue de AB, un polygone semblable au polygone ABCPE, décomposez ce dernier polygone en triangles, en menant par l'un des sommets A les diagonales AC, AD. Construisez alors sur A'B' un triangle A'B'C semblable au triangle ABC, puis sur A'C un triangle A'C'D' semblable au triangle ACD, enfin sur A'D' un triangle A'D'E' semblable au triangle ADE. Le polygone A'B'C'D'E' ainsi obtenu et le polygone donné ABGDE seront semblables comme composés d'un même nombre de triangles semblables et semblablemeni disposés.
La similitude de chaque couple de triangles exigeant deux conditions, on voit que la similitude de deux polygones de n côtés exige 2(« — -i] oit ara — 4 conditions ; leur égalité en exige 2« — 3, c'est-à-dire une de plus; et, en effet, deux polygones égaux sont deux polygones semblables dont le rapport de similitude est égal à l'unité.
2!J3, Si, au lieu de donner un côté A'B' du polygone demandé, on donnait le rapport de similitude — > on pourrait encore appliquer la solution précédente, en construisant préalablement une droite A'B' dont le rapport à AB fût égal à — (246).
])ans ce cas, on préfère souvent opérer de la manière suivante :
On joint (_^g-. 178) les divers sommets du polygone donné ABCDE à un point 0 choisi arbitrairement dans le plan de ce jiolygone; on prend sur OA une longueur OA' dont le rapport
à OA soit égal à — ; puis on mène dans l'angle AOB la parallèle A'B' à AB, dans l'angle BOC la parallèle B'C à BC, - . . , et
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ainsi de suite. Les polygones A'B'C'D'E', AGCDE, sotil semblables, car (210) les triangles additifs OB' A', OA'E', OE'D'. et les triangles soiislraclîfs OB'C, OG'D', dont la réunion constitue le polygone A'B'C'D'E', sont respectivement semblables aux triangles OBA, OAE, OED, et aux triangles OBC, OCD, qui forment par leur assemblage le polygone ABC1>E.
PROBLÈME
SSI». Construire deux droites, connaissant leur somme et leur produit {^g-. 179]-
Soient BG la somme donnée et A une droite dont le carré est égal au produit donné. Supposons le problème résolu, et soient BF et FC les deux droites demandées; si sur BC comme diamètre on décrit un demi-cercle, la perpendiculaire FE sera moyenne proportionnelle entre BF et FC (â23)ï et par suite égale à A; la parallèle menée par £ à RC interceptera donc une
Fis m- '■'£■ 'Bo.
longueur ED égale à A sur !a tangente en B. De cette analyse, résulte la construction suivante ;
Sur BC comme diamètre, décrivezun demi-cercle ; au point B, élevez BD perpendiculaire sur BC et égale à A, menez DEE' parallèle à BC, et projetez en F et en F' sur BC les points E et E' oïl cette parallèle rencontre le cercle. Les deux droites cherchées seront BF et FC, ou, co qui revient au même, BF' elF'C.
Ainsi, le problème, quand H est possible, n'a qu'une solution. Pour qu'il soit possible, il faut et il sul'iit que la parallèle J)EE' rencontre la demi-circonférence, c'est-à-dire que la droite BD ou A ne surpasse pas le rayon OE ou la moitié de BC. Lorsque la quantité A atteint sa valeur maximum |BC, la parallèle DEE' est tangente au demi-cercle, et les deux segments
<!•; liC sont 01) 01 OC. On voit par là que le produit de deux droites, dont la somme est constante, est maximum lorsque ces droites sont égales entre elles.
23G. î'-i! rep ré se niant par /i et ç la somme et le protlui donnés, on a
KO ^ BO := CO = ^ ; FE = BD = \/^, OF = \/rô' - ëf' = t/^ - 7,
01, par suile,
BF =r !!0 - OF ---. '^ - S /■ Ç - q,
CF=r:CO--!-OF---..
PROBLÈME
256. Construire deua- droites, connaissant leur différence el leur produit (fig- 180).
Soient EF la différence donnée, et A la droite dont le carré est égal au produit donné. Supposons ]e problème résolu et soient DE et DF les deux droites demandées. La tangente DU, lïienée du point D au cercle décrit sur EF comme diamètre, sera moyenne proportionnelle entre DE et DF [193], et par suite égale à A. Et, comme cette tangente est perpendiculaire sur le diamètre BC qui est égal à la différence donnée EF, on est conduit à la construction suivante :
Sur les côtés d'un angle droit, prenez une longueur BD égale à A et une longueur BO égale à la moitié de la différence donnée; du point 0 comme centre avec OB pour rayon, Oi'crivez un cercle; puis menez DO (jui coupe la circonférence au:v points E et F; DE et DF seront les droites demandées.
Le problème est toujours possible et n'a qu'une solution.
SCOUE.
En représentant par /> et ^ la différence et le produit
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donnés, on a OE = OF=OR=^, BD = v/^, 0D^-= v'ÔB'-f-îrD'=y ^^ +-/,
ei, par suite,
DE = OD — OE = y Ç + 7 - '^ '
DE = 00 + OF = dK H- î -1- 2 .
2S8. Les deux problèmes précédents permettent de construire les racines de toute équation du second degré à une inconnue, c'est-à-dire de toute équation do la forme
') et q étant de^ nombres positifs quelconques. En effet, des quatre types
le premier se ramène au second, et le troisième au dernier, par le seul changement de x en — a. Il suffit donc de construire les racines des équations
x-i — p:3:-^q = 0 et 3^-px — ,, = a.
En mettant ces équations sous la forme
on voit que, construire les racines de la première, c'est construire deux droites dont ia somme est/? et le produit 7. De même, construire les racines de la seconde, c'est construire deux droites dont la différence est p et le produit 7.
L'équation bicarrée
se ramène à l'équation du second degré
en désignant par C une longueur prise à volonté dont la n et en posant
iGa GÉOMÉTBir PLANIi.
On construira donc les longueurs Z' et T? qui ont pour mesures les racines de cette équation du second degré, puis on aura les valeurs do x par des moyennes proportionnelles entre C et chacune des longueurs Z' CL Z".
PROBLÈME, 2S!). Diviser une droite en moyenne et extrême retison
{fis- ■«■)■
On dit qu'un point divise une droite AB en moyenne et extrême raison, lorsque sa distance à l'une des extrémités A
de cette droite est moyenne proportionnelle entre sa dislance à l'autre extrémité B et la droite AB.
On voit a priori :
i" Que, entre A et B, il existe un point X, et un seul, jouissant de la propriété énoncée. Car, de A en B, le rapport ^t décroit d'une manière continue de l'infini à i, tandis que le rapport ^n croit de zéro à l'Infini; ainsi, quand le point X se
meut de A en B, le premier rapport diminue, le second augmente, et comme le premier, d'abord supérieur au second, finit par devenir moindre, il y a entre A et B une position de X, et une seule, pour laquelle on a
AB XA
2" Que, sur le prolongement de AB à gauche du point A, il existe un point X', et un seul, jouissant de la propriété
énoncée. Car, dans cette région, le rapport :^j-7- croît d'une
manière continue de zéro à l'infini, tandis que le rapport =t-/^^
décroît de I à zéro; il y a donc à gauche de A une position
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de X', et une seule, pour laquelle ou a
(^) ^ = %4 °" X'a'=AB.X'B.
3° Que sur le prolongement de AB à droite du point B, il ne peut exister aucun point jouissant de la propriété énoncée. Car la distance d'un point de cette région au point A, étant à la fois plus grande que la distance du point considéré au point B et que la ligne AB, ne saurait être moyenne proporlionneile entre ces deux longueurs.
Ainsi, sur la droite indéfinie qui unit les points A et B, il existe deux points X et X', ei rien que deux, qui divisent la droite AB en moyenne et extrême raison : l'un X intérieur, et les deux segments correspondants XA, XB, sont alors additifs,- l'autre X' extérieur, et les deux segments correspondants X'A, X'B, sont alors soustraclifs.
Pour déterminer ces deux points X et X', il suffit de trouver AX et AX'. Or, d'une part, si i'on retranche la relation (i j de la relation (a), on a
XTÂ' — Xa'l=AB[X'B — XB),
ou
X'A.XA = AB
Donc, la recherche des droites AX et AX' revient à construire deux lignes dont la différence est égale à AB et dont le produit est égal àAB ; c'est le problème du n" 256 dans uu cas particulier. De là, cette construction :
Élevez sur AB, à son extrémité B, une perpendiculaire BC
j6_'r OÉÛMViTRIii i'LANË.
égaie ù ia raoilié <le AB. Du i-ioiat C comme centre, avec Gtî pour rayon, déeiivez une circotiréreiice; menez AC qui coupe celte circonférence en D et eu B'; la droite AD sera l'inconnue AX, et la droite AD' sera l'inconnue AS'. Deux arcs de cercle décrits de A comme cenire, avec AD et AD' pour rayons, couperont ia droite indéfmie AD aux points chercliés X et X'.
En désignant par a la droite AB, et en remplaçant dans les j'ormules du n" 'SiiT/J par « et y par n% on trouve
AX =5(^/5-0. AX
i: esi bon de remarquer qu'on a, d'après cela,
BX ^ -■ (3 -. v'o '. liX'--- - ( 3 -h v/§ \
PROBLÈME
260- Mener une tangente commune à deux cercles {^ff. 182). Koits avons déjà résolu ce problème au n° 163. Nous allons suivre ici une autre marche, utile à signaler.
Soient les deux cercles G et G' de rayons R et R', et supliosons, pour fixer les idées, R > R'. AA' étant une tangente commune extérieure qui coupe la ligne des centres en 0, au delà de CC', les ruyons G,\, C'A', :;ûaL parallèles et de même sens, et l'on n
'"'■IL -^ ^lL - ^
'■''' ij:: "" C'A """ li''
Or, toute droite M)!' qui unit les eslrémiLés de deux rayons parallèles et de môme sens CM et CM', coupe également la ligne des centres en un point Oj situé au delà de GG', ot tel (iue
Oj^ _ CM _ R
bjC'~ C'M' ~R''
Les deux poinls 0 et O, se confondent {!onc (179).
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Do même, BB' élaiit une tangente commune inlérieiico cnii cnupe la ligne des centres en 0' entre C eL C, les rayons CB, C'B', sont parallèles et de sens contraires, et l'on a
O'C _ CB^ _ fi ^■^' O'C "" C'iî' ~ ÏV'
(il-, toute droite M^" qni unit les extrémités de deux rayons parallèles et de sens contraires CM. C'W, coupe égalemenl
des centres
en
un
point 0
CM
siUié enirc G et C,
îjCs deux points 0' et 0', se confondent donc (170).
De ià, résulte la construction suivante : Menez dans le premier cercle un rayon quelconque CM, et dans le second le diamètre M'N' parallèle à CM; tirez MM' et MN', et des points 0 et 0', où ces droites coupent la ligne des centres, menez des tangentes à l'un des cercles; elles toucheront éga- Ifiment l'autre cercle.
Les deux points 0 et 0' divisent harinoniqucmeiu la droite des centres ce (180).
Il y aura deux tangentes communes extérieures, tant que le point 0 sera situé hors du cercle C. La relation (i), mise sous la forme
OC B
yGoosle
(JÈOJIÉTIÎIE ri.A
montre que, pour que OC soit plus grand que It, il faut et il suffit que )a distance CC des centres soit plus grande que la différence R — R' des rayons, c'est-à-dire que les deux cercles ne soient ni intérieurs l'un à l'autre, ni tangents intérieurement. Quand les deux cercles sont tanguants intérieurement, on a CC'=R — R'; par suite OC — R, elle point 0 n'est autre que le point de contact des deux cercles; il n'y a alors qu'une tangente commune extérieure.
De même, pour qu'il y ait deux tangentes communes inlérieures, il faut que le point 0' soit extérieur au cercle C. La relation (a), mise sous la forme
O'G _ _ _JR__
0'CT"0'C'~Rh-R'
inontre que, pour que O'G soit plus grand que R, il faut et il suffit que la dislance GC des centres soit plus grande que la somme R -H R' des rayons, c'est-à-dire que les deux cercles soient extérieurs l'un à l'aulre. Quand les deux cercles sont taogentsextérieurement, onaCC' = R-l-R', parsuiteO'G = R, et le point 0' n'est autre que le point de contact des deux cercles; il n'y a dans ce cas qu'une tangente commune intérieure,
Nous avons supposé les deux cercles inégaux. Si l'on avait R = R', les formules précédentes deviendraient
OC^R.^^co, 0'C=— ■
Le point 0 s'éloignant indéflniment sur la ligne des centres, les tangentes communes extérieures seraient parallèles k cette ligne; et quant aux tangentes communes intérieures, elles se couperaient au milieu de la ligne des centres.
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deux points 0 et 0' {fig. iSa) qui divisent la ligne des ccniues C et C dans le rapport des rayons.
Quand un cercle vai-iable 0 {fig- i83) reste tangent à deux: cercles donnés A et B, la droite MN qui Joint les deux points de contact passe par un centre de similitude S des cercles A et B, et la puissance de ce point S par rapport au cercle variable 0 reste constante.
En effet, soit I le second point d'intersection de MN avec le cercle B. Les triangles NMO, BMI, étant isocùJes, les
angles MNO, MIB, sont égaux entre eux comme étant respectivement égaux à deux angles opposés par le sommet M, Ces angles étant alternes-internes, il faut que les rayons AN et BI soient parallèles, et la droite MN passe alors (260) par un centre de similitude S des cercles A et B. On a d'ailleurs
SM.SN = SM.SI
Le second membre de cette égalité étant égal à la puissance du point S par rapport au cercle B (193), multipliée par le rapport des rajons des cercles A et B, est constant; il en est donc de même du premier membre, c'est-à-dire de la puissance du point S par rapport au cercle variable 0,
Ce théorème et sa démonstration subsistent quand l'un des cercles donnés, A par exemple, est remplacé par une droite D. Seulement, le centre de similitude S est, dans ce cas, remplacé par l'une des extrémités du diamètre du cercle B qui est perpendiculaire & la droite D.
262. Décrire une circonférence passant par deux point donnés et tangente soit à une droite donnée, soit à un cerci donné.
i" Soient A et B {fig. i83,) les clewx points donnés et KL lo droite donnée. Prolongeons AB jusqu'au point C ofi elle rencontre KL. Si T est le point où le cercle inconnu 0 touche cette droite KL, CT sera la moyenne proportionnelle (195) entre les deux droites connues GB el CA. De là, cette construction :
Menez AIÏ qui coupe KL en C; déterminez la moyenne proportionnelle entre CB et CA, et portez-la en CT sur la droilo CL. Elevez la perpendiculaire TO sur KL et la perpendiculaire 00' sur le milieu de AB ; le point 0 commun à ces deux perpendiculaires sera le centre du cercle cherché.
En portant la moyenne proportionnelle en CT' à gauche de C, on a une seconde solution.
Si AB était parallèle à KL, le point de contact serait sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB, et il n'y aurait qu'une solution.
Enfin, il est évident que le problème n'est possible que si les points A et B sont situés d'un même côté de la droite KL.
1" Soient B et G les deux points donnés et 0 la circonférence donnée {fig. i83s). Supposons le problème résolu, el désignons par A le point où le cercle demandé 0' touche le cercle 0 ; tout revient h trouver le point M où la tangente AM rencontre la droite BC prolongée. Or, si l'on mène par B et C une circonférence auxiliaire quelconque qui coupe la circon-
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férence 0 en doux points D et E, la corde DE prolongée passera par M. En effet, désignons un moment par s le point où la droite MD coupe la circonférence 0; on aura
MD.Me = MÂ'=MB.MC.
Donc(ll)l) le points est sur le cercle déterminé par les trois points C, B, D, c'est-à-dire sur la circonférence auxiliaire; il ne diffère donc pas de l'intersection E du cercle 0 et de celle circonférence auxiliaire. On déduit de cette analyse la construction suivante :
Par les deux points B et G, menez une circonférence quelconque qui coupe la circonférence donnée 0 en deux points 1> etE; et du point M, intersection de BG et de ED, menez une tangente MA au cercle 0. Le point A sera le point de contact du cercle 0 et du cercle inconnu, dont le centre 0' se trouvera d'ailleurs à l'intersection de OA prolongée et de la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC.
La seconde tangente menée de M au cercle donné 0 donnera une seconde solution.
Si les points B et C étaient équidistants du centre 0, les droitesBG et DE seraientpara!lèles;ilsuffirait alors de mener au cercle 0 une tangente parallèle à BC; il y aurait encore deux solutions.
Enfin, pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que M soit extérieur au cercle 0, c'est-à-dire tonîbe sur les prolongements de la corde DE, et non enire D et E. Or, la corde DE décompose la circonférence auxiliaire DBCE en deux arcs a et «', dont l'un est intérieur et l'autre extérieur au cercle 0. Pour que M ne soit pas situé entre D et E, il faut et il suffit que B et G ne soient pas, l'un sur l'arc a et l'autre sur l'arc a', mais bien tous deux sur l'arc a ou tous deux sur l'arc a', c'esl-à-dire que B et G soient tous deux intérieurs ou tous deux extérieurs au cercle 0.
Sgolie.
263, La détermination d'un cercle 0 astreint h trois conditions prises parmi celles qui consistent à passer par un point donné, ou à toucher «ne droite ou un cercle donné, répond à dix problèmes qu'on peut dé-
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signer par las symboles
PPP (i sol.), FDD (a sol.), DDC (S sol.),
DDD (4 sol.), PCD (4 sol.), DCC {8 sol.),
PPD f2 sol.), PCC (4 sol.), CGC (8 sol.), PPC (a sol.),
en représentant nn point par P, une droite par D, un cereîe par C. Nous avons indiqué, à côté de chaque symbole, le nombre des solutions dont le problème correspondant est susceptible.
La résolution de ces dis problèmes offre un exemple remarquable de la métbode des substitutions successives.
Les problèmes de la promière colonne ont été déjà résolus (1S4, 161, 262); on a vu d'ailleurs (262) que les deux derniers se ramenaient au premier PPP. — Indiquons p t Ho solution du pro-
blème PPD, qui Q'exigo que 1 d L IL — P et P' dé-
signant les deux points don é t P 1 j et q le P' par rapport h la droite donnée D, il est a é d <ï ' droite PP( est vue
des deux points de contact 1 h d gl qui sont respecti-
vement égaux aux angles d d d t D t PP II suffit donc, pour avoir ces points de contact, de décrire sur PPi un segment capable de l'un de ces angles, et de marquer les intersections de la droite D et du cercle ainsi obtenu.
Le p m p bl m PDD d I d è I se ramène à PPD,
n bse nt q 1 f h 1 é d enir le symétrique
d p t d n p PP 1 b t d i fi;le que forment les
d détq f Iptd — Le problème PCC so
raè PPr I ( 6i)l d ilitude S des deux
! d fit t 1 p d p p PP rt au cercle clier-
lôOOp d Jtm 1 dptd intersection de la
dtPSd 1 0— Lpbl PCD se ramène de la
nêm { 61) PPD à PPC
E f 1 p bl dit èm 1 mènent respeclive-
m q plé^did \iême colonne. La
m b i mË p t 1 t : c'est ia métbode
d n.la (171j A p 1 p bl m DDC n remarquera que,
i y d 111 m t d m ait du rayon R du
1 d é 1 n 1 p par le centre do
Id tthtldtd l [ lacée,! paralléiement
Il mêm d q ttéglàR— Dnêiïi s'il s'agit du pro-
bl DGL pi 1 pi g d d d ercles donnés par
u 1 5 t p y ( t ] t d ontacts) la somme
i d ff d y d d 1 t l'on déplacera la
! t d é p U 1 t 11 mè d \ tîté égale au rayon
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do plus petit dea deux cercles — Enfin pou !e problème CGC, on substituera aux deux plus grands cercles des circonférences concentriques dont lea rayons différeront des leur« dune quanlité égale au rayon du plus petit des trois cen-les donnes
g VI. — POLYGONES UÉGULIERS.
IlÉFENITlOflS.
2G2f-. Un polygone est dit régulier, lorsqu'il a tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux. Tels sont, par exemple, le triangle équîlatéral et le carré.
On nomme ligne brisée régulière toute ligne brisée convexe qui a ses côtés égaux et ses angles égaux,
THÉORÈME
265. Onpeuù toujours inscrire ou circonscrire à une circonférence donnée un polygone régulier d'un nombre donné de
Supposons la circonférence divisée en n parties égales, n étant le nombre de côtés que doit avoir te polygone.
1» En menant (,fig. i84) les cordes AU, BC, ... qui unis-
sent les points de division, on aura un polygone régulier inscrit de n côtés. En effet, les côtés de ce polygone sont égaux comme cordes d'arcs égaux, et ses angles sont égaux comme inscrits dans des segments égaux; car tout angle ABC du polygone est inscrit dans un segment correspondant à deux divisions consécutives de la circonférence.
2" En menant des tangentes (^g^. 184) par les points de division A, B, C, . . . , on aura un polygone régulier circonscrit de n côtés. En effet, dans les triangles GAB. HBC, ... les
172 GÉOSIÉTniK PLXKK.
côtés AB, BC, . . . sont égaux , et les angles en A, B, C, . . . , formés par une tangente ei une corde, sont aussi égaux comme ayant tous pour mesure la moitié d'une division de la circonférence; dès lors les triangles G.\B, HBC. ... sont isocèles ei égaux, et l'on a d'une part G = H = K — . . . , et de l'autre AG = GB=BH = HC — CK.-.., d'où l'on déduit GH = nK=::.... Ainsi le polygone GHK... a ses angles égaux et ses côtés égaux.
D'après cette démonstration, pour avoir le polygone régulier de n côtés circonscrit à un cercle, il suffit de diviser la circonférence en n parties égales et de mener des tangentes par les points de division. Or, les milieux M, N, P,.. . des arcs AB, BC, CD, . • . , qui sous-tendent les côtés du polygone régulier inscrit {_/ig. i85), divisent évidemment la circonférence en n parties égales. On aura donc un polygone régulier circonscrit de n côtés en menant des tangentes par ces points. On préfère souvent celte seconde manière d'opérer, parce que le polygone A'IÎ'C'D',. . ., ainsi obtenu, a ses côtés parallèles à ceux du polygone inscrit ABCD. - ... et ses sommets A', B', C- ... sur les mêmes rayons OAA', OCB', . ., que les sommets du polygone ABCD.... En effet, d'une part deux côtés tels que BC, B'C, sont parallèles comme perpendiculaires sur la même droite ON, ei d'autre part deux tangentes telles que MB', NB', doivent se couper (158) sur la bissectrice OB de l'angle MON.
266. Uéciproquemiîdt, on peut toujours inscrire et circonscrire une circonférence à un polygone régulier donné.
Soit ABCDEF le polygone régulier donné [fig. i86).
1° Pour démontrer qu'on peut circonscrire une circonfé-
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renée a ce polygone, il suffit de prouver que la circonférence qui passe par irois sommets conséculifs quelconques A, lî, C, passe par le sommet suivant ï). Or, soit 0 le centre du cercle déterminé par les trois poinis A, B, C; menons OA, OD, et la perpendiculaire OH sur BC. Heplions le quadrilatère AIÎHO autour de OH; les angles en H étant droits, BH prendra la direction HC, et le point B tombera en C, puisque BH = HC. Sîais, le polygone étant régulier, l'angle ABH est égal à l'angle HCD, comme le côté BA au côté Cl) ; par suite, le côté BA prendra la direction CD, et le point A tombera en D. Donc OD est égal au rayon OA, et !a circonférence considérée passe par le point D.
2° Les côtés AB, BC,. . ., étant des cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires OG, OH,.--, abaissées du centre 0 sur ces cordes, seront égales (lOi); donc, si du point 0 comme centre, avec OH pour rayon, oa décrit une circonférence, chacun des côtés du polygone sera louché en son milieu par cette circonférence, alors inscrite au polygone.
CoBOtLAIRRS.
267. Ou nomme centre d'un polygone régulier le centre commun 0 de îa circonférence inscriie et de la circonférence circonscrite. Ce point, étant à égale distance de tous les côtés el de tous les sommets, est à la fois le point de concours des bissectrices de tous les angles et des perpendiculaires élevées sur les milieux des divers côtés.
On appelle rayon d'un polygone régulier le rayon du cercle circonscrit, et apothème de ce polygone le rayon du cercle inscrit.
On nomme angle au centre d'un polygone régulier l'angle AOB de deux rayons conséculifs; cet angle est évidemment égal à l'angle GOH de deux apothèmes consécutifs, el par conséquent est le supplément de l'angle GBH du polygone régulier. D'après cela, si n est le nombre des côlés du polygone, et si l'on prend l'angle droit pour unité, l'angle au centre
vaudra - el l'angle du polygone 2 On voit ainsi que,
sauf le triangle équilaléral dont les angles sont do 60 degrés.
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et le carré dont les angles sont di-oils, lous les polygones réguliers ont leurs angles obtus.
268. On prouverail, par des raison nemeiUs identiques aux précédents, que toute ligne brisée régulière est inscriptible et circonscriplîble, et par suite qu'elle a wn centre, un apoihème et un rayon, qui sont le centre et les rayons des circonférences inscrite et circonscrite. Une ligne brisée régulière ne diffère d'une portion de polygone régulier qu'en ce que son angle au centre n'est pas forcément une partie aliquote de quatre angles droits.
THÉORÈMK.
269. i" Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont semblables.
2° Leur rapport de similitude est égal à celui de leurs rayons
ou de leurs apothèmes.
En effet :
i" Ces polygones ont les angles égaux, puisque la valeur de l'angle d'un polygone régulier ne dépend que du nombre des côtés (267), et que le nombre des côtés est le même dans les deux figures; de plus, les côtés sont évidemment proportionriels, puisque, dans l'une et l'autre figure, ils sont égaux. Donc, les polygones considérés sont semblables.
2° Soient (Jig- iS^) AB le côlé du premier polygone, 0 son centre, OB son rayon, OFson apothème; soient de même A' E' le côté du second polygone, 0' son centre, O'B' son rayon, et O'F' son apothème. Les triangles rectangles BFO, B'F'O', sont semblables (202), puisque les angles FBO, F'B'O', sont égaux comme moitié des angles égaux ABC, A'B'C (2C7 ). On a donc
ËV^ „ i^ _ su.
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mais, les polygones proposés étant semblables, leur rapport de similitude est égal au rapport des côtés AB, A'IÎ', ou des demi-côtés BF, B'F'; il est donc aussi égal au rapport des rayons OB, O'B', ou au rapport des apothèmes OF, O'F'.
SCOLIE
270, Supposons la circonférence divisée en m parties égales: désignons par a la longueur de l'une des parties, et joignons !es points de division de p en p, à partir de l'un d'eux.
Si p est premier avec m, la circonférence ma et l'arc pa sous-tendu par chacune des cordes successives auront pour plus petit multiple commun pma, et l'on reviendra au point de départ après avoir parcouru p fois la circonférence ou m fois l'arc pa. On aura donc formé ainsi un polygone régulier de m côtés. Par exemple, dans la^^g-. igo où la circonférence est divisée en \a parties égales, on obtient, en joignant les points de division de i en i, le décagone convexe, el en joignant ces points de 3 en 3 un décagone régulier étoile.
Si p et m, au lieu d'être premiers entre eux, ont un plus grand commun diviseur 6, le plus petit multiple commun de l'arc pa et de ta circonférence ma sera —l-a. On reviendra
alors au point de départ après avoir parcouru ~ fois la circonférence ou — fois l'arc pa; en d'autres lernms, on aura
formé ainsi un polygone régulier de -^ côtés, et non plus de m côtés.
Au premier abord, il semble résulter de là qu'il existe autant de polygones réguliers (convexes ou étoiles) de m côtés qu'il y a de nombres premiers à m dans la suite i, 2,..., tn—i. Mais, si l'on remarque qu'en joignant les points de division de p en p, p étant premier à m, on obtient le même polygone qu'en les joignant de m — /* en m—p, on voit qu'en réalité le. nombre des polygones régulieis de m côtés est égal au nombre des entiers premiers à m conleniis dans la suite
1^6 GfiOMÉTilUi PLANE,
D'après cela, il n'y a qu'un hexagone régulier; il y a deux peniagones réguliers, deux décagones, qualre peniédécagones, etc.
§ VU. - PROBLÈMES SUli LES POLYGONES RÉGULIERS.
PR08LÈME
271, Inscrire un carré dans un cercle donné {fig. i88).
11 suffit évidemmciu de mener deux diamètres AC et Bt) perpendiculaires entre eux, et de joindre leurs exlrémités, pour avoir te carré demandé AliCD.
Le triangle AOB, rectangle en 0, donne
Âb'=0Â'+Ôb"--30X', d'où AB==:OA.v'ï.
Ainsi, le côté dit carré inscrit dans le cercle de rayon l\ est égal à \i. ^2.
It convient de remarquer que l'apothème du carré inscrit est égal à la moitié de son côté, et que le côté du carré circonscrit esl égal au diamètre du cercle considéré.
ConOLLAIRE,
272. Du carré, on passe à l'octogoiie régulier inscrit en divisant [fig. i8S) chacun des arcs AÏS, liC, CD, DA, en deux parties égaies. On déduirait de même de l'octogone le polygone régulier de i6 côtés, . . . , et ainsi de suite. On peut donc, afec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 4> 8. i6, 32, .... , et, en général, de a" côtés.
PRCRLËME.
273. Inscrire un hexagone régulier dans un cercle [fig. i8g). Supposons le problème résolu, et soit ABCDEF l'hexagone
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demandé. En menant deux rayons consécutifs OA, OU, on obtient un triangle OAB qui est isocèle, et, par suile, doni
les angles A et B soni égaux. Mais, si l'on remarque que le rajon BO prolongé passe par le sommet E de l'hexagone, on voit que l'angle inscrit ABE a pour mesure la moitié de l'arc AFE, c'est-à-dire une division de la circonférence; et comme l'angle au centre AOB a aussi pour mesure une de ces divisions AB, les deux angles ABO et AOB sont égaux, el le triangle OAB est équilatéral. Donc, le côté de Vliexagone inscrit dans un cercle est égal au rayon B de ce cercle.
Pour inscrire un hexagone régulier dans un cercle, il suffit, d'après cela, de porter six fois sur la circonférence une ouverture de compas égale au rajon, et de joindre les points de division consécutifs ainsi obtenus.
Corollaires.
27i. En joignant de deux en deux les sommets de l'hexagone, on obtient le triangle équilatéral inscrit ACE. Le triangle rectangle ACD donne
ÂC^- Âd'— CD' = 4R' — W - 3B',
AC = R \l^.
Ainsi, le côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de
rayon ï\ est é '■"'-' --■ ■ —'^ - .
sange.
Ainsi, le côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon 11 est égal à R ^^ ; son apothème OG est d'ailleurs égal à la moitié du rayon, car la figure ABCO est un losange.
>. ( I- Pnr
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275. En menani des tangentes par les points B, D, F, on forme le triangle équîlaiéral circonscrit A'C'E', dont les côtés sont parallèles à ceux du triangle équilatéral inscrit ACE, Le rapport de similitude de ces deux triangles est égal (269) à
-r^î c'est-à-dire à n. Ainsi, deux lignes homologues quelconques dans le triangle équilatéral circonscrit et dans le triangle équilatéral inscrit sont doubles l'une de l'autre.
276. De l'hexagone, on passe au dodécagone régulier inscrit en divisant en deux parties égales les arcs sous-lendus par les côtés de l'hexagone; on déduirait de même du dodécagone le polygone régulier de 24 côtés,. . ., el ainsi de suite. On peut dojic, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 3, 6, 12, 24.- . -, et, en général, de 3.2" côtés.
PROBLËUE.
Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en dix parties égales par les points A, B. C, I), E, F, G, H, K, I.
En joignant les points de division consécutifs, on oblieni le décagone régulier convexe ABCDEFGHKI; en joignanl les points de division de trois en trois, on oblieni le décagone régulier étoile ADGICFKBEH (270). X! s'sgii d^ construire les côtés AB et AD de ces deux décagones.
Fig. 190.
rig. 191,
Or, en remarquant (/g. 191) que le rayon BO prolongé passe
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par le sommet G, on voil que l'angle AMB, dont le sommet esl à rintérieur du cercle, a pour mesure la moitié de l'arc AIÎ, plus la moitié de l'arc GD, c'est-à-dire deux divisions de la circonférence. D'ailleurs, l'angle inscrit ABG a pour mesure la moitié de l'arc AG, c'est-à-dire encore deux divisions; l'angle au centre BOD a aussi celle niÊme mesure. Les deux triangles AMB, DM0, sont donc isocèles, el l'on a
AM=-AB, MD^OD ou AD — AM^OD.
D'un autre côté, les angles OMA, DOA, étant égaux comme ayant l'un et l'autre pour mesure trois divisions, les droites OM et OD sont antiparallèles par rapport à l'angle OAD, et l'on a (192) _
AD.AM^- AO
Les deux relations précédentes montrent que la reclierclio des côtés AD ei AB ^ AM revient à celle de deux lignes dont la différence est égale au rayon et dont le produit est égal au carré du rayon; on obtiendra donc ces deux côtés (25ïl) en divisant le rayon eu moyenne et extrême raison; le plus grand segment additif sera le côté du décagone régulier convexe, et le plus petit segment soustractif sera le côté du décagone régulier étoile.
Si B. est le rayon du cercle, on aura (230)
ABr-_- R.^^^"' et AD ^.: R.^— .
CoROLLfLlltES.
278. La circonférence étant divisée en dix parties égales, enjoignant les points de division de deux en deux, on ah- \\^m\Q pentagone régulier convexe ACEGK; en les joignant de qualre en quatre, on trace le pentagone régulier étoile AEKCG
Pour calculer les côtés FD et FB [Jîg, igS) du pentagone régulier convexe et du pentagone étoile, il suffit de remarquai que, si l'on mène le diamètre FA, les cordes AD ei AR sont les côtés du décagone étoile et du décagone convexe. Or les
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triangles rectangles FAI), FAE, donneni
d'où, en remplaçant AD duisant,
FI
AB par leurs valeurs (277) et ré-
279. Du décagone convexe, on passe au polygone régulier de 20 côtés, puis à celui de 4", ■ . . , et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-iendus par les côtés du polygone précédeni. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de 5, lo, 20, 4», . . ., et, en général, de 5. a" côtés,
PROBLÈME
280, Inscrire un pentédécngone régulier dans un cercle donné [Jig. 194)-
Supposons le problème résolu, c'est-à-dire la circonférence divisée en quinze parties égales par les points A, B, C, D, E, F, G, H. 1, K,L, M,N, 0, P.
En joignant les points de division de i en 1, de 2 en 2, de 4 en 4. de 7 en 7, on obtient les côtés AB, AO, AE, AI, du pentédécngone convexe et des trois pentédécagones étoiles.
Considérons les côtés AB et AE; Q étant ie milieu de l'arc Cl), on a
arcAQ_-(. 4-^)^5=^,
arcQI!--:arcQE^ U-^-) -> = -^•
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Donc, pour construire AB ei AE, il suflit <1e porter, à parl.tr du point A, une corde AQ égale au côté de l'hexagone, puis à
partir de Q, el de pan et d'autre de ce point, une corde QB^ QE égale au eôlé du décagone convexe.
Pour calculer AB et AE, abaissons du point Q les perpendiculaires QSet QT sur ces côtés; l'égalité des triangles rectangles QAS et QAT, qui ont l'hypoténuse commune et un angle aigu égal QAS ^ QAT, donne
AS= AT, QSr_ QT;
puis, de l'égalité des triangles rectangles BQS, TQE, qui ont l'hypoténuse égale et un côté égal, on déduit
ET- BS.
On a donc
AB ^-- AS — RS et AE ^ AT -i- TE :- AS -[- lîS. Mais QS n'est autre que la moitié du côté du décagone convexe, puisque AQ est égal au rayon et que, l'arc BQ étant le dixième de la circonférence, l'angle inscrit BAQ est !a moitié de l'angle au centre du décagone convexe; on a donc
par suite.
v/aq"-(js" = ;7 v'-o-i
183 (lEOHfiiniE PI.AHR.
On aitra donc, d'après les relations ci-dessus,
AB = 5 (^10 4-2^/5 + \/3 - v^Tâ),
AE .=. ^ (vroTT;^ - v^ -^ \/^).
On verra de même que, X éiani le milieu de ML, AX est le côté du décagone étoile el XO = XI le côté de l'Iiexagone, re qui permettra de construire et de calculer d'une manière analogue les côtés AO et AI des deux autres penlédécagones étoiles. En remarquant que XV est la moitié du côté du décagone étoile, on trouve
AO ^= ? (v^ + \/3- Vio-a^/s),
AI = ^ UTé + >/3 -!- v'^-^v's).
28t. Du pentédécagone convexe, on passe au polygone de 3o côtés, puis à celui de 6o, , . . , et ainsi de suite, en prenant chaque fois les milieux des arcs sous-tendus par ies côtés du polygone précédent. On peut donc, avec la règle et le compas, inscrire les polygones réguliers de i5, 3o, 6o, [2o,..., et en général de 3.5.2" côtés.
PROBLÈME
282. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit dans un cercle donné, calculer le côté du polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés double (Jig- 'gS).
Soient Ali = a |e côté donné et R le rayon du cercle;
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CD élani le diamèlre perpendiculaire à AB, AC sera le côté cherché, que nous désignerons par a' .
La corde AG est moyenne proponionnelle entre le diamèlre CD el sa projection CE = OC ~ OE sur ce diamèlre; on a donc
rt'^^2R(R-0E}==RiaK-20E).
Mais le triangle rectangle AEO donne
OE = \/aO — AË' ou OE . = i/r- — ^ =z 1 v4 K' -iiK
On a donc finalement
En particulier, lorsqu'on prend le rayon pour unité, on a
On peut donner à cetie relation une autre forme plus commode pour le calcul numérique. Le produit de la somme 2 -H y'4 — a?, par la différence 2 — ^/4 — «', esi égal à la différence des carrés de 2 et de ^4 — '"'- c'esi-à-dire à
4^(4-fl').= ù'.
Par suite, on :i
\' 2 -h \/4 — «' Scoi-iE.
283. En parlant d'un polygone dont on connaît le côté, on pourra, par l'application répétée de la formule (3), calculer successivement les côtés, et par suite les périmètres des polygones réguliers inscrits de an, 4") 8wi i6n,. . . côtés, n étant le nombre des côtés du premier polygone. Voici les résultats que l'on obtient en partant, soit du carré dont te côté est l'a
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dans le cercle de rayon i, soit de l'hexagone dont le côté esi I ;
^glnbre dcE c6lt). Dcmi-périm^lreg. ; MiniHie de; cAl^s. I>jnil'P«i\[Dilrei,
8 3,06145 i 12 3,io582
16 3,iai44 I 24 3,i3i6a
64 3,14033 96 3,i4io3
Ces valeurs sont obtenues par défaut à moins d'une unité du cinquième ordre décimal.
PROBLÈME
28'j. Connaissant le côté d'un polygone régulier inscrit,
calculer le côté du polygone régulier circonscrit semblable
( ng. 196).
Fig.
Soient AB z= <i le côté donné et R le rayon du cercle; menons la tangente CD au milieu F de l'arc AB et prolongeons-la jusqu'aux points C et D, où elle renconlre les rayons OA et OB prolongés. CD sera le côté cherché (265); désignons-le par x.
Les triangles semblables AOE, COF, donnent
CF OF « _ A
AË'" OE °" «~UE'
maison a (282)
il en résulte
rtR'-o'
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Kn parliculier, lorsqu'on prend le rayon pour u'nilé, on a
SCOLIE
283. Connatssanl les côlés des polygones réguliers de n, an, 4K,8rt,... côtés, inscrils dans le cercle de rayoni, on aura par la formule (2) les côlés, et, par suîie, les périmètres des polygones réguliers circonscrits semblables. Voici les résultais que l'on obtient pour les séfies qui dérivent du carré et de l'hexagone :
lî
Ces valeurs sont obtenues par excès à moins d'une unité du cinquième ordre décimal.
286. Étuni donnés le rayon r it l'njtothbmc a c/' un polygone régulier de n côlés, calculer le rayon r' el l'npollième a' du polygone régulier qui aurail in cûl&s et le même périmètre [Jtg. 197).
Fie- '97-
Soient aB le côté et O le centre du polygone donné; en menant le rayon OGC perpendiculaire sur AB, on aura
0C = '-. OG^a.
yGoosle
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Tirons CX et CB, et joignons les milieux D ei E de ces deux cordes. La droite DE, parallèle à AB et égale à sa moitié, sera» le côté du polygone régulier qui a même périmètre et deux fois plus de côtés que le premier. D'ailleurs, l'angle DOE étant la moitié de l'angle au centre AOB do polygone primitif, le point 0 sera encore le centre du nouveau poljgone, et l'onaura
OD==r', or^«'.
Or, le point F est le milieu de CG ; donc (i) OF:=^(OG -hOC) ou û'-^-{e + ;').
De plus, le triangle rectangle ODG donne (222)
{i) ÔB'^OC.OF ou r'^^^r.a',
'd'où
r'=: \lr.ci'.
Les relations (i) et (2) résolvent le problème proposé; la première permet de calculer n' ; puis, a' étant connu, la seconde donne r'.
SCOLIES
La formule (i) peut encore s'écrire
288. On voit sur la figure que OF est plus grand que OG et que OD est moindre que OG. Donc, quand on passe d'un polygone régulier au polygone régulier isopérimètre d'un nombre de côtés double, l'apothème augmente et le rayon diminue, de sorte que la différence entre le rayon et l'apothème va en décroissant.
On peut voir que la différence r' — <t' esl moindre que le quart de In différence précédente r — a.
En effet, si du point 0 comme centre, avec OD pour rayon, on trace
il s'ogil donc de prouver que iF est inférieur à la moitié de CF, ceslù-dire que IF est moindre que CI. Or l'angle inscrit IDE et l'angle IDi; formé par une Langenlo et une corde ont pour mesure, le premier \a moitié de l'arc lE, le second la moitié de l'arc DI; ces angles sont donr: égaux, et DI est la bissectrice de l'angle GDF. Donc oiilin le rapport dn IF à IG est égal à celui de la perpendiculaire DF à l'oblique DC. et, par suite, moindre que i.
Le même fait ressort des formules précédentes.
Nous désignerons par a' cL r" l'apothème et îe rayon du polygone isopérimètre de in côtés, en sorte que 2;/= a'-t- r\ r'^^ a'i' .
Cela posé, on a, en vertu de 0"),
■, iea apothèmes allant en croisant, le dernier membre est plus
2My. Ou peut encore romarquer(D. Andrr, 'Nouvelles Annales, 187/I) :;iic chacun des rapport'
Cela est évident pour le premier; car, en vertu do la formule (i") et de
son analogue a''~ci~ ^(r' — a'), il est égal an rapport -— — que
nous venons de considérer.
Quant au second, on a
or, des trois facteurs qui figurent au dernier membre, ies deux premierssont inférieurs à i et l'autre est moindre que 7 ■
290. Étant donnés les périmètres p e! P de deux polygones réguliers de n côtés, l'un inscrit, l'autre circonscrit à un mène cercle, calculer les périmètres p' et P' des polj-gones réguliers inscrit et circniiscril de
Le rapport de similitude ou celui des périmètres étant égal an rapport (Jesapotlièmos (269), on a (fig. 197)
D\iilleurs, les triangles semblables ODC, ACG, doi
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rail. C et D étant deux points consécutifs quelconques, nous nommerons angle de la corde CD avec la tangente au point C l'angle dont tievrait tourner CD autour du point C supposé fixe pour que le point D vînt se confondre avec C. De même, l'angle de la corde CD avec la tangente au point D sera l'angle ilont devrait tourner DG aulour du point 1) supposé fixe pour que le point G vînt se confondre avec D.
Supposons les points A, G, D, ..., I, B, assez rapprociiês pour que chacun des arcs partiels AG, CD, . . ., I!î, soit convexe et que sa corde fasse des angles aigus avec les tangentes menées à ses deux extrémités. Dans ces conditions, nous donnerons h la ligne polygonale ACD...IB le nom lie ligne brisée inscrite dans l'arc AB, et nous appellerons ligne brisée circonscrite correspondante la ligne AM'N'.-.l'U dont les cotés touchent l'arc AB aux sommets A, C, D, . . -, I, B, de la ligne brisée inscrite.
Cela posé, on ramène la notion de la longueur d'un arc de courbe à celle de la longueur d'une ligne droite, à l'aide de la définition suivante :
La longueur d'un arc de courbe est la limite viirs laquelle tend le périmètre d^tine ligne brisée inscrite dans cet arc, lorsque les côtés de cette ligne tendent vers zéro.
Toutefois, pour justifier cette dofinilioii, il faut prouver que cette limite existe et est iiinque, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant la(|iielle les côtés tendent vers zéro.
Pour plus de clarté, noua diviserons la dé mous t ration eu deu\ pai tioi.
" Le rapport des périniéires d'une ligne hristle inscrite et de la ï correspondante tend vers l'unité, quelle que
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toit la loi suivant ktquelle les colis de la li^ne iiucnte tendent vers
En effet, soient M, N, .... T, les projections des sommets M', N', . - . , r, de la ligne circonscrite sur les côtés AC, CD, ..., IB, de la ligne inscrite. Puisque cliacnne de ces cordes fait dos angles aigus avee les tangentes à ses oxlrÉmités, les points W, N, . . . , T, tombent respectivement entre A et C, entre C et D, . , ., entre I et B (4f). Le rapport considéré est donc égal au suivant
AM'-'-M'C + CN'^■.,.-^■T'B
et, comme la valeur do ce dernier est, d'après un théorème connu d'Arithmétique, comprise entre les valeurs du pîus petit et du plus grand des rapports
^1 ■\ic IJ^ 'rj)
\\l Ml IN ■ ■■ ÏB '
il suffit de pro n r q if lHicuti dt i s lapports tend vers l'unitc,
Considérons \it exemple le npport -^- Sur une droite a'^ invariable de grandeur ei de position conitruisuns un triangle a^f Y^aiavt^Xb en 3 et dont 1 angle air,u i soLt égal à N'CN. Les triangles semblables CNN', dpY donnoionth pioportion
tN 2[1'
mais, lorsque !e côté CD tend vers zéro, il en est do même de l'angle N'CN ou de son égal a. Par suite, la longueur finie el variable ay tend vers ap, et le rapport ci-dessus a pour limite l'unité.
■i" Le périmètre d'une ligne brisée inscrite dont les côtés tendent vers zéro, a une limite de'termiiiée et indépendante de la loi d'inscrip-
En effet, une première ligne brisée étant inscrite dans l'arc AB, joignons un point quelconque de chacun des arcs sous-tendua par ses divers côtés aux extrémités du côté correspondant. Nous formerons ainsi une nouvelle ligne brisée inscrite ayant dem fois plus de côtes que la première. En opérant sur celle-là comme sur la précédente, et ainsi de suite, nous obtiendrons une série illimitée de lignes brisées inscrites siiiia/ii uiie loi partiadièrc. Les périmètres '/i, '/j, "/s, ■ ■ ., de ces ligues
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-croîtront sans cesse et, comme ils restent moindres que le pcriniètro d'une ligne bviséo, quelconque circonscrite à Tare AB, ils tendront vers une limite déterminée L. D'ailleurs (1°), les porimëtres Qi, Qj, Qj, . . ., des lignes hrisées circonscrites correspondantes tendront vers la même iimiie L.
Considérons maintenant une suite d lignes brisées inscrites dans Tare ABjwWjï ii/ie ki quelconque et dont les côtés tendent vers
Soient /i te périmètre d une ligne de ci,tlo série et P le périmètre de la ligne brisée circonscrite conespondante P étant plus grand que l'une quelconque des lignes q\ qt 53 sera supérieur ou éga! 1 leur
limite L. D'autre part p étant moindre que I une quelconque des lignes -Qi, Q'., Qs, ■ seri a 1 plus égal 1 leui bmite L
On aura donc
Mais le rapport - a pour limite l'unité (i"). Par conséquent, le rapport -, étant compris entre 1 et une quantité qui tond vers 1, a l'iinilc poui
limite.
En d'autres termes, /; a aussi pour limite L,
De là résulienl les propositions suivantes r
1° La ligne droite est le plus court chemin d'un point ci un autre.
Noua avons déjà démontré (38) qu'une portion de droite AB est moindre que toute ligne brisée ayant les mêmes extrémités A et B. Considérons maintenant un arc de courbe quelconque AMB; soient L sa longueur et L' la longueur d'une Jigno brisée inscrite dans cet arc. L'inégalité (38)
AB < L
subsiste quand les eôlés do la ligue brisoe tondent vors zéro; on a donc
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a" Tout aiT. convexe a est mnimlie iju'rrnc ligne quelconque p qui l'enveloppe en parlant des munies extrémiléi-.
Il suffit, en effel, de concevoir une ligne brisée convexe o' inscrite dans l'arc a et une ligne brisée p' inscrite dans l'arc p et n'ayant aucun point commun avec l'arc a. On aura alors (39) a'<P', et par suite à la limite, lorsque les côtés des lignes brisées tendent vi^rs zéro, « < p.
On verrait, par un raisonnement analogue, que le périmètre d'une li^ne convexe fiiwée e.st moindre que le périmètre de toute lî^ne qui l' enveloppe.
y Le nippon {l'un nrc de courbe AC à s.i corde {J!g. ï<j?.] ,i pour limile l'unité, lorsque l'nre tend vers zéio. — Car, en menant les l;iKgentes AH' et GM', on a (r)
corde AC < arc AC < AM'+ M'C, d'où
^ arcAG _,AM'+M'C
Or, on a prouvé (291, r) que ce dernier rapport a pour limite l'unilii lorsque l'arc AC tend vers zéro. La proposition est donc démontrée.
293. Le rapport de deux circonférences qiielconc/ues ext égal au rapport de leurs rayons.
Soîenl K et R' les rayons, et G et G' les longueurs de deux circonférences; inscrivons dans la première un polygone régulier quelconque et, dans la seconde, un polygone régulier d'un même nombre de côtés. P et P' étant les périmètres de ces polygones, on aura (212, 269)
La proposition précédenle donne C _ (7 C _ C
Donc, le rapport d'une circonférence à son diamètre est te même pour toutes les circonférences; en d'autres termes :
Le rapport de la circonférence au diamètre est un nombre constant.
Ce nombre, qu'on représente ordinairement par tt, est incommensurable (*); on ne peut donc pas l'avoir exactement; mais on peut le calculer, comme nous le montrerons bientôt, avec telle approximation qu'on veut. Voici sa valeur en décimales, ainsi que celle de son inverse et de son logarithme :
T.-.- 3,i4i592653589';9323346..., -=3.0,3183098861 83^90 6ii53....
lOgTT" 0,49714987269413385435.. ..
En donnant à la formule -^r ^=. tt les deux formes
C^-27tR, R=~-,
air
on voit '. 1" que, pour calculer la longueur d'une circonférence, il faut multiplier par le nombre tt le double de la longueur du rayon; a" que, pour calculer le rayon d'une circonférence, il faut diviser par Tt ou multiplier par - la moitié de la longueur de la circonférence.
Exemples :
1° Quelle est la circonférence d'une roue de voiture dont le rayon est de o"',65î
[') C'est Lambert qui a démontré pour la premiôrB fois {Mémoires de Berlin, 17G1) que ir est incommensurable. Legendre a prouvé plus larà qu'il en est de même du carré de 71
II. et DE C, ~ Tr. de Géom. (i" Parli,:). l
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En multipliant le rayon o'",65 par 6"", 28 qui est la valeur de îTT à moins d'un centième, on trouve pour la circonférence clierchée 4"', 08 à moins d'un cenlimètre.
a" Quel est le rayon du méridien de Paris?
On sait que la demi-circonrérence de ce méridien est de aoooDooo mètres; en multipliant ce nombre par o.SiSSogg,
qui est la valeur de - à moins de \ dix-millionième, on trouve
pour le rayon cherché 6366 ig^ mètres à moins de i mètre.
2D5. La longueur de l'arc de 180 degrés dans le cercle de rayon R, c'esl-à-dire de la demi-circonférence, étant 7tU, ia
longueur de l'arc de i degré sera-jj— > el, par suite, la longueur l de l'arc de n degrés dans le cercle de rayon !\ a pour
Celle formule el les deux suivantes
180/ „ tSo;
qu'on en déduil, servent à calculer l'une quelconque des trois quantités /, n, R, lorsqu'on connaît les deux autres.
Eïemples :
1° Sur une circonférence dont le rayon a ©""igo, quelle est la longueur de l'arc de 25''45'?
On a ici
' 60 "" '4^4' el, par suile.
' Quel est l'arc dont la longueur est égale an rayon î"
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La seconde des formules qui précèdeni donne pour le nombre de degrés de cei arc
„ = 1^^, 80° xo, 31830988... r.r5i'"/44".8o--
3° Quel est le rayon du cercle dans lequel l'ave de Zo degrés vaut I mètre?
La irolsième formule donne
Il=_--l^=^^=6.o,3i83=.i™,9io.
THÉORÈME
296. Deux arcs semblables, c'esl-à-dire deux arcs qui rt'îpondenl à des angles au centre égaux dans des cercles différents, sont proportionnels à leurs rayons.
En effet, soient l et l' les longueurs des deux arcs, R et U' leurs rayons, 0 et 0' les angles au centre égaux qui correspondent à ces arcs; on a
ï.ttK ~ 4 droits it.W ~~ 4 droits' d'où, eu divisant membre à membre et observant que 0^0',
SCOLCR.
297, Dans la pratique, on Évalue les angles en parties aliqitoles de li circonférence, c'est-à-dire en degrés, minutes et secondes. Il n'en est plus de môme en théorie, lorsqu'on veut introduire un angle dans une formule.
Soient VOX un angle et u le nombre qui le mesure, c'est-à-dire le rap-
port de cet angle à l'angle unité UOX (fg. 199). Décrivons du sorr commun 0 comme centre une circonférence, et désignons respectivei
fiÉOJiÈrniK i'h?;e.
jaires contenues daiw le rayon et dan ■ les côtés des deux angles VOX, UOS .
u centre aux arcs iuLerceplàs (I2C)
[iiwr, t, l', les nombres d'unités lii les arcs AM, AN, interceptés entr
La propoi'lioniialité des angles donne
VOX _
UUX °'^ "' -' 1-'
ronc
i" Si on laisse arbitraire l'unité linéaire et l'unité angulaire, un angle quelconque a pour mesure le rap/iort des nombres d'unités linéaires conleaiics dans les arcs que l'angle considéré et l'angle uniié interceptent stu- une circonférence quelconque, décrite de leur sommet commun comme
a° Si, sans fixer aucune des deux unités, on les fait correspondre l'une à l'autre, c'est-à-dire si l'on pi-end puur unité d'arc l'arc intercepté par l n le l angle, on a /' = i , et m = ^.
D s r a', an angle quelconque a même mesure que l'arc compris entre ses calés et décrit de son sommet comme centre avec un rayon f elconq c e'esl le théorème du n° d27.
3 Souvent, au lieu d'établir la correspondance entre l'unité linéaireet 1 un te angulaire, on laisse indéterminée l'unité de longueur, el l'on fixe l'unité d'angle ; on prend pour unité angulaire l'angle qui intercepte sur une circnnjérence quelconque un arc égal au rayon. On a alors l'= r, el par suite
Dans ce cas, un angle quelconque a pour mesure le rapport de l'arc qu'il intercepte sur uiie circonférence quelconque décrite de snn sommet comme centre, au rayon de cette circonférence, et inversement, l'arc est égal à l'angle multiplié par le rayon.
Pour rendre facile la comparaison entre ce mode de mesure et l'évaluation en degrés, minutes et secondes, il suffit de rappeler (29S, a") que l'angle unité est alors de ^■]°i-]'i^",&o.. . .
Ajoutons enSn que si, après avoir fixé de la sorte l'unité d'angle, on prend de plus le rayon r pour unité de longueur, on établit ainsi la correspondance des unités linéaire et angulaire, et l'on retombe sur la for-
mule w = ^. L'angle droit est alors n de 45 do.erés par 7) ■ ■ ■ ■ etc.
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PROBLÈME
298. Calculer le rapport de la circonférence au diamètre La formule
montre que, pour avoir tt, on peut :
Soit se donner le rayon R et calculer la longueur de la circonférence C : c'est la méthode des périmètres;
Soil se donner la circonférence C et calculer le rayon li : c'est la méthode des isopérimètres.
299. Méthode des périmètres. — Pour R ==:, la formule {i} donne - = \C; le nombre tt est donc égal à la demi-circonférence de rayon i. Par suite, le demi-périmètre de tout polygone inscrit dans cette circonférence est une valeur de :; approchée par défaut, et le demi-périmètre de tout polygone circonscrit est une valeur de ir approchée par excès. Donc, si on calcule, comme au n^ass, en partant du carré inscrit, les demi-périmètres des polygones réguliers inscrits de 8, i6, 32,, . ,, côtés, les nombres obtenus seront des valeurs par défaut de plus en plus voisines de t: ; et de même, si, en partant du carré circonscrit, on calcule, comme au n" 285, les demipérimètres des polygones réguliers circonscrits de 8, i6, 32,..., côtés, on aura des valeurs par excès de plus en plus voisines de TT. Par exemple, on trouve [283, 285) pour les demi-périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit de 128 côtés.. . 3,14127 cl 3,14223; on conclut de là que tt est compris entre ces deux nombres et que 3 , 142 est sa valeur à moins d'un millième.
On peut aussi partir de l'bexagone et calculer, comme aux n" 283 et 285, les demi-périmètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits de 12, 24, 4^ . côtés.
Ainsi présentée, la méthode des périmètres est très-laborieuse; mais en revanche elle est très-simple en principe; c'est d'ailleurs la méthode suivie par Archimède, l'illustre géomètre qui vivait à Syracuse 25o ans avant J.-C, et auquel appartient la gloire d'avoir trouvé le premier le rapport de la circon-
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férence au diamètre. Archimède, en partant de l'hexagone et en s'arrêtani aux' polygones inscrit et circonscrit de 96 côtés,
a prouvé que tt était compris entre 3 + — - et 3 ~i Ce dernier nombre 3 -1- — ou — ! qui surpassendemoins d'un demi-
70 7 centième, suffit dans beaucoup d'applications.
I! convient de signaler encore la valeur par excès —-j) qui
est due à Adrien Mélius, et dont l'erreur n'atteint pas un demimillionième.
Nous allons voir que la méthode des isopérimèlres, publiée en i8i3,àNancy, par le géomètre Schwab, conduit à des calculs beaucoup plus simples; nous reviendrons ensuite sur la méthode des périmètres, pour montrer qu'on peut la présenter de telle sorte qu'elle conduise identiquement aux mêmes calculs que celle des isopérimètres.
300. Méthode des isopérimètres. — Elle est fondée sur le principe suivant :
Le nombre - est compris entre les valeurs a et r de l'apo-
t/tème et du rayon de tout polygone régulier dont le périmètre est égal à ï, et l'on peut prendre le nombre n des côtés du polygone assez grand pour que ces valeurs approchent autant qu'on voudra de - ■
En effet, le périmètre du polygone étant compris entre la circonférence inscrite et la circonférence circonscrite, on a
271a <2 <;27r/-, d'où «<;- <r.
D'ailleurs, l'excès du rayon OA = r sur l'apothème OG = n {fis- '97) étant moindre que la moitié AG du côté du polygone, ei le côté ayant pour valeur -, on a
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on peut donc prendre n assez grand pour que les différences
qui soni inférieures à c~ n, deviennent moindres que louic quantité donnée.
L'application simultanée de ce principe et du problème du
n" 286 permet de calculer ~ et par suile ;i: avec telle approximation qu'on voudra.
On partira d'un polygone dont on sache trouver directement l'apothème et le rayon, par exemple du carrédontle périmètre
est égal à 2 ; le côté étant égal à - : l'apoihème aura pour valeur
des formules du n" 286, on calculera successivement les apothèmes et les rayons a, et r,, a^ et fs, . • • , «* et /■(., .... des polygones réguliers et isopérimèlres ayant 4>2. 4-2-, ■■. 4-3*, . . ., côtés.
Voici le Tableau des calculs jusqu'à
u polygone de i
a - o,»5ooooo. . r
n,- o,3oi-,56-,.
U: ------ O,^ilëo^l... V,
La dernière ligne montre que - est compris entre o, 3 182 cl
o,3iS4, et par suile a pour valeur o,3i83, à moins d'un dismillième; quant à ir, il est compris entre
>,3iH34i9
c'est-à-dire entre 3,i4i et 3,i43; il a donc pour valeur 3, i4a, à moins d'un millième.
aoo GÉOMÉTHIK TLANE.
entre o el - el que r — j^->. est 1:1 moyenne gcométriqvie entre - Cl a, et l'on est ainsi conduit à ce théorème :
Le nombre - est la Hmite vers laquelle tend la suite (/'■!
obtenus en partant de o et —, et prenant alternativement la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique entre les deux qui précèdent.
Pour compléler l'exposition de la mélhode, i! reste à chercher une limite du nombre des opérations à faire pour obtenir tt avec une approximation donnée.
Pour obtenir - à moins de — ^^ , il suffit qu'on ait
Mais la différence i-i. — "h est moindre successivement (288) que
et, par conséfiuent, qne
4*-".ro' puisque /■,-- fl] = 0,0248. .. est inférieur â — • L'inégalité primitive sera donc vériQéo si l'on a
4^>,o™-, d'où ^>^f.
et, <7/o;/io/ï,
puisque log.'i = 0,60a. . , est supérieur à -■ Viona^ pour ni'cir - à moim^ de — ~f il suffit de pousser tes calculs jusgit'aa polygone de ^.'i,'- côt((s, k étant rentier égal ou immédiatement supérieur à -:[m — i) ' D'ailleurs, dès qu'on connaît une valeur approcliée de - avec m déci-
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maies exactes, m étant |iliis grand que t., on peut compter sur m — i décimales exactes dans la valeur approchée qui en résulte pour - [ ' ) •
301. On voit par ce qui précède combiGn le travail est considérable; toutefois, on peut l'abréger considérablement à l'aide de la proposition suivante :
Le nombre - est compris entre les deux qiianlilés
OÙ II et r dê.tii;ncnt Vapnthème et le rayon d'un /loljgmie régulier quelconque, dont le périmètre est égal à a, et ni et ri Pnpothèinc et le rayon du polygone régulier isopcrimètre d'un nombre de eôtés double (E. Rou- Ci!É, t{om'. jinnalet,\SS^).
En efTat, n étant te nombre des côtés du premier polygone, désignons pari*. '"* l'apothème elle rayon du polygone isopéri mètre dont le nombre (les oÛt<Ss est «.a*, i.os rapports (289)
étant moindres que 7 . il en est de même du rapport obtenu on divisant la sommedesnuméra teurs par celle des dénominateurs,e'est-&-diredurappori
ct,par consBC|ueiit,de sa limite
(') En effol, si l'on désisne respeetivoment par < pondantes de it et de -, et par e' et e lei mtours al
rt
poi
en conclut irvu que l'on nil
it-à-dii-e.
202 g£05iKthiil i'i,*M;.
lorsque l'entier m croîl indéfinimenl; on a (loin
(le mÈme sur les rapports
C:h posé, ri.'venoiis à la suite de Scliwtil
Tandis que la mélbode ordinaire des isopérimètres consiste à prendre
(/* et Ci ]>o',ii' une valeur approcliée de -i la méiliode pin-feciiimncr consistera à prendre les limites plus rojscnéos
i'our comparer la marche do l'approximation dans loâ deux cas, i emarijuena que la différence entre les deux limites précédentes
». (iS9)
i'.A moindre que
. 3 „, puisque Uk- ;in moins égal â o, — o, 3o[ . . ., reaie supericui- •.\ -^- M a-
]jrc'S ccb, pour obtenir - à moins do — - i il sulfit qu'on ait
fe)=<^.
l inférieur (300) ù ;cessivcmoiit
Masi, piiiir avoir -_ à mviiis de ~—, il suffira de pousser les calciilt
jii.ri/ii'im polygone de 4 - 2*' côtés, A- étant l'entier égal ou immédiatement
supérieur « (5/« — 8).
Cette nouvelle limite litaiit au plus égale à la moitié de celle du nmné.ro précédent, on \oit que l'emploi de la méthode perfectionnée diminue ,t le travail de moitié.
302. Retour à lu méthode des périmètres. ^}\om avons dit (299) que la méthode d^ périmètres convenablement dirigée conduisait à des calculs idenliques aux précédents.
En effut, /i et P éumt les périmètres de deux polygones réguliers seiii- Ijlables, l'un inscrit, l'autre circonscrit, et p' et P' étant les périmètres des lieux polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés double, on a (290)
sont donc, à partir du troisième, alternativement moyens aritlunéUqne ot moyens géométi-iques entre les deus qui précèdent. D'ailleurs, si l'o.
prend le rayon du cercle égal à ~t on a
- - C ou - -- - T
et, par suite, - est la limite de la suite formée par les inverses des jjéri-
mèlres des polygones réguliers circonscrits et inscrits dont lo iionibro des côtés va en doublant. Enfin, si l'on part des carrés ciiconsorii et inscrit, les deux premiers te.*mes de la série sont
, ^ . . yi
)■ ,', ' p " 4 ' l't l'on retombe sur le Ihooième de Schwab éiioïK-é au n° 300.
Àl'PENDICE DU I.IYRF. III.
I. — Priaoipe des signes
303. Par dérmitiou un .u-giiiK/it rectiligne diisigiié par AB est la port;:- (Ib droit» rUi parcouniedeA versB; A esl {'origine, B ^IVeMremiu' ei .. droite indéfinie XquiainiiuntA et B estla Wc du segment.
Deux segments sont dits coase'cuUfs lorsque le second a pour orig:!, . l'extrémité du premier.
Qiiacid plusieurs segmenls sont situés sur ime même droite ou sont \ .:■ rallèles à une mûma droite, on choisit, parmi les deux sens dans lesque:cette droite peut être parcourue, celui que l'on veut appeler sens posUii -, puis on attribue au nombre qui mesure ia longueur de chaque segmcir le signe + on le signe — sunant que le segment considéré est décr. dans le seus positif ou dans !e sons opposé. Ce nombre ainsi précédé d'in. signe est la valeur algébrique, du scgmeni. Par exemple, en supposar. qiiiï la distance des points A ot D renferme 5 unités de longueur, et quL' I. sens positif de la droiloX {fig. ?oo) soit celui do la flèche, on a
AU - -h 5, BA- —5 d'oh
(i) AB^--BA.
Lorsque dans une question on a à considérer plusieurs segments do même base, il eA utile le plus souvent de les rap}mrier à une même origine, c'est-à-dire d'exprimer cliacun d'eux en fonction de segmeiUs ayant pour origine commune un point 0 pris è. volonté sur la droite X. On y parvient au moyen de la formule
(2) AB r^ OB-OA,
quicst vraie quelles que soient le.s positions relatives clos points 0, A, B jcr
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la droile X; rar, suivant que Je point intermédiaire est 0, A ou il, on s
AB = AO -<- OB, OU = OA + AB, OA =- OB -t- BA;
d'où l'on lire toujours pour AU la valeur (a) si l'on a é£;ard à la farnu.le(0.
La posilion d'un point A sur une droite OX est déterminée sons ambi- Kuïté dès qu'un connaît le segment OA compté à partir d'un point fixe 0
dioisi d'ailleurs à volonté sur la droite. On donne à ce segment OA le nom à'abscisse du point A ; cette déflnition permet d'énoncer aisément la formule (a) : Un segment quelconque AB est égnl à l'abscisse de wi extréinilé^ tlimlnué^ de fahscisse de son origine A.
Comme application de cette règle, nous proposerons au lecteur du vérifier les relations
OA-^0B=aOI, OA.OB-ÔT'- AÎ" cMiro trois points qiielconques 0, A, B situés en ligne droite, ! étant le milieu de AB ; ii suffit dû rapporter tous les segments à l'origine I-
L'emploi des signes permet de raisonner d'une manière générale et de se débarrasser de certaines conditions de situation qui i-endent les démonstrations pénibles et les énoncés obscurs, i'ar eïejnple, quand on a égard aux signe;;, la proposition du n" 17!) dénonce : Sur ta diviic imléfinie X' X qui piisie par deux }>oiiils k cl B, U cdste un .u-ul point M tel que le rapimrt ■,.,^ ait une valeiw assignée. Ce point est sitQÔ cnlre .\ et B, ou sur l'un des prolongements de AB, suivant que la valeur du rapport est négative ou positive. Ainsi énoncé, ce lemme permettrait de simplifier notablement les démonstrations des n"* ISi, 23G, 23T.
30i. Considérons un cercle de rayon égal à l'unité (A^ - '-io') et deux diamètres perpendiculaires à'A et B'B. Supposons qu'un mobile M parlant de A décrive la circonférence en tournant dans un sens déterminé, par exemple dans le sens opposé au mouvement des aiguittes d'une montre; ce mobile décrira un arc x qui, nul an départ, prend successivement les valeurs ps :t, --. :i~, -■■> ■■■ j mesure que ic mobile arrive respectivement aux points B, A', B', A, B Si lemobilo, partant
toujours du point A iiue nous pre
sens inverse, il décrirait des nrcs négatifs égaux respectivement on v leur absolue aux arcs positifs décrits dans le premier cas. D'après ce!
icQ GtoMETEiE tlam:.
l'arc X est une variable qui peu! passer par tous les étals de grandeur -:;
Tnirs les arcx qid, iiyaiil la même nrigine A, ont une même cj^irêiiiili- M, .m/il compris dnns lu foi-m'ile -xli- -\~ ï, oit y. désigne le plus petit dn arcs positifs qui vont de KenM et k un nombre entier quelconque pmitif, nul ou négtilif; eu effet, deux arcs quelconques de la série difforeiiî évidemment d'un certain nombre de tours, c'est-à-dired'uiimaltipledea-.
Cela posé, soient « et v deux directions données et OU et OV deux demi-droites menées par un point arbitraire 0 parallèlement à ces direttions. Du point 0 comme contre, décrivons [Jîg. igg) un cercle (irayon i, et désignons par N et M les points od ce cercle rencontru respectivement OU etOV; enfin prenons pour sens positif sur ce cercle h' sens opposé au mouvement des aiguiiles d'une montre. On noinnii angle de In direction u iiveo la direction i' ou angle de In demi-droile OV avec kl demi-droite OV, l'angle qui a pour mesure s + ailîr, k étant \~ plus petit are positif ayant N pour origine et M pour extrémité, et l ui. nonibro cnUer quelconque posilif nul ou ni'ijaîif. Cet angle, aînai déllui. n'est déiermiaé qu'à un multiple prcî df l'.-r.: ou le désigne par ï;OV; OU est le côté origiiia et OV le c:>te e-vtn-),,::
En vertu de cette même définition, on aura pour l'angle VOU Ue lu direction OV avec la direction OU, la valeur — a -^ a A' tt; on adoncakM>
(1) UOV--VOC-^->./;v.
liOS. Deux angles de même sommet sont dits consécutifs lorsque !■ côLé origine du second est le cOté exlrfime du premier.
Quand plusieurs angles ont le même sommet 0, il est commode le l'Iiisouvent do les rapporter à un mftme côté origine OX; on y parvient l'aide de la formule
(a) UOV - XOV - XOU -■- a"r.
que Ion dâmontre de la manicro suivante. Désignons rcspectivumei. pur a, p, Ylespl^^ps''''*^ valeurs positives des arcs AN, NM, MA comptés sur le cercle de- rayon i ayant 0 pour contre : on a évidemment.
étant un entier positif.
Mais ies définitions du numéro précède
ni donneul
X0li = :< ---ïA^.
UOV =p -:>-k'-.
XOV - - - VOX --:
-Y.'-.iF-,
L il suffit de tirer de ces relations a. 3, édente pour tomber sur !a formule (ai
Y et de le,* porter 'lan,qu'on énonce ainsi : ,
UOV de la direction OU wec lu dirr.clioii OV est é^td à l'angle qiCne lUreotion quelconque OS.ff'it avec le côté extrémedS ,dimiimii île l'angle ijiie la mène direction OX fuit avec le côté origine OU.
THÉORIB DES PROJECnONS,
301(. Soiiiiit X'X et yy deux droites qui se coupent en un point 0 {fig. ■ioi): A étant un point quelconque du plan XOY, on nomme pra- /t-ciîmi du point A sur X' X le lîoint fi où cette droite rencontre la par;;!-
lÈIftâTy menée par A. La droite Ao reçoit le nom c\o prn//:ùinlc ihi point A ot la droite X'X celui à'tixe de projection,
La projection est dite orthogonale ou oblique suivant qno Y'Y esl perpendiculaire ou oblique sur l'axe X'X.
On nomme pmjer.tion d'un segment AB la segrneot ab qui a respective' ment pour orisine cl poi:r extrémité les projections tin l'originu et da l'estrémilé Jii rogmo;,! AB.
Oit nomme re'snltaiite de plusieurs segments conscculifs AB, BC, C?>, l)ii (^. ïoa'), le segment AE qui a pour f)rin:ine l'origine du premier, el pour exlréraité l'extrémité du dernior; les segmenis AB, BC, CD, DE prennent le nom de composantes.
Lfi projection delà résultante est la somme {iilgébriqiic) des projections lies composantes ; on d'autres termes, on a, quel quo soit le sens positif adopté pour X'X,
ae : alf^bc -i- cd -i- de,
c'est-à-diro
En effet, en rapportant luus les iegments qui figurent dans le pivmi^i membre à une origine commune, ce premier meinlji-e prend la formi' („/, - „„) -^. („c - „i) -■- {,„l - w) -^ i «f - ml) -i- {ou - '«■>, dans laquelle chaque lerme est déti-nit par un tonne égal et de signe con-
Tel est le thèui-ème géiêml des piojectioiis. La Tiûgonométrie peniK". de traduire cet énoncé en une relation entre les segments consécutifi oi leurs inclinaisons sur i'axc de projection.
307. Pour arriver à ce but, nous commencerons par généraliser b prupriété fondamentab des triangles rectilignes (').
Assignons aux droites qui forment les côtés d'un triangle uu sens positif choisi à volonté pour chacune d'elles; les segments et les angles relatifs à ces directions auront dès lors des signes bien déterminés, et Von jiourra énoncer le théorème suivant :
Dam touC Iriuiigk ivcUligne ABC "" ", '■" grniiihur et en iigi'i; k■^ relations
i,l') siiH6>7) " *i'H7'«>
ihiiii Icsqiini/es K, p, 7 désignent respceti\'emciH les directions pv.uti\>es di's droites opposées aux sommets A, B, C.
En effet : observons d'abord que si les relations (i) sont vraies pour 1111 choix particulier des directions positives, elles subsistent quand on change le sens positif de l'une des trois droites; car, si l'on change, par exemple, le sens positif de la droite opposée au sommet A, les facteurs lîC, sin(K, p), sin{7,«) changent de signe, tandis que les trois autres facteurs restent les mêmes. Pour achever la démonstration du théorème, il siilûl donc do prouver qu'il a lieu pour un chois particulier des directions positives. Or, si l'on adopte pour sens positif de chaque droite le sens dans lequel elle est imrcourue quand on décrit le contour du triangle en suivant l'ordre alphahétîque, on a, en désignant comme à l'ordinaire, par rt, é, c, A, B, C les valeurs absolues des côtés et des angles de ce triangle,
AB =■ -H 1;, BC - -*- n, CA =---. + b,
(')Kous Tiigonomtii
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^ relaUons [i) se réduisent |iar suilo ans foi'niulcs
[jui ont élè démontrées en Trigonométrie.
.ijoiilons que les angles (a, f), (P,-/), (7,0), satisfont (n° 303) à !.>, rislation
Le groupe dos formules (3) et (2) renferme loiile la théorie des triangles ructilignes arec le degré de généralité qu'il convient de lui donnoi [lour les recherches géûmélriques.
Gela posé, revenons aux projections :
:ce est égale nu produit ci(^ •s f/uc les direothn.1 paxiice !a direction positive des
308. Lu projection it'un segment sur u, ce segment par te rapport des sinus des au lires de lit base du segment et de l'axe fom projetantes.
Eu effet, imaginons par le point 0 (^^. 202) la parallèle L'O Là la base du segment proposé AB, et soient OX, OV, OL les directions positives do Taxe, dos projetantes et de la base du segment. En menant par le point A imo paralièle à X'X, on forme un triangle AEG dans letjuel les directions iiuiltivcâ 3ùnl fixées; ot l'on a, d'après le numéro précédent,
■\li GA
.-inVUX"^ siziLUi'
d'où l'on déduit, en observant que la projtcLion ab du segment AB pii égale en grandeur et eu signe à AC,
inLOY "siuXUï' formule conforme à l'énoncé.
Quand les projections sont orthogonales, on a
i = AU ^
XOï =
LOY = XOY - XOL = - ~ XOL T- 3
nh = AB
.i.(j-XOl)^
AU cosXOL.
Donc, la projection orthogonale d'un segment est égale au produit de :c segment par le cosinus de l'angle de la direction positive de l'axe 'ivea la direction positive de la base du segment.
li. el DE C. — Tr. de Géom. (I" Parlio). '^
aïO GÉOJIÉTUIE PLANn,
Il suffit, d'après cela, do remplacer dans le théorème des projections les projeclions des composantes cl do ia résultante par leurs expressions trigonométriques pour obtenir une relation entre ies segments et les angles de la figure.
II. — TransverGaîes dans le triangle
309. Lorsqu'une' transversale aùc [fig. 2i,3 et 2o3'j rencontre les trois côtés d'un triangle ABC, regardés comme indéfinis, chacun des poinls d'intersection n,/',c, est l'origine commune dedeux segments ayant pour extrémitOà les extrémités du côté que l'on considère. Ainsi, sur AB, sont les
doux segments ck et cB, sur BC les segmenta «B et aC, et sui" CA les segments bÙ et ÔÂ. Les deux segments relatifs à un même côté sont de signes contraires ou de môme signe (303), suivant que la transversale coupe le côté Ini-méme ou son prolongement.
THÉORÈME
3 1 0. Qiwnd un Iriangle ABC est coupé par une transversale abc [Jîg. soi
''t 'oî'), il existe, entre tes segnwnts que cette droite détermine sur les côtés,
a\:.' Ok' cV,"
En effet, en manant CD parallèle ù AB, ou a, dans les tria blablesflCD, «Bc,
.3 les triangles semblables iCD, bck
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il stiffit donc de multiplier ces deux proportions membre à racmijre pour avoir la relation (i), qui se trouve ainsi démontrée en valuur absolue.
ii resle à prouver que, eu égard aux signes des àugmenls, c'est le signe + qui convient au second membre de celte égalité. Or il ne peut se préseiiler que deux cas : la transversal coupe deux côtés et le prolongement du iroisièine [Jig. 2o3), ou elle coupe les prolongements des trois côtés (/g.2o3'). Dans le premier cas, deux des rapports quiCgureut . dans le premier membre sont négatifs, et le troisièiiie positif; dans le second cas, les trois rapports sont positirs. Le produit des trois rapports a donc toujours !e signe -h .
Réciproquement, si sur fcv lri}i.\ cotes d'un tiUmgle ABC coiisidêi-és comme indéfinis, on prend Iroii pnùits ii, b, c, îekrjus la rctiition (ij soil satisfaite, ces trois points seront en ligne droite.
En ['(Tet, on désignant par c' le point où la droite nù rencontre AB, on a, d'aorès Cf qui précède,
«B ftC r^^A _ aC'bk'e'B '■
par suite, en comparant cette relation à la relation [i), qui est satisfaite
c-B cli
Donc I :i(yii c' coïncide avec c, ut les trois points a, b, e, sont en ligne droite.
Observons que la relalion [ij, qu'on prend ici pour bypotbèse, exige que le nombre des rapports négatifs du premier membre soit pair, c'està-dire que, parmi les trois points a, b, c, il y en ait un nombre pair situé sur les côtés et, par suite, un nombre impair sur les prolongements.
On peut encore remarquer que les numérateurs des trois rapports sont trois segments sans extrémités communes; il eu est de même pour les dénominateurs.
Le théorème qui précède, attribué à HénéiaOs, géomètre grec antérieur do près d'un siècle à Ptûléméo, sert à prouver que trois points d'une figure sont en ligne droite; outre cet usage spécial, il intervient souvent d'une manière utile comme intermédiaire dans certaines démonstrations.
Dans ce théorèmo.les seuls signes qui interviennent sont ceux des trois rapports formés par les couples de segments relatifs à chaque côté du triangle ; il n'est donc pas nécessaire de fixer les signes des segments euxmêmes. Il suffit, par exemple, dans la fig. aoî, de donner à iC et à bA des signes opposés, que le sens positif des segments comptés sur AC soii AC ou CA.
yGoosle
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Touiefois, il est souvent commode dans les applications de fixer le sens positif pour chaque cûtô du triangle ABC. Supposons, par exemple, qu'on adopte pour sens positif de ehaque côté le sens dans lequel ce côtiS esl parcouru quand on décrit le contour du triangledans l'ordre alphabétique ABC ; alors, dans la/i,'. 2o3, les segments cBel tA seront seuls positifs, les autres seront négatifs; dans la Jîg. 2o3', tous les segments seront négatifs; diiiis les deux cas, le nombre des segments négatifs étant pEiir, lo premier membre de la relation (i) aura lo signa -i-, comme cela doit
311. Les droites menées d'un même point 0 {Jîg. 2c4 et în.ij trois sommets d'un triangle ABC rcneontrent tes côtés oppose'!!, ciinsii comme indifjtnis, en trois points a, b, c, qiù satisfont à la i-clalion
Eli cffcl, le U-iangk AGn, coupi; par la trûiisreriale lib, (
]i(t OA ia:
Le triangle Alirt, coupé par la transversale Ce, donne à son tour
C«'Oa'cIS"~ '■ En multipliant membre à membre ces deux Égalités, on obtli
jB 6C cA CB _ rtC'ÉA cB'DG"''
qui
e diil'Jre pas do la relation (i), puisque ^^ ~
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Bfciproquement, si, par les somnwts d'un triangle ABC. o/t mi-né
trois droites A'i, B6, Ce, Celles que lii relation (a) soit vérific'c, cei trois
droites passent par un même point.
Eu elfet, en désignant par 0 le point de concours de ha et de Bi, ut
par c' le point où CO rencontre le côtii AB, on a, d'après ce qui prùcéde,
nB ^ ^ __ (iC'ôA'fii" ''
d'où, en comparant avec la reklion (a) qui est satisfaile par hypothèse,
Les points e 6t c' coïncident dont; (303); en d'autres termes, la droite Ce passe par l'intersection 0 de Au et de lAb.
CoROLLiiaE .
312. Le théorème qui précède, dû à Jean de Céva, géomètre italien du xvi" siècle, sert à prouver que trois droites d'une figure sont concourantes; il peut aussi intervenir comme auxiliaire utile dans certaines démo nstratioiss.
Voici quelques exemples :
1° Dans tonl triangle AliC, les irais médianes A«, Bi, Ce, passent par lin inciiie point; car cliacuii des rapports qui figurent dans le premier
En effet, en vertu du n" ISi, les rapports négatifs C[ui figurent dans le premier membre de la relation (2) sont, en valeur absolue, rcspeeiivoment égaux aux rapports
Ait BÇ AC AC' AB' BC' dont le produit est égal à i.
On verrait de mâme que les bissectrices des suppléments de deux angles et la bissectrice dit troisième angle passent par un même point.
3° Dans tout triangle ABC, les vois /latilciirsXa.'Bù, Ce, passent par 117/ miSme point.
En effet, les triangles somblaljles BAi, CAc donnent
3ï4 UÉOMÉTRIE TLANE.
et l'on a de même
d'oii l'on voit, en niiiltipliaiit membre à membre, que le produit
bX cB
1 valeur absolue, égal & i. D'ailleurs, chacun do ci
trois rapports est négatif; donc leur produit est égal à — i.
313. Si par les sommets d'un triangle ABC on mène trois droites quelconques rencontrant respectivement les côtés opposés en n, b, c, on a ta relation (fg. 2o5)
-ïB bÇ cX _ sincAB sinéBC: sincCA ^^ aC' bk' cB ^ sin«AC'siiiiBA'sincCB'
Ec effet, les triangles f/AB et nCA donnent (30")
oW _ BA nC CA
sinBAf/ ~ sinA./B' sinCA« " iiiiAaC
d'où, C" divisant membre à membre,
rtB_ AB sin^AB.
(7C~ AG sinaAC'
et il suffit de ti'ansporter cette valeur et !os valeurs analogues de -j-v i
-^ dans le premier membre de |3) pour tomber sur le second mombre.
De ce lemme et des théorèmes de Ménélaus et do Jean de Céva, l'ésulienl immédiatement les propositions suiiantes :
i" Si par les trois sommets d'un triangle ABC nn mène trais droites rencii'itrnnt les eâiés opposés aux trois points a, b, c situés en ligne droite, on a la relation
sinfîAB sinÈBC sincHA^ sinaAC'siftiBà'iincCU "" '*
a° Quand trois droites issues des sommets d'un triangle ABC passent par un même pfînt 0, on a
sinOAB sinOBG sinOCA ^_ sinOAC'siiiUBA'iinUCB" ''
■ LES FIGURES SEllEt
31i. On appelle qaa II jl \ ( i mée par !e sysIÈme de quatre droites ou. e d t es te I G f mé n proloiigediit jusqu'à leurs points ds t E t F I 6 é ppo é d'un quadrilatère ordinaire ABCD U i d l tè pi t ABCDEt' [fg. 206) a sis sommets et trois d les 1 t t lôs p nts d'intersectîonA, B, G, D, E, 1', d q t d dé t les diagonales sonl les droites AC, BD EF q j t ! t pi de sommets
I pi t d 1 U des transver-
sales, deux propriétés f d I d j d 1 i lot.
THÉORÈME
33 5. Darif tout quadrilntèie ooviplct, chaque diagonale est dU'isée Itnrmonîijiiemeni par les deux aiurcs (Pappus, Math, coll., lib. ill, propositio lag).
Soit, par exemple, la diagonale EF qui est coupée en P et en Q par les
diagonales ACetBl'^y(g.aoo;illsal;u^J^; prouver la relation (180; 303 j
' ' PF' QF^
11 atifllt, pour cela, de diviser membre à membre les deux égalités
QE DF M_ t 1!5 DF BA QF*DA*UE ' I'f'da'be"" ''
dont fa première s'obtient en appliquant le théorème de MénélaDs au triangle AEF coupé par la transversale BD, et dont la seconde résulte de l'application du théorème do Céva au même triangle AEF et aux trois droites CA, CE, CF.
Corollaire.
316. Co Ihéorème fournit un moyen 1res simpie pour construire, avec la l'Ègle seule, le conjugué liai'monique Q d'un point P par rapport à une droite £F. On mène par ? une droile quelconque PCA; en joignant deux points A et C pris à volonté sur cette droite ouï points E et F, an obtient un quadrilatère complet dont la diagonale BD va couper W au point demandé Q.
THÉOIiÈîiE.
337. Dans tout quatlrilatère complet, las milieux des trois dingonnles tant en ligne droite .
En effet, soient {fig. 20 7) ABGDEF un quadrilatère complet, et L, JI, K, les milieux des diagonales AC, BD, El'. Les milieux G, H, K des côtés du
triangle BCE sont les sommets d'un nouveau triangle dont le? côtés passent l'espectivemcnt par L, M, N, et tout revient à démontrer (310) l'égalité
MG LK NH_
Or l'exactitude de cette relation résulte de ce que les six longueurs qui composent son premier membre sont respectivement ies moiliiSs des segments que la transversale ADF détermine sur les côtés du triangle BGE.
ni. — Rapport anharmoniqiie de quatre points.
318. On appelle rapport ankarmonique de quatre points A, B, C, D. situés en ligne droite, !e quotientdes rapports des distances de deux quelconques de ces points aux deux autres. Tels sont, par exemple {_fig. 10'i ■. Ig; quotients
CA . DA DA , iU
Cli ' un' DC ■ BC'""'
qu'j nous dési^norons rDspectivcmont par (AECD). (ACDlî),
îl importe de se familiariser avec cette notation. En a|3pclant premier imint cgIwî qui répond à !a première lettre à gauclio dans !a parentiièsc, deuj-icme />o/iii celtii qui répond à îa seconde lettre à gauche, etc. , on pic i i lo'.ij mi-s le rapport des distances du troisième point au premier et nu (!ci!^iiiiii\ et on le divisa par ie rapport des distances du quatrième piiiU aiT premier et au deusième.
T.ùi= |ii;iiils A, B, C, élant donnés d'une manière quelconque sur une (ii'oJlt iiKléQnie, on peut déterminer sar cette droite wn quatrième point D Ici, que le rapport anliarmoniquo des qualro points A, B, C, D, cil tmo valoir donn.'s; >. on ^laiiQi'iii' el en signe. Cnr îa roialiou
C.\ , HA _ - îi-\ _ J. II
Cil ■ Dii "" '■■ "" Diî^ y'Cii'
dont li? second membre est eniièrcment connu, détermine (303) le point D. Tonlelois, pour que ea point D soit distinct des trois premiers, ii faut que ï n'ait aucune des trois ^Tileurso,'» ou -f- 1. En efTet, si 1 était nul, on aurait, en ïertu de la relation précétiente, DE= o, et D coïnciderait avec B;siX était infini, on aurait DA = o, et D coïnciderait avec A; enlîn, si 1 était
égal à -4- 1, on aurait j^- = -^ , et D coïnciderait avec C. Ainsi, le rnp-
/>ori imharimimqKC de quatre jmnls distincts peut nooir une valeur quelconque, p'r-iltîvi: ou iii'^ulu'r, L-xcepté les valeurs o, co et + i.
Le rapport anharnicnique dy qualro points ABCD n'c^t pas altéré lor.=i"|iri.iu l'cliançe entre cn^; djnx do eos points, pourvu qu'en môme tenip; on échange cn!ro eus 'i.'.- doux aiitros. Ainsi l'on a
AC BG (CDAB) = --:^ =
CA.DIi
ACJJJ) AD.BC'
Avec les quatre mêmes points A, B, C, D; on peut former vingt-quatre rapports an!iarmoniques,dont six seulement sont distincts. Lorsque, dans un théorème, nous parlerons du rapport anliarraunique de quatre points, sans indiquer spécialement l'un de ces rapports, il faudra entendre que le tiiéorÈme s'applique indifféremment à l'un quelconque d'entre eux.
319. On donne le nom dafaisucaii à un système quelconque {J/g. 208) de droites OM, ON, OP, OQ, issues d'un même point 0. Le point 0 est
aiS GÉOIIÉTRIE PL.VKE.
dit le cenire du faisceau, dont les droites OM, ON, OP, OQ, sont appelws les rayons.
THÉORÈME
320. Lorsqu'un fnisrenu de tjUfitrc chvîtes OSJ, ON, OP, OQ, at coupé par tJciiz ti'aiiii'tTsales L el L', le rnppori aiiharmonique des '[luitrr points A, B, C, D, délcnninés sur la pranièie trtinsversuli:, est égid au nippait iiriharmoiiiijue des quatre pnuits A', B', C, D', déterminés sur la secomleiJïg.^8).
Nous allons démontrer, par exemple, l'égalité (ABCD) = (A'ii'G'D'), Les rapports p^ -, ^r^ > ayant le même signe ainsi que les ra]!poi'ti
rr ' îviï'' '' ^^ ^^™ ^^ même pour les qugtionts ou rapports an ha r-
CA DA C'A' D'A' ., , . ., , „* i-,- i raomques nj • 077! r7]7 ^ Q^n ' '^^ '' ''^^''^ ^ démontrer légalité desvE-
ieur= absolues de ces diiiULf \-\\ fori
Or PII menant par le point li la parallèle B-/^ à OA, or tr;ai]--!o3 seiiibljLles CAO et CB7, DAO et DB J, les proportioi
C\ __ OA DA _ OA CÏÏ~-(li" iili""' Su'
qui, divisées membre à membre, ilonnenL
'ÎB
El) menant par B' la parallfelo ^i'i à OA, on obtiendrait de
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L'égalité inDnifeate lies seconds membres des deax relations qui précèdent prouve l'égalité de leurs premiers membres.
On peut considérer la figura reotiligne A' B' CD' comme la pcispcctioe oa projection cnncotirante de la figure rectiligne ABCD, cette projection étant faite du centre 0 et suivant les rayons projetants OA, OB, OC, OD. De là, cet autre énoncé Fort commode du théorème qui nous occupe ; te nipport anharinoniqiie de quatre pninls en ligne droite est projectif. Si !e centre 0 est à rinfmi, (es rayons OA, OB, OC, OD, sont parallèles, et le tliéorôme subsiste.
Voici de ce théorème fondamental une démonstration un peu riiirérento qui a l'avantage de fournir une expression trigonoméLrique utile de la valeur du rapport anharnioniqiiL'
_C A_ ^ AQ CB _
sinAOG siuOCA' sinBOG~
on obtiendra Ue même
OA sinCOA.
" OB sinCOB'
" uli sinRili'
CA . DA _ smCOA . sinDOA CB ■ bij ~ sinCOiJ ■ sinDuU'
Le rapport anharmonique qui figure dans le premier membre ne dépend donc que des angles du faisceau et nullement de ht position de la trans' versale L; il a donc la même valeur pour la transversale L'.
321 . On nomme rapports anharmo/iiques d 'un faisceau de quatre droites les rapports anharmoniques des quatre points déterminés par ce faisceau sur une transversale quelconque. Ainiii, (ABCD), (ACDB), . . . ( 318) sont des rapports anharmoniques du faisceau forn^ par les droites OM, ON, OP, OQ {fg. 2o8). On désigne ces rapports anharmoniques du feiisceau par la notation (O.ABCD), (O.ACDB)
230 GfiOllÛTIilE PLANE.
Il résulle d'ailleurs du n" 318 que le rapport nnharmoiiique d'un faisceau ne change pas de valeur lorsqu'on échange doux rayons quelconques, pourvu qu'on échange en même temps les deux autres ; de sorte qu'on a, par exemple, (O.ABCD) = (O.CDAB).
Il résulte de la seconde démonstration donnée au numéro précédent que le rapport enharmonique (O.ABCD) du faisceau a pour expression
sinCOA , sinTlOA sInCÔB ' siiïFOB*
Il est évident, d'après cela, que deut faiiceju\ qui ont rcppcium uit les mêmes angles ont les mêmes rapporta anharmoniques Voici deH\ exemples importants de fai'-ceaux de cette nature
i" Si l'on joint un point ijnekoiiquc 0 d'une arconferenci a qttatie points fixes A, B, C, D de cette circo?ifeience, le > apport anbarmomque du, faisceau ainsi obtenu i.\t com/nnt, cjurllaquc mit la posihvi du priinl 0 sur In circonférence. I! résulte, en elfet, des propriétés des angles inscrits que le point 0 se déplaçant, et les points A, B, C, D, restant fixes sur la drconférencB, le faisceau conserve les mêmes ongles. Ce rapport constant est ce qu'on appelle le rapport anhnrinoniqtie des quatre points A, B, C, D, du cercle.
a" Si l'on joint le cciitre d'un cercle aux points où quatre tangentcsfijies sont coupées par une cinquième tangente, le rapport anharino?tiijuc du faisceau ainsi ohtenu est constant, quelle que soit la cinquième tangente. En effet, l'angle sous lequel on voit du centre la portion d'nne tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est évidemment égal à ta moitié de l'angle des deux rayons qui aboutissent aux pointsde contact de ces tangentes fixes. Cet angle esc donc constant, et par suite le faisœau considéré conserve les mêmes angles, quelle que soit la position de la cinquième tangente.
On voit par là que le rapport anharmonique des points suivant lesquels une tangente mobile est coupée par quatre tangentes fixes est constant. Ce rapport est ce qu'on appelle le rapport anharmonique des quatre tan-
Le lapport anharmonique di. quatre tangentes à un cercle est égal au lapport anhnimomque des quatre points de contact; car le faisceau partant du centre du cercle, et aboutissant aux points d'intersection de ces quatre tangentes avec une cinquième, a ses rayons respectivement perpendiculaires à ceux du faisceau partant du point de contact de la cinquième tangente et aboutissant aux points de contact de quatre tangentes conaiileiiee= ( lu 71 )
TUEOliÈiiE.
322. Qaiimi deux Jii ijaatrc droites OA, OB, OC, OD, ce O'A', O'B', O'C, O'D', oui un mp- ITort miharmomque égal et un itiyoït homolngue commun 00', les trois points 6, 7, 5, d'inieiseclion des aulivs rtijoiis hamologiiùs pris tleitx à dciis:, sont en ligne droite t fig. aog).
T[1È0IIÈME.
33i, Qiiiinil deux- figures rcnilignes de i/iuitre points A, B, G, D, et A', B', C, D', ont un rapport tin- Itarmoni'jue égal et un point luimologue commun A , las trois divites BB', CC', DD', qui joignent les autres points homologues pris deux à dvu3:,roncouri:nten un même point 0 'A^.aio).
îEn eiïct, désignons respectivement par «, S , S', les points où la droile fy rencontre 00', OD, O'D'; on aura, d'après l'hypollièse (320),
Donc 0 et u' coïncident (31S), et les trois poinls p, y, 3, sont en ligno droite,
Corollaire.
323. Lorsque deux faisceau-r, de quativ d'-oilcs correspondantes ont un rapport anharmoniqiie égal, les autres rapports anharmoniijues sont égaux de part et d'autre.
En effet, en plaçant les deux faisceaux da façon que deux rayons ho-
ologuessMSDt urUmèmedroite, 1 al lé de 1 un d s rapports anhar-
on [ es ei ge a \ ib les autres rayon 1 omoloB''6 se coupent sur
En effet, soit 0 le point de concours de Bli' et de CC, et désiijnons |iar 3 le point où OD' rencontre la droite ABC; on aura (32 i))
(A'BT,'D') = (ABC-J).
liais on a, par liypotlièse, (A'B'C'D')- (ABCD);
ABC'Î) = (ABCD
Par suite (318) S coïncide avec D, et ladroileDD'passepar le point 0- ConOLLjViRi::.
323. Lorsque deu.r: Jîgitras rcctilignes de quatre points correspond dants ont un rapport an/iarinonique égal, lA autres rapports anliarmoniques sont égaaxde part et<r autre.
En effet, en plaçant les deux droites qui portent les deux figures de manière que deux points homologues coïncident, l'égalité de l'un des rupporls harmoniques exigera que les deux ligures soient la per-
specLivB l'une de IVutie, et, dès !ors (320), tout rapport anharmonique de l'une sera égal au rapport anliarmonique analogue de l'uutre
une même droite, el alors les deux faiaceain auront bien tous leurs rapports anharmo niques égaiis, puisque ces rapports ne sont autres [320 que cous des qualre points déterminés par les deux faisceaux sur une transversale communs,
TKIAHCLESIIOHOLOGIQOES. — lll;SAGO^T. DE PASCAL. Le Traité de Gdomélria mpérieiire de M. Cliaslos montre tout is parti qu'on peut tirer do la théorie si simple du rapport anliarmonique. L'emploi des théorèmes qui précèdent (320, 322, 321) a une grande importance, comme on le verra surtout lorsque nous traiterons dt) l'Iiomo^ graphie et de i'involution. Nous nous horoerous ici à quelques exemples; nous rencontrerons d'ailleurs d'autres applications dans le courant niÈme de cet appendice.
Quand deux triangles ABC
deux: à deux sur trois droites OA' A , OB'IÎ, OC'C, coni.ourant en un nwnic point 0 , leurs côtés se reninntrent deux h deux [BC et B'C, AC et A'C, AB et A'B')
droUe [Jïg. 2Jl).
•■Vil. Qiiiinddeitx triangles ABC, A'B'C, sont tels, que leurs côtes se coupent deu.c h deux (BC et B'C, i j AC et A'C, AB et A'B') en trois ■ \ points y.Jf, y, situés en ligne dnitu, , \ leurs sommets sont situés deux à i I deux sur trws droites OA! A, OB' B-, : i OC'C, concourant en un même I point Oyig.^ll).
En elTeL, désignons par D et D' I En effet, soitl l'intersection de la
les points où la droite OC'C reii- droite KË7 et de CC; on aura (320 , contre respectivement les côtés Ali
et A'B'. Le faisceau des quatre (C^'/ip) =^ (Csyl^).
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clroi(usOv,OB,OA, oc, étant coupé pai' les deux t.ransvecsales ÂB et A'B', ori a (320)
(7BAD) = (ïB'A'D'), et iKir suite (32H)
(C'/BAD) = lC'.7B'A'D').
Or, ces deux faisceaux ont un rayon liomologue commun DD'; donc les points de concours 7 , k, p, dej trois autres couples de rayons homologues (322) sont en ligne droile.
Ces dSHï l\ii
Donc, en coupant le pri^raier faisceau par Aii et le second par A'B', et en appelant D et D' les points où ces droite? coupent CC, on aura (323)
(B7DÂ) = (B'7D'A'). Or, ces deux figures rectilignes ont un point homologue commun 7; donc les droites BB', DD', AA', qui joignent les autres points homolo-
i gués deux il deux, concourent (32i)
; en un même point 0.
Besargues, gùomètre du xvn' siècle,
ont été l'cpris paz' Poiicelol (Traita des P/vpriètés pivjectives), qui en s fait la base de sa 'l'héorie des figures Iwmologiques. Les deux triangles ABC, A'B'C, qui satisfont aux conditions précédentes, sont dits hminih- D-/ç«Wj- le pointOetladroileaf 7 sont appelés le ce«i/-eeï;'ti'xcJ7wHfi/')^i^. ■Si^.IinnHoathexaffmekSniW Z^Q.X>aristouc/ieJ:agoneA^mF inscrit à une circonférence , les circonscrit h un cercle, les trois diapoints de concours L,tit,'ti, des trois gonales AD, BE, CF, qui unissent couples de côtés opposés AB et DE, les sommets opposés, se coupent en BCwEF, Cùet kV,sont en ligw- un même point 0 (/^.aiS). droite [Jîg.m).
Fis. îia. Fis. :ii3.
Bt, on a (321, 1°) (A.BFED)={C.BFED).
EneffeljSoientlet Mlespointsoù le calé AB rencontre FE et DE, et L et N les points où CD rencontre AF ei
âtOMËI'H[E E'LAtSK.
Par Euito (320), en coupant le premier Taisceau par la droite DE, le second iwr la droite FE, et nommant G riaterseetion dp AF et de DE, Il'intcrsection (le EF et de CD, on aura
(LGED) = (MFEi).
Or, ces deus figures reclilignes ont un point fiomologua commun E; donc (39i) les droites LM, GF, DI, qui joignent les autres points homologues deux à deux , se coupent en n IDE ne po n N L o s po nts
L A N ou
FE; on aura (031 , a"), on considérant lesdeuï tâtésnoncontignsAU et Crt coupés par les quali-e autres,
(BAIM) = (CLKD).
Par siiiio,
(E.BAIM) = (F. CLKD).
Or, ces deux faisceaux ont un rayon homologue commun IN; donc (322 ) les poinis de c-oneours 0, A, D, des trois auti-es coupleà EB et FC, ËA et PL, iïM et FD, de rayons homologues, sont eu Ii<,n)t> droite. Les
OIS d 0 es ÂD BC Cl' ssen don un même p n
C ■ne d L n h n
9d premiers, il s'agit de /ioùns eu ligne droite, et dans les seconds de droites tjid ciinciHir-eiu en an même point. On distinguo en eifet, dans la science de l'étendue, deus genres de propositions , les unes se rapporfant à des points, ies auti'es à dos droites, et se correspondant en vertu de ce qu'on a nommé le principe de dualité. Un des grands avantages du rapport anharmonique est de se prêter indifféremment à ces deux genres de propositions corrélertieen, et d'en fournir des démonstrations directes et corrélatives à leur tour. On peut voir, en effet, que, dans les propositions que nous avons placées en r^ard l'une de l'autre, on pusse de l'énoncé et de la démonstration de l'une à l'énoncé et à la démonstration de l'autre, en substituant certiiins faisceaux de droites coiicouranfesà CErLi.iiies Si-rios rectilignes de quatre points, et réciproquement.
Le lliéorènie fondamental du n° 320 était comm des anciens; il se trouve dans les CoUectiom mcukéinati<ju,es de Pappus, qui vivait à Alexandrie à la Un du iv" siècle, o Aucune autre proposition, dit M. Chasies dans la préface du Traité de Géométrie sapérieare, ne me paraît aussi propre à servir de lien entre les diverses parties d'une figure dont on veut déciiuTir ou démontrer les propriétés. La proposition la jilus fréquemment employée est celle de la proportionnalilé entre les côtés des
triangles somblables; mais ces tritaigles ii'csislenl jias en §6néral dans les données de la ques tion, et il faut cherutier à les former par des lignes auxiliaires, tandis que les rapports anharmoniques s'aperçoivea! presque to njours dans la figure mSnie ou |iBuvent s'y former aisément. »
On se convaincra de la vérilé do ces assertions en comparant la démonstration que nous venons de donner (328) du théorème de Pascal à celle qui résulterait, ])or exemple, de l'emploi de la théorie des traïuversales.
Pour démontrer par les transversales le théorème de Pascal, on considère le triangle formé par trois côlés non conséculifs de l'hexagone inscrit. Ce triangle est ûoii|)6 par chacun dos trois autres eàtes, et, en appliquant successivement h c!:aciine de ces transversales le tliéorèrao du n" 3i0, on obtient trois relations dont le produit, membre à membre, se réduit à une nouvelle égalité de môme forme entre les segments que déterminent, sur les côtés du même triangle, les points de concours des côtés opposés de l'hexagone, La réciproque établie au n"3i0prouYe alors que ces trois points de concours sont en ligne droite. On voit combien cette démonstration, que le lecteur rétablira sans peine d'après cette analyse, le cède pour !a simplicité à celle du n" 328.
DIVISIONS ET FAISCEAUX HARMONIQUES
:i:'A. Nous avons monti-é au n" -179 que, A et B étant deux points pris sur une droite iiidéQnie X'X {J!g. 214), il existe sur cette droite
riauï points C et D, situés l'un sur A8, l'autre en dehors, et tels que los rapports
en valeur absolue; les deux rapports étant d'ailleurs (303) jgatif, le second positif, on a
CD ■"- DU i:b ■ l)B
Celte relation, que l'on nomme proportion liarmotnquc , pouvant être mise 8005 la l'orme
AU ■ BD
II, et DE C. — Tr. de Géom. (1" Partie). l5
226 liÉOAIÉTlUE PL.VNK.
on voit que, si deux points C e( D divisent kwmoniquemeiit ima droite
Ali, les points A et B dïvhent à laiir tour harmoiliquement la droite CD. 'Q% II est soai"oiil eommode dis rapporter à uiio mémo origine 0 les
segments qui figurent dans la proportion harmonique : il sid'fit, pour
cela, de remplacer co-i segments par leurs valeurs
CA --OA — OC, CB -^OB -OC, DA^OA-OD, OB -Oi: — OD;
'in obtient ainsi la relation goncralc
a(OA.OB -+- OC.OD) rr^ (OA -H OB)(OC -+- OD),
liiïi UevienL
suivant qu'on plaeo l'origine 0 au point A ou au milieu î de AB.
Voiei quelque? conséquences de la deniicre formule
!" (Juand doux points C et D divistiit lianna:iii]uemcnt une druil!? Alt, ils sont situés d'un mémo côte du milieu I de cette droite (HO);
i" Le conjugué du milieu do AIî est à rinfmi. cl iDv.->:-scment le coiijugné de r--c est le milieu do Ali, on îorte que deiLs p^'iuiv iiuakonqitc-:, le milieu de la droite qui les joint et !e point à l'infini sur cette droite, forment une division harmonique.
y Lorsque le facteur IC augmenta, lo facteur ID diuiinue, A et B l'cstîuit fixes. Dès lors, si C et D' sont deux nouveaux points conjugués îiarmontques par rapport à A et à B, et situés comme C et D à droite (îo 1, les segments CD et CD' seront compris l'un dans l'autre. Ils seraient extérieurs l'un à l'autre si G' Bt D' étaient à gauche de I. Donc, qitand detix segments CD, CD', sont coiijiigaêt harmoniques par rapj)ort à tin troitiéme AB, ils sont compris l'un dans l'autre, ou ils n'ont luiciuie partie commune. Et, par suite, lorsque deu.c segments empiè' tent en partie l'un sur l'autre, on ne peut pis détermint-r deux points qui les dirisenl l'un et l'autre harmoniquenwnt.
C'est rexpression
ijui figure (3lil) au premier membre de la proportion liarmonique (i). D'après cola(318), quatre points A, B, C, D, en ligne droite forment un système harmonique lorsque leur rapport anharmonique est égal à — i . 333. Quand on &n points A,, Aj, ..., A„, en ligne droite, si, après avoir choisi arbitrairement un point 0 de cette droite pour origine, on détermine sur !a même ligne un point JM tel qu'on ait, eu grandeur cl
l'IGllRl;^ SIÎ>!ULAliI.i;>
i "■" OA, '■■ OAs ^ ■■■ '' 0À
iu scgmuiit Oil reçûil, d'après le géomètre anglais Maeiaurin ( De tiaeai-iim curvarwii propristiiUbiis, Ote., ijSo), le nom (lo moyeuna liai'mniiiqui! dc3 segments OAi, OA,, . . , , 0A„.
l'oncelet a, depuis, appelé \o poinl M ca/itivt liet mnj-eii/ief /larmom^iiat des points Al, A., ...,A„. par rapporta ronginoO(/'w/Mi(fcC/'e//e, t. IJf).
D'après cela, on peut iJire i.-'iSî) qw
Dans tout sjutéiile harin'ii'.i'.jila ila qualm point-!, la dhlmlco de i'un des points à son conjugiid e.'C la in'tycimo harmiiitifjue de la di^lancu du même point ai'.!: Je'.;j.' aiif.rt:< :
Daiif foi/l .tij/àiiia //aniion.'qiis de qiudre points, im point est, pat nippoft à -ton conjii-^uc', le centre des moyenne.'/ Iiammnifjues des den.t:
337. Oa appelle /«(>cea!i harmonique toiiL l'aisceau de quatre droites OA, OB, OC, 01), deut le rapport anharmo nique {O.ABCD) est égal à — I, c'est-i-dire (321) tout laisceaii qui détermine sur une tranavei-sale i;iieleoii([ue un système de quatre points harmoniques {fig. atS). On dit idors que les rayons OC et OD sont aanjugués harmoniques par rapport aux rayons OA et OB, ou qu'ils divisent harmanlqiiement l'angle AOB ; et, do inÈme que les rayons OActOB sont ci-ijugués harmoniques par ra|>port au\ /Vîf'wr ÙCetODoufiuils dit'itent harmoniquemant l'<ingleCO\).
Il est clair, d après eo qui précède, que si, ptir un point C pris d'une manière qiielcom/ue dans le phin d'un ongle AOB, on mène dii'erses sécantes telles que ACB, en prenant sur chaque sécante le point D conjugué harmonique du point C par rapport ait segment AB intercepté entre les côtés de l'angle, le lieu du point Usera le rayon OD conjugué harmonique de OC par rapport à l'angle AOB. Ainsi , pendant que la sécanle tourne autour du point C, lo conjugué Dde ce point fixe décrit une droite fiseOD, On donne à )a droite OD le nom de /mlaire du point C par rappvn à l'angle AOli, et au point C le nom de pôle de la droite OD par rapport au même angle ÂOB.
Sleiner a déduit de ce principe une démonstration très-élégante de la propriété fondamentale (313) du quadrilatère complet. Reportons- nous à ia^g-. ao6. Soient P' le conjugué harmonique de P par rapport à EF, et R' le conjugué harmonique de R par rapporta BD ; P' et R' devront appartenir l'un et l'aulreà la droite conjuguée harmonique de AC par rapport à l'angle EAF et, aussi, à îa droite conjuguée harmonique de AC par rapport à l'angle ECF. Les deux points P' et R' coïncident donc et ne diflè-
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reot pas de l'intersection Q de BD et de EF; les systèmes EPFQ, BRDQ, Bont par smte harmoniques ; et l'on démontrBrait d'tine manière analogue qu'il en est de mfime du système AECP.
On voit en outre qiie, si par un poi/ii. Q, pris dimsle plan il'im angle EAF, o« mené i/cii.t transversales QDB, QFE, /e lisii du poînl d'ititerscclion C <lfs limites BF, ED, est la puliiire du point Q par rapport h l'angle EAF; de là résulte un moyen fort simple de construire, avec la règle seule, la polaire d'un point par rapport à un angle,
THÉORÈME
338, Bans un faisceau harmaniqae OA, OB, OC, OD, toute transversale A'B'C'D', parallèti: h l'un des rayons OD, est coupée par les trois autres rayons eu deux parties égales {Jrg. ii5).
En effel, dans la système harmonique A'B'C'D', le point D'étaRtà l'infini, puisque A'D' est parallèle à OD, son conjugué C doit être au milieu du segment A'B' (333).
Réciproquement, un faisceau de quatre droites OA, 08, OC, OD, est harmonique si une parallèle A'B'C'D' A l'un des rayons est divisée en deux parties égales par les trois autres.
En elfet, le point C étant le milieu du segment A'B', ce segment est divisé harmoniquement par le point C et par le point D' situé à l'inflni sur A'B', c'est-à-dire par le point C et parie point d'intersection de A'B' ot deOD. Le faisceau divisant harmoniquement la transversale particulière A'B'C'D' divise harmoniquement toute autre transversale ACBD (320), et par suite est un faisceau harmonique.
ConOLlAIBËS. 33!>. Lorsque, dans un faisceau barimmirjue, deux rayons conjugué.'' OC et OD sont rectangulaires, ces rayons .vont les bissectrices des deuxangles supplémentaires, formés par les deu.z autres rayons OA et OB; car une Iransveraale A'C'B', perpendiculaire à OC, étant alors parallèle à OD,
LIVRfi III. — LES MGUlinS SEJIlILABI.l^S. aiiÇJ
on a A'C'=C'iï'; par suite, les triangles vecl.aiigles OC A', OC'B', soal (jgaux, et OC est la bissecti-Jce de l'angle AOB.
La piopositioE réciproque: Un angle quelconque AOB at divisé hwmoniquement par sa bissectrice OC et cette OD de son supplément, résullerait pareillement du a"33S. Elle a d'ailleurs été démontrée directement
THÈOUÈME.
3i0. Si, par un pr.ini 0 pris d<im te plan d'un cercle C, on mène une séctintB quelcnnijue OFE , et ijiiùn détermine te conjugué Iwrmaniqiie I du point Opar rappoi'! h HF, te tien géométrique du point I, lorsque la sécante tourne autour du point G, est une ligne droite perpendiculaire au diamètre AU '/"' passe par le poii2t 0 [fig, ai6 et 217).
En cIleL, soiL 11 Is conjugué iiarmoniiiuc do 0 par rai'.piji'l u AB; .-i Ion joignait EA et EB, le faisceau (EA, EH, Elî, EO) sérail Imrmoniquu et, comme EA et EB sont rectangulaires, Kit serait la bissectrice du l'angle HEF (339). Mais dès lors les arcs BF et BF' étant égaux, la droite HO est la bissectrice de l'angle FHE', et, par suite, la perpendiculaire HZ est bissectrice de l'angle supplémentaire FHL. Or, dans tout triangle HEF, la base EF est divisée harmoniquemont par les bissectrices HZ et HO de l'angle au sommet cl de son supplément. Donc, \a poiut I est situé sur la perpendiculaire HZ au diamètre Aï!.
341. On dit que te point 0 est le ixJle de la droite HZ, et que la droite HZ eàt [apolaire du point 0 par rapport au cercle C. Le diamètre AB qui passe par le j^éle étant divisé liai'monii.iu9mcnt par
le pûlo 0 et ie pied li de la polaire, ou u (332) en grandeur et en signa la relatiûfi
dans laquelle B désigne le rayon du cercle C. Donc k- rayon da ccirle est moyen proportionnel entre las distances dit ceiit/v au pôle et h la
De celle relation, ou bien de ce qui a été dit au n° 33;i sur les positions relatives des deux points qui divisent liarinoniquement lin segment donné, résultent les propriétés suivantes :
1° Le pôle et la polaire sont situés d'un même côté du contre C; la polaire est extérieure au cercle si le pâle est intérieur; eîle coupe le cercle si le pôle est ejctérieur. Dans ce damier cas, Iti jxilaire coïncide ai-ec la corda de contact MN des tangentes issues dit pâle 0 ( fig. 516); car, lorsque E et F se confondent en M, le point I, qui est toujours compris entre eus, vient aussi 011 M, de sor(e que ce point de contact appartieut au lieu de? pointa I, c'osi-à-dire h la polaire du point 0.
2° La polaire du centre est à l'infini, et la polaire d'un point qui s'est éloigné indéfiniment dans une direction ilinnée vsl le diamètre perpendiculaire à celle direction. — InversBmeiiS, le pâle d'une droile située à l'infini est au centre, et le pôle d'un diamètre est à riiifini sur la perpendiculaire à ce diamètre,
3' La polaire d'un />oint du cercle est la tangente en ce point; et, inverseraent, le polo d'une tangente est son point de contact.
THÉORÈME
Za. Les polaires de tous les points d'une droite passent par le pôle de cette droite; et, inversement, les pôles de toutes lesdi-oites ejui passent par un i?oint sont situés sur la polaire de ce point [Jîg. ai8].
Bn efTet, soient X¥ une droite quelconque, I son pôle par rapport au cercle C, et 0 l'un quelconque de ses points- Si l'on abaisse du point I ta
uvRi; m. — i.iis FiGunES semblables, 'i-i^
parpendii^olaire îli sur CO, on aura {-190), à cause des droites antipara)lÈles IH, 00',
cn.co=.--a.co',
e: p:ir suite
Donc !a droile IH est ia polaire du point 0. Il résulte do là : i° que la polaire IH d'un point quelconque 0 de la droite XY passe par le pôle 1 de cette droite; a" que le pôlel d'une droile quelconque XY passant par un point 0 est située sur la polaire lil de ce poinl.
COBOLLAIIIE.
343. Toute droite a pour pôle V intersection des potaires de deux: de ses points. Tout point a pour polaire ht droite qnijnint lus pôles de deiui: droites menées pnr ce point,
THÉORÈME
3-14. Si, pfir un point 0 pris dans le plan d'un cercle, on mène deux transvej'sales OAB, OÂ'Ii', iju'on tire les droites AA', BB', qui se cou/jent en M, et les diviles AB', BA', gui se coupent en N, le lieu géomélrlijue des points M Ci N, lorsqu'on fait varier les sécimtes OAB, 0 A'B', est la jiolaire du point 0 [fig- ajg et aao).
ne.;
En effet, si Ton tire 61N et si l'on nomme I et V les points ofi cette dïoite coiipe AB et A'B', on voit, en considérant le quadrilatère complet
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MB'NA'BA, que les syslèmi's OA'i'B', OAIC, sont liurmoniqiica {Z\3), et par suite les points M et N sont sur la polaire 11' du point 0. CoaûLLAiiiËS.
3t3. Ce Ihéorème offre un moyen simple de construire avec la rtglb seule la polaire HN d'un point 0 par rapport au cercle,
'àW. Dans le triangle MiNO, cliaque côté est évidemment la polaire du sommet opixisé. Donc, dans tout quadrilatèrt! inscrit à un cercle, te iminl d'intersection des diagonales et les i/oints de concours des côtés opposés forment un triangle dont chaque sommet est te pôle du celé opposé.
Si la transversale OAB tend vers OA'îi'. W droites AA', 1)D' dcvieunent les tangentes au cercle en A' et en B'. Donc, si, par un point 0 pris dans te plan d'un ccn-le, on mène une sécante OA'B' « les tangentes L'Y, "&! 7/ixp>inttA ((B au I tic coupe le eenti , le lieu ^c métrifjue du pot itd i. me'ui\ T ih <c In m! loi i^iu li Itans'ei ak tourne autoui du / int 0 i l l< / r
Par suite, ai 1 on mené de- tan nniLU du i-
<lrilalère insent ABB A , on fori i cr | |ii i
avoir été complLto, i |o ir diagoii I liii-Jutiiu le
MNO. Donc, dans tout ipiadi it li, l m i c a un cercle. Ils tiots diagonales forment un liianijlc dont cli iqiie sin met at le pôle du lotc opposé. Enfin, en iéuni=saat Lette deimero piopriété ti la jucmiere et en ayant égard au théorème du n*" 337, on arrive à cet énoncé général : Si l'on inscrit à un cercle un ijiirulrilalêre quelconque et ija'on lia
dapi-emier : i° les diagonales intérieures des deus: quadrilatères se coupent en lin même point et foraient un falweau harmonique ; ft" les troisièmes diagonales sont situées sur la moitié divilc, et leurs ejHréniités forment une .lérie de quatre points harmoniques ; 3" l' intersection de deux diagoiud^s quelconque.': est le pôle de l'une des trois aulrc'.
raûBLùMii:,
3i7. Étnnt dwmés dcu.i: point.' A et B sur une circonférence de canti-e 0, trouver .mr cette circonférence un point P Ici, ijue les di-oites Vk et PB déterminent sur an diamèli-e fij:e DD' les segments OM, ON, cga,u: entre e,ix[Jlg.->.ii).
Soit FIE la polaire du point T commun aux droites AB et DD', par riip port au cercle donné. Les quatre points T, B, 1, A, étant harmoniques, ie faisceau E.ÏBFA est harmonique; par suite, il en est de même (Fl2l } du fiiisceau P.L-.BI-W '.\\\{ a pour tcnire l'e\(rémité T du diamètre FO.
Siais l'angle inscrit FEP éUint di-oil, la droite DD' esl parallèle au rayon Pli lie ce faisceavT ; cetla droite est donc divisée en deux parties égales OU et ON par les trois autres rayons.
Ofi loit qu'il y a deux points qui satisfont à la q I wnis dianitlralement opposés auï points communs à la circonférence et
à la polaire du point T.
3iS, On polygone quelconque AECDE étant donné, si l'on prend, par rapport à un cercle quelconque 0 de son plan, les polaires A'B', ii'C, CD', D'E', E'A', de ses divers sommets, on obtient un second polygone A'Ii'C'D'E' dont les sommets A', B', C, D', E', sont les pôles des côtés EA, AE, BC, CD, DE, du premier. En effet, le sommet de l'angle C, par exeniple, a |iour polairii [W-i : l;i droite lîC <.[m joint les pôles i) et C dos deux câlts C'B', CD', de cfi ani;le. X.n^'i, ou peut considérer la second iolygone A' B'C D'E' comme obicau, s^jilen pronanl k-* polaires dos som- .nets du premier polygone, soit en prenant les pèles de ses cétés. Et inversement, si i'on cherchait les pôies des côlés ou les polaires des som- :nel,s de la seconde figure, on retomberait sur la première.
;s deux polygonessont dits /raimrt'ï rédproqiier. par rapport au cercle 0
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qui reçoit ie nom de cercle directcm-. Jch joiit, par expmiile, un polygone quelconque inscrit dans un cercle et le polygone circonscrit formé en menant des tangentes par les sommeta du polyaone inscrit {fg. aa.).
Considérons en second lieu une courbe queicontiuo AliC [Jig. saî). En prenant, par rapport à un cercle quelconkjue 0 situé dons son plan.
les pôles A', B',.-.. des diverses tanîonlo^MA. llli,..,, on obLient ui:e
nouvelle courbe A'ÎJ'C' dont les langonles N'A', ÏS'B' sont les polaires
des points A, B, . . . , de la première. En eiTet, le point d'interiiection des tangentes MA et WB a pour polnire (343) la corde A'L'; et lorsque B tend vers A, la corde A'B'etle point M, qui sont toujours polaire et pôle, tendent respectivement vers la tangente A'N' et vers le point A- Ainsi, on peut consid<!rer ia seconde courbe À'B'C comme obteone, soit en iirenaiit !ea pôles des tangentes, soit en prenimt les polaires des points do la première courbe ABC. Dans la seconde manière d'opérer, la courbe A'B'C est dr'fîiiie par ses tangentes successives dont on dit qu'elk est Ycm-i-loppn. Inversement, si l'on clierchoit les pùies de? lanircnie.^ ou les pyliiires des points de ia seconde figure, en rolomberait sur la iiremit'rc.
Ces deus courbes s'^nt dites po!ainfs n'ciprxjKcs par rapj-orl au cercle directeur 0. L<; mynn du cercle ilirecltur csl d'aillcur; (311) i!iojy:/i proportionnel entre les distances de son centre à un point quelconque de l'une des courbes et à la tangente correspondante de l'auti-e eourbK.kiaii, la polaire réciproque d'ua cercle concentrique au cercle directeur est un autre cercle concentrique, et le rayon du cercle directeur est moyen proportionnel entre les rayons des deux autres cercles. En particulier, le cercle direcleur est à lui-même sa polaire réciproque. Lorsque le cercle considéré n'est pas concentrlquo au cercle direcleur, sa polaire réciproque n'est plus un cercle, comme nous le montrerons plus t[ird.
LlVllË lil. — LES FIGURES SEJiar.AEr.K, 2o.l
3i9. Ceia posé, voici on quoi consiste la mâlliode cIl-b polaires réciproques :
Une figure queleonqHeéiantdonnée, si l'on forme sa polaire l'éciproqiie (lar rapport à un cercle directeur, on obtiendra une nouvelle Bgure corrélative de la première, c'est-à-dire telle que ses points et ses droites seront respectivement remplacés par des droites et des points. Ainsi, à «ne série rectiligne do points dans l'une des figures réj)ondra dans l'autre un faisceau de droites, et rédproqiiemt'nl ; h des points en ligne droiie sur une courbe, répondront autant de tangentes issues d'un môme point et menées à la courbe correspondante; le point d'intersection de plusieurs courbes sera remplaré par une Iniigentc commune aux courbes correspondantes, etc., Tuiile propriL-lé f/cscript/w. c'est-à-dire n'ayant rapport qu'à la situation de.T ligne::, indépendamment de toute condition do grandeur, conduira a une autre propriété de !a figure polaire réciproque que l'on pourra énoncer immédiatement d'après oe qui précède, et qui sera par là mémo démontrée. Il n'est pas même nécessaire de construire la figure; il suffit, pour passeï' d'un énoncé à l'autre, de changer les mots pnints et lignes en lignes et points.
C'est ainsi que l'un des doux théorèmes (32C, 327 } sur les triangles homologiques rcsilte de 1 autre que la piopnéle de l'hexagone cîicon hcnt, due Ji Brianchon, résulte du théorème de Piseai &ui 1 Le\ tgono m sent (328 329) etc Toute conséquence de lun de ces deu\ deiniei théorèmes doit iubSi toi! luire a une conSL luence coi i Lhtn e do 1 autre \oiciq iclpii, \ei jl
Du t.ti I ^ i t
m ce t t , n .o, .o, n c, I
lu In M nci. I r in ioi il
et d i cùle oppote, it l i points de concours des autres côt''^ non r n secatifi, sont tiois points en ligne
Dans loiU qaaili tlaiêre inscrit dans un eei'cli , si l'on menu des tan gentei pardi ux sommet adjacents, le point th concours de chacune dell aiec le côte pasmnt par II j oml dt. Cl ntact de i'auti t, et Ip point de concours ite-. deux imtics côten sont tr is ]>i>ints en li^ne
Dun tout iib l tcie imcrii dans un cercle, les pninli de con
oppo é U l
iLi autres , I
tont il OIS cb oites qui se coupent c it
Dans tout qiadnîatcic nrcnn sent a un cercli, si l on prend let points de contait de deux côtài iid jacLi ts et q i l on l'oigne h p int h contact di chaque côté ai et if nmm t de l uliecâte ttlesiicux
i droit is s
opp ses.
>ut quaditlatue cvxon srclCflLsdtux diagonale
i des langciitcs iiiciiét:- par la \ i-l ics i/raili'S '/ni Jiii/^'iir'nC /cv poinl,\ s opiMséSj et les poiiitt de de coiil/icl des i-àlès apposés, sont concours dus côtés opposés, sont qiintrc droites se coupant <m même quatre points en ligna droite. point.
Dans tout tiiangh inscrit ilans Bans tout tniingle circonscrit à un cercle, les points de concours de un ceirlc, les droites qui Joignent chaque celé aivc la tangente me- le point de contact de chaque côté née par le sommet opposé sont trois avec le sommet opposé se coupent points en ligne dmite. au même /miut.
Les tliéorèmes de la colonne de gauche sont des coroll;iires du tliôorème de Pascal ; ce Hiéorème, étant en eiret indépendant de In bngueiir des cdtéa de l'hexagone inscrit, subsisLe lorsque l'on remplace quelquesuns de ces côlcs par des langentes & la circonférence. Les tliéorèmes de la colonne de droiie résultent de ceuS i!e la colonne de gauulie, d'après la lliéorie îles polnives réciproques.
On iieut aussi consid;'rer les lliéorèmeà de la colonne de droite comme (les coi'ûllairos du ih^orème de Briaiichen. dans leiiuel on suppose certains angles éjaus à dcuN Jroils. et les lhtorèjii« île la coIuiiiil' de gauche comme résultant alers de ceux de la colonrif Je druiic. d'après la tliL'orie des polaires réciproques.
C'est surtout à propos des coniques qu'on pourra voir toute \a iéeondité de cette belle métliode des polaiies réciproques, due au générai l'oncelet. 'i'oulefois, il faut remarquer que cette théorie, si utile comme méthode d'invention, puisqu'elle permet, suivant k piquante expressioa de tiergonnu, de faire en quelque sorte de la Géométrie en partie double, a, comme to'.is les pvocédfe de transformation, l'inconvénient de laisser ignorer comment la proposition que l'on dCoouvre se rattache à une tliéavie, et comment on pourrait s'y prendre pour la démontrer direelement. a En général, comme le remarque Jl. Cliasles, il ne suffît pas qu'une proposition soit vraie pour qu'un puisse '■ii faire un usage utile eu ilalliémaiiques, il faut entore connaître toulPS ses dépendances avec les diverses propositions qui se raltaclieiU lui même B'.ijei. »
331.1. Nous terminerons cet aperçu par quelques mots sur la transforiiiation des propi'iétés métriques, c'est-à-dire des propriétés daus lesquelles on a égard non-seulement à la situation des lignes, mais encore à certaines relations numériques entre les angles ou les segments des diverses lignes de la ûgure.
D'aliorf], les propriétés métriques angulaires se transforment simplement par la Itiéorie des polaires réciproques, au moyen du principe suivant ;
L'angle de deux droites est égala l'angle des droites qui joignent leurs pôles au centre du cercle directeur, car ces deux anales ont les côtés respectivemeiiLperpi.'iidiculaires.
LIVHR m. — LES FiGuiiiis sEMBi.Aiii.ES. aj;
Comme exemple, transformons cette proposition si connue ; Dans i'>iii Irr'nngle ABC, les liniiteiiis ka, lît, Zc, se coupent au même point !.
Soient 0 le centre du cercle directeiir, et A'Ii'C le triangle polaire réciproque tie ABC, A' étant le pâle de DC, B' celui de CA et C celui de AB. Les trois hauteurs Aa, B/i, Ce, se coupant au même point I, leurs pâles H, ë, 7, doiventâiresurunememedroite, polairedel. Or, lepôleadeAi* doit =e trouver d'une part sur B'C polaire de A, et de l'autre sur la perpendieul.iire menée par 0 à la droite O.V, puisque, en verUi du principe énonce pius iiaut, l'angle hOA' doit eire droit comme l'angle ÂoB des polaires ka, BC, des points h et A'. On a donc ce lliéorôme :
& l'on ioiiit un p:iint fixe 0 pris arbflr/iin-nwnt ili'ns le plan d'un triangle A'B'C aux lims siinnif!'^ A', B', C, les pcrpendwidaircs menées par ce point 0 nux trois ilroltcs OA', OB', OC, ainsi ohte?iites, vont couper respaclii'cmcnt les cales opposes 1!'C', C'A', A'B', en ti-ois points a, ë, y,
331. Quant aus relations segmeiHnires, On en transforma nn assez grand nombre à l'aide des deu:<. principes suivanis ;
r Le rapport anliarmoiiiquc de quatre points situés en ligne droite dans une Jigiire est égal au rapport anharmonique dit faisceau des quatre diviles correspondantes de la figure polaire réciproque, car ce faisceau et celui qu'on obtient en joignant les quatre points au centre du cercle directeur ont respectivement leurs angles égaux, d'après le principe du n" 330.
2° Lf rapport %~ des distances de deux points qiie/conf/iics A c( B au
centre 0 du cercle diiccieiir est <-g-7l au rapport ^^ des distances de chacun de ces points à la polaire de l'autre [fig. 224). Ciir A'N étant la
polaire de A et B'M celle de B. menons AC perpendiculaire sur OB et BD perpendiculaire sur OA ; nous aurons, en désignant par R le rayon du cercle directeur,
R=^OA.OA'=OB.OB', d'où ^ = ^r,-
yGoosle
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M.iifl Bn oL AC ttant an ti parallèles par rapport à l'ani;le 0, on ■■.
OA.OD:--. OCOli. d'cù ^v-=y|^-; par suite,
OA oB'^t^ !;;bi AM
3i">"J. On (létluit, par esomple, bîan siuijilement du premior pnncipe que le l'apport imharnionique de quatre tangentes d'un cercle at égal iiii rapport o/i/uirmomr/iie des quatre /minls de contact. Nous nous bornerons h ceïte application ; mais ou sentira aisfimetit la portée de ce premier principe en remarquant qu'il sert à transformer io rapport jrr des
deux segments formés par trois points quelconques A, B, C, en ligne droite. En effet, l'introduction du point situé à l'infini sur cette droite permet da considérer ce rapport comme égal au rapport anharmonique (A, B, C, K> 1 ; si donc on désigne par A', B', C, les polaires clés points A, à, C, par 0' la polaire du pi.int à rimlni, et [-ar -j.. S, y, î, les points où une Irauiversale choisie à volonté rencontio Io faisecau de ce= qiiatre droites, on aura
CA
CB
;153, Le second principe est dû à M. Salmon. Eu voici une application : ABCD étant un quadrilatère inscrit dans un cercîe de centro 0 et de rayon R, et M étant un point quelconque de ce cercle, on a l'identité
(MA.MB)(MG.MD)=-[MA.MD)(Mi!.MC].
D'ailleurs, si ftlE, MF, M&r, HH, sont les perpendiculaires abaissées de JU sur les côtés ÀB, BG, CD, DA, du quadrilatère, les produits renfermés entre parenthèses sont respectivement (239) proporlionneis à ME, ilti, Mil, -MF; on a donc
(i) Mlï.MG MH.Mf,
c'est-à-dire que, diim tout quadrilatère inscrit dans un cercle, la piodiiit des distances d'un point quelconque de la circonférence à deux côlé.i opposés est égal au produit des distances du même jmint auj: deux autres côtés. Transformons ce théorème par la méthode des polaires réciproques; le cercle 0 étant pris pour cercle directeur, au quadrilatère inscritABCDrépondra le quadrilatère circonscrit A'B'C'D' et, au point M, la tangente HT en ce point. Soient A'L, B'N, C'P, IVQ, les distances des fommets A', B', C, D', à la tangunle MT. Puisipie A' est le pùle de AB et
ABC". .--;^Î
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M le pùle (ie MT, on aura, par la pi-incipe <.le M. Salm.
Ainsi, les limes ME, MG, Mlî, MF, sont res|iectivement proportio un elles aux distances A'L, C'P, D'Q, B'H, et la relation (i) deviuiit
li upposés (i uni: iiiiig-nlc qiietcoïKiiie e ■: le pivilidt lies dii!a'ici:s fies ilciix iiuti:
R'eBt-à-dire que, dam des distwices de dciu dans im rappor
Le llîéuréme sur le quiidrilalère inscrit peut s'étendre à un polygone inscrit quelconque d'un nombre psir de cùlés. En effet, si P est un polygone inscrit de an cAtés, et P' lii polygone inscrit de %ii — a côtés qu'on obtient en détachant de P un quadrilatcra au moyen d'une diagonale, on voit tout de suite que, si ie théorème a lieu pour le polygone P' de 2 « — :i côtés, il suiisiste pour le polygone P de a« côtés.
On peut mSme appliquer le théorème à un polygone quelconque, en remarquant qu'on peut considérer tout polygone inscrit comme ayant un côté infiniment petit dirigé suivant la tangente en l'un des sommets.
De lit résultent les deux propositions suivanles, en regard destiuelles nous avons placé les rieu\ proposîlions corrélatives qui en découlent d'iiprés la méthodo des polaires réciproques.
Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit dans un cercle, le prodidi des distances d'un point quelconque de la circonférence aux côtés de rangs pairs est égal au produit des distances du même point aux côtés de lYings impairs.
Quand an jiolygone est inscrit dtins un cercle, le prnduit des distances d'un point quelconque de la circonférence aiuc diacrs côtés est égal au pmduit des distances du même point aux tangentes menées par les sommets du iiolygone.
Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est circonscrit à un cercle, le prodidt des distances des
gente quelconque est dans un rapport constant avec le produit lies distances des sommets de rangs impairs à la même tangente.
j Quand un polygone est circonscrit à un cercle, le produit des ■ distances de ses sommets à une tangente quelconque est dans un I rapport constant ai'ec le produit des i dislarues des points de contact des I côtés à la même tangente.
UÈOUÉÏKIK l'L.lftE,
SB
e de points
K étant un nombre quelconque, on dit que le nouveau sysié A', B', C',. .., est homothétiijUK au syslÈme primitif ABC,. . . .
La point S est dit le centre, et le nombre K, le nippon d'homnthétic. Si K est positif, les deux segments SA et SA' sont de même sens, et les points A et A' sont d'un même cùté du point S (_y%. aaS ) . Si K est négatif, les segments SA et SA' sont de sens coniraires, el les points A et A' sont de part et d'autre du point S {fig. 226) ; dans te premier cas \fi«. 225), les deux systèmes sont dits homothéiiques directs ; dans le second (_;%■, 22G), ils sont homot/téiiqaes inverses. Quand deux systèmes sont homothéiiques inverses, il suffit évidemment, pour les rendre homothétiques directs, de faire tourner l'un d'eux de 180 degrés autour du centre S, On obtient donc tous les systèmes homutliétiques à un système donné en faisant varie-r la posilion du centre S et en donnanl à K toutes ies valeurs positives de o à « .
33s. Suivant que les points du premier système ABC. . . sont isolés ou forment des lignes continues, les points du système homothétîque A'B'C. . . sont à leur tour isolés ou forment des lignes continues. '
Supposons, par exemple, que la figure primitive soit une circonférence OA dont le centre est 0 (/g-. iiy], et cherchons la figure liomolhétique,
c'est-à-dire le Heu des points A', tels, que ^ ~ K, Si l'on prend sur SO
une longueur SO' telle, que ^rr = K, les deux triangles semblables (200]
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SOA, SO'A', donnenl -Tyr- = K ; pai- suite O'A' est constant comme OA,
et le lien est une circonférence dont le point O' est le centre. Ainsi la figure Iwmotliétique d'une circonférence est une circonférence.
THÉOilÈME.
33G- Daus deiu: .syslùmes lioniotlt^tiques, la droite AB qui joint deux poinu tjuclconques du premier système et la droite A'B' qui jnuit les points homologues du second système sont parallèles et dans le rapport K ifig. 225 st2a6).
En effet, les droites AB et A'B', divisant les rayons SA et SB dans le même rapport K, sont parallclos, et l'on a en outre
A'B'_SA'_ TÛT - SA
CoHOLL.il ans.
3o7. Si trois points .M, N. P du (ircmier système sont en iifine droite, il en est de même dos troi: points iiomuleguos M'. N', I'' du second système; car les droites .M'N', M'P' ayant un point commmi M' et étant l'une et l'autre parallèles (356) t\ MNP. coïncident. La figure homothétique d'une ligne droite est donc une ligne droite parallèle à la première; ces deux droites sont dites homologues.
Si un point M coïncide avec le centre S d'IioraotlioLlo, il en est do même de son homologue M' ; car la relation
SM' ^ K.SM
montre que SM' s'annule en mÈroc temps que SM. Donc, passe par le centre d'homothétie, son homologue y passe par suite, coïncide avec elle; rdciproquement,
;alemeDt et, droites lionw-
7gues coïncident, elles passent par le a
e d'homothêtie
3S8. L'angle de deux droites est égal à celui de leurs droites homologues. Par suite, la figure homothétique d'un polygone est un polygone semblable nu premier. Los eôtés du nouveau polygone sont parallèles aux côtés homologues du premier, et leur rapport de similitude est égal à K.
B. et DE C, - Tr. rff C.éoin. (l'° Piutie). l6
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3K9. Zes tangentes en deux points homologue)! de deux courbes liomothéliques sont parallèles cmnma limites de soenntes iiarallcles.
THÉORÈME
360. Deux systèmes sont homothét'tques s'il existe dans leur plan doua: points 0 et 0' telt, que les droites f/iil joignent le poi/ct 0 anx divers points du premier Sfstème, et les droites qid joignent le point 0' ftux divers points du second système, soient pai'nllèlcs et dans un même rapporta {fig. aa?).
En effet, si les droites OA et O'A' sont parallèles et 'fe môme sens, la droite AA' ira coiipor le prolongement de 00' en un point S tel, que
sa ^ o^A; _ ,- _ sa;
SO ~ OA "" ~ SA
Le point S est donc le mOmo, quel que soil lu <;ou|)lo de points homologues A et A' considéré; et, par suite, le- deux systi^mes sont liomothétiquôs directs, et o;it le point S pour rontro e[ le nombre K pour rapport d'homoiliétie.
Si les droites OAotO'Ai sont parallèles ot do sons i^iintriiivc. la droite AAi coupe 00' en un point Si tel, que
et les deuK systèmes, alors liomollictiques inverses, ont le point Si pour centre et le nombre K pour rapport d'bomotlicUe.
CoftOLLAlKES.
361. Deux polygones semhkMes AIÎCDE, A'Il'C'D'E'. <jui ont leurs
c6t6\- pamUéles , sont hoinolhéliques. Ir
Ineirei (-2(10): '^i lo
n prend dans
le plan du promier polyguuu un point l'
1 qiiolcuiique et si T
on détermine
dans le second polygone !c pui'- 0' 1
10111 (ilo.ïue de 0. le
'S droit PS OA
et O'A', OB et 0'B',"0C et OC .-
oi-oul piir^illéles Cl
dans le rap-
port K. Donc les polygones seront honiolliéUqiies.
L'homotliétie est directe Ifcg. aaâ) o
u inverse i/^. iiii>
, suivant que
les deux polygones ont leurs cûtÉs par
allMes de même sci
is ou de sens
contraires.
Deux circonférences quelconqii
es sont homotliétiques directes et
homotliétiques inverses {J!g. 227),
En effet, le rapport -rrr- de deus rayons p 11 les et de mÈme sens
étant constant, îes deux circonférence!
i sont 1 0 0 ! et j e
directes, et
LIVRE m. — LES FIGURES SEÎIUL.vni.ES. elles ont un centre d'homolhél'w directe S situé au ijlolà de l des centres, de telle sorte qu'on ait
H' et R Étant les rayons des deux cereios.
De même, le rapport -j^ de deux rayons parallèles cl de sens contraires étant constant, les doux circonférences sont aussi liomothétiifues
inverses, et elles ont un cenli ligne des centres, de toile sori
; S, situé !
La compai'aisou (lus deux reiatioiiS précédentes donne
SO ■ S,U
Donc les deux centres d'homothétie dwïseiit harinoiiiqiuanant lu li^-m: fies centres 00' des deux cercles.
Les tangcnles communes estéiùeures passent par le cenlra d'iiomothétie directe, et les tangentes communes inlédeuros par le cenliv d'iiomothélie inverse. C'est sur cetio propriéLé qu'est fondée la construction du n° 201).
Lorsque les doux cercles sont langenis. leur iunni du coiilai^l es! un centre d'iioiaotliétie, directe si le eoniaci est in!e>ictir, inva-sii si le contact est ej:térieitr.
THÉORÈME
363- Deu.v sjstèmes P' et P", Iwmothétiqaes à un Irmsièma P, sont liomothétlques entre eux {Jig- aaS et aag).
Soieat A un premier point du système P, et A' ot A' ses points homologues dans les systèmes P" et P". Joignons le i>oint A à uu point quelconque M du système P, et joignons A' et A' aux poinis M' et 11° homologues de M dans les systèmes P' et P". Les systèmes P' ot P étant lioiootliétiques, les droites A'M' et AM seront parallèles etdaas uu certain rapport K"; de même, ios droites A''it' et A5i seront parallèles el dans le rapport K' d'Iiomotliétio des systèmes P" et P. Donc les droites A'M' et A'M' sont parallèles, et dans !e rapport constant ^> Donc (360), (es systèmes P' et P" sont homoihé tiques.
Corollaires.
364- Si K" = K\ ka syssùraoi P' et P° ont nn rapport aiiomotliôUo . égal à l'unité; ils sont donc suporpo sables. Il résulte do là que, pour avoir tous les systèmes iiomothétiques h un système donaé, ii u'est pas néoessaire de i'aîre variei' le centre (334) : il sulTit, en cocservant le môme centre, de faire varier K de zéro à l'iaBni.
363. Si P est liomothé tique direct avec chacun des systèmes P' et P", AM et A'iî' sont de raÉme seus, comme AM et A"M', et par suite aussi A'M' ot A" M"; de sovte que P' et P" sont homo thé tiques directs
Oc verra de même que, si P" est homotliétique inverse avec chacun des systèmes P et P', Pet P' sont homothé tiques directs (./%. aao)-
Si P est homotliétique direct avec l'un des systèmes P' et P", et homothétique inverse avec l'antre, P' ot P" sont domotUé tiques inveraes
Parmi les trois sysLomes liomotliétiques ainsi form,6s, il y en a doac toujours un noralire impair (i ou 3) dont l'homothétio est directe. Dans tous les cas, ks irois centres d'homoihétie 3, S', S", sont en
ligne droùa (f/ii. X^8 ^y^::ç)).
En effet, la droite S'S°, considérée comme iippartenant au système P, a pour homologue dans le système P'cette droite elle-même, pnisque (357) elle passe par le centre d'homothétie S" de P et de P'. Cette droite, considérée comme appartenant au système P, est aussi à elie-môme son homologue dans le système P", puisqu'elle passe par S', centre d'homothétie do P et de P°. Donc, cette droite S'S" (357) passe par le centre S d'homotliétie des systèmes P' et P°.
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366- Trois cercles considérés doux à deux ont trois centres d'iiomo- Ibétio dii-ecto cl trois cenlros d'homothétie inverse (362)- Les trois centres d'hOLiioiîiétie directe sont sur an e m6me droite (363), qu'on nomme nxe d'honuithétie directe. Do mSme, deux centres d'iiomolhétie inverse et lo centre direct qui répond au troisième centre inverse sont sur une niStny droite qu'on nomme axe d'IiomothÉtÎB ùwsrse; il y o, d'après colii. trois uïcs d'iiomotliétia inverse.
ÉR\LE LE L\ SlJilLITUDE. — PÔLK DorBLE DE DliUX FmuItËS
o67 Pou) d hut pieii
1 le 1 iiiiditudc [HupriLk L liii l'c dts poh
ii-itriirat ipplicnbli, uix eouiljGb Voiei commint i nCnu dibilion
I / 1 ei P Liant donni.% diiiis un pion on
pi/j^oie P a aaoi/ ses cul'i païaUtla mtj. \ (A„ 230) \< \ M >.(, piLSUitei sunant que les deux poijEjones sont
de munie sens ou do sona opposés.
Oq dit que P et P' sont de môme sens lorsque deuï mobiles, astreints à décrire respectivement leurs contours ABCDE, A'B'C'D'E', ensuivant l'ordre al ph ni; clique, marclieni tous les deux dans le sons du mouveraeut des ui^'ulUos d'une montre ou tous les deux dans lo sens opposé.
ri|;. -ÏÀ-i.
Considérons alors deux côtes homologues quelconques CD ot CD' et faisons tourner le polygone P' autour du point C d'un angle a égal â celui des deux côtés eonsidérés; CD' deviendra parallèle t CD, puis, comme les angles C'D'E', CDE sont égaux et que D'E' Lonibe par rap-
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port à CD' du mÈme c6té que DE par roppoi-t à CD, lo c.6té D'E' deviendra parallèle à DE, et ainsi de suile.
On dit que P et P' sont de sens opposés lorsque deux mobiles astreints à décrire leurs coalours respectifs ABCDE, A|BiCiD|Ei, eu suivant l'ordre alphabétique, niarclient l'un dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre et l'autre dans !e sens contraire- Dans ce cas, en prenant le symétrique de A|B,CiDiEi autour d'un axe quelconque XY du plan, e'ost-à-dire en raballant ce polygone Ai B| Ci Di E, aotour de cet axe, on obtiendra évidemment un second polygone A'B'C'D'E', qui présentera, relativement au polygone ABCDE, la même disposition que dans lo premier cas. Un rabattement suivi d'une rotation amènera donc alors le polygone AiBiCiDiEi â avoir ses cfltcs parallèles à ceux de ABCDE.
2° On a vu que deux polygones .semblables qui ont les côtés paiHilléles sont Iwmollie'iiques (3GI). Deux polygones semblables peuvent donc^i") être rendus iiomotliétiques ; et réciproquement, la figure homotliétique d'an polygone est un polygone semhiable au premier (358).
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fût que ce polygone P' soit
égal à
lun des honio-
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368. On nomme pâle double de dmix Ji^ures F et F' semblables et de mène sens le point du plan de ces deux figures qui est sou propre hoinoiogue.
Il faut montrer qu'un tel point existe et qu'il est unique.
Rappelons d'aboi'd qu'on appelle homologues deux points 0 et 0' tels, qu'on puisse les rattacher à deux côtés homologues AB et A'B' par deux triangles semblables AOB, A'O'B'; et alors (209), les triangles (|ui rattachent ces mêmes points à tout autre couple do côtés homologues sont par là même semblables. Nous n'avons doue qu'à prendre h. volonté deux côtés homologues AU et A'B' des polygones F et F', el à montrer qu'il existe un point 0, el un seul, tel que les triangles AOB et A'OB' soient semblables, c'est-à-dire que les angles lAO, lA'O soient égaux, ainsi que les angles IBO, IB'O, I désignant l'intersection des
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droites AB, A'B'. Or l'égalile des deux piemieis angles impose seulement au point 0 (Jig- aSoi ) la condition de se trou; er sur la cercle circonscrit au triangle lAA' ; 1 égalité des deux autreb angles indique à son tour, comme autre lieu géométnque du point 0,l6 cercle circonscrit au triangle IBB'. Ces deuï cercles, passant par I, ont un second point commun et tin soûl : c'est le point ciierciié 0.
On donne parfois ù ce point double 0 le nom de ceiUi-e de rouuLon lies deux JlguveK seinbUibles F et F'. C'est qu'en effet il suffit de faire
tourner, d'un angle canvenable, l'une des figures, F' par exemple, aulow du point 0, pour rendre le.i deux figuivs homothétiques, 0 étant hd-inêine le centre d'homothétie. Cela résuite immédiatement de ce que lus triangles OAB et OA'B', OAC et OA'C, ..., étant semblables deux ii deux, les côtés OA et OA', OB et OB', OC et OC, . . . sont proportiouoels, et les angles AOA', BOB', COC, . . . sont égaux comme étant la somme ou la différence d'angles égaux.
Ainsi, ou obtient la seconde figure A'B'C... en joignant le point double 0 aux divers points A, B, C, . . . de la première, puis en faisant tourner les rayons OA, OB, OC, . . . , d'un même angle V autour de O, tandis qu'on augmente ou qu'on diminue les rayons dans un môme rapport K.
D'ailleurs, puisque la rotation V amène toute droite BC de la figure F à être parallèle à son liomologue B'C do la figure F', on voit que deux droites homologues quelconques BC, B'C, des deus figures font entre elles un angle égal à l'angle de rotalion V.
Les triangles AOA', BOB', CGC, . , . , ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, sont semblables, el l'on peut dire encore
iju'on obtient les divers points A', struisant sur les droites OA, OB, OC, ... semblables AOA', BOB', COC, ....
La construction donnée ci-dessus poui deux figures semblables est, eu général, I
. . de la figure F', en eonde la figure F des triangles
obtenir le point double de i plus simple; mais on peut.
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dans certains cas, mettre à profit la propriété saivanle : Le rapport des disiaiices du point double à deux points homologues quelconques est. égal au rapport de similitude des deux fij^ures. Cette propriété est évidente, puisque les distances en question sont des droites homologues. Il en résulte que le cercle, lieu des points dont le rapport des distances à deux points homologues des deux figures est égal au rapport (le siniiliuide (187), passe par le point double.
Il coiivionL encore de remarquer, en vue des applications, que, lofifuiu ios poinls B et A' se confondent et, par suite, coïncident oyec 1 (/(V. aioi), les cercles lAA.', IBB', dont le second point d'intersection est le point double, doi\'ent être remplacés par le cercle qui, passant par A et I, touche ID', et par la cercle qui, passant par B' et I, louche AI.
Deux cercles sont dcus figures semblables; mais leur point double n'est déterminé que si l'on indique !e point A' du second cercle que l'on veui considérer comme lliomologue d'un point A choisi arbitrairement sur le premier cerch'. Si h' |iuint A' homologue de A n'est pas donné, on ne cunnsil ipiuu seul coujilc de points homologues, celui qui est forme par les ceiilres C <;\. C dos deux cercles; et le point double n'est astreint alors qu'a Être situé sur le cercle, lieu des points dont lo rapport des distances aux contres t" et C est éi^al au rapport des rayons, e'est-à-dire sur le cercle ayant pour diamètre la droite qui joint les centres do similitude des cercles proposés (187, 36-2).
Pour deux droites indéfinies, considérées comme des ligures semblables, le point double n'est déterminé que si l'on donne sur ces droites deux couples A et A', B et B', de points homologues, auquel cas le point double est le second point d'intersection des cercles circonscrits aux triangles lAA', IBB', I désignant le )ioint commun aux deux droites proposées.
MÉTHODE DES FIGURES SEMBLABLES
309. l'arjni les procédés généraux qui servent à la résolution des liroblèmes, il importe de signaler celui qui consiste à construire une figure semblable <i Li figure cherchée avec des éléments pris parmi les dotmées; on passe ensuite de cette figure ausiliairo à la figure demandée, en comparant deux éléments homologues des deux figures.
Cette méthode, dite par ximilitude, est surtout avantageuse quand, parmi les dojmées, ne se trouve qu'une seule longueur L, les autres données étant dos rapports eu des angles. On fait alors abstraction de la longueur L, ot l'on construit uno figure a présentant les angles et les rapports domiés. À étant le côté do celle figure auxiliaire qui correspond au côte L d.j la figure cberdiée F, il sutQi, pour avoir cette der-
triangle l'est.
ConsCruii-e i le côté
Voici un exemple un peu
■ré, connaissant la dijjiire simple :
Soit proposé de construire im triangle SBC dont on. douiio la Iroi'i /laiiicurs %. S, -f (/%■- 231); f(, t, c ôiaiU le? eèiés <lu (iiaii.L;le iucomm, et UD et AE olaiil les hauteurs S et -i, les iriiingles semljlabks CIÎD. CAE, douiicm
cy.
Oii voit jiai là que ai, d un point pus a voloate, on meiii' a on cerclo trois sécantes i espoctivement égales ans trois hauteuis données a, é, fi les anties segments comptes sui les mâiues sécantes a partir de leur point commun, seiont piopoitionnels aux cotes «, &, e du tiiangle demandé. On construLia donc un tiian^le i. BC a\anl pour côtés ces segments ce triangle ■■eia semblable au triangle cherche ABC et, pour avoir ce (icrnici triau.'! il euffiia de prendre sur la hauteur issue du sommei It unr' lon^ucui BD — S, pul^ de inenei par le pomt B la parallèle AC .1 i. C Dans kl |ue-tions que nousi \enoni. do tiaiter, la position absolue do
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la flgure tiemaadée demeure arbitraire ; mais, dans un grand nombre de cas, la figure à construire doit, au contraire, avoir une position déterminée pai- rapport à des points ou à des droites données. C'est alors de l'une de ces conditions de situation qu'il faut faire abstraction, et la méthode s'appliquera enaore si les ûgures satisfaisant à l'ensemble des autres conditions données sont semblables et semblabloment placées. Citons, comme exemple, un problème déju résolu d'une autre façon (263) : PuF uii point V i'iiiié « l'iiité-ieur d'un ait^le XSV, tracer un cercle C tangent aux deu.e côtés di: l'angle. En faisant abstraction de la condition imposée au cercle dL' passer par le point P, on tracera an cercle quelconque 0 insei'il dans langio XSi'. Ce cercle 0 et le cercle demandé G, dont nous désignerons les centres par <a et -(, auront le point S pour centre de siniilitudi;. La droite l'S, par sa rencontre avec le cercle 0, donnera donc l'homolugue Q du point l'; et, comme les rayons tuQ, CP doivent être parallèles (336), on aura le centre y du cercle inconnu, en prenant l'intersection do la droite S" et de la parallèle menée pari' àtoQ.
Soit encore proposé d'iiDcrirc dans un triangle donné ABC un triangle dont les cûtéi soient parallùlas à cuttj: d'un triangle ilonnà de 1 (./%■ 1^31).
Si l'on trace dans le li-iangle ABC une |iLU-;illL'le d'f à d.j\ puis ]jar les points d'etf des parallèles d'c,f'a'. ix du et à cf. on formera un triangle d'f'e'. Il omotlié tique au tiian^lû eliercbé DFE, et le point A sera pour ces triangles un centre de similitude directe (3S6). La droite Ac' coupera donc BC en un point E qui sera l'un des sommets du triangle demandé, et ii ne restera plus qu'à mener par ce point E des parallèles ED et EF, â eii et à ef, et à joindre les points D et F.
370 A p d ph p
parc ë J ë
tivem aie à d AB L Iig
semblable à la figure cherchée, et il suffira de partager le côte AB dans
le rapport iIq dû h da pour avoir le sommet D du triangle demandé. Voici un second exemple de cette méthode indirecte : Inscrire dans un i/uadrilalère donne A&CO un quadi'iiatère u' b'c'd'
semblable à un autre quadrilatère donni/ X'S'C'St' {.//g. 233). La méthode in\ erse sera ici évidemment préférable ù la méthode directe ,
parce que, s'il s'agit de circonscrire une figure :i<.ii;!iU-.i'c .'i ik*u de l'inscrire, les segments capables, décrils sur les cùii-i li.u f. lyj./n^donné, fournissent immédiatement des lieux géométriiiuc:- dfs -■um\iis du polygone à construire.
Renversons donc la question, et pi'oi) osons-no us do circonscrire- u un quadrilalère donné A'IJ'C'D' un quadrilaiére cilicil semblable à uir autre quadrilatère donné ABGD.
Les angles du quaddlali're alu-d élanl doimés, les ïOmmci= n. h. </ appartiennent aux segmeiils capables de cos iiuglcs. fiéorils îur k'; côtés A'It', U'C, A'iyr
Do plus, le quadrilatère id/cd élant semblable au ijunJril.iU-ro AUCD. le triangle «6rf est lui-m6mo semblable au trian^ie Aiilï, oi Ion i-o:inait les angles aùd, adii. Comme ces angles oni pour uif=iHC-î, k- premier la moitié de l'arc B'i', ie second la moitié de l'are A' d', on pourra s D'C et A'D' les points b' et d' ; la droiie Ud' sera t ses seconds pointa d'intersection avec les scg- C et sur A'D' seront les points 1/ et (/. Ayaul iiiiiîi du quadrilatère nbcd, le pi-oblème inverse se
marquer sur I donc détermii ments décrits
trouvera résolu.
FiE- î3î.
Pour revenir au problème direct, on n'aura pkis qu'à diviser les côtés du quadrilalère ABCD dans des rapports égaux ù ceuï dos segments que les points A', B', C, D', déterminent sur les côtés do quadrilalère abcd, et à joindre les points de division.
Le problème proposé a Iniii solutions dans ie cas iiénéral. En effet, en considérant le problème tmerse, on voit d'abord que l'aoiile d peut s'appuyer indifféremment sur ebacnn dcsc6;és du quadrilalère A'B'C'D': ce qui donne quatre suluiions. De plus, cliacune de ces solutions dcr: être double : rar l'angle a s'appuyant sur le uôlé A'B par exemple. k~ angles b ei d pf-iiveiit suppuver reipectivemeni. soit sur les eOiés B t et A'D'. i^W. au Loniraire sur les côtés A'D' fcl DC. Celle do,iMc s^ù-.-
2^2 GËOnfiTRIE PI.AHE.
lion se réduirait à une seule, ai les angles l> et cl otaiont égaux en même temps que les eûtes B'C et A'D'.
371. La méthode par rotation dont nous avons parlé à la fin du livre II (172) prend une extension considérable quand on la combine avec la construclion d'une figure homothétique.
Soit proposé de construire un tnangia ABC semblable à un triangle donné, de telle sorte que l'un des sommets C ait une position donnée et que les deux autres sommets A eJ B soient respectivement sur deux lignes données a et b.
Il est clair que, si l'on fait tourner la ligne a autour du point donné C d'un angle égal à l'angle connu AGB, puis qu'on construise la ligne «' homothétique (3e cette ligne ainsi déplacée en prenant pour contre d'ho-
mothétie le point C et pour rappoi't d'homothétie le rapport connu j^r, le point A de la ligne a viendra en B. On ol>tiendra donc !a position clierchée de ce sommet B en prenant l'intersection des lignes b et a'.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de construire un triangle dont les côtés soient proportionnels aux nombres 3, i, 5, de façon que les sommets soient sur trots droites parallèles données^ ou sur trois cercles concentriques donnés. Le triangle est ici rectangle ; on placera à volonté le sommet de l'angle droit sur celle des lignes à laquelle il doit appartenir; puis, on fera touraer l'une des autres lignes autour de ce point d'un angle égal â go", en prenant ^ pour rapport d'homothétie.
La méthode consiste, on le voit, dans l'emploi du point C comme centre de rotation et d'homothétie.
Voici quelques autres exemples simples ;
1° Soit un quadrilatère ABGD. Oa peut considérer Â et D, B et C comme deux couples de points homologues de deus figures semblables; 0 désignant le pôle double de ces deus figures, les triangles AOB, DOC seront semblables; par suite, il est aisé de voir qu'il on sera de mSme des triangles AOD, BOC ; donc, si l'on considère A et B, C ot D comme deux couples de points homologues de deux autres figures semblables, le pôle double de ces figures sera aussi le point 0 ; ot l'on verrait de même que ce point est encore le pôle double de deux figures semblables dont A et C, B et D seraient deux couples de points homologues. On conclut de là que dans coût quadrilatère complet, les cercles circonscrits aux triangles qui restent lorsqu'on néglige successivement itn des côtés passent tous par un même point.
2° Considéi-ons un triangle quelconque ABC et en même temps le triangle A'B'C qui a pour sommet les milieux des côtés du premier. Ces deux triangles sont semblables ; deux côtés homologues quelconques forment un angle de i8o° et le rapport de similitude est égal à |. Si 0
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désigne le pôle double, comme les angles AOA', BOB', COC doivent être égauï à i8o°, on voit que ce pôle 0 se trouvera sur toute ligne joignant deux points homologues, et qu'il divisera cette ligne dans le rapport de 1 à a. Ce pôle est donc à la rencontre des médianes AA', BB', CC. îlais les points de rencontre des hauteurs dans les deux triangles sont deux points homologues K et K' ; d'ailleurs K' est le centre du cercle circonscrit à ABC ; donc, dans tout triaiigle ABC, le point de concours des hauteurs K, le point de concours des médianes 0, et le centre K' du cercle circonscrit sont situés sur une même ligne droite que le point 0 partage dans le rapport de i à 2.
3° On donne, dans un plan, deux droites L et L', un point A sur la droite L et un point A' sur la droite V. Mener, par un point quelconque P du plan, une droite qui coupe respectivement L et L' en deux points X et X', tels que les segments AX et A'X' aient un rapport donnéifg. a33,).
Considérons A et A', X et X' comme deux couples de points homologues de deux figures semblables F et F'; le point double 0 de ces deux figures s'obtieudra aisément, car il est d'une part sur le cercle circonscrit au triangle AA'I, I étant le point d'intersection des droites L et L'; d'autre part, il est sur le cercle, lieu des points dont ie rapport des distances à A et A' est égal au rapport donné.
Fig, a33,.
L'angle OAA' est donc connu, et, comme il doit être égal à. OSX', c'est-à-dire à OXP, il suffira, pour avoir le point X, de décrire sur OP un segment capable de l'angle OAA'.
Dans le cas particulier où le point A' se confondrait avee I, le cercle circonscrit à AA'I serait remplacé par le cercle passant par A et tangent en I à la droite L'.
Ce problème remonte a Apollonius, qui l'avait surnommé problème de la section de raison.
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- Puissance d'un point par rapport à u
372. Nous avons vu(!93)que, si, par un poiutM pris k volonté dans le plan d'un cercle 0, on mène à ce cercle lUie sécante arbitraire MAB, le produit MA. MB des distances de ce point auK deus intersections A et B de !a sécante et de la circonférence est «ne quantité constante, c'est-à-dire indépendante de la direction de la sécante. Ce produit constant MA. MB, qui est évidemment positif lorsque le point M est estérieur au cercle, et négatif lorsque le point M est intérieur, porte, d'après Steiner, ie nom de puissance du point M par rapport au cercle 0 (fig- li!,).
Considérons en particulier celte des sécantes issues du point M qui passe par le centre 0, et désignons par d la distance MO et par r le rayon du cercle. Si le point M [est extéiieur au cercle, les deux segments MA et MB, comptés sur celte sécante, sont de même signe, et, comme leurs valeurs absolues sont d— ;■ et â-\-i\ la puissance du point M a pour expression (d -h r) {d ~- r) ou d'— r^. Si le point M est intérieur, les deux segments M.\ et MB, comptés sur la sécante qui passe au centre, ont respectivement pour valeurs absolues r^-d et r-i-d; mais, comme ils sont de sens opposés, la puissar.ce a pour expression — ir~d}{r-i- d) = — (,;■' — (^-). c'est-à-dire encore d* — /-^. Ainsi, dans tous les cas, la puissance d'un point par rapport à un cercle est égale, en grandeai- et eii signe, à l'ejccès du cai-rê de la dittance de ce point au centre sur le carré du rayon.
Lorsque le point M est extérieur au cercle, sa puissance est égale au carré de la tangente MT menée au cercle par ce point.
Si le point M est intérieur, sa puissance est négative et égale en valeur absolue au carré de la moitié de la corde CMD perpendiculaire à OM, c'est-à-dire de !a corde minimum p'arini celles qui passent
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'dl'S. Le lieu des points M d'égale puissance par rapport à deii.f cercles O ei 0' eii une droite perpendiculaire à la ligne des centres 00'.
En elfet, on a MO ~ i-^ — MO' — /■'', '■ et r' étant jes rayons des deux cercles. Le lieu dierclié est, d'après cela, le îieu des points dont la différence des carrés des distances aux centres 0 et 0' est égale à la différence des carrés des rayons. C'est donc (933) une droile pei-pendieulaire k 00', plus voisine du cenlre 0' du plus petit cercle que du contre 0 du plus grand, et dont la distance au milieu de la ligne des centres 00' est égale à !a différence des carrés des rayons divisée par le double de la distance des centres.
D'après Gaultier (de Tours), on donne à cette droite le nom d'axe radical des deux cercles.
Tout point commun à deux cercles, ayant une puissance nulle par rapport à chacun d'eux, appartient à leur ase radicaî. De même, tout point commun à l'axe radical et à l'un des cercles appartient k l'autre cercle, puisque sa puissance doit être nulle par rapport au second cercle comme elle l'est par rapport au premier. Donc : l'o.ce radical de deux cercle.i qui se coupent est la sécante commune; t'axe raiiical de deux cercles qui se touchent est la tangente commune; l'axe radical lie deux cercles qui n'ont aucun point commun est extérieur à chacun
374. En vertu de ce qui a été dit à la fin du n° 372, le lieu des points d'où l'on peut mener à deux cercles des tangentes 'égalas est l'axe radical des deux cercles si les cercles ne se coupent j>as : s'ils so coupent, le lieu n'est que la partie de l'axe radical qui est extérieure ans deux cercles, et alors, la partie intérieure est le lieu des points tels, que les cordes minimum, relatives k ces points, soient égales dans les deux cercles.
375. Si l'ûti désigne par S l'un quelconque des centres de similitude de deux cercles 0 et 0', et par L, P et P' les points où la ligne des centres 00' rencontre respectivement leur axe radical et les polaires de S par rapport aux deux cercles, ou a, en vertu du tliéorème du «"STS, de la théorie delà polaire (341) et de celle des centres de similitude (362),
yGoosle
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Oii détlnit de là
Ol>-i-00'-r-0'P' OP-i-OP'
Z.'rtJ.-e radical de deiue cercles est donc ta ilroiiû é<juklistaute des deux polaires de l 'wi quelcoiujue de leurs centres de simililude, par rapport aux deux cercles.
Ce tliéorèmo est d'ailleurs évident dans la cas où le centre de similitude considéré est extérieur aux deux cercles; car l'axe radical passe alors par les milieux de leurs tangentes communes, tandis que les polairoa sont les cordes de contact coi-rcspondantes.
Il résullo do la mOmi; proposition que l'axe radical d'un cercle 0 ei d'un point 0' est pandtcle lï la pohiirc du point par rapport au cercle et éqiûdistaiit de eu point et de Sa polaire.
THÉOlŒMb:.
373, Las axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux concourent on un même poinl {fig. a35 Dt 236).
En effet, soient 0, 0', 0"; les centres des trois cercles ot L, L', L", les axes radicaux des cercles 0' et 0% 0" ot 0, 0 et 0'. En supposant que les trois points 0, 0', 0", ne soient pas en ligne droite, ou voit que L et L' pei-pendiculaires à deux droites qui se coupent, 0'0° et 0°0, se rencontreront en un certain point C, qui sera alors d'égale puissance par rapport aux cercles 0' et 0", et aussi par rapport aux cercles 0"
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ai. 0. Ce point C aura doac mûmo puissaDce par rapport am torclcs l.) et 0', et par siiiie il appartiendra â leur ûîo radical L".
Le point C, commun ans trois axes radicaux, prend le nom do ce/itiv radical du système des trois cercles 0, 0', 0°,
Ltirsquc les trois centres sont en ligne droite, !o centre radical est à l'infini ou est indôiermiué suivant que les cercles 0 et 0', 0 cl 0° ont dor- axes i-adicaux parallèles ou coïneidenta.
Ce itiéorf'iiie ppjinot do cousEruire simplcmoiit l'axe radical de doux cordos 0 oi 0' e>:tûni!iir3 ou intérieurs l'un .'t Vautre. Il suffit découper ans deux cordes parmi li'oi:i;èmc cercle f;aelconf|iio 0°- La corde commune au^ cercles 0 ol 0" al la cordo c.:>mnui]tc uun cei'clcs 0' et 0° so couperont au centre l'yilieyj C 'lt:s trois cercles 0, 0'. 0", et il rcslcra à abaisser do ce [nA'.d C uae |ii,>rpoiidiculalre sur la li^'ne 00' (Jig. a'iî 01 1% :
377. D;,; i]i.i'il CNistc d,au3 le plan do trois eereles iiliisiours points disLinels ayaiu iulmiil' pidâsanee par rapport à chacun des trois cercles, on peut allirmer ipie coa pointa sont svir une même droite qui est l'axe radical eommuo ans trois cercles.
On peut fonder sut- celte remarque uno nouvelle cJÉmonstration très
simple (Je la propriété du quadrilatère complet qui fait l'objet du a" 311.
Soit ABCDIÎF [fi^'.-iij) un quadrilatère complet. Considérons l'un
Fie. 337.
des triangles BCE ioimo pai tiots cotes du quadidaioie, soient BP, CR, EQ, les trois hauteurs de ee triangle, et 0 leur point de concours. Les circonférences décrites sur les diagonales BD, AC, EF, comme diamètros^ passent respectivement \)ar les points P, R, Q. Les puissances
(lu point 0 par rapport à ces trois cercles sont donc
L 1 l II oii-fw ik-< de
de similiuid II 1 j nli-hi^iiuil";;'/!.'
UaiU; "^ de 3, co il l j I lo iics .w/il .■.tir i
circonférence l le loi v sa coupant radical.
Soient de v co des 0 et 0 (/„ aSSj & un do leurs i
simili l iule, I exo il 1 c nt le m 1 tu o xLcnio. Une sécante SJI, issue de S, co j e les co clés 0 ot 0 e [ atro points M, N, M', N'. Les points M et M sont heiaologues par rapport au eculrc S, car îes rayons corrosi>ondants OM, O'M', sont parallèles ; de ni':mo, N ot N' sont liuniologiies. Les point? ftl et N' sont dif» aiiti-/ioiii,>lo^ma.f, ainsi qno les points N et M' Une eoide quelconque Un du premiei' cercle, et la corde î\'in' du second ceicîe qui joint les poruts auLi-liomoIogues des exlrémilés (lo la premieie, prennent le nom de cordes anti-homologues. Ces déËnitions établies, loici la démonstration du lliéurème énoacé :
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i" Eli dosignniil jini' ;■ cl /■' !es rayons (les deux ccit jmissauce du pouil S pyr rtipiiorl au cerclo 0, on a
SM.SK-p e. §=:.
i'.'A 'livi-iiii kl p reraiore (igalito |);ii- la seconde, il vient
SiI.SN'=S/i.Sn/;
donc (l'Ji) !sH points H et N', n ol ";' sont sur hûc mùmo circonlërcncs 0".
3° EuQn, la corde Mn étant l'axo radical des cercles 0 et 0°. et la corde N'hj' l'axe radical des cordes 0' et 0°, lo point d'intersection C des dea^ cordes est le centre radical (376) des trois cercles 0, 0', 0", i''esl-à-(!ÎPC nn point de i'oxe radical des cercles 0 et 0'. Cette dernière ]U'ii)ii'iL!c. ]iii:e à sa limite. |ii'()uvo encore que hs tange/Hes en deux ji'jiidf ,1'ili-li'iiii 'l'i'ji'ici de dci'.i: ccrdcf <-o coiipe/i! >■;;?■ l'a.ve reidical.
T11É0RÊ.MJ-.
'.-u'il Qiimid dcu.c cc!-c!cs (Aj c/ i_li) son/ iouc/rc! pr/r un Iroi- >/ôms (m), la droila qui joint les poinU de contact a et h pense par un csHtrede similitude I de (A) etde (B), et le pôle t de cette droite par rapport à (tu) est sitité sur l'axe radical L de (A.) et de (B) [^g. aSBiJ.
En effet, puisque (362) a est un centre de similitude de (A) et (m), et iun centre de similitude de (B) et (oi), la droite «i est (366) un axe de similitude des trois cereles (A),(B), (lo); elle passe donc par mi des deux centres de similitude do (A) ct(B). D'autre part, les tans^entes en a ul on i étant (373) les axes radicaux do (A) et (lu) et de (B) et (u), leur point de rencontre t. c'est -à-dire (313) le polo do au par rapport à (wi est lo contre radical i,376j des trois cercles (A), (B), (tu); il appartient donc à l'axe radical L de (A) ot ( B).
Celle proposition a doux rcciproquos.
r Si la droiio ab, qui Joint deux points respectifs a et b des cercles (A) et (B), passe par un centre de similitude I de ces deuj: cor-
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cles, le cercle (to) qui touche (A) au point a et qui pa.tsa par le point h, touche en ce point la cercle i^), — Eu effet, silo cercle (to) coupait (B) on un second point b^ la droite \b\ couporait los cordes (to) et (A) en doux points distincts n et »], et l'on aurait, en combinant les proiiriôlcs des sécantes (J93) et celles des points anlihomologues
c'est-à-dire Ui^ = la, ce qui est contraire à l'hypothèse.
2" Si la droite ali, qui Joint deux points respectifs a et b des cercles (A) et (B) est telle, que lu point de rencontre t des tangentes en /' et en b à ces deux cercles appartienne à leur axe radical L, h cercle ((o) qui touche (A) cm point a et qui passe par la point ù,
FJg. 23S,.
toucha on ce point le cercle (3 i. — En ei! cercle (fo) en un second point h^, on aurai
a tlroilo ih coupait lu
c'est-ù-dlrc tb — ib,, ce qui ciit contraire à l'hypothèse.
380. Si deux cercles (A) et (B) sont touchés respectivement en a et en b par un cercle (w) et en a' cl en b' par un cercle (u)'), de façon que les contacts en b et en b' soient semblables ou dissemblables sui-
— LES figuhes semblables.
viuil que les contacts en a et en a' xoiit oux-inénes semblables ou dissamblablcf, le point de concours de deux cotés opposé! quelconques du quadrilatère ahcCh' est à la fois un centre de siinilitude des deu-v cercles dont ce-i cûtifs sont dei cordes et lui point de l'axe radical des deux autres cercles {Jîg. 238|).
En eifel, si les contacts en a et on «' sont somblablea, art' passe (366) par !c ceuti'e tle similitude extenie de (<d) et (oj'); mais, alors, les contacts on h et en h' étant aussi somljlaijles par hypothèse, bb' passe ])ài' ce mÊmc centre de similitude; on verrait, par un raisonnement analogue, que, si les contacts en a et en a' sont dissomblablos, les droites ««' et bb' passent toutes deux par le centre do similitude interne de (w) et (oj')- D^is les deux cas, le puiiit da concours J do na' et de bb' est donc un centre de similitude de (to) et (ui'). Les points a et a sont sur ces deux cercles des points anti-homologues, et il en est de même des points b et h'. On a dès lors
]n.ia'
r.Jb.ib\
ot le point .T, ayaiit mémo puissance par rapport à (A) et à (B), appartient à 1 ase radical L de ces deux cercles.
D ailleurs de ce que les contacts en b et en b' sont semblables ou dis^troblables t,n mtmc temps que les contacts en a et en «', il résulte ]ui li'î coatieis eu « et en h sont semblables ou dissemblables en 1 ime kmp jm. le cjniicts t,ii a et en b\ et, par suite, un raisonne-
L ' n , u iMutiknl pi Hi\e que le point do concours I do ab 1 t ' m'iliido do ("A) et (H) cl apparlient à
3SK On dit que plusieurs couples de points («, a'), (b, b'), .. m, m'}, ... situSs sur une même droite L forment une involutio. lorsqu'on peut trouver sur ia droite L un point 0, tel que l'on ait
Oa
^Qb.Ol'^^Oc.Oc'-
La droite L est la base, 0 lo point central, et îa constante K ia puissance de l'involution.
1° Deu.v couples de points {a, a'), (b, h'), déterminent une involution. En effet, si p est un point pris à volonté hors de la droite L, le point central 0 doit avoir la mémo puissance par rapport aux cercles circonscrits aux deux triangles paa', phb'\ il appartient donc h. l'axe radical de ces doux cercles et, par suite, il sera le point où cet axo coupe la droite L. Dos lors, q étant le second point d'intersection des deux cer-
aSa r,i5o,iiliT!iiK pr.AHî;.
des, !o coDJDgQÔ c' tl'an point c do k droits L sors lo sacoûd point
oomman à oetto droits et au eorcle eirconsci'it an triangle ^ 5e.
l.a pei-pendicidairc élaoéa sur la hase L pai' le point ceutrcd 0 est l'axe radical commun dos cercles difcrits sur les segments mi , l>h', ce , œmme diamètres.
a" On ninawa point double d'nno iiivolution tout point u do la base L qui est son propre Iiomologue. Pour qu'un te! point existe, il faut et il siLffit qu'on ait
Ou' = K.
Donc il n'y a pas de points doublas si K est négatif; si K est positif, il y a deux points doubles c ni f sitiios sur la droite h, do part et d'autre, du point central 0 à uno rafirao distance 6galo à v''K.
D'après cola, î'involution pont offrir dons dispositions diffcrontos.
Si K est positif, comme on a (332, 333)
bV = Ô7' = 0<ï.O«'=Oi.06'-Oc.Oc' = ...,
les points doubles c ot/divisent harmonicîuemant chacun des aegmen ts oa', bh', ce', . . .; par suito, le point contrai n'est jamais compris entre deux points conjugués, tels quo a ot «', ot doux qno!cOûi[uos des segmenta aa', bb', ce', ... sont, soit comme aa' ot bb', d'un mâme côté do 0 ot alors compris !'un dans l'autre, soit comme aa' et ce', do part et d'autre ds 0 ot alors extérieurs l'un à l'autre {fg. aSg). Oe et 0/ sont égales à la longueur commune des tangentes menées par 0 aux divers cercles décrits sur aa', bb', oc', . , . eommo diamètres.
Si K est négatif, les produits Oa.Oa', Qb.Ob', Oc. Oc', ... étant négatifs, tout couple de points conjuguas est séparé par lo point central 0 et deux quolconquca dos segmects aa', bb', oc", ... empiètent l'un sur l'autre {_f/g. 7.391). Cliaeun dos cercles décrits sur aa', bb', ce', ... eommo diamètres coupe l'ase radical commun aux dons mémos jloiuts P ot P' symétriques par rapport à la base L et situés à une distance OP do cotto base égala ù la racine carrée des produits Oa.Oa-, Ob.Ob', Oc. Oc', .-., c'est-à-dire égale à /— K. Une involationdo ce
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gem-o étant doiiDoe par deux couples (n, «'), (b, b') do points eonjuguéB, o'esL-à-dire par deux segmenta ^ca' et Ol>' ompiétant l'un sur l'autre, les circonférenees décrites sur aa' et dû' comme diamètres donneront lo point P, par auito le point central 0, projection do P sur la IjBse L, et i! suffira de faire pivoter un angle droit autour du sommet P pour avoir sur la base L tous los couples de points conjugués.
i" Pour que trois couples {a a) (S b ) (c c)dopHU en ligne droite fnnnent une mvolatton, il faut et il suffit que quatre de ces points (n'appartonaut pas aus deui mûm s couples) aient leui rapport anharmonique égiû a celui de leurs conjugues.
La eonditiou est nécosaairo ; car, ai, dans lo rapport anliarmoniquc des quatre points «, b, c, c', on remplace fe sogmont ca par sa valeur
0«' Or' Oa'.Oo
ot chacun des autres segments par la valeur analogue, on obtient io rapport anharmoniquo des pointa a\ b\ ô\ c respective mont conjugués des premiers.
La condition est suffisante ; car, si elle est remplie, le rapport anharmoniqae {abcc') est égal k («'ÈVc). Mais, si l'on désigne par n le conjugué de a' dans l'involuliou déterminée par les deux couples {h, h'), (c, c'), le rapport anharmonique (abcc') doit, en vertu do la proposition directe, être aussi égal à (a'I/'t/c), ce qui prouve que îoa points « et n divisent ce' dans lo m&rao rapport et par suite coïncident.
4° Toute transversale L menée dans le plan d'un quadrilatère ABCD rencontre let quatre cûién et les deux diagonales en six points a, a', b, b', c, c' formant taie invohition {fig. a39i).
Car les faisccaas; (AB, ÂC, AD, Ac'), (CD, CÂ, CD, Ce') ont le même rapport anliomioniquo, puisqu'ils coupent la diagonale BD aux mêmes
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poiûLs. Donc les rapports antiarmoniques dos deux systèmes de quatre pofnls a, c, b, é et b', c, d, c' suivant lesquels la transversale L coupe ces deux faisceaux sont égaux; mais, au rapport (6', c, a\ c'), on peut substituer {a'c'h'c), et t'oa voit ainsi que le rapport anharmonique des points a, c, b, c' est égal au rapport anharmonique do leurs conjugués a', c', b\ c, d'où l'on conclut que («, a'\ {//, b'), (c, c') forment une involution.
5° Quand uit quadrilatère est inscHt dans ait cercle, toute transversale L dtue'e dans son plan rencontre les deu.x couples de côtés opposés et le cercle en six points a, a', b, b', c, c', formant wie involution i/îg. 239,).
Fig.2
En effet, les faiscoaus (AC, AO, Ac, A/), (CB, CD, Ce, C/) ont les mômes angles, [luisque leurs . sommets A et C sont sur la circonférence et que leurs rayons se coupent doux à deus sur celte même ligne ; ils ont donc raômo rapport anharmonique et, par suite, si on les coupe par la transversale L, les deux systèmes de quatre points a, b, e, f et b\ a', e, f qiio l'on obtient ont même rapport anharmonique ; donc, en échangeant, dans le dernier groupe, b' et a', e et/, on voit que le rapport anharmonique des points a, b, e, /est égal à celui de leurs conjugués a', b',J, C] par suite, les couples (a, a.'), {b, b'), (e,/) forment une mvoiution. — Ce théorème est dû à Desarguea.
Tels sont les premiers principes de cette belle théorie de l'involution, dont on trouvera i'enticr développe mont dans notre seconde Partie.
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382. On dit que plasieurs cercles A, B, C, . . . forment wi jaùceau lorsqu'ils ont leurs centres sur une môinô droite L et que les points a et a', b et b', c et c', ... suivant lesquels ils coupent cette droite forment une involutJon.
La base L, le point central 0 et la puissance K de l'involution reçoivent les noms de hase, point central et puissance du faisceau.
Le faisceau est dit du premier ou du second genre suivant que l'involution correspondante a des points doubles ou en est dcpourTuc, c'est-à-dire suivant que K est positif ou négatif.
1° Il résulte de la théorie de l'involution qu'iui faisceau de cercles est déterminé par deux quelconques d'entre eux, et que tous les cercles d'un faisceau, pris deux à deux, ont le même axe radical. La réciproque de cette dernière proposition est vraio ; si, plusieurs cercles A, B, C, . . . , pris deux à deux, ont un même axe radical R, ib forment un faisceau, dont la basa L est perpendiculaire à R ; car les contres sont évidemment distribués sur une même perpendiculaire L à l'axe radical R, et le point 0 commun à R et à L ayant mémo puissance par rapport à chacun des cercles, on a, en désignant par a et a', b et h', c et c', ... îos points où ces cercles coupent la droite L,
2" Les points doubles e et /de l'involution relative à un faisceau de cercles du premier genre prennent le nom de points limites du faisceau ; voici pourquoi : puisque e et / divisent harmoniquement chacun des diamètres aa', bh\ ce', ... les milieus de ces diamètres, c'est-à-dire les centres des cercles A, B, C, ... sont tous en dehors du segment ef; les deux parties indéfinies de la base L qui sont l'une à gauche do e, l'autre à droite de /, sont les seules régions dans lesquelles puisse se trouver le centre d'ufi oorcle quelconque du faisceau; d'ailleurs, tout point (0 de ces régions est effectivement le centre d'un cercle du faisceau; c'est le cercle û qui a pour rayon la tangente ùj( menée par to au cercle décrit sure/ comme diamètre. Le rayon Qt du cercle e/, étant en effet perpendiculaire à oi (, est tangent au cercle û et, si a et a' sont les points où ce cercle coupe L, on a
ce qui prouve que le cercle tl fait partie du faisceau. Le rayon do cercle Ci diminue à mesure que son centre w se rapproche do l'un des points e et/, et par suite ces points limites peuvent ôtre considérés comme deux cordes évanouissants faisant partie du faisceau.
GÉO^gËIBIE PLAKl!.
Dafls Tin faisceau du Sficood goure, tous ics corclos passent par les deux yioiuls P elP'(38i) do l'axo radical li; on a donne ù ces poiiils !e nom de points fondamentaux. Ici, tont point ui do la base peut 6tro le coiilro d'an corele du faiscoiu ec&t lo coicio a dociit du u comme centre a^BC lul' pour lajon
3" On dit que deux faisceaux do ecrcloa sont co/iju^uài lorsque, le point central étant le momo, los bi.&os sont lOCtangulaiiOB et los puissaBCOS ogaïôs ot do signes eontrairos
Il est clair qa'alurs let points fomlameitlaux de l un des faisceaux coïncident avec les points limiter de l'aune et que, lociproquement si cette coïncidence a lieu, loa deui. faisceaux sont conju,^né3
4° Ou peut donner d 1 expression de la puissance d un point P par rapport ù un cercle (A) une ferme élégante et souvent commoda en faisauL intervenir un coiele auxiliaue (Cl astieint oculcment \ pass'i par lo point P (Jîg. aSg,)
En désignant par I lo milieu do la li,^ie dos contres M , et p ii /> I i projection du point P sur celte ligne, on a (23i)
PA
PC ^^ACAp.
i\lFli,
est le rayon du cercle (A) et m lo pied do l'aso radical L xles (A) et (G), on a (373)
dos de
;■!— i^' = 2AC.l(u.
En rcLfimchant cotlo relation do la précédente, on obtient l'égalité
PA
■iAC.t
cpii monire que ia puissance d'un point P par rapport à un cercle (A) est êj^alo au double de la distance du centre (A) au centre (C) d'tui cercle quelconque passant par P, multipliée par la dislance du point P à î'aœe radical dos deux cercles.
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Il résulte îloîùque, «'(A), (B), (C), naai trois cercles d' un même faisceau, les puissances d'un point quelconque P du cerolo (C) par vapporl aux cercles (A) et (8) sont entre elles comme les produits AG.P5, BC.Pç, 01} comme les distances du centre du cercle (C) aux centres das cercles (A) et (B). Par suite, le Heu du point P dont les puissonce.t par rapport à deu:c cerclas fixes (A) et (B) ont un rapport donné est un cercle du faisceau déterminé par (A) et (B) ; et c'est, parmi les cercles de ce faisceau, celai dont le centre C divise AB dans le rapport donné.
nBIlCI.ES OKTIIOGONArX.
'Mi. i" Pour qu'un cercle (0) de rq/on r soit coupe' orlhogo/ialement par un autre cercle (0'), il faut et il suffit que, de son centre, on puisuc mener au cercle (0') une tangente égale à r.
Laeonditionost nécessBiro; car, M ddsignant un des poiaCs communs aux dens cercles dont les deux contres sont 0 et 0', la tangente on M au cercle (0') et le rayea OM so confondent comme étant perpendiculaires au môme point M à la tangente au cercle (0).
Lacondition est suffisante; car, soit OM la tangente menée du point 0 au cercle (0'); puisque OM est égale h r, le point M appartient aussi ou cercle (0); d'ailleurs, la tangente en ce point au cercle (0) est perpendiculaire au rayon OM, c'est-à-diro à la tangente au cercle (C),
On peut encore énoncer h théorème de k manière suivante :
Pour qu'un cercle de rayon r soit coupé ortlwgoiialement par un autre cercle, il faut et il suffit que la puissance da son centre par rapport à cet autre cercle soit égale à r^.
a" Il résulte de là : 1° que le lieu des centres des cercles qui sont coupés orlhogonalament pw deux cercles donnés A e/ B est le lieu des points d'oii l'on peut mener aux cercles A eï B des tangentes égales ; %" que si un cercle 0 est coupé orthogonalement par deux cercles A et B, il est coupé orthogonalement par tout cercle du faisceau déterminé, par ketS; car, le cercle i) ayant sou contro sur l'ase radical de A et do B, et cet ase étant cemman h. tous les cercles du faisceau, le centre on question aura, par rappprt à tout cercle du faisceau, la mûmo pnlssanco, laquelle est égale au carré du rayon du corcls 0, puisque co CBrde est coupé ortliogonalement par A et B. Pour plus do brîèTeté, nous dirons, d'un cercle qui est coupé orthogonalement par tous 1cm cercles d'un faisceau, qu'il est orthogonal au faisceau.
3° Tom les cercles Aj, Ei, C,, ... orthogonaux à un faisceau F di: cercles A, B, C, ... forment le faisceau conjugué du premier.
En effet, le centre du cercle A ayant, par rapport à chaeun des cordes orthogonaus, uae môme puissanco égale au carré de son rayon, appartieat à l'ase radical do deux quelconques de ces cercles orthogonaus.
a68 GÈOBÈTBlIt PtAHE.
Comme il en est de môme des contres des cercles lî, C, .... on voit quo ios cercles ortliogonauï Ai, Bi, Ci, ... ont pour axo radical commun Ri la base L du taiscoau F. Ces cercles orthogonauK forment donc un faisceau F,. Co faisceau Fi a pour base Li l'axe radical 11 du faisceau F, puisque cet axe radical contient, comme dous l'avons vu, les centres do tous les cercles Ai, Bi, Ci, .... Los deux faisceaux F et Fi, étant tels que ia base de l'ua soit l'axe radical do l'autre et vice -versa, ont donc leurs bases rectangulaires et le mûme point central 0, qui estrintorscction de Lj et de Ri aussi bien que de L et de R ; dès lors, il reste seulement à prouver que les puissances ^i et ni des deux faisceaux sont égales et de signe contraire. Or, si F est du premier genre, on a
t et/étant les deux points limites; mais le cercle (c/ , e'esL-à-dire le cercio décrit sur cf comme diamètre, coupe orLhogonalement tout cercle ù du faisceau F, puisque (382) du centre m du cercle Q, on peut mener au cercle (e/) une tangente égale au rayon de £ï. Donc le cercîe (ef) fait partie du faisceau Fi, et la puissance f^i do ce faisceau, c'està-dire la puissance du point contra! (u par rapport à (ef), est égale à
Oc.O/ = — (H-V_-,i.
Si F osl du secoud genre, on a
P et P' étant iea points fondamentaux; mais le cercle (PP'), c'est-à-dire le cercla décrit sur PP' comme diamètre, fait partie dn faisceau F; il est donc coupé orthogonalomont par tout cercle do faisceau F, et, par s inte, le carré OP do son rayon est égal à la puissance de son centre 0 par rapport à tout cercle du faisceau Fj, e'est-à-dire à la puissance [>.' de ce dernier faisceau ; on a donc
4° Soient 0, 0', 0" trois cercles n'ayant pas lo môme axe radical. Si leur centre radical a est.intérieur i, l'un d'eux, il l'est aussi aux deux autres, et s'il est extérieur à l'un d'eux, il l'est aux deux autres. Dans le premier cas, il n'existe aucun point d'où l'on puisse mener aux trois cercles des tangentes Égales oL, par suite, aucun cercle ne saurait couper ces trois cercles ortliogonalemenl. Dans le second cas, le centre radical (! est le seul point d'où l'on puisse mener à ces trois cercles des tan-
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gODtos égales; le cercle ayant c pour cectre et pour rayon la longueur communô des tangentes égales, est orthogonal aux trois cercles 0, O' et 0", et c'est le seul cercle qui jouisse de eottû propriété,
5" On dit qu'un cercle (0 ) est coupé diamétralemoat par un cercle (0') lorsque !a corde commune à (0) et (0') est un diamètre du cercle (0).
On démontrera sans peine que, pour ç2i'«« cercle (0) de rayon rsoit coupé diamétralement poj- un cercle (0'), il faut et il suffit que la puissance de son centre par rapport au cercle (C) soit égale à — r^; il suit do là que si les deux cercles A et B n'ont aucun point commua, auquel cas leur axe radical leur est extérieur, il n'y a aucun cercle qui puisse être coupé diamétralement par chacun dos cercles A et B ; tandis que si A et B se coupent, leur corde commune, c'est-à-diro la partie de ieur axe radical qui est intérieure aux deux cercle?, est Is lieu du contre des cercles qui sont coupés diamétralement par A et B.
Lorsque le centre radical c de trois cercles 0, 0', 0" est ultérieur au:c trois cercles, il e3:iste un cercle et un seul qui soit coupé diamétra' leniant pof chacun des troLv cercles 0, 0', 0°. C'est le cercle qui a pour centre le centre radical c et pour rayon la moitié de la longueur commune des cordes minimum que l'on peut mener par ce point dans les trois corelos (37i).
VL — Inversion-
38i. Étant donné, dans un plan, un système quelconque de points A, B, C, . . . , isolés ou formant des lignes continues, si, sur les rayons vecteurs SA, SB, se,..., issus d'un points choisi arbitrairement dans le plan, on prend, à partir de ce point S, des segments SA', SB', SC, . . . , tels que
SA.SA'=:SB.SB'=SC.SC' = ... = jj.,
(i étant une quantité constante positive ou négative, on dit que le système A'B'C. . . est inoerse du système ABC-..- Le point fixe S prend le nom d'origine, et la constante [i le nom de puissance. Si cette puissance est positive, les rayons vecteurs correspondants SA et SA' sont de même sens, et les points correspondants A et A' sont situés d'un mâme côté par rapport à l'origine S; si [i est négatif, les rayons vecteurs SA et SA' sont de sens contraires, et les points correspondants A et A' sont situés de part et d'autre de l'origine S.
THÉORÈME
38S- Deux/giires F' et F", inverses d'une même figure ¥ par rapport
à une mémo origine ^ et à deux valeurs différentes \).' et ^" de la cou-
afiOUËTIlili PLAnE.
.'•laniii [1, soiu hamothitiquer, { leur centre de dmilhuda e.n te point S ei
leur rapport de similitude est égal à^j •
En eiTot, si l'on dôsigno par M un point quelconque dô la flguro prlmitive F, ot par M' ot M" les points correspondants dos'figures F' et F", poidta qui sonl d' ailleurs situés sur la droite indéfinie SM, un a
THÉORÈME
380. M et N êlfinl deux points qucleoiKjiics d'une figure et M', N', les points con'cspoiidaiils d'une figure iiwcrse par rapport à une angii'c S et h une puissance jj., la distance M'N' s'obtient en multipliant la distance ÛIN par le rapport de la puissance p, au produit SM . SN des deii.t: rayons vcr.tcurs de In figure primilit'e.
En cirot, la icialion {fig. 240)
SM.SM'= SN.SK'= i>.
iii'onvG f[n(i les droites MN, WH' sont iinti parallèles par rapport ri l'ii/igli-
MSN, el par suite que les triangles SMN, SM'N', sont 8cmbla!)ie&. On a
H3i! - ^ - —l^ MN SM~SM.SN'
' "âM.SN '^■
387. L'angle de deu,t: lignes quelconques qui se coupent i l'angle des deux lignes ii
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Considérons d'abord {fig. a^o) unosoulo ligne quelconque JfN ot soi) invoi'BO M'N' ; il est aisé de veir quo les angles TMM', TM'M, que icuin laagentos MT, M'T, font avec le rayon vecteur SMRl', sont égaux; car, si l'on considère on rayon veclour voisin SNN', les cordes MN ot M' N' sont, comme nous l'avons déjà tait observer, aatiparallèles par rapport à l'angle MSN; donc les angles SM'N', SKM, sont égaiu; or, k la limite, le premier devient l'angle SM'T, ot l'autre, l'angle SMTi, opposé par le sommet à l'angle TiHM'; donc, M M'T = TMM'. Pour éviter toute ambiguïté dans la manière de compter les angles, on peut remorquer que les deus tangentes correapondanlea forment loE deux côtés d'un triangle isocHe TMM', dont la base est la partie MM' du rayon vecteur compriso entre les deux points de contact.
Soient ae tu allement {fig- 241) douKceïirbosMiî et MA qui se coupeiit en M, ot les courbes inverses M'œ' ot M'i'; il faut prouver que l'angle des deus premières, c'est-à-dire l'angle ^MT de leurs tangentes, est égal à l'angle îM'T des deux autres. Or, on a, d'après l'alinéa précédent,
îMM'=(M'M, T-\ÎM'=^TM'M,
d'où, en retraiicliani,
(MM' — TMM' ou iMT^r-ïM'SÎ-TM'M ou (M'T.
Cette propriété de conserver les angles dont jouit ce modo de transformation des figures est très importante : elle entraîne la similitude des triangles infiniment petits correspondants, do sorte quo deus Figures inverses l'une de l'autre sont deus figures semblables dont le rapport de similitude iiarie d'un lieu à un antre.
Les trois théorèmes précédents sont généraux, c'esl-ù-diro relatifs à des figures quelconques ; les trois suivants sont particuliers et relatifs à la droite et an cercle.
388. La figure iiwersc d'une ligne droite est une circonférence passant par l'origine.
Nous laissons de eùtâ le cas où ta droite donnée passe par l'origine. Dans cette hypothèse, cette droite eî!e-mi>me est évidemment son inverse.
Considérons donc une droite AB ne passant pas par l'origino S (fig. 243, 243). Menons du points surAB deus droites, l'une SI' perpendiculaire, l'autre SM oblique à ÂB, et prenons respectivement sur ces lignes les inverses P' et M' des points P et M. I.e9 droites MF et M'P' étant antiparallèles (380), l'angle SM'P' doit être droit comme l'angle SPM. Lo
SP' comme t!iapassant par
aj2 GÉOMÈTRIi! l'LANIi.
iiea du poiut M' est donc la circonfé renée décrite si mètre.
R6ciproquemoBt, la f^ure im>crse d'une circonfé. l'origine esc une droite perpendiculaire au diamètre qui abuam .i . 1.1 .-
En effet, soient (Jg. s^s, a43) P l'inverse do l'ostrémité P' du diainôtro SP' et M l'inverse d'un point quelconque M' de la circonféreneo. Les droites MP et MT' étant anliparallèles, l'angle SPM doit être droit
Vis- 242.
élevée par P sur SP
égal SM'P'. Lo lieu du poinl H est donc la porpeiidiculaii' P sur SP'.
389. Les distances SP et SO de l'ongino à la droite et au centre du cercle sont liées par îa formule
où |x osL la [juissanoe donnée. Celte rolalio 1 a lieu fu ^i indeui cl lu signe.
On voit par là qu'une droite AB et un ceicle 0 utuei, d une manie e tjuelconque dans an plan {Jtg. 24^, %^^) peuvent tnujoia -i élre comuterés comme desfigui-e.i invei-scs l'une de l'autre. Il suffit de choisii pour origine S l'une dos extrémités du diamôtre perpendiculaire à la dtoite, c'est-à-dire (401) l'un des centres de similitude du système formé pir la droite et lo cercle, et pour puissance ji. la valeur en Ë;randeur et en signe du double produit des distances di 1 ongmi 1 la dioHo i.t u centre du coiele.
THÉORÈME
J90. Lajlgure inverse d'tme ci rieurû ou extérieure à la courbe.
.nfirc.
c, lorsque l'o.
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Soient s et [I l'origine et la puissance données, etp la puïSBanee de l'origine S par rapport au cercle proposé 0 {Jig- 244)-
La figure inverse du cercle 0 par rapport à l'origine S et à la puissancep est cvidemment le cercle 0 liii-mÊme; car, puisque l'on a
SM.SN
tout point M de ce cercle a pour inverse le point N où Je rayon vecteur correspondant rencontre le cercle une seconde fois.
Par suite (38S), la figure inverse du cercle 0 par rapport à l'origine S et à la puissance ^i est encore im cercle, puisque cette figure doit être homothétique h la précédente ou au cercle 0 lui-même, S étant le centre
de similitude et - le rapport de similitude.
SCOLIES
301. 0 et R étant le contre et le rayon da cercle donné, 0' ot R' le contre et le rayon de son inverse, on aura donc
Le signe + se rapporte au cas où, n et /> étant de même signe, l'iiomoliétie est directe, et le signe — au cas où, |i et/i étant de signes opposés, l'homotliétie est inverse.
D'ailleurs, sip' est la puissance de l'origine S p 0', on a, d'après les relations ci-dessus,
lit, par ces formules, que deux cercles 0 et 0',
BE C. - Tr. ds Qéom. (1" P.,btii:).
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a dans icn plan, peaimiil toujours être reganlik comme •1 de l'autre. Il suffit do prendre pour origino S l'un quelconque des deux contres do similitude et, pour puissance, la moyenne géométrique outre les puissances p et p' du peint S par rapport aux deux cereiea, en donnant à cotte moyenne lo signe de p on le signe opposé, suivant que S est un centre de similitude externe ou interne.
On aurait [)u dôduiro tous ces résultats dun°378. Los)ioiiits invcrsos l'un do l'autre no sont autres que ceux que noua avons appelés antihomologues. On peut donc dire que les tangentes aux points correspondants de deux cercles inverses se coupent sur l'axe radical des dcii^ cercles.
392. Les centres 0 et 0' do. doux cercles inversos ne sont pas des points correspondants. Il y a donc liou do se demandeV quels sont les inverses de ces centres.
Désignone 0%'. ai4) par V l'inverso du centre 0 et par A, B, A', B', les nointsjJÙ kiigno des centres SOO' rencontre les doux cercles. Nous aurons
SO.Sr =--11, d'oii ,
r _S0 _7J.S0'_S0'_SA'_-^SB' SF^'w ~~i^- ~p'~ ~ 'iSM .SB'' '
Si' SA' SB'
Le point r est donc (332) îo conjugué liarmonique de S par rapport au diamètre du cercle 0'. Ainsi, l'inoerse du centre de l'un quelconque des deux cercles est la pied de la polaire de l'origine par rapport h l'autre cercle (340, 341).
On voit par lu que, pour que deux cercles niant pour inverses deux cercles concentriques, il faut et il siffftt que l'origine ail même polaire par rapport à ces deux cercles.
Par suite, tout faisceau de cercles du premier genre peut, par inversion, être tran.tformé eu un système de cercles concentriques ; il suffit de prendre pour centre d'invoraion l'un dos /wnls limites e ou /(382), puisque, e et/étant conjugués harmoniques par rapport à cliacun des diamètres tia', bb\ ce', la polaire du point e est la même par rapport à tous los cordes du faisceau.
ToiU faisceau de cercles du second genre peut, au contraire, éire transformé par inversion en un faisceau de droites; îi suffit évidemment (382) do choisir pour contre d'inversion l'un des points fondamentaux P ou P'.
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393. Les cercle) inverses (A') cl {ut") de deux cercles tangents (A) cl (u>) sont aussi tangents, pidsque Pinoersion conserve les angles; d'ailleurs, les contacts entre (A'j et {<o')el entre {k) e(((o) sont semblables ou dissemblables, suivant que les piùsscuiccs da centre d'inversion S par rapport aux deux cercles primitifs (A) et (uj) ont le même signe ou des signes opposés {fig. a4,i,)-
Pour ie prouver, prenons la constante d'inveision égale à la puissance de S pav rapport à (A); co eerc!ô so transformera alots en luim6me (390). Désignons par p et par m la puissance du point S par rapport à (A) et par rapport â (ui), par A, to «)', les f entres des cercles (A), (lu), (u)'); enfin, par a et a' les pointa on (A) o-t luucht respectivement par (lo) et par (<o').
Le centre S d'inversion étant à la fois sur la ligne des centres oj sur la droite aa' qui joint deux points correspondants, le triangle . coupé par la transversale S««' donne
Mais, puisque l'on prend p pour constante d'
Donc, suivant que p et w auront le même signe ou des signes opposés, les deux premiers rapports de la relation (i) seront do même signe
2''â GÉOflfiTKir l'L.lISU.
ou de signes contraires. D'ailleiire, te .contact en a est inienie ou cxterae, suivant que le rapport — r est positif on négatif; de miïme, le contact en a' est interne ou externe, suivant que le rapport -7^, est positif ou négatif. Donc, les contacts cm a et on a! seront semblables ou dissemblables, suivant que jO et cr seront de même signe ou de aigncs contraires.
TIIÉOBÈMIÎ-
39i, SI l'on considère deux cercles quelconques et leurs inverses, en désignant par d, r, r', la distance des centres et les rayons des deux premiers cercles, et par S, p, p', les éMmcnts analogues pour les deux autres cercles, on a
rr p?
n faut prendre le signe -f- ou le signe — suivant que les puissances de l'origine par rapport aux deux cercles primitifs sont do même signe ou de signes opposés.
En effet, soient S l'origine, 0 et 0' les contres des premiers cercles, <i) el tu' les contres des cercles inverses, A et a les projections de 0 et do w sur la droite SO'to' {fg. a45). Désignons par y. la constante d'inversion, et par p, p', w, ro', les puissances de l'origine S par rapport aux cercles 0, 0', tu, ui'.
I,e ti-ifingle SOO' demie
f;3 = "sôVsO'^— aSA.SO', eu (372)
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D'ailleurs (390, 3Î!I),
Su' _ 1^ ^ = ^ = !^ SO' ~ p' SA ~ SO ^ ])' Par suile,
o'est-M-diri
Or cette rolation ne diiTcrD pas de {i)> puisqu'on a (391)
le signe + convenant au ers où j7 et p' sent de même signe, et le signe — au cas où p et p' sont de signes contraires.
ScOLlËS.
a93. Supposons qu'on prenne pour origine un point dont les puissances par rapport aux deux cercles primitifs soient de même signe, c'est-à-dire un point qui soit à la fois extérieur ou intériour aux deux cercles. Alors, îe signe -h conviendra seul, et, si l'on augmente ou si l'on diminue de a les deux membres do la relation (i), on aura
d^-^r-ry ^S^-(p-p')i ^^ rfa_(^ + i-n' ^6»-(p + p')' rr' pp' it' pp'
L'expression tP — (;■ — r'y^ représente le carré çle la longueur de la tangente commune extérienre aux deux cercles 0 et 0'. Il est vrai que cette tangente commune n'existe plus lorsque ces deux cercles sont intérieurs; mais il est toujours permis, pour la commodité du langage, d'appeler longueur de la langcitte cnmmiuie extérieure la racine carrée delà valeur absolue de â>--{r-—r^y-. Si l'on appelle de même fo'i^^fiew'' de la tangente commuiia intérieure la racine carrée de la valeur absolue de ifi— (r H- r'y, on pourra énoncer le théorème suivant :
Si l'on considère deux cercles quelconques et leurs inverses, le rapport de la tangente commune à la moyenne géométrique des rayons est le mène pour les detu: couples.
II eat sous-enlondu d'ailleurs que l'prigino est à la fois intérieure on oxtéricure aux doux cercles primitifs, et que l'on doit prendre alors des tangentes coromunos de même espèce dans l'un et l'aiitro couple.
On verrait do même que, si l'origiuo est intériouro à l'un des cercles primitifs oî cxtérîôuro È l'autro, le théorème subsiste, à la condition de prendre des tangentes communes d'espèces différentes dans l'un c! l'autre couple.
SiÉTUODE Dli TRANSfOnMATION l'.lil UAVONS VUCTEI'IIS RliCIPHOOUES.
396. La figure inverse d'une figure donn6e prend aussi le nom de transformée par- rayons vecteurs réciproques. Ce modo do transformation est un des moyens d'investigation les plus puissants dans l'état actuel do la Gréométrio. En construisant la figure inverse do colle qui répond à un théorème connu, on obtient des propositions nouvelles qui sont pîus ou moins intéressantes, suivant lo choix que l'on a l'ait de l'orij^ine, et la nature de la figure primilivo.
Voici quelques exemples :
i" Dans tout triangle roctiligne, la somme dos angles est égaie i doux angles droits, En formant la figure inverso (388), on obtient un triangle formé par trois arcs de cercle qui se eouponl tous à l'origine ; et, comme la transformation n'altère pas les angles, on a ce théorème : La somme des (Utgles d'un. Iriangle curviligne, dont les côtés sont dès arcr de cercla qui se croiteut en un même point, est égide à deux angles droite. On aurait un théorème anaiogac eu transformant la proposition relative ù la somme des angles d'un polygone.
a° 11 est évident que si, dans un angle fixe, on inscrit deux cercles tangents entre eux, le lieu do leur point do contact est la hissectrice de i'Euigle. Donc, en formant la figuro inverso, si, dans l'etpace comprit entre deux cercles qui se coupent, on intcrit deiuc circonférences tangentes entre elles, le Heu de leur point de contact esi une autre circon-
397. Au lieu de ehorchor des propositions nouvelles en partant d'un Ihéorômo dont îa démonstration est connue, commo nous l'avons l'ait dans les doux exemples précédents, on peut avoir àdémontrer directement un théorftmo énoncé. On construit alors la figure inverse de celle qui répond au théorème proposé, en choisissant l'origine de façon que la nouvelle figure soit plus simplo que la première, et que la propriété correspondante soit, sinon intuitive, au moins plus facdo à prouver.
C'est ainsi que tout théorème ou tout problème sur un faisceau de cercles pont 6tro ramené au cas beaucoup plus simple où le faisceau est composé soit do droites, suit do cercles concentriques (392). Par
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eseiaple, ce procédé permettra de démontrer fort aisément la proposition suivante :
Lorsqu'un cercle variable touche toujours de la même manière deuj: cercles doimés, il coupe sous un angle constant tout cercle du faisceau déterminé par les deux cercles fixes.
Quand, dans une question, on a à considérer plusieurs cercles, ilf a parfois avantage à choisir le centre d'inversion de façon que les transformés de deux de ces cercles soient égaux entre eux. La chose est possible d'une infinité de manières. En effet, soient H et Ri les rayons des deux cercles considérés (A) et (B) et p le rayon de leurs inverses supposés égaux. Oa a (391), en désignant par \i. la constante d'inversion et par y) etpi les puissances du centre d'inversion par rapport à (A) et ii(B),
H" p' rsj p^
Le centre d'inversion doit donc appartenir au lieu des poinls doat les puissances par rapport aux cercles (A) et (B) sont proportioniiollos aux rayons R et Ri ; et nous savons (382) que ce lieu est un cercle du faisceau déteiininé par (A) Ot (B). On voit mémo par là que l'on peut, en général, trouver un centre d'inversion tel, que trois cercles donnés se transforment en trois cercles ^aux.
398. Les exemples que nous venons de traiter se rapportent à des propriétés descripijves ou à des propriétés métriques angulaires. La méthode se prête également à la transformation des propriétés métriques do segments. On emploie ù cet effet la formule du n° 3S6, dans laquelle on peut d'ailleurs faire |ji = i. II suffit, d'après cela, pour transformer une relaIJOtt ontro diverses distances AB,BC,,.., de la figure primitive,
de remplacer chaque distance telle que AB par ^., S étant le point
pris pour origine. Voici un exemple :
Étant donnée sur une droite une série de points se succédant dans l'ordre A, B, C,..., H, K, on a évidemment
AK = AB -t- BC -H . . . -+- IIK.
La Ëgui-e inverse offre une série de points se succédant dans l'ordre S, A, B, C, . . ., H, K, sur un cercle passant par l'origine S, et l'on a entre les distances de ces points la relation
AK _ _AB_ Bfl ^ „!!?_
SA.SK " SaVSB "^ SB. se '^■■■"^ SHTSK'
:!B0 r.ÈOlTfiTRlE PLANE.
Si les points no sont qu'au nombre Uo trois, A, lî, G, o
SA. se SA.Sli SB. se
AC.Slï = A!i.SC-i-RG.SA,
ot l'on rolombo sur lo Lliéorùmo de Ptol6m6e (2i0) rolatif an produit des diagonales du (quadrilatère inscrit.
La méthode do transformation par rayons vectours réciproques, proposoe 1 M tubbs {PI dosop/ alMa^a ne 1843) appliquée ensuite 1 a M W 11 a a Tl omson sous le no n le pr cpe des images, a été I bjot 1 un Mén 0 tp d M L 0 v lie qu en a donné une ttéorie analyt que complète {JowiiàL de Matl émat que 1 sér e t. XU). Depuis 1 rs ia metho le a -ecu un t es ^to. d nomb 0 d appl ations ; nous en trouverons dans le para^ aphe s vant des exen 1 les ariés, mais nous devons s analcr o 1 une d s ] lus élécsn due i M. Casey, et qui eoneer e la roeho ehe de la co J o po que quai e cercles soient
dJJ A ol B étant dous ce eles q el nq e co venons de désigner I r (AB) la lo fnte ;■ de 1 ur ta s,e te com n ne L. sera, suivant les e co stances la tan^o te exté e e 0 la ta ^c te ntérleure ; mais, lans to s les as 1 fa dr attr buer à cette loeu on le sens indiqué a n 39j Co entendu le théo ome de M Casey s 6nonce de ooUe n an fre
Lo qie quat e c i-ck VBtl 0 a ^ s à un cinquième e le E le lon^ eu de l n te co n ui es satisfont à In
U o (i> (AB)(CD)=fc{AC)(BD)±(AD)(BG)-o.
Pour démontrer cette proposition, supposons, par exemple, que, des quatre cercles A, B, C, D, touchés par le cercle E, le premiet' A soit contenu dans B, et que les trois autres soient extérieurs k ce cercle. Convenons, on outro, de compléter la notation (AB), en affectant la parenthèse de l'indicoo ou t, suivant qu'on voudra désigner la tangente commune extérieure ou intérieure. Ainsi, (AB)o sera la tangente commune extérieure aux cercles A et B, et (AB)i sera la tangente commune intérieure.
Construisons la Ogure inverse du système, on prenant pour origine S lia point quelconque du cercle E {f^. 246). le eeicle E de-/iondra une droite E qui touchera les cercles a, p, fi 3, inverses des cercles A, B, C, D, et qui laissera d'un côté lo corclo ri, et, do l'autre, les cercles % Y, 3. Or, on désignant par a, p, f, 3, les points do .contact de la droite £ avec ces mêmes cercles, on a, entre les segments compris
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lîiiti'c CCS qiiBlre points, la relation suivante, faello à vÈrifioi- :
a^.fS — ŒY-pS — aS.p-f = 0.
En la divisant par le produit ??'?'(''" dos rayons des quatre cerelos o p, -f, 3, et Oïl adoptant la notation indiquée préeédemmont, on ei déduit
pp' p"?'" pp" p'p" pp'" p'p"
Cette relation, en vertu du principe établi au n° 395, revient à
( AB ), (Cp)„ _ (AC), (BDV (AD). (BC), ^ ^ 'ISR' ■ rU" RU" ' K'ir Ril" ' K'R-
U, R', R", ir, étant les rayons des cercles A, lî, C, D.
Fis. 24S-
La suppression du facteiir eomraïui RR'R''R"' duimo finalement l'égalité
(Ae)i (CD)i,-T.,(AC)i (BD)o^- (AD), (BC)„= a,
qui rentre bien dans le type (i).
VII, — Quelques problèmes remarquables.
PBOBLÈHE u'.lPOLT.ONLUS : CERCLE T.INGENT \ TllOIS C1ÎRCLR3 nOÎJNÊS.
iOO. Supposons le problôino résolu, et soit (to) un cercle tangent h trois cercles donnés (A), (B), (C), dont aous désignerons le contre radical par S (J/g. a47)-
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Si l'on fait l'invcraion de la figure en prônant pour eoiitro d'invorsioii ■le point S et pour coefBciont d'inversion la puissance de S par rapport il chacun des cercles (A), (D), (C), chacua do cos trois cercles se transformera on iui-momo, et ]o cercle (ui'), inverse do (tu), sera un second eerclo Ungcnt â (A), (B), (C); les points do coutaet a', b', c'. dc((u')avec(A), (B), (C), sont d'ailleurs situ6s sur ios droites S«, Sfc, Se, qui joignent lo point S aux poiuts de contact de (tu) avec (A), (B),
Los puissances do S par rapport à (A) et (to) étant les mêmes quo celles de S par rapport à (B) et {ut), il résulte du n° 393 quo les coiilaeta on b et en li' sent semblables ou dissemblables, en mémo temps que les contacts ennet en «'; par suite,, Ios couples do cercles (A) ot (B), (o)) et (ù)'), salisfoal aux conditions du n° 330. S eH donc un centre de dmililude da {la) et (oi'), et le point de concours C ils ali et de a'ù' e.tt à la fois un centre de similitude de {X) et {Q) et un point de l'axe radical de (ù)) et {-a'). Do mômo, le point do "concours B' de ac et de rtV est un contre de similitude do (A) et (C) ot un point de l'aso radical de (lu) ot (lo'). Par suite, l'i^co radical de (oj) et (w') est un a.vc de similitude Q'WM des trois cercles (A), (B), (C).
Il résulte do là quo fe.t centres ii et w' des deux cercles associés (uj) et (lû') sont situas sur la perpendiculaire abaisse'e de S sur A'B'C; car la droite uiu>' doit passer par le contre de similitude S de (lo) et (u)') ot être perpendiculaire à l'axe radical A'B'C de ces doux cercles,
Enfiii, les poiols a ot «' dus cordes (ui) ot (lu') étant auli-homo îoguos, les tangentes on a ot en u' doivent se couper sur l'axe radical
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A'B'C de ces doux cercles (37H); en d'autres termes, â'B'C doit contenir io pôle de ort' par rapport au cercle (A) et, inversement (343), la corde aa' doit contenir le pôle p de A'B'C par rapport au cercle (A). On est ainsi conduit à oetto eoncSusion :
S'il existe un cercle (lu) tangent à trois cercles donnés (A), (B), (C), il en existera un second (o)'); ces deux cercles associés (lu) et (u)') toucheront respectivement te cercle (A) aux points a et a', où ce cercle est rencontré par la droite Sp qui joint le centre radical S des cercles donnés au pâle p par rapport â (A) de l'un des axes de similitude des 'mêmes cercles; les centres u) et lo' seront les points oit les tlroites qui joignent le centre A aux points a et a' rencontrent la perpendiculaire SZ abaissée de S sur l'axe de similitude considéré.
Comme il y a quatre axes de similitude (366) dos trois cercles (A), (B), (C), on voit que le nombre des couples de cercles tangents à trois cercles doimés est au plus égal à quatre.
Pour qu'un te! couple existe, il faut 6videmmont, d'après ce qui précède, que la droite Sp qui répond à l'axe de similitude considéré coupe le cercle (A). Cette coadition est d'aiEeurs suffisante. En d'autres termes ; Si la droite Sp coupe (A) en deux points a et a' et si la et ui' sont les points oà ka et lia' rencontrent SZ, les cercles (m) et (lo') décrits, l'wi du point 0) comme centre avec laa pour rayon, l'autre du point ca' comme centre avec la'a' pour rayon, toucheront l'wi et l'autre les trois cercles doimés (AJ, (B), (C). En effet. :
D'abord, le cercle (w) touche (A) au point a, puisque ce point est
commun aux doux cercles (oj) et (A) et se trouvo situé sur la ligne des
D le, ie cercle (u)') touche (A) au point a'. Il rosto <i
((«') louciientrun et l'autre (D) et (C),
0 es "■- 2/171) par b et b' les points de (B) qui sont anti-
t a' par rapport au centre de similitude C. Il
ce ele (X) touchant (A) et (B) en a et on b, ainsi
uchant (A) et (B) en a' et on 6'; le centre X du
m la rencontre de Aa et de Bè, et le centre V du
ntre de Aa' et de B6'. Si G' est un centre de simi
) et (B), les contacts en a et & seront somblablf
ts en a' et b'; si, au contraire, C est m ceitro do
es contacta en lî et i» seront dissemblables ai isi
a' et b' (366). Les contacts en a' et b soit donc
mblables, en môme temps que les contacts en a
rcles (X) et (X') et les cercles (A) et B) satisfont
380, et l'on peut énoncer les conclusions suivantoa
le m' et de bb' appartient à l'axe radical do (A) et
(B) et, comme aa! coupe cet axo radical en S, la droite bb' passe par S ;
2" 1b point S est un centre de similitude de (î.) et (X') et, par suite, les trois points X, X' et S sont on ligne droite; 3° le point C appartient à l'ase radical do (X) et (X') et, comme le pôle Aj de c(d par rapport à (A) est sur cet axe radical et que, d'autre part, ce pôle doit appartenir ù la polaire A'iJ'C du point p sitaé sur iï<ï',on voit que ^^'^ contient deux points de l'axe radical de (X) et (X') et se confond avec cet aso : il en résulte que la ligne des centres XX' est perpendiculaire à A'Il'C. Les points X et X' étant sur SZ, ans interseeliona de cette droite avec A« et ka, coïncident avec les centres lo et u', do sorte que les cercles (lo) et {lu'), coïncidant eux-mêmes avec les cercles (X) et (X'), touchent le cercle (B). Un raisonnement analogue prouverait que(ii)) et ((o') touchent aussi (C).
Remarquons, on terminant, que, dans la règle énoncée ci-dessus, on peut substituer le cercle (B)ou le cercle (C) au cercle (A). Par conséquent, si l'on désigne {ji^. 247) par p, q, r, les pôles par rapport à (A), (B), (C), d'im môme axe de similitude, les droites Sp, S5, S'-, couperont reapectivomenl les cercles (A), (B), (C), dès quo l'une de ces droites coupera le cercle correspondant.
Cette belle solution appartient à Grcrgonne. Nous en avons toutefois modifié l'exposition, de manière à ne laisser subsister aucune ambiguïté sur la façon d'associer les points de contact, ni aucune hypothèse arbitraire sur l'exislonco des cordes tangents, existence que Gergonne admet a priori.
iOl, Pour pouvoir appliquer la solution qui précède aus cas particuliers que l'énoncé du problème comporte, il faut savoir ce quo deviennent les éléments quo nous avons appelés pûle, polaire, axe radical, centre de similitude, lorsque, dans une figure qui renferme des cercles.
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un ou plusieurs de ces cercles se réduisent à des points ou à dos droites parce que Jeura rayons deviennent nuls ou infinis. La connaissaaco de ces résultats, que nous allons esposer très rapidement, esL d'ailleurs indispensable pour la discussion d'un grand nombre de problèmes.
I" La polaire L d'un point P par rapport à un point 0 (cei'ole de rayon mil) est la perpendiculaire à OP menée par 0.
a" Le pôle P d'une droite h par rapport à un point 0 est le point 0 lui-mêine.
Ces deux principes résultent do ce que le produit des distances du point 0 au pôle P et à la polaire L doit être nul (341 )■
3° La polaire d'un point P par rapport à ùiie droite (u {cercle de rayon infini ) est la parallèle à <o menée par le symétrique du point V par rapport à la droite m.
Car le cercle dégénère en réalité en deux droites parallèles qui sont la droite tu et une droite rejetée i l'inflni. Or, si l'on mène par P une sécanle quelconque qui rencontre en o et en i îes droites u> et L.lesystème P, o, i, 00, sera harmonique, ce qui exige que o soit le milieu de IY\ donc, la polaire L est le lieu des pointa obtenus on prolongeant les sécantes menées de P à oi de longueurs égales à elles-mêmes.
4° La pôle P d'une droite 1. par rapport à une droite tu est le point
Caries polaires de tous les points- de L sont (3°) parallèles à m; leur point de concours, c'est-à-dire le pôle de L, est donc à l'infini sur ui.
5° Les centres de similitude 0 et 0' d'un cercle C et d'un point C se confondent avec le point C.
Cela résulte dos formules du n" 260, dans lesquelles on fait R'~ o: on trouve ainsi
CO = CO'=CC
6° Les centres de similitude 0 et 0' de deux points C et C n'ont des positions déterminées qu'autant que l'on donne la loi suivant laquelle les reç'ons R et R' des deux cercles correspondants tendent vers zéro. Par exemple, si, lorsque R et R' tendent vers zéro, le rapport de R' à R reste égal â un nombre donnéwi, les formules du n" 260 donnent
G0=^- et C0'= ^^^.
7" Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite sont tes e.mrémités du diamètre perpendiculaire à la droite.
En effet, supposonsj dans la fig. 182, que le point d'intersection de gauche E' de la circonférence C' avec CC reste fixe, et que le centre C' de cette circonférence s'éloigne indéfiniment dans la direction CC, de
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Le centre de similitude osteme dovient donc l'extrémité de gauclie du diamàtro (lu cercle C perpendiculaire à la droite donnée, et le centre de similitude interne devioat l'extrémité de droite de ee diamètre.
8"Xa9 centre.'! de simUitudo d'un polnl et d'une droite .<tc confondent
Car, si dans les formules ci-dessus on fait R = o on jnÈme temps que l\'~ w, on trouve
CO = o et CO'--o,
9' Les centres de suiùUtude de deux droites D et D' sont les points à l'infini situés sur les bissectrices de l'angle des deux droites et de son supplément.
Ce fait résulte de cette propriété évidente efcaraetéristiquo des centres de similitude iie deux cercles : Toute droite menée par an centre de similitude coupe les dau.x cercles sous le même angle.
lo" L'axe radical d'un cercle et d'un point esc équidistant de ce point et de sa polaire par rapport au cercle.
Ce fait résulte du n" 373 et des remarques précédoutos (i" et 5").
1 1" L'axe radical de dewK points est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui les Joint.
12° Uaxo radical d'un cercle et d'une droite est la droite ellemême.
C'est \ine eoRSôfiuoneo immédiate du n° 383 et des remarques précédentes (3" et 7°).
i3" L'a.xe radical d'un point et d'une droite est la droite ellemène,
14" L'axe radical de deux droites e.it indiflerminé.
Le problème du cercle tangent à trois cercles donnés comprend die cas, y compris le cas général. En représentant un cercle par C, une droite par D, on point par P, on pout indiquer ces dix problèmes par les symboles PPP, PPD, PPC, PDD, PDC, PCG, DDD, DDC, DCG, CGC.
Les quatre cas PPP, PPD, PDD, DDD, oii il ne figure aucun cercle parmi les données, écliappent à la méthode; mais leur solution directe n'offre aucune difficulté, comme nous l'avons vu aux n" ISi, IÇO, W±
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ot 263. Tous les autres cas sa déduisent sans peine de la solution générale, à l'aide des résultats indiqués dans le numéro précédent. Nous uous bornerons aux indications suivantes.
DCC. — Il y a 6 centres de similitudo, par suite, 4 axes do similitude ot 8 solutions.
:os de similitude et 8 solutions s de similitude et, par suite 4 solutions es de similitude et 4 'oiutioni e de similitude et, par suite a solutions
DDC. — Il y a encore 4 a PCC. — Il n'y a que a ax< PDG. —Il n'y a que a PPC. — Il n'y a que i
402. Il importo do signaler encore, à propos du problème d ApoUo nius, quelques relations remarquables qui résultent immédiatement du théorème do M, Casey (399).
i"En supposant que le cerde D se réduise à son point do contact, et en désignant par /, /', l\ les longueurs des tangentes menées de ce point auï trois cercles A, B, C, on voit que, si un cercle E touche trois cercles donnés. A, B, C, /e.f tangentes menées d'un point quelconque de ce cercle aux trois cercles doime's salirfonl à la relation
Z'(AB);±/'(AC)±/(BC) = o.
a" Enfin, si l'on se reporte à la figure formée par un triangle quelconque, le cercle inscrit D et les trois cercles exinserits A, B, C, et si l'on applique le théorème de M. Casey à ces quatre cercles considérés successivement comme tangents aux trois côtés du triangle, on obtient Ses trois relations
— (AB),(CD)o + (AC)i(BD)o-{AD)i(BC)„ = o,
(ÂIÏ),(CD)o-i-(AC),(BD)i-(AD)o(BC)i = o,
-(AB)o(CD)i-(AC),(BD)o^-(AD)o(BC)i=o,
qui, ajoutées membre à membre, donnent
(AB)o(CD),--(AC)o(BD),-j-(AD).(BC)„=o.
Le oercle inscrit et les trois cercles exinsci-iu à un triangle quelconque sont donc tangents à un cinquième cercle, qui laisse le cercle inscrit d'an côté et les trois cercles exinscrits de l'autre côté,
[Ce théorème est dû à Feuerbach : nous le retrouverons plus loin 1-104).]
Le même procédé conduit d'ailleurs à ce tliéorèmo plus général dû à M. Hart :
Les cei'cles tangents à trois cercles donnés sont, quatre à quatre, ttmgents à uii cinquième cercle.
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403. Nous traitoroûs d'abord quelques cas particuliers qui sont d'ailleurs intéressants par eux-mêmes, et dont noua emprunterons la solution à M. G. Takry.
{a) Décrire une circonférence (X) coupant respectivement deux droites ïlA et RB sous des angles n et ^, ei passant par un point A pris sur la droite IlA(j%. 2475).
Supposons le problème résolu, et soit B l'un des points d'intersection de la circonférence (X) avec la droite lîB. Par hypothèse, la tangente en A à k circonférence (X) fait avec la droite RA un angle égal
Fifl. 2^7,.
j a ou h son suppléinonl; par suiic, le rayon AX fait avce UA un angle égal à - — a ou à son supplément. De mCrae XB fait avec EB un angio
égala - — p ou à son supplément. Los rayons XA et XB étant égaux, le point B s'obtiendra par le tracé suivant : par un point quelconque X' de la droite AX, qui fait avec RA nn angle égal à -^ — a ou à son supplément, menez la droite qui fait avec RB un angle égal k {J
ou à son supplément; prenez sur cette droite une longueur X'B'égaleà X'A ; la droite AB' coupe RB au point cherclié. Le problème a quatre solutions.
(i) Décrb-e une circonférence ÇK.) qui coupe respectivement detta: droites données RA et RU et une circonférence donnée (C) sous trois anf^les donnés a, p, f {Jî^. 2/172).
Cherchons le centre X. Soit D l'un des points d' intersection des eir- <',onférences (X) el (C). Par hypothèse, l'angle XDC est égal à 7 ou à
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son supplémeiil, at les angles XAB, XBH, sont égaux h ~ — a, ~ — [i, ou à leurs sappléments. Or, les circonférences qui eou[ient RA et Rit
sous les angles a, p, sont homotbéliques et ont pour centra
d'homothétiô le point R. On connaîtra donc la position de la droite RX
., , . ^XR xn
et la valeur du rapport yï = jfTî '
Sur b côtij XB, considéra comme homologue de XD, construisons la triangle XRC, dii'ectement ou inversement semblable au triangle XDC. On connaît l'angle XRC el la longueur RC déterminée par la propor-
lion jrs- = Yî^ ' On peut donc trouver le point C. D'ailleurs, la similitude des triangles XRC, XDG , donne la relation ^^ = =^ ■ Par conséquent, le point X, situé sur la droite connue RX, appartient aussi à la circonférence, lieu des points dont les distances à C et à C sont dans lo rapport de XR à XD. Le problème comporte huit solutions.
(c) Connaissant deux circonférences (A) et (B) et un point D pris sur (A), construire une circonférence (X) qui passe par D et qui coupe (A) et (B) sous des a/igles donnés a et ^ {J!g. 2473).
Supposons le problème résolu, et soit E l'un des points communs aux cercles (X) et (D). Par hypothèse, les angles XDA, XEB, sont égaux aux angles h et p ou à leurs suppléments. Sur le côté XD, 6gal
Hj, .47..
à XE, construisons lo triangle XDB' symétriquement ou directement égal au triangle XEB. On connaît les angles ADX, XDB', et, par suite, la position de la droite DB' ot colle du point B'. Le centre X est donc déterminé, puisqu'il est situé suris droite connue DX et équidistant des points B et B'. Il y a quatre solulions.
(rf) Décrire une circonfiSrence {H) qui coupe respectivement deux cii'confércnces concentriques (A) et (B) etune circonférence quelconque (C) sous des angles donnds a, §, y.
li. et DE C. - Tr. lU Gàom. {l" Poi-rîii), IQ
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Décrivons une circonférence qui coupe respectivement (A) et (I!) sous les angles a et p. L'une des circonféranees cherchées sera égale à cette circonférence et coupera (C) sous l'angle y- Or, le liou des centres des circonférences égales qui coupent aous un même angle un cercle donné se compose de deux circonférences coocen trique s. Les centres des cercles chercîiés so trouvent donc à la rencontre de circonférences que l'on sait construire. Le problème comporte huit solutions.
(c) Nous pouvons maintenant passer au problème général :
Décrire une circoiiféi'en.cc (X) qui coupe respectivement trois cerclei donnés (A), (B), (C), sous des angles donnés a, p, y-
Si deux des cercles donnés, (A) et (B), se coupent, on formera la figure inverse en prenant pour centre d'inversion l'un des points d'intersootion 0 et poui coefficient d'inversion la puissance de ce point par rappoit au cercle (C). Ce ecrcJe ne changera pas, les cercles (A) et (B) se transformeront en deux droites et, comme l'inversion n'altère pas les angles on soia ramené au problème {b).
Si les Cl! confCi onces (A), (B), (C), considérées doux à deux, n'ont aucun point commun on pourra (392) former la figure inverse de façon que deus clos cordes donnés so transforment en deux circonférences concentriques et le problème sera ainsi ramené au problèrao {d)
(CRCLE DES NRDP POINTS.
iM. ABO cLaEt un liianglo quelconque, ciésignons par (M) le cercle qui a pour rayon la moitié du rayon du cercle circoDScrit et pourcentre !o milieu M do la droite qui joint le centre 0 du cercle cireonserit au point de concours H des hauteurs (fig. a47i,).
Lo cercla (M) passa par las milieux a, b, c, des côtés, par les pieèU a, p, Y, des hauteurs, et par les milieux p^ q, r des distances du point •s H des hauloiirs aux trois sommets A, B, C.
En effet :
1° La droite M;j, joignant les milieux M et /> des côtés HO et HA du triangle OIIA, est parallèle à la base OA ei égale iï la moitié de cette base, c'ost-à-diro à la moitié du rayon du cercle circonscrit. Le cercle (M) passe donc par p, et l'on verrait de mémo qu'il passe par i/ et r.-
2° On a vu (li7) que les hauteurs du triangle ABC étaient los perpendiculaires élevées sur les milieux dos côtés d'un second triangle A'fl'C, obtenu en menant par chaque sommet du premier la parallèle au enté opposé. Los triangles A'B'C et ABC étant semblables et ayant a pour rapport de similitude, la droite AH considérée comme liée au triangle A' B'C ost double de la droite 0« qui est son homologue par rapport au triangio
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ABC. Los droiles Oa et Aju sont donc égales ot, comme elles sont parallèles, pa est égale et parallèle à OA. Par suite, pa n'est donc autre
eliosequej^Mprolongéo d'une quantité Mu égaieàjpM, et lo cercle (M) passe par n. On verrait de même qu'il passe par b et i^.
3° Enfin, puisque p<t est un diamètre du cercle (M) et que l'angle paa est droit, le cercle (M) passe par a. On (verrait de même qu'il passe par fi et y.
Cette propriété, qui a fait donner au cercle (M) lo nom de cercle des neuf points, est duo à Eoler.
On peut aisément trouver les tangentes aux neuf points.
La tangente nE au point « est perpendiculaire au rayon M« ou à sa parallèle OA : elle ost donc parallèle à la tangente AT au cercle circonscrit; mais celte tangente est antiparallfele à BG par rapport à l'angle BAC, puisque les angles TAB, ACB, ont la même mesure. Par conséquent, Ut tangente aE au cercle des neuf points au point a est antiparallèle à BC p(ir rapport à l'angle BAC.
Au point p, la tangente est parallÈle à «E et, au point a, la tangente fait avec la dii-ectioa CB un angle EaB égal à l'angle E«C que la tangente on « forme avec la direction EC. On connaît ainsi les droites qui toucîiont le cercle (M) aux neuf points a, h, c, p, q, r, a, p, -f .
Parmi les nombreuses propriétés dont jouit le cercle (M), il importe de remarquer la suivante, due à Feuerbaeh :
Le cercle des neuf points est tangent ait cercle inscrit et à chacun des cercles exinscrits au triangle ABC {f!g. 2473).
En effet, soient I le centre du cercle inscrit et l' le centre de l'un des cercles exinscrits, par exemple de celui qui est compris dans l'angle CAB.
yGoosle
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Le cûté BC est uno tangente commana iutérieure aux deux cercîea I M r, et son milieu « os t aussi lo milieu de l'intervalle FF' compris entre
SCS doux points do eouLact ; car, en désignant par a, li, c, les côlé Iriaiiglo ABC cL psn- p son demi -péri mètre, on a (161)
BF = /' — b, BF' = p — c
La seconde tangente commane intérieure KIC passe par le point A' où la première roncentre la bissectrice Aiï' de l'angle BAC ; elle est d'ailleurs symétrique deBC par rapport à cotte bissectrice, c'est-à-dire antiparallèle à flC par rapport à l'angle BAC.
llomarquons cû 6 n quo les quatre points 1,1', A, A', étant harmoniques , lonrs projections suv BC forment aussi un système harmonique FF'aA', do sorte qu'où a (t) TIf^^ âï'^ = ac..aA!.
Ceci posé, formons la figure inverse dos cordes I, I', et du cercle des noof points, en prônant pour origiiio le point « et pour constante d'inveraioQ la quantité al' . Cotte quantité étant égale à la puissance du point a par rapport ù l'un ou l'autre dos cercles I et I', chacun de ces coreies coïncidera avec son inverse. Quant au cercle des neuf points, puisqu'il passe par l'origine a, il aura pour inverse une droite. Cette droite passera par A', puisqu'on vortu do l'égalité (i) îo point A' est i'invorso de a; ollo devra en outre faire avec la direction BC un angle égal h celui que la tangente on a au cercle dos neuf points fait avoc cette même direction, fin d'autres termes, la droite inverse du cercle des neuf points aéra la droite menée par A', antiparallèloment à BC par
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rapport à l'angle DAC, c'est-à-dire la seconde tangente commune intérieure KR,' aux deus cercles 1 et I'. Dans la figure primitive, le corde des neuf pointa touche donc les cercles I et T ; et l'on verrait de môme que ce cercle touche les deux autres cercles exinscrits.
i PEAVCELLIER i!
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408. Soit ABCD un losange articulé, c'est-à-dire Formé do tiges rigides reliées à leurs extrémités de façon que leurs inclinaisons mutuelles puissent varier ; soient de plus OB et OD deus autres tiges, égales entre elles et artienléea en 0, B, D. Tel est le système à six tiges de M. Peauceiîier;onluidonnele nom d'wce/'jeiiT', parce que, lorsque l'on déforme ie système, le point 0 restant Jixe, hs points A ei C da'cHveiit des lignes invei-ses, 0 étant !e centre d'inversion. En effet, pour toute position de l'appareil, puisque chacun des points 0, A, C reste à égales distances des points B et D, les trois points 0, A, G sont en ligne droite; d'ailleurs, si l'on imagine le cercle ayant B pour centre et BA pour rayon, puisque la distance OB et le rayon BA restent constants, la puissance OB — BA du point fixe 0 par rapport à ce cercle mobile reste aussi constante; mais cette puissance s'exprime aussi par le produit OA.OC ; donc A et C décrivent des lignes inverses l'une do l'autre.
D'après cela, si l'on fait décrire au point C un cercle quelconque, ie point A décrira aussi un cercle. Mais si le cerclo que l'on fait décrire au point C passe par le point fixe 0, le point A décrira une ligne droite. C'est la première solution rigoureuse qu'on ait donnée du problème de Watt, c'est-à-dire de la transformation d'un mouvement circulaire en . rectiligce. Depuis, M. Hart a résolu le même problème à
i'aido de quatre i\ GCi, DD„ et les di Soient A, P,, P troî
tiges seulement; ces tiges forment les côtés égaux diagonales CDi et CjD d'un trapèze isocèle articulé. i points divisant respectivement les tiges CCi, CiD et CD, dans un même rapport; si le système se déforme, A vcstant fixe, loa points P et P, décrivent des lignes inverses, A étant le centre d'inversion. En effot, il est clair que, dans toute position du système, les couples CD et C|D|, AP] et CD, AP et Ci.Di conservent leur para]-
agf). GÈOHÉTEIE PIAKI-,
Icliiimc, eu sorlo que A, Pi et P rcslent on ligne droite. On a d'aiOeurs
_AP^_CA. AP; ^ C|A
CiDi ~CCi' CD ce'
il suffit dès lors de prouver que lo produit CD.CiD, osî constant. Or, si l'on désigne par 0 le milieu do CiDj et par E la projection do C sur C|Di, oa voit que lo produit en question est égal à 4OD1.OIÏ ou à CD| — CCi , qui est ime quantité constante.
PROIÏLÈMB DE CASTILLON.
406. Liicrire dans mt cercle donné un polygo/is doiU chaque cutii passs par un point donné.
La solution suivante, que nous empruntons â M. l'eterson, offre un oxemplô très remarquable do la mûihodo par inversion. Le lecteur la saisira saas peine s'il veut bien faire la figure avec la règle et le compas. Nous avorliSBOns d'aiUeuvs, une fois pour toutes, que, lorsque nous parions de l'inversion d'une partie de la tigiuve autour d'un point, il faut entendre que l'on construit la figure inverse de la partie considérée en prenant pour origine le point indiqué et peur pulusance d'inversion la puissance de ce point par rapport au cercle donné.
Il convient de distinguer deus cas suivant que le nombre dos côtés est pair ou impair. Nous nous bornerons aux cas du quadrilatùro et du triangle, la généralisation n'offrant aï>r6s cela aucune difficulté.
Cas du. qitadrllnîère. — Soient a, b, c, d les points par lesquels doivent passer respootivemenL les côtés AB, BC, CD, DA. llemarquons d'abord que le point A, après quatre inversions successives autour do «, /', c, d, revient en A ; on d'autres termes, si l'on prend successivement l'inverse Ag de A par rapport à a, l'inverse Aai, do Aa par rapport à h, l'inverse kabc do Aat par rapport à c, et enfin l'inverse Aaderf de kabc par rapport ù d., le point kahai coïncidera avec A. D6signons par P lo point oblonii par l'inversion de d successivement autour do c, b, a, en sorte que l'inversion de P autour de «, b, c reproduira d. Cela posé, si l'on faisait successivement l'inversion de la droite PA autour do a, h, c, rf, on trouverait d'abord un cercle passant par «, B, Pa, puis ua cercle passant par «ù, C, Paie, olisuite un cercle passant par tibc, D, Vabc ou atc, D, d, et enfin une droite passant par A et par lo point abat que nous désignerons par Q et que l'en obtient en faisant 1 autour do /', c, d. Mais les droites QA et l'A qui ré-
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sultent ainsi l'une de l'aulre par qualro inversions doivent (387) faire avec le cercle donné des angles égaux et de même sens, puisque, d'aprèa la manière dont on a choisi les puissances, le cercle se transforme chaque fois en lui-même; donc PAet QA forment une même droite, et l'on obtient le point A par l'intersection du cercle et de la droite qui joint les points connus P et Q.
Cas du triangle. — Soient a, b, c, les points par lesquels doivent passer respectivement les côtés du triangle demandé ABC.
En opérant comme ci-dessus, mais faisant bien entendu trois inversions au lieu de quatre, on trouve encore deux segments roctilignes PA et QA; seulement ils ne formentplus une même droite, car les angles qu'ils font avec le cercle donné sont égauK, mais non de même sens. Soi t K le point qu'on obtient en faisant l'inversion autour de a, b, c, de l'un dos points où Pu coupe le cercle ; par cette opération, aP et AP deviennent ies droites RQ et AQ, et les angles aPA, RQA sont égaux et do mâme sens, en sorte que, si l'on appelle S l'intersection do «P et de Qlt, io quadrilatère APSQ est inscriptible; le cercle circonscrit au triangle connu PSQ délermino donc le point A par son intersection avec le cercle donné.
PIt0BLé»E LE MALfATTI.
40/- Étant donn^ un triangle ASQ, décrire trois cercles (a), (b),(c), inséras respectwement dans Us angles A, B, C, et tels que chacun d'eux touche les deux autres.
Trois cercles («), {b), (c), considérés deux à dous, donnent lieu à trois couples ayant chacun quatre tangentes communes. Nous dirons que deuï tangentes communes sont associées, lorsqu'elles seront relatives à un même couple de cercles et qu'elles seront on outre de môme espèce, c'est-à-dire toutes deux extérieures ou toutes doux intorioures-
Cela posé, nous établirons d'abord, pour plus do clarté, doux lemmes préliminaires.
1° Si deuce tangentes extérieures da, df, relatives à deux couples différents {b) et (c), {b) et («), et une tangente commune mtdi'ieure dh, relative au troisième couple (a) et (c), concourent en un même point d, les tangentes nq, yq, pq, qui leur sont respectivement associées, connourent aussi en un même point q {fig- 248).
En effot, par le point q, intersection de iq et do 75, imaginons qu'on mène la seconde tangente qp au cercle (c); il suffit de montrer que cotle droite qp touche le cercle {«). Or, les quadrilatères dnq-^, dh qa., étant circonscrits, le premier au cercle (&), le second au cercle (c),
(/a -hrf-j' =1= ^y-]- -I- (ja, d'i.-i~ qh — dh + r/K,
•;g6 GltOMÉTlillt l'LÀNIi.
■;'jù, par aousLrficiion,
d'i -h eût = q'(-i-(i/i.
Le quadrilatère d^qh est donc circoiiscriptlble à an cercle; et, comme trois do ses côtés toueheat déjà le cercle («)> '° quatrième côté ij/i doit tonclier ce mâmo cercle.
2" Si deuj: cordes (0) el (0') déterminent sur une sécante AB' dev.x cordes ^alcs ÂB, A'B', ces cercles seront vus sous des angles égaux du point de concours M des tangentes MA, MB', menées aux extrémités de la sécwite {fg. a18i).
En olfet, soient F, P, F', les projections des points 0, M, 0', sur la sécante AB'. Les triangles AMP, AOF, étant semblables, ainsi que tes triangles MPB' et B'O'F, on a
AM ^ AO MP _ B'F' MP " AF' ii'M "" B'O''
• i'iiù, |)Hi' iDiiîLijdication,
AM _ AO^ %'^l ~~ B'O'"
Les triangles rectangles AOM, B'O'M, sont donc semblables et, par conséquent, les angles AMO, B'MO', sont égaux; ce c[ui démontre l'énoncé, puisque ces angles sont les moitiés de coux sous lesquels on voit du point M les doux cercles.
Ajoutons que les tangentes AK. et B'L sont égales, puistiue la puissance de A par rapport au eorele (0') est ovidcmmeal égale à la puis-
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sanco do B' par rapport au cercle (0). Inversement, si la transversale AB' est telle que les tangentes AK et B'L soient dgalcs, les cordes AB et A'B' le seront elles-mêmes.
Arrivons maintenant au problème de Malfatli.
Soient D, E, F {fig. 24^2), les points de contact dos trois cercles cherchés (d), (b), (c). Los tangentes en D, E, F, étant les axes radicaos de ces cercles pris deux à deux, concourent au centre radical L de ces trois cercles. Soient G et H les points où le côté BC du triangle .VBC louche (û) et (c). On a évidemment
MQ — Mil = GQ — RH = QE — RF = LQ — LIi,
et la comparaison des morahres extrêmes prouve que le point M est le point où le cûtô RQ touche le cercle inscrit dans le triangle RLQ (161). Nous désignerons ce dernier corcle par (a"), et nous représenterons par ((•') et (c') les cercles analogues qui touchent respectivement les côtés AG et AB aux points N et P.
Si l'on considère alors le système des trois cercles («'), (l/'), (c'), les tangentes communes RN, SM, PQi concourant au point L, il résulte du premier lemme ciue la seconde tangente commune intérieure à (a') et à (&') passe par le point de concours G dos tangentes communes extérieures BC et AG,
Les relations
MD = MH r= TF, nu = NK = NF,
donnant, par addition, MU = TN, la remarque qui termine le second lemme prouve que les cercles {n') et (6') doivent înterceptei' sur MN deux cordes égales- Donc, en vertu de ce même lemme, la tangente
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commune intérieure aux deux cercles (a) cl (/ ) jui passe pu le sommet C, est la bissectrice de l'aogle C
De là, on conclut le tracé suivant : I éiain le centi e du loi de insu a doits le triangle donné ABC, inscrives un certL dans chacun d<,i triangles lAB, IBC, ICA, puis menez les secondes tangentes communes intérieures de ces trois cercles pris deuj. a deux on obtient ainn dos triangles ayant chacun pour côtés une de cet taiigCntes et deux cotés du triangle ABC : les cercles inscrits daiu C(,i nouieaux triangles sont tes cercles cherchés.
CcLto règle a étd domiée on 1836 par Stcinoi-, mais sans ddmonslration proprement dite, l'âmineut géomètre s'étant borni à indiquer les tbéorèmes sur les centres de similitude, les axes radicaux, ..., qui permettraient do parvenir au tracé indiqué.
Nous avons adopté ici !a démonstration do M. Hart, dâvoloppéc par M, Desboves dans ses Questions de Géométrie.
VIIÏ. -- Traneformatiou par semi-droitee réciproques.
DÉFJKITIOM DES SËMI-DttOiTBS ET DÏÏ3 CYCLES.
■WS. Une droite étant donnéo, on peut supposer qu'elle soit décrite dans un certain sens par un point mobile; une telle droite, déterminée ainsi par sa position et le sons dans lequel elle est décrite, est désignée soua lo nom de semi-droite; ce sens ost indiqué snr la figure par uni» flèche placée près do la droite.
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Une mCme droile pouvant être décrite dons deux sens différents détermine deux semi-droites distinctes que l'on appelle semi-drciics opposées.
Dn cercle étant donné, on peut supposer également qu'il soit décrit dans un certain sens par un point mobile; un tel cercle, déterminé ainsi par sa position et le sens dans lequel il est décrit, est désigné sous le nom de cjcfc ; ce sens est indiqué sur la figure par une flèche placée près de la circonférence du cycle.
Un même cercle pouvant être décrit dans deux sens différents détermine deux cycles distincts que l'on appelle c^cks opposés.
En un point A d'un cycle, la tangente doit Être considérée, le long de l'élément infiniment petit commun au cycle, comme décrite dans le même sens Fie. ^iy-
que le cycle; la tangente au point Aestdonc une semi-droite ijien déterminée
De là résultent les conséquences suivantes :
1° On ne peut mener à un cjcle donné qu'une taii'^eiite parallèle à une semi-droite donnée {Jig. a<i9)-
Il est clair, en effet, qu'on peut mener au corde déterminé par le cycle deux tangentes parallèles à la droite déterminée par la semi-droite donnée; mais, si l'on désigne par A et par A.' les points de contact, on voit que les tangentes au cycle en ces points ont des directions opposées ; une seule d'entre elles est donc parallèle à la semi-droite donnée.
%" Deitx cycles donnés ont deux tangentes communes et n'en ont que deux.
Sur la ^g". 2491, on voit que les semi-droites AA'etB'B sont tangentes à la fois aux deux cycles K et K'. Les cercles déterminés par ces cycles ont quatre tangentes communes dont deux sont précisément AA' et BB"; si l'on considère une quelconque des deux autres, par exemple CC, il est aisé de voir que, quel que soit le sens dans lequel on suppose décrite cette droite, elle ne peut toucher les deux cycles donnés, d'après la définition donnée du contact d'un cycle et d'une semi-droite.
Le point de rencontre P des deux tangentes communes est le centre de similitude des doux cycles.
Ce centre de similitude est unique (').
(') Une propos
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La distattce AA', comprise sur l'une des tangentes communes entre les points de contact avec les cycles, est la distance tangentictte des cycles; elle n'est déterminée qu'en valeur absolue, mais non en signe.
Le rayon d'un cycle sera regardé comme posîiif si ce cycle est décrit dans le sens du mouvement des aiguilles d'une montre, comme négatif dans le cas contraire.
Par suite, on désignant par T la distance tangentielle des deux cycles
FiB. Aq..
dont les centres soni 0 et 0', la_/%. 3491 montre immédiatement qu'en désignant par I) la distance des centres, on a la relation Tï=D5-(« — 11')^
Cette formule détermine, dans tous les cas possibles, la distance tangentielle do deux cycles; on particulier, si nous considérons deux cycles opposés et si le rayon d'uû de ces cycles est R, l'autre est — R ; d'ailleurs, b distance de leurs centres est nulle; on a donc, dans ce cas, T»=-4!l=.
Une semi-droite étant donnée, ainsi qu'un point P, !e cycle qui a pour centre ce point et qui touche la serai-droite est bien déterminé; ia distance du point P à la semi-droite est le rayon de ce cycie; elle est donc déterminée en grandenr et en signe.
Un point doit être considéré comme un cycle d'un rayon infiniment petil ; toutes Ses semi-dioiteti passant par ce po nt doivent 6trc considérées comme tangentes à ce cycle
Étant données doux scm droites quflconques, on peut construire une infinité do cycles qui leur soient t-msents les contres de ces cycles sont situés sur une mêmr' droite que 1 on ippeilora la bissectrice des semidroites.
Si, !e point P d' in tei section des wmi droites restant fise, l'angle que font ces sami-droites diminue indéfiniment en sorte qu'elles tendent toutes les deux à ae confondis avec leui bissectrice, les rayons de tous les cycles inscrits diminue it mdtfiniment cl à la limite, ces cycles se réduisent à dos pointa tandis que 1 deux semi-droites deviennent deux sonii- droites opposée
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On yoil ainsi que les cycles qui touchent deux semi-droites opposées BOrtt les divers points de la droite qu'elles déterminent.
11 résulte aussi de ce qui précède qu'un cycle assujetti à toucher trois semi-droites données est entièrement déterminé. Son centre est le point de rencontre des trois bissectrices des semi-droites prises deus à deux.
MÉTH(iDE DE TBANSFÛRMATiON.
<W9. Considérons une droite use ù ; traçons dans le plan un cycle quelconque K ayant pour centre le point 0 et, sur la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la droite 2, prenons un point arbitraire P (j%. a49î)'
Ceia posé, à chaque semi-droite KM du plan, on peut faire corrospondie une- autre semi-droite de la façon suivante. Menons au cycle R la tangente AB parallÈle àNM, joignons le point de contact A au point P, et, au
Fie- =49î>
point A' où la droite ainsi obtenue rencontre le cycle, menons la tangente A'B'; menons eniiu, parle point M où la semi-droite donnée coupe la droite fixe il, une semi-droite N'M parallèle à A'B'.
rTM correspond ainsi à NM, et il est clair, en examinant les constructions effectuées, que NM correspond réciproquement à N'M; en dit qua ces deux semi-droites sont réciproques.
Il résulte évidemment de ce qui précède que :
1° Deux stmi'droilas réciproques se eoupent sur l/t droile ii que l'on appelle l'axe de transfornuition ;
%" Des senii-é-oitcs parallèles ont pour réciproques des seml-droiteh paraUéles.
Si, du point P, on mène des tangentes au cycle K, on voit que les semi-droites parallèles à ces tangentes sont leurs réciproques à ellesmêmes. Il y a donc deux séries de semi-droiles parallèles qui se transforment en elles-mêmes; ces semi-droites font des amgles égaux avec l'axe do transformation, li est toutefois à remarquer que ces semi-droife.s no sent réelles que si le point P est ostériour au cyde K,
Missing Pages
Missing Pages
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5,° Leurs tangentes communes sont (laralUles à deuj: directions fixes, à savoir aux directions des semi-droitei qui se transforment en ellesmCmes.
Dé3is;nonB respectivement par R et R' les rayons îles deux cycles (ces quantités étant données en grandeur et en signe ) et par D et D' les distances de leurs centres à l'axe ( ' ].
La première propriété donno la relation suivante ;
et la deuxième, la relation
D-D'=«(IS
où a. désigne nne constante caractérisant la transformation; d'où encore, en combinant ces deux relations,
On en déduiî,
^,_D(^=+i)-a^Tl
Le cycle K' est ainsi complètement déterminé, quand le cycle K est donné, puisque l'on connaît la distance de son centre à l'axe et son rayon.
Le cycle K' se réduit à un point, si R' = o, ce qui exige quo l'on ait
RaS-2KD-HR= i>,
d'où
a = D ± ,/l)^-ii2.
Il on résulte qu'^i/; cjclc élont donne, ainsi que l''axc de Iraiisformalion, onpeut loiijours déterminer le module a de la transformation, de façon que ce cycle ait pour transformé tin point, dans ie cas où ce cycle ne coupe pas l'axe. En désignant, en effet, par R son rayon et par D h distance de . son contre à l'axe, on voit que, 0= — E^ étant positif, l'équation précédente dÉlorniioe pour le module a doux valeurs réelles.
{') On doit ici considéi-er V en lui cloimaiit un sens arbitra en gi-andcnret «n siisno.
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Soit K lo cycle donoé; de son centre 0 abaissons une perpendiculaire OP sur l'axe de transformation et de son pied P comme centre décrivons le cercle qui coupe orthogonalemont le cycle donné. Ce cercle coupe la droite OP en deus points A et B; on prouvera aisément qu'i! existe une transformation telle que les tangentes au cycle K aient pour réciproques
les semi-Jroitos qn se crcsent au pont II ëxi te t'ol ment une autre tvansfoimatiou dans laquelle le pont L est 1;, r cproqie du cycle K(/^ 249s J
Une transformation étant defîr le par 1 a\e de tran'jformat on i* e( par le module a il existe une infinité d* cydos qu nt joui t insformés des points ils sont définis par la teiatioi
D" aî-i-i
Leur propriété caractêristiqae est que Imir r.-ifon varie propordonneltement à la diitaace de leur centre à l'axe; elle présente une grande importance dans l'application de la transformation par semi-droites réciproques à la théorie des anticaustiques par réfraction.
THÉORÈME
412. La distance tangenlielle de deux cycles est égide à ta distance iangentielle d.es deux cyrles correspondants.
Considérons, en effet, deux cycles ; désignons respectivement par R et r leurs rayons, par D et rfles distances de leur centre à l'ase de transformation, par p !a projection sur cet asedela droite qui joint leurs centres, et par T leur distance tangenlielle ; on aura évidemment
Soient do même R' et ;' les rayons dos cycles transformas ; D' et d' les distances de leurs centres à l'axe, et T" leur distance tangentiello. Si l'on remarque que deux cycles réciproques ont leurs centres sur une mènm
R. et DE C. — Tr. de Geo/a. (I" Partie). ZQ
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parpeniliculairo à l'aïs, il est clair q:ie l'on a
Or les formules énoncùos plus haut donnent aiscSmciit D'_ „■= (I)-.t)(»--*-^l-«|B— ■)
, 2..(D-rf)-(.--i-il(a-.)
Substituant ces valeurs dans rexprcsslon priicédeiito, il viendra, toutes réductions faites,
T->«,.>+(D-J)>-(R~r). = T.; CQ qui dû montre la proposition énoncûe (').
AI'PLlCATlOnS BË l.li UÉTIIOCE.
413. Soient (Jîg. 2,199) trois cycles K, K' et K° ayant respectivement pour centres los points 0, 0' et 0". Soient F" le centre de Bimilttude des cycles 0 et 0', P' le centre de similitude des cycles 0 et 0". Supposons que la droite P'P" ne coHpe pas le centre 0; en prenant cette droite pour BïQ de transformation, nous pourrons toujours, en choisissant, convenablement le modale de la transformation, transformer le cycio 0 en un point a. Les deux tangentes FA et P'B auront pour transformées les semi-droites opposées déterminées par les points P" et u; le eycio S.' étant tangent à AP° et l''B aura pour transformé un cycle tangent à ces demi-droiles opposées, et, par conséquent, un point m' qui sera l'intersection de P~a< avec la perpendicuiaire abaissée de 0' sur l'axe F P".
Les deux tangentes CP' et FD auront pour transformées les semidroites opposées déterminées par la droite Va, et il est clair que le cycle 0*, qui louche CP' et P'D, aura pour transformé îo point u" où Fw rencontre la perpendiculaire abaissée de 0° sur l'axe P'P". Si l'on considère
(') RelatiïBmont Ë Ja traii a formation par rayona lectiîHra réciproques, le Ihéorèmo analoQue est lo suivant 1 L'angle ions lequel se coupent deiijc cercles est égal à l'angle sons leqiielse coupent les cercles correspondants.
Ce théorèniB s'étend n déai courbes quelconques, et de même dans la trans-
Sî une scKii-tlroile û louche deux courlies aiij: deux polnls a et S, et si la semi-droite réciproque i' touche les coarbes transformées nuj^ point! a' et S', les deux longueurs ah et a' l^ sont Jgales,
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nnintenant les ùmx tangentes communes quï cycles K',K', elles auront pour tiaiiùform^es los semi droiles opposées déterminées par les pomls u et «' Dou il résulte que ces tangentes se coupent au pomt P ou îa droite tu m" lencontre P P , et de là une démonstration nouiclJo do uette proposition rappelée plus haut : Les ti-ois centres de similitude ik tro/J lydes c miihiis dcuv à deux sont en ligne droite; il suit du !à égilemcut que u tr is ejdes sont tels f/ue la droite, ijiii Ci. ilit it km s ccnlrcs de siimlitiulr, no
'.iforinalion par semi-droites réciproques, les transfo
points ( ' )
A\i. La transfo! mition par semi-droites réciproques peut servir, comme la tranafot milion par rayons vecteurs réciproques, soit à simpIiDer !a solution de ceitains problèmes, soit à géniralisor certaines propriétés
Pour en donner un exemple simple, considérons lo probiéme suivant ; Construire un cfele touchant trois cycles donnés.
Supposons que les cycles donnés K, K' et K' soient tels que la droito qu' ont'ent ! 'urs centres de similitude ne les coupe pas : nous pouvons, dp ce q p é de en prenant cette droite pour axe do transforinat t n f II clés donnés en trois points «, m' et m". Le cercle
passa t p p nt détermine deux cycles opposés H et H' dont les
é p q 1 1 oluUons du problème. Deux cycles opposés i-en-
t 1 1 1 tra f rraation aux mêmes points, il en est de môme de
('} La propriété snato{riie dans Ta llirioi'ia do la ti yeeteurs réciproques est la aiiivante : Lors/pic deux a toujours les Iraiii/ormer en deux droiles.
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lours rëtâproqucs; d'oi il suit que le problème proposé a deuï solutions, et que l'axa radical des deux cycles qui satisfont à îa question est l'axe do similitude des cycles donnés.
Le problème de mener lai cenle tangent à trois cercles donnés se ramène immédiatement au précédent. On peut, en effet, donner à un des cercies un sens arbitraire, de fagon à le transformer en un cycle ; on transformera également les deux autres cercles en cycles en fixant leur direction, ce qui pourra se faire de quatre façons différentes. A cliaque groupe de cycles correspondent deux solutions; îe problème proposé aura donc en tout huit solutions.
4i!i. Un point décrivant dans un sens déterminé une semi-droite ou un cycle, si l'on emploie la transformation par rayons vecteurs réciproques, on voit que ie point transformé décrit une anfre ■■omi droite ou un autre cycle (lequel peut so réduire à une sem dro te quand le \ Me de tra la formation est sur le cycle cens déré)
On pout souvent, avec ava ld_,e employer t. multanémont la transfor dation par rayons vecteurs roc [roques et la transformât on par sem droites réciproques. Ainsi, en "écérai étant d n s cinq tycl on pe t par deux transformations . c es les Iran for r en de x sen droites et en irais points. ILi eff t S deus des cj clos sa coa| e t par une première transformation par rayons ecteure réc pro j es on pourra les transformer en deux serai-dro tes Les tro s autres cycl s ayant pour transformées K, K' et E', si 1 axe de smr i t de de ces cycles ne les ren contre pas, on pourra, par ne t an fo m t on p r s n dro tes réc proquos, los ti-ansformir en t os fonts tand s q o les e Jro tes se transformoroct en somi-droite
La méthode de transforn o j r e I t s c { q e.tu6 à M. Laguerre [')■
('] Les pages qui précèdent, et que ce prorond géomâlro a bian vouln Tedj[>cr E(iLC]alcinenf pour notre Iraité, ce renferment que les principes de cUte ihoono si iiig jii a^c Jont Ip lecteur pourra conatyter la fécontlité eu (iiisuItiDt Us li.i»j>le r<; li. i! V^cudémle chu S-:isi„:,'S [imn^nt. i8S. cl
DÉFINITIONS
fi-16. On appelle(T//'erétendued'uiieporUoniimitéeiie surface.
Quand deux ligures peuvent coïncider, elles sont égales. Quand deux figures non superposables ont des aires égales, on dît qu'elles sont équivalentes^
Un côté quelconque d'un triangle étant pris pour base, ia hauteur du triangle est la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur la base.
Un côlé quelconque d'un parallélogramme étanl pris pour base, la hauteur du parallélogramme est la distance constante {69) qui existe entre sa base et le côlé opposé.
D'après cela, les deux côtés adjacents d'un rectangle constituent indifféremment sa base et sa hauteur, et reçoivent le \om de dimensions de la figure.
Les bases d'un trapèze sont ses deux côtés parallèles, et sa hauteur est la distance constante de ces deux côtés.
THÉORÈME
W7. i" Si deux rectangles de même base ont des hauteurs égales, ces deux rectangles sont égaux.
a" Si trois rectangles de même base son t tels, que la hauteur du premier soit égale à lasomme des hauteurs des deux autres, le premier rectangle est égal à la somme des deux autres.
En effet :
1° Soient (/(§■. aSo) les deux rectangles ABCD, A'B'C'D', dont les bases AB et A' B' sont égales ainsi que les hauteurs AD et A'D'. Ces deux rectangles sont évidemment superpos^ibles.
(3'0Sif(T)ilF, rLAHE.
2» Soient [fig. iSa) les trois rectangles ABGH, A'B'CD', E'F'G'H', dooi les bases AB, A'IS', E'F', sont égales, et dont les hauteurs Aiï, A'D', E'H', satisfont à la condition
Je rectangle AGBH est égal à la somme des deux autres; car, si Von prend sur AH une longueur ÂD égale à A'l>', et qu'on
mène ta parallèle DC à AB, DH sera égale à E'H', en vsrlu de i'tiypolhèse. Far suite, des deux rectangles ABCD, DCGH, qui composent le rectangle ÀEGÏÎ, le premier sera égal au rectangle A'Iî'C'D', et le second au rectangle E'F'G'H' (i").
Corollaires.
'iî8. Le rapport de deux rectangles de même basa est égal ait rapport de leurs hauteurs; en d'autres termes, l'aire d'un rectangle de base constante est proportionnelle à sa hauteur.
Car le iSiéorème précédent prouve qu'un rectangle de base conslanLe et sa hauteur satisfont aux condilions nécessaires et suffisantes ( Noie ï) pour qu'il y ail proportionnalité entre ces grandeurs.
Comme on peut échanger la hase et la hauteur d'un rectangle (416), on peut dire aussi que le rapport de deux rectangles de même hauteur est égal au rapport de leurs bases.
En rapprochant les deux derniers énoncés, on peul dire que l'aire d'un rectangle est à la fois proportionnelle à sa base et à sa hauteur.
Donc [Noie I), le rapport des airesde deux rectangles quelconques est égal au produit des rapports de leurs bases et de leurs hauteurs; en d'autres termes, deux rectangles quelconques sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur.
THÉORÈME
419. L'aire d'un reciangle a pour mesure le produit du nombre qui mesure sa base par le nombre qui mesure sa haU" leur, lorsque l'on prend pour unité d'aire le carré construit sur l'unité de longueur.
En effet, soient {fg. aSo) ABGH !e reclangle à mesurer, et A.'B'C'D' le carré dont ie côté A'B' = A'D' représente l'unité de longueur. On aura (k-iS)
^ ABGH _ AB AU
A'Ii'C'îy ~ A'B''A'B''
Ûr, le premier membre de ceue relation est égal au nombre qui mesure i'aire ABGH [Notel), et les rapports qui composent le second membre sont respectivement égaux aux nombres qui mesurenllabaseet la hauteur du rectangle proposé. Donc, dans ie système d'unités adopté, le nombre qui mesure l'aire du reclangle est égal au produit des nombres qui mesurent sa base et sa liauteur. Ainsi, en désignant ces trois nombres par S, B, H, on a la formule
S — lî.H.
Comme ce théorème est d'un usage très-fréquent, on préfère l'énoncer d'une manière plus rapide, quoique incorrecte, en disant simplement ; L'aire du rectangle est égale au produit de sa base par sa hauteur.
SCOLIE
420. L'aire d'un rectangle est encore égale au produit de sa base par sa hauteur, lorsqu'on prend pour unité d'aire le rectangle ayant pour base la longueur prise pour unité de base, et pour hauteur la longueur prise pour unité de hauteur.
421. L'aire d'un carré est égale au carré de son côté; de là, le nom de carré donné à la seconde puissance d'un nombre.
Exemples
1° Quelle est la surface d'un reclangle dont la base est égale à 2°',34, et la hauteur à S^'jiy?
3i2 isiojiÉiusE vLkSS.
On a i)our l'aire demandée :
S = 3,34x 3, 19= ^'"1,4646, ou ■] mètres carrés, 4^ décimètres carrés, 4^ cenlimètres carrés.
2° Il a fallu 1 5 rouleaux de papier, de 1 o mètres de longueur chacun sur o"' ,60 de largeur, pour tapisser une paroi rectangulaire de 18'" ,25 de largeur; quelle est (a hauteur de celle paroi P
La Ëurface du reclangis considéré est
Sa JjiîSfl étaûl sS'" ,35, 011 aura pour sa liauteijr
^~ 18, a5 1 centimètre.
TllÉOliËME.
423. L'cùre d'un parallélogramme a pour mesure le produ de sa base par sa hauteur.
Soit iftg- -^Si) i(3 parallélogramme ABCD. On obtient ie rectangle de même base et de même hauteur en meoanl des exlrémilés de la base ÂB sur ie côté opposé les perpendiculaires AF et BE. Pour démontrer le théorème énoncé, il suffit alors (M9) de prouver l'équivalence du parallélogramme ABCD et du rectangle ABEF. Le trapèze ABED est une partie commune à ces deux figures; il reste donc à comparer les parties non communes BEC, AFD. Or ces parties non communes sont des iriangles rectangles égaux, comme ayant l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal, savoir : BC = AD comme côtés opposés d'uti parallélogramme, et BE^ AFpour iamème raison.
ConOLLAlBES.
424. En désignant par S, B, H les irois nombres qui mesurent respectivement l'aire d'un parallélogramme, sa base cl Ed. hauteur, on a la formule
Donc •■
Deux parallélogrammes de même base et de même hau~ leur sont équivalents ; deux parallélogrammes sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux parallélogrammes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux parallélogrammes do même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
THÉORÈME
'i25. L'aire d'un triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base par sa hauteur.
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de prouver que tout triangle est la moitié du parallélogramme de même base et de même hauteur.
Soil le triangle ABC {Jig. aSa), On oblienl un paraliélogramme de même base BG el de même hauteur AE, en menant, par les sommets A et G du triangle, des parallèles AD et CD aux côtés opposés. Le triangle ABC est la moitié de ce parallélogramme ABCD, car tout parallélogramme est partage par une de ses diagonales en deux triangles égaux. Donc, l'aire du parallélogramme ABCD étant égale au produit de sa baseEC par sa hauteur AE (423), l'aire du triangle ABC sera égale à ia moitié du produit de sa base BG par sa hauteur AE. Conoj.tAinES.
426. En désignant par S, B, H, les trois nombres qui mesurent respecUvemenl l'aire du triangle, sa base et sa hauteur,
GÉ031ÈTR1R PLAKE.
Donc !
Deux triangles de même hase et de même hauteur sont équivalents; deu.%- triangles sont entre eux comme les produits respectifs de leur base par leur hauteur; deux triangles de même base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux triangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
627. Quand le Iriangle est équilatcral, son aire s'exprime en fonclion de son côlé n.
La Iiauleur du iriangte tombant alors au milieu de sa Irase, on a en efïei.
Cl la forrauls
EsEJBi'LE. — Quelle est la siirfane du triangle êquilalêral de 1 mètre de côlé?
On a
à I cenlimètre carré pressas. Considérons un triangle ABC et appelons
a, b, c, les côLés respeclivement oppoïûs aus Eommols A, C, C;
P, le demi- paramÈ Ire ;
S, Vaire;
/', la liautour relative au cûlé o;
R, le rayoo du cercle circonscrit;
r, le rayon du cercle inscrit;
/'i r", r'", les rayons dos cercles ex-inscrits qui sont respective m ( tuiSs dans les angles A, B, C.
LITRE iV, — LES AIRES.
1° La [iroposition du ii" 239 donne
!,^ = -iVL/i, d'où oic = 2R«/i--=4îî.S,
„ abc (T) S = |R-
Ainsi, l'aiie d'an triangle est égale au produit des ti-ois côtés divisé par quatre fois le rayon du cercle circonscrit,
a° En joignant aux trois sommets A, B, C, le centre 0 du cercle inscrit, on voit (_^. a53} que
ABC = OBC + OCA-t-OAB.
ît, comme les triangles indiqués dans li
membre ont rcspecti-
voment pour basas «, h, c, et pour hauteur
le rayon rdu cercle
(a) S = pr.
S" En Joignant aux trois sommets lo contre 0' du cercle e situé dans l'angle A, on voit que
ABC = 0'CA^- O'AB — O'BC
On trouverait de mÊmo
yGoosle
3l6 GÉOJIÉTBIE FLAKE.
Les formules (a), (3), [i], (5), donnent de nouvelles expressions tie l'aire d'un triangle.
4° Les formules (t), (a), (3), (4), (5), permettraient inversement de Ealculer E, r, r', r', i-"", en fonction des trois côtés, si l'on contialssaît l'oxprossion de l'aire S en fonelion de ces côtés.
Or, cGtte expression résulte immédiatement dn calcul fait au n" 229- On a trouvé, en eiïet,
d'où, en icmarcpianl que S = -■ ■ fi,
On peut d'ailleurs établir cette formule géométriquement de la matiàre suivante {fg. 253).
En mullipljanl les relations (a) et (3) membre à metnbro, on obtient
Les bissectrices OC et G'C des deux angles adjacents et su])plémeiitaires ÎÎCA, BCQ, étant rectangulaires, les triangles OPC, O'QJ^, sont terublablcB comme ayant les côtfe perpendiculaires, et l'on a
OP _ PC CQ O'O
Mais OP et O'Q sont respectivement égaux à r età r', et, d'après ie n" Ifil, les longueurs PC et CQ sont respectivement égales h. p — b ei à p — c. On a c'one
et, par suite, la relation qui représente le produit des équations (a) et ['i] devient
5° Enfin, en multipliant membre à membre les relations (a), (3), (4) et (J), on obticiit
(i"où résulte, eu égard à la formule (G), l'espression plus curieuse qu'utile
Application numéhique. ~ Cnlculer l'aim S et les rayons R, r, r', r", i'", des ceicles circonscrit, i/iscrit et ex-inscrits , relatifs au tjiaiigle qui a pour côtés
On a d'abord
d'où
Les formules [G), (i), (a), (3), [4), (5), donnent ensuite f veulent
-1/6.3.3.1 = 6""', It =
Le triangle considéré élant rectangle, puisque c'^a'' + b', il est facile de trouver directement les valeurs numériques que nous venons ds déduire des formules générales.
429. Pour évaluer l'aire d'un polygone, if suffît de décomposer ce polygone en triangles, de calculer les aires de ces triangles et de faire la somme des nombres ainsi obtenus.
Pour opérer cette décomposition, on peut choisir un point quelconque dans le plan du polygone et le joindre à tous ses sommets. Les bases des différents triangles formés seront les côtés du polygone, leurs hauteurs seront les perpendiculaires abaissées du point choisi sur ces côtés. L'aire du polygone sera la somme arithmétique ou algébrique des aires des triangles obtenus, suivant que leur sommet commun sera intérieur ou extérieur au polygone.
Souvent, on fait la décomposition en prenant pour centre l'un des sommets du polygone, c'est-à-dire en menant toule<; les diagonales qui partent d'un même sommet.
430. Si l'on peut trouver dans l'intérieur du polygone un point à égale dislance de tous ses côtés, c'est-à-dire si le polygone est circonscripiibîe, les triangles qui le composent ont pour hauteur commune le rayon du cercle inscrit, et son aire a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par le. rayon du cercle inscrit.
TUÈORÈME.
43i. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit delà demi-somme de ses bases par sa hauttur.
3i8 GâonËrniii PLAnc.
Soit la trapèze ABCD (fig. 254), En menant la diagonale BC, on le partage en deux triangles ABC, BCD, qui ont pour hau-
teur commune la hauteur EF du trapèze, et pour bases respectives ies bases même du trapèze, L'sire du premier est
deux expressions, on trouve, pour l'aire du irapèze,
ScouËS.
432. En désignant par S, B, b. H, les nombres qui mesurent respeclivemeoi i'aire d'un trapèze, ses deux bases et sa hauteur, ou 3 la formule
U3. Menons par le point G [Jig. 254), milieu du côlé ÂC, une parallèle GH aux deuK bases du trapèze. Cette parallèle coupera le côté BD et îa diagonale BG en leurs milieux II et L (182). On aura donc
AB ,,, CD .... f-n AB + Ci) Qh — — j Lil = — ■> c'esl-a-dire GIÏ— -— •
La droite qui joint ies milieux des côtés non parallèles d'un trapèze est donc égale à la demi-somme de ses bases, et l'on peut dire par suite que l'aire d'un trapèze est égale au produit de sa hauteur par la droite qui joint tes milieux de ses côtés non parallèles.
Exemple. — L'une des bases d'un Irapèze égale lo mètres, sa hauteur est de 4 mètres, sa surface de Sa mètres carrés. On
LIVRE IV. — LES AIRES. 3jg
demande de calculer la longueur de la parallèle aux deux bases, menée à i mètre de distance de la base donnée.
En divisant la surface du trapèze par sa hauteur, on obtient 8 mètres pour la longueur de la droite qui joint les milieux de ses côtés non parallèles. Si l'on remarque maintenant que ceuc droite divise le trapèze proposé en deux autrea trapèzes de hauteur égale à 2 mètres, on voit que, dans l'un do ces trapèzes, la droite dont on cherche la longueur est aussi celle qui joint les milieux des côtes non .parallèles. Elle est
donc égale à '— — 5 ou à g mètres.
h■Z^. Nous avons dit au n"429 que, pour évaluer l'aire d'un polygone, on décomposait ce polygone en triangles. Plus généralement, il suffit de le décomposer en parties que l'on sache mesurer, et de faire ensuite la somme des aires partielles. Voici un procédé de décomposition Irès-usilé, principalement sur le terrain.
Fis. =55.
On mène la plus grande diagonale AF {Jig. 255) du polygone proposé; puis, à l'aide des perpendiculaires BN, GP, DQ, ER, îîO, GQ, abaissées des sommets extérieurs sur cette diagonale, on décompose le polj-gone en triangles et en trapèzes rectangles. En mesurant avec soin ces diverses perpendiculaires el les dislances mutuelles de leurs pieds sur AF, on a tous les éléments nécessaires pour calculcries aires partielles dont le polygone considéré est la somme.
§ II. - COMPAIlAiSON DES AIRES.
THÉORÈME
Le rapport des aires de deux polygones semblables est
égal au carré de leur rapport de similitude, ou deux polygones
S'ao GÉO^IÉTEIE PLANE.
semblables sont entre eux comme les carrés des côtés homologues.
Soient d'abord deux triangles semblables A3G, A' B' G' [fig- a5(>), ayant pour bases les côtés Aîi, A'B', cl pour hauteurs ies droites CD, CD'.
On
auraCJaSi)
ÂDC ■: .- -
AB
AB A'B
'Vit'
îi'aUleisrs, Ses deux triaiigîes rectangles ACD, A'C'B', étant pembiables (S02), on pcot remplacer le rapport 7777- par son
(gai jijr, oiî -^-^, , et écrire
ABC _ _AB^ _AB_ __ A'IÎ'êT'" A'B' ^ A'B'"
Soient maintenant deux polygones semblables S ot S'. Leur rapport de similitude, égal à celai de deux côtés homologues
AB
quelconques AB et A'B', sera représenté par ttûj' Ces deux
polygones seront décomposables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés (209), et le rapport de similitude de deux triangles homologues sera égal au rapport de similitude des deux polygones. Si le polygone S est compoîié (!es triangles T, T,, Ts, et !e polygone S', des
triangles homoiogueïï T', ï',, 'l\, on aura donc, d'après ce qui précède,
et, par suite, en appliquant un théorème connu,
T -i- T, + J\ _ AÏt' S_ _ _AÏî'
ScOLiît.
43G. De ia relation démontrée, on déduit réciproqucmcnl AB
Donc, lorsqu'on veut amplifier ou réduire tin polygone dans un rapport donné, Véchelle à adopter pour ampllOer ou réduire les côtés de ce polygone est égale à la racine carrée du rapport donné. Par exemple, si i'aire du nouveau polygone doit être la centième partie du polygone donné, il faudra faire ses côtés dix fois plus petits que les côtés homologues du polygone donné.
THÉORÈME
i37. Deux triangles q'ii ont un angle égal ini sitpplcinenlnîre so:i: cuire sua: comme les produits des calés qui comprennent cet ang!e.
Soient deuï triangles ayant un angle égal. On pourra les placer l'ua par rapport h l'autre cotnaie le sont les h'iangles A.DE, ABC (j%. aS^), c'est-à-dire les disposer de telle sorte qu'ils nient un angle commun.
Menons alors la droite BS, et comparons successivement le triangle ABR auï deux triangles donnée. Les deui triangles AiJC et ABE ont môme B, et UE G. — Tr. de Giom. (1- Parlii!). ai
hauteur, puisque Itsurs basos AC, AE, opposées au sommet commun B, sont en ligne droite; on awra donc (420)
AIiC_ AC
''' ABH AK*
De mflrïie, les douï triangles ABE ot ADE ont mÉme liauteiir, puisqiie leurs bases AB et AD, opposées au sommet commun E, sont en ligne droite; on sura û
Eu muUiplk'nt membi'e à membre les égalités (i) «i. (i) ei on supprimant le EiCtSiii' comnsiiii AïSE. il viendfL;
ABII _ AC , AD ADE^ AE.AD
La diSmoiislration subsiste pour deux triangles ACG, AD'E, qui ont un angle supplémentaire; il aulflt de remplacer partout la lullre D par la lettre D'.
438. Le carré construit sur l' hypoténuse d'un triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés construits sur les côtés de l'angle droit {fig- 258).
Soit le triangle ABC rectangle en A; soient les carres ABDE, ACF6, BCHK, construits sur ses trois côlés. L'angle en A étant droit, !e côté ÂK du carré ABDE sera ïa prolongesncnt du côté CA du triangle, et le coté Ati da carré AGFG sera le pi^olongemerit du cûié BA.
L!V[1K IV. — LES AIRÎS. SaS
Ceci posé, abaissons sur l'hypoténuse BC la perpendiculaire AL, et prolongeons-la jusqu'en ïoii elle coupe le côléKH; menons les droites AK el DC- Le triangle ABK a même base BK que le rectangle BKIL, et il a aussi même hauteur, puisque son sommet A se trouve sur la droite IL ; le triangle ABS équivaut donc (425) à la moitié du rectangle BKIL. De même, ic triangle BCD équivaut à la moitié du carré ABDE, cor il a même base BD et même hauteur, puisque son sommet G se trouve sur la droite EA. D'ailleurs, les deux triangles ABK el BDC sont égaux comme ayant un angle égal compris cnlre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : l'angle ABK égal à i'angieCBD, comme formés tous deux d'un angle droit et de l'angle ABC du triangle donné; le côté BK égal au côté BG comme côtés d'un même carré; le côté AB égal au côté BD pour la même raison. De l'cgafîté des deus triangles ABK et BDC, on conclut l'équivalence du rectangle BKIL et du carré ABDE.
On démoulrerail d'une manière analogue, en menant les droites Aîl el BF, l'équivalence du rectangle CHIL et du carré AGFG.
Le carré BCÏÏK, somme des deux rectangles BKIL et CHIL, est donc équivaienl p la somme des deux carrés ABDE ei ACFG.
COROLLAIUES.
i39. Deux rectangles de même hauteur étaiu entre cuj; comme leurs bases, on a
BKIL _ BL ^ CHIL _ CL BCHK " BC *^^ BCHK ~ BG '
d'où, en remplaçant les rectangles par les carrés équivalents,
ABDK _ ACFG _ BCHK BL ~ CL ~ BG
Les carrés construits sur les calés de l'angle droit et sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle sont donc respectivement proportionnels aux projections -te ces cùt/'s sur l'Iirpoténuse ei à l'hypoténuse elle-même.
32^ OfiOMÉTUlK PLAWli,
443. Si i'on eonslruU sur les côtés de l'angle droit et sur l'hypoténuse d'un triangle rectangie ABC trois polygones semblables I', Q, R, on aura (435)
_E_ -^ _Q„ -^ ?^ d'où f + Q _ _H_
AÊ' AC' BC' Âb' -h AC' BC'
c'est-à-dire (
SCOLIÎ .
kh'i. On peut donner du théorème qui précède (438) une autre déîîjonatralion qui montre comment on peut décomjiose.r effecllvement le carré construit sur l'hypoténuse en parlies capables de recouvrir ies carrés construits sur les côtés.
Soit [fi^. aSg) le triangle ABC rectangle en A. Sur l'hypoic- Muse BC, construisons le carré BCÎIK. Des sommets 51 et Y.,
abaissons sur le côté AB et sur son prolongement les perpendiculaires HG ei Kl; des sommets G et K, menons à ce même côté, jusqu'à la rencontre de H(l, les parallèles CF et KL.
Les quatre triangles rectangles ABC, CFH, HLK, KIB^sont égaux, comme ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu égal. GlKLet ACFGsoni donc les carrés construits sur les côtés AB et AG du triangle donné. La figure montre alors immédiatement que, si l'on enlève les deux triangles IICT, HLK, qui, avec le pentagone irrégulier GFLKB, constituent le carre construit sur l'hypoténuse, pour les placer on CAB et BKl, on forme, avec les trois mémos parties disposées de cette nouvelle façon, !a figure AGFLKÏ, qui est précisément la somme des deux carrés cunslruils sur les deux côtés de l'angle droil.
i,:vitK IV. — i.Es AIRES, 620
ilâ. Enfin, on peut encore déduire !e même îSiéorème de celui du n" â24. Car, puisque l'aire du carré construit sur uoe droile a pour mesure le carré du nombre abslrail qui n.esure la longueur de celte droite, on voit que le théorème du n" 224 exprime que ia mesure du carré construit sur l'hypoténuse est égale à la somme des mesures des carrés construits sur les côtés de l'angle droit, et, par suite, que le premier carré équivaut à la somme des deux autres. Inversement, on passerait du point de vue concret au point de vue abslrail, c'est-à-dire du n" 438 au n" 224, en remplaçant les nires des carres par leurs mesures respectives.
La même remarque s'applique aux diverses relations numériques que nous avons démontrées dans le § IV du Livre IIÏ, e;itre les divers éléments d'un triangle rapportés à une unité commune. De ces relations, résultent immédiatement autant de théorèmes sur les aires, et l'on pourrait inversement donner des démonstrations directes de ces derniers théorèmes el en déduire en'^uile les relations numériques correspondantes.
g IIL - AIRES DU POLYGONE EÈGULIER ET DU CERCLE.
i'(3. Vu secleur circulaire esl h portion de cercle comprise entre un arc ACD8 et les rajons OA, OB, menés aux estrémités de cet arc {Jïg. ?.6o).
Vn secleur polygonal régulier esl la portion de plan comprise entre une ligne brisée régulière ACDB et les rayons OA, OB, menés du centre 0 de celle ligne (2(58)3 ses extrémités. En divisant en un nombre quelconque de parties égales l'arc
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AU du secteur circulaire OAU el joignant les poinis de division, on cblieni ms secteur ïioly^oiiiil réj;uiier OACDB inscrit i^ans !q secleur circulaire.
THÉORÈME
hkh. f/fiir.-; d'un polfgone régulier a pour mesure le- produit de son périmètre par la moilié de l'apolhème {fi§: 261}.
Fie- aGi.
En effei, Cil joignaïUiecenlreO du polygone régulier ADGDEF a tous seii sommels, on décompose ce (loljgoiie en triangles OAES, OBG,. . -, OFA, qui ont respectivement pour bases les côtés AB,BC,..., FA, et pourhauteur commune l'apothème OG. La somme des aires de ces triangles, c'est-à-dire l'aire du polygone, a donc pour mesure le produit de la somme des côtés AB, BC, . . , , FA, par la moitié de l'apothème OG, c'est-à-dire le produit du périmètre par la moitié de l'apothème.
En désignant par S, p,a, î'aire, le périmètre et l'apothème du polygone proposé, on a donc !a formule
GOROI. TAIRE.
i45. Le rapport des aires de deux polygones réguliers d'un même nombre de eéiés est égal au rapport des carrés de leurs apothèmes ou de leurs rayons.
En effet, soient p, a, r, le périmètre, l'apothème et le rayon du premier polygone, et p', a', r', le périmètre, l'apothème ei le rayon du second. En vertu du théorème précédent, le rapport des aires est égal à
yGoosle
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Le rapport des oirea ûst donc égal h
Celle proposition ré.sulie encore de ce que deos polygones réguliers d'un même nombre (ie côlcs sont sembiables (269), et de ce que les aires de deux polygones semblables sont entre eiîes comme les carrés de leurs droites homologues (^35,211).
SCOLIË.
&4.5. Par un raison ne ir.eni analogue à celui tlit n" !M, on prouveraîl que l'aire d'un secteur polygonal i-égidierOk.CO^ (fig. 260 ) a pour mesure le produit du périmètre de la ligne brisée régulière ÂCDB par la moitié de l'apothème Ot-
447, Soit OAB un soctôur circulaire {Jlg. a6o). En partageant l'arc AB en un uombfo quelconque n de parties égales et menant des tangentes par les milieux des divisions ainsi obtenues, on forme doux sectours polygonaux réguliers OACDB, OA'C'D'B', semblables, l'un inscrit et l'autre circonscrit au secteur circulaire OAB. Si l'on désigne par a el/> l'apothème et le périmètre de la ligne brisàe régulière ACDB, et par a' ot jj' l'apothème et le périmètre de la ligne brisée régulière A'C'D'B', le
rapport doE aires des deux secteurs polygonaux sera i-,.-^. D'ailleurs,
il résulte du n" §S1 que, lorsqu'on fait croître « indéfmimenl suivant iino
loi quelconque, les rapports—,! -pi ont pour limite l'unité. Donc, il en est
do même du rapport -Vr et par suil«, àforliuri, du rapport du secteur
circulaire à chacun des detis secteurs polygonaux qui Ip. comprennent. Eor.c :
L'aire d'un secteur circalaira est ta limite commune des aires des secteurs pofygonana; réguliers semblables inscrit et circonscrit, lorsqiion fait croûre indéfiniment la nombre des côtés de la ligne brisée inscrite.
Et, de même, Paire d'un cercle est la limite commune des aires des polygones réguliers semblables inscrit et circonscrit, dont on {ait croître indéfiniment le nombre dos côtés.
3^S cSOMÉITilSJ PIAKE.
Il imporie de remarquer que cas deus éiioncéa sont de véritables l!ièorènies, tanflis que les ânoiicés analogues f 291) sur la longueur de l'arc et de la circonCéreQce ne sont que des dcJînUions.
TBÉOBÈME.
448. L'aire d'un cercle a pour mesure h produit de sa circonférence par ta moitié du rayon.
L'aire du cercle est ia limite des aires des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés croit indéfiniment. D'après cela, soienlS, C, B, l'aire, la circonférence, le rayon du cercle considéré, cl s, p, a, l'aire, le périmètre ei l'apollièioe d'uiî polygonercgulicr inscritdQnscecercle. Ona(444)
Lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côiés du polygone régulier inscrit, s tend vers S, p vers C et i:; vers R. On a donc, à la limiie,
CoROLLilRIÎS.
449. En remplaçant dans la relation prêcôdenle ta circonférence C par ca vaieui'
(a) C = 2irR,
on obtient la nouvelle formule
13) S = ;rlî',
qui montre :
1" Que, pour calculer l'aire d'un cercle de rayon donné, il faui multiplier par ti le carré du rayon;
2" Que, pour calculer te rayon d'un cercle d'aire donnée, il
faut multiplier par- ou diviser par tt te nombre qui exprime
celte tcire, et extraire la racine carrée du résultat.
.^80. Si, au iieu d'éliminer C entre les refalions {() ''^M^). 1 élimine ïl, on trouve la formule
qui permet de calculer dircctemeni ia surface, connaissant la circonférence, ou la circonférence, connaissant !a surface. Celte formule est beaucoup moins usuelle que les précédentes.
ExBMFLES
i" Quelle est la surface d'un baisin circulaire dont le rayon
et, en prenant pour tt la valeur 3,i42 approchée à moins d'un millième, on trouve S = LG^sCSàmoinsd'im décimètre carré, 3° Quel est te rayon du cercle dont la surface est de 20 mètres carrés?
à moins d'un centimètre.
3° Quelle est la surface d'un cercle dont la circonférence
est égale à ro niAtres?
On a
à moins d'un décimètre carré,
452. Le rapport des'aires de deux cercles est égal au rapport des carrés de leurs rayons.
Car, en désignant par S et R l'aire et le rayon du premier
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cero'c, Cl pQr S' et R' S'alrc ei le rayon eu sscond, on a S = ,S., G' = „I.'., .i'où | = |;V
TIIÉOBËME,
433. L'aire d'un secteur circulaire a pour mesure le produit de son arc par la moitié du rayon.
L'aire du secteur circulaire est la limite des aires des secleurs polygonaux réguliers inscrits [kkt) dont on i'ail croître indéfiniment le nombre des côtés. B'après cela, soient S i'aire du secteur considéré, l îa longueur de i'arc qui la termine, et R !r rnyon de cet arc; soient de même s l'aire d'un secteur polygonal régulier inscrit, p ie périmètre de la ligne brisée régaiière qui !c termine, et a !'apolhème de cetlc ligne brisée. On a (W6)
Mais, lorsqu'on fait croître indéfiniment le nombre des côlés de h ligne brisée régulière inscrite, s tend vers S, p vers /, ci a vers K. On a donc, à la limite.
(5) S^rz/.-R.
CorvOI,!,A(ll'^B.
45'*. En comparant les formules (i) et (5), on voit que le secteur est au cercle entier comme son arc est à la circonférence.
Si n est le nombre de degrés de l'arc, le rapport de col arc
à la circonférence sera tn^i el par suite i'aire S du sectem
s'obtiendra en mnliipiiaiU par ce i-appori l'aire itE' du cercle, Oe sorts qu'on aura
Cette l'orniulc permet de caicaier l'sine quelconque des quantités S, H, n, lorsqu'on connaît les deux autres.
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^■55. EïEaP!.ES.
i" Quelle est l'aire du secteur de 60 degrés dans Is cercle dont le rayon est de 10 mètres?
L'arc de 60 degrés étant le sisième de la circonférence, le secteur correapondant est le sixième du cercle, c'est-à-dire
à moins d'un ccniîmèlre carré.
2° L'aire d'un secteur est égale à l'aire du carré construit sur le rayon. Quel est le nombre de degrés de l'arc qui le ier^
La formulo donne
3" Quel est le raj-on du cercle dans lequel le secleur de 45 degrés renferme o'"i, 1 ?.So ?
La formule
4S6. le rapport des aires de deux: secteurs semblables, c'oHlà-dire icrminés par des arcs semblables, est égal au rapport des carrés de leurs rayons.
En effet, S, /, R, étant l'aire, îa longueur de l'arc elle rayon du premier secleur, et, S', l', R', Taire, la longueur de l'arc el le rayon du second secteur, on a
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0!', les (Jciix arcô l cl /' éiant semblables, leur rspfiorl eal cgal à celui de leurs rajons ('i36) : on a donc
457. L'aire d'un, segment circulaire a pour m-'sure le produit de la moitié du rayon par l'excès de son arc sur la moitié d/: la corda de l'are double [f'g. 262)
En effet, le segment AMB, c'esl-à-dire la portion du cercle comprise entre l'arc AMB et sa corde AB, est égal à l'excès de l'aire du secteur OAMB sur Taire du iriangle OAlî. Or, l'aire
(lu secleur a pour mesure arcAB-- OA; l'aire du triangle a pour mesure BP-- OA, BP étant la perpcndiculiiire abaissée du
point B sur le rayon OA, c'esl-à-dire la moitié de la corde BB' de l'arc BAB' qui (102) est le double de l'arc AB. On a donc, en désignant par S l'aire du segment,
S--arcAB.- OA - --BB'.-OA,
Lorsque la corde BB' est !e côté de l'un des polygones réguliers que l'on sait inscrire ( Liv, III, g VII), on peut calculer directement cette corde, par suite Taire du segment; sinon, il faut recourir aux Tables trigonomélrigues.
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EïEBPLE
Quelle est l'aire du segment de 60 degrés dans le cercla doiii le rayon est 2 mètres?
L'arc AB est ici le sixième de la cîrconiei'ence; il est doiu'.
La cortle BB' est le côté du triangle équilal*5ral inscrit, égal à 2^/3; on a donc
à moins d'un millimètre cnvré.
COROLLAIRB.
459. Le rapport des aires de deux segments semblables, c'est-à-dire terminés par des arcs semblables, est égal au rapport des carrés de leurs raj-ons.
En effet, soient S etT les aires du secteur et du triangle dont le premier segment est la différence, et S' et T' les aires du secteur et du triangle dont le second segment est la différence; les secteurs S et S' sont semblables, ainsi que les triangles T et T' ; donc, si l'on désigne par ÎS et R' les deux rayons, on aui'a
et, par suite, en vertLi d'une proposition connue sur les rapports égaux,
S - T lî'
g IV. - PROBLÈMES SUR LES AIRES.
PROBLÈME
4C0. Construire un triangle équivalent à un polygone donné {/g-. 263, 5,64).
Soil, par exemple, le pentagone convexe ABCDiil (fig. 263).
Eli raenanl la (Uagonaîe EC, on délache de ce pentagone le triangle EGD. Si par le sommci D on mène alors une pacallè!e DF à la diagonale EC, tous les triangles qui auront EC
[)oiir base ni leurs sommeiE sur DF seront équivalents au triangle ECD {42G), et formeront avec le quadrilatère ECBA un polygone équivalent au pentagone proposé. Or, pour que le nouveau polygone ABCFE ait un sommet de moins, il suffit de choisir parmi lous ces triangles celui dont !e sommet est en F, à la rencontre de la parallèle DF et du côté BC prolongé.
La construction indiquée permettant de transformer un polygone quelconque en un polygone équivalent, mais ayant un côté de moins, on arrivera toujours, en la répétant, à un triangle équivalent au polygone proposé.
Dans la Jîg. 263, en menant par le sommet A, jusqu'à la rencontre de FB prolongé, la parallèle AG à la diagonale EB, on passe d« quadrilatère EABF au triangle équivalent FEG. Ce triangle est donc équivalent au pentagone primitif.
461. Lorsque le polygone considéré n'est pas convexe {fig. 264.), la construction reste la même. Le pentagone concave ABCDE, augmenté du triangle EDC, équivaut au quadrilatère ABCE; et ce quadrilatère, diminué du triangle EFC, qui est équivalent au triangle EDC, donne le quadrilatère ABFE équivalent au pentagone proposé.
Scoi.rE.
462. Le problème précédent fournit un nouveau moyen pour évaluer l'aire d'un polygone; on peut, en effet, transformer îe polygone considéré en un triangle équivalent, puis calculer l'aire du co triangle.
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Appliquons ce procédé à !a recherche de l'aii'e du trapèze.
Soit ifig. i65) an trapèze quelconque ÂltCD. Menons la diagonale BIÎ et la parallèle CE à cette diagonale jusqu'à la rencontre de la base AB prolongée.
Le triangle ÂÛE sera équivalent au Irapèae ABCD. 1! s d'ailleurs même hauteur DF, et sa base AE ost ia somme des deux bases du trapèze. On retombe ainsi sur la mesure connue 1431).
niOlîLÈME.
Construire un carré équivalent à un polygone donné
Supposons d'abord qu'on veuille construire un carré équivalent à un triangle donné. Soient X le côté de ce cari'é, B et H la base et la hauteur du triangle propose. O^i devra avoir (421,428)
Le côté du carré cherché sera donc nue moyenne proportionnelle à la moitié de la base du inangSe et à sa hauteur.
S'il s'agit d'un parallélogramme, d'un trapèze, d'un polygone régulier et, en général, d'un polygone dont l'aire soit exprimée par le produit de deux lignes, il suffira de chercher la moyenne proportionnelle à ces deux lignes. On obtiendra ainsi le côté du carré équivalent.
Dans tout autre cas, on transformera le polygone donné en un triangle équivalent (460), et on cherchera Je carré équivalent à ce triangle, comme on vient de le dire.
PROBLÈME
4G4. 7'rouvor âsus: droites proportionnelles à deux polygones donnes.
On pourra toujours remplacer les polygones considérés par
GÉOJllÎTniE rLAKE.
lea cyrrés équivalents {IGS}. Soieni a el a' les côlés de ces car-i'és, ss eif les drohea cherchées. On devra avoir
On peut choisii- arhitrairement l'une des deux droites cherchées, X par exemple, cl poserjf- = a'. Il vient alors
X sera donc, dans celle hypothèse, une troisième proportionnclle (aW) DUS côlés a' et a; el le rapport de celle troisième iivopoi-iicnne!!c à «' sera le même que celui des polygones donnés.
PROBLÈME
463. Construire un polyg^one équivalent à un polygone P el semblable à un. polygone Q.
Il s'agil ici de transformer un polygone donne P en un autre polygone K équivaleni a» polygone P, mais semblable à un second polygone donné Q.
Soieni q un côté quelconque du polygone Q, el x le côté homologue du polygone X. On devra avoir [']35)
ou, puisque le polygone X doit être éiiuivalenl au polygone [*,
Q _ff i' "'a''
liemplaçons les polygones Q el P par les carrés équivalenis u' el b' [Wd], n viendra
^ = i', d'où - = -^b' ce' b X
Le côlé X e.-j,\. donc une quatrième proportionnelle aux trois droites a, b, q (256), el il restera à construire sur ce côté, homologue du côlé q, un polygone semblable au polygone Q 1253).
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PROBLÈME
166. Deux figures semblables élant données, construire une figure semblable égale à leur somme ou à leur différence.
S'il s'agit de deus carrés dont les côtés soient a et h[a'^b), le côté X du carré égal à leur somme sera l'hjpoiénuse du triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit a et 6; le côté yAa carré égal à leur diïïérence sera le second côté de l'angle droit d'un triangle rectangle ayant a pour hypoténuse et b pour premier côté de l'angle droit [438).
S'il s'agit de deux polygones semblables A et B (A>L], dont deux côtés homologues quelconques soient a et i, le côté liomologue x du polygone semblable X=;A-[- B sera l'hypoténuse du triangle rectangle construit sur a et t comme côlés de l'angle droit; le côté homologue y du polygone semblable V=; A— D sera le second côté de l'angle droit du triangle rectangle ayant a pour hypoténuse et b pour premier côté de l'angle droit (UO).
Dans le cas de deux cercles ayant H et iV pour rayons, il suffit de remplacer dans l'alinéa précédent « et & par U et R', pour trouver les rayons x m y des cercles égaux respectivement à la somme ou à la différence des deux cercles donnés.
SCOLIE
4.67. Soit à construira une droite x liée à plusieurs longueurs données a, b, c, d, e, par une expression de !a Tornie
On cherchera d'abord a = y'a' + 6' à l'aide d'un triangle rectangle ayant fi et & pour côtés de l'angle droit: a sera l'hypoténuse de ce triangle; puis j3-.= y'a' — c', à l'aide d'un triangle rectangle ayant a. pour hypoténuse et c pour côté de l'angle droit; p sera le second côté de ce triangle. De même, on cherchera y = v'i3' + d^ et X = y'y' — e', par deux autres triangles rectangles ayant, le premier (3 et rf pour côtés de l'angle droit, le second y et e pour hypoténuse et côté do l'angle droit : X sera le second côté de ce dernier triangle.
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468 SI rcsuhe du dernier alinéa du ti" hQQ que si, sur les Irois côlés d'un ii-iangic reciangSe AïiC [Jig. 266) comme diamètres, on décrit des demi-cercles, ie demi-cercle décrit sur
l'iiypoiénuse sera équivalent h. la somme des demi ccfcles décrits sur les côtés de l'angle droit. En enlevant de part et d'auirelcs parties communes A/jB, A^^C, qui sont ombrées sur la figure, on voit que la somme des deux lunules AmB^A, AnC^A, esi équivaieiiie à l'aire du triangle rectangle ABC. Ceue proposition esî attribuée à Hîppocraie.
PROBLÈME
409, Coiislniiie un polf^ne semhlahlK à Hii j70lyf.^one lionne, m dont l'aire soit à celle de i:e polygone dans le rapport da dùux droites données M et N [fig. 267).
Supposons d'ahoi'd que le poljgone donné soit un carré, et Moit A îion côié. Si S est le c6lé du carré cherciié, on devra avoir (435)
La guesiion cal don»; de construire on Iriyngle rectangle tel,
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que le rapport des segmenis déterminéysurriiypolénosepar la perpendiculaii-e abaissée du sommel de l'angle droit soii
égal a -^ [hZd], et que le côté adjacent au segmeni qui correspond à N soit égal à A.
Or, en portant sur une droite indéfinie BC = M, CD = N, en décrivant une demi-circonférence sur BD comme diamètre, et en menant à Bl> la perpendiculaire CE jusqu'à la rencontre de celte demi-circonférence, on obtiendra un triangle rectangle BlîD dans lequel les segments de l'hypoténuse présenteront le rapport demandé. 11 en sera de même (213) pour tous les triangles rectangles semblables qu'on formera en menant entre les côtés de l'angle droit CED, prolongés ou non, une parallèle à l'hypoténuse CD. Parmi tous ces triangles, celui dont le côté, dirigé suivant El), est égal à A, répond à la question.
On portera donc sur ED la longueur EG = A; par le point G, on mènera à BD la parallèle GF jusqu'à la rencontre de Elf, et i''E représentera le côté du carré cherché. On a, en effet,
Ëf]_FH_EC Ëf' _ M
j^'^HG~CD "" A' ~'n'
470. Soit maintenant un polygone quelconque P, soient p l'un de ses côtés et x le côté homologue du polygone cherché X. On devra avoir, d'après renoncé,
i> — ^ et p-^,'
Le problème se trouve donc ramené à trouver le côlô d'un carré qui soit k un carré donné dans le rapport de deux droites données, question que nous venons de résoudre. Quand on 1 aura obtenu le côté x homologue de p, il restera à construire sur ce côté un polygone semblable au polygone P.
34o GCOUÉTIllR PLANE.
471, Dans le cas de deux cercles, en désignant par x ci r leurs rayons, on devra avoir
Tr£_' _ M ^ M
Ccsi encore le mSme problème.
ScOLIli.
'i'72. Si le rapport -=7 élail donne numeriquemem et égal,
par exemple, à ■■■■• on choisirait une certaine longueur pour
unîlé, ei l'on rcnirerail dans le cas piécédenl en prenant les droites BC cl CD égales à cinq fois el à sept fois celle longueur.
473. Oïl peut aussi, dans ce cas, opôrer d» la manière suivante. Soit ^ = -• Sur KH, côté du carré donné, comme diamètre {Jïg. 368), décriïo?, iiiic demi-circonfârence. Divisez KII au point I dans lo rapport do
5 â 2 = ; — 5, el meneK à KH la porpondîculaire IL. La droite K.L sera le côté du carriS cherclié (439).
Si le rapport tj est plus grand que i et égal à | , par exemple, divisez le côté donné KII {fg. 269), au point I, dans lo rapport de 7 à 3 = 7 — 5. Décrives sur Kl comme diamètre une demi-ci rconférenc«, et menez au point H à m la pcrpuiidiculuire HL. J^ droite IfL sora lo eûti du carrCelierchô <T£',).
APPENDICE AU LITRE IV
I. — Valeur approchée de l'aire d'une figure plaae terminée par «ne courbe quelconqte.
FOIUUULIÏ ce SIMPSOK.
474. Soit à évaluer approximativement l'aire comprise entre un arc do courbe quelconque AB, «ne droite fixe XY et les perpendiculaires AA', BK' abaissées sur cette droite par les extrémités de l'are AB,
Nous supposerons d'ailleurs que l'arc AB soit, dans toute son étendue, concave vers la droite XY, sans quoi on le décomposerait on plusieurs parties, et l'on évaluerait séparément l'aire correspondante à chaque partie.
Divisons la base A'B' en un nombre pair de parties égales, en dix par exemple, et par les points de division C, D', E', F', G', H', l', K', L', élo-
vons dos perpendiculaires à XY. Désignons respectivement par yi,Xî, 73 1 - - ■ iTiii los perpendiculaires ou ordonnées AA',CC',DD', . . ., Bfi', et par /( la distance constante de deux ordonnées consécutives.
Soit m la somme des aires des trapèzes inscrits compris entre les ordonnées successives. A l'extrémité de chaque ordonnée de rang pair, menons la tangente en la limitant aux deux ordonnées qui comprenner.l celle que l'on considère; nous formerons ainsi une suite de trapèzes circonscrits compris entre les ordonnées successives de rang impair; représentons par IVl la somme de ces trapèzes circonscrits.
L'aire cherchée est évidemment comprise entre m et M, et si l'onprend pour valeur approchée de cette aire une quantité S comprise entre m et M, l'erreur correspondante sera moindre que la plus grande des différences M — S, S — "1.
La méthode do Simpson consiste à prendre l'errcitr est donc alors moindre que ^(M — m)
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Or, si l'on désigne par P la somme des ordonnées da rang pair et par 1 (a somme des ordoiinéos de rang impaiï autres q\i& les extrêmes, augmentée de la demi-somme de ces ordonnées extrêmes, on a
et, par suite,
Il en résulte, pour la valeur approchée de l'aire, S = A f P + 1 + — - ] -
avec une erreur moindro que 2 fi. ■ — :— <
Cclto démonstration fort simple nous a été communiquée par M. Slantion.
FORMULE DE PONCELET
La base A'B' doit ici encore étro partagée en un nombre pûir de particG Égales, dix par exemple {/îg. 271). Nous désignerons les onze ordonnées correspondantes par/i, js, j-j, . , ./lo, Jiv Parles extrémités de
Fis.
toutes les ordonnées de rang pair y^^ yi, . .., ^lo, menons des tangentet à la courbe AB, et terminons ces tangentes aux deux ordonnées voisines. Nous formerons ainsi uiio série de trapèzes dont la somme, évidemment supérieure à l'aire cherchée danB le cas de la fig:ure, sera une limite supérieure du résultat demandé.
En appolaut/;l'iulorvallc constant entredeux ordonnées consécutives, ona
trapèze AD' = aA./-, trapèze BF'— ^à.yi,.
En désignant jiar S la S'
S trapèzes, il vient
la parentiièso renfr-fine toutes les ordonnées do rang pair, En désignotil leur somme par P, on aura donc
Menons les cordes AC et BL, qui correspondent ans divisions extrêmes; puis, dans l'intervalle, les cordes CE, EG, GI, IL, qui correspondent chacune à deux divisions. Nous formerons une nouvelle série de Irapfeïcs dont la somme sera une limite inférieure du résultat demandé. On a
trapèze AC'= /i f"'^"' "^ -^'A ,
trapèze CE'= %h (--v '''')'
trapÈïa iL' =■- i/i (~-^y^)' trapèze LB' ^ A (■~^') ■ En désignant par s la somme de ces trapèzes, il vient
ou l)ien, ou ajoutant et en retranchant dans la parentlièee ■-''—^■ii,
A étant l'aire cherchée, on a
Mais la moyenne ^ — tombe au'* i u ire s et S, On peut donc, saut une erreur que nous estinurinï pitndi
dans cette formule, P désigne, comme nous l'avons dit, la son^me de toutes les ordonnées de rang pair, E est la somme des deux ordonnées extrêmes, E' est la somme des deux ordonnées voisines des deux extrêmes. L'avanlago de cette formule, quand le nombre des divisions est grand, c'est qu'il n'y entro que les ordonnées de rang pair et les deux ordonnées
3^4 GÈOSIÉTillE TLANK,
extrêmes, ce qui dispense de calculer les ordonnées inlermédiaires rang impair.
H reste à indiquer une limite supérieure de l'erreur commise en e
ployant la formule. Comme A tombe entre S et — ; — ou entre ■■ ^ ■ e l'erreur que l'on fait en substituant — ;— à A est moindre que S ■ ;
u que — -^ s, c'esl-a-dire que
Menons sur la figure les droiUfS A3 et CL; ces deuï droites coupent rordonnéc du milieu GG' en deux points M et N, et l'on a
La limite supdrii
par lu produit
MN
On peut donc p ' o' l c' li co rbe mener [ révise i rement les
deux premières et les d d è (i é q H du milieu,
en donnant à A u t< I p I t I 1 vérifier, en
mesurant MN, si 1 pp ml d m dé t b b c'eslrà-dire
si la valeur clioi p / t bl
Reinaiyjue, — S 1 AB L 1 d t XY dans toute son étendue, une ml 1 d t à I mém f ule. Si cet arc était en part t p t t ne perpendiculaire à XT p 1 p t d n l d p es les règles précédentes, les d p t t d t d tl 7 fendiculaire et l'on en ferait ! somm
Application. — V i q td 1 d t e, en divisant le rayon en d pi é^ I
r„=-'>. Js= 0.917. :>'. = 0,954.
j.j= o, 600 , r, = o , 7 1 ij ,
La vraie valeur est - = o""î,785i. La formule do Simpson donne o'°',78i8, celle de Poncelot donne o"^ ,782a.
Il — Sur la difîérencs entre la longueur d'un arc de cercle et celle de sa corde.
LEMME
ils. L'aire d'un triangle isocèle PNQ, iiUKrit dtm.i un seç^meni cii-ci
laii-e moiiidie qu'un demi-ceivle, est plus petite que le cube de l'an:
qjd limite ce segment, divisé par 16 fois le rayon R [fig. 27a).
Cor cette aire, ayant pour es pression (428, 1°]
l'Q.PN.QN
THÉORÈME
476. La différence entre un arc de cercle ABA' moindre qu'une dcini- Hrconférenee et sa con/c AA' est plus petite que le cuhe de l'arc dU'ité Dur i^fois te carré du rayon [fig, '-tj-i).
Désignons par n l'arc ABA', par c sa corde &A' et en général pur r la corde de l'arc -j_-
B étant le milieu de i'arc ABA', l'aire du segment ADB a pour nu sure (457)
R fa <\ R,
346 (iÉOMiîTiUE tlam;.
D'autre part, si l'on prend le milieu D de l'arc AB, puis les milieux E et E, des nrcs AO et DB, ot ainsi de suite, et si l'on di^sîgne respectivement par /,, t , les aires dos triangles ADB, AEO, , . ., l'aire du segment aéra la liniUe de la somme
Donc, conîïïio, d'après lo lemme prâcédeul (473), on s
Pour prÉsentor une application de cette formule, cherchons, par exemple, fjuel doit être le rayon R d'an cercle pour que la différence entre iin arc de 60 mètres et sa corde n'atteigne pas i millimètre.
!! suffit, d'après la formule Çi), que ïl satisfasse à l'inégalité
(iû' ^ 1
I.c rayon du cercle devra donc ètro au moins égal à 3 kilomètres. Heniarf/iie. ~ La formule (1) répond à la formule trigonométrique
En effet, si l'on suppose R ^- 1 et a = 1
puisque, dans le ccixie de rayon i, ie siniis d'un nrc t corde de l'arc dnuble ; el, si l'on substitue Ces valeurs c on obtient la relation (a).
{ la moitié de la ns lu relation ([),
m. — Sur les maximums et les minimuins des figures planes. ■
ières recherches, par des figures. En 1782, Jfgmnrum) a j Grecs jusqu'à erreurs de ses
477. On attribue à l'École de Pythagore les premiÈi voie synthétique, sur les maximums et les minimums di Lhuilier {De i-elatione mutuâ capacitatis et terminoni résumé toutes les découvertes faites sur ce sujet depuis R. Simpson; il a corrigé avec une admirable sagacité le devanciers et accru considérablement par ses propres découvertes !e domaine de cette théorie. Enfin, en 184^, Stelner, dans deux Mémoires {Journal de Crellc, X. XXiV), vérilables chefs-d'œuvre de Géométrie synthétique, a fait connaître, pour la recherche des masimums des figures planes, cinq méthodes, dont les deux premières s'appliquent à la sphère. Nous exposerons ici la première de ces méthodes, qui surpasse d'ailleurs las outres en élégance et en généralité.
THÉORÈME, d78. Entre tous les triangles isopérimétres et de même hass AB , le triangle isocèle ACB est an miKimam {Jîg. 273).
Fi[[. 273.
Eli effet, soit ADBun triangle non isocèle construit sur labaseÂB, audessusd'elle et tel que AD+ DR = AC-i-CB. Les triangles ACB, At)B, ayant une partie commune AEB, il s'agit de prouver que le triangle BED est moindre que le triangle AEG. Or si î'on prend sur BA et sur EC, EF = EB et EG = ED, les triangles FEG, BED, sf ront égaux, et il suffira de fuira voir que le triangle FEG est compris dans AEC, c'est-à-dire que le point F tombe entre E et A, et le point tï entre E et C,
D'abord F tomhe entre E et A; car l'angle p, égyl à a, est supérieur à 7; donc EA est plus grand que EB ou EF.
En second lieu, 6 Lomba entre E et C. ; il suffit pour \a prouver d'établir rinégahIÉ
FG + GS < FC -(- CE
3^8 «ÉOMÉTRITi l'LANE.
OU, en ajoutant AF -i- FE de port et d'autre,
AV -(- FG4-GE + FE < AF ^i- FC -i- CE + EF;
EG = ED, FG = BD, EF = EB; l'inégalité prâcâdciite ne diffère donc pas do
AD -I- Dit ou AC -<- Clt < AF + FC + CB, c'est-à-diro de l'inégalité
AC<AF-i-FC, qiii est évidente.
479. Réciproquement, entre tous les triangles de même base et de mémi: aire, te triangle isocèle Q a le périmètre miniiiium.
Ea effet , soit U un triangle non isocèle ayant la même base et la mémo aire que G, et G, un triangle isocèle ayant la même base et le même périmètre (jueXJ; d'après le théorème précédent, G, sera plus ^rand que U, c'est-à-dire que G ; or, de deuï triangles isocèles construits sur la même base, celui qui a l'aire la plus grande a le périmètre le plus grand ; donc le périmètre do G„ c'est-à-dire le périmètre de U, est plus grand que celui de G.
Nous supprimerons dans ce qui suit les démonstrations des réciproques ; CCS démonstrations seraient toutes analogues à la précédente. Corollaire.
480. Entre tous les triangles de même périmètre, le triangle éi/iiilatéraL est un maxiimini; car la triangle maximum correspondant au périmètre donné doit être isocèle, quel que soit celui de ses côtés que l'on prenne pour base.
Réciproquement, entre tous les triangles équivalents , le Itiangle éijidlatérnl a le plus petit périmètre.
THÉORÈME
481 . Entre tous les triangles construits ni'cc deux côtés, celui dnns lequel ces deux côtés sont h angle droit est un mcuciinum.
En effet, si l'on prend l'un des cûlés donnés pour base, la hauteur est moindre que l'autre côté donné, à moins que ce second côté ne soit perpendiculaire an premier; dans cette position, la hauteur est maximum, et par suite l'aire l'est aussi.
CoROLLAiRE.
482. SiUre tous les triangles dont la somme de deu^ côtés est donnée, celai dans lequel ces deux côtés sont à la fois égnux et à angle droit es/
En effet, que l'on répartisse coramo on voudra ia somme donnée sur les deux côtés, le triangle maximum sera toujours celui dans lequel ces deux côtés seront perpendiculaires entre eux; il ne reste donc plus qu'à comparer Ses triangles rectangles dont la somme des côtés de l'angle droit est coustante. Considérons un de ces triangles rectangles P et sur sou hypoténuse construisons un triangle isocèle Q dont les côtés égaus aient la mémo somme que les côtés de l'angle droit de P; enfin, désignons par H le trian^ile isocèle dont les côtés égaux auraient la môme longueur que ceux de Q et seraient de plus à angle druit; on aura, par ce qui précède, P < Q et Q < E ; il on résulte donc R > P.
THÉORÈME
483. Enti-e toutes les figures planes Isopérimètres , le cercle cal un mtixinmm [fig. 374).
L'aire d'une figure do périmètre donné peut évidemment devenir aussi Ijctite qu'on veut; mais elle ne peut gi-andir indéfiniment, puisque celte figure reste forcément comprise dans l'intérieur du cercle décrit d'un point de son contour comme centre avec un rayon égal à la moitié du périmètre donné. Entre toutes les figures planes isopérimetres, il y a donc une figure maximum, ou plusieurs figures maximums de différentes formes et de même aire.
Fig. 57^.
D'ailleurs, toute figure maximum de périmètre donné est convexe, sar.s quoi on pourrait agrandir son aire sans changer la loîigueur de son contour.
Cela posé, soit El'Gll une figure maximum ayant 1' périmèlre donné. A tout point A pris à volonté sur son conio éj nd un autre point B de ce contour, tel que la droite AB dii e le pé n èl e n doux parties égales. Les aires A1j:FB,AHGB, devront él e<T, le s ns poi,en remplaçant la plus petite d'entre elles par !a f e sy et q e par rapport à AB, on obtiendrait une figure totale do même pé met e i le la première et d'aiie plus granile, de sorte que la p em è e f u e ne serait pas un maximum comme on l'a supposé.
Il résulte de lit que, si dans une figure n a num ErGH de périmètre donné on remplace la partie aa-dessous de MJ pa unep tio symétrique
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de celle qui est au-dessua de cetto droite, la nouvelle Êgure totale sera
encore une dea figures maximums.
Raisonnons actuellement sur cette nouvelle figure ; en d'autres termes, admettons que la partie AUGB soit symétrique de AEFB par rapport à AB. Soit C un point quelconque du contour AEFB; prenons son symétrique D par rapport à AB et menons CA, AD, m, BC. L'angle AC8 sora droit; car si les angles ACB, ADB, n'étaient pas droiiâ, on pourrait construire avec les mêmes côtés CA, AD, DB, BC, un quadrilatère «7^^ dans lequel les angles 7* et ^ seraiont droits ; ce nouveau quadrilatère serait plus grand que l'ancien (481 ), et en plaçant respectivement sur les côt& ay, yP, Sp, ciS, les segments AEC, CFB, BGD, DHA, qui sont actuellement sur CA, BC, DB, AB, on aurait une figure totale ayant le même périmètre que AECFBGDHA et une aire plus grande, de sorte que cette figure AECFBGDHA ne serait pas un maximum comme on l'a supposé. Donc, de lout pointe du contour AECFB, on voit la droite AB sous un angle droit; par suite, ce contour est le derai-cercle décrit sur AB comme diamètre.
Ainsi, si une figure de périmètre donné est masimum, sa moitié ACB, prise à partir d'un point quelconque A de son contour, est un deni!-cerc!e. La figure totale est donc un cercle.
Donc, enfin, il n'y a qu'une seule figure masimum do pérîmÈtro douné, et cette figure est un cercle.
Steiner donne à ce tliéorômo le nom de théorème principal, parce que sa démonstration renferme les principes les plus essentiels relatifs à la plupart des questions de mosiraums dans les figures planes [ou Kphfi-
THÈORÈME.
■484. f" Si le périmèlre d'une figure se compose d'une droite de longueur arhiimire l et d'une ligne de forme arbitraire L, et si en même temps la longueur de la ligne L ou l'airû de lafigta-e est donnée, celle-ci est un maximum ou la ligne L est un minimum, quand cette figure est un demi-cercle.
Toute figure comprise dans ce tliéorème peut être considérée comme la moitié d'une figure symétrique, dont la droite / est l'axe de symétrie, et dont le périmètre, égal à aL, est donné; mais l'aire de la moitié est nécessairement un maximum, des que la figure entière en est un. L'énoncé est donc une conséquence du théorème principal. Il s'ensuit en particulier ; qw'cntre Ions les segments de cercle à arcs égaux ou à nircs égales, c'est le demi-cercle qui a l'aire la plus grande ou l'arc le plus petit.
a° Entre toiUes les figures dont le j}àrimètre est composé d'une droite donnée a et d'une ligne prise à volante L, le segment de cercle a la plus grande aire pour des longiieicrs égaies de la ligne L, et ta plus petite ligne L quand les aires sont égales.
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a ligne L de forme quelconque, et qu'elle compose avec lu, droite a le périmètre do lu figure nL; on peut toujours construire sur « un segment de cercle dont l'arc « soit égal à L, a et L étant situés du même e6tii do ir. Complétons le cercle, et désignons l'autre arc par § ; alors le cercle de périmèlre k -i- p est plus grand que la figure limitde par L-H p; ainsi ca 4-«p> «L + af; donc iia>aL.
On diiduit de ce théorème celte règle générale :
Dans toute Jîgare dom l'aire doitéire un iiinximum sons des conditions quelconques, chaque partie du périmètre, qui est libre d'avoir ii/ip_formc quelconque entre dmix i/nints donnés, doit être un arc de cetrle.
THÉORÈME
485. i" Un polygone tfe côtés donnes est maximum lorsqu'il est inscrijitible au cercle.
Observons d'aliord qu'on peut foiijours, aveo des eûtes donnés a, b, [,■,..., f, dont le plus grand a est moindre que la somme de tous les iiutres, former un polygone convoxe inscriptiblo, ot un seul. En effet, décrivons un premier cercle 0 assez grand pour que, en portant les unes à la suite des autres, à partir de Vue des points A de ia circonférence, des cordes AB = n, BC = ^, . . . , LM = /, l'extrémité M de la dernière corde n'atteigne pas le point À. Le centre 0 étant d'abord silué dans le segment BCMÂ au-dessus de Al), supposons que ce centre s'abaisse d'une manière continue en décrivant la droite 02 perpendiculaire sur le milieu de ÂB. L'are BCMA de la eirconféience variable qui a pour centre 0 et qui passe par A et B décroîtra, et comme il a pour limite la droite AB, c'est-à-dire une longueur moindre que 6-i-c-i-. . .-+- /, on voit que l'extrémité M de la ligne brisée inscrite BC. . -H s'approchera du point A, et l'altdndra pour le dépasser ensuite. Il y aura donc une position du centre 0 et une seule, pour laquelle la ligne brisée ABC. . . M formera un polygone inscrit, comme nous l'avons annoncé.
Cela posé, soient S un cercle et P un polygone inscrit de câtés donnés a l>,c,...,l;V' étant un polygone quelconque formé avec les mêmes câtés, ajoutons à ce polygone P', sur chacun des eûtes, les segments circulaires qui surmontent les côtés correspondants du polygone inscrit P. Un obtient ainsi une figure S' terminée par des arcs circulaires, et dont le périmèlre est égal à la circonférence du cercle S. On aura donc (483) S > S', d'où, en retranchant de part et d'autro les segmcnls circulaires qui surmontent les côtés, P > P'.
2° Entre tous tes polygones isopérimètres d'un même nombre de côtés, le polygone régulier est un inaxinnmi; et réciproquement, entre les périméti-es de tous les polygones équivalents d'un même nombre ik colis, celui du polygone régulier es
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En effet, le maximum patmi les polygones isopérimèlres de n côtés doit d'abord avoir tous ses côtés ^ux entre eux ; car si deux côtés consécutifs AB et &C étaient inégaux, en remplaçant le tmngle ÂBC par im triangle isocèle AB'C construit sur la même base et de même périmètre, on aurait (478) une figure isopériraètre de n côtes et daire plus grande. Par suite, les côtés du polygone sont donnés et égjux chacun à la //*"' j>artie du périmètre ; de plus, en vertu de la première (lartie du théorème qui nous occupe, le polygone maximum doit Être iiiscriptiblo au oercle; Donc, enfin, le polygone maximum, devant êtie ? la fois équilatéral et inscriptible, est régulier.
CoROLl.AinB.
486. D'après cela, quand on cherchera quel polygone a l'aire maximum pour un périmètre constant, ou le péiimètro minimum pour une aire constante, le nombre des côtés étant variable, on n'aui'a i^u'à s'occuper des polygones réguliers, et l'on trouvera la loi suivante :
Les aires des [yolygones réguliers isopérimèii-es forment une série croissante, qui commence par le triangle et se termine par le cercle; et les périmètres des polygones équivalents forment une série décroissante, ù jimtir da triangle jusqiâau ceivle.
En effet, deux polygones réguliers isopérimèlres d'un nombre de côtés différents étant donnés, par exemple un pentagone ABCDE et un quadrilatère ahcd, on peut considérer ce dernier comme un pentagone dont l'un des côtés serait nul, ou bien, en prenant arbitrairement un point e sur un des côtés de ce quadrilatère, par exemple sur ad, le considérer comme un pentagone ahcde, dont l'un des angles e serait égal & deux angles droits; le quadrilatère régulier peut doue être regardé comme un pentagone irrégulier ; donc son aire est plus petite que colle du pentagone régulier ABCDE.
yGoosle
SUK LA ÎJÉOMÉTaiS PLANE.
LA LIGNE DROITE
§|I, II, EL — D33 angiea.— aea triangles. — ■ Bsa perpsEdicnldres et des obliges.
■1. Êtantdon!i6osquatredroiteaOA,OB,OC,OD,isauead'iinm6mepomtO, si les angles DOA, BOC, sont égaux entre eus, ainsi que les angles AOB, COD, les côtés OA ot OC sont en ligne droite, ainsi que les côtés OB et OD,
2. Le périmètre d'un triangle est plus grand que la somme des droites qui joignent un point intérieur quelconque aux trois sommets, et moindre que le double de cette sommo,
3. Une médiane quelconque d'un triangle est moindre que la demisomme des deux côtés issus du m&me sommet, ot plus grande que la moitié de i'esoès de cette somme sur le troisiènie côtd.
4'. Le périmètre d'un triangle est plus grand que la somme de ses trois médianes et moindre que lo double de cette somme.
5. ABC étant un triangle quelconque, on prsi-d sur AB, prolongé s'il le faut, une longueur AC égale à AC ; on prend de même sur AC une longueur AB' égale à AB; on tire B'C qui coupe EC en 1 : démontrer que la droite AI est la bissectrice ds l'angle BAC.
6. Si, d'un point A pris hors d'une droite XY, on mène sur cette droite la perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, d'un même cûté, telles que BC = CD, l'angle BAC est plus grand que l'angle CAD.
7. On dit que deux pointa A et A' sont symétriques par rapport à une droite indéfinie XY, lorsque cette droite XY est perpendiculaire sur ie milieu de AA'. Démontrer d'après cette définition : 1° que, si A' et B' sont les symétriques par rapport à XY de deux points quelconques A et B, les deux droites symétriques AB et A'B' sont égales entre elles; 1° que l'angle
R. etBŒ C. — Tr. de Gcom. (I" Purtie). q3
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CAD dn deux droites Aii et ÂC est égal à l'angle C'A'B' de leurs symélii-
quesA'B'ciA'C,
8. Parle somniel A d'un triangle ABC, on mène la droi te indéfinie XY perpendiculaire sur la bissectrice de l'angle A, Démontrer que, ai M est un point quelconque de XY, le périmètre du triangle BMC est plus grand que celui du triangle donné ABC.
9. Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un triangle concourent en un mâme point.
iO, Les bissectrices des trois angles d'un triangle concourent en un même point. — La bissectrice de l'un dos angles et les bissectrices des suppléments dos dons autres angles concourent aussi en un môme point.
g IV. — Des parallèles.
11. Si deus droiles égales AB et CID, comprises ontrs deus parallèles AC et BD se coupent en un point 0, on a AO = OC et OB = OD.
12. Si par le milieu D du côté AB d'un triangle ABC on mène «ne parallèle DE au côté BC, la droite DE passera par îô milieu E de AC et sera égale à la moitié de BC, — Réciproquement, !a droite qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté et égale à sa moitié.
13. Trouver le lieu des milieux dos portions do droites qui vont d'un point donné à une droite donnée.
14. Étantdonnéun point à i'intérieurmi à l'extérieur d'un angle, mener entre les côtés de l'angle une droito qui soit divisée par ce point ou par l'un des côtés de l'angle en deux parties égales.
18. Un triangle quelconque est le quart de celui qu'on obtient en menant par chacun de ses sommets une parallèle' au côté opposé. Chaque côté du nouveau triangle est le double du côté correspondant du triangle donné.
16. Les trois hauteurs d'un triangle concourent en un même point
17. Déduire du résultat précédent un procédé pour mener par un point donné une droite qui aille passer par le point de concours, supposé inaccessible, de deux droites données.
18. Les trois médianes d'un triangle concourent en un même point, situé au tiers de chacune d'elles à partir du côté correspondant.
19. Dans un triangle, la plus petite médiane correspond au plus grand côté. — Conséquence.
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20. Dans un Iriani^le, le point de concouru dos perpaii dieu la ires ékwâos sur los milieux des côtés, le point de coQcoura des trois médianes et celui des trois hauteurs, sont en ligne droite, et la distence du premier point au second est moitié de la distance du second point au troisième.
21. Si, par le point d'intersection 1 des bissectrices des angles B et C d'un triangle ABC, on mène entre les côtés de l'angle A ia parallèle ME àBC, la droite DE sera égale à la somme de BD et de CE. Si, parle point d'intersection I' de la bissectrice de l'angle B et de colle du supplément de l'angle C, on mène entre les cotés de l'angle A ou de son opposé par le sommet la parallèle D'I'E' à EC, ia droite D'E' sera égale à la diffévenc« de BD' et de CE'. — Conséquences.
22. Des exli'émités A et B et du milieu C d'une droite AB, on mène dans une direction quelconque des droites parallèles AA', BB', CC, jusqu'à leur rencontre avec une droite indéfinie XY. Déroontrer que le point C est le milieu de A'B', et que la parallèle CC est égale à la demi-somme ou à la demi-différence des parallèles AA' et BB', suivant que les points A et B sont situés d'un même côté ou de part et d'autre de XT.
S3. La somme des distances d'un point quelconque de la base d'un triangle isocèle aux deux autres côtés est constante. — Qu'arrive-t-il lorsque le point considéré est pris sur le prolongement de la base?
24. Trouver le lieu géométrique des points dont la somme ou la différence des distances à deus droites fixes est constamment égale à une longueur donnée.
25. La somme des distances d'un point pris à l'intérieur d'un triangle équilatéral à ses trois côtés est constante. — Qu'arrive-t-il lorsque le point considéré est extérieur au triangle î
26. AX étant une droite quelconque menée par le sommet A d'un triangle ABC, et BE, CP, étant les perpendiculaires abaissées des points D et G sur cette droite AX, démontrer quo le milieu D de BC ost à égale distance des po nt E et F,
27 Don n rer i" que si deux angles ont leurs côtés respectivement parallèli,'! leurs bissectrices sont parallèles ou perpendiculaires entre ellei i que i deux angles ont leurs côtés respectivement perpondiruh res leurs b sectrices sont perpendiculaires ou parallèles entre elles,
28, Déterminer sur l'un des côtés d'un triangle un point tel, que les langueurs interceptées par les deus autres côtés sur les parallèles menées (le ce point à ces mêmes côtés soient égales entre elles.
29. Étant donnés deus points A et B et une droite XY, trouuer sur cette droite un point M tel que la somme AM -y BM soit un minimum.
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30. Élanl rfonnéB doux points A et B et une droile XY, trouver sur Rette droite un point M tel que la différence BM — AM soit ur
31. Troaversur nn côti d'un triangle «n point tel que la 5i distances ans deux autres cûiés soit un minimum.
m. Trouver dans la pian d'un triangle «n point tel cjue i: trois cûlôssoitiin minimum.
jî V, -- Somma cSes angles d'ua polygone.
33. Étant donnés iin triangle ABC et im point 0 pris dans son intériï;ur, dûmonlrer que l'angle SOC est toujours plus grand que l'angle BAC du triangle.
34. Un angte d'on triangle est droit, aign ou obtus, suivant que la médÎBEe issue du sommet do cet angîe est égale, supérieure ou inférieure à la moitié du côté opposé. — Béciproques.
35. AD et BC étant deux parallèles coupées obliquement par AB et perpendiculairement par AC, on mène Ciitre ces deux parallèles la droite BED qui coupe AC en E, de manière que ED=^^AB t démontrer que l'angle DBC est le tiers de l'angle ABC.
36. Si, d'an point A pris hors d'une droite XT, on mbw sur cette di'oile ïa perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, AE, de manière que CCS obliques soient situées d'un môme cùté de AB et que les angles BAC, CAD, DAE, soient égaux, on a BC < CD < DE.
37. Soient uïi triangle ABC, et AO, BO, CO,les bissectrices de ses angles ; feO prolongée coupant le côté EC en D, et 01 étant la perpendiculaire menée du point 0 sur BG, démontrer que l'angle BOD est égal â l'angle COi.
38. L'angle formé par la bisBectrico de l'angle A d'un triangle ABC et par ta perpendiculaire menéo du sommet A sur îe côté BC est égal à la demi-dlfférer.ce des angles B et C.
39. La différence entre les deux angles aigus d'un triangle rectangle est égale àVangls formé parla hauteur et la médiane issues du sommet de l'angle droit. — Si Von rapproche ce résultai du précédent, quelle conclusion peut-on en déduire?
Âd. Si l'on mène les bissecirices des angles extérieurs d'un triangle ABC, les trois triangles partiels et le triangle total qu'elles déterminent autour du triangle donné sont équiangles. Ciiaque angle du triangle ABC a pour supplément le double de l'angle qui lui est opposé dans le triangle total.
QUESÏIOKS 1>ROPOSÈÉS. ^07
41. Dans un triangle ABC, on prend eur le côté AB et sur son prolongement AD = AE = AC, puis on joint !o sommet C aux points D et E. Démontrer que l'angle E est la moitié de l'angle A du trianjjle ABC, et que l'angle DGE est droit.
42. Dans un triangle ABC on mène, jusqu'au côlé BC, une droite AD faisant avec la câté AB un angle égal à l'angle C et une droite AE faisant avec le côté AC un angle égal à l'angle B. Démontrer que le triangle DAE est isooèlo,
43. Dans un triangle rectangle, si l'un des angles aigus est double de l'autre, l'hypoténuse est double du pius petit cûté. — Réciproque.
44. Dans un triangle quelconque ABC où l'angle B est doublede l'angle C, on mène AD perpendiculaire sur le côté EC ; sur AB, prolongé ou noo suivant que l'angle Best aigu ou obtus, on prend BE égal à BD, puis on lire la droite EDF qui coupe AC au point F. Démontrer : i" que les longueurs FD, FC, FA, sont égales et que les triangles ABC, AFE, sont équiangles; a" que le câté AB est égal à la difVérence des segments DC et DB de la base BC si i'angle B est aigu, à leur Bonime ai l'aBgle B est obtus
45. L'angle des bissectrices de deus angles consécutifs d'un quadrilatère convexe est égal à la demi-somme des deux autres angles du quadrilatère. L'angle des laissée trir.es de deux angles opposés est égal à la demidifférence des deus autres angles.
46. Les bissectrices des angles formés en prolongeant jusqu'à leur rencontre les côtés opposés d'un quadrilatère convexe se coupent sous uu angle égal à la demi-somme de deux angles opposés du quadrilatère.
g VI. - Dn parallélogramma.
4T Deu\ qua irilatèroa couvexts sont eË;aux lur^qu ûa o it un angle égal et leurs quatre côtt* é^aux chicun a Uiacun et disposas de h mémo maiièie Énoncer le théorème coirespondinl poni le cas de deux parallclogiammes de deux ieL.tanBlB8, de deux losanges, de deux carrés
iS Deux trapèzes sont égaux lorsqu ih oi t leun quatre cotts éga ix chacun à chacun et disposés de (a même manière.
49. Toute droite passant par le centre d'un parallélogramme le divisa en deux quadrilatères égaux.
50. Tout quadrilatère ost la moitié du parallélogramme que l'on obtient Ml menant par les extrémités de chaque diagonale des parallèles à l'autre
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diagonale. — Déduire de ce tliôorènie que doux quadrilatères ont même surface lorsque leurs diagonales sont respectivcmcnl égales et so coupent sou 3 le mùme angle.
51. Si Von niÈnela droite DE qulioînt les milieux des cûtds AB et AG da triangle AJîC et, par les pointa D et E, deus parallèles quelconques DJi', ËG, jusqu'à la rencontre du côté BC, lo triangle ADE est le quart du triangle ABC al le parallélogramme DEGF en est la moitié.
52. Les di-oites qui joignent successivement les milieux des eûtes d'un quadriUtère forment un paralléiogramme, moitié de la Ggure primitive. — CoTi séquence relative aix droites qui joignent les milieux des côtés du quadrilatère.
53. En divisant arbitrairement, mais do la môme manière, les côtés û'ua carré, et en Joignant successivement les points de division, on forme uo nouveau carré inscrit dans ie premier.
54. Étant donné un parallélogramme ABCD, on prend en sous inverse, enr les côtés opposés AB, CD, deus loDguours AE et CF, arbitraires, mais égales; de même, sur les côtés opposés AD, BC, on prend en sens inverse 1^ iongueurs arbitraires AH = C&. Démontrer : i" que la figure EGFH est un parallélogramme inscrit dans le parallélogramme proposé; a" que iu centre du parallélogramme proposé est en même temps celui de tous les parallélogrammes qu'on peut y inscrire.
EiS. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des côlés opposés d'un quadrilatère quelconque est le mdieu de la droite qui unit les milieux des diagonales de ce quadrilatère
56. Les bîôsectricea des angles d'un quadnlatere con/exe forment un second quadrilatère dont les angles opposés sont supplémentaires. Lorsque !o premier quadrilatère est un parallélogramme, le second est un rectangle doîiî les diagonales sont parallèles aux côtés du parallélogramme et égales à la différence do ses eûtes adjacents. Lorsque le premier quadriîatère est un rectangle, le second eat un carré,
37. Si, par un point quelconque de la base d'un triangle isocèle, on mène des paraîlÈles ans deux autres côtés, on forme un parallélogramme dont le périmètre est constant.
58. ABC étant un triangle rectangle et ABDM, ACEN, étant les carrés construits sur les côtés AB et AC de l'angle droit, des sommets D et E, opposés au sommet A, en abaisse des perpendiculaires DF, EG, sur l'hypoténuse BG prolongée. Démontrer : i° que l'hypoténuse BC est égale à la somme des perpendiculaires DF et EG ; 2° que le triangle proposé ABC œt la somme des triangles DFB, CEG.
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39. Démontrer que dans tout trapèze isocèle les angles opposés sont sQpplémeiiLaires.
60. Dans tout trapèze, ies quatre points, milieux des deux côtés non parallèles et des deus diagonales, sont sur une même droite parallèle aux deux bases du trapèze ; îa distance des points estrêmes est égale à la demisomme de ces bases; la distance des points intermiSdiaifes est égaleàleui demi- différence.
6i. ABCD étant un parallélogramme, Bel F étant les milieux des côtés opposés AB et CD, les droites BF et DE divisent ia diagonale AC en trois parties égales,
C2. Par le sommet A d'un parallélogramme ABCD, oa mène une droite i]uolconque AX. Prouver que la distance du sommet C à !a droite AX esl égale à la somme ou à la différence des distances des sommets B et D à la môme droite, suivant que AXest extérieure au parallélogramme ou le traverse.
63. D, E, F, étant respectivement les milieux des eûtes A3, BC, CA, d'un triangle ABC, 00 mène DG parallèle à la médiane BF jusqu'à la rencontre de EF prolongée. Démontrer que les trois côtés du triangle DGC sont respectivement égaux aux trois médianes du triangle ABC,
6-i. Démontrer qu'un polygone convexe, d'un nombre impair de c&tés, est déterminé quand on donne les milieux de ses câtés.
65. Parmi tous les triangles qui ont un angle égal compris entre doux cûlés variables dont la somme est constante, quel est celui dont le périmètre est minimum?
66. Étant données deux parallèles XY, X'T, et deux points A et B situés hors de ces parallèles et de côtés différents, trouver le plus court chemin de A en B par une ligne brisée AMNB telle, que la portion MN comprise entre les parallèles ait une direction donnée.
67. Sur un billard rectangulaire, dans quelle direction faut-il lancer îa bille pour qu'elle revienne au point de départ après avoir frappé successivement les quatre cùtés? — Quelle est la longueur du chemin parcouru alors par la bille? — Comment généraliserait-on la question? (On admet que, lorsque la bille frappe une bande, les deus droites qu'elle suit, avant et après le choc, sont également inclinées sur la bande).
LIVRE n
LA CiRCONFÉRENCE DE CEnCLR.
■j î. -- ïïea ans et âas coedea.
68. BtaiitdOTinfes la base d'un triangle et la différence des deux autres côtés, trouver k lieu des pieds des perpeudiculEÛres abaissées des extrémités de la base sur la bissectrice de l'angle au sommet. — Même question Rii remplaçant la différence des deux côtés par leur somme, et la biâsecfrice de l'angle an sommet par celle de son atipplément.
69. Si l'on divise la corde d'un arc de cercle en trois parties égales, les rayons qui passent par lis points de division partagent l'arc en trois parties, dont les deax extrêmes sont égales entre elles et moindres que la pariie in terra (idieire.
70. Par un point A extérieur à «ne circonférence O, on mène une sécante ACD dont la partie estérieare AC est égale au rayon ; on mène en outre le diamètre AOB : démontrer que l'angle COA est le tiers de l'angle DOB.
71. Étant donnés une circonférence et «n point dans son plan, quelle est la plus petite corde qu'on puisse mener par ce point dans la circonfé-
72. Si deux cordes égales se ooapent à l'intérieur ou à l'extérieur d'une circonférence, les segments déterminés sur ces deux cordes par leur point de rencontre sont respectivement égaus.
,G au cercle. — Fosïtioiks mutuelles de deux circonîéreuces-
73. Lu plus petite et la plus grjnde des droites qu'on peut mener entra deux circonférences passent par les centres de ces circonférences.
74. Étant donnés trois pomts non en li^ne droite, faire passer par un point donné ou décnre avec un rayon donné une circonférence dont les trois premiers points soient également dist^ntb.
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75. Si deux cordes VB et CD e cjupent caiis un cercle, la somme AC -4- BD des arcs quelles intercej lent e t égale à la somme des arcs iiiterceplds par les deus. diamètres parallèles à. ces cordes,
76. Un cercle étant donné combien Tant il de cercles dis même rayoji pour l'eiitourci?
77. On donne un cercle de centre 0 et de rayon il, et un point extérieur A. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, on décrit un arc BOC, et du point 0 comme centre a^oc aR pour rayon, on décrit un nouvel arc qui coupe le précédent en B et en C. On raèiia OB et OC qui rencontrent respectivement en E et en D la circonférence primiljve- Démontrer que AE et AD sont tangentes à celte circonférence.
78. AB étant un diamètre fixe d'un cercle, et CD une corde parallèlo à ce diamètre, on mène CB et DA qui se coupent en M, puis CA et DB qui se coupent en N, Trouver le lien des points M el N quand la corde CD se déplace parallèlement à elle-même.
79. Quel est le iJeo des centres des circonférences de môme rayon qui partagent une circonférence donnée en doux parties égales?
80. Quel est le lieu des centres des circonférences de même rayon qui coupent sous un angle donné une circonférence donnée?
§ m. — Mesure des angles.
81 A B C él nt trois points quelconques d'une circonférence, D !e oi 1 d 1 AB et E le milieu de l'arc AC, la droite DE coupe respect m t F t n G les cordes AB et AC. Démontrer que AF = AG.
8 A é t point quelconque d'un diamètre, B l'extrémité du rayon p p d 1 ce diamètre, on mène BA qui coupe le cercle en P,
p i t n t u point P qui couj>e en C le diamètre prolongé. Dém t q C\. = CP.
8d A B C A B', C, étant sis points pris sur une circonférence, de telle manière que AB soit parallèle à A'B' et AC à A'C, démontrer quo BC et CB' sont parallèles.
84, Les hauteurs AA', BB', CC, d'un triangle quelconque ABC, sont les bissectrices des angles du triangle A'B'C.
83. ABC étant un triangle inscrit dans un cercle, on joint le centre 0 au milieu D de l'arc BC, et l'on mène AD. Démontrer que l'angle ADO est la moitié de la différence des angles B et C.
86. Si par lo point A, commun à deux circonférences qui se coupent, on mène à vglonté deux sécantes ABC, ADE, les cordes BD et CE qui
joignent leurs esIrSmite se rciicontront sous un angle coaslant. — Dans le cas où ics daux. suçantes se conlbr-denE, comment faut-ii énoncer le tliéorème?
87. On donne doux circonférences 0 et 0' et un angle XA¥ situé dans leur plan. Le côté AX coitpo la circonférence 0 ans points B et C et îa clrconfereBce 0' aax points II' et C; le côté AY coupe la circonférence 0 en D et E, la circonférence 0' en D' et E'. Démontrer que les cordes BD, (:;E, B'D', CE', IndéGniment prolongées, forment un quaûrîlatôre inscriplible.
88. Si par !e point d'intersection 0 des diagonales d'un quadrilatère inscrit ÂBCD, on mène la corde EOF qui a sou milieu en 0, la partie de cette cordo interceptée entre les côtés opposés du quadrilatère sera aussi divisée par le point 0 en deus parties égales.
89. 0 étant le point de concours des hauteurs d'un triangle ABC et G le point où la hauteur AD rencontre le cercle circonscrit au triangle, on a OD = DG.
90. Étant donnés un triangle ABC et le cercle circonscrit, si du milieu de l'un quelconque des deiis arcs soua-tendus par le cûté BG on abaisse des perpendiculaires sur AB et sur AC, la somme des distances des pieds de ces perpendiculaires aux sommets du triangle est égale à la demisomme ou h la demi différence des côtés AB et AC,
91. Si par lo pomt A, milieu d'un arc BAC d'une circonférence, on mène deux cordes quelconques AD et AE qui coupent en F et en G la corde BC, le quadrilatère DFGE est inscriptîfale,
92. ABGD étant un quadrilatère inseriptible, on mène une circonférence passant par A et 3, une seconde par B et C, une troisième par C et D, et une quatrième par D et A, Ces quatre circonférences se coupent successivement en quatre points L, M, N, P, autres que les points A, B, C, D. Démontrer que le quadrilatère LMNP est inscriplible.
93. Si dans un quadrilatère ABCD on prolonge les côtés opposés A3 et CD jusqu'à leur rencontre E, puis les côtés oppos"5s AD et BC jusqu'à leur rencontre F, on forme une figure qu'on nomme qicudrilatère complet, et qui renferme quatre triangles ABF, ADE, BCE, DGF. Démontrer : 3," que les cercles circonscrilsàces quatre triangles passent par unmême point; a" que ce point et les centres des quatre cercles sont sur une mémo circoiiférence,
9i, Sur les trois côtés d'un triangle ABC, on construit extérieurement à ce triangle les triangles équilatéraus ABC, ACB', BCA'. Démontrer : i" que les trois droites AA', BB', CC, sont égales; 2° qu'elles concourent
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cil un mÈme point 0; 3" que, du point 0, on voit ëous lo môme anglo les trois cStés du triangle ABC.
95. Par un point lise pris dans le plan d'un cercle, on mène diverses coriies : trouver le lieu des milieus de ces cordus.
S6. Par i'une des extrémités d'un diamètre AB d'un cercle, on mène une corde quelconque AC que l'on prolonge d'une quantité CM égale àCB; quel est lo lieu des points M?
97. On donne un cercle et un point 9xe A situé dans son [ilan. ABC étant une corde quelconque issue du point A, on élève sur le milieu do cette corde une perpendiculaire IM égale à lA. Quel est le lieu des ;(oinls Mî
93. ABC étant un triangle équilatéral, quel est le lieu des points M, tels que MA = MB -h MGÏ
99. Trouver le lieu du point de concours des hauteurs dos triangles qui ont mémo base et même angle au sommet.
100. Une circonférence roule dans l'intérieur d'un cercle de rayon double : quel est le lieu décrit par un point de celte circonférence?
10S. Trouver le lieu des points tels, que si l'on abaisse de l'un d'eus des perpendiculaires sur les trois côtés d'un triangle fixe, les troij pieJs de ces perpendiculaires soient en ligne droite.
i02. Dans un triangle, on donne : la somme ou la différence de deu.t côtés et l'angle formé par ces cflté.s en grandeur et en position Irouver le lieu du centre du cercle circonscrit.
103. Deux circonférences 0 et 0' étant tangentes mtérieuiement au point A, et BC étant une corde de la grande circonférence langente en D à la petite circonférence, la droite AD est la bissectrice de l'angle BAC.
10-i. La circonférence 0 touchant les deus circonférences 0' et 0" aux points A et B, on prolonge la corde AB jusqu a on econd po nt le rencontre C avec la circonférence 0". Dément e que 1 deu yons O'A el O'C sont parallèles. La droite O'O" ren nt ant 1 s onfe e es 0' et 0° ans points D et B, démontrer en s nd 1 u q I ] û laîère ABDE est insc/iptible.
105, Le point C étant le milieu d'un ar AL I t D f oint
quelconque de cet arc, on a AC + EC> AD -f- BD.
g IV. ~ Construction des angles et des trianiilea.
108. Construire un triangle, connaissant: r Deux côtés et une médiane (deux cas);
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2" Un câié el deux mMianes (deux cas) ,
3" Les trois médianes;
li" La base, la différence dos deux autres câtés et !a diU'eretice des angles à la base ;
5" La base, un angie à la base, et la somme ou la différent* des deui! !nitres câtés;
6° La base, l'angle au sommol, et !a somme ou la différence des deux autres côtés,
Diviser un argio droit en trois parties égaies
lOe. Par un point donné 0, mener trois droites OA, OB, OC, de longueurs données et telles, que leurs extrémités A, B, C, Boicnt en ligne droite, et q«9 les intervalles AB el Bf. soieat égaus entre eus.
109, Soient ABC na tnangle, et ABDE, ACFti, BGHK, les carrés construits sur les trois côtés; connnissant les longueui-s des trois droites E6, m, KD, construire le triangle ABC.
g V. — Tracé des paraîlèles et ties
110, Décrire un cercle :
r Touchant deux droites données, et l'une d'elles en un point donné;
a" Touciiaiit ui!e droite el une circonférence donciSes, et cette circonférence en «n (joint donné.
m . Construire un triangle, connaissant ;
i" Les pieds dos trois hauteurs ;
•2," Un angle, une hauteur et le périmètre (deus ca;^) ■
3° Un côté, i'iin des angles adjacents et la longueur de lu bissectriw; de cet angle;
4" La somme de deux côtés et les angles;
5° Le périmètre et les angles;
6° Un angle, la longueur de sa bissectrice et l'une des hauteurs [àc.uy. cas);
7° Les angles et une hauteur;
8" La base, la somme des deux autres côtés et la différence des angles à la hase,
1 lâ. Construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés,
113. Construire un pentagone, connaissant les milieux des cinq côtés.
lli. Par l'un des points d'intersection de deus cercles, mener une sécante commune qui ait son milieu en ce point.
QUESTIONS rnOPOSÊES. 3g5
■H5. Par un point donné, mener une droite qui tasse des angles égaus avec deux droites données,
HC. Tracer une dfoile de longueur donnée, dont les esirémités s'api>uient sur deux droites données, et qui soit parallèle à une droite donnée.
Même problème en remplaçant les deux droites par doux circonférences,
il7. On donne trois droitos issues d'un mÊme point, et un point pris sur l'une d'elles; mener par ce point une sécante qui soit divisée por les trois droites en deux parties égales.
118. Par un point eïtérieur à un oercle, mener une sécanic dont la longueur totale soit double de sa partie extérieure.
419. Inscrire dans on triangle un losange dont l'un dos angles coïncide avec un angio du triangle.
120. Tracer une circonférence qui passe & égale dislance dequaire points donnés, dont trois quelconques ne soient pas on ligne droite.
12i. Décrire une circonfi'sreQce de rayon donné, dont le centre soit sur une droite donnée et telle, que la somme des distances, maximum et minimum, d'un point donné à cette circonférence, soit égale h. uns longueur donnée.
522. Par un point pris dans le plan d'un parallélogramme, mener une sécante telle, que la partie comprise entre deux côtés opposés (prolongés s'il le faut) soit égale à la partie comprise entre les deus autres côtés.
§ ¥1. — Problèmes sur les tangentes.
123. Mener i un cercle une tangente qui fasse un angle donné avec une droite donnée.
121. Deux cercles étant donnés, mener uno sécante telle, que les cordes interceptées sur elle par les deux cercles aient des longueurs données.
125. Des sommets d'un triangle commo centres, décrire trois cercles qui se touchent deux à deux.
126, Décrire un cercle qui touclie deux cîrconléi'ences, et l'une d'elles en un point donné.
127, Construire un triangle rectangle, connaissant ;
1° L'un des eûtes de i'angie droit et l'excès de l'hypoténuse sur le troisième côté;
%" Les angles et l'excès de l'hypoténuse sur un dos côtés de l'angle droit.
128. Étant donnés un cercle et un angle circonscrit, toute tangente à l'arc qui tourne sa convexité vers le sommet détermine avec les côtés de
i'BngIc un Lriangiodoiit leiiôrimètrH est constant et dont le feoisième côté est vu d(i centre du cercle sous un angle conEtant. ~ Qu'arrÎTS-til lorsqae la tangente est menée par un point de i'ero concave?
129. Construire un triangle, connaissant son pàrimèlra, un angle en grandeur et en position, et un point du troisième côté.
130, Construire un triangle, connaissant ;
1° XTn angle, ainsi que la hauteur et la médiane issues de son sommet; 2" Va ailé, un angle et une iiauteur [cinq caa). 13!. Construire nii triangle ayant des angies donnés et tel, que ses sommets appartiennent & deus cireonffirences concentriques données.
132, Construire un triangle, connaissant la base, la différence des angles à la base, et sachant que le sommet doit être situa sur une droite donnée.
133. Dans tout triangle rectangle, le diamètre du cercle inscrit est égal à l'excès do la somme des deus côLâs de l'angle droit sur l'hypoténuse.
13i. Étant donnés un triangle, le cercle inscrit et !es trois cercles exinserite, démontrer : i" que les quatre points de contact qui se trouvent sur un mfime côté ( deus intérieurs et deus extérieurs ) sont deus à deux équidistants du milieu de ce côté; a" que la dislance d'un point de contact extérieur au plus éloigné des deus sommets situés sur le même côté est égale au demi-périmètre du triangle; 3° que la distance du point de contact du cercle inscrit à l'un des sommets situés sur le même côté est égale au demi-périmètre diminué du côté opposé à ce sommet; 4° que la distance dos deus points de contact intérieurs situés sur le côté considéré est ^le à la différence des deux autres côtés du triangle ; 5° que la distance des deux points de contact extérieurs est égale à la somme des deus autres côtés du triangle; 6° que la distance du point de contact du cercle inscrit à l'on des points de contact extérieurs est égale à celui des deus autres côtés du triangle qui aboutit au sommet situé entre ces deux points de contact.
133. Soient ABC un triangle, D le centre du cercle circonscrit, 0 celui du cercle inscrit, et 0', 0", 0", les centres des cercles ex-inscrits respectivement situés dans les angles A, B, C; démontrer : i" que le cercle circonscrit passe par les milious des droites Off, 00", 00"; a° que les quatre points 0, B, C, 0', sont sur un même cercle dont !e centre est sur la circonférence D; 3° que les points 0", B, C, 0", sont sur un même cercle dont le centre est sur la cIrconFérence D.
13C. Si l'on désigne [lar II le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC; par r celui du cercle inscrit, par r', r'\ r'", ceux dos cercles Oï-inscrila;
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par S, È', S", l9S perpendiculaires abaissées du centra du cercle circonscrit sur les côtés; par (a, ji', fi.', les portions de cps perpendiculaires comprises entre les côtés du triangle et la circonférence circonscrite, on a les relations
f( -1- [i' -I- fi° — aR — r,
La domière relation suppose que le centre D du cercle circonscrit est situé à l'intérieur du triangle. Dans le cas où le point D est extérieur, comment faut-il modifier cette relation?
137. Construire un triangle; 1° Le rayon du cercle inscrit, un angle cl. In bailleur Issue de son
sommet;
2° Un côté, la somme ou la différence des deus autres, et le rayon du cercle inscrit ou de l'un dos cerclas as-inscrita ;
3° Les centfes des trois cercles ox -inscrits.
138. Construire trois cercles égaux qui se touchent deus à deus et qui touchent intérieurement un cercle donné.
139. Étant donnés la base et l'angle au sommet d'un triangle, trouver les iieus des centres du cercle inscrit et des cercles eï-inscrits.
APPENDICE DU DEUXIÈME LIVRE
Hl. ABC étant un triangle quelconque, on construit sur les cotés los carrés ABDE, ACFG, BCHK ; on mène EG, DK, HF, ÛC, BF, et l'on abaisse ta hauteur AI; démontrer : i" que les trois droites DC, BF, AI, concourent en un mÔme point; a° que les perpendiculaires abaissées respectivement de A sur EG, de B sur DK, et de C sur FH, concourent en uu même point.
142. Partager un arc de cercle en deux parties telles, que la somme ou la différence de leurs cordes soit égale à une droite donnéa.
14S. Deux cercles 0 et 0' et une droite XY étant donnés, trouver sur XY un point tel, que les tangentes menées de ce point ans deus cercles soient également inclinées sur la droite XY.
144. Étant donnés une droite XY et deus points A et B situés d'un même côté de cette droite, trouver sur XY un point M tel, que i'angle AMX soit double de l'angle BMY.
145. On donne un cercle de centre 0 et un diamètre fixe AOB. Du
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point B, on mène une corde BC, que l'on prolonge d'une quantité CD égale à BC. On tire les droites CÂ et DO, qui se coupent en M. Quel est le lien du point H, lor8C[ae la corde BC tourne autour du point B?
iî8. On donne un cercle 0 et deax diamètres rectangulaires AA', BU'. Du point A, on mène une sécants AGI qni coupe le cercie en C et le diamètre BB' prolonge en ï. ÏA tangente en C au cercle 0 et la perpendicu laire en I au diamètre BB' se rencontrent en un point M dont on demande
■U7. Construire un triangle équilatéral, sachant qu'il doit s'appuyer pai ses trois sommets sur trois circonférences concentriques données.
as. Construire un triangle dont on connaît les angles, et qui ait sea trois sommets eur trois droites parallèles données.
iiQ, Trouver, dans le plan d'un triangle, le point dont la somme des dislances eux trois sommets est ii
3S0. Construire un quadrilatère, connaissant deux angles opposés, les longueur des deus diagonales et i'angle qu'elles forment.
IS'J . Bans le plan d'un engîe donné BAC, mener par un point donné D une droite DBC telle, que le périmètre du triangle ABC ainsi formé ait une longueur donnée.
152. D'un point donné comme centre, décrire une circonférence i^uî coupe une droite donnée, de manière que l'un des segments déterminés par la droite soit capable d'un angle donné,
153. Couper un triangle donné par une droite telle, que les deux segments interceptés sur cette droite par les trois côiés du triangle (prolongés s'il est nécessaire) aient des longueurs données.
154. Décrire un cercle qui touche une droite donnée en un point donné, et qui coupe un cercle donné sous un angle donné.
150. On donne un triangle ABC rectangle en A; une perpendiculaire quelconque DE à l'hypoténuse coupe le côté BA en D, le côte CA en F; on mène les droites DG et BF qui se rencontrent en M; trouver le lieir du point M.
OOKSTiONa paorosÉ;;s
LIYRE III.
LES FIGURES SEMBLABLES
g L — Lignes proportionnelles.
156. DÉmonlrer que, si l'on mène entre les daux côt(^5 d'un triangle une suite de parallèles à la base, la métliane qui covrespond à cette base est le lieu des pointa d'iniersectlon 'des diagonales des trapèzes ainsi obtenus.
157. Trouver le lieu géométrique des pointa d'an plan également éclairés par lieus foyers lumineux placés dans ce plan, et dont les intensités à l'unité de distance sont représentées par les nombres a et b.
iS8. Trouver dans le plan déterminé par trois foyers lumineux le point également éclairé par chacun d'eus.
159. Trouver le lieu des points qui partagent dans un rapport donné toutes les droites comprises entre un point donné A et un cercle donné 0.
160. Trouver le lieu des points d'où l'on voit sous un même angle doiiué deux cercles donnés.
161. Trouver le point d'où l'oa voit sous un même angle donik'; tivis cercles donnés.
162. SoieiU deux droites quelconques AB et XY. Si AS est divisée au pointe dans lerapport — j et si des pointa A,B, C, on mène jusqu'à XY les parallèles AA', B3', CC, à une direction quelconque, on a toujours
CC'[w + /0= n.AA'-i-»;.BB'.
g II. — Lignas proportioanalies dans le corclQ.
163. Étant donnés un point A et un cercle 0, on mène à ce cercle par le point A une sécante ABC sur laquelle on prend un point M tel, qu'on ait AM.AC — ^■'; trouver le lieu décrit par lo point M quand la sécnnîe ABC tourne autour du point A.
H, el uii C. — Tr. de Géom. (l" Parlii')- 2^
J6L D'on point donné hors d'un oerole, lui mener une sécante telle, que îa cortie iiitarceptéo soit moyenne proportionnelle entre la sâcantis enliÈve et sa partie extérieure.
165. D'un point donné hors d'un cercle, lui mener une séoanle telle, que le produit do la sécante entière par sa partie intérieure soit égal à un carré donné lt^
166. Étant doimé un triangle obtusangle, mener du sommet de l'angle obtus au c6t6 opposé une droite dont le carré soit égal au produit des segments qu'elle détermine sur ce côté.
167. AB est un diamètre d'un cercle, CD une corde perpendiculaire à AB; par un point P pris sur CD, on mène une corde APQ ; démontrer qae le produit AP.AQ csl constant.
168. Si l'on joint le centre d'un cercle à un point d'une corde, le carré de ia droite obtenue, plus le produit des segments que le point choisi détermine sur la corde, est égal au carré du rayon.
169. Les cordes communes à un cercle fixe et à tous les cercles que l'on peut mener par deux points donnés, passent par un point lise.
170. Dans tout triangle, la demi-différonce de deux côtés est la moyenne propcrUormelle des distances du milieu du troisième coté aux points où ce côté est coupé par la bissectrice et la hauteur issues du sommet de l'angle opposé; de môme, la demi-somme de deux côtés est la moyenne proportionnelle des distances du milieu du troisième côté aux points où ce côté est coupé par la bissectrice du supplément de l'angle opposé et par la hauteur issue du sommet de cet angle.
171. Étant donnés un triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle, en mène la bissectrice AD de l'angle A qui coupe BC en D et ie cercle circonscrit en E, et la bissectrice AD' du supplément do l'angle A qui coupe BC prolongé en D' et le cercle circonscrit en E' : démontrer que BE cstia moyenne proportionnelle de EA et de ED, et que BE' est la moyenne proportionnelle de E'A et de E'D'.
!72. On donne l'angle au sommet d'un triangle en grandeur et en position, et la somme des inverses des côtés qui comprennent cet angle : démontrer que la base du triangle passe par un point lise.
173. Deux droites se coupent à angle droit dans un cercle ou hors d'un cercle: démontrer que la somme des carrés des deux droiles opposées déterminées par leurs points d'Intersection avec la circonférence est égale au carré du diamètre, ainsi que la somme des carrés des quatie segments des deux droites données.
QUESTIONS PEOPOSEES. 3j i
17-i. Si, dans le problfeme précâdcnt, AB et CD sont les cordue interceptées par la circonK'rence 0 sur les deux droites données qui se coupent perpendiculairemenl en E, on a
Âb' + Cd' -i- 4 ÔË' = SOA.'.
nS. Soit un demi- cercle décrit sur AB; deux cordes quelconques AD et BG se coupent eu P : démontrer que
âb'' = ad.ap + bc.bp.
176. Dans im triangle quelconque ABC, soient M le milieu de la base BC, I son point de contact avec le cercle inscrit au triangle, li et K les points de rencontre de la hauteur et de la bissectrice issues du sommet A avec BC : démontrer la relation
t^[.m = MH.KI.
177, B, r, pi, p!, p3, étant !es rayons du cercle circonscrit, du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits h un triangle quelconque, et d, Sj, S^, 3j, étaot les distances du centre dii cercla circonscrit aux centres (les cercles inscrit et ex-inscrits : démontrer les relations
R^ = t.'' + 2Hr = 5j— ?.Bpi = 8i-^Up;==S^ — aRp3 = '^'"^ ^""^"'"^ '■
178- Si ABCD est un parallélogramme, et &i l'on décrit un cercle passant par A et coupant respectivement en F, H, G, les côtés AB et AD et la diagonale AC, démontrer la relation
AB.Alf-HAD.A!i = AC.AG.
179. Étant donnés doux cordes concentriques, mener au plus polit ime tangente telle, que, si l'on joint respectivement les points A et B où elle coupe le second cercle avec deux points C et D donnés dans le plan des deux cercles, les droites AG et BD soient parallèles.
180, Deux cercles A et B se touchent en C; d'un point D quelconque extérieur à ces cercles, on voit sous le même angle les rayons AC et CC. 3i du point D on mène aux deux cercles les tangentes DE et DF, on a
181. Si, du sommet d'un angle A d'un triangle quelconque ABt;, o Mène une droite AB' anti-parallèle à AC par rapport à l'angle C, puis ur
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ctroile AC anti-parallèle à ÂC par rapport. à l'anglo K, on obtient sur le troisième côté BC trois sogmenlsB'C, BC, CB', dont les deux extrêmes BC et CB' sont, l'un BC adjacent au côté AB, l'autre CB' adjacent au cÛtéAC; démontrer :
1° Que chaque côté da l'angle A est mir^en proportionnel entre le troisiÈme côté el. le segment quiîui est adjacent;
a" Que les deus droittis AC et AB' sont égales entre elles, et que chacune d'elles est moyenne proportionnelle entre les deux segments extrêmes BC et CB'.
182. Dans tout triangle, la somme des perpsndiculai centre du cercle circonscrit sur les trois côtés est égale à la somme des rayons des cercles inscrit et circonscrit.
'183. Par deus points donnés, faire passer v.n cercle qui coupe en deux parties égaies «ne circonférence donnée.
184. Si les bissectrices des angles à la base d'un triangle sont égaies, ce triangle est isocèle.
ISS. ABC étant un triangle quelconque, D le milieu de la base, E le pied do la hauteur abaissée sur cette base, L ie pied de la bissectrice de l'angle opposé A, enGn H et K les points de contact de BC avec le cercle inscrit au triangle et lo cercle es-inscrit doat le point de contact est entre U et C, démontrer les relations
L1I.LK = LD.LE, IID.HE = DE.HL
iSQ. Quatre points étant sur une même circont^'renco, dans chacun dos triangles formés par ces quatre points pris trois à trois, existe un point de rencontre des hauteurs : démontrer que ces quatre points de rencontre sont sur une mÈme circonférence égale à la première.
187. La somme des carrés des trois côtés d'un triangle est égale :
r A deux fois ia somme des produits de chaque himieur par la portion comprise sur elle etitre le sommet correspondant et le point de concours des trois hauteurs;
2° A douze fois ie carré du rayon du cercle circonscrit, moins la somme des carrés des trois droites qui unissent les sommets au point de concours des trois hauteurs.
§ lîl. — Similitcde des polygones.
188. SI les trois côtés d'un triangle font respecLivomcnt avec les trois côtés d'im autre triangle des angles égaux, ces doux triangles sont semblables.
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i89. Étant donné un lriang!e AEG, y inscrire un triangle acmUablo à un triangle donné, et qui ait l'un de ses sommetB en un point donné sur l'un des côtés du triangle ABC.
190. Un billard circulaire étant donné, dans quelle direction faut-il lancer la bille pour qu'elle revienne au point de départ, après avoir frappé deux fois la bandeî
191. Si un triangle circoascrit à un triangle fixe se meut en restant semblable h lui-même, un point quelconque de son plan décrit une circonférence.
192. On donne une droite XT et \m angle BAC dont le sommet est en un point fixe A hors de cette droite. Le point B étant le point commun ii la droite XV et au côté BA, on prand sur l'autre côté de l'angle BAC un
point Ciel, qu'oi
AB.AC = Â
Déterminer le lieu décrit par le point C lorsciue l'ongle BAC tuuf nn autour de son sommet.
Î93. Mener à un cercle donné, par deux points donnés extérieurement, deux sécanfesqui se coupent sur le cercle, et dont les deus autres pointa d'intersection avec la circonférence déterminent une corde parallèle à une direction donnée.
194. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable à un triangle donné, et qui soit minimum.
195. Circonscrire au système de trois cercles donnés an triangle semblable à un triangle donné, et qui soit maximum.
196. Inscrire dans un triangle dunné trois cercles dont les rayons et les distances des centres soient dans un rapport donné, et qui toi ment uu système minimum.
197. Trouver le lieu du troisième sommet d'un triangle semblable à un triangle donne, et dont un sommet reste fixe, tandis quo l'autre décrit une droite ou une circonférenco donnée,
198. On donneunpoint Aet nuedroito BC; trouver le lieu des points M qui divisent les sécantes AN menées du point à la droite, de manière qu'on ait
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200. Si un carré DEFG est inscrit dans un Irianglo rectangle ABC, do manière qu'nn côté DE du carré coïncide avec riiyi>otÈnuse BC, ce calé est moyen proportionnel entre les deus segments BD et EC de l'hyooléniiBC.
201. La droite Alî étant divisûe aux points G et D iJe manière qu'on ait
AB_ AC AC~ ad'
si l'on mène par lo point A une autre droite AE égale à AC, démontrer que l'angle Bïïû a EG pour bissectrice.
202. Si deuï cordes se coupent dans wn cercle, de manière qao les segments de l'une présentent le môme rapport que les segments de l'autre, la bissectrice de i' angle formé par deas segments homologues passe par le centre du cercle.
203. On donneun triangle ADG rectangloenA; une pe pend cala eDE à l'hypoténuse coupe le côté BA en D, le cûto CA on T on n ène les droites CD, BF, qui se coupent ; lieu des points M d'inte ecl on
204. Un triangle BAG étant inscrit dans une demi-c onfé en e «ne perpendiculaire menée en D à l'hypoténuse BC coupe ! ûtéi> BA et AC du triangle et la deroi-circonférence aux points E, G, F : démontrer la relation
DF^ = DE.DG
20iS. Si, d'un point A d'une circonférence, on mène les cordes AB, AC, el^;., qu'on les coupe par une corde DE parallèle à la tangente en A, le produit de chaque corde issue du point A par le segment compris sur elle entre le point A et la corde DE, est constant,
200. Étant donnés un parallélogramme ABCD et deux points P et Q sur les côtés AD et GD, si l'on mène par ces poinLs, dans une direction quelconque, deux parallèles qui rencontrent respectivement en M «t en M' les deus côl<53 ÂB et CB, le produit AM.CM' est constant.
207. On donne trois droites parallèles et deux points P et Q ; si, autour de ces points, on fait tourner deux droites qui se coupent sur l'une des trois parallèles et qui rencontrent respectivement les deux autres en M et en M', la droite MM' passe par un point fixe.
208, Si, par le sommet d'un angle donné et par un point extérieur à cet angle, on fait passer une série de cercles, ces cercles divisent les deux côtés ds l'angle en parties proportionnelles. — Quel est lo lieu du milieu des cordas interceptées entre les côtés de l'angle donné?
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209. Quand un losange ABCD esl circonscrit à un cercle, toute tangente MM' à ce cercle détermine sur les cités AB et AD deus aegmcBts BM el DM' dont !e produit est constant.
210. Doux cercles tangents extérieurement étant donnÉs, la portion de tangente comniune estérieure comprise entre ses deux points de contact est la moyenne proportionnelle des diamètres des deux cercles.
211. Trouver dans le plan d'un triangle ABC un point 0 tel, que les cireonféreoces passant par ce point el deux des sommets du triangle soient entre elles comme trois droites données.
212. Si, sur les deux côtés AB et AC d'un triangle ABC, on décrit des cercles de manièce que leur second point d'intersection se trouve sur la base BG ou sur son prolongement, les diamètres de ces cercles sont proportionnels aux côtés snl lesquels on les a respectivement décrits.
213. CDE étant la fangenfe commune à deux circonférences et rencontrant la ligne des cantres AB au point E, si l'on mène aux deux circonférences une sécante FGHKE, démontrer la relation
EC.ED = EF.EK=EG.EH
21 i. Si un cercle quelconque touche deux autres cercles donnés, la droite qui unit les deux points de contact passe par un point fixe.
21s. Lorsque deux triangles ont deux angles égaux et deux angles supplémentaires chacun â chacun, les côtés de ces triangles respectivement opposés à ces angles sont proportiomiols.
216. Soient dans un cercle le diamètre AB et la perpendiculaire AC à ce diamètre; si, par un point C quelconque de celte perpendiculaire, on mène au cercle une seconde tongante CD, la perpendiculaire DE, menée par le point de contact D au diamètre AB, est divisée on deux parties égales par la droite CB.
217. On donne deux cercles dont l'un a pour centre un point 0 de la circonférence de l'autre; si l'on mène au cercle 0 une tangente quelconque qui rencontre l'autre cercle en M et en M', le produit OM.OM' est constant.
Inscrire un carré dans un triangle. — Discussion
219. Inscrire dans un rectangle donné un rectar/gle semblable à un autre rectangle donné. — Discussion.
220. Un angle AOB, tournant autour de son sommet 0, intercepte sur tes côtés d'un angle fixe, supplémentaire du premier, une corde AB : trouver le lieu des points qui divisent cette corde dans un rapport donné.
221. a, b, c, désignant los longueurs des trois côtés d'un triangle; p, ij, i; colloa des trois hauteurs ; ic, /,■ z, les côtés des trois carrés in- EcriSs ; 3^, y, z', les côtés des trois carrés ei-inscrits : démontrer les re-
222. Sur la base BG d'un triangle ABC, on décrit estérieuremenl au triangle un carré BGDE; on mène les droites AD et ÂE qui coupent BC en P et Q : démontrer que PQ est égal au côté du carré inscrit dans le triangle ABC et reposant sur BC.
223. Dans tout triangle ABC, le produit dos distances dss points BetC à la biiaoctrice do l'angle intérieur A, est égal au produit de la bissectrice de l'angle eitérieur supplémentaire par ta distance du milien de BC à la première bissectrice; do raérne, le produit des distances des points B et C à la bissectrice de l'angle oslériour A est égiii au produit de la bis- Bectriee de l'angle intérieur supplémenlairo par la distance du milieu de se h. lit première bissectrice.
. 224. La distance d'un point M d'une circonferenco à une corde quelconque est b moyenne proportionnelle des distances du niâme point aux tungentes menées par les Bïtrémités de la corde considérée.
225. Le produit des distances d'un point quelconque d'une circonférence à doux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit dans cette circonférence, est égal au produit des distances du môme point aux deux autres côtés.
226. Si des ti-ois sommets d'un triangle el du point de rencontre de ses médianes, on mène des parallèles dans une direction dounêe jusqu'à un axe quelconque, la dernière parallèle est la moyenne arithmétique des trois premières.
227. Étant donnés deux triangles et un point, mener par ce point une droite telle, que les sommes res[iectives des distances des sommets des
deux triangles à cette droite soient dans un rapport donné — -
g ilV. - Relations métriques entre le: d'un triangle,
§28. Si, du milieu d'un dos côtés d'un triangle rectangle, on abaisse jne perpendicuiyire sur l'hypoténuse, ia différence des carrés des seg-
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menls dÉtcrininàa sur l'hypoti^nuse est égale au carré de l'autre côté du triangle.
229. Soit l'angle droit AOB placé au centre de la circonférence OA. D'un point quelconque C pris sur l'arc AB, on abaisse sur OA ou sur OB la perpendiculaire CD, qui rencontre en Ele rayon, bissectrice de l'angle AOB ; démontrer la relation
230. Si, d'un point pris dans !e plan d'un polygone, on abaisse dos perpendiculaires sur tous ses côtés, les deux sommesdes carrtSsdes segmenls ainsi déterminés, pris alternativement, sont égales.
231. Étant donné un cercle 0, on décrit un demi-cercle sur l'un de ses rayons OA, et l'on mène à ce rayon une pcrpeniliculaire CDE qui coupe le cercle 0 en D et le deaii-cercte OA en E : démontrer la relation
ad'=^-j.Ië\
232. Dans tout quadrilatère, !a somme des carrés des diagonales est le double de la somme des carrés des droites qui joignent les milieux des côtés opposés.
233. Soit G le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC; démontrer la relation
AB h-aC +
BC'= u{ag'-+- Bg'-i-Cg').
~ En déduire le rapport de la somme des carrés des eûtes d'un triangle à la somme dos carrfe de ses médianes,
234. Soient G le point de rencontre des médianes d'un triangle ABC, et M un point quelconque pris dans son plan ; démontrer la relation
m -i- m + MÛ" -- Ig' -^ bg' + cg' -h 3mg'
535. Étant donné un triangle ABC, trouver le lieu des points dont la somme des carrés des dislances aux trois sommets du triangle est constante et égale à un carré donné P.
236. La somme des carrés do deux côtés d'un quadrilatfere, plus la sonune des carrés des diagonales, est égale à la somme des carrés des deux autres côtés, plus quatre fois le carré de k ligne qui joint les milieux do ces côtés.
237. La somme des carrés des diagonales d'un trapèze est égale à l-i
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somme des carrés des côtés non parallèles, plus deux fois le produit des bases.
238. Si l'on prend deux points à égale distance du centre sur le diamÈtre d'mi cercle, la somme des carrés des distances d'un point de ia circonférence à ces deux points est constante.
230. Dans teul triangle ÂBC, le produit des distances des points B et C à la bissectrice de l'angle intérieur A est égal au carré de la moitié de BC, diminué du carré de la demi-différence des côtés AB et AC; de même, le produit des distances des points B et G à la bissectrice do l'angle extérieur A est égal BU carré de !a demi-somme des côtés AB et AC, diminué du carré de la moitié de BC.
240. Le sommet A d'un rectangle ABCD est Use, les sommets B et D se meuvent sur un même cercle ; quel est le lieu du sommet C opposé au sommet A?
241. Trouver le lieu dos points qui partagent les diverse cordes d'un cercle donné en deux segments (additifs ou soustraclifs) dont le produit soit consUint.
2i2. Étant donnés ua cercle 0 et un point P, trouver le lieu des points M tels, que la distance MP soit égale à la tangente meniSe du point M an cercle 0.
2i3. i et c étant les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, et h la hauteur qui correspond à l' hypoténuse, démontrer la relation
'MA. a, 6, c, étant les côtés d'un triangle rectangle en A, et h la hauteur qui correspond i l'hypoténuse a, le triangle qui a pour côtés t + c, A et (1 + A, est aussi rectangle.
245. Si un triangle équilatéral a ses sommets respectivement situés sur trois droites parallèle, et si 6 et c sont les distances de la parallèle intermédiaire aux deux autres, la côté du triangle a pour e:
2i6. Dans tout trapèze, la différence des carrés des diagonales est à la différence des carrés des côtés non parallèles comme la somme des côtés parallèles est à leur différence.
2i.7. Calculer les diagonales d'un trapèze, connaissant ses quatre côtés.
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248. AECD est un quadrilatère, E le milieu de la droite qui unit iea milieux àes diagonales; ai àa point E comme centre on décrit un cercle, montrer que la somme des carrés des distances d'un point P de ce cercle aux quatre sommets A, B, G, D, est constante et égale à la somme des carrés des distances du centre E aus mÈmes soramels, plus quatre fois ËP'.
249. Une corde PAQ coupe en A le diamèlre d'un cercle sous un angîo de 45 degrés, démontrer que AP -t- AQ est égale à deux fois le carré du rayon.
230. Si deux cordes se coupent dans un cercle, la différence do leurs carrés est égale à la différence des carrés des différences de leurs segments.
231, Si l'on prend un point dans l'intérieur d'un rectangle, les sommes des carrés des dislances de ce point à deux sommets opposés sont égales.
252. Si l'on mène une tangente à un cercle, la partie de cette tangente interceptée par les tangentes menées aux exlrémîtés d'un même diamètre est divisée au point de contact en deux segments dont le produit est égal au carré du rayon.
253, Si, autour de deux pointa A et B d'une circonférence, on fait tourner les côtés d'un angle droit M, et que du point N où le côté BM coupe la circonférence on abaisse la perpendiculaire KP sur le diamÈtre AA', lo
rapport
AP
234. Si l'on prend respectivement sur les trois c^tés BC, CA, AB, d'un triangle ABC, trois points a, p, y, tels, qu'on ait
les perpendiculaires élevées par ces points sur les côtés du triangle concourent en un mémo point,
25S. Déduire de la proposition précédente :
1° Quelesperpendieulairesélevéessuries milieux des côtésd'un triangle se coupent en un même point, qu'il en est de même des trois hauteurs el des perpendiculaires menées aux côtés d'un triangle par les points da contact des trois cercles ex-inscrits,
2" Que si les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle ABC sur les côtés d'un triangle A'B'C se coupent en un même point, réciproquement les perpendiculaires menées des sommets du triangle A' B'C sur les côtés du triangle ABC sont aussi con courantes.
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âS6. Soit lin triangle ABC reijtangle en A, et partagé on deux autres triangles rectangles par la perpendiculaire -AD abaissée du sommet A sur l'hypoténuse; si l'on désigne par R, r, i', les rayons dss cercles inscrits dans les triangles ABC, ABD, AGD, on a
257. Dans un triangle quelconque, uno porpeniJiculaire iStant menée du sommet sur la base, cette base est à la somme des deux autres côtés comme leur différence est à !a différence ou à la somme dos segments de la base, suivant que la hauteur considérée iombe en dedans ou en dehors du triangle.
258. Si un côté de l'angle droit d'un triangle rectangle est double de l'autre, la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droït sur l'hypoténuse la divise en dons segments qui sonl dans le rapfiOft de i à 4-
259. Deux eercles dont les rayons sont dans le rapport de a à 3 se touchent intérieurement, et par le centre du plus petit cercle on mène une droite perpendiculaire à la ligne des centres; démontrer que les tangentes menSes au plus petit cercle par les points o& cette perpendiculaire rencontre le plus grand sont à angle droit l'une sur l'autre.
260. Deus cercles sont tantçenlsenO; par le point 0, onmùne à angle droit l'une sur l'autre les sécantes communes POP', QOQ'; A et A' étant les points oà la ligne des centres coupe les deux cercles, démontrer la relation
PP' -<- QQ' -^ AA
2G1. AOS est un quadrant; si l'on tire la corde Q^ parallèle corde AB, en la prolongeant jusqu'à ses points do rencontre IS st r j les rayons AO et OB, on o
§ ¥. — Problèmes relatifs aux litjnes proportionnelles. 232, Mener par un point donné entre doux droites données uno droite telle, que le point donné la partage dans un rapport donné — •
963. Étant donnés deux points sur une circonférence, d6terminer sur cette ci:'contérence uu troisième point tel, que le rapport de ses distances aux deux premiois soit égal à un rapport donné — ■
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264. Déterminer hors d'un cercle un point tel, qne la somme des deiis tangentes menées au cercle par ce point soit égale à la sétante entière qui passe par ce point et le centre du cercle.
265. Inscrire diins un triangle un reclangle dont le rapport des côLés soit donné.
266. On donne sur deux parailÈles deux pointa A et B, et ua point C extérieur à ces parallèles. Mener par le point C, à ces parallèles, une sécante dont les distances des points d'tnterseciion aux points A et B soient dans un rapport donné.
267. Déterminer le point dont les distances à trois points riannés sont dans des rapports donnés.
268. Étant donnés une circonférence et un point, mener par le point une sécaiifo qui soit divisée par celle circonférence dans un rapport donné.
269. On donne deux cercles qui se coupent : mener par un de laar» points d'intersection «ne sécant* telle, que le produit dos deux cordes interceptées soit égal à un carré donné.
270. Déîerminer sur la bissectrice de l'angle A d'un triangle ABC ki point M pour lequel la différence des angles MÊC et MCB est maximum.
271. Inscrire dans un triangle un parallélogramme semblableà un parallélogramme donné.
272. Décrire un cercle qui coupe en deux parties égaies trois circonférences données.
273. Construire un triangle, connaissant sa base, la somme ou la différence des deux autres cûl^, et sachant que son troisième sommet csS situé sur une droite donnée.
274. Construire un triangle, connaissant un côté, un angle et le rapport des dens auti'es câtés.
275. Construire un triangle, connaissant -deux côtés et la longueur da la bissectrice de l'angle qu'ils comprennent.
Dans un cercle donné, inscrira un triangle
r Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres côtés passant respectivement par deux points donnés sur cette droite;
a° Tel que sa base soit parallèle à une droite donnée, ses deux autres cdtés passant respectivement par deux points donnés d'une manière quolcnnque;
3° Tel que ses trois c&lés passent respectivement par trois points dor.oés d'une manière quelconque.
3gg GËÛIBËTEIÉ PLXNIi.
i277. Construire un triangle, connaissant le produit de deux côtes, la médiane relativo au troisième côté et la différence des angles adjacents à ce côté,
278. Construire un triangle, connaissant un angle, la hauteur relative au côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés.
279. Par deux points donnés, mener à une circonférence donnée deux sécantes qui se coupent sur la circonférence, et dont les deux autres points d'intersection déterminant une corde parallèle à la droite qui joint les deux points donnés.
280. Étant données trois circonférences concentriques, construire un triangle semblable à un triangle donné et qui ait ses sommets respectivement situés sur les trois circonférences données.
281. Construire un carré, connaissant la somme ou la différence Je sa diagonale et de son côté.
282. Étant données deux droites qu'on ne peut prolonger, mener par un point donné une droite qui aille passer par !e point de concours inconnu des deux premières.
283. Mener par le point d'intersection de deux circonférences une sécante telle, que les cordes interceptées sur elle par les deux circonférences soient dans un rapport donné.
S8i. On donne deux droites et un point dans leur angle; déterminer sur l'une d'elles un point qui soit à la môme distance du point donné et de la seconde droite.
98.1. Partager, lorsque cela est possible, une droite donnée en deux parties telles, que la somme de leurs carrés soit égale à un carré donné.
286. Diviser une droite donnée en deux parties telles, que la somme de leurs carrés soit minimum.
287. Partager une droite donnée en trois parties telles, que la première et la seconde soient dans le rapport de deux droites données M et N, et la seconde et la troisième dans le rapport de deux autres droites données P et Q,
2S3. Déterminer le point dont les distances aux trois côtés d'un triangle sont proportionnelles à trois droites données.
289. Mener, par un point pris à l'intérieur d'un angle donné, une droite limitée aux côtés do l'angle et partagée par le point eu i.ioyenno et extrême raison.
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deux circonférences données.
g Vï. — Polygones réguliers.
296. En joignant de deux en deux les sommets d'un pentagone régulier on en prolongeant ses cfités de deux en deux, les points d'intersection obtenus forment intérieurement ou extérieurement un autre pentagone régulier.
297. Si l'on prolonge deux côtés AB et CD d'un polygone régulier de centre 0, séparés par un seul côté 8C, Jusqu'à leur rencontre en E, le quadrilatère AECO est inscriptible.
298. Prouver qu'on peut exécuter un pavage, soit avec des triangles équilatéraux, soit avec des carrés, soit avec des hexagones réguliers. — On no peut le l'aire en employant des pentagones réguliers ou des polygones réguliers de plus de six côtés.
299. On peut exécuter un pavage, soit en assemblant à la fois des carrés et, des octogones réguliers de même côté, soit en assemblant des triangles é^uilatéraux et des dodécagones réguliers de même côté, soit en assemblant dbs décagones et des pentagones réguliers de mérae côté.
300. Un polygone équilatéral inscrit dans un cercle est régulier. — Un polygone équilaiéral circonscrit h un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair.
301. Un polygone équiangle inscrit dans un cercle est régulier, si le nombre de ses côtés est impair. — Un polygone équiangle circonscrit à un cercle est régulier.
302. Si l'on rapporte un polygone régulier à deux axes coordonnés, les coordonnées de son centre sont respectivement les moyennes arithmétiques
ggj^ GÉOlîfiTREE !'L/.ri"E.
des cocrdonnéoa de ses différents sommcUpar rapport aus axes considérés.
— Application au triangle équilaléral,
303. Si des Bomroela d'un triangle équilatéral inscrit, on mène des parpendioulaircs sur un diamètre du cercle circonscrit, l'ordonnée qui tombe d'un côté de ce dianièire est égale 11 la somnie des deux ordonnées qui tombent de l'autre côté; de niênie, l'abscisse qui tombe d'un côté du eentro est égule à la somme dos deux abscisses qui tombent de l'autre côté,
304. La somme des distances d'un point pris à l'intérieur d'un polygone régulier aux m cûtÉs de ce polygone est égale à m fois l'apothème.
— Considérer le cas où lo point choisi est cstérieur.
305. Si d'un point P du cercle circonscrit à un triangle équilatérai ABC, on mène des droites à ses sommets, la somme PA ■+• PB ■+• PC est constante. — Si ABCP.A'B'G'P', sont deuDc cercles conceutriquos dans lesquels soient inscrits les triangles équilatÉraiix ABC, A'E'C, on a
AP'VBP''-i-â^''^ÂTVFPVcT'.
306. AB et AC étant les côtés du pentagone et du décagone régulier inscrits dans un carde dont le centre est 0, on mène la bissectrice do l'angle AOC qui coupe eu D le cété AB : (iémontrer la similitude des triangles ACB et ÂCD, ainsi que celle des triangles AOB et DOB, et en déduira la relation connue
âb'= acVoa',
307. Deus diagonales d'un pentagone régulier qui n'aboutissent pas au mémo sommet so coupent en moyenne ot oxtrôme raison.
308. Dans «n polygone inscrit d'un nombre de côté pair, !a somma des angles de rang impair ait toujours égale à la somme des angles de rang pair.
§ VII. — Problèmes sur les polygones réguliers.
309. Sur une droite donnée comme côté, décrire un octogone légulier. 3Î0. Inscrire un carré dans l'espace compris entre deux cercles sécants
3)1. Inscrire un triangle équilal^ral dans un carré donné, en plaçant l'un de ses sommets soit on l'un dos sommets du carré donné, soit au milieu d'un de ses côtés.
312. Sur une droite donnée comme- diagonale, décrire un parallélogramme dont les angles soient doubles- l'un de l'autre. — Déduire de la solution de ce problème un moyen d'opérer la trisection de l'angle droit.
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313. Connaissant le côté d'un i)olygone régulier inscrit dans un cercle, calculer la côté da polygone r^ulier inscrit d'un nombre de côtés deux fois moindre. — Appliquer cette formule h. la recherciie du côté du pentagone régulier, connaissant le côté du di^cagone régulier.
314. Sur le diamètre ÂB d'un cercle 0, on construit un triangle équilatérai ABC; on divise AB en n parties égaies, et l'on joint le sommet C à l'extrémité D do la seconde division ; CD prolongée coupe le cercle en F, et l'on demande de calculer la corde AF. — Examiner les cas particulieis du «=3, 4, 6.
3t5. Trouver le lieu des points dont la somme dos carrés des distances aux sommets d'un polygone régulier est constante et égale a un carré donné.
31 6. Connaissant l'apolhÈmo du décagone régulier, calculer son côté et le rayon du cercle circonscrit.
317. Dans une ciiconféreuce 0, on trace les deux diamètres perpendiculaires AB et CF; du point D milieu de OC comme centre, avec DA pour rayon, on décrit on arc de cercle jusqu'à sa rencontre au point E avec le diamètre CF : démontrer que OE représente le eôlé du décagone régulier et AE celui du pentagone régulier inscrit.
318. Calculer les rayons des ceroles inscrit et circonscrit, au triangle équilatéral, au carré, au pentagone, à l'hexagone, au décagone et au dodécagone, en prenant pour unité le c6té du polygone régulier considéré.
319. Calculer l'apothème du pentagone, de l'hexagone, du décagone el du dodécagone régulier, en prenant pour anité le rayon du cercle circonscrit.
320. Connaissant le rapport du périmètre d'un polygone régulier insoiit au périmètre du polygone régulier circonscrit semblable, calculer les périmètres de ces deus polygones sn prenant pour unité le diamètre du cercle donné.
321. m étant le rapport des périmètres des polygones réguliers inscrit et circonscrit d'un même nombre de côtés, et m' le rapport des périnièLrfif; des pojygones réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés double,
. défliôntrer la relation
322. inscrire dans un triangle équilatéral donné trois cercles égaux tangents entre eux, et déterminer leur rayon en fonction du côté du triangle.
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323. Inscrire dans un carré donné qualie cefcles égaux t.angenls entre eux, et déterminer leur rayon en lonction du côté du carré.
324. Inscrire dans un cercle donné m cercles égaux tangents eoire eux, et déterminer leur rayon en fonction du rayon du cercle donné et de la corde qni sous-tend la m''"" paitie de sa circonférence.
§ ViïS. - Mesure de ia circonférence-
32H. Dans ileiix oircoiifdreiiceii de rayons différurils, le rapport des angles au centre qui interceptent des ares de même longueur est égal au rapport inverse des rayons.
326. Si deux eirconférencos sont tangentes intérieurement à «ne troisième circonférence, et si la somme de leurs rayons est égale à celui de cette troisième circonférence, l'arc compris enti'O leurs points de contact sur la grande circonférence est égal ii la somme des arcs respectivement compris sur les circonférences intérieures entre leur point de rencontre le plus rappi'uolié de l^i grande circonférence et les mêmes points de eoiitacl:.
327. Démontrer que n- est compris entre 3 et 4; PT 1^ considération des périmètres de l'hexagone régulier inscrit et du carré circonscrit.
328. Quelle erreur commst-on en remplaçant la demi-ciroonrâreiin! d'un cercle jiar îa somme des cOtés du triangle équilatéral et du carré inscHtdans ce corrleî
329. Soient dans un cercio 0 le diamètre AB et la corde ÂC égale au rayon; menons le rayon OD perpendiculaire sur AC, et prolongeons-îe jusqu'à son point de rencontre en E avec la tangente en A; portons \ partir du point B sur cette tangente, et dans le sens EA, une longueur fiï\ égaie ù trois fois le rayon OA; puis menons la droite FB. Quelle erreur commet-on en remplaçant par cotte droite ia demi-circonférence OAÎ
330. Sil'ondéoritdeiis demi-cercles égaux sur lediamùlre d'un demicorcle donné, si l'on inscrit un cercle dans l'espace compris entre les trois (iemi-circonférences, le diamètre de ce cercle est à celui des cercles égaux dans le rapport de 2 à 3.
331 . Connaissant les longueurs «, b, c, des cordes de trois arcs formant onsomble la demi-circonférence, chercher de quelle équation dépend le diamètre s: du cercle considéré.
332. Évaluer le périmètre du polygone régulier de vingt côtés formé par les intersections successives des côtés du décagone régulier étoile.
QUIÎSTIONS ruOPOSÉEf
DtSmontrer los formules
Dans la clernièrB [ormiile, le nombre m, qu'il faut faire croître indérmimeril., est égal au nombre des radîcaus placfis sous le premier radical.
334. Soient p et p' les dcmi-périmèii-es de deus polygones réguliers inscrits dans lo certle de rayon i , le second polygone ayant deux fois plus de côtés que le premier. — Démontrer que l'expression
est une valeuî' de n- appi'othée par défaut, ot que l'erreur correspondaiïle .SI momdro qiio ^{p^- p)\
APPENDICE DU TROiSIÈME LÏVRE.
335. A, B, C, D, étant quatre points en ligne droite, on a, en grandcu r et en à'^na, la relati:i!i
AD. CD -t- ACDC -I- AD.BC = o.
33li. Si l'on désigna par p le premier dos six rapports anharmoniqi'es distincts
(ABCD), (ACiiD), (AD3C), (ABDC), (ACOB), (ADCB),
auxquels donnent lieu quatre points, A, B, C, D, en ligne droite, i<fs cinq autres ont respectivement pour valeurs
337. Si Jes points P et P' divisent harmoniqu ornent la droite AB, 0 étant 'e milieu de AB, I le milieu de PI", et M un point pris arbitrairement sur ÂB, on a
ftU'.ML>'+MA.HB = 2MS.M0.
338. La moyenne proportionnelle de deux droites est aussi la moyenna proportionnelle de leur moyenne arithmétique et do leur raoy^nno liormonjqne.
339. Si A,B, C, Del A', &',C\ D', sont deux sysLèraes de quatre poinla correspondants, situés sur deux droites distinctes L et L' et ayant rnSmc rapport anlmrmonique, les trois droites PB, PC, PD, issues d'un point qudconfjue P de AÂ', coupent rospeclivement les trois droites P'B', P'C, P'D', issues d'un outre point q\ielconque V de AA', en trois points p, y, S, iitués en ligne droite.
340. A, B, C, D et A', B', C, D', étant deos systèmes de quatre pointa correspondants, situés sur deux droiles L et L' qui se coupent en A, si l'on prend dans leur plan deux points quelconques 0 et 0', les droites OB, OC, OD, coupent respectivement les droites correspondantes O'B', O'C', O'D', en trois points p, 7, S, situés en ligne droite.
341. A, B, C, étant trois points d'une droite L, et A', B', C, trois points correspondante d'une autre droite L', prouver que les trois couples do droites AB' et A'B, AC et A'C, BC et B'C, se coupent en trois points X, (i, ï, situés en ligne droite.
342. Si les trois côtés d'un triangle tournent autour de trois pointa fixes situés en ligne droite, et si deux sommets glissent sur deux droites Hxes, le troisième sommet décrit une ligne droite.
343. Si les côtés d'un polygone tournent autour d'autent de points lixes situés en ligne droite, et si tous les sommets moins un glissent sur des droites fixes, le dernier sommet décrit une ligne droite; et il en est de même du point de rencontre de deux côtés quelconques non conligus.
344. Si les trois sommets d'un triangle glissent sur trois droiles fixes qui se coupent en un même point, et si deux de ses côtés tournent autour de deux points fixes, le troisième côté passe par un point fixe en ligne droite avec les deux premiers.
348. Si les sommets d'un polygone glissent sur autant de droites fixes qui concourent en un môme point, et si tous les calés moins un tournent autour d'autant de points fixes arbitraires, le dernier côté passe par un point fixe; et il en est de môme d'une diagonale quelconque.
346. Lorsque trois triangles homologiquesdenxà deuxont lemômeaxe d'homologie, les trois centres d'homologie sont en ligne droite ; et lorsque trois triangles homologiques deux à deux ont le même centre d'homologie, les trois axes d'homologie cencourent en un môme point.
347. Lorsqu'une corde d'un cercle tourne autour d'un point fixe 0, la somme des deux quotients qu'on obtient en divisant la distance de chaque extrémité de la coi-de à une droite donnée L, par la distance de cetlo corde à lu polaire du point 0, est constante.
QUKSTions rnoposfiEB. 889
3S8 Lorsque le sfimmet d'un angle eirconscrit à on cercle décrit une flioite L, la sommfl îles deux quotients qu'on obtient en divisant les distances de chaque côté de l'angle à un point fixe et au pôle de L est constante.
349, Les polaires des différents points de l'axe radical de deux cercles se coupent sur cet axe ; et réciproquement, si les polaires de chaque point d'une droite par rapport à deux cercles se coupent sur cette droite, elle est l'axe radical des deux cercles.
350 Le3 pôles de l'axe radical de deux cercles, pris par rapport à ces cercles, divisent harmomquement la droite qui joint leurs centres de simili lude,
3âl Si du centre de similitude de deux circonretences on leur mène deux sécantes, îeâ cordes qui joignent dans les deu\ circonférences les points d'intersection correspondants sont parallèles, et des huit points d'intersection obtenus, quatre quelconques (non situés sur la mfme se cante) se trouvent sur une même circonférence, pourvu que parmi le-" quatre points choisis il n y en ait pas deux homologues
332. Un cercle 0 inscrit dans un quadrilatère ABCD, touchant ses eûtes aux points E, F, G, H, si l'on joint le point d'intersection K des droitra EH et FG au centre 0, ia droite KO est perpendiculaire sur la diagonale AC.
333. Quand un quadrilatère est circonscrit i deux cercles, chaque ("iagonale coupe la ligne des centres en un point qui a la même polaire par rapport aux deux cercles.
354. Si l'on divise un quadrilatère en deux autres par une sécante quelconque, les points de rencontre des diagonales des trois quadrilatères sont trois points en ligne droite,
355. Le rapport anharmonique de quatre points d'un cercle est égal au rapport des produits des côtés opposés du quadrilatère inscrit déterminé par ces quatre points.
336. Trois cercles 0, 0', 0", étant donnés, en décrivant un quatrième cercle quelconque o> et on prenant les axes radicaux du cercle w et de chacun des cercles donnés, on forme un triangle ABC ; en décrivant uu autre cercle »', on obtient d'une manière analogue un second triangle A'B'C: démontrer que les triangles ABC, A'B'C, sont homologiques-
337. Lorsqu'une série de cercles ayant leurs centres sur une droite donnée coupent orthogonal eraent un cercle donné, leur axe radical commun est la perpendiculaire abaissée du centre du cercle donné sur la droite donnée.
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358. -Les trois cercles déciils sur les trois diagonales d'im ciuadiilaLèra complet, comme diamètres, ont deux à deux le même axe radifaî tH coupent orthogonalement le cercle circonscrit au triangle formé par lus trois diagonales.
359. Lorsque deux triangles sont polaires réciproques par rapport à un cercle ïituô dans leur plan, ils sont homologîqnes,
360. Si la base d'un triangle est fisc, la somme ou la différence des deux antres côtés restant constante, la polaire du sommet par rapport à an cercle quelconque, ayant pour centre l'une des extrémiti^s de la base 'lounée, touche constamment un cercle fixe.
36i. ABC étant un triangle donné, et a, b, c, les projections des sommets A, B, C, sur les côlfe opposés, les trois couples de droite ab et AB, hir et BC, eu et CA, se coupent en trois pointa -j, a, p, situés sur l'axe radical des cercles circonscrits aux triangles ABC et obi:
362. Toute langon(e commune à deux cercles donnés est divisée barmoniquement par tout cercledont les axes radicaux avecrbacun descerclt's donnés se confondent.
363. Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatère dont on connaît les trois diagonales.
364. Un triangle étant donné, construire un cercle tel, que chaque somlot du tnan-,le soit par rapport a i* c rcle le i oie du côLé opposé.
355 Décnre un cei de pissant [ ir un point donné U coupant orthogo- Tiaienent deux (ercles donnes
366 Étant donnés trois cercles en dcciire un quatr ème tel, que les trois axes rilicaux de ce cercle comparé successivement à chacun des tiois ]remier'i pnssent pir trois points donné»!
3ij7 Ct ni doniés SX [o nts A B L D E h sut une circonférence, marquer sur cette ligne un septième point X tel que les rapports a nharmoniquos (XAEC), [XDBF), soient égaux. — Mémo question en supposant les six points sur une droite donnée.
368, Étant donnés un polygone de n côtés et n points placés arbifrairement, insoriie dans ce polygone un autre polygone dont les n côtés passent respectivement par les n points donnés.
369. Étant donné un triangle coupé par une transversale, si sur chaque côté on prend le conjugué harmonique du point de renrontro de la transversale par rapport aux extrémités de ce côté, les droites qui joignent les trois points ainsi obtenus aux sommets opposés passent par un mémo
point. — En déduire le Uséorcine au n' Tilâ, relatif aux médîaiies d'un triangle.
370. Étant donné un triangle coupé par une transversale, si sur deus côtés on prend le conjugué harmonique du point de rencontre de la trans' versale jjar rapport aux extrémités du côté considéré, les deux points ainsi oblenus et le point où la transversale coupe le troisième côté sont en ligne droite.
371 . Un triangle ABC inscrit dans un cercle 0, étant coupé aux pointa •I, b, c, par une transversale, si a, p, y, représentent les longueurs des tangeiiLes menfics des points a, b, c, au cRrcleO, démontrer la relation
372. Quatre droites dans un même plan, prises trois à trois, forment quatre triangles, dans chacun desquels existe un point de rencontre deït hauteurs; démontrer que ces quatre points sont en lii^ne droite.
GÉOMÈTÎilE PLAHE.
LES AIRES
g L — Mesure des aires des polygones.
373. Cliercher l'expression de l'aire d'un trapèze, on le considÉranl comme la diiiérence des deux triangles obtenus en prolongeant jusqu'à lour point de rencontre ses deux côtés non parallèles.
374. Étant données le.î bases et la liauteur d'un trapèze, calculer les aires des deux iriangles dont il est la différence.
!i75. L'aire d'un trapèze est égale au produit d'un de ses côtés non parallèles par la perpendiculaire abaissée du milieu de l'autre cûté sur le premier.
376. Par un point pris sur la bissectrice d'un angle, mener uno droite telle, que la partie interceptée par les eûtes de l'angle soit minimum ou qu'il en soit do mâme de l'aire àa trianele déterminé.
377. Dans un angle donné, mener une droite minimum qui intercepto un triangle dont l'aire soit équivalente à un carré donné.
375. SI, dans un triangle rectangle, i'un des angles aigus est égal à -^
d'angle droit, l'aire du triangle équilaléral construit sur l'hypoténuse eut égale à la somme des aires des Iriangles équilatéraux respectivement construits sur les côtés.
379. On donne un triangle ABC ; aux pointa B et C, et d'un même cûté di; BC, on mène à cette droite des perpendiculaires BD et CE qu'on prend égales h. deux fois la hauteur du triangle ABC, Les points F et G étant les milieux des cùtés AB et AC, démontrer que le triangle ABC est équivalent à la somme ou à la différence des triangles BDF, CSG, suivant que ses angles en B et en C sont ou non tous les deux aigus.
380. Les deux triangles opposés, qu'on forme en joignant un point quelconque pris dans l'intérieur d'un parallélogramme à ses qmitre sommets, équivalent ensemble il la moitié du parallélogramme.
(jLiivSTiONS pSiorosÉiis. 3^;^
ZBi On donne un rectangle ASCD; on prend un point quelconque K 6fi BG, un point quelconque F sur CD. Démontrer que le rectangle ABCn (' juivaut au double du triangle AEF, augmenté du rectengle ayant pour draonsions les segments BE et DF,
382. Tout rectangle est moitié du rectangle qui a pour dimensions les diagonales dos carrés construits sur ses côtés adjacents.
383. Si, parle milieu E de la diagonaio BD d'un quadrilatère ABCD, on mène la parallèle FEG à la seconde diagonale AC, démontrer que la (Jroite AG divise le quadrilatère en deux parties équivalentes.
38i. ABCD étant un rectangle, on inscrit dans le triangle ABC un cercle qui touche AB en E et BC en F; on mène ensuite EH parallèle à AD t^t FK parallèle à CD. Démontrer que le rectangle KH ost la moitié du rectangle ABCD.
385. Dans un quadrilatère, les perpendiculaires abaissées but une diagonale des sommets opposés sont égales : on demande de le diviser en quaire triangles équivalents par des droites menées d'un point intérieur aux quatre somme ts-
386. Si, des sommets d'un triangle jusqu'aux côtés opposés ou â leurs prolongements, on mène trois droites égalesà une longueur donnée et si, d'un point intérieur, des parallèles sont menées à ces droites jusqu'aux mêmes côtés, la somme de ces parallèles est égale à la longueur donnée.
387. Si les diagonales d'un quadrilatère inscrit se coupent à angle droit, la somme des produits des côlés opposés représente une aire double de celle du quadrilatère donné.
388. P étant un point quelconque pris dans le plan d'un parallélogramme ABCD, démontrer que le triangle PBD est équivalent à la somme des triangles PAB, PBC.
389. ABCD étant un quadrilatère inscrit, démontrer par les propriétés des aires la relation connus
AC_ BA.AD-i-BC.CD Hii^AB.BC-i-AD.iJtV
390. D'un point 0 pris dans l'intérieur d'un triangle ABC, on mène jusqu'aux côtés BC,AC,AB, les droites 0(ï, Ofc, Oc; puis, par les sommets A, B, C, jusqu'aux mêmes côtés, les parallèles Ac', Bè', Ce', aux premières droites; démontrer la relation
Ort Oh Oc
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3!H . Démontrer par ies piopriétés des. aires que, si l'on mène la parallèle cb à la base BC d'un triangle ABC, les droites B6. C*^, se croîsenl: sur la médiane qui correspond au sommet A.
392. Si l'on inscrit un cercle dans un triangle rectangle, ce triangle esi équivalent au rectangle qui a pour dimensions les segments déterminé: sur l'hypoténuse par le poicit de contact du cercle inscrit.
393. Démontrer que l'aire d'un triangle en fonclion do ses médianes u. ■. p, 7, est exprimée par la formule
334. La droite qui contient les trois projections d'un point A d'iuie circonférence 0 sur les côtés d'un triangle équilatéral inscrit passe par le milieu du rayon OA.
39H. Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, la droite qui joinl tes milieui des diagonales passe par le centre du cercle.
396. Étant données les trois hauteurs //, /;', h', d'un triangle, trouver ses trois côtés et sa surfaee.
397. L'aire d'un triangle est égale au rayon du cercle circonscrit, multiplié par ie demi -péri mètre du triangle formé en joignant les pieds des hauteurs.
398. Deux triangles ont un sommet commun : quel est le lieu décrit par ee sommet lorsque, les deux bases restant fixes, la somme ou la différence des aires des deuï triangles demeure constante? — Discussion, — Déduire du résultat obtenu que les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère complut sont en ligne droile.
399. Les côtés consécutifs d'un quadïilatère quelconque étant représentés par a, b, c, il, et ses diagonales par m el «, l'aire de ce quadrilatère est exprimée pir la formule
Si le quadrilatère est inscriptible el si p désigne son dcmi-porimètre, cette formule devient
Si le quadrilatère est un trapèze ayant « et c pour bases, on a
tOO, Trouver l'aire d'un quadrilatère quelconque en fonction des deux diagonales et des deux droites qtù joignent les milieux des côtés opposés.
40Î. Démontrer que l'aire d'un quadrilatère, à la fois inscriptible et clrconscriptible, est égale à la racine carrée du produit de ses quatro côtés.
g H. — Comparaison des aires.
402. On donne un triangle rectangle sur les côLéa duquel on conslruil trois carrés; on joint les sommets consécutifs de ces carrés, et l'on demande l'expression de l'aire de la figure totaîe ainsi formée.
i03. Un Iriangleélantdonné, partager sa surface en moyenne et extrême raison par une par<')IIÈ1e à sa base.
40i. Sur les côtés &B, AG, d'un triangle ABC, on construitdcs parallélogrammes quelconques AUDE, ACFG, dont on prolonge les côtés DE etFG jusqu'à leur rencontre au |ioint II; démontrer que la somme des aires de ces deus parallélogrammes équivaut à l'aire du parallélogramme qui a pour côtés adjacents BC el une droite égale et parallèle à AH. — Déduire lie ce théorème celui du carré de l'hypotiinuse.
408. On donne un quadrant AOB et un point P quelconque sur l'arc AB; par ce point P, on mène à cet arc la tangente STP : S est son point d'inlersection avec le rayon OA, T avec le rayon OB. On mène PM perpendiculaire sur OA, et l'on demande de prouver que le triangle AOB est la moyenne proportionnelle des triangles SOT et OMP.
406. SurlescôtésAB.AC, d'un triangle ABC, on marque deus points M et N, et stir la droite MN un point P, tels qu'on ait
B_M_ _ AN __ PM AM "~ CN ~~ PiN ' démontrer que le triangle BPC équivaut au double du trianftte AMN.
407. Soit un triangle quelconque ABC ; on mène BD perpendiculaire et égale à AB, CIî perpendiculaire et égale à AC, et l'on lire DE, Démontrer que la somme des carrés construits sur BC et sur DE équivaut à deux fois la somme des carrés construits sur les côtés AB et AC.
i08. Par le milieu do chacune des deus diagonaSes d'un quadrilatère, on mono une parallèle ù l'autre, et l'on joint le point d'intersection de ces doux parallèles aux milieux des quatre côtés ; démontrer que le quadrilatère est ainsi partagé en quatre parties équivalentes.
■409. Deux polygones d'un nombre pair de côtés sont éciuivalents , lorsque leurs côti's ont les mÊmes points milieux-
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410. L'aire d'un polygone d'un nombre pair de côtés ne varie pas, lorsque tous les sommets de rangs pairs ou tous les sommets de rangs impairs décrivent des droites égales, parallèles et de même sens,
411. £i deux polygones semblables et iiitériaurs l'un à l'autre ont leurs côtés homologues parallèles, tout polygone à la fois inscrit dans l'un et circonscrit à r au Ire a une aire moyenne proportionnelle entre les aires du ces deux polygones.
412. Démontrer que la surface du triangle formé avec les mMianes d'un triangle donné est les trois quarts de la surface de ce triangle. — En déduire : 1° qu'entre tous les triangles qui ont la somme de leurs médianos constante, le triangle équilatérai est maximum ; a" que de tous les triangles équivalents, le triangle équilatérai est celui dans lequel la somme dos médianes est minimum.
g llî. — Aires du polygone réttuUer et au cercle.
413. Trouver en fonction du rayon du cercle circonscrit l'aire du dodécagone régulier.
414. L'aire de l'octogone régulier inscrit dans un cercle équivaut à celle du rectangle qui a pour côtés adjacents les côtés des carrés inscrit et circonscrit.
415. L'aire de l'hexagone régulier inscrit dans un cercle est les trois quarts de celle de l'hexagone régulier circonscrit.
M6. L'aire de l'hexagone régulier inscrit est la moyenne proportionnelle de colles des triangles équilatéraux inscrit et circonscrit.
m. Étant donné un polygone régulier, on mène les diagonales qui sous-tendent successivement deux côtés ; ces diagonales déterminent par leurs intersections un autre polygone dont on demande la nature, et l'aire en fonction de celle du premier polygone.
418. On prend les points B et D à égale distance des extrémités do l'arc d'un quadrant AOC; et l'on mène sur OC les perpendiculaires BG et Dli; démontrer que la figure mixtiligne BGHD est équivalente au sectour OBD.
419. Si l'on prend un point C sur le diamètre AB d'un cercle, l'aire comprise entre ce cercle et les cercles décrits sur les segments AC et CH comme diamètres équivaut au cercle qui a pour diamètre la moyenne proportionnelle des segments AC et CB.
420. Dans des cercles différents, les secteurs dont les angles sont er. raison inverse des carrés des rayons sont équivalents.
QUESTIONS l'ROPOSfttS. 3g7
421. La différence de deux secteurs semblables a pour mesure de son aire le produit de la différence des rayons par i'arc concentrique mené à égale distance des arcs considérés.
^22. Si des demi-cercles sont décrits sur les trois côtés d'un triangla rectangle comme diamètres, et si l'on tourne vers l'intérieur du triangia ceux décrits sur les côtés de l'angle droit, ia somme des segmenta extérieurs correspondant aux côtés de l'angle droit, moins la somme des segments déterminés par l'hypolénuse, équivaut à l'aire commune aus demi-cercles décrits sur les côtés.
i23. Des demi-cercles OEDA, OFDB, étant décrils sur les rayons OA, OB, d'un quadrant OACB, démontrer : i" que les trois points A, B, D, sont en ligne droite; a' que les aires ACBD, OEDF, sont équivalentes; i" que les aires Ol'HA, OEDB, équivalent chacune au quart du carré construit sur le rayon OA.
424. Si ÂB et CD sont deus diamètres perpendiculaires d'un cercle 0, et si, du point D comme centre avec DA pour rayon, on décrit un arc de i:ercle AEB, démontrer que l'aire de la iune AEB équivaut à cj^llo du triangle DAB.
425. Dans un triangle rectangle ABC, AD étant la perpendiculaire abaissije du sommet sur l'hypoténuse, démontrer que les cercles inscrits dans lus triangles ABD, ACD, sont proportionnels à ces triangles.
426. On donne deux droites qui se coupent en A, et l'on déo'it une série de cercles tous tangents à ces deux droites et successivement tangents entra eus; OA étant la dis lance du centre du cercle le plus éloigné au point A, et OB son rayon, ta somme des aires de tous les cercles esta
l'aire du plus éloigne dans un rappoit efprmié par — - -■ ..^--
427. Si le diamètre d'un carde est divi=e en n parties égales aux points P,, P,. . . . , et si l'on décrit des demi cercles au-dessus de ÂB sur les diamètres AP,, AP„. . . , et au-deseous de AB sur les diamètres BP,, BPj,..., le contour de chaque figure telle que AP„,_;BP„, est égal à la circonférence du cercle donné, et l'aire de la même figure à la n''"" partie de celle du cercle donné.
428. A étant l'aire d'un polygone régulier inscrit et B l'aire du polygone circonscrit semblable, démontrer que la différence B — A équivaut à l'aire du polygone régulier semblable inscrit dans ia circonférence qui a pour diamètre le c5té du polygone B, ou encore à l'aire du polygono régulier semblable circonscrit à la circonférence qui a pour diamèlre la côté du polygone A,
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429. CDD étant mi triangle rectangle en B dans lequel BD es.t le doubla de BC, on prolonge BD d'une longueur Dn ^ —, puis encore d'une longueur «6 = ^-^; on mène lesdroilesÇo,Ct, ell'on prolonge BC de telle sorfe que BA = Ci- enfin pu A on i ene à la droite C6 une parallèle qui coupe en E le proton''Pn ont de BD Dân entrer que la longueur BE diffère Irèa-peu de la d i rco ferLiice dont SC est lo rayon, et que le triangle BCIÎ diffère t es peu 3u ce cle coire'ipondant; évaluer les deux différences.
430. A et B désignant les si F ces de deui. polygones ri^uliers semblables inscriret circonscrit à un cercle, et A' ei B' celles des deuï po~ lygones régulière inscrit et cijconscrit d'un nombre de côtés double, dÉniontrer les formules
prouver en outre que B'— A' est < — -- — — Déduire des formules obtenues une nouvelle démonstration du théorème do Sciiwiib (300).
431. /■ et « désignant le rayon et l'apotliÈme d'un polygone régulier, l' ela" le rayon et l'apothème du polygone régulier de môme airaetd'un nombre de côtés double, démontrer les formules
— Déduire de ces foi'mules, on partant du carré doist l'aire est égale à a, un théorème analogue à celui de Scliwab, c'est-à-dire le moyen d'obtenir
une série do nombres tondant vers * /-■
i32. Partager un triangle en parties propoiiionnrllcs à des droites données par des parallèles à sa base.
433 Partager un trapèze en parties proportionnelles à des droites données par des parallèles aux bases.
434. Partager un polygone en parties proportionnelles à des nombres donnés par une série de droites parallèles à,une droite donnés.
435. Partager un triangle en trois lri;\ngles étjuivaloiits par trois dmiLea menées d'un mÈme puint intérieur à ses trois sommets.
436. Par un point pris dans le plan d'un ongle donné, mener une droite telle, que ie triangle qu'elle détermine par sa rencontre avec los cOtés de l'angle soit équivalent à un carré donné.
437. Partager un quadrilatère quelconque en deux parties qui soient dans le rapport de deux droites données, par une paraltèlo ou une perpendiculaire à l'un de ses côtés,
438 frlant donnés (rois pointa A, B, C, en trouver un quatrième 0 tel, que les s face&AOC AÛB BUO présentent des rapports donnés.
439 Pa un po nt pr s sur I un des cûiés d'un polygone, mener «ne série de d 0 tes qu pa à^ t sa surface en un nombre donné de parties équiv lentes
4i0 Insc re d ES u t n le donne un parallélogramme ayant une aire donnée — Dso sson
441 Pa t3g;e n polyg e en « parties équivalentes par um= série di. droites ssuoadu {ont é eur,
442. Inscrire dans un corole donné un lrapè7.e, connaissant son aire et la longueur comniune des deux eûtes non parallèles.
443. Inscrire dans un eorclo donné un rectangle de surface donnée, 4S4. Construire un tnant-i'^ connais'! nî <ïe angles et -ia surLcc 443. Après avoir inscrit un carré dans un carié donné on en ns ut
un troisième dans le second btenu cl am^i de suite indéfini m™ 1 ei adoptant toujours la m6mo ! i d mstriplion
On demande : i° k iim te vers 1 1 juelle tend h somme des carres m scrits; a" combien il faut oonstruiie de carrés iniciits pour quo !cui somme soit équivalente à une sui face donnée
446. Étant donné un trungle on en foime un second en jo gn mt 1 milieux de ses trois côlés un troisième en joi^na it Ira miliei ' do» tro ■> côtés du second, et ainsi de "iuite indéfiniment On dominde la liinit„ d la somme de tous les triangles inscrits de cette manière
447. Construire un ti'iangle équivalent a un triangle donne ut tel, qut; SOS sommets soient respectivement situés sur trois droites données.
448. Partager un trapèze en parties proportionnelles à des ilroitcs données, par des sécantes coupant les deux bases,
4i9. Partager un cercle en parties proportionn:i[leB à dos nombres donnés, par des rayons.
450. E'aftager un cin-cle en parties proport ioonallea à des nombres iloiiiiùs, par des circonKreoces roncenli'iques.
451. Partager un triangle en deuc ()arties proportionnelles à des droiles données, par une perpendiculaire k l'un des côtés.
Inscrire dans im carré un reclangio d'aire donnée
457. Trouver sur l'tiypoténuse d'un triangle rectangle un point tel, que le carré construit sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'un des côtés de i'angle droit, soit équivalent au rectangle qui a pour dimensions les deujt segments correspondants de l' hypoténuse.
458. Décrire quatre oircoafévences qui soient en proportion, dont la plus grande soit Égale à la somme des trois autres, et telles, que leur somma ot la somme dos cercles correspondants soient respectivement égales à une circoniérence ot à un cercle donnés.
Mil. Trouver sur la diagonale prolongée d'un carré donné un point tel, que si l'on mène de ce point une parallèle à l'un des côtés du cai'ré jusqu'à la rencontre du côté adjacent prolongé, on forme ainsi, avec la diagonale prolongée elle-même, un triangle équivalent au carré donné.
460. Construire un triangle isocèle équivalent à un triangle donné.
461. D'un point donné sur i'un dus côtés égaux d'un triangle isocÈlo, mener une droite jusqu'à la rencontre de l'autre côté prolongé, de manière à déterminer un triangle équivalent au triangle donné.
462. On donne un triangle ABC et un point D sur AB; construire un triangle équivalent au triangle ABC, qui ait l'un de ses sommets en D et i'angle A commun avec le triangle AliC.
483. Construire un triangle, connaissant son aire, un de ses angles el la médiane qui correspond à l'un des deui autres angles.
QIJËSÏÎONS PllOPOSÈKH. /(O'
■ifiî. Traiisformor un triangle quoloouqne en un U'ÎHiigls isocèle qui aii mOiae angle au soramot.
i63. Constmire un paraliélo gramme équivalent à uii carré donné pE qui ait un angle donné. — Cas au losange.
APPENDICE DU QUATRIÈME LIVRE
466. De lou3 les triangles qui ont même angle au sommet et môme somme des côtés do cet angle, le Inanglo isocèle est maximum et sa Ijase est miuimum
Ml. D Éûu e ran 01 sa a san as cond ons d ê o
précède e a e m n nun e e dans eq e d d
côtés de 1 an e don e es m u e e es n
proque
46â. De ous es a n j e qu o même an^ m
c'est le triangle isocèle qui a le périmètre minimum.
469. De tous les triangles qui ont pour angle au sommet un artgle donnii et dont la base est astreinte à passer par un point donné, le triangle mi nimum est celui dont te point donné est le milieu de la base.
470. Do tous les triangles ayant même base et môme hauteur, le liiangie isocèle a le plus grand angle au sommet.
m. De tous les triangles qui ont raâmo nnjjle au sommet et mémo périmètre, lo triangle isocèle a l'aire maximum et la base minimum. ~ i! en est de même de tous les triangles qui ont même angle au sommet e*. même différenco entre la somme des cOléa de cet angle et la base.
472. De tous les triangles qui ont même angle au sommetct des biKca égales letiidUole isor^le a 1 aire maumum et le pénmètre maximum
473 De tous les inan^ilcs qu] ont m^me iiç,lc au sommet et mên hiuleur, le triangle isocèle tat min mum
Pi Ltant donnés dans un quadrdatere un angle et Its deu\ câteb opposés ù uei angle 1 aire du quadrilatère eat maximum lotsque le som met de l'angle donné est ù égale distance des trois autres sommets.
47ë. De loua las trnngles dont deux côtés ont des grandeurs données, le trianje miximum est celui dans lequel les trois sommets sont à égak; dislance du milieu du troisième côté.
i76. Ld le Uuu quadrilatère, dans lequel on donne un angle et i:'
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somme îles deux cd lés op[)osé«, est maximum lorsque ces deux côléssonl
477, Êtiiiil (loninés un ungic d'un polygone el les eûtes non adjacents à cet angle, l'airii du polygone est maximum lorsque le sommet rie l'angle iloimé esË également distant de tous les autres sommels.
■(.78. ÉUnt donnés Ions les côtés d'un polygoneà l'escepiion d'un seul, 30U aire est maximum lorsque tous ses sommets sont à égale distajice du milieu de co dernier ctlté.
Do tous les polygones d'(m rafii b
à un même cercle, le |;olygone régulier mum é
minimum; et, de tous les polygones rt, à m m
cercle, celui qui a le plus grand iiombre ô éa m n
périmètre minimum.
480. Stant donnés « points situés coi eriro le plus petit cercle qui les contien
-iSL iies bases de deux triangles et la m élan t données, trouver les conditiojisdu d m d s
de ce.s deux tnaiiales.
ODESTtONS PBOPOBÉES.
DE GÉÛMËTBIE PLANE.
i82. Étant donnés les milieux des côtés d'im polygoiio convess d'un nombre impair de c-ôtés, déterminer sos sommets en employant seulement le compas.
483. Conelruire un triangle rectangle te!, qu'un du ses côtés soit la moyenne proportionnelle de rhypoténose et de l'auti-e côté.
i8S. Construire un triangle égal h un triangle domié et dont les trois côtés passent respectivement par trois points donnas.
485. On donne un demi-cercle de diamètre AB; soit G un point quelw)i!q\i6 de co diamètre. On décrit deus autres demi-cercles sur AC et CE comme diamètres, et l'on mène à AB une perpendiculaire par !e point C. Démontrer que les deux cercles inscrits de part et d'autre do cotte perpendiculaire sont égaux entre eux.
486. Si deux cercles de rayons égaux se coupanton .i oten B et si, par le point A, on mène la droite AEG qui rencontre respectivement îhs deux cercles en E et en C, le triangle EBC est équivalent à l'aire comprise entre les deus arcs BE et BC et le côté EC.
i&l. Trouver, sur la droite qui joint les centres de deux triangles équilatéraux donnés, un point tel, que les sommes respectives dos carrés Uo ses distances aux côtés dos deus triangles soient dans un rapport donné.
i88. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle dont !a somme de la base et de îa hauteur soit égalo à une droite donnée.
489. Étant donnés une circonférence et un triangle, trouver sur la circonférence un point tel, que la somme des carrés de ses distancesaux trois sommets du triangle soit égale â un carré donné.
490. Étant donnés un cercle et une tangente à ce cercle, trouver sur sa circonférence un point dont la somme des distances à la tangente et à son point de contact soit égale à une droite donnée.
^o4 GnMJÉT«,E pr.ANB.
491. On porlagB «ne cioito donnée en moyenne et citiéme raison; puis Ig plus grjod sogniLiit. Liouvo en niuiuine it cxtiérae raison, et ainsi de suite indéfiniment. Vere quelle limite tend la somme den plus grands segments mnai obtenus?
.4S3, Étant données la hauteur d'un trnn£,le et Ips dilli.'ronco'i do chacun lies segments qu'elle dÉtevmine sur ia base a^ee le cotii adjacent, construire le triangle.
403. Si, du sommet de l'angle droit d'un tnangle reclangle, on mène des droites aux sommets opposés du carra consiruit sur 1 lijpotpnuse, la différence dss nrré- de ces droites est â"i'e j la diETeienci des carrés des côtOs du
49i. Étan d lents .\S = a, BC = /',
DC = o, déto p es monts sont vus sous le
raÈaieanglo;d — App rs«= i, i = a, c = 3.
49j. Soiei p à Lrois premiers A, C, E,
sur une mûm d B D T sur une autre droite.
Ddmnntrer q to B 0 DE, de BC et de EF,
de CD et do g
^96. Un c q à nt donnés, démontrer
fjuc, si l'on c q d d
i" Le carr gai à la somme des ean-és
des tangentes issues de ses extrémités; 2 Cette diagonale est égale à la somme des deux tangentes issoes do son milieu ; 3° Le cercle décrit sur colto diagonale comme diamètre coupe orlhogonalement le cercle donné-
497. Dans un triangle ABC, on mène la bissectrice AK do l'angle an sommot et la hauteur AF correspondante; des extrémités B et C de la base, on abaisse sur h bissoclriee AK les perpendiculaires BD et CE; démontrer que le cercle déterminé par les trois points F, D, E, passe par le milieu G de la base BC, et que l'uire du triangle équivaut au rectangle BD.AE ou CE. AD.
498. La courbe piano dont toutes les normales concourent en un même point, est «ne circonférence.
493. Lémontrer que D étant un point quelconque de la base BC d'un triangle ABC, et AD la droite qui le joint au sommet du trianglo, on a
lii' .CD -4- AC' .150=:: AÛ'.BCh- BC.iîK.CD.
300. On donne un point C quelconque sur une droite AB; trouver sur CD et sur CB prolongée les points D et D' tels, que CD soit la moyenne
CUlisriONS TEOPOSÈliS. 4o5
[,roi)orl.ioniielie de AD ot do BD, et CD' la moyumie ptopoiLionneUe da AU' yl fie BD'.
BOi. ÂB est divisée au point G en raoyeime et BSti-ême raison; sur le l.lus grand segment CA prolongé, on prend AD = CA, et sur CA on prend AE = BC i démontrer que les droites BD et BE sont aussi divisées en moyenne etestième raison aux poiuts A et C.
302. AB, AC, DE, DF, étant quatre droites qui, par leurs ijitersections trois à trois, forment quatre triangles, démontrer que les cercles circonscrits è, ces triangles passemt par un même point.
303. Si S'en prolonge la basé d'un triangle do part et d'auti-e, de manière que chaque prolongement soit égal au câté adjacent, et si l'on fait passer un cercle par les extrémités obteuues et le sommet du triangle, la droite qui joindra ce sommet au centre du cercle sera la bissectrice de l'angle au sommet.
304. Trouver le lieu des points dont les puissancDS par rapport h deux cercles donnés sont égales et de signes contraires.
303. Si l'on partage un losange en losanges égaus par deux séries de parallèles aux côtés, la somme des cercles inscrits daiis les losanges [Wrtiels écjuivaut au uercle inscrit dans le losange total.
306. Les côtés d'un triangle élant en progression arithmétique, o et ii' étant le plus petit et le plus grand côté, R et /■ les rayons des cercles circonscrit et inscrit au triangle, on a
307. Construire un triungle rectangle, connaissant la somme des deu^ cdtés de l'angle droit et la somme formée par l'un d'eux et l'hypoténuse.
308. Du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC, on abaisse A/» perpendiculaire sur l'hypoténuseEC/'jperpendiculairesur AU, jr perpendiculaire sur BC, /:< perpendiculaire sur AB, et ainsi de suite in défini in ont ; démontrer que le rapport de la somme de ces perpendiculaires à AB est égal au rapport de AB + GC à AC.
309. On a dans un cercle une corde CD parallèle à une droite de longueur donnée AB; la droite AC coupant le cercle une seconde fois en E, et la droite BE une seconde fois en F, démontrer que la droite DF coupe AB en un point fixe, quand la corde CD se déplace parallèleraeul à elle-
SiO. Dans un triangle inscrit ABC, on mène par lo sommet A jusqu'à
la base BCl des paiallÈles AD cl Alî i trer la reiaUna
AC
511. î.ii cfilÉ d'un polygone est divisé en ri parties; sur chacune de ces [larlii's, on construit par rapport au polygone donné un polygone semblable et Bemblabloment placé; démontrer que la somme des périmétia de tous ces polygones est égale au périmètre du polygone donné, et que ia somme de leurs aircœ (si le côté du .polygone donné a 6té divisé en n parties égales) est égale à ia n**"" partie de ce polygone.
812. Si l'on désigne par a, b, c, les trois côtés d'un Iriangle ABC, et si ko!, GÈ', Ce', sont les bissectrices de ses angles, on a la relation
î>13. Si Ad, D6, Ce, sont les droites menées des sommets d'un triangle aux points de contact des côtés opposés avec le cercle inscrit, on a
Ai.C«.Bc= Ac.B^.CA.
V.U. Si l'on prolonge le côlé AD d'un triangle ABCjusqu'en D, et si l'on prend CF = ISD sur le côté CA, la base BC divise la droite DF dans le rapport des côtés AG et AB ; de même, la droite DF divise BC dans le rapport des segmMils AF et AD.
SiS. Soient deux cercles extérieurs l'un à l'autre dont les deux tangentes communes intérieures, qui correspondent aux rayons AC et BD, se rencontrent en O et coupent aux points K et H l'une des tangentes communes extérieures; démontrer la relation
0C.OD-hAC.BD = 0li.OH.
SIR. A!iCO étant un quadrilatère quelconque et T le point de concours (les perpendiculaires menées par les extrémités du côté A13 aux côtés adjacents AD et BC, démonti-er que la perpendiculaire menée par le point T sur la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère, divise le côté AB en deuï segments proportionnels aux projections des côtés BC et AD sur AB.
317. La somme algébrique des perpendiculaires al d'un polygone régulier sur une droite menée par son c quelle que soit ia direction de cette droite.
QIIESTIONS PBOPOSÉKS. fi--,-
518. ïîlanldonnésuii tmnêleADCetdesdroiles Ao,ÎJt,C(r, qui allant des sominels aux côtés opposés se ven contrent en un même point, on fait passer un oercle par les trois points a, b, c, lequel coupe les mêmes côtés du triangle en trois aulrfâ poinis «', à',c'; démontrer que les droites An', B4', Ce', se rencontrent aussi en un même point.
510. D'un point pris dans l'intérieur d'un triangle ABC, on mène des sommets aux côtés opposés les droites AH, BE, CF, puis on joint deus a deux les points If, E, F; démontrer que les droifes AH, BE, CF, sont alors divisées harmoniquement. — Inversement, si une droite AH est diviséo harmoniquement en G el D, et si F est un point d'une autre droite AB, les intersections E et C des droites FG et BD, FD et BH, sont en liyne droite avec le point A.
520. l'ar le sommet A d'un triangle ABC, mener uns droite telle, que îes perpendiculaires BB',CC', abaissées sur elle des extrémités delà base, forment des triangles rectangles ABB', ACC, équivalents.
S2J. L'aire d'un quadrilatère quelconque ABCD est égale à l'aire dfi triangle ayant [«ur base l'on des côtés AB et pour sommet le point de concours des deux diagonales, plus trois fois le triangle ayant pour base le côté CD et pour sommet le point de concours des deux droites qui joignent les centres de gravité des triangles ABC et CDA et dos triangles BGDelDAB.
-^22, Inscrire un carré dans un parallélogramme. — Discussion.
S23. Étant donné un quadrilatère ABCD, si l'on prend à volonté un point M sur AB et un point N sur CD, et que l'on mène les droites AN et DM qui se coupent en P, puis les droites CM et BN qui se coupont en Q, la droite PQ passe par uu point fixe.
S2i. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés et qui passe par un point donné de leur axe radical.
525. Étant donnés deux points A et B el deux circonférences passant, l'une par A, l'autre par B, trouver sur l'axe radical de ces circonférences un point C tel, que la droite qui unit les secondes extrémités des cordes déterminées par les sécantes GA et CB soit perpendiculaire à cet axe radical.
52fi. Un triangle PQB étant circonscrit à un cercle 0, on forme un second triangle ABC ayant pour sommets les milieuxdes côtés du premier; des points A, B, C, on mène au i;ercle 0 des tangentes qui rencontrent en rr, b, c, les côtés opposés du triangle ABC; démontrer que les points a. h, c, sont en ligne droite.
/|o8 Geoi[(iniiii pi.ANn. — QunsTiONs phoi'osiîks.
B2t. DeuK triangles circonscrils à un cercle donné de rayon R et ayant îeurs côtés parallèles deux à denx, âéterminent en s' entrecoupant sis triangles partiels; démontrer que le produit des surfaces de ces six iriangles et des deux triangles donnés est égal h. la seizième puissance du rayon R.
S28. Les droites, qui joignent les milieux des diagonales de tous les quadrilatères formés en prenant quatre côtés consécutifs d'un pentagone, concourent en un même point,
329. Inscrire dans ua cercle un polygone régulier de 17 côtés; montrer que !e côté de ce polygone est sensiblement égal à la moitié do l'escèsdu côté du triangle équiialéral inscrit sur !e côté de l'hexagone régulier inscrit, et trouver une limite de l'erreur que comporte cette valeur approchée.
S30. Étant donnés deux triangles ABC, aPy, tels que les côtés a^, Sy, yx, du second passent respectivement par les sommets C, A, B, du premier, on demande d'évaluer l'airo du triangle 2^7 en fonction de l'aire du triangle ABC et des rapports des segments que les côtés du triangle 0^7 déterminent sur ceux du triangle ABC, — Déduire, de la formule obtenue, lo théorème do Céva (311).
NOTES
La mesure de l'étendue étant l'un des objets principaux de la Géométrie, nous avons cru, pour éviter les répétitions et pour fixer ies idées, devoir réunir les questions relatives à la mesure et à la proportionnaliW des grandeurs, en les traitant d'une manière succincte, mais méthodique. Tel est l'objet de cette Note; les commençants pourront omettre Ip-a parties marquées d'un astérisque.
Mesure d'une grandeur vommcmui-able ai'fC l'unité.
^. On acquiert la notion du nombre entier en considérant des objets distincis et semblables. Nous allons expliquer comment le problème de la mesure des grandeurs conduit à étendre cette première idée.
On ne considère, en Mathématiques, que les grandeurs dont on peut définir d'une manière précise l'égnlité et l'addition; tels sont, par exemple, les angles : nous avons dit en effet ce qu'on entend par angles égaux et par somme de deuxan.^le'- Une grandeur est ^j/itTgro/^rfe qu'une autre quand elle est la somme de cette autre et d'une troisième de même nature
LoFsqu une giandeur est la somme de a, 3, 4) ■■■ parties, égales à une autie ^landour do njéme espèce, on dit que la première est un multiple de la seconde, et que la ssLonde est une partie aUqiwte de la pre-
Deux grandeurs sont d[tta co abl a e ell lo qu ell
sont des multiples d'une troisièi e andeu q on appelle alo I lommnne mesure, dans le cas winl a e elle sont bl
entre elles
Pour meiurer une grandeur, on cl o le une co nmune mes e ent e cette grandeui et une autre do mène pèpe abta e ma benconne et qui reçoit lo nom d'unité'.
Si cette commune mesure est l'unité elIe-mSma, et que la grandeur proposée la contienne, par exemple, 3 fois sans reste, on dit que la graudeur est mesurée par le nombre entier 3,
Si cette commune mesure est une partie aliquote de l'unité, par exemple, si, l'uuité étant partagée en cinq parties égales, la grandeur proposée est Ja somme de trois de ces parties, on dit que cette grandeur
ost les trois -cinquièmes de l'unilé et qu'elle est mesurée par le nombre
trois-cinqiUèmrs, que l'on écrit -v- Oa qualifie d'ailleurs un tel nombre
As fractionnaire pour le distinguer des nombres entiers seuls considérée jusque-là.
En résumé, mesurer une grandeur comme nsuiable avec l'unilé, c'est chercher combien cette grandeur renferme d'un/les ou de parties atiqmtes de l'unité. Suivant que la grandeur est un multiple de l'unité ou uo multiple d'une partie aliquote de l'unité, le nombre qui exprime sa mesure est entier ou fraclionnaire. Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou fractionnaire est commensurable avec l'unité, car elle est un multiple do l'unité ou d'une partie aliquote de l'unité.
Deux nombres entiers ou fractionnaires sont égaux s'ils expriment les mesures de deux grandeurs égales, l'unité étant la même.
La somme de deux nombres entiers ou fractionnaires est le nombre qui mesure «ne grandeur égale à la somme des grandeurs mesurées par les deux autres, l'unité étant la môme.
Un nombre est plus grand qu'un autre quand il est la somme de cet autre et d'un troisième nombre.
C'est dans les Traités d'A ri tbmétique qu'il faut voir les cou séquences de ces principes fondamentaux ; nous regarderons ici comme acquises toutes les règles du calcul des nombres entiers ou fractionnaires.
* Mesure d'une grandeur incommensurable avec l'unité.
2. Considérons maintenant une grandeur A incommensurable avec l'unité U.
On appelle valeur approchée de A par défaut à moins de -, n étant
entier ou fraclionoaire, le nombre qui mesure le plus grand multiple de
la grandeur— contenu dans A. Ainsi, A contenant - un nombre entier
de fois m, avec un reste moindre que -i
est la valeur approcliée de A à moins do - par défaut, et
est la valeur approcbée do A à moins de ~ par excès.
HliSUHE DIÎS GIIANDEUllS. 4l3
Cela posd, le nombre qui mesure une grandeur A incommonaurahlo avec i'uoilé ost/>w déJlnitioii\à limite vers laquelle tendent les valeurs approchées de A à. moins de - 1 lorsque n croit indéflairnent.
Pour justifier celte définition, il faut montrer que cette limite existe et qu'elle est unique, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant laquelle on fait croître n indéfiniment.
A cet effet, noua désignerons par «« la valeur approchée do A ]jar défaut et par i/^ la valeur approchée par excès à moins de - ■
fl„ n'augmente pas toujours avec « (' ) ; désignons par i:„ et appelons valeur principale de k à moins de i /jfij-iit^iK la plus grande des valeurs
de i7, pour toutes les valeurs de v non supérieures à n. Alors, lorsque n croîtra, la valeur p p 1 oitra aussi ou du moins ne décroîtra
jamais, et comme m te grandeur moindre que A, reste infé-
rieur à l'une quel q d I rs a',, approchées par excès, «n aura une certaine limit q d ra indéfiniment.
De même a;, n lé It i t jours quand n augmente; désignons
par a', et appeloi / p p de de A à moins de - par excès la plus petite des valeurs de a\ pour toutes les valeurs de n non supérieures à n. Alors, lorsque n croîtra, la valeur principale a^ décroîtra ou du moins ne croîtra jamais ; et comme a'„, mesurant une grandeur supérieure à A, reste supérieur à l'une quelconque des valeurs a^ approchées par défaut, j'„ tend vers une certaine limite quand n croît indéfiniment.
Or, on voit de suite que cette limite n'est autre que a et que les valeurs pp h t d t 1 que n croit indéfiniment sui-
at 1 q 1 q E ff t t étant, d'après leur définition
pi t I 1 t t J,, la différence entre a„ et
h d q t lé t ra ndro en valeur absolue que
— t p t m d 1 I h tien -> qui tend vers ïéro
quand n augmenle mdijfimment.
* Calcul de/} Il mhres încùmmensuirihlcs, 5. Un nombre est dit commemarable ou incommi-marable suivant que
ia graticleiir lioiit il exprirao la mesure est comraonsurable on ii siirable avec l'unilé adoptée. Les nombr(îa commensurablea sont les ci et les frnetiona.
i'ar dâflnitioii, le rdsultat d'une opération xur dci nniih sarables eut ia limite ihi rilsnltal tfc la même opération sur leurs valiurx approchées à mniiis de —> lorsque n croît iitddjînîmi'nl.
Il faut dcraontrer quo cette limite existe ot est «nique, c'est-à-dire indépendante de la loi suivant laquelle n croît indéfiniment : c'est ce que nous allons faire en considérant successivement chacune des opérations élém^uLiifiis.
Pour employer dos notations uniformes, nous disignerons tout nombre iucommensiirable par «ne lettre minuscule, a par exemple; alora <i„ et «â Beront ses valeurs approchées par défaut et par excès à moins de -, o„ ot o!„ ses valouiïi principales à moins fie -; onfiii, nous emploierons le symbole A„ pour désigner indifféremment l'une quelconque des valeurs rtn et /î;„ sans spécifier l'une d'elles.
Â<hlitix)ii. — Soient les doux nomisrcs inconiraensurables a ot b. Lorsque n augmente, la sommo ««+ ^a croit ou du moins no diminue pas, et, comme elle reste inforicuie â l'une quelconque des valeurs de '^''L-^%1, on voit qu'elle a nuo Imnto Hailleors, A,;+ B,, a la môme limite, car la différence entre les quantités
^« - P« et \„ 3„ est m oindre en valeur absolue que la somme des dilféi-unces iï^j— /%, b',L— b,i, c'est-à-dire moindre quo la quantité -- qui tend vers zéro quand n augmente indéfiniment suivaut une loi quelconque. C'est cette limite qu'on appelle a -v-h.
Soustraction. — On dit que n est plus grand que b si pour toute valeur de n on a "„> b'„. Cela posé, la dilTérenee «„ -p;, croit avec n ou restant moindre que l'uno quelconque des valeurs de«;,— p,i; elle a donc une limite. D'ailleurs, A™— B» a la même limite, < entre les quantités
«,.— P;. et A,,-. 3;,
est moindre en valeur absolue que la somme des différences a i>',i— ^H, c'est-à-dire moindre quo la quantité -, qui s'annule pour. C'est ûotto limite qu'on nomme « — b.
MESUBl! DES GKANDEUU?. .\l3
Comme ou a, quel qiiH soit «,
011 aura à la limite
Donc la diffarenrc ii — b, définie comme nous venons de lu faire, rv; bien le nnmbfe qui, ajnité à ù, reproduit a
MaltipUcation. — - Le produit a„p„ croit a\ec n en reslan! inférieur à l'une quelconque des valeurs de «'^^n! il ^ 'loni' une limite. D'ailleurs, A«B„ tend vers la même limite, car le quotient
étant le produit de deux facteurs qui tendent vers i, a pour limite l'unité. C'est cette limite qu'on appelle ab.
Comme on a, quoi que soit w,
on a à la limite
La valeur da produit ab, tel que nous venons de le définir, f:sC donc indiipendante de l'ordre des fadeurs.
Le produit de plusieurs facteurs incommensurables, dans le cas où le nombre des facteurs est supérieur à deu.'i, se définit comme dans le cas où les facteurs sont coramensurables.
Divkion. — Le quotient ^r croit avec n en restant infârieur à l'iinB
quelconque des valeurs du quotient ~; Il a donc une limite. D'ailleurs,
^- tend vers la môme limite, car l'expression
étant le produit de deux facteurs qui tendent vers i, a pour limite Vunîlé. C'est cette limite que l'on représente par j • Comme on a, quel que soit ri,
on a à la lîmiLo
Le dividendK <'st donc bien égal aa prodidl du dimettr par te qiiolieni te! que nous venons de le définir.
Rapport de deux grnndcnrs.
(i. On nommo rapport d'une grandeur A à une grandour B do môiiio eipèce le nombrn par lequel il Tant multiplier la seconde pour avoir la
\ première. On désigne ce rapport par -j^-
/j; rapport de deux grandeurs A e; lï de même espèce et^i égal au nombre qui n'entre la première lorsqu'on prend la seconde pjour aiiit<f.
En effet, si lo rapport donné est, par oxeraple, - ] la première grandeur est lo produit da ta seconde pav ;= {■]?>); mais mviltiplier «ne grandeur par -, c'oEt en prendre les j- La première grandeur est donc les 7 do la aecondBj el, por suite, ^ est le nombre qui mesiirs la première grandeur lorsqu'on prend la 'féconde pour uniLé
* Si lo rapport do A a B cest à d e ie non bre par lequel il faut multipiior n pour a o r A et ne n cnsur blo ài,b gnons Je par ;■, et appelons m io non bra qui mesure A B jnt pr s pour un té. Soient
d'ailleurs -et dtus aleurs ai p ool ta a r o s 1 l'une par
défiiut, laulre par excè du rajpo L r On a ra alo '^
L(! nombre w qui mesure A sera donc compris entre les nombres -
et ([ui mesurent les doux grandeurs E - . B —-- , D étant l'unité. Dono
les nombres m el r, étant compris l'un el l'autre entre deux nombres - B( - + . , qui diffèrent aussi peu qu'on veut pour n assez grand, ne sauraient avoir une diifférenco assignable.
7. il résuUo do là que, lors<iue deux grandeurs A e( B ont été me-
4l|6 NOTE III
Appelons a, b, c, S les côtés et l'aire dô ABC Si le point M est situé dans l'intérieur du triangle, S est la somme des aires des triangles MBC, MCA, MAB ; d'où
Cette équation subsiste dans toutes les positions de M. Le point M est déjà déterminé, quand on donne, soit deux des coordonnées x, y, a; soit trois quantités, /, nt, n proportionnelles
à ic, X, s; car, si l'on connaît les rapports - = — ,- = y, on peut con-
struire f2i7) les droites AM, DM. Les quantités /, m, n, prennent également le nom de coordonnées normales de M ; J, 7, z sont alors ies coordonnées normales absolues.
2. Soient a, p, y trois nombres proportionnels aux aires des triangles MBC, MCA, MAB, ces aires étant considérées comme positives ou négatives, suivant que !e triangle correspondant et le triangle fondamental sont situés du même côté de leur base commune ou de part et d'autre- Désignons par Mi, Mj, Mj les points de rencontre des droites AM, BM, CM avec BC, CA, AB. Les triangles ABM, ACM ont même base AM, et ies distances de B et C à cette droite sont proportionnelles aux segments BMi et CMi- Par conséquent,
Mi_B__-f ^__'' ^lA^ -^t- MiO~ p' M.A ^ y' '''a" " » '
d'où un moyen de déterminer M, quand on connaît a, p, y
Les quantités a, p, yont recule oaïaA^ coordonnées barycentriques{^ ) do M Le lecteur familiarisé avec les premières notions de Mécanique voit facilement que M est le centre de gravité de trois masses proportionnelles à a, p, -f et placées respectivement en A, B, C Les relations suivantes sont souvent utiles :
MM, _ a MM, ^ 3 MM, _ y _
AM, ~a + p-v- v' BM, "" a-i- ;n-y' (JiVlï "" a-l- p + -['
"_ - 1 - X ax-bf-cz-
Les dernières formules permettent dô passer des coordonnées bary- ;eniriques auï coordonnées normales et vice -versa
3. Dos sommets du triangle do référence, abaissons les perpendicu-
(') MM. J. Neuberg el G de LoiiBchamps ont fait un heareui usage de ces
GÉOMÉmiE DU 1
laires KL, BM, CN (Jtg. a), sur une droite quelconque m du plan, et désignons pai' X, ji, », des nombres proportionnels aus mesures de ces perpendiculaires et précédés du signe -v ou du signe — d'après la convenlioD suivante : les perpendiculaires abaissées de deu!c points sur une même droite sont de même signe ou de signes contraires, suivant que ces points sont du même câté de la droite ou de part et d'autre.
i d'intersection de ii
Les quantités X, ji, v déterminent donc complètement la droite m; ce sont les coordonnées de cette ligne. Les distances AL, BM, CN, sont las coordonnées absolues de m
POINTS COJIPLÉMENTAiRI
i Soient A', B', C (yfg 3), les milieux des eûtes du triangle fondamenial ABC Les triangles ABC, A'B'C, sont homothétiques (361); le rappoil de similitude est égal à 2, et le centre d'bomolhélie est le point de concours G des médianes AA', BB', CC Si M, M', sont deux points homologues de ces triangles, les droites MA et M'A', MB et M'B', MC et M'C sont parallèles et dans le rapport 2 : 1 ; G divise la droite MM' dans le même rapport
M' est appelé le poirii complémentaire de M; M, ie point anticomplémentaire de M'; A'B'C, le triangle complémentaire de ABC
L' a nti complément aire M" de M se construit en prolongeant MG de GM' = aMG. I! est facile de voir que M' est le milieu du segment MM" et que les points G, M" divisent liarmoniquement le sesiment MM' Les
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surdes Oi'cc une même tinité C, on obtient leur rapport en divisant la nombre a gai mesure la première par le nomhre € qui mesure la seconde. En effet, on a, d'après le théorème précédent, les deus relafions
k^rC.a, B^G.e, d'où A = !i~>
Le quotient a exprime donc le rapport de A à B.
On est ainsi conduit à appeler rapport de deux nombres quelconques a et S le quotient do leur division, et l'on démontre en Arithmétique quo les règles de calcul des fractions à termes entière sont applicsliles è ces rapports ou fractions générales ^' Par exemple, on n'altère pas ces rapports en multipliant leurs deiis termes par un même nombre ; on obtient leur produit en les multipliant terme à terme, etc.
Condiiinm pour que deux grandeurs varient proportionnellement.
8. Lorsque deux grandeurs de nature différente ont une dépendance telle que le rapport do deux valeurs quelconques de la première soit égal au rapport des valeurs correspondantes do la seconde, on dit que ces deux grandeurs zoa% pi-oporiinnnelles.
Deux grandeurs sont proportionnelles l'une à t'aiUre si, à d-c-ux valeurs quelconques, mais égales, de In première gi-andeur, répondent deux valeurs égales de la seconde, ei si, de plus, à la somme du deux valeurs quelconques de la première répond une valeur qui soit la somme des deux valeurs correspondantes de la seconde.
Eli effet, soient a et a' deux valeurs quelconques de !a promièro grandeur, et b et b' les deux valeurs correspondantes de !a seconde. Supposons que le rapport — soit, par exemple, ti c'est-à-dire que a soit
les j de o'. En désignant par a le cinqiiiémo du a', on aura alors
Mais, si l'on appelle ë la valeur de la seconde grandeur qui répond à ia valeur a de ia première, aux valeurs -
de la première grandeur répondent respectivement, en vertu de la loi de eorrespondance admise, les valeurs
e-i-eoua6, aS-KêouSS, ag + Sou^g, 4Ê-i-eoii5§ do ia Sîifionde grandeur. Or, par iiypuLhèse. les valeurs de la seconde
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f,Tandctir qui ràpùiiclent aux viileurs 3h oh a et 5h ou a' do la première Koct b ai b'; on aura donc
* Si lo r3]iport — tst intoramRnsui'abie, soient - cL — deiis valeurs
Bpprtichét'S (1(1 ce rapport à - près, f'uiio par défaut, l'autre par excès.
On aura
d'où, eu désignant par « la n'^'"' partie de a\
k«.<ia<:(k-^i)a et û'=«ï.
Mais, hI 6 est la valeur de B qui correspond à !a valeur a, de A, aux \'aleiirs ka, [k + f]a,nai de A corrtispondront respectivement les valeurs it, (A -h i)6, nS do B. On aura ^onc, puisque, d'après l'énoncé, à une pJas grande valeur de A correspond nécessairement une plus grande valeur do B,
AS</'<(/i:-H 1]^ et b'=n%
Par suite, les doux rapports —, ^, étant compris ontre denx nombres et - -H ~ qui, pour n assez grand, diffèrent aussi pea qu'on veut, ne sauraient avoir aucune différence assignable.
iiiïCinnoQirtîMENT, si deux grandeurs sont propoitionneliex : i" la re-
montre que pour « = II' on a à ^ b\ e'est-ù-dire qu'à des valeurs é^les de la première grandeur correspondent des valeurs égales de la secomlef ■à" la Liième relation donne
tfest-à-(îire qn'A lu somme de deux vnlciirs quelconques de la première candeur correspond la somme dci deiiw -valeurs correspondantes de ia seconde.
Ainsi, correspondance dans l'egahléet correspondance dans la somme, (elles sont les deux condilions nécessaires et suffisantes de la proportionnalité de deux grandeurs. Si l'une des deux conditions est senle remplie, il n'y a pas propnriionaalUd; c'est ce qui arrive pour un arc et sa corde ; â des arcs égaux d'un même cercle correspontient des cordes égales; mais la corde BC de la somme <Je deux arcs est moindre que la somme AB H- AC dos eoi'dcs de ces aras.
9. On dit qu'una grandeur M est à la fois proportionnelle â plusieurs autres grandeurs A, 6, G, !o;ïqiie, ces dernières grandeurs, sauf une, restant constantes, la grandeur U est proportionaelle à celle qui varie.
Lorsqu'une grandeur M est priportionrrelle à plusieurs autres grandeurs A, B, G, le rapport de dcus. voleurs quelconques de la grandeur M es! dgal nu produit des rapports des valeurs correspondantes des autres grandeurs.
Ainsi, soient
deux séries de valeurs corre^po dantes Jes gra de s 5Î \ I> L obtenues on rapportant i,haq c grande ir à une to û w espèce On aura
En effet, soient «i la valeir 1 M jui coricspond auï valeurs n ô r de A, B, G, Ot /lîî calle qu r [ à s i / c on a n d api ej la dtû nition ci-deËSus,
lultipliant ces trois égalités membre à membre et simplifiant, o
NOTE
sn
il l'uil'ossibilitb de l\
QlFiDR,'
Il n"est guère de problème qui ait donné lieu à plus de teutalivea que celui de ia quadrature du cercle : on entend par fà, comme on sait, la construction avec la règle et le compas, c'est-à-dire à l'aide d'un nombre limité de droites et de cercles, du carre équivalent à un cercle donna quelconque. L'insuccèa de tant d'efforts avait fait regarder ce problème comme impossible, bien qu'il n'esistât, à vrai dire, aucune démonstration rigoureuse de cette impossibilité; on avait seulement prouvé jusqu'ici que le rapport de la circonférence au diamètre est incommensurable (Lahbbiit, 1761 j, et qu'il en est de même de son carré (Lecendre, Note IV de sa Gëomiltrie ; Hermite, Journal de Crelle, 1878).
Dans tout problème susceptible d'être résolu avec la règle et le compas, chaque point de ia figure s'obtient par l'intersection de deux droites ou d'une droite et d'un cercle, ou de deux cercles; si l'on imagine qu'on traduise algébriquement les constmctions au fur et à mesure, à l'aide des formules de la Géométrie analytique, on aperpoit qu'on n'aura jamais à résoudre que des équations linéaires ou quadratiques, en sorte que l'équation Snale pourra, par un nombre suffisant d'élévations au carré Buccessiïes, Être ramenée à une équation de degré pair à coefficieets rationnels. On aura donc démontré l'impossibilité de la quadrature du cercle, si l'on prouve que le nombre it ne saurait être racine d'une éqiuition de degré quelcomjue à coefficients rationnels.
M. Lindemann a annoncé [Comptes rendus, t. XCV, et Mathemaiisc/ie. Annaien, t. XX; 1882) qu'il était parvenu à déduire cette proposition de certaines formules do M. Hermite {Mémoire sur In fonction exponentielle, 1874); sa méthode n'est qu'une généralisation, mais fort habile, de celle qu'avait employée l'illustre géomètre pour démontrer que le nombre e, base des logarithmes népériens, jouit de ia propriété similaire.
Nous allons exposer, en simplifiant quelques détails, les formules de M. Hermite et les recherches de M. Lindemann; ce dernier travail, si remarquable, appelle d'autant plus l'attention qu'il ne semble pas devoir être le dernier mot sur ce sojet, au moins sous le rapport de la simplicité.
Formules de M. Hermite.
1. Remarquons d'abord que, si l'on désigne par m un nombre entier et positif quelconque, par 2|, aj, ., ., z.^ les racines d'une équation en-
tièris de la forme
011 peut toujours déterminer un polynôme entier et de degré n en 3 (I) »{.,., ).----+8,(,,)."-' + ...H..S.(><),
toi qu'on ait idoutiquement
..r«(»,-ii-i'(»i,ii) ^
, à condition de
( désignant l'un quelconque des nombres o, i , 2 remplacer Zo l'^i' zéro.
Car, en égalant les coefficient des mêmes puissances de 2 dans les deux mejïibres, on trouve, puisque le preiiiior terme esE z" de part et d'autre, /i relations qui permettent de déterminer les u coelHcients
cas relations, qu'on déduit de
-/«[S„9t-,[z/)-h S,0/.-î(2,-) + ...H-S*-aO,[3f) 4- Si-,],
en faisant successivement i égal à i , 2, . . , , h et où So, Si, • . . désignent les sommes des pui^ances semblables des racines de/(z) = o, montrent que &k{zj) est un polynôme de la forme
lii,.,.,bj, étant des fonctions entières symétriques ot à cocflicients entiers des racines de /(s) = o.
n (i) fait voir en outre que, si l'on pose
yGoosle
SUR l'iUPOSSIBIUTÉ de la QUADIlATUilE DU (
el coffloie, en vertu de l'expression de ^!,{^(), le second déterminanl sa réduit par des transformations bien connues à 9, on voit cjne le dernier dûterminant est égal â S^.
Enfin, si l'on désigne par •({z, z,-) ce que devient *(3, s,} lorsqu'on y remplace m par zéro, on a
■ fl
Krale,
Cela posé, considérons l'intégi
le chemin d'intégration pouvant être choisi à volonté, à condition toutefois de ne pas passer par rinfmi; nous désignerons cette intégrale par le pymbole m^.
En multipliant les deux membres de la relation (a) par c-~z"'f"'{î)^
^\f"-,-Hz)_ d
.î!i£ifi)"i
rfoii, en multipliant par dz et intégrant entre les limites o et a*,
[m + i)^= 4[^„, z,)/"jH- . . . + ^[z,., Zi}w{. La reclierche des intégrales (m + i)% se trouve ainsi ramenée à celle des intégrales m\. Par le même procédé, on ramènera à leur tour cellea-ci aux intégrales (m — i)% et, en continuant de la sorte, on arrivera à la formule
avec la relation.
(4) I Uj3W-l),
Mais, on multipliant par e-' les deux membre-s de la relation ( ï | , oit a
d'ofi, en miilliplianl par dz et inlégrant entre o et rj-,
U suffil, dos lord de poser
(5) 4 = Ulï(a/„ :,) -^ . . . + U;; t(2/^, î.),
pour oblenir la formule
duo à M. Hermite el dont dépend toute la suite de cette étude.
Les quantités u^ sont des fonctions entières et à coefTicients entiers des racines de/{z) ~ o; leur expression (5) montre en outre que !eur déterminant
1 produit des dé ter mi liants (3| et (4); d'où résullo l'égalité
3. Enfui, pour terminer ce travail préparatoire, nous allons montrer que ÏUitégrale i!i\ tend vers zéro lorsque m cmù: iniléfimme?H.
Si l'on désigne, en olfot, par i' la longueur du cliemiu d'intûi; ration adopté pour le caicui dowj., et par;»' et v' les modules mîiîiiraura do zf{t] et de e--=(3 — 3/]-' le long de ce chemin, on a évidemment
Par suite, si J, p, v senties plus grandes valeurs de X', fi', ■/ pour loiiira les valeurs de k et de j, toutes les intégrales m'/, auront un module l'nfi;rieur à
or ï, fi, u sont des nombres Unis et indépendants de m, et l'on sait d'ailleurs que la fraction mise entre parentJièses peut, pour une valeur assez grande de l'entier m, devenir inférieure à touta quantité donnée.
Théorèmes de M. LiademaniL
4. Supposons : i" que n soit de la forme /ly, p et q étant deux entiers positifs quelconques; 2° que a,, •-■, 3p soient les racines d'une équation
SUR r.'iiii'DssiniLiTÈ le la. quawiatijr]! ni] cmi irréducUbiû de la [di'iub
iP) ^(î) = zP-hb,zP-'-h- ...hl'p^o,
61, Ifs, .-., Op élant des nombres entiers réels ou imagiiii !'oti ait pour toutes les valeurs i, 2, . . . /j do l'indice v
On aura, par la formule (6),
d'où, en multipliant respectlTement par des nombres Ni, Ns, ..., N,, supposés entiers réels ou imaginaires, mais différents de ïéro, puis ajoutant et ayant égard aus relations (7),
~Niï";-Ns2«^,-...-~N5S«('^_„^^,^
toutes ios sommes S étant prises de n = 1 à v = p. L'existence d'une relation telle que
entraînerait donc les /i + 1 relations que l'on déduit de
en y faisant i = o, i, a, . . ., n. L'impossibilité de la reiation (I) sera donc démontrée, si l'on prouve l'împossibiiité du système des {/i-i-i) équations (8).
A cet effet, nous ferons d'abord les remarques suivantes, qui nfsultcnt de la composition des «^ et de la forme entière des coefficients de l'équation qui a les s* pour racines.
1° Lesecond membre delà premièmdes équations (8) (relativeà/= o) est un noml)re entier; car ce second membre, qui est une fonction entière et à coefficients entiers de at, est en outre une l'onction symétrique de ces racines, vu que, si l'on échange les indices a: et /qu'on suppose clioisis parmi 1, a, ... , /j, 11^ s'écbange avec ii^y, ij^-v avec zy+i.p, et "ï+jpaveciij+.ip;
3° Les seconds membres dus autres équations (3) ne font que s'échanger
NOTE II
entre eux par l'effet de i'écliange mutuel des z^; car, si l'on échangp Zx et iy, iff^i^ s'échange avec "Jj^\p tant que / diffère de x et de j, ei eu outre iiy^xi, s'écliangc avec "i+i^ et «J+i„ avec kJ^^,,,. Ces seconds membres sont d'ailleurs des fonctions entières et à coefficients entiers des ï(; si donc on considère l'équation
qui aurait les seconds membres des équations (8) pour racines, les ooilfîcient* Al, . . ., A„ étant des fonctions entières et symétriques de ces seconds membres seront des nombres entiers.
Mais les premiers membres des équations (8) tendent vers zéro quand m croit indéfiniment; donc H en est de mÈme alors do A], A^, . . ., A„, et comme ce sont des nombres entiers, il faut que, à partir de certaines valeui-s de m et pour toutes les valeurs plus grandes de m, on ait rigoureusement Ai = o, Aî= o, ..., A„=o. Donc, pour ces m6mes valeurs de m, les seconds membres des écjuations (8) devraient s'évanouir, et, par suite, tous les déterminants d'ordre {q + i) déduits du tableau des coefRcicnls No, Ni, . . ., N^ dans les seconds membres des équations (8) devraient ôlre nuls; il en serait doue de même du déterminant i, et par conséquent aussi de S, puisque A = J^™,
Mais le déterminant S est, comme on sait, égal bu produit de toutes les différences ± (kz,- — pï^j, lorsqu'on donne â / et /; toutes les valeurs 1, 3, . .., jD, et à a et p toutes les valeurs o, i, a, . .., î [^ condition cependant de ne pas faire à la fois « et p nuls) ; S ne pourrait donc être nul que s'il y avait entre deus racines z,- et z/, une relation de la forme a.zi — psA=^ o; mais alors l'équation 'Ji(k) = o et l'équafion
Çi,.-'
Ki)"'
Si îi, Sî, . . .,Zp sont les racines eFii/ie équation irréductible de la forme (p) A confficients entiers ht, ...,b„ réels ou imaginaires, il ne peut exister, entre les fonctims symétriques
où !j désigne un nmnbrc entier et positif queleonque, ai/cniie rcialion telle que (1), e'est-à'dire aucune relation linéaire dont les coefficiptitu Nj, Nj, . . , , Ni, soient entiers réels ou imaginaires et rlifféreuls de zéro.
En parUcnlier, on ne saurait a' No-+-N,-h('-'--.H
r positif quelconcine; el par corséqiiisnt, .i ■icune des fonctions symétriques
ne saurnit être égale a un immbre r/ilionnel.
5. I^s propositions préaédentes peuvent s'dlendre aux fonctions syraé- Uiques
1 E^î,, :(?',+!,, le-i+'-s+h, Se>^,+V -■■•'-',.
En effet, supposons d'abord que les nombres qui figurent comme exposants de e soient tous différents les uns des autres et différents de ziro. L'existence d'une relation linéaire S coefBcionts entiers No, N], N,, . . . entre les quantités (lo) conduirait alors à un sj'stème d'éqnations entio- Tement analogiiie au système (8) et dont on mettrait l'impossibilité en évidence par un raisonnement pareil à celui du n° i.
Si l'hypothèse ci-dessus n'est pas remplie, admclfous d'abord que dans l'une dos fonctions (lo) que nous désignons par te'-, plusieurs des exposants Z soient égaux entre eus, el considérons une relation do la forme (il) o =Ko+Niïï'''.
Toutes les quantités Z peuvent alors être réparties en plusieurs groupes Zi, Z'i, z;, ...; Z;, Z',, 7.\, ...; ....
tels que les quantilfis qui forment un môme groupe soient racines d'une équation irréductibie à coefficients rationnels et ne fassent que s'échanger entre elles quand on échange les racines za- Or le succès du raisonnement appliqué dans le n" i à la relation (I ) était dû précisément à co qu'il n'intervenait dans chaque somme séparée que des exposants da e s' échangeant entre eux par suite de l'échange des zk. Nous pouvons donc ici conclure immédiatement à l'impossibilité d'une équation do !a forme
o = N„H- ^,1r'-' -^ Nj2c'^.-l- . . .,
et par suite de la relation (11) qui en est un cas particulier. Si, de plus, une des quantités Z était nulle, cela équivaudrait à un changement dans la valeur de No ; mais alors le raisonnement serait en défaut, à moins q\ie lous les exposants du second membre de (II) ne s'évanouissent on même temps. Si l'équation qui a les ï^ pour racines est irréductible, le cas
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d'eiception que nous signalons ne peut se présontBr que pour l'exposant da Ja îoncLion
lorsque le coefficient bj de af"' dans l'équation '{■(z) ■= o est nui. Considérons maintenant au lieu de (II) une équation linéaire dans laqudle ligureat plusieurs des fonctions (10) ; on pourra encore grouper les exposants de («Ua aorta que ciiacun des aombras N multiplie une somme telle que les esposanta de e qui appartiennent aux termes de cette somme soient IcH racines d'une équation irréel uclib le, et l'on répétera ce qui a été dit ci-dessus à propos de l'équatioa {il}.
Donc : encline des fonctions symétriques (lo) ne peut être égaie à un nombre ratiomtcl} eX,^ plus gônéralemeat, entre tes fonctions (10) il ne peut exister aucune relation linéaire à coefficients rationnels, à moins que l'équation T}j(a) — o ne soit privée de second terme, auquel tas une fonction symétrique des quantités (11) peut être égale à un nombre rationnel.
8. La première série des quantités (lo) ii'ei.1 autift que la suite drs coefficients Mi , M5, . . . , M„ de l'équation
(is) V^'— MiV'-'+MaVP-^--, ..±:,l^= o,
qui a pour racines e",, e\ . . . , e^p.
D'aprèa ce qui vient d'être dit, ces coefiicionta ne peuvent être rationnels, sauf M^ pour ùi = o, et il ne saurait exister entre eux aucune relation liaâaire à coeiBoieiits rationnels. Mais si l'une des racines de (12), c'est-à-dire l'une des quantités c,, e'^i, ...,e'p était rationnelle, sa substitution à la place de V dans [12) établirait précisément une relation à coefficients rationnels entre Mi, Mj, .... M^. Donc : Si a est racine d'une équation irréductible de la forme (P), e^ ne peut être un nombre riilionnel.
Or on a c'^- = — i; donc -ki/—! no saurait être racine d'une équation irréductible de la forme (P). D'ailleurs, on peut ramener toute équation à coefBcients rationnels â la forme (p), en prenant pour inconnue /js, au lieu de 3, p étant un nombre entier coiivcriablement choisi. Donc, enfin :
Le nombre -a ne saurait être racine d'une équation algébrique à cnif-
NOTH IH. — IlÉOMÉTRIE DU TRIAXr.LR. /|29
NOTE !iî (').
Sun LA GÉOMÉTRIE lltCÉNTE JIV TJllAKGT.E.
Oéiiiiition des coordonnées,
1. SoitABC(/^. i)le \,Tis.\)g\e f'>,idamatitfi/, priniùif ov dci-éfére/icu.
On fl\e îa position d'un point M ou d'uuo droite m par rapport au triangle ABC au moyen de certaines quantités qu'on appelle les coordonnées de ce point ou de cette droite.
Menons ios perpendiculaires MX, MY, MZ sur BC, CA, AB, et désignons par a:, y, a, les nombres qui mesurent les longueurs MX, MY, MZ précédées du signe -+- ou du signe —, suivant que le point M est, pBi lappoU à la droite sur laquelle on a abaissé la perpendiculaire, du mi^mt) côte que le sommet opposa du triangle ABC ou d'un côté différent.
Les quantités œ, y, z sont les coordoiuiées normtdcs de M. Les côtés de ABC iudéfmiment prolongés partagent le plan en sept régions, que nous avons numérotées o, i, 2, 3, 1', 2', 3' ; les signes des coordonnées d'un point appartenant à l'une de ces régions sont respecLivomeiit
{' ) Dans cette Noti!, les retimU bo rapportent au teste du Traité et il celui de la Mote elle-mùmo ; poiii' éviter toute ambiguïté, nous ferons priiïédnr oeui qui visQiit Igs numâros de cotte deiiùoro du la lettre N.
fiSo NOTB III.
Appelons a, h, c, S les côtés et l'aire de ABC. Si la point M est situé dans l'intérieiir du triangle, S est la somme dos aires des triangles MGC, MCA, MAB ; d'ofi
rt.r-i-('^/-4-c3 = aS.
Cette étiuation subsiste daiks toutes les positions do M. (^ point M est déjà détermiaé, quand on donne, soit deux dori coordonnées ^, y, s ; soit trois quantités, /, m, h proportionnelles
à a;, j, z; car, si l'on connaît les rapports - = — ,- = j , on pont construire (217) los droites AM, BM. Les quantités l, m, it, prennent également le nom de coordonnées normales de M ; .«, j-, z sont alors les coordonnées normales absolues.
2. Soient a, p, -f trois nombres proportionnels aux aires des triangles MBC, MCA, MAJ), ces aires étant considérées comme positives ou négalivee, suivant que le triangle correspondant et ie triangle fondamental sont situés dn m6me côté de leur base commune ou de part et d'autre. Désignons par Mi, Ma, M3 los points de rencontre des droites AM, BM, GM avoe BC, GA, Afl. Les triangles ABM, ACM ont même base AM, et , les distances de B et C à cette droite sont proportionnelles aux segments îiM, et CMi- Pai' conséquent,
Mi^ - _ "f Mîl^ - _ ? ^^iA - _ ^
MiG y MjA""'" y' ïïïiJ a'
d'où un moyen de déterminer M, quand on connaît 1., 3, y.
Les quantités a, p, y ont reçu le nom An coordonnées bcvjoeuiriques{<) de M. Le lecteur familiarisé avec les premières notions do Mécanique voit faciiemen [uo M est le ce trp de "r v t(^ de trois masses proportionnelles d a p f et jla ées loapoct ve en en i B, C,
Los reht ons s v ntes so t son 0 tu les
M_Mi ! ! "\rM -/
Les dernières formules permettent do passer des cooi'donuées barycentriques auï coordonnées normales et vlee versa.
3. Dos sommets du triaugle do référence, abaissons los perpencUcu-
r.ÉOiEÉTHin BU XiiiAi^r.Li;. 4^t
laircs AL, BM, CN {Jîg. a), sur une droite quelconque m. du ptau, et dâsignona par \ fx, -y, des nombres proportionnels aux mesures do ces perpendiculaires et précédés du signe -h ou du signe — d'après la convention suivante ; les perpendiculaires abaissées de deux points sur une même droite sont de même signe ou de signes contraires, suivant que ces points sont du même côté de la droite ou de part et d'autre.
Fis. ^-
Si mi, m», iii^ sont les points d'intersection de m avoe BC, CA, AB, on a
/«,C~'/ /;iiA"Â' m:,ii~'j.'
Los quantités X, jx, v détei-minent donc complètement ia droite w; ce sont les coordonnas de cette ligne. Les distances AL, 1)M, CN, sont les coordonnées absolues de m.
POINTS COMPLÉMENT Al R]ÎS (').
i. Soient A', B', C {fig. 3), les milieux des côtés du triangle fondamental ABC. Les triangles ABC, A'S'C, sont homotliétiques (361); le rapport de similitude est égal à 2, et le centre d'iiomoihélie est le point do concours G des médianes AA', BB', CC, Si M, M', sont dons points homologues do ces triangles, les droites MA et M'A', MB et M'B', MC et M'C sont parallèles et dans le rapport a : i ; G divise la droite MM' dans le même rapport.
M' est appelé le paiiil complémentfdre de M; M, le point aiiticomplcmeiiiaire de M'; A'B'C, lo triangle complémentaire <\b ABC.
L'anticomplémentaire M' do M se construit eu prolongeant MG de GM" = aMG. Il est facile de voir que M' est le milieu du segment MM' et que les points G, M" divisent harmoniquement ie segment MM'. Les
ita est d<io à M. E. Haiii {An If M. de Loiigehampa {Jouin
parallèles menées par les sommotB du U-ianjjle ABC aux côtés opposés forment un triangle A"B''G", anlieomplémentairo de AltC.
Appelons ci, p, y, les coordonnées barycen triques de M dans le triangle ABC; ce sont aussi celles do M' dans lo triangle A'B'C, Soient F, J, les points de reneontro de AM' avec BC, B'C, et soit F' celui de A'M' aveeB'C; on a (N-, 2}
Donc, si a', p', y't désignent les c
ardonnâos de M' dans le tria
Ainsi, les coordonnées baryeentriqties du complémoniaire ot doTanlicoœiiJémentaire d'un point ayant pour coordonnées a, (î, y, sont
ri. Nous désignons par 0 le contre du oorcle circonscrit au triangle AliC ; par Al!i, Bîîs, CHj, les hauteurs ; par II lo point de concours do
ces droites. Il est Vanhoccnire de ABC; )o triangle HiOïIIa est le triangle onliiqtie da AlîC.
0 est le coniplomontairc do II; par conséquent, G divise !a droite IIO
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dans le rapport a:i, et l'on a AH = îOA', BII = aOB', CH= aOC. Le complémentaire de 0 est le centre Ou dn cercle des neuf points de ABC (40-i). La droite HO est la droite d'Ealer de ABC {fig. 5).
Les centres des cercles tangents aux trois eûtes de ABC sont désignés pari, Ih, Ib, If Le complémentaire et l'anticomplémen taire de I soat, respectivement, le centre du cercle inscrit au triangle A'B'C, et le centre du cercle inscrit à A'B'C".
s nlUllONIQUElIËNT ASSOCIfiS A
V POIfir DONSÉ {').
6. Soit M un point quelconque du plan ADC {fig. 4)- Les droites AM, DM, CM rencontrent BG, CA, AB aus poiata Mi, Mi, M, ; désignons par
i7j|, m,, mi les eonjuguoa liarmo ucfues de Les paiols par rapiioi't ans extrémités dos côtés coriespondants du inan4e ABC. On a les égalités (311 et 331)
MjB M.r AM _ _
M,C MsA MjB ~ ''
MiJS __ miJB M^ _ „ ^ ^h^ _ _ J]hA
MiC ^ «i,C' MiA ~ >ihL' MJB ~ m^ti'
{') Emile .Lomoi ne Congrès de Blois (i8
HOTE HT
d'où l'on di'MlQLt
i7!iB m.C maA
■;;rrc ;^ ;;m( ■
WiB MîC MsA m, C MîA Mali
M,B m,C m,A MiC m,A msli
Par conséquent (310, 326) ; i° Los points n^i, mj, ma *o«( «iwiif jw rme même droite m, a.Te d'homologie du triangle fondamental ABC et du trimigli! iitiA^hia (triaiigle pêdal de M);
a" Les droites Awii, Bmi, Cnis forment un triangle MaM/.Mc, dont les sommets sont situés sur les di-oites AM, BMj CM, (Comparer avec le n" 31S.)
I^ di-oite m est dite harïnoniqucnient associée au point M; on l'appelle également polaire trilinéaire de M. M est lo point harmoiiiquement atsocié à la droite m ou ]opâle trilirtc'mre àa m. Les ^loiuls Ma, Mj, Me,
sont harmoniqiiement associés à M; ce sont io8 conjugués harmoQiquss dj M par rapport ans segmenta AMi, BMa, CMa- Enfin, les polaires tri-
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linéaires des points Ma, M;,, Me, ou les droites miM^Ms, MirasMa, MiMsni(, sont harmoniquement associéss à la droite mimjma. Si Mb est le point donné, les associés sont M, Me, Ht- Pour construire le pôle trilinéaîre M d'une droite m, qui eonpe les côtés du triangle fondamental en mi, m^, mj, on trace les droites Am,, Bmi, Cmj, qui forment un triangle MatihUc', les droites AMa,BMi, CMc concourent au point cherché M.
Les coordonnées d'une droite sont inversement proportionnelles aax coordonnées barycentriques de son pôle trilinéaire. Si a, p, y sont les coordonnées barycen triques ou normales d'un point, celles dos points associés sont
(-a,p,-f), («,-p,Y), («,3,-ïy
ScOUE.
7 i" Les associés du centre de gravité G sont les sommais du tri-
angle anticomplémentairoA"lS"C" {Jîg. 3); la polaij h droite de l'infini.
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2° r^ polaire triliuéaire fhh^'s de l'orthocenli-e H est l'axo d'homologie du triangle fondamenlat ABC cl du iriangle ortliiquo HiH^Ha 0%- 5); ou l'appelle fl^re ortliique de ABC.
L'axe orthiquB d'un triangle est l'axe radical du cercle circonscrit et du cercle des neuf points; il est perpendiculaire à la droite d'Euter.
En effet, les cpiadrilatôres inscriptibles A'H,HsHs, BCHsHj donnent A,H,.//iA'=-/'iHï.//,Il3, /(iB./;,C = /<,H,.A,H3, (l'ofL //iH|./i]A' = AiB.//iC; par suite, lii appartient h. l'axe radical des cercles 0, Ou.
3° Les associés du centre I du cercle inscrit à ABC sont les centres 1«, h, le des cercles exinscrits; la polaire trilinéaire de I joint les pieds '1, il, 's des bissectrices extérieures {^g- 6).
La droite ijiiii&tt perpendiculaire «10. En effet, ABC est le triangle orlhique, et la cercle circonscrit 0 est le cercle des neuf points du triangle iahh ] donc 10 est la droite d'Euler du dernier triangle.
Soient (i, L, h los piûda des bissectrices intérieures de ABC. ABC étant le triangle ortliiquô de chacun des triangles IIcI*, IcHa. 1/JaI, on démontre facilement que les droites ï^lj, hli, Uli sont respcctivemeid perpendiculaires aux droites Oîo, Oli,, Ole.
POINTS ]ÎT TKANSVEUSiLES IIÉCIPROQUES (').
K. Lorsque deux segments AB, CD appartenant à la même droile ont raÈme railicii, nous dirons que C et D sont des points isolomiques par
rapport îi A et B ; que D est l'isotomiquo de C. L'isotomiqiie d'un poin
(') G. (lo Longcliamps, iVoiivcîk-s Annales de MalhëmatUpie
pris sur un côEé du triangle de roféreuce e par rapport au milieu da côté.
THÉOBÈMlî.
1° Soienl Mi, Mî, Mj (^.7) les points de rencontre dei côtés BC, C AB d'un triangle avec les droites joignant les sommets opposés à u. mène point M du plan, et soient Mj, Mi, M3 les isoiomiques de M Mî, Ma : les droites kW^, BMj.CM'j concourent en un même point M
2° Soient m^, m^, m^ ( fig. 8) les points de rencontre des côtés EC, CA, AB d'un triangle avec une transversale quelconque m, et m\, m'j, m',, les isoiomiques de mt, '"s, "'3; les points m\, m\, n situés sur une seconde transversale m,..
Ces proposilioas résultent immédiatement des n'" 313 et 310.
Les points M, M^ ont reçu le nom de points réciproques. Les coordonnées barycen triques de l'un Eont inverses de celles de l'autre point.
Les droites m, m,- sont des transversales réciproques ; les coordonnées de m,, sont égales aux
POINTS INVERSES
9, Lorsque deux angles de même sommet ont même bissectrice, noua dirons que les deux côtés do l'un des angles sont des droites isogonales par rapporta l'autre angle. l.'isogùnaleA'\m6 droite menée par un sommet du triangle de référence est la symétrique de celte droîLe par rapport à la bissectrice de l'angle correspondant du triangle.
LEMME
Soient P, Q deux points quelconques pris sur deux droites isogonales par rapport à l'angle BAC (Jîg. 9).
(') E. Vigarié, Joai-Rid de Muihématiques éldmeiiiaires, i8S5.
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1° Les distances deV aux côtés de l'angle BAC sont inversement pi-oporiioiinelles à celles de Q aun: menés côtes;
2° Les projections des points P, Q sur les deux calés de l'angle BAC sont quatre points d'une mène circonférence;
3° La droite qui joint les projections de l'un des points 1', Q sur les côtés de l'angle BAC est perpendiculaire à celle qui unit l'autre point au sommet de l'angle.
1° Soient Pi, Q] les projections des pointsP,Q8urAB, et soient Ps, Qi I ours projections sur AC- Si l'on retourne le quadrilatère AQiQQi autour (io la bissectrice de l'angie BAC, il devient homothélique au quadrilatère APiPPt. lien résulte que
PPi.QQi = PPi.QOs-
a° Los droites PjPî, QiQ^ sont a nti parallèle s par rapport à l'angle liAC ; car leurs directions sont symétriques par rapport à la bissectrice do cet angle. Le quadrilatère PiPîQiQaest donc inscriptible ; le centre de la circonférence circonscrite est au milieu de la droite PQ, à la rencontre des perpendiculaires élevées aux milieux des cordes PiOi. PsQ=.
3° Le quadrilalère AP^PPs étant inscriptible, on a angulairennent
APjPi = APP, =■ go™ - PAr.j = yo^ - P.AQ; donc les droites AQi PiPa sont rectangulaires-
GiiojiÉTLiiE 00 ïnu>!GLE. 439
THÉOHÈME.
10. Sou M un point quelconque du pleut du Iriangle ABC {Jîg- to) :
1° Les isogoiiales des di-oites AM, BIM, CM concourent en un même point M( ;
a° Les pi-ojections dos points M, M; sur les côtés du triangle ABC sont six points d'une même circonférence ;
3° Les côtés du triangle podaire {') de l'un des points M, M( sont, respectivement, perpendiculaires aiu: droites joignant l'mitre point « A, B, C ;
4" Les coordonnées normales de M; sont inversement proportionnelles à celles de M.
1° et 2°. La première partie du Ihéorème résulte da n" 313. On peut également l'établir, en mûmo temps que la seconde partie, en s'appiiyant sur le lemme qui précède.
En effet, soit M; le point où se coupeat les isogonales des droites AM, BM, et soient X, Y, Z, X(, Y(, Z; les projections des points Mj lit sur les côtés du triangle ABC. La circonférence décrite du milieu de la droite MM; comme centre et passant par Z et Zc contient les points y. Y/, X, X( (N.,9, a"). Comme elle est complètement déterminée par les trois points X, V, Z, le point M; est aussi situé sur l'isogonale de CM.
3° et 4°. Ces propriétés résultent immédiatemeat de (N.,9, i" et 3°).
ScOLIE.
M. Los points H, M/ sont dits inverses ou conjugués iso^onan.v par rapport au triangle ABC.
Les centres I, la, I*, le des cercles tangents aux trois cùtôs de ABC sont, chacun leurs propres inverses.
L'orthoceutre H et le centre 0 du cercle circonscrit (/îg. 5 ) sont des points inverses ; car, la tangente en Au ce cercle elle côté BC étant antiparallèles par rapport ii l'angle BAC, ta hauteur AH et le rayon AO sont des lignes isogonales. Il suit de là que les milieux des eûtes et les pieds des hauteurs de ABC sont sur une même circonférence.
L'inverse d'un point M de la circonférence circonscrite à un triangle est à l'infini sur la direction perpendiculaire à la droite de Simson (169, 11°) de ce point. En effet, celte droite est perpendiculaire à l'isogonaîo do chacune des droites A,\(, BM, CM.
(') ?ious appoloiis triangle podaire d'un point M, pur l'appoH à un triangle ABC, le iriangre XYZ qui a pour sommets lc9 projections de M 9iir les cûtAs de ABC; inversement, le triangle ABC est appelé le triangle amipodaire da M par rapport au triangle XYZ.
l'iC
NOTE m.
IT HO LOGIQUES
TiiCom ME
12. Si les perpendiculairei mciieis tiet lommeit dun triangle ABC sw les côtés correspondante dun tnaii^le AiB]C] se coupeil en un même point D, les perpendtciclairm menées des tommels du triangle AiBiCi sw les côtés correspondante de ABC concourent aum en un inémepoint'Ùi.
Il suffît d'établir cette piopo'iition pour un triangle homothétique à AjUiCi. Voici Iroia figures on tlle sai eiçoit immcdidCemint
1° Soient, par rapport au tnanglo ABC, D,- l'inverse de D, et X^Y^Z/ lo triangle podaire de D; {fîg. lo). Les droites AD, HD, Cl) sont per-
pendiculaires aux côtés du triaÈigle XYZ, et les droites DiX/,D;Yi, D,Zi srtut perpondiculaires^aiix côtés du triangle ARC.
3° Soient A,, B5,;Ca, Dj loB centres des cercles circouscrils aux triangles BGD, CDA, DAB, ABC (jf^'. ii). Les côtés du triangle AîBiCî sont perpendiculaires aux milieux des droites DA, DB, DC, et les droites D1A2, DsBj, DjCsSont perpendiculaires aux milieux des côtés du triangle ABC -
'1° Construisons le triangle polaire do ABC par rapport à une circonférence décrite de D comme centre avec un rayon quelconque d(fig. la). A cet eB'ct, nous déterminons sur les droites DA, DB, DC les points X', Y', Z' satisfaisant aux égalités
DA.DX'= Dli.DV'= rJC.DZ'-=#,
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et nous menons en X', Y', Z' des perpendiculaires sur DA, DB, DC: ces perpendiculaires sont les côtés du triangle cherché A'B'C. Ou bien, nous abaissons de D des perpendiculaires DX, DY, DZ sur BC, CA, Ali
et nous déterndi lions
ons sur ces droites les points A',B', C par les con- DX.nA'^-Dy.DB'^DZ.BC'=(Z2.
I^s triangles ABC, AiË|Ci sont ails oriÂologiqucs
Le théorème (N.,12) est susceptible de l'énoncé suivant qui on fait mieux ressortir le véritable caractère ;
■Si l'on considère une_figure composée d'un trlnngle ABC et de trois rayons ■vecteurs AD, BD, CD, on peut toujours construii'e une seconde figure composée d'un triangle AiBiCi dont les côtés sont perpendiculaires aux rayons vecteurs AD, BD, CD, et de trois rayons ■vecteurs AjDi, E|Di,CiDi perpendiculaires aux côtés du triangle ABC.
Faisons tourner la figure AiBiC,Di d'un angle quelconque dans son plan ou retournons-la dans son plan ; nous aurons le théorème suivant :
442 NOTlî m
Étant dmnts dtim un mcmc pUni iLiur. quad>angles complets (') AJïCD 4ili,CiD), li uitq Lotê ,in premiei font (v.ec lei côtés oppoxén du second II. momi. aiigle a, ou n levn directions so/U ■^mctiiques, par roppoit a un même axi. dut directions det côtés opposés du second il existe la meim, rclattoit entra les ii%ième'< cotés
Les quadrangles ABCD \,iB,CiDi cousideréa ici sont dits mélopolaira. Si on lei place dans un mène plan de maïuère que deux, sommeta de même nom, par exemple A et A,, coïncident et que les côtés opposés soient perpendiculaires^ les triangles formés par les sommets . BCD et BjfiiD], deviennent polaires réciproques par rapport •le décrit du sommet commun A comme centre.
Les égalités (i) el (?.) (N.,12) doimontia propriélé atiivaute -.Les distances d'un sommet A du premier quadrangle tuuE sommets et aux côtés du triangle BCD sont inversement proportionnelles aux d'istances du sommet Ai de même nom du second quadrangle aux côtés et awe sommets du triangle lAyCtOx.
MÉTAPÔLBS DE BKUX TRIAN«1J!S. — POINTS JUMEAUX.
iA. Noos appelons mi'tapôle d'un triangle ABC par rapport à an
A, H, C, D. Ces poinls sont les sommets, et !ea droites qui les joiijiiant dauï il douï sont les cOlés du qiindraiijile. Les eûtes se partagent en trois couples de c(J«ri opposés, à savoir Al! et CD, AC et lil), AD et BC. '
Las eûtes opposés de deux quadrangles désienés par ABCD, A'IiX'D' soiil lE et CD', AGatB'D', «te.
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antre triangle A]BiCi, un point D du plan ABC duquel on voit los côtés du triangle ABC sous des angles égaux aux angles ou au p m des angles du triaagle AiBiC
Pour voir comruenl le point D se déplaça loraque la form d ng
AiBiCi varie, nous renversons la question. A cet effet, n p s ns
lo point D successivement dans les dilférentes régions d q
lo plan ABC est partagé par ies côtés du trianglo ABC (N ) construisons un triangle A'B'C ayant ses côtés parallèles d
DA, DB, DC
LorsquelepointDestintérieurau triangleABC(/'g'-i3), np m ne les cotés B'C, C'A', A'B' du triangle auxiliaire parallèles k DA, DB, DL 3t dirigés dans !e même sens; ies triangles ABC, A'B'C ont donc mCme orientation, D est à l'intersection des arcs de trois segmeats capables des angles [8o° — A', 180" — B', 180°-— C, construits sur BC, CA, AB
et tournés vers l'iatérieur du triangle ABC. L'angle BDC étant plus grand que BAC, on a 180°— A' > A, ou A + A'< 180°; de môme, B + B' < 180°, C -H C < 180°.
SoitDunpointdelarégioni'.etsoitDaleprolongementdoADf/g-. i4). Le triangle A'B'C peut être construit de manière que ses côtés B'C, C'A', A'B' soient dirigea dans le même sens que les droites Da, DB, DC; les sens de rotation ABC, aBC étant identiques, les trianglesA'B'C, ABC ont encore même orientation. Les angles BDC, CDA, ADB étant égaux à 180" — A', B', C, on peut encore dire que les circonférences des segments capables des angles 180° — A', 180" — B', 180" — C, construits sur BG, CA, AB et tournés vers l'intérieur du triangle ABC, se coupent en D. L'angle BDC est plus petit que BAC, d'où A-i-A'>i8o°. On trouve, de la même manière, que pour on point de la région a' ou 3', on a respectivement B-+-B'> 180°, C + C'>t8o°. D'ailleurs, une seule des sommes A + A', B h- B', C -t- C peut surpasser 180°.
Enfin, considérons un point D situé dans la région 1 (Jîg. i5); appelons
NOTE III
Dct le prolongement de AD. Lo triangle auxiliaire A'B'C peut avoir sos côtôs B'C, C'A', A'B' dirigés dans le même sens que les droites Da, DD, DC. Les sens de rotation ABC, nBG étant différents, les triangles ABC, A'B'C sont do sens eoutrairos. Lés circonférences DBC, DCA, DAB appartiennent aux segments capables des angles A', B', G' construits sur les côtés du triangle ABC vers l'intérieur. Suivant que le point D est intérieur ou oxtérioiir au cercle ABC, on a A — A' > o, B — B' < o, C — C < o, ou A — A' <o, B — B'>o, G — C'>o. Des inégalités analogues s'appliquent aux points des régions 2 et 3.
De cette analyse, on lire les conclusions suivantes :
1° Étant donnés deux triangles ABC, AiBiGi, les circonférences dos seements capables des angles iSo" — A, , 180° — B|, 1 So" — Ci, construits sur BC, CA, AB vers l'intérieur de ABC, se coupent en un même point D tel, que !e triangle ayant ses eûtes parallèles à DA, DB, DC est semblable à AiBiCi et de mÔme sons que ABC. Ce point est intérieur an triangle ABC, si les trois sommes A + A,, B -t- Bi, G + Cj sont inférieures à iSo°; il tombe, respectivement, dans les régions 1', ?.', 3', si l'une des sommes A -[-Ai, Îîh-B,, C-hC, est supérieure à i8o'.
3° Les circonférences des scgraonts capables des angles Aj, Bi, Ci construits sur BG, CA, AB vers l'intérieur de ABG, se coupent en un même point E tel, que le triangle ayant ses côtés parallèles à DA, DE, DG est semblable à AiBiCi et de sens opposé à ABC. Ce point appartient à la région 1, si la différence A — Ai a un signe contraire à celui des difrérences B — B,, C — Ci ; et alors il est intérieur ou estérieur au cercle ABG suivant que le signe de A —Ai est + ou —, etc.
IS, Un triangle ABC a donc, par rapport à un autre tiiangleAiBiGj, deux métapôles D, E; pour les diotinguer, nous dirons que D est le
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premier inétapâïe, E le second inétapôle. Toutefois, lorsque les triangles sont Bemblablos, le premier métapôle est l'orthocentre de ABC, et le second est un point quelconque de !a circonférence ABC ; il résulte de là qu'un triangle A'B'C dont les côtés sont parallèles mix droites joignant les sommets d'un triangle ABC à un point quelconque de la circonférence ABC, est inversement semblable au triangle ABC.
Soient (j%. i6) a, ^, i les secondes rencontres des droites AD, BD, CD avec les circonférences BDC, CDA, ADB. D'après la dernière remarque,
les triangles «BG, ApC, ABy sool inversement semblables au triangle dont les côtés sont parallèles à DA, DB, DC. D'où ce tliéorèmo i
Si, sur les côtés d'un triangle ABC, on construit vers l'extérieur les triangles ahC, A^C, AS-j semblables à un triangle donné A-^fiiCi, les droites Aa, B^, Cf se coupent au premier métapôle D des triangles ABC, AiBiCj. Si l'on construit les triangles a'BG, A[i'C, A^-^' sem-
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donnent angulairement
i DXY = DCY = C,CA = CiAi A, ^^■^ i DXZ--DJÎZ= lt,BA = JîiAtA.
Eq soustrayant la première dgalité de la seconde et observant que DXZ-DXy = YXZ, BiA,A — CiAjA = B,AiCi,
on trouve
ySZ = KiAïC; par analogie,
ZVX-:(;ilt,A, a\. XZY = A,CiB..
Les triangles A,BiCi, XYZ sont donc directement semblables.
On peut encore conclure, des égalités (a), que le point D rapporté à l'un des triangles semblables XYZ, AiBid, a pour homologuo dans l'autre triangle son inverse pris par rapport à ce dernier.
a" Désignons par |j; le produit DA.DA,, par a, b, c les côtés de ABC, par «, P, T Jes distances DA, DB, DC. Nous aurons (386)
ce
DC
i égalités (;
s), ou déduit
Ci)
DXZ - DXY :
= DBZ-
-DCÏ
Or, si a, b, c, d désignent quatre semi-droites (iOS), on a l'idenliLé
anyle ah — angle cd — angle ac — angle bd.,
5u' on vérifie aisétnent en rapportant les angles à une même droiti3-ori- ^inc. Bn l'appliquant au second membi-G do la relation (3), on obtient
YXZ = !SDC — EAC.
DU TRIANGLE
20, 1° Le llléorème précédent renferme cette propriété importaote <lu
quadraùgb complet, dont noua ne pouvons donner ici que l'énoncé :
A, B, C, D étant quatrepoinls d'un m^e plan, on a l'équipollencK
AB.CD + AD.BC-i- AC.DB =o;
autrement dit, les produits kR.ÇJi, AD.BC, AC.DB -loni 6<jmpoUenU au.T, trois côtés d'un triangle.
a° Appelons triangle associé à un quadra/igle complet lo triangle dont les côtés ont pour vaLurs numériques les produits des côtés oppu ses du quadrangle. On voit que ce triangle ofat semblable d chacun de triangles podaires ou métabarmoniques de 1 un des sommets du q«n drangle par rapport au trnnule des trcis nuties sommets Au n" 2i0 it a été donné une au tie consti union d un tnanole sembhble bu triangle
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le théorème suivant: La forme du triangle associé à an quadraiigle complet ne change pas, si l'on soumet les sommets de ce quadrangle à une transformation par rayon.! vecteurs réciproques.
3° Soient Sa, Si, Se, S,i les aires dos triangles BCD, CDA, DAB, ABC, et soient (ta, i^b, \^c, Crf î^s puissances des cercles circonscrits à ces triangles, respectivement par rapport aux points A, B, C, D; enfin, désignons par T l'aire du triaiigîe associé au quadraiigle AB(;d, c'est-i.dire la quantité (i28)
1 /(„ ,+ È fi + c~;)(Z::7r^. -H /. |3 + <T Y )(«s - 6 [j H- r Y ) ( ^ a + ^.p ,- „ -. ).
Nous avons trouvé ci-dessus (N.,19) les relations
BiCi _ CiA, _ AJi, _ jj-r/ ^"^ a^ ~ Ù'I^ - c-t ~ «[iY*
11 en résulte que
B,(:,.CiAi,AiBi _ (i^;
Les triangles ABC, A|li|Ci étant inscrits dans lo môme corde, la propositiou du n° -128 (i°) donne
Les relations (4) donnent encore
U. «t DE C. - Tr. de Gé^m. (1" Pai-tie). 39
En eombinanf les égalités (5) et (6), on voit (juo
Ijôs équations (7) Bont dues à vonStouiHJ.dc Crelie, t. 57, p. 8S.)
21 . Noue appelons centre métaharmvnique de deux triangles ABC, .V'B'C, lin point D dn plaa ABC, tel que le triangle métaharmonique ou podaire da ABC par rapport à ce point soit semblable à A'B'C.
Soit D,- l'inverse (N.,9 et miv.) du point D dans le triangle ABC; les côtés du Lrianglo podairs de D étant per pond ieul aires ans droites AD;, BD,, OiV, Di ost io métapôlo (N.,14 et .wic.) do ABC, A'B'C.
Désignons par D(, K; los deux métapoles des triangles donnés ; les inverses D, E de ces points dans le triangle ABC sont les centres métaharmoniquQs do ABC, A'B'C,
Lepremier centre métaliarmoiwjue D est à l'intérieur du cercle AlSC; ou peut le déterminer par i'iotorsection dos circonférences des segments capables des angles A -+- A', B -1- B', C 4- C dcerils sur BC, CA, AB vers l'intérieur du triangle ABC (N.,19, 3"). Si la somms A -1- A' est supcriouro à ilto°, lo point D se trouve dans la région! {N.,1) et le segment déficit sur 8C est caimltle de l'angle A-hA' — rSo",
Le second centre mélakeirmomque E est à l'extérieur du cercle ABC. Il appartient ans circonférences des segments capables des anglesA ~ A', B—B', C — C décrits sur BC, GA, AB vers l'intérieur du triangle AEC. Si la différence A — A' ost négative, on décrit sur BC, vers l'extérieur du triangle ABC, un segment capable de l'angle A'— \.
Le triangle mélaharmonique et le Lrianglo podaire du premier centre D par rapport au triangle ABC sont de même sens que ce dernier ; ceux (lu second centre E ont une orientation différcnlo.
THÉORÈME
22. Siiiem I>, E li^s deux centres méta/iafmoiiiqi par rapport
'le ABC 'le A'B'C IJig. 17) : 1° Le-' rajoiis vecteurs de D proportlonneU à ceux de E; 1° Les points D, K divisent karmoniijuement un même diamètre de la circonfdrence ABC.
1° Soient XYZ, X'Y'Z' les triangles podaires du
s points l>, J
!. On a
YZ
A!) ISD Ci)
rZ' A!!
Iiiî
CK
^° Soieiil i',Q(/t^: i8)los points qui divisent !e segment DE harmoniquement dans le rapport yi^- • La eirconféronee décrite sur PQ comme diamètre passe pav À, B, C (187).
Scoi.iE.
S8. l'LosdroitesdeSimson, X."Y°Z''etX°'Y"'Z'"i/(^'. iM), des points P
eiQ par rapport au iritingle àliC divisoiil les S(
MitsX\',YY', ZZ', addi-
ijSa
.DP
livcaient et soiistraclivemont, dans le rapport ^ = y^'î "^oncce sont
les droUos doubles des triangles inversement semblables XYZ, X'Y'Z'; leur inLorsBClion F est le point double do ces triangles. On pont dÉmon- Irer que V est au milievi de la distance des points D^, E(, inverses de .0, E par rapport au tiiunglo ABC, et qu'il appartient à la circonférence des neuf points.
a° Trouver c/aiit le plan du Iriaiigh ABC uii point dont lav dùtrncei a ^ o e oen p opo o e aux nonb e do é l n
te p ob eme d ap es ce q écède adm
,o« so 0 de
poiisqu d vise rao qene n dan
e du e eABC 0
[ e mo éau t, t pp q n o
leu on q e d
IS
C eTu soen / 9) les pon
d son e c e B(
a n n quemcn e appo n e se
n ^ N os ons lu
d ifa AB 0 ueme dans Je appo l
m Les c reonfe enee
1 0 s LL e su NS ce e danè
s e oup n de
poiiUs f.i et E (réels ou uuasinaire^), qai résolvent le problème propose
Comme elles sont onliogonales à la ciroonffirence ABC (383), Iciir corde commune passe par le centre do celte courbe et est divisée harmoniquemont ptu- cette ligne.
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Soient M, M' los points qui pai'tagont GA dans le rapport /( : /. Les droites AL, Bîii, CN se coupent en un même point P qui a pour coordonnées barycontrîqu es j> —I -; les points L', M', N'sout situés sar mie
môme droite />, polaim trilinéaira de P. Les cercles qui ont pour diamètres respectivement 1-.L', MM', NN' ont même axe radical DE; kurs centres L", M", N", d'après une propriété des divisions harmoniques, divisent BC, CA, AB dans les rapports fw*:/j', imi', P-.m^; la droite L"M"N" est perpendiculaire au milieu du segment DE, et a pour coordonnées P, m*, «*-
ai. Deux points D, E dont les distances aux sommets du triangle Fondamental sont proportionnelles aux mûmes nombres, l, m, n, sont dits tripolacrematit associes par rapport à ce triangle.
25. SoientA', B',C'iesmilieus des côtés du triangle fondamental ABC. Les isogonales des médianes AA', BB', CC'sout appelées symÉdianes du triangle ABC; elles concourent en un même point K, inverse du centre de gravité G (N., 10) ; K est le contre des symédUuies, ou le point de Lenwine (') de ABC.
ta sjmédieine AK est le lieu des milieux dos transversales antiparallèle-r à BC par rapport à l'angle BAC {Jig. 20). Car, si l'on retourne le triangle BAC autour de la bissectrice AI, BC devient antiparallèle j't sa direction primitive, et AA' coïncide avec AK.
Les conjuguées harmoniques des s/médianes AK, BK, CK. par rapport aux angles A, B, C du triangle fondamental coïncident avec les tangentes menées par A, B, C au cercle circonscrit. Cette propriété résulte de la précédente; car les tangentes sont parallèles aux transversales antiparallèles (338).
Désignons par KaKiKc le triangle formé par les tangentes, par Ki, Kj, Kj les points do rencontre des symédianes AK, BK, CK avec B(', CA, AB, Les points Ka, Ko, Kc, pÛ'es des cordes BC, CA, AB du cercle ABC, senties associés de K(N., 6); les triangles ABC, K^KiHc, KjKjK, ont, deux à deux, le même axe dliomologie/fi^a^j. Cet axe est la polaire triiinéaire de K ; on l'appelle souvent droite de Lemoiue de ABC.
(■) Maiii-Lce (fOougne, Nauvellei Amlalea de Mntkimatiques, l88'|.
Confirés de Ljoii, 187Î, et nouvelles JitnaUa de Mathématiques, 1873.
Les nombi-eux travaux de M. E. Lemaine permettent <te le regai'der conuiiu rinltiuteur de la nouvelle Géoiuâtrie du triangle. 11 it'cst <[no juste de citei', ù cûlé de lui, MM. H. Bi-oeard ot J. Ncubefg.
NOTE III
Lfipoledre trilinéaire de K est aussi la polaii'e de ce point par rapport à la circonférence 0. Car le pùie de la droite AK, pai' exemple, étant à l'iclerseclion des polaires des points A, Ka, les points Jtj, k^, frj sont les pôles des symédianes, et la droite ki/c^k^ est la polaire du centre des symÉdianea.
On conclut de cette propriété que la polaù-e de K est perpendicu-
OK
ùiire à U: dfo'Ue OK et que ,ï« distance au centra 0 est égale i
26. les coordonnées normales de G ôtaot égales au tiers des Iiaiil,curs du triangle 'ABC, '/e.r coo/'rfo/'«(;e.f iiormides ahmliitix de K sont
- X(ï,-), 6 ,- ).c(N.,iO), X ayant la ixdeur —; — , ■■■ ■ . • Pour déterminer le facteur )., nous avons remplacé, dans l'identité
ax -^ tij -\- cz = 'iS, les quantités .'f, j, s par-l/f, ~\/', -'/■.<.■■■ On peuL observer que
/'bi /'6, ^'ô désignant les liauteure de ABC.
Les coordonnées normales de K étant proportionnelles aux côtés de ABC, K est le centre d'/ioinoiliêtia de ABC et dit triangle fm-mé par les côtés extérieurs des cnrrés consti-idts sur BC, CA, AB en dehors du triangle ABC,
Des expressions de ces coordonnées, on conclut encore que les coordonnées htirjcemriques de K sont proportionnelles à a^, /i*. c^ ; donc une symédimie d'un triangle partage le côté correspondeuit dam le rapport des car/xs dus côtés adjacents.
K est le centre de grai'i-té de son triangle podaire XYZ. En effet, les triangles KYZ, iiBC, dont les angles YKZ, BAC eont supplémentaires, 8ont entre eux comme les produits des côtés qui comprennent ces angles (-Î3Î); d'où
m>eKYZ = ^ï,îSe[, |iiir ynaingie, KZX ^ KXV =- ' X^S.
Ija démonstration de ce théorème résulte également de la remarque suivante, souvent utilo : Éia/it donné un triangle quelconque ABC, on peut toujours construire un second triangle dont les cotés et les médianes sont, respectivement, parallèles aux méditmes et aux côtés du premier (riii/jg'te; si G' est le centre de gravité du triangle A°BC{/^. 3), le second triangle est CGG'. Il s^iffit moin tenaat d'observer que les côtés
du triangle XYZ sont perpoiidioulaireB aux médianes de ABC, el que los droites KX, KV, KZ sont perpendiculaires aux côtés de ABC.
27. Tiotwer dans le plaji d'un ii-iaiigle ASC uiipoùit Vif g. ig) rfû«/ la somme des carrés des disUmces .r, j , s, aux côtés du triangle soit
Menons par le poinl charché P une parallèle B'C à BC ; P doit être lô point dû celte parallèle qui rond minimuni la somme y^ -i- a'. Or, on a l'identité
(Âï?'-t- Afv'j (j' ^ 3=) - (AB'.= -1- AC'.j)' H- (AB',r- AG'.3)S
el comme la quantité AH'. s + AC'.j a une valeur wnslante, égale au double de l'aire AB'C, le minimum de j^ + s' correspond à la relation AB'.j — AC'.3 = o;d'oii
Donc AP est nue syraédlane du triangle ABC. On v manière que le point cherché se trouve sur les deux a il se confond donc avec le centre K des symédianes.
28. Le point K est à l'intersection des droites joignant les miUeuxdus côtés du triangle AhC aux miHeux des hauteurs correspondantes {fg- lo).
En effet, enjoignant le milieu A' de BC aux points A, Ki, K, Ka, ou obtient un faisceau harmonique; les trois pi-emiers rayons interceptent sur une parallèle AHi au quatrième rayon A'Ka des segments égaux (338).
29, Soient X', Y', Z' les symétriques, par rapport à^, des projections de Y,, sur les côtés du triangle ABC Ces points sont les centres des symédianes des triangles AHjHs, BH^Hj, CHiH,, on désignant par HiHîH, le triangle ortldque de ABC {Jîg. ao).
Puisque A'K passe au milieu de AHj, X'eal situé sur k médiane AA', La symédiane AKj de ABC passe au milieu V de l'antiparallèlo HiHj; de même, la médiane AA' de ABC est une symédiane du triangle AHjHj; soit U le point oti AA' coupe HîHa. Les droites BC, HîHa, antiparallèles par rapport à l'angle BAC, sont aussi antiparallèles par rapport à l'angle KiAA' qui a la même bissectrice; le quadrilatère KitlVA' est dcne inscriptible, el comme A'V est perpendiculaire à HîH8(A'esl le cenU'6 de la circonférence BHsIIjC), K,U est perpendiculaire à BC. li en résulte que las points K, X' divisent dans le même rapport les symédianes AKi, AU des triangles semblables ABC, ABjUs; donc X' est le centre dos symédianes de AHjHa.
ij: poiiU K a les mènes coordonnées liwycen Criques dans las ileuce iriiiiigles ABC, HiHîHj (f-g. 20). En effet, dans le trapèze AHiK,U, K est le milieu de la parallèle SX' aux deux bases, et, comme il est situé sur la diagonale AKi,la seconde diagoualo passe par K. Donc HiK passe par !e pied U de la symédiano AX' du triangle AITîHj.
30. Appelons a, p, •( les secondes intersections des symédiaiios AK, BK, CE avec la circonférence ABC.
Le faisceau harmonique A(BCKK*) rencontre la circonférence ABC en quatre points B, C, a, A, dont le rapport anharmonique = — i (321). A cause de cette propriété, le qiiadrdatère ABaC est dit /iarmo/ii//ue. Do niSme, BCp A ot CAf B sont des quadrilatères hormoniqucB.
Les perpendiculaires aljaissées do a sur AO, AB sont proportionnelles h AO, AB; commejelies forment des triangles semblables avec aC, aB,
ou Uovive aistowu
AB.2C = AG.ati =iAa.EG.
Aa est une symédiaiio des iriangles ABC, aBC; BC est une syraéiJiane des triangles BAa, GAa, II suit de lu que les distances de l'intersection des diagonales d'un quadrilatère harmonique aux quatre côtés sont proportionnelles aus longueurs de ces côtés.
31. apY est le triangle métabarnionique de ABC par rapport 6 K ; donc il est semblable au triangle podaire XYZ de K, et ses côtés sont proportionnels aux médianes de ,lBC.Kélant le centre de gravité de XYZ est le centre (les 8 y médianes de c!Py(N.,26), ce qoerori peut aussi démontrer directement,
CENTRES ISOtiONËS ET URNTRliS ISODYNASiQUKg.
32. Il existe, dans le plan d'un triangle quelconque ABC, deux points U, U', d'où l'on voit les trois côtés sous des angles de iao° ou 60° ; ce sont les métapôles du triangle ABC par rapport à un triangle équilatéral (N.,14). Nous appelons ces points contres isogones do AlïC.
Construisons (^g'. iïi)surlescôtés de ABC, vers l'extiirictir, les triangles
cquilatéraux BC(ii, GAuj, ABiis; et, vers l'inténeur, les triangles équi-
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latéraux BCui CA«j, ABu'^. Les droites A«„ D«s, Cu, i U; les droites Am'i, Bii'î,C«a en U'.
Les coordonnées baryeen triques de U et U' sont
33. Lorsqu'ancun des angles A, B, C ne surpasse lao", le pointU lomVte à l'intérieiir du triangle ABC (,^g. ai). Dans ce cas, il Jouit de la propriété de rendre ntàiimianïa somme des dirtances d'un même point aux sommeU du triangle de référence. En effet, désignons par NiNsN, le triangle antipodaire de U par rapport à ABC; ce triangle est équilatéral et ses sonamets appartiennent aux circonférences BC «i, CAus, A3us- L'angle UCNj étant droit, UNi est un diamètre du cercle BC «i ; par suite, l'angle UuiNi est droit et la droite N, «i est parallèle à N^Na. Ainsi, les t/™(e,i A«i, B«ï, Ch} sont égales à la luaiteur dit triangle NiNjNj. Soient VViiVVa, VV3 ies perpendiculaires abaissées d'un point intérieur V sur les côtés de NiNjNj. La somme VVi -i- VVs -1- VVj est toujours égale à la bauteur de Ni Ns Ni; par conséquent
UA H- Uii -H UC = YV, -+- VVs + VV, < VA ^- VU + VC ,
Si lo point V est v i'ex lu rieur, on a, par exemple,
UA + UB -!- UC = VVi — VV, — VV,i < VA + Vli -i~ VC ,
La propriété énoncée est donc démontrée.
La discussion complète du problème de trouver le minimum de ±VA± VIS d: VC ne saurait trouver place ici (').
34. Lorsque l'angle BAC est plus grand que 120°, D tombe dans la région 1', et l'on aUB + UC — UA = A«i. Lorsque les angles B et C du triangle ABC sont tous deux inférieurs à 60" ou tous deux supérieurs à 60", le point U' tombe dans la région i et l'on a, rospectivemcni, UB-i-UC — UA = ±Ab',.
Calcnlons les longueurs Au, = ,r, Aa', = /. En appliquant au triangle ku^u'i les théorèmes %\ti et 23i, nous aurons
j! + j'î ^ ■iÂÂ'VaAx', J^ — .>'^ = 4à'»,.AH,,
ou, à cause do (i^-,-c'' =2 A. A' -^-a^, A'n-i =-a\/'i,
35. Soient(/^.2i)W, W'ies inverses des ceatres isogones U,U'dans le triangle ABC. Ces points sont !es centres métaliarmo niques de ABC par rapport à un triangle éqnilatéral, c'est-à-dire que les triangles podaires et les triangles métaharmoniques de W ol W sonl éqnilatérans. Tl résulte de là que
fl.AW = È.liW = .^.CW, <i..iW' = i.lïW = li.CW.
A cause de ces relations, les quadrangles AJtCW, ABCW sont dils ivodynamiques, et les (Joints W, W sont appelas contre.^ hodjnainiqjies du triangle ABC, Comme nn »
¥,\\' _ li.V_ii\r
les points W, W appartiennent à la circonférence qui a pour diamètre la distance Ii ti des pieds des bissectrices, intérieure et extérieure, de l'aagle opposé; cotte circonférence coupant orthogonalement celle qui est circonscrite au triangle ÂBC, son centre est au point h {383, 332). Donc les trois circon/érencss qui ont pour dUcmètret les segments l'ili, i^U, *sln compris entre les pieds des bissectrices se coupent aux centres iiodjntanùiues W, W; leurs centres sont sur la polaire de K. On cnconcîul. que W, W soBt sur le diamètre OK, que le milieu du segment WW appartient à la droilo OK, et que OW.OW = R'.
SCOLIE
Los cercles j\Ii''i, Kliis, Cl^ij ont reçu le nom de cercles d'Apollonius du triangle ABC. Leurs cordes communes avec le coi-clo ATÎ(; soni dirigées suivant les symédianes AK, BK, CK, polaires de leurs cenlres h, ^s. h pBf rapport au cercle ABC.
POIRTS, CËKCLH ET TIlIANGr.ES DR BROCARD ('),
36, Soient A', B', G' ies milieux des côtés du triangle fondamental ABC ; 0, le contre du cercle circonscrit; K, le centre des symfidianos.
(') H. ni'oeai^ Noui'elles banales de Mallién respondaace janthématique, 1877, 1879, 1880; As vancanent des Sciences, Congi-èfi d'Algui-, 1S81.
J. Niiiibarg, Mathais, iNHi.
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Le cercle décrit sur la droito OK comino liiamèli'e a reçu le nom de cercle de Brocard; nous le désignous par cercle (OK) . Soicnl A, , 8„ Ci los points où il rencontre les médiairices OA', OB', OC, et soient Aj, B2, Uî, 808 points d' in torse ution avec les symûdianos AK, BK, CE- Los triangles AiB,Ci, AïBaCî sont dits, respectivement, le premier et le second triangle do Brocard de ABC {fy- aa).
Los Uroitos KA|, KB|, KCi étant perpendiculaires à OA', OB', OC', les segments AiA', BiB', CiC sont égaux aux coordonnées normales absolues do K, et par suite proportionnels à BC, CA, AB. Donc les triangles isocèles AiBC, BiCA, CiAB sont semblables. L'angîe à la base do ces triangles, que noua désignons par V, est Yangle de Brocco-d de ABC.
OÉOMÉTRIE ru TEIANGI.E.
Lo LriangieAiA'B donne A,A' = -«langV; d'où (N.,2fl)
colV
~'l " 4'ë âl/ia ' 'lih'^ l'c)'
/'ai /'£.. !'c l'cprescntanl. los liaiiLours Ao ABC. Mais
a = Bil, -t- Ui C = /;« (cote -H cot C), ... ;
conséquemment,
colV = col,A-hcoUî + colC.
37. ic triniigle AiBiCi eJï inversement somhlahle à ABC; car los droites KAi, KBj, KCs sont raendes par au même point de la circonférence (OK) parallèlernonl aux côtés do triangle ABC (N.,i:i).
Clierclioiis lo i-ap|»ort de similitude. En tenant complo des Hiijiies des aires ('), on peut écrire
A,B,Ci = OA,Bi -H OBiCi + OCiA,.
Les angles AiOBi, ACD ayant leurs côtés perpendicid aires, on a
OAiBi _ OAi.Oli, _ (OA'— A,A')(OB'— liiii'j
~S " <ih ~~ ah '
comme 0A' = - «col BOA' = - nootA, AiA'= -fttangV.. .., ocLLe rolatioii pveiul la fomie
Additionnant l'égalité précédonle avec les doux autres analogues, ol oliservanl que
cotAcotB + MtlîcolC+cotC eutA=i, cotA -h cotB + colG = c,eLV,
on Lrmivo
ABC '
l'iiiro AiBiCi étant négative, le rapport de similitude des deux t
(') Los n s de (le ï tr angles des g es par ABC, A'B'C, sont lie mÉinc signo ou de b es co es su vaut q e les se s de vùtatioii ABC, A'B'C
s:!nt les iiiL es 0 I ff e t S 0 t n ] t qxielconquo du plan AIKl,
i3 A,i(,Ci, ABC est égal à^ /i — Siaiig^V, et
11,11, =. - « v^i - S Ui.ig'V, ■ • ■ . OK = î! /i— Staiig^.
LESIME.
as. &;■ k's côtés d'un trlaiii^le ABC, oii.LOHSlriiU Irolf Inaii^les directement semblablex k&c, ]JC«, CAO : le.i îriaiigles abc, ABC oai irt4me centre de gi-av'iîé.
Supposons d'abord los points û, /•. c quelconques (y7^'. a3) et soient G, G', G", G" les centres de gravité des triaûglos ABC, aBC, abC, abc. Les mddianea AA', aÂl étant divisées en G, G' dans le mémo rapport ■1 ; r, ia droite GG' est parallôie à ka et égale à | ka. On en conclut aisément qu'on p^ae du centre de gravité du triangle ABC à celui de abc, en construisant une ligne brisée GG'G''G''dont les eûtes sont parallèles aux droites ka, Mh, V.c et égaux aux tiers de ces droites. G"
cuiucidera avec G, si les droites ka, bh, C v sont égales et parallèles dus cotés d'un mâme triangle {_fig. 24).
Dans le lomme énoncé ci-dessus, les droites ko, ]ia, Ci sont proportionnelles aux côtés AB, liC, CA du triangle ABC et égolomenl inelinéiM sur ces eûtes; donc elles rspréseutent en grandeur et en direction les côtés d'un triangle semblable k ABC. Les triangles, ABC, cah ont donc même centre de gravité.
39, D'après le lemmo précédent, G est le point double des triangles semblables kiByC^, ABC {fig. 22).
Désignons par xa/^jf les bissectrices des angles A'GA,, AjGA, et par Aj, B3, C3, Ai, Bt, Ct îes peints où elles rencontrent les médiatrices OA', OB', OC. x^, yf sont las droites doubles des triangles sem-
WablesAiBiCi, AUC; on les appelle /e* ctrei' de Steiner de ABC, Comme GAi et GA' sont deux lignes homologues, on a
/,-3lang'V = -(T^=j^r'
"igV
On voit que les triangles iioeèles A3BC, B3CA, C3AB sont semblahlcx leur augle à la base, que nous reprôsontons par Vi et qui a regu le
'edeStelner de ABC, est donné parla formule
De même, les triangles AiBC, U^CA, CiAB sont semblables, et leur ingle à la base (second angle de Siciner) vérifie l'égalité
cotVî = cotV-/coL5V — 3.
THÉORÈMES
40. Les perpendiculaires abaissées des sommets de ABC sur les côtés opposés de Al Bi Ci concourent en un même point N ; les pttrailèles menées par les sommets de ABC aux côtés correspondants de A,BiCi concourent en un même pomt R. Les points N e( R sont les extrémit&t d'un même diamètre du cercle ABC ; ce sont, par rapport au tricaigle
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ABC, fcj' homologuas des points 0, K considérés dans le plan AiBiCj.
Ea effet {,fig. aa), deus droites humologues dos plana AiBjCi, ABC ayaul dos diroctiona symétriques pai' rapport à .vx', les perpendiculairOB abaissées de Ai, Bi, Ci sur les côtés do ABC ont pour lignas correspondantes les perpeadicuiaires abaissées de A, B, C sur les côtés deAiBjCi.
On démontre facilement, par la considération de triangles semblables, que les coordonnées normales d'un point M do la circonférence circonscrilo au triangle de référence ABC sont inverecmonl proportionnelles aux rayons vecteurs MA, MB, MC. Par conséquent, les coordonnées normales do 0 dans le triangle AiBiC] et cellea do N dans le triangle ABC sent iiivorsoment proportionnelles à OAi = ~ (cet A — tang V), OBj, OCi ; d'où l'on déduit qu'elles sont entre olles comme
sée(A- V) : séc(B~-V) : séc(C — V).
Celles do K dans lo triangle Aiiî,Ci sont invorsi^niunt proportionnelles ù A'X = KAi.Jî'Y, C'Z, en désignant par XYZ le triangle podairo de K par rapport ù ABC. Soient Kj, K* les points de rencontre de AK avec CA, OB'; BKîRK/, étasit une division harmonique, le segment B'Y est divisé iiarmoniquement par S1II3. Par conséquent (332),
si l'on calcule B'Ks, B'ils on foiicUon do a, ù, c, on trouve que les coordonnées normales do K dans A|BiCi, et colles do K dans ABC, sont
4 i . /,1,'ï perpaiidii:iil:iirf\- moiiéas des milietiix des côlâs du triangle Al Iti Cl sur les côtés coi-i-cspoiidants du triangle ABC concourent nu centre du cercle des neuf points de ABC. Car ces droites, parallèles à 0A|, OBi, OCi passent par le complémentaire G' de 0 par rapport à AiBid, de sorte que GO' = | OG.
42. Les droites AA[, BBi, CCi concourent en un même point D, qui est le réciproque de K par rcq>pprt à ABC.
Si l'on ceope le faisceau harmonique A' (AK, KKa) par la droite KAi parallèle au rayon A'Ki, eu voit que AA' passe a» milieu de KAi ; donc AK et AAj rencontrent BC on des points isotomiques.
Nous mentionnons, sans démonstration, les propriétés saiyantes : Le point D est situé sur la droite NB ; i'tuee d'homologio des triangles ABC, AiBjCi est perpendiculaire à la droite OD.
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43. Les di-oites ACi, BA,, GBx concourent eu uit même point O du eei-cle (OK); les droites lîCi, CAi, A!îi concourant en un second point it' dti mente cercle.
En elfel, les droites AGi, BAi faisant le môme anglo avec les droiies CiO, AïO se rencotttrent sut la circonférence AjCjO; de même, les droites BAi, CBj se coupent sur la circonférence AiBiO. Donc les trois lignes AGi, BAi, CBi passent par un niôme point de la circonférence (OK),
SCOLIE
Ai. i°LesanglesAûlJ,BSiC, CiiA sont égaux ait — li, tt— C, t^ — A.
Par conséquent, pour déterminer le point a, on peut décrire une circonférence passant par les sommets A, B, et tangente à BC; » B,C, " CA;
C,A, -> AB
Ces circonférences sont appelées les circonfirences adjointes (ABl, (IIC), (CA).
Le point i!' eal à l'intersection des circonférences adjointes (BA), (BC), (AC).
ii, ii' sont les points de Brocard du triangle ABC.
a" il est le premier métapole des triangles ABC, CAB; £i', celui des triangles ABC, BCA (N., 14, IS).
Soient {fig. a5) Q,, a, les points de rencontre de la droiie Ali av.ec le eôté BC et avec ie cercle adjoint BfiC. Lo triangle aBG étant inversement semblable à CAB, la droite aC est parallèle à AB, et la droite aB touche le cercle ABC. Il résulte de là
aC )in lill, BA
C^_a^ A£i _ (^ Biy|_ _ fiï ÛiA ~ b^ ' UjB ~ (,■* ' ii'i C ~ is '
Ainsi, les coordonnées harycentriques des points Si, ii' sont
luitrs coordonnées normales ont pour expressions Kb' c'a]- U''«''j
- Tr. de Géom. (1" Partie).
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3^ En eoiiipnraûl ka coordoniiôes barycentriquoa des points K, û, £1', oa a une construction trèa simple pour déduire les deux derniers ]ioiiits du premier : les droites Kit2j, Ksiiijlîjiis sont parallèles à CA, AS, BC;les droites Kifi',, Ksfl;, K,i!'i sont parallèles & CA, AU, BC.
if La coJ-de liù' du cei'cle (01£) est perpnitdwidmre sw le dUiirièlre OK ei exi vue dii point 0 sous /'«/igfo a V. lin effet, les angles IJ Ai K, KA.|£!' sont ùgaux à V.
THÉORÈME
4fi. Soient ¥a, F/,, t'c "■"'* figiu-es directement semUablas, coiistmi/et sur les côtés BC, GA, AJB du triangle ABC comme segments homologues. Les points k.i, Ba, Cî da cercle (OK) sont les centres de siinilitude de F/,
Soit a la seconde extrémilé de la corde syraédiane AK. OAj étant perpendiculaire ù AK, As est le rnilieu de Aa; BAj et BKi sont donc la môdiaiie et la symodiane du triangle BAo; d'oùoïig'feAltAs = CBa = CAo:,
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et, par analogie, angle ACAa = BCk = BAa. Les triangles GAAi, ABAj sont donc directement semblables, et Aa est le point double (368) de F/„ F..
CoROLCilUBS.
1° Le point k^ appartient aux circonférences adjointes (BA), (CA) ai à la circonférence BOC, Car l'angle
AAîG ^T.~ AsAC — AC Aï = -te — A^AC — li AAj = n — A. a" On a ÂIX' = A, B. A.C. '^ = -•
ÏHÉOBÈME. ■
4fi. Les triangles ki^iCu^t^t^^o'^' pow' centre d'homoîogieli: centra degrafil^GdeAi'BiCilpour axe d'homologie, la polaire de li par rapport au cercle (OK) {J!g. 22).
En effet, B| et Ci étant des points homologues de Fi et F^ les droites homologues AaBi, A^C, font entre ellea un angle é^al d celui des lignes homologues CA, AS ou égal à n — A de plus elles sont proportionnelles à CA, AB ou à Cl Al, AiBi. Par consequeil les points Ai, A, sont situés de part et d'autre deBsGi, et AjBi A Bi = 4iCi, AjCi; les triangles AiA^Bi, AiÂiB^ sont donc équnalentà, et AiA^ passé au milieu de BiCi.
Comme les cordes AiAj, BiBa se coupent en G, le point d'intersection des cordes AiBj, AiB^ appartient à la polaire de G ('AU), etc.
Corollaire.
Letriangle A^BjCs est semblable au triangle podaire de G par rapport à ABC.
THÉORÈMlîS.
47, La polaire de K par rapport au triangle AB(J. est l'axe radical du cercle circonscrit et du cercle (OK) (^. 22).
Soient u, f , z les points de rencontre de la droite OK avec la circonférence ABC, et avec la polaire ki k^ h de K. La division harmonique uazSi donne (332)
donc 3 K. 3 0 ^sK.Bc, ce qui démontre le théorème.
48. La circonférence (OK) et la polaire kik^ks de 'K sont des Jigure-s par rapport à la circonférence ABC {Jîg. 23).
468 NOTn m.
Co Uiéorèmo côaulte immoGialomenl, de la roldUon OK. Os = 11^(388). Oneoconclutqiieles iioints tripolairemeat associés à A|, B,, Ci, Ai, Bî.Cî, ii, û' appai- tiennent à la droite StAjA,.
Les points il, ii' étant des points inverses par rappori, au triangle ABC, leurs triangles podaires [N., 9) sont directement semblables à BG A, GAB. Les droites OQ, Oii' rencontrent la polaire de K en des points dont les triangles podaires sont inversement semblables à BCA, CAB. Le triangle podaii* de s est inversement semblable au tiiangle dont les côtds sont parallèles ans médianes de AflC-
<;E!U1L1!S TARfiENTS Alix TnOIS COTftS d'un TRIAKGLU.
-49. Soient (,;%. a6) I, la, I4, le îos centres du cercle inscrit et des cordes exinscrits au ti'iauglo fondameatai ABC. Les pointa de contact de ces cercles avec les côtés liC, CA, AB sont désignés par les lettres (a, p, f ), (au p„ Yi), («2. ps, ïO, i^z, p3, fa)-
On sait que ABC est le triangle orthique de ehacuo des quatre triangles ialùh, Ihh, 'dfa. hAal- Cette remarque conduit à quelques Ihéoi-èmes qu'il suffit d'énoncer.
i" Les droites la"!, Upî, le^si concourent au centre V du cercle Ifllilc; les droites Ta, l^Pa, liyi se coupent au centre Va du cercle Ilsifi, etc. Les deux quadrtingles WaV^Vci Holùlc ■«"" symétriques par rapport au point 0 ; les côtés du premier sont perpendiculaires aux milieux des côtés opposés du second.
a" Les di-oites qui joignent la, ^in le «"^' milieux &', B', C des côtés de ABC concourent au centre des sfinédianes du triangle lolilc; ies droites A'f, B'Ie, G'U, sont les symédimies du triangle l'ich, etc.
KO. Les droites An, B^, Cy concourent en un point F ajanc pour coordonnées liarjceniriqucs
Les droites Aa,, B)ii, Cyi concowuiU on unpoiiU l'a dont les c {tonnées barjcenlriques sont
Ces propositions se déduiaoat immédiatement des valeurs des segments Bk, Ca,
Le point r est appelé quelquefois ji^où» de Gergonne du triangle ABG ; Ta, Tû, l'c sont les adjoints de r.
SI. Les droites Acti, Bpj, Cyi concourent en un même point v, /■&!procfue du point T et anticomplémentaire de \.
UÉOMÉTHIE DU TRIANC.T.I
Las di-oiles An, fijij, C^s coiicoui-ent en un même point •/„, r6c.i~ proque de Va et tuiticomplémeiitaire de la, etc.
Les points a et a,, p et Pi, f et yi étant isotomiquea (N.,7), les droites A«i,BPî, Cfa conoourenl en un point v, réciproque de V. Les coordonnées baryoentriques do v sont égales à — rt+ j-f-r, «— 6-i-c, i/-i-/-> — c.
Fig. 56.
Ces osprossions montrent que v est l'anticompléraen taire du point !» dont les coordonnées sont a, b, c. Vonv établir directement cette pro-
MOTE III
priété, désignons par a' la seconde extrémité du diamètre al du cercle I. A étant un centre de similitude des cercles I, !«, la droite ai a/, qui joint les extrémités do deux rayons parallèles, passe par A; par conséquent, la droite A'I joignant les milieux do an, et ao/ est parallèle à Attj, B'I et Cl sont parallèles àB]Jî, Cysi et les points I, v sont des points complémentaires (N.,9).
Les autres parties de la proposition peuvent Être établies par un procédé analogue.
V est appelé quelquefois \c point de JVogel de ABC ; v^, v*, v^ sont les adjoints de V.
suit LES PIGtlBES SEUDLAULBUENT VARIABLES (' )■
S2. Une figure est dite semblablemeiit variable lorsqu'elle se modifie d'une manière continue en restant semblable à une Cgui-e fixe.
THÉORÈME
Lorsque trois droites «,, bu ci d'tiiie figure semblablemein variable çi pOrfsent par trois points fij:es A, B, C, ileœiste uii point Odo cette _ftgure qui l'esté fixe. Tous les points de la filtre décrivent des circonférences passant par D ; une droite quelconque passe par un point fixe ifig. 1-]).
Fie. ^7.
Chaque position de <f>i est déterminée par les positions de trois deses
{ ' ) J. Nouberg, Proceedings of ihe Londoa Mathematical SocUtj, j885.
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I tos pou u que celles o o entras no s Suit Ai B, Ci
le t angle fo mé pa l> onne 1 E oujo semblable à
1 îiÉme ses cû os tou nent a ou do A B ( d un mdmo sons, le q TnL tés é les et es son ets pa ou t os rconférences 0 0 0 y assai t [ a deux des ] o ta A B C et se oupant on un
è pontî) nôlpôled t ngle \BCpa ppo t ut ongle AjBiCi. Los angles DBiCi, DCiBi étant conslaiils, D est sou propre liomologuo dans toutes les positions de çi : c'est un centre permanent de similitude.
Les perpendiculaires monÉes eu A, B, C sur DA., DB, DC forment «ii Lfianglo AoBoCo, que nous pouyoua considérer comme étant la position initiale de AiB,Ci. Soient Ot,N, OcP des perpeudiculaires, et OcQ unoparaUèie à B,C, ; comme BiCi = aNP = rjQOe, BoC(,= îOùOc, QOs< OiOc, les dimensions les plus grandes de la figure variable co.i^rospoudont à la position initiale ipo. Le rapport de similitude de vi et tpg a pour expression OcQ; OcOi= cos«, a désignant l'anglo CoAC,.
Soient Mo, Ml deux points homologues de tpoi çi.Les triangles DMoBo, DMiBi étant semblables, les triangles DMoMi, DBoB, le sont également, et le lieu de Mi est la eirconfôrcnce 0,^, qui a pour diamètre DHo-
Soit MiM une droite quelconque de çi. Uu point Mj de cette îigïie décrit une circonférence 0„, et l'angle UMi M est constant; par suite, k droite passe par \\\\ point fixe M de la civconféroneo 0„i. Co point est la projection du centre permanent D sur la position initiale MoM de la droite.
SCOLIE
i)3. i" Los droites ai, bi, cu à un certain moment, coïneidenl avec AD, JtD, CD; dans celte position, tous les points de la figure variable sont confoudns en D, et toutes les droites passent par D.
La figure passe deux fois par les mâmes états de grandeur ; elle a les m&mes dimensions lorsque «i prend deux positions symétriques par rapport à BcCo.
a" Le centre permanent D est, dans le triangle variable AiBiCi, l'inverse du mélapôle ou le centre métaharmonique de ce triangle par rapport au triangle ABC. Ce rôle de D s'aperçoit immédiatement dans le triangle AoBoCq, dont ABC est le triangle podaire par rapport à D.
3° Considérons une seconde figure ç't qui varie en restant symétriquement semblableà la figure oj, avec la condition que les homologues des droites «1,^1, C] passent aussi par les points A, B, C. Le centre permanent do similitude de ç'i est le jumeau D'de D(N.,17), dans le triangle jIBC. Il existe entre les triangles antipodaires de /VBG par rapport aux deuï points D, ff cette relation assez curieuse que nous ne faisons qu'énoncer ici : La différence des vedeurs absolues de leurs aire/i eu •fgale à quatre foix l'aire ABC.
^72 NOTH III.
'ii. Les cas où les droites «i, ii, Ci, dans une position particulière, coïncident, soit avec AB, BC, CA, soit avec CA, AB, BC, prcsenlent un grand intérêt.
1" DanB lo premier cas (Jîg. a8), les droites «i, b,, c, font avec AB, BC, CA un mémo angie X. Nous désignons maiateflant par Ai, B,, Ci les points d'intersection des droites ci et «i, <ii et 61, ti etcj, de sorteque le triitngle A|B]Ci est semblable <i ABC; ces points se meuvent sur les circonféreneoa adjointes (CA), (AB), (BC), dont les centres sont représentés par n, [J, y. Le centre permanent de similitude est le point il de ISrocard, toi ijue ùMi ^ lilîC = tiCA = V.
Soient 0 le centre du cercle ABC ; AoBoC„ le triangle antipodaire de ù par rapport à ABC. Les angles «OP, ^Oy, yGaétant les suppléments des angles de ABC, 0 ett le point direct de Brocard du triangle a^y, et son homologue dans lo triangle AoBod s'obtient en prenant sur iiO une Ion-
fifiOMËTIIlK DU TRIANGLE. 4?^
guonr iiQ|| = aûO. U résulte ds là que les points directs de Brocard des triangles A, B; Ci ontpoup Heu géométrique la circonférence ddcrite de 0 comme centre avec le rayon 00.
Appelons AiBaCa le triangle formé parles droites Aa, Dp, Cy; c'est une position particulière de AiBiGi. Les distances de 0 ans côtés du triangle AaBsCï sont égales à C'A, A'8, B'C ; elles sont donc proportionneHes à ces côtés, et 0 est le centi-e des symédianes de AîB^Cs. On déduit, de cette propriété, que le centra des symëdianes du triangla AjBiCi parcourt le cercle (OK) du triangle ABC.
Le rapport de similitude dos triangles AiBiCi, ABC est égal à celui des lignes homologues QA,, ûA; il a donc pour expression
sin(V+X):sinV,
ri se réduit à cosccVou colV, lorsqu'on compare A(,B„Ci,ou A^B^C, il ABC.
a" Lorsque les droites «i, 6,, ci font avec AC, BA, CB un mémo angle X, elles forment (fif;. aij) un triangle A'.B', C'j semblable à ABC
it doni les sommets décrivent les circonférences adjointes (BA), (CB),
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(AC). Soient o', [J', y' les ceulros do ces cercles; 0 exi le point rétrograde de Brocard du triangle a'^'-f'- ie centre permanent de similitude dos triangles k\ B'i C'i est le point tlircct de Brocard de chacun d'eux; leur point rétrograde de Brocard décrit la circonférence qui a pour centre 0 et pour rayon Oii.
TfeitK trianghs ÀiBiCi, AiB',Ci (fig. a8 et 29), qui correspondent à la miSine valeur de X, sont é^ajix., et ont pour point double le centre 0 (ht rercle ABC.
Eu effet, ies cOtos bomologues se coupent sur les médiatrices OA', OB', OC dejVBC et Sonl un angle constant aX; par conséquent, une rotation autour de 0 amène l'un des triangles sur l'autre.
S5. Lo cas (Jrg. 3o) où trois droites «1, &i, cj d'une figure semblablcmeut varial)lc tournent autour de trois points A, B, C situés en
ligne droite se traite de la même manière que le cas général. Les points Al, B,, C) se meuvent sur trois circonférences Oa, Oi, Oc passant par le point D, d'où l'on voit les longueurs AB, BG, CA sous des angles égaux à ceux du triangle AiBiCi ou à leurs suppléments; ce point est un métapôle du triangle aplati ABC et du triangle AiB,C(. Les triangles DAiBj, DBjCi, DCiA, sont équiaugles à DBA, DCB, DAC;
GfiOllÉ'l'B
c le point D est fixe dans le plan
l'UUSlSLH, 4?^
G, G,, et la circo/iféi-ence Ai^id pafse constamment par D. De plus, la droite ABC peut Ôtre placée de telle fagooqnelespoints AetAi,BetBi,Cet Cl se correspondent dans une transformation par rayons vecteurs réciproques, effectuée du pôle D ; par suite, D est un centre métaharmonique des triangles AiBiCii ABC. Le triangle AiB, Cl devient maximum quand ses côtés sont perpendiculaires à DA, DB, DC. Tout point de la figure variable décrit une circonférence passant par D. En particulier, le centre du cercle AiBiCi se meut sur la circonférence OaOftOe; car, si la tangente menée en A au cercle Oc rencontre le cercle 0* en p, lo triangle CpA est une position particulière de AiBid et le point 0 se trouve on 0;,, elc.
THÉOBÈME.
56. Si trois points Ai, Bi, Ci d'une figm-e semblahlement variable tfj
parcourent les côtés BC, CA, AB d'un triangle donné HK, il existe un
point F de cette Jigitre qui reste fixe. Tout autre point décrit une
droite (Jg. 3i).
i circonférences ABiCj, BCiAi, CAiBi se coupent en un même
^1^ NOTi! lil.
point F, métapdle des triaîigles A,BiC,, ABC. Ce poiiil est donc fixe dans le plau A,B,C, ; il î'cst également dans le pian ABC, car les angles FBG, FCB sont égaux à FC,A,, FBiAi- F est donc un centrepernianmit de similitude do çi.
Menons FA», FB„, FCj perpendiculaires sur BC, CA, AB. Le faisceau F(AoBi,Co)peut être considéré comme étant la position i/iiiiaic du faisceau F(A,B,Ci). Le minimum du triangle AiBiCi est !e triangle podaire de F par rapport l'i ABC, et le rapport de similitude de çi et ?„
est exprimé par=^ = séc}., l désignant A„ FA,.
Soient Mo, Mj des points liomologues de fo, <ç, ; les triangles FMoMj, FAol, étant semblables, le lieu géométrique de Mj est la perpendiculaire menée en M„ sur la droite FM„.
S7. i" Si l'on fait tournei' le faisceau F(Ai,BijCo) du mémo angîe î> dans un sens ou l'autre, ses rayons coupent les eûtes de ABC aux sommets do doux triangles égau.t. Donc la figure oi, dans ses variations, passe deux fois par les m6mos états de grandeur.
a" On peut imaginer une seconde figure -p', qui varie en restant symétriquement semblable à -o,, avec la condition que les points homologues de At, Bi, Ci parcourent également les droites BC, CA, AB. Le centre permanent de similitude de f i est le point /, tripolairement associé à F dans lo triangle ABC, Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que les inverses des aires des triangles podaires des points F, / ont une différence constante, e'gale à quatre fois l'inverse de l'aire ABC.
S8. Soit F' l'inverso de F dans le triangle ABC, et soit A„b;c'o le triangle podaire de F. Les triangles AoBoCo, A'oB'oCi sont inscrits dans la même circonférence ayant pour centre le milieu P( du segment FF' (j%. 3i).
Faisons tourner les deuy faisceaux F{A„B„C(,), F'(A'„b;g;) autour de leurs centres d'un mémo angle X, mais dans des sens contraires. Leurs rayons rencontrent BC, CA, AB aux sommets de deux triangles A,B,G,, A'iB'iC, qui sont respectivement semblables à AoBo Go, A'oB'oC'o.SoitPi le centre de la circonférence Al B,; G, les triangles FPoPj et F Ao A, étant directement semblables, il en est de même des triangles F'PoPi et F'A'oA',. n résulte de !à que les deux triangles AiBjGi, A,B'iG'i sont inscrits dans une mène circonférence.
On peut donner deux antres modes de génération des groupes de six points, tels quo AjBiCiA'iB', C'i, situés sur le périmètre d'un triangle fixe ABC et appartenant à une même circonférence. Soit t>!ic le triangle
(lÈOHÉTUllî DU ■]
formé par les droites BiCi, CiA'i, AiBj, et soit n'i'c' te triaiigio qui a pour eûtes les droites B, Ci, C, Ai, A\ Bi- Les côtés des triangles abe, a'b't^ oui des directions invariables, et leitfs sninmets parcourent trois droites fiées AE, BE, CE. En effet: i° Le (juadrilatère BiC',A',B'i étant inscrit, l'angle ABiC, =C',AÎBi ; donc les eûtes du triangle abc font avec CA, AB, BC des angles (Sgaus aux angles A'i, B,, C, dn triangle A', B'i C, , etc. 2° Les eûtes du triangle C, B', a ont des diroctiens fixes et doux sommets décrivent des droites; par suite, le point a so meut sur une droite passant par A. 3° Les eûtes opposés do l'hesagone inscrit AiB'jBiA'iCiC, se coupent en trois points a. A, a' situés eu ligne droite. 4° Enfin, les eûtes opposés de l'hexagone inscrit Ai A'iB,B, Ci Cj se coupant sur une m6me droite, les côtés de rang pair et ceux do rang impair forment deux triangles ABC, abc qui ont un centre d'homologie. Ciierehons les coordonnées normales x, j, s de E dans le triangle ABC. Le rapport ^ ; z est égal à celui des perpetidicukires menées du point a sur AC et AB; d'où
On déduit, de ces égalités.
sin A'i B'i C,
u A', C, lî',
iiA,B,C,
eosécAi eosécA'i cosécBi coséeB', coséeCi cosôcC,
S9. Examinons encore le cas (Jîg. 3a) où trois points Ai, Bj, C, d'une figure semblablement variable sont assujettis à se mouvoir sur trois
droites concourantes FA, FB, FC. Si l'on donne le point Ai sur FA et que la circonférence Ai Bi Ci rencontre les droites FA, FB, FC en a, 6, c,
478 NOTE ni.
on peut déteirainev les poiau b, c par la condition que les angles Ai 6B, AicF soient égaux h AiGjBi, A]BiCi,, ot, par suite, décrire la circonférence Atic. Cette construction montre que les côtésdu triangle Ai Bi Ci ae déplacent parallèlement à eiix-mênios, lorsque A, se meut sur FA. F est donc un centre permanent d'homoC/i^ùe.
H peut arriver que la eireonférence AiBiCi passo par F. Alors toute circonférence passant par F rencontre FA, FB, FC en Lrois points qui sont les sommets d'un triangle de forme constante; et F n'est plus un centre permanent de similitude.
SUR QUELQmis riiucLEs iiEMutQnAnLES.
60. Les résultats des n™ 5B, W!, S8 prennent une forme très simple, lorsque le triangle AiBiCi est directement semblable à BCA. Dans ce cas, F, F' sont les points de Brocard ù, O'; le triangle A'iB',Ci est semblable à CBA; le centre de la eireonféronce AiBiCi est situé sur la di-oito OK; les eûtes du triangle aùc sont parallèles à ceux de ABC; les côtés du triangio a' b' c' sont parallèles aux tangentes menées par A, B, C au cercle ABC; enfin, îe centre d'homologie E des triangles ABC, aie, a'ii'o' coïncide avec K.
Nous allons établir ces propriétés par une seconde métliode, qui a l'avantage de s'adapter aux polygones dits hannoniquef.
PUOBLÈME,
ai. Étant doitnÉ un triangle k\i{!,i nii. propose d'en construire un second abc qui soit /lomot/iélïque à ABC, et tel que les shs points de renconli'e des eûtes jwii homologues des deu.e triangles soient situés sur une même ei>;.-onférmce(f^'.Z3].
Soient a, 3', fi, p', Y, -[' ces points. Les points y, P', p, f' appartenant à uno mûme cire oufé ronce, -fp' est une transversale antiparaUèle de l'angle BAC. Mais la figure Ay^fl' est un parallélogramme; donc la droite Art passe par le milieu de ^P' et, par suite, est une symédiaiie de ABC. On conclut de là que le contre d'homothétio des triangles ABC, alic est le centre des syniodianos da chacun d'ouï.
Cette condition est suffisante. En effet, soieat m, n, p les centres des parallélogrammes A^^p', SabY, Cpca', et soit u le centre du cercle mnp. Puisque les syraodianes AK, BK, CK passent aux milieux des transversales p'y, ^'a, a'p, celles-ci sont parallèles aux côtés du triangle KaEi,K^. formé par les tangentes au cercle .4BC. Les angles AyP', B-f'a sont égdus comme étant égaux à ACB; d'où
Par conséquent, les triangles rcctanglos (om-f, bina., oipP sont égaux, et la est le centre d'un cercle passant par les six points a, a', p, p', y,-;'.
GfiOMfiïniK I
Les triangles ABC, m/ip étant hoinotlicUquea par rapport à K, w esl situé sur la droite OK.
62. l'LesdroiteSY^', "y'iP"' sont parallèlosauscôtésdu triangle KoKùKc et divisent les droites KA, KB, KC en parties proporlionnolles; eîles forment doue un triangle a'/''c', liomollié tique à K^KaKc par rapport à K.
■i" De l'égalité des ares {i'-f, 7'a, a'p, on confilut aîsiment que les triangles ja^, ^'■^'a' sont égaux entre eux ef semblables à ABC
3" Soient Si, ù' les points de Brocard du triangle ABC. Si l'on fait tourner le faisceau li(ABC) autour de û d'un angle quelconque, ses rayons
48o NOTli Hl.
renconl.rontAB,BC,CA aux sommets d'un IriûagleYaiJsomhlable à ABC; car les triangles itÀ.-(, QSat'QC^ sont directement semblables, d'où l'on comdut la simUitudc des triangles ûAB et a-^a, iiBC et i2«[i, liCA et û^-f . On voil qao 11 et li' sont les ceuLroB permanents de similitude dos triangles variables yap, p' 7' a' do la /g-. 33.
4" Lo lecteur trouvera faeiîomcnt la dômoiistratioii des théorèmes soivanls :
Soient P'Yi y'"i "'? ''■'"■* '^'''^' égau-x, dti mente sens, d'une evrcoiiférence. Les cordes^'f, y's, a'^ forment un triangle a'b'c'; les cordes aa.', pp', 7/' "" second triangle ABC; les cordes p-f', ^o/, ap', un troisième triangle abc. Ces trois triangles ont pour centre d'Iwmologie commun le centre des sf médianes des triangles ABC, abc.
On inscrit à une circonférence oi un hexagone aa'Yf'PP' dont les côtés opposés sont parallèles. Le triangle formé par les côtés de rang impair et celui qui est détermina par les eûtes de rang pair, ont mêmes symédiemes,
63. Si le triangle abc de la^. 33 se réduit au point K, on a le théorème suivant ;
Les parallèles owc côtés d'un triangle ABC, menées par le po'uit K, coupent les côtés en six points a, a', p, p', y, f' d'une même circonférence ayrmt son centre au milieu de OK {ftg- 34).
Les angles Kay, K-fp, Kpa ont pour mesures les moitiés des ai-cs égaux p'-y, a'p, f'n. Donc K est le po'ait direct de Brocard du triangle ap-f ; il est le point rétrograde de Brocard du triangle «'P'f'- Les
■s de-if.
GÉOiaÉTRlË nu TLU côtés de ces lriangle.1 sont parallèles awc Si'CABC).
Les côtés liomologues des triaugies ABC, y«P et les i' logueB des {aisceaus li(ABC), 2(fnp) font entre eux 1' suite, les triangles f AQ, aBii, ^Cli .' sont à l'intersection de AU, BC, GA aux milieux des rajons iiA, iiB, ûC.
Le rapport do simililude dos triangles •^a,^., ABC a
48 1 Si (ABC),
socèles, et les points •;, a, ^ Iss perpendiculaires menées
" sînaV "
64. Le triangle abc do li ^g 33 peut se réduire au point K; ce qui
donne la proposition suivante Les paraUèles aux côtés du triangle
■ ortkique de ABC, meiiei^t pai le point K, rencontrent les côtés des
angles BAC, CBA, ACB en su pnnts a, a', ?, ^', y, j d'une cii-confé-
renca ayant pour centre le point K (^g'. 35).
Fig. 35.
Cette figure donne lieu à plusieurs remarques intéressantes. E. et m; C. — Tr. de Géom. {I" Pai'tiu.) 3(
482 NOTE lis.
A un triangle donné ABC, on peut inscrire deux triangles a^-j, h'^'y' lytîTîi leurs côtés perpendiculaires à ceux de ABC. Ces triangles siint inscrits dans une même circonférence ayant pour centre le point K.
Si un keccagùnc inscrit a^'p^'ï"' "* *^* côtés opposés égaux et parallèles, le centre de la cù-conférence circonscrite est le centre des ijmédiaites de chacun des triangles ABC, abc formés avec des côtés alternants de l'hexagone,
Q. étant le 'centre de similitude des triangles -la^, ABC, dont les côtés lîomologuos sont perpendiculaires, les angles Aûfi Btia,CQp sont droits; donc le rapport de similitude de ces triangles a pour espression
THÉORÈME
ij"i. Soient H|, Us, llj les pieds des htenteurs du triangle AUC ; a', l/', c' les milieux des droites HîHa, lisHi, HiHj; p' et -y les projections de Hi sur AC et AB, f' <^t a celles de \h sur BA et l!C, a' et ^ ceUes de Ha sur CB et CA.
Cda posé ;
1° Les six points a, «', P, P', y. ï' ^wjî .s/îjïé.f J^w wjc oiéltne circonférence T.
3° ieï droites ^'y, -{a., a'P passent par deux des points a', h', c et ont pour longueur commune le demi-pérvnétre du triangle Hi Hî Us-
3" Le centre du cercle T est le centre du cercle i/iscrit au triangle a'b'c'; il est situé au milieu de chacu/ie des droites HjAft, H|B/i, HaC/, Joignant les pieds des hauteurs de ABC aux orthocentres des triangles AH^Hj, BHaHi, CHjHa (/Ig. 36).
Noua rattachons cotte proposition aux n*" 61 et 62.
On sait que les droites A«', 8 ù'. Ce' eoncoureal au centre Kdessyniédianos de ABC (N.,29). Par conséquent, le triangle a'b'c' est homottiétiquô à K„!C/,Ks par rapport à K, et ses côtâa rencontrent ceux de ABC en six points a, a\ ^, ji', •{, -f' d'une même circonférence, dont le centre T est situé E«r la droite OK.
Le triangle c'p'II, est isocèle, car
angle A p'-f = AHsH^ ^ ABC = CH, il,;
et l'angle Hap'H, est droit. Ainsi, les points a, a', p, P', ■;. t' ' pieds des hauteurs des triangles Allaîls, BHalli, GHiHj. Nous venons de trouver
par analogie,
Donc la droite p'f est égale au périmètre du triangle a'Ii'c',
Les cordes égales p'^, f'n, a p sont à égale distance du centre; donc T est le centre du cercle iaecrit au triangle ti'b'c.
Nous avons trois parallélogrammes AftHjHHa, B/,HsHHi, C/,HiHHï; donc les eètéa opposés de l'hexagone A^HaCAHiBAHs soDt égaux et parallèles, et les diagonales AAHi.BfeHa, G^Hj se coupent mutuellement en parties égales. La droite «'T, bissectrice do l'angle d dh\ est parallèle à Hslt/i et passe par le milieu de HsHj: donc oUc passe égalo-
l'ig. m.
ment par le milieu de HiB/,. On condut de là que T est le milieu de chacune des droites A/,Hi, Bftîl,, C/.Hs.
SCOLIB.
66. r Les droites AAft,BIi/„CC;i étant perpendiculaires ù HsIIj, IIsHi, HiHï concourent au centre 0 du cercle ABC. Les triangles A/,BftC/„ HiHsHj sont symétriques pai- rapport à T; donc leurs côtés homologues sont égaux et parallèles, et 0 est aussi l'onhocentre de A/jBaC/,. Soit h l'orthocentre de HiHsHs ; ce point est le symétrique de 0 par rapport à T, donc il est situé sur la droite OK.
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t,° !*s droites p^'i T*'i "f ' forment im triangle ahc homothétique à ABC par rapport à K (N.,62), propriété qu'on peut démontrer directement.
La droite A«'K passe donc au milieu m de b'c'. Mais b'm est égal au demi-périmètre fm du triangle a'b'c' diminué do 6'y ~ a.'c'; donc m est le point do contact de b'c' avec le cercle inscrit au triangle d b' d. Autrement dit, K est le point de Gergonne du triangle a'b'c'.
3° Les droilea fHi, p'Hi étant perpendiculaires à n^', ay, la droite fiHi est perpendiculaire à p'f et H^Hj. Donc les lignes alii, bïit, cHa senties hauteurs du triangle HiHjHj; il est facile de voir que leur point de concours /i est aussi le centre du cercle circonscrit au triangle abc.
4° On sait que les triar ])oint de Brocard 2.
Leurs eôtéa homologues culer par la formule
tangç^- — (tangA-i-
Pour démontrer cello-( aurons (fig. K)
tangç^Uang.-ïB.:-=^, Œî; = E' m = 'i U'où, en éliminant ap et fp.
igles
3, ABC
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ont raâme
font
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on trouve la formule indiquée.
Soient ;: le rayon du cercle ï et ii celui du cercle ABC, Le triangle a Y y' donne
«!'= 2psint?.
Mais les quadrilatères OHjAIIj, OHsBili, OHiCHs ont pour mesures -IlaHa-AO, ilîsHi.BO, -HiHs.CO; par suite, l'aire du triangle ABC est
S^-R(llanj-4-HaHi+H,H2) = R-Kï',
yGoosle
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et comme on a
e rapport de similitude des triangles apf ■ -^^^ a pour valeur p siiiAsinBsiriC cosAcosB cosC
SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE
■J. Les coordonnées normales absolues crime droite vôiifieiit la relation (N., 1,3)
que l'on peut raeltre sous la forme
2. La perpeadicuiaire meniie du centre 0 du cercle cireoiiscrit à un
4ÔH "■■
3. Du centre 0 du cercle circouscrit au triangle ABC on abaisse des perpendiculaires sur les droites passant par les pieds des trois bissectrÎMS estérieuros ou par ceux de deus bisseclvices iiiLérieiircs, Ces perpendiculaires ont pour mesures
triangle ABC, sur l'axe orthique (N., 7), a pour expression ~
(ïi
-'l/r^' <«-'VrS'
4. Le centre radical des trois cercles exinscrits à un triangle ABC coïncide avec lo centre du cercle inscrit au triangle complémentaire de ABC. — Proposition analogue pour le centre radical du cercle inscrit <i ABC, combiné avec deus cercles exinscrits.
5. Si deus triangles sont symétriques par rapport à un point, les transversales réciproques (N-, 8) des côtés de l'un par rappoi-t à l'autre triangle sont concourantes.
6. Une transversale m rencontre les côtés d'un triangle ABC aux points m,, m^, ntz. Les isogonales (N., 9) des droites Awi, Biîi^, Cm, rencontrent les côtés aux points m\, m'^, in'j. Démontrer que les
CA
Aiï (lu triangle ABC. Oômontrer la formule
MNP BM.CN.AP + MC.NA.Pfi
ABC Àlt.lSti.CA
En conelure que i" si M', N', P' sont les isotomiques de^ pomts M N, P, les triangles MNP, M'N'P' sont équivalents; i" si ABCDCt- est un hexagone fJont, les côiôs opposés soient parallèles, les triangle*- ACE, BDF sont érpiivalents,
8. Calculer en fonction des côtés d'un triangle ABC : i" Une du triangie orlhique; -x" celle du triangle qui a pour sommets les pieds des trois bissectrices intérieures; 3° celle du triangle qui a pour sommets tes points do contact des côtés du triangle ABC avec le cercle insciit
9. Soit P un point quelconque du plan d'un triangle ABC, et soient III, Hj, Hb les orthocentres (N., 5) des triangles BGP, CAP ABP Di, montrer que les triangles ABC, iliHsHj sont équivalents.
10. Soient a, p, Y'es points où les médianes w, m', nî" du triangle A1)G rencontrent la circonférence circonscrite. Démontrer que
ABC aym'^/n'^m"^
a. Trois droites menées par les sommets d'un triangle ABC et par un même point P rencontrent les côtés ans points A', B', C. On les prolonge, dans les deux sens, des quantités
A'a-Aa' - AA', lï' p - H 3' -■ ItB', C'f^Cr'^CC'.
Démontrer que
a^-( -;,A'WC.'h-3ABV., a'S'y'^: A'ii'C'H-(1.4BC.
12. Sur les côtés du triangle ABC, on coustruiE, vers l'extérieur, les carrés BCDB, CAPK, ABLM; soient .ï,j', a ies centres de ces carrés, et soient X, Y, Z les quatrièmes sorainots des parallélogrammes construits sur AF et AM, BL et BE, CD et CK. Démontrer les propriétés suivantes :
1° Les droites FM, 13, DK sont égales et pcrpendiculHJres aux médianes de ABC.
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2" Les droites AX, BY, CZ sont égales et perpendiculaires aux côtés de ABC.
3° Les droites As, Bj, Cz sont égales et perpendiculaires aux côtés du triangle a^s.
4° Les milieux des côtés du triangle ABC sont les centres des carrés construits intérieurement sur les côtés du triangle arjz.
5° Les pointa x, y, z sont les milieux des côtés du triangle XYZ.
6° Les triangles ABfi, ayz, XYZ, EKM, LPL ont même contre de gravité,
7° Les quadrilatères BCFM, FKBL, MLCK sont équivalents au carré construit sur_/z.
S° L'hexagone EDKFMLE a pour mesure chacune des sommes BC^-i-aj^', CÂ'-i-2^\ AB ^- 2'^'.
9° Les droites Ax, BF, CM, KL concourent on un môrao point.
10° Les quadrilatères EDFM, KFLE, MLDK sont égaux à quatre fois le triangle icfs.
13. Les notations étant celles de l'exercice précédent, on demande de construire le triangle ABC, connaissant :
1° Les points x,y, z;
2° Les pointa X, Y, Z;
3° Le triangle formé par les droites DE, KF, ML suffisamment prolongées ;
4° Le triangle formé par les droites FM, LE, DK suffisamment pro-
M. Par un point P, pris dans le plan d'un triangle ABC, on mène une parallèle à BC, rencontrant CA en p, AB en y'; une parallèle à CA, rencontrant AB en f. BC en a'; enfin, une parallèle à AB, rencontrant BG on a, CA en ^'. Démontrer :
1" Que
^: ^ pp' . ït' ... „ .
2° Que les triangles a^-f- "'^'ï' ^"nt centre de gravité de ABC ; '<," Que la somme aa'
s coordonnées barycentriques (N., 2) de P sont alors
. loisque P est le lors |ue
yGoosle
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Wi. Los notalioiiB étant celles cle l'exercice précéder ," Que
Pa , P|i , l'y _ 1^' , y , ^ _
■(" Que la somme l'es -i- Pp -H Py ost minimum, lorsque V est le point de Brocard û.
16. Étant dontté un trianj^e ABC, ddtorminer un poiut Ji tel que, si l'on mène les droites JiHi, Ji^i, iili parallèles à AB, BC, CA et rencontrant ea a,, p,, 7i les côtés BC, CA, AB, on ait
J,=,^.l,li. = J,-fi.
De même, déterminer un point Jj tel, que les droites J^a,, J^fl,, Jj-Jï parallèles à CA, AB, BC et limitées à BC, CA, AB, soient égales entre elles.
Les coordonnées normales des points .!i, J^ sont
l'inverse da J,ai cl .Ijas est égal à la somme des inverses de a, b, t ; l'oi-thocentro de l'un des triangles ûi|3ifi, aspîTî est le centre du cercle circonscrit à l'autre ; enfin, ces deux triangles ont môme cercle des neuf points.
17. Étant donné au triangle ABC, déterminer un point J tel, que les parallèles menées par ce point aux côtés de ABC et terminées aux autres côtés soient égales
Démontrer que Imveise de l'une de ces parallèles égale la demisomme des inverses des côtés de ABC, et que J est îe complémentaire du leoiproqiie du contie du cercle inscrit au triangle ABC.
Les associés harmoniques des points J, Ji, J| (voir l'énoncé précédent) jouissent de piopiiétés analogues.
18. Soient AM, AN deux droites symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle A du triangle ABC; soient M, N leurs points de rencontre avec BC, et M', N' leurs points do rencontre avec la circonférence ABC. On a
AM.AN'= AH'. AN = AB.AC
Am' ^ BMXM ynï^BN.CN'
19. La symodiane AK et la tangenle menée par A au cercle ci au triangle ABC rencontrent le coté BC en Ki, A-, ; si A' est le milieu (le BC, on a
AK, = ,v— -^ AiV, kk, = -,—% ■
20. Dans tout triangle, au [lus giand cote est opposée la plus petite symédiane, et réciproquement Un trnngle est laocele ai deu\ syinedianes sont égales.
2i. Sur les c6tés d'un tuansie ABi on Lonatrujt les triant,los dntctement semblables A'BC, B L 4 C AB Démontiei que les droite» AA , BB', ce sont égales et parallèles aux cotés d nn même triangle
22. Soient M, N, P trois points pris bur les cotes du triangle ABC ; soient M', N', P' leurs isotomiques Démontrer que les centres do gravité des triangles MNP, M'N'P sont ssymotiiques [ai rappoit in ccntit de gravité de ABC.
23. Soient A', B', C des pu nia divisani loa cotts B< L \. UJ lu triangle ABC dans le même rapport/): g.
1° Les triangles A'B'C, ABC ont môme centre de gravité.
1° Les droites AA', BB', CC sont égales et parallèles aux côtés d'un même triangle A"B''C''.
3° Si a, b, c, a', b', c'. S, S' sont les eûtes et les aires dos triangles ABC, A°B'C", on a
4° Soient A"', B™, G" les interseetioos mutuelles des droites AA', BB', CC; on a
^ -=E è:'F- - 'il ^^^1 ~ -JtzZ.1-'-— AC" q A'C°' yj' ' «' p^-i-pq -;■ q' '
A'"B-'C"' ^ {q~py _
ABC p-^Pg-^q^
5' Les triangles ABC, A'B'C, A''B''C'' ont même angle de Brocard.
2i. Le centre des symédianes d'un triangle ABC et le centre du cercle circonscrit sont des points réciproques par rapport au triangle complémentaire do ABC.
Le réciproque de i'orthocenire de ABC est l' an li complémentaire du centre des symédianes.
23. Soient G, H le centre de gravité et l'ortliocentre du triangle ABC
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et soieiii a,, [Ji, -fj, nj, (i;,, -fs les points de roncontre des hauteurs et des mâdianes do ABC avec la circonférence dScriie sur GH comme diamètro. Démontrer que :
1° Le triangle nipi-f, est inversement semblable h ABC, et que le triangle a^ ^afs est inversemeni semblable au triangle podaire du centre K (ies aymédianes de ABC.
3" Les droites a, a,, ^ip,, y,^^ sont les symédîanes des triangles "i I*i7!i '^a^iïi et se coupent on K.
26. Les tangentes menées par les sommets d'un triangle ABC an cercle circonscrit formant le triangle KaK^Se :
r Les coordonnées normales absolues de K^ sont — -atangA, -h langA, -tangA.
■i." Ka et ses projections aurles côtés do ABC sont les sommets d'un [larailélogramme.
3° Les droites joignant Ka, K/,, Ke aux pieds II,, IJî, Hj des hauteurs de ABC se coupent en un point de la droite OH, qui est l'inverse do l'anticomplémentaire de K.
4° Los droites joignant A, B, C aux milieux des segments OKh, OK*, OKc concourent au point inverse du centre du cercle des neuf points de ABC.
5° Le centre du cercle circonscrit au triangle KaK^Kc est sur la droite on.
il. Parmi les triangles inscrits à ABC, celui dont la somme des carrés des côtés est minimum a pour sommets les pi-ojections de K sur BC, CA, AB.
2S. Soient I ie centre du cercle inscrit (r) au triangle ABC; o, [1, -j les points de contact de ce cercle avec les côtés de ABC; Ole contre du cercle ABC de rayon R; G' le centre do gravité du triangle a^Y- Démontrer que G' est sur la droite 01, que IG' = -^ et que la polaire
de G' par rapport au cercla I passe par los pieds des bissectrices estérioures du triangle ABC.
29. Sur les cfttés BA, CA d'un triangle ABC, on prend les longueurs BD = CE = BC. Démontrer que la droite joignant los centres 0, I du cercle circonscrit et du cercle inscrit au triangle ABC est perpendiculaire à la droite DE et égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle ADE.
Quel est le théorème analogue sur les cercles oxinscritsî
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30. Si ta droite OK du triangle ABC esl parallolo à BC, (m a les [>i-opi'iétéa suivantes :
2» V= -Tc — A;
o" S! est sur la hauteur BH3, H' sur !a hauteur CHj; 4" La médiane CC et la hauteur BIIs se coupeul sur la syinédiane AK ; il en est de même de BB' et CH3 ; 5° AA' passe par le milieu de OK.
31. La droite ÛQ' est parallèle ou perpendiculoirc à AA' on parallèle à OA, lorsque, respectivement,
r La droite iiù' coïncide avec îa bissectrice CI;
2° Les points û, û' se confondent avec les projeclions A,, Bi de K sur les médiatrices OA', OB';
3° Le cercle (OK) touche AQ en ii, Bii' en Q';
4° La médiane AA' et la symêdiaiie BK se coupent sur Cl ; ii en est de même de BB' et AK.
Sia^=l(b
r Le triangle podairo XYZ de K est semblable à ACB;
2° La circonférence AB'C passe par G; les circonférences AGB, AGC touchent le côté BC ; la circonférence BGC passe par H ;
3° OK est perpendiculaire à AK, GK est parallèle à BC;
4° ÂK* = BK.CK, 2ÂH ' = BH V Cii ';
5" Le triangle podaire de G est isocèle;
6° Le cercle qui passe par A et les pieds des bissectrices intérieure et estérieure de l'angle ABC passe par G ;
7° Lorsque deux sommets du triangle ABC restent fixes, le troisième décrit une circonférence-
34. Soient X, Y, Z les projectious du centre de gravite G du triangle ABC sur los côtés BC, CA, AB. La droite GX rencontre CA en X„ AB en Xi; la droite GY coupe AB en Yi, BC en Y^; enfin, k droite GZ
'tQ^l IJÙOJiÉTIim BU TRIANGLE.
youpo l)C ou Zj, CA en Zj. Démontrer les termules
m. Soient A,, Ui, Ci los projections du contre K des symédianes du triangle ABC sur les perpendinulaires élevées aux milieux des côl^s. Soit D le point de concoure des droites AAi, BBi, CGi. Démontrer que les droites joignant les milieux des côtés homologues des triangles ABC, AiB,Gi concourent en un même point S, qui est, à la fois, le complémeotaire de D, le milieu do la distance ûli' et l'inverse du pôle de la corde liQ' du cercle (OK).
36. H étant l'ortliocentre du triangle ABC, on porte, sur les droites HA, Hit, HC, des longueurs HA', HB', HC égaies aux hauteurs correspondaates de ABC. Los parallèles menées par A', B', G' aux eûtes BC, CA, AB forment un noiiveaii triangle A'B'C. Démontrer que H est le centre de gravité de A'B'C, ot que lo centre d'homothétie des triangles ABC, A°B"C'' est le centre du cercle des neuf points de chacun d'eux,
37. A un triangle domié ABC, on circonscrit deux triangles AiBid et AîBjG,, semblables à un triangle donné a^f, et ayant leurs côtés homologues perpendiculaires entre eux. Démontrer que la somme des aires des triangles AiBjCi, A^BjCb est constante.
38. On mène, par les sommets d'un triangle ABC, des droites faisant un mcmcaûgle^, dans lo même sens, avec les côtés opposés; soit A'B'C le triangle formé par ces droites. On demande de démontrer que :
1° Le centre du cercle circonscrit à A'B'C est l'orthocentre de ABC; a" Les projections de BC, CA, AB sur B'C C'A', A'B' sont égales
3" 11 existe une valeur de X telle, que le trianglo A'B'C soit égal à ABC.
39. Étant donnés les sommets B, C d'un triangle ABC et la symédiane indéfinie BE, lo sommet A décrit une circonférence.
40. Construire un triangle ABC, i" Les longueurs AB, AC, AKj ; 2° Les longueurs BC, AA', AKi ; 3° Les points B, C, K :
4" Les points B, C, !i;
rapport au point E : los droites AA',, BB'i, CC'i ont alors des directions connuos; quel est le rapport de similitude de A|B, Ci, ABC 7
56. Les bissectrices intérieures du triangle ABC rencontrent la circonférence circonscrite aux points A', B', C ; celles du triangle A'B'C rencontreat la circonférence aux points A", B", C" ; et ainsi de suite.
Démontrer que les triangles ainsi obtenus ont pour liraitea deux triangles équilaléraux symétriques par rapport yu centre du cercle ABC,
( liB L» PUGMIÉRJi PAUTIIÎ,
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