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PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION
L'Ouvrage que j'ai publié, il y a quinze ans, sous le titre d'aperçu historique sur l'origine et le dévelopjyemontdes méthodes en Ge'ométrie [' ) élait une préparation à la publication que je commence aujourd'hui. D'autres travaux m'avaient détourné de ce sujet. Mais une chaire de Géoine'trîe supérieure , réclamée depuis longtemps par la Faculté des Sciences et instituée en 1846» m'ajant été confiée, j'ai dû reprendre d'anciennes études et m'efforcer de lier entre eux, pour les ériger en corps de doctrine, des matériaux insérés en partie seulement dans les Notes de Vuiperçu historique.
Au lieu de l'Ouvrage que je mentionnais alors sous le nom de Compléments de Géométrie, et dans lequel je me proposais de réunir ees matériaux, je me suis trouvé naturellement conduit à faire, s'il m'était possible, un Traité méthodique; et j'ai dû l'intituler Géométrie supérieure, pour conserver le titre même de la chaire consacrée à l'enseignement de la Géométrie pure.
Nouveau par le litre, ce Xraité de Géométrie supérieure l'est aussi, àbeaucoup d'égards, parles matières, et principalement par la méthode de démonstration. Ce qui le caractérise essentiellement et détermine l'esprit dans lequel il a été conçu, c'est l'uniformité de cette méthode et la portée de ses applications.
Les principes, ou théories spéciales, sur lesquels reposent ces procédés uniformes de démonstration sont développés dans le Volume que je publie aujourd'hui. 11 contient, en outre, l'appli-
(.') J'oiV, plus loin, 1B
yGoosle
cation de ces principes aux propriéti!s des figures reclilignes et circulaires, et quelques théories générales, entre autres la théorie Ae& figures homographiques et celle àe& figures corrélatives, d'où dérivent, dans leur plus grande extension, les deus méthodes de transformation des figures en usage dans la Géométrie moderne.
On trouvera plus loin une indication sommaire de ces différentes Parties, et alors je dirai quelles sont les théories fondamentales sur lesquelles reposent les démonstrations que j'emploie, et je chercherai à expliquer d'où proviennent la facilité et la fréquence de leurs applications. Mais je dois indiquer d'abord les caractères généraux qui distinguent ces méthodes à d'antres égards, en cela surtout qu^elles participent aux avantages propres à l'analyse.
Je veux parler de la généralité dont sont empreints tous les résultats delà Géométrie analytique, où l'on ne fait acception ni des différences de positions relatives des diverses parties d'une iîgure, ni des circonstances de réalité ou AHmaginaritè des parties, qui, dans la construction générale de la figure, peuvent être indifféremment réelles ou imaginaires. Ce caractère spécifique de l'Analyse se trouve dans notre Géométrie,
Mais ces méthodes de pure Géométrie présentent un autre avantage essentiel, qui manque parfois à la Géométrie analytique: c'est qu'elles s'appliquent avec une égale facilité aux propositions qui concernent des droites comme à celles qui concernent des points, sans qu'on soit obligé de conclure les unes des autres par les méthodes de transformation, ainsi qu'on a coutume de le
Il y a donc, comme on voit, trois points de doctrine mathématique, qui donnent au Traité de Géométrie supérieure un caractère spécial et semblent marquer un progrès dans la culture de la science. Je vais entrer à ce sujet dans quelques développements.
Jusqu'à présent on n'a point introduit, d'une manière générale
et systématique, en Géométrie, le principe des signes, pour marquer la direction des segments ou des angles, excepté dans la Géométrie analytique et dans quelques questions particulières, telles que la théorie des centres des moyennes distances et des moyennes
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harmoniques, où l'on ne considère que des segments formés sur une seule droite.
On est tellement familiarisé, en Analyse, depuis Descartes, avec ce principe des signes, dont on apprécie l'immense ulilitt^, qu'on peut s'étonner que l'on n'en ait pas encore étendu l'usage général à la Géométrie pure. Je dirai plus loin les causes de cette lacune regrettable. Pour la constater ici, il suffira de citer la relation, harmonique de quatre points, relation employée si fréquemment dans la Géométrie moderne, et toujours sans y faire entrer le principe des signes pour marquer la direction des segments. 11 en est de même de beaucoup d'autres relations d'un usage également fréquent, notamment de toutes celles qui rentrent dans la théorie des transversales.
Dans toutes ces relations et dans celles qui en dérivent, on ne considère généralement que la valeur numérique des segments, de sorte qu'elles se rapportent, d'une manière concrète, à une seule des figures que peut admettre une question, à la figure que l'on a eue sous les yeux dans le cours du raisonnement ( ' ).
Il est vrai qu'on peut conclure des relations démontrées pour celte figure celles qui conviennent à une autre, par la doctrine des quantités directes et inverses de Carnot, doctrine qui fait l'objet de la Géométrie de position.
Avant que ce dernier Ouvrage parût, on donnait ordinairement d'une proposition autant de démonstrations, et d'un problème autant de constructions particulières, que la figure pouvait pré-
reetangles ab.cd, ac.âb, ad.bc, et l'on démontre que Vuii de ces rectangles est égal numériquement à la somme des deux autres; celui-là dépend de la position relative des quatre points. Si ces pointa sont placés dans l'ordre □, b, c, d, ce rectangle est ac.bd, de sorte qu'on a«c.W= Bb.ei-\- ad.bc.
Dans l'ordre a, d, b, c, on a ab.cd^ ad.be-v- ac.db.
Et dans l'ordre a, b, d, c, ad.be = ab.dc-t- ac.bd.
Chacune de ces égalités, qui sont purement jiomériquea, convient à une position relotive déterminée des quatre pointa ; et c'est ainsi qu'on a coutume d'exprimer cctlo propriété de quatre points, démontrée eu premier lieu, je crois, par Euler. (Voii' Jperfu historique, p. 3o5. ) Avec le principe des signes, on resprime par la formule
ab.cd-h ac.db + ad.bc = 0,
senter de cas différents dans la disposilîon relative de ses diverses parties. C'est ainsi que faisaient les anciens el, dans le siècle dernier, R. Simson, Slewart, etc. La Géométrie de position a eu pour objet de prouver qu'une seule démonstration ou construction devait suffire, et de montrer comment on pouvait conclure d'une relation concrète et purement numérique, formée pour une figure déterminée, la relation qui convenait à un autre état de la
Le procédé consiste à donner le signe — , dans la relation proposée, aux angles et aux segments qui ont changé de direction dans [a seconde figure; alors la .relation prend la forme qui convient à cette nouvelle figure ( ' ).
C'est ce que Camot a appelé le principe de corrélation des figures. Mais, à dire vrai, ce principe n'est pas démontré, et les développements dans lesquels l'auteur est entré à plusieurs reprises, tant dans la Géométrie de position que dans des dissertations spéciales, ne forment que de puissantes inductions qui ne constituent pas une démonstration primordiale, absolue; et, à la rigueur, il faudrait justifier dans chaque question le passage d'une formule à une autre.
Certes, ce principe de corrélation est un progrès en Géométrie ; mais il n'est pas suffisant, et le défaut de rigueur absolue n'est pas ici le plus grave inconvénient de cette manière de procéder : il en est d'autres qui touchent à l'essence même de la science, car les propositions dans lesquelles on ne fait pas entrer le principe des signes sont, en général, incomplètes ; en n'y considérant que les valeurs numériques des segments, on néglige une partie essentielle des propriétés de la figure, que ces propositions auraient exprimées au moyen des signes.
Il s'agit ici d'un point de doctrine fort important. Fixons les
(') Los deus relations nu difloronl, finalement, que pop les signes de quelques
(les quantités que l'on considère, telles que des segments rectilignes } se trouvent, on doit conserver le signe qui les précède dans les formules où elles entrent ou le changer; et c'est la théorie de ces mutations que je nomme Géométrie de position, parce qu'en effet c'est par elles qu'on exprime la diversité de position des parties coircspondantea dans les figures de même genre. » {Géoiaétiie de position. Dissertation prélî-
idées par un exemple. Quand un quadrilatère est inscrit dans un cercle ou une section conique, une transversale rencontre la courbe et les côtés du quadrilatère en sis points qui donnent lieu à certaines relations à deux termes entre six ou huit segments. C'est ce qu'on appelle les équations âHnvolntion de six points ou le théorème de Desargues.
On a coutume de ne considérer dans ce théorème que les valeurs numériques des segrtients, en faisant abstraction des conditions de direction, parce que le mode de démonstration que l'on emploie n'implique pas par lui-même le principe des signes, et que l'on n'introduit pas a posteriori, ce principe dans les formules (').
Il résulte de là que les équations démontrées, bien qu'exactes numériquement, n'expriment qu'imparfaitement les propriétés de la figure. Par exemple, chacune de ces équations devrait pouvoir servir pour déterminer l'im des deux points de la courbe quand l'autre est donne, et cela n'a pas lieu , faute d'avoir introduit le principe des signes. Car prenons l'cquation ab'.b(/.ca' ^=- ac' .ch' .ba', l'une des sept qui existent entre les deux couples de points a, a' et b, V du quadrilatère et les deux points c, c' de la courbe; cette équation, si on la regarde comme une relation purement numérique et sans y faire entrer, au moyen des signes, aucune condi-
( ') Soient a, a' ; S, *' el c, e' les trois couples de points
\ on démontre d'abord dn
dÎTersea manières, qui souvent ne comportent pus l'opplical. les trois équations à huit segments
ion du principe des signes,
ah.ab' a'b./,'¥ bc.be' b'c.h'c' ca.ca' c'a.c'a' ac.ao' a'c-.a'c'' ba.ba' b'a.b'a'' cb.cb' c-b.&b"
puis on conclut de ces éqnationE, par voie de multiplicnlio membre, on obtient
n et division, quatre équa,rois équations membre a
^Pj?\ca''^7tJ7^:;^a ou ab'M'..a' =
--±<^b.yc.c'a.
Si l'on avait égard aux signes des segments, il y. aurait chois du signe du second membre. Mais cetLe difficulté i moins on la passe sous silence, parce qu'on néglige dans c* signes, pour n'y considérer que la vsleur numérique des i
ici une difficulté pour le le se présente pas, ou du ss formules le principe des iegiuants. Aussi Ton écrit
ces s^ments d'une manière arbitraire, par eiempJe ab' ■ quelquefois même sans observer dans les quatre équaÉions
Qu b'a indiffércmmenl, et une mémo règle de symé-
tion de direction des segments, donne pour une position du poinl c deux points c' et ne fait pas connaître lequel de ces deux points appartient à la courbe. Ce qui prouve que l'équation, telle qu'on la considère, ne satisfait pas à la question qu'elle devrait résoudre .
Il faut donc nécessairement introduire dans les relations d'involution le principe des signes, sans quoi elles seront de simples égalités numériques, formant un théorème imparfait et dont on ne connaîtrait pas toute l'utilité.
Cela peut expliquer pourquoi ce théorème célèbre de Desargues, dont on parle tant dans la Géométrie moderne, n'a cependant point encore eu toutes les applications dont if est susceptible. M. Brianehon, il est vrai, en a fait la base de son intéressant Mémoife sw les lignes du second ordre; mais il faut remarquer que tout l'ouvrage consiste dans les développements des corollaires du théorème lui-même, considéré dans tous ses cas particuliers, et que l'auteur n'introduit pas ce théorème dans les spéculations géométriques où l'on aurait eu à tenir compte de la direction des segments : ce que l'on n'a pas fait non plus depuis.
Aussi, ce que l'on appelle Vinvolution de six points s'est réduit aux équations à deux termes, entre six ou huit segments, relatives soit au quadrilatère inscrit à une conique, comme nous l'avons dit, soit aux six points d'intersection des quatre côtés et des deux diagonales d'un quadrilatère quelconque par une transversale { ' ).
Cependant les six points donnent lieu à diverses autres relations
(') Ces relations d'involution notre Gt des deax diagonales d'un qundrilatè anciens, en partie du moins ; car on mathématiques de Pappus sîi propoBilic
La proposition i3o esprimc la relntio
les six points d'intersectio trouve dans le septiÈme Li m généi-ale à huit segments
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très différentes, formant une véritable théorie dont les applications, déjà très fréquentes dans ce Volume, le seront encore plus dans la théorie des sections coniques. Mais ces applications seraient difficiles et fort restreintes si l'on ne considérait que les valeurs numériques des segments, sans y faire entrer, avec le même degré d'importance, les conditions de direction, et l'on peut dire que cette théorie de l'involution n'existerait pas sans le principe des sig-nes.
Cet exemple suffit pour montrer comment l'usage explicite du principe des signes est souvent indispensable pour donner aux propositions leur signification complète et toute la portée qui leur est propre, et à la science toutes ses ressources naturelles.
Mais ce principe a divers autres avantages. II apporte dans les démonstrations une facilité qui rapproche les conceptions de la Géométrie de celles de l'Analyse, car on sait qu'une démonsti'aîion est d'ordinaire plus pénible quand on est obligé de subordonner le raisonnement à l'état d'une figure particulière que quand on oeut raisonner d'une manière générale, comme en Analyse, sans tenir compte des positions relatives, accidentelles, des diverses parties de la figure. Dans le premier cas on cherche péniblement dans les détails de la figure les éléments de la démonstration, et dans le second on combine logiquement des propositions abstraites, sans aucune entrave.
dérer cette équution camme un cas particulier de la relation générale à six segments, qui touEefois ne se trouve pas dans l'ouvrage de Pappus.
Dans la proposition i3i, la transversale est la droite qui joint les points de concours des calés opposés, et In proposition exprime que cette droite est divisée harmoniquement par les deux diagonales.
Kniin la proposition i3i est un cas particulier de i3i. La droite qui joint les points Je concours des cOtéa opposés est parallèle a une diagonale.
Il est à croire que les géomètres grecs n'ont pas connu explicitement las équations d'involution relalivea au quadrilatère inscrit dans une conique; mais ils ont eu l'équivalent dans la proposition qu'on appelle, d'après Descarlea, [e tiiéorènie do Pappus. et qui consiste en ce que le prodidc des distances de chaque poiiic delà courbe h deux eûtes opposé/ du quadrilatère est au produit des distances du inéme point aux
Le principe des signes étend même son influence sur l'énoncé des propositions ; car, lorsqu'elles ne se compliquent pas de conditions de situation, elles prennent une forme à la fois plus générale et plus concise, qui présente à l'esprit une idée plus nette et se prête mieux au raisonnement.
On a donc beaucoup perdu à ne pas introduire systématiquement dans la Géométrie pure le principe des signes; les progrès de la science en ont été nécessairement retardés.
Si l'on ne démontre ordinairement, comme nous l'avons dit, une formule ou relation que pour une certaine figure, et non dans l'état d'abstraction et de généralité qui permettrait, au moyen des signes H- et — affectés aux segments et aux angles pour marquer leur direction, de l'adapter indifféremment à tous les cas possibles de la figure, i! est facile d'en reconnaître la raison. C'est que les propositions qui forment le plus ordinairement les éléments de démonstration, dans la Géométrie ancienne, ne comportent pas l'application du principe des signes. Telles sont la proposition du carré de l'hypoténuse, celle de la proportionnabté des côtés homologues dans les triangles semblables, celle encore de la proportionnalité, dans tout triangle, des côtés aux sinus des angles opposes. La règle des signes ne s'applique point à ces propositions, puisque les segments que l'on y considère sont formés sur des lignes différentes et les angles autour de sommets différents.
A ces propositions classiques la Géométrie moderne en a ajouté quelques autres, notamment celles qu'on désigne sous le nom générique de théorie des transvejsales , lesquelles comportent l'application de la règle des signes. Mais on a négligé de reconnaître dans ces propositions ou, du moins, de mettre à profit cette faculté précieuse qui forme tme partie notable de leur valeur, et on ne les emploie que comme exprimant de simples relations numériques, sans y faire entrer les conditions de direction d'angles ou de segments, ainsi que nous l'avons dit au sujet des relations d'involution (' ).
( ' ) II ne faut pas perdra de vue que nous ii'oolendaïis parler ici que des Ouvrages
Il s'ensuit que les propositions déduites synthétiquemcnt de ce petit nombre de théorèmes qui forment les éléments de démonstration les plus ordinaires de la Géométrie ne concernent que les valeurs numériques des segments et des angles, et sont dépourvues d'une partie essentielle de la signification mathématique qui leur appartient.
Au contraire, nos procédés de démonstration s'appuient sur des propositions qui impliquent toujours par elles-mêmes le principe des signes, et qui le conservent et le transmettent dans toutes les déductions résultant de leur combinaison synthétique, comme cela a lieu en Géométrie analytique (').
Les imaginaires, en Géométrie pure, présentent de graves difficultés : souvent on ne sait comment les définir ni les introduire
de Géométrie pure; car les propositions, mémo celles de (a Ihéorie des transvcraalea, que l'on démontre par la Géométrie analytique, doivent porter l'empreint* du principe des signes, h moins toutefois qu'en passant des résultats du cnlciii k leurs expressions géométpiquea, on ne néglige de tenir compte des signes, ou qu'on ne fasse quelque erreur ou quelque bypothése contraire à la stricte application de la règle ordinaire des signes. C'est, en effet, ce qui a lieu dans plusieurs O g l Gé m i ly-
tique, à l'égard notamment des deux équations & six gm nt I t t glo
coupé par une transversale ou par un fuisceau de troi d t d somm Is;
ces deui formules s'y trouvent différenciées par <les sg pé mnt t ii
ceux qui leur conviennent. Cependant, dans l'Ouvrage d MMbu nttl C l il Ja/^'cenîri'yuB C), le premier, jH crois, où l'on ait don d ign b. du I tions, elles ont, ainsi que te rapport harmonique ds q t po ts 1 t blés
signes.
M. de Morgan a déjà (ail l'observation que la théori d p d 1 ppl u
de l'Algèbre à la Géométrie laisse parfois quelque cho d (O h n d of
Hsing the signe -l- and — in plane Geomelry. Voir The Cambridge and Dublin inathematicalJournaî, mai i85i}.
(') Les formules de la théorie des transversales se trouvent dans l'Aperçu historique, sous leur forme accoutumée, sans signes Mais depuis j'ai conçu l'utilité que la Géométrie devait retirer de l'emploi des signes, el, dès 1 ouverture du Cours do C^anieci'!>fu^^rf'eure, j'ai introduit systématiquement cette doctrine comme indispensable pour donner aux relations de segmenta ou d'angles leur signiflcalion complète ot à la Géométrie l'un des caractères de généralité que comporte t'Analyse.
•Ici, e:n neuei Hiil/smUUl lur anidytiscker, Bstaa. re on/ die BUdiing «eiier Claasen von ^,./gabsn w !,■ Segtliehnille ««geivendet ion Abjusi f erdlnond
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dans le raisonnement; et, d'autre part, les éléments d'une démonstration peuvent disparaître quand quelques parties d'une figure deviennent imaginaires.
Ces difficultés n'existent pas en Analyse, où les imaginaires se manifestent et se caractérisent par les racines d'une équation du .second degré, dont les coefficients seuls, et non les racines ellesmêmes, entrent dans les relations que l'on considère.
Nos théories donnent lieu aussi à certaines équations du second degré, qui permettent d'introduire, naturellement et dans un sens parfaitement déterminé, les imaginaires dans les spéculations géométriques; parce que ces objets imaginaires, points, lignes ou quantités, n'entrent pas eux-mêmes explicitement dans le raisonnement, mais s'y trouvent représentés par des éléments toujours réels qui peuvent servir à les déterminer. De la sorte, les démonstrations impliquent les cas où certaines parties d'une figure, telles que les tangentes à un cercle menées par un point donné, deviennent imaginaires, sans qu'on soit obligé d'invoquer le principe (le continuité dont M, Poncelet a fait un si heureux usage dans son savant Traité des propriétés projeclives des figures, mais qui ne pouvait répondre aux vues qui m'ont dirigé dans la méthode suivant laquelle je traite la Géométrie.
Pour bien expliquer ma pensée à cet égard, je vais entrer dans quelques détails.
Rappelons d'abord ce qu'on entend ici par le principe de continuité.
Certaines parties d'une figure considérée dans un état général de construction, peuvent être réelles ou imaginaires, îndiiféremment; par exemple, s'il se trouve dans la figure un cercle et une droite, sans aucune condition de position relative, les points d'intersection de ces deux lignes seront tantôt réels et tantôt imaginaires, quoique la figure reste dans un état de construction général. Quand ces parties sont réelles, nous dirons que le fait de leur existence forme une propriété contingente de la figure, et, pour distinguer ces parties elles-mêmes de celles qui sont absolues ou permanentes, nous les appellerons parties contingentes.
Cela posé, il arrive souvent que ces parties contingentes (e'est-àdire qui peuvent être indifféremment réelles ou imaginaires) servent utilement, dans le cas de la réalité, pour la démonstration
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ij'un théorème, et que cotte démonstration n'ait plus lieu quand ces mêmes parties deviennent imaginaires. Alors on dit qu'en vertu du principe de continuité le théorème démontré dans le premier cas s'étend au second, et on l'énonce d'une manière générale.
Quelquefois le contraire a lieu, et c'est quand certaines parties d'une figure sont imaginaires que l'on y trouve les éléments d'une démonstration facile, dont on applique ensuite les conséquences, en vertu du principe de continuité, au cas où ces mêmes parties sont réelles et où la démonstration n'existe plus.
Prenons un exemple de chacune de ces circonstances.
Deux sections coniques situées dans un même plan se coupent, en général, en quatre points, dont deux ou tous les quatre peuvent être, imaginaires. Quand l'un de ces cas d'imaginariié a lieu, on démontre que les deux coniques peuvent être regardées comme la perspective de deux cercles situés dans un même plan, et alors on applique immédiatement à ces deux courbes les propositions relatives aux deux cercles, notamment celles qui concernent leurs centres de similitude ; ce qui donne de belles propriétés des deux coniques, concernant leurs centres d'homologie (' }.
Mais, quand ces deux courbes se coupent en quatre points réels, ce mode de démonstration fait défaut, car les deux courbes ne peuvent plus être considérées comme la perspective de deux cercles, puisque ceux-ci ne se coupent qu'en deux points réels. Alors on invoque le principe de continuité, et l'on dît que les théorèmes démontrés dans le premier cas s'appliquent également à deux coniques qui ont leurs quatre points d'intersection réels.
Dans cet exemple, c'est le cas où les parties contingentes de la figure se trouvent imaginaires qui fournit une démonstration des théorèmes que l'on a en vue. Dans l'exemple suivant, les parties contingentes sont réelles.
Soit un quadrilatère inscrit dans une conique ; une transversale, menée arbitrairement, rencontre la courbe et les deux systèmes de côtés opposés du quadrilatère en trois couples de points, entre lesquels ont lieu les équations d'involution. Que deux autres coniques passent parles quatre sommets du quadrilatère, les deux
(') Voirie Traiid des propriélés prujeai-'ei d^s fgurei âe il.Vauce\ei,f. Go et |56.
points d'intersection de chacune d'elles par la transversale formeront pareillement «ne involution avec les deux couples de points appartenant aux quatre côtés du quadrilatère; et l'on conclut de là, en combinant les équations d'involution, que les trois couples de points qui appartiennent respectivement aux trois coniques sont eux-mêmes en involution, c'est-à-dire que : « Quand trois coniques passent par quatre mêmes points, toute transversale les rencontre en six points en involution ( ' ). »
Ce théorème est ici démontré dans le cas où les quatre points communs aux trois courbes sont réels, et, par le principe de continuité, on l'étend au cas où deux de ces points ou tous les quatre sont imaginaires, bien qu'alors la démonstration n'ait plus lieu, puisqu'il n'y a plus de quadrilatère.
En Géométrie analytique, la démonstration de ces théorèmes a toute la généralité désirable, car on n'y fait point acception des circonstances de réalité ou d'imaginarité des points d'intersection des coniques. Et il semble que c'est cette puissance de l'Analyse qui autorise à faire avec confiance, en Géométrie pure, usage du principo de continuité.
Sans vouloir élever aucune objection contre celte manière de procéder, qui peut, dans certaines questions, fournir au géomètre des ressources dont il fait bien de ne point se priver, j'ai cru cependant, et par plusieurs raisons, devoir m'abstenir de l'employer dans l'Ouvrage actuel.
D'abord, ce principe de continuité n'étant pas démontré apriori^ en l'invoquant comme une sorte d'axiome ou de poslulatum, on s'écarte de ['exactitude rigoureuse qui constitue le caractère principal, et l'on peut dire la supériorité, des sciences mathématiques en général, mais surtout de la Géométrie.
En outre, avec ce principe, fût-il prouvé en toute rigueur, on n'a pas une démonstration directe, qui seule satisferait compléte-
(') Cstle propriété des coniques a été doniiéo par M. Slunii cl; Pnrtie d'un Mémoii'B donl la suile, au grand regret des géoioèlres, n'a (Voir Annales de Mathémadqaes de M. Gergoiine, t. XVII, p. 180.)
ment l'espril; on laisse dans chaque question une lacune et un sujet de recherche.
Mais il est une autre considération plus puissante qui m'a déterminé à ne pas profiter, dans ce Volume destiné à poser les bases de méthodes générales, des facilités qu'aurait pu offrir souvent le principe de continuité. Une étude attentive des différents procédés de démonstration qui peuvent s'appliquer à une même question m'a convaincu qu'à côté d'une démonstration facile, fondée sur quelques propriétés accidentelles ou contingentes d'une figure, devaient s'en trouver toujours d'autres, fondées sur des propriétés absolues et subsistantes dans tous les cas que peut présenter la fig-ure en raison de la diversité de position de ses parties; et j'ai éprouvé que la recherche de ces démonstrations complètement rigoureuses est d'autant plus utile, qu'elle met nécessairement sur la voie des propositions les plus importantes, de celles qui établissent tous les liens qui doivent exister entre les différentes parties d'un même sujet.
Je me suis donc proposé d'introduire dans cet Ouvrage, avec la notion explicite des imaginaires, des démons ti'ations aussi rigoureuses et aussi générales que celles de la Géométrie analytique.
Ces démonstrations deviennent aussi faciles que les premières quand on en a préparé la voie par la recherche de quelques propositions d'une certaine nature, savoir de propositions reposant sur les propriétés absolues ou pej-nianentes de la figure que l'on considère, et non simplement sur ses propriétés contingentes. Ces propositions se distinguent par ce caractère spécial que les objets susceptibles de devenir imaginaires n'y entrent pas sous forme explicite, mais s'y trouvent représentés par des éléments réels, de même que les racines d'une équation n'entrent pas elles-mêmes dans les calculs de la Géométrie analytique et y sont représentées collectivement par les coefficients de l'équation.
Ces propositions, où n'entrent ainsi que des relations qui, en Analyse, s'exprimeraient au moyen des coefficients d'une équation ou d'autres fonctions symétriques des racines de l'équation, sont celles qu'il importe le plus de connaître, comme étant à la fois les plus fécondes et les plus propres à donner à la Géométrie le degré de généralité qui fait la puissance de l'Analyse.
Je terminerai ces considérations sur les imaginaires par une remarque qui se rapporte essentiellement au sujet.
Il peut arriver, quand quelques parties d'une figure deviennent imaginaires, que les propositions soient susceptibles de nouveaux énoncés très différents des premiers, et donnent lieu à des propriétés de l'étendue très différentes aussi de celles que l'on considérait d'abord.
On trouvera un exemple remarquable d'une telle transformation dans un système de cercles ayant le même axe radical. Si l'on suppose l'un des cercles imag'inaire (ce qui aura lieu selon la position du point que l'on prendra pour centre du cercle), toutes les propositions générales appartenant à ce système fournissent immédiatement, en changeant d'énoncés, de fort beDes propriétés des cônes à base circulaire. Transformation singulière, qui montre le sens profond de cette pensée d'un illustre géomètre de nos jours : « En Géométrie, comme en Algèbre, la plupart des idées différentes ne sont que des transformations ; les plus lumineuses et les plus fécondes sont pour nous celtes qui font le mieux image et que l'esprit combine avec le plus de facilité dans le discours et dans le calcul (' ). »
YlII.
Je ferai mention brièvement d'un troisième caractère de généralité que possèdent nos théories géométriques et qui leur donne, dans beaucoup de questions, un avantagée réel sur les procédés ordinaires de la Géométrie analytique. C'est qu'elles s'appliquent indifféremment aux deux genres de propositions que l'on peut distinguer dans la science de l'étendue, selon qu'elles se rapportent à des points ou à des droites ( ^ ) : propositions qui se cor-
(') PoissoT, Mémoire sur la composition des momer, voir les Éléments de Statique, 9' édition, p. 353. (-) 11 n'est ici question que de la Géométrie plan lont des plans qui eoiTespondeiit à 1
respondenl en vertu de cerLaines lois auxquelles on a donné le nom de principe de dualité. Par exemple, à une proposition concernant les côies et les diagonales d'un quadrilatère, en correspond une concernant les sommets et les points de concours des côlés opposés ; à une proposition concernant les points d'un cercle ou d'une conique, en correspond une concernant les tangentes, etc.
La méthode de Descartes, ou Géométrie analytique, ne s'applique pas avec une égale facilité à ces deux genres de propositions. Aussi, dans beaucoup de cas, on n'en démontre qu'une, et l'on en conclut l'autre par les méthodes de transformation des figures, telles que la théorie des polaires réciproques. C'est ainsi que l'on a coutume de conclure du théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit à une conique le théorème de M. Brianchon sur l'hexagonecirconscrit.
Nos méthodes s'appliquent avec une égale facilité aux deux sortes de propositions et accroissent, à cet égard, les ressources de la Géométrie.
Aussi nous n'avons pas été obligé de recourir aux méthodes de transformation des figures, lesquelles sont parfois fort utiles, mais ne satisfont pas complètement aux besoins de la science, même quand elles sont applicables, et ne peuvent suppléer à des démonstrations directes.
Nous renvoyons, à ce sujet, aux considérations développées dans le cours de l'Ouvrage (Chap. XXVII).
Ce Volume est divisé en quatre Sections.
La première contient un ensemble de propositions dont l'enchaînement naturel donne lieu à trois théories qui se font suite et sont le développement d'une même notion et d'un même théorème fondamental.
Celte notion se rapporte à une certaine fonction de segments ou d'angles, appelée rapport anharmonique de quatre points ou d'un faisceau de quatre droites.
Les trois théories successives auxquelles donne lieu cette fonction, que l'on considère dans un ou plusieurs systèmes soit de
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quatre points, soit de quatre droites, peuvent être dites théories du rapport ankarmonique, des divisiojts et faisceau.x homograpJiiques, et de Vinvoliition.
Ces théories forment la hase de nos procédés de démonstration. Chacune des propositions dont elles se composent s'y trouve comme un anneau nécessaire à leur enchaînement continit, et toutes sont susceptibles d'applications ultérieures très-diverses.
Je dois rappeler ici brièvement ce que nous entendons par rapport anharinonique, divisions et faisceaux homo graphiques, et invoîiition.
Quand quatre points a, h, c, d sont en ligne droite, on appelle
rapport anharmonique de ces points une expression ou fonction de
ac bc quatre segments telle que — -; — ■
Dans le cas particulier oîi la fonction est égale à l'unité (abstraction faite des signes des segments), on dit communément que les quatre points sont en rapport harmonique. C'est pourquoi j'ai donné à la fonction, dans le cas général, le nom de rapport anharmonique (I).
De même, quand quatre droites A, B, C, D concourent en un même point, ce qu'on exprime en disant qu'elles forment un fais-
■M, chaque fonction de sinus de la forme
n(A.C).sin(B,C} HA,D)"sin(B.D)
un rapport anharmonique des quatre droites, ou du faisceau.
J'appelle divisions homograp/iiques sur deux droites, ou sur une seule, deux séries de points qui se correspondent deux à deux de manière que le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première série soit égal à celui des quatre points corrcspondanls de la seconde ; et faisceaux hom.o graphiques deux faisceaux dont les droites se correspondent deux à deux de manière que le rapport anharmonique de quatre droites du premier faisceau soit égal à celui des quatre droites correspondantes du second faisceau (*).
Enfin je considère Vinvolution de six points, conjugués deux à deux, comme une égalité entre le rapport anharmonique de quatre
de ces polnls et celui des quatre points conjugiKÎs; et de même pour l'involution de six droites (').
Cette définition de l'involution se prête avec une grande facilité à l'extension considérable dont cette théorie était susceptible, et qui sera d'un grand usage surtout dans l'étude des sections coniques et des surfaces du second ordre.
Les fonctions anharmoniques de quatre points et de quatre droites jouissent d'une propriété commune, fort simple, qui forme le théorème fondamental que nous prenons pour point de départ dans le développement de nos trois théories; c'est que :
Quand un faisceau de <}uatre droites est coupé par une transversale, le rapport anharmonit/ue des quatre points d'intersection est égal, /tuincriquement et afcc le même signe, à celui des i/uatre droites.
Ainsi, les droites étant A, B, C, D et les points d'intersection a, b, c, d, on a toujours
«c , ic _ siufA.C) , sin(B.G) ~^d'Td~ sin(A,D) ' sln"(BJ> j '
On conclut de là immédiatement que, quand les quatre droites sont coupées par deux transversales, les deux séries de quatre points d'intersection ont le même rapport anharrnonique ; ce qu'on exprime brièvement en disant que le rapport anharmonique de quatre points est projectif.
Cette propriété du rapport anharmonique de quatre points a été connue des anciens. On la trouve dans six propositions du VII' livre des Collections mathématiques de Pappus, parmi les lemmes relatifs aux porîsmes d'Euclide (^). Chez les modernes, Pascal et
C) aperçu historique. Note X; -Boir p. 3i8.
C) Propositions 129, 136, 137,140,142, Vli {"dv Jpcrçu historique, etc., p. 38).
Dans la proposition 129, Pappus démontre que : Quand trois droites B, C, ï> panent
Les proposilions 136 et 142 eiprimant la réciproque de o
SSII PREFACE.
Desargues l'ont comme ; et vers le même temps Grégoire de Saint- Vincent el de La Hirc ont fait un grand usage du cas où les points sont en rapport harmonique. Carnot, en démontrant ce cas particulier, a considéré, le premier, le rapport des sinus des angles du faisceau ('). M. Brianchon a énoncé la proposition générale ets'en est servi dans son Mémoire sur les lignes du second ordre, el M. Poncelet, en faisant usage simplement, comme de La Hirc et Grégoire de Saint-Vincent, du cas du rapport harmonique, a cité la proposition générale de M, Brianchon (^). Depuis, plusieurs géomètres, et surtout MM. Môbius(9) et Steincr ['•), ont fait un usage plus étendu de cette proposition et de celle qui exprime l'égalité entre le rapport enharmonique d'un faisceau de quatre
id' cancour^nc en wi mime point.
Dana la proposition 137, la seconde transversale est parnlltle à l'iiiie des droites [iii faisceau, et, par suite, le second membre de l'équation se réduit au simple rapport de deus segments. On pourrait considérer cette proposition tomme un corol laira do la 139" : néanmoins elle a la même portée que celle-ci, parce qu'elle eiprime, comme elle, que la fonction — : — relative a. la première transversale a une valeur
constante, quelle que soit la direction de cette droite. La proposition 140 est la réciproque de 137. Enfin la proposition 145 est un corollaire de la I3Q*; les quatre points n, *, e, d
M, Poncolet (voir Traite des propriétés projectiles des figures, p. 12) et plusieurs aiilears après lui ont cité de l'Onvrage de Fftppus cette dernière proposition 145, qui prouve que le rapport harmonique est projeetif. Mais on voit quffla proposition générale se trouve aussi dans l'Ouvrage du géomèlre grec, cl môme avec une proposition réciproque fort importante. On peut penser qu'Euclide lui-même faisait usage de ces propositions dans son Traité des porisnu-i.
(') Essai sur la théorie des Transversales, p. 77.
(') Traité des propriétés projectiles des figures, p. 12.
{'^ Der bar jeeiltrische Calcul, vXs.
(') Systematische Enlteickelung der M/iangigkeil Gcometrischer Gcslallen von einaitder. Berlin, i833, in-8°.
droites el celui des quatre points d'intersection de ces droites par ime transversale. Nous-mème avons fait usage aussi de ces fonctions anharmoniques, notamment en les prenant pour le type des relations transformables, dans la théorie des figures homographiques, comme dans celle des figures corrélatives ( ' ).
Mais, indépendamment de ces applications spéciales, la notion du rapport anharmonique était susceptible de développements dont j'ai traité quelques points dans V Aperçu Idstoriijue (2), en m'efforçant d'appeler l'attention des géomètres sur une matière dont l'étude me paraissait devoir être extrêmement utile aux progrès de la Géométrie ('). Ce sont ces développements qui ont donné lien aux trois théories distinctes dont je viens de parler.
On peut se rendre compte de la facilite que doit procurer le j-ap- /w;'f««/iiï/vno«i^Mepourla démonstration des propriétés des figures. Elle provient de l'équation
»c.i.^sin(A.C).sin(B,C) ad' btl sin(A,D) ■sin(B,D)'
qui exprime que le rapport aiiharnionû/ue de quatre points en ligne droite est égal à celui de tout fiaisceau de quatre droites passant par ces points.
En effet, il résulte de cette propriété du rapport anharmonique que cette fonction peut servir de lien entre les parties d'une figure pour établir les relations qu'elles comportent et qui constituent les propriétés de la figure.
Par exemple, si les rayons de deux faisceaux se coupent deux à deux en quatre points en ligne droite, les rapports anharmoniques des deux faisceaux sont égaux , et, si ces deux faisceaux sont coupés respectivement par deux transversales, les rapports anharmoniques des deux séries de quatre points d'intersection seront égaux. De chacun de ces deux systèmes de quatre points on passe
( ■ i aperçu historique, p. 575-Si8.
(') T'oir Hole IX, p. 3o2-3o8, et Notes XV e
i') ro/rp.33-35, 38-39, 8j, iSg, 255.
de même à d'autres sys Lèines semblables, par l'intermédiaire d'autres faisceaux. De là peuvent donc résulter des propriétés de la fig^ure, concernant des points et des droites. On verra, en effet, dans tout le cours de l'Ouvrage, qu'il y a presque toujours lieu de considérer ainsi, dans chaque question, quelques systèmes de quatre points ou de quatre droites ayant les mêmes rapports anharmoniques. On peut d'ailleurs former, avec trois points seulemenl situés en ligne droite, un rapport anharmoniquc, en y faisant entrer le point situé à l'infini sur la droite, auquel cas la fonction anharmonique est simplement un rapport de deux segments.
Mais il ne faudrait pas croire que l'on ne démontre ainsi qiie des propriétés exprimées par la simpleégalité de deux rapports anharmoniques. Cette égalité sert d'auxiliaire ou deîien, comme feraient d'autres propositions, mais avec beaucoup plus de facilité que d'autres, pour établir les diverses relations qui constituent les propriétés d'une figure. Du reste, on verra que cette égalité même ne s'exprime pas uniquementpar une équation à deux termes, comme on pourrait le penser d'après la définition du rapport anharmoniquc, mais aussi par des équations à trois et à quatre termes, de formes variées, équations dont chacune a des applications spéciales fort étendues.
Aucune autre proposition ne me paraît aussi propre que celle du rapport anharmoniquc à servir de lien entre les diverses parties d'une figure dont on veut découvrir ou démontrer les propriétés. La proposition la plus fréquemment employée est celle de la proportionnalité entre les côtés des triangles semblables. Mais ces triangles n'existent pas, en général, dans les données de la question, et il faut chercher à les former par des lignes auxiliaires, tandis que les rapports anharmoniques s'aperçoivent presque toujours dans la figure même ou s'y peuvent former aisément.
La fonction anharmoniquc, indépendamment de la facilité qu'elle procure dans les démonstrations, porte en soi !e germe des caractères généraux qui distinguent, comme nous l'avons dit, nos procédés de démonstration ; savoir l'application constante du principe des signes; l'égale facilité de traiter les deux genres de questions
relatives aux points et aux droites; et la considération des imag-înaires de la même manière qu'en Géométrie analytique.
En effet, l'égalité entre la fonction de segments et la fonction correspondante de sinus comporte le principe des signes ; et, comme nos théories découlent de cette unique proposition, il s'ensuit que tous les résultats admettent naturellement et nécessitent même l'application du principe des signes.
Cette manière de faire dériver, pour ainsi dire, toute la Géométrie supérieure d'une proposition unique qui implique l'usage des signes, a de l'analogie avec ce que l'on fait dans la Trigonométrie et dans la Géométrie analytique.
Car, dans la Tr!gonoméLrie,ondémontrela formule du développement de %\n[a-\-b) en prouvant avec soin que la règle des signes s'y applique, et l'on déduit de cette formule unique toutes les autres.
De même, en Géométrie analytique, on démontre l'équation delà ligne droite et l'on prouve qu'elle comporte le principe des signes; puis cette équation forme le point de départ et le fondement de tous les calculs ultérieurs.
De même, dans notre Géométrie, une seule proposition esprimanl l'égalité de deux fonctions enharmoniques de segments et de sinus forme la base de tout l'Ouvrage et introduit naturelJenienl le principe des signes.
Mais cette simple égalité a quelque chose de plus général et de plus primordial que les deux propositions qui servent de base à la Trigonométrie et à la Géométrie analytique, car celles-ci peuvent être considérées comme des conséquences de la première, ainsi qu'on le voit dans le cours de l'Ouvrage (' ).
Quant aux deux genres de propriétés des figures auxquels donne lieu la distinction àes points et des droites, on conçoit que la fonction anliarmonique y soit également propre, puisqu'elle implique les droites par la fonction de sinus aussi bien cl au même titre
C) Chiip. Il, g V, ctClmii, XXI, ;
que les points par la fonction de segments. Aussi tous les développements qui découlenlde la proposition fondamentale comprennent deux ordres de recherches différentes, mais qui se correspondent parfaitement : les unes relatives à des points el les autres à des droites.
On voit donc qu'à cet égard, comme à l'égard du principe des signes, la fonction anharmonique offre des avantages qui ne se trouvent dans aucune des propositions dont on se sert le plus fréquemment dans la Géométrie, telles, par exemple, que la proportionnalité des côtés homologues dans les triangles semblables.
Du reste, le rapport anharmonique de quatre points ou d'un faisceau de quatre droites est la fonction la plus simple qui puisse donner lieu à une égalité entre une fonction de segments et la fonction semblable de sinus; c'est-à-dire qu'avec trois points et un faisceau de trois droites on ne peut pas former de fonctions qui jouissent de cette propriété.
Pour montrer comment j'introduis en Géométrie pure la notion des imaginaires de la même manière qu'on le fait en Géométrie analytique, c'est-à-dire par la considération des racines d'une équation du second degré, il faut donner d'abord une courte explication relative aux divisions et sm-h. faisceaux Jioinograpliiqu.es.
Deux divisions ho/nographiques sur deux droites, ou sur une seule, sont deux séries de points qui se correspondent deux à deux de manière que le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première série soit égal à celui des quatre points correspondants de la seconde série. La relation entre deux points correspondants des deux divisions s'exprime, de même que l'égalité de deux rapports anharmoniques, par des équations à deux, à trois ou à quatre termes, lesquelles sont indépendantes de la position des deux droites .
L'une de ces équations est de la forme
A«i.I!'»i' + >..A« +,i/.B'm'-(-v = o, A et B' étaat deux points fixes quelconques sur les deux droites,
m, né deux points correspondants des deux divisions, et X, [j., v des constantes qu'on détermine au moyen de trois couples de points correspondants.
Quand les deux droites sont coïncidentes, on peut rapporter les points de la seconde division à la même origine que ceux de la première, et l'équation devient
Af«.Am' + >..Aw + ji..Am' -]- v = o.
On voit immédiatement, d'après cette équation, qu'il existe sur la droite deux points, déterminés par l'équation du second degré
A^V{).-i-,^'}Am + v = o,
qui jouissent de cette propriété que chacun d'eux, considéré comme appartenant à la première division, est lui-même son homologue dans la seconde division. J'appelle ces deux points les points doubles des deux divisions. Quand les racines de l'équation sont imaginaires, on dit naturellement, comme en Analyse, que ces points sont imaginaires, mais leur point milieu est toujours ' réel, ainsi que le rectangle de leurs distances à l'origine A. Et s'il n'entre dans la question que l'on traite que ce point et ce rectangle, ou bien les coefficients i, u. et v, ou bien encore les trois couples de points correspondants des deux divisions homographiques qui suffisent pour déterminer ces coefficients, les résultats seront indépendants des circonstances de réalité ou d'imagînarité des deux points doubles, et comporteront le même degré de généralité que les calculs de la Géométrie analytique.
C'est par ces considérations qu'on introduit naturellement et sans obscurité la notion des points imaginaires. Il en est de même pour le système de deux droites imaginaires ; on regarde les deux droites comme les rayons doubles de deux faisceaux homographiques ayant le même centre, et ces rayons doubles se déterminent par une équation du second degré dont les racines peuvent éti'e imaginaires.
Ces divisions ^l faisceaux homographiques se présenteront dans «ne foule de questions, notamment dans toute la théorie des sections coniques; de sorte que l'on conçoit bien que dans cette théorie la notion des points et des droites imaginaires ne causera aucune
obscurité, aucun embarras. Par eseniple, qu'on demande de déterminer les points d'intersection d'une droite et d'ane conique non tracée, mais qui doit passer par cinq points donnés. On se servira de cette proposition que ; « Si autour de deux points fixes d'une conique on fait tourner deux droites qui se coupent toujours sur la courbe, ces deux droites forment, dans leurs positions successives, les rayons de deux faisceaux homographiques ( ' ). » Il en résulte que les deux droites tournantes rencontrent la droite proposée en deux séries de points qui forment deux divisions homographiques ; et l'on voit immédiatement que les points de rencontre de la droite et de la conique sont les points doubles de ces deux divisions, lesquels peuvent être imaginaires en vertu del'équation du second degré précédente.
On aura donc une idée parfaitement nette de ce qu'on doit entendre par les points d'intersection imaginaires d'une droite et d'une conique, et l'on saura déterminer le milieu de ces deux points et le rectangle de leurs distances à une origine prise sur la droite. Tous les résultats où n'entreront que ces deux éléments, le point milieu et le rectangle, subsisteront dans le cas d'imaginarité comme dans celui de réalité des deux points d'intersection.
Cette manière de considérer les imaginaires est tout à fait conforme à ce qu'on fait en Géométrie analytique. Mais ici les équations sont formées avec les données mêmes de la question, ce qui est le plus haut point de simplicité que l'on puisse désirer. En Géométrie analytique, au contraire, elles ont lieu entre des coordonnées introduites auxiliaire ment. Certes, ces coordonnées sont souvent d'un secours précieux; mais, employées mal à propos et sans nécessité, elles compliquent une question et n'en procurent qu'une solution indirecte, dès lors sans utilité théorique et dépourvue de cette netteté qui doit être le but constant des efforts du géomètre {').
(') J'ai démontré ce théorème, en premier lieu, sous un énoncé dilférent, dans un Mémoire sur la traasformaiion des relations métriques des figures (voir Correspondance mathdmaciqae e[ physique de M. Qiiételet, t. V, p. 2g3 et i^l\; année iSig); puis eoua l'énoncé actuel dans la Note X.V de V^perçu historique {p. 334-3.ii), où se trouvent diverses applications de cette propriété importante des sections coniques.
(') La méthode natiirelte se distingue par • cette clarté et cetls lacililé siiprfme
Notre seconde Section renferme les applications des trois théories fondamentales à la démonstration des propriétés des figures reclîlignes. On y trouve les propositions les plus utiles sur Je triangle, le quadrilatère et les polygones ; divers modes de description d'une ligne droite par points ; la théorie des transversales ; les centres des moyennes distances et des moyennes harmoniques ; des relations générales entre deux systèmes quelconques dépeints situés sur une même droite, d'où dérivent immédiatement diverses formules analytiques, notamment celles qui servent à la décomposition desfractionsralionnellescn fractions simples; une solution générale, par une construction unique, d'un grand nombre de questions fort diverses, parmi lesquelles se trouvent les trois problèmes d'Apollonius, de la section déraison, de la section de l'espace et de la section déterminée; problèmes qui, comme on sait, avaient donné lieu à trois Ouvrages du géomètre grec et dont la solution, chez les modernes, a toujours exigé plusieurs propositions. Ici un même principe de solution et une même construction s'appliquent immédiatement aux trois problèmes : cette construction est celle des points doubles de deux divisions homographiques.
On peut rattacher cette solution générale à des considérations analogues aux règles de double /ausse position ('}. La facilité et l'étendue de ses applications à une foule de questions fort difi'érenles semblent indiquer que les théories d'où cette solution dérive ne s'écartent pas des bases naturelles de la science.
qui, selon nous, doit se trouver dans les vraies MathémntîciuDs. u (DtsCAnTCB, Bègles yoar la direction de l'esprit; Régie quatrième.)
(*) Ici; où les questions traitées par cette méthode ont, en général, Jeux solutions, il faut trois lijpothèses au lieu de deux. On peut dire que c'est une règle de triple fausse position. Cetle luéthoile, fondée sur des considérations géométiiqucs, embrassa, comme cas par^enlier, la règle de double fausse position par laquelle on résout les équations du premier degré, et s'applique en outre à ta résolution de systèmes d'équations déterminéea du second degré h plusie BOlatioDS.
La troisième Seclion conUent la théorie, prise d'un point de vue très générai, des systèmes de coordonnées servant à exprimer par deux variables , qui sont des rapports de segments o« bien des rapports de distances d'un point à des droites fixes ou d'une droite à des points fixes, la position d'un point ou celle d'une droite ; puis la théorie générale de la transformation des figures soit en figures de même genre, appelées figures homographiqiies, dans lesquelles des points correspondent à des points et des droites à des droites, comme dans la perspective, soit en figures de genres différents, appelées figures corrélatives, dans lesquels des points correspondent à des droites et des droites à des points , comme dans la tliéorie des polaires réciproques.
L'exposition de ces méthodes générales et les applications que l'on en fait à diverses questions nouvelles pour la plupart reposent, comme toutes les parties de la seconde Section, sur les théories établies dans la première f ' ).
(') Ces ni«lhodi^3 géuéralcs de transfoi'tnatîon, appliquées aux fi|jures à trois dimensions, sont le sujet du Mémoire sur les principes de dualité ei d'/iomagrapliie, qui fait Buile à l'aperçu historique sur l'origine et te développement des méthodes en Géométrie, ia-ff. Bruïelles, 1837.
Je rapiiellerai ici, à raison de cette date de [837, 1"^ '^' Ouvra|;e, qui forme le tome XI des Mémoires couronnés de rAcadémie de Bruxelles, avait été adressé à cette Académie en janvier iS'io, au sujet de la rjueslion suivante : • On demande un phi phi] d d tr tes méthodes employées dans la Géométrie récente, t p t I è m t d 1 tl de des polaires réciproques. • Le Mémoire sur les d éth des d t f m t des figures, précédé d'une introduction historiqao
dp dtd tmti la partie la plus considérable de l'Ouvrage : et c'est q d t 1 lu être imp imé que j'ai donné h ia partie historique une plus g d t M 1 th tes sur lesquelles reposent les deux méthodes de
t f t 1 1 S d pport anharmonique dans les nombreuses appllca-
t d méll d (p g 57 -85i), ont la date de janvier i83o, époque où le
Mém et d se !i 1 A d raie de Bruxelles et A été le sujet d'un Rapport of-
El tm t d t Ouvrage (pages iiG-liS), des diverses méthodes de
t I m I d fg t 11 que celle de Newton généralisée par Waring, celle
d fag hmigq dM Poncelet, etc., qui rentrent dans la théorie des li-
g / ph j } p citer la méthode de coltii/ealion de M. M5biua qui
I ra( g t q ant géomètre a exposée dans son 1'raitc du Calcul
La quatrième Section traite des cercles. On y trouve d'assez nombreuses propositions, dont une partie se représenteront dans la théorie des sections coniques et dont on aurait pu par conséquent ajourner la démonstration. Mais j'ai vu plusieurs raisons de faire entrer, dès ce moment, ces propositions dans le développement des propriétés relatives aux cercles. Elles seront un utile exercice, qui convaincra le lecteur que les procédés de démonstration mis en usage avec tant de facilité dans la théorie des figures rcctilignes s'appliquent, avec non moins de succès, aux cercles el même aux sections coniques, car on s'apercevra bien que presque toujours Ses démonstrations resteront les mêmes pour ces courbes.
Cette théorie du cercle suffira donc pourrépandre naturellement, avant d'aborder l'étude des sections coniques, la connaissance d'une partie considérable des propriétés de ces courbes et surtout de celles que l'on néglige dans les Traités de Géométrie analytique.
Les jeunes géomètres dépasseront ainsi, sans travail pénible et au grand avantage de la Science, les programmes de l'enseignement classique devenus trop restreints.
Dans cette Section se trouve un Chapitre sur les cônes à base circulaire ; non que nous ayons eu l'intention de comprendre dans ce Volume une théorie de ces surfaces, qui, pour être traitée avec tous les développements qu'elle comporte, ne doit venir qu'après celle des sections coniques; mais ces propriétés des cônes se présentent ici d'elles-mêmes, parce qu'elles sont simplement une expression différente de propositions générales relatives à un système
ba'j'Cfatriqtte {Der baryceniFische Calcul, etc. ; Leipzig, 1827); ce que je n'ai su que Tort longtemps après lu publication àa VAperfa historique.
La partie historique de VJperçu (pages i-aSg) ot les fioles qui s'y rapportent (pages Ï71-559) ont été traduites en allemand par M. Solineke, professeur h. l'Université de Balle (Geschickte der Geomecrie, hauptsâchlich mit Besug auf die iieiiercn Meihoden, voa Chastes. Aus dem Framôsiichsn Ueèertragea durch D' t.-A. Sohnche ord. Profissnr der reiiien Mathematik ait der vereinten Friedriehs Universildt Halle- Witienberg. Halle, iSîg; in-8".)
de cercles : on suppose l'un de ces cercles imaginaire, comme nous l'avons dit précédemment.
Cette partie de l'Ouvrage initiera le lecteur, sans aucune étude spéciale, à la connaissance d'assez nombreuses propriétés des cônes à base circulaire et des coniques spliériques. Nous nous sommes cru d'autant plus autorisé à donner place à ce Chapitre sur les cônes, que cette théorie, qui forme un intermédiaire distinct entre les coniques planes et les surfaces du second degré et donne lieu à un ordre tout spécial de spéculations géométriques intéressantes, est aujourd'hui enseignée régulièrement dans l'Université de Dublin, où les études mathématiques prennent une extension remarquable (').
Nous ne pouvions omettre, en traitant du cercle, diverses propriétés du système de deux cercles qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques et qui se recommandent surtout par un beau théorème de M. Jacobi, que Ton déduit de considérations plus générales. Ces propositions forment le dernier Chapitre de notre quatrième Section, par lequel se termine le Volume.
Le Discours d'inauguration du Cours de Géométrie supérieure de la Faculté des Sciences, dans lequel, en jetant un coup d'œil sur l'histoire de la Géométrie, j'ai présenté quelques considérations
(') Cette lliéoHc des cônes à base de dcuï Mémoires insérés dans le t( (annéa i83(.).
Un habile géomètre, M. GraTca, prefeBseiii' à rUniversiW de Dnbtin, a tvadnit ces deux Mémoires en anglais, et y a joint, outie des Notes et Additions, uti Appendice contenant l'application de l'Analyse à In Géométrie sptiériqae. L'ouvrage, édité aux frais de l'Université de Dublin, qui l'a jngé propre à inspirer aux jeunes mathématiciens le goût des méthodes de la Géométrie pure, est enseigné dans les cours annuels de cette Université. (It is lutended for ihe use of undergraduate sludents in tho University of Dublin; and, it Is hopcd, niaj be usefui in directing their prevailing taste for pure geomelry to intarestiog and worthy objects.) Voir : Two geometrical Meiaoirs on tke gtneral properties of cônes of the second degreeand on the spAerïcal coiiici, brM. Ckasles. Traiislaled from the french, with Noies and Additions, and an Appendia on the application of Analysis lo the spkerical Goinetij-, by the Rev. Charles Graves, A. M., M. It. I. A., feilow and tator of Trinitj Collège Dublin. Dublin, iS4l;in-S«.
qui so rattaclient au but de l'Ouvrage actuel ('}, sera reproduit à la fin du Volume.
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CHAPITRE PREMIER
AVERTISSEJIENT RELATIF A l'USAGE DES SIGNES + ET — POUR DÈTEBMINEH LA DIRECTION DES SEGMENTS BECTILIGNES OU DES ANGLES.
1 . Défibitiow . — Qaand le segment compris entre deux points a, b sera représenté par ah, nous dirons que le point a est son origine. S'il est représenté par ba, ce sera le point h qui sera regardé comme étant son origine.
Makière d'iîvdiqi^ër la diuection des segments. — Quand nous aurons à considérer sur une même droite plusieurs segments, nous indiquerons leur direction en regardant comme positifs tous ceux qui seront dirigés dans un même sens convenu, à partir de leurs origines, et comme négatifs tous ceux qui seront dirigés dans le sens contraire, c'est-à-dire que nous donnerons, dans le calcul, le signe -h aux premiers et le signe — aux autres.
D'après cela, si le segment compris entre deux points a, 6, étant représenté par ab, est positif, représenté par ha il sera négatif; de sorte que l'on dira que ah := — ha.
2 TR.MTli DE CEOIIETRIE SUPERIEIIKE. — CHAPITRE I.
Dans la pratique de ce principe de convention, nous ferons continuellement usage de la proposition suivante, relative à trois points en ligne droite.
2. ÏHÉOTIÈMË FONDÂMESTAL. — Elaiit pt'is tj'ois poÏTils 3, h, c, da/is un ordre tfuelconquc, sur une même droite, la somme des trois segments consécutifs ah, bc, ca est toujours nulle .
C'est-à-dire que l'on a toujours
en donnant aux segments les signes qui leur conviennent.
En effet, les trois points ne donnent lieu, quant à leur ordre respectif, qu'à trois cas différents; car, les deux a, h étant placés, l'ordre respectif des trois dépendra de la position qu'on donnera au troisième c, lequel ne peut prendre que trois positions différentes, savoir au delà du segment ah, à droite ou à gauche, ou bien sur le segment lui-même, ce qui donne lieu aux trois séries «, Ô, c ; c, «, b et a, c, b. Or on passe d'une série à une autre par la permutation de deux lettres, et l'équation
ne change pas par cette permutation ; il s'ensuit donc que le théorème sera vrai dans les trois cas s'il l'est dans un. Prenons les trois points dans l'ordre a, h, c de la première série; les trois segments flè, bc et ac sont de môme signe, et la somme des deux premiers est égale au troisième, savoir :
ab-^ bc = ac.
Mais ac ^ — ca; donc
a/i -\- lie -h ca=zo.
Ce qu'il fallait démontrer. Donc, etc.
Corollaire I. — Quand la position d'un point a est déterminée par sa distance à une origine O, si l'on veut le rapporter à une autre origine 0', on fait toujours, quel cjue soit l'ordre relatif des deux origines et du point a,
O'rt = — aO', cfîtle relalion ciérivo de celk-ci
Oa + nO'-hO'O^O,
qui a lieu entre les trois points O, O' et a, quelle que soit leur position respective.
Substituer ainsi une origine O' à une antre s'appelle changer l'origine des segments.
CoiiOLLAiEE II. — La différence de doux segments Oa, OL (jui ont une origine commune, savoir (Oa- — Ob), est toujours égale (i ba, quelles tjue soient les grandeurs et les directions des deux segments.
Car l'éqiiatioii
Oa — 0/, — hi> rlonne
Oa-hah-h- iOr=(>,
ce qui est la relation entre les trois points O, a, b.
On peut encore dire que la distance de deux points a, Il f exprime, en Jonction des distances de ces points à une origine com~ mune O, par la relation
ab=Ob— Oa.
3. Géwéralisatiok du théorème peécédekt. — La relation entre trois points a, b, c s'applique à un nombre quelconque de points rt, 6, o, (f , - - . , f\ quel {jue soit l'ordre respectif de ces points, on
ah -I- bf + crf + . . . +/« " o.
Nous allons prouver que, si la proposition est vraie pour /j points elle le sera pour (n + i). En effet, supposons que l'on ait pour n points a. b, c,. . ., e la relation
et considérons un point do pliisy'; on aura entre les trois poi e, f la relation
Ajoutant ces deux équations membre à membre et observât
fia et ae se détruisent, on a
o/, + ùc -h . . . + de -i- ef+fa = o.
Ainsi, si la proposition est vraie pour n points, il s'ensuit qu'elle l'est pour (n+ i) points ; mais nous l'avons démontrée pour trois points, elle a donc lieu pour quatre, puis pour cinq, etc.
4, Propriétés relatives a un ou deux segmehts et * leurs POINTS MILIEUX. — Les deux propositions suivantes, qui résultent immédiatement de la relation entre trois points, nous seront sonvent utiles.
Etant donnés deux points a, a' et leur point milieu a, et étantpris sur la même droite un point quelconque m, on a toujours
Car on a, entre les trois points ?«, a, n,
et pareillement, entre les trois points m, a, a',
Ajoutant ces deux équations membre à membre et observant [ue aa = — ««', puisque le point a est le milieu entre les deux
Puis, en multipliant les deux équations membre à membre et remplaçant ««' par — xa, on a
, Etant donnés doux sosments aa' et bb', dont les points r.
USVGE DES SIGSES -f- ET —, 5"
lieux sont, a, 6, on a toujours
En effet, prenant un point wiqiiclconcjue sur la même droite, on a
Or
done
et changeant b en b' et b' en i,
6. Des signes -+- et — pour kxprimeu le sems de kotation dak;
LEQUEL LES ANGLES SONT FOUMÉS A PAllTIlt DE LEtRS OlilGIKES.
Quand un angle est formé par deux droites A, B, nous lui supposerons une origine qui sera l'un de ses côtés; si l'angle est désigné par angle (A, B), le côté A sera regardé comme éianl son origine, et, si l'on écrit angle (B, A), ce sera le côté B qui sera Vorigine de l'angle.
Un angle construit sur un côté pris pour oi-igiiie peut être formé à droite ou à gauche de ce coté, la droite et la gauche étant estimées par un spectateur qui, ayant son œil au sommet de l'angle, dirigerait sa vue sur le cAté pris pour origine.
Tous les angles qui s'étendront, à partir de leurs origines respectives, dans un même sens de rotation déterminé (par exemple, de la gauche vers la droite) seront regardés comme positifs, et ceux qui s'étendront dans le sens de rotation contraire seront regardés comme négatifs. Les lignes trigonomé triques des uns et des autres (très-généralement leurs sinus, et parfois leurs tan-
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gentes) auront les signes + et — , comme il csl d'usage dans la Trigonométrie.
Quand une droite tournera autour d'un point fixe, si l'on a à considérer des segments sur celte droite, leurs signes ne dépendront pas précisément de la direction de la droite; ils dépendront soit des relations existantes entre les segments, soit des expressions analytiques de ceux-ci, expressions dans lesquelles pourra entrer implicitement la direction de la droite.
Par exemple, si sur un rayon tournant autour d'un point fixe O on doit prendre un segment Oin dont la longueur est une fonction de l'angle a que ce rayon fait avec un axe fixe, on portera sur le rayon lui-même les segments dont les expressions auront le signe -{-, et sur le prolongement du rayon au delà du pôle fixe les segments dont les expressions auront le signe — -.
CHAPITRE II
RAPPORT AHHARIIIONIQIIE DE QUATRE POiHTS, DE QUATRE DROITES ET DE QUATRE PLANS.
g I. ^ Premières notions.
7. Quatre points «, h, c, d, situés en ligne droite, étant pris deux à deux, donnent lieu à six segments; l'expression telle que
—,'•-]— i'' formée de quatre des six segments, est ce qne nous appelons rapport ankarmonique des quatre points; c'est le rapport des distançais de l'un des points à deux des autres, divisé par le rapport des distances du (juatrième point à ces deux-là.
Nous donnons à cette fonction le nom- de rapport ànharmonique, parce que, dans le cas particulier où elle est égale à — i, on dit que les quatre points sont en relation ou en rapport /(«/■monicjue, expression employée par les Grecs et en usage de nos i„.r.(.).
Quand quatre droites A, B, C, D, situées dans un même plan,
passent par un môme point, nous appellerons rapport anharmo-
, , - „ -Il sm(A,C) sinfB.C)
nique des quatre droites 1 expression telle que- . ,..-,('■■ uni'
sin(A,UJ sin(B,lJ)
formée des sinus de quatre des six angles que ces droites font
deux à deux.
Quand les quatre droites sont parallèles, on prend pour leur
rapport anharnio nique celui des quatre points d'intersection de
ces droites par une cinquième.
C) Voir Collections mathématiques de Papjjus, livre 111, propositions 9, 10, L'expression rapport aiibarmoiiigiie, quo j'ai employée dnns mon Aperçu his,
sur l'origine et le dé^loppemeat des méthodes en Géométrie, Bruxelles," 1837,
a été adoptée depuis par tous les géoraètres.
Enfin, quand quatre plans A, B, C, D passent par une mijme
, . ,, . „ sinfA.C) sin(B,C) , „ ,
droite, 1 expression telle que - , . .„ : — ■-, . ■■ ■ s appelle le rap- ' ' sin(A, D) sin [U, D) ' ' '
port anharmoniqiie des quatre plans.
Et quand quatre pians sont parallèles, leur rapport anharmo-
nique est celui des quatre points de rencontre de ees plans par
une droite transversale.
8. Nous donnerons un signe au rapport anliarmonique de quatre points. Ce signe peut se déterminer de deux manières, soit par la règle générale des signes, appliquée aux segments qui entrent dans cette fonction, soit par la considération suivante. Chacun des deux
ments qui ont une extrémité commune; chaque rapport aura le signe -1- ou — , suivant que ses deux segments seront comptés dans le même sens ou en sens contraires à partir de leur extrémité commune , et le signe de la fonction anharmonique dépendra des signes des deux rapports qui y entrent, d'après la règle de la division algébrique, c'est-à-dire qu'il sera -h ou — -, selon que les deux rapports auront le même signe ou des signes dilFé-
Ces deux manières de déterminer le signe d'un rapport anliarmonique sont identiques quant au résultat; elles donnent toutes deux le même signe, quel que soit même le sens dans lequel on compte les segments positifs, quand on applique la règle générale. Aussi, quand nous n'aurons à considérer que des rapports anharmoniques, nous déterminerons leurs signes de la seconde manière, qui est plus expéditive; mais quand, avec ces rapports, nous aurons à considérer d'autres segments, nous devrons observer la règle générale des signes.
Ce que nous disons du rapport anharmonique de quatre points doit s'entendre du rapport anharmonique de quatre droites ou de quatre plans.
9, Quatre points a, h, c, d donnent lieu à six rapports anharmoniques. Mais on peut n'en considérer que trois, parce que les trois autres seront les valeurs inverses de ces trois premiers. Nous
prendrons les trois rapports
ac J^ adçd iih^dh^ ad' bit ab'cli eic ilc
Le même point a, dans ces trois rapports, est associé ou conjugué successivement avec les trois suivants b,c,d. C'estponr cela qu'on ne peut former que trois rapports distincts et leurs trois inverses, qui sont
ml_Jul ^.^ (^_</c
^'ï^' ^;*I7/' ld>' m'
Quand nous parlerons des trois rapports anharmonîques de quatre points, il sera toujours question des trois rapports formés, comme ci-dessus, par la combinaison successive d'un même point avec les trois autres.
10. Quel que soit l'ordre de position de quatre points a, b, c, d, deux de leurs trois rapports anharmoniques sont toujours positifs et le troisième négatif.
Cela est facile à vérifier. Ainsi, par exemple, supposons les quatre points dans l'ordre a, b, c, d; le premier rapport sera positif, le deuxième négatif et le troisième positif.
La considération des trois rapports nous sera utile quand nous traiterons des propriétés relatives à deux systèmes de quatre points qui ont leurs rapports anharmoniques égaux; mais le plus souvent nous n'aurons besoin de considérer qu'un seul rapport.
11. Connaissant le rapport anharmonique ^ de quatre points dont trois sont donnés de position, construire le quatrième.
Soient a, h, c, d. [fig. i) les quatre points dont le rapport anharmonique —^''-f^ 6st une quantité donnée X, positive ou négative. Trois des quatre points étant donnés, on demande de déterminer le quatrième.
Soit b le point inconnu. Par le point a on mène une droite quelconque sur laquelle on porte deux segments aa, act' qui soient entre eux dans le rapport ï, ces deux segments étant pris du
même côté du point a si À est positif et de eôtcs opposés s'il est
On mène les deux droites ac, âd, et, par leur point d'intersection S, une parallèle à la droite a«; cette parallèle détermine le point h. En effet, on a dans les deux triangles semblables ««c,
Sic, j- ;= -T^i et dans les deux triangles semblables a!ad, Sbd, — =r — ^ ; ces deux équations, divisées uiembre à membre, don-
ce qui prouve que le point i ainsi détermine est le point demande et que la question n'admet qu'une solution. Cette construction sert aussi pour déterminer l'un des deux points c et d, car, pour déterminer le point c, par exemple, on mènera par le point b la parallèle à la droite aa, laquelle rencontre la droite «.'d en un point ê, et la droite aê donne le point c.
Si c'est le point « qu'il faut déterminer, on écrira l'expression du rapport anharmonique ainsi :
et l'on fera la construction comme précédemment, en substituant, bien entendu, le point è an point a, c'est-à-dire qu'on portera sur une droite menée par le point b deux segments dans le rapport X, etc.
Si i, au lieu d'être un nombre positif ou négatif, est le rapport de deux droites données de longueur, on pourra porter ces deux droites elles-mêmes de « en a et en a', du même eêtc du point a ou de côtés différents, selon que le rapport des deux droites sera positif ou négatif,
12. Quelle que soit la valeur, positive ou négative, de la quantité }., la construction est toujours possible. Toutefois, ii y a trois cas particuliers où le point cherché coïncide avec l'un des trois points donnés. Soient a, b, c ceux-ci et d le point cherche.
i" Si X esl nul, on a ac.bd :^o,etlepoinL(f coïncide avec le point b.
2" Si \ esl Infini, on ^ ad.bc:= o, et le point d coïncide avec le point a.
3° Enfin, si X = -4- 1 , le rapport —. doit être égal à — et de
même signe, ce qui exige que le point d coïncide avec le point c.
D'après 'cela, nous dirons que le rapport anharmonù/ue de
guatre points distincts ne peut pas être égal ^4-1, ni être injini
ou nul, mais qu'il peut avoir toute autre valeur positive ou né-
Quand le rapport anharmonique est égal à — i , on dit que les quatre points sont en rapport harmonique. Il existe alors entre les quatre points diverses relations dont plusieurs sont d'un grand usage en Géométrie, Nous les ferons connaître dans un des Cliapitres suivants.
g II. — Propriétés géométriques du rapport anharmonique.
13. Si par quatre points en ligne droite on mène quatre droites concourantes en un même point, le rapport anharmonique de ces quatre droites sera égal à celui des quatre points et aura le même signe.
C'est-à-dire que, a, b, c, d étant les quatre points et A, B, C, D les quatre droites, lesquelles concourent en un même point O, on aura
5in{A,C) . sinfB.C) _ ^ , ^
sin [ A, D ) ' sin ( B, D ) ~ cd " Od
En effet, on a dans les deux triangles aOc, aOd (fig. 2) sin/tOc ac sin«0(/ ml
On a pareillement
smhOc _bc s\abQd~ Od'
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.naOd't
aùOd ad' hd
Cela démontre que les deux fondions anharmoniqiies ont la
même valeur numérique, mais sans impliquer l'identité de leurs
signes. En effet, le rapport de deux côtés d'un triangle n'a pas de
signe, puisque ces côtés ne sont pas sur une même droite , et il en
est de même du rapport des sinus des deux angles opposés. Par
conséquent, l'égalité de ces deux rapports ne comporte aucune
considération de signes , et, par suite, notre équation finale exprime
seulement l'égalité numérique des deux fonctions anharmoniques
en question. Il reste donc à prouver que ces deux fonctions ont
le même signe. Pour cela, il suffit d'observer que les deux rap-
SUlrtOc ne r ■ 1 1 5 ■ ic\\ j
ports ■■ — — - et —, ont évidemment le même signe o , et de
' lannClil nd \ i '
d'où il résulte que les deux
nhOc
hc
même les deux rapports
fonctions ont le même signe. Donc, etc.
14. Quand deux transversales rencontrent un fc f/aatre droites en des points a, b, c, d ef. a', b', c', d', y anharmonii/ue des quatre premlars points est égal à t/uatre autres et de même signe.
Ainsi l'on a
rapport :elui des
Cela résulte immédiatement de la proposition précédente.
Il est évident que cette égalité a lieu à l'égard de quatre droites parallèles ou concourantes à l'infini.
15. ConoLLAiKE. — Les transversales ont des dÎJ'ectio/is quelconques; chacune d'elles peut être parallèle à une des quatre droites : alors chacun des rapports anharmoniques se re'duit au simple rapport de deux segments.
Ainsi, supposons la première transversale parallèle à la droite B ;
bc le point b est à l'infini, et le rapport j-^ est égal à l'unité ; le rap-
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port anharmonique des quatre points a, b, c, d a pour expression — -) et l'on a l'éqiiation
Pareillement, si la seconde transversale est parallèle à la droite D, le rapport anharmonique des quatre points (/, b', c' , d', dont le
dernier est à l'infin
16. Le théorème ('l-i) peut s'énoncer ainsi ; Qumid i/uaire points sont en ligne droite, si l'on en fait la pei-spective sur un plan, les quatre points en perspective auront leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points proposés.
C'est ce qu'on exprimera plus brièvement en disant que ; Quand on fait la perspective de quatre points en ligne droite, leur l'apport anharmonique ne change pas.
Il est clair que la perspective peut être une projection par des droites parallèles.
17, Quand quatre plans A, B, C, 1) passent par une même droite, un plan transversal les coupe suivant quatre droites dont le rapport anharmonique en toujours égal à celui des quatre plans.
En effet, un second plan transversal coupe les quatre plans suivant quatre droites a', h' , d , d' qui rencontrent respectivement les quatre premières a, b, c, d en quatre points </., £, y, ô en lig^ie droite. Le rapport anharmonique de ces quatre points est égal à celui des quatre droites a, &, c, li et à celui des quatre droites d, b', d , à' (13). Donc ceux-ci sont égaux entre eux.
Supposons que le deuxième plan transversal soit perpendiculaire à la droite d'intersection des quatre plans : les quatre droites d , b'f d , d' feront entre eUcs des angles égaux précisément aux angles des quatre plans ; donc le rapport anharmonique des quatre droites, et conséquemment celui des quatre premières droites
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a, h, c, d sera égal à celui des quatre plans. Le théorème est donc démontré.
18. Quand quatre plans passent par ima mémo droite, une transversale tjuelconque les rencontre eji quatre points dont le rapport anharnionique est égal à celui des quatre plans.
En effet, si par la transversale on mène un plan, il coupera les quatre plans suivant quatre droites dont le rapport anharmonique
sera ég-al, d'une part à celui des quatre points (13) et de l'autre à celui des quatre plans (17); donc celui-ci est égal à celui des quatre points. Donc, etc.
■19. On conclut du théorème (i7) que ; Quand quatre droites situées dans un plan concourent en un même point, si l'on enjait la perspective sur un plan, on a quatre autres droites dont le rapport anharmonique est égal à celui des quatre premières.
20. Usage des points situés a x-'ihfimi podr foumer dks iiappoRTs AHHAiiMOMiQUES. — Quand des segments pris sur une même droite ont entre eux une relation telle, que, en y introduisant des rapports de segments comptés à partir du point de cette droite situé à l'infini, on puisse faire en sorte que tous les termes ne présentent que des rapports anharmoniques et des coefficients constants, la même relation aura lieu entre les sinus des angles formés par des droites menées d'un même point quelconque à tous les points de la figure, y compris le point à l'infini.
Et la même relation aura lieu aussi entre les points provenant des intersections de ces droites par une même U-ansversale quelconque : au nombre de ces points se trouvera, à dislance finie, celui qui correspondra au point situé à l'infini sur la première droite.
Cette proposition générale est une conséquence évidente du théorème (13) sur le faisceau de quatre droites ( ' ).
(') M. Poneelet se sert aussi des points situés h l'infini pour rendre pro/eciiVej des relations de segments, mais par des considérations générales indépendantes de la notion du rapport anliarmoiiique. (Foi> le JHémoire sur les centres des moyennes liarmoniqaes, Note 3'; Tome lll du Journal de lHn.lhémaitques do M. Crelle; année i8a8.)
Par exemple, considérons trois points t entre lesquels a lieu la rclatipn idcntifjue
On amènera cette équation à ne contenir que dm moniques, en écrivant
■apports anhai
et en y introduisant le poi ports --m et -^—j sont éffau)
t d' situé à l'infini , car les dei V l'unité, et l'on peut écrire
Cette équation ne contenant que des rapports anharmoniques et des coefficients constants (qui sont égaux ici àTunilé), elle aura lieu entre les sinus des angles des quatre droites A, B, C, D menées d'un même point aux quatre a', b', c', d', et entre les segments compris entre les quatre points d'intersection a, b, c, d de ces quatre droites par une transversale quelconque.
Les deux théorèmes qui résultent de là devant élro d'un usage fréquent dans le cours de cet Ouvrage, nous allons en faire l'objet d'un paragraphe particulier et en donner une démonstration plus immédiate, quoique fondée sur les mêmes considérations qui précèdent.
§ III. — Propriétés de quatre points situés en ligne droite et d'un faisceau de quatre droites.
21 . Etant donnés quatre points a, b, c, d <?h ligna droite, on a toujours entre les six segments quo ces points déterminent deux à deux la relation
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dans laquelle on observe, relativement aux segments, la régie générale des signes.
En effet, divisant parat.cif, il vient
Que par un point O on mène les quatre droites Oa, Oh, Oc, 0(/, et qu'on les coupe par une transversale parallèle à la quatrième 0(/; soient a', V , c' les points d'înlerseetion des trois premières, on aura (15)
'^'db" '7b'' 7ï,'7b~ Vb''
L'équation à démontrer devient donc
équation identique (2). Donc, etc.
22. Pour former l'équation [a), on peut considérer à part les. trois points b, c, d, entre lesquels a lieu l'identité 6c + crf + rfi:=o, dont on multiplie les termes respectivement par les segments ady ab, ac.
Nous verrons plus loin (Oh. XVI) que l'on peut considérer l'expression sous un autre point de vue et comme se ratlacliant à une propriété générale d'un système de points en nombre quelconque.
23. Si de la forme abstraite du théorème on passe à son expression concrète, résultante de la position réelle des quatre points a, b, c, d, on voit que, des trois rectangles qui entrent dans l'équation, l'un est formé de deux .segments qui empiètent l'un sur l'autre, le deuxième de deux segments qui n'ont aucune partie commune, et le troisième de deux segments dont l'un est entièrement compris sur l'autre; et l'équation signifie que le premier
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rectangle (formé des deux segments qui empiètent l'un siir l'autre) est égal, numérii/uement, à la somme des deux autres.
Ainsi, quand les trois points sont dans Tordre a, b, c, d, on a
ac.db=ab.cd^ad.bc.
Cela résulte, en effet, de l'équation générale («), car le terme ac.db y prend le signe — , provenant de la direction du segment db, ei les deux autres termes sont positifs,
24. L'équation («) donne, par un simple changement de notation, la suivante, relative à deux segments ab, a'b' situés sur une même droite :
(«") nb.a b'=^aa'.l>h' -^ab' .ba\
relation par laquelle se détermine la longueur d'une droite a'h' en fonction des distances de ses extrémités à deux points fixes a, b.
âS, Quand quatre droites A, B, C, D concourent en un même point, les six angles qu'elles forment deux à deux ont entre leurs sinus la même relation que les segments /ormes par quatre points en ligne droite, savoir :
( b ) sin (A, B) sin (C, D) -i- sin (A, C) sin (D, 3) -h sin (A, D) sin JB, G ) = o.
:elte équation s'écrit
sm(A,C).sin(D,C} s sin(A,B)'sin(D,B) s
in(A.Dl_siLiiC.Dl in(A,B) ■sin(C,Ji)
et, si l'on mène une transversale qui rencontre les quatre droites en quatre points a, b, c. d, on aura entre ces points la relation [«') ei-dessus. Mais les deux premiers termes de cette équation sont égaux respectivement aux deux premiers termes de l'équation {b'), comme étant des rapports anharmoniques (13). Donc l'équation (è') est une conséquence du théorème précédent. Donc, etc. Il est clair que les signes des sinus se déterminent dans l'équation (b) d'après le sens de rotation des angles à partir de Jeurs origines respectives.
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26. L'équation {h) donne lieu aux deux suivantes : (c) cosABslnCD -+- cosAC sinDB -h cosADsînliC — o,
f J) cosABcosCD — cosACcosDB — siiiADsinBC =. o.
On obtient l'équation (c) eu mettant A' à la place de A dans l'équation (i), puis en considérant une nouvelle droite A perpendiculaire à A', de sorte que (A' A) ;= -t-go". L'équation [d) se conclut de (c) par la même considération, en substituant à D une autre droite D* qui lui soit perpendiculaire. II suffit de se rappeler, dans ces substilulions , que, si (E,F) ::= + 90°, on a
27. En changeant simplement la notation dans les. trois équations {&),(c),((/), on a les trois formules suivantes, relatives à deux angles (A,B),(A',B');:
sinAB siiTA'B' = sinAA' siuBB' - sinAB' sinBA',
cosABcosA'B' = cosAA'<:osBB'+SLnAE'siiiBA'.
Chacune de ces formules fait connaître l'angle des deux droites A', B' en fonction des angles que ces droites font avec deux axes fixes A, B.
1; IV. — Formules pour le changement d'origine de segments rectilignes ou d'angles.
28. Un point m d'une droûe âuinl dètorminé par le rapport de ses distances à deux points fixes a', b' de cette droite, on demande d'exprimer le rapport de ses distances à deux antres points a, h en/onclion du premier rapport.
Exprimons d'abord le rapport -r— en fonction du -i-- -■ 11 suffit
de prendre la relation qui a lieu entre les quatre poinisra, /', <i', m. savoir (21 )
d'où
' ' bm ha' a' ii bni
Maintenant on remplacera le rapport - — par ranl les quatre points a', b, b', m, qui donnent
d'où
/>?,' , a'h ,, la'm a'h\
Si l'on remplace dans le second membre de l'équation (i) hm pai cette expression, il vient
l/m bb' a-b
, en ayant égard à l'identité («"),
Ce qu'il fallait trouver.
Ou a , conîme on voit , entre les deux rapports - — et y;— i l'équation symétrique
(^' Jin 'ÏÏ7n~~bi',ïVÏ~17Tn W^TU^'^'
Ces formules nous seront utiles dans plusieurs queslii
lions.
29. Si d'un point O on mène des droites A, B, A', B', M aux cinq points a, h, a', b', m, on pourra substituer aux segments qui entrent dans les équations (i, 2 et 3) les sinus des angles des droites qui comprennent ces segments, de sorte que l'on aura les
E OÉOJIÉTHIE SUPÉHIEUnE. — C
si„(B,M)
i,i(D,A') sm(A',I!) sm(B,M
sin(V,M) sin(A.B') srn(A,A'
sin(A,M)
,in(B',M)sm(B,B'l >m(B,B')
sin(Ji, M]
sin(A',M) liiiJA'.B)
.ralA.H) .,i
i(A',M.] sinfA.M} sin(A',B)
i(B',M; sm(B,M) sin[B',B]
(A', M] sin{A,B') , sin(A,A')
§ V. — Propriétés de quatre points situés sur une circonférence de cercle. — Formules fondamentales de la Trigonométrie. ~ Propriétés du qiiadrilatére inscriptible an cercle.
30. Plaçant le sommet du faisceau de quatre droites au centre d'un cercle, et appelant a, b, c, d les points dans lesquels ces droites rencontrent la circonférence, on conclut des trois équations [b, c, d) celles-ci
&inab sin«/-Vsin«c mndb -j- siiiacl sii\ùc = o, cosab siii cd ~i- cosac siticlli +cosrtt/ sinic^o,
puis, plaçant le sommet du faisceau de quatre droites en un point de la circonférence, on conclut de la première des trois équations, qui a lieu entre les six sinus, celle-ci :
3] . Propriétés relatives à trois points pris sur une circonférence de cercle . — Si l'on suppose crf ^ -H 90" dans les équations (6' et t;'), elles deviennent
Celte dernière résulte encore de l'éqaation {d'), dans laquelle on ferait cd = o.
Ces deux équations forment des relations générales entre trois points quelconques de la circonférence d'un cercle.
Expression de sin(adz6),cos(a ±6). — - Ces expressions se déduisent immédialement des deux formules précédentes.
Il suffit de supposer que le point c soit situé sur l'arc ah ou sur son prolongement. Dans le premier cas, on a al/ ^= ac -h cb , el dans le second, ab =^ ne — bc; et, faisant ac = a, ac= S, on olitient les deux formules
sin ( « ± S ) — sin « cosS ± sin 6 cos«, cos[H±e) ^cosKCOsê^sin« sine.
Ainsi, ces formules fondamentales de la Trigonométrie se déduisent naturellement de l'identilé
qui a lieu entre trois points en ligne droite, par la propriété du rapport anharmojiique.
32. Soit un quadrilatère abcd {fig. 3) inscrit au cercle; on a entre les sinus des demi-arcs sous-tendus par les eôtcs et les diagonales l'équation {b") qui, appliquée à la figure, dans laquelle les deux arcs ac, hd empiètent l'un sur l'autre, devient
&\n^iic?,vc\'^db =i.-sin j<îfisin-^C(;4- ûn^adûa-bc;
mais ces sinus sont les demi-cordes ab, cd , ... ; l'équation n'est donc autre chose que celle-ci ;
ac .tlb ^ ab .cd -\- ad, bc;
c'est-à-dire que, dajis tout quadrilatère inscrit au cercle, le produit des deux diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
33. Considérons un quadrilatère quelconque ABCD {^g. 4)t et menons d'un point O quatre droites à ses sommets; on aura entre les sinus des angles de ces droites, prises deux à deux, la re-
lation (23)
sinAOB sinCOD M-sinAOC sinDOB + sinAOD sinBOC = o.
Qu'on multiplie les deux membres par le produit des quatre lignes OA, OB, OC, OD divisé par 4. el que l'on observe que l'aire d'un triangle est égale au demi-produit de deux côtés multipliés par le sinus de l'angle compris, on aura
trAOB.trCOD-i-trA0C.trROD + ti-AOD.trBOG™o.
En déterminant les signes d'après le sens de rotation des angles AOB, etc., comme il a été dit, on reconnaît que, quand le quadrilatère est convexe, l'équation exprime que, Si un point pris dans le plan du quadrilatère est regardé comme le sommet commun de six triangles ayant pour bases les quatre côtés et les deux diagonales du quadrilatère, le produit des aires des triangles qui auront pour bases les deux diagonales sera égal à la somme ou à la différence des produits des aires des triangles qui auront pour hases les côtés opposés, selon que le point sera pris au dehors ou dans l' intérieur du quadrilatère i').
§ VI. — Relations entre les trois rapports anharmoniques d'un système de quatre points ou d'un faisceau de quatre droites.
Zi. Les trois rapports anharmoniques d'un système de quatre points en ligne droite a, b, e, d sont
ac _bc ad cd oh ,lh^ l^l'Vi' ld)'W li^'l^'
Leur produit est égal à — i, ce qui se vérifie de soi-même, el ils ont, deux à deux, des relations très-simples, que l'on tii'C de l'équation
ah .'d -\- (ic.dli -\- ad. hc =; o,
!mc a été dÉmoiitré par Monce dons le Journal do V , lier, pago 86. L'nuleur le conclut d'une identité eiitrt ordonnées des qnntre sommets du quadrilatère et et nont les aires des triangles. Cette itlentîlé avait déjà un Mémoire d'Analyse de 17^8.
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qui a lieu entre les quatre points (21). II suffit de diviser cette équation successivement par ses trois termes. DivisEuit par«(f.ic, on a
ah _ cfc ac _h- _
ciil v/l ad ' bel
les trois relations
■r nipp.
^ rappoj-t,
rapport,
A-insi, un des trois rapports étant donné, ces équations fou naître les valeurs des deux autres. Les expressions du de et du troisième rapport en fonction du premier sont
nipp.
3S. Ce qui précède s'entend évidemment des rapports anharmouiques d'un faisceau de quatre droites, puisque ces rapports sont égaux à ceux des quatre points qu'une transversale quelconque détermine sur ces droites (13).
§ VII. — Nouvelles expressions du rapport anharmonique de quatre points, ou d'un faisceau de quatre droites.
36. Le rapport anliarmonique de quatre points peut se mettre sous une expression où entre un cinquième point pris arbitrairement sur la même droite que les premiers. Soient a, h, c, d les
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qualre points, et m le cinquième, on aura ''' 7^1 '■ ù7l ^ '^ _ ^'
En ofiet, on peut éerire
Or, on a entre les quatre points a, h, d, m la relation
ab.dm + ad.nib ■+• mn . bd =7 o, ou
dli.iiifi cib ,md
d„ . mb ~~ ' ~ ad.mb
Et pareillement, entre les quatre points a, h, c, m,
f,h.t„d ,nh ~ ad.md nb'
ce qui est l'expression cherchée.
Si, dans cette expression du rapport anharnionîquc des quatre points a, b, c, d, on suppose que le cinquième point m soit à l'infini, les rapports —j- et — r- seront égaux à Funité, et il viendra
w . bc _ f,b ad'' bd^ l
On obtient ainsi une nouvelle manière d'exprimer le rapport anharmonique de quatre points en fonction seulement des distances de. l'un d'eux aux trois autres.
Il A n MO NIQUE.
37. Aux segments mb, nie, nul on peut substituer, dans l'équation (i), les perpendiculaires abaissées des trois points b, c, d sur une droite quelconque. Car si Ton suppose que le point m soil à l'intersection de cette droite et de la droite ab, les trois perpendiculaires que je désigne par ê, y, 5 sont proportionnelles aux trois segments mb, me, md, et l'expression du rapport anharmonîque peut s'écrire
38. Quand les quatre points a, b, c, d sont déterminés par leurs distances a, S, y, S à une même origine O, de sorte que 0(ï:=a, Ob=^Ë, etc. , l'expression de leur rapport anliarmonîque
Cela est évident.
Quand les quatre points a, b, c, d sont déterminés par les rapports
de leurs distances à deux points fixes 0, 0', soit --— = a,
Oh , Oc Ofl ^ -,, . , , ,
777T=o, —-7=y, — — = (? 1 expression de leur rapport anliar-
moniquc est encore
En effet, on a
OU, d'après la formule ci-dessus (i).
0'</ O'i ii'tl
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39. Rapport anharmonique de quatre droites. — L'équation (i se met sous la forme
et, comme ii n'y entre plus que des rapports anliarmoniqiies, on en conclut qu'elle s'applique aux sinus des angles d'un faisceau de cinq droites A, B, C, D, M; de sorte que le rapport anharmoniqne de quatre drol tes A, B, C, D s'exprime ainsi :
«^) im^
n(JI,D)
!in(A.Bl .
jin(»l,B| >
la droite M étant tout à fait arbitraire.
Si cette droite est perpendiculaire à la droite A, on a
et de même des autres termes; de sorte que te rapport anliarmoniquc des quatre droites prend cette expression
^^' sin[A,D)'sin(It,D) cot(A,B] — col(A, C)
dans laquelle n'entrent que les ang-les que l'une des droites fait avec les trois autres.
40. Quand les quatre droites A, B, C, D sont déterminées de direction par les rapports des sinus des angles qu'elles font avec deux axes fixes O, CC, de sorte que l'on ait
sinfO.Al _ sin(O.B) _ sinfCC] _ sin(Q.D) _
sin(0',A)^''' sin[0%B) ' sin(0',C) '''' siii(0',D)"
le rapport anharmonique des quatre droites a pour expression
nAC _ sinBC __«— 2 , S — y nAD ■ sinBU ^ a— S ' g — ^
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Cette formule se démontre comme l'équalion (5) et peut d'ailleurs se conclure de celle-ci , parce que le second membre peut s'écrire de manière à ne renfermer que des rapports anharmoniques
1 — y : a _ l — y.f, 1 — J:«' I — iî;e'
Si les deux droites fixes O, O' sont rectangulaires,
K = tang(0,A], e = taL]g(0,lî}, ...,
de sorte que l'on a
siuAG ^ sinBC _ tans(0,A) — taiifi(0, C) . t;mg(O.B) — taug(0,C) '9' sinAD ■ sinBD ~ tang [O, A) — tang- {0,V) ' wng (O, B) — ta(ig(0,D)"
■: en: givOmetjke
CHAPITRE III
PBOPRIÉTÉS IIELATIÏES A DEUX SÏSÏÈHLS Ci; QUATRE POINTS SITiiÉS SUK DEUX DROITES, OU A DEUX FAISCEAUX Dlî QUATRE DllOITES, QUI ONT L'N MÊME RAPPORT ANHARUONIQUE.
g I. — Deux systèmes de quatre points.
■41. Quand deux syslcmes de quatre points situés sur deux droites et qui se correspondent un à un sont tels, i/u'un rapport anharnionitjue du premier système soit égal au rapport anharmonitjue du second système, les deux autres rapports anJtarmoniques du premier système sont égaux, respectivement, aux deux autres rapports anliarmonit/ues du second système.
Celte égalité résulte de l'expression des deuxième et troisième rapports anharmoniqiies en fonction du premier (34).
Ainsi, soient a, h, c, d et a', b', c', d' les deux systèmes de quatre points; chacune des trois équations
ail _ c/l _
qui expriment l'égalité des rapports anharmoniqucs correspondants des deux systèmes, comporte les deux antres.
D'après cela, nous pourrons dire indifféremment que les deux systèmes de quatre points ont les mêmes rapports anharmoniques, on, simplement, le même rapport anharmonique.
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42. Quand deux systèmes de quatre points pris sur deux droites et se correspondant un à un ont leurs rapports anharmoniques égaux, si l'on place les deux droites de manière que deux points homologues coïncident ensemble, les trois droites qui joindront les trois autres points du premier système à leurs homologues, respectivement, concourront en un même point.
Soient a, h, c, d el a', V, c', d' (f'g- 5) les deux systèmes de quatre points dont les deux homologues a, a' coïncident; je dis que, si leurs rapports anharnioniques sont égaux, de sorte que
ac J'c _o'c\ b'c' Ml' bit ~ ^V ■ 6V '
les trois droites hh', cd, dd' concourent en un même point.
En effet, soit S le point de concours des deux premières, el soit d" le point où la droite Si:/ rencontre la droite ab'. Les quatre points a, h', c, d" ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a, i, c, d (14), et conséquemment, d'après l'hypothèse, à celui des quati-e points a, h' , d, d'. Donc les points d' etd"se confondent. Donc, etc.
■43. Observation. — Celte proposition si simple est néanmoins une de celles dont nous aurons à faire le plus fréquemment usage dans la suite.
Elle fournît ici une démonstration directe du théorème précédent. En effet, puisque les trois droites bb', ce', dd' concourent en un même point S, on peut considérer les deux droites abcd, ab'ffd' comme deux transversales qui coupent un même faisceau de quatre droites Sfl, SÔ, Se, Se?. Conséquemment, le rapport anharmonique des quatre points a, b, c, d situés sur la première transversale, de quelque manière qu'on le forme, est égal au rapport anharmonique correspondant des quatre points a', h', d , d' situés sur la seconde transversale, ce qui démontre le théorème (41).
44. Quand deux systèmes de quatre points a, b, c, d et a', b', c', d', qui se correspondent un à un, ont leurs rapports anharnioniques égaux, on peut établir de trois autres manières la cor-
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respoiidance des points des deux systèmes, en conservant l' égalité des rapports anharmoniques.
En effet, on a, par hypothèse, l'égalité
qu'on peut écrire de ces li'ois autres manières : (2) ^.^^^-ll',
^ ' ad' bd e'ii' * d'b'
L'équation (i) exprime qu'aux quatre points «, i, c, d correspondent a', S', </, rf', uii à un, respectivement. L'équation (5) exprime que les points correspondant à a, h, c, d sont b', a', d', </, l'équation (3), que ce sont </, (/', a', b', et l'équation (4), que ce sont d', c', V, a'.
Ce qui démontre la proposition.
■45, La loi de formation des équations (2), (3) et (4) est hien simple. Après que l'on a considéré les quatre points du second système comme correspondant un à un, respectivement, dans l'ordre (/, b' , c', d\ aux quatre points a, b, c, d du premier système, il suffît de faire permuter deux points quelconques du second système entre eux, pourvu que les deux autres points permutent aussi entre eux.
Ainsi, c^ permutant avec b^ et </ avec d', on suhstituera à l'ordre primitif fl', i', c*, d' l'ordre ù', a\ d', 1/, et ces quatre points correspondront un à lin aux quatre points du premier système a, b, f, d, ce qiii donne lieu à l'équation (a).
Observation. — Cette propriété de deux systèmes de quatre points qui ont leurs rapports anharmoniques égaux nous sera souvent utile et suffira, dans plusieurs occasions, pour donner immédiatement la démonstation d'une proposition importante.
: FAISCEAUX Dii QUATRE I
g II. — Deux faisceaux de qniatrâ droites.
46. Quand deux faisceaiuc de quatre droites (jui se correspondent une à une sont tels, qu'un dos trois rapports anliarmoniffues du premier soit égal au rapport correspondant du second, les deux autres rapports anharmoniques du premier faisceau seront égaux aussi aux rapports correspondants du second faisceau.
Cette égaillé résulte de ce qu'un des trois rapports anharmoniques d'un faisceau de quatre droites détermine les deux autres (35).
D'après cela, de même que pour deux systèmes de quatre points, nous pourrons dire, indifféremment, que deux faisceaux de quatre droites ont le même rapport anJtarmonique, ou bien les mêmes rapports anharmoniques.
47. Quand deux faisceaux de quatre droit ps qui se correspondent une à une, respectivement, ont leurs rapports anharmoniques égaux, si on les place de manière que deux droites correspondantes coïncident en direction, les trois autres droites du premier faisceau rencontreront respectivement les trois droites correspondantes du second faisceau en trois points situés en ligne droite.
Soient On, 0/^, Oc, Orf [fg- 6) les quatre droites du pre faisceau, et O'n, O'A, O'c, O'd les quatre droites correspondantes du second. Nous supposons que les deux droites On, O'n coïncident en direction ; je dis que les trois points h, c, d, dans lesquels se coupent deux à deux, respectivement, les autres droites des deux faisceaux, sont en ligne droite.
En effet, menons la droite bc qui rencontre la droite 00' en a, et soient â, ô' les points où elle rencontre les deux droites Od. O'd. Puisque les deux faisceaux ont leurs rapports anharmoniques égaux, les quatre points n, 6, c, à ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points n, h, c, â". Donc les deux points S, S' se confondent. Les deux droites 0(/, O'd se coupent donc sur la droite bc. x. q. f. n.
4S. Observation. ■ — Cette proposition nous sera d'un grand usage.
Elle fournit ici une démonstration directe du théorème précédent, car, les quatre points a, b, c, d étant en ligne droite, leur rapport anharmonîcjue, de quelque manière qu'on le prenne, est égal aux rapports qui lui correspondent dans les deux faisceaux de droites; par conséquent, ceux-ci sont égaux entre eux.
49. Quand deux faisceaux de quatre droites qui se correspondent une à une, respectivement, ont leurs rapports anharmoniques égauxj on peut établir de trois autres manières la correspoiuiance entre les droites des deux faisceaux, en conservant L'égalité des rapports anharmoniques.
Il suffira de faire permuter entre elles deux droites quelconques du second faisceau, et, en même temps, les deux autres droites du même faisceau. Ainsi, soient A, B, C, D les quatre droites du premier faisceau, et A', B*, C, jy les droites coiTcspondantcs du second faisceau, lesquelles ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre premières. On pourra prendre les quatre droites du second faisceau dans l'ordre B', A', D', C, qui résulte de la permutation des deux droites A', B' entre elles et des deux C, D' entre elles, et dans cet ordre le rapport anharmonique des quatre droites est égal à celui des quatre droites du premier système A, B, C, D.
La démonstration est évidemment la même que pour deux systèmes de quatre points (4'4).
Observation. — Cette proposition, de même que celle relative à deux systèmes de quatre points, sera susceptible de nombreuses .applications qui procureront souvent des démonstra
- Manières d'exprimer VégalJté des rapports anharmoniques le deux systèmes de quatre points sur deux droites.
SO. Soient a, b, c, d et a*, b' , é , d' les deux systèmes de quatre points; l'égaillé de leurs rapports anharmoniques s'exprimera par
^ DE QUATRE p
e des éc|uations à deux termes
bd a'd' ' b'd'
31. Les seconds membres des équations (1} sont les rapports mharmoniqnes du second système; ov, chacun d'eu:
1 unité moins i
i'^'' rapport =
valeur inverse du rapport s
'— (34). D'après cela,
1 équations à trois termes, que \
exemple, nos équations se
Ces cqu:
nt d'un grand usage.
III. — Autres équations a trois termes
o!2. En prenant sur la droite a' h' un point arbitraire , peut exprimer l'égalité des deux rapports anliarmoniqui l'équation
car le premier membre exprime le rapport anbarmonique des quati-e points a, b, c, d, et le second membre, le rapport anbarmonique des quatre points «', h', c\ d' (36). Cette équation prend
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une forme plus simple, savoir :
ii'Ù' av. ad <-<'</ ad. ah a'd' ah.ac OU
[3) ab.cd.'"— -^>w.db.'^X+ad.bc."-^z^o.
On aura de même, en prenant un point m sur la droite ab, ( 3' ) a'/,'. c\e . '^ + a'c'.d'b' . ^ + a'd' . &'<■' . '^' = O.
53. Les points ni, m' sont arbitraires ; si on les suppose à l'infini, et que l'on divise la première équation par m' d' el la seconde
par Hii/, les rapports - , ,, j "ti-' ■■- deviennent égaux à l'unité
et l'on a
, , , ab.cd ac . db nd . bc
aV .c'd' a'c'.d'b' a'd'.b'c' _
Chacune de ces quatre équations (3, 3', 4 et 4') exprime l'ég-alité des rapports anharmoniques des deux systèmes de quatre points,
54. Remai'quons que l'équation (3) s'écrit de manière à rie contenir que des rapports anharmoniques, savoir :
l'Ji - 'i] l'^K ■ -J!:] + i'^:t\ (^ ■ ':.^] _ ,= „.
\ad cd) \m'd' a'd' j \ad bd j \m'd' a'd'
Il en est de même de l'équation (3'}.
§ IV. — Manières d'exprimer l'égalité des rapports anharmoniques de doux faisceaux de quatre droites.
55. L'égalité des rapports anharmoniques de deux faisceaux de quatre droites s'exprime évidemment par des équations sem-
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Iilables aiiï précédentes, telles que
>m(A,C).Mii(I),C)
.in!A',
, C').si„(B'
si» (A-,
ni,(*. C).!in(B,C)
sm{A'
, B') sin[C'
sm(A, l))"siii(B,Dj
sm(A'.
,D') "sinlG'
,in(C,D);
««(ir.B'j
iin(A',B')
5În(D, B)
.in(H',C') sin(A',C']
sir.(B,C)
sindl'.D')
CetLe dernière dérive de l'équation (3), dans laquelle on peuL remplacer les segments par des sïniis, parce que l'équation s'écrit de manière à ne présenter que des rapports anharmoniqiies (S-i)-
g V. — Manières d'exprimer qu'un faisceau de quatre droites a son rapport anharmonique égal à celni de quatre points.
S6. Soient A, B, G, D les quatre droites, et (^f b', c', d' les quatre points qui leur correspondent, un à une, respectivement, comme s'ils provenaient de l'intersection de ces droites par «ne transversale.
L'égalité des deux rapports anharmoniques s'exprime évidemment par les équations (i) et (a), dans lesquelles on remplace le rapport anharmonique des quatre points a, é, c, d par celui des quatre droites A, B, C, D, ce qui donne des équations telles que
l sm(A. B)sin(C, D)-_^Jr -!-siii(A, C)sm(D, B) ^ + sin(A, D)sîn[B, C) ~
.in(A,C).
.in(A,D)-
sm(B,Cl »V.6V sin[B, D) flVfcW
n (B, Uj ' «'rf' ■ c\l'
É DE
GEOSlETBd
; SI
iPERlEURK,
l'éq.
nall
sil7
im(
Dl _
• - ■ .in(A,D)- ■
qui résulte de l'équalion (3'). dans laquelle on remplace les points a, b, c, d et le point m par les quatre droites A, B, C, D et une cinquième M.
On peut prendre dans l'équalion (lo) le point iit' à l'infini; alors
les rapports —j-p et——, sont égaux à l'unité, et il vient
iijD. B)
o7. Nous avons dît (7) que, quand un faisceau est forme de quatre droites parallèles A', B', C, D', on exprime leur rapport anliarmonique par celui de quatre poinis a', b', c', cl', intersections de ces droites par une transversale. Il s'ensuit que l'égalité des rapports anharmoniques de deux faisceaux de quatre droites s'exprimera par les équations précédentes quand l'un des faisceaux sera formé de droites parallèles.
i; OVATHE POINTS.
CHAPITRE IV
Ll'PORT lIARaONlQUE DE QUATRE FOIMS OU D (J DE QUATRE DROITES.
§ I. ~ Rapport harmonique de quatre points.
58. Quand deux points a, a' [fig. y) divisent un segmenl (?/ en parties proportionnelles, c'est-à-dire leUes, cjue l'on ait (abstraction faite des signes des segments)
on dit que les deux, points n, a' divisent ha/-inoniquemeiit le segmente/', oubien qu'ils sonl conjugués harmonù/ucs Y)ar rapport aux deux points e, f. Réciproquement, ceux-ci sont conjugués harmoniques par rapport aux deux a, a' et divisent harinonitjuement le segment aa'. On dit encore que les quatre points sont en rapport harmonique.
Il nous sera quelquefois utile, pour faciliter le langage, de dire que les deux segments an', ef sont conjugués harmoniques.
59. L'expression rapport hai'monique, appliquée au système des quatre points, vient de ce que les trois segments comptés de l'un de ces points et terminés aux trois autres sont en proportion harmonique.
On appelle ainsi une proportion géométrique formée avec trois nombres tels, que le i"' est au 3' comme le i" moins le a' osl au 2* moins le 3*. Par exemple, les trois nombres 6, 3 et a sont
en proportion harmonique, parce que ~ = ^— — (' ). Celte rela-
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lion de trois nombres, donl deux sont arbitraires, a reçu des Grei le nom de proportion fiannomt/ue, parce qu'elle se présentait dai leur théorie des Ions musicaux.
sont tels, avons-nous dit, que les trois segments, comptés de l'un d'eux, sont en proportion hai-inonii/ue. En effet, considérons les trois segments comptés du point a, af, aa' et ae, et remplaçons, dans l'équation, a'f par [af — aa') et n'e par {aaf — ae), en ne considérant que les valeurs absolues des segments; on a af _ af~oa i" segment _ \" — i'
ce qui est la proportion harmonique.
Dans l'énuméralion des trois segments, il Tant regarder comme le deuxième celui qui joint deux points conjugués.
(30. On a coutume d'exprimer la relation harmonique de quatre
points par l'équation — .^ -yj. > où l'on ne considère que la valeur
absolue des segments sans y faire entrer les signes relatifs à leurs directions, parce qu'en opérant sur cette équation, soit pour la transformer, soit pour la combiner avec d'autres, on a la figure sous les yeux, et que l'on opère d'une manière concrète, en tenant compte de la position relative des points. Nous devons, pour donner à l'équation sa signification générale, ainsi qu'à toutes celles que nous allons en déduire, lui restituer le signe qui lui convient. Nous écrirons donc désormais
ment. Ainsi 3 surpasse 2 de i qui est moilié de 3, et 3 est surpassé par 6 do U qui est moîiié de 6.
Ces défiaitiODs sont rapportées pur Pappus au commencement du Livre 111 de ses Colltclioit! malhémaiigiies. Après avoir défini tes proportions arichiaèiique et géométrique, il ajoute : • Harmonica autoni medietas est, quundo médius terminus eadcm parte et superat unnni eitremomm, et a reliquo superatur; ut habet 3 ad s et ad 6, Tel quando sit ut primus terminus ad tcrilum, ita piimus eïcessus ad accundara, nt liabent 6, 3, ■). « Pappua construit les trois proportions dans to cercle par une mfme ligure et résout diverses quesUons dont plusieurs concernent la proportion
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Le premier membre exprime le rapport anliarmonique des quatre points a, n', e,f. On peut donc dire que :
Quatre points sont en proportion harmonique fjuand leur rapport anharmonicfue est égal à — i .
Nous avons yu (12) que le rapport anharmonique de quatre points distincts ne peut pas être égal à -H t .
6t. Le point iï' étant sur le segment ef, et ic point a au delà, dans !e sens/è, comme l'indique la figure, le point «' est plus près du point e que du pointy, car on a entre les valeurs numériques
des segments — -^ --.■ Or ne <^ af; donc a'e <| a'f.
Quand le point a s'éloigne du point e, le point a' s'en éloigne aussi, mais beaucoup plus lentement, tellement que, quand le
a aussi — . =; i, ce qui montre que le point a' se trouve au milieu de ef. De là résultent ces deux propositions :
i" Quand quatre points sont en rapport harmonif/ue, le point milieu de deux points conjugués est toujours situé au delà du segment compris entre les deux autres points conjugués.
11° Si l'un des quatre points est à l'infini, son conjugué est le point milieu des deux autres.
62. Soient h, h' [fig- 8) deux points conjugués, de même que a et d, par rapport aux deux e,f. Si le point h' , situé sur le segment ef, est plus près de e que n', le point h sera aussi plus près de e que le point «, de sorte que le segment hV sera compris tout entier sur le segment acé . Si un point c' est pris vers le point y, son conjugué c sera au delà de ce point, et les deux segments aa', c(/ n'auront aucune partie commune. Ainsi :
Quand deux segments sont conjugués harmoni{jues par nippon à un troisième, il ne peut arriver que deux cas : ou qu'ils
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n aient aucune partie commune, ou que l'un d'eux soit compris entièrement sur l'autre.
63. Il suit de là que : Quand deux segments empiètent en partie l'un sur l'autre, on ne peut pas déterminer deux points fjid les divisent harmoniquement l'un et l'autre.
Nous dirons que les deux points qui les divisent harmonîquement sont imaginaires, parce que l'équalion qui sert à déterminer en général ces deux points a, dans ce cas, ses racines imaginaires, comme nous le verrons plus loin (Chap. V).
g IL — Manières diverses d'exprimer que quatre points sont en rapport harmonique.
64. Nous avons vu que quatre points ont trois rapports anliarmoniques différents, dont un suffit pour déterminer les deux
Chacune de ces équations exprime donc que les quatre points sont en rappoi't harmonique.
65. L'expression du rapport anharnionique de quatre points, où entrent les distances d'un point aux trois autres (36), donne l'équation
= ,«/.rf.
= .,^e.fi,'.
On a pareillement
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Ces relations expriment que la ■valeur inverse de la distance d'un point à son conjugué est la moyenne arithmétique des valeurs inverses des distances du même point aux deux autres.
66. Quand on a plusieurs points «, b, c, d, . . . sur une ligne droite, si l'on prend un point m tel que la valeur inverse de sa distance à Tin point déterminé O de la droite soit moyenne arithmétique entre les valeurs inverses des distances des points a,h, c, ... au même point O, c'est-à-dire, de manière que l'on ait
Ohi ' Ott OO Oc ■■"■
n étant le nombre de points et chaque distance devant dtre prise avec son signe -I- ou — , on dit, d'après Maclaurin, que la distance O m estia moyenne harmonique des distances 0«, O A, ■-■('), cl, d'après Poncelet, que le point m est le centre des moyennes harmoniques des points a, b, ... (^).
D'après cela nous dirons que : Quand quatre points sont eu proportion harmonique, la distance de l'un d'eux à son conjugué est la moyenne harmonique des distances du même point aux deux autres.
Ou bien encore : Un point est, par rapport à son conjugué, le centre des moyennes hannoniques des deux autres points.
g III. — Relations où entre un point arbitraire.
L'expression générale du rapport anhîirmonique de quatre
points, dans laquelle entre un cinquième point arbitraire {36},
(■ ) De Unearuin geoinelricarum proprïeiatibus geneialibiis Tractatui, % 28. Cet excellent Onvroge se tronïe, sohs le titre A'Jppendix, à In suite du Traits d'Algèbre de
Angleterre.
C) Mémoire i«r les centres des m oxeimes hm-mo,iique^. (Voir Jouni-l de Maclièmalignes de Crelle, t. III.)
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devient, quand ce rapport est égal à — i , On a de miîme
Chacune de ces équations exprime donc que les deux couples de points conjugués a, d et e,ysonten rapport liarmonîque.
68. Aux trois segments md , me, mf on peut substituer les perpendiculaires abaissées des trois points n, e, / sur une droite menée par le point m, lesquelles sont proportionnelles aux trois segments; et, puisque le point m est arbitraire, il s'ensuit qu'en désignant par a*, s et tf les perpendiculaires abaissées des trois points n, e cty sur une droite quelconque, on a la relation
■portons les quatre points a, d, e, f à une origine coni-
On peut écrire
6 ) »« . «V- -^ ma' . »/ -:- ,» ./«" -.- »./. ca=,<,,
■X pareillement
70. Soient a le milieu des deux points a, a', et O le milieu des deux e,f{fig. g) ; l'équation (5) devient
Cette relation nous sera très-utile. Nous en conclurons tout à riieure, en donnant au point m des positions particulières, diverses relations très-simples.
Le rapport liannonique s'exprime encore par l'équation
(8') me.mf.aa'-i-ma.a'O+i»^' .0« = o.
On peut démontrer ces équations, la première par exemple, par le raisonnement suivant. Si l'équation n'est pas identique quel qiie soit le point m, elle servira à déterminer les positions de ce point qui y satisfont, et il n'y aura que deux positions, car, en rapportant tous les points m, a, ... à une origine commune A, le segment Am entrera dans l'équation du second degi-é. Or l'équation est satisfaite pour plus de deux positions du point m, car, si l'on fait coïncider ce point successivement avec les points a, a', e, /, on trouve des relations déjà démontrées, et si on le suppose à l'infini on a l'identité «f-h/oL -^ce = o. L'équation du deuxième degré d'où dépendraient les positions du point m aurait donc plus de deux racines, ce qui prouve qu'elle est identique, c'est-àdire que l'équation (S) a lieu pour toutes les positions du point m.
.autrement. On a la relation (y)
et les deux identités
™Vm..™/=ï«..mO, ^/ + me.„f=^m/.mO.
Mulliplianl ces trois équations, respectivement, par ef^fa el a<?, et les ajoutant membre à membre, il vient
ma.ma'.ef+ TiTc .f^_ + 'ii^f.^.e -^ me .n,f{ef + f^y.^- «e)
Or on a, entre les trois points a, e,f,
<./ + A+..:-=o (2), et entre les quatre tu, a, e, f,
il reste donc
72. Remplaçonsys! dans cotte éijuation par (_//; — a <? ) ; il vient „m.„u,' .cf^^'iTc' .fe ~ [~,' -^f),,e = «. on, parce que me —mf = (mc + mf) (tiw^ mf) = aniO./i), (g) ,».,„r/-™+.«..,»0=o.
En supposant que le point m coïncide avec a, on a
g IV. — Corollaires de l'équation (7). — Relations où entrent les points milieux des deux segments a(i\ ef.
73. Supposons, dans l'équalion (7), que le point m coïncide ivec a; il vient
{') INoiiB donnarons, dans la théorie de l'involulion. une autre démonatration, apj>liqiiée 'a un thoopème pins général relatif à six points en inyolutioa, dont l'équation actuelle n'est qu'un cns particulier.
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Pareillement,
[lo') ô'e = 0a.0a'.
Cette équation donne
ou Lien, entre les quatre points a, a', e,J,
Si le point m coïncide avec le point <?, on a
or 2.e0 -=:ef : donc
ef est la moyenne harmonique des distances des deux poinls a, a' au point e (66), et ea est ce qu'on appelle la moyenne distance de ces deuxpoinls au même point e; l'équation exprime donc que ;
Le produit des distances de deux points à une origine commune. prise sur la même droite, est égal au produit de la moyenne harmonique et de la moyenne distance de ces deux points relatives à l'origine.
Cette relation nous sera souvent utile. On a de même, en supposant que le point jn coïncide sueccssivement avec a et a',
a'e.a'f=a-a.a'0, et, en ajoutant membre à membre, (,3') a..rf+^-e.ar=^'.
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75. L'équalion (i3), divisée membre à membre pai qui e;sprime le même ihéorème, donne
et, à cause de l'équation (i),
pareillemeii t
On peut encore écrire, à cause del'équation (lo),
g V, — Belations où entrent deux points arbitraires. 77. L'équation [6) s'écrit
oii, en désignant par n le point à l'infini,
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Il n'entre dans cette équalion que des rapports anharmoniqucs ; par conséquent, elle a lieu quel que soit le point n (20). Multiplions par mf.ea.na', il vient
(i8) ma,nf.a'e-^~ma'.ne.af-\-me.na.fa'+mf.na'.ea=o.
Dans cette relation entre quatre points en rapport harmonique a, a' , e,f et deux points arbitraires m, n, ces deux points entrent de la même manière.
Écrivons l'équation (j) ainsi
ou, en appelant « le point situé à l'infini,
Il n'entre dans cette équation que des rapports anharmoniques; conséquemrnent elle a lieu quand le point n est pris arbitrairement, mais à la condition que a et O ne seront plus les milieux des deux segments aa', ef, mais bien les conjugués harmoniques du point n par rapport aux deux segments n«', ef. L'équation prend la forme
mf_m^.m<i
Le point m étant arbitraire, supposons-le à l'infini, et divisons parjKOL.mO; les rapports -^j --).. . sont égaux à l'unité , et il vient
Mais il faut remarquer que cette équation, où n'entre qu'un point arbitraire, n'est pas différente, au fond, de l'équation (y). En effet, écrivons-la ainsi :
ne.nf->r na.na =2 — - zrT~'i
a. élanl le conjugué harmonique du point n par rapport aux. deux rt, a' , on a, en appelant a i le milieu de ceux-ci, na.nà:^na..na.i (74). On a pareillement, en appelant 0, le milieu du segment (^f, ne.nf^nO.nOf. L'équation devient donc
ce qui est précisément l'équation (7).
L'équation (8) prend la forme
ma.ma' ef ^ '^e f ^ ^^^_ ^' '^" ^' '■■^ OH, en désignant par n le point situé à Finfini,
L'équation ne contenant que des rapports anliarmonlques, on y peutsupposer le point n quelconque, pourvu que a n'y représente plus le point milieu du segment ad, mais bien le conjugué harmonique du point n par rapport aux deux «, «'. L'équation de-
"«■'"^ ne nf
Si le point m est à l'infini, il \ient
On simplifiera ces deux équations en y remplaçant a, désignant le point milieu du segment aa' (74).
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80. Observation. —- On peut introduire un point arbitraire n dans les équations (lo, . . . i5), par des considérations semblables à celles dont nous venons de faire usage. On aura ainsi de nouvelles relations à deux termes, pour exprimer que deux couples de point» a, d et e, y sont en rapport harmonique.' Les points milieux « et O des deux segments aa' , ef deviennent dans ces relations, de même que dans l'équation (19), les conjugués harmoniques du pointnparrapport aux deux segments. Nous n'entrerons pas dans ces détails , parce que les formules que l'on obtient ainsi expriment des propriétés relatives aux deux points qui divisent harmonique ment deux segments à la fois. Ces propriétés reviendront plus tard comme conséquences naturelles de la théorie de Tinvolulion de six points.
g VI. — Connaissant, dans une proportion harmoniqnie, deux points conjugués et le milieu des deux autres, trouver ceux-ci.
81, Les deux points conjugués «, a' sont connus, ainsi que le milieu O des deux e, f. Ceux-ci se déterminent par la relation
Oe = - 0/z= zb v'OnTô^. ( 10' )
Il faut, pour que cette expression soit réelle, que le milieu O des deux points cherchés soit au dehors du segment aa' ; s'il était sur le segment lui-même, le produit Oa.Qa' serait négatif, et l'expression de Oe imaginaire. On dit alors que les deux points conjugués cherchés sont imaginaires.
JNous reviendrons, dans le Chapiire suivant, sur cette notion de points imaginaires, qui demande quelques développements. Toutefois, il faut ajouter ici que, si les deux points donnés a, a' étaient eux-mêmes imaginaires, les deux points cherchés e,y seraient nécessairement réels, parce que dans ce cas le produit O a. O a' serait positif, ainsi que nous le verrons plus loin (93).
L'expression de Oeae change en celle-ci,
Oe= -0/=d: v/ok'- «</,
a. étant ie milieu du segment an' ( -i).
CiiAaLES. — Geom. shjj.
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ExpEESsiOKS OE n.e ET«/. ^Ona ae=aO — eO: Dono
ou, en miillipliant el divisant par (\/rtO zjz ^n'O)-,
g vil. — Faisceau de quatre droites en rapport harmonique.
83. Quanti quatre droites A, A', E, F, concourantes en un même point, ont leur rapport anharmonique égal à — i , de sorte f|uc l'on ait
sm[A,E] . sin|_A\Ej _ _ sin(A,Fi ■ sin(A',l')~ ''
on dit que ces quatre droites forment un Jaisceau harmonique. On dit aussi que les deux droites E, Y sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux A, A' ou bien qu'elles diinsentharmoniquement l'angle des deux droites A, A', et, réciproquement, que ces deux-ci sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux autres, ou bien qu'elles divisent liarmoniquement l'angle de ces deux-là. Ces quatre droites rencontrent une transversale quelconque en quatre points a, a', e,/qul sont en rapport harmonique; car on a
84. Si la transversale est parallèle à l'une des droites, à îa droite A' par exemple, le point a' sera à l'infini, et l'on aura simplement
par conséquent, le point a est le milieu du segment of.
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Cela prouve que, si les deux droites A, A' sont rectangulaires, les deux E, F font des angles égaux avec l'une d'elles, c'esl-à-dire que :
Quand deux droites conjuguées harmoniques par rapport à deux autres sont rectangulaires, l'une d'elles est la bissectrice de l'angle formé par ces deux-ci.
Et réciproquement : La bissectrice d'un angle et sa perpendiculaire divisent harinonitfuement cet angle.
On conclut de là cette propriété du cercle
Quand deux points divisent harmoniquement un diamètre, les droites menées d'un point de la circonférence à ces deux points sont également inclinées sur la droite menée du même point à l'une des extrémités du diamètre.
Caries deux droites Se, Sf{fig. lo) sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux Sa, Si/. Mais celles-ci sont rectangulaires ; par conséquent, l'une d'elles est la bissectrice de l'angle des deux droites Se, Sf.
g VIII. — Relations entre quatre droites en rapport harmonique.
86. Toutes les relations entre quatre points en rapport harmonique qui peuvent se mettre sous une forme telle, qu'elles ne contiennent que des rapports anharmoniques, s'appliqueront, par le simple changement des segments en sinus d'angles, à quatre droites en rapport harmonique.
Ainsi la première des équations (2) s'écrit
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87. De même, l'équation (4)) qui contient un point arbitrair donne la suivante, qui contient une droite arbitraire :
sm(M. A') _ sinfM.E' sin(M, F) = sin[A,A') - ^îi^lITË) ^ ^MÂTf ) '
et pareillement
.-iiit(M.F)_ sin(M.A) sm(M. A'} ^sm(E, F]'~sin[E, A)"^sm[E, A')'
Si l'on prend la droite M perpendiculaire à la droite E, il vient
tany(E,F") tang(E,A) tung(E,A') ou
2cot{E,F)^cot(E, A) + cot[E, A';.
La formule (ly) donne celle-ci
sin(M, A)sin(M.A') sin(^I, E) sin [M,F) sin{N, A) sm(N,A') '^ siu(N, E)sm(N, F) ^ .in(M.«)sinlM,0) si,i[N,«)sin(H,0)'
dans laquelle M et N sont deux droites arbitraires, et a, O les droites conjuguées barnioniques de la droite N par. rapport aux deux couples de droites A, A' et E, F.
Si les deux droites M, N sont rectangulaires, il vient
co!{N, A)cot[N,A'] + cot(N,E)cot(N, F}.— 2col:(N,a)cot(N,0).
Enfin, la formule (ao) donne celle-ci
-n(M,A)sm(M,A') . .
— ^- — ^ '- '="i[E,F)sm[]\,«)
lin'(M.E) .m'(N,E)'
in(F,.),i
sin^(M, F] sin'(N, F) ''
n.vrronT majioMQUE de quatre droites, oÎ
M et N sonl deux droites arbitraires, et a est la droite conjuguée liarmoniqiie de la droite N par rapport aux deux A et A'. Si les deux droites M, N sonl rectangulaires, il vient
cot (N.A)cot(N, A')sîii(E,F)siii(N,«) + col'(N,E)sin[F,«)sin(N,E) + cot^(3,F)si«(«,E)sin{N,F)^o.
yGoosle
SÏSTÈME DE DEUX POINTS OU DE DEUX DROITES I M A G IN AIRES
§ I. — Manière de déterminer simultanément deux points s Points imaginaires.
90. Deux points sont déterminés simultanément sur une droite quand on connaît leur point milieu et le produit, ou rectangle, de leurs distances à une origine commune prise sur la même droite.
Soient o, a' les deux points (fîg- i i)j t^ leur point milieu et de produit de leurs distances au point fixe M; on a
P = Ma.Mii' — Ma
«n = AU — i',
-sjm
Ainsi, la détermination des deux points dépend de la construction de l'expression y Mi l'oriiiinc M sont
p; et les distances des deux points à
On peut donc dire que deux points sont représentés par un point, qui sera leur milieu, et un rectangle, qui sera le produit de leurs distances à une origine commune.
Quand le rectangle v est négatif, l'expression yM«:'-^i' est toujours réelle, et la détermination des deux points s'effectue toujours. Mais, quand le rectangle i- est positif, il faut, pour que
SÏSTKMliS IM.U
l'expression y Ma — l'soit réelle, que Mk soilplus grand que c; s'il esl plus petit, l'expression est imaginaire et les deux points cherchés n'existent plus. On dit alors qu'ils sont imaginaires.
Nous appellerons points conjugués ce système de deux points déterminés simultanément par deux données, savoir, leur point milieu et le produit ou rectangle de leurs distances à une origine
91. On peut, en impliquant ces deux données dons une équation du second degré à une seule inconnue, représenter les deux points par cette seule équation, car on a
Mf( +Mrt':= 3M« et h\n.Ua'~.i',
d'où
Mfl"— 2MH.M«-h 1' — o, ou, en représentant Ma par x,
Les racines de cette équation sont donc les distances des deux points a, a' à l'origine M, Quand ces racines seront imaginaires, on dira que les deux points sont imaginaires.
92. Ainsi l'on conçoit Lien ce que nous entendrons par deux points imaginaires sur une droite; cela signifiera que les deux données ou éléments t\\ii servent à la détermination des deux points, savoir, leur point milieu et le rectangle de leurs distances à une origine commune, donnent lieu à une expression imaginaire des distances de ces points à l'origine, ou bien que l'équation du second degré qui suffit pour représenter les deux points a ses racines imaginaires.
Quand nous parlerons de deux points imaginaires, il sera question de deux points conjugués déterminés comme il vient d'être dit, lesquels pourront avoir, avec une figure donnée, certaines relations au moyen de leurs deux éléments, et il ne s'agira pas de deux, points quelconques indépendants l'un de l'autre, tels que
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deux points qui appartieftclraicnt à Jeux systèmes différcnls de points conjugués.
93. Le produit des distances de deux points imaginaires à un point réel pris sur la même droite est i-éel et toujours positif.
Les deux points imaginaires sont déterminés par leur point milieti c. et le produit de leurs distances à une origine m; ce produit étant t', les dislances sont (90)
SI l'on change d'origine, et qu'on prenne le point M, on a ma =Ma —Mm, m«' = M«' — Mm, ma.ma' = Ma.^l,i'—{!Aa -h W n' ) Mm + Mm^
Or, ma. ma'— l'^i Mrt-l-Mrt'= aM:^; il s'ensuit que
Mfl._M^i'=25lH.Mm 4-r — M/»;
Ainsi le produit M«.Mn' est toujours réel.
Il est toujours positif. En effet, on peut écrire
M«,M«'=M«"— [M« — Mm )- + <■-
Or, M :c— M »; = »;«; donc
( iiLo. — w) est négatif par hypothèse, puisque les deux points sont imaginaires; donc M« — {ma — v) est une quantité positive; donc Md.Mrt' est positif.
Autrement. On simplifie la démonstration en représentant les deux points imaginaires par l'équation du second degré
dont les racines sont les distances des deux points à une origine commune m.
SYSTEMES IMAGINAIRES. S
Remplaçant x par a'-f- A, on a l'équation
(lonL les racines expriment les distances des deux points à une autre origine M, déterminée par la valeur attribuée à A. Le produit de ces distances est égal à (A^-H « A-t-è), quantité réelle et toujours positive, car elle se met sous la forme
et chacun des deux termes est positif, le premier comme étant un carre, et le second (b — - ] parce que les racines de l'équation proposée, savoir,
sont imaginaires, par hypoihè
§ II. — Relations entre des points réels et des points imaginaires.
94. Deux points imaginaires peuvent avoir des relations réelles avec différentes parties d'une figure, par exemple avec des points réels. Ce seront des relations dans lesquelles les deux points imaginaires seront représentés implicitement par leurs deux éléments, c'estrà-dire dans lesquelles entreront ces deux éléments.
Ainsi, supposons que dans une figure on ait trouvé entre trois points en ligne droite e,y, a, le point milieu O des deux premiers et un autre point m de la même droite cette relation
c étant un rectangle ou produit de deux lignes dépendant de la figure. On peut regarder ce rectangle et le point a comme les e/einents de deux points a, a' (réels ou im.aginaires), le point a étant leurpoint milieu et le rectangle !< le produit de leurs distances au point m; l'équation pourra donc s'écrire
et elle exprimera une propriélé de la figure, relative aux deux, poîiiis déterminés par les deux éléments « et w.
Si les deux points sont réels, on pourra les substituer, dans l'énoncé du théorème exprimé par l'équation, au rectangle v, et, s'ils sont imaginaires, on pourra soit conserver ce rectangle dans l'énoncé du théorème, soit y introduire la notion des deux points imaginaires, mais en sous-entendant la définition que nous avons donnée (92) de ces points fictifs,
95. La propriété qu'exprime l'équation que nous venons de prendre pour exemple, c'est que les deux points a, a', qui ont pour milieu le point «, sont conjugués haiinoniqiies par rapport aux deux e,y(70).
Ainsi l'on peut concevoir deux points imaginaires, conjugués harmoniques par rapport à deux points réels; cela veut dire que les deux points réels ont avec les éléments qui représentent le système des deux points imaginaires les relations qui expriment d'une manière générale le rapport harmonique de quatre points réels, conjugués deux à deux.
96. Nous avons vu que quand les deux points imaginaires sont donnés, ainsi que le milieu des deux autres points, ceux-ci sont toujours constructibles, et par conséquent toujours réels (81). Il s'ensuit que, quand deux couples de points a, i/ el e, f sont en rapport harmonique, l'un des deux couples seulement peut être imaginaire, et que l'autre est toujours réel.
Si l'on donne le système des deux points imaginaires a, a' et l'un e des deux points réels, le secondy se déterminera par la relation
dans laquelle les deux points imaginaires entrent par leurs deux éléments, savoir leur point milicii a et lereclang-iecfl.ert' de leurs distances au point e.
97. Quand deux systèmes de points sont représentés respectivement par deux équations du second degré,
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les relations que ces points doivent avoir entre eux s'exprimeront au moyen des coefficients a, h, a', b', qui équivalent aux deux éléments de chaque couple de points. S'il s'agit de la relation harmonique, elle s'exprimera par l'équation
qui équivaut à
o, cl' étant les milieux des deux couples de points, et t', (^ les produits de leurs distances à l'origine in (70).
98. Observation. — Bien que nous exprimions le rapport harmonique de quatre points par une équation de condition entre les éléments des deux couples de points, il ne faut pas songer à exprimer de même le ra])port anharmonique de quatre points, La chose n'est possible dans le premier cas que parce que les deux points de chaque couple entrent d'une manière symétrique dans la relation harmonique, de même que dans chacun de leurs deux éléments, de sorte que l'on peut changer un point en son conjugué, et vice versd.
Si l'on pouvait exprimer que le rapport anharmonique —,: -7^
des deux couples de points a, d et e,/est égal à X par une relation entre X et les quatre éléments des deux couples de points, cette relation n'indiquerait pas dans quel ordre on devrait prendre les deux points n, «', non plus que les deux e,f, de sorte que l'on ne saurait pas si le rapport anharmonique est
ufa'f ai-^'e-
g ni. — Autres éléments par lesquels on peut déterminer deux points imaginaires.
99. On sait construire le point conjugué hai-monique f à\ii point donné e par rapport à deux points réels ou imaginaires a, a' (96). Ce point, qu'on appelle aussi le centre des moyennes harmoniques des deux a, a' par rapport au point donné (66), est
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toujours réel, de même que le point milieu des deux points a, a' elle produit de leurs distances à une origine commune. De ces trois choses, le point milieu des deux points, leur centre des moyennes harmoniques par rapport au point donné et le rectangle de leurs distances à une origine commune, deux suffisent pour déterminer la troisième, et par conséquent pour définir les deux points.
En effet, qu'on représente le produit ma. ma' par c, l'équation (7) (70) s'écrit
relation entre les deux éléments V et a des deux points a, a', réels ou imaginaires, et leur centre des moyennes harmoniques y relatif
■iOO. On pourrait donc prendre, pour déterminer le système de deux points conjugués susceptibles de devenir imaginaires, d'autres éléments que le point milieu et le rectangle, que nous avons choisis parce que ce sont les deux éléments qui se présentent le plus souvent dans les spéculations géométriques et qui entrent explicitement dans l'éqtiation du second degré qui suffit pour représenter les deux points.
En général, on peut prendre toute relation géométrique qui conduit à une équation du second degré. Par exemple, ayant sur une droite quatre points fixes A, A', B, B', on déterminera la position de deux points a, a' si l'on exprime que le rapport des produits des distances de chacun d'eux aux deux couples de points A, A' et B, B', respectivement, a une valeur donnée, c'est-à-dire que l'on a
Une manière de déterminer deux points, qui se présentera trèssouvent dans la théorie des sections coniques, sera de les considérer comme divisant harmoniquemenl deux segments à la fois, ces segments pouvant être réels ou imaginaires.
On détermine encore deux points conjugués par le système d'une droite et d'un cercle, ou d'une droite et d'une section co-
, eL de diverses autres nianicres, comme nous le verrons dans
§ IV. — Du système de deux pointa imaginaires en rapport harmonique avec denx points réels.
101, La plupart des relations entre deux couples de points en rapport harmonique que nous avons démontrées dans l'hypothèse de quatre points réels ne sont plus applicables dans le cas où deux de ces points sont imaginaires, comme il peut arriver (9^), c'est-à-dire que ces relations peuvent ne plus avoir de sens explicite; les segments qui y entrent sont en quelque sorte désagrégés et ne représentent que des quantités imaginaires, lesquelles ne sont rien par elles-mêmes, considérées isolément; par exemple, la relation
n'a pas de sens explicite si a et a' sont imaginaires; celle-ci non
et beaucoup d'autres.
Mais, si l'on admet que l'on puisse faire sur les quantités imaginaires les mêmes opérations d'addition, de multiplication, etc. , que sur les quantités réelles, principe pratiqué en Algèbre, alors on déduira de chacune de ces équations une relation où les deux points a, a' n'entreront que par leurs deux éléments, et cette relation sera une expression explicite et intelligible du rapport harmonique des deux points imaginaires a, a' avec les deux points réels c,y- Par exemple, la seconde équation ci-dessus doi
équation où n'entrent que les deux éléments des deux points imaginaires, savoir leur point milieu a et le rectangle ea.ea' de leurs distances au point e.
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On pourra donc exprimer les dépendances existant entre deux points imaginaires et des parties réelles d'une figure, dépendances qui, au fond, ne peuvent contenir que les éléments des deux points, par les relations générales qui conviennent au cas de points réels et dans lesquelles ces éléments n'apparaissent pas explicitement. Mais alors les segments qui entrent dans ces relations, comme dans
doivent être considérés comme des sjniboles, au moyen desquels on fait allusion au cas où les points seraient réels, et qui, combinés entre eux, comme dans ce cas spécial, conduisent à des relations où n'entrent que les éléments des deux points; de sorte que la relation symbolique primitive n'est, au fond, qu'une expression de cette relation entre des éléments ton^onTs réels.
Il sera donc permis d'employer ces relations symboliques, ou, en d'autres termes, de raisonner sur des points imaginaires comme on le ferait dans le cas analogue où ces points seraient réels.
^ V. — Manière de déterminer simultanément deux droites conjuguées passant par un point donné. ~ Droites imaginaires.
102. On peut déterminer la position de deux droites issues d'un point donné par celle des deux points où ces droites rencontrent une droite fixe ; et quand ces deux points seront imaginaires, on dira que les deux droites sont elles-mêmes imaginaires.
On peut aussi déterminer les deux droites directement par les angles qu'elles font avec un axe fixe mené par leur point de concours. Ces angles seront représentés par leurs tangentes ou cotangentes, et la position des deux droites sera déterminée quand on connaîtra le produit et la somme des cotangentes. Soient to, w' les deux angles, S et P la somme et le produit des deux cotangentes; celles-ci seront les racines de l'équation du second degré
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La somme des (ieiix cotangenles fixe la position d'une droite qui est la conjuguée harmonique de l'axe fixe par rapport aux deux droites clierchées A, A' : car, appelant F cette droite conjuguée et E l'axe fixe, on aura
3cot(E,F)=co[(E,A)-+.cot(E,A'} (87) on
2co[[E,F) -=cotiu 4- cotfu'.
On peut donc dire que deux droites sont déterminées simultanément quand on connaît le produit des cotangentes de leurs inclinaisons sur un axe fixe et la droite conjuguée harmonique de cet axe par rapport aux deux droites cherchées. Cette droite et le produit des cotangentes des inclinaisons peuvent èlrc considérés comme les éléments propres à la détermination des deux droites.
Les deux droites, nonobstant la réalité de ces deux éléments, ^^wi&aXtlTQ imaginaires. Ainsi l'on voit ce que nous entendrons par droites imaginaires représentées par deux éléments réels, comme le sont deux droites réelles.
Ce que nous avons dit des systèmes de points imaginaires et de leurs relations avec d'autres parties réelles d'une figure s'appliquera naturellement aux systèmes de droites imaginaires.
CHAPITRE VI
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g I. — Divisions homo graphique s de denx droites. Faisceaux homograpbiques.
103. Défihitions. - — Quand deux droites sont divisées en des points qui se correspondent un à un et tellement que le rapport anliarmonique de quatre points quelconques de l'une soit égal au rapport anliarmonique des quatre points correspondants de l'autre, nous dirons que ces deux droites sont divisées honiographiquement ou bien que leurs points de division forment deux divisions hoinographii/ues.
JVous verrons qu'il j a beaucoup de manières de former des divisions homographiques.
Quand deux faisceaux dont les droites se correspondent une à une sont tels que quatre droites quelconques du premier aient leur rapport anliarmonique égal à celui des quatre droites correspondantes du second, nous dirons que les deux faisceaux sont homographiqites.
Nous verrons plus tard, en traitant de la théorie générale des figures komograpliiques, la raison et le sens propre de cette expression (Chap. XXV). Bornons-nous à dire, pour le moment, que cette notion des divisions et des faisceaux homograpkiques nous sera d'un très-utile et très-fréquent usage dans la géométrie des figures rectilignes et dans celle des sections coniques.
lOi. CoKSTIirCTIOS DE DEUX DIVCSIOINS oc DE DEDX J'AISCE^rx HO"
MOGRAPHiQUEs. — Une droite L étant divisée en des points a, h, c, d, . . ., si l'on veut diviser homograpliiquement une seconde droite L', on pourra prendre arbitrairement sur ccllc-ci trois
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points «', b' , c' poar correspondre, un à un, aux Lrois points a, h,c\ puis on déterminera les points d' , e', . . ,, qui correspondront aux autres points d, e, , . . de la première droite, par la condition que le rapport anharmonique des points «', i', c' et un quatrième d' soit égal à celui des quatre points a, b, c, d, c'està-dire par une équation telle que
fib _ i//> _ ah' _ irh'
Je dis que les points d' , e', . . ., déterminés ainsi, diviseront la seconde droite homo graphiquement par rapport à la première, c'està-dire que le rapport anharmonique de quatre points quelconques (/', e' , . . . sera égal à celui des quatre points d, e, . . . de la première droite.
En effet, qu'on transporte la droite a'b', de manière à faire coïncider le point a' avec le point a, la droite a'b' faisant avec ab un angle quelconque; les deux droites bb', ce' concourront en un point S, et chacune des droites dd' , ce', ... passera par ce point (^2). Il s'ensuit que quatre quelconques des points n, b, c, <f, e, y, . . . ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points correspondants a', V, c', d', e', f, . . . (14) , et, par conséquent, les deux droites sont divisées hojno graphiquement.
Autrement. On détermine, par hypothèse, les points d', e', f , . . . par les équations
ah _dh _^_ (Vh^
Divisant membre à membre les deux premières, pour éliminer les points a cl a' , on a
Jh _ eh _ d'I/ ^ e'b'
Cette équation prouve que les quatre points è, c, d, e ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points V , c , d', e'. Pareillement, les deux systèmes de quatre points b, c, d,J'ct b', c', d.',/' ont leurs rapports anharmoniques égaux.
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Ainsi f et y l'orment une <5galilé de rapports anliarmoiiiques avec h, c, d et b', c', d', de même que e et e'. Donc, par ce qui vient d'être démontré à l'égard des points d, e et d', e', on conclut que c, d, e,/ ont leur rapport anharmonique' égal à celui de c', d', e'.f.
11 en est de même des deux systèmes c, d, e, g et c', d', e', g'. Donc, les deux systèmes (/, e, y, g et d', e', f, g' ont leurs rapports an harmonique s égaux.
Pareillement, les deux systèmes d, e, f, A et d', e', f , h' onl leurs rapports anharmoniques égaux, et l'on en conclut que les deux systèmes e,f, g, h et e', f , g*, h' ont aussi leurs rapports anharmoniques égauus.
Il est donc prouvé que quatre points quelconques de la première droite ont leur rapport anharmonique égal à celui de quatre points correspondants sur la seconde droite.
105. Étant donné un faisceau de droites A, B, C, D, . . . , si l'on veut former un second faisceau homographique, on pourra prendre arbitrairement trois droites A', B', C de ce faisceau, pour c pondre respectivement aux trois A, B, C; puis on déten une quatrième droite D', correspondant à une droite quelconque D du premier faisceau, par la condition que le rapport anharmonique des quatre droites A', B', C, D' soit égal à celui des quatre A, B, C, D.
On démontrera directement, par les mêmes raisonnements que pour la division homographique de deux droites, que les deux faisceaux sonthomographiques. On peut aussi dire que, si l'on coupe les deux faisceaux par deux transversales, les points d'intersection formeront sur ces deux droites deux divisions qui, d'après ce qui vient d'être démontré, seront homographiques, d'ofi il suit que les deux faisceaux eux-mêmes sont homographiques.
406. Quand deux divisions sur deux droites sont homographiques à une troisième, elles sont homographiques entre elles.
En effet, quatre points a", b", c", d" de la troisième division ont leur rapport anharmonique égal, d'une part, à celui des quatre points correspondants fl, b, c, d de la première division, et, d'autre part, à celui des quatre points correspondants a', b' , c', d' de la
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deuxième division. Donc, les deux séries de quatre points a, b, c, d et a' , b', c', d' ont leurs rapports anliarmonîques égaux, et, par conséquent, la première et la seconde division sont homographiqucs. c. Q. F. D,
Il suit de là que, si plusieurs divisions prises consécutivement sont homographiques deux à deux, deux quelconques de ces divisions sonlhomographiques entre elles.
Il est évident que ce que nous disons des divisions homographiques doit s'entendre aussi des faisceaux homographiques.
Ces propositions auront de nombreuses applications, notamment dans le Chapitre XV, où nous résoudrons par une même construction un grand nombre de questions diverses.
g IL — Propriétés géométriques de deux droites divisées homographiquemenl, et de deux faisceaux homographiques.
107. Quand des droites issues d'an même point, rencontrent deux droites fixes i/uelcont/ues, elles forment sur celles-ci deux divisions homographiifues.
Soient des droites issues d'un point p [Jig. 12) et rencontrant deux droites fixes SL, SL' en des points a, a', b, V, c, c', . . .; ces points divisent les deux droites SL, SL' homographiquement, car quatre points quelconques a, b, c, d de la première droite ont leur rapport anharmonique égal à cutui des quatre points correspondants de la seconde (l'i).
Il est clair que le point d'intersection des deux di-oites SL, SL' représente deux points de division homologues coïncidents. Nous dirons que ce point est un point commun aux deux divisions.
108. Réciproquement: Quand deux droites sont divisées homographiquement, si leur point de concours, considéré comme appartenant à la première diiHsion, est lui-même son homologue dans la seconde division, les droites tjui joindront un à un respectivement tous les points de division homologues concourront en un même point.
Cela est évident d'après le théorème (^2).
109. Quand des rayons issus de deux points Jixcs se coupent deux à deux en des points situés en ligne droite, ces rayons forment deux faisceaux homograpkiques.
En effet, soient a, b, c, d (fig, i3) les points d'intersection de quatre rayons du premier faisceau par les rayons correspondants, un à un respectivement, du second faisceau : ces quatre points étant en ligne droite, leur rapport anliarmonique est égal à celui des quatre droites issues du point O et à celui des quatre droites correspondantes issues du point O' ( 13). Donc, les deux séries de quatre droites ont leurs rapports anharmoniques égaux; ce qui est le caractère de deux faisceaux homograptiiques. Donc, etc.
Il est clair que la droite 00', qui joint les centres des deux faisceaux, représente deux droites homologues des deux faisceaux, lesquelles sont coïncidentes. Nous dirons que cette droite est im
rayon
ux deux faisceaux.
110. Réciproquement: Quand deux faisceaux homographiques sont tellement placés que la droite qui joint leurs centres, étant considérée comme appartenant au premier faisceau, soit ellemême son homologue dans le second, les autres droites du premier faisceau rencontreront respectivement leurs homologues en des points situés en ligne droite.
Cela résulte immédiatement du théorème (i7 ).
m. Quand deux droites sont divisées hojuographie/uement aux points a, h, c, ... et a', b', c', . . . , i/ui se correspondent un à
un respectivement, si l'on prend sui- une droite aa', qui joint deux points correspondants, deux points fxes quelconques P, P', les
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droites PL, Pc, . . . rencontreront respectwcnwnt les droiles P'b', P'c', . . ., en des points S, 7, ■ ■ . qui seront en ligne droite.
En effet, ces droites forment deux faisceaux homographiques, parce que quatre rayons du premier faisceau ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre rayons correspondants du second. Mais deux rayons correspondants, savoir Va et Va', coïncident en direction. Donc les autres rayons du premier faisceau rencontrent respectivement les rayons correspondants du second en des points situés en ligne droite (110).
Observation. — Cette proposition, qui constitue un mode général de description d'une ligne droite par points, donne lieu à de nombreux corollaires, tant à raison de l'indétermination de position des deux pôles fixes P, P' que parce qu'il y a bien des manières différentes de faire des divisions homograpliiques sur deux droites, comme nous le verrons dans la suite,
H2. Etant donnés deux Jaisceiiux hontographi//ues, si par le point d'intersection de deux rayons homologues on mène deux droites transversales Jixes qui rencontrent respectivement les deux faisceaux en deux séries de points, les droites qui joindront les points de rencontre de la première transversale aux points de rencontre de la seconde, un à un respectivement, concourront en un même point.
En effet, ces points formeront deux divisions homograpliiques dans lesquelles le point de rencontre des deux transversales représentera deux points homologues, c'est-à-dire que ce point, considéré comme appartenant à la première transversale, sera lui-même son homologue dans la seconde.
Donc, d'après le théorème (108), les droites qui joindront un à un respectivement les autres points homologues concourron t en un même point. c. q. f. d.
Cette proposition, de même que la précédente, donnera lieu à beaucoup de corollaires, à cause de l'indétermination de position des deux transversales, et des différentes manières de former les faisceaux homographiques.
Quand deux droites sont di<,'isées lioinographiqueinent
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aux points a, b, c, . . , et u', h', c', . . . , tjui se correspondent un à un respectivement, deux droites telles que ab' et ba', qui vont de deux points quelconques de la première aux deux points correspondants de la seconde, pris inversement, se re/icontrent toujours sur une même droite fixe.
Désignons par la double lettre AB' le point d'intersection des deu^ droites L, L' [Jig- i4); i^ lettre A appartiendra à la première droite, et la lettre B' à la seconde. Soit A', sur celle-ci, le point correspondant au point A de la première, et B, sur cette première, le point correspondant au point B' de la seconde. Cela posé, nous allons démontrer que le point d'intersection de deux droites telles que flè' et a' 5 se trouvera sur la droite fixe A'B,
En effet, les quatre points a', b', A', B' de la seconde droite correspondent, dans les deux divisions homographîqucs , aux quatre points a, b, A, B de la première droite, c'est-à-dire que les quatre premiers points ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre autres ; donc les quatre droites aa', ab', aA', oB' issues du point a ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites afa, a'b, a'A, a'B issues du point «'. Ces deux faisceaux de quatre droites ont deus rayons homologues coïncidents suivant aa'. Donc les trois autres rayons du premier faisceau rencontrent, un àun respectivement, les trois autres rayons du second faisceau en trois points situés en ligne droite (110) ; ces trois points sont m, point d'intersection des deux droites ab' et a'b, A' et B. Ainsi, le point m est situé sur la droite fisc A'B ; ce qu'il fallait prouver. Donc, etc.
i 14. Corollaire I. — Le point d'intersection p des deux droites ac'i tJc et le point d'intersection n des deux droites hd , b'c se trouvent donc sur la même droite. Or les trois points a' , h', d, qui correspondent un à un aux trois a, b, c, peuvent Être pris tout à fait arbitrairement. De là résulte donc c
Etant pris sur deux droites L, L' deux séi'ies de trois points quelconques a, b, c et a', b', c' qui se correspondent un à un, les trois points de croisement des diagonales ab' et a'b, ac' et a'c, Ijc' et b'c sont en ligne droite.
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Voici une démonstration dit-ecte, fort simple, de ce tlioorêmc particulier.
Les quatre droites issues du point a, aa', ab', ac' et ac {Jig- i J j ont leur rapport Enharmonique égal à celui des quatre droites issues du point c, ca', cV , ce' et ca, parce que ces droites se rencontrent deux à deux en quatre points situés en ligne droite. TI s'ensuit que les intersections des quatre premières droites par la transversale ba' et les intersections des quatre autres par la transversale bc' forment deux séries de quatre points a', m, x, b etj)', n, c', b ayant le même rapport anharmonique. Or b est commun aux deux séries ; donc les trois droites a'j, mn et xc' ou a'c, mji, (/a concourent en un même point (42), c'est-à-dire que le point de concours p des deux di'oites ac' et a'c se trouve sur la droite mn. c. Q. F. n.
Remarque. — La figure représente un hexagone ab'ca'bc' inscrit aux deux droites L, L', et le théorème exprime que les trois points de concours des côtés opposés de l'hexagone sont en ligne
US. CoBOLLiiRElI. — Quand les points de divisions, b,c, . . -, a', b', c', . . ., sur les deux droites L, L' {fig- 16), sont déterminés par des transversales issues d'un même point p, il est évident que la droite mn, lieu des points de rencontre des diagonales des quadrilatères tels que aciVb, h b'dc, . . . , passe par le point de concours des deux droites.
Ajoutons que la droite mn coupe les transversales paa', pbb', ... en des points «, 5, . . ., qui sont les conjugués harmoniques du point p sur les segments aa', bb', . . . , c'est-à-dire que l'on a
En effet, les quatre points p, b, S, h' ont leur rapport anharmonique égal d'une part à celui des quatre p, a, k, a', parce que les trois droites ha, Sa, h' d concourent en un même point, et d'autre part à celui des quatre points p, a' , c, a, parce que les trois droites ha', Sx, b'a passent par le même point m. Donc les quatre points p, iï, «, a' ont leur rapport anharmonique égal à
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cclili des qiiaLre p, a, a., a, et l'on a
Donclesdeuxpoials p. œ sont conjugués harmoniques par rappoil aux deux (1, a'. c. q. f. b.
H6. Etant donnés deux jaisceaux homographujues, si l'on prend dans le premier deux rajons i/uelcofiçue.i A, B et dans le second les deux rayons homologues A', B', la droite qui joindra le point d'intersection des deux rajons non homologues A, B' au point d'intersection des deux autres B, A.' passera toujours par un même point Jixe.
Soient X le point d'intersection des deux rajons A, B' [fig- 17) et y le point d'intersection des deux B, A'. Il s'agit de prouver que la droite xj passe toujours par un même point. Prenons le rayon OÙ qui, dans le premier faisceau, correspond à la droite O'O du second faisceau, et le rayon CVil qui correspond, dans le second faisceau, à la droite 00' du premier. Le point de concours iî de ces deux droites est le point fixe par lequel passe la droite xy-
En effet, les quatre rayons du premier faisceau OA, OB, OC, O ii ont leur rapport anliarmonique égal à celui de leurs homologues O'A', O'B', O'û, O'O. Coupons les quatre premiers par le rayon O'A' et les quatre autres par le rayon OA ; on aura deux séries de quatre points o., j, O', w et a, x, w', O, dont les rapports anharmoniques seront égaux. Or, dans ces deux séries, le point a. est commun. Donc les trois droites yx, O'w', wO, qui joignent les trois autres points de la première série à leurs homologues, concourent en un même point. Or le point d'intersection des deux droites Ow, O'w' est le point û. Donc la droite xj passe par ce point; donc, etc.
\ 17. ConoLLAiTiE. — - Dans les deuv faisceaux, trois droites du
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second peuvent être prises arbitrairement pour correspondre à trois droites du premier; de sorte que l'on a, comme corollaire du théorème général, celui-ci :
Quand trois angles A, B, C {ftg- 18) soiis-tendent une même corde 00*, pris deux à deux, ils en sous-tendeni une seconde, et les trois cordes ainsi déterminées concourent en un même point.
Cette proposition, Indépendante de la notion des faisceaux homographiques, peut se démontrer directement d'une manière fort simple.
Soient mm', nn' et pp' les trois cordes sous-tendues par les trois angles pris deux à deux. Les quatre droites issues du point O', O'A, O'B, O'C etO'O, sont coupées parles deux droites OA, OC en deux séries de quatre points A, m', n', O et n, p' , C, O qui ont leurs rapports anharmoniques égaux (l-i), et les droites menées des deux points m, p (intersections de OB par O'A et O'C) 11 ces deux séries de points respectivement forment deux faisceaux qui ont leurs rapports anharmoniques égaux ( 13). Les rajons de ces deux faisceaux sont mA., mm', mri , mO et pn, pp', pC, pO. Or les deux rayons mO et pO sont coïncidents; donc les trois premiers du premier faisceau rencontrent respectivement leurs liomologues du second faisceau en trois points situés en ligne droite (HO), c'est-à-dire que la droite nn' passe par le point de concours des deuxm/n', pp'. c. q. f. d.
^ III. — Construction d'un quatrième point ou d'un quatrième rayon dans deux systèmes de quatre points ou deux faisceaux de quatre droites dont les rapports anharmoniques sont égaux.
118. Trouve/; dans deux séries de quatre points (jui ont leurs rapports anharmoniques égaux, l'un de ces points, quand les autres sont donnés.
Soient a, b, c, d [f'g. 19) les quatre premiers points, et sur une seconde droite, «', h', c! les trois points qui correspondent un à un aux trois a, b, c. On veut déterminer le quatrième point d' correspondant au quatrième d, c'est-à-dire le point satisfaisant à une
74 TMITE r
relalion telle que
d'à' _ c'a' _ ,1a , ru Tfb' • 71? ~ db ' 1^'
Première maniàvt;. — On mènera par le point a une droite indofinie dans une direction quelconque, et l'on prendra sur cette droite les segments aS, ay égaux respectivement à «'&', aV, On mènera les deux droites bZ,cy, puis, par leur point de concours O, la droite Od qui rencgnti-era la droite auxiliaire ag en un point J, Enfin, on prendra sur la droite a'V le segment a'(r=nô, et le point cherché d' sera déterminé.
Cette construction s'applique au cas où les points a', b' , d sont donnés sur la même droite que a, b, c, d.
Deuxième manière. — On mènera {jig- 20) les droites ab', ac' , lesquelles rencontreront respectivement les deux a'b, a'c en deux points m, n. Les deux droites a'd et ad' se croiseront sur la droite mn (H3). Par conséquent, la droite ad' se trouve déterminée et tait connaître le point d' .
Troisième manière. —^ On prendra sur la droite ad [fig- 21) deux points quelconques P, P', et l'on mènera les droites Pè, Pc et V'b', PV; les deux premières rencontreront respectivement les deux autres en deux points m, n, et les deux droites Pd, Vd' devront se croiser sur la droite mn (Hl ). La droite Vd' sera ainsi déterminée.
On simplifie la construction en prenant pour P et P' {Jig- 22) les points d'intersection de aa' par hb' el et/, car alors c'est sur la droite cb' que se coupent deux droites correspondantes Prf, P'd'.
Ces diverses constructions permettent de supposer que l'un des points donnés sur chaque droite soit situé à l'infini.
H9. Déterminer dans deux faisceaux de quatre droites correspondantes une à une respectivement, f/ui ont leurs rapports anharmoniques égaux, le quatrième rayon du second J'aisceau, quand les autres sont connus.
Soient OA, OB, OC, OD [Jîg. a3) les quatre rayons du premier faisceau, et O'A', O'B', O'C'les trois rayons du second fais-
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ceau correspondant aux trois OA, OB, OC du premier; il faut déterminer le quatrième rayon O'D'.
Première manière. ■ — On supposera qu'on ait déplacé le second faisceau en amenant son centre O' en un point û du rayon OA du premier faisceau et en faisant coïncider en direction son rayon O'A' avec OA, c'est-à-dire que par un point il du rayon OA on mènera deux droites ûë, Q.y faisant avec ÛO des angles égaus respectivement anx deux angles B'O'A', C'O'A', puis onjoindra par une droite L les points où ces deux droites rencontreront respectivement les deux rayons OB, OC. Par le point d'intersection 5 de cette droite L et du rayon OD on mènera la droite £ïô, laquelle fera avec Ï20 un angle égal à l'angle que le rayon cherché O'D' du second faisceau fait avec O'A'. Ce rayon est donc déterminé.
Cette construction s'applique au cas où les deux faisceaux au~ raient le même centre O.
Deuxième manière. — Qu'on prenne les points d'intersection des rayons OA, OB {Jig. 24 ) par les deux O'B', O'A' respectivement, et qu'on lesjoigne par une droite L; puisqu'on détermine de même la droite 1/ qui joindra les points d'intersection des deuxrayons OB, OC par les deux O'C, O'B' respectivement; qu'on prenne le point de concours des deux droites L, L', et qu'on le joigne par une droite an point d'intersection des deux rayons OD, O'A'; celte droite passera par le point de concours des deux droites OA, O'D' (H6) : cette dernière O'D' se trouve donc ainsi délcr-
Troisiéme manière. — Par le point a, intersection des deux rayons homologues OA, O'A! [Jig. 25), on mènera deux transversales quelconques, dont l'une rencontrera les trois rayons OB, OC, OD en trois points h, c, d, et l'autre les trois rayons O'B', O'C, O'D' en trois points b', c', d'. Les trois droites &^, ce', rfrf' concourront en un même point {H2). Donc, par le point d'intersection P des deux premières, qui sont connues, on mènera la droite P<J, qui détermine le point d', et par conséquent le rayon cherché CD'.
Les deux transversales menées par le point a sont arbitraires.
On simplifie la construction en prenant pour ces deux droites [fis- 26) les deux «ë et <xy issues du point « et passant respectivement par le point de concours des deux rayons OB, O'B' et le
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point de concours des deux rayons OC, O'C. En effet, le point P se trouve à l'intersection des deux rayons CfBf et OC. On joindra donc ce point au point d où le rayon OD rencontre a(i ; la droite Pd rencontrera la droite ay en un point d', par où passera le rayon O'D'.
yGoosle
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I. — Equations l'i deux termes
120. Soient a, h, c trois points de la première droite, «', h', c' les trois points correspondants de la seconde; un quatrième point m de la première droite étant pris arbitrairement, on détermine son liomologuc ni', sur la seconde droite, par la relation
' ' i/m ' bc b'm! ' b' c'
L'expression j-'.jri ^^t une quantité constante À; on a donc
Ainsi : Quand deux droites sont divisées hoinographit/ue/ne/it, le rapport des distances d'un point tjuelcon^ue de la première à deux points fixes de cette droite est au rapport des distances du point homologue de la seconde aux deux points fixes homologues dans une raison constante.
■iâl . Réciproquement : Quand deux points variables m, nï' divisent deux droites ab, a'h' en segments dont les rapports r— > 'rr — ; sont entre eux dans une raison constante, ces deux points forment sur les deux droites deux divisions homographiques.
En cfTct, que c, </ soient un système particulier des deus poin 1, m', on aura les deux équations
équation qui prouve que les deux pol visions homograpliiques (10-4).
'li' niarqueiil deux di-
122. On peut donner à la constante X une expression géométrique très-simple. Supposons que le point ni' soit à l'infini, et soit I la position correspondante du point m sur la première droite ;
Pareillement, en appelant J' le point de la seconde division rcspond au point de la première situé à l'ir'^ —
nfin
On vérifie aisément l'égalité de ces deux expressions de ),, savoir
car, en désignant par oo et co ' les points situés à l'i
nfini sui
deux droites, on peut écrire
bV ù^ ~ h'x'-l/y'
équation vraie, car elle exprime que les deux série
:s de qu
points a, è, I et oo sur la première droite et a', b' ,
oo' Cl J'
la seconde ont leurs rapports anliarmoniques égaux.
Dans l'expression i ;= — i I est le point de la première division
qui correspond au point situé à l'infini dans la seconde ; conséquemment c'est un point fixe, indépendant des deux points a, b. 11 s'ensuit que, l'un de ces deux points étant pris arbitrairement, on peut choisir le second de manière que la constante A ait iellc
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valeur positive ou négative que l'on voudra. On peut même demander que X Hoit égal à — i : il suffira de prendre les points a et b de part et d'autre et à égale distance du point I.
123. Que l'on prenne sur la première droite les points a, m, I, 00 , auxquels correspondent sur la seconde droite les points a', m', 00 , J', l'équation (i) devient
al ' loo '"lï'so ' J'cc
qui, a raison de -
- = I se réduit à
124. Cas particulier de la diwision homographif/ue de deux droites. — Il est une valeur, et une seule, que ne peut avoir la constante X, ou plutôt qu'elle n'a que dans un cas particulier de
la division homographique : c'est -+- 1 . Alors le rapport — ^z; -+- i
exige que le point T soit à l'infini. Ainsi, le point situé à l'infini sur la première droite a pour homologue, sur la seconde, le point de celle-ci situé à l'infini.
L'équation qui exprime ce cas de la division homograpliique de deux droites est
et les deux droites sont divisées en parties proportionnelles ou sernblablement ; car cette équation donne
ce qui prouve que les deux droites sont divisées en parties proportionnelles.
- cirAPiTnE \
On peut donc dire que : Deux droites divisées en parties proportionnelles sont divisées homographiquement, avec cette circonstance particulière ijue les points à l'infinisur les deux droites sont deux points de division homologues .
Réciproquement : Quand les points à V infini dans deux divisions homograpkicjues sur deux droites sont deux points Iiomologues, les droites sont divisées en parties proportionnelles.
En effet, si les deux points homologues m, m' sont tous les deux
il l'infini, les deux rapports ^ et j;—,y dans l'équation
deviennent tous deux à la fois égaux à l'unité, et dès loi-s la constante / est égale à -H i , Donc, etc.
Il suit de là que, quand on a deux droites divisées homographiquement d'une manière générale, on peut en faire la perspective de manière à avoir deux droites divisées en parties proportionnelles. 11 suffît que deux points de division homologues sur les deux droites passent ensemble à l'infini dans la perspective.
12S. Discussion de l'équation (a). — Cette équation, qui cojitient quatre segments, se réduira à trois ou à deux si l'on prend un ou deux des points fixes à l'infini, car, pour chaque point pris à l'infini, le segment compté de ce point devient infini et disparaît de l'équation, parce que la constante renferme un autre facteur infini qui forme avec le premier un rapport égal à l'unité.
Ainsi, supposons que le point b soit à l'infini; je dis que l'équation devient
, l'cqoal
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le point b étant à l'infini, le rapport — est égal à l'unité, et il
ou, en désignant par J' le point de la seconde division qui correspond au point situé à l'infini dans la première,
wn.Vm' ( 4 j — ,—f— = const.
126. Pareillement, si le point a' de la seconde droite est pris à l'infini, le segment a'm' disparaît comme infini, parce que la constante contient, en dénominateur, a'c' qui, étant aussi infini,
rend le rapport —^j- égal à l'unité ; l'équation devient donc
Désignons par I le point a de la première droite, qui correspond à rinfini de la seconde; l'équation sera
Ainsi : Quand deux droites sont divisées homographi^uement, si l'on prend sur chacune le point qui correspond à l'infini de l'autre, les distances de deux points homologues quelconques aux deux points ainsi déterminés auront leur produit constant.
127. Réciproquement: Quand, à partir de deux points fixes sur deux droites, on prend deux points tels, que le produit de leurs distances aux deux points fixes, respectivement, soit constant, ces deux points diviseront les deux droites homographiquement.
En effet, soient I, J' les deux points fixes, et m, m' deux points pris sur les deux droites, respectivement, de manière que l'on ait lm.3'm'=)i. Soient a, a' deux positions correspondantes des deux points m, m', de sorte que la.S'a':^ ^. Ces deux équations
Cbasles. — Géom. sap. D
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donnent
lm_ J'm' la ~ ' ' S'il' '
Désignons par u et y' les points situés à l'infini sur les deux droites ; on peut écrire
ïni^icm_^^m\i'm'
Donc les deux séries de quatre points a, I, u, m et a', c', J', tn' , «juj se correspondent un à un, ont leurs rapports anharmoniques égaux. Donc, les trois premiers a, I, u et leurs correspondants a', f', J' restant fixes, les deux autres m, m' divisent homograpliiqueinent les deux droites (iOi). c. q. f. d.
128. Observation relative aux signes 4- et — . — Quand on exprime la division homographique de deux droites par l'équation
il n'est pas absolument nécessaire de convenir du sens dans lequel les segments seront regardés comme positijs ou négatifs, parce
que chaque rapport y— et y, — -, a un sig^nc -f- ou — indépendant de
cette convention, comme nous l'avons dit (8). La position du point 7M, relativement au segment ab, suffît pour déterminer, d'une
manière absolue, le signe du rapport ~j et ce signe détermine
celui du rapport -p — ^j et, par suite, la position du point ni', lequel
se trouve sur le segment a'b' ou .tu dcbors, selon que le signe du
rapport j^—, est — ■ ou ~\-. De sorte que l'on construit la division de
la seconde droite sans aucune ambiguïté.
Mais il n'en sera plus de mcme si l'on prend l'équation
11 faut nécessairement alors convenir du sens dans lequel le segment am sera regarde comme positif ou négatij.
De même, si l'on exprime les divisions homogi-aphiques par l'équalion
il laudra convenir aussi du sens dans lequel on comptera les segments V m positifs.
II. — Équation à iroh termes
129. On peut exprimer l'égalité des rapports anharmoniques de
deux systèmes des quatre points tï, h, c, m. et «', £', c', m' par l'équation à trois termes
, . So , Va'
OU, en laisant — ^ A et -,-, ^ft,
Ainsi, étant pris sur une première droite deux points fixes a, è, et sur une seconde droite deux points fixes c', V dont le premier est arbitraire, mais dont le second est l'homologue du point h de la première droite, cette équation exprimera la division homograpliique des deux droites.
Cette équation à trois termes nous sera d'un grand usage.
Les trois points n, b, é étant pris arbitrairement, on peut en supposer un à l'infini sur chaque droite; les facteurs qui deviendront infinis disparaîtront de l'équation, parce qu'il se trouvera dans les constantes d'autres facteurs infinis qui donneront lieu à des rapports égaux à l'unité, comme dans l'équation à deux termes. L'équalion (6) prend alors différentes formes :
Quand a est à l'infini, elle devient
quand b' se Irouve à l'infini, auquel cas le point h est en I, l'équa-
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tion est
quand a et V sont ensemble à l'infini,
enfin, quand a et c' sont à l'infini.
Chacune de ces équations exprime la division homographique générale de deux droites.
130. Dans la dernière, les coefficients X, p ont des expressions géométriques très-simples. En effet, supposons que le point m' soit à l'infini, et soit I le point correspondant sur la première
droite ; l'équation devient j- := i . Soit, de même, J' le point de la
seconde droite qui correspond à l'infini de la première; on a
■~ =zz I, et l'équation devient
Cette équation exprime donc la division homographique de deux droites, sur lesquelles I est le point de la première qui correspond à l'infini de la seconde, J' le point de la seconde qui correspond à l'infini de la première, et 5, V deux points homologues quelconques.
Ainsi, a et a' étant deux autres points homologues, on aura tes deux relations
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De sorte que deux de ces trois équations comportent l'autre (').
131. Cas particulier. — Dans le cas particulier où les deux droites sont divisées en parties proportionnelles, les deus points à l'infini sont deux points correspondants (124)- On peut donc les prendre pour les deux points b el b' , et alors l'équation (6) devient
Ainsi cette équation exprime que deux droites sont divisées en parties proportionnelles.
Les deux constantes X et ^t ont des expressions géométriques très- simple s . Que le point m coïncide avec le point a, le point
wi^deviendra<i'; de sorte qu'on a fj..c^a'= i, d'oîi (x= — — ■ Pareillement, c étant dans la première division l'homologue du point c' de la seconde, on a 1 = — - L'équation devient
On vérifie aisément que cette équation
trouvées précédemment (i2i). En efFet, qu'on j fasse
elle devient
— ■ -h -,-■ = o, ou — = —r-j-
C) Eu Alijèbre, on peut dire que les deiii équations
comportent i^olle-ci :
Que dans celle-ci on fasse
132, On conçoit bien que l'observation précédente (128) sur la nécessité d'indiquer le sens dans lequel on comptera les segments positifs ou négatifs s'applique nécessairement aux équations(7, 8, 9 et lo).
133. La formule (lo) conduit naturellement à une propriété intéressante de deux divisions homographiqucs , savoir, que l'on peut toujours prendre, à partir d'un point donné de la première division, deux segments qui soient égaux respectivement à leurs homologues dans la seconde difision, mais l'un avec le même signe et l'autre avec un signe contraire.
En effet, les deux divisions s'expriment par l'équation
Si l'on veut que le segment am soit égal à son homologue a' m' et de même signe, le point m sera déterminé par l'équation
et, si l'on demande un segment «M égal à son homologue (/M' et de signe contraire, on aura
Mettant à la place des constantes X et fi leurs expressions géométriques (130), on a
am = al-^-a•i',
aM = aI — û'J'.
134-. Application. — Si autour d'un point p {fig- *?) on fait tourner une transversale qui rencontre deux droites fixes SA, SA' en m et ni, ces deux points marqueront deux divisions homo-
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graphiques ; les parallèles aux deux droites menées par le point ^o déterminent les deux points I el J', et l'on exprime t'Iiomograpliie par la relation
Supposons que les segments Sm, S/m' soient comptés positivement vers A et A', et négativement sur le prolongement des deux droites au delà du point S.
Si l'on dem.ande que Sjk, :=: Sni, , on aura
S/Ml — SU- SJ'.
Dans la figure, SI est positif et SJ' négatif; il faudra donc prendre, de I vers S, l/w, := SJ', et le point /M) sera déterminé. Si l'on demande que SM=^ — SM', on aura
SJ' est négatif par lui-même dans la figure ; donc la valeur numérique de SM est (SI-4-SJ'}. On prendra donc, à partir de Idans le sens positif, IM^ SJ', et le segment SM sera déterminé.
135. Si l'on demande de mener par un point p pris sur la hase d'un triangle SAA' {Jig- 28) la droite pmm' , qui retranche deux segments A/w, A'm' égaux, soit avec le môme signe, soit avec des signes différents, la solution sera la même; on aura, pour une transversale quelconque,
AI A^ _
et, pour Am = ± A'm',
Am = Al±A'J'.
Pour construire ces expressions de Km, il faut connaître le sens dans lequel se comptent les segments positifs sur les deux droites SA, SA'.
Si l'on demandait que les deux segments At/ï, A';m' fussent entre eux dans un rapport donné, que l'on eût A/7î= ±X.A'/m', A/ra se déterminerait par l'expression
A/7i = AI±Ï.A'J'.
B GEOMETRIE SCPERIEIIBE. -
Mais CCS questions ne sont que des cas particuliers du problème de la Section de raison d'Apollonius, dont nous donnerons une solution générale (Cliap. XIV). Nous nous sommes proposé seulement ici de démontrer la propriété de deux divisions homographiques exprimée par le théorème (133), et de donner un exemple de l'usage des signes + et ^ dans les applications de cette théorie.
III. — Autres équations à trois termes
136. On peut exprimer deux divisions homographiques par l'équation
am , , hm cm , , ,
—r-, bc.a'r: + -j—-, ra.S'Tt'-h -— ; ab .e' tz' ^ o, a m b m cm'
dans laquelle a, b, c sont trois points fixes de la première division, a', b', d les trois points homologues et ît' un point fixe pris arbitrairement dans la seconde division (52), ou bien, en prenant le point ii à l'infini, par l'équation
^fc + ii„+.™,S = „ (53).
IV. — Equation à quatre termes
137, Soient a un point fixe de la première droite, h' un point fixe quelconque de la seconde, et m, m' deux points correspondants quelconques des deux droites ; on aura entre les deux segments am, b'm' la relation constante
J, p, V étant des coefficients constants.
Pour démontrer l'équation, considérons sur la seconde droite le point a' correspondant au point a de la première, et sur celle-ci le point b correspondant à b' de la seconde ; on a
DIVISION HOMOGRAPHIQUE.
Nous voulons ne conserver que les segments i çons donc bm et c^m par leurs expressions
, l/ir/; rempla-
-ab){l,'n.
^A-.ab.b'a' = o{''
Il est clair que dans cette équation, de même que dans plusieurs des précédentes (128, 132), les segments am, Viri ont nécessairement des signes. Cela résulte d'ailleurs de la démonstration même, car, s'il n'est pas indispensable de donner des signes aux segments dans l'équation (a), il n'en est pas de même dans les relations (6) : les segments j ont nécessairement des signes (2) ; par conséquent, ils en ont aussi nécessairement dans l'équation que nous avons déduite de celles-là.
138. Soient sur les deux droites les points Jet J', dont le premier correspond à l'infini de la seconde et le second à l'infini de la première ; on aura
Im.J'm'=const. (126).
Or
\m-=am—a\ et J'm'= b'm -- fi'J'; donc
(«m — aI)[É'm'— //J') = const., am.b'm' — am.b' i' — b'm' .al ^ consl.
(•) On peut, à la pla<
.B k, inipoduire deus pointa homolggues
is homtjgtaphiques déterminées par ti
- GHAPITBE VII.
139. Pour déterminer l'expression géométrique de la constante, supposons que le point m coïncide avec a, et soit <^ la position correspondante du point m'; on aura
— b'a' .aï = const.; ou bien, en supposant que m' coïncide avec b et m avec è,
— ab .b'i' :l^ const.
L'équation devient donc
ou, indifféremment,
am.b'm' — am.b'V— h'm' .a\-^ b'J'.ab= o.
140. Réciproquement ; Si l' on prend sur deux di'oites, àpartir de deux points fixes a, b', deux segments am, b'm' ajant entre eux la relation constante
les deux points m, u^ formeront deux divisions komo graphiques.
En effet, supposons le point m à l'infini, et soit J' la position correspondante du point W, l'équation, divisée par am =z oo , se réduit à
d'où
Pareillement, en supposant que le point m* soit à l'infini et en appelant I le point m qui lui correspond sur la première droite, on
trouve
L'équation proposée devient donc
am.b'm' ~ b'T .am~ al.h'n.
aI.è'J'-Hv = 0.
HOMOGIlAPHiOldî.
Le second membre est constant. Donc les deux points m, m' marquent deux divisions homographiques (126).
141. Nous avons trouvé les expressions géométriques des trois coefficients i,p:, v, en partant de l'équation Im.J'm'=const, (138). mais on les détermine aussi directement. Soit I le point de la première droite qui correspond à l'infini de la seconde; on aura, en faisant dans l'équation b'm' infini,
et pareillement ^ ^^ — b'i', J' étant le point de la seconde droite qui correspond à l'infini de la première. L'équation devient donc
Quant à la constante v, nous avons vu (139) comment on trouve ses deux expressions al.b'a' et h'3'.ah, de sorte que l'équation devient
am.b'ni'— h' j' .am — til. b'm' -h al.b'a' {on b'i'.ab]=o.
I] est facile de vérifier l'égalité des deux valeurs de v et d'en voir
l'origine; car l'équation nI.Â'a'=: A' J'.oè s'écrit —7 =:; p—, ) et
sous cette forme elle exprime que le rapport anharmonique des quatre points a, b, I, co est égal à celui des quatre points correspondants ce, y, 1X3 , y.
V. — Jutre équation à quatre termes
142. Soient c, c' deux points homologues des deux divisions; l'homographie des deux divisions s'exprime par l' équation
En effet, qu'on mette c et c/ à la place de m et m' dans l'équation (1), et qu'on retranche l'équation qu'on obtient de cette équation (1), on arrive à l'équation (2).
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Remplaçant les coefficients X et f* par leurs expressions trouvées eî-dessns, l'équation devient
a/n.b'm' — b'i' .uni ~ al.c'm' ~ ac.b'c- = 0.
VI. — Nouvelle équation à tivis termes
1-43, L'équation qui préeède procure immédiatement une équation à trois termes ; car, si l'on prend pour le point a, qui est arbitraire, le point I, l'équation se réduit à
Im.b'm' — h-y .cm ■~\c.b'c'=o.
Ainsi, on peut dire que l'iiomograpli ic de deux divisions s'exprime par l'équation
VII, — Equation homogène à quatre termes.
1-44, Quand deux droites sont divisées homo graphiquement, si l'on prend sur la première deux points fixes quelconques a, c et sur la seconde deux points fixes quelconques b', d', la division komographique sera exprimée par la relation homogène
Soient p et q' les points situés à l'infini sur les deux droites respectivement ; l'équation peut s'écrire
,, lam ap\ /b'm' b'q'\ J am ap\ Ih'm' b'q'\
Cette équation étant formée de rapports anharmoniques, on peut dire qu'elle dérive de l'équation (i), même quand les points p et ^' sont pris à des distances finies (20), de sorte que, si l'équation (i) exprime la division liomo graphique de deux droites, l'équation (a), dans laquelle a, c, p sont trois points fixes pris arbitrairement sur une première droite et h', d', q' trois points fixes pris arbitrairement sur une seconde droite, exprimera aussi la division homographique des deux droites. Mais dans celle-ci on peut
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supposer que les deux points c et d' soient à l'infini, et alors elle devient
ap b'q' ap b'q'
Donc, si la division homographique de deux droites est exprimée par r équation {i), elle le sera aussi par l'équation (3)-
Et réciproquement, on remonte de celle-ci à l'équation (i). Mais l'équation (3) exprime la division homographique de deux droites (137); donc l'équation (i) l'exprime aussi. c. q. f. d.
145. Les trois constantes X, [n, v ont des expressions g;éomctriqucs très-simples, dépendantes des quatre points donnés a, c, b' , d' el des quatre a', d, h, d qui leur correspondent dans les deux divisions. Supposant que le point m se confonde avec c, et par conséquent ;ra' avec d, on conclut de l'équation cette valeur dei,
et pareillement, en faisant coïncider le point m' avec d' ,
Puis, en supposant que le point m se confonde avec a et ensuite avec b, on en conclut ces deux expressions différentes de v,
adbW
'" cd d'à'
L'équation (i) devient
,' h'</ am ad
et le dernier terme peut être remplacé par — — ; —■
D'après les expressions des trois constantes 'k, y., v, on volt que, quand ces coefficients sont donnés numériquement, on peut en conclure immédiatement la position des quatre points a', c', b, d,
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qui correspondent respectivement aux quatre points donnés a, c, h', d'.
146. Remarquons que l'équation (4) peut s'écrire de manière que tous ses termes soient formés de rapports anharmoniques, ce qui nous permettra de l'appliquer à deux faisceaux homographi-
^ cdj \am' rfV )
On peut déduire de cette équation générale toutes celles à deux, à trois et à quatre termes données précédemment ; mais il est inutile d'entrer dans ces détails.
VIII, — Equations à plusieurs termes.
147. Soient A, G, E, G, ... des points fixes sur une première droite, et B', D', F', H', . . . des points fixes sur une seconde droite; si sur ces deux droites on prend deux points -variables m, m', de manière que l'on ait la relation constante
a.Am.BW+ë.Cm.D'm'-l-.,.
-I- s.EA/i-Hf.F'm' + Ï.GmH-n.H'm'-i-. . . = v,
ces deux points m, m' /armeront deux divisions homographi// ues.
En effet, cette équation se ramène à l'équation à quatre termes
Am.B'ra'+l.Am + ^.B'w' -1-^ = 0 (137).
Il suffit d'exprimer tous les segments en fonction de deux seuls, comptés à partir de deux origines, telles que A et B', en faisant
Cm=A.m — AC, D'ra' = B'm'— B'D', Em = Am ~ AE, F'w' — B'ra' — B'F',
La proposition est donc démontrée.
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148. Ce qui distingue la forme de cette équation à plusieurs termes, de même que toutes les précédentes, c'est qu'il n'y entre pas le produit de deux segments relatifs au même point m ou tti', d'où il résulte qu'à un point m ne répond qu'un point m', et réciproquement. C'est là la propriété fondamentale et caractéristique des divisions honiographiques.
g n. — Faisceaux homo graphite s.
làQ. On peut exprimer l'homographie de deux faisceaux en les coupant par une ou deux transversales et en exprimant qu'ils font sur ces droites deux divisions homographiques ; mais on peut aussi se servir de relations générales entre les sinus des angles que deux rayons homologues font avec des axes fixes. Ces relations seront de diverses formes, de même que celles relatives aux divisions homographiques de deux droites.
I. — Équations à deux termes
Soient quatre rayons A, B, C, M du premier faisceau, et les quatre rayons correspondants A', B', C, M' du second faisceau ; on aura (51 )
sin (A, M) . sm(A. C) _ sin(A', M') , sia(A', C)
d(B', M')*sin(B',G')
sin (A, M)
t(A\MO rsin(A.C) , sin(li, M) sin[B',M') Lsin(B, CJ " sin(B', C) J '
ou, en représentant par 1 le facteur constant du second membre,
siu(A,M)_ sm(AMW') ^ ' sin(B,M)~ sm(B',M'j
Ainsi, cette équation exprime que les deux rayons M, M' qui tournent autour de deux points fixes forment deux faisceaux homographiques.
ISO. Si les deux droites fixes A, B sont rectangulaires, le rapport ■■. ■ ' — -; devient tangfA, M), et semblahlement si les deux ^ sm[B, M) o\ ' /'
«jlJ TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE. -
droites A', B' sont aussi rectangulaires, de sorte que l'équation
(2) taiig[A, M)^ltang(A', M')
exprime que les deux droites M, M' forment deux faisceaux liomographiques.
Dans cette équation, où la direction de chaque rayon OM ou O'M' se détermine par rapport à une seule droite OA ou O'A', il faut convenir du sens dans lequel on comptera les angles positifs autour des deux centres O et O'.
151. Cas PARTicuLiEa. — Deux faisceaux dans lesquels les angles de l'un sont égaux respectivement aux angles de l'autre sont honio graphiques .
Cela est évident, car le rapport anharmonique de quatre rayons du premier faisceau est égal à celui des quatre rayons homologues du second faisceau, puisque les angles du premier faisceau sont égaux à ceux du second.
Ainsi l'homographie s'exprimera par l'équation
(3) angle (A, M) =±: angle (A', M').
Les deux faisceaux peuvent présenter deux cas différents, relativement au sens dans lequel tournent leurs rayons respectifs. Si les rayons tournent dans le même sens, les deux faisceaux, que nous supposons avoir le même centre, peuvent être rendus coïncidents par une simple rotation de l'un d'eux, et, si les rayons tournent en sens contraire, il existe toujours deux rayons dont chacun, considéré comme appartenant au premier faisceau, est lui-même son homologue dans le second faisceau; ces deux rayons sont rectangulaires, et les deux faisceaux sont placés symétriquement de part et d'autre de chacun d'eux : nous dirons, dans le premier cas, que les deux faisceaux sont semblables, et, dans le second, qu'ils sont symétriques.
II, — Equations h trois termes.
152. On a entre les quatre droites A, B, C, M et leurs homologues A', B', C, M' l'équation
sin(A. Ml.siu(A, C) sin(C', M') . sin(C'. A' ) _
sin(B, M)'sin(B, C) "^ sin{B', M') " sin(B', A') '" ^ >'
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sin(B'. A')
; il
sinlA, M) sii
(B, M) ■ sin[lJ', M') '
Ainsi, élanl données deux droites fixes A, B, deux autres droites fixes C, B' et deux constantes 1 et ft, cette équation exprime que les deux droites M, M' forment deux faisceaux homographiques. Dans ces deux faisceaux, les droites B, B' sont deux rayons correspondants; mais les rayons A et C ne se correspondent pas et sont pris arbitrairement.
On peut prendre A perpendiculaire à B et C perpendiculaire à B'; l'équation devient
tLLng-(B, M) t;mg(BM\i')
(6) i tanf-'^A, M) -h/i taLtg(C', M') = i.
Mais iei il faut bien observer que, quand les deux faisceaux sont donnés, A et C ne sont pas deux droites quelconques, car il faut que les perpendiculaires B etB' à ces deux droites respectivement soient deux rayons correspondants des deux faisceaux.
1S3. L'équation (3) donne lieu à cette propriété de deux faisceaux homographiques : Etant pris un rajon du premier faisceau, on peut toujours déterminer deux autres rayons faisant, avec celuilà deux angles égaux respectiwement à leurs homologues dans le second faisceau, mais l 'un auec le même signe et l'autre ncec wi signe contraire.
En effet, les deux angles formés à partir du rayon B et satisfaisant à la question seront déterminés par l'équation
III. — Équatiuns h qutiti-e termes, 15i. L'équation liomogènc à quatre termes (l-iîJ) qui exprl
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la division liomographique de deux droites donne lieu à une équation semblabJe enii'e les sinus des angles de deux faisceaux homograpliiques (146). Ainsi, A, B, C, D étant quatre rayons lixes du premier faisceau, A', B', C, D' les rayons correspondants du second faisceau et M, M' deux rayons correspondants variables, on aura l'équation
sl„(A,M) .
.inlC M) s
.in(A, D) s
in(B', A')
stn[<J, M) sin[D',M'j
sin(B'.M'l sin(A.D)
sin{D',M'] 5in(C, D)'^sin(C, D) s
dont le dernier terme peut être remplacé par B'. C) sin(A, B)
ilD', C)
l(C, li)
On
peu
sin(t:. M) sin[I)',M')
Celte équation exprime donc que les deu deux faisceaux homographiques.
Les deux droites A, G du premier faisci
sin(D',M'
rayons M, M'
formel H arbitrai-
e les deux B' et D' du second faisceau.
loS. Si A et C sont rcctangulai devient
nsi que B'elD', l'é([uation
(8) tang(A.M) tang(B',M'; + )..laiig[A,MJ-
ù l'iai des dcuxfù
156. Si l'un des faisceaux est composé de droites parallèles, on remplacera dans les formules précédentes les sinus des angles relatifs à ces droites par les segments qu'elles déterminent sur une transversale, comme nous avons fait pour exprimer l'égalité des rapports anharmoniques de deux faisceaux de quatre droites dont l'un est formé de quatre droites parallèles (S7).
D'après cela, l'homograpJiie des deu\ i'aisceau^i s'c^pri les équations suivantes ;
Équations à
ileltx ten
»„(A, M siii(B, M
•in (A, M) .m(B, M)
»n(A, M) Mn(a,M)
Equations <
k,ro„„r,
m,(A,M) sin(B, M)
, sm(A.M)
■ ,in(B, M|
Equations à quatre ti.
•in (A, M) Uin
'■ ,,ii,(A.M)
si„(C, M)#»
/ ' \in(C, M)
•in (A, H) si.,(a, M)"'"
, sm(A, M) sm(C, M)
, , ïii>(A, M)
■i(C, JI)
E geouktrie: supëhiku^
CHAPITRE VIII
DIVISIONS HOMOGEAPUIQUES POBMÉES SUR UKE MEME BBOITE, — FilSCEAUJ UOHOaRAPtlIQUES AÏAKT lE MÊME CEHTIIE.
g I. ~ Divisions homographiqiies formées sur une même droite. Points doubles. Point milieu des deux points doubles.
15". Qiuind deux droites divisées homo graphiquement sont superposées l'une sur l'autre, il existe deux points {réels ou imaginaires) dont chacun, considéré comme appartenant à la première division, coïncide avec son homologue dans la seconde division.
En effel, la division liomograpliique de deux droites s'exprime par l'équation
dans laquelle a et h' sont deux points fixes quelconques pris sur les deux droites respectivement (137). Quand ces deux droites coïncident en direction, on peut prendre pour b' le point a, et l'équation devient
Si l'on veut que les deux points homologues m, m' coïncident, on déterminera leur position commune par l'équation
laquelle donne deux valeurs do am. Conséquenimenlil existe deux points qui satisfont à la question, et il ne peut pas y en avoir plus de deux.
Nous donnerons à ces deux points remarquables le nom de points doubles, pour indiquer que chacun d'eux représente deux
USE DROITE
poinls homologues coïncidents. Ces points pcuvonl élro iniagi-
158, Le milieu des deux points doubles est le milieu des deux points qui, dans les deux divisions, correspondent à l'injini.
En effet, soient I le point de la première division qni cori'espond à l'infini de la seconde, et J' le point de celle-ci qni correspond à l'infini de la première; l'équation prend la forme (139)
Quand les deux poinls m, m' se confondent, on a
La somme des distances du pointa aux deux points doubles est donc (fli-f-rtj'); ce qui prouve que le point milieu des deux poinls doubles coïncide avec celui des deux points I, J'. c. q. f. h.
Désignant par O ce point milieu, on a
et l'équalion qui détermine les deux points doubles devient
1^9. Le rapport des dislances d'un point de la première division aux deux points doubles est au rapport des distances du point correspondant de la seconde division aux deux mêmes points dans une raison constante.
En effet, soient e, y deux points de la première division, et e',f' leurs homologues dans la seconde division; l'homographie des deux divisions sera exprimée par l'équation
et, si l'on prend pour les deux points e,y les deux points doubles,
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lesquels coïncident avec leurs homologues, cette éf|uation devlciil
ce qui démontre la proposition énoncée.
On vérifie aisément que, dans les deux divisions homo graphique s déterminées par cette équation, les deux points e,/'sont des points doubles, car, si l'on suppose que le point m se confonde avec le point e, on a me= o, et par conséquent aussi /u'e ^o, c'est-à-dire que m' se confond aussi avec le point e : ce qui prouve que celui-ci est un point double. Et pareillement du point /!
Ecrivons l'équalion précédente ainsi
On dira que : Dans deux difisions homograp/tii/ues sur une iiidme droite, deux points homologues quelconifues font avec les deux points doubles un rapport nnJinrmonir/ue constant.
Observation. — Quand la constante X est égale à — i , les deux points m, m' divisent harmoniquement le segment ej (60), Ce cas particulier se rapporte à la théorie de VinvoUuion de six poinis, que nous exposerons plus loin.
161. Co?."STnt.-cTiON nES DEUX poiHTs DOUBLES. — l*renons l'équation qui détermine ces deux points, savoir
L'origine a est arbitraire ; plaçons-la au point O. 11 suffit de faiit rtO= o ; l'équation devient
Cy représentant le point qui correspond, dans la seconde division, au point O de la première. Ce point O étant le milieu du segnienl IJ', on a 01^^ — -OJ'ion peut donc écrire
Ow"~OJ'.00' = o,
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d'où
Om--L± v'OJ'.OO'.
Ainsi, les points doubles sont de part e.t d'autre du point 0 à des distances égales à ^'OO'.OJ', de sorte que leur recherche se réduit à construire une moyenne proportionnelle entre deux lignes.
Quand les deux points O' et J' ne se trouvent pas du même côté du point O, les deux segments 00', OJ' sont de signes contraires ; leur produit est négatif, et les deux points doubles sont imaginaires.
162. Cette construction des deux points doubles est fondée sur la connaissance des deux points I et J', dont la détermination est toujours extrêmement facile, de sorte que la construction a toute la simplicité désirable. Mais on peut demander de construire les deux points doubles immédiatement, au moyen des seules données qui servent à déterminer les deux divisions homographiques, lesquelles sont, en général, trois systèmes quelconques de deux points correspondants. Nous reviendrons sur cette question (Chap, XIII}.
163. La notion des points doubles de deux divisions homographiques est très-importante; elle sera fort utile, notamment pour la résolution des problèmes, où elle procurera des solutions uniformes et très-simples de beaucoup de questions qui conduisent à des équations du second degré parfois très-compliquées. Par exemple, les trois problèmes de la section de l'espace, de la section de raison et de la section déterminée, qui ont été le sujet de trois Traités différents d'Apollonius, se résoudront immédiatement par celte méthode [voir Chap. SIV et XV).
164'. Cas oc l'un des points doubles est a l'iwfini. — Ce cas est celui de deux divisions semblables, car, si le point double_/ est à l'infini, l'équation générale
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équation qui exprime deux divisions semhlables (I2i).
l6o. CoKSTRtJCTios nu Poi>T nounLEc. — Quand le cocfTicicnt (le proportion nali té ?. csl donné, un seul sysième de deux points liomologues a, rt' sulïit pour déterminer le point double e, parle
rapport -y ^^ï.
Quand les deux divisions sont déterminées par deux couples de points homologues a, a' et h, i', on a pour deux autres points homologues (juclconques m, m' la relation
et, pour déterminer le point double, ]'é(|uat
On portera sur deux droites parallèles menées par les points a et a' deux segments «G, «'6' égaux à ab, db' et dirigés dans le même sens ou en sens contraires, suivant que ah et cih' seront de môme signe ou de signes différents; la droite S6' déterminera le point e.
Autrement. Sur les deux segments ah' , a'b on décrira deux circonférences de cercle passant par un même point g quelconque; elles se couperont en un point g', cl leur corde commune gg' passera par le point double e, car l'équation
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ce qui prouve que le point e est sur la corde commune aux deux circonférences décrites sur les segments ab', db.
166. Quand, dans l'équalinu — ; ^ ),, le coefficient X est égal à
— 1, le point double se trouve au milieu de chaque segment mm' formé par deux points homologues, de sorte que les deux divisions , sont ésalcs ou les mêmes, mais formées en sens contraires. .
, Si le coefficient X est égal à + i , l'équation ■ — - =: i montre que
le point e est à l'infini, de sorte que les deux points doubles coïneident à l'infini. Alors on a
ce qui montre que les segments homologues sont égaux et dirigé? dans le même sens.
.^ II. — Diverses manières d'exprimer deux divisions homo graphique s sur une même droite.
Equation iiin .bW + 1 (am — l)'m')+v = o
167. Quand deux divisions homographîques sont marquées sur me même droite, on peut les exprimer par une équation telle
dans laquelle les coefficients des deux segments am et h' m' sont égaux et de signes contraires.
Pour obtenir cette équation, on peut prendre à volonté le pointa, et l'on détermine le point b' et la constante X, ou bien oii peut se donner la constante X et déterminer les deux points fixes a et //.
En effet, l'équation générale est
am.l/m' — b' r .am — al.!/m' -h al.l,' ^f' z= o (139). Donc, si le point a est donné, il suffit de prendre le point b' de
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; que b'3'=^ — aï. Cette relation fait voir que les deux points a et b' sont à égale distance des deux points 1, J' respectivement, et tous deux sur le segment I J' ou tous deux au dehors.
Si la constante ^ est donnée, on prendra les points a cl b' distants de I et J' respectivement d'une longueur égale à X, mais de manière que les deux segments «I, b'i' soient de signes contraires.
II. — Equation a m . b'm' H- y . intn' -f- 'î ^ o
168. Deux diifisiofis ho/nographû/uns sur une même ilroilis'expriment par l'équation
En effet, en prenant, dans l'équation générale ci-dessus, le point ê'tel que A'J'^— ni, comme il vient d'être dit, on a l'équation
ain.b'm' -t- til.ani — al.h'w' + iil.b'a' =i o.
Qu'on remplace, dans le troisième terme, b'm' par [um' — "&'), il
ce qui démontre le lliéorème.
OonOLLAiiiE I. — ■ Si le point a coïncide avec l'un des point.» doubles e, aa' devient nul, et, en outre, le point h' coïncide avec 1', puisque les deux points a, b' sont à égale distance des deux points i, y, et conséqueniment à égale distance des deux points e, ï; l'équation, dévie jit 13] em./m'~cI.mm'--=o.
Corollaire II. — ■ Que dans cette équation (3) on remplace fm ' par fm-+- mm' et &\par em — Im, on obtient cette équation
CoROLLMKE III. — Si le point a est le milieu O des deux
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points T, J', le point h' coïncide avec ce même point milieu, puisque b'J' = — al, et V équation devient
(5) Ow.Om'— 01.;'»»'-!- 01,00' = 0,
O' étant le point cli; la seconde division qui correspond an point t' considéré comme appartenant à la première.
III. — Eqittition Om + Im.mm'+ v = o
169. Deux divisions Jtornographif/ues sur une même droite s'expriment par l'rquation
V étant une constante.
En elTct, que dans réqualion précédente on remplace Oh/ par Om^nin^, il vient
~Ô^i ^. [(im — Ql],um'+ 01.00' = o
g III. — Cas où les deux points doubles coïncident. 170. Trouver la condition pour que, da}u l'équation
les deux points doubles coïncident.
Les deux points doubles sont déterminés par h relation
La condition d'égalité des deux racines esl
Remplaçons les constantes par leurs expressions
>,=~«J', y. = ~aî (139).
yGoosle
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O étant le point milieu du segment IJ'. Il en résulte que v ^^iiO, oE l'équation qui détermine le point double devient
~^'— -laO.am + ÏÛJ = O,
<roù
Wns'i, le pointde coïncidencedes deuxpointsdoublesestlepointO, milieu des deux points I, J' qui ont leurs homologues à l'infini. L'équation qui exprime l'homographie des deux divisions de-
471. Equation à deux teintes. — Si dans l'équation («) le point a coïncide avec le point O, l'équation devient
Om.Om'—Or.Om — OI.Ow' = o,
ou, parce que 0J' = — -01,
[b) Om.Ow' — Ol.mm'=Q.
Celte équation peut encore se conclure de l'équalion (3), dans laquelle on exprimera que les deux points doubles e, f coïncident en O, ou bien de l'équation (5), dans laquelle on supposera le segment OO' nul.
CoROLLAm
est cofista/it; on aura donc, en prenant deux points homolo gui ,,,, Cim.Om' 0>i.Qa
Cette équation donne
DEUX DIViSIOKS H0110GR*PHlQtIES S
Om' Qa Oa'
expression la pins simple de deus divisions honiographiques donl les points doubles coïncident. On peut aussi tirer celte équation directement de l'équation générale à trois termes (éq. lO, 129).
En écrivant (c) ainsi
on en conclut
Corollaires. — Dans ces deux équations (c et d} on peut supposer le point a' à l'injini, et elles deviennent
^'^> Oni~ 'Ôm' '^ OV
id') ^OI = Oi»'.
173. Qu'on remplace Oni' par(0;H -\- mm') dans l'équation (/>), elle devient
~Ô^i +[0,n — Ql\ min — o
Cette équation se conclut aussi de l'équation précédente {(')'), où l'on suppose le segment 00' nul.
17i. On peut encore exprimer les deux divisions par l'équation
En cil'ct, prenons l'tqualion (e) et éci'i\
ou, en désignant par I' le point tic la seconde division silué : l'infini,
Comme le premier membre est formé de deux rapports anliarmoniques, eetle équation a Heu quelle que soit la position du point 1 à distance finie, le point I étant son homologue dans la première division. Ainsi l'équation
ou l'équation (f), puisque 1 et I' sont deux points correspondants quelconques des deux divisions, exprime deux divisions liomographiques dont les deux points doubles se confondent.
a et a' sont deux points correspondants, et O le point de coïncidence des deux points doubles. Si ce point est à l'infini, les rap-
Om Om' , , I, . . ,,, . I .
ports 77—1 •,•■■,- sont égaux a 1 unité, et J équation devient
Vinsi, le segment compris entre deux points correspondants quelconques est de grandeur constante; il s'ensuit que a'm'^=am, c'est-à-dire que deux segments homologues des deux droites sont toujours égaux, ou, en d'autres termes, que les deux droites sont divisées en parties égales, une à une respectivement, et dirigées dans le même sens. Et, en effet, nous avons déjà vu que dans ce cas les deux points douLies sont situes à l'infini (166).
Cas
:.i; Liî voiHT E
jqualion
Om.Om'
DEIS DIVISIONS IIOMOGIUPIIIQUES SIR DNE nitOITE, III
176. Il résulte de là que, quand on a sur une même droite deux divisions homo graphiques dont les points doubles coïncident, on peut en faire la perspective, de manière que les segments homologues deviennent égaux entie eux. Il suffit que dans la perspective le point double des deux divisions proposées passe à l'infini.
^ IV. — Propriété de deux divisions homo graphique s dont les points doubles sont imaginaires.
177. Quand deux dividons hoinographiijues formées sur une même droite n'ont pas de points doubles, il existe, de part et d'autre de cette droite, un point d'oii l'on voit, sous des angles égaux et formés dans le même sens de rotation, tous les segments compris entre les points de la première division et leurs homologues respectifs.
tprime par l'équation
o (168, «iq. 5)
Les deux points doubles étant imaginaires, par hypothèse, les deux points O' et J' {fg- ay) sont de côtés différents par rapport au point O (161); par conséquent, O' et I sont d'un même cAté et le produit 01.00' est positif. Prenons sur la perpendiculaire élevée par le point O le segment
OP ~ \/OI.OO
l/équation s'écrit
Ôï' "ÔP "'' OJ' \W "~ oe )~^'~*'' ce qui donne
tang OPin . tiuig OPm' -h -- { taiigOP/'i — tang OP(h') -)- r = o,
-tiingOP/H.tan^Ut'/i
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Le premier memhi'e esl égal à
tung{OP//i'— OPw) = tAngwP/i/, et le second à langOIP; on a donc
anglemPm'r=;mgleOIP = i:<mst.;
ce qui démontre le ihéorèmc.
Autremenl. Quand dans deux faisceaux homogi'aphiques les
iingles formés par trois couples de rayons homologues sont égaux et dans le même sens de rotation, il en est de môme des angles formés par tous autres rayons homologues. Ainsi A, B, C, D étant quatre rayons du premier faisceau et A', B', C, D' les rayons homologues du second faisceau, si les trois angles (A, A'), (B, B*) et (G, C) sont égaux el formés dans le môme sens de rotation, à partir de leurs origines respectives (6), le quatrième (D, D ) sera égal à ceux-là el formé dans le même sens de rotation.
En effet, en faisant tourner le second faisceau autour du centre commun, on pourra faire coïncider les trois rayons A', B', C avec leurs homologues A, B, C respectivement, et, par conséquent, deux autres rayons homologues quelconques D, D' seront aussi coïncidents.
Gela posé, menons par le point P, déterminé, comme il a été dit, par la relation 0P = v'01.00', la parallèle Pos à la droite 01. Le point P est le sommet de deux faisceaux h omo graphique s déterminés par les deux divisions proposées. Les rayons PO, Phj, PI et Poe du premier faisceau ont pour homologues dans le second PO', Pffï', Pk> el P.T", prolongement de PJ'. Les deux angles IP ce et ce PJ" sont égaux et dans le même sens, parce que les deux points I et J' sont à égale distance du point 0. L'angle IPoo es! aussi égal à l'angle OPO', car l'expression de OP donne
ce qui prouve que les angles OPO' et OIP sont égaux. Or celui-ci esl égal à IPw ; donc les angles IPoo et OPO' sont égaux, et il esl évident que ces deux angles sont dans le même sens. Ainsi les trois angles que les trois rayons PO, PI etPoo du premier faisceau font
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avec leurs homologues PO', Pso et PJ" respectivement sonL égaux et dans le même sens, et par conséquent l'angle mVm', formé par deux autres rayons homologues quelconques, est égal à ceux-là et dans le même sens. c. q. f. d.
178. Les points doubles des deux divisions lio m o graphique s que nous considérons ont pour milieu le point O et pour carré de leur distance à ce point le produit 00'. OJ' (161) ou — OO'.OI^^- — OP , de sorte que ces points (imaginaires) ne dépendent pas de la grandeur de l'angle sous lequel on voit du point P les segments aa', bU , etc., mais seulement de la position de ce point. On conclut de là ce théorème singulier, qui aura des applications :
Si, autour d'un point P comme sommet, on fait tourner un angle (A, A') de grandeur constante, ses deux côtés marquent sur une transversale fixe deux divisions homo graphiques qui ont toujours les mêmes points doubles [imaginaires), quelle que soit la grandeur de l'angle (A, A').
179. Trois segments sur une même droite, aa', bb' , ce', déterminent deux divisions homogi-aphiqucs dans lesquelles a, b, c seront trois points de la première et a', b', c' les trois points correspondants de la seconde. Quand les points doubles de ces deux divisions sont imaginaires, 11 existe, de part et d'autre de la droite, un point P d'où l'on aperçoit les trois segments sous des angles égaux (l"??). Par conséquent, on conclut de ce qui précède une solution très-simple de cette question ;
Etant donnés trois segments aa', bb', ce' sur une même droite, trouver un point d'où on les aperçoive tous les trois sous des angles égaux.
g V. — Cas particulier des divisions homo graphiques sur une même droite. Divisions en involution.
Si, dans l'équation générale
am.aya' + \.am-^l>..am' -^-.=^0 (157),
yGoosle
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les deux coefficients 1 et p sont égaux et de même signe, les deux divisions ne sont plus générales ; elles jouissent de eette propriété particulière qa'un même point tjuelconque, considéré comme apparienant soit à la première division, soit à la seconde, a loujoiirs le même homologue.
En effet, l'équation osl alors
Les deux segments ani, am' y entrent de la même manière ; par eonséquent, si l'on change am en am' et réciproquement, l'équation subsiste, ee qui prouve que le point m', étant regardé comme appartenant à la première division, a poul- homologue dans la seconde le point m. Donc, etc.
Réciproquement, quand cette propriété a lieu pour un point, quel qu'il soit, les deux coefficients X et fi sont égaux et de même signe, et, par suite, la propriété a lieu pour tout autre
En efl'et, soit m un point qui, considéré comme appartenant à la première division, a pour homologue dans la seconde le point m', et, considéré comme appartenant à la seconde division, a pour homologue dans la première le même point m'; on aura les deu\ équalioas
desquelles on tire, e
Or les deux points m, m' ne sont pas coïncidents; par conséquent, il faut que l'on ait ?. =: m. c. q. r, u.
181. Ces deux divisions homographiques, qui présentent cette particularité qu'un point quelconque considéré comme appartenant à la première ou à la seconde a toujours dans l'autre division le même point homologue, se présenteront fréquemment, surtout
DEUX FAISCEAUX HOMOGBAPHIQUES DE MEME CENTRE
dans la lliiîorie des sections coniques. Elles se rattachent à la théorie de Yinvolution, que nous allons bientôt exposer, et nous les appellerons alors divisions homographiques en involulion.
g VI. — Faisceaux homo graphique s qui ont le même centre. Rayons doubles.
182. Ce que nous avons dit des deux points doiibles de deux, divisions Iiomograpliiques superposées doit s'entendre des rayons douhlef de deux faisccaus homographiques qui ont le même centre.
Il existe dans les deux faisceaux deux droites, dont chacune, considérée comme appartenant au premier faisceau, est elle-même son homologue dans le second. Ce sont ces deux droites que nous appelons les rajons doubles des deux faisceaux.
Cela est évident, car, si l'on mène une transversale quelconque, les deux faisceaux détermineront sur cette droite deux divisions homographiques qui auront deux points doubles par lesquels passeront les deux j-njons doubles des deux faisceaux.
En désignant par E, F ces deux rayons, on peut exprimer l'homographie par l'équation
=:niv '.vi'i
Mp[E,Ml ,s
in(E,M'l
sin(F,M) si
sin(E,Mj,s
(F,M)'sin(F,M']
on dira que ; Deux rajons homologues quelconques font a\'ec les deux rayons doubles un rapport anharmonique constant.
Lorsque les deux rayons doubles sont rectangulaires, l'équation devient
tang[E,M) = ).tang(E,M'}.
183. Supposons, clans l'équation générale du n" ISi, que les deux rayons B', D', qui sont arbitraires, coïncident respectivement avec les deux A et C, et appelons I et J' les deux rayons qui correspondent, dans la première et la seconde division respecli-
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\cment, au même rayon C considéré comme apparlenant successivement à la seconde et à la première division, ce qui se réduil à remplacer D et G' par I et J'; l'équation devient
sin{A,M} siH(A,M') _ sin(A.J'l sm{A.M) sin(C,M) siu[C,M') sin(C,J') sin(C,M) sin(A,Il sin(A.M'] sin(A.I) sin(A.AM _ ~sin[C,l] sm(C,M'j"'" sin[C,I) sïir(C, A') ~"'
Les rayons doubles des deux faisceaux se détermineront par Féqua-
rgi_n(A,M)T- pin{A,l) sia(A. J')-|sin(A.M) siD[A.I) sinfA,A')^ Lsin(C,W)J Un(C,I) sin[C.J)_|siD(C,M)"^sin(C,I)sin(C,A') "
184, Les deux rayons fixes A, C sont pris arbitrairement; le second peut êlre perpendieidalre au premier; on en conclut que l'homograpbie de deux faisceaux s'exprime par l'équafion
t!mg(A,M) tang[A,M') — tang{A, J') tang[A,M) — taDg(A, I) tang(A,M') -H limg[ A, A') tang (A, I) = o,
et les rayons doubles sont déterminés par la suivante :
tEmg=i;A,M) — tang[A,JI) [tang(A,J') + tnng(A,I)] + tang (A, A') tang (A, I) —-
185. Substituant à la droite A sa perpendiculaire C, on exprimera rhomograpliie par l'équation
cot(C,M]cot(C,M') — cot(C,J')cot[C,M) — cot(C,I) cot[C,M') -1-cot [C, I) col[C,A') = û.
G est une droite fixe quelconque; cette droite, considérée comme rayon du premier faisceau, a pour homologue dans le second faisceau J', et, considérée comme rayon du second faisceau, a pour bomologue dans le premier I; A' est, dans le second faisceau, l'homologue du rayon du premier faisceau perpendiculaire à la droite C.
Les rayons doubles se déterminent par l'équation
coi'(C,M] — [cot{C,I)-i-cot[G,J')]cot(C,M)-*-cot(C,I)coi(C,A') — o.
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186. Deiiœ faisceaux homographiques de même centre, dont les rayons doubles sont imaginaires, peuvent être considérés comme étant la perspective de deux faisceaux dans lesquels les rayons homologues font entre eux des angles égaux et dirigés dans le même sens de rotation.
En eiFet, coupons les deux faisceaux par une transversale quelconque L ; on aura deux systèmes de points a, h,c\ . . . , a', h' , c', . . . , formant deux divisions homo graphique s qui n'auront pas de points doubles ; par conséquent, on pourra déterminer un point P d'où l'on verra tous les segments na', bb' , ce', . . ., sous des angles égaux al?a' , bPb', . . . (177). Que l'on fasse tourner le plan de ces angles autour de la droite L, de manière à élever le point P en P' au-dessus de la figure, et que l'on conçoive la droite menée du centre commun O des deux faisceaux proposés au point P'. 11 est clair que, pour un œil placé en un point quelconque de cette droite OV, même à l'infini, les angles «P'rt', èP'ft', . . - , égaux entre eux et formés dans le même sens de rotation, seront les perspectives des angles aOa', bOh', ... ; ce qui démontre le théorème.
La projection pourra être faite sur tout autre plan parallèle au plan ( P', L }, ce qui permettra de placer l'œil au point P' lui-même.
187. Considérons deux faisceaux homographiques formés par les deux, côtés A, A' d'un angle de grandeur constante, tournant autour de son sommet. Les rayons doubles de ces deux faisceaux, qui sont imaginaires évidemment, se déterminent par l'équation générale (183). Ici cette équation se simplifie, car on a [f'g- 3o)
angle(C, I) = -- ansle[ A, A'}, anj;le(A, I).^- ~ angie(C, A'), angle(C,J')— angle ( A, A';, et l'équation devient
r8in(A. M)T 5in(A.T') — s:li(A,I) sm(A.M) Un(C,M)J " sin("A,A'y " sin"(C, M) ^ "" "■
yGoosle
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Oi-
siii (A, J' ) — sin ( A, I ; =--= Bin (AC H- CJ' ) — sm(AC — IC) =zSLn(AC--i-AA') — sin(AC — AA')~2cosAG.sinAA'.
L'équation devient donc
sIn(A,.\i)
CM
Les racine? sont
et leur produit est + i , quelle que soit la direction des axes fixes A. et C; c'est-à-dire que, si l'on désigne par E et F les directions imaginaires des deux rajons doubles des deux fai
^i"(A. E) sin(A.Fl __
.sm(C, E) sin(C, F)
Si l'axe G est perpendiculaire à A, il vical
tiingAM = d;y— i" et tung{A, E) tang(A, F)---: -f-i.
Il est à remarquer que ces expressions des directions imaginaires des rajons doubles des deux faisceaux sont indépendantes de la grandeur de l'angle (A, A'), dont les deux côlés décrivent ics deux faisceaux.
Ces résultats trouveront leur application dans la théorie des coniques planes et sphériqucs.
CHAPITRE IX
^ I. - Inirolutioii de six points. Relations entre ces points.
188. Définition. — Quand trois systèmes de deux points conjugués, situés sur une même droite, sont tels, que (jual.re de ces points, pris dans les trois systèmes, aient un rapport anharmonirjue égal à celui des quatre points qui leur sont conjugués, nous dirons que les six points sont en involution.
Ainsi, soient «, a' \ b, V et c, cf les trois systèmes de deux points qui se correspondent ou sont conjugués deux à deux, savoira et a', h et h' , c et d; si un rapport anliarmonique de quatre de ces points, tels que a, b, c et </, est égal à celui des quatre points conjugués a', b' , c' et c, ces six points seront dits en inuolution .
489. Quand six points conjugués deux à deux sont en insolation, de quelque manière qu'on en prenne quatre appartenant aux trois couples, leur rapport anliarmonique sera toujours égal à celui de leurs conjugués.
Soient les trois couples de points conjugués a, d\ b, b' etc, d ; il faut démontrer que, si le rapport anharmonique de quatre de ces points, tels que a, h, c, c', est égal à celui des points conjugués respectifs a', b', c', c, il en sera de môme pour tout autre système de quatre points, pris dans les trois couples, comparés à leurs conjugués.
On formera un autre système de quatre points en changeant soit
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l'un des points c, d en d ou h' , soit l'un des points a, h en son conjugué.
i" Si l'on change c'en a', on aura le système a, b, c, a' comparé à a, b', c', a. Je dis que les rapports an harmoniques de ces deux systèmes de quatre points sont égaux. En effet, les deii\ systèmes
ot leurs rapports anharmoniques égaux, on a
et, en introduisant dans les deux membres le segment a'n à la place du segment c'a,
a'c _ hc _ ac ^ h'c ^ ■ 6« ■" i^' ■ ÏV '
équation qui prouve que les quatre points a, h, c, a' ont leur rapport anharmonique égal à celui de leurs conjugués n' , h', c', a.
a" Si l'on change l'un des deux points a, h en son conjugué, par exemple b en b', on aura les deux systèmes a, V , c, d et «', h, d, c; je dis que leurs rapports anharmoniques sont égaux. En effet, l'égalité des rapports anharmoniques des deux systèmes (I, b, c, d et a', b', d, c s'exprime par l'équation
Or on peut écrire
et, sous cette forme, l'équation exprime que les quatre points a, V, c, d ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre n', b, d, c. Le théorème est donc démontré.
190. Quand trois sjstèmes de deux points conjugués a, d : b, b' et c, d sont en involution, il existe entre ces points les sept éfiuations suivantes ; et, réciproqueinent, chacune de ces équations
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exprime V involution et comporte les six autres :
En effet, chacune de ces équations peut s'écrire de manière à exprimer que le rapport anharmonique de qualre des six points est égal à celui dos quatre points conjugués. Or cette égalité a lieu, puisque, par hypothèse, les six points sont en involution. Donc les équations sont vraies.
Réciproquement, chacune de ces équations exprime, en vertu de cette égalité des rapports a nharmo niques, que les six points sont en involution (188), et, conséquemment, comporte les six autres, d'après le théorème (189). Donc, etc.
191, P/emière remarque. — Chacune des équations {a) s'écrit de deux manières, sous forme d'égalité de deux rapports anharmoniques, et chacune des équations (b) de trois manières.
Ainsi, la première des équations (a) s'écrit ah a'h a'b- »b'
ce qui exprime que les quatre points a, h, c, anharmonique égal à celui de leurs conjugués a
r rapport
ce qi anhs
exprime que les quatre points a, h, </, a' ont leur rapport unique égal à celui de leurs conjugués a', h', c, a. Pour les équations [h], prenons la seconde, ab'.be.ca'= — a'b.b'c'.ca.
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Cl introduisons dans les deux membres le facteur aa' ; l'cquatioi
ce qui exprime que les quatre points a, b, c, a ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a!, b', c', a.
Pareillement, en introduisant le facteur iè' dans l'cquation, on l'écrit de manière à exprimer que les quatre points a, b, c, h' ont leur rapport anharnioniqiie égal à celui de leurs conjugués rt', h' , <.■', b.
Et enfin, si l'on introduit le facteur ce', l'équation exprime que les quatre points a, b' , c, c' ont leur rapport anliarmonique égal à celui de leurs conjugués a/, b, c', c ( ' ),
192, Deuxième remart/ue. — On volt aisément comment se forment les équations [a) entre liuit segments. Pour former les équations (&] entre six segments, on prend un segment tel que ah ; puis le segment compris entre le conjugué b' du point b et un des deux points du troisième couple, tel que b'c ; puis le segment compris entre le conjugué c' du point c, et le conjugué a' du point du premier couple. Le produit de ces trois segments ah. b'c. c'a' forme le premier membre de l'équation; et, pour former le second membre, il suffit de changer les accents et le signe de ce premier produit, c'est-à-dire qu'on ôte les accents aux lettres qui en ont, et qu'on en donne aux lettres qui n'en ont pas; on a ainsi a'b'.bc' .ca avec le signe — .
193. Quand deux segments sont placés de manière que l'un se trouve en partie sur l'autre, et en partie au dehors, nous dirons qu'ils empiètent l'un sur l'autre.
Quand trois segments aa', hb', ce' sont en involution, si f.'iin
(') Quand on introduit dans l'équation un facteur tel que ce', ce sont les d pointa a, b' du segment où n'entrant pas e et e', dans le premier membre, qui raeront avec c et c' les quatre pointa qui ont leur rapport an harmonique égal à c de leurs conjugués. Pareilleiuent, quand noue avons introduit le facteur aa\ ce s les deux points b, c du segment hc où n'entrent pas a et a', dans le premier meml qui ont formé avec a et a' les quatre points qui ont leur rapport anbarmonique < n celui i!o leurs conjugués.
INVOLTJTION DE SIX POINTS. rïî
d'eux empiète sur un auti-e, il empiète également sur le troisième. En effet, si aa' empiète sur hb' , l'un des points a, a' sera sur le segment hb' lui-môme, et l'autre au dehors ; conscquemment les deux produits ah . ah' et dh . a' h' seront de signes différents ; donc, d'après la première des équations (n), les deux produits
ac.ac' et a'c.dd seront aussi de signes différents; ce qui prouve que l'un des deux points a, a' est sur le segment ce' et l'autre au dehors, ou, en d'autres termes, que le segment aa' empiète sur ce'. Il suit de là naturellement que, si le segment aa' n'empiète pas sur hb', il n'empiétera pas non plus sur éd.
g II. — Cas particuliers de l'involution de six points.
194. Les quatre points a, a', h et h' étant donnés, le point c peut être pris arbitrairemenl, et la position de son conjugué c/ se détermine par l'une des sept équations {a) et [h).
L'indétermination du point c donne lieu à deux cas particuliers dans lesquels les relations d'involution ont lieu entre cinq points seulement, au lieu de six : c'est quand le point c est pris à l'infini ou bien quand ce point coïncide avec son conjugué c'.
193. Supposons le point c à l'infini, et appelons 0 le poi jugué c'; les équations deviennent
11 est facile de vérifier directement que chacune de ces équations exprime que le point O forme, avec les deux couples a, a' et h, h' une involiilion dans laquelle le conjugué de ce point est à
ah
.ab'
ab
On'
Oit
Ob'
~ ba''
i'intîni, et fjiie chacune des équations comporte toutes les autres. Prenons les trois équations de forme différente
La première s'ccrîl
ou, en désignant par O' le point situé à l'infini,
On . O'rt _ OV _ O^ ~Ôb ■ ÏFÏ ~ Wb' ■ ol? '
Cette équation prouve que les quatre points a, b, O, O' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a', b\ (y, O, et, par conséquent, que les trois couples «, a'; i, V etO, 0' sont en involution.
Il s'ensuit que l'on a
O'O hO 00' _h'0'
^■^' 0''^'- TTi ^ 'cû? • b'ci '
Qa' _a'h' _ Ob~ ba '
:e qui est l'équation (a).
Pour obtenir l'équation (3), remplaçons dans l'équation (4) le
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segment O'O, facteur commun aux deux membres, par aa' ; on a ff'0_ hO _aQ' b'Q'
Cette équation prouve que les quatre points «, J, O, a' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre «', h' , O', a. Par conséquent, on a cette autre cg^alilé
ah _ tih _ a'b' _ nb' ^■^^^^■^'
OU, parce que le rapport —-; est égal à l'anitc,
ab.ah' _ </0 a'b.a'b' ~7Ô'
ce qui est l'équation (3).
196. Autrement. On peut encore déduire les équations l'une de l'autre sans se servir des rapports anliarmoniques. L'équation (i) s'écrit
Qa' Ob ôb'~~^0~a'
Oa' _ Ob Oa' _ a'b'
Ob' — Oa' ~0a — 0b "" OT " ~b^ '
ce qui est l'équation (a).
On a pareillement tth^tt'i ^^i '^n multipliant membre à
, . , ■ Oa' n'b.a'b' ,, .
membre ces deux équations, -———— = — ; — —• Mais ^ 06.06 ab .ab'
l'équation se réduit donc à
0^_ ab.ab' Oa- ~" a'b. a'b''
ce qui est l'équation (3).
Réciproquement, on remonte de l'équation (a) à l'équation (i);
f l'cqualiori (?.) s'ôcril O'i' Oh
Oa' _ Oh Ô~b' ~ Ôâ
01,'- Ou' Ou — Oh
Ou.Oa' — Ob.Ob'.
Pour conclure l'équation (i) de l'équation (3), nous dirons : si Téquation (i) n'avait pas lieu, on pourrait délerminer un point Q. siilisfaisant à l'équation
a.aa' = ilh.ill
Mais de cette éqiiallon on conclut
ah. ah' lia
on a donc -^ :=——;, ce qui prouve que le point ii n'est pas autre
que iepointO. Ainsi, l'équation (i) est une conséquence de l'équation (3), et, par conséquent, l'équation (a) s'ensuit aussi.
197, L'équation Ç)a.Oa'= Ob.Ob' fait voir que, si les deux points o, a' sont d'un même coté du point O, auquel cas les deux
serments 0«, Oa' sont de même signe, il en est de même des deux points h, h' , et que, si les deux points a, a' sont situés de part et d'autre du point O, il en est de même encore des deux points 6, b'.
D'après cela, si les deux segments ad , hV empiètent l'un sur l'autre, le point O est nécessairement situé sur la partie qui leur est commune, car, s'il était situé au delà des deux segments, l'un des deux produits Ofl.O«', Oi.Oi' serait plus grand que l'autre.
Si l'un des deux segments est entièrement sur l'autre, le point O est évidemment au delà des deux.
Enfin, si les deux segments n'ont aucune partie commune, le point O est situé entre les deux, car il ne peut être sur l'un des deux, parce qu'alors les deux produits n'auraient pas le même signe , el il ne peut être au delà des deux segments, parce que l'un des produits serait évidemment plus grand que l'autre.
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198. Supposons que les deux points c, </, qui formenl avec les deux systèmes a, a' et b, è'unc involution, coïncident en un seul, que nous appellerons un point double de l'involation; désig^nons ce point pare; nos sept équations se réduiront aux quatre suivantes :
ab.ab' _^
ha . ha' he
b'e.ea! = — a'h- .be.ea,
Chacnne de ces équations exprime que le point e forme avec les deux systèmes a, i/ et Ô, V une involution dans laquelle le conjugué de ce point coïncide avec ce point lui-même. La position des
points qui jouissent de cette propriété est déterminée par chacune des quatre équations, lesquelles, étant du second degré, donnent deus, solutions, c'est-à-dire deux positions du point e. H existe donc deux points doubles de l'involution.
199. Le premier de ces deux points restant désigné par e, appelons y le second; on aura
Par conséquent,
Nous donnons le signe — au second membre, parce qu'avec le signe 4- les deux points e,yseraicnt nécessairement coïncidents, ce qui n'a pas lieu.
be
Ces relations prouvent que : Les deux points dont chacun coïndde avec son conjugué divisent harmoniquement chacun des deux spgments a a', bb'.
La détermination de ces deux points doubles dépendant d'une équation dii second degré, ils peuvent être imaginaires; ce qui a lieu quand les deux segments aa\ hV empiètent l'un sur l'autre, comme on l'a vu dans la théorie du rapport harmonique (63),
200. Réciproquement: Si deux points e, f divisent harmoniquement à la fois deux segments aa', bb', chacun de ces points formera avec les deux couples a, a' et b, b' une involution dans laquelle ce point sera lui-même son conjugué.
En effet, on aura les deux équations
d'où l'on déduit
ah,b'c.ea'—- — a'b'.be.ea, ce qui est l'une des équations ((?). Donc, etc.
201. Le point e peiil être à l'infini; alors les équations [d] deviennent
ab.ab'^a'b.a'b',
ba.ba' =:z b'a.b'a' ,
ab == b'a', ab' zzn ba' ,
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cL le second point /se Irouve au milieu de chacun des deux segments art', bb'.
On vérifie aisément que les deux couples de points a, a' eL h, b' font une involution soit avec le point e à l'infini, soit avec le point/", car la première équation, par exemple, s'écrit
ce qui prouve que les quatre points a, a' , h, « ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a', a, J', oo . Donc les deux couples a, a! et b, b' et deux points coïncidents à l'infim forment une involution.
De même à l'égard du point/; car, puisque af^- — a'f, la même équation se peut écrire
a'b-a'f ab' " «/'
ce qui prouve que les quatre points a, a', h, font leur rapport anliarmonique égal à celui des quatre a', a, b', f, et, par conséquent, que les deux couples a, a' cib, h' et deux points coïncidents enysont en involution.
§ III. ~ Propriétés de six points eu involution. Point central. Points doubles.
Proposition générale
202. Quand six points a, a' ; b, b' ; c, c' sont en involution, si l'on prend deux autres points d, à.' formant avec les deux premiers couples a, a' et b, h' une involution, ces deux mêmes points formeront aussi une involution avec le troisième couple et l'un des deux premie/s.
En effet, les trois couples a, a'; b, b' et c, c' étant en involution, les quatre points a, b, b', c ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a', b', b, c' , ce que l'on exprime par l'équation
«t . cb __ab' c'b' '^■Tb' ~~âi^''7b'
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, les trois systèmes «, a'; h, h' \ d, d' étant en invùlu-
Dc CCS (Jeux équatio]
laquelle prouve que \<^?. quatre points b, h', c, d ont leur rapport anharmoEJque égal à celui des quatre />', è, c', d'. Donc les trois systèmes b, b'\ c, c' et d, d' ibrmeiil une involution.
Le point O délcrminé par !a relation
Oci.Ou'-^Ob.Oh'
forme avec les deux couples a, a' et b, b' une involution dans laquelle le conjugué de ce point est à l'infini (193). Donc, d'après le théorème qui vient d'être démontré, ce point jouit de la même propriété îk l'égard des deux couples A, b' et c, c' , et satisfait, par conséquent, à l'équation
Ob.Ob' ^Oc.Oc'.
On a donc ce tiiéorème général :
Quand trois systèmes de deux points sont en involution, il existe toujours un certain point dont les distances à deux points conjugués quelconques donnent un produit constant.
Nous appellerons ce point remarquable le point central de l'involution. C-e point central iorutanl avec deux quelconques des trois couples de points une involution dans laquelle son conjugué est à l'infini, il existe entre ce point et deux quelconques des trois couples en involution toutes les relations exprimées par les équations [c) (195).
204. Réciproquement : Quand trois couples de points a, a'; b,
b' ; c. c' sont lias par les relations
Ofi. Oa' = 0 6. Oi' :-----: Oc. Ot',
ces six points, conjugués deux à deux, sont en iniioliuioJi.
Cette réciproque dérive immédiatement de la proposition directe , car, si le point c' ne formait pas avec les cinq autres a, a', h, b' et c une involution, il existerait un autre point c" qui ferait l'involuljon, et l'on aurait, à l'égard du point O déterminé par Féijfiation
cette seconde relation
d'où l'on conclut
Donc les sis points a, a', h, b', c, c' sont en involution.
Autrement. Appelons O' le point situé à l'infini; l'équation Oa.Oa' ^^ 06.0 ^'prouve (195) que les trois couples «, a'; b,b' eX. O, Csont en inyolution. Pareillement, l'équation Oa.Oa'^^Oc. Oc' exprime que les trois couples a, a'; c, c' et O, 0' forment une involution. Donc, d'après le théorème (202), les trois couples a, a'; b, b' elc, c' forment une involution. c. q. r, o.
Autrement. L'équation Oa.Oa'-.^Ob .01' donne ('196)
0« iib
L'équation Oh.Oh' ^ Oc.Oc' donne parcillcmciH.
Ob' _b'c Oc'~7V
al'équation Oc.O,;' ™ 0«.Ort'
Multipliant ces trois équations membre à membre, on a
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équation qui prouve que les six points a, a' ; h, h' et c, c' sont c involution. c. q. f. ii.
On peut aussi déduire des égalités proposées les équations d'il volution à finit segments.
EueHe(,ona
0«__ ah (),-/_ "//
Ôc,~ ah.„l.'
iib.Ol,' a-O.a'h'
Pareillement,
0«' at.ac' 'Ô'c.O€'~ a'c.a'^'
Or
on en conclul
L donc
nh.ab' ac.ac' a'b.a'h' <i'c.a'c'
ce qui est une des équations [a) k huit segments (190).
205. Ohseri>ation. — La propriété du point central (203) caractérise d'une manière très-simple le système de six points en involution. Toutefois, celle propriété ne me paraît pas être la plus propre à définir l'invohition, parce qu'elle repose sur la considération d'un point étranger au système des six points dont il faut exprimer les relations mutuelles , tandis que, par la notion du rapport anharmonlque, on exprime immédiatement ces relations, en Déconsidérant que les six points eux-mêmes. Une autre raison peut nous porter à écarter la définition résultante de la propriété du point central ; c'est que cette propriété est rarement celle qui donne lieu aux applications de la théorie de l'involution, applications qui se présenteront fréquemment dans la recherche des propriétés des figures rectilignes, et surtout dans la théorie des seclions coniques,
206. Si sur deux segments aa', l)b' on de'crit deux circonje-
■1 Os
•Os
Or
Ofl.Oo'z
Ob'.
donc
Os' =
c'est-à-
(lire
f[iic les de
■us points ,
coï
II suit tie lù <j
ine:
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rences de cercle quelcon<}ues, leur corde commune passera toii' Jours par le point central O.
En effet, soit g l'un des points d'intersection de ces deux circonférences; je dis que la droite Og passe par leur second point d'intersection, car, si l'on désigne par g' et g" les points où celte droite rencontre les dews circonférences, on aura
cident. Donc, etc.
Si sur t7-ois segments en involution on décrit trois circonférences de cercle passant par un même point quelconque, ces circoriférences passeront toutes trois par un second point, et leur corde commune passera par le point central de l' involution.
On conclut encore que
Les circonférences décrites sur trois segments en involution pris pour diamètres passent toutes trois par deux mêmes points.
En effet, les cordes communes à ces circonférences prises deux à deux passent toutes trois par le point central (206), mais elles sont perpendiculaires à la droite sur laquelle sont situés les trois segments; donc elles coïncident. Donc, etc.
209. Les points d'intersection des trois circonférences peuvent être imaginaires, ce qui aura lieu si les segments n'empiètent pas l'un sur l'autre; on dit alors qu'elles ont le même axe radical.
Ou bien, si l'on veut spécifier ce cas par une propriété qui lui est propre, on dira que :
Les tangentes menées du point centi'al aux trois circonférences sont de même longueur.
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210. Quand les trois circonférences décrites sur les trois serments aa' , bh' , ce' comme diamètres se coupent, les droites menées d'un des points d'intersection aux extrémités de chaque segment sont rectangulaires ; on peut donc dire que :
Quand troia segments en ligne droite forment une involution. il existe deux points {réels ou imaginaires) de chacun des^ueh on -voit les trois segments sous des angles droits.
D'où il suit, réciproquement, que :
Si un angle droit towne autour de son sommet, les segments <juil intercepte sur une droite Jixe, dans trois quelcoufjues de ses positions, ont leurs extrémités en involution.
m. - Points doubles.
21 1 . Considérons maintenant les deux points e, f, dont cliacun forme avec les quatre a, a' et h, b' une involution de cinq points dans laquelle ce point e ou/'coïncide avec son conjugué (198). D'après la proposition (202), ces deux points jouissent de la même propriété à l'égard des deux systèmes fi, &' et c, c'. Donc ils divisent harmonîquement à la fois les trois segments «</, ^&', et/ (199). On a donc ce théorème :
Quand trois systèmes de deux points a, a'; h, b' et c, c' sont en i/ifolutioUj il existe deux points [réels ou imaginaires) qui difisent harmonit/uemenl les trois segments aa', Lb', ce'.
Nous avons appelé ces deux points, dont la considération sera souvent utile, les points doubles de l'involution (198).
Il existe entre chacun de ces points et deux quelconques des trois couples de points en involution toutes les relations exprimées par les équations [d) (198), et chacune de ces équations pourra servir pour déterminer les deux points en question.
212. Les deux points doubles sont départ et d'autre et à égale distance du point central.
En effet, le jioint e formant une involution avec les quatre a, a' et b, b', on a
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<;l pareillement à l'og'ard du pointy; donc
Ôë'— O/', Oe — — 0/
11 est clair qu'il faut prendre le signe ■ — , puisque avec le signe -h Ics deux points e,fse confondraient. Les deux poiiils sont donc, de pari et d'autre du point O, à égale distance de ce point.
La relation Oe =^ Oa.Oa' montre que ces deux points seront imaginaires quand le point O se trouvera sur les segments aa', hh' , ce qui a lieu quand ces deux segments empiètent l'un sur l'autre (197).
Au contraire, les deux points doubles sont réels' quand deux segments sont compris l'un sur l'autre ou n'ont aucune partie com-
213. Les points doiiblex de l'involution à bujuella appartiennent las deux couples de points conjugués a, a' et h. h' forment une involution de six points avec les deux couples a, h' et a' , h.
En effet, on a les deux équations
ea' .eb a'h fa'./b a' I, *
Donc
ct<.eh' fa.jV ca'.eb ji.fh'
ce qui exprime que les trois segments ab' , a'h el e/'sonl en involiilion.
Aalrement. Les deux points fi, f divisent liarmoniquemcnf chacun des deux segments aa' ^ hb' ^ de sorte que Son a
Donc
o^aj^b'/,!./ rj'ay ï'e-be'
ce qui prouve que les quatre points «, n', c, f ont leur rapporf anliarmonique égal à celui des quatre points b', b,f, e. Donc les trois couples a, b'\ a', h et (?,yforment une involulion.
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Ce que nous disons des deux segments ah', a'b s'enLend des deux ah, a'U; de sorte que les deux points e, y appartiennent, comme points conjugués, à deux involutions différentes, dans chacune desquelles les quatre autres points sont a, a, h, h', mais accouplés différenimcut.
§ IV. — Construction du point central, des deux points doubles et du sixième point d'une involution.
214. Deux systèmes de points conjugues a, a' et b, V suffisent pour déterminer le point central et les deux points doubles d'une involution (203,211).
I. — Construction du point centra
Si les deux segments rtrt', bb' empiètent l'un sur l'autre, on pourra décrire sur ces segments comme diamètres deux cercles dont la corde commune déterminera le point central (206).
Si les deux segments n'empiètent pas l'un sur l'autre, on mènera par un même point quelconque g, pris au dehors de la droite ah, deux cercles ayant pour cordes respectives les deux seg-ments aa', hV . Ces deux cercles se couperont en un second point g', et la droite g^ déterminera sur ah un point O qui sera le point central,
Aatremant. Le point O est déterminé par l'équation
01?- ba' ^^^'^
Par conséquent, si l'on mène par les points a &\. h deux droites parallèles «k, hZ, égales respectivement aux deux segments aV , hd , la droite aS qui joindra leurs extrémités déterminera le point O.
Les deux segments aa., hê seront pris dans le même sens ou en sens contraires selon que les deux ab', ba', auxquels ils sont égaux, seront eux-mêmes dans le même sens ou en sens contraires.
Cette construction est toujours praticable, quelle que soit la position relative des deux segments aa', bb'.
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iKT ceutral, — De l'équaiion
el, en appclanL a, ê les milieux des deux segmenis u
PareiilemenL
On a
Ces expressions de nO et iîO permettent de supposer les deux points i, b' imaginaires. Nous donnerons plus loin (223) une construction du point O qui s'applique au cas où les deux points a, d sont aussi imaginaires.
H. — Constiuction des deux points doubles.
216. Nous avons vu (2H) que les deux points doubles se peuvent déterminer par chacune des équations (rf) (198). La première donne
ae __ ^ sjTbyib-
Il s'agit donc de diviser le segment aa' en raison donnée. On mènera par les points n, a' deux droites parallèles ah, a'h', égales respectivement à \Jab.ab' et \Jdb.a'b'; la droite qui joindra leurs extrémités marquera le point e, et, si l'on prend a'k" égale
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il rt'/.', mais en sens conlraire, la droite hh" marquera le point /.
Pour déterminer les longueurs des deux lignes ah, a'h', il suffira de décrire sur le segment hb' comme diamètre une circonférence de cercle et de mener par les points a, d soil les tangentes à cette circonférence, soit ses demi-cordes perpendiculaires au diamètre hh' .
Si les deux segments ad, hh' empiètent l'un sur l'autre, l'un des deux produits ah.nb\ dh.a'b' est négatif, et l'expression
de -y- imaginaire; la construction n'a plus lieu, et les doux points
chercliés sont imaginaires.
Dans tous les autres cas, même quand un des segments art', hU o\\ tous les deux sont imaginaires, les deux points e,^sont réels.
autrement. Par un point g pris arbitrairement, on mènera deux cercles ayant pour cordes respectives les deux segments ah', a'h. Ces deux cercles se couperont en un second point g'. Par le même point ^^ on fera passer deux autres cercles ayant pour cordes les deux segments ah, a'b', lesquels se couperont en un autre point g". Le cercle mené par les trois points g, g", g" passera par les deux points cherchés e,y.
En effet, les trois segments ah', a'b et «/"sont en involulion (213). Il s'ensuit que le cercle mené par le point g et ayant pour corde le segment ef passe par le point d'intersection g* des cercles qui ont pour cordes les deux segments ah', a'h (207). Pareillement, ce cercle passe par le point g". Donc, etc.
Si le cercle déterminé par les trois points g, g', g" ne rencontre pas la droite ab, les deux points doubles seront imaginaires.
Autrement. Sur les deux segments ab' etn'h comme diamètres on décrira deux circonférences, et sur les deux segments ah, a'b' deux autres circonférences; par les points d'intersection de ces deux-ci et les points d'intersection des deux premières on fera passer une circonférence, laquelle déterminera les deux points e,J. Cela résulte de ce que les trois segments ah', a'h et c.fsùnl en involutîon, ainsi que les trois ah, dV et ef.
217. Remarque. — Quand les deux points doubles sont imaginaires, il existe une certaine différence enti'c cette dernière construction et la précédente. Dans celle-ci, le cercle qui déler-
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mine ics deii'i poinls cherchés csl toujours coiislrucLiblc ; mais il peut ne pas rencontrer la droite «n', ce qui arrive quand ces points sont imaginaires. Bans la seconde construction, le cercle qui doit déterminer ces deux points cesse d'être constructible quand ils sont imaginaires.
218. Segmehts relatifs Atx roiKTS doubles. — Après que l'on a construit le point central, on peut déterminer les points doubles par les expressions
Oc = zh v'O-i.Oa',
Oc=±\/o«' — ««',
qui permettent de supposer les deux couples de points a, a' et b, U imaginaires.
La première donne, en vertu des expressions de Ort cl 0«' (21S),
cl par coiiscqucnl
_^Jab.ah' .a'b.a'b'
eO, ou, d'après les expressions de «0 et eO,
_ «h.ah'^a'b.ab' _,^yiab.aV .a''b.6^b'
Les deux signes rt répondent aux deux points doubles e, J.
Cette expression de ae montre que ces deux points sont réels quand le produit ab.ab' .a'b.a'h' est positif, et l'on reconnaît aisément que cela a 'toujours lieu quand les deux segments oa', hb' sont l'un entièrement sur l'autre ou l'un au delà de l'autre, el qu'au contraire le produit est toujours négatif quand les deux segments empiètent l'un sur l'autre.
L'expression de ce se met sous la forme plus simple
_ ( \jab7^b' ± slTT-'ây j -
yGoosle
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On peut y supposer les deux points h, h' imaginaires, parée que les produits ab.ab', a'b.a'b' ei le pointé, milieu du segment Zii', sont toujours réels.
Nous donnerons plus loin {228, coroll. I) «ne relation qui peut servir à déterminer les deux points doubles dans le cas où les segments aa', bb' sont tous deux imaginaires.
On a semblablement pour 6e l'expression
Nous écrivons rp, parce qu'on doit avoir entre les trois points m, S et e la relation ae + eo -r- Gh ^ o, qui se trouve ainsi satisfaite. Le rapport des deux segments ae, 6e est
a« _ {,J^bM>' =t ^la'b.a'b'f êï~ [\lb^7b3^'^b'a.b'a'f'
Il peut prendre une forme plus simple. Qu'on cliasse les radicaux dans le numérateur, en multipliant les deux termes par
on obtient
ac _ [ab. ah' -- a'b.a'b' Y
Se~ [[ab -ha'b')s/ab' .abzp{a'b -^ ah') \Jab .al/ j^
Or, d'une part,
ah.ab' _
d'où
ab.ab'— a'b.a'b'-- 2«ê(o0 — n'O) = -i
et, d'autre part,
{^Jab'.a'bz^^^ab.a'b'f
ae «/
L'un des signes convient au rapport -— et l'autre à j^ •
III. ■ — Construction du sixième point d'une involutlon
219. Soient a, a' et b, h' deux couples de points conjugués et c un cinquième point d'une involution dont on veut trouver le sixième point d . Par un point g- pris arbitrairement, on fera passer deux circonférences de cercle ayant pour cordes respectives les deux, segments acé , bb' ; elles se rencontreront en un second point g' , et la circonférence menée par les trois points g, g' et c coupera la droite abc en un second point c" qui sera le sixième point de Tinvolution (207).
Cette construction subsiste quand l'un des segments aa', bb' on tous deux sont imaginaires, parce que l'on peut mener par un point donné un cercle qui ail pour points d'intersection imaginaires avec une droite deux points inaaginaires déterminés par leurs e'/ements (Q'i), ainsi que nous le verrons dans la théorie des cercles.
autrement. Après qu'on a déterminé le point central O, on peut prendre
Cette formule s'applique d'elle-même au cas où les couples de points a, a' et b, b' sont imaginaires.
Nous donnerons plus loin (Cnap. XUI) une construction générale indépendante du point central et dans laquelle on n'a à déterminer que des centres de moyennes harmoniques relatifs à deux points, ce qui se fait par ime même construction, soit que ces points soient réels on imaginaires (81].
§ V. — Relation entre six points en involution, dans lai^elle entre un point arbitraire.
220. Lemmb. — Etant pris sur une droite trois segments fixes quelconques aa', bb', ce', dont les milieux sont a, Ê, y, et un point m, la/onction
a toujours la même valeur, quel que soit ce point.
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En clTet, soil M un aiitre point; on a
mu -:M« --Mm, ma.'.-U^'- - llm, et
ma.m<,'^yi.<iMf>' ■ - 2M«. M w + Mm' .
Pareillement,
mb.mb'z^ilb.ilb'— 2MS.Mm-i-Mm', mc.mc ^Mc.Uc ~- zUy Mm -i-M^i\
Multipliant ces trois équations respectivement par ëy, yx et sS, puis les ajoutant memlire à membre et observant que l'on a les deux identités
la première entre les trois points x, S, y et la seconde entre les cjnalrc a, S, y et M, on obtient l'équation
ma, ma' .Sy + mb . mb' ,y« -h inc .me' .hË
= M«.Mfl'.ê7-;-M&.M6'.7«-i-Mc.M(.''.ae,
ce qui démontre le lemme énoncé ( ' ).
221. Quand six points a, a'; b, b'; c, c', conjugués deux à deux, sont en involution, si l'on prend un point m quelconque sur la même droite, on aura toujours, en appelant a, S, y les milieux des trois segments aa', bb', ce', l'équation
dans laquelle on observe la règle générale des signes.
(') En supposant que les trois pointa n', b' , c' cojiicidenî respectivemei points a, b, c, on en conclue la relatioti suivante entre quatre points ii, j
Mais on verra que cetto relation n'est qu'un cas parlicnlier, de uiënie que l'identi. iita.bc + nib.ca -h me. ah = o, dont nous avons fait souvent usage, de théorèmes n latifs à un nombre quelconque de points (Chap. XVI).
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En effet, d'après le lemme, la fonction qui forme le premier membre de cette équation a une valeur constante, quelle que soit la position du point m. Or celte valeur est nulle quand ce point coïncide avec le point central, parce que, les trois produits m«.mfl', iiib.inb', inc.tnc' étant alors égaux, la fonction devient
quantité nulle à cause de l'identité ao -t- S-/ -j- ya = o.
Le théorème est donc démontré.
Autrement. Soient e,/les points doubles de Tinvolution. Ces deux points divisant harmoniquement chacun des trois segments aa', bh' et cd (2H ), on a les relations
ma ma'^.me.mf^im,,..mO, mh.mb'^mc.mS.:.lmS.mO, mc.mc'+me.,n/---.9.my.mO (70).
Multipliant ces équations respectivement par Sy, ■/</-, a§ et les ajoutant membre à membre, en observant que l'on a, comme cidessus, les deux équations
CouoLLAinE. — Si les deux points b, b' coïncident avec le point double e et les deux points c, c' avec le second point double ï, l' équation devient
C'est la relation entre deux couples de points a, d et e, fe^'a rapport harmonique, qui a déjà été démontrée différemment (71).
222. t.QOATioN RF.LATtVE AU POINT CERTRAL. — Si dans la relation générale (i) on suppose que le point c' soit à l'iniinî, auquel
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cas le point c sera le point central O, l'équation devient ( 3 ] ma . ma' — mb . mh' -1- 2 aê . ra 0 ^ O,
En effet, divisant l'équation générale par Sy, on a
el, le point o' étant à l'infini, y est aussi à l'infini, et l'on a
Par conséquent, l'équation générale devient
ma . ma' — mb.mb'+ 2«ê.m0 r-- o.
On a donc ce théorème :
niant pris sur une droite deux segrne/its aa', bb', ainsi e/iie leur point central O déterminé par l'ét/uation
<ia.0a'=0b.0b',
et leurs points milieux a, 6, on a, pour un point quelconque m de la droite, la relation
ma. ma'- mb .mb' -~ zaë.mO = o.
Autrement. Soient tî, y les deux points doubles; leur milieu est le point centra! O, de sorte qu'on a les deux équations
me.mf+ma.ma'=^m<..mO.
me.m/+inb.mb' = 2mS.mO (70),
qui, retranchées l'une de l'autre membre à membre, donnent
ma . ma' — mb . mb' =iSa:.mO.
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CoROLLAiiiE. — Si le point m coïncide avec te point a, il -vient
comme on i'a déjà trouvé directement (215).
223, CoBSTuucTiOH DU poiKT cEHTiiAL. — - La fomiule (3) peut servir pour construire le point central d'une involution déterminée par deux segments aa', hV ; et la construction s'applique au cas où les deux segments sont imaginaires, comme il pourrait arriver s'ils provenaient des intersections d'une droite par deux cercles ou deux sections coniques, car les produits ma.md et mh .mV restent réels, ainsi que les points milieux «, £ des deux segments.
Quand les points a, a' ou b, V sont réels, on peut placer le point m en l'un de ces points et se servir de la formule (4).
§ VI. — Manières d'exprimer l'involution par les éléments ou les équations des trois couples de points.
L'cquation (i) s'écrit
Supposons que les trois couples a, a'; b, b' et c. c' (réels ou imaginaires) soient représentés respectivement par les trois équa-
.,;!+ A'.^ _(_ B' =o, x'-~^&."x-\--B"-- -o (91), lie sorte que l'on ait
la condition d'involution s'exprimera par la relation suivante entre les six coefficients A, B, ... :
225. On peut substituer à cette relation unique trois équations
CUASLKB, - Géom. sup. 10
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renfermant deux coefficients indéterminés, savoir
car ces équations expriment (97) que les deux points de chaque couple sont conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes déterminés par l'équation
lesquels seront les points doubles de l'involution.
Et, du reste, en éliminant u et ). dans les trois équations, on U'ouve l'équation (a).
226. Si les équations des deux premiers couples de points coii-
x^-h A.r -hB r-o, .c^+ A'.r + B'r=o,
celle du troisième couple sera de la forme
(.c^-!- Aa^ + B) + I[,r2-|-A'.c-F-B') =o,
c'est-à-dire que les coefficients de l'équation du troisième couple seront
,„ A -h k'i „„ B + lî').
En effet, en éliminant )., on retrouve l'équation (a).
autrement. On peut démontrer directement que les trois équations représentent trois couples de points en involution. Appelons a, «', h, h' et c, (/ les distances de ces points à l'origine commune ; on a
x' -1- A'^ + B' = (.t - 4) (j^- S'), et ré(juation du troisième couple devient
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Or, c et c' étant les racines de cette équation, f
OU, en représentant maintenant par les mêmes lettres a, a', ... les points dont ces lettres expriment les distances à l'origine commune,
cb.cb''~ c'b.c'O'
Cette équation prouve que les tro învolution. Donc, etc.
uples de points sont en
- Relations où entrent les points milieux des trois
227. // existe entre trois couples de points en inwolution a, b, b' et c, c' et leurs trois points milieux a, 6, y les relations
Pour démontrer ces équations, la première par exemple, supposons dans l'équation (i) (221) que le point m coïncide avec le poi
; le premier terme devient nul et l'équation se rédtiit à
, parce que j's =r — ay,
ah. al/
Ces équations, remarquables par leur simplicité, donnent immédiatement les sept équations fondamentales (a) et (Ô) (190). En
; scpÉHiEiJHE. — cii\riTHR ix.
effet, les deus premières, par exemple, qui ont le même second membre, donnent la première des équations (a); et, quant aux équations (h), qu'on fasse le produit des trois équations de la première colonne multipliées membre à membre, on a
ab'.èc'.ca' _ ac" . cU , ba' '
ce qui est l'onc des équations (Z>).
228. On a entre trois segments en involution aa', leurs points milieux a, 6, y la relation
o.a ,S"/ + ei'.-/a -+- yc ".«& + a?j.t-j .•fj.-—a. En effet, prenons l'cquation (i) (221), et observons qui
elle devient
ou, d'après la Note relative à ia proposition (220),
"^r.S-/ -^Jh'.'ia. -|-7ê'■'•5^-■'■e.S7.v« = o.
Ce qu'il fallait démontrer.
Couoi-LAiRE I. — Si les deux points c, c' coïncident en l'un dei points doubles e, l'équation dei-ie/it
Cette relation peut servir pour déterminer les points doubles d'une involution et s'applique au cas où les deux segments aa', bb' sont
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imaginaires. Dans ce dernier cas, les deux poinls doubles sont toujoiirs réels (216),
Cor.Oli.a,ireII. — Si a, ê, y représente jit les centres des moyennes harmoniques d unmême point n par rapport aux trois segments aa', \ih' et ce', on aura l'é/juation
aa Sy Sii yv. -/c a@ aê.Sy.ya
En effel, en raulLlplianl par —'■■■-- -■) on peut écrire i'équation de
manière qu'elle ne renferme que des rapports anharmoniques, car
ic premier terme, par exemple, s'écrit ■ — ■ ( — '■ —A [■ — : — ■ ) ■
li en résulte que l'équation sera vraie pour toute position du point n si elle l'est pour une seule. Or l'équation est \rale quand le point n est à l'infini, car elle se réduit à la précédente, dans laquelle a, S, y sont les milieux des trois segments aa' , hV et cd . Donc l'équation a lieu pour toute position du point n.
g VIII. — Relations diverses.
points 1
229. Dans chacune des équations où entrent les lieux a, f, y des trois segments ad, bV , ce', on peut remplacer ces points par ceux de l'involution a, a' , . . ■ , au moyen des espressions
^^^ab-^V-a'b ^._^_l"[+l''c .^_^-t£!r f5-
Les formules (227) deviennent
ah. ah" tib'+a'li
Nous aurons à faire usage de ces relations.
230. L'involulion de six points étant l'égalité de deux rapports anharmoniques , on peut l'exprimer par des équations à trois ternies (SI). On trouve que ces équations sont de deux formes différentes représenlées par les deux équations suivantes, qui expriment l'égalité des rapports anharmoniques des deux séries de quatre points a, h, c, d et iï', V , c' , a :
On formera toutes les autres équations semblables, soit en remplaçant chaque lettre par sa conjuguée, soit en remplaçant deux lettres conjuguées par deux antres lettres conjuguées, et -fice-we/ «t.
231. La formule à trois termes où entre un point arbitraire par laquelle on exprime l'égalité des rapports anharmoniques de deux séries de quatre points (S2) donne aussi des relations entre six points en involution. Prenons l'équation
-r,hd.m
^-rj-,da.m
et supposons que les points d, d' coïncident avec les dei respectivement; l'équation devient
^,bc-
--rr-.o'a.miy-ab.m
Elle exprime que les trois couples de points a, a'\ h. h' et c, c sont en involution.
En faisant coïncider les points </, d avec b' cl h respec on a cette équation différente :
-;ab.r,ib=--a.
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Que dans l'équation
y.S + S-+ «-^o ou -■^ + ^ = 1
on remplace les deu\ rapports --, — par les expressions précédentes (227), on aura
ba.ba' ab.al/ ah' ha'
On formera des expressions semblables de ah', bc, ... par la permutation des lettres.
233. Observation générale. — On peut supposer, dans toutes les formules précédentes, que deux points conjugués, tels que c et (/, coïncident et forment un point double, et de même à l'égard d'un second couple de points conjugués. On obtiendra diverses relations qu'il nous suffit d'indiquer sans les reproduire ici.
encore déduire cette équation di: l'idoulilÉ cutre les quatre poin B*.eO-H«c.O*-t-nO.Èo = o, suffit du remplacer les rapports -^, — par leurs ïaleuis
§ IX. — Relations où entrent deux points arbitraires. SS-i. Reprenons l'équation (i), (221) sous la forme
Soit 72 ic point situé à rinfini ; on l'introduit dans l'équation de la manière suivante :
Tous les facteurs étant des rapports anharmoniqnes, on en conclul que l'équation a lieu quelle que soit la position du point n à distance finie ; seulement alors le point a n'est plus le milieu du segment a(/, mais bien le point conjugué harmonique du point n par rapport aux deux points a, af; et de même des points S et y. L'équation peut s'écrire
Cette équation exprime donc l'învolution de six points au moyen de deux points arbitraires m et n.
Corollaire. — Si le point m. coïncide avec a, o/i a l'étjuatiou suiirante, ^ui exprime l'inifoltition au moyen d'un seul point arbitraire :
On donne aux équations une expression plus simple en y inlrn duisaiit les points milieux des trois segments «n', hb', ce'. Soient a,, S, et y, ces trois points; on aura
««.»«, —«fl.nn', ... (74),
yGoosle
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ab.ab' «S n§|
233, Si dans les équations précédenles on suppose le point m à l'infini, elles deviennent
Ce sont de nouvelles équations avec un seul point arbitraire.
236, Si dans l'équation générale (SS'i) on suppose le point c à l'infini, le point c devient le point eentral O, et on a l'équation
«, S sont les conjugués harmoniques du point « par rapport aux deux segments a<é , hV , et le point y est situé de manière que le point O se trouve le milieu du segment n-j.
CoROLOiRE. — Faisant coïncider le point m avec a, et observant que ny =: anO, on a
n// .néi' ?(&' ay
237. Il est à remarquer que toutes ces équations à un ou à deux points arbitraires s'appliquent d'elles-mêmes aux cas où les points en învolution sont imaginaires, parce que les deux points de chaque couple sont représentés dans les unes et peuvent être remplacés dans les autres par des éléments réels (100).
g X. — Étant donnés deux segments 'i(i\ l/b' et le milieu 7 d'un troisième, déterminer celui-ci.
238. Par un point g pris arbitrairement, on fera passer deux cercles qui aient pour cordes respectives les deux segments ac^, hb'\ ils se rencontreronl en un second point ^. Par les deux points g, ^ on mènera un cercle qui ait son centre sur la perpendiculaire à la droite ab élevée par le point y ; ce cercle déterminera, par ses intersections avec la droite ah, les deux points cherchés c, é (207). S'il ne rencontre pas cette droite, ces points seront imaginaires.
Quand les deux segments an', hV empiètent l'un sur l'autre, la construction se simplifie, car il suffit de décrire deux circonférences sur ces segments comme diamètres cl de mener par leurs points de rencontre un cercle qui ait pour centre le point y ; ce cercle détermine sur la droite ah les deux points clicrchcs o, c', lesquels, dans ce cas, sont toujours réels.
239. ExpiiËSSiOHS DU SEGMEBT yc. — i" Soit O le point centrai de l'involution ; le segment yc se déterminera par l'équation
qui dérive de Oa.O«'= Oc.Oc'.
Quand les deux segments ad , bb' empiètent l'un sur l'autre, le produit Qa.Od est négatif et le segment yc se trouve toujours réel.
Mais, quand les deux segments ad, hV n'empiètent pas l'un sur l'autre, le produit Oa.Od est positif, et alors yc est réel ou imaginaire, selon que l'on a
Ov > ou <0<7.0<ï'.
Or, e et/étant les points doubles de l'involution, on a
On peut donc dire que le segment yc est réel ou imaginaire, selon que Oy est ]> ou <^0e, c'est-à-dire selon que le point milieu y
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est situé au deià du segment ^ou sur ce segment, entre les dciix points doubles e,f. En effet, les deux points cherchés c, d devant être conjugués harmoniques par rapport aux deux points doubles e, f, leur point milieu y doit être extérieur au segment ef (61).
Cette construction s'applique d'elle-même au cas où les deux segments ad et hV sont imaginaires.
2" Soit / le point qui forme une involulion avec -/ et les deux couples a, a' cV b b' \ on aura
En effet, on a Oy.Oy' = On. Ofi'; donc l'expression précédente Aeyc devient
yc' -^Ôy" — Oï.O/ = 07(07 — 07-') i^v/.'/O.
3" L'équation (i), (221) fait connaître le rectangle me. me' qui, avec le point y, suffit pour déterminer les deux points c, </. On simplifie la solution en prenant pour le point m le point y luimême ; l'équation devient
yc .c:S='/a.ya'.Sy^ yh.yb' .ya.
4" On peut se sei-vir de l'équation
ZJi'.Sy -i-Sb'.ya-i- 76-' . «6 + kS. §7 .7« = o (228),
dans laquelle tous les segments sont connus, excepté yc , que l'équation fait connaître.
Celte équation s'applique d'elle-même, ainsi que les précédentes, au cas où les deux couples de points a, d et b, h' sont imaginaires.
2iO. Si l'on suppose le point b' à l'infini, la question devient celle-ei :
Etant donnés deux points conjugués a, a' d'une involution, le point central O et le milieu y de deux aulres points conjugués, on demande de déterminer ces points.
On décrira un cercle quelconque passant par les deux points a,
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d , et l'on mènera par le point O une droite quelconque rencontrant ce cercle en deux points g, g'\ puis on fera passer par ces deus. points un cercle qui ait son centre sur la perpendiculaire à la droite an' menée par le point y. Ce cercle déterminera sur aa' les deux points cherchés c, d (206), lesquels peuvent être imaginaires.
Quand le point O est situé entre les deux a, a!, la construction se simplifie. On décrira une circonférence de cercle sur le segment aci comme diamètre; on élèvera par le point O la perpendiculaire à la droite Oa, et par les points de rencontre de cette perpendiculaire et de la circonférence on fera passer un cercle ayant son centre en y; il déterminera sur la droite aa' les deux points cherchés.
241. Observation. — Nous verrons que la plupart des relations concernant six points en involution, démontrées dans ce Chapitre, se peuvent appliquer à un système de trois couples de points non en ligne droite, savoir, aux quatre sommets et aux deux points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère; ce qui donnera lieu à de nombreuses propriétés du quadrilatère. Mais la théorie de l'involution aura beaucoup d'autres usages qui justifieront l'extension que nous avons cru devoir lui donner ici.
DIVISIONS HOLOGRAPHIQUES EX IWOLUTION.
CHAPITRE X
Divisions HOmOGBAPHlQUES ES INVOLUTIOK.
242. Étant donnés deux couples de points n, a! et b,l/ sur une droite, on peut déterminer une infinité de couples c, (/; d, d',..., formant, chacun, une involution avec les deux couples a, a' et b, V. Alors :
i" Les deux séries a, 11, c, d, e, ... el a', L', c', d', e', . . .forment deux dinsioiis homographiques.
a" Ces deux divisions homographiques ont cela de particulier que, si l'on regarde un point quelconque e' de la seconde comme appartenant à la première, son homologue dans la seconde sera le point e.
En effet, soit O !e point centi'al de l'involution déterminée par les deux couples «, «'; h, b', et soit e, e* un autre couple. On a
Cette relation détermine le point e* quand e est donné ; et, si le point y est regardé comme appartenant à la première division, son liomologue dans la deuxième coïncide avec le point e.
Ces de\ix divisions sont celles que nous avons considérées comme cas particulier des divisions homographiqucs (180). Nous avons dit alors que nous les appellerions divisions en involution; on en voit ici la raison.
243. Pour que deux divisions homographiques formées sur une même droite soient en involution, il suffit qu'un seul point quelconque de cette droite, considéré comme appartenant successivement aux deux divisions, ait le même point homologue dans les deux cas.
C'est-à-dire que, quand cela aura lieu pour un point, tous les autres points jouiront de la même propriété.
Celte propriété importante a été démontrée dans !a théorie générale des divisions honio graphique s (180); en voici une seconde démonstration, fondée sur la seule notion de l'involution.
Soient a, h, c trois points de la première division et a', h', </ leurs coiTespondants dans la seconde division ; nous supposons que le point c, étant considéré comme appartenant à la seconde division, ait pour homologue dans la première le point (/: il s'agit de prouver qu'il en sera de même du. point a, c'est-à-dire que, si on le considère comme appartenant à la seconde division, son homologue dans la première sera le point a!.
Or, les quatre points «, b, c, c' de la première division ayant par hypothèse, pour correspondants, dans la seconde division, les quatre a', V , c et c, les rapports enharmoniques de ces deux séries de quatre points sont égaux, et, par conséquent, les trois couples de points conjugués a,a'\ h, h' et c, c' sont en involulion (188). Donc les deux séries de quatre points a, ci , b, c et d, a, b', </ ont leurs rapports anharmoniques égaux (189). Donc le points, quand on le considère comme appartenant à la seconde division, a pour homologue dans la première le point a'. Ce qu'il fallait démontrer.
244. Deux droites divisées Itomograpliitjuement peuvent toujours être placées l'une sur l'autre, de manière i/ue les deux divisions soient en involution.
En effet, soient a, tJ deux points homologues des deux divisions ; nous avons vu qu'on pourra déterminer deux autres points homologues b, i' tels, que les segments ah, a'b' soient égaux (133), Qu'on place la seconde droite sur la première en faisant coïncider le point b' avec a, et u' avec b. Alors le point a, considéré comme appartenant à la première division, aura pour homologue dans la seconde le point «', et, considéré comme appartenant à la seconde division, aura pour homologue dans la première le même point </; et, par conséquent, il en sera de même pour tout autre point (243), c'est-à-dire que les deux divisions seront en involution.
Il résulte de là que deux divisions homogt
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vohaion ont tonte la généralité de deux divisions Komographiques quelconques, et que les relations qui ont lieu entre trois systèmes de deux points conjugués sont dues seulement à la manière particulière dont les deux droites sur lesquelles on peut concevoir les deux divisions formées se trouvent placées l'une sur l'autre.
2-46. Mâbiîîrës d'expuimer deux divisioks en iwvolutiok, — Chacune des relations entre six points en involution a, a'; b, V et c, c' exprimera deux divisions homographiques en involution, si l'on y regarde les quatre points o, d et h, V comme fixes, et les deux c, c' comme variables et appartenant respectivement aux deux divisions.
Par exemple, l'équation
{.t^-î- Aj^-r B) + \{x'-^ A',r-;-I{')"0,
dans laquelle A, B, A', B' sont des coefficients constants et \ une variable, représente des couples de points en involution (226).
Nous verrons plus loin quelle relation intime existe entre ces couples de points et les valeurs de la variable A auxquelles ils correspondent.
247. On peut aussi se servir des différentes formules par lesquelles nous avons exprimé deux divisions homographiques quelconques, en ydonnant aux coefficients constants des valeurs telles, que les deux divisions soient en involution. A cet effet, il suffira d'exprimer, par une relation de condition entre les coefficients de l'équation générale, qu'un même point, qu'on pourra prendre arbitrairement, a le même conjugué, étant considéré comme appartenant à l'une ou à l'autre division. Par exemple, si c'est le point situé à l'infini que l'on prend, on exprimera que les deux, points que nous avons appelés I et J' sont coïncidents.
Appliquons ces considérations à l'équation générale
Le point 1 delà première division, qui correspond à l'infini de la seconde, est déterminé par al ^ — \j,, et le point J' de la seconde division, correspondant à l'infini de la première, parA',T'=^- — ?.. La condition pour que ces deux points coïncident s'exprime par
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l'équation
On aura donc
al = ay ou al - /.'J' iiab'.
l— a = ab\
Telle est la condition pour que les deux divisions soient en invo-
248. Si, dans l'équation qui exprime les divisions homographiques, les deux points variables m, m' sont rapportés à la même ou aux mêmes origines, il faut et il suffit, pour que les deux divisions soient en involulion, que l'équation soit symétrique par rapport à ces deux points, parce qu'alors on pourra les changer l'un dans l'autre, ce qui est la propriété caractéristique de l'invo-
C'est ainsi qu'on voit immédiatement que chacune des équations
;xprimc deux divisions liomographiqucs en L'équation
quoiqu'elle ne soit pas explicitement symétrique par rapport aux deux points m, m', exprime encore que ces points forment deux divisions en involution, car elle exprime que ces points sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points e,f, lesquels sont les points doubles de l'involulion.
249. Cas particolier ou l'un des points oodbles est a l'infini.-— Nous avons vu (131) que, quand deux divisions liomographiqucs ont un point double à l'infini, elles s'expriment par l'équalion
am+l.b'm' =-j.
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On peut écrire
et, sous cette forme, on voit que les deux divisions seront en involution si 1 est égal à i ; car on pourra changer m en m' et réciproquement, et l'équation ne changera pas.
Ainsi l'équation
exprime deux divisions en involution qui ont un point double situé à l'infini.
L'autre point doubley"est le milieu de chaque segment compris entre deux points conjugués, puisque les deux points doubles divisent harmoniquement ces segments.
SUPERIEURE. — CIIAPITBE XI.
CHAPITRE XI
§ I. — Faisceau de six droites en involntion.
250. Détinition. — Nous dirons que six droites issues d'un même point et conjuguées deux à deux sont en involution, ou forment un faisceau en involution, quand quatre droites, prises dans les trois couples, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quaLrc droites conjuguées.
Il est évident que ce faisceau de six droites jouit de la propriété de rencontrer toute transversale en six points en involution; et que toutes les relations concernant ces points et dans lesquelles n'entrent que des rapports anharmoniques s'appliquent d'ellesmêmes aux six droites.
De celte remarque, aussi bien que de la définition même du faisceau en involution, on conclut immédiatement, d'après les expressions de l'involution de six points (190), que les six droites ont entre les sinus de leurs angles les relations à huit et à six facteurs telles que
sînfA.B) sirt(A. B'I _ si'nfA', Bl sinfA'. BM
sin(A,C) siQ(A,C') ~ sin(A', C) sin(A', C'")'
sin(A, B] sin[B', C) 5in(C', A') = — sin(A', B') sin(B, Ci sin[C, A);
et que cbacune de ces équations, qui sont au nombre de sept, comporte les autres et suffit pour définir l'involution des six droites.
251. Aux àe\xs. points doubles considérés dans l'involution d'un système de points correspondent ici deux rayons doubles, lesquels peuvent être imaginaires. Ces deux rayons jouissent de la propriété de former un faisceau harmonique avec deux rayons conjugués quelconques.
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Mais il n'existe pas de rayon correspondant au point central de l'involulion de six points, et l'on en conçoit bien la raison, car ce qui distingue le point central, c'est que son conjugué est situé à l'infini et disparaît de l'équation; et à ces deux points correspondent, dans un faisceau, deux rayons conjugués qui n'ont rien de distinclif et dont aucun ne peut disparaître de l'équation.
Toutefois il existe toujours deux droites rectangulaires telles, que, en désignant l'une d'elles par O, l'on a
tang(0.A)taog(0,A') = tang(O,B)tang(0,B') = iang(0,C) tang[0,C') ,
équations analogues à celles du point central. Ces équations seront démontrées plus loin (259, 3°).
2S2. L'équation dans laquelle entre un point arbitraire m (221 ) ne se compose pas de rapports anharmoniques, de sorte qu'elle n'a pas lieu entre les sinus des angles d'un faisceau en involution. Mais l'équation qui contient deux points arbitraires m et n (234) s'applique aux sinus des angles de six droites en involution.
Ainsi l'on aura l'équation
sinfM.AlsinfM.A'l . ,„ , . ,„ , smfM.BlsinfM.Hn .,„„,,, ,
i(N,A)sin(N,A') *■ ' ' ^ "' sin[S,B)sm[N, B') sinCM.Cisinm.C)
L(N,Clsin[N,C'
-sm(N,7] sin(a,g) = o.
Les deux rayons M, N sont pris arbitrairement; a est le rayon conjugué harmonique du rayon N par rapport aux deux A et A'; et ainsi des deux autres S, y.
Si l'on prend les deux rayons M, N rectangulaires, il viendra
sinfe.vlsinfN.o.) sin(-x.ol sinf N.êl
■ tang(W,Ajtang(N,A') îang(N,B) tang[N,B') sm(«.Ë)sin(N.y) ''"tanglK,C)lang{lN,C')"" ou bien
tang(M,A) tang[M, A') sin(e, y) cos(M, «) M-tang(M, B)taug{M,B')sin(y,a}cos(M,ê) + tans(M,C)tang(M,C')sin(«,g)cos(M,7)— c
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253. Dans un faisceau de six droites en involution, <]uand deux droites sont perpendiculaires à leurs conjuguées respectivement, les deux autres droites conjuguées sont aussi à angle droit.
En effet, une transversale coupera les sik droites en des points a, (^ , b, V , c, d en involution, et les circonférences décrites sur les deux segments «(/, hh' comme diamètres passeront par le sommet du faisceau, puisque les deux rayons OA, OA' sont supposés rectangulaires, ainsi que les deux OB, OB'. Donc la circonférence décrite sur le troisième segment cd passe aiTssi parle point O (208), et, par suite, les deux rayons OC, OC sont rectangulaires.
Autrement. On démontre la proposition directement au moyen des équations d'involution, lesquelles se vérifient immédiatement pour trois systèmes de deuK droites rectangulaires.
Ainsi l'on peut dire que : Quand trois angles droits ont le même sommet, leurs six côtés forment un faisceau en involution.
354. Dans un faisceau en involution : Si les angles tfue deux rajons font avec leurs conjugués respectivement ont la même bissectrice, cette droite est aussi la bissectrice de l'angle formé par les deux autres rajons conjugués.
Les deux angles AOA', BOB' ont la même bissectrice; il faut prouver que l'angle COC admet aussi pour bissectrice cette droite. En effet, cette droite et sa perpendiculaire divisent harmoniquement à la fois les deux angles AOA', BOB' (84) ; par conséquent, elles sont les rayons doubles de l'involution (251), et, par suite, elles divisent harmoniquemenl le troisième angle CGC; et, puisqu'elles sont rectangulaires, elles sont les bissectrices de cet angle et de son supplément. Donc, etc.
§ 11, — Faisceaux h omo graphiques en involution.
255. Si d'un point on mène des droites aux points de deux divisions homograpliiques en involution, elles formeront deux faisceaux homographiques que nous appeWerons faisceaux en insolation. Leur propriété est évidemment qu'une droite, considérée successivement comme rayon des deux faisceaiTx, a, dans les deux cas, le même rayon conjugué.
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Par exemple, si des droites forment un premier faisceau et qu'on leur mène par leur point de concours des perpendiculaires, cellesci formeront un second faisceau en involution avec le premier, car une droite, considérée comme appartenant au premier faisceau, aura pour conjuguée dans le second la droite perpendiculaire, et, considérée comme appartenant au second faisceau, elle aura encore pour conjuguée dans le premier la même droite perpendiculaire; ce qui est la propriété caractéristique des faisceaux en involution.
2S6. Dans deux faisceaux en involution, il existe toujours un système de deux rajons conjugués rectangulaires, et il n'en existe ^u'un.
En efCet, qu'on mène une transversale qui rencontrera les rajons des deux faisceaux en des points conjugués deux à deux, a, a ; h,h'\ c, c' , ■ . . , Les circonférences décrites sur les segments aa' , bh' , . . . comme diamètres passeront toutes par deux mêmes points, réels ou imaginaires (208) ; or, parle centre du faisceau, on pourra toujours mener une circonférence passant par ces deux points, laquelle déterminera sur la transversale deux points conjugués; et les rayons menés à ces deux points seront, dans les deux faisceaux en involution, deux rayons conjugués. Mais ils sont à angle droit : le théorème est donc démontré.
257- Il résulte de là que : Si dans deux faisceaux en involution deux rayons de l'un sont perpendiculaires respectivement à leurs conjugués, il en est de Tnéme de tous les autres rayons.
Il est évident que, dans ce cas particulier de deux faisceaux en involution, les rayons doubles sont imaginaires.
258. Dans deux faisceaux homo graphiques en involution, il existe toujours deux rayons homologues également inclinés sur un rayon donné, et il n'en existe que deux.
En effet, une droite transversale, perpendiculaire au rayon donné, rencontre les rayons homologues des deux faisceaux en des points a, a'\ h,b', . . . , qui forment deux divisions en involution, el le rayon donné en un point y. Or il existe un système de deux
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points conjugués c, </, et un seul, dont ce point y est le milieu, eL il est clair que les rayons des deux faisceaux aboutissant à ces deux points c, </ satisfont à la condition d'être également inclinés sur le rayon donné. Donc, ete.
Hemai'ifue. — Nous venons de dire qu'un point y n'est le milieu que d'un seul segment c(/ formé par deux points conjugués ; toutefois, dans un cas particulier de l'involution, ce point peut être le milieu de tous les segments (201). Alors la droite proposée sera la bissectrice de tous les angles formés par deux rayons conjugués. C'est un cas particulier des faisceaux en involution.
§ ni. — Manières d'exprimer que deux faisceaux lio m o graphique s sont eu involution.
259. Le caractère des faisceaux bomo graphique s en involution, c'est que chaque rayon, considéré comme appartenant à l'un ou à l'autre des deux faisceaux, a toujours le même conjugué (2S5). Pour que deux faisceaux soient en involution, il suffit que cette condition ail lieu pour un rayon donné quelconque, car alors elle aura lieu pour tous les autres. Cela résulte évidemment de la proposition analogue relative aux divisions h omo graphiques en involution (243); et d'ailleurs la démonstration de cette proposition s'applique d'elle-même au cas actuel.
Si les deux rayons variables entrent d'une manière symétrique dans l'équation qui détermine l'homographie des deux faisceaux, la condition d'involution est évidemment satisfaite, de même que dans les divisions homographiques (2'48). D'après cela, on reconnaît que chacune des équations suivantes exprime que les deux rayons variables M, M' forment deux faisceaux en involution :
sin[E,M) _ _ sia(E.Br ) , '° siii(F,M)~ 9iQ(F,M')''
E et F sont les deux rayons doubles de l'involution.
n(A, M)5in(A,
sin(A',M)sm(A',M'j A et A' sont deux rayons conjugués quelconques. 3° tang(0,M) lang(0,M'j = 1;
0 est l'un des deux rayons conjugués rectangulaires qui existent toujours dans deux faisceaux en învolution (256).
Celle équation provient de la précédente, dans laquelle on suppose que A et A' sont ces deux rayons conjugués rectangulaires.
On conclut de là cette propriété importante d'un faisceau de six droites en învolution, savoir que. A, A'; B, B' el C, G' étant ces sis droites conjuguées deux à deux, il existe deux rayons O dont chacun donne lieu aux équations
tang(0,A)tang(0,A') = taiig(0,B)tang[0,B') = tang(0, C)tang(0,C'),
comme nous l'avons annoncé précédemment (251 ). 4" Enfin on a l'équation
tang(A,M) tang(A,M') + l[tang[A,M) -H tang[A, M')] -+- -j = o,
dans laquelle A est une droite quelconque,
260. D'après la condition d'involution de deux faisceaux homographiques (239), on conclut, en vertu du théorème (1S3), que ; Deux faisceaux homo graphiques quelconques peuvent toujours être placés de manière à former deux faisceaux en involution, propriété analogue à celle de deux divisions homographiques (244).
Et il résulte de là, d'après la proposition (256), que : Quand deux faisceaux sont homographitjues, il existe toujours dans l'un deux rayons rectangulaires dont les homologues, dans
1 autre, sont aussi rectangulaires, et il n'existe qu'un tel système
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CHAPITRE XII
i DEUX POINTS QUI DIYISEKT HABMOWIQDEUENT DEUX SECMEKTS DONKÉS.
261. La construction des deux points e, f, conjugués harmoniques à la fois par rapport à deux couples de points a, a' et h, b', el celle de leur point milieu ont été données précédemmeul (214-218). Les propriétés de ces points se trouvent aussi, comme cas particuliers, parmi celles de l'involution. Toutefois, comme nous aurons souvent à considérer, principalement dans la théorie des sections coniques, un pareil système de trois couples de points, réels ou imaginaires, nous allons reproduire et grouper ici les diverses formules qui s'y rapportent,
262. Relations entre le point milieu 0 des deux points e, f e( les quatre points a, a' et b, b' :
ab.ab' «0 a'b.a'b-^ a'6'
ba.ba' 60
ah.ah'^a'b.a'h-
Cette dernière relation, où m est un point arbitraire, pourra servir pour déterminer le point O quand les deux couples de points a, a' et b, b' seront imaginaires.
DIVISION HARMONIQUE
13, Expressions du segment Oe :
Oe=-
_ \jab .ab' .a'b.a' b' Celte dernière expression donne
264. Relations entre un des deux points e, f et les quatre i, a', b, b' :
ab.ah' __ te ba.ha' be
i' .eb' a'b'
aa' ab ab' bb' ba ha' S^ ~ 6e "*" 6V ' É'ë ~^'âe^ 'a'e '
ces deux dernières équations dérivent de la première des équations (230), dans laquelle on suppose que les deux points c, é se confondent avec le point double e.
Se [ ^jab' . a'b zn ^ab . a' b'f
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265, Relations entre les deux points e, (et les cjuatre a, a', b, b'.
Les deux points e,y fornienl one involulion avec les deux couples a, b' et a' , h (213) ; et pareillement avec les deiix couples a, b et a\ b'.
De là résultent de nombreuses relations d'involution entre les six points, que l'on formera sans difficulté.
Démontrons celle-ci :
'^■of ^ ab.ah'
ab.ah' __ (le.af
CHAPITRE XIII
PllOPOSinOHS RELATIVES A DEUX DIVISIONS HOMO GRAPHIQUES FORMÉES SUR UNE MÊME DROITE, ET A l'iWVOLUTION-
§ I. — Divisions homographiques sur une même droite. Construction des deux points douilles et de leur point milieU'
267. Soient a, b, c, ... et a', b', c', . . . les points respectivement homologues de deux divisions hom.ographiijues formées sur une même droite; les deux points doubles seront en involution avec chaque système de deux couples de points tels que a, b' et a', b.
En effet, soient e,fles deux points doubles des deux divisions; les quatre points a, b, e,fde la première division ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points correspondants af, ô', e,y de la seconde division. On peut changer l'ordre de ceux-ci et dire que les quatre points a, h, e,y ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points è', a!, /", e, ce qui prouve que les trois segments al/, db, e/"sont en involution (188). Donc, etc.
Autrement, Les points doubles des deux divisions se déterminent par l'équation
^ - laQ.ae -t- aY.aa- =^ o (158).
Par conséquent, on a
ae.af^-al.aa:.
On a pareillement, à l'égard d'une origine b' , prise dans la
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seconde division,
Donc
ae.al^ al.aa' b'e.b'f b'V .b'b'
Mais les quatre points a, b, I, so ont leur rapport anharmonique
égal à celui des quatre a', h', 00', J'; ce qui donne la proportion
-m, ^ --r-, ■ 11 vient donc b'J' b'a'
b'e.b'f Vb.b'a:'
et celle équation prouve que les trois couples a, b'; a' , b et e,f sont en involution.
Autrement. Que l'on suppose dans l'équation (4), n" 145, que le point a coïncide avec b', et le point d' avec c; de sorte que b et c de la première division restent arbitraires ; l'équation
et les points doubles se déterminent par l'équation du second degré Ve h'b.b'c'
^^T~ ~cb:^'
équation qui prouve que les trois couples b' , c\ b, cf tl e,y*sont en involution. Donc, etc.
On conclut du théorème précédent ces dcux-ci
1" Les cercles décrits sur les trois segments ab', ba', ef comme diamètres passent par deux mêmes points (208).
2" Les trois cercles menés par un même point et ayant pour cordes respectives les trois segments ab', ba', ef passent par un second point commun (207).
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II. — Construction du point milieu des deux points doubles de deux divisions homographiques dont on connaît trois couples de points correspond
269. Soient a, d\ b, V et c, c' les trois couples de points correspondants des deux divisions, et e, f leurs points doubles qu'il s'agît de déterminer.
Les quatre points a, b, c, a de la première division ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a', è', c , e de la seconde division, de sorte que l'on a
Or nous venons de voir que les trois segments ab', a'b et ef sont en involution; il s'ensuit qu'en appelant «,, S, et O leurs milieux,
Cette expression du rapport ^-^ fait connaître la positiondupointO, qui est le point cberclié.
On ramène l'expression — r : -^, à un simple rapport de deux
lignes, au moyen du théorème de Ptolémée sur les segments qu'une transversale fait sur les deux côtés d'un triangle (Chap. XIX, §1).
in. — Construction des deux points doubles quand on connaît leur point milieu.
270. Après avoir déterminé le point milieu O des deux points doubles e, y, on peut déterminer leur distance à ce point par l'équation suivante, d'après le théorème (221 } appliqué aux trois segments en involution ab', dh et ef,
0«.06'.e,0 -t-OS.Ofr'.O:.; — Ô^e'.-^,g, = n.
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dou, en iaisant-=-^ ;= /,
IV. — Construction des deux points doubles, sans connaàre leur point milieu,
271. Le théorème (267) donne lieu à une construction trèssimple des deux points doubles.
Par un point g pris arbitrairement, on fera passer deux circonférences de cercle qui aient pour cordes, respectivement, les deux segments al/, a'è; ces circonférences se couperont en un point g'. Par le même point g, on fera passer deux autres circonférences ayant pour cordes, respectivement, les deux segments ac*, a'c, lesquelles se couperont en un autre point g".
La circonférence de cercle menée par les trois points g, gf, g" déterminera sur la droite ab les deux points doubles cherchés ; car ces deux points seront en involution, d'une part avec les deux couples a, b' et a', h, et d'autre part avec les deux couples a, c' eta', c(207).
Cette construction se prêle à tous les cas que peuvent présenter les trois couples de points a, a'; b, b' et c, c'. Elle se simplifie si deux de ces points, tels que S et (;', sont àl'infini('),
autrement. On décrira des circonférences sur les quatre segments ab\ ha',, ad et ca', comme diamètres, et, par les points d'intersection des deux premières et les points d'intersection des deux autres, on fera passer une circonférence de cercle, laquelle déterminera sur la droite abc les deux points cherchés (268).
Cette seconde construction se prête, comme la précédente, à tous les cas que peut présenter la question, relativement aux positions des trois couples de points a, a'\ b, b' et c, c*.
272. Supposons que le point b soit à l'infini, ainsi que le point c', et désignons par J' et 1 leurs homologues b' et c dans la seconde et la première division, respectivement; de sorte que les deux
(' ] Si le point b, par exemple, est ii l'iniini, la circonférence qui doit passer par
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divisions liomographiqucs seront exprimées par l'équation
Im.J'///'=I«.J'û' (126).
La circonférence décrite sur le segment infini dh, comme diamètre, sera la droite menée par d perpendiculairement à la ligne ah ; et de même de la circonférence ayant pour diamètre le segment infini ad. De là résulte celte construction :
Sur d\ comme diamètre [fig- 3i), on décrira une circonférence de cercle, et l'on élèvera par le point a une perpendiculaire qui la rencontrera en un pointa; puis, sur aV comme diamètre, on décrira une seconde circonférence de cercle, et l'on élèvera la perpendiculaire a' a' qui la rencontrera en a! . Par les deux points et, d on fera passer une circonférence qui ait son centre sur la droite ad ; elle marquera sur cette droite les deux points cherchés.
Le centre de cette circonférence, étant le milieu de ces deux points, est connu a priori; c'est le milieu du segment IJ' (1^8) : il suffira donc de construire un seul des deux points a, d pour déterminer la circonférence.
Si l'on prend pour le point a le milieu même du segment U', le rayon de la circonférence sera ad = yjad . aV . Ainsi cette expression, àlaquelle nous sommes parvenu par une autre voie (161 ), résulte ici de la construction générale.
273. Cis OTT l'uh nES poiMTS DOUBLES EST DOMMÉ. — Si l'un des points doubles, e, est donné, les deux couples de points homologues a, d et b, b' siiffiront pour déterminer Je second point double/". Sur les deux segments ah', db, comme diamètres, on décrira deux circonférences; et par leurs points d'intersection et le point e on en fera passer une troisième, qui déterminera le pointy (268).
Autrement. Que l'on prenne deux points fixes quelconques P,
/ P' en ligne droite avec le point double donné e, et qu'on mène
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les deux droites Pu, Fn'qui se coupent en ce, et les deux droites Vb, P'é' qui se coupent en ê ; la droite «S rencontre la droite ab au point double cherché y.
274. Quand deux divisions hoTïiographiques sont formées sur une même droite, chaque point a de cette droite, considéré comme appartenant à la première division, a son homologue a' dans la seconde, et, considéré comme appartenant à la seconde division, a son homologue A dans la première.
Les deux points a! et A forment deux divisions homo graphiques ; et ces deux divisions ont les mêmes points doubles que les deux divisions proposées.
En effet: i" les deux divisions formées parle point a' et le point A sont Ko mo graphique s entre elles, comme étant homographlques à une troisième formée par le point a (106). 2" SI le point n est un point double des deux divisions proposées, les deux points a' et A coïncident l'un et l'autre avec ce point, et par conséquent coïncident entre eux. Donc ce point est un point double des deux divisions formées par les deux points variables a' et A. Ce qu'il fallait prouver.
273. Quand deux divisions homo graphiques sont formées sur une même droite, si l'on prend les homologues a' et A d'un point a de cette droite, comme dans la proposition précédente, le conjugué harmonique du point a par rapport aux deux A et a' sera le même que par rapport aux deux points doubles des divisions hotno graphiques.
En effet, les deux divisions homographiqucs s'expriment par l'équation
am.am' — aV .am^ al.am- -'r al.aa' = 0 (l.'iS) -^ay.aK = o (139).
Pour déterminer les deux points doubles e,f-, il faut faire coïncider Chasles. — Géom. sap. il
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ivec m ; l'équation devient, en écrivant e à la place de n
On a donc
ae + a/^-al + ai\ et ae.^(f7= al.aa' r~.aJ' .aA; d'où
Soil a le point conjugué harmonique du point i deux a', A, on aura
Ce qui prouve que le point a est ie conjugué liarmonique du point a par rapport aux deux points doubles e,y. Le théorème est donc
276. CoROi.LA.jiiE I. — Puisque le point a et son conjugué hai'monique a par rapport à ses deux homologues a' et A divisent harmoniquemcnt le segment fixe ef, il s'ensuit que ces deux points a eî a forment deux dii^isions homographiijues en involu- (io/i(248).
277. ConoLLAiRE II. — Etant données deux divisions homographifjues sur une droite, on demande de déterminer le conjugué harmonique d'un point par rapport aux deux points doubles inconnus des deux divisions.
Soit a le point donné ; on déterminera ses deux homologues a' et A, puis son conjugué harmonique a par rapport à ces deux points; « sera le point cherché.
Cette question aura quelques applications, par exemple pour
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trouver la polaire d'un point par rapport à une conique dont cinq points seulement sont connus.
278, Corollaire III. — JYouyelle construction des points doubles de deux dii-isions homographiejues.
On prendra un point a et le point a qui lui correspond comme ci-dessus ; et de même un point b et le point correspondant 6. On cherchera les deux points e, ^qui divisent harmoniqucnient les deux segments aa., éo (261 ) ; ce seront les deux points doubles cherchés.
§ II. — Propositions relatives à l'involution.
279. Etant donnés sur une droite deux couples de segments aa', bb' et AA', BB', on demande de déterminer un segment ce' tjui soit en involution tout à la fois avecles deux premiers segments &a , bb' et avec les deux autres AA', BB'.
Que sur les quatre segments ad, hh' , AA' et BB', comme diamètres, on décrive des circonférences de cercle, la circonférence qui passera par les points d'intersection des deux premières et les points d'intersection des deux autres déterminera le segment cher ché cd (208), Si la circonférence n'est pas constructible, le segment sera imaginaire.
JLutrement. Que par un point g pris arbitrairement on mène deux circonférences, passant, la première par les deux points a et d, et la seconde par les deux è et ô' ; elles se couperont en un point g^.
Que par le même point g on mène pareillement deux, circonférences, passant, ia première par les deux points A et A', et la seconde par les deux E et B', lesquelles se couperont en un autre point g".
La circonférence menée par les trois points g, g', g" déterminera sur la droite ad le segment cherché, réel ou imaginaire,
jiutrement. Soient yXa point milieu du segment cherché et/ ; Ole point central de l'involution déterminée par les deux segments ad ,
bh'\ il )e point central de l'involuLion déterminée par les deux segments AA', BB', et w le point milieu des deus O, £i; on aura !a relation
2w-/.0a = 0«.0a' — ilA.ilA',
qui fait connaître la position du point y. En effet, on a
Oa,Oa'= Oc. Oc' et nA.iiA' = iic.Oc'.
De sorte que l'équation revient à celle-ci,
2fu7.0n = 0c,0c' — o.f.nc';
ce qui est une identité enti-e deux couples de points quelconques c, d et O, Si, et leurs points milieux J' et w, laquelle se démontre aisément; car il suffît d'j remplacer Oc .Oc' par (O/ —-yc) et
fïc.fîc'par (ïïy''— 7c'}.
Le point y, milieu du segment cherché a^ , étant ainsi déterminé, on connaîtra ce segment lui-même par l'une des relations
Ce segment sera toujours réel si les deux ad, hb' empiètent l'un sur l'autre, parce qu'alors le produit O a .0«' est négatif (197) ; et de même, si les deux segments AA', BB' empiètent l'un sur l'autre. Mais il pourra être imaginaire dans le cas où ni les deux segments ad , hV ni les deux AA', BB' n'empiètent l'un sur l'autre.
Observation. — ■ Ce problème aura plusieurs applications, particulièrement aux deux questions suivantes :
Etant donnés deux systèmes de diamètres conjugués d'une seclion conitjue, déterminer les axes principaux de la courbe.
Mtant donnés deux systèmes de diamètres conjugués d'une conique, et deux systèmes de diamètres conjugués d'une autre conique, déterminer le système de diamètres conjugués communs, en direction, aux deux courbes.
EUS. — Chacun des quatre segments «
peut être nul. S'ils sont nuls tous les quatre à la fois, la question devient celle-ci : Trouva- les doux points qui divisent hairjionit/uement deux segments ah, AB.
281 . Étant données deux d/'oites divisées homographiquement, les rayons menés d'un point Jîxe aux points de division forment deux faisceaux homograpJtiques ; et si l'on demande que ces deux faisceaux soient en infolution, leur sommet devra être placé sur la droite qui joint les points des deux divisions dont les homologues coïncident au point de rencontre de ces droites.
En effet, soient S ce point de rencontre, et a et b' sur les deux droites, respectivement, les deux points en question, de sorte que a corresponde, sur la première, au point S de la seconde, et A', sur la seconde, au point S de la première. Le sommet O des deux faisceaux étant pris sur la droite «è', cette droite, considérée comme rayon, soit du premier faisceau, soit du second, aura toujours pour homologue la même droite OS. Ce qui prouve {25o) que les deux faisceaux sont en involution.
282. Jetant donnés deux faisceaux homo graphiques dont les centres ne sont pas coïncidents, on peut les couper par une droite, de manière à avoir sur cette droite deux divisions en involution.
XJne infinité de droites satisfont à la question; elles passent toutes par un certain point déterminé.
Soient O et O' les centres des deux faisceaux et îi le point de renconli-c des rayons qui, dans le premier et le second faisceau, respectivement, sont les homologues des deux qui coïncident suivant la droite 00'. Toute transversale menée par ce point il satisfera à la question ; c'est-à-dire qu'elle rencontrera les deux faisceaux en deux séries de [points qui formeront deux divisions homographiques en involution. En effet, cette transversale rencontre la droite 00' en un point qui, considéré comme appartenant soit à la première série, soît à la seconde, aura toujours pour homologue le même point Û. Donc, etc.
283. Quand trois couples de points a, a'; b, b' et c, c' sont en inwolution, si l'on prend les points a, S conjugués harmoniques du point c par rapport aux deux segments aa', bb' respectivement; puis les points a,, S, conjugués harmoniques des deux a, ê, respectivement, par rapport aux deux segments bb' et aa', le conjugue harmonique du point c par rapport aux deux «i, Si sera le point cf.
En. effet, exprimons que les deux points a, a, sont conjugués harmoniques par rapport aux deux h, V , au moyen de l'cqualion où entrent deux points arbitraires (78), et prenons pour ces points tes deux c' et c, on aura
&) étant le conjugué harmonique du point c par rapport aux deux a., «,. Or cette relation harmonique entre les deux couples c, w et a, «I s'exprime par l'équation
uples 6, c
Retranchant ces deux équations membre à membre, et observant que, puisque c' est le conjugué harmonique du point c par rapport
aux deux a,, S,, on a — ^-^ = -^ tous les ternies, moins deux,
Pareillement,
, la relation harmonique de?
; deux
a, a' s'exprin
le par l'équation
disparaissent, et il reste
ce qui est une des équations d'invoiulion (190), Donc, etc.
Corollaire. —' Si le pointe est à l' infini, son conjugué c' coïn~ cidera avec le milieu du segment «i Ê, , et sera le point central de l' involution déterminée par les deux segments aa', bb'.
284, Dans ee tWorème et son corollaire les deux couples de points a, a' et b, b' peuvent être imaginaires, puisque l'on ne considère, par rapport à eux, que des relations harmoniques. 11 s'ensuit que les deux propositions peuvent servir à eonstruire le point central et le conjugué d'un point donné, dans une învolutlon déterminée par deux couples de points imaginaires. Ces questions auront une application utile dans la théorie des coniques.
285. Etant donnés deux couplas de points a, a' et h, h' sur une même droite, et étant pris le point c conjugué harmonique du point h par rapport aux deux a, a', et le point e' conjugué harmonique de b' par rapport aux deux mêmes a, a', les trois segments aa', bb' et ce' sont en involulion.
En cÊFet, on a, par hypothèse.
et, en multipliant membre à membre.
équation qui exprime que les trois segments aa', hb' et cd sont eninvolution(190). c. q. f. p.
On peut encore dire que ; Quand trois couples de points a, a'; b, b' et c, c' sont en involution, si les deux points het c sont con~
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jugués harmoniques par rapport aux deux a, a', les deux h' et c' seront aussi conjugués harmoniques par rapport aux deux mêmes a, a'.
286. Quand deux couples de points a, a' et h, h' sont en rapport harmonique, si l'on prend sur la même droite un point arbitraire n et ses conjugués harmoniques c et c' par rapport aux deux segments aa' et bb', respectivement, les trois couples de points a, a'; b, b' et c, c* seront en. involution.
En effet, les deux points «, ce divisent harmoniquement chacun des deux segments bb' et en; par conséquent ces points sont les points doubles de l'involution déterminée par les deux segments (211). Il s'ensuit que les trois segments ««',&« et &'csonteninvolution(213) et que l'on a
Pareillement les trois segments aa', b'n et bc sont en involiition, et l'on a
Divisant ces deux équations membre à membre, on a
ba.ba' bc b' c bc nb
'b^b'a' "~ 'nb' ' 1^ ^~ Vc ^'
Or, c* étant le conjugué harmonique du point n par rapport a deux points b, b', on a
L'équation devient donc
ba.ba' hc.hc'
ce qui prouve que les trois couples a, «'; b, b' et c, c' sont en învolution.
l'involution. i85
CoROLLAïKE I. — Si le point n est le milieu du segment aa', son
conjugué harmonique c sera à l'injini; et par conséquent le
point c' sera le point central de l'involution déterminée par les
deux segments aa', bb'. On conclut de là que :
Quand deux couples de points a, a' et h, h' sont en rapport harmonique,
\° Le point conjugué harmonique du milieu du segment aa par rapport aux deux points h, h' coïncide avec le conjugué harmonique du milieu du segment bb' par rapport aux deux points a, a';
2" Ce point est le point central de l'involution déterminée par les deux couples a, a'; b, b'.
C'est-à-dire que, ce point étant représenté par O, on a
CoBOLLAiEE II. — Si te point n est à l'infini, ses conjugués harmoniques c, c' par rapport aux deux segments aa', bb' sont les milieux tx, ë de ces segments. Donc :
Quand deux couples dépeints a, a' e(b, h' sont en rapport harmonique, leurs milieux respectifs a, S forment un troisième couple en involution avec les deux premiers.
Corollàihb III. — 11 résulte de là que : Les trois demi-circonférences décrites sur les segments aa', bb' et «S comme diamètres passent par un même point (208). Les droites menées de ce point aux deux a, S sont à angle droit; or ces droites sont les rayons des deux premières circonférences ; on en conclut donc que :
Quand deux segments aa', bb' sont en rapport harmonique, les circonjérences décrites sur ces deux segments comme diamètres se coupent à angle droit.
287. Trois droites issues d'un même point font, deux à deux, trois angles : si l'on considère les bissectrices de ces angles et celles de leurs suppléments, les trois droites formeront une involution soit avec les bissectrices des trois suppléments, soit avec les bissectrices de deux angles et la bissectrice du supplément du troisième angle.
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En effet, soient A, B, C les trois droites, A', B', C les bissectrices des trois angles {B, C), (C, A), (A, B), et A", B", C" les bissectrices des suppléments de ces ang;les. On a
' SI
iq(A'',C) s
n(B-,Cl
conséquent,
.in(A,B')..
n(B,C").Bir
sin|A-,ll|..
n(B.C').an
..(B'.UJ.iin
ii;".A)
équations qui prouvent les deux involutions en question (230),
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CHAPITRE XIV
PROBLËJIE HE LA
288. Le problème de la Section déterminée, ainsi appelé par Apollonius, est le suivant :
Étant donnés quatre points en ligne droite, on. demande de déterminer sur cette droite un cinquième point tel, que le produit de ses distances à deux des quatre points donnés soit au produit de ses distances aux deux autres dans une raison donnée.
Soient a, a', h et V les quatre points don 'agit de déterminer un point m tel que l'on a
, X la
Cette question en comporte trois autres comme cas particuliers , car on peut supposer que l'un des quatre points soit à l'infini, ou que deux points conjugués n, «' ou h, b' coïncident en un seul. Les trois cas qui résultent de ces hypothèses s'expriment par les
s SUrÉRIEUBB. -
équations
289. Ce problème de la Section déterminée faisait partie des matières que les anciens comprenaient sous le titre A' Analyse géométrique. Apollonius l'avait traité dans un Ouvrage en deux Livres, qui contenait quatre-vingt-trois propositions. Cet Ouvrage ne nous est pas parvenu ; toutefois des lemmes qui s'y rapportent, insérés par Pappus dans le septième Livre de ses Collections mathématiques, ont permis à plusieurs géomètres, dans les deux derniers siècles, de le rétablir dans le style ancien. Si tous ne l'ont pas fait avec la prolixité d'Apollonius et de R. Simson, qui passe pour avoir bien rétabli la marche et la méthode de l'auteur grec, tous cependant ne l'ont résolu qu'à l'aide de diverses propositions qui font dépendre la question générale de ses cas particuliers. Et c'est encore ainsi qu'a procédé, dans ces derniers temps, J. Leslie, dans son analyse géométrique. De sorte qu'il n'existe pas, en Géométrie, de solution immédiate de la question. Je dis en Géométrie, car, par la voie analytique, en rapportant tous les points à une origine commune, on a sur-le-champ une équation du second degré dont les racines résolvent la question d'une manière générale.
;') Pour considérer l'équation -
latiïe à quatre points, -y — '—p— = i, on peut, dans celle-ci, remplacer la raison 1 par
lo rapport de deui seEments teU que bh, b'k', h et h' étant deui points pris suc fa même droite que les quatre n, a.', b, b' ; alors l'équalion est
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Comme la plupart des problèmes de Géométrie qui admettent deux solutions, celui-ci a des cas d'impossibilité , ce qui conduit à une question de limite ou de maximum, savoir, de troui/er le
point m qui rend le rapport r- — '-^^ maximum ou minimum.
Celle question n'a pas échappé à Apollonius, qui excellait dans ce genre de problèmes ardus, et Fermât l'a prise, à raison de sa difficulté, comme exemple de sa métliode de maximis et minimis.
Les théories précédentes procurent deux solutions immédiates et extrêmement simples de ee problème de la Section déterminée : l'une dérive de l'involution , et l'autre de la division honiographique.
La première s'applique même au cas où l'un des deux couples de points conjugués a, ci el h, h', ou tous les deux, seraient ima-
L'cqualion à laquelle il faut satisfaire
donne lieu, évidemment, à deux points m, m'. La théorie de l'involution l'indique aussi, car, un premier point m étant déterminé, le point ni qui, avec celui-là et les deux couples a, d et b, V, forme une involution satisfera aussi aux conditions du problème, puisqu'on aura
et par conséquent -r — 7—7; — r ^^ '■•
D'après cela, soit^ le milieu des deux points cherchés n a, 6 ceux des deux segments ad ^ bb' ; on aura
igo TKAITE DE GÉOHÉTHIB SUPEnlEUBE.
Cette relation fait connaître le point milieu jn ; et la détermination des deux, points m, m' est une question de la théorie de l'involution, que nous avons résolue de bien des manières (238)- Nous en dirons peu de chose ici,
CoHSTRucTioN. — Par un point g- pris arbitrairement, on fera passer deux circonférences de cercle ayant pour cordes respectives les deux segments aa', bh' , el par le même point g et le second point d'intersection des deux circonférences on en fera passer une troisième ayant son centre sur la perpendiculaire à la droite a(^, élevée par le point fi. Cette circonférence déterminera sur la droite aa' les deux points cherchés m, m'.
autrement. On cherchera le point O déterminé par l'équation
Oa.0a'=:i0b.0b', puis le point ft' déterminé par
et l'on aura
f.m'— ^^'.pO [239, 2").
Cas de trois points a, n', b. — Il faut déterminer un point ni Ici que l'on ait
Deux points m, m' satisferont à la question. Ces deux points formeront une involution avec les deux a, a' et le point h, considéré comme point central. Car on aura
équation d 'involution (195).
Il s'ensuit que le milieu y. des deux points cherchés m, m' se détermine immédiatementparJ'expressionafx =^\'). [222, équat. (4)].
Construction des deux points m, m'. ■ — On décrit une circonférence de cercle quelconque passant par les deux points a, «', et l'on mène par le point b une corde qui la rencontre en deux points g, g' . Par ces deux points, on fait passer une circonférence qui ait son centre sur la perpendiculaire à la droite aa', élevée
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par le point fx ; cette circonférence détermine les deux points cliei elles m, m'.
autrement. On construit le point u' par la relation
ba . ba' ^ by.,b ^.' , j^ = p,^'.aô (239, a°).
ni. — Seconde .solution.
Ecrivons l'équation -■ '-■■■ -^^ X ainsi
Sous cette ibrme on reconnaît que les points cherchés sont les points doubles de deux divisions h omo graphique s exprimées par l'équation
« et A sont deux points de la première division, et b', a' leurs homologues respectifs dans la seconde (121).
Nous déterminerons les deux points doubles par la construction ( 161 ), où l'on se sert des points à l'infini.
Supposant m' à l'infini, on a —- = }., et, supposant m à l'infini,
~, :=>.. Soit y. le milieu des deux points I, J'; on détermine le
point f/ par l'équation
et l'on a (161)
yGoosle
E GKOMETRIE =
:sTs a, a', h. — L'équation -
s de
et moDtre que les points cherchés seront les points doiibles deux divisions homograpbiques exprimées par l'équalion
dans lesquelles les deux pointa a et 6 de la première division ont pour conjugués, dans la seconde, l'infini et le point a' (12S).
D'après cela, le point I est en a et le point J' se détermine par l'équation a'V = 1. On prend le milieu jx du segment «J', puis on détermine le point [j! par Téqualion
et les points cherchés par l'expression jj.m. = ai^'.^r.
292. Quand les deux points a, a' se confondent, les deux solutions relatives soit au cas de quatre points, soit à celui de trois points, s'appliquent d'elles-mêmes,
IV. — Conditions d'impossibilité. — Limiles de
293. Cas de quatre poikts a, a', b, h' . — Quand les deux segments acé, bh' empiètent l'un sur l'autre, les deux points m, m' sont toujours réels (238); mais, lorsque les deux segments présentent une autre disposition, ces deux points peuvent ôtre imaginaires, ee qui a lieu si leur point milieu f/. se trouve entre les deux points e, f qui divisent h a rm uniquement chacun des deux segments aa' et è5'(239). C'est là la seule condition d'impossibilité de la question. Voyons ce qu'il en résulte relativement au signe et à la valeur numérique du rapport ?.. Nous considérerons successivement les deux cas que peut présenter la position relative des deux segments aa! , bb'.
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i" L'un (les segments est entièrement situé sur l'autre;. Alors leurs points milieux a, S sont au delà du segment e/'(6i), et tous deux du même côté, à droite ou à gauche. Or le point ja, par hypothèse, est situé sur le segment lui-même ; il en résulte que le rapport t^j égal à 1, est positif, et que sa valeur numérique est comprise entre celles des deux rapports— ^j -:-• Telles sont les deux
conditions d'impossibilité du problème.
Si X est égal à l'un des deux rapports, les deux points m et m' se confondent en l'un des points e, f, et les deux solutions se réduisent à une seule.
2" Les deux segments sont situés l'un au dehors de l'autre. Alors leurs milieux a, ê, qui se trouvent toujours au delà du segmentij/i sont de côtés différents, et, puisque le point p., par hypothèse, se trouve sur le segment lai-même, il en résulte que le rapport ^ est négatif et que sa valeur absolue est comprise entre
celles des deux rapports — - et -r^- Ce sont là les deux conditions
eÊ /S
d'impossibilité.
Quand A est égal à l'un des deux rapports, les deux solutions sont réelles, mais se réduisent à une seule, comme précédemment.
Il résulte de cette discussion que l'on peut exprimer d'une manière générale les deux conditions d'impossibilité du problème, savoir, i" que le coefficient X soit de même signe que les deux
ea fa rapports -^, —5 et a" que sa valeur numérique soit comprise
entre celles de ces deux rapports.
Nous avons vu (218) que les expressions des deux rapports
29-i. Cas de trois points «, a', h. — Quand le point h est situé sur le segment ad , les deux points cherchés m, irt sont toujours réels. Quand le point h est situé au dehors de ce segment, les deux points e, /"j qui le divisent harmoniquement et ont pour miheu le
Cn»SLi:s, — Giom. sun. I 3
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point h, sont réels, et il faut, pour que les deux points chercliés m, m' soient réels, que leur point milieu [x soit au dehors du seg^ment ef. De sorte que la question sera impossible si le point ^j., déterminé para/n = -îX, tombe entre les deux points e, f.
On exprime cette condition en disant que le seg;ment af* est compris entre les deux ae, a.f. Il est clair qu'alors les trois segments sont de même signe. Ainsi Ton peut dire que la question est impossible quand, \ étant de mfime signe que les segments ae, «y, sa valeur absolue est comprise entre celles de ces deux segments. Les expressions de ces deux segments sont
. ™ Observation relative aux .signes des segments et du /apport ').. — Piocédé des anciens gijomètres. — Question de n
295. Nous n'avons fait aucune hypothèse sur le signe de la constante X, qui peut être positive ou négative; la position du
point f.^, déterminé par la relation '-j = '^ ou iJ.a. = ~X, dépend de ce signe; par conséquent, les deux solutions qui conviennent à un signe sont différentes des deux qui conviennent au signe contraire, de sorte que, si le signe de > n'est pas déterminé dans l'énoncé de la question, celle-ci admettra quatre solutions.
Quant aux signes des segments, dans le cas de quatre points, où l'on a l'équation - — '—-r- = X, le sens dans lequel on comptera
les segments positifs est indifférent, même quand deux points a, d ou h, y coïncident en un seul.
Mais pour le cas de trois points, exprimé par l'équation
"IHjU^ = X, il n'en est pas de même; on doit indiquer dans quel
sens se compteront les segments positifs, et, si ensuite on veut les compter dans le sens contraire, on aura deux nouvelles solutions; de sorte que, si l'énoncé de la question laisse ce sens indéterminé, on doit considérer qu'il y a quatre solutions. Toutefois, ces quatre solutions sont les mêmes que les quatre dues à l'indétermination du
QUESTIONS IlIVEItSfiS, KJ^
slgQC de la constante ; car, si un point m satisfait à l'équation
— -1— -:=X, dans l'hypothèse que les segments positifs sont
comptés à droite et que ta constante est positive, ce point conviendra encore si l'on compte les segments positifs vers la gauche et qu'on suppose la constante négative.
Ainsi, dans les deux cas de quatre ou de trois points, la question admet généralement quatre solutions quand on ne donne de signes ni à la direction des segments ni à la constante.
Les anciens regardaient la constante toujours comme positive et ne donnaient pas de signes aux segments ; cependant ils ne trouvaient, généralement, qu'une solution. D'après ce que nous venons de dire, ils auraient dû en trouver deux dans le cas de quatre points, et quatre dans le cas de trois points.
II y a là un fait mathématique qui mérite d'être remarqué et que l'on en recherche la cause : c'est que les anciens, qui probablement s'étaient aperçus de la multiplicité des solutions et qui cependant ne pouvaient pas les comprendre sous un principe unique, parce que la notion des signes pour exprimer la direction des segments leur manquait, introduisaient dans les données de la question une condition qui suppléait à l'usage des signes. Ils désignaient comme condition du problème la région dans laquelle devait se trouver le point cherché. On peut s'assurer que cette condition conduisait, pour une même valeur numérique de la constante, aux quatre solutions répondant aux signes -|- et — . Mais cet examen, qui est nécessaire pour se bien rendre compte de ce qu'était la Géométrie des Grecs et des difficultés auxquelles donnait lieu la non-admission des quantités négatives, serait ici superflu.
296. Question nE maxoicm ou minimum. — L'indication de la région dans laquelle doit se trouver !c point cherché ni donne lieu à une question de maximum ou minimum.
En efl"et, prenons le cas de quatre points exprime par l'cqua-
lion — r- — 77 = ^i et supposons que le segment hl/ soit compris
entièrement sur aa' et qu'on demande que le point cherché m soit situe à droite du segment aaf {fi g- Zi)- Le pointez, sera ou A gauche
yGoosle
1()6 THAITiî DE G
du point a OU à droite du pointy. Or, si le point y- est à gauche
de a, le rapportai égal àï, est toujours <; i et augmente quand i^
s'éloigne, jusqu'à devenir égal à l'unité quand ft est à l'infini. Puis, si l'on suppose que jj. revienne de l'infini à droite du point y, le
rapport^ augmente au fur et à mesure que f^ s'approche du pointe;
mais /J. ne peut pas franchir le point^", parce que, en deçà deysur le segment ef, il donnerait des points m, m' imaginaires. Donc, la
plus grande valeur qu'on puisse donner au rapport — ou X est
celle qui fait coïncider p avecy, et cette valeur est
/e [yjah'.a'b + yiab.a'b'f
Alors le point clierchc m est situé lui-même enf.
Mais, si l'on veut que le point m soit sur le segment è&', le point ,«
sera à droite de 6, et le rapport — sera minimum quand p coïncidera avec e, auquel cas le point cherché m se trouvera lui-même en e, et le rapport A aura pour valeur
^S [<^ab\a'b-^ab.a'b'f
Supposons maintenant que le segment bb' soit situé au delà de ad [fig- 33) et qu'on demande que le point m soit sur l'un des dciiK segments, sur iè'par exemple. Alors le point ft sera à
gauche de 6. Le rapport '— diminue, abstraction faite de son
signe —, quand [i. s'éloigne de Ê. Or ix ne peut pas franchir le poiniy, parce que le point cherché m deviendrait imaginaire ; donc la plus grande valeur qu'on puisse donner au rapport 1 est celle qui fait coïncider )e point y. enf. Cette valeur n
Si l'on demande que le point m soit au dehors des deux seg-
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ments aa', hV , le point ^ sera lui-même au dehors du segment ao, et le rapport X pourra avoir une valeur quelconque ; de sorte qu'il n'y a pas alors de question de maximum.
297. Ainsi, le problème de la Section déterminée donne lieu à trois cas de maximum ou minimum quand on indique dans quelle région , par rapport aux deux segments aa' et bb', doit se trouver le point cherché.
Ces questions d'impossibilité et de limite ne nous ont ofl'ert aucune difficulté, parce que nous y avons introduit la notion du point ft, milieu des deux points cherchés m, m', et celle de l'expression "^ égale au rapport )., qui sert à déterminer immédiatement le point jx.
Mais, à défaut de ce moyen de solution, c'est en raisonnant directement sur l'expression plus compliquée -. j-, — de la constante X qu'on a dû chercher, dans chaque cas, la position du point m, ses limites et les valeurs maximum ou minimum de X. Ces questions difficiles ont été fort bien résolues par Apollonius, qui a non-seulement déterminé les points limites e, J, mais est parvenu
aux expressions des rapports -r^-t — î telles que nous les avons
données.
La recherche de ces expressions présentait surtout de grandes difficultés, qui ont exigé toutes les ressources du géomètre. Car, Apollonius ne connaissant pas les différentes relations analytiques de l'involution dont nous avons fait usage, c'est au moyen de ligures et par des considérations de pure Géométrie, différentes dans les trois cas, qu'il est parvenu à la détermination des valeurs en question ('). Ce sont ses propres solutions, conservées par Pappus, que les géomètres modernes ont reproduites.
les ayons traitées, font le sujet dca pi-opoâitions 64, 61 et 62 du septième Livre d< Pappus, et 6â, 59, 62 de R. Sirnson.
Dans les deux premiers cas, les valeurs maximum ou uiinimum du rapport Jl trau' ïées par Apollonius sont celles que nous avons données, et c'est par des propriété! du cercle, différifiites dans les deuî cas, que l'auteur y est parvenu. Mais dans 1(
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On peut voir, par ce que nous venons de dire, que ce problème de la Section déterminée était dans la Géométrie ancienne et est resté jusqu'ici une question fort compliquée, résolue longuement et péniblement. Il faut se livrer aune élude approfondie deslemmes de Pappus qui s'y rapportent et de l'Ouvrage de R. Simson pour bien connaître et apprécier ses difficultés et la marche suivie par Apollonius dans les quatre-vingt-trois propositions dont son Ouvrage se composait.
qui forma le second du géomètre grec, bh méthode es il y emploie une fignre composée de triangles et asssi compliquée rapport maiimum diffère des premières; elle est
1 est identique à la nùtrc, en is quatre points b, a', b, V .
lie, qui a consacré huit propositions à ce problème, n'a traité qu'i imites ou d'impossibilité (celui qni fait le sujet des propositions G ! Simson) sans laisser entrevoir au Iceleut les autres cas. (Voir [. Edinburgh, iSai, in-S", p. Sg-SÎ.)
CHAPITRE XV
CUESTIORS DONT LA SOLUTION SE BiMÈNE A lA CONSTBLCTlOfi CES POIN' DOUBLES BE DEUX DIVISIONS HOIBOGRAFIIIQUES SUR UNE MÊME BBOIIE.
§ I, — Exposé de la méthode.
298. Il existe un grand nombre de questions qn'on pcutramener à la construction des points doubles de deux divisions horaographiques; de sorte que ces questions, qui, en Analyse, dépendent d'équations du second degré ou d'équations de degré supérieur qui se ramènent au second, se résolvent toutes par une construction uniforme, quoiqu'elles puissent n'avoir en apparence aucun lien de siniiKtude ; et cette construction est toujours irès-simple, même dans le cas où, par les méthodes ordinaires, on éprouverait des difficultés réelles, surtout à raison de la multiplicité des racines, qu'on ne pourrait éviter dans la mise en équation du problème.
Les deux divisions homo graphique s, dans chaque question, sont déterminées par trois couples de points correspondants. Les deux points de chaque couple sont donnés par une sorte de construction d'essai, qui n'est la bonne que quand les deux points qu'elle détermine se trouvent coïncidents. Cette méthode a de l'analogie avec les règles Ae fausse position en Arithmétique, et cette analogie est réelle; car, quoique fondée sur une construction géométrique, la méthode s'applique à la résolution d'un système d'équations du second ou du premier degré, et, pour celles-ci, la construction, traduite en Analyse, donne les mêmes expressions des racines que les règles dejausse position que l'on connaît {' ).
A raison de la diversité et de l'étendue de ses applications, cette méthode peut mériter ici une attention particulière; car ce qui
manque en Géométrie, ce sont des méthodes f^éiiérales et uniformes, propres cliacune à un grand nombre de questions, comme il en existe en Analyse.
La méthode dont il s'agit satisfait complètement à cette condition.
Au nombre des questions auxquelles elle s'applique se trouvent, parmi les plus faciles, celles qui ont fait le sujet des trois Ouvrages d'Apollonius, intitulés De la Section de raison. De la Section de l'espace et De la Section déterminée. Chacune de ces questions exigeait un grand nombre de propositions. Pappus rapporte qu il s'en trouvait dans le Livre de la Section de raison cent quatrevingt^une; dans celui de la Section de l'espace cent vingt-quatre, et dans celui de la .Section rfefeî'mrne'e quatre-vingt-trois. C'est que la solution ne se faisait jamais directement pour le cas le plus général de la question ; on procédait par cas particuliers, en s'élevant des plus simples à de plus composés ; la solution de chaque cas reposait toujours sur la solution des cas précédents. Outre cela, chaque problème donnait lieu à autant de questions différentes qu'il y avait de variétés dans les positions relatives des diverses parties de la figure. Dans les deux siècles derniers, où ces problèmes ont occupé d'éminents géomètres, don t plusieurs ont cherché à rétablir les trois Ouvrages d'Apollonius, c'est cette marche longue et pénible qu'ils ont encore suivie; et, bien qu'ils aient cherché à renfermer la solution de chacun de ces problèmes dans le plus petit nombre possible de propositions, il en a toujours fallu plusieurs pour s'élever des cas particuliers à la question générale. Ainsi, J. Leslie, dans son j4nalj'se géométriijue, consacre àla. Section de raison quatre propositions (propositions l-4> du second Livre), à la Section de l'espace six (propositions S-10) et à la Section déterminée huit (propositions H-18}; ce qui fait dix-huit propositions, tandis que par notre méthode une solution unique suffit pour les trois questions considérées dans leur énoncé le plus général,
La seconde solution que nous avons donnée du problème de la Section déterminée (291) est fondée sur cette méthode et pourrait suffire pour en montrer les usages; mais nous allons en présenter diverses autres applications, en choisissant principalement les questions qui, sous des énoncés généraux, comportent un grand nombre de corollaires et de qiiestions particulières.
§ IL — Questions où l'on considère deux divisions homographiqiies sur deux droites. Problèmes de la Section de raison et de la Section de l'espace.
299. Deux divisions homographiques sur deux droites dimnent lieu k deux genres de questions diff'érentes ; dans les unes on se pi-oposera de déterminer deux points homologues satisfaisant à certaines conditions, et dans les autres de déterminer deux segments homologues satisfaisant aussi à des conditions données.
Ces questions peuvent se présenter siius des formes trùs diverses; nous n'en donnerons ici que quelques exemples, le mode de solution étant toujours le même.
300. Étant données ntr deux dioitcs KL, EL' dcu^r. dh'isiiins homogra~ phiques, on demande de mener, par deux points donnés P, P', des dmites aboutissant à deux points homologues a, a' des deux divisions et faisant entre elles un angle de grandeur donnée.
On prendra arbitrairement le point a [fig. 34 ) sur la première droite AL, et l'on déterminera sur la seconde BL' le point homologue a' de la seconde division; puis on mèaera la droite Va' , et, par le point P, une droite fabant avec P' a' un angle égal à l'angle donn^ : cette droite rencontrera AL en un point «', Les deux points o et k' formeront deux divisions homographiques. En effet, les deux rayons P'a' et Pk', qui font entre eux un angle de grandeur constante, forment deux faisceaux holographiques (151), et, par conséquent, leurs traces a' et a' sur les deux droites BL' et AL, respectivement, forment deux divisions homographiques ; mais a' et a forment aussi deux divisions homographiques par hypothèse ; donc les deux points a et «' forment deux divisions homograjjhiques (106), et il est évident que chacun des deux points doubles de ces divisions fournit une solution de la question.
Comme on peut mener par le point P deux droites faisant avec Va' un angie égal à un angle donné, sauf le cas oii cet angle est droit, la question aura en général quatre solutions, et deux seulement quand l'angle donné sera droit.
301. Trois couples de points tels que a et «' suiEront pour déterminer les deux points doubles cherchés. Or, quand on prend sur la droite AL un point a et qu'on détermine le point a' conformément ii l'hypothèse, et le
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rayon Pa' faisant avec Va' l'angle donné, on peut considérer ([u'ou fait une construction d'essai qui réussirait si le rayon P«' coïncidait avec Pu, mais qui donne, en général, une erreur marquée par le segment o«', qui devrait être nul; et c'est au moyen de trois erreurs semblables données par trois constructions d'essai quelconques que l'on résout la question. Il y a donc une certaine analogie, comme nous l'avons dit, entre cette méthode générale et les règles arithmétiques de fausse position.
Mais on conçoit qu'ici l'on devra faire choix des données particulières qui sont propres i simplifier estrémement, comme nous l'avons vu ( 162 ] , la construction des deux points doubles de deux divisions homographiques, construction qui constitue la solution générale du problème.
302. On peut donner à la question un énoncé plus étendu, en demandant que les deux droites menées par les deux points fixes, au lieu de faire entre elles simplement un angle de grandeur constante, soient deux rayons homologues de deux faisceaux homographiques donnés. I^ question alors n'admet que deux solutions.
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II. — Problème de la Section de raison
i4. Étant données deux droites AL, BL', on demande de mener par un a une transversale qui forme sur ces deux droites, à partir de deux
QUESTIONS PIVEnSF.S. 2o3
poliiu Jî.res A, B, deux segments Aa, Ba' qui soient entre eu.r dans une raison donnée 1.
Concevons sur les deux droites \^g. 35) deux points variables «, a' lies entre eux par la relation
il". foimLiunt deux divisions lio r^uphiques de sorte que la question sera de mtner par le point p une transversale qui rencoutre les denx droites en lieux points homologues de ces divisirns, ce qui est un cas particulier de la question générale (300).
Nous diions donc que, le point a étant pris arbitrairement sur la droite
AL etlepoint a' d^ierminé par la rebtion — ; =: 1, si l'on mène le rayon pci'
qui rencontre la droite AL en un point «', ce point et le premier a formeront deuï divisions homograpliiques dont les points doubles fourniront les deux solutions de la question.
D'après cela, voici comment on construira ces points en se servant des points I et J', qui dans les deux divisions correspondent h l'infini ( ifil ).
Pour le pointi (position de a quand «' est à l'infini], on mènera par le point p [fig. 36) la parallèle à AL, laquelle rencontrera BL' en I', et l'on
prendra —— = 1. Le point V (position de a' quand a est à rinfini) se
détermine immédiatement par la droite pJ' parallèle à BL'. Soit O le milieu du segment IJ' ; il faut considérer ce point comme une position du point a et chercher la position correspondante de «'. Pour cela, on déterminera
sur BL' le point il' par la relation - — ; ::.--. À, et l'on mènera la droite pil' qui rencontre AL en 0'.
Enfin on prendra, de part et d'autre du point 0, les points e, / déterminés par la relation
oe = ~ 0/= \jmyAyy.
IjCS deux droites pe, p/ satisferont à la question, c'est-à-dire qu'elles ren~ contreront la droite BL' en deux points e',/ tels, que l'on aura
305. ObSERVATIOS BELATIVE AUX SIGNES DES SEGMENTS. ~ POUr faire
usage de la relation -— = )., il faut donner des signes aux segments comptés
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sur les tleux droites ii partir des deuï points fixes A et B, car, auîrement, à un point a correspondraient deux points a' situés de part et d'autre de l'orî gine B, de sorte que, si le sens des segments n'est pas prescrit, le problème, au lieu de deux solutions, en admettra quatre. Les anciens suppléaient à cet usage des signes en indiquant de quels côtés devaient se trouver les points cherchés, ainsi que nous l'avons dit au sujet du problème de la Section déterminée (295).
III. ^- Problème de in Sactioii de l'espace
306. Étant données deux droites AL, BL' sur lesquelles sont deuz points fixes A et B, on demande de mener par un point p une transversale qui forme sur les deux droites deux segments Aa, Ba' dont le produit ait une valeur donnée v.
Si l'on prend sur les deux droites IJÎg. $7 ) doux points «, a' sntisfiûsant
ces points forment deux divisions hom "graphiques (127); et il s'agit de mener par le point p une droite passant par deux points homologues des deux divisions.
La droite pa' rencontre AL en «', et les deux points a, a! forment deux divisions homographiques dont les points doubles fournissent les solutions de la question.
La droite pB marque sur AL le point J'. Pour le point I, on mène pi' parallèle à AL, qui marque sur BL' le point ï', et l'on détermine le point I par la relation AI . BI' — -j . On prend le milieu O du segment U' , et sur BL' le point il' déterminé par AO.Ba'^v; la droite pil' marque sur AL le point 0'. Enfin on prend, de part et d'autre du point 0,
Oe = — 0/= v'ÔO'.OJ^,
Les deux droites pe et p/ résolvent la «uestion.
Si le sens des sej-ments positifs n'est pas prescrit, le problème admeiti-a quatre solutions, de même que le précédent.
307. Étant données deux divisions homogi'apkiques sur deux droites L et L' i^g. 38], déterminer deux segments homologues qui soient vus de deux points donnés, sous des angles donnés.
OUESTIONS DIVERSES. aoî
Soient a, a et h, b' deux couples de points homologues des deux divisions; il faut déterminer ces quatre points de manière que les deux segments ttb et ^ y soient vus respectivement de deux points P, P' sous des angles donnés ip et tp'. Concevons qu'ayant pris un point a sur la droite L on forme l'angle aSb égal à -fi, et soient a' , h' les deux points de la seconde division qui correspondent aux deux a, h de la première. Que l'on forme l'angle a' P' g' égal à >)-' et que l'on fasse glisser le point a sur la droite L; les deux points h', ê' formeront deux divisions liomographiques dont les points doubles détermineront, évidemment, deux solutions de la question.
L'angle a'P'È' peut être formé à droite ou à gauche de P'«', ce qui donne deux systèmes diOërents de solutions, en tout quatre solutions, lesquelles se réduisent à deux quand l'angle ij-' est droit.
On peut aussi former l'angle àVb à droite ou à gauche de P«; mais les quatre solutions relatives à la seconde manière sont les mêmes que les premières, car, en changeant les lettres des deux côtés de chacun des angles aVb, a'P b' dans chacune des quatre solutions, c'est-à-dire en donnant la lettre a an cAté Pè et la lettre b au côté Pa, et de même pour l'angle a'S'h', on aura les quatre nouveUes solutions, qui, par conséquent, seront les mêmes que les premières.
308. On peut demander que les deux segments ab, a' b' soient de longueurs données : la solution dérive des mêmes considérations.
309. Étant données deux divisions liomographiques sur une droite, il existe deux couples de points homologues qui divisent hai-moniquement un segment donné ef.
division correspondent un conjugué harmonique de a par rapport aux deux points e, f. H faudrait, pour que les deux points a, a' satisfissent à la question, que a' coïncidât avec «', Or les deux points a' et tt! forment deux divisions homographiques dont chacun des deux points doubles satisfait à la question. Donc, etc.
En effet, à chaque point a de la première point a' dans la seconde division et un point «'
où l'on considère deux systèmes de deux divisions
310. Étant données deux divisions homographiques sur deux droites AL, A'L', et deux autres divisions homographiques sur deux autres droites BM, B'M', on demande de mener par un point donné P deux traiisrersales qui
STJPEHIEOnE. -
( les deux premières droites respectivement en deux, points de dlnsion homologues et les deux autres droites pareillement en deux points de division homologues.
Soient a et a' [fig. 89) deux points homologues des deux divisions sur les droites AL, A' L' ; qu'on mène la droite P a qui rencontre ia droite lîM en b, et soit b' le poinl homologue sur B'M'. La droite Vb' rencontre la droite A'L' en un point h'. On reconnaît aisément que les deux points <i', v! forment deux divisions liomograpliiques dont les points doubles résolvent la question.
311. On peut supposer que les deux droites AL, A'L' coïncident ensemble, ainsi que les deux BM, B'M'. Alors on aura deirx divisions licmographiques sur une même droite AL et deu\ aiities divisions homographiqucs
Ces deux droites AL, BM peuvent même se confondre en une seule dt, sorte qu'on aura deux systèmes de deuv divisions homogr iplnques aui une même droite, et la question sera de dttLimmei deux pointa qui soient homolugues à la fois dans tes deux piimiires dcisions et dans les deux autres.
Ces questions sont susceptibles d'applications tres-diverses. Nous en énoncerons une seule.
312. Etant données deux droites AL, BM, on demande de mener par un point P deux transversales qui intetveptent sur les deux droites deux segments de longueurs données 1 et ft.
Concevons sur la première droite un segment an' égal à \ et qu'on le fasse glisser pour lui donner différentes positions, les deux points a, a' formeront deux divisions homogra phiques, et, de même, un segment bb' egai à f( sur la seconde droite détermine deux divisions homogra phiques : do sorte que le problème rentre dans la question générale.
313. Au lieu de demander que les deux segments eut', bb' soient de longueurs données, on peut demander qu'ils soient vus de deux points fixes, respectivement, sous des angles donnés.
§ IV. — Questions diverses.
314. Étant données deux diniles L, L' [fig. 4o ), on demande de placer entre elles une corde a;i' qui soit vue de deux points donnés P, P' sous des angles donnés II, il'.
QUESTIONS
Qu'on prenne arbiti\iiroment un point a sur la première droite L, et qu'on forme sur ies deux rayons Pu, Va les deux angles a P a', aV a" égaux respectivement aux deux, angles donnés ii, il'; leurs seionds côtes rencontreront la droite L' en deux points «', a". Quand le point ii glissera sur la droite L, ces deux- points formeront deux divisions homogi aphiques, et chacun des deux points doubles de ces divisions donnera une solution de la question.
Si le sens dans lequel on doit former les deux angles îi, il' sur les rayons Pffl, P'd n'est pas indiqué, la question admettra huit solutions.
3io. Cas t
demande de placer entre ( donné et qui soit vue d'un s
■ I. L'un des angles peut être nul; alors on ux droites une corde jïassant par un point tre point sous un angle donné.
II. Au lieu de demander que la corde aa' S' angle il, on peut demander que sa projection si donnée. Et de même à l'égard de l'angle &' .
Les deux droites peuvent coïncider. Alors o vantes :
B du point P sous un axe soit de grandeur
Inscrir mrface à ua c
n triaiigie ABC [fig, 4i) un rectangle mnpq égal e.
Qu'on mène »)r parallèle à AC, on forme le parallélogramme »i« A/- équivalent au rectangle mnpq ou au carré donné. Nous supposerons donc que c'est ce parallélogramme qu'il s'agit de déterminer.
Concevons un autre parallélogramme Mn'Ar' de même surface; ses deux côtés M«', M/ rencontrent le côté BG du triangle en deux points «, a' qui formeront deux divisions homographiques quand on fera varier ce parallélogramme. En effet, puisqu'il a toujours même surface, on a
r les deux côti's AB, AC, deux
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divisions homographiques ( 127 ] . Oc les points «' et a forment deux divisions hoimograpliicjues, ainsi que les points r' et a' . Donc les deux points a et n' forment deux divisions homographiques (106). Il est évident que le point cherché m est un point double de ces deux divisions. D'après cela, on déterminera les deux points m qui satisfont à la question de la maniÈce suivante.
Les deux points I et J' des deux divisions seront en B et C. Par le milieu O de BC on mènera On" parallèle à AB; on prendra le point r" détermiaépar la relation kn" .Ki" -^-i. La parallèle à AC, menée par r" , déterminera sur BC le point O'. On prendra Om = v'OO'.OJ'. Le point m sera le sommet du parallélogramme demandé. Il existera au-dessous du point O un second point m qui sera le sommet d'un second parallélogramme snlisfaisant également à la question.
317- Étant donnés un polygone dea côtés et a points placés arhkraimment, on demande d'inscrire dans le polygone un autre poljgone dont les n côtés passent par ces a points.
Soient ABCDE [;fg-. 4^) le polygone donné, et P, Q, R, S,T les points par lesquels doivent passer les côtés consécutifs du poljgone chei-ché abc...
Hous allons déterminer le sommet a du polygone demandé, qui se trouve sur le côté AE,
Qu'on prenne arbitrairement sur AE un point a, et qu'en menant <"<P qui rencontre AB en b, puis 6Q qui rencontre EC en c, etc., on forme ainsi un polygone d'essai abc. . . , dont le dernier côté Te rencontre le côté AE en un point a! différent de a. Ces deux points a, a' forment évidemment deux divisions homographiques dont les points doubles seront les sommets de deux polygones satisfaisant à la question.
Remarque. — On peut diie que le polygone que l'on construit est inscrit au polyj;one donné ABGDE et circonscrit à un second polygone PQRST du même nombi-e de côtés.
318. Etant donnés trois points p, P, Q [fig- 43 ] et deux droites L, L', on demande de faiie passer par les tivis points les côtés d'un triangle ABC qui ait ses deu.K sommets A, B sur les droites L, L' et dont l'angle en C soit égal à ml angle donné.
Soit menée par le point p une droite rencontrant les deux L, L' ana clh; qu'on mène P&, puis Q<i' faisant avec P6 l'angle c égal i l'angle donné. Les deux points a et a' formeront deux divisions homographiques dont chacun des points doubles sera une solution de la question.
QUESTIONS DIVEKSES. 309
Oa résoudra de même la question suivante
Étant donnés \ï points quelconques et (n ^ i] divites aussi quelconques, on demande de foi-mer un polygone de n côtés, tel que ses côtés passent par tes n points, que ses sommets, moins un, soient situés sur les [n — 1) droites, et que l'angle au dernier sommet soit de grandeur donnée.
Ce problème comprend ]e suivant :
XJn rayon de lumière partant d'un point fixe et se réfléchissant successi-vement sur plusieurs droites, déterminer la direction que doit prendre le rayon initial pour que le dernier rayon léfléchi le coupe sous un angle
320. Obsenations. — Dans les questions précédentes, nous avons toujours considéré des divisions homogi'aphiques ; mais on conçoit qu'on pourrait aussi ramener tes questions à la considération de faisceaux homograjtliiques, soit dans leur énoncé, soit dans leur solution, laquelle dépendrait alors de la recherche dos rayons doubles de deux faisceaux ayant le même centre. Il est inutile de donner des exemples de ce genre de questions. La méthode sera toujours la même.
Le petit nombre de problèmes que nous venons de résoudre par cette méthode générale se rapporte aux figures rectilignes, parce que ce sont les seules dont nous devions nous occuper ici ; mais la théorie des s( niques donnera lieu à de très-utiles applications de la méthode.
- Résolution d'un système d'éqaations du premier ou du second degré.
I. Mquations du pi-emier degré
321. Considérons un système <J'équati(ms déterminées, du premier degré et de lj forme
ï■lJ-^-l'lZ^-■■'l = o,
Supposons qu'il y ait x' au lieu do x dans la dernière équation. Gela posé, si l'on donne à .1; une valeur arbitraire dans la première équation, il s'ensuivra dés valeurs correspondantes des variables j, s, . . . , et pour x' dans la dernière équation une valeur différente de celle attribuée à .r. Il fau-
yGoosle
tirait, pdiir que celle-ci fût une racine des équations, qu'elle rendit la dernière équation identique, c'est-à-dire qu'il en résultât la même valeur pour x'.
D'après cela, supposons que les variables x, ;y, ... représentent les distances d'autant de points X, T, . . -, situés sur une mâne droite, à une origine commune. La première équation exprimera que deux points variables X, Y forment deux divisions homographiques (131); la seconde que les deux points Y et Z forment aussi deux divisions homograpliiques; et ainsi de suite jusqu'à la dernière, qui exprime que les deux points V et X' forment aussi deux divisions homo^'rapliiques. Il résulte de cette série de divisions homographiques que les deux points extrêmes X et X' forment ensemble deux divisions homographiques (106) , et il est évident que le point double de ces deux divisions qui correspond à deux, valeurs égales de x et ^' fournira la racine en a: des équations proposées. Les deux divisions n'auront qu'un point double, parce que, d'après la forme des équations, ce sont des divisions semblables dont le second point double est à l'infini (164).
La résolution des équations se réduit donc à construire le point double de deux divisions homographiques semblables, ce qu'on fera au moyen de deux systèmes de points homologues ( 163 ) .
Soient donc a une valeur arbitraire donn^ à x dans la première équation et a la valeur résultimte de a^ dans la dernière équation, et pareillement b et b' deux autres valeurs correspondantes de x. A partir d'une origine A, on portera sur une même droite les segments A«, Aa', A6, Aê', égaux respectivement aux quatre nombres a, a\ b, b', et l'on déterminera le point c par l'équation
,,'A(5'— AS)— A§(A«'— Ak)
Or (A«'— A«), c'est-à-dire la différence entre la valeur a attribuée à dans la première équation et la valeur a de x dans la dernière équatio peut être considéré comme Ven-eur relative à la valeur d'essai a, et i
QUESTIONS DIVERSES
même (Aê' — AS) sera l'erreur relative à la seconde valeur d'essai i. Désignant ces deux erreurs par s et ;', on aura
C'est k formule connue dans la régie de fausse position.
Remarque. — Il est clair que ce mode de solution s'applique à des équations quelconques du premier degré entre un pareil nombre d'inconnues, sans qu'il soit nécessaire que cliacune des équations ne contienne, comme ci-dessus, que deux inconnues; car on pourra totijoiirs, par voie d'addition, ramener les équations proposées à ia furnie des précédentes.
II, — Résolution d'une équation du second degré. 322. L'équation du second degré à une seule inconnue
peut se résoudre par les mêmes considérations, c'est-à-dire par la construction des points doubles de deux divisions homographiques. Pour cela, on l'écrira ainsi,
et l'on rej^arderaa^el J^' comme représentant les distances de deux points»!, m' à une origine commune sur une droite indéfinie; l'équation exprimera que ces deux points forment deux divisions homographiques, et les points doubles de ces deux divisions détermineront les racines de l'équation pro- |>o8ée, lesquelles seront les distances des deux points doubles à l'origine. Cette construction conduit à l'expression connue des racines de l'équation ; mais il est inutile de nous arrêter à ces détails.
III. — Résolution de deux équatiom à ileu.i 323. Soient les deux équations
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Ecrivons dans la seconde x' au lieu de x\ nii aura
(3) ji'+vj +/y + .' = o.
Si l'on regarde J7, ^ , j;' comme les distances de trois points m, m' , m" à une origine commune, \a première équation exprimera que les deux points m, m' appartiennent à deux divisioas liomograplûques, et 1 équation (3) que les deux m' et m" forment aussi deux divisions liomographiques 11 s'ensuit que les divisions formées p 1 d j 1 m
graphiques entre elles, et il est d n q 1 i m d bl d deux divisions détermineront les 1 11m \ f
aux équations proposées; celles d 1 11
Voici comment on appliquera ce dd Ibngm q On donnera à sr, dans la premi j un 1 b ai a
l'on en conclura la valeur corresp d n d j qtu m d 1 d
équation, donnera une valeur a' à P li m au \ b
de X dans la première équation coi p nd 1 6 d n 1 od
équation; et enfin on formera de m ] 1 d 1
c'dea:.
Oa prendra sur une mÉmc dro p ti d A d ^
ments A«, Ak', Aê, AS', Ay, Ay j U m ml
a', b, b', c, c', et l'on cherchera les points doubles e, f des deux divisions homograpbiques déterminées par les deux séries de trois points a, ë, y et a', ë', y'. Les deux segments Ac, A/"seix)nt les racines en x des deux équations proposées.
On pourra déterminer ces deux points doubles par la construction générale (271); maison la simplifie, comme nous avons vu (l(il), en prenant a
et b' infinis, et c ^ ■ Représentons, dans cette hypothèse, a' pary',
b par /, c=i '— par o et c' par o'; les racines cherchées seront
Résolution d'un nombre quelconque d'équations.
32i- Cette méthode s'applique à un nombre quelconque d'équat la forme des précédentes, et c'est dans ce cas surtout qu'elle peut èti
QUESTIONS r
Soient n équations entre n inconnues .r, j, s, (, . . , ", de la forme
Il est évident que, comme dans le cas de deux équations seulement, si l'on regarde les variables x, y, z, ... comme exprimant des segments comptés sur une œâme droite à partir d'une origine commune, chacune desn équations exprimera deux divisions honiographiques. Par conséquent, les valeurs arbitraires données à x dans la première équation et les valeurs qui en résulteront pour x dans la dernière équation détermineront deux divisions homographiques dont les points doubles correspondront aux deux racines en x qui satisfont aux équations.
325. Remarque. — En combinant les équations par voie d'addition, on pourra en remplacer une partie par d'autres, équivalentes, oii les variables seront mêlées et se trouveront plus de deux dans une même équation. La méthode s'appliquera Jl ces nouvelles équations, et, en général, elle s'appliquera à un système d'équations qu'on pourrait ramener, par voie seulement d'addition [et de multiplication par des coefBcients numériques), à la forme des 1 équations précédentes.
CHAPITRE XVI
PROPRIÉTËS RELATIVES A DES SYSTÈMES DE l'OlNTS SITUÉS EN LIGNE DROITE. — APPLICATION A LA DÉCOB POSITION TES FRACTIONS RATIONNELLES LN FHACTIONS SIMPLES.
5 I. — Systèmes de points en 1.
î droite.
326. Les relations entre trois ou quatre points dont nous avons fait si souvent usage ne sont que des cas particuliers de certaines propriétés générales concernant un ou deux systèmes de points en nombre quelconque sur une même droite. Ces propriétés, qu'on peut comprendre toutes dans une même proposition dont la démonstration est très-simple, méritent de trouver place ici, d'autant plus qu'on déduit naturellement de cette seule proposition une théorie algébrique importante, celle de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
i. — Théorèm,
ériil.
327. Etant pi'is sur une même droite n points et {n -— i) points m, n, p, . . ., on a toujours, quelles qi positions de ces points, la relation
ic.od..
i.hn.hp. ..
77bd.. .ba
' soient les
Nous allons prouver que, si cette équation a lieu pour deus systèmes de {« — ■ i) et (/i — a) points, elle sera vraie pour deux systèmes ayant chacun un point de plus.
En effet, si l'équation proposée n'est pas identique quels que soient les n points a, i, ... et les (w — i) points m, n, . . . , on peut regarder tous ces points comme fixes, à l'exception d'un seul
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qu'on déterminera de manière que l'éqiiation soit satisfaite. Supposons que ic point inconnu appartienne au second système et soit le point m ; sa détermination se fera évidemment par une équation du premier degré, parce que ce point n'entre que dans un seul segment de chaque terme; par conséquent, il ne pourra exister qu'une position du point m. Cependant, si l'on fait coïncider ce point avec l'on quelconque de ceux du premier système, on satisfait à Téquation ; car, si c'est avec le point a, par exemple, elle devient
bn.bp. .
et celle équation entre deux systèmes de (/( — - i} et (/; — ■i) points est identique par hypothèse. Donc l'équation proposée a lieu pour plusieurs positions du point m ; donc elle est identique.
Ainsi il est prouvé que, si le théorème est vrai pour deux systèmes de [n — -i) et (« — 2) points, ill'esl aussi pour deux systèmes contenant chacun un point de plus. Or il est vrai pour deux points a, b et un point m, car on a
Donc il est vrai pour trois points «, h, c et deux m, n, et par conséquent pour quatre points a, b, c, d et trois m, n, p. Et ainsi de suite.
autrement. Si l'on regarde tous les points des deux systèmes, moins le premier a Aa premier système, comme fixes, et qu'on cherche à déterminer celui-là de manière à satisfaire à l'équation, on trouve que sa position dépend d'une équation du degré [n — 2), laquelle aurait cependant (n — ^i) racines qui correspondraient aux posilions h, c. . • . du point indéterminé a ; ce qui prouve que l'équalion est identique.
II. — Corollaires
328. Si dans l'identité (i) on suppose l'un des points du second système, Icpointi^ par exemple, situé à l'infini, et qu'on divise tous les termes par le segment a<j, le premier terme ne contiendra plus le point y et les termes suivants ne le contiendront que dans les
rapporis — ? — ) ■■ ■) qui deviennent tous égaux à l'unité; enfin le second membre — sera nul. On aura donc l'équaiion
ab.ac. . bc.bd. .. ' '"
entre ?i points a, b, ... et [/i — 2) points m, n, . . ■ .
Dans celte équation, on peut supposer que l'un des points m, n,. . . soit situé à l'infini, el l'on en conclut par le même raisonnement que l'équation a lieu entre n points «, S, ... et (/i — 3) points m, n, . . ., et ainsi de suite, de sorte qu'on a ce théorème général :
Etant pris sur une droite un système de n points a, b, c, . . . et un second système de points m, n, . . . en nombre inférieur à (n — i), on a toujours entre ces points, quelles que soient leurs positions, l'identité
329. Puisqu'un point du second système, supposé à l'infini, dis parait de l'équation, on peut faire disparaître tous les points successivement, et l'on arrive à ce tliéorème :
Etant donné un système de points a, li, c, . . . en ligne droite on a toujours entre eux la relation
bc.bd. ..bu
Ces propositions, déduites ici du tïiéorème primitif, se démontrent aussi directement par les mêmes considérations.
330. Réciproquement : De l'équation (a) entre n points a, b, . . . et deux points de moins, m, n, . . . , on peut remonter à l'équation ( i ), relative à deux systèmes dont le second n'a qu'un point de moins que le premier.
En effet, prenons cinq points a, b, c, d, e et trois points m,n,p\
DE POINTS SUR
ab.c
■n.ap
i.eb.t
Qu'on multiplie tous les termes par de et qu'on suppose le point e
, les rapports et l'équalion devient
ab..
dm .du .dp da.db . de
équation entre quatre points «, b, c, d cl trois points >n, n, p] ce qui démontre le théorème (327).
Ainsi, on peut dire que le théorème (328) a la même portée que celui d'où nous l'avons déduit.
]II. — Autres conséquences du théorème général.
331. Dans tontes (es équations précédentes, on peut supposer que deux ou plusieurs points du second système m, n, ... coïncident ensemble. Il s'ensuit que, en ne considérant qu'un seul point m, on a ce théorème :
Étant donnés n points a, b, c, . . . en ligne droite et étant pris sur cette droite un point quelconque m, on a les équations
ab .ac.ad. . . ' bc.bd. . .ba î pouvant prendre toutes les valeurs i, 2,-.., [n — i).
332. Quand les nombres [n — i) et («— i^e) sont pairs, le point m peut être pris au dehors de la droite sur laquelle sont les points a, b, c, . . . , et les équations subsistent.
En effet, soient (« — \)=2V,am ^ am := [am ) . Appelons m, le pied de ia perpendiculaire abaissée du point m sur la
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droite flè ; on a
Or, le point nif étant sur la droite ah, le premier terme du second membre est égal à l'unité et tous les termes suivants sont nuls (331); le premier membre est donc égal à l'unité, c'est-àdire tjue :
Htant donné un nombre impair (av -r- i) de points a, b, e, , . . en ligne droite, et étant pris un point quelconque m sur la droite ou au dehors^ indifféremment, on a toujours l'équation
ab.ac.ad. . . ' bc.bd. . .ba '
333. On démontre de même que, quand (« — i — s) est un nombre pair dans la seconde partie de la proposition (331), l'équation subsiste, c'est-à-dire que ;
Etant donnés n points a, b, c, . . . en ligne droite et un point m r/uelcont/ue sur cette droite ou au dehors, si 2V est un nombre pair plus petit que {n — i)., on, aura toujours
ab.ac.ad.. ." "*" bc.bd., .ba ''' ' °'
334. Si dans le ibéorème (332) ar -i- i 7= 3, il en résulte l'équation suivante entre trois points a, b, c en ligne droite et un quatrième point quelconque ;
5 BE POINTS Sl'B UNE DROITE.
C'est cette relation que nous avons déduite comme cas particulier d'une proposition (220) relative à trois couples de poinls et à un septième, placés d'une manière quelconque en ligne droite ( ' ).
- Décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
335. Les tlie'orèmes précédents, que nous avons déduits tous d'un seul, peuvent prendre diverses formes analytiques, qui donnent, entre autres, les formules connues dans la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
Considérons, sur une même droite, un système de [m -i- i) points a, b, a système de ni points m, n, /j, ... ; on aura, d'après le théo-
rème général (327), l'identité
Désignons par les mêmes lettres, respectivement, les distances de tous les points des deux systèmes à une origine commune; l'équation deviendra l'identité suivante entre les deux systèmes de quantités quelconques a, b.
(' J Cette propriété de quatre points en tiBne droite a été connue des anciens; elle fait parlio des lemmes da Pappus qui se rapportent aux deui Livres des Lieux plans d'Apollonius (voir prop. 125 et i'26 du septième Livre des Collections mmkëmatiqaes de Pappns]. Quelques outres lemmes concernant le triangle peuvent se rattacher au cas de trois points pris sur une même droite et un quatrième pris au debors : toutefois on n'y voit pas la proposition dans son énoncé général. Mais elle pouvait se trouver dans l'Ouvrage d'Apollonius : il est il remarquer que K. Sirason, en rétablissant ces deux Livres des Lieux plans, a ajouté cette proposition aux lemmesde Pappus et s'en est servi. {Jpollomî Pergisi Locorrim plaiiorum Li6ii 11. GlasBiiS, 1749, in.4".)
En citant dans V Aperçu historique (p. 175) les auteurs qui ont fait usage de cette proposition, le nom de Carnot nous a échappé. Non-seulement ce géomètre démontre le théorème dans sa Géométrie de position, mais il le signale comme Tondamenlal (-Loirp. 363 et Z<ji). M. T. -S. Davies, le savant professeur de l'Académie royale militaire de Woolwich, l'a démontre aussi, en citant la Géométrie de position, dans le second Volume de son édition du Cours de Mathématiques du D' Hutton (1S41- 1843), édition qui se distingue des onze précédentes par de nombreuses additions dont plusieurs se rapportent aux méthodes de la Géométrie moderne.
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(o-i|(o-»)lo-i).,.l«-.,l "" (»-»)(i-4)(,-„)...
Supposons que les quanlités du premier système tr, 6, c, . . . , m( dernière ar, soient les racines d'une équation F[.r)=:o, et que m,n, j soient aussi les racines d'nneequaliony(j?] := o, de sorte qn'on ait
L'équation devient
A ?(<■) , A rCI A ,[»)^
Dans cette formule, F(3^] et^i(a;) sont deux polynômes du même degré; si y(jr] est d'un degré quelconque inférieur à celui du dénominateur F( j^), le coefficient k est nul, et il vient
C'est la formule connue pour la décomposition d'une fraction rationnelle :n fractions simples.
33(3. Le théorème général d'où nous venons de déduire ces formules e; iisceptible d'une autre interprétation analytique.
Prenons l'équation (i) entre m points a, b, c, . . . et [m — \] points m, n-i p, . . . , et représentons par les mêmes lettres, respectivement, les distances de ces points à une origine commnne ; l'équation devient
Supposons, comme précédemment, que «, S, c, ... soient les racines d'une équation F(a:) = o du degré m, et m, ", . . . les racines d'une équation ff[a^) ^^o d'un degré moindre d'une unité ; on aura
F(.r)=rAaT"' -s- Bj^'"-' ^ . - . =A(j: — «](.r — &]...,
ei l'équation devient
Si l'on suppose S ^ o, auquel cas la fonction y {^) est d'un degré quelconque inférieur à (m — i), il vient
C'est la formule d'Euler, Elle répond à l'équation ( 2, 328) entre deux systèmes de points. On y peut supposer que f{^] soit du degré o, et l'on en conclut
Z;F'io)
337. Ces considérations, par lesquelles on rattache ces formules d'Analyse à une même proposition de Géométrie dont elles sont des expressions
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difTéi'eiites, mniitrent qu'à part la dernière, <]iii e fonctioD, elles ont toutes la même étendue, et que l'on peut passer de l'une à l'autre iadifféremment. Et en effet on passe, comme on sait, très-facilement de l'équation {c) a l'équation [/>] {').
III. — Jutres formules dans lesquelles f{3:] est d'un degré supérieur à celui de 7 [.T.].
Soient les deux polynômes
Oii veut décomposer le rapport t^j—-. en fractions dont les dén o minât eu f
soient tous du premier degré.
Que l'on conçoive un premier système de (m -i- t ) points a,b, . . . , ^'. . et un second système de m points m, «,...; on aura la relation
et par conséquent, en regardant a, li, . . . . x' , x et m, ii, . quantités.
Supposons que «, /',... soient les [m — i) racines de l'équation F(j;):=o et m, n, p, . . . celles de l'équation f [-r] ■= o ; l'équation précédente deviendra
B fi."] , , B »(.«') , B ^W
{') Voir, par esemple, le Journal de Mailiémailques Je M. Lioiiville, l.XI,p.^Cïi
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rM'H''}^^ ' 'Lu Z(".-*')(«--)F'(«)J'
Cette formule satisfait à la (luestion ; x' est un nombre arbitJ-aire. Si l'on suppose a-' = o, il vient
339. Si f{x] ostdu<logré(m — i), corameF(.r), a sera nul ctl'éqitalion ,c icdiiit à
F(ij r(o)* ■Z«(.»-«)F'(-)'
Or, d'.iprès lu formule («), ou .-i
B+Z(«-«)F(») Flo)^ L"
St(°) / ■■■Aylo) e (^-«)F'(„jV' ;j-F(o) B
Z,»F'(«) B Fio)'
tiens dont les dénominateurs soient du premier degré.
Concevons (m + i] points a, b, . . ., x", x' , x at m points m, n, . aura l'identité
x'x.x'a.x'b.-.x'x" xa.xb...x.
224 TUAITIi DE GEOMETRIE SUPERlEtRE. — CHAPITRE S
et par coiiséqueni, en désignant par les mêmes lettres a, h et m, «, . . . les distances de ces pointa ii une orif
Supposons que les quantités du premier système a, b, . . ., moins j:", a;' et x, soient les ruci nés de l'équation F( j;) := o et que les quantités du. second système m, ?(,.. . soient les racines deTéquation jj(a;) ^ o; on aura
F(^;=Cj:'"-'4-D^"'-^H- ... r=C (.7.- — -))(.>• — i).. ,, et l'équation devient
c fM j ^5 _ t(»')
Cette formule satisfait à la question. Les deuï constantes a;', j:" sont arlii-
On voit comment on opérera danslecasoù, ^[j:] restant du degré™, F{x serait du degré [in — 3), ou (m — 4 ■■ ■ ■ ■ ■ I^ous n'avons pas besoin de fain
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remarquer (ju'il entre toujours dans le développement de
ri')
autant de quantités arbitraires a'', x", . . . qu'il y a d'unilés dans lu diflérence des degrés des deux polynômes ï[^) et F(-'')-
CHAPITRE XVII
DIVERS mOlJES DE UliSClilPTlON !) UKE BHOIIK PAB POINTS. — SÏSTÈUE DU DROITES PASSANT TOUTES PAR UN HEhe point.
g I. — Description d'une droite par points.
341, Le th c or c me relatif à deux faisceaux homographiques qui ont deux rayons homologues coïncidents (110), et la propriété de deux divisions tiomograpLiques faites sur deux droites dont le point de rencontre est la réunion de deux points homologues (108), donnent lieu à diverses propositions intéressantes ; et quoique plusieurs soient connues et fort anciennes, nous allons les reproduire ici, à raison de l'extrême facilité avec laquelle elles dérivent naturellement des théories précédentes.
342. Etant donnés un angle et deux points O, O' en ligne droite avec son somtnet, «', autour d'un point Jîxe p on fait tourner une transversale <jiii rencontre les côtés de l'angle en a et a', le point de concours m des deux droites Oa, O'a' engendrera une droite (fig.44)'
En effet, les points a, «'forment sur les deux droites SA, SA' deux divisions homographiques (107); les rayons Oa, O'o' forment donc deux faisceaux homographiques. Mais le point S est la réunion de deux points de division homologues; les deux faisceaux ont donc deux rayons homologues coïncidents suivant la droite 00'. Donc leurs rayons homologues se coupent deux à deux sur une droite (HO). c. q. f. d.
Remarque. — ■ La droite lieu du point m passe par le point n, intersection de SA et pO', et par le point ^, intersection de SA' et pO; il en résulte que la figure présente un hexagone pOa&t/O' inscrit aux deux droites paa' et OSO' et dont les trois points de concours des côtés opposés sont m, n, p. Or, d'après le théo-
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vkiaB, ces trois points sont en ligne droite; on retrouve donc la propriété de l'hexagone inscrit à deux droites, déjà démontrée directement (Hi) {' ).
343. Si autour d'un point Jixe p on fait tourner une Vansversale ejui rencontre deux droites jixes en deux points a, a', et que de deux autres points fixes P, P', en ligne droite avec le premier, on mène des rayons à ces deux points respectivement, le point d'intersection de ces deux rayons décrira une ligne droite passant par le point de concours des deux droites fixes.
En effet, les deux points o, a' {fig- 4^) marquent sur les deux droites deux divisions homographiques (107); par conséquent les deux rayons P«, Va' forment deux faisceaux horaographiques. Ces deux faisceaux ont deuxrayons coïncidenls suivant la droite PP'. Donc leur point d'intersection décrit une ligne droite (HO); et cette droite passe par le point d'intersection des deux SA, SA', parce que deux rayons homologues passent par ce point.
Remarque. — ■ Les deux rayons Prt, Va' rencontrent les deux droites SA', SA respectivement en deux points a, a*, et la droite a.c^ tourne autour d'un point Jlxe R situé su?' la droite pPP' ; car ces deux points forment deux divisions ho m o graphique s dans lesquelles le point S représente deux points homologues coïncidents (107). Conséquemment, les droites ota! concourent en un même point (108); et ce point est sur la droite pPV, parce que cette droite est elle-même une des positions de la ligne xa'.
344. On peut considérer que les trois droites qui tournent autour des trois points fixes p, P, V forment un ti-iangle aina' dont les deux sommets a, a' glissent sur deux droites fixes ; le troisième nt décrit aussi une droite. Sous ce point de vue, le théorème s'étend à un polygone d'un nombre quelconque de côtés, ainsi qu'il suit :
Etant donné un polygone de n côtés, si on le déforme en fai-
(') Co théorème, soua un énoncé différent, se trouve dans les Collections mathimaHV^dePappuaCliv. Vit, prop. 138, 130, 141,143), au nombre dea lemuies qui so rapportent aux porismea d'Euclîde. Cette remarque est due à Poncelot. (Voir Traité, des Propriétés projectives des figures, p. 90.)
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sant tourne/- tous ses côtés autour d'autant de pôles situés en ligne droite, de manière <jue tous ses sommets, moins un, glissent sur des droites fixes, i° le dernier sommet décrira une ligne droite', et 2° le point de concoujs de deux côtés quelconques non contigus décrira aussi une droite.
Soient a, d, ce', ..., a,, (fig- 4fJ) 'es n sommets du polygone dont les n côtés «„ a, ad, . . . tournent autour de n pôles fixes P, P', P", . . . situés en ligne droite, tandis que ses [n— i) premiers sommets a, d, .. . glissent sur (h — 1 ) droites A, A', ... ; je dis que le dernier sommet «n décrit une ligne droite, et que îe point de concours de deus côtés quelconques, tels que ad et d' d" , décrit aussi une ligne droite.
En effet, deux côtés consécutifs, tels que ad et dd' , qui tournent autour de deux points fixes P, P*, forment deux faisceaux homographiques, puisque leur point d'intersection glisse sur la droite A'; et dans ces deux faisceaux la droite PP" est un rajon commun (109). Pareillement, le côté suivant d'd" forme autour du point P" un faisceau homographique à celui formé autour du point P' et, par conséquent, à celui formé autour du point P; et ainsi successivement des faisceaux formés parles côtés suivants. De sorte que deux côtés quelconques forment, en tournant autour de leurs deux pôles fixes, deux faisceaux homographiques dans lesquels la droite PP*?"... est un rayon commun. Donc l'intersection de ces deux côtés décrit une ligne droite. Ce qui démontre les deux, parties du théorème ( ' ).
§ n. — Propositions dans lesquelles on considère des droites concourantes en un même point.
34o. Étant donné un angle KS?!^ [fig. Aj), si, autour de deux points fixes O, O', en ligne d/'oite avec son sommet, on/ait tourner
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deux rayons dont le point de concours m glisse sur une droite Jixe L, la droite qui joindra les points de rencontre a, a' des deiuc côtés de l'angle par ces deux rayons, /-espectifement, passera toujours par un même point Jixe.
En effet, les deux droites O m, (y m forment deux faisceaux homographiques dont deux rayons homologues coïncident suivant 00' ( 109 ) ; par conséquent, les deux points a, a' marquent sur les deux droites SA, SA' deux divisions homographiques qui ont deux points homologues coïncidents en S ; et, par suite, les droites aa' vont concourir en un même point (108). c. q. f, d.
Remarque. ■ — ■ Ce théorème aurait pu se conclure immédiatement de ia proposition (342) dont il est la réciproque (').
3i6. Si les trois sommets d' un triangle glissent sur trois droites fixes concourantes en un même point, tandis que deux de ses côtés tournent autour de deux points fixes, le troisième côté tournera autour d'un troisième point Jixe en ligne droite avec les deux premiers.
Soit aa'a" {Jig- 4^) le triangle dont les trois sommets glissent sur les trois droites SA, SA', SA", pendant que ses deux côtés aa', aa" tournent autour de deux points fixes P, P'; je dis que le Iroisièroe côté a'a" passe toujours par un même point situé sur la droite PF.
En effet, les deux droites Pa, Va forment deux faisceaux homographiques, puisqu'elles se coupent sur la droite SA. Donc les points a', a" qu'elles marquent sur les deux droites SA', SA" forment deux divisions homographiques, 11 est évident que le
(' ) Ces deui propositions ont leurs analogues dans l'espace, dont voici l'énoncé :
Éiaiii donnés, dans l'espace, un triangle et on angle triidre ayant son sommet situé
dans le plan de celle figure, si de chaque point d'un plan fixe on mène tiois plans
passant par les trois cStés du triangle, lesquels rencontreront respectivement les trois
Et réciproquement : Si autour d'un point fixe on fait tourner mt plan transversal qui rencontre les trois arêtes de l'angle triè/lre eu trois points, et que par ces points ou mène trois plans passant respectivement par les côtés du triangle, le point d'iuter-
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point s est la réunion de deux points homologues de ces deux divisions. Donc la droile «'a" passe par un point fixe (108). Ce point est situé sur la droite PP*, parce que cette droite est une des positions de la droite o'n". Le théorème est donc démontré.
Remarque. — Ce théorème peut être considéré comme la réciproque du théorème (343), et s'en conclure sans une nouvelle démonstration. Il s'étend à un polygone d'un nombre quelconque de côtés, comme il suit.
347. Etant donné un poljgoue de a côtés, si on le déforme en faisant glisser ses a sommets stu' des droites concourantes en uji même point, tandis que ( n — i ) de ses côtés tournent autour de (n — i) points fixes pris arbitrairement, le n'*^'"^ côté du polygone tournera autour d'un point fixe, ainsi que chacune de ses dia-
Soit add' d" . . . {fig. 49) 1^ polygone dont les sommets a, d, a", . . . glissent sur des droites A, A', A", , . . toutes concourantes eo un même point S, pendant que ses (k — -i) côtés ad, da", d'à'", . . . tournent autour des points P, F, P", ... pris arbitrairement. Je dis que le dernier côté aa„ passera toujours par un même point, et qu'il en est de même de chacune des diagonales telles que dd". ....
En effet, deux points contigus d, a" marquent sur deux droites SA', SA" deux divisions homographiques dont le point S est un point commun, puisque le côté a'a" tourne autour d'un point P' ( 107). Pareillement, le point suivant a'" marque sur la droite SA'" une division qui est homographique à la division marquée sur A", et, par conséquent, à celle marquée sur la droite A'; et ainsi de suite. Donc deux sommets quelconques forment surles deux droites qu'ils parcourent deux divisions homographiques qui ont un point commun en S, point de concours de ces droites. Donc la droite qui joint ces deux sommets tourne autour d'un point fixe; ce qui démontre les deux parties du théorème.
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CHAPITRE XVIII
RiÉTÉs DU quadhilàière relatives a
ET A LA DIVISION harmonique.
3i8. Toute transveisale menée dans la plan d'un quadrilatère rencontre ses quatre côtés et ses deux diagonales en six points qui sont en inyolution.
Soit ABGD le quadrilatère [fig- 5o). Une transversale L rencontre en a et i/les deux côtés opposés AB, CD; en h et h' les deux autres côtés AD, BC ; et en c et c' les deux diagonales AC, BD. Les six points a, a'\ b, h' et e, d , conjugues deux à deux sont en involution.
En effet, les quatre droites issues du sommet A, savoir AB, AC, AD et A c' rencontrent la diagonale BD aux mêmes points que les quatre droites issues du sommet C, CB, CA, CD et Ce'. Le rapport anharmonique des quatre premières est donc égal à celui des quatre autres. Conséquemment le rapport anharmonique des quatre points a, c, b, c' , dans lesquels les quatre premières droites rencontrent la transversale L, est égal à celui des quatre points h', c, a', d, dans lesquels les quatre autres droites rencontrent la même transversale.
On peut changer l'ordre de ces quatre derniers points et écrire a', c', V , c (44), Or ces quatre points, comparés aux quatre premiers «, c, h, d, un à un respectivement, donnent les trois systèmes a, a'; b, b' et c, c. El puisque le rapport anharmooique des quatre points a, b, c, d est égal à celui des quatre points correspondants «', b' , c', c, on en conclut que ces trois systèmes de deux points», fl'; h, i' et c, o' forment une involution (188).
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349. CoKSTIlT!CTIo^ Dxi sixiJsME POiiiT o'iiHE invoLUTios. — Le théorème (3-i8) peut servir pour déterminer par de simples intersections de lignes droites le sisième point formant, avec cinq points donnés, une involution. En effet, soient b, b' ; c, c' deux couples de points conjugués, et a le cinquième point dont il s'agit de trouver le conjugué a*. On mène par le point a une droite indéfinie sur laquelle on prend arbitrairement deux points A, B. Les droites AS, Ac rencontrent, respectivement, les droites Bi/, Bô' en deux points D, C ; et la droite CD détermine le point a' .
350. Dans tout quadrilatère, les deux diagonales divisent harmoniquement la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
Cette proposition est une conséquence du théorème précédent ; il suffit de prendre pour la transversale L la droite qui joint les points de concours des côtés opposés; chacun de ces deux points est dans l'involution un point double. Ils divisent donc harmoniqucment le segment compris entre les deux diagonales. Du reste, la démonstration du théorème général s'applique d'ellemême à ce cas particulier.
Observation. — On peut dire aussi qu'une diagonale est divisée harmoniquemenl par l'autre diagonale et la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
35L Comsthuctiob dv quatiiiême harmonique a trois points DONNÉS. — La proposition précédente peut servir pour trouver, par de simples intersections de lignes droites, le quatrième harmonique à trois points donnés. Ainsi E, F et /( f^g- 5i) étant les trois points donnés, on veut déterminer le point g conjugué harmonique de li par rapport aux deux E, F. On mène par les points E, F deux droites quelconques EC, FC; par le point /( une transversale qui rencontre ces deux droites en D etB; puis les deux diagonales FD, £B qui se eoupeni en A ; et cniin la droite CA qui détermine le point g {']■
(') La théorie des sections coniques nous oflrEra différentes a cunsiruire le quatrième point d'une proportion harmonique.
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352, Les six droites menées d'un même point aux quatre sommets et aiLX points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère forment un faisceau en involution.
Soient ABCD le quadrilatère [fig. 02); E, F les points de concours de ses côtés opposés; O le point d'où l'on mène les six droites OA, OB, .... La droite OE rencontre les deux côtés opposés AD, BC en deuit points e, e'; de sorte qu'on a sur ces côtés deux séries de quatre points A, D, e, F et B, C, e', F dont les rapports anharnioniques sont égaux, puisque les trois droites AB, DC, ecf concourent au même point E. Il s'ensuit que les quatre droites OA, OD, OE, OF ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites OB, OG, OE, OF. On peut changer l'ordre de celles-ci et écrire OC, OB, OF, OE (49), de manière que les quatre droites OA, OD, OE, OF correspondent une à une, respectivement, aux quatre OC, OB, OF, OE. Alors on a les trois systèmes de deux droites conjuguées OA, OC ; OD, OB et OE, OF qui sont telles, que quatre droites appartenant aux trois systèmes ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites conjuguées. Donc les six droites forment une involution (230).
autrement. La proposition se peut conclure directement du théorème (S^S); el réciproquement.
En effet, les deux droites OA, OB donnent lieu au quadrilatère OAFB dont les deux diagonales sont OF, AB. La droite DC coupe les quatre côtés et les deux diagonales de ee quadrilatère en six points qui sont en involution (348). Donc les six droites OA, OC; OB, OD et OE, OF, qui passent par ces six points, sont ellesinvolution. c. o. F. p.
353. CoROLLAiKE. — Le poinlO peutêtreà l'infini; alors les six droites menées par les sommets et les points de concours des côtés opposés du quadrilatère sont parallèles, mais elles rencontrent toujours une même droite en six points en involution. Nous dirons donc que : Les projections des quatre sommets et des deux points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère^ sur une droite, sont six points en involution.
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354. Supposons que le point par lequel on mène des droites aux sommets el ans points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère soit un des points d'intersection des deux circonférences de cercle décrites sur les deux diagonales, comme diamètres ; les droites menées de ce point à chaque couple de sommets opposés seront rectangulaires ; il s'ensuit que les deux autres droites de l'involution seront aussi rectangulaires (253), et, par conséquent, que la circonférence décrite sur la droite qui joint les points de concours des côtés opposés, comme diamètre, passera par les mêmes points que les deux autres circonférences. On a donc ce théorème :
Les trois circonférences de cercle tjui ont. pour diamètres les diagonales et la droite e/ui joint les points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère, ont, toutes trois, les mêmes points d'intersection.
Et, par conséquent;
Les points milieux des deux diagonales d' un //uadrilatère et le milieu de la droite ijui joint les points de concours des côtés opposés sont en ligne droite.
Ce second théorème sera démontré plus loin d'une manière plus directe, et comme cas particulier d'une autre proposition (3S8).
355. Dans tout tjuadrilatère, les deux diagonales et les droites menées de leur point de rencontre aux points de concours des côtés opposés forment un faisceau harmonique.
Cette proposition résulte, comme cas particulier, du théorème général (352), et se démontre aussi directement de la même manière.
On peut encore la conclure du théorème (350). Car, puisque les deux points g, h [fig- 5i) divisent harmoniquement le segment EF, les deux droites ig, ih sont conjuguées harmonique s par rapport aux deux droites j'E, tF; ce qui exprime le théorème.
356. Etant pris arbitrairement un point P dans le plan d'un quadrilatère, les polaires de ce point relatives aux trois angles
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dont l'un est formé par deux côtés opposés du tfuadrilatère, le second pai- les deux autres côtés opposés, et le troisième par les deux diagonales, ces trois droites, dis-je, passent par un même point P.
Nous appelons polaire d'un point P, relaLive à un angle, la droite conjuguée harmonique de celle qui joint le point P au sommet de l'angle, par rapport aux deux côtés de cet angle (83).
Soient ABCD {Jîg- Sa l>is) le quadrilatère, et P'ile point de rencontre des polaires du point P relatives aux deux angles AEB, AFD formés respectivement par les deux couples de côtés opposés. Je dis que la polaire relative à l'angle DGC des deux diagonales passe par ce point P'. En effet, la droite PP' rencontre les quatre côtés et les deux diagonales du quadrilatère en six points qui sont enînvoIution(3'48). Or les deux points P, P' sont conjugués harmoniques par rapport aux deux poîn ts appartenant aux deux premiers côtés opposés, et par rapport aux deux points appartenant aux deux autres côtés opposés, puisque P' est en même temps sur les deux premières polaires. Donc les deux points P, P' sont les points doubles de l'involution (211); donc ils divisent harmoniqueraent le segment compris sur la transversale entre les deux diagonales ; donc le point P' appartient à la polaire du point P relative à ces deux diagonales. Le théorème est donc démontré.
357. CoTioi.i.AiRE- — Si le point P est à l'infini sur une droite menée arbitrairement dans le plan du quadrilatère, sa polaire par rapport à deux côtés opposés passera par le milieu du segment intercepté sur cette droite entre les deux côtés (84) ; on en conclut ce théorème :
Une transversale étant tracée dans le plan d'un (juadrilatère, la droite menée du point de concours de deux côtés opposés au point milieu du segment intercepté sur la trajtsversale entre ces deux côtés ; la droite menée semblablement du point de concours des deux autres côtés au point milieu du segment compris sur la transversale entre ces deux côtés; et enfin la droite menée du point de rencontre des deux diagonales au point milieu du segment compj'is entre ces deux droites; ces trois di'oites, dis-je, passent par un même point.
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358. Etant donné un quadrilatère, si l'on mène une tranwejsalu qui rencontre ses deux diagonales et la droite qui joint les points de concours des côtés opposés, et qu'on prenne sur ces trois droites les points qui, awec la transversale, les divisent harmoniquement, ces points seront en ligne droite.
Soient g, h, i [fig- 53) les trois points provenant de l'intersection des deux diagonales AC, BD et de la droite EF par une transversale L; eL soient g', h', i' les conjugués harmoniques de ces trois points par rapport aux trois droites AC, BD, EF, respectivemenl. Je dis que les trois points ^, h', i' sont en ligne droite. En effet, soit O le point de rencontre de la droite ^k' et de la droite L ; les droiies menées de ce point aux quatre sommets et aux deux points de concours des eôtés opposés du quadrilatère sont en învolution (3S2). Or les deux droites O^, Og' sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux OA, OC, parce que les points g et ^ divisent harmoniquement la diagonale AC ; elles le sont aussi par rapport aux deux OB, OD, par une raison semblable. Donc elles le sont aussi par rapport aux deux autres droites de l'involution, OE, OF (251). Mais la première passe par le point i; donc la seconde passe par le point i'. Ce qui démontre le théorème.
CoKOLiAittE. — ■ Si la droite L est à l'infini, les points g', h', i' seront les milieux des droites AC, BD, EF ; par conséquent : Dans tout quadrilatère, les points milieux des deux diagonales et de la droite qui joint les points de concours des côtés opposés sont trois points en ligne droite.
C'est le théorème déjà démontré par d'autres considérations (354).
359. Dans un quadrilatère, on peut considérer les deux couples de sommets opposés et les deux points de concours des côtés opposés comme/ormant trois couples de points en involution.
Il existe, entre ces six points, les relations à six et à huit seg-
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ments, et plusieius des équations à trois termes qui ont lieu entre six points en involution.
Et, si l'on mène dans le plan du quadrilatère une ou deux droites fixes quelconques, il existera, entre les distances des six points du quadrilatère à ces droites, des relations semblables à celles qui ont lieu entre six points en involution et un ou deux points arbitraires.
Ces propriétés très-diverses du quadrilatère résultent immédiatement des relations d'involulion, par cette simple considération, que la projection des sommets et des points de concours des côtés opposés du quadrilatère, sur une droite, donne six points en involution (3S3).
En effet, chacune des relations d'involution est formée, en général, de divers rapports de deux segments, et, dans la plupart, les deux segments de chaque rapport correspondent à deux segments en ligne droite dans ie quadrilatère ; d'où il résulte que le rapport des deux segments en projection est égal à celui des deux segments appartenant au quadrilatère, et, par suite, que la relation des six points en involulion s'applique aux six points du quadrilatère. On a donc ainsi naturellement des propriétés du quadrilatère.
Il nous suffira d'énoncer ces théorèmes, en indiquant seulement celles des formules d'involution d'où ils dérivent,
Soit ABrtfi [fig. 54) le quadrilatère, dont A, a sont deux sommets opposés, B, b les deux autres sommets et C, c les deux points de concours des côtés opposés. Ces sis points donnent lieu à des relations telles que les suivantes :
AB.Afi ACAc ""
l.fiC.(;A (équat. b).
^ 6G cA _
AB = AC^-BC
AB -: AC i^ — BC ?- f232).
yGoosle
Cette équation résulte de la formule entre quatre points a, a , i>, U et un point double e :
Pour appliquer cette relation au quadrilatère, il suffit de faire la projection par des di-oites parallèles à Ce, de manière à avoir un point double en projection.
BA B/J ■bh
ko ^C ■ iG
On tire la première de ces deux équations de celle qui précède, en observant que, !a diagonale B5 étant divisée harmoniquement en G et e (350), on a
et la seconde équation résidte immédiatement de la première.
VII. Désignant les distances des six sommets et points de concours du quadrilatère à une droite fixe M par (A, M), (a, M), .... et appelant a, 6, y les points milieux des deux diagonales An, B J et de la droite Ce, on a la relation
(A,M)[«,M)e7 + (B,M)[t,M)vHH- (C,M) (c,M]«S = o.
En effet, si l'on projette la figure sur une droite perpendiculaire à la transversale M, les distances ou perpendiculaires (A, M), . . . conservent les mêmes grandeurs en projection, et les segments Sy, 'j</,, «S sont proportionnels à leurs projections, parce que les trois points a, 6, 7 sont en ligne droite (358, Coroll.); de sorte qu'on retrouve la relation d'involution dans laquelle entre un point arbitraire (i, 221); et, par conséquent, de cette relation se conclut la proposition actuelle.
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VIII. Corollaire. — Si la droite M passe par le sommet A, le rapport des distances des deux points B et (,' à cette droite est égal
au rapport— 1 et de même le rapport des distances des deux
Ah points b et C à la même droite est égal à -— . î de sorte tjue réLpia-
lion se réduit à
'aC.Ac ~^'
IX. Soit une droite fixe N; désignant par a,, 6,, ^i les trois points qui, avec cette droite, divisent harmoniquement les deux diagonales A«, BA et la droite Ce respectivement, et appelant n le point d'intersection de la droite «, Ê) y, (358) par la droite N, 0» a la relation
^ai-"'^-\ 7iKi-"§i "iSi-nvi
(A,N)(<i,H)"^(B,N)(6,ïï) (C,K)(c,N)' '
Cette équation dérive de la première équation du n" 233, de même que la précédente de l'équation (i) (221).
X. Les deux théorèmes précédents peuvent être considérés comme des cas particuliers d'une môme proposition générale concernant les distances des sommets et des points de concours du quadrilatère à deux droites fixes M et N. On a, c|uellcs que soient ces deux droites,
(A.M)(».M), (B,M)(t.Ml
■(À,n)(«,isf°'''' ' (B.NJIS,»)" '■ '
car cette équation résulte naturellement de la formule (252) relative à un faisceau de six droites en involution.
XI, a, 6, y étant les milieux des deux diagonales An, Bà et de la droite Ce, on a la relation
a a .6y + Ê6 ,y« -|- ■j'C .aS -f- aê.ê^ . yx ^^ O.
En effet, si l'on projette orthogonalement la figure sur une
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droite X, un a six points en involution (353), et, en appliquant le théorème (228), on en conclut l'cqnalion
+ 7;;Uos=("/c,x)«e + »e.Êy,^^«.cos=[«s,x)..o.
Pour une autre droite X' on a une relation semblable; et, en supposant les deux droites rectangulaires, on conclut des deux équations, ajoutées membre à membre, celle qu'il s'agit de démontrer.
Remarque. — Cette équation prouve (d'après 228) que les circonférences décrites sur les trois droites Aa, Bè cl Ce comme diamètres ont le même axe radical (209).
XII, Les trois droites A«, Bè, Ce étant coupées en v, ■/, ■/' par une transversale N, on a la relation
dans laquelle Cf, 6), yt et « ont la même signification que dans le théorème IX.
En effet, par une projection de la iigure sur une droite perpendiculaire à la droite N, cette relation se change en une propriété de six points en involution (228, Coroil. II).
360. Dans tout ijuadrilal.ère , les deux couples do côtés opposés et les deux diagonales forment trois couples de droites qui donnent lieu, relativement aux angles quelles font entre elles, à toutes les relations d'involution d'un faisceau de six droites.
En elTet, si l'on conçoit une transversale menée arbitrairement, elle rencontrera les quatre côtés et les deiix diagonales du quadrilatère en six points en involution (348), et les droites menées d'un même point à ces six points formeront un faisceau en involution. Si la transversale s'éloigne à l'infini, ces six droites seront parai-
lèles aux quali-e côlés et aux deux diagonales du quadrilatère. Donc, etc.
Autrement. On peut donner du théorème une dcmonslration directe. Qu'on mène par les sommets opposés A, C des parallèles à la diagonale D6 [fig- 55 ) ; ces sommets seront les centres de deux faisceaux de quatre droites ayant les mêmes rapports anliarmoniques, parce que les quatre droites du premier, AD, AB, AC et AI, rencontrent respectivement les quatre droites du second, CD, CB, GA et CI', en quatre points en ligne droite. Changeant l'ordre des quatre droites du second faisceau, nous dirons que les deux séries de quatre droites AD, AB, AC, AI et CB, CD, CI', CA ont leurs rapports anharmoniques égaux. Or les deux AC el CA coïncident et les deux AI et CI' sont parallèles. Donc les deux séries ne contiennent, quant à la direction, que six droites conjuguées deux à deux, et, par conséquent, en vertu de l'égalité des rapports anharmoniques, ces six droites ont entre elles toutes les relations d'iuvolution (250), Le théorème est donc démontré.
Corollaire. — On conclut du théorème, d'après une propriété de l'involution (253), que :
Quand deux côtés opposés d'un quadrilatère sont rectangulaires, ainsi que les deux diagonalei, les deux autres côtés sont aussi rectangulaires.
On reconnaît aisément que ce théorème revient à celui-ci, que i Dans un triangle, les perpendiculaires abaissées des sommets sur les côtés opposés passent par un même point.
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I. — Triangle coupé par une transversale
361 - Un triangle ABC, dont les côlés sont coupés par une transversale en trois points a, b, c [fig- 56), peut être considéré comme un quadrilatère AB«& dont les points de concours des côtés opposés sont le sommet C du triangle et le point c sur le côté opposé AB. Par conséquent, les diverses propriétés du quadrilatère s'appliquent au triangle, notamment celles dans lesquelles nous avons considéré les trois couples de points A, «; B, b cl C, c comme trois couples en învolution (359).
De ces propriétés nous ne reproduirons ici que la seconde, qui donne lieu à cette proposition :
Quand un triangle ABC est coupé par une transversale abc, il existe, entre les segments que cette droite fait sur les côtés, la relation
nTl iC cA_ ,
Ce théorème dérive ici immédiatement de cette considération que les projections des sommets du triangle et des trois points a, b, c sur une même droite forment sis points en involution (333), proposition dont la démonstration a été très-simple. Maison peut démontrer le théorème directement de diverses autres manières également simples.
Que l'on mène la droite ah' parallèle au côté BA, et que l'on considère les quatre droites issues du point a, lesquelles, étant
PROpniETES C
coupées par les deux côtés AC, AB donnent bC b'C
bk' b'A'
Mais T7— = -^' puisque ab' est parallèle à BÂ. Doi
autrement. La transversale donne Heu aux trois triangles Abc, ica, Qah, dans lesquels on a
Multipliant ces trois équations membre à membre, il en résulte
«B bC çA_ ^ 6Â cB"''
Ainsi le produit des trots rapports est égal à l'unité. Mais il ne s'agit ici que de la valeur numérique ou absolue du produit, abstraction faite de son signe; parce que, dans les proportions dont
nous nous sommes servi, les rapports t— '•■■ n'admettent pas de signes, puisque les deux segments qui y entrent sont comptés sur des lignes différentes. Par conséquent, la démonstration n'est pas complète comme les précédentes; il reste à démontrer qu'en observant, relativement aux segments formés sur chacun des trois côtés du triangle, la règle générale des signes, c'est le signe -(- qui convient au second membre de l'équation. Or cela résulte d'une vérification facile , car il ne peut arriver que deux cas relativement à la position des trois points a, b, c, savoir, que deux de ces points soient sur deux côtés du triangle et le troisième sur le prolongement du troisième côté, ou bien que les trois points soient tous les trois sur les prolongements des trois côtés. Dans le premier cas, deux rapports seront négatifs et le troisième positif, et, dans le second cas, ils seront tous les trois positifs; de sorte que le signe du produit des trois rapports est toujours positif.
362, Lemme. — Si par les sommets d'un triangle ABC on mène
trois droites quelconques qui rencontrent les côtés opposés en trois points a, b, c, on aura la relation
a)& hC_cA. _ sJqgAB slii h BG sincGA.
oG 6A cB ~ smïïÂC sin 6BA sinTCB'
dans laquelle s'ohserve la règle des signes.
Chaque rapport de segments, tel que --; {Jig. Sj) a cvidem-
, , . , sinaAB
ment le même signe que le rapport de smus correspondant ^ — --•
Il suffit donc de démontrer que les deux membres de l'équation sont égaux numériquement. Or on a, dans le triangle, les trois équations
«B _ AB sin^AB ^ _ 5£ sinSBC £A _ CA sincCA ^^ AC sin«AC' ÈA^RÂ slnï^iSA' 7b ^ CE sIucCB'
qui, multipliées membre à membre, donnent l'équation qu'il s'agit de démontrer.
363. Si par les sommets d'un triangle ABC (Jîg- 58) on mène trois droites rencontrant les côtés opposés en trois points a, b, c situés en ligne droite, il existe entre les sinus des angles que ces droites font chacune avec les deux côtés de l'angle d'où elle part la relation suivante :
sinaAB sin6BC sJncCA _ '^' sinaAC siniBA siiicCB " ^ ''
Cette proposition résulte de la précédente en vertu du lemme, autrement. La figure présente un quadrilatère ABab avec ses deux diagonales et la droite qui joint les points de concours des côtés opposés, et la relation qu'il s'agit de démontrer est une des relations d'involulion qui ont lieu dans ce quadrilatère en vertu du théorème général (360).
364. Les réciproques des deux théorèmes (361 et 363) sont vraies, c'est-à-dire que : Si, sur les trois côtés d'un triangle ABC, on prend trois points a, b, c tels, que l'une ou l'autre des deux
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équations (i) et (a) ait lieu, ces trois points seront en ligne droite.
En eifct, appelons c' le point où la droite ah rencontre le côté AB; on aura (361)
oB ÈC c^ _
«C bk c'B — ^*'
et, puisque, par hypothèse, l'équation (i) a lieu, il s'ensuit
ce qui prouve que le point c' coïncide avec le point c. Le raisonnement est le même à l'égard de l'équation (2).
II. — Triangle dans lajuel trois droite'^ menées par les sommets co/icoai-ent
365. Si d'un point O {_fig. 5g) on mène des droites aux trois sommets d'un triangle ABC, ces droites et les côtés du triangle forment les quatre côtés el les deux diagonales d'un quadrilatère OACB; par conséquent, il existe entre ces trois droites et les côtés du triangle toutes les relations d'angles qui ont lieu dans un faisceau de six droites en involution (360) ; de là résultent diverses propriétés du triangle. Nous ne reproduirons ici que la suivante :
Quand trois droites issues des sommets d'un triangle ABC passent par un même point O, on a entre les sinus des angles qu elles font chacune avec les deux côtés de l'angle d'où elle part la relation
sinOAB sinOBC sJnOCA _ ^' siaOAC sinOUA sinOCB ^ ''
Il est très-facile de démontrer ce théorème directement; il suffit de considérer les trois triangles qui ont pour sommet commun le point O et pour bases les trois côtés du triangle ABC; ils fournissent les trois équations
sinOAB _ PB sinOBC __ OC sinOCA_OA sinOBA" Ôa' sinÔCB~ÔB' smOAC^Ôc'
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qui, muUipliées membre à membre, donnent
siii OAB sinOBC sinOCA _ smUAC sinOBA siiiOCB"''
Cette équation n'implique que la valeur numérique de l'expression qui forme le premier membre, parée que les équations dont on a fait usage ne eomportent pas de signes. Mais on reconnaît immédiatement que, si l'on applique à la figure le principe des signes, chacun des trois rapports de sinus est négatif quand le point O est situé dans l'intérieur du triangle, et que deux de ces rapports sont positifs et le troisième négatif quand le point O est pris au dehors du triangle ; d'où il résulte que le second membre de l'équation est — i.
366. D'après le lemme (362) on peut remplacer dans l'équation (3) les sinus des angles par les segments que les trois droites forment sur les eôtés, et l'on a ee théorème :
Les droites menées d'un même point aux trois sommets d'un triangle ABC [fig- 6o) rencontrent les côtés opposés en trois points a, h, c tels, que l'on a l'équation
, ,, «Tl bC ck
''î) ^ÎA^"=-'-
367. Les réciproques des deux théorèmes précédents ont évidemment lieu, c'est-à-dire que ; Si, par les sommets d'un triangle ABC, on mène trois droites telles, que l'une ou l'autre des deux équations ( 3 ) e£ ( 4 ) soit vérifiée, les trois droites passeront par un même point.
m, — Thèorcmc-s dans Ifsqucls on considère à la fois an point l't une droite dans le plan d'un triangle.
368. Etant donnés un triangle et une transversale^ si d'un même point on mène des droites aux sommets du triangle et aux
points où. la transversale rencontre les côtés opposés, ces droites formeront trois couples en infolution.
En effet, le triangle ABC {Jïg- Gi) et la transversale forment un
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quadrilatère AB«è dont les points de concours des côtés opposés sont le sommet G du triangle et le point C intersection du côté opposé AB par la transversale. Les six droites que l'on a à considérer, savoir OA, OB, OC et leurs conjuguées Oa, Ob, Oc, forment donc un faisceau en invoiution (352). c. q. f. d.
Réciproquement : Si d'un même point on mène des droites aux trois sommets d'un triangle et trois autres droites formant avec ces premières trois couples en invoiution, ces trois droites iront rencontrer les côtés opposés du triangle en trois points situés en ligne droite.
En effet, soient a, b, c ces trois points. Appelons c' le point où la droite ab rencontre le côté AB; la droite Oc', d'après la proposition qui vient d'être démontrée, forme une ini"olution avec les cinq OA, Oa; OB, 0& et OC. Mais, par hypothèse, c'est Oc qui forme cette invoiution ; donc le point c' n'est autre que le point c. Donc, etc.
369. Corollaire. — Le théorème (368), si l'on y suppose la transversale à l'infini, prend cet énoncé :
Si par un même point on mène des droites aux trois sommets d'un triangle et des parallèles aux trois côtés, ces six droites forment trois couples en invoiution.
Et réciproquement : Si par les sommets d'un triangle on mène trois droites faisant avec les côtés opposés, respectivement, trois couples de droites parallèles aux rajons d'un faisceau en invoiution, ces trois droites concourront en un même point.
C'est, sous un autre énoncé, la même propriété que précédemment (36S), savoir, que les trois droites menées aux sommets d'un triangle ont avec les côtés toutes les relations d'angles de six droites en invoiution,
370. Si d'un même point on mène trois droites aux sommets d'un triangle, toute transversale rencontrera ces droites et les côtés du triangle en six points formant trois couples en invoiution.
En effet, les deux droites OA, OB [fig- 62) et les deux côtés
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AC, BC du triangle forment un quadrilatère dont les diagonales sontla troisième droite OC et le troisième côté AB. Ce quadrilatère est coupé par la transversale en six points en involution (SiS). Mais trois de ces points, a, b, c, appartiennent aux côtés du triangle, et les trois points conjugués a', V , c' aux droites menées à SCS sommets. Donc, etc-
Rcciproquement : Si sur une transversale ijui rencontre les côtés d'un triangle en trois points, on prend trois autres points quelconques, formant avec ceux-là trois couples en involution, les droites menées de ces trois points aux sommets opposés du triangle concourront en un même point.
Cette proposition inverse est une conséquence évidente du tliéo-
371. Les deux théorèmes (361 et 365) peuvent être compris dans une même proposition dont ils dériveront l'un et l'autre comme cas particuliers. Cette proposition exprime tout à la fois une propriété de trois points quelconques pris sur les côtés d'un triangle, lesquels peuvent être en ligne droite, et une propriété relative à trois droites quelconques menées par les sommets d'un triangle, lesquelles peuvent être concourantes en un même point; en voici l'énoncé ;
Si, par les sommets d'un triangle ABC [fig. 63}, on mène trois droites Aa, BIj, Ce qui forment un second triangle abc circonscrit au premier, on a la relation
En effet, la proportionnalité des sinus des angles aux côtés opposés, dans les trois triangles aÂB, éBC, cCA, donne trois équations qui, mullipllées membre à membre, produisent celle-ci :
ka B6 Cc_sinCTBA siniCB sincAC Ba Ci Â^~ sinaAB sinABC sincCA*
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Pour introduire des rapports de deux sinus d'angles ayant un côté commun, qui donnent lieu à l'application du principe des signes, dont cette équation est indépcndanlc, on remplacera les angles cAC, èCB, aBApar leurs suppléments aAC, cCB, èBA, et l'équation devient, sauf le signe du second membre, celle qu'il s'agit de démontrer. Ainsi il est prouvé que les deux membres de l'équation (5) sont égaux numériquement ; mais il reste à démontrer que leurs signes sont différents, quand on donne des signes aux segments et aux sinus quiy entrent. Ce complément de la démonstration se fait par une vérification sur la figure, dans les quatre cas qu'elle peut présenter. Nous disons quatre cas; car les trois droites menées par les sommets du triangle ABC et qui forment le triangle circonscrit abc, peuvent être, ou toutes les trois extérieures au triangle, ou toutes les trois intérieures, ou une intérieure et deux extérieures, ou enfin une extérieure et deux intérieures. On reconnaît aisément que dans tous les cas les signes des deux membres de l'équation sont différents.
Ainsi le théorème est démontré ( ' ),
ConoLi-HRËS. — Voiei comment cette proposition donne lieu aux deux théorèmes (361 et 365) comme cas particuliers :
i" Que l'on considère la proposition comme se rapportant à trois points A, B, G pris sur les côtés du triangle abc, et qu'on suppose ces points en ligne droite, on trouve que le second membre de l'équation devient égal à -H i , et l'on a en conséquence
Ac Ma Cb "+^-
Ce qui est le théorème (361).
a" On peut regarder la proposition comme exprimant une propriété relative à trois droites menées par les sommets d'un triangle ABC, et si l'on suppose que ces trois droites concourent en un même point O, alors les trois points a, h, c coïncideront en
ce point unique, les trois rapports — - ; ■■ ■ deviendront égaux à
nnerons plus loin (373) deuï autre l 'application de la règle des signes
- ciiAPirnE XIX.
nOAC fi^^^5^ ^^5i5 _ nOAB smÔBCsînOCÂ"
Ce qui exprime le théorème (365).
V. — Réflexions sur le caractèi-e des démonstrations fondées sur les théories exposées dans cet Ovyrage, — Autres démonstrations du. titéorème précédent,
372. La démonstration précédente est très-simple en. ce qui concerne l'égalité numérique des deux membres de l'équation qu'il s'agissait de démontrer; mais il faut dire que la vérification relative au signe n'est pas aussi simple, parce qu'elle exige l'examen de quatre cas différents que peut présenter la figure. On conçoit que si, au lieu d'un simple triangle, il s'agissait d'un polygone quelconque, on pourrait avoir, pour une pareille question de signe, à examiner un beaucoup plus grand nombre de cas ; ce qui pourrait présenter des difficultés réelles, et ce qui, d'ailleurs, n'est pas, en général, une marche satisfaisante. Il est donc à désirer que l'on puisse adapter aux propositions du genre de celle qui précède des démonstrations qui comportent par elles-mêmes toutes les conditions de signes, nous pouvons dire des démonstrations complètes. C'est la notion du rapport anharmonique et les théories qui s'en sont déduites naturellement, qui paraissent destinées à procurer ces démonstrations adéquates. Sous ce point de vue, ces théories ont dans la Céomélrie moderne un caractère qui les distingue essentiellement, en les rendant propres à donner aux conceptions géométriques toute la généralité dont sont empreints les résultats de l'analyse. Il sera donc utile d'étendre les usages de ces méthodes, et, pour cela, de chercher à les appliquer aux propositions mêmes pour lesquelles les procédés ordinaires de la Géométrie, tels que la proportionnalité des côtés dans les triangles semblables ou des côtés aux sinus des angles opposés dans tout triangle, fournissent une démonstration facile; à plus forte raison, quand cette démonstration n'embrasse qu'une partie de la proposition, comme cela a eu lieu dans le théorème précédent. Nous ne doutons pas qu'on ne parvienne toujours à une démonstration
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vraiment satisfaisante. Du moins les applications déjà faites ici des méthodes en question aux figures rectilignes, et surtout l'étendue et la facilité de celles qui se présenteront dans la théorie des sections coniques, comme dans celle des courbes du troisième degré et des surfaces du second ordre, nous persuadent que ces méthodes fécondes forment les bases naturelles de la Géométrie. Appliquons-les au théorème précédent.
373. Autre démonstration dit théorème (371).— Les trois droites menées du point a aux sommets du triangle ABC (//'^. 64) donnent la relation
Ti
noACsi.
n«ABsii
lôBA liBC
sin«CB siuûCA
et la droite
COI
.pele
s trois
côtes du
1 triangle
abc,
donne
celle-ci :
On a donc
A' Al
■i B& ■ ï Ba \
(3Cl).
Ac
iin«AC iiaoUB
sinftBA s smbBC s
JLtaCB iuaCA
Or les quatre droites issues du point C, savoir CA, Ca, GB et Ce, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points A, a', B, y, lequel, à cause des droites concourantes en a, est égal à celui des quatre points c, C, b et y. On a donc l'égalité
sinoCA . siueCA _ Ce . y£ , sinaCB * sineCB ~ Cb ' 7^'
et, par suite, l'équation précédente devient
An Bi Ce _ siuaAC siu&BA sincCB A^ Bft C^^ ^ ■^ sinaAB siniBG smcCA'
Autrement. Les trois triangles «AB, èBC etcCA, coupés respectivement par les transversales hc, ca et ab, donnent [fig- Q^) les trois équations
vAiB£a_ il^£^f^_ nc,i_kbc__
^6ôZÂ^'' 7c7b"^~^' ëI«cJc^''
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Multipliant ces équations membre à membre, on obtient yA aB eC bH cC aA._ aA l'B cC _ «C SA '/B
'7b ^ eÂ cA rtB Èc ""■ ~ ' "^ 7iJc7x^~Zn ic -/a'
Or, d'après le lemme {3(>2), on a dans le triangle ABC
kG SA yB_smoAC sinftBA sîncCB ^ êC ^"suiflAB mibEV sinc-CA* Donc
«A l'B cC _ sinoAC sinfiBA sine CD ^JC ~cÂ~~ sin^AB siiïTÊC sincCA '
VI. — Triangles /lomologiqiies
37i. Quand deux triangles ont leurs sommets deux à deux sur trois droites concourantes en un même point, leurs côtes se rencontrent, deux à deux, en trois points situés en ligne droite.
Soient ABC, abc [fig- 66) les deux triangles dont les sommets sont, deux à deux, sur les trois droites A«, Bb, Ce concourantes en un même point' S ; je dis que les trois côtés AB, BC, CÂ du premier rencontrent respectivement les trois côtés ab, bc, ca du second en trois points y, a, ë situés en ligne droite.
En effet, les deux côtés AB, ab rencontrent la droite SCc en deux points D, d; et l'on a sur ces deux côtés, respectivement, les deux séries de quatre points A, D, B, y et a, d, b, y dont les rapports anharmoniques sont égaux, parce que les trois droites Aa, Drf, Bb concourent en un même point. Donc les quatre droites issues du point G, CA, CD,CB, C y ont leur rapport anharmonîquc égal à celui des quatre droites issues du point c, ca, cd, cb, cy. Mais, dans ces deux faisceaux, les deux droites homologues CD, cd coïncident; donc les trois autres droites du premier faisceau rencontrent respectivement les Irois droites homologues du second faisceau en trois points situés en ligne droite (47). Donc les trois points S, x, y sont en ligne droite. c. q. f. n.
375. Réciproquement : Si deux triangles sont tels, que leurs côtés se coupent, deux à deux respectivement, en trois points situés
PHOPRIKTKS DU TBLANGLE.
en ligne droite, leurs soimiiets sont sur trois droites en un même point.
Les trois points a, S, ■/ étant snpposcs en ligne droite, je dis que les trois droites A.a, BÔ, Ce concourent en un mâme point. En effet, les quatre droites issues du point C, C'/, Cx, Ce et Ce ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites issues du point c, cy, cet, cC et cS, parce que celles-ci rencontrent !a droite fao aux mêmes points que les quatre premières, respectivement; donc les quatre points y, B, A, D ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points y, b, a, d; donc les trois droites Bb, Dd ou Ce et Art concourent en un môme point (42).
376. Ces théorèmes sont attribues à Desargues, parce qu'on les trouve, avec quelques autres propositions, à la suite du Traité de perspective de Bosse, imité des Méthodes de Perspective de Desargues. Les démonstrations y sont longues et pénibles. Depuis, ils ont été démontrés par plusieurs auteurs, et, en dernier lieu, par Poncelet, dans son Traité des propriétés projectiles (p. 89}, où ces théorèmes forment la base de la théorie des Jigures homologitjues. Cette théorie sera exposée dans un des Chapitres suivants (XXV*, § III); nous dirons seulement ici que Poncelet a appelé centre d'homologie des deux triangles le point de concours des droites qui joignent leurs sommets correspondants et axe d'homologie la droite sur laquelle leurs côtes se coupent deus à deux ; les deux triangles eux-mêmes sont dit honiologiques.
Les deux triangles donnent lieu à diverses relations de grandeur, ou relations métriques, fort importantes, qui dérivent immédiatement de la notion du rapport anharmonique ; mais ces relations devant se présenter plus tard comme conséquences naturelles de la théorie générale des figures hom.ographi(jaes (Chap. XXV), nous n'en parlerons pas ici.
377. Lemme. — Étant pris sur une première droite {fig- 67) deux points A, B, et sur une seconde deux points a, b, et étant
s les droites Aa, Bh tjui se rencontrent en un point S, si 'i fait tourner la seconde droite ab autour de son point de ren-
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contre y awec la première, le point S change de position, et alors
1° Que la droite menée par le point S parallèlement à la droite ab, dajis chacune de ses positions, rencontre la droite AB toujours en un même point I ;
Et 2" que le point S décrit un cercle qui a pour centre ce point I.
En effet, les quatre points A, B, y, I ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a, b, 7 et l'infini, sur la droite ab ; et cette égalité détermine la position du point 1. Par conséquent, cette position reste la même quand la droite ab tourne autour du point y. Ce qui démontre la première partie du lemme.
Quant à la seconde, les deux triangîes semblables SBI et bUy donnent
SI _ m _Bl.hy
Cette valeur de SI est constante. Donc le point S décrit iin cercle qui a pour centre le point I, c. q. r. n.
Hemarque. — Si la droite ab, en tournant autour du point y, sort du plan de la ligure, le point I sera toujours fixe, et le point S décrira une sphère ayant son centre en ce point.
378. Quand deux triangles sont homologiques, si l'on fait tourner le plan de l'un d'eux autour de l'axe d'homologie, les droites qui joignent deux à deux leurs sommets homologues concourent en un même point, et ce point, variable de position, décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire tï l'axe d'homologie.
En effet, si l'on fait tourner le triangle ac& (Jig- 'JS ) autour de la droite aê, les deux droites AB, ab, qui se rencontrent en y, sont dans un même plan, et par conséquent les deux droites A«, B5 se rencontrent, puisqu'elles sont dans ce plan. Pareillement, la droite Aa rencontre la droite Ce, et celle-ci rencontre la droite B£. Or ces trois droites A a, Mb etCc, qui se rencontrent deux à deux, ne sont pas dans un même plan ; il s'ensuit qu'elles se rencontrent en un même point S.
Menons par ce pointdes parallèles aux trois côtés du triangle aie,
lesquelles, étant dans un même plan parallèle à celui du triangle , rencontreront les côtés du triangle fixe ABC en Irois points I, 3, K situés sur une droite parallèle à l'axe d'homologi e xëy. D'après le lemme, ces trois points resteront fixes et seront les centres de trois sphères sur lesquelles se mouvra le point S. Donc ce point décrira un cercle, intersection commune de ces sphères, et situé dans un plan perpendiculaire à la droite IJK, et par conséquent à l'axe d'homologic aSy. c. q. f. d.
Remar^iue. — Les trois droites An, Bi, Ce concourant en un même point dans l'espace, les deux triangles sont la perspective l'un de l'autre ; on peut donc donner au théorème cet énoncé :
Quand on a mis en perspective une ^gu/'e plane sur un tahleau plan, si V on fait tourner le tableau autour de la ligne de terre (' ), les deux figures restent toujours en perspective , et le lieu de tœil, ijui change de position dans l'espace, dâcrit un cercle situé dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre ( ^ ) .
g II. — Application des théorèmes précédents à la démonstration de diverses propriétés du triangle.
379, La proposition [361), rclulive aux segments qu'une ti-ansversale fiiit sur les côtés d'un triangle, est connue généralement sous le nom de Théorème de Ptulémée, parce qu'on la trouve dans le grand Traité d'Astronomie de ce géomètre, où elle sert pour démontrer le théorème analogue sur la sphère, qui forme la base de la Trigonométrie sphérique des Grecs. Mais cette proposition n'est pas de Ptolémée ; elle remoate plus haut : on la trouve dans les sphériques de Rlénélaus, géomètre antérieur, de près d'un siècle, à Ptolémée. Plus tard, Pappus l'a démonti-ée et s'en est servi dans ses Collections mathématiques. Les Arabes et les géomètres européens, à la re-
(') On appelle ligne de terre la droite d'inlerseclion du plan de la figure mise en perspective par le plan du tableau.
(') Celle ppoposilion ne se rencontre pas dans les Traités de perspective, oA elle
elle est comprise implicitement dans les beaux tbéorèiues de Poneelot suc lu perspectire des sections coniques. (Voie Traité des propriétés projectiles des Jigures, p. 55 et ,5.)
256 THAITE LE GEOMETRIE S
naissance et encore au xvii° siècle, en ont fait un grand usage. On la trouve
notamment dans le petit Traité de Pascal intitulé Essai pom- tes coniques.
Chez les anciens, ce théoi'ème servait principalement pour composer les
raisons de raisons, c'est-à-dire pour former le produit de deux rapports et
l'exprimer par un rapport «nique. Ainsi, soient—^ et — [fg. 69) les
deux rapports dont on veut former le produit. On place les deux lignes m A, rtD de manière que leurs exti'émités A et D coïncident, et l'on forme ainsi le ti-iangle BAC, dans lequel la di'oite mit détermine sur la base BC les deuï
segments joCij^B, dont le rapport ^ est égal au produit des deux rapports
donnés. Les Arabes se sont beaucoup exercés sur ce sujet, aujourd'hui de peu d'intérêt.
Le théorème (366) sur les segments que trois droites menées d'un môme point aux trois sommets d'un triangle font sur les côtés opposés avait été attribué à Jean BeinouUi, parce qu'on le trouve dans le recueil de ses Œuvres (t. IV, p. 33), Mais on a remarqué depuis que ce théorème avait été démontré antérieurement par le géomètre italien Jean de Céva, dans un Ouvrage intitulé : De lineis redis se ineicem secantibus statica coiistructio (Milan, 1678, 01-4.°), Ouvrage dans lequel l'auteur emploie des démonstrations fondées sur des considérations de Statique.
Carnot, après avoir démontré ces deux théorèmes dans sa Géométrie de position, les a reproduits dans son Mémoire intitulé Eisai sur la théorie des transversales, en les regardant, le premier principalement, comme le fondement de cette théorie. " Ce théorème, dit l'illustre auteur, qui doit être regardé comme le principe fondamental de toute la théorie des transversales.,., s
L.es deux théorèmes ont eu, dans les Ouvrages de Carnot, et depuis dans ceux de quelques autres géomètres, un usage spécial et un usage général. Un usage spécial pour démontrer, par l'un, que trois points, considérés dans une figure, sont en ligne droite, et par l'autre, que trois droites passent par un même point : c'est ainsi qu'on démontre avec une grande facilité, par exemple, que les trois centres de similitude directe de trois cercles pris deux à dtux sont en ligne droite ; ou bien que les droites menées des sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposes passent par un même point. Dans leur usage général, les deux théorèmes peuvent seiTir de lien ou de transition pour la démonstration d'autres propositions. On peut en faire usage, par exemple, pour démontrer les propriétés du quadrilatère sur rinvolution. Mais ces applications des deux théorèmes sont bornées, et les démonstrations qu'ils procurent sont, en général, beaucoup moins faciles que celles que procure la ihéorie du rapport anharmonique. On le conçoit;
DU TRIANGLE. aS?
car, outre que les deux the'orèmes sont moins simples que la notion du rapport anharmonique, el moins propres, par conséquent, à trouver des applications, ils se réduisent à eux-mêmes et ne donnent pas lieu à des théories étendues comme celles du rapport anliarmonique, de la division homographique et de l'involution, qui ne sont au fond que des développements de cette notion simple et élémentaire du rapport anliirmonique.
380, On ne s'est servi, jusqu'ici, que des deux tli:?orèmes dont nous venons de parler, dans lesquels on considère tes segments faits par trois points sur les côtés d'un triangle; mais il est indispensable d'y joindre les théorèmes correspondants (363) et [365) relatifs aux sinus des angles que les droites menées des sommets à ces points font avec les eûtes, car ils onl leure applica lions propres, qui peut-être même sont les plus nomh euses
Les théorèmes dans lesquels on considère tout à la fois une transveisde et un point fixe dans le plan d'un triangle, et qui présentent une ipplica tion plus directe de la théorie de l'involution, seront cgalement utiles comme nous allons le voir.
381- Les polaires eV un même point relati\'es aux trois angles d' u'i triangle vont rencontrer^ respectivement, les côtés opposes en trois points situés en ligne droite.
En effet, soient An', Bb', Ce' \fig. ']o) les polaires du point O, relatives aux trois angles du triangle ABC [336); et rt', fi', c' les points oii elles rencontrent, respectivement, les côtés opposés. On a, relativement aux trois droites issues du point 0, l'éqnation [3, 365); mais, les deux droites OA, k.a' divisant harmoniquement l'angle en A, on a
Pareillement
sinOAB sii
sinOAC sii
sinOBC sinOBA"
sinè'BG = sinè'BA ''
sinOCA sinOCB
De aorte que l'équation ( 3 ) se ch^tnge .
en celle-ci
sinn'AB sin/ZBC
sin^'CA
sin«'AC sini'BA
sinc'CB
iont en ligne droite.
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CoROLijiiBE. — Si le point O est à rinfitii, les trois droites OA, OB, OC seront parallèles, et le théorème prendra cet énoncé ;
Une transversale étant menée dans le plan d'un triangle, les droites qui vont des sommets des twis angles aux points milieux des segments interceptés sur la transfiersate pur ces angles respectivement rencontient les côtés opposés en ti-oîs points qui sont en ligne droilc.
382. Les polaires d'un point relalires à deux angles d'un triangle se coupent sur la droite qui joint ce point au sommet du troisième angle.
Soit 0' [fig. 71] le point d'intersection des polaires du point 0 relatives aux deux angles A et B ; je dis ijuc le point 0' est sur la droite OC. En effet, AO' et BO' étant les polaii-es du point 0, on a
du point 0,
sinOAB sinOAC"
sinO'AB ~ siuO'A-C ''
sinOBC sinOBA
sinO'BC sinO'BA
De sorte
que l'équation [3, 365), relative
■ aux trois dn
Dites issues di
devient
sinO'AB !
sinO'AC f
iinO'BC si iinO'BA si
m OCA inOCB"
Mais, en
menant la droite O'C
,ona
sinO'AE f
sinO'AG i
;inO'BC s' iinO'BA s
inO'CA inO'CB
Donc
OCA sii OCB si
iiO'CA nO'CB'
ce qui p
■roTiveque
les deux di-
oiles OC e1
; O'C sont coî
ncidentes; c''
383. Si dans le plan d'un triangle ABC [Jîg. 72 ) on mène une transversale qui rencontre ses côtés en trois points a, b, c, et que sur chaque côté on prenne le conjugué harmonique du point de rencontre de la transversale, par rapport aux deux sommets du triangle, les droites qui joindront les tivis points aimi détermines, aux sommets opposés, passeront par un même point.
(/B AC ^ 'aX.bl'c
PHOPRIBIES »U TIVIANGLE.
^ 'FI Ta'
ce qui prouve que les trois droites An', B!/', Ce' passent par un mémo point (367).
ConoLiAiBE. — Si la transversale est à i'inlini, on en conclut (jue : Les trois droites menées des sommets d'un triangle auj: niî/ieax des côtés opposés concourent en un même point.
384. Si dans le plan d'an triangle on mène une transversale et qu'on prenne sur deux côtés les points qui anec la transversale divisent ces côtés, respectivement, en rapport harmonique, les deux points ainsi déterminés seront en ligne droite avec le point de rencontre du troisième côté par la transversale.
En efFel, la transversale rencontre les trois côtés du triangle ABC en a, b, a [fig. 72), et l'on a
oE èC cA _ âc îÂcB "'■
Si sur les côtés AB, AC on prend les points c' , b' qui avec c, b, respecles divisent harraoniquenient, on aura
«B h^ ç^A,_ ûC Fa 7b~ ''
ce qui prouve que les trois points b', c' et « sont en ligne droite.
385. Dans un triangle, les bissectrices des trois angles passent par un
sin«AB sintBC sincCA , ^ Car chacun des trois rapports —. -t —. — j-^r— j -; -r^ fis. 73 est
égal à — 1; par conséquent leur produit est égal lui-même à — 1 ; ce qui prouve que les trois droites passent par on même point.
yGoosle
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386. Dans un triangle, les hisseclrices des suppléments des tmis angles rencontrent les côtés opposés en trois points situes en ligne droite.
En effet, si les points a, b, c appartiennent aux bissectrices des suppléments des trois angles, chacun des trois rapports ~-. ~y ••• est égala + i.
Leur produit est donc anssi égal à -h i; donc les trois droites rencontrent, respectivement, les côtés opposés en trois points situes en ligne droite.
387. Dans un triangle, les bissectrices de deux angles et la lissec/r/ce du supplément du troisième angle rencontrent respectivement les côtés opposés en trois points situés en ligne droite.
^ „ , , . sinaAB sinèBC sineCA
En eflet, deux des trois rapports -^ — — , ■ ~ - — et -: — —- sont égaux
à — I , et le troisième à 4- 1 ; leur produit est donc égal à -h i ; ce qui prouve que les trois points a, b, c sont en ligne droite.
388. Dans un triangle, les bissectrices des suppléments de deux angles se rencontrent sur la bissectrice du troisième angle.
En effet, pour les bissectrices des suppléments des deux angles B et C (Jîg. 74 ), îcs rapports ^^j^ et J|^^ sont ég.iux à + i , et pour la bissectrice de l'angle A le rapport -: ~ est égal à — i ; le produit des trois
rapports est donc égal à — i : ce qui prouve que les trois bissectrices passent par un même point.
389. Si d'un point on mène des rajons aux t des pcrjiendiculaircs à ces rayons, ces droites rencontrent les côtés opposés en trois points situés en ligne droite.
En ettet, les trois droites perpendiculaires 5 celles qui vont aux sommets du triangle forment, avec celles-ci, un faisce;iu en involution (253). Donc elles rencontrent les ti-ois côtés en trois points en ligne droite ( 368 ) .
390. Concevons qu'on ait mené par le point 0 [fig. ■jS) trois droites formant avec les trois 0 A, OB, OC, respectivement, trois angles qui aient la même bissectrice OL ; ees trois droites rencontreront, respectivement, les trois cotés opposés aux sommets A, B, C, en tivis points situés en ligne droite. Car elles formeront avec les trois OA, OB, OC une involution [25i).
Si trois rayons partant îles sommets d'un triangle vont se i'éfiéchir en un m^me point sur une droite, les rayons réfiéchis renconlteront, tespecthement, les trois cotés opposés du triangle, en trois points situés en ligne droite.
391. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés opposés forment avec ces côtés sis droites ayant entre elles les relations d'involution (253); donc [369), ces trois perpendiculaires passent par un même point.
Par une considération semblable on démontre que
Si lies sommets d'un triangle on abaisse sur les côtés opposés des obliques sous des angles ayant leurs bissectrices parallèles à une même droite, ces trois obliques passeront par un même point.
Car elles auront avec les côtés du tiiangîe les relations d'involution (-25i).
393. Étant pris un point dans le plan d'un triangle, si l 'on mène les bissectrices des angles sorts lesquels on voit de ce point les tmis celés du triangle et les bissectrices des suppléments de ces trois angles :
i" Les trois bissectrices des suppléments rencontreront les trois côtés opposés respectivement en trois poiids situés en lignedroite;
2° Les bissectrices de deux des trois angles et la bissectrice du supplément du troisième rencontreront aussi les trois côtés opposés, reipcct^'Cmenl , en trois points en ligne droite.
Car les trois bissectrices que l'on considère dans chaque cas forment une involution avec les trois droites menées aux sommets du triangle ( 287] ; par conséquent, elles rencontrent les côtés opposés en trois points situés en lignedroite [368).
394. Les mêmes choses étant supposées que dans le tlièoième précédent : i" Les bissectrices des trois angles rencontrent les côtés opposés du
triangle en trois points tels que les droites menées de ces points aux sommets opposés concourent en un même point;
2" La bissectrice de l'un des trois angles et les bissectrices des suppléments des deux autres rencontrent aussi les côtés opposés en trois points tels que les droites menées de ces points aux sommets opposés concourent
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Ce théorème est une conséquence évidente du précèdent, en vertu du théorème (383).
395. Quand un triangle est inscrit clans un cercle, si d'un point de la circonférence on abaisse sur ses côtés des obliques sous le même angle et dans le même sens de rotation, les pieds de ces obliques sont en ligne
En effet, soit le triangle ABC inscrit au cercle [fig. 76); que par un point 0 de la circonférence on mène les droites OA, OB, OC (jui aboutissent à ses sommets, et les droites OA', OB', OC parallèles respectivement aux côtés opposés, les trois anyles (A, A'), (B, E'], (C, C) auront la même bissectrice; car l'angîe A'OC est égal, par consfi-uction, au supplénienl de l'angle ABC du triangle, et par consà^uent à l'angle AOC qui soustend la même corde. Donc les deux angles AOA' et COC ont la même bissectrice ; et il en est de même des angles AOA' et BOB'.
Ainsi les trois droites OA', OB', OC font avec les trois OA, OB, OC respectivement trois angles qui ont la même bissectrice, et, par conséquent, ces six droites forment une involution (231»]. Si l'on fait tourner les trois premières d'une même rotation autour du point 0, les angles qu'elles feront avec les trois OA, OB, OC respectivement auront encore une mÈme bissectrice, et, par conséquent, les six droites seront encore en involation. Donc les trois OA', OB', OC, devenues On, 0&, Oc dans leur nouvelle position, rencontreront respectivement les trois côtés opposés du triangle, savoir BC, CA, AB, en trois points a, b, c situés en ligne droite (368). Mais alors ces trois droites, qui primitivement étaient parallèles à ces trois côtés du triangle, sont devenues trois obliques abaissées sur ces côtés sous le même angle et dans un même sens de rotation à partir des perpendiculaires à ces cotés; le théorème est donc démontré.
Remarque. — Les quatie jioints 0, A, C, B sont les sommets d'un quadrilatère inscrit au cercle, et les trois angles AOA', BOB', CGC' sont égaux'aux angles formés chacun par deux côtés ojijiose's ou par les deux diagonales du quadrilatère; et cette circonstance qiie ces trois angles ont la même bissectrice exprime ce théorème :
Quand un quadrilatère est inscrit à un cercle, les bissectrices des deux angles formés respectivement par les deux couples de côtés opposés sont rectangulaires et parallèles aux bissectrices des angles formés par les deux diagonales.
396. Quand un triangle est circonscrit à un cercle, si de ses sommets
pROpRiiirES r> on abahse sur une tangente au cercle trois obliques qui soient centre sous des angles égaux et formés dans le partir des sommets, ces tiois obliques concourent en an même point.
En effet, soit [fig. 77) le triangle ABC circonscrit au cercle et dont les côtés rencontrent une tangente L en trois points a, li, c ; que du centre du cercle on mène des droites à ces points et aux trois sommets du triangle, ces sis droites seront en involution (368)- En outre, les trois angles AOa, B06, COc que ces sis droites forment deux à deux ont la même bissectiice, car les deux angles AOC, aOc qui sous-lendent les deux tangentes AC, ac comprises enti'e les angles opposés au sommet formés par les deux tangentes AB, CB sont égaux, et, par conséquent, la bissectrice de l'angle AOa est aussi celle de l'angle COc, et elle est pareillement la bissectrice de l'angle B0&.
Puisque les trois droites OA, OB, OC font avec les trois On, OÈ, Oc respectivement trois angles qui ont la même bissectrice, ilen sera de même si l'on fait tourner d'une même rotation les trois droites OA, OB, OC autour du point O, et, par conséquent, dans leur nouvelle position, ces droites formeront encore une involution avec les trois Oa, Ob, Oc. Donc les points a', b' , c', où elles rencontreront la tangente fixe L, formeront une involution avec les trois a, b, c. Dune les droites qui joindront ces trois points aux trois sommets du triangle passeront par un même point ( 370 ) . Mais ces droites forment trois obliques abaissées des sommets du triangle sur la tangente L et qui sont vues du centre 0 sous des angles égaux comptés dans le même sens à partir des sommets; le théorème est donc démontré.
Remarque. — Le triangle ABC et la tangente L forment un quadrilatère Ç£cb circonscrit au cercle, dont les points de concours des côtés opposés sont A et a. La droite qui joint ces points de concours et les deux diagonales Ce, Bfi sont vues du centre sous les angles AOiï, COc, BOi, et, puisque ces angles ont la même bissectrice, on en conclut que :
Quand un quadrilatère est ciivonscril à un cercle, les angles sous lesquels on voit da centre les deux diagonales et la divite qui joint les points de concours des côtés opposés ont la même bissectrice,
397. Quand trois triangles, /lomologïques deu.T h deux, ont le même axe d'homologie, leurs trois centres d'Iiomologte sont en ligne droite.
Soient abc, a'b'c', a"b"c" [fig. 78) les trois triangles dont les côtés homologues concourent ti-ois à trois en trois points «, ê, 7, situés en ligne droite; les trois côtés ab, a'b', a''b" donnent lieu aux deux triangles as'n"
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et èli'b", dont les sommets sont deux à deuï sur trois droites concourantes au même point y; donc les trois côtés aa', na" et a'a" du pi-emier rencontrent respectivement les trois côtés bh', hh" et h'b" du second en trois points situés en ligne droite (37V). Or ces trois points sont les centres d'homologie des trois triangles proposés, pris deux à deux ; donc, etc.
CoBOLLAiBE. — Deux tvianglcs homothètiqiwi ou semblables etsemblablement placés sont deux triangles homologiques dont l'axe d'homologie est à l'Infini, Donc ; Quand trois Irianglcs sojit homothétiqiies deu.x à deux, leurs centres de sîmiliiude ou d'homothéiie sont en ligne droite.
398. Quand trois triangles homologiques ont, deux à deux, le même centre d'homologie, leurs trois axes d'homologie passent par un même
Soient abc, a'b'c', a"b''c" [fig. ^9) les trois triangles dont les sommets sont trois à trois sur trois droites concourantes en on même point S, centre d'homologie commun aux trois triangles. Les trois côtés ab, a'b', a"b" forment un triangle, et les trois côtés ac, a'c', a"c" en forment un second. Ces deux triangles sont homologiques, puisque les trois côtés de l'un rencontrent respectivement les trois côtés de l'autre en trois points a, a', a" situés en ligne di-otte. Donc les sommets des deux tmogies sont deux à deui sur trois di-oites concourantes en un même point (375). Or, ces droites sont précisément les axes d'Iiomologie des trois triangles proposes. Donc, etc.
PROPRIETES E
CHAPITRE XX
PROPRIÉTÉS DES P0LYG0NI8 EN GÉNÉRAL, DU QUADRILATÈRE ET DE l'hexagone.
399. Les propriétés da iriangle contenues dans les premières parues du Chapitre précédent (361-373) se distinguent par i'hypolhèse et par ia forme particulière des équations cjui expriment ces théorèmes. Car, d'une part, on y considère toujours soit un système de points pris sur les côtés du triangle, soit un système de droites menées par ses sommets, ou des points et des droites tout à la fois, et, d'autre part, l'équation qui constitue chaque théorème est toujours formée d'un produit de rapports, chacun de deux segments qui ont même origine sur une même droite, ou de deux sinus d'angles qui ont même sommet et un côté commun, produit égal à i: i, ou bien d'un produit de rapport de segments égal à un produit de rapports de sinus.
On peut former dans un triangle beaucoup d'autres relations semblables ; nous n'avons donné que celles qui devaient nous offrir une application utile.
Il existe dans les polygones des relations du même genre, dont celles du triangle ne sont que des cas particuliers cl qui comportent, comme celles-ci, l'application du principe des signes aux segments et aux angles que l'on y considère. Nous allons démontrer quelques-unes de ces propriétés. Le principe des signes nous permettra d'en conclure quelques propositions qui semblent par leur nature se rattacher à celte partie de la Science, à laquelle on a donné parfois le nom de Géométrie de situation, non pas seulement parce qu'il n'y entre aucune relation de grandeur, ce qui a lieu dans une foule d'autres théorèmes, mais à cause du genre particulier des propositions.
Ë GEOiaETHlE SUPERIEURE. —
I I. — Propriétés des polygones.
400. Quand uni transversale menée dans le plan d'un polygone ABC. . . rencontre ses côtés consécutifs en des points a, b, c, . . . , on a la relation
«A iB rC
dans la/jualle on observe la règle des signes relativement aux deux segments formés sur chaejue côté.
Nous allons démontrer que, si le théorème est vrai pour un polygone de n côtés, il l'est pour un polygone d'un côté de plus. En effet, le théorème étant supposé vrai pour le polygone AB...E de n côtés {fig- 80), on a l'équation
Formons un polygone d'un côté déplus, en remplaçant le côté EA par deux autres EF et FA. On a dans le triangle AEF, coupé par la transversale,
eA e^f^_
Cette équation, multipliée membre à membre par la précédente, donne
ce qui est l'équation relative au polygone de (h + i) côtés. Donc, si le théorème est vrai pour un polygone de n côtés, il l'est nécessairement pour un polygone d'un côté de plus. Or il est vrai pour le triangle; donc, etc.
401. Corollaire. — L'équation (t) montre que le nombre des ■apports —j-) ■ ■ • négatifs est toujours pair, c'est-à-dire que ;
Une transversale menée dans le plan d'un polygone rencontre
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chaijue côté en un point situé sur le côté lui-même ou sur son prolongement, et ilj a toujours un nombre pair de côtés qui sont
402. Si d'un point O on mène des rayons aux sommets d'un polygone ABC. . . {fig- 8i}, les sinus des angles que ces rayons feront chacun avec les deux côtés adjacents auront entre eux la relation
smOAB smOBC sinOEA ^
sinOAE sinOBA sinOliD '"
le signe étant -j- ou — ■ selon que le nombre des sommets du polygone sera pair ou impair.
Nous emploierons le même mode de démonstration que pour le théorème précédent, qui consiste à prouver que, si le théorème est vrai pour un polygone de n sommets, il l'est nécessairement pour un polygone de («-)-i) sommets.
En effet, l'équation ayant lieu pour un polygone de n sommets, formons un polygone d'un sommet de plus F compris entre les deux A et E. On a dans le triangle EFA la relation
qui, innltiplléc par la précédente membre à membre, donne
siuOAB sinOBC sinOEF smOFA _ _ sinOAF smOBA*"sinOED sinOFE^ + ''
Cette équation démontre que, si le théorème est vrai pour un polygone de n sommets, il le sera pour un polygone d'un sommet de plus. Or il est vrai pour le triangle; donc, etc.
■403, C0ROI.LA1BB. — L'équation prouve qu'il y a toujours un
. , sinOAB sinOBC , ..
nombre pa.r ou .mpait de rapports jjgjj, ^jgjj , ■ ■ • , négatifs
selon que le nombre des côtés du polygone est pair ou impair, el l'on en conclut celte proposition :
Si d'un même point o
s aux sommets c
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les angles d'an poljgone, dont les uns seront situés dans les angles eux-mêmes [ou leurs opposés au sommet) et les autres dans les suppléments des angles;
Le nombre des rayons situés dans les angles sera pair ou impair selon que le nombre des angles du polygone sera pair ùu impair.
404. Si par les sommets d'un polygone ABCDEF [fig. 8?.) on mène arbitrairement des droites Aa, Bb, . . . , qui forment un second polygone abcdef inscrit au pi'emier, on a la relation
A« BÈ F/ _^smaAF sinJRA s
àu/FE.
lin/FA'
le signe étant -H ou — selon que le nombre a
'es côtés du poly-
gone est pair ou impair.
Nous allons prouver que, si le ihéorème est v
rai pour un poly
gone de n côtés, il l'est pour un polygone d'un côlé de plus. E effet, considérons le polygone de n côtés ABCDE, pour lequel o a, par hypothèse.
Mullipli:
ce qui démontre que, si le théorème est vrai pour un polygone de n côtés, il l'est pour un polygone d'un côté de plus. Or nous l'avons démontré pour le triangle; donc il a lieu pour un quadrilatère, pour un pentagone, etc. Donc, etc.
Observation. — Les deux théorèmes (400) et (402) peuvent être considérés comme des corollaires de la proposition actuelle, ainsi que nous l'avons vu à l'égard du triangle (371 ).
A<i Di Es _|_sinnAE sini'jBA s As Ba Y.d ""sini/Ali sioftUG ;
iin-ED iinsEA
ns le triangle AEF,
As Ee F/ sinsAF sineEA sin/FE A/ El Fe sinsAE sineEF sin/FA
int membre à membre, il vient
Aa Bè Ee F/ _sinnAF siniBA A/B,( E^Fe '^sin<7AB sinéBC
sin/FE , sin/FA'
■105. Des droites Aa, Bb, Ce,... élant menées arbitrairement par les sommets d'un polygone ARC. . . {fig- 83), si une transversale rencontre les côtés du polygone en des points a, S,
y, . . . et les droites en des points a, b, on aura, entre les
sinus des angles que les droites font avec les côtés du polygone et les segments que ces angles inlorceptenl sur la transversale, la relation
siiirtAB sinÈBG siii^CD _^^^ ^ n ''^' sin^"F sinfiBA sincCë'" ^~^ É^ ^ ' " '
le signe étant -+- ou — ■ selon que le nombre des côtés du polygone est pair ou impair.
En effet, que par un point O pris sur la transversale on conduise des droites aux sommets du polygone, on pourra écrire
/sinaAB.siDOAB\ /sJn éBC .sinOBCN (-/'— ■^W^•~^
\sinflAF'sinOAFJ VsinèBA •sinOBA/ '" \af'0<fj [ba'Oa)'"''
car dans le second membre les facteurs 0«, Oê, . . - se détruisent deux à deux, el, dans le premier membre, tous les sinus introduits se détruisent ensemble, parce qu'on a l'équation
sinOAB sinOBC sinOCD _ _^
sinOAF sinOBA sinOCB'"""' ^ ''
Or les rapports anharmoniques du premier membre de l'équation sont égaux à ceux du second membre, un à un respectivement. Donc l'équation est vraie. C. Q. F. D.
406. CoROLLAmE. — Une transversale étant menée dans le plan d'un polygone, les deux côtés de chaque angle du polygone rencontrent cette droite en deux points qui déterminent un segment compris soit dans l'angle lui-mâme (ou son opposé au sommet), soit dans son supplément. On conclut du théorème qui vient d'être démontré que ; Le nombre des segments compris dans les angles eux-mêmes ou leurs apposés au sommet est toujours pair.
En effet, supposons, dans le théorème, que toutes les droites Ao, Mb, . . . soient menées dans les angles mêmes du polygone ; chaque
270 TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPÉRIEl'RB. — CHAPITRE XX.
rapport tel que — > relatif à l'angle A, sera négatif quand le segment fx sera compris dans l'angle A ou son opposé au sommet, el positif quand le segment sera compris dans le supplément de l'angle. La proposition revient donc à prouver que le nombre des
rapports ^t j—j ... négatifs est toujours pair. Or, quand le
nombre des angles du polygone est pair, on a le signe + dans
l'équation (4)- Mais alors le premier membre est positif, et, par
conséquent, le second l'est aussi. Donc le nombre des rapports — ! . . . négatifs est pair.
Quand le nombre des angles du polygone est impair, le signe du second membre de l'équation (4) est — . Mais le premier membre est négatif ; donc le produit — , y— !■■■ est positif. Donc
le nombre des rapports négatifs est pair, ce que nous nous proposions de prouver.
Observation. — Ce théorème et les deux (401, 403) sont de ceux qui nous paraissent se rapporter à la Géométrie de situa~ tion proprement dite, comme nous l'avons annoncé (399),
407. Etant pris de.^ points a, b,... sur les côtés d'unpoljgone ABCD... ifig- 84), si d'un point O l'on mène des droites aux sommets du polygone et aux points a, b, . , . , on aura, entre les sinus des angles que ces droites font entre elles et les segments que les points a, b, . . . font sur les côtés du polygone, la relation
sinaOA sinJ OB _ ^ £5 sin«OB siïTiOC'" ^ITbZc""
En effet, menons par le point O une droite ûxe OL, et appelons a', h' ,. .. les points où elle rencontre les côtés AB, BC, . . . du polygone ; l'équation pourra s'écrire
«OA _ sinLOA\ /sinfiOB . sinI.OB\ _ /«A . a'A\ /SB . i'B\
\5in-1OB
OB ■ sinLOBy \sin ôOC ' siaLOC^ \a'& ' a'nj {bC h'Cj' '
car tous les sinus introduits dans le premier membre s'annulent d'eux-mêmes deux à deux, et les segments introduits dans le se-
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cond membre s'annulent tous ensemble, en vertu de la relation
Or chaque rapport anharmo nique du premier membre est égal au rapport aoliarmonique correspondant dans le second membre. Donc l'équation a lieu, et le théorème se trouve démontré.
408, Corollaire I. — Si toutes les droites 0(ï, Oh, . . . sont
les bissectrices des angles AOB, BOC, ..., chacun des rapports
sinnOA , i •, r\ i
-; — :r— ) ■ ■ . est égal à — i . On en conclut que :
Les bissectrices des angles sous les<}iieh on voit d'un point fixe les côtés d'un polygone AEG... rencontrent ces côtés en des points a, h, . . . tels, que l'on a la relation
le signe étant -[•ou — selon que le nombre des cotés du polygone est pair ou impair.
CoitOLLA.iEE II. — Si toutes les droites Oa, . . . sont les bissectrices des suppléments des angles du polygone, le premier membre est toujours positif. Donc :
Les bissectrices des suppléments des angles sous lesquels on voit d'un même point les côtés d'un polygone ABC. . . rencontrent ces côtés en des points a, b, . . . tels, que l'on a
On peut conclure de ce théorème les propriétés relatives au triangle, démontrées précédemment par d'autres considérations (393 et 394).
409. Etant pris des points a, b, c, , . , sur les côtés consécutifs d'un polygone ABCD. . ., si l'on /ait la perspective de la figure
■iplan, la Jonction
conservera L
Ed effet, menant une transversale qui rencontre les côtés coniéciitlfs du polygone en des points a, Ê, y, . . . , on a
«A es 7C
;4.oo);
ei, par conséquent, la fonction proposée a la même valeur que la suivante :
(iiA _ «A\ I bB _ eB\
V^'";â!/ v^^' se)""
Celle-ci devient en perspective
U'A' , ■<2^'\ /i^ . e'B'\ \^ ■ TW) [Vc ■ g'C'j' "'
et conserve la même valeur, parce qu'elle se compose de rapports anharinoniques. Mais cette dernière se réduit à
parce que les points a', G', . , . étant en ligne droite, de même que 0^, 6, . . . , on a la relation
o^' riv _ 7b' Wc"'~'"
On a donc
«A bB __ n'A' b'B' «B rc""~ïïW Jx!""
Ce qui démontre le théorème.
Observation. — Le théorème et la démonstration sulisistent, si, l'œil étant placé dans le plan du polygone, on fait la perspective sur une droite. Alors on prend pour la transversale cS une droite passant par l'œil.
■410. Étant donné un pofygone ABC. . .F et des di-oites A3L,Bb, Ce, . . . menées par ses sommets, si l'on fait la peispective de la figure sur un plan, la fonction
noAF sin^-BA sincCB DûAB sin b BC smcCD
ne changera pas de valeur.
C'est-à-dire que l'on aura
BbBA.
niBC"'
En effet, que par un point O pris dans le plan du polygone < mène des droites à ses sommets, on aura
inOAF sinOBA sin OCB iiiOAB sinOBC sinOCO"
et, par conséquent, la fonction proposée est égale à
_^ /wn«AF _ sinOAFX /sJnéBA . smOBA\ ~ \sinaAB 'sinOABJ \5m6BC ' sinOBC/""
Or dans la perspective cette fonction ne change pas de valeur, parce qu'elle se compose de rapports anharmoniques. Mais les rapports correspondants à ceux que nous venons d'introduire disparaîlronl en perspective, parce qu'ils ont leur produit égal à zt I en vertu du théorème (402) ; il restera donc les rapports correspondants à ceux qui forment la fonction donnée; ce qui dvmontre le théorème.
§ II. — Propriétés du quadrilatère.
4H. Les propriétés générales d'un poiygone s'appliquent d'elles-mêmes au quadrilatère; mais cette figure donne lieu i'j quelques propositions particulières.
Si sur les quatre côtés d'un quadrilatère ABCD (^ fig. 85) on preTid t/iiatre points a, h, c, d te/s, que Von ait la relation
ak èB cC dit _
''' ^ ic ^ ■5Â~ ''
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et i/u'on regarde ces ijuatre points comme les sommets consécutifs iV un second quadrilatère abcd, les points de concours des côtés opposés de celui-ci seront situés sur les deux diagonales du pre-
Ainsi les deux droites ab, cd se croisent sur la diagonale AC. En effet, si l'on suppose que ces deux droites rencontrent lu diagonale en deux points différents t, e', on aura dans les deux triangles ABC, ADC les relations
« A èC e_C _ cC dH ;'\_
«B iC sA ""^ "^^ tD d'k î'C^''
Multipliant ces équations membre à membre et ayant égard à
l'équation supposée, on en conclut — = -;--■ Ce qui prouve que
les deux points s, e' coïncident. Donc, etc.
4^2. Réeiproqiiement : Si par un point z de la diagonale AC d'un quadrilatère ABCD on mè/ie deux droites quelcontfues, dont l'une rencontre les deux côtés AB, BG en a, b, et la seconde les deux côtés CD, DA. en c, d, on aura entre les segments formés par ces quatre points a, b, c, d sur les côtés du quadrilatère la relation
«A 6B c C rfD _ ^ ÏG c D dX^''
et, par suite, les deux droites da, clo se couperont sur la seconda diagonale BD.
En effet, si les deux droites aB, cd se croisent en un point e sur la diagonale AC, on aura les deux équations précédentes, en écrivant E au lieu de e' dans la seconde; et ces équations multipliées membre à membre donnent l'équation (i).
Cette équation étant démontrée, il s'ensuit que les deux droites ad, bc se croisent sur la diagonale BD (4H ).
Corollaire. — Si les deux droites menées par le point « de la diagonale AC se confondent, les deux équations dont nous venons de faire usage ont toujours lieu, et l'on en conclut l'équation (i). Ce qui démontre directement la propriété du quadrilatère, com-
prise dans le théorème général (iÛO), savoir; Quand une transversale rencontre les quatre côtés d'un quadrilatère ABCD en ijuatre points a, b, c, d, on a la relation
«A iB rC £D_
«B ÏGtD rfA "
413. Si pai- les points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère ABCD [Jîg- 86) on mène deux droites qui rencontre?it, respectivement, les deux couples de côtés opposés en a, c et b, d, on a, entre les segments que ces points forment sur les quatre côté.-du quadrilatère, la relation
ak bli cC rfD_
iTË ÎC ^ rfZ ~''
et, par suite, le quadrilatère abcd, qui a pour sommets co/tsécutijs ' ces quatre points, a les points de concours de ses côtés opposés sur les deux diagonales du quadrilatère ABCD.
En efi'et, les deux séries de quatre points E, A,<ï, B et E, D, c, C ont leurs rapports anharmoniques égaux; dn sorte qu'on a
nA .EA_ çD_ ED
^ ■ ËB ^ ^' ËC"
On a pareillement
^. FB -^ , FA l)C ' FC "" dD ' Vd'
Ces équations multipliées membre à membre donnent
t iB cC rfD _ EA.KC . FA .m ) bC cD rfA~ EB.ED ' FB.FD'
Or le second membre est égal à l'unité (359, I). Donc, etc.
Ma. Si par les sommets d'un quadrilatère ABCD {/ig- ?,y on mène des droites An, BL, Ce, Dd telles, que l'on ait la relation
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ces quatre droites seront les côtés consécutifs d'un quadrilatère abcd circonscrit au proposé, et dont les diagonales passeront par les points de concours des côtés opposés de celui-ci.
Cela résulte du théorème (-iH), en vertu de la proposition (40-4). Car, l'équation (2) ayant lieu par hypothèse, l'équation (1) a lieu d'après celte proposition ; et par conséquent la diagonale AC passe parle point de concours des côtés opposés ba, cd (^ii). Donc, etc.
Observation. — On peut démontrer le théorème dlrecl^menl, d'une manière analogue à celle par laquelle nous avons démontré le théorème (411).
MS. Cobollaihes. — Dans tout quadrilatère, les bissectrices des quatre angles forment un second quadrilatère dont les diagonales passent par les points de concours des côtés opposés du premier.
Et il en est de même quand le second quadrilatère est formé soit par les bissectrices des suppléments des quatre angles, soit par les bissectrices de deux angles et les bissectrices des suppléments des deux autres angles.
Car, dans chacun des trois cas que présente ce théorème, les droites bissectrices que l'on j considère donnent lieu k l'équation {2) précédente.
416. Si par les sommets d'un quadrilatère ABCD on mène quatre droites Aa, Bb, Ce, Dd, de manière que le second quadrilatère abcd, formé par ces droites prises pour côtés consécutifs, ait les points de concours de ses côtés opposés sur les deux diagonales du premier, on aura entre les sinus des angles que ces droites font avec les côtés du quadrilatère la relation
sinftAD sinéBA sincCB sinriDC _ sinaAB sin6BG amcCD simiDA ~' ' '
et, par suite, les diagonales de ce second quadrilatère abcd passeront par les points de concours des côtés opposés du quadrilatère ABCD.
En effet, les diagonales du quadrilatère ABCD (fig. 88) passent,
PROPHIKTES DU QVM
par hypothèse, par les points de concours des côtés opposés du quadrilatère ahcd; par conséquent, on a, d'après le théorème (413), l'équation
A« Bê Ce nd
TbBcCdJia''^'
Donc, d'après le lliéorèrae (404) appliqué au quadrilatère, on a l'équation qu'il s'agit de démontrer.
Et cette équation ayant lieu, il s'ensuit, d'après le théorème précédent, que les diagonales ac, bd du quadrilatère abcd passent parles points de concours des côtés opposés du quadrilatère ABCD.
§ m. — Quadrilatère gauche, — Hyperboloïde à une nappe.
417. Le théorème (4H) et sa réciproque s'appliquent d'euxmfimes au quadrilatère gauche; ce qui donne lieu à ce théorème :
Quand un plan rencontre les quatre côtés d'un quadrilatère gauche ABCD en quatre points a, b, c, d, on ala relation de seg-
aA &B cC ^ _
Et réciproquement : Quand cette relation a lieu, les quatre points a, b, c, d sont dans un même plan.
418. On conclut de ce théorème une propriété de l'hyperboloïde à une nappe, d'où résultera immédiatement une démonstration de la double génération de cette surface par une ligne droite.
On appelle hjperholoïde à une nappela. surface engendrée par une droite qui se meut en s'appuyant sur trois droites fixes. D'après cela;
Si une droite ac [fig- Sq) glisse sur les deux côtés opposés AB, CD d'un quadrilatère, de jnanièra qu'on ait toujours la relation
y. étant une constante, celte droite engendre un hyperholoïde i une nappe.
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En effet, que l'on prenne sur les deux autres colés du quadrilatère deux points fixes b, d tels que l'on ait
dk_ h^_ dD~ 'hC'
il existera entre ces points et les deu'c n, c la rcblinji
akbBcC^dD_
qui prouve que les quatre points sont dans un même plan ; c'est-àdire que la droite ne rencontre toujours la droite fixe bd. Cette droite se meut donc en s'appuyanl sur ti'ois droites fixes AS, CD et bd; par conséquent elle engendre on hyperboloïde à une nappe.
ConOLLAiitE. — En observant que la position de la droite bd esf «déterminée, puisqn'i! suffit que l'on ait
un en conclut i|ue toutes les droites qui satisferont à eetle relation s'appuieront sur toutes les génératrices flcdel'hyperboloïde, et par conséquent seront, dans toute leur étendue, sur cette surface. Donc :
La surface engendrée par une droite tjui s'appuie sur trois droites fixes, peut l'être d'une seconde manière par une droite
s' appuyant sur trois positions fixes de la première génératrice (').
■419. L'équation — - ^=?. — ^ montre que les deux points a, c
forment sur les deux côtés du quadrilatère AB, CD deux divisions h 0 mo graphique s ; de sorte que le théorème (418) peut s'énoncer
démonstration géométrique de la double gônération de l'hvperboloid par une li^iie droite a été donnée (en novembre iSn) dans la Con r 1-Ècole P^bteK^kiiique, t. Il, p. i^lS.
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Quand deux droites dans l'espace sont divisées homographi- (juenient, les droites qui joignent deux à deux les points homologues des deux divisions engendrent un hyperboloïde à une nappe.
420. Puisque les deux points «, c forment sur les deux côtés AB, CD deux divisions homographiques, si autour de ces deux côtés on fait tourner deux plans passant, respectivement, par les deux, points c et n, ces deux plans, dont la droite d'intersection sera la génératrice ac de l'hyperboloïde , formeront deux faisceaux (*) homographiques ; on a donc ce théorème :
Si, autour de deux droites fixes, on fait tourner deux plans dont les positions successiyes forment deux faisceaux homographiques, leur droite d'intersection engendrera un hjperboloïde à une nappe.
Corollaire. — On conclut de ce théorème que : Si l'on fait
tourner deux plans rectangulaires autow de deux droites fixes dans l'espace, leur droite d'intersection engendre un hyperboloïde à une nappe.
Il suffit de prouver que les deux plans mobiles forment deux faisceaux homographiques.
Soient A, B, G, ... des positions du premier plan, qui tourne autour de la droite L, et A', B', C, ... les positions correspondantes du second plan, qui tourne autour de la droite L'. Que d'un point fixe O', pris sur la droite L', on abaisse des perpendiculaires sur les plans A, B, C, . . , , ces droites, situées dans les plans A', B', C, . . ., respectivement, seront toutes dans un même plan, perpendiculaire à la droite L; donc le rapport anharmoniqiie de quatre de ces droites sera égal à celui des quatre plans A', B', , ■ ■ dans lesquels elles sont situées (17) ; mais leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre plans A, B, . . . , parce que ces droites sont perpendiculaires à ces plans respectivement. Donc le rapport anliarmonique des quatre plans A, B, ... est égal à celui
[') Nous appelons faisceau de plant une série 6e pions passant par une même
E SUPKRIFiTJRC. — CHAPITRE XX.
des quatre plans correspondants A', B', ... ; ce qu'il fallait prouver. Donc, elc. (' ).
421. Quatre points c, c', ... appartenant à quatre génératrices ac, a' c' , . . . ont leur rapport anharmoniquc ég'al à celui des quatre plans qui, ayant pour arête commune le côlé AB, passent respectivement par ces quatre génératrices, lesquels sont les plans tangents à l'hyperboloïde aux points a, a', .... Donc, puisque les quatre points c, </, . . . ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a, a', . . . , on peut dire que :
Les plans tangents à un kyperboloïde, en quatre points d'une même génératrice AB, ont leur rapport anharmonique égal h celui de ces quatre points.
Ce théorème donne lieu, par les conséquences qu'on en peut déduire, à diverses propriétés de l'hyperboloïde, cl en général des surfaces engendrées par une ligne droite. Mais ce n'est pas ici le moment de li-aiter celte matière [^}.
g IV. — Propriétés de l'hesagone.
-422, Etant données six droites, si deux d'entre elles sont divisées homographiquement par les quatre auti-es, il en sera de même de deux quelconques des six droites.
('] Les pieds des perpendiculaires abaissées du point O' sur les plans A, 1t, . . . sont, éTidemment, sur l'iijperboloîde; or le lieu de ces points est un cercle situe dans la plan perpendiculaire k la droit« L, mené par le point O' ; on en conclut donc que : Les sections cireulairei dt i'hyperboldide sont dans des plans perpendiculaires aux deus droites L, 1'.
Cet hyperboloïde, engendré par In droite d'intersection de deox plans rectangulaires tournant autour de deui droites fiies, jouit d'une propriété intéressante : On peut déterminer d'une infinité de maniires an systime de dtux droites telles, que le' distances de choque point de l'hyperboloïde à ces deux droites ont un rapport constant. (Voir Journal de Mathématiques âe M. Liouïille, t. T, p. 3i.'t; année |836.)
(') On peut consulter un Mémoire sur les sur/aces engendrées par une ligne droite, dans le Tome XI da la Correspondance mathématique et physique de M. Quelelet, année i83S, p. jg-jiS.
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Soient A, B, C, D, E, F [fig- 90) les six droites, dont les quatre premières divisent homographiquement les deux E, F, c'est-à-dire en deux séries de quatre points a, b, c, d sur E, et a, b', c', d' surF, qui ont leurs rapports anharmoniques égaux.
Je dis que les deux droites A et B sont aussi divisées homographiquement par les quatre autres C, D, E, F,
En effet, soit 0 le point de concours des deux droites C, D : les deux séries de quatre points a, b, c, d cl «', b', </, d' ayant leurs rapports anharmoniques égaux, il en est de même des deux faisceaux de quatre droites Oa, Oh, C, D et O^ , Ob', C, D. De sorte qu'on a l'équation
in(Ofl, C] . sin(0&. C) _ sin(Oa', C) _ sin(OZ.', C)
sin(Ur-
sLn(06,D)
sin(0«', D) ■ [
iin(Oi',D)'
siii{0«
iiLl(Ort', C)
sin(OÔ, C).:
sir,(Oi', C)
sin(0«
sin(0«',D)
sin[Ot, D) • ;
sm(06',D)
Ce qui exprime que les deux faisceaux de quatre droites Oa, Oa\ C, D et Ob, Ob', G, D ont leurs rapports anharmoniques égaux. Donc les quatre points d'intersection du premier faisceau par la droite A ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points d'intersection du second faisceau par la droite B. Ce qui démontre que les deux droites A, B sont divisées homographiqucment.
1! reste à montrer que l'une des deux droites E, F et l'une des quatre autres, par exemple E et D, sont divisées aussi homographiqucment; cela résulte de ce que les deux A et B sont divisées homographiquement. Ainsi le théorème est démontré complètement.
423. Quand deux côtés d'un hexagone sont divisés homograpkiquement par les t/uatre autres, les trois diagonales t/iii joignent les sommets opposés passent par un même point.
Soit ABCDEF {fig- 91) l'hexagone; considérons deux eûtes opposés AB, DE. Soient (f', e' les points de rencontre du premier par les deux côtés CD, EF ; et b', a' les points de rencontre du second par les deux côtés BC, AF. Les quatre points A, B, d', e' ont, par hypothèse, leur rapport anharmonique égal à celui des
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cjiiatre a', b' , D, E; ceux-ci peiivenl être écrits dans l'ordre E, D, b', a' [Aà); nous dirons donc que les deux séries de quatre points A, B, d', e' et E, D, b', a' ont leurs rapports anharmoniques égaux. 11 s'ensuit que les droites menées de deux points quelconques de la première série aux deux points correspondants de la seconde, pris inversement, se coupent sur une même droite (H3), Les deux points C, F et le point de croisement des deux diagonales AD, BE sont des points de cette droite. Donc les deux diafjonales AD, BE se coupent sur la troisième diagonale CF.
On conclut sans difficulté de ce théorème que
Réciproquement : Quand les trois diagonales qui joignent las sommets opposés d'un hexagone passent par un même point, deux côtés quelconques de l'hexagone sont divisés homographiquement par les t/ualre autres.
■425. Etant donnés six points, si les faisceaux formés autour de deux de ces points par les lajons menés aux quatre autres sont homo graphiques (c'est-à-dire ont leurs rapports anhannoniques égaux), il en est de même pour deux quelconques des six points.
Soient A, B, C, D, E, F {fig, ga) les six points. Les deux faisceaux qui ont pour centres les deux points E, F et dont les rayons passent par les quatre autres points A, B, C, D ont, par liypoihèse, leurs rapports an harmoniques égaux; je dis qu'il en est de même des deux faisceaux qui ont pour centres les deux points A, B et dont les rayons passent par les quatre autres points C, D, E, F.
En efifet, la droite CD coupe les deux premiers faisceaux, qui ont leurs centres en E et F, en deux séries de quatre points a, b, C, D et a\ b', C, D qui ont leurs rapports anharmoniqnes égaux, puisque les deux faisceaux sont homographiques. On a donc
«C . fiC _ n^. i^C «C _a'C _hC _ h'C_
ab ■ bD " «'D' t'D '"' oD ■ a'D " bD ' è'D'
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ce qui exprime que les quatre points a, a', C, D ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre h, b', C, D. Donc le faisceau qui a son centre en A et dont les rayons passent par les quatre points a, a', C, D a le même rapport anharmonique que le faisceau qui a son centre en B et dont les rayons passent par les quatre points h, b', 0, D ; c'est-à-dire que les quatre droites menées dvi point A aux quatre points K, F, D, C ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites menées d« point B aux quatre mêmes points.
11 nous reste à prouver que les deux faisceaux qui ont leurs centres en l'un des deux points E, F et l'un des quatre A, B, C, 0, par exemple en E et D, et dont les rayons passent par les quatre autres points, sont aussi liomograpliiques . Or cela résulte de ce que les deux faisceaux qui ont leurs centres en A et en B sont liomographiquos. Le théorème est donc démontré.
■426. Quand dans un hexagone les rayons menés de deux somjnets aux ijuatre autres Jormenl deux faisceaux homograpliiques, les points de concours des côtés opposés sont en ligne
Soient l'hexagone ABCDEF (Jig. gS) et G, H, I les points de concours des trois couples de côtés opposés AB, DE; RC, EF; CD, FA. Je dis que ces trois points sont en ligne droite.
En effet, les quatre droites BA, BC, BD, BF ont le même rapport anharmonique que les quatre EA, EC, ED, EF par hypothèse, et, en changeant l'ordre de celles-ci, on peut dire que les quatre premières ont le même rapport anharmonique que les quatre EF, ED, EC, EA (49). Donc les points d'intersection de deux droites quelconques de la première série par les deux droites correspondantes de cette dernière, prises inversement, sont deux points toujours en ligne droite avec un même point fixe (H6). Or D et C sont un système de deux tels points, F et A un autre, et G et H un troisième. Donc les trois droites DC, FA, GH passent par un même point, c'est-à-dire que le point I est en ligne droite avec les deux G et II ; ce qu'il fallait prouver. Donc, etc.
427. Réciproquement : Quand les trois points de concours des côtés opposés d'un hexagone sont en ligne droite, les faisceaux
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qui ont pour centres deux sommets i/uelconques de l'hexagone et dont les rayons passent par les quatre autres sommets sont komographiques.
Cette réciproque se conclut de la proposition directe, sans dif-
428. Obseryalion. — Les hexagones auxquels se rapportent les proposilions précédentes jouissent de diverses autres propriétés qu'il serait aisé de démontrer ici, mais qui se présenteront plus naturellement dans la théorie des sections coniques.
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CHAPITRE XXI
ÉQUATIONS d'une DROITE, OU RELATIONS DE SEGMENTS SERVANT A DÉÏETl- MINER TOUS LES POINTS d'uSE LIGNE DROITE.
§ I. — Ë^ation entre les segments faits sur denx droites par des rayons tournant autour de deux pôles fixes.
429. Nous avons vu (Cliap. XVII) ((u'on peut décrire de diverses maQières une ligne droite par le point d'intersection de deux rayons tournant autour de deux points fixes; il suffit que CCS deux rayons forment deux faisceaux homographiques tels, que la droite qui joint les deux points fixes, considérée comme appartenant au premier faisceau, soit elle-même son homologue dans le second faisceau. Si, au lieu de déterminer l'homographie des deux faisceaux par des constructions géométriques, comme nous l'avons fait, on l'exprime par une relation d'angles ou de segments, celte relation constituera une équation de la droite. Nous allons chercher les diflerenles formes d'équations auxquelles ces considérations donnent lieu.
430. -Si autour de deux pôles fixes P, P' (fig. 94) on fait tourner deux rajons rencontrant respectivement deux axes fixes EA, E' B' en deux points m, m' tels que l'on ait la relation constante
dans laquelle A et B' sont deux poinU fixes pris arbitrairement sur les deux axes, E, E' les points où ces axes rencontrent la droite PP' et a., S, v des coefficients constants, le point de concours des deux rajons Pm, P'm' décrira une ligne droite.
En effet, l'équation exprime que les deux points m, m' forment
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sur les deux axes EA, E'B' deux divisions homographiques dans lesquelles E et E' sont deux points homologues (129); d'où il suit que les deux droites Pm, Vm' décrivent deux faisceaux homographiques qui satisfont à la condition que la droite PP' soit ellemême son homologue dans les deux faisceaux. Donc le point d'intersection des deux rayons Vm, Vin' décrit une ligne droite (HO) ; ce qu'il fallait prouver ( ' ).
Il est clair que, réciproquement, une droite étant donnée, on pourra toujours déterminer deux des trois constantes a, 6 et v, l'autre étant prise à volonté, de manière que l'équation (a) corresponde à la droite.
•431. Nous avons vu (129) que dans l'équation (<ï) un ou deux des points fixes A, E, B', E' peuvent être situés à l'infmi et que le segment qui se rapporte à un point situé à l'infini disparait de l'équation comme s'il était devenu égal à l'unité. Il s'ensuit que, sans changer la position des deux pôles P, P', mais en supposant que l'une des deux origines A, B' ou toutes deux soient à l'infini, ou bien que l'un des deux axes EA, E'B' ou tous deux soient parallèles à la droite PP', on aura les quatre équations suivantes, toutes également propres à représenter une ligne droite quel-
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■432. Quand dans ces équations, de même que dans («), la constante V est nuîle, l'équation devient à deux ternies, et alors les points fixes A, B' sont deux points homologues des deux divisions homographiques (121), et la droite lieu du point d'intersection des deux rayons tournants P/k, P'm' passe par le point de rencontre des deux droites PA, P'B'. Cela a lieu même quand les points A et B' sont à l'inlini.
433. Les pôles P, P' sont pris arbitrairement ; la seule condition à observer, c'est que ces points et les deux E, E' soient tous quatre sur une même droite. Cette droite peut être à l'infini; alors les droites Pm sont parallèles entre elles, ainsi que les droites P'm', mais sous une autre direction, et l'équation devient
On a donc ce théorème ;
Si sur deux axes on prend, à partir de deux points fixes A, B'(_/îg. 95), deux segments -variables Am, B'm' liés ent/'e eux par la relation du premier degré
et que par les points m, ra' on mène des droites parallèles à deux autres axes fixes, le point d'intersection de ces deux droites décrira une ligne droite.
CoROLLAiiiE. — Coordonnées de Descartes. Si les deux points fixes A, B' coïncident en O [fig- 96) avec le point d'intersection des deux axes, et si les droites Mm sont parallèles à l'ase Om' et les droites Mwi' parallèles à l'axe Qrn, les deux segments Oni, Om' seront précisément les deux coordonnées x^j du système de Géométrie analytique de Descartes; et le théorème exprime que l'équation du premier degré
est celle d'une ligne droite.
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43i. Reprenons le cas où les points A, B', origines des segments Am, B'm' {fig- q5), sont quelconques, ainsi que les directions des deux axes fixes auxquels les droites Mm, Mm' sont parallèles.
Que l'on mène par le point fixe A la parallèle à la droite Mm et qu'on abaisse sur eette droite l'oblique Mp parallèle à Am; on aura M;? ^ Km. Pareillement, ayant mené par le point fixe B' !a parallèle à Mmi' et abaissé du point M sur cette droite l'oblique Mp' parallèle à Wm', on a Mp'^= B'm'. De sorte que l'équallon (ij devient
fl.M^ -i-ê,M//----Ji c'est-à-dire que :
Si l'on demande le lieu d'un point M tel gîte les obliques Mp, yi'^' abaissées de ce point sur deux axes Jixes, sous des angles donnés, aient entre elles la relation du premier degré
le liou de ce point est une ligne droite.
On peut encore conclure de là l'équation de la Géométrie analytique, déduite plus directement du théorème précédent.
43S. Au lieu de l'équation (a) pour exprimer la division liomograpbique des deux droites EA, Ë'B' [fig. 97), on peut prendre l'équation
[c] Am.B'w' + l.km -|- p. B'm' ^- v r.^ o ( 137),
pourvu que l'on détermine l'un des trois coefficients X, /.r, v de manière que les points de rencontre de la base PP' par les deux axes EA, E'B' soient deux points homologues. L'équation qui exprime cette condition est
AE,B'E'-t-;.AE + ,(/.B'E' + v — o,
Ainsi l'équation générale d'une droite sera
Am.B'm' + i.Am -h u.B'm'= AE.B'E'-H X.AE -i- p.B'E',
Xm.h'ni'-^l.Em-h u.E «/'= AE.B'E',
les deux coefficients 7. et ij. étant arbitraires.
Appelons I le point de la première droite EA tjui correspond à l'infini de la seconde et J' le point de celle-ci qui correspond à l'infini de la première; on aura ) ^ — B'J', /j. = — Al(l-iO), et l'éciuation devient
Ain.Wm'— B'J'.Ew — AI. E' /;.■' = AE.B'F,'.
Uéctproquenient, une droite L étant donnée, celle équation pourra la représenter; les points A, B' y sont arbitraires, mais les deux points I, J' ne le sont pas : ils dépendent de la position de la droite. Pour déterminer le point I, on mène la droite P'G parallèle à la droite E'B' et qui rencontre la droite L en C; puis la droite PC qui marque sur EA le point I, Pareillement, pour déterminer le point,]' on mène, parallèlement à EA, la droite PD qui rencontre la droite L en D; la droite P'D rencontre la droite E'B' au point cKerché J'.
Si l'on place les deux points A et B' en I et J ' respectivemenl , l'équation se réduira à
Im.J'n/ = IE.J'E'.
136. Dans tous les théorèmes précédents on peut supposer que les deus droites EA, E'B' coïncident; les mêmes équations subsislent.
L'équation (c) peut pi'endre alors une Corme dllTérente, savoir
[,;) Am.B'o/+)..wft/-l-v = o (168).
Mais il faut observer que la constante v n'est pas arbitraire ; car, pour que l'éqtiation soit celle d'une droite, il faut que le point E, où l'axe EA (Jig- 98) rencontre la base PP', soit un point double, c'est-à-dire la réunion des deux points homologues E, E'. Celte condition s'exprime par la relation
AE.B'E + v = o.
Ainsi l'équation générale d'une droite sera
Am .B'm'+)..inm' = AE . B'E:
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los points A el B' étant pris arbitrairement sur l'axe EA, cl X étant nn coefficient arbitraire.
Cette équation renferme trois éléments indéterminés, le point A, le point B et le coefficient X. Une droite étant donnée, on ne peut |irendre qu'un de ces éléments arbitrairement; les deux autres seront pris de manière que l'équation s'applique à cette droite parliciilière.
Corollaire. — Les deux points doubles des divisions homograpliiqnes marquées par les points jn, mf sur l'axe EA sont le point E l'I le point F, intersection de l'axe EA par la droite proposée. 11 s'ensuit que les deux poînls A et B' sont, de part et d'autre, à égale distance du point O, milieu de EF {168). On peut dore ])lacer le point A eu E cl le ]ioint B' cit F; alors l'équation de !a
^ II. — Équation entre des segments faits sur plusieurs a}:es par des rayons tournant autour de points fixes situés en ligne droite.
437, Le théorème (430), relatif aux segments faits sur deux axes lÎKCs, peut être généralisé el appliqué aux segments faits sur un nombre quelconque d'axes fixes, de la manière suivante ;
Si l'on a plusieurs axeX AE, BE', CE", ... et autant de pôles t', P', P", - . . placés en ligne droite, et que de chaque point M (/ une droite L on conduise des rayons à ces pôles, lesquels rencontrent respectivement les axes AE, BE', CE", ... en m, m', m", ...,onaura entre les segments que ces points font sur ces axes, à partir d'autant de points fixes A, B, C, ... pris arbitrairement et des points E, E', E", . . . , tous situés sur la droite PP'P", .... la relation constante
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dans la<juelle ions les coefficients , moins deux, peuvent être pris arhitrairement.
C'est-à-dire que les deux cocl'ficieiits non déterminés pourront l'èlre de manière que l'équallon ah toujours lieu.
Nous allons démontrer que, si la proposition est vraie dans le cas de n axes AE, BE', . . . , elle l'est nécessairemeul pour (/; -|- i )
Supposons que les dctiv coefficients non déterminés soient a cl S. Faisons abstraction du premier axe AE; nous aurons un axe de moins, et, par h^-^jotJièse, la proposition sera vraie, de sorte que, les coefficients y. à, . . . étant donnés, on poun-a déterminer les deux £', v' de manière que l'on ait toujours l'équation
Mais, en no considérant que les deux axes AE c\ BIC', on petit déterminer deux cocfficienls a, 6" de manière que l'on ail toujours
ï relation
AjoiLlaul ces deux équations membre à membre, on a
Xm ,^_, , ^„. It"/ _ Cm" " Em '*" * ' *" ■ ■ '^''l'ï' ~'~ '' YJ'm"
Celle équation, relative à [n -+- 1) axes, aura toujours lieu, puisqu'elle résulte de deux équations qui ellcs-mômes ont toujours iiou, et les coeflieienls de ses deux premiers termes, les seuls qui lie soient pas donnés, ont des valeurs déterminées.
Supposons mainlenant que les deux coefficients non déterminés soient a et v. On fera encore abstraction du premier axe AE, .■i l'on déterminera deux cO-cfficients S' et v' de manière que l'on ait
hm' ^ C^ . _ ,
ce qu'on peut faire par hypothèse; puis, en considérant les deu^ ii\cs AE, BE', on déterminera deux coefficients «, u"tels,que
yGoosle
E gi:omi::trie s
Ajoutant CCS Jei
équation dans laquelle les deux coefficienl^ « et (w'-H v"), les seuls qui ne soient pas donnés, ont des valeurs dcterminécs.
Ainsi, il esl démontré que, si le théorème a lieu. pour n axes, il aura lieu pour [n-h i)- Mais il est vrai pour deux; donc aussi pour trois, pour quatre, etc.
(Jhseryation. — - Dans le cas de deux axes on ne peut pas faire en général la constante v égale à zéro, mais on le pourra toujours dans le cas où l'on a plus de deux axes.
■438. Nous venons de prouver que, ayant pris arLJLrairement ie^ coefficients a, S, ..., v, moins deux, on peut déterminer ceux-ci de manière que l'équation ait lieu pour tous les points d'une droite donnée L, Or, deux points quelconques de ta droite peuventservir pour déterminer ces deux coefficients. En efTet, ces deux poinls donneront lieu à deux équations, telles que
et ces équations, dans lesquelles les segments An^|, Am^, ...
sont connus, servent à déterminer les deux coefficients inconnus.
11 suit de là que : Quand l'équation (e) a lieupow deux poinis
d'une droite, elle a lieu pour tous les autres points de cette
Ce qui conduit à ce théorème général, qu'on peut considérer comme la réciproque de la proposition (437) :
■439. niant donnés des axes AE, BE', CE", . . . terminés en E, E', E", .. . à une même droite et autant de pôles P, P', P", . . .
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situés sur cette droite, si l'on demande le lieu d'un point M tel que les rayons conduits de ce point aux pôles P, P', P", . . . fassent, respectivement, sur les axes AR, BE', CE", - . ., des segments dont
, Am Bm' Cm" , / ■ j
les rapports ——t t:;— 7' v,^r-,; ' • • ■ itient entre eux la relation du
premier degré
dans laquelle a, S, y, . . ., v sont des coefficients constants pris arbitrairement, le lieu du point M sera une ligne droite.
En effet, supposons que l'on ait déterminé deux points M,, Mï satisfaisant à l'équation ; cette équation aura lieu pour tous les autres points de la droite qui joint les deux M,, Mj (iSS), ce qui démontre le théorème.
Nous verrons plus loin (■449) comment on pourra déterminer les points M(, Mn, . . , qui satisfont à l'équation.
•440. Ces tliéorèmcs relatifs à plusieurs axes donnent lieu aux mêmes corollaires que le théorème relatif à deux axeS. Ainsi nous dirons, en supposant tous les pôles P, P', ... à l'infini, que ;
Si de chaque point d'une droite on abaisse sur des axes fixes des obliques sous des angles donnés, les segments que ces obliques détermineront sur ces axes, à partir de points fixes A, B, . . . , auront entre eux une relation du premier degré
dans laquelle tous les coefficients a, c, . . ., v, moins deux, pourront être pris arbitrairement.
■441. On peut substituer aux segments faits sur les axes fixes les obliques abaissées parallèlement à ces axes sur d'autres axes menés par les mêmes points fixes A, B, , . ., comme dans le cas de deux axes (-434); et l'on ace théorème :
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Si rie chaque point d'une droite on abaisse sur des a:res fixdes obliques sous des angles donnés, ces obliques p, p', p", ... ar vont entre elles une i-clation du premier degré
dans laquelle fous les coefficients a, ê, . , . , w, inoins deux, peuvent être pris arbitrairement.
Et réciproquement ; Le lieu d'un point tel, que les obliques abaissées de ce point sur des axes fixes, sous des angles donnés, aient entre elles une relation du premier degré, e.st une ligne droite ( ').
4t2. Aux obliqufîs qui ont des ttircctions dilTérentes on prui en substituer d'autres avant toules la même direction, parce que celles-ci seront proportionnelles aux premières respectivement ; il s'ensuit que :
/itant dominées plusieurs droites AE, BE', CE" et une dernière iu, si l'on mène des transversales toutes parallèles entre elles. dont chacune rencontre ces droites en des points a, b, c, . . ., M, on aura entre les segments Ma, ]\I b , ... la relation du premier degré
«.Jl« + S.iMi + 7.Jlc+. . . _-v,
dans laquelle tous les coefficients a. S, v, moins deux, peuvent.
être pris arbitrairement.
Et réciproquement.
Borème TaiBait partie Jea Lieux plniis d'Apollonius, ninsi qu'on lo ïoit doiis ■rns mathém/itîques de Pappiis, où il est énanré d'ubord pour le eus de eulement, puis pour un nombre quelconque d'aies, dans les tormes suïi a pitiicto quodaia ad positlones datas duos rectas liiieas paraltelas, -Bel tvenieiites, daco/ilnr récite llnete in dato aiigulo, -vel datam habenles provel qiiaïaiii unit si'mul cutn ta ad qiiarn aliern proportionern hahet datant, , Boittinget puaclam rectam liiieam posUione datam. Et si siiit quotcumqiip
ta linea et altéra diicta, lequale et, quod data et alla ducta, et reliqiiir
- Équation entre des segments faits sur un ou plusieurs rayons tournant autour de pâles fixes quelconques.
443. Dans les lliéorèmes précédeiUs, l'équation d'une ligne droite a lieu entre les segments que les rayons menés de chaque point de celte droite à deux ou plusieurs pôles fixes font sur des axes fixes. Nous allons maintenant exprimer l'équation d'tun; droite en fonction de segments faits sur des rayons menés de chaque point de la droite à un ou plusieurs pôles fixes pris arljîtraîrenient.
Considérons le théorème général (437), d'après lequel tous les coefficients, moins deux, peuvent être pris arbitrairement.
Prenons sur les axes AE, BE', ... [fig. 99) des points fixes lî, R', ..., et remplaçons les coefficients o, S,... par ("i-"j7tÎ")' BR'
( Ç, ; — — ■ j ï ■ ■ ■ ; l'équation deviendn
c'est-à-dire que, si de ciiaque point M d'une droite L on mène li.s rayons MP, MF', . . . qui rencontrent respectivement les axes AV., BE', ... en m, m', . . . , on aura cette relation, dans laquelle tous les coefficients «,, £,, ..., moins deux, peuvent être pris arbitrairement, les points R, R', . . . ayant été pris eux-mêmes arbitrairement
et restant fixes sur les axes AE, BE',
Considérons les quatre droites menées du point P aux quatre points M, A, E, R, et coupons-les par une transversale issue du point M; soient M, a, e, p les points d'intersection : leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre points m, A, E, R, de sorte que le premier terme de l'équation peut être remplacé par
a, (—r; : -— )■ Si, pareillement, l'on mène par le point M une autre
transversale qui rencontre les droites P'B, P'E', P'R' en b, e', p', on pourra prendre pour le deuxième terme de l'équation l'exprès-
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Ainsi, les segments qui étaient comptés sur les axes AE, lîE', . . . sont remplacés par des segments comptés sur des transversales menées arbitrairement par chaque point M de la droite L; et les axes AE, BE' n'entrent plus dans le théorème. A leur place, on
considère de nouvelles droites PA, P'B, , .,, PR, P'R', Les
points p, p', ... sont sur les droites fixes PR, P'R', ... ; mais on peut éliminer ces droites en considérant les points p, p', . . . comme des pôles fixes pris arbitrairement, par lesquels on fait passer toutes les transversales issues de chaque point M de la droite L. Enfin, de cette manière, les pôles primitifs P, P', ... disparaissent et se trouvent remplacés par les nouveaux pôles p, p', .... On a donc ce théorème général :
Etant données des droites A, B, C, . . , {fig- 100) et étant pris arbitrairement autant de pôles fixes p, p', p", . -- correspondants à ces droites, un à une respectivement, si par chaque point'M d' une droite L on mène des transversales passant par ces pôles p, p', p", . . ., et rencontrant respectivement les droites A, B, C, ... endos points a, b, c, ... et une autre droite fixe li en des points e, e', e", ..., on aura la relation constante
, -. laM ao\ JhU bf'\ , /cM eo" \
dans laquelle tous les coefiicients a , Ê, y, moins deux, peuvent
être pris arbitrairement.
m. Ce théorème général donne lieu à plusieurs corollaires ; car on peut supposer à l'infini soit la droite E, soit un ou plusieurs des points p, p', ... ou tous à la fois; et ces points peuvent se réunir
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SI l'on suppose tous ces points à Tinfini, l'équalion [f) dcvieni
La droite sur laquelle sont comptés les deux segments Ma, Me reste parallèle à elle-même ; de sorte que ces deux segments sont proportionnels, respectivement, aux distances du point M aux deux droites A et E. Il en est de même de tous les autres segments. On a donc, en appelant p, p', p", ... et y les dislances de chaque point M de la droite L aux droites fixes A, B, C, . . . el E, la relation homogène
Donc ; Les distances do chai/ue point d'une droite à plusieurs axes fixes ont toujours entre elles une relation homogène du premier degré, dans laquelle tous les coefficients , moins deux, peuvent être pris arbitrairement.
Si la droite E est à l'infini, l'équation (/) devient
— est ég'al au rapport des perpendiculaires abaissées des points M
cl p sur la droite A, et de même des autres termes. Or les perpendiculaires abaissées des points p, p', ... sur les droites A, B, ... sont constantes, et l'on peut les faire entrer dans les coefficients de l'équation ; de sortequ'en appelant;», /;', ... les perpendiculaires abaissées de cliarpic point M sur les droites A, B, ... oit a la relation
dans laquelle tous les coerficlents, moins deux, peuvent être pris arbitrairement; c'est-à-dire que : Les perpendiculaires abaisséesde chaque point d'une droite L sur des axes fixes ont entre elles une relation du premier degré dans laquelle on peut prendre arbitrairement tous les coefficients moins deux; ce qui est le thcorèiiie (■iil), car on peut substituer aux perpendiculaires des obliques.
, ijans rt^quatio» (A),
bU = r.'M — ab
niant le second nicmhri:
ec qui exprime ce théorème :
Etant données des droites A, B, C, . . - et autant de pôles Jixes p , p', f>", . . . placés d'une manière quelcontjue, si de chaque point M d'une autre droite L on mène des rayons à ces pôles, lesquels rencontreront les droites A, B, C, ... en des points a, 1), c, . . . , on aura la relation constante
dans laquelle a, S,..., v, sont des constantes qui toutes, moins deuT, peuvent être prises arbitrairement.
447. Si loiis les points p, p', ---se confondent en un sciii, l'éqiialion (/t) devient
et l'équation (z)
ee qui prouve que :
Etant données plusieurs droites A, B, C,. .. et une dernière L, si autour d'un point Jixe p on fait tourner une transversale qui
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rencontre ces droites en des points a, h, c, . . ., M, on aura les deux relations (k) et (]), daris chacune desquelles toutes les Constantes. moins deux, peuvent élre prises aj-hitraireinent,
iiS. Et réciproquement :
Etant données plusieurs droites h., B, (j, ..., si autour d'un point fixe p on fait tourner une transversale i/ui les rencontre en des points a, b, c, . . . , et qu'on prenne sur cette droite un point BI déterminé par l'une ou l'autre des deux équations {k) et (/), It^ lieu de ce point sera une ligne droite (' ).
449. Dans ce théorème on détermine immédiatement, soit par l'équation (/-), soit par la seconde (/), chaque point M situé sur une transversale issue du point p, et, comme on passe de l'équalion (c) du théorème (^SQ) à l'une ou à l'autre des équations [k) cl (/), dont les coefificients dépendent de ceux de l'équation (c), lu point p pouvant être pris arbitrairement, on voit qu'on pourra se servir de l'une des équations (fr) et (/) pour déterminer les points JI qui satisfont à l'équation (c), et même pour déterminer en parliculier le point situé sur une droite donnée.
450. Observation. — Tous les théorèmes compris dans le deuxième et le troisième paragi'aphe de ce Chapitre, qui ont été (les conséquences immédiates de l'un ou de l'autre des deux théorèmes généraux (437) et (443), comportent la même généralité que ceux-là; car on peut remonter de tous ces théorèmes aux deux (437) et (443) ; el, comme on passe aussi de l'un à l'autre de ces deux-là, nous pouvons dire que tous les théorèmes ont une égale généralité et qu'ils ne sont que des expressions différentes d'une même propriété relative à tons les points d'une ligne droite, \hces expressions, la plus simple est celle-ci : Les distances de chaque point d'une ligne droite à plusieurs axesjixes ont entre elles une relation du premier degré, soit homogène, soit coiii-
riiat /le Mathémadi,
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plète, dans laquelle tous les coefficients, moins deux, peuvent être pris arhitrairement.
Tous les théorèmes n'expriment rien de plus que celte simple proposition; mais il est intéressant de voir qu'au moyen de la notion du rapport anharmonique on les déduit tous d'une proposition élémentaire (129) et que l'on peut passer de l'un à l'autre.
CHAPITRE XXII
EOIIAIIONS d'un POIM, ou HELAirONS OB SEGllHNTS SERVifiT A DÉIËBMINEII UNB IKFINITÈ DE DROITES ASSUJETTIES A PASSER TOUTES PAR UN MÊME POIKT. — CENTRE DE GRAVITÉ d'i!N SÏSTÈME DE POINTS. — CENTRE DES MOÏENNËS HARMONIQUES.
4-^1. Nous appelons èt/uation d'un point une équation entre certaines variables dont chaque système de valeurs détermine la position d'une droite de manière que toutes ces droites passent par nn même point. On peut dire que l'équation représente ce
g I. — Équation entre les segments qu'une droite tournant autour d'un point fait sur deux axes fixes.
iSâ. Si sur deux axes SA, SB (Jlg. loi), i/ui se coupent en S cf. .(«/■ lesquels A et B sont deux points fixes, on prend deux points variables m, m' liés entre eux par la relation
dans laijuelle a, S et v sont des coefficients constants, la droite mm' passera toujours par un même point p.
En effet, cette équation exprime la division liomograpliique des deux droites SA, SB (129), et dans cette division deux points homologues coïncident en S. Par conséquent, la droite mm' passe toujours par un même point j; (108).
On peut dire que l'équalion représente le point p ou qu'elle est l'équation de ce point, ou, en terme général, que c'est Véijualion d'un point.
Il est évident que, réciproquemenl, un point étant donné, on peHl, enatlribnanl à l'un des trois coefficients a, 6 el v une valcnr arbitraire, délcrminer les deux autres, de manière que l'éqnalion [a) représente ce point.
-153. Chacun des trois points S, A, B peut êlrc ù l'infini {129), ce ([ul donne lieu aux trois équations ;
3° a.Ai«-he.}im' = v.
Dans celte dernière, les deux axes SA, SB sont parallèles.
454. Quand la constante v est nulle, le point représenté pail'une ou l'autre de ces équations est toujours situé sur la droite Ali;
car alors l'équation générale se réduit à
cl cette équation exprime que, dans la division homogiapliique de. deux droites SA, SB, les points A et B sont deux points honiologues(120). Donc la droite AB est une des positions de la droilc mm', et par conséquent le point p se trouve sur cette droite.
45S. On peut encore prendre pour l'équation d'un point lYtiua- (ion générale
[/,] Aw.B/H'-t-),.A/f( -i-^.B/.i'-f-v = o,
pourvu que l'on détermine l'un des trois coefficients de nianiùrc ù exprimer que deux points homologues coïncident en S. La relation qui exprime celte condition est
AS.BH -+-1.AS+ u.BS + v = o.
■a, pour l'équalion générale d'un point. im -l-,r/,.Etm' = AS.BS -4-),. AS -h u.,ItS,
- u..Sw'=z=AS.BS,
LUS laquelle les coefficients eut, un point étant donné, ;s valeurs telles que l'équation représente ce polnU
t lÀ sont arbitraires. RéciprOqi pourra attribuer à ces coeffîcie
436. Quand les constantes 1, \i- sont nulles, Téquatioii s luit à
Aot.Bw'.-^AS.BS.
|>ai
iVinsî, toute droite t point lixe.
n' dél
née par cette relation pa
Et réciproquement ; Un point étant donné, on peut déterminer sur las deux axes SA., SB {Jtg- loa) Ut position des deux points A, M et une constante 1 de nuinière <jue l'équation du point soit
Rn effet, cette équation, qui exprime la division liomographîquc des deux asies AS, BS, fait voir que le point A correspond à l'inlini de la seconde droite et le point B à l'infini de la première. Donc, si par le point p on mène «ne parallèle à l'axe SA, elle déterminera sur le second axe le point B, et pareillement la parallèle pA au second axe détermine sur le premier le point A. Quant ;'i la constante )., elle est égale au rectangle SA. SB.
|< II. ^ Équation entre les segments faits par une droite tournant autour d'un point fixe sur plusieurs droites concourantes en un même point.
-157. Étant données plusieurs droites SA, SB, . . . passant toutes par un même point S (fig- io3} et sur lesquelles sont pris arbitrairement des points Jixes A, B, C, . . . , si autour d' un point p on fait tourner une transversale qui rencontre ces droites en des
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.... Oit aura la relation conslanle
«, S, . . . , M étant des coefjïcients constants qui tous, moins deux, peuvent être pris arbitrairement.
La démon s Ira lion est absolument la niCmc que pour le tiiéorème(«7).
4-38. Pour que l'équation (c) soit celle d'unpoint déterminé, il suffit (juelle soit satisfaite pour deux transversales issues de ce point.
En effet, pour que l'équallon soit celle d'un point donné, on peut prendre arbitrairement tous les coefficients moins deux; cl ceux-ci se détermineront par certaines relations dépendantes de !a position particulière du point. Or deux transversales passant par le point donnent deus équations de condition entre tous les coefficients, savoir
" Sn/, ' Siii'i ' * " ' '' "^ Sm^ S«i', "*" " ' "' ' '
et ces deux équations suffisent pour déterminer et déterminent nécessairement les deux coefficients inconnus-, de sorte que, quand elles sont satisfaites, l'équation (c) est celle du point donné, et par conséquent toute autre transversale menée par ce point satisfera aussi à l'équation.
459. Quand une droite mobile rencontre les axes SA, SB, se, ... en des points m, m', m", . . ■ entre lesquels a lieu la relation
km Bffl' Cm"
oii X, S, y, . . . , V sont des coefficients constants, cette droite passe toujours par un même point.
En effet, si l'on considère le point d'intersection de deux des droites qui donnent lieu à cette équation, il résulte de ce qui pré-
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cède que l'équation aura lieu pour toute aulre droite menée par ce point ; mais elle ne peut pas avoir lieu pour une droite qui ne passerait pas par ce point, car cette droite rencontrerait celles qui passent par le point en des points par cliacun desquels on pourrait mener une infinité de droites satisfaisant à l'équation; d'où l'on conclut que toute droite quelconque satisferait à l'équation, ce qui n'est pas possible. Donc, etc.
Observation. — Ce théorème peut èlre considéré comme la réciproque de la proposition (-457) ; de sorte que les diverses propositions que nous déduirons de celle-ci admettront une pareille réciproque,
■460. Dans l'équation (c), le point S ou bien les points A, B, . . , peuvent être pris à l'infini, etl'équation subsiste comme si les segments infinis devenaient des constantes. Cela résulte de ce qui a lieu dans le cas de deux axes (453) ; mais il est très-facile de le démontrer directement. En effet, prenons surchacune des droites SA, SB, ... un point fixe, R sur la première, R' sur la seconde, etc. ; on pourra écrire l'équaliou sous la forme
car on considérera les quantités « — , S ^~, j ■ ■ ■ comme formant
les coefficients des différents termes. Ainsi : Les points A, R; B, R' ; , . , étant pris arbitrairement sur les droites SA, SB, . . . respectivement, on pourra prendre arbitrairement toutes les constantes a, S, ..., V, moins deux, et déterminer ces deux-ci da m-anière que cette équation ait Heu pour foutes les positions de la droite mm' m". . . tournant autour d'un point fixe donné.
Si le point S est à l'infini, les rapports — > ^ — ;i ■•■ sont égaux
à l'unité, el l'équation devient
ou simplement
Id] a.Am + e.l
yGoosle
Si ce sont les points A, B, . . . qu'on suppose à l'infini, les rsp-
Am 'Bm' , , ,, ■ , ,. . ■ > ,
ports —— ) 577T'*''Sonl égaux a 1 unité et ! équation prend la
forme
5i ni. — Relation constante entre les perpendiculaires abaissées de plusieurs points sur une droite qui tourne autour d'un point fixe. — Centre de gravité d'un système de points.
461. L'équation (c) donne lieu à des tKéorcmcs d'un énoncé différent, dans lesquels ce ne sont plus des segments faits sur des droites fixes qui servent à déterminer la position d'une droite mobile, mais bien les distances de cette droite à des points fixes.
En effet, le terme -^ — est égal au rapport des perpendiculaires
abaissées des doux points A, S sur la droite pni. Pareillement, le
terme -; — ; est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des
deux points B et S sur la même droite, et ainsi des autres. Soient donc p., p', p" , . . - et y les distances des points A, B, C, . . . , S à la droite jCni; l'équation deviendra
co qui exprime ce théorème :
Quand une droite tourne autour d'un point, ses distances à plusieurs autres points fixes quelconques ont entre elles une relation homogène du premier degré dont tous les coe^cients, moins deux, peuvent être pris à ■volonté.
Et réciproquement : Quand les distances d'une droite ■variable de position à plusieurs points fixes conservent entre elles une relation homogène du premier degré, cette droite passe toujours par un même point.
La détermination des signes dans ce théorème est évidente. Pour tous les points situés d'un même côté de la transversale les distances de ces points à cette droite seront positives, et pour tous
les points situés de l'autre côté les distances seront négatives; car chaque rapport tel que - a le mênie signe que le rapport correspondant -^— ) et ce signe est + ou — selon que les deux
points Aet S sont du même côté du point m, et par conséquent de la transversale, ou de côtés différents. Donc, en donnant un signe arbitraire à la distance t/, on donnera aux dislances p, p', ... des signes semblables ou contraires, suivant que les points A, B, ... seront du même côté de la transversale que le point S ou de l'autre côté.
402. Étant donnés des points A, B, C, . . . et des constantes a, ë. y, . . ., on peut mener une infinité de droites telles, que leurs distances à ces points, multipliées respectivement par les constantes, donnent des sommes nulles. En effet, si de ces points on
abaisse sur une même droite des perpendiculaires dont les pieds seront a, b, c, . . . , il suffira de prendre sur cette droite le point p, déterminé par l'équation
-e.bo,
-7.cp,-
et de mener par le point p, une parallèle aux perpendiculaires; celte parallèle satisfera à la question, c'est-à-dire qu'en appelant/:), p', ... ses distances aux points A, B, .. ., en aura
Or, d'après le théorème précédent, toutes les droites ainsi déterminées passent par un même point p. On peut donc dire que ;
Etant donnés des points quelconques A, B, C, . . . et des coefficients a, 6, y, ... , (7 existe toujours un certain point p tel, que, si l'on mène par ce point une droite quelconque, ta somme de ses distances aux points A, B, ... multipliées respectivement par les constantes a, ë, . .. sera toujours nulle.
Lepointp est ce qu'on appelle le centre de grafité des poinls A, B, C, . . ., supposés matériels et a;yant pour masses respectivement les constantes a, S, y, ....
i63. Quand les points A, B, C, . . . sont en ligne droite, leur centre de gravité est évidcmnienl le point p de celte droite, déterminé par l'équation
H.Ap 4- S.\if-{- . . . r^û;
car les distances p, p', . . . des points A, B, ... à une droite quelconque menée par le point p seront proportionnelles aux segments Ap, Bp, ... et auront, par conséquent, entre elles la relation
qui caractérise te centre de gravité.
464. Considérons un système de points quelconques A, B, C, . .. et leur centre de gravité p; concevons qu'on les projette tous sur une droite par des obliques parallèles entre elles, et soient a, b, c, ..., pi leurs projections. Les segments «p,, bp,, ... seront proportionnels aux dislances des points A, B, C, ... à l'oblique menée par le point p ; on aura donc la relation
Or cette équation exprime que le point p, est le centre de gi-avité des points a, b, . . ., supposés doués des masses a, 6, . . ., Donc : Si l'on projette sur une droite quelconque des points matériels A, ]i, C, . . . et leur centre de gravité, la projection de ce dernier point sera le centre de gravité des points en projection.
■465. D'après cela, pour déterminer le centre de gravité d'un système de points A, B, C, . . ., il suffît de projeter ces points sur deux droites et de prendre les centres de gravité des deux séries de points en projection; les deux points ainsi déterminés seront les projections du centre de gravité cherché.
Les deux projections peuvent aussi se faire sur une même droite par des obliques diÉférentes.
466. Qu'on mène une droite quelconque ne passant plus par le point p, et soient P, P', V", ... ses distances aux points A, E, C, .... et G sa dislance au point p; on aura /) =^ P — G,
|/ ~ P' — G, ... et i'équation
D'après cela, on peut dire que :
Le centre de gravité d' un système de points matériels est un point dont la distance à une droite quelconque, multipliée par la somme des masses de tous les points^ est égale à la somme des distances de ces points à la même droite, multipliées respectifement par les masses de ces points.
Quand tous les coefficients a, g, . . . sont égaux à rmiilé, on appelle 3e point p le centre des moyennes distances des points A, B, C, ..., parce que la distance de ce point à une droite quelconque est la valeur moyenne des distances de tous les points à cette droite; c'est-à-dire que l'on a
n étant le nombre des points A, B, ....
Quand la droite passe par le centre des moyennes dislances, la somme de ses distances à tous les points est nulle.
§ IV. — Centre des moyennes harmoniques d'un système de points.
467. Reprenonsl'équation [c') (460); supposons que les points R, R', . .. [fig- io4)i i^ui sont arbitraires, soient pris tons sur une même droite L, et par le point O, oii la droite qui tourne autour
ipoi
ni fixe rencontre celte droite L, menons d'autres droites
aux points A, B, . .., S; puis concevons une transversale qui coupe ces droites en des points a, b, . . ., s,\a droite mm' en un point p.
et la ciroile L en /■
B w' . BR' _ /^ . &^
de sorte que l'équation (c') devient
Or les droites SA, SB, . . . n'entrent plus que par leurs points fixes A, B, ... dans la manière de former cette équation; ce sont les droites issues d'un même point O variable sur la droite fixe L qui, en tournant autour des points A, B, ..., S etp, déterminent sur la transversale menée arbitrairement les points «, h, . . .,setp,. L'équation exprime donc ce théorème :
Étant donnés plusieurs points fixes A,Ji,..., p et une droite L, si de chaque point de cette droite on conduit des rajons à ces points, et qu'on mène une transversale qui rencontre ces rajons en des points a, h,.. ., pi et la droite L en un point r, il existera entre les segments Jormés parles points a, b,..., à partir de l'un d'eux p^ et du point r, la relation
dans laquelle toutes les constantes, moins deux, peuvent être prises arbitrairement.
Et toutes ces constantes, y compris ces deux-là, resteront les mêmes quelle que soit la transversale.
Réciproquement
Etant donnés des points A, B, C, . . ., des constantes a, 6, y, . . . et une droite L, si par chaque point O de cette droite on conduit à ces points les rajons OA, OB, OC, . . , qui rencontreront ime transversale en des points a, b, c, . . . , et qu'on prenne sur cette
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fisfersale le point p, déterminé par l'équation
dans laquelle r est le point de rencontre de la transversale et de ladroite L, la droite Op^ passera toujours par un point Jixe.
Et ce point sera le même quelle que soit la position de la transversale.
Le point pi déterminé sur la transversale par l'équation [h) a été appelé par M. Poncclct le centre des moyennes harmoniques des points a, h, ... relatif au point r, et le point p par lequel passent toutes les droites Opi \e centre des moyennes harmoniques des points A, B, C, . . . relatif à la droite L ( ' ).
■469. D'après ces définitions, le théorème exprime que :
Etant donné un système de points A, B, ... et leur centre des moyennes harmoniques p relatif à une droite L, si d'un point de cette droite on mène des rayons à tous ces points, et que l'on tire une transversale qui rencontre ces rayons en des points a, L,., .,pi etla droiteh en unpointv, lepointp, sera le centre des moyennes harmoniques des points a, b, ... relatif au point r.
■470. L'équation [h), qui détermine le centre des moyennes harmoniques p, des points a, b,. .. par rapport au point /■, se met sous une autre forme. Qu'on y fasse
elle devient
(') Voir le Mémoire iiir les centres des vioyennes karmoniq. Journal de Mathématiques de M. Crelle, t. III ; année 1828).
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Quand tous les coefficients a, 6, ... sont égaux à l'unité, ]e segment /'p, est ce que Maclaurin a appelé la moyenne harnioni<jue entre les distances ra, rb, . . . (66).
Il est à remarquer que l'équation [k] peut se mettre sous la forme
a. pointquclconqiie pris sur la même droite queles points a
En effet, si l'on divise les deux membres par ~-^j l'équation ne
contiendra que des rapports anharmoniques, el par conséquent elle aura lieu pour toute position du point i si elle a lieu pour une seule. Or, quand le point j est à l'infini, l'cqualion redevient l'équation {h). Donc elle a lieu quel que soit le point i.
■471. Si le point r de l'équation [h) est à l'infini, le pointp) devient le centre de gravité des points a, h, . . . , supposes matériels et ayant pour niasses les coefficients a, S, ..., car l'équation s'écrit
o, parce que les rapports —■> — j ■■ ■ sont égaux à l'u
ce qui exprime que le point ^O) est le centre de gravité des points «, è, c. . ., dont les masses seraient a, ë,y. . . . (AHA).
472. Quand la droite L est à l'infini, le centre des moyennes harmoniques des points A, B, , . , devient le centre de gravité de ces points, supposés doués de masses a, 6, . . . . Car toutes les droites menées d'un point O de la droite L à ces points sont parallèles entre elles, le point ;• sur une transversale est à l'infini et le point p, déterminé sur cette droite est le centre de gravité des points a, h,. . .; d'où il suit que le point p est le centre de gracile des points A, B, ....
473. D'après ces considérations, on pourrait croire que les propriétés du centre des mcryennes harmonit/ues d'un- système de points impliquent une notion plus générale que celle du centre de gravité. Mais cette plus grande généralité n'est qu'apparente et n'existe pas au fond. On peut le concevoir a priori, car les propriétés du centre de gravité et celles du centre des moyennes harmoniques d'un système de points sont, sous une forme diEFérente, des expressions générales d'un même théorème exprimé par l'équation [c, 457); elles n'expriment donc rien de plus ni moins que cette équation et rien de plus ni moins l'une que l'autre. Et, en effet, nous allons voir qu'on peut conclure les propriétés du centre des moyennes harmoniques de celles du centre de gravité.
Soient des points A, B, C, . . . {fig- io5) ; que p, p', . . . représentent leurs distances à une droite L et -, —, •■■, leurs masses,
P P et soient P, P', . . . les distances de ces mêmes points à une autre droite K menée par leur centre de gravité; on aura (4-62)
Soit 0 le point o
ù la droite K. rencontre la drc
Dite fixe L
sinKOA P' sin ROB
sinLOA' p' sin lob'
et l'équation devien
iiiiKO.V siiiKOB ___ sin LOA "^ sin LOB ~' ~ "'
Or, si l'on mène une transversale qui rencontre les droites OA, OB, ... en des points a, h, . . ., la droite OK en p, et la droite L en ;■, on peut substituer aux rapports de sinus qui entrent dans
l'équation les rapports de i l'équation devient
gments correspondants, de sorte que
3].| TUMTK l»E GKOHETBIE SUPERIEURE.
Cela est évident; car, si l'on divise tous les termes de l'équation
sinKOA , . Cl,
par le rapport ^ — :r- du premier terme, on forme dans tous les ^ '^'^ sinLOA '
autres des rapports anharmoniques de sinus auxquels on peut substituer les rapports anharmoniques des segments correspondants; d'où résulte l'équation que nous venons de poser.
Or cette équation exprime le théorème (468) sur le centre des moyennes harmoniques, de sorte qu'on peut dire que ; Le point appelé centre des mojennes harmoniques d'un système de points matériels A, B, C, . . - , relatif à une droite L, est le centre de gravité de ces mêmes points, qui auraient d'autres masses égales respectivement aux premières divisées par les distances des points à la droite L,
Alà. Observation. — Les divers théorèmes contenus dans les trois paragraphes II, III et IV de ce Chapitre pouvant tous se déduire les uns des autres, d'une manière facile et directe, au moyen du rapport anharmonique qui forme leur lien commun, on peut les considérer comme exprimant tous, sous des énoncés différents, une même propriété relative à un système de droites passant par un même point. L'expression la plus simple de cette propriété est la suivante :
Quand une droite tourne autour d'un point, ses distances p, p', ... à plusieurs points fixes quelconques ont entre elles une relation homogène du premier degré
dont tous les coefficients, moins deux, peuvent être pris arbitrairement.
Et réciproquement, quand plusieurs droites satisfont à cette relation constante, elles passent toutes par un même point.
SYSTEMES DE COORDONNEES.
CHAPITRE XXIII
SÏSTÈitlES DE COOBDONNfiES SERVANT À RHPBÉSENTEB PAR UNE ÉQUATION TOUS LES POINTS d'uNE COURBE.
4.7s. Nous avons vu (430) qu'étant donnés dens ases AC, BD {fig. 106) et deux points fixes P, Q situés sur la droite AB, si aiilour de ces deux points on fait tourner deux rayons dont ie point de concours m décrive une ligne droite, les segments que ces deux rayons feront respectivement sur les deux axes AC, BD auront entre eux la relation constante
Et réciproquement.
De sorte qu'une telle relation forme Vétjuaiion d'une ligne droite dont chaque point se trouve déterminé par les deux rapports — T-' -r^' Ces rapports peuvent s'appeler les coordonnées du
point m, abscisse et ordonnée; et, en les représentant par deux simples lettres x, y, on dira que Vétjiiation du premier degré
est. celle d'une ligne droite.
■476. Il s'ensuit qu'une équation du degré m entre les deux mêmes coordonnées représentera une courLc jouissant de la propriété d'être coupée, par une droite queleonquc, en m points réels ou imaginaires; ce qu'on appelle nus courbe géométrique du degré ou de l'ordre m.
Car cette équation étant
les ordonnées des points d'intersection de la courbe par la droite (i') seront les racines de l'équation
laquelle est du degré m.
Ainsi, dans ce système de coordonnées, comme dans le système en usage, toute courbe géométrique de l'ordre m est représentée par une équation du degré m.
-477. On peut, comme nous l'avons vu (431), faire diverses hypothèses sur la position des axes AC, BD et celle des deux points fixes C, D, qu'on peut placer à l'infini. Les deux pôles P, Q peuvent aussi être à l'infini, auquel cas les deux points A, B s'y trouvent eux-mêmes. Dans tous les cas, ceux des segments ka, . . . dont les origines sont à l'infini disparaissent de l'équation, comme s'ils étaient devenus égaux à l'unité. Nous avons donné [431 ) les équalîons qui résultent de ces diverses hypothèses; nous n'y reviendrons pas ici. Nous examinerons en particulier un seul des sjslèines de coordonnées qui répondent aux positions difFérenles des axes et des pôles, celui qui a le plus d'analogie avec le système en usage dans la Géométrie analytique.
478. Prenons pour les pôles P et Q [fig- 107) les deux points B et A respectivement, et pour les points C et D le point de concours S des deux axes; les deux coordonnées x, y d'un point m.
seront les rapports —, — que les deux rayons Bm et A m forment
sur les deux axes SA, SB.
Si l'on suppose les deux points A et B à l'infini, ce système de coordonnées deviendra précisément celui de la Géométrie analy-
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tique, imaginé par Descartes, puisque les deu)t segmenLs infinis «A, Z>B disparaîtront de l'équation, comme nous l'avons vu précédemment (433).
Considérons le cas général où les deux points A et B sont à distance finie.
i" Le rapport des coordonnées a un pomt - ou — : — c.-it
égal au rapport — des segments que la droite menée de ce point à l'origine S fait sur la base AB, ce rapport étant pris avec le signe — ;
En elTet, on a dans le triangle ASB
</S èE c^ __ 7^~bV, ^ " ~ ' ' d'où
rB _ rtS _ /'S __^
■2° La somme des deux coordonnées d'un point m est égale — ;; car on a, dans le quadrilatère aSbni,
3*" Les coordonnées de cliaque point de la base AB sont infinies ; car pour ces points on a «A = o, èB:=o, et par conséquent
X = — = - =;^ et de même ■)==:a .
'i79. Troiwer Ici pulnts oit la droite représentée par l'é<puL-.
rencontre les axes SA, SB et lu base AB [fig. io8).
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Les deux coordonnées x, y d'un point m sont les deux rapports ~X' 7^" ^^ ^^ point coïncide avec le pointa, où la droite proposée rencontre l'axe SA, le point h coïncide avec S, et l'on ar— - — ^ ^o; iJ s ensuit ,T. --= — -- [1..
Pour le point S sur l'axe SB, on ^ x^= o etj=— ;zzV'
Le point 7, où la droite perce la base AB, se détermine par la relation qui a lieu dans le triangle ASB coupé par la droite aS,
-/A __ aA es '/A _ 1
Ainsi, on peut dire que, dans l'équation d'une droite
les deux paramètres [i. et X déterminent respectivement les points où la droite renconire l'axe des x et la base ; et leur rapport, le point où la droite rencontre l'axe des y.
Il est clair que, réciproquement, deux des trois points où une droite rencontre les deux axes SA, SB et la base AB font connaître immédiatement les deux coefficients de l'équation de la droite.
■480. Discussion de l'équation (i). — Au moyen des expressions géométriques des deux coefficients ), et (x que nous venons de donner, on discute, sans difficulté, les différents cas que peut présenter l'équation de la droite. Voici le résultat de cette discussion :
droite passant par l'origine S.
droite passant par le pôle B.
droite passant par le pôle A.
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droite parallèle à la base AB.
droite parallèle à l'axe des x ou SA.
droite parallèle à l'axe desj'.
droite située à l'infini.
Car, pour chaque point m de la droite représentée par l'équation X -\-j =^ I , on a —'- ^3 1 (478, 2°) ; ce qui prouve que le point
m est à l'infini.
On peut encore dire que, d'après 4°, 5° et 6", la droite est parallèle tout à la fois aux deux axes SA, SB et à la Lase ; ce qui ne peut avoir lieu que si elle est à l'infini.
■481 . Trouver les points où une courbe représentée par une équation F(x, 7) = o rencontre les axes et la base.
On détermine les abscisses des points où la courbe rencontre l'axe SA, en faisant jx = o dans l'équation ; et de même les ordonnées des points où elle rencontre l'axe SB, en faisant x = o.
Quant aux points où la coiirbe rencontre la base AB, une difficulté semble se présenter, car pour chacun de ces points les deux coordonnées sont infinies (■iTS, 3"); mais leur rapport va suffire pour déterminer chaque point. En effet, le rapport des àeu^ coordonnées d'un point m est égal à (478, 1°). Quand les deux
coordonnées sont infiniment grandes, le point approche indéfiniment de la base et le rapport des deux coordonnées exprime toujours le rapport ; à la limite, le point m se trouve sur la base
même, coïncidant avec le point c; donc le rapport des deux coor-
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s infinies exprime le rapport r qui détermine ce point c.
Il faut donc trouver dans l'équation F(a:,j)') ^^=0 les valeurs du rapport - quand x et j- sont supposés infinis.
Prenons une courbe géométrique du degré /n, et soit
Ax'" + (<ï + bj].T'"-^ -L . . . -i-- E/'" -l- F = o, son cqualion. Écrivons, en divisant par j-'",
Faisons y infini; l'équation se réduit à
C'est cette équation qui donnera les valeurs du rapport - iiu
T-i lesquelles dclerminent les points d'intersection de la courbe
et de la base AB.
482. Remarquons que dans celle équation le terme constant F de l'équation de la courbe n'entre pas. Il s'ensuit que deux équations qui ne diffèrent que par le terme constant représentent deux courbes qui coupent la base AB dans les mêmes points. Dans le système de coordonnées en usage, les deux équations représentent deux courbes homothétiijues (c'est-à-dire semblables et semblablement placées), et, comme ce système diffère de celui dont il est ici question en ce que la base Alî y est à i'infinî, on en conclut que :
Deux courbes homoihéiiques $ont Jeux courbes qui ont les mêmes points, réels ou imaginaires, à l'injini.
Cela se vérifie du reste tout naturellement en chcrcliant les directions des asymptotes (réelles ou imaginaires) des deux courbes.
Equation de la tangente en un point d'une courbe
COORDONNEES d'un P
L'équation d'une droile qui doit passer par deux points [x' , y') et (x", jf") est évidemment
On en eoncliit, comme dans le système de coordonnées en que la tangente en un point ( j^', j''] d'une courbe F(:c, y) pour équation
/Ij;' ^ ' ,1)-' ^"
48-i. L'équation (i) exprime que les deux points «, h forment sur les deux axes AC, BD {^fig- io(i) deux divisions homographiques, dans lesquelles les points A et B sont deux points homologues. On peut prendre, pour exprimer ees deux divisions, l'équation
ii"^QÏs" ~ '"'
qui signifie que les deux rayons tournants Pti, Qi forment deux faisceaux homographiques (1S2); de sorte qu'on peut considérer cette équation comme étant celle d'une ligne droile, et les deux rapports de sinus seront les deux coordonnées d'un point.
485. Soient p, p' et q les distances de ce point a PC, QD et PQ; l'équation se change en eelle-ci,
4 trois droites
c'est-à-dire qii'on peut prendre pour l'équation d'une droite une relation homogène du premier degré entre les distances de chaque
point de la droite à trois axes fixes. Les rapports -i — de deux de
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ces distances à la ti'oisième seront regardés comme les coordonnées d'un point.
Il s'ensuii que l'équation d'une courbe de l'ordre m sera une
relation homogène du degré m entre les distances de chaque point de la courbe aux trois axes fixes.
Si le troisième axe auquel se rapporte la distance q est à l'infini, celte variable disparaît de l'équation (3) comme si elle devenait égale à l'unité, ainsi que nous l'avons vu souvent ; et alors on rcirouvc le système de coordonnées en usage.
III. — Applications de.": syslcmcs de coordonnées piécédenls.
Proposons-nous de deraonti-ei' ce théorème
Quand une courbe géométrique de Voidie m J'en iaiigle kSËeii des points a, a',. .. wr AS, h, h', . .
contre les calés d' . sar SE cl c, c', .
•r BA, on a la relation
aka'k hS />'S rît c'U ''' aS a'S'" 6E />'b" ' cA cA" '
les points pouvant être réels ou imaginaires, eu totalité ou en partie, sui chacun des côtés du triangle.
En effet, soit
A ./.■"' -^[a-i-hj] ^"'-' H- . . . -T- Ej'" + F =: o
l'équation de la courbe, rapportée aux deux ases SA, Sli comme i)récédemment (4SI).
On détermine les abscisses des points a, a', . . ., c'est-à-dire les rapports
— ,— — ,..., en faisant j^ o dans l'équation de la courbe. L'équation
devient
et par conséquent on a
«S fl^ _-i-^ «A a'A'"^ ^ &'
Pareillement, en faisant 3:r=o dans l'équation de k courbe, on trouve, poiu' le produit des ordonnées des poinis b, b' , . . . où la courbe rencontre
fiOOEIlONNKES I
Mais, d'après l'équation qui donne les rapports '-_ points de la courbe situés snr la base AB ( iSl}, c
De ces expressions des trois produits de rapports r qu'il s'agissait de démontrer.
conclut l'équation
487. CoROLLAiEEs. — On peut donner au théorème une autre expression et dire que : Si pai deux points fixes A, Bon mène deux dmites quelconques se coupant en un point S et rencontrant la courbe en deux séries de pointa a, a', ... et\},\i' , ■ ■ -1 on aura la relation
«A ii'k
quelle qui
net, pour la constante I qni reste constant
soit ta direction des deux droites.
Car cette e'quation devient 1 équation [ « ] si l'o qui forme le second membre, le produit — -7d'après l'hypothèse.
488. Dans ce théorème, on peut supposer que le point S ou bien l'un des deux points A, B, ou tous les deux à la fois, soient à l'infini, et l'équation subsistera, comme si les segments inlinis étaient devenus égaux à l'unité. En effet, dans le premier cas, où le point S est à l'infini, les rapports, tels que v^j de deux segments inlinis comptés sur deux droites parallèles à partir de deux |>oints déterminés sont égaux à l'unité; ainsi les segments infinis disparaissent et l'équation devient
C'est-à-dire que :
Si par deux points fixes A, B pris dans le plan d'une courbe géométrique on mène deux transversales parnllèles entre elles, les produits des seg-
ments [réels oa imaginaires) compris sur ces divùces i^ntrc la courbe et les deux points AeC B respeetivemeiic, seront entre eux dans un rapport constant, quelle que soit la direction commune des deux transversales.
489. Si c'est le point B que l'on suppose à l'infini, les segments bB, ... formeront avec cB, . . ., qui se trouvent dans l'expression de la constante qui conslitiie le second membre, des i-apports égaux à l'unité, de sorle que l'équation deviendra
[d] ^^...XèS.i'S....-.const.
490. Pareillement, si le point A passe à l'infini, cette cqualion devient
ce qui exprime que :
Si par un point S on mène dans le plan d'une courbe géométrique deux transversales parallèles à deux axes fixes, les produits des segments (réels ou imaginaires] /ormes sur ces deux droites entre le point S et la courbe oui un rapport constant, quelque soit le point S.
491. Observaiioii, — Cette propriété des courbes géome'triques se présente si naturellement dans la Géométrie analytique, qu'on pourrait en faire remonter la connaissance au moment où Bescartes a mis au jour son immortel Ouvrage. Toutefois, on la désigne assez souvent sous le nom de théorème de Netvton, parce qu'on la trouve dans l'Ouvrage intitulé Énumération des courbes du troisième ordre [De ratione contentorum sub parailelarum segmentis).
Le théorème général lel 1 1 aux. eg ent f s s le t e 1
triangle est dû à Carnot qui 1 a don e d ns L on e e le jo o (p. 291 et 436).
On peut le conclure très fac len ent du beoren e de Nevrton En effet que l'on mène par un pu t 0 t o s dro tes j aiill les a. t ois c t s lu trLingle, les produits des aegmen f ts p r la ourbe sur ces trois d 01 es k partir du point 0 auront de x. deux de raj jh rts ga t & ■>! | orts des segments faits sur les trois côtes du triangle. II résulte de là trois égalités qui, multipliées membre à membre, produisent l'équation de Carnot.
Le théorème s'applique à un polygone quelconque et se démonire soit en partant du cas du triangle, soit par le mode de démonstration même que nous venons d'indiquer pour le cas du triangle.
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IV. — A'ilie application
492. TifÉOBiME. — Si autour d'an point fixe on fait tourner une transfersale qui rencontre une courbe de l'ordre n en n points [réels ou imaginaires] dont on prend le centre des moyeni)ex harmoniques H relatif au point fixe, le lieu de ce point M est une ligne droite.
Snit
l'équation de l;i courbe, rapportt'c à deux axes coordonnés SA, SB; lA prenons le sommet A pour le point fixe autour duquel tourne la transvei'saje.
Soit y' l'ordonnée du point où cette dixiite, dans l'une de ses positions, rencontre l'axe SB; l'équation de la droite sera y ^r.y' , et les abscisses des points ra, m', ... où elle rencontre la courbe seront données par l'équation
Or la droite menée du point B au centre des moyennes harmonu|ueR des points m, m',. . ., relatif à l'origine A, passe par le centre des moyennes harmoniques des points a, a', ... (469), lequel se détermine par la re-
On a donc
j\l, A il A a &.
M, S L, en appelant x' le rapport ~— -
C'est une relation entre les deux coordonnées x' , y' du point Bl, centre des moyennes harmoniques des points d'intersection de la courbe par la transversale. Cette relation du premier degré est l'équation d'une ligne droite. Donc le lieu du point M est une ligiie droite. c. q. t. p.
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493. CoKOr.LAiRE. — Kous avons vu que, cjuand l'origine par rapport à laquelle on prend le centre des moyennes harmoniques d'un système de points est à Tinlini, ce point devient le centre des moyennes distances du système de points (471). Par conséquent, si le point A, autour duquel on a fait tourner la transversale, est à l'infini, on a ce théorème :
Si dans le plan d'une courbe géométrique on mène une série tic iraïuversales parallèles entre elles, et qu'on prenne sur chacune lecentre des moyennes distances des points où elle rencontre la courbe, le lieu de ce point est umligne droite.
On a appelé cette droite le diamètre conjugue à la direction des transversales.
Cette propriété des courbes géométriques est due à Newton et se trouve dans X'Enumèiation des courbes da troisième ordre I^De ctiivarum diametris, etc.) ; celle relative aux centres des moyennes harmoniques est due à Cotes et a. été démontrée par Maclaurin dans son Traité des propriété!^ des courbes géométriques (§ 27, ïhéor. IV), cité précédemment, p. ^i-
CHAPITRE XXIV
SYSTÈMES DE COORDONNÉES SERVANT A ItEPRÉSENTEIt PAR UNE ÉQUATION TOUTKS LES TAHGENTES d'une COUHBE.
-494. Nous avons vu (-iSS) qu'en déterminant la position d'une droite par les rapports de segments qu'elle fait sur deux axes fixes SA, SB {fig. 109), s'il existe entre ces rapports la relation du premier degré
la droite, dans toutes ses positions, passe toujours par un même point; et nous avons appelé cette relation Véi/uation de ce point.
On peut dire que les deux rapports — ^ et y^ sont les coordonnées
de la droite, abscisse et ordonnée. Nous les représenterons, pour abréger, par x et^. Ainsi l'équation d'un point sera
■495. Une équation ¥[x,y)--=:o représentera une infinité de droites dont chacune sera déterminée par un système de valeurs de ^ el y satisfaisant à l'équation, de sorte qu'on pourra dire que l'équation est celle de la courbe enveloppe de toutes ces droites.
Si l'équation est algébrique et du degré m, la courbe qu'elle représente jouira de la propriété que par un point quelconque on pourra lui mener m tangentes, réelles ou imaginaires.
En efTet, on détermine les tangentes qui passent par le point dont l'équation est x -)- Xy = fi en remplaçant X par jj. — "ky dans
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l'équation proposée, laquelle devient
Les m racines de cette équation sont les ordonnées des m tangentes cherchées. Donc la courbe admet m tangentes, réelles ou imaginaires, passant par un même point.
496. On peut, dans ce système de coordonnées, prendre le point S à l'infini {fig. i lo) ; alors les deux axes AS, BS sont parallèles, et les deux coordonnées d'une droite ab sont deux simples segments x ^^^ Pi.a,j ^:^'Qh, comme dans la Géométrie de Descartes, mais formés différemment.
On peut aussi, en conservant le point S à distance finie {fig- 109}, supposer les deux points A, B à l'infini; on a alors
x=:— ij-=^) c'est-à-dire que les deux coordonnées d'une
droite ab sont les valeurs inverses des deux segments que cette droite fait sur deux axes fixes à partir de leur point de rencontre. Considérons le cas général d'un triangle ABS,
497. IStant donnée V équation d' un point, déterminer les droites (jui vont de ce point aux trois sommets du triangle A&Q [f'g- ' i ')■
L'équation d'un point m est
, oA éB , , .
X ety représentent les rapports -— 3 — qu une droite quelconque,
menée par le point m, forme sur les deux axes SA, SB. Pour déterminer le point a où la droite h m rencontre l'axe SA, il faut
laire r ^= o, c esi-a-rlire -.-- :^^ o ; on a
Pareillement, fai
IIOOBDONNKES d'uNE DIlOrFË. SîQ
On détermine le point 7 où la droite S/w rencontre la base AB parla relation
'/A. _ «A gS_ _ (/._
yâ ~ " "^ SB~ ~ '^ ' i ~ ^ ■
Ainsi, dans l'équation d'un point
les deux paramètres À et ft déterminent respectivement les deux droites menées de ce point à l'origine S et au point B ; et leur rapport ~ détermine la droite menée du même point an point A.
Kapport des deux coordonnées d'une droite. — On a
^lA _ ÉB _ (A .r _cA
uS ■ "ùS ~~ en "" J- ~ t^'
c'est-à-dire que : Le rapport des coordonnées d^iine droite est égal au rapport des segments que la droite fait sur la base.
■499. Discussion do l'équation d'un point. — 1" Si le point m est situé sur la base AB, on a (*;= o, et l'équation du point est
Car la droite Mm rencontre l'axe SA en un point a pour lequel on a — - = ,« = o. La position dn point est déterminée par le rap-
port — = — À.
2" Si le point m est sur l'axe AS, on a ?. = o ; et l'équation du point est jc^=p. Car alors le rapport — = '- est infini. Donc^:=o.
3° Toute droite passant par l'origine S a ses coordonnées infinies.
Car pour une telle droite on a nS =0, b?f z= o, et par consé-
oA I , ,
quent x = — ^ ~ = ao , et de menie^ = ao .
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500. Etant donnée l' équation d'une courbe, trouver celles do ses tangentes qui passent par les sommets à la base. A, B, et par l'origine S,
SohF(^x, y) =o l'équation de la courbe; si l'on y faitj'" = o, l'équation donnera les abscisses des tangentes issues du point B.
Et de même, en faisant x = o, on aura les ordonnées des tangentes issues du point A.
Les tangentes qui passent par l'origine S ont leurs coordonnées infinies (-499, 3°) ; mais on détermine leur direction par le rapport de leurs coordonnées, lequel a une valeur finie. En elFet, supposons que la droite que Ton considère passe infiniment près du point S {_fig- lia) et coupe les deux axes SA, SB en a, è, et la base AB en c, on a
A la limite, où les segments «S, 6S deviennent nuls, et les deux
coordonnées de la droite infinies, le rapport— qui détermine lu
direction de la droite est toujours égal à celui de ces deux coordonnées. Il faut donc, pour déterminer les tangentes à la courbe
qui passent par le point S, prendre le rapport - dans l'équation de
la courbe et j faire x et j- infinis. Soit
A.r™ -h {a + ùx ) -r"'-' -i-...+ E j'" -I- F = o
cette équation ; celle qui donne les rapports - = — — quand x et y sont infinis, est
Remarque. — Le terme connu F n'entre pas dans cette i tion. Il en résulte que : Deux courbes dont les équations ne diffè-
rent que par le terme connu ont les mêmes tangentes issues de l'origine S.
SOI. On distingue les courbes ainsi représentées par une équa-
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tioii entre les coordonnées de leurs tangentes, par le degré de cetto équation, et l'on appelle courbe de seconde ou de troisième, etc., classe les courbes dont l'équation est du second, ou troisième, etc., degré.
On peut dire aussi que la classe d'une courbe indique le nombre de tangentes réelles ou imaginaires, qu'on peut lui mener par un point.
502. Trouver l'équation du point d' intersection de deux droites déterminées par leurs coordonnées.
Soient x'ijf^ les coordonnées de la première droite, et jt", )■" celles de la seconde; l'équation du point sera évidemment
503. Trouver l'équation du /mint de contact d'une courbe et d'une de ses tangentes.
Soit F(.r, ^) = o l'équation de la courbe, et x', y les coordonnées de la tangente dont on veut trouver le point de contact. L'équation de ce point sera
II. — Autres Expressions des coordonnées d 'une droite
504. L'équation (i), qui représente un point, exprime que la droite mobile ab [fig- 1 13 ) fait sur les deux axes SA, SB deux divisions homographiques qui ont deux points homologues coïncidents en S. Or on exprime encore l'homographie des deux divisions par l'équation
On peut donc prendre cette relation pour l'équation d'un point, et
, , , sinoBA sintAB , ,
regarder les deux rapports -; — — -, ■ - comme les coordonnées
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de la droite ah. En représentant ces deux rapports par x et y, l'équation d'un point sera
et celle d'une courbe de ;h'*"" classe,
Xx'"-^ [a + /,j).r"'->-H. . .+ Ej"' + F= o.
503. L'équation (i) donne lieu encore à une autre interprétation. Le rapport — - est égal à celui des perpendiculaires abaissées des points A et S sur la droite ah ; et de même dn rapport — ■
Soient donc p, p' et f/ les distances de la droite ah aux trois points A., B, S, on aura la relation
C'est-à-dire que l'on peut prendre pour Véquation d'un point une relation homogène du premier degré entre trois variables représentant les distances d'une même droite à trois points fixes. Cotte droite passera toujours par un même point qui sera le point représenté par l'équation homogène.
Les deux rapports — i — peuvent être considérés comme les coordonnées de la droite ah, puisqu'ils déterminent la position de cette droite.
On conclut de là que, en général, une équation homogène du degré m entre les distances d'une droite à trois points fixes représentera une courbe géométrique de la m'^"" classe, c'est-à-dire une courbe à laquelle on pourra mener par un même point/» tangentes, réelles ou imaginaires.
ni. — Applications du système de coordonnées .
506. THéoKÉMB. — Si l'on conçoit toutes les tangentes, réelles ou imaginaires, menées à une courbe géométrique, par un point pris sur une droite fixe h, le centre des moyennes harmoniques de leurs points de contact,
relatif à la droite'h (168), sera un point fi.i:e, de quelque point de lu droite L qu'on ait mené les tangentes.
réi]uation de la courbe rapportée, comme précédemment [495), à deux axes SA, SB, et supposons que la droite L coïncide avec SB. Les tangentes menées par un point O de cet axe, dont l'ordonnée est j', rencontreront
l'ase SA en des points a, a' , . . . dont les abscisses — ^i ■ - • seront données
par l'équation de la courbe, dans laquelle ou mettra j' à la place dej . L'équation devient
Soit pi îc centre des moyennes harmoniques des points n, a' , tu point S, lequel sera déterminé par l'équation
Nous avons vu (468) que la droite Opi passe par le centre des moyennes harmoniques d'un système de points pris sur les droites O a, Oa' , , ,,, lesquelles sont les tangentes à la courbe ; par conséquent, cette droite passe par le centre des moyennes harmoniques des points de contact de ces tan-
Eeprésentons par j:' le rapport— -!—» l'équation précédente devient
équation du premier degré entre a:' et y, et, par conséquent, équation d'un point. C'est-à-dire que la droite Ofj, dont j;' ely' sont les coordonnées, passe toujours par un même poiat fixe. Je dis que ce point est ]c centre des
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moyennes harmoniques des points dt contact du fiisceau de tangentes issues de chaque point 0 de la dioitc SB, En effet, t,i l'on conçoit deux faisceaux de tangentes issues de deux pomts O, 0', chaque tangpnte du second faisceau pourra être considéiee comme étant la position qu'a prise une tangente du premier faisceau, quand on a fait glisset le point O en 0' ; de sorte que les tangentes des deux faisceaux se coiTespondront deux îi deux; si l'on prend les m points d'intersection des tangentes correspondantes, le point fixe pur lequel passent les deux droites Op,, O'p'j est le centre des moyennes harmoniques de ces m points (468)- Or, si le point O' est infiniment voisin de O, ces m points seront les points de contact des m tangentes issues du point 0. Donc le centre des moyennes harmoniques de ces m points de conbict reste un point fixe, quelle que soit la position dti point 0 sur l'axe SB. Le théorème est donc de'montré.
CoHOLLAïuE. — Qnand la droite L est à l'infini, le centre des moyennes harmoniques des points de contact des tangentes devient leur centre des moyennes distances (W2). On a donc cette propriété des courbes géométriques :
Si l'on mène à une courbe géométrique toutes ses tangentes [réelles oit Imaginaires), parallèles à une même droite, leurs points de contact [réels ou imaginaires) auront pour centre des moyennes distances un point fixe, quelle que soit la direction commune de toutes ces tangentes.
507. Pour donner un exemple de l'usage des rapports de sinus pris i)our coordonnées d'une droite (504.), démontronslapmpriéié suivante des courbes géométriques.
ÏHÉORÈMK. — Etant pris dans le plan d'une courbe géométrique un triangle dont les trois côtés sont A, B, C ; si par ses sommets on mène toutes les tangentes à la courbe [réelles ou imaginaii-es), et qu'on représente par B, «', ... les tangentes issues du sommet opposé au calé A; et par S, 6', ... '-ty, "/,... les groupes de tangentes issues des sommets opposés aux deur côtés B, C, on aura l'équation
d,l.,ll),.inl.'.B),..sin(e.C).sm[e.C).^..i.[y.A)..m(-/.A)...__^ .m(»,C),5mK,C)...!m(e,A).sm(6',A)...>m(,,B).sm(./,Ii)... - '
le signe étant -V ou — suivant que le nombre des tangentes [réelles ou imaginaires] menées d'un même point à la courbe est pair ou impair.
Prenons les deux côtés A, B pour les deux axes coordomtés, et des
■apports de .
COORDONNÉES d'une DROITE. 3
LIS pour coordonnées comme pvéce'demmcnt (SOS^). Soit _;rt-]_ij]:c'"-'4-.. . 4- E j'" 4- cr"'-' -J- F = o
l'équation de la tourbe.
Les tangentes a, a\ . . . , issues du sommet du triangle opposé au côté A, i-encontrent ce c(ité en des points dont les abscisses sont données par l'équation de la courbe, dans laquelle on fait j = o,
A.r"'-+- .,.-hF=:o.
Le pi'oduit des abscisses est donc ± — ■
, F Pareillement, le produit des ordonnées est ± — ■
sin(7,Al ,, . ,
Les rapports — — J-^ — ^) ■ ■ • sont détermines p
et, pai- conséquent, leur produit est égal kdz~- Ces expressions dos trois produits donnent l'équation qu'il s'agit de démontrer.
508. Remarque. ~ Si l'on suppose que ^', j, dans l'équation de la courbe, représentent des rapports do segments, au lieu de rapports de sinus, la démonstration reste la même, et le théorème prend cet énoncé ;
Si des sommets d'un t/ianglc ABC on mène les tangentes ( réelles ou inia~ginaires ) à une courbe géoméirique, lesquelles rencontrent les côtés opposés PII det points a, a', . , ., b, b', ... et c, c', . . ., on a, entre les segments i/uc ces points font sur les eôtéi, la relatioa
aB.o'B.. . èC.È'C, . , cA.c'A. . , ,
ûC.rt'C, .. bA.b'A. .. cB.c'B. ., '
te signe du second membre étant -h ou ■ — , selon que le nombre des tangentes [réelles ou imaginaires] qu'on peut mener à la courbe, par un même point, est pair ou impair,
509. Obseeïation. — Quoique nous ayons exposé, dans ce Chapitre et dans le précédent, les systèmes de coordonnées qui servent ou ]>euvent servit' à déterminer par une équation tous les points ou toutes les tangentes
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d'une courbe, nous n'iiucons point à faire usage de ces méthodes, dont les applications constituent la Géométrie analytique. Maïs, comme les biises sur lesquelles elles reposent n'impliquent que des considérations de pure Géométrie, nous avons cru devoir ne pas les passer sous silence, d'autant plus qu'elles se présentaient ici naturellement et dans un degré
CHAPITRE XXV
THÉORIE DES FIGUKIÎS liOHOSRAPHlQUES.
g I — Définition et construction générale des figures homographiques.
510. 3' appelle figures hoinographii/iies deux figures dans lesquelles à des points et à des droites de l'une correspondent, respectivement, des points et des droites dans l'autre, de manière que quatre points en ligne droite dans une figure aient leur rapport unharmonique égal à celui des quatre points correspondants de la seconde figure, et que quatre droites issues d'un même point dans la première figure aient leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites correspondantes delà seconde figure.
Deux figures planes, dont l'une a été formée par la perspective de l'autre, sont évidemment deux figures homographi^iies ; car elles ont entre elles les relations que comporte notre définition (16 et 19).
I. — Coiistiiiclion générale ilei figures homugraphiques
511. Etant pris un triangle ABC [Jig- ii4) dans le plan d'une figure, si de ses sommets A, B on mène à chaque point m de la figure deux droites qui forment sur les côtés opposés les deux
rapports fie segments — ^ — ~ ; puis, quon prenne un second
triangle quelconque A!W C et deux constantes^, fjt, et qu'on détermine dans ce triangle un point m' tel, que les rapports des seg~ menls faits par les droites A'm', B'm' sur las côtes opposés aient, awec les premiers rapports, les relations
E supuniEUftE.
le point ni' appartiendra à une figure homographique à la proposée.
C'esl-à-dire que ; i** quand des points m de la première figuro seront en ligne droite, les points m' de la seconde figure seront aussi en ligne droite; 2" quand des droites de la première figure passeront par un môme point, les droites correspondantes de la seconde ligure passeront aussi par un même point; 3" quatre points en ligne droite dans la seeonde figure auront leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points de la première figure; et 4° quatre droites passant par un même point dans la seconde figure auront leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites de la première figure.
Démonstration. — i" Je dis que des points m en ligne droite donnent lieu à des points m' également en ligne droite.
En effet, puisque le point m décrit une droite, on a entre les
deux rapports ■ — ■ et y-^ une relation du premier degré {430).
Donc il existe aussi, en vertu des équations (a), une relation du
premier degré entre les deux rapports -7—,) jt^—- JUone le point hi
décrit une droite.
2" Quand des droites passent par un même point dans la première figure, les droites correspondantes dans la seconde figure passent aussi par un même point. Cela est évident, car chacune de ces droites passe par le point correspondant au point d'intersection commun aux droites de la première figure.
3" Quatre points m pris en ligne droite dans la première figure ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points m' de la seconde figure , car les quatre points m ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a, et les quatre points m' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a'.
Mais, d'après la relation — --■ ^= X -ttt» les quatre points a' ont leur
rapport anharmonique égal à celui des quatre points a (120). Donc les quatre points m' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points m.
4° Enfin quatre droites L' de la seconde figure passant par un même point ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites L de la première figure.
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En effet, une droite L de la première figure rencontre les deux côtés AC, BC en deux points a, b, et l'on détermine la droite
correspondante L' dans la seconde figure en prenant les points a', h' liés k a, h par les relations (a). Or les quatre droites L passent par un même point, et par conséquent leur rapport anliarmoniquo est égal à celui des quatre points a; celui-ei est égal à celui des quatre points a', en vertu des équations [a), cl ce dernier est égal à celui des quatre droites L', parce qu'elles passent par un même point. Donc, etc.
Ainsi le théorème est démontré.
Si2. ^ux points d'une Jigure situés à l'infini correspondent dans la figure komographique des points situés en ligne droite.
Car, quand un point m de la première figure se meut à l'infini, les deux rajons parallèles menés des deux sommets A, B à ce point forment deux faisceaux homograpliîques et par conséquent déterminent sur les deux côtés opposés BC, ÂC deux rapports de
.quels a lieu la relation du premier
segmenls ^, ïj entre
lesqu
degré ï^ + || = . (480,7-
dans la seconde figure a
pour
tion
Donc le point correspondant m' eu la droite représentée par l'équa-
Ainsi, à l'infini d'une figure correspond une ligne droite dans la figure homographique, de même que dans la perspective des figures planes,
513. Appelons I la droite de la première ligure qui cori'cspond à l'infini de la seconde, et J' la droite de la seconde figure qui correspond à l'infini de la première. Tout point de la droite I a son homologue à l'infini dans la seconde figure, de sorte qu'à deux droites parallèles dans la seconde figure correspondent dans la première deux droites concourantes en un point de la droite I.
34o TBAITE DK GEOilKTlIli: SUPÉRIEDRE. — CIUPITEIE XXV.
Il s'ensuit que : Le point situé à l'infini sur ta droite J' de In seconde figui'e a pour homologue le point situé à l'infini sur la droite 1 de la première. Car ce point situé à l'infini sur J' est ;i l'intersection de deux droites, J' et l'infini ; donc son homologue dans ]a première figure est à l'intersection des deux droites correspondantes, qui sont l'infini et I; donc c'est le point de cette droite I situé à l'infini.
Il suit de là que : Une droite parallèle à la droite I dans la première figure a pour homologue dans la seconde une droite parallèle à la droite J'.
Ces deux droites homologues, parallèles respectivement au\ deuxl et J', jouissent de cette propriété qu'elles sont divisées semhlablement, c'est-à-dire en parties proportionnelles, par leurs points homologues. Gela résulte (124) de ce qnc leurs points ;'i l'infini sont deux points homologues.
Nous verrons plus loin (S79) qu'il existe toujours un système de deux droites homologues qui sont divisées en parties égales par leurs points homologues.
m. — Oliseri'aitons relatives à la construction de'Jîguies hnmographiques .
Sl'i. Dans les relations (a), chaque rapport sert à déterminer I position d'une droite issue d'un des points fixes A, B, A', B'. L
rapport y— > par exemple, détermine la direction de la droite A»
On peut encore déterminer cette direction par un rapport de sinu:
savoir V- — 75% el prendre, au lieu de la relation
celle-ci
Cela est évident; car cette équation exprime que les deux droites Kb et h!b' forment deux faisceaux homographiques, de même que la première; de sorte que les deux équations sont équivalentes.
Chacun des autres rapports de segments pourra semblablenicnl être remplacé par un rapport de sinus.
FrGUBLS liOMOGnAniiQUES. 341
Cette remarque permellra de supposer que l'une des droites CA, GB ou C'A', C'R' soit à l'infini.
Les formules (a) s'appliquent d'elles-mêmes au cas où l'une des deux bases AB, A'B', ou toutes deux seraient à l'infini, ainsi qu'au cas où l'un des sommets dans chaque triangle serait à l'infini.
SIS. Ces formules ne s'appliquent pas explicitement à deux points correspondants c, c', situes sur les deux bases AB, A'B' {fig- 1 15) ; mais on en déduit la relation qui a lieu entre ces deux points, laquelle est
En effel, que par les points c, logues quelconques ca, c'a'-, on
c' on mène deux droites liomoa dans les deux triangles les rela-
^A //C bB
7W 7ÂJ ¥Z'~~''
d'oi'i l'on conclut, en ayant égard e qu'il s'agit de démontrer.
-, (rt), la relation
S16. Après avoir pris arbitrairement les trois points A', B', C qui doivent correspondre, dans la seconde figure, aux trois points A, B, C de la première, on peut prendre arbitrairement un quatrième point D' pour correspondre à un point D de la première figure ; ce sera la position de ce point D' qui déterminera les valeurs des deux constantes X et f*, parles relations
Ainsi ; Pour former une figure honiographique à une figure. donnée, on peut prendre arbitrairement les quatre points qui correspondront à quatre points désignés de la figure donnée.
Toutefois, il faut que des quatre points désignés il n'y en ail pas trois en ligne droite; car, si les points D, D' étaient sur les droites AC, A'C respectivement ils feraient connaître la seulp
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constante 1, par la relation
DG , Tt'C
DÂ "~ '' D'A
et la socoiide y- resterait indétcrminôo.
ol7. On peut se donner, dans la seconde figure, soit trois points A', B', C et une droite L', soit quatre droites L', pour correspondre dans le premier cas à trois points A, B, C et une droite L de la première figure, et dans le second cas à quatre droites L,
Mais les données ne peuvent pas être deux points A', B' et deux droites L', M', devant correspondre à deus points A, B et deux droites L, M ; car les deux droites L, M rencontrent la droite AB en deux points E, F, et les deux droites L', M' rencontrent la droite A'B' en deux points E', F' qui correspondent aux deux premiers. Donc les quatre points A', B', E', F' devraient avoir leur rapport anharmoniqoe égal à celui des quatre points A, B, E, F, ce qui n'aurait pas lieu si A', B', L' et M' étaient pris arbitrairement; et, dans le cas oit cette égalité aurait lieu, les données équivaudraient à quatre points, dont trois en ligne droite, savoir le point C, intersection des deux droites L', M', ctlcs trois points A', B', E'; ce qui est insuffisant.
MS. Puisque deux figures planes perspectives l'une de l'autre sont deux figures liomograpliiques (S10), on pourra, pour faire la perspective d'une figure, ne déterminer directement, en se servant de la position de l'œil, que quatre points en perspective, dont on se servira ensuite pour construire complètement la perspective de la figure, sans conserver aucune trace de la position de l'œil.
~ Développements relatifs aux propriétés métriques des figures hamographii^es. — Nouvelles définitions de ces figures.
S19. Les relations métriques ou de gi-andeur de deim figures homographiques dérivent de l'égalité des rapports anharmoniqnes
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qui a Heu soil entre deux séries de quatre points corrospondanls, soit entre deux faisceaux de quatre droites correspondantes.
Remarquons d'abord que cette égalité donne lieu aux deux propositions suivantes, qui en sont des conséquences immédiates :
I ° Deux droites correspondantes dans les deux Jtgures sont divisées liornographiquement par leurs points correspondants.
a" Deux faisceaux correspondants dans les deux figures sont homographiques.
Cela résulte de la définition même des divisions homographiques et des faisceaux homographiqucs.
D'après la première de ces deux propositions, si l'on considère sur une même droite dans la première figure deux points fixes a, b et un point variable m, et dans la seconde figure les deux points fixes a' , b' et le point variable m' qui correspondent aux trois premiers, on aura la relation
dans laquelle X est une constante qui ne dépend que de la position des deux points a, b, c'est-à-dire que, ces deux points étant fixes ainsi que n' et b', si m et m' sont deux points correspondants
variables sur les deux droites ab et a'b', les deus rapports — et -——■ sont entre eux dans une raison constante (iSO).
S20. On sait que, dans l'équation ——^^1—-^, cbacun des
points fixes a, A, a', b' peut être pris à l'infini et que l'équation subsiste, comme si les segments comptés à partir de points situés à l'infini étaient égaux à l'unité (125).
Si donc le point b est pris à l'infini, on aura
' b'm' Si le point a' de la seconde figure est aussi à l'infini, il vient
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, suivant notre notation habituelle,
c'est-à-dire quo : Dans deux Jigiircs homographiques , si l'on prend sur deux droites correspondantes les points i- et j' dont les homologues sont à l'infini, le produit des distances de deux points homologues quelconques de ces deux droites aux deux points i et y, respectivement, sera constant.
521. Concevons deux droites homologues (c'est-à-dire con-cspondantcs) L, L' passant respectivement parles deux points m, m' ;
le rapport — est égal au rapport des distances de la première
droite aux deux points a, h, et de môme -j-, — ; est égal au rapport des distances de la droite L' aux deux points a', b'. Par conséquent, on conclut de la relation générale r~^='^'Tr~7 cette propriété fort importante ;
Étant pris deux points fixes dans unejîgure et les deux points homologues dans la figure homo graphique , si l'on mène deiLX droites homologues quelconques, le rapport des distances de la première aux deux points fixes de la première figuie sera au rapport des distances de la seconde aux deux points fixes de la seconde figure dans une raison constante, quelles que soient ces deux droites.
522. Soient A, B deux droites iixes quelconques de la première figure et A', B' les deux droites homologues dans la seconde figure; si, autour du point d'intersection des deux premières, on fait tourner une droite M, et autour du point d'intersection des deux autres la droite homologue M', ces deux droites M et M' formeront deux faisceaux homo graphique s (M9), et par conséquent
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on aura la relalion
sin(A.M)_ sm(AM\I') sin(B,M) sm[B',M')'
X étant une constante qui ne dépend que de la position des deux droites fixes A, H (U9).
Considérons sur les deux droites M, M' deux points homologues m, m'; le rapport des distances du premier aux deux
droites A, B est . ,..''(^j> et le rapport des distances du second
sont honiographiques, si l'on prend dans la première deux droites fixes et dans la seconde les deux droites correspondantes, les rapports des distances de deux points homologues quelconques h ces deux couples de droites, respectivement, seront entre eux dans une raison constante.
Ainsi, soient ;i, q les distances du point m aux dens droites A , [S, et p', q' les distances du point m' aux deux droites A', B'; on
/, étant une constante qui ne dépend que de la position des deux droites A, B.
523. Chacune des quatre droites peut être prise à l'infini, et la distance qui se rapporte à cette droite disparaît de l'équation, comme sî cette distance devenait égale à l'unité.
Ainsi, supposons que la droite B de la première figure soit à
En efl'ct, dans ce cas, l'homographie des deux faisceaux form par les deux droites M, M' s'exprime par l'équation
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am étant le segment compris sur une transversale fixe entre les
deux, droites A et M (156). Or, si l'on considère siir les deux
droites M et M' deux points homologues m, m', la distance p du
premier à la droite A est proportionnelle au segment am, et le
rapport des distances du second aux deux droites A', B' est tou-
sin[A',M') , ' I 1 .■
jours -■: — p— -■ '7 ; de sorte qu on a la relation
On peut donc énoncer ce théorème :
Dans deux figures homographii/ues, la distance de chaijue point de l'une à une droite jixe A est au rapport des distances du point homologue de la seconde figure aux deux droites A', B', qui correspondent respectivement à la droite A et à l'infini de la première figure, dans une raison constante.
52i, On peut prendre la droite A' de la seconde figure à l'infini ; la distance p' disparaîtra de l'équation, et l'on aura
car, dans ce cas, les deux droites M, M' forment deux faisceaux de droites parallèles aux deux A et B' respectivement, L'homograpliie des deux faisceaux s'exprimera par celle des deux séries de points qu'ils marqueront sur deux transversales fixes quelcon-
qucs, et par conséquent par 1 équation ani::^^—;, am et b m
étant les segments compris sur ces deux, transversales entre les deux droites A et M d'une part et les deux droites B' et M' d'autre pari, puisque a et h' sont les points qui, dans les divisions homographjques faites sur les deux transversales, ont leurs homologues à l'infini. Or, si sur les deux droites M, M' on considère deux points homologues, leurs distances p, q' aux deux droites A et B' respectivement sont proportionnelles aux segments am, h'm' . On a donc l'équation
ce qui prouve que :
Etant données deux figures homographiques, si l'on prend dans la première la droite qui correspond à l'infini de la seconde et dans celle-ci la droite qui correspond à l'infini de la première, les distances de deux points homologues quelconques des deux figures à ces deux droites, respectivement, ont leur produit constant.
525. Toiites les relations précédentes dérivant de l'égalité de deux rapports anharmoniques dans les deux figures, et cette égalité ayant lieu dans une figure plane et sa perspective, on en conclut que toutes ces relations s'appliquent à deux figures perspectives t'une de l'autre.
IV. — Noueelles définitions des ^figures homographiqucs
526. D'après le théorème {522), on peut donner cette nouvelle définition des figures liomographiques, aussi simple que précise :
Deux figures liomographiques sont celles dans lesquelles les points se correspondent deux à deux, de manière que les rapports des distances de chaque point de la première figure à trois droites fixes soient aux rapports des distances du point correspondant de la seconde figure à trois autres droites fixes dans des raisons constantes.
On peut encore dire que
Deux figures sont homo graphiques quand des droites dans l'une correspondent à des droites dans l'autre, de manière que les rapports des distances de chaque droite de la première figure à trois points fixes soient, aux rapports des distances de la droite
correspondante dans la seconde figure à ti-ois autres points fixes, dans des raisons constantes.
Cela résulte du théorème (521).
De l'une ou de l'autre de ces deux définitions, on remonte sans difficulté aux relations (a) et à toutes les propriétés des figures liomographiques.
I. — Manières déformer deux figures liomologiques
528. Quand deux figures sont la perspective l'une de l'autre dans l'espace, telles que deux triangles ABC, abc, les droites qui joignent leurs points komologues concourent en un même point de l'espace, qui est la position de l'œil; et les droites homologues concourent en des points situés sur la droite d'intersection des plans des deus figures, qu'on appelle la ligne de terre. Si l'on l'ait tourner le plan de la seconde figure autour de cette ligne, les droites ab, bc, cd tournent autour de trois points fixes de celte ligne, et les droites A«, BÔ, Ce concourent toujours en un même point qui forme une nouvelle position de l'œil, de sorte que les deux figures sont toujours en perspective (378 ) ; et, si le plan de la seconde figure abc s'applique sur le plan de la première ABC, il n'y a plus perspective proprement dite, mais les droites Aa, B&, Ce concourent encore en un même point, parce que les droites AB, BC, CA rencontrent respectivement leurs homologues ab, bc, ca en des points situés en ligne droite (37S).
Ces figures, dont les points homologues sont sur des droites concourantes en un même point et dont les lignes homologues se rencontrent sur une même base, sont celles que Poncelet a appelées figures liomologiques. Le point de concours est leur centre d'homologie, et la hase aÊ leur axe de concours ou d homologie (').
Toutefois, ce n'est pas précisément par cette considération du rabattement du plan d'une figure sur le plan de sa perspective que le célèbre auteur a formé des figures liomologiques : c'est d'une autre manière, également simple, savoir par la perspective sur un plan de deux figures semblables et semblablement placées, ou 7iomothétiques, contenues dans un autre plan. La perspective produit deux figures liomologiques dont le centre d'homologie est la perspective du centre de similitude des deux figures homothétlques et dont Vaxe de concours ou d'homologie est la perspec-
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lîve de ia droite située à l'inÛDi dans le plan de ces deux figures. Gela est évident, et les propriétés des deux ligures homothétiques donnent lieu naturellement à celles des deux figures homolo-
giques ('}.
II. — Construction graphique d'une Jigiiie homolvgique h une figure donnée.
S29. Quand le centre et l'axe d'iiomologie sont donnés, il sufiit, pour construire la figure liomologique à une figure donnée, de connaître le point a qui correspond à un point donné A de la figure proposée; car le point h correspondant à un autre point quelconque B sera à- l'intersection de la droite SB et de la droite menée du point a au point 7 où la droite AB rencontre l'axe d'bomologie. Ainsi, étant donné le seul point a de la nouvelle figure, on déterminera, par de simples intersections de lignes droites, tous les autres points de la figure, La droite correspondant à «ne droite donnée se déterminera par deux de ses points, dont l'un pourra être celui où la droite donnée rencontre l'axe d'homologie.
Si l'on donne l'axe d'homologie avec les deux points a' , V de la seconde figure, qui doivent correspondre aux deux a, h de la première, on peut construire la seconde figure sans se servir du centre d'homologie, en déterminant chaque point m! correspondant à chaque point m par l'intersection de deux droites tournant autour des deux points a', h' et rencontrant [es deux droites ma, mb, respectivement, sur l'axe d'homologie.
On peut, par une construction analogue, construire la seconde figure en connaissant seulement le centre d'homologie et deux droites de cette figure correspondant à deux droites de la première figure.
C'est ainsi, par des intersections de lignes droites, que M. Poncelet a construit les figures homologiques dans son Traité des propriétés projectives(^), Ouvrage dans lequel se trouvent de trèsheureuses applications de cette théorie, comme nous le verrons en traitant des sections coniques.
(' ) Traité des pi opriétés projeclhes desjîgu (■) Voir p. 161-16^, arl. 302-304.
déformer les figures homologiques.
530. Etant pris dans le plan d' une figure un point fixe S cl un axe fixe X, si sur le rayon mené de ce point à chaque point m de la figure on détermine un second point ni' par la relation
fi étant le point oit le rayon Sm rencontre l'axe fixe X ei ). une constante, le point m' appartiendra à une figure homologi^ue à la proposée; le point S et l'axe X seront le centre et l'axe d'homologie des deux figures.
En effet, les deux figures salisfont à l'une des deux condition.s
de conslruction des figures homologiques, savoir, que les points homologues soient sur des droites concourantes en un même point; il suffit donc de prouver que deux droites homologues se rencontrent sur l'axo fixe. Or, pour deux couples de points correspondants a, a' et m, m', on h
et par conséquent
Celte relation prouve que les deux séries de points S, a, a, a' c
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m' onl le même rapport anharmonique, et par consé-
quent que les deux droites am, • ctfA (42); ce qu'il fallait prouver.
On peut appeler la constante X le i deux figures.
Quand oq donne un point a' de lafigi correspondant à un point a de la figuri se trouve déterminée par la relation
concourent sur l'axe fixe
jefftcient d'homoiogie des
re que l'on veut construire, proposée, celte constante
531. Cas particuliehs. —I. Si l'o à l'infini, le rapport ^-—, devient cga
suppose l'axe d'homoiogie i l'unité, et la relation se
Alors les deux figures sont semblables et semhlablement. placées ou homothétiques . Leur centre et leur rapport de similitude sont le point S et la constante )..
II. Le centre d'homoiogie de deux figures peut être à l'infini;
Sw
alors le rapport ^-— ; est
à l'unité, et la relation se réduit à
On peut dire que la seconde figure est formée par I' ment des ordonnées de la première dans un rapport constant,
IV. — Construction des Rgures lioinotogiques dérivée de la construction générale des figures homograpliiques.
S32, Supposons que dans la construction générale des figures homograpliiqiies (SU) on prenne pour les points A', B', C de la seconde figure les trois points A, B, G de la première ; les relations [a] deviennent
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Si X eL y. ont des valeurs quelconques, les deux figures n'ont rien de particulier dans leur position relative; seulement, trois points de l'une coïncident avec leurs homologues respectifs dans l'autre, ce qui a lieu en général, comme nous le verrons (572), quelle que soit la position de deux figures homographiques. Mais, si les deux constantes >. et ;n sont égales, alors les deux figures sont homologiqiies; le point C [fig- 1 16) est leur centre d'komologie et la base AB leur axe d'homologie.
En efl'et, les deux constantes étant égales, les deux équations donnent celle-ci
fïC _ ,i'ç. _ h<: _ />'{.:
JÂ * ÏTa ~ ^ ■ ô '
qui prouve que les deux séries de points A, a, a', C et B, h, b', C ont le même rapport an harmonique, et par conséquent aussi les deux faisceaux de quatre droites qui ont leurs centres en B et A et dont les rayons passent par ces deux séries de quatre points, respectivement.
De là on conclut, d'abord que les deux droites ni, a'b', qui sont deux droites homologues dans les deux figures, concourent en un même point de la hase AB (-42), et en second lieu que les deux points m, m' sont en ligne droite avec le point C {^1)-
Ainsi les deux figures satisfont aux deux conditions de construction des figures homologiques ; ce qu'il fallait prouver.
La relation caractéristique des figures homologiques
dérive aussi de ces considérations.
Car, les trois points C, m, m' étant en ligne droite, r
V. — Relations métriques des figures homologiqiii-s
S33. Quand on considère deux figures homologiques comme deux figures qui ont été la perspective l'une de l'autre, on en con-
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dut que loates les relations métriques des figures homographîques, démontrées dans le paragraphe précédent, s'appliquent d'ellesmêmes aux figures homologiques. Toutefois, la position particulière de ces figures donne lieu à quelques relations spéciales fort importantes que nous verrons plus loin (VI)-
53i. Quand on décrit les figures homologiques sur le plan, soit par des intersections de lignes (S29), soit par la relation (6), la démonstration directe de leurs deux propriétés métriques fondamentales, d'où toutes les autres se déduisent, est extrêmement facile ; elle dérive immédiatement des conditions de position des deux figures. Ces propriétés consistent en ce que quatre points en ligne droite ou quatre droites concourantes en un même point dans la première figure ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points ou des quatre droites correspondantes dans la seconde figure.
Or, dans deux figures homologiques: i"les droites qui joignent quatre points de la première a, b, c, d h. leurs homologues a', h', c', «/'respectivement passent par un môme point (le centre d'homologie); donc, si les deux séries de quatre points sont sur deux droites, leurs rapports anharmoniques sont égaux (1 4) ; a" quatre droites concourantes en un même point dans la première figure rencontrent respectivement les quatre droites correspondantes en quatre points situés en ligne droite (sur l'axe d'homologie); donc les rapports anharmoniques des deux faisceaux de quatre droites sont égaux (13).
Ainsi les relations métriques qui font le caractère des figures homographiques en général se trouvent démontrées directement pour les figures homologiques.
533. Considérons les deux droites 1 et J' qui, dans chaque figure respectivement, correspondent à l'infini de l'autre figure. Ces deux droites sont évidemment parallèles à l'axe d'homologie, car la droite à l'infini dans la seconde figure et la droite I qui lui correspond dans la première rencontrent l'axe d'homologie au même point, et ce point est à l'infini ; donc la droite 1 est parallèle à l'axe d'homologie.
Les distances des deux droites I et J' soit au centre, soït àl'axe
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d'homologie dépendent de la constante 1 dans la relation
S m' <tm'
Soient I, j' et x les points où le rayon Siii rencontre les deux droites I cl J'et l'axe d'homologie. Faisant S hi' infini, on a — ;=X; et, faisant S m infini, ^ =: - ■
.TJ l
Ainsi l'on a
- = ^ ou S,-.S/r_-=.^;.,r/.
Cette relation montre que le milieu des deux points i ety' coïncide avec celui des deux points S et x, ou, ce qui revient an même, que la distance de la droite I au point S est égale, mais en sens contraire, à celle de la droite J' à l'axe d'homologie. En effet, la
. Si xf , proportion — . = — ; donne
S/ — xi '~ .T.j' — S./' S.f 3tS '
Ce résultat pouvait être prévu, car les points m et m' des deux figures situés sur un même rayon forment deux divisions homograpliiques dont les points doubles sont Set.r; par conséquent, le point milieu de ces deux points coïncide avec celui des deux i et
VI, — Développements relatifs aux piopiiétés métriques des figures komologiqaes. — Diverses manières de former la figure homologique à une figure donnée.
53G. Considérons dans une figure deux droites fixes, cl dans la figure homologique les deux droites correspondantes. Soient mp, mij les perpendiculaires abaissées d'un point m de la première figure sur les deux premières droites, et ^n'p' , m'q' les perpendiculaires abaissées du point m' sur les deux autres droites ; les deux
rapports —■, —j—, seront entre eux dans une raison constante,
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quels que soient les deux polnls homologues m, m' , car celte relation dérive, comme nous l'avons vu (522), de l'égalité des rapports anharmoniques de deux faisceaux homologues. Écrivons donc
Cette équation donne lieu à plusieurs autres relations.
537. Supposons que la prenîière droite de la première ligure passe par le centre d'homologie; elle coïncidera avec son homologue, et Ton aura
et par conséquent
Ainsi : Dans deux JîgureshomologUjues, si l'on prend deux droites fixes homologues L, L', le rapport des distances de deux points homologues quelconques au centre d'homologie sei'a au rapport des distances de ces deux points aux deux droites L, L', respectivement, dans une raison constante.
538, Si l'on prend pour !a droite 1^ l'axe d'homologie, L' cidera aussi avec cet axe, et le rapport — ; sera égal à — ;;
comil en
ce qui csl la relation déjà démontrée (532).
Nous n'aurions pas besoin de dire que, dans ces diverses lions, de même que dans celles qui suivent, la constante X ne serve pas la môme valeur.
539. Supposons que la droite L soit à l'infin disparaît de l'équation [d] et l'on a
segm
yGoosle
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m! c^' esL la distance du point m' à la droite J', qui dans la seconde figure correspond à l'infini de la première (535),
Cette relation entre deux figures homologiques sera très utile pour transporter à une figure les propriétés d'une autre. On \oit, par exemple, que, si la première est un cercle ayant son centre en S, on aura dans la seconde
ce qui montre que celle-ci est une conique ayant son foyer en S et pour directrice la droite fixe J'.
540. Supposons dans l'équation générale (c) que la première droite, à laquelle se rapportent les perpendiculaires mp, soit à l'infini, et que la seconde soit la droite I qui correspond à l'infini de la seconde figure ; les deux segments mp, m' q' disparaîtront, et
Ainsi, les deux droites I et J', qui correspondent, dans chaque figure respeelivement, à l'infini de l'autre figure, jouissent de cette propriété que le produit des distances de deux points homologues à ces deux droites, respectivement, est constant.
Par conséquent : Etant données deux droites parallèles dans le plan d'une figure, si d'un point fixe on mène un rayon à chaque point m de la figure, et que sur ce rayon on prenne un point m' tel que le produit des distances des deux points m, m' aux deux droites, respectivement, soit constant, le point m' décrira une fgure ho/nologique à la proposée.
g IV. — Expression analytique des figures homo graphique s.
Sil. Piapportons les points de la première figure à deux axes coordonnés OX, OY, et ceux de la seconde figure à deux autres axes coordonnés ox, oj pris arbitrairement.
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LapropriéLé des deux figures, exprimée parle théorème (S22), fournit immédiatement l'expression des coordonnées de chaque point de la seconde, en fonction des coordonnées du point homologue de la première.
En effet, soient
AX + BY-H =0, A'X 4-B'Y-Hi --=0, A"X + B"T^-t = o
les équations de trois droites de la première figure (433, ConoL-
ccllcs des trois droites correspondantes dans la seconde figure.
Soient X, Y les coordonnées d'un point M delà première figure et X, y celles du point homologue m de la seconde figure ; le rapport des distances du point M à deux des droites de la première figure sera au rapport des distances du point m aux deux droites correspondantes de la seconde figure dans une raison constante (522) . On aura donc les deux équations
J A"XH
d'où l'on tire les valeurs de x <itj t Y, lesquelles sont de la forme
n fonction des c{
542. On peut démontrer a priori que les expressions de x et j" sont de cette forme. Pour cela, considérons les axes oj et ox comme deux droites faisant partie de la seconde figure; soient
aX-)-ÊT + i = o
les équations des deux droites qui correspondent dai figure à ces deux-là, et
yGoosle
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cclîc de la droite qui correspond dans celte figure à rinrin! de la seconde.
La distance d'un point m de la seconde figure à l'axe oj sera au rapport des dislances du point homologue M de la première figure aux deux droites correspondant à l'ase oy et à l'infini de la seconde dans une raison constante (523). On a donc
'«"x + f/Fl
et pareillement
S43. Les trois équations
«X+ey-t-i:=o, «'X-f-S'YH- L = o, K"X + S"Y-h i=-o
représentent les trois droites de la première figure qui ont pour homologues dans la seconde l'axe oy, l'axe ox cl l'infini.
Les axes OX, OY de la première figure sont arbitraires, ainsi que les deux ox, oy de la seconde figure. On peut, en disposant convenablement de ces quatre axes , donner aux formules des expressions plus simples, que voici ".
i^Les deux axesOX, OY sont quelconques, etles deux ox, ojsonlles droites qui leurcon-espondent dans la seconde figure :
" H"X + fi"Y-
2" OY est paralièie àMa droite I qui, dans la première figure, correspond à l'infini de la seconde; OX est quelconque; oj et ox correspondent respectivement à OY et OX; [oj est parallèle à la droite J', qui, dans la seconde figure, correspond à l'infini de la première (dl3)] :
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3" OY csl la droite I ; OS quelconque ; ox, oj quelconques :
4" OY est la droite I; OX est quelconque; ox correspond à OX, et OJ est quelconque :
«X^gY-^-i ïY
5" OY est la droite I; OX quelconque; ox est la droite J', et oy quelconque :
6" OY est la droite I; OX. quelconque ; ox est la droite J', et oy correspond à OX :
7° OY est la droite I ; OX quelconque ; oy est la droite J', et ox correspond à OX :
Ces différentes relations s'appliquent aux figures homograpliiques dans toute leur généralité, et sont indépendantes de la position relative des deux figures.
g V. — Figures homo graphique s ayant deux droites homologues coïncidentes à l'infini.
I. — Conditioiu de ronstructioa des figures
5i4. Si, dans les formules [a] qui nous ont servià cpnstruire une figure liomographîque à une figure donnée, on prend les deux constantes^ et p égales à + 1 , les deux figures présenteront cette circonstance particulière, que la droite à l'infini dans l une aura son homologue également à l'infinidans l'autre.
En effet, ab et a'b' [fig. ii4) étant deux droites correspoi dantes dans les deux figures, on a, par hypothèse,
à l'unité, et, par
ce qui exige que les points a' et h' soient à l'infini. De sorte que la droite a'b' est à l'infini. Ce qui démontre la proposition énoncée.
On peut dire que tout point à l'infini dans la première figure a son homologue, dans la seconde, pareillement àl'infini.
Il s'ensuit que : Deux droites parallèles, dans la première J!gure, ont pour homologues dans la seconde deux droites parallèles.
De sorte que ; ^ un parallélogramme dans la première figure, correspond un parallélogramme dans la seconde figure.
II. — Relations méCriques
S-iS. Dans ces figures, les relations métriques se simplifient : elles dérivent de cette propriété principale :
Deux droites homologues, dans les deux figures, sont divisées semblablement par leurs points homologues.
En eff'et, a, h, c, d étant quatre points en ligne droite dans la première figure, et a', b', c', rf' les quatre points correspondants dans la seconde, on a
Les points à l'infini sur les deux droites étant deux points correspondants (5i4), on peut prendre ces points pour d et d', et
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cette relation devient
ah al'
ce (jui exprime que les deux droites sont divisées en parties proportionnelles ou nemhlablement.
De là vont résulter d'autres relations importantes.
646. Deux segments pris sur deux droites parallèles, dans la première figure, sont entre eux dans le même rapport que les deux segments homologues dans la seconde figure .
En effet, soient, dans la première figure, les deux segments AB, ab (fig- 117) sur deux droites parallèles, et dans la seconde figure leurs homologues A'B', a'b', lesquels sont aussi parallèles (544). On a
AB__AC A'B'_A'C
^=;^(si3).
ce qu'il fallait prouver.
547, Etantprises, dansles deux figures, deux droitesfixes homologues, les distances de deux points homologues quelconques à ces deux droites, respectivement, sont entre elles dans un rapport constant.
En effet, l'équation précédente s'écrit
Or, les deux segments AB, ab sont entre eux comme les distances des deux points A, n à la droite fixe BC; et pareillement, les deux segments A'B', a'b' sont entre eux comme les distances des deux points A', a' à la ligne droite fixe B'C. On peut donc dire que le rapport des distances des deux points homologues A, A' aux deux droites BC, B'C, respectivement, est égal au rapport
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de.s distances des deux points a, a' aux deux mêmes droites. Ce qui démontre la proposition énoncée.
III. — Relation entre les aires desjîgmes
5i8. Considérons, dans la première figure, deux parallélogrammes ÂBCD, ahcd, ayant leurs côtés respectivementparallèles ; soient Q, /} leiirs surfaces, on a
A ces deux parallélogrammes correspondent, dans la seconde figure, deux autres parallélogrammes A'B'C'D', n'b'c'd' ayant aussi leurs côtés respectivement parallèles. Soient Q', i/' leurs surfaces, on a
V ~ 'a'O'.aûf ' Or
C'esl-à-dîre que :
iSi l'on prend, dans la première Jigure, un parallélogramme quelconque ayant ses côtés parallèles à deux axesjîxes, l'aire de ce parallélogramme sera à l'aire du parallélogramme correspondant dans la secondejîgure dans une raison constante.
549. L'espace compris dans un périmètre de forme quelconque peut être considéré comme composé d'une infinité de parallélogrammes infiniment petits, ayant leurs cotes parallèles à deux axes fixes. Les aires de ces parallélogrammes seront aux aires des parallélogrammes homologues dans la seconde figure dans une raison constante. On en conclut que :
Siy dans les deux figures, on considère deux courbes homologues, leurs aires seront entre elles dans une raison constante, quelles que soient ces deux courbes.
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Ces propriétés des figures homograpliiqiies (jni ont deux droites homologues coïncidentes à l'infini sont les mêmes que ceSles de deux figures dont l'une est la projection de l'autre.
IV. — Co/istrnrlion aiialjtique lies figures
5oO. Ayant pris deux systèmes quelconques d'axes coordonnés OX, OY et o,r, oj, dans les deux figures respectivement, soient
AX + BT + i =^ o et A' X -i- B' Y + I = o
les équations des deux droites de la première figure, et
celles des deux droites correspondantes dans la seconde figure. Soient X, Y et jc, y les coordonnées de deux points correspondants des deux figures ; les distances de ces deux points à deux droites correspondantes, respectivement, sont entre elles dans un rapport constant (diT); de sorte qu'on a les deux équations
AX -;- EY + I = l{a.r -h hy ^ i), A'X-t-Il'Y-+- 1 = ix{a.T^- l/j-A-i);
d'où l'on tire pour x et j' des expressions de la forme
^=3(«X + eY-i-i), _^=^[./x^-g'T-^-lj.
Ces expressions se peuvent déterminer a priori. Soient
hX H- ev + I = o et st'X + g'Y + i --0
les équations des deux droites qui correspondent, dans la première figure, aux axes ox, oy de la seconde; les distances d'un point m de la seconde figure aux deux axes oy, ox sont proportionnelles aux distances du point correspondant, dans la première figure, aux deux droites qui correspondent à ces axes. On a donc les deux équations
^ = ^(«X + ëY+.). J^?("'X + ê'Y+r).
On simplifie ces formules en prenant pour les axes OX, OY
les droites correspondantes aux deux axes ox, oy- On a alors
§ TI. — Propriétés relatives au système de deux figures ho mo graphique a placées d'une manière quelconque l'une par rapport à l'autre.
T. — De ta courbe d'intersection des rayons homo'o^ites de deux faisceaux homogi aph iques.
551. La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiqitcs pa.ise par les centres des deux faisceaux.
Construction des tangentes à la courbe en ces points.
Soient O, O' [Jîg. 1 18) les centres des deux faisceaux; Om, O'ra deux rayons homolcigues. Le rayon 00' du pi'emier faisceau rencontre son homologue O'fi'au point G'; de sorte que la courbe passe par ce point.
La tangente à la courbe en ce point est précisément le rayon O'ii' ; car, si l'on conçoit le riiyon du premier faisceau 0 w infiniment peu incliné sur 00', son homologue 0% sera inGoiment peu incliné sur O'il', et le point (M, intersection de ces deux rayons homologues Ow, O'w, sera le point de la courbe infiniment voisin du point 0'. La droite D'il', limite de la droite O'w, sera donc la tangente à la courbe. c. q, f, p.
552. La courhe lieu des points d'intersectinn des rayons homologues de deux: faisceaux homographiques ne peut être rencontiéc par une droite qu'en deux points réels ou imaginaires.
Dé/erminer ces points.
Les rayons du premier faisceau {^g. 119) rencontrent une droite L en des points a, b, c, .... et les rayons homologues du second faisceau en des points a', h', c', . . . ; ces deux séries de points forment deux divisions homographiques, et il est évident que les points d'intersection de la courbe en question par la droite L sont les points doubles de ces deux divisions. Ce qui prouve que la courbe n'est renconiréepar la droite qu'en deux points, réels ou imaginaires.
Ces deux points se déterminent par la construction générale des points doubles de deux divisions homographiques (161 et 271).
553. n résulte de là que l'équation de la courbe, exprimée dans l'un des systèmes de coordonnées du Chapitre XXin, sera du second degré.
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Réciproquement ; Toute équation du second degré représenle, une courbe
lieu des points d' inlerseetion des rajons homologues de deux /ai:
h omographiques.
Car, par cinq points de la courbe représentée par l'équatiot degré, on pourra faire passer une courbe Ileii des points d'în rayons homologues de deux faisceaux homographiciues, ayant leurs centres en deux des cinq points, et l'équation de cette courbe sera du second degré. On aura donc deux équations représentant deux courbes se coupant en cinq points, ce qui prouve que les deux courbes coïncident, purce que deux courbes du second degré différentes ne peuvent avoir plus de quatre points d'intersection .
Observation. — Si le système de coordonnées est celui dans lequel les deux coordonnées d'un point sont les l'apports des distances de ce point à trois axes fixes (485), on en conclut que la courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiqaes est le lieu d'un point dont les distances à Crois aa-.esjl^es ont entre elles une relation homogène du second degiv.
55'('. La courbe Lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux //omographiques Jouît de la propriété que, si autour de deux quelconques de ses points on fait tourner deux rayons se coupant sur la courbe, ces deux rayons décrivent deux faisceaux /lomogra/iliiques.
Cela résulte immédiatement du théorème (4-25), relatif à l'hexagone.
555. Puisque les deux rayons Ara, Bra, qui tournent autour de deux points fixes quelconques de la courbe, forment deux faisceaux homogra- ])hiques, les qiuitre rayons menés du point A à quatre points de la courbe ont leur rapport anharmoniqne égal à celui des quatre rayons menés du point B aux quati-e mêmes points, et cette égalité a lieu quel que soit lu point B ; de là résulte ce théorème :
La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques jouit de la propriété que les quatre droites menées de quatre points fixes de la courbe, à un cinquième point quelconque de la courbe, ont toujours le même rapport anharmontque.
Réciproquement ; Étant donnés quatre points fixes non situés en ligne droite, si l'on demande le lieu d'un point tel, que les quatre droites menées des quatre points fixes à ce point variable aient leur rapport anharmontque égal à une quantité constante, le lieu de ce point sera le lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux fait
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En effet, soient A, B, C, D (_/%. 120) les quatre points fixes donnés, et BI l'un des poinisqui satisfont à. la question; c'est-à-dire que les quatre droites MA, MB, MG, MD ont leur rapport anharmonique égal à une quantité donnée 1. Soient m, m' les points où les deux droites CM, DM rencontrent la droite BCi les quatre points A, li, m, m' ontlcur rapport anharmonique égal à 1 ; on a donc
B(» &m' ' Bw Bm'
Cette équation prouve que les deux points m, m' forment detis divisions homograpliiques ; donc les deux droites Cm, Dm' forment deux faisceaux homographiques. Ce qui démontre le théorème énoncé.
556. Deux courbes dont chacune est le lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques peuvent être con~ sidérées comme deux figures homographiques dans lesquelles trois points quelconques de l'une correspondront respectivement à trais points de l'autre.
Soient A, B, C [fig. lai) les trois points de la première courbe qui doivent correspondre aux trois points A', B', C de la seconde. Prenons les points A et B pour les centres de deux faisceaux homographiques dont les rayons homologues se coupent sur la première courbe ; AC et EC seront deux rayons homologues, et la relation entre deux autres rayons homologues krn, BiM sera de la forme
hBA
Soient pareillement A', B' les centres des deux faisceaux relatifs à conde courbe; A'C, B'C seront deux rayons homologues lixes, et k tion entre d-iux autres i-ayons homologues A'm', B'm' sera
Le point m étant pris iubitrairement sur la prêt déterminer un point m' de la seconde par les relatioi
Car les rapports de segments qui déterminent ce point m' satisfont à tion de la seconde courbe, en vertu de l'équation de la première, !
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relations établissent «jue les deux courbes sont homographîcjues (31i j. Le théorème est donc démontré.
557. Kous verrons (580) que deux figui-es homograpliiques peuvent être placces de manière a être la perspective l'une de l'autre; par conséquent ;
DeiiJ^ coiirhes, dont chiicaiie est le lien des /loiiits d' intersection des rajons homologues de deux faisceaux: komographiques, peui>ent être placées de rruiniére à éCrela perspective l'une de l'autre; trois points de la première devant eon'espoitdre à trois points désignés de la seconde.
558. Les rayons menés de deux points fixes d'un cercle à un troisième point de la circonférence forment deux faisceaux homographiques, jarce que les angles de l'un sont égaux respectivement aux angles de l'autre; de sorte qu'un cercle est une des courbes lieux des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homograpliiques. Il i-ésulte doac du théorème précédent que ;
-La courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deujj faisceauje homogrophiques peut toujours être considérée comme la section plane d'un cône à base circulaire ; c'est-à-dire que cette courbe est une tec-
Jutre démonstration. — Concevons une droite quelconque L qui ne rencontre pas la courbe; et soient a, a' les points où les deux rayons homologues Am, Bni rencontrent cette droite. Ces points forment deux divisions homographiques dont les points doubles sont imaginaires, puisque la droite ne rencontre pas la courbe (552). Donc il existe deux points Pet P' situés de part et d'autre de la droite, d'où l'on voit tous les serments tels que aa', sous des angles égaux (177). Concevons un cerele deciit sui PP comme diamèti'e, dans un plan perpendiculaire u la dioite L d un point quelconque S de ce cercle, on verra les segments aa sous des angles eg lux Que l'ceit reste placé en ce point et que l'on fasse h perspectif e de la fi^ui e sur un plan parallèle au plan mené par ce point et la dioite L les deux rayons Aa, Ba' auront pour perspective deux droites piialleles aux deux Sa, Sa', et par conséquent faisant entie elles un ingle de grindcur cou stante. Donc ces deux droites qui tournent autoui de deux points fixes, perspectives des deux A, B, se coupent sur un cciclc Dint, la pcispccti^c de la courbe en question est un cercle. Ce qui dcmrntie le ti on,me
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II. — De lu courbe enveloppe des iliwies qui joignent deux à deux les points homologues de deux divisions homogiaphiques.
559. Quand deux droites lu, l! sont divisées Iwmograpkiquement en deux séries de points a, b, c, . . . et a', b', c', . . . [fig. 122] la courbe enveloppe des droites aa', bb', . . . qui joignent, deux à deux, les points homologues, est tangente aux deux droites L, L'.
Tyouver les points de contact.
Soit A le point d'interseclion des deux droites L, L' ; considérons ce point comme appartenant à la première division, son homologue A' dans la seconde division sera sur la droite L' ; par conséquent, cette droite L' ou AA' est une des tangentes à la courbe.
Son point de contact est le point A'. En effet, si le point a est pris infiniment voisin de A, le point a' est infiniment voisin de A' et la droite aa' est la tangente îi la courbe, infiniment voisine de la tangente L'. Le point a', intersection de ces deux tangentes, est le point de contact de l'une d'elles, A la limite où «coïncide avec A, a' coïncide avec A'. Donc c'est en ce point A' qu'a lieu le contact de la droite L'.
560. Par ail point on peut mener, en général, deux tangentes réelles ou imaginai/es, à la courue enveloppe des droites qui Joignent deux à deux les points homologues de deux divisions homographiques .
Trouver ces deux tangentes.
Les droites menées d'un point fixe aux deux séiics de points a, b, c, . . , et a', b', c', ... des deux divisions forment deux faisceaux homographiques, dont les rayons doubles sont deux tangentes h la courbe; car chacun de ces rayons passe par deux points homologues des deux divisions; ce (jui est la propriété des tangentes à la courbe.
On conclut de là qu'on ne peut mener à la courbe, par un point donne', que deux tangentes, lesquelles se détermineront comme rayons doubles de deux faisceaux homographiques. Ces rayons, et par conséquent les deux tangentes, pourront être îmaginaiies,
561 . Puisque par un point donné on ne peut mener que deux tangentes, réelles ou imaginaires, à la courbe enveloppe des droites qui divisent homographiquement deux droites fixes, on en conclut que cette courbe est de deuxième classe (501) ; et que son équation exprimée dans le système des coordonnées d'une droite est du second degré, c'est-à-dire qu'il existe
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une équation du second degré entre les raj>ports des segmenis — s ^^ t^
[_fig. 10g) que chaque tangente à la courbe fait sur deux axes ftxes SA, SB ; ou bien qu'il existe une relation homogène du second de^jré entre les dislances de chacune des tangentes à la courbe .\ trois points fixes quelconques S, A, B (505).
Réciproquement : L'équation générale du second i/egié entre les deu.r
rapports de segments — -■, y— faits sur deux a.ies Jixes, ivprésente une
eourhe dont toutes les tangentes forment , sur deu.T tangentes Jî-xes, deu.r, divisions homographiques .
Car trois tangentes et les deux langeâtes iîxcs déterminent une courbe enveloppe de touteslesdroiles qui divisent homographiqnemenl ces deux tangentes fixes. Cette courbe aura une équation du second degré (561); donc on aura deux courbes représentées l'une et l'autre par une équation du second degré et ayant cinq tangentes communes. Donc les deux courbes coïncident, parce que deux courbes de seconde classe ne peuvent avoir plus de quatre tangentes communes.
Observation. — Si au rapport de segments on substitue pour coordonnées d'nne droite les rapports des dislances de celte droite à trois points fixes (505), on en conciul que : Les droites qui divisent homo graphiquement deux droites fixes jouissent de la propriété que les tiistaiices de chacune de ces droites à trois points fixes ont entre elles une relation /lornogène du second
562. La courbe enveloppe des droites qui joignent les points homologues de deux divisions homographiqnes jouit de ta propriété que deux quelconques de ces tangentes sont divisées homographiquenient par toutes les
Cela se conclut sans difficulté du théorème (!t22) relatif à six droites, dont quatre divisent homographiquement les deux autres.
563. Il suit delà que : La courbe enveloppe des dmites qui joignent deux à deux les points bomologiies des deux divisions homographiqnes peut être considérée comme l'enveloppe d'une droite mobile qui, dans chacune de ses positions, détermine sur quatre droites fixes quatre points ayant un rapport
s constant.
Réciproquement : La courbe enveloppe d'une droite mobile qui, dans CUASLES.— Giom. sup. ^4
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chacune de ses positions, rencontre quatre droites Jlj:es en quatre points ayant un rapport anharmonique constant, peut être considérée comme l'enireloppe d'une série de droites qui divisent homographiijuement deux droites
Soient qnitie diaites fi\es A B C D /^. 1 23) rencontrées par une cinquirme M en quatie prints a I c d Que du point d'intersection O des deu\ droites A, B n mené les deu\ Oc, Od; les «luatre droites \ B 0( Orf lan ni leur iippoit nnhii m inique constant, quelle que soit la droite M, parce que ce rapport est égal à celui des quatre points a, h, c, d, lequel est constant, par hypothèse: on ,iura donc
sinfl^c . sinfeOc _ sinaOc _ sJnaOd _
sïn aÔ7/ ' ïïiïÂOrf ~ "" siniOc ^ sin^-Orf'
ce qui pixtuve que les deux rayons Oc, Od forment deux faisceaux homographiques (149). Par conse'quent, les deux points c, d forment sur les deux droites fixes C, D deux divisions homographiques ; ce qui démontre le
564. Ueiix courbes, dont chacune est l'enveloppe des liroiles qui joignent es points homologues de deux divisions liomograpliiques, peiifcnl éti'e considérées comme deux figures homogi-aphiques, dans lesquelles trocs tangénies quelconques de l'une cori-espondent à trois tangentes désignées dans
En effet, soient AB, liC, CA les trois Lingentes de la première courbe, et A'B', B'C, C'A' celles de lu seconde courbe qui doivent leur correspondre. Une quatrième tangente M à la première courbe rencontrera les deux AC, BC en deux points a, h qui formei'ont deux divisions honiograpar la relation
Les deux tangentes ah, i' h' aux deux courbes, respectivement, peuvent être liées par les relations
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car, en vei'tu iJe l'cq«ation de la première courbe, les valeurs des rapports
—i~;> yT— ; données par ces équations satisfont à l'équation de la seconde.
Or ces relations établissent que les deux droites ab, a' //' enveloppent deux courbes liomographiques dans lesquelles les trois droites A'B', B'C, C'A' de la seconde correspondent aux trois AB, BC, CA de la premièj-e ( 511). Le théorème est donc démontré.
S65. Deux figures liomographiques peuvent être placées de manière à être la perspective l'une de l'autre (580). Donc :
Deii.v courbes dont chacune est Venveloppe des droites qui joignent les points homologues de deux dipîsions homographiques peuvent toujours être considérées comme étant la perspective l'une de l'autre, de manièie que trois tangentes de la première correspondent respectiiement n trois tangentes désignées de la seconde.
5C6. Les tangentes à un cercle forment sur deux tangentes fixes deux divisions homographiques ('). On conclut donc du théorème précédent celui-ci :
La courbe enveloppe des droites qui joignent tes points homologues de deux dipisions homographiques peut être placée sur un cône à base clreu~ laire et est, par conséquent, une section conique.
Autre ilémonstration. — Soient a, b,c, . . . et a\ b', c' , . . . [fig. ia4) les points des deux divisions formées sur deux droites L, L', Deux droites telles que ab' et a' b se coupent en un point dont le lieu est une ligne droite A (113), et les pomts où cette droite rencontre les deux L, L' sont précisément les points de contact de ces deux droites avec la courbe (559). La droite A rencontre la coui'bc en ces deux points, de sorte qu'une partie de cette droite est au dehors de la courbe et l'autre dans son intérieur. Prenons sur cetli> droite un point 0 dans l'intérieur delà courbe, de manière que les tangentes que l'on voudrait mener par ce point soient imagi-
Ceia posé, les ilroites menées du point 0 aux deux séries de points a, b, c, ... et a', b', c', ... forment deux faisceaux homographiques, et ces deux faisceaux sont en involution, parce que, si l'on considère !e rayon Oa du premier, qui a pour homologue dans le second Oa\ comme appartenant
C) Cette pTOppiété du cercle sera démonlrée daiia la IV" Sectîgn, Chap. XXVIII,
37a TRAITÉ DE GÉOUÉTRIE BTJPéRIETIBE. — CHAPITRE SXV,
au second faisceau et étant Ob', son homologue Ob dans le premier faisceau coïncide avec Oa'; ce qui suffit pour que les deux faisceaux soient en involution [259]. Par conséquent, les inlerscctions des deux faisceaux par une même transversale seront deux divisions homographiques en involution. Supposons que cette transversale passe par le point A, intersection des deux droites L, L', et par le point h, intersection des deux droites aa', bb'; et soient y, y' les points où elle rencontre deux rayons homologues Oc, 0 c' des deux faisceaux. Ce sont ces deux points -/, 7' qui forment deux divisions en involution ; et ces deux divisions ont leurs points doubles imaginaires, parce que les deux rayons doubles des deux faisceaux, qui seraient les deux tangentes à la courbe issues du point 0 [560), sont, par hypothèse, imaginaires.
OoDC il existe deux points P, P', situés de part et d'autre de la transversale, de chacun desquels on voit chaque segment 77' sous un angle droit (210), Que sur PP' comme diamètre on décrive «ne cbconférence de cercle dans un plan perpendiculaire à la transverside, et qu'en prenant pour lieu de l'œil un point S de cette circonférence on fasse la perspective de La figure sur un plan parallèle au plan mené par le point S et la transversale, on aura en perspective une courbe [fig- laS) inscrite diins un losange (parallélogramme à diagonales rectangulaires) dont toutes les tangentes ce' seront vues du p<ûnl de croisement des deux diagonales sous des angles droits. Or on sait que cette courbe est un cercle. Donc, la perspective de notre courbe est un cercle; ce qui démontre le théorème,
567. Il résulte des propositions [558 et 566] que la courbe lieu des points d'intersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques, et la courbe enveloppe des droites qui joignent deux à deux les points homologues de deux divisions homographiques sont identiques, puisque ces deux courbes sont l'une et l'autre des sections du cône i base circulaire, c'est-à-dire des sections coniques. Nous aurions peu de mots à ajouter pour pixinver que réciproquement toute section conique peut être considérée comme étant tout à la fois le lieu des points d'inJerseclion des rayons homologues de deux faisceaux homographiques et l'enveloppe des droites qui divisent homographiquement deux droites fixes. Mais nous voulons éviter d'anticiper ici sur la Uiéorie des sections coniques, qui doit faire le sujet d'une élude spéciale; par cette raison, nous passons sous silence diverses propriétés générales de ces courbes, telles que celles de l'hexagone inscrit ou circonscrit, et toute la théorie des pôles, qui se pre'senteraient ici d'elles-mêmes, comme conséquences naturelles et immédiates de nos théories du rapport anharmonique et de l'homographie soit de deux séries de points, soit de deux faisceaux.
III. — propriétés relatives h deux figures komographiqiies
568. Quelle que soit laposition de deux figures homograpliiques, toutes les dinites de l'une qui passent par un même point reticontrent respectivement les droites homologues dans l 'came figure en des points situés sur une
Car ces droites des deus figures forment deux faisceaux homographiques (519); donc elles se rencontrent deux à deux sur «ne conique (588).
569. Quelle que soit la position de deux figures homograpliiques, si l 'on joint un h un i-espectivement par des droites des points de la première situés en ligne dmite au.r, points homologues de la seconde, toutes ces di-o/tes eni-elopperont une conique.
Car les points de la première figure étant en ligne droite, leurs homologues sont sur une seconde droite et les deux droites sont divisées liomographiquement. Donc (566), etc.
570. Dans deux figures homograpkiques placées d'une manière quelconque, les points de la première qui satisfont à la condition que les droites qui les joignent à leurs homologues respectifs, élans la seconde figure, passent toutes par un même point donné, sont situés sur une section conique.
La courbe lieu des points en question ne peut être rencontrée par une droite L qu'en deux points, [larce que, cette droite étant considérée comme appartenant à la première figure, les droites qui joindront ses différents points à leurs homologues respectifs envelopperont une conique (566) à laquelle on ne pourra mener que deux tangentes par le point donné; de sorte qu'il n'existe sur la droite L que deux points qui, étant joints à leurs homologues, donnent deux droites passant par le point donné. Par conséquent, cette droite ne rencontre la courbe en question qu'en deux points, réels ou imaginaires; par suite, cette courbe est du second degré ; c'est donc le lieu des points d'intersection des rayons homologues de deus faisceaux honiographiques (§53)ou enfin une conique (S58)-
571. Dans deux figures homographiques , les droites de la première figure qui jouissent de la /propriété de rencontrer leurs homologues respec-
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tires en des points situés sar une tlroite Jl.re donnée sont tomes langeniex à
La courbe enveloppe des droites en question n'admet que deux tangentes, réelles ou imaginaires, issues d'un même point. En effet, les droites de la première £l(,'ure issues d'un même point O rencontrent leurs homologues respectives en des points situés sur une conique qui ne rencontre la droite donnée L qu'en deus points; il n'existe donc que deux droites de Lt première figure passant par le point O qui rencontrent leurs homologues respectives sur la droite L; conséquemment, la courbe en question n'a que deux tangentes issues du jKiint 0. Il s'ensuit que cette courbe est de seconde classe, et, par conséquent, l'envelop]» des droites qui joignent les points homologues de deux divisions homographiques (561), c'est-à-dire une conique (566). c q. e- d.
572. Deux figures homographiques étant placées d'une manière quelconque, il existe en général trois points qui, considérés comme appartenant à la première figure^ sont eux-mêmes leurs homologues dans la se-
Deux de ces tiois points peuvent être imaginaires, mais le troisième est toujours réel.
En effet, considéi'ons dans les deux figures deux faisceaux homologues autour de deux points O, O' ; leurs rayons homologues se couperont en des points situés sur une conique passant par les deux points 0, 0' [551 et 558) ; et cette courbe passera évidemment par tout point A où coïncideront deux points homologues des deux figures, car les deux droites OA, O'A seront deux rayons homologues des deux faisceaux.
Considérons deux autres faisceaux homologues autour des deux points P, P' ; les rayons homologues se couperont encore sur nue conique qui passera par les points tels que A. Cette conique et la première se couperont en général en quatre points, dont l'un est le point d'intersection des deux droites OP et O' P', qui sont deux rayons homologues dans chacun des deux systèmes de fiisceaux, homologues. Chacun des trois autres points d'interse:,lion d(s deux coniques jouit de la propriété d'être le lieu de coïncidence de deux points homologues des deux figures; car, soit m un de ces points dinteiseciion les dtoites Om, O'w des deux figures, respectivement, sont homologues paice qu elles se coupent sur la première conique, et pareillement les deux droites Pw, P'u sont aussi homologues, parce qu'elles se coupent sur la seconde conique. Par conséquent, le point w, considéré comme intersection des deux droites Ow, P" de la première figure, a pour homologue le point m lui-même, considéi* comme l'intei-seclion des deux
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droites hcmolOpUts 0 u P u dîna h stiondc figuie Ainsi il est démontré qu'il esiste en genei il trois poinls jouissant de Id pi opriété en question et qu'il n en existe pis un quiliieme Oi, quand deux coniques se coupent en un point ellea ont nccessju'ement un second p3int d intersection réel; donc l'un des trois points en question est Ioqj urs ipcI les deux autres pouvant être imaginaires. Le tliéoième est donc dcmontré .
573. Dans deux figures hontograpliiques ilexhte en général t. qui^ considérées comme appartenant à la première figure, so'it elh leurs homologues dans la secondé figure.
Deu3: de ces droites peuvent être imaginaires, mois la Iroisiénie jours réelle.
Eq effet, prenons deux droites homologues L, L' ; les droites qui deux à deux leurs points homologues e 1 pp con q
Cette courbe est tangente à toute droite D ] q 11
deux droites homologues; cur il est claii ] 1 D
deux L, L' en deux points homologues, c 1 1 i "
tangentes à la conique.
Considérons deux autres droites hom 1 M M 1 d
joignent leurs poinls homologues envelopj d >
deux courbes ont pour tangente commune 1 d q J 1 |
tersectioQ des deux droites L, Kl au point d d d d
M', car ces deux points sont deux points h m I u L T
que sur H et M'. Les deux courbes ont t is u coi
dont deux peuvent être imaginaires, mais d n I m
réelle. Chacune de ces tangentes, étant con d ee m [ ] première figure, est elle-même son homol "i d n 1 d li
les deux points où une de ces tangentes co 1 d do sont les homologues des deux points où. c m ng »
deux di-oites L', M', Par conséquent, le tl eo m d
Is droites
de l-a
- Où l'on démontre qae deux figures homographiques quelconqui ■t être placées de manière à être komologiques ou perspectives l'un
574. Quand, dans deux figures h mière situés sur une même droite c pectifs, il en est de même de tous t deux figures sont komologiques ,
raphiquei, trois points de la predent avec leurs homologues res- '.Ires points de cette droite, et les
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Soient a b c Ils ttois points de 11 piemiere figure, situés su:' une même droite X, qui coincideal a\ec leurs homolngues respectifs a! , 1/ , c'. Il est évident qu un quatneme point quelconque d pus sur lu même droite, coïncide avec son homologue d , puisque les deux séries de tjuatre points ont le même iippoit anhaimonique (51*1)
Il résulte de là que deux droites homologues quelconques dans les deux figures se rencontrent sur la droite X. Par conséquent, pour que les deux figures soient homologiques, il sufUt que les points homologues soient deux à deux S.UI des droites concouiantes en un même point (528)
S lent a a' deux pnmts homologues, h dioite au lencontre I ixe X en un point « dins lequel tomcident deux points homologues comme il ^ ient d elre dit Pir conséquent, les deux dioites aa. et « f sont deux dtoites homjlogues coïncidentes Soient paieiUement b l deux Tuties points homologues et f le point ou h dioiie bb lenconlie 1 i\e X, les deux dioites Sb 6b sont deux dioites homologues coïncidentes Le point S, intersection des deux dioites au bb , est un heu de colncideuce de deux points homologues cai comme appaitentnt a h piemieie figure il est I intersection des deux dpoitesaa, l^ et considère comme appiitenmtà h seconde figure il est 1 intersection des deux dioites homologues a a, b S Le point S jouissant iinsi, de même que chacun des points de la dioite X, de la piopriele d etie un lieu de coïncidence de deux [loints homologues des deuï figures, il s ensuit que toute dioite menée pii ce point â->n% l'une des deux figues est elle-même son homologue lins I lutie en d lutrcs teimes h drjite qui jimt deux piinis homologues pjsie pir le points. Donc lis deux figure-i sont honiologiques
Obse/vaiion. — Le théorème et la démonstration s'appliquent au cas où le centre d'homologic S est à l'infini.
575. Quand deux figures sont liomologiques, si l'on fait tourner l'une d'elles autour de l'axe d'homologie de manière à faire coïncider de nou- \-eau son plan avec celui de l'autre figure, les deux figures, dans leur nouvelle position i-elalîve, seront encore Tiomologiqucs, mais leur centre d'homologie sera différent.
Cela résulte évidemment du théorème précédent.
576. Quand, dans deux figures homograpkiques, trois droites de la première passant par un même point coïncident avec leurs homologues respectives, il en est de même de toutes les autres droites menées par ce même point, et les deux figures sont komologiques.
En effet, soient SA, SB, SC les trois droites de la première figure, pas-
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puisque deux points homoioguet. sont toujouis en li^ne dioite avec le point S, on en conc'lut que tous les points de la droite «S sont eux-mêmes leurs homologues. 11 s'ensuit que deux droites homologues quelconques renconti'ent cette droite aS aux mêmes points; ce qu'il fallait prouver.
577. Quand cleuj: figures sont bomologiques, si l'on fait tourner l'une d'elles dans son plan autour du centre d'homologie, après une rotation de iSo" les denjc Jîgures seront encore Iwmologiques, mais avec un a.xe d'homologie différent.
Cela résulte immédiatement du théoi-èrae précédent.
578. Deux figures komograpkiques de construction générale peuvent toujours éti-e placées de manière à former deux figures homologiquas.
Hous disons que les deux figures sont de construction générale, pour exclure le cas où elles auraient un système de deux droites homologues coïncidentes à l'infini, comme nous l'avons vu (54-4). Ce ciis, en ce qui concerne la question actuelle, sera traité plus loin (58'i-).
Démonstration, — Qu'on détermine dans la première figure la droite 1 correspondante à l'inSni de la seconde, et dans la seconde la droite J' correspondante h l'infini de la première (513); concevons que les deux figures soient placées de manière que ces deux droites soient parallèles.
Un point quelconque e de la droite I a son homologue dans la seconde figure situé à l'infini; par conséquent, toutes les droites passant par le point e ont leurs homologues parallèles entre elles, et l'on peut déterminer
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leui' direction. Que l'on mène pur le point e, dans lit premièi'e figure, une di'oite E pni'allèle à cette direction, et soit E' la droite correspondante dans la seconde figure ; les dens droites E et E' sont parallèles entre elles.
Par un autre point / de la droite I, on mènera de même une autre droite 1' parallèle à son homologue F'. Soient S le point d'intersection des deux droites E, F, et S' celui des deux droites E', F'; on placera la seconde figiu'c de manière que les deux points S, S' coïncident, ainsi que les deux droites E, E' et les deux F, F'. Alors les deux figures seront homologiques et leur centre d'homologîe sera le point S.
En effet, \<\ droite menée par le point S |jarallèlement aux deux droites I et J', considérée comme appartenant & la |»remière figure, est elle-même son homologue dans la seconde figure, ]>arce que deux points homologues coïncident en S, et que le point situé à l'infini sur la droite est aussi luimême la réunion de deus points homologues dans les deux figures (513). Mais les deux droites homologues E, E' coïncident, et de même les deux F, F'. Donc, d'après te théorème (576), les deux figures sont hOmologiques.
Autrement. Après avoir déterminé dans les deux figures les deux droites I et J', que l'on mène par deux points homologues n, a' des droites parallèles à ces deux-là respectivement, lesquelles seront homologues (513), et qu'on prenne sur ces droites deux points homologues fr, b'. Puis, que l'on détermine les deux droites homologues a S, a'S' qui font des angles égaux avec les deux ah,a'b' respectivement (153), et sur ces deux droites les
deux points homologues S, S' tels que le rapport —^, soit égal i -^ (');
qu'on superpose les deux droites aS, a'S' en faisant coïncider les points S, S', les deux figures seront homologiques.
Si l'on veut déterminer directement dans chaque figure la position de la droite qui devient l'axe d'homologîe, on cherche sur les droites a S, «'S' les points homologues «, «' tels que S«^S'«' (133). Ces deux points iippartiennent aux droites cherchées.
Amsi l'on peut, sans dépkcer les figures, déterminer dans chacune le point et la droite qui deviennent le centre et l'axe d'homologie.
579. Remurque. — Ces deu\ dioites homologiies qui, superposées,
(') Soient i el j' les points où les deuiL droilus a S, a'S' peu 3' rcflpectiïemeiiti les deui points S, S' seront déterminés par
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forment l'uxc d'homologie sont divisées par leurs points homologues en parties égales. Ainsi se trouve démonli'ce cette proposition énoncée préccdemment [513), savoir que : Dans deux figures homographiques [de constructivit générale) il existe toujours deux droites homologues qui sent divisées en parties égales par leurs points homologues.
Si l'on considère les deux points S, S' des deux figures (jui, superposéeSj forment le centre d'homologie, on peut dire qu'i^ existe toujours dans les deux figures deux faisceaux homologues égaux et superposables.
580. Deux figures homographiques étant rendues homologiques, si l'on fait tourner l'une d'elles autour de l'axe d'homologie, elles deviendi^nt en perspective (528). Ainsi :
Deux figures homographiques de construction générale pewent toujours être placées de manière à être la perspectiiie l'une de l'autre.
581. Nous avons vu que deux quadrilatères dont les sommets se correspondent deux à deux peuvent être considérés comme ap[jartenaat à deux figures homographiques (516); par conséquent, le problème que nous venons de résoudre relativement à deux figui'es liomographiques doit s'entendre de deux quadrilatères. Ainsi :
Deux quadrilatères quelconques [qui ne sont pas tous deux des parallélogrammes] dont les sommets se correspondent deux à deux peuvent toujours être placés, dans leur plan commun, de manière à être homologiques ; c'est-à-dire de manièiv que leurs sommets soient deux à deux sur quatte droites concourantes en un même jioint, et que leurs côtés homologues se coupent deux à deux en quatre points en ligne droite.
£t les deux quadrilatères peuvent toujours être placés de manière h être la perspective l'un de l'autre.
Hous disons que les deux quadrilalères ne doivent pas être tous deux des parallélogrammes, parce que dans ce cas ils appartiendraient à deux figures homographiques de construction partictdière dont il va être question ci-dessous.
582. Puisque deux figures perspectives l'une île l'autre sont deux figures homographiques et que, réciproquement, deux figures homographiques peuvent être mises en perspective, on en conclut que, quand on fait diverses perspectives A', A", . . . d'une même figure A sur des plans différents et avec des positions de l'ïeil différentes, deux quelconques de ces figures peuvent être placées en perspective.
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V. — figure.': homographiques dans lesquelles il existe deux droites homologues à l'infini,
S83. Quand les droites à l'infini, dans deax figures homographiques, sont homologues, par ehaque point de l'une des deux figures on peut mener en général deux droites telles, que chacune d'elles et son homologue dans l'autre figure seront divisées en parties égales par leurs points homologues.
Ces deux droites peuvent être imaginaires.
En effet, prenons deux points homologues O, O' et considérons dans la première figure un cercle ayant le point 0 pour centre. Aux points de ce cercle correspondront dans la seconde figure les points d'une ellipse. Cette ellipse aui-a deux demi-diamètres 0'«', O' b' égaux au rayon du cercle. On cherchera les deux points a, b du cercle correspondant aux deux points a', b' de l'ellipse. Les deux droites 0«, O' a' satisferont à la condition demandée, savoir d'être divisées en parties égales par leurs [Kiints homologues (545). Il en est de même des deux droites Ob, 0' b' . Ainsi le théorème est démontré.
Il est clair que les droites menées |iar deux points homologues ([uelconques P, V parallèlement soit aux deux Oo, 0'«' respectivement, soit aux deux Ob, 0' b' , seront aussi divisées en parties égales (546).
Mais il faut observer que les deux demi'diamètres O' a', 0' b' de l'ellipse peuvent être imaginaires, et alors les deux systèmes de droites divisées en parties égales n'existent pas.
584. Étant données deux figures homographiques dan.^ lesquelles deu.r. droites homologues coïncident à l'infini, placer l'es deux figures de manière qu'elles soient homologiques.
Soient 0, 0' deux points homologues; on cherchei'a les deux droites Oa, Ob auxquelles cori'espondenl deux di"oites O'a', 0' b' telles que les deux Oo, O' a' soient divisées en parties égales par leurs points homologues, ainsi que les deux 06, O' b' . On fera coïncider les deux droites Oa, O'a'; et, dans cette position, les deux figures satisferont à la question , c'est-à-dire que toutes les droites qui joindront les points de la première à leurs homologues respectifs concourront en un même point, lequel sera situé à l'infini. Cela résulte du théorème (574).
Si l'on veut déterminer a priori la direction de ces droites parallèles, il suffît de chercner les deux droites homologues qui, menées par les deux points O, O', font des angles égaux avec les deux Oa, 0' a' (153).
Ce que nous disons des deux droites Oa, O'a' doit s'entendre des deux
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O 6, 0' *' ; de sorte que la question ailmet en généra! deux solutions, lesquelles peuvent être imaginaires.
585. Quand deux figures homologiqoes ont leur centre d'homologie à l'infini, si l'on fait tourner l'une d'elles autour de l'axe d'homologie, les droites qui joignent ses points aux points homologues de la figure fixe resteront toutes parallèles entre elles. Car, deux droites aa' , bb' [fig. 126} qui joignent deux points de la première figure à leurs homologues étant parallèles, les deux triangles «ya', byh' ont leurs côtés proportionnels, et conséquemment, quand la droite ya' b' tourne autour de l'axe d'homologie 7X et prend la position '/a"b" dans l'espace, les deux triangles aya", byb" sont semblables et leurs côtés aa" , bb" sont parallèles. Dans cette position, les deux figures sont la projection l'une de l'autre,
586. Quand deux figures homographiques ont deux droites homologues à l'infini, UD parailélog-ramme dans l'une a pour homologue un parallélogramme dans l'autre {544>]. La question précédente comprend donc la solution de eel!e-ci :
Étant donnés deux parallélogrammes, les placer de manière que l'un soit la projection de l'autre.
Cela pourra n'être pas possible (584), mais la question suivante sera toujours résoluble :
Étant donnés deux parallélogrammes, en projeter un sur an plan de manière que sa projection soit semblable à l'autre.
Ah lieu de deux parallélogrammes, on peut ne considérer que les deux triangles homologues retranchés par deux diagonales correspondantes. Alors on résout ce problème :
Étant donnés deux triangles, en projeter ui soit semblable au second.
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CHAPITRE XXVI
THÉORIE DES KrGUlinS COREÉLATIVES,
^ I. — Définition et construction des figures corrélativea.
587. J'appelle figures corrélatives deux figures dans lesquelles à des points de l'une correspondent des droites dans l'autre, de manière qu'à des points en ligne droite correspondent des droites passant par un même point, avec cette condition que le rapport anbarmonique de quatre points soll égal à celui des quatre droites correspondantes.
Puisque, à des points situés en ligne droite dans la première figure correspondent des droites passant par un même point dans la seconde, ce point correspond à la droite lieu des points de la première figure; de sorte qu'on peut dire que les deux figures sont telles, qu'à un point et à une droite dans l'une correspondent respectivement une droite et un point dans l'autre.
588. Les figures supplémentaires tracées sur la splièrc ont des relations de construction analogues à celles des figures corréla~ tives; car à un point de l'une correspond un arc de grand cercle dans l'autre, de manière qu'à des points situés sur un arc de grand cercle correspondent des arcs de grand cercle passant par un même point; el le rapport anharmonique de quatre de ces points est égal à celui des quatre arcs de grands cercles correspondants.
Avec ces figures sphériques on forme immédiatement des figures planes corrélatives, car il suffit de faire passer par deux figures supplémentaires deux cônes ayant pour sommet commun le centre de la sphère ; les sections des deux cônes par un plan ou par deux plans différents sont évidemment deux figures corrélatives.
IL — Cniutrnction des figures coirékithes,
589. Etant pris un triangle A^C {fig- 127) dans le plan d'une jigure. si de ses deux sommets A, B on mène à chaque point m de la Jigure les droites Am, Bm qui forment sur les côtés op-
,11 j pB "A 11 j ,
poses les deux rapports de segmeitis tt;> — t;! puis que l ou détermine sur les côtés A'C, B'C d'un second triangle quelconque A'B'C deux points a', h' formant deux rapports de segments tels que l'on ait les relations
X et fi étant deux constantes, la droite a'b' appartiendra à une figure corrélative de la proposée et correspondra dans cette Jigure au point m de la première.
Démonstration. — Il s'agit de prouver : 1° que, quand des points m sont en ligne droite, les droites correspondantes a'h' passent par un même point ; 2° que quand des droites passent par un môme point, dans la première figure, les points auxquels elles donnent lieu, dans la seconde, sont situés en ligne droite ; 3" qiie quatre points en ligne droite, dans la première figure, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites correspondantes; et 4" enfin, que quatre droites passant par un même point dans la première figure ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points qui leur correspondent dans la seconde figure.
I. Quand des points m sont en ligne droite, on a, entre les deux
aC bC , , . , . , ,
rapports — > j-~f la relation du premier degré
On a donc entre les deux rapports -r- et 77T-, la relation
équation qui prouve que la droite <i'&' passe par un point fixe (432).
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II. Une droite L étant donnée dans la première figure, le point /' qui lui correspond dans la seconde est le point par lequel passent les droites correspondant aux points de la droite L.
Donc quand plusieurs droites L passent par un même point, les points qui leur correspondent se trouvent sur une même droite, laquelle est la droite correspondante à ce point.
III. Quand quatre points m sont en ligne droite, leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre droites qui leur correspondent. En effet, les quatre points m étant en ligne droite, leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre points a; or, d'après la première des relations (i), celui-ci est égal à celui des quatre points a'; mais ce dernier est égal à celui des quatre droites a'b', puisqu'elles passent par un même point.
IV. Quatre droites L de la première figure, passant par un même point, ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points qui leur correspondent dans la seconde. En effet, les quatre droites ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points a où elles rencontrent le côté AC; celui-ci est égal à celui des quatre points a', lequel est égal à celui des quatre points l' qui correspondent aux quatre droites.
Ainsi la proposition est démontrée dans toutes ses parties.
Observations. — Au point a de la première figure correspond, dans la seconde, la droite B'a'. Cela résulte des équations (i);car, si le point ?n est en a sur AC, on a 6C = o, et par conséquent A'B'^ o, de sorte que la droite a'b' passe par le point B'. Pareillement, au point & correspond la droite A' Ô'; par conséquent, à la droite ab correspond le point /', intersection des deux droites B'a', A'b'.
Il s'ensuit qu'aux deux droites Ai, B« correspondent les deux points b' et «'; et l'on en conclut qu'aux trois droites AC, BC et AB correspondent les trois points B', A' et C, et, par conséquent, qu'aux trois points A, B, C correspondent les trois droites B'C, A'C, A'B'.
Puisque, à la droite ab correspond le point /', nous pouvons dire que la droite qui, dans la première figure, correspond à un point de la seconde, se construit par les équations (i), qu'on peut écrire a'A' _ j «G b^_ bC
C'est-à-dire que la droite corrélative d'un point se construit par des formules semblables, et avec les mêmes coefficients, dans les deux figures.
590. A tous les points situés à l'infime dans une des deux figm-es, correspondent des droites passant toutes par un même point.
En d'autres termes ; A l'infini, dans une figure, correspond un point dans l'autre Jîgure.
En effet, si un point m est à l'infini, les deux droites Km, B;ra sont parallèles, et l'on a
:^+îs = . (480,,.),
équation qui prouve que la droite a'V, correspondant au point m situé à l'infini, passe par un point fixe (452). Donc, etc.
591. Aux points situés sur la base AB dans la première figure, correspondent des droites passant par le point C dans la seconde figure. Ainsi, à un point g- [fig. 128) correspond une droite C'g-', et, réciproquement, au point g' de la seconde figure correspond la droite C^ dans la première. Il existe entre les deux points^, g' la
j-k^ l g'-R' gB a g' A''
En effet, à un point m situé sur la droite Cg correspond une droite a'b' qui passe par le point g', puisque celui-ci correspond à la droite Cg.
Les trois droites qui passent par le point w, dans le triangle ABC, donnent la relation
gti ciA ÙC
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qui devient, en verlu des équations (i),
gB'l 7(7*'" i'S' ~
Mais, les trois points g', a', V étant en ligne droite, on a triangle A'B'C,
592. Les deux eonstantes i et fi seront déterminées si l'on donne, dans la seconde figure, la droite ou le point qui doit correspondre à un point ou une droite de la première figure. Cela est évident.
Il s'ensuit que la proposition (589) implique le mode de construction des figures corrélatives dans les deux cas où l'on donne, dans la figure que l'on veut former, les qiiatre points qui doivent correspondre à quatre droites de la proposée, ou trois points et une droite devant correspondre à trois droites et à un point de la figure proposée.
III. — Discussion relative aux équations (i
593. Le mode de construction précédent des figures corrélatives repose sur la considération des deux triangles ABC, A'B'C qui appartiennent, respectivement, aux deux figures et dont les sommets de l'un correspondent aux côtés de l'autre. On prend pour les sommets de l'un des triangles trois points quelconques de la figure à laquelle il appartient. On peut choisir ces points de manière que dans chacun des deux triangles un sommet ou un côte soit à l'infini ; ce qui donne lieu à plusieurs cas dans lesquels un ou plusieurs segments disparaissent des équations.
i" Si le point G est à l'infini, les équations deviennent
,iX= 1.—--, èB = ,«77^;-
Alors la base A'B', dans la seconde figure, passe par le point qui dans cette figure correspond à l'infini de la première.
2" Le point C correspond à la droite AB de la première figure; si cette droite passe par le point auquel correspond l'infini de la seconde figure, le point C sera à l'infini et les équations seront
3° Si les deus points A, B sont à l'infini, les équations devicn- ^_ «^cr I __ b'C
Le point C est le point de la seconde figure qui correspond à Tinfini de la première.
4" Si le point C est lui-même le point de !a première figure correspondant à l'infini de la seconde, A'B' sera à l'infini, et les équations deviennent
5° Le point C peut être à l'infini, ainsi que la base A'B'. On a
ftA = )..r7'C', /'B = <i..b'C'.
Ces dilVérenles formules s'appliquent à deux figures corrélatives quelconques,
SM. Dans les équations (1), on peut remplacer un rapport de
deux segments par un rapport de sinus, par exemple le rapport —-;
, sinaBA „ ■ . j c
par le rapport 7: ^5 comme nous I avons vu au sujet des ligures
homographiques (514). Il s'ensuilque l'on peut supposer la droite AGà l'infini, et de même de BC et des deux droites A'C, B'C de la seconde figure.
IV. — Cas pariLcuLer
î)93. Si le point de la seconde figure qui correspond à l'infini de la première est lui-même à l'infini, on peut prendre ce point
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pour le sommet C {Jig. 129) ; la base AB du premier triangle sera à l'infini, et l'on aura
Considérons la première relation, et remplaçons-y le segment «G par la distance du point m à l'axe CB; on aui'a
ce qui exprime que :
Quand le point de la seconde figure t/ui correspond à l'infini de la première est lui-même à l'infini, si l'on prend dans la seconde figure un axe dirigé -vers ce point à l'infini et sur cet axe un point fixe A', puis dans la première figure la droite CB correspondante à ce point A',
Le segment A' a' quune droite quelconque de la seconde figure fait sur l'axe à partir du point A' est à la distance du point correspondant, dans la première figure, à la droite fixe CB correspondant au point A', dans une raison constante.
§ II. — Développements relatifs aux propriétés métriques des figures corrélatives. Nouvelle définition de ces figures.
596. La propriété fondamentale de laquelle dérivent toutes les relations métriques de deux figures corrélatives est celle que nous avons énoncée dans la définition de ces figures, savoir, que : Quatre points en ligne droite dans une figure ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites corrélatives.
Il résulte de là que ; Quand des points sont en ligne droite dans une figure, les droites qui leur correspondent dans l'autre figure rencontrent cette droite en des points qui forment, avec les premiers, deux divisions ho mo graphiques.
FIGURES CORRÉLATIVES
gînaires) tels, que leurs droites corrélathes passant par cen points eux-mêmes, respectivement.
Et, par un point on peut m,ener, en général, deux droites [réelles ou imaginaires) passant par leurs points corrélatifs respectifs.
598. Considérons quatre points en ligne droite «, b, c, m dans la première figure et les quatre droites correspondantes A, B, C, M dans la seconde ; on aura
La quantité entre parenthèses est constante quel que soit le point m; écrivons donc
bm~ sia(B,M)
Si l'on conçoit dans la première figure une droite passant par le point 77Ï, le point corrélatif dans la seconde figure sera sur la
droite M, et . , ';-j sera le rapport des distances de ce point aux sin[B,M} '^'^ ^
deux droites fixes A, B. L'équation exprime donc que ;
Etant pris deux points fixes a, b dans une figure et les deux droites correspondantes A, B dans la figure corrélative, le rapport des segments faits par une droite quelconque de la première figure sur ab sera au rapport des distances du point qui correspond à cette droite aux deux droites A, B dans une raison constante.
599. Le rapport des segments faits sut ah par une droite est égal au rapport des distances de cette droite aux deux points «, b. De sorte qu'on peut dire que :
Etant pris deux points fixes dans une figure et les deux droites correspondantes dans la figure corrélative, le rapport des distances d'une droite quelconque de la première figure à ces deux
3((0 TRilITÉ DE GÉOMÉTRIE SUPERIEURE. — CHAPITRE XXVI.
points sera au rapport des distances du point correspondant de la seconde figure , aux deux droites fixes, dans une raison consta/ite.
600. Dans ce théorème, l'une des deux di-oites fises peut être à l'infini, et la distance d'un point à celte droite disparaît de l'équation comme si elle devenait égale à l'unité, ainsi que nous l'avons vil souvent. Il en résulte que :
Etant données deuxjlgures corrélatives, la distance d'un point quelconque de l une à une droite jixe est au rapport des distances de la droite correspondante dans l'autre, aux deux points fixes dont l'un correspond à la droite jixe et l'autre à l'injini de la première Jigure, dans une raison constante.
601. Dans le lliéorcme (599), on peut supposer le point b à l'infini ; le segment bm disparaîtra et le premier membre de l'équation sera simplement ain. Donc :
Quand, deuxjigures sont corrélatives, le segment (ju une droite quelconque de la première Jait sur un axe à partir d'un point jixe est au rapport des distances du point qui correspond à cette droite dans la seconde jigure, aux deux droites correspondant au point jixe et au point situé à l'infini sur l'axe de la première figure, dans une raison constante.
602. On peut prendre pour le point fixe de la première figure le point qui correspond à l'infini de la seconde; la distance d'un point de la seconde figure à cette droite située à l'infini disparaît de l'équation, et l'on a ce théorème :
Dans deux figures corrélatives, étant pris le point 1 de la première qui correspond à l'infini de la seconde, et étant mené par ce point un axe fixe, puis étant prise, dans la seconde, la droite qui correspond au point de la première situé à l'infini sur cet axe, le segment qu'une droite quelconque de la première jigure jeta sur l'axe fixe à partir du point I sera à la valeur inverse de la distance du point correspondant, dans la seconde figure, à la droite fixe correspondant à l'iijini de l'axe fixe, dans une raison constante.
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■ Nom'elle définition des figiii
603. D'après le théorème (599), on peut donner cette définition des figures corrélatives :
On appelle figures corrélatives deux figures telles, qûaux points de l'une correspondent des droites dans l'autre, de manière que les rapports des dislances de chaque point de la première figure à trois droites fixes soient aux rapports des distances de la droite correspondante à trois points fixes dans des raisons constantes .
Cette définition, qui a toute la précision mathématique désirable, puisqu'elle n'implique aucune condition superflue, se prête néanmoins sans grande difficulté à la démonstration des cqua~ tions (i) et des diverses propriétés des figures corrélatives.
60i. Cas divers. — On peut prendre l'une des deux droites fixes de la seconde figure à l'infini; la dislance d'un point à cette droite disparaîtra des relations entre les deux figures, comme si cette distance était devenue égale à l'unité.
De même, on peut supposer que l'un ou deux des trois points fixes dans la première figure soient à l'infini dans des directions données. Alors on substituera au rapport des distances d'une droite à deiix points le rapport des segments que cette droite fait sur celle qui joint ces deux points, et, si l'un de ces points est à l'infini, le segment qui s'y rapporte disparaîtra de l'équation, comme s'il était devenu égal à l'unité.
Ainsi, par exemple : Si les distances d'un point à deux axes fixes sont proportionnelles respectivement aux segments faits par une droite sur deux autres axes fixes quelconques, à partir de leur point de rencontre, le point et la droite appartiendront à deux figures corrélatives.
§ III. — Expression analytique des figures corrélatives.
Équation de la droite correspondant à un point donné
605, Étant données les coordonnées d'un point d'une figure, nous nous proposons de trouver l'équation de la droite qui cor-
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rospond à ce point dans une figure eorrélative. Pour cela, nous nous servirons des relations établies par le théorème (599) concernant les disianees d'un point quelconque à deux axes fixes et celles de la droite corrélative aux deux points correspondant à ces axes.
Soient
les équations de trois droites fixes dans la première figure, et ,r,^' les coordonnées d'un point m de cette figure. Les rapports des distances de ce point aux trois droites sont
' a"x + &" j -M ' ' "■"■': -t- b"y -H 1 ' E et fji étant des constantes indépendantes des coordonnées du point m.
Soient X', Y'; X", Y" et X'", Y'" les coordonnées des trois points fixes qui, dans la seconde figure, correspondent aux trois droites de la première, ces coordonnées se rapportant à deux axes quelconques qui peuvent être difi'érents des deux axes coordonnés de la première figure ou les mêmes; et soit
AX -1- BY + I = o l'équation de la droite correspondant dans la seconde figure au point m de fa première. H s'agit de déterminer les paramètres A et B pour que cette droite enveloppe une figure corrélative à la proposée'.
Les rapports des distances de cetle droite aux trois points fixes sont
AX' -+- BY' -h 1 AX" + BY" -f- r
'AX'"+BY"'+i'
"AX'"-f-BY"' + i
On a donc (599)
ax-i-by -\-i
^ AX' + BY'-hi
AX^+BY^+i ■
AX" + BY
- b"y + 1 ' AX'" -f ?. et fJi étant deux constantes déterminéef
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De ces deux équations on tirera les valeurs de A eL B, et oi les substituera dans l'équation de la droite. Ces valeurs sont de 1 forme
L'équaUon de la droite est donc
-ej + 7)x-i
Ainsi : Quand deuxjtgures sont co7-rélatives, l'éguation d'une droite dans l'une des figures contient au premier degré les coordonnées du point correspondant à cette droite dans l'autre figure.
606. Rèciphoquement : Quand l'éijuation d'une droite contient au premier degré les coordonnées d'un point, si ce point est mobile et décrit une figure, la droite enveloppera une figure corrélative.
En effet, soit
V)XH
l'équation de ia drolle M dont les coordonnées courantes, rapportées à deux axes OX, OY, sont X et Y, et dans laquelle x, y sont les coordonnées d'un point variable appartenant à une figure donnée, coordonnées relatives à deux axes ox, oy qui peuvent être différents des deux OX, OY, on les mêmes.
La droite M fait sur les deux axes OX, OY deux segments dont les valeurs sont
Or ces quantités sont proportionnelles aux rapports des distances du point {x,y) à trois droites fixes ajanl pour équations
H.E -i- ë_ï- 4- ï ^ o, a' X -\- ê'j- -i- •/' ^ o, «'ic -h S" 7 -1-7"= 0.
3g4 TB.MTÉ DE GÉOMÉTRIE SUPERIEURE. — CHAPITRE XXVI.
Donc, d'après (60i), quand le point (j7,j) décrit une figure, la droite M enveloppe une figure corrélative dans laquelle le point O, intersection des deux axes OX, OY, correspond à la droite qui a pour équation
et les points à l'infini, sur ces deux axes, correspondent aux deux droites qui ont pour équations
607. Il serait facile de démontrer direetement, au mojen de l'équation de la droite mobile, que la figure enveloppe de celte droite jouit, par rapport à celle que décri t le point {x,_;j'), de toutes les relations qui ont lieu entre deux figures corrélatives. Par exemple, démontrons que, quand le point fa', y) décrit une droite, la droite M passe toujours par un mfime point.
Soit
l'équation delà droite décrite parle point {x,j'). L'équation de la droite M se met sous la forme
On voit immédiatement que le point dont les coordonnées X, Y sont données par les deux équations
«X -i-'^' Y + «" = L (7X -t- /T H- ■/'], ex H- Cl + è"=M{yX-h-/Y -h y")
est situé sur cette droite; en effet, ces coordonnées satisfont à son équation, car elles la ramènent à
équation identique, puisque l'on suppose que le point {x,y) décrit la droite représentée par cette équation. Donc, quand le point {x,j) décrit une droite, la droite M passe par un point fixe.
FIGURES C011H1ÏL\T1VES.
§ IV, — Propriétés des figures corrélatiTes.
608. Quand trois points A, B, Q. d'une figure ont chacun pour droite correspondante dans la figure corrélative la droite qui joint les deux autres.
Ces trois points, considérés comme appartenant à la seconde figure, ont pour droites co/Te/atifes dans la première les mémos droites;
Et il en est de même de tout autr,e point, c'est-à-dire que tout point, étant comidéré comme appartenant successivement aux deux figures, a la même droite corrélative dans les deux cas.
En effet, A, B, C {fig- i3o) sont, par hypothèse, trois points de la première figure, et les trois droites BC, CA, AB sont les droites correspondant à ces points, respectivement, dans la seconde figure. Donc le point A, considéré comme intersection des deux droites AB, A(j de la seconde figure, et par conséquent comme point appartenant à cette figure, a pour droite corrélative dans la première figure la droite BC qui joint les points C et B, qui dans la première figure correspondent aux deux droites AB, AC de la seconde. Ainsi la première partie du théorème est prouvée.
Soit un point m de la première figure; on détermine la droite correspondante dans la seconde figure en menant les deux droites inA, mB et en prenant
a'h' est la droite cherchée.
Si le point m est considéré comme appartenant à la seconde figure, on détermine la droite correspondante aB de. la première par les formules
Donc
hC
aC fi'C
ei!
, Ohscrv.].
Donc les points a, ê coïncident avec a', b'. Donc la droite a' l>' est
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la droite correspondant a» point m de la seconde figure; ce qui prouve la seconde partie du théorème {').
609, Quand on adeiis figures corrélatives placées d'une manière quelconque dans un nicnie plan, si l'on considère chaque point m de ce plan comme appartenant successivement aux deux figures, il lui correspond deux droites dans les deux figures respectivement. Si le point j?i décrit une figure quelconque, les deux droites envelopperont deux figures homographiques entre elles.
Car i! est évident que ces deux figures auront entre elles toutes les relations qui caractérisent les figures homographiques.
Il suit de là que
Si deux figures corrélatives sont telles que quatre points de leur plan, considérés comme appartenant à l'une ou à l'autre, aient toujours les mêmes droites corrélatives, il en sera de même pour tout autre point.
Car les deux figures donneront lieu à deux figures homographiques qui auront quatre pomts communs et qui, par conséquent, coïncideront entièrement.
6il. On conclut encore de ces considérations que :
Deux Jigures corrélatives étant placées d'une manière quelconque, l'une par rapport à l'autre, il existe en général Lrois
(') On peut encore considérer la dpoile a'è' comme appartenant à la p figure, et chercher le point qui lui correspond dans la seconde.
Pour cela, on détermine sur AC et BC les deux points a", b" par les équat
'A Ra" correspondent aui deux points a', i', et leur point d'inlersi i correspond, dans la seconde figure, à la droite a' b' de la prcmit
leuï «, *; de s(
FIGURES CORRÉLATIVES
points dont chacun a In incme di-oite corrélative dans les deux figures.
Deux de ces points peui-ent être imaginaires, mais le troisième est toujou/'s réel.
6i2. Etant données deux figures corrélatives, les points de la première t/ui jouissent de la propriété que les droites qui leur correspondent dans la seconde Jîgure passent par ces points euxmêmes (597) sont situés sur une courbe du deuxième ordre, et ces droites enveloppent une courbe de deuxième classe.
En effet, d'après le théorème (597), la courbe lieu des points en question sera telle, qu'une droite la rencontrera toujours en deux points (réels ou imaginaires); ce qui prouve qu'elle est du deuxième ordre; et la courbe enveloppe des droites correspondant à ces points est telle, que par un point on ne peut lui mener que deux tangeiiies (réelles ou imaginaires) ; ce qui prouve que cette courbe est de deuxième classe (SOI ).
613. Placer deux Jigures corrélatives données de manière que chaque point de leur plan, considéré comme appartenant à l'une ou à l'autre, ait la même droite corrélative dans les deux cas.
II suffit, d'après le théorème (608), que cette condition ait lieu pour trois points du plan des deux figures.
Soient O {Jig- i3i) le point de la première figure qui correspond à l'infini de la seconde, et iî' le point de celle-ci qui correspond à l'infini de la première figure.
Soient les droites A, B, ... passant par le point O dans la première figure, m, n, ... leurs points à l'infini. A ces points correspondent dans la seconde figure les droites M', N', . .. passant par le point Q'; et aux droites A, B, . . . correspondent les points «', y , ... situés à l'infini sur ces droites M', K', ... (Ces points sont à l'infini parce que les droites A, B, . . . passent par le point O ; et ils sont sur les droites M', N', . . . parce que les droites A, B, . . . passent par les points m, n, . . , ).
Quatre droites M', N', ... ont leur rapport anharmonique égal à celui des quaU-e points m,n, ..., et par conséquent à celui des
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quatre droites A, B, .... Donc les droites A, B, ... et les droites M', N', , . . forment deux faisceaux Jiotnographiques.
Les deux droites A et M' qui se correspondent dans ces deux faisceaux étant prises arbitrairement, on cherchera les deux B et N' qui font avec A et M', respectivement, des angles égaux (153), et l'on placera les deux faisceaux de manière que N' et M' coïncident respectivement avec A et B, et par conséquent « et m avec a' et V . Alors chacun des trois points m, n, O aura pour droite corrélative dans les deux figures la droite qui joint les deux autres. Par conséquent, tout autre point du plan des deux figures aura la même droite corrélative dans l'une et dans l'autre. Ainsi le problème est résolu.
Observation. — Cette question et surtout celle oii il s'agit de placer en perspective deux figures homographiques (o78) ou simplement deux quadrilatères quelconques présenteraient des difficultés de calcul si l'on voulait les traiter par l'analyse, c'est-à-dire parla doctrine des coordonnées. La Géométrie, au contraire, qui a dû entrer dans le détail des propriétés înlimes des figures, y a trouvé tous les éléments nécessaires pour la solution des deux questions.
CHAPITRE XXVII
)E8 APPLICiTlOSS BE LA THËOHIE DES FIGURES UOMOGRAPIIIQUES, ET 1 CELLE DES EIGURES COR RELATIVES, REGARDÉES COMME HËTHODES DE I) MONSTHATION.
§ I. — Considérations sur l'usage des deux méthodes. Principe de dualité.
6H'. La théorie des figures homographiques offre une métliode pour transformer une figure en une autre du même genre et appliquer à celle-ci les propriétés de la première, comme on fait par la perspective et !a pi'ojection d'une figure plane. Ainsi, par exemple, on change un quadrilatère de forme quelconque en un parallélogramme, une section conique en un cercle, même avec certaines conditions relatives aux autres parties de !a figure ; plus généralement une section conique en une autre, de manière qu'à deux points donnés dans l'intérieur de la première correspondent dans la seconde des foyers de celle-ci, etc. Ces transformations donnent le moyen d'appliquer à une figure les propriétés d'une figure plus simple et de généraliser ainsi des vérités connues ; ou bien, un problème étant proposé à l'égard d'une figure, on cherche à le résoudre sur la plus simple des figures transformées.
61 5. Les figures corre'Iatives ont un tout autre caractère. Avec une figure donnée, on en forme une seconde qui est, en général, d'un genre différent, puisqu'à des points de l'une correspondent des dinites dans l'autre, et réciproquement. Aux propriétés de la première figure correspondent des propriétés de la seconde, qui dérivent des premières, en vertu des relations générales qui ont lieu entre deux figures corrélatives.
De là résulte une dualité constante dans les théorèmes' de Géométrie plane, nous pouvons dîi-e dans les propriétés de l'étendue en général, car cette dualité a lieu aussi dajis les figures à trois dimensions, où ce sont des plans qui correspondent à des points et des droites à des d]-oiles [ ' ) ,
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616. C'est la théorie des pôles daos le cercle et Jes sections coni(|ues qui a donné lieu à ces transfor malions de figures et à l'idée d'une dualité permanente en Géométrie. On a d'abord fait quelques usages partiels de cette correspondance entie ua. po nt et h du ite i p pelée /lo/aoe dans les sections coniques; c est iinsi, pu e^temple que BtiinchoQ a conclu du théorème de Pascal snr 1 hexaç,one tnsLiit i «ne conique son beiu théorème sur l'hexagone circonsciit II suffisait de lenniquer que les i>ùles des côtés de l'hexagone mscrit sont les sommets d un hexigone cit consent. Mais c'est PonceJet qui a montte le piemier que dans ces faciles procédés de démonstiation se tiou^ait une méthode geneiaie qui pouvait s'appliquera une foule de piopuetes de 1 étendue pirlicuherement i toutes les propriétés descriptives, méthode qu'il a appelée Théorie des polaires recipioques (*). Quelques géomètres ont ensuite eu l'idée d'an principe de dualité; toutefois, il faut observer que la méthode de Poncelet, la Théorie des polaires réciproques, était la seule qui servît alors aux transformations et par laquelle on pût ju.stilier ce principe de dualité.
Cependant il existe divers autres procédés particuliers de transformation, constituant des théories analogues à celle des polaires et donnant lieu de même au principe de dualité (*).
Mais ces divers procédés particuliers, que nous n'avons point à étudier ici, sont compris soit dans la théorie analytique des figures corrélatives (605) étendue aux trois dimensions ('), soit dans le mode de consti-uction générale de ces figures, qui n()us a conduit au développement de leurs propiiétés et à la solution de cette question : Étant données quatre dmites qui douent correspondre à quatre point» désignés d'une figuie, construire la figure corrélative; question qui implique le point de vue le plus général sous lequel on puisse considérer les figures corrélatives.
017. On peut reniarquer des exemples continuels de la dualité dont nous parlions tout à l'heure dans les diverses théories et les propositions isolées que renferme cet Ouvrage.
Ainsi, aux divisions homographiques sur des droites correspondent des faisceaux homographiques, et les propriétés relatives à ces faisceaux se peuvent conclure de celles des divisions.
Aux côtés et aux diagonales d'un quadrilatère correspondent les sommets
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{') Mémoire de Géométrie sur deux principes généraus, lu Dualité et l'Huiiiogra phie {Jjierçu liittorique, etc., p. 5;5-694).
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et les p n d n d 6 es opposés du quadrilatère corrélatif; aux
sis poi d n I <! 1 n nsversale rencontre les quatre côtés et Jes deux d go al d p n qujdrîlatère correspondent, dans le second, les sis d o n n d même point à ses sommets et aux points de concouibde ses cf tes opposes, les six points du premier quadrilatère sont en involulion ; donc les sis droites du second sont aussi en involutton. Et ainsi de la plupart des autres théorèmes.
G18. Il serait donc possible de conclure, en vertu de celte dualité constante, une moitié à peu près de nos propositions de l'autre moitié, sans nouveaux frais de démonstration.
Toutefois nous n'avons pas procédé de cette manièiC; il faut en dire ici le motif.
§ II. — Pourquoi l'on ne fait pas usage, dans le cours de cet Ouvrage, des méthodes do transformation.
019 Cininie nous venons de le dire, les méthodes de transformation qui constituent des theoiies an'ilogues il celle des pôles et des polaires ont conduit 1 1 idée du piinci[e de dualité en Géométrie. Ces méthodes de transformition srnt commodes pour déduire d'un théorème déjà connu un autre theoieme ou, plus généralement, d'une théorie déjà connue une autre théorie Mais dans un Ouvrage qui a pour hut le développement systématique des diffeienles pjilies de la Géométrie, il faut faire pénétrer le pimupe de dudile dins les cléments mêmes et donner des méthodes geneiales qui soient également propres à démontrer deux propositions corleldtives Ccst ce que ncus avons fait ici; et l'on remarquera que Je principe de dualité apparaît dès les commencements dans la considération du rapport anharmonique de quatre points en ligne droite d'une part et de quatre droites concourantes d'autre part. On pourra ainsi, dans tout le cours de l'Ouvrage, suivre le développement des propositions corrélatives, comme nous l'avons déjà dit [617).
Nous avons, de cette façon, formé un ensemble de propositions constituant, par leur enchaînement naturel, des théories et un corps de doctrine susceptibles d'applications fécondes dans toutes les parties de la Géométrie.
Il nous a fallu démontrer directement chacune de ces propositions, les
unes au moyen des autres, j)ar les propres ressources que peuvent offrir
les théories auxquelles elles se ra|)portent. C'était une condition à laquelle il
fallait s'astreindre pour constiluer ces théories, et cette marche paraît d'au-
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tant plus nécessaiie que, on gênerai il ne suffit pas de savoir qu'une proposition est vraie pour qu on puisse en fine un usage utile en Mathématiques : i! faut encore conniitie toutes ses dépendances avec les diverses propositions qui se rattachent au même sujet. Quand cet encliaînement est mis à nu, tout devient ficile et il est même rare que l'on ne puisse pas démontrer une même proposition di, bien des manières, car on y arrive pai' toutes celles qui h tcuihenl de quelque côté. C'est là un critérium qui ]ierniet d'appreciei jusqu i quel j oint on i pénétré dans le sujet que l'on traite et combien il peut encoie laisser i désirer.
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qui se prêtent le plus aisément aux applications de la Geometiie analytique, et l'on a négligé, en général, les [iropriétés relatives aux tangentes. Par exemple, on démontre d'une foule de manières le théorème de Pascal qui concerne six points d'une conique, mais on ne démontre qu( par une méthode directe le théorème de Brianchon q tangentes à une conique : on le conclut du théorème de Pascal. De même, on démontre directement les propriétés relatives à un système de coniques
passant par quati'c poinls, mus oi nt, dcmjiitre j is ftUcs d un svateme de coniques tangentes a quatre dioitea on les conilut des prenne! es pai ia théorie des polaires recipioques ou dts Iiguies cotrelatives Cependant les unes et les autres meiitenl, lu même titre une demonsliation, et cette démonstration, sans liqui-lle la science reste incomplète, impoite aux progrès de !a Géomelne
C'est dans ces vues que nous t^ons clieich i leunu dans cet Ouvrage tous les éléments necesaiiies pour h demonstiation dnecte des deux sottes de propriétés que nous venons de disUnguei dtns les sections ioniques et qui se retrouvent d ins toutes les luties parties de la Gcomeliie
622. Après avoir dit pouiquoi nous ivons dû. nous puver du sccouis des méthodes de transf Ji mation hJtons nous d aj )ute r que neJnmoms ces méthodes in génie u es qui ont eniichi h science d une foule de rentes dont on n'avait pas eu liJee aupjia^anl j>euvenl être fort utiles dins beiucoup de circonstances, et que le géomètre doit les connaître et le-i avoir i sa dis position. C'est pour cela que nous les ivons exposées dans tjutc la généralité et avec tous les développements theoiiques quelles nous ont piiu comporter.
Comme, à raison de cette généralité même et du point de vue abstiait sous lequel nous avons piesente ces méthode'; eWe'i diffetent dans leur conception, des piocedes pirticulicrs, tels que la peispective el la thpone des polaires réciproques dont om fut usage jus^u ici nous liions en fine diverses applications Plusieuis qui se (apporteront aux lelatijnsd angles, présenteront des résultats nouveaux londes sur li nctiondes d usions et des faisceaux homographiqiteà, que I on n i point enioie mtroduite dans ce genre de recherches
g ni. — Applications diverses des deux méthodes de transfonnation.
633. L'application des deux méthodes est toujours facile en ce qui concerne les relations descriptives des fignres, et nous n'avons à entrer à ce sujet dans aucun détail. Mais il n'en est pas de même des relations métriques, soit de segments, soit d'angles: ces relations peuvent présenter beaucoup de difhcultés, ou se refuser même à la transformation.
I, — Jransformation des relations de segments,
62V. Les dépendances générales entre deux figures homographiques, ou corrélatives, s'expriment par des rapports de segments, et non par de
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simples segments. Par exemple, diins deux figures corrélatives, le rapport des distances d'un point quelconque de l'une à deux axes fixes est au rapport des distances de la droite corrélative, dans l'autre à deux points fixes, dans une raison constante (599). Ainsi, c'est le rapport de deux lignes dans une figure, que l'on compare au rapport de deux autres lignes dans l'autre figure ; et ce n'est point une ligne seule que l'on peut comparer en grandeur, d'une manière absolue, à une autre ligne. Voilà pourquoi la transformation des relations métriques présente, en général, des difficultés, et souvent n'est pas possible.
Si une expression proposée ne contient que des rapports de segments, tels que ceux qui entrent dans les dépendances générales des figures homographiqnes ou corrélatives, lu transformation se fait d'elle-même, sans aucune difficulté.
Quand une expression n'est pas transformable immédiatement, on cherche à lui donner uae forme plus favorable; et, pour cela, la marehe la plus simple et la plus sûre est de cherclier à y inti'oduire des rapports anharmoniques; ce qu'on fait en se servant, au besoin, des points à l'infini, et en changeant les origines des segments.
Hous allons donner divers exemples de ces transformations,
625. " Si une corde, dans un cercle, tourne autour d'un point fixe, la somme des distances de ses extrémités à une droite fixe prise arbitrairement, divisées par les distances des deux mêmes points à la pohiire du jioint fixe, reste constante (693). "
II n'entre dans cet énoncé que des rapports de distances qui se transforment immédiatement.
Faisant la figure homographique, qui est une conique, puisqu'elle pourid être mise en perspective avec le cercle, c'est-à-diie sur un même cône (580) , on conclut des relations générales entre deux figuies homon'raphiques (522) que la propriété du rcicle appartient aussi a une conique quelconque.
Et, par la théorie des figures corrélatives, celte même propriété du cercle donne lieu, en vertu des relati<ms ( 599 ) , au théorème suivant :
Si de chaque point d'une droite on mène deux tangentes à une section conique, la somme de leurs distances à un point fixe, divisées par les distances des deux mêmes tangentes au pôle de la droite, reste constante.
Il est bien entendu qu'on observe ici la règle des signes, comme nous l'avons toujours fait; de sorte que ce que nous appelons la somme est une somme algébrique qui peut devenir une différence.
METHODES DE
■ns/ormer homographiquement le rapport — de deux segments te même droite.
Soit/ le point sltaé à l'Infini s
r ly droite ab;
Le second membre se compose de deux rapports anharmoniques, et, par conséquent, est transformable; on a donc, en désignant par les mêmes lettres accentuées les points de la seconde figure.
Ainsi le
: rapport — se trouve transformé.
/ .SI
droite ( Sil'c
; le point qui, dans la seconde figure, m a a. considérer plusieurs segments sur i
correspond à 1 une môme droite
infini de la , on pourra
/a'-fb"
i étant une constante relative à la droite sur laquelle sont les segments ; sorte que pour des segments situés sur une autre droite on aurait une au constante. Mais il faut, pour que la relation dans laquelle entrent c( soit transformable, qu'après la substitution de ces expressions des segments ab, ... les constantes disparaissent d'elles-mêmes.
627. Transformer homographiquement te rapport de deux segm cd [fig- i32), situés sur deux droites parallèles.
Qu'on mène les deux droites ac, bd qu
îab.
/' étant le point à l'infini sur la droite a
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]^e deuxième membre ctiint un rapport anhitimonique, ot
On lui donne une antre expression, eti observant qu'on a dans te triangle /'fl'c', coupé par la droite b'd'.
Il vient
«i - ce ■ \/',r "■ j'c' I
/' est le point de concours des deux droites a'b', c'd' , c'est-à-dire le point qui re'pond à l'infini des deux droites parallèles ah^ cd de la jjremîère figure.
628. Trai/.<: former coiTèkilh-cment le iripport — île deux secments situés j '-^ cil "
sur une même droite.
rrespondent, dans de la droite ab;
Soient A', B', G', D' et J' les dr corrélative, aux points a, b, c, d ei
d'après l'expression [a] du rapport
tion semblable de sinus; et, par suit
i') _ siH(J', A').sin(J^B^
ci sin(C',D') ■ sin(J', C').siu(J', D') I.Ë rapport — - est donc transformé.
On peut remplacer la fonction de siflus piir une fonction de segments. Qu'on mène dans la seconde figure une transverside qui rencontre les cinq droites A', B', C, D', J' en a', h', c , d'j'- on aura
al, ^<-'h' J'n'.j'b' cd c'd' ' j'c' .j'd'
Et si la transversale est parallèle à la droite J', il vient ^ ^" 71'
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Si l'on a à considérer plusieurs segments si leur donner l'expressio
n[J',A').sin[J',B')'
1 étant une constante relative à la droite nb.
„b = l,—^,-^,, ou al>—-l..a'l/.
Cette dernière formule, d'une simplicité qui ne laisse rien à désirer, se présente immédiatement dans la théorie des polaires réciproques, si l'on prend une parabole pour conique auxiliaire. Elle se prête à de nombreuses applicarions (').
629. Transformer corrèlath-entent le rapport fie deux segments ab, cd [Jtg. i33), situés sur deux droites parallèles.
cd ce te ' cj
j étant le point situé à l'infini sur la droite ae.
On aura dans la figure corrélative quatre droites A', B', C, D', une cinquième E' qui joindra le point d'intersection des deux A', C au point d'intersection des deux B', D', et une sixième .[' passant par le point d'intersection de A' et C', et correspondant an point situé à l'infini sur ae.
ab . , . , , .
Le rapport ~- est exprime ci-dcssus par un rapport anharmonique; par
conséquent on a
.i6__sin[A'. E') . sin(A', J') c,/~sin[C',E') •sin(C', J')'
On peut donner a« second membre une autre Qxpression. Qu'on mène la droite ¥' qui joint le point d'intersection de A' et B' au point d'intersection
C) Voir Mémoires sur la transformation parabolique des propriétés métriques à fgures {Correspondance mathématique de Quefclet, t. V cf VI, 1819). Poncclel inséré, au sujet de ces Mémoires, dans le même Recueil, des développements ai les relations projectives, où il montre que la théorie des polaires, arec une ui nique quelconque, conduit à la même relation que la parabole. Cela est évident i< puisque cette relation a lien dans les figures corrélatives tes plus générales.
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de C et D'. On a, dans le triangle formé par les trois droites A', C, F' el aux sommets duquel sont menées les trois droites B', D', E' qui passent par un même point,
sin(A'. E') _ Bm{A',li'] sin(F^D') ,„„„,
cd ' sin[C',D') "Lsin(F',D'j '^ sin(J', C')J
Remarque. — La figure proposée se compose de quatre points, a, b, c, d; et il entre dans iu figure corrélative, indépendamment des quatre droites A', B', C, D' correspondant à ces points, deux autres droites F' et J' qui correspondent, respectivement, aux points situés à l'infini sur les droites ab
630. Prenons le théorème de Newton sur les diamètres des courbes :
a Si dans le plan d'une courbe géométrique on mène des transversale!, parallèles entre elles, et qu'on prenne sur chacune de ces droites le centre des moyennes distances de tous les points d'intersection [réels on imaginaires ] de la courbe par la droite, le lieu de ce point sur toutes les transversales est une droite, »
C'est^^-dire que, a, b, c, ... étant les points d'intersection [réels ou imaginaires) de k courbe par une transversale, le point m déterminé sur cbaque transversale par l'équation
[b] ma-hmb-i-mc-+-.. . = 0
a pour lieu géométrique une ligne droite.
Aux transversales correspondent, dans la figure corrélative, des points tous situés sur une même droite J correspondant au point de concours, à l'infini, de tontes les transversales; et aux points a, b, .... situés sur une même transversale, correspondent les tangentes A, B, . . . , A la nouvelle courbe, issues d'un même point de la droite J; au point m correspond une droite M menée par le même point de J, On aura (628)
in{
sin
in(J,
inf
mù
sm
in(J,
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Substituons ces valeurs dans l'équation [b]; la constante 1 clispaniît d'ellemême, ainsi que le facteur sin[J, M), et l'on a
sin[J, A Ce qui esprime cette propriété di
•bes géométriques :
Si l'on prend dans le plan d'une courbe géométrique une droite fixe J, et que l'on conçoive mutes les tangentes à la courbe ( réelles on imaginaires) A, B, C, ... issues d'un même point m de cette droite, et la droite M menée par le même point, sous une direction déterminée par l'équation
celte droite toiirni la droite J.
.rd'un point fixe, quand le point m glissera s
Appelons a, b, c, ... les points do contiict des droites A, B, C, ... ivec la coui'be; «, S, 7, . . . les distances de ces points à la droite M, et t', e', "/', . . . leurs distances à la droite J; ou aura
in(M,A) in(J, A)'
in(M,B) iu(J, K)
7 équation devient
n suppose que les points de contact a, h, . . . aient des niasses m, , , eu raison inverse de leurs distances «', 6', . . . à la droite J, l'équae change en
équation qui prouve que ia droite M, à laquelle se rapportent les distances «, S, ..., passe par le cenife (^e ^mvit^ des points a, ë, .... (&G2j,
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Or, ci; centre de gravite est précisément le point qu'on a appelé le centre des mojennes harmoniques des points n, b, . . ., relatif à la droite J (473), On a donc ce théorème général :
Si par un point pris sur une dinite fi.i:e 3 on m'-ne les n tangentes [réelles ou imaginaires] h une courbe gêiymétriqiie tie a"-'"" classe, les n points <le
contact { réels ou imaginaires ) auront pour centre des moyennes harmoniques relatif à la droite 3 an point qui srra toujours le même, quel que soit le point de la droite J par lequel on a mené les tangentes.
Si la droite J est à l'infini, le centre des moyennes harmoni(|ue5 devient le centre des moyennes distances (W2), de sorte qu'on peut dire que :
Etant donnée une courbe géométrique, si on lui mène toutes ses tangentes [ réelles ou imaginaires ) parallèles h un e même droite, les points de contact auront pour centre des moyennes distances un point JLre, quelle que soit la direction commune des tangentes.
fi31. autrement. — Comme tous les segments de l'équation que nous avions à transformer ont une même origine, on peut faire la transformation immédiatement sans se servir des formules (628). Pour cela, on écrit l'équation ainsi :
n appelant j le point h. l'infini sur la transversale,
Puisque tous les termes sont des rappojts an harmoniques, o
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e comlalivc.
,in|M,B),
■in(J.B) ,
im(M, C) sln(J, C)
sin(M, B) ,
,m{S. A) 5in(J, B) ce qui est l'équation ti-ouvée précédemment.
- Tin/is/or
n des lelations d'angles
632, Quand les relations d'angles peuvent se ramener à des rapports anharmoniques de sinus, la transformation se fait d'elle-même; mais il y a peu de questions où cela ait lieu. On conçoit qu'il est plus difficile de fomier des rapports anharmoniques de sinus que des rapports a nliarmo niques de segments, parce que, pour ceux-ci, trois points suffisent, puisqu'on supplée au quatrième par le point situé à l'infini, tandis que pour les angles il faut nécessairement quatre droites. Aussi les relations d'angles transformables directement, c'est-à-dire sans qu'on les remplace par des relations de segments sur lesquels on ferait la transformation, ne sont pas très-varie'es.
Cependant i! est un cas général, susceptible de nombreuses conséquences, auquel s'appliquent nos deux méthodes générales de transformation; c'est celui où tous les angles que l'on a à considérer dans une figure sont de même grandeur, quelle que soit leur position. La propriété commune et caractéristique de tous ces angles se conserve dans la figure transformée, ce qui donne lieu à des résultais très- intéressants.
Cette propriété s'exprime par le théorème suivant
Si l'on a dans un plan plusieurs angles (A, A'), (B, B'), (C, C), ... de même grandeur, et comptés ilans le même sens de rotation à partir de leurs origines A, B, C, . . . , quelle que soit la position de ces angles, on peut considérer que leurs côtés forment sur la droite située à l'infini deux dii'isions homogTapIdijues dont les points doubles [imaginaires) sont toujours les mêmes, quelle que soit la grandeur commune des angles i
Etj si l'on décrit dans le plan de la figure un cercle quelconque, ces points doubles seront les points d'intersection de ce cercle par la droite située à l'infini.
Ce théorème fort important sera démontré dans la théorie du
yGoosle
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634. RiciPROQURMEHT : Quand, dans une figure, plusieurs angles (A, A'), (B, B'), (C, C], ..., de grandeur quelconque, mais comptés dans le même sens de rotation à partir de leurs origines, interceptent sur une droite des segments aa', bb', cc', . . . , dont les origines a, b, c, ... et les e3:trémités a', b', c', ... forment deux divisions homographiques ayant leurs points doubles imaginaires, on peut faire la transformation homograptiique de la figure, de manière à acoir des angles tous de même grandeur.
En effet, nous avons vu[186) (jue, si l'on forme plusieurs angles ayant le même sommet et sous-tendant les segments aa' , bb' , . , . , on peut faire la perspective sur un plan, de manière que tous ces angles deviennent ^gaux, ei que la droite abc . . . passe à l'infini. Alors, non- seulement ces angles de même sommet, mais tous autres qui sous-teiïdent les segments aa', bh' , .... deviennent ^gaux en perspective. Or la jierspective de la figure est une figure liomographique : le théorème est donc démontré.
635. D'après le théorème (633]i quand on a dans une figure plusieurs angles de même grandeur, il leur correspond dans la figure homographique des angles dont les côtés marquent sur une certaine droite deux divisions homographiques. Cette droite est celle qui correspond à l'infini de la première figure ; et, si dans la première figure se trouve un cercle, il lui correspond, dans la seconde figui-e, une conique dont les points d'intersection par la droite en question sont précisément les points doubles des deux di-
Si c'est la transformation corrélative que l'on fait, aux angles (A, A'), [B, B'), ... de la première figure correspondent, dans la seconde, des segments aa', bb' , , . ., situés sur des droites différentes, correspondant aux sommets des angles, et ces segments sont tels, que les droites mene'es d'un certain point fixe à leurs origines a, h, . . . et à leurs extrémités a', b', . , ., forment deux faisceaux homographiques. Le point fixe est celui qui, dans la seconde figure, correspond à l'infini de la première ; et, si dans la première figure se trouve un cercle, il lui correspond, dans la seconde, une conique dont les laugenles mene'es par le point en question sont les rayons doubles des deux faisceaux,
Faisons quelques applications de ces principes
n Si, autour d'un point d'une circonférence do cercle on fait tourner un angle de grandeur constante (A, A'), la corde que ses deux côtés interceptent dans le cercle enveloppe un second cercle concentrique. "
Les deux côtés A, A' de l'angle mobile forment deux faisceaux homo-
tl ET RODES DE
graphiques dont les rayons doubles passent par les points d'intersection du cercle et de lu droite située à l'infini (633), et les deux cercles, étant concentriques, ont un double conLict sur cette droite (728); par conséquent, la figure ho Biographique donne lieu à ce théorème ;
Si deax faisceaux homogiaphiques oui leur sommet commun en un point d'une conique, les cordes interceptées dans cette courbe par les rayons homologues des deux faisceaux enveloppent une seconde conique qui a un double contact avec la première sur la corde interceptée dans lelle-ci par les rayons doubles des deux faisceaux {'),
637. Dans le cas du cercle, si l'angle de grandeur constante (A, A') est droit, la corde qu'il intercepte est un diamètre; par conséquent, la droite qui lui correspond dans k figure transformée passe par un point fixe, Mais alors les deux faisceaux formés par les cotés A, A' sont en iDvolution (253) ; un u donc ce théorème :
Si par un point d'une conique on mène trois couples de droites formant une involution, les trois cordes que leurs angles interceptent dans la courbe passent par un m&ne point.
le suivant :
Si deux divisions komographiques sont formées sur une tangente à une conique, et que par deux points homologues on mène deux tangentes à la courbe, le lieu du point d'intersection de ces deux tangentes seirt une conique ayant un double contact avec la proposée; le pâle de contact sera le point d'intersection des tangentes menées à la conique par les deux points doubles des divisions komographiques.
Si l'angle (A, A') dans le cercle est droit, les deux divisions komographiques, sur la tangente à la conique, sont en învolution, et alors le lieu du
{') Ici senililerait se présenter une difliciilté; c'est qu'il n'y aurait de corde i ceplée dans 1a conique qu'autant que les deui rayons doubles seraient réels, Ci précisément, n'a pas lieu dans la figure résultante de la tran s forma lion du ci mais l'objection n'est qu'apparente, car, en général, un système de deus droites ginaires dont le point ds concours est réel, telles q (aisceaui bomographiques, donne lieu, i) l'égard d'ui jours réelles, qui reneontrenl la conique auï mêmes j
réelles est la tungente e
4i4 thaitë de: géométrie supékibure.
point d'inicrsecùon des tnngenles à la conique, menées par deux points homologues des deu.v dMsions en involation, est une ligne d/oiie. Cette droite est la poLiire du point de concours des deux tangentes menées par les points doubles des deas divisions.
639. Supposons dans ces tliéorèmes que la tangente a la conique soit à l'infini, auquel cas cette courbe est une parabole ; et prenons, pour les deux divisions homograjihiques, celles qui seraient formées par les deux côtés d'un angle de grandeur constante tournant autour de son sommet. On en conclut que :
Si un angle de grandeur constante se meut de manièi-e que ses câtés soient toujours tangents à une parabole, son sommet décrira une conique ayant un double contact avec la parabole.
Et, si l'angle est droit, le sommet décrit une ligne droite.
040. « Si autour du centre d'un cercle, comme sommet, on fait tourner un angle de grandeur constante, la corde qu'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique, a
La transformation bomograpliique donne ce théorème ;
Si, autour d'un point fixe, on fait tourner deu.r. rayons formant, par leurs positions successives, deux faisceaux homographiques dont les rayons {loubles soient les tangentes d'une conique issues du point fixe, la corde que ces deu,r rayons à angle variable interceptent dans la conique enveloppe une seconde conique qui a un double contact acec la pivposée sur la polaire du point fixe.
611. Par la théorie des figures corrélatives, le théorème du cercle donne le suivant :
Si sur une droite fixe, dans le plan d'une conique, on forme deux divisions homographiques ayant pour points doubles tes points de ta conique situés sur cette droite, et que l 'on fasse tourner un angle de grandeur ■variable circonscrit à la conique, de manière que les points où ses côtés rencontrent la droite fixe soient toujours deux points homologues des deux divisions homographiques, le sommet de l'angle décrira une conique ayant un double contact avec la proposée, sur la dmitcfixe.
642. " En quelque point d'une circonférence de cercle qu'on place le sommet d'un angle de grandeur donnée, et quelle que soit la jtosition de cet angle, la corde qu'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique. »
p ths.n-jForvvtio\ 4i5
Soient A et A' les deux côtes de 1 iii^le, comptes tnujouis dans le même sens de lotition ils vont lencontter la droite a Tmlini en deux points a, a' qui appartiennent i deu'v divisions homographiques dont les points doubles sont les points du cercle situes a liniini(633) Dapièsceh, si l'on fut la déformation homogiaphique, on a ce théorème ■
Si sui une droite menée dam le plan d'une loiuqui, on foiine deicr dmsions homographiques ayant pour pomlt doubles lei deuc poinli d luteisectioii de la ionique et de la droite, les droites menées de detir points homologuea quelconques des deuj. di iiiona a un point quelconque de la conique inleicepteront dans telle couibe une coide qui enoeloppera u/il seconde cont jue ayant un double lonclact a\ec la piopoiet sui la droite sur laquelle sont les deux dmsions.
643. Par la théorie dos figures coriclativcs, on conclut du tliéorème sur le cercle celui-ci :
Quand deux faisceaux homographiques émanés d'un même point fixe ont pour rayons doubles tes deux tangentes menées de ce point à une conique, si l 'on mène une tangente quelconque à cette courbe, et que par les points où elle renconti'e deux rayons homologues quelconques des deux faisceau-c on mène deux autres tangentes à la conique, le point de rencontre de ces deux tangentes aura pour lieu géométrique une seconde conique qui aura un double contact avec la proposée; le point fixe, centre commun des deux faisceaux, sera le pôle de contact des deuj-. courbes.
644. On peut appliquer ces procédés de transformation à beaucoup d'autres propriétés du cercle, mais il est inutile de nous y arrêter ici. Nous ferons seulement remarquer que cette théorie donae la solution d'une question qui a pu se présenter souvent A l'esprit des géomètres dans ces sortes de transformations, particulièrement dans les applications de la perspective. Qu'est-ce que deviennent des polygones réguliers et comment peut-on construire a priori un polygone qui puisse devenir, dans une transformation homographique ou corrélative, un polygone régulier i
Dans un polygone régulier, tous les côtés sont sous-tendus ]}ar des angles au centre du. cercle circonscrit, tous égaux entre eux.
D'après cela, concevons que par un point fixe O, pris dans l'intérieur d'une conique, on mène m rayons A, B, C, .... formant un premier faisceau; les rayons pris en commençant par le second, savoir B, C, D, . . ., formeront un second faisceau ; si les deux faisceaux, dans lesquels les rayons li, C, D, ... du second seront les homologues respectifs des rayons A, B, C, ... du premier, sont homographiques, les cordes interceptées
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dans la conique par les angles (A, B), (B, C), . . . seront les côtés d'un polygone provenant de la perspective ou déformation liomographique d'un polygone régulier.
Par conséquent, les propriétés relatives aux polygones re'guliers s'appliqueront aux polygones dont il est <]ueBtion.
6i5. Prenons ce théorème : " Un polygone régulier de m côtés étant inscrit à un cercle, la somme des puissances n(«étant-<m) des distances de ses sommets à une droite fixe reste constante quand o polygone autour du centre du cercle (718]- " On en conclut, par u formation liomographique, que ;
Si un point 0 pris dans t'intéiieur d'une conique est le centn faisceau de m rayons OA, OB, OC, . . . , tels, gue les rayons pm lii-ement en commençant par le second, samir OB, OC, OD, . . . , forment un secondfaisceau homographigue, la somme des puissances n (n étant <^ m ) des distances des points où tous ces rayons rencontrent la courbe, à une droite fixe, divisées respectivement par les puissances n des distances des mêmes points à la polaire du point fite, restera constante quand on fera tourner le faisceau de rayons autour du point 0.
6'i'6. Si c'est la figure corrélative que l'on (ait à l'égard du théorème sur le cercle, on obtient un théorème relatif à un polygone circonscrit à une conique :
Si un point 0 pris dans l'intérieur d'une conique est le centre d'un faisceau de m rayons OA, OB, OC, . . ., déterminés comme il a été dît dans le théorème précédent, et que par les points où ces rayons rencontrent la courbe on mène les tangentes, la somme des puissances ii[n étant <^ m) des distances de ces tangentes à un point fixe, divisées par les puissances n des distances des mêmes tangentes au point 0, reste constante quand on fait tourner le faisceau des m rayons autour du point 0,
Ce théorème et le précédent donnent lieu à diverses autres propositions dont le développement ne peut trouver place ici (').
111. — Usages de la théorie des figures homologiques et de celle des polaires rêciptoques pour les transformations d'angles.
647. La théorie des figures homologiques donne parfois le moyen d'ap-
(') Voir Comptes rendus des séances de VAcadcmis des Sciences, t. XXVI, séance
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pliquer 11 une figuee des ]>i'Opriétés d'angles d'une autre figure : c'est dans le cas où tous les angles que l'on considère ont le même sommet. On prend ce point pour le centre d'honiologie des deux figures, et il peut en résulter certaines conséquences.
Par exemple, deux coniques qui se touchent en un point sont homologiques par rapport à ce point pris pour centre d'homologie ( ' ] ; un angle qui a son sommet en ce point intercepte dans les deux courbes deux cordes qui sont deux droites correspondantes ou homologiques, et, si cet angle tourne autour de sou sommet, les deux cordes envelopperont deux courbes qui seront homologiques, de sorte que les propriétés de l'une feront connaître les propriétés de l'autre. Cela posé, concevons que l'une des coniques soit un cercle et que l'angle tournant soit droit; la corde qu'il intercepte dans le cercle passe par un point fixe situé sur la normale commune aux deux coui'bes, puisque ce i>oînt est le centre du cercle. Il s'ensuit que lu corde interceptée dans la conique passe aussi par un point Jîxe situé sur la même normale; ce qui est un théorème bien connu.
Si l'angle tournant n'est pas droit, la corde qu'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique ; donc la corde interceptée dans la conique enveloppe une seconde conique.
Or deux cercles concentriques peuvent être regardés comme ayant un double contact sur la droite située à l'infini (728); donc la nouvelle conique a un double contact avec la proposée sur la di-oite qui, dans cette conique, correspond à l'infini du cercle. On a donc ce théorème :
Si autour d'un point d'une conique comme sommet on fait lourrer un angle de grandeur constante, ta corde qu'il intercepte dans la conique enveloppe une seconde conique qui a un double contact avec la proposée ('),
Cela est, comme on voit, un cas particulier du théorème (636) obtenu par la méthode générale.
64-8. Une conique et un cercle ayant son centie en l'un de ses foyers sont deux courbes homologiques dont le centre d'homologie est au foyer ('), Si un angle de grandeur constante tourne autour de ce point comme sommet, la corde qu'il intercepte dans le cercle enveloppe un cercle concentrique. Donc la corde interccptce dans la conique cmeloppe une seconde conique quia un double contact avec la proposée. Le contact (imaginaire)
(') POMEl.
(') /fe'rf., (') Ibid.,
yGoosle
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a lieu sur la directnce airrespondant au foyer, i>ai-ce que cette droite est la poldii-e du foyer, et, jiar conséquent, coixespond à la droite à l'infini dans le cercle, laquelle est la polaire du centre.
Ces exemples suffisent pour montrer comment la théorie des figures liomologiques a pu servir à faii-e des transformations de propriétés relatives aux angles. C'est dans le Traité des Propriétés pi-ojecth^cs des figures AeVoacelei <|ue l'on trouve les premiers exemples et les plus lieuicuses applicatitms de cette met! iode.
649. Pour la transformation des angles d ma Ils fljuics corrclalives, on peut se servir de la théorie des polaires récipioques, en pienant un cercle pour conique auxiliaire. En effet, dans le cercle, le pôle d une droite est sui le rayon pei pendiculaire à la droite. Il s'ensuit que l'angle de deux dnutes dans une figure est égal à l'angle des i lyons menés d'un point fixe lux deux points qui correspondent à ces dioites dans h figure polaire. De la lesulte la méthode féconde due à Poncelet et dont les géomètres ont fut depuis de nombreuses applications.
Ainsi, de ce théorème : Les perpendiculaires abaissées des sumincis d'un triangle sur les côtés apposés passent pnr un même pnint, on conclut celui-ci : Si d'un point fixe on mène des droites aiij: trois sommets d'un triangle, les perpendiculaires h ces droites menées par le même point vont r les eétés opposés nue trois sommets rcspectiicmeiit en tiois jioints
650. Rans ce système, où l'on |>rcnd les pAles et les polaires jiav ra|>jwrt à un cercle, la conique qui correspond à un cercle a l'un de ses foyers situé au centre du cercle auxiliaire. Supposons que l'on considèi-e dEins le cercle proposé un angle de grandeur donnée ayant son sommet sur la cii-conférence; cet angle intercepte dans le cercle une corde qui envelctppe un second cercle concentrique. On en conclut ce théorème : Si autour du fioyer d'une conique on fait tourner un angle de grandeur conslanie, et que par les points où ses côtés rencontrent une tangente quelconque à la conique on mène deux tangentes h lu courbe, le point d'intersection de ces deux tangentes aura pour lieu géométrique une seconde conique ayant un double coitacl avec la première, sur la directrice correspondant au fojer. it droit, le lieu est la directrice elle-même.
651. Dans ces exemples, les angles que nous avons eu à tiansformcr sont égaux, de sorte que notre méthode générale s'y applique aussi, et elle procure immédiatement des résultats plus généraux, puisque les angles de la nouvelle figure n'y sont pas nécessairement de même grandeui". Ainsi, le
théorème précèdent n'eat qu'un cas parliculier du thûotèine (643) eoiicld de la même propriété du cercle i)ar lu méthode générale, puisque celui-ci exprime une propriété relalive-à un point quelconque pris dans le ])lau d'une conique, tandis que ce point est, dans le théorème (030), nécessairement un des deux foyers de la courbe.
Il est vi'ai que, après avoir démontré un théorème relalif au foyer d'une conique par la transformadon polaire d'un cercle, on peut généraliser ensuite ce théorème et l'appliquei' à un point quelconque par une transformation homographique.
Si la méthode des polaires réciproques ne conduit pas immédiatement ans i-ésultats les plus généraux, elle peut offrir un autre avantage, car elle serait seule applicable dans des questions où l'on aurait à considérer des angles de grandeurs différentes. Mais ce cas ne s'est probablement présenté que fort rarement dans les applications que l'on a pu faire de cette méthode ingénieuse, qui a puissamment contribué aux progrès de la Géométrie depuis l'apparition du Traité tics Pivpriétàs pivjecth-ci des figures.
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CHAPITRE XXYIII
PnOPElÉTÉS EIÎLATIVES * UN CER(
g 1. — Du rapport anltarmonlque de quatre points d'un cercle.
652, La seule propriété du cercle que nous supposerons connue est celle-ci : Tous les angles qui ont leurs sommets en des points de la circonférence et qui sous-tendent une même corde sont égaux ou suppléments l'un de l'autre. Cette proposition va nous servir à introduire dans la théorie du cercle là notion du rapport anharmonique, qui deviendra la base des développements ultérieurs.
653. Si de deux points Jixes P, P' pris sur la circonférence d'un cercle {fig- i34) on mène des droites à chaque point m de la circonférence, ces droites forment deux faisceaux homographiques.
En effet, deux droites Pni, Pn du premier faisceau font entre elles le même angle que les deux droites correspondantes Pm, Vn du second faisceau; donc les deux faisceaux sont homogi-aphiques(181).
Il est clair que le rayon PP' du premier faisceau a pour homo-
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iogiie dans le second la tang'ente au cercle en P*, et, pareillement, que la tangente en P, considérée comme rayon du premier faisceau, a pour homologue dans le second le rayon P'P (851 ).
654. Le théorème précédent est susceptible d'un autre énoncé; on peut dire que : Si par quatre points fixes a, b. c, d pris sur la circonférence d'un cercle [fig- i35) on mène quatre droites à un même point p de la circonférence, le rapport anharmonique (le ces quatre droites est constant quel que soit ce cinquième point.
Nous appellerons cette valeur constante le rapport anharmonique des quatre points a, h, c, cl du cercle.
1)65. Trouver les points d'intersection d'unp. droite et d'un cercle.
Les deux rayons tournants Pm, P'm [fig- i36) marquent sur la droite deux divisions homographiques (653), dont les points doubles seront évidemment les points d'intersection cherchés.
On construira ces points soit au moyen de trois couples quelconques de points conjugués rt, a' des deux divisions, soit en se servant des points I et J', dont les homologues sont à l'infini (161).
Observation. — Il résulte de là que les propriétés relatives aux points d'intersection d'un cercle par une droite peuvent se conclure de celles des points doubles do deux divisions homographiques.
Ce que cette méthode a de plus utile ici, c'est qu'elle permet d'introduire dans la théorie du cercle la notion des points imaginaires, qui semblait exiger l'emploi de la Géométrie analytique. On lève par \k une grande difficulté qui entravait la marche de la Géométrie pure. Nous verrons plus loin ( ' ) combien la considération des imaginaires peut être utile comme moyen de démonstration, même dans des propositions escUislvement relatives à des sujets réels.
6o6. Prenons pour les points P, P' les oxlrémitcs d'un diamètre
l'Roi'RiiîTÉs hklativhs a ln chrci.e. 4^3
{Jig- l'iy), et sojt p le point où ce diamèlrc renconlre une droite L.
Qu'on mène la corde FM parallèle à cetle droite, puis la corde PM; celle-ci marquera sur la droite le point I (161), qui sera, par conséquent, le pied de la perpendiculaire abaissée du point P sur la droite. De même, la perpendiculaire P'J' marque ie point ,T', Le point milieu O des deux I et J' est le nûlieu des deux points d'intersection (161). Par conséquent, on en conclut que : Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre d'un cercle sur une droite est le milieu des deux points d'intersection Irréels ou imaiïinaires) de la droite et du cercle.
657. Considérons le point p (figure ci-dessus) comme appartenant à la première division, et conséquemment au rayon PP* du premier faisceau ; son homologue p' sera sur la tangente en F ( 653 ) , laquelle est perpendiculaire à PP'. On peut exprimer les deux divisions homographiques par l'équation
>J'.,;5«-pI.po' -h ;-I. ,'./=.
et les points d'inters
ection de la droite et du c(
;rclc se d(
par celle-ci :
Soient e, /ces points (réels ou imaginaires) ; le produit pe.pf est égal au dernier terme pl.pp'.
Ce produit pl-pp' est constant quelle que soit la direction de la droite L qui passe par le point p du diamètre PF. On en conclut donc que :
Si une droite tourne autour d'un point p, le produit des seg-
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menls compris antre ce point et les deux points (réols ou imaginaires) ail cette droite rencontre un cercle reste constant.
658. Piiisc|iic le milieu des deux points d'intersection d'une droite et d'un cercle est le pied delà perpendiculaire abaissée du centre siir la droite (656), il s'ensuit que :
Si autour d'un point on fait tourner une droite, le milieu des deux points Irréels ou imaginaires) où elle rencontre un cercle fixe a pour lieu géométrique un second cercle ajant pour diamètre la droite menée du point fixe au centre du cercle proposé.
659. Quand une droite A ne rencontre pas un cercle, les points doubles des deux divisions homogi-aphiques par lesquelles on cherche à déterminer les points d'intersection (655) sont imaginaires, et l'on en eonelut cette propriété remarquable (177) : // existe, d e part et d' autre de la droite A [fig. i36}, un point d'où l'on voit tous les segments tels que aa' sous des angles de même grandeur, et ce point est toujours le même quels que soient les deux points fixes P, P* pris sur la circonférence.
En effet, la distance du point en question à la droite A a son carré égal, avec le signe — , au carré du demi-segment compris entre les deux points doubles (177), et, par conséquent, au carré de la demi-corde imaginaire interceptée sur la droite par le cercle (').
660. Déterminer les points imaglnaiies d'un cercle situés à l'infni.
L'infini est une ligne droite; il faut donc déterminer les points d'intersection du cercle par cette droite située à l'infini. Les rayons Pm, f^m, qu'on fait tourner autour de deux points fixes P, P' [fig- i3ti) et qui se croisent en un autre point quelconque de la circonférence, rencontrent la droite en deux points a, a' situés à l'infini et formant deux divisions homograpliiques dont les points
(') Ce théorème aura diverses applications; ni pour démontrer qu'un cOiie à base circulaire pont suivant un cercle (Chap. XXXIV).
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doubles sonL les poinls demandés. Or, si par le point V on mène la droite Pm' parallèle à Vin, elle ira passer à l'infini par le poinl a'; de sorie que les deux divisions homographiques sont formées par les deux côtés de l'angle ntVin'. Or cet angle est de grandeur constante; par conséquent, ses cotés Pm, Pm', en tournant, forment deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles (imaginaires) répondent aux points doubles des deux divisions homographiques à l'infini. On a donc ce théorème :
Les points d'intersection d'un cercle par la droite située à l'infini sont sur les rajOJis doubles des deux faisceaux homographiques formés par les deux côtés d'un angle de grandeur constante, tournant autour de son sommet.
L'angle change de grandeur si le point P* se déplace sur la circonférence ; il en résulte que les rayons doubles des deux faisceaux formés par les deux côtés sont toujours les mêmes quel que soit cet angle, ainsi que nous l'avons déjà démontré directement (-178).
Si par un point quelconque on mène deux droites A, A
parallèles aux deux côtés de l'angle mP/n' considéré dans une de ses positions, ces deux droites passeront par deux points homologues des deux divisions homographiques situées à l'infini. 11 en résulte ce théorème général :
Si l'on a des angles {A,A'), (B,B'}, (C,C'), ..., tous de même grandeur et formés dans le même sens de rotation à partir de leurs origines, mais placés d'une manière quelconque, leurs côtés forment sur la droite située à l'infini deux divisions homographiques dont les points doubles, imaginaires, sont toujours les mêmes quelle que soit la grandeur commune des angles; et ces points doubles sont les points d'intersection d'un cercle quelconque tracé dans le plan de la figure et de la droite située à Vinfmi(').
II résulte de ce théorème que les directions des asymptotes d'un
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;rcle son L exprimées parla formule
sm(A,M)
= cos(A,C) ±s;li(A,C)v'-
A cl C clant deux axes fixes quelconques, et M la ditecLÎoii imaginaire des asymptotes (187).
II. — Polygones inscrits à un cercle
.662. Soient l'A, P'A et PB, P'B deus couples de rayons homologues fixes, et Phi, P'hi deux rayons homologues variables ; l'homographie des deux faisceavix considérés précédemment (653) s'exprime par l'équation générale
siny«PB^"^''siiw»P'Ji '*^'*''
Mais ici la constante ^ est égale à l'unité, car les deux angles «iPA et HtP'A sont égaux ou suppléments l'un de l'autre, ainsi que les deux m PB, mP'B. Ainsi l'équation est
.'iinmPA^ sin/»P'A ain m l*B ""^n«,P'lt'
Le premier menil)r,3 est égal au rapport des distances dn point m aux deux droites PA, PB, et le second au rapport des distances du même point aux deux droites P'A, P'ii. Ce qui exprime, à l'égard du quadrilatère PAP'B, que :
Dans lin quadrilatère inscrit à un cercle, le produit des dislances de chaque point de la circonférence à deux côtés opposés est égal au produit des distances du même point aux deux autres côtés opposés.
663, On peut étendre ce théorème à un polygone quelconque d'un nombre pair de côtés , c'est-à-dire que :
Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit au cercle, le produit des distances d'un point quelconque de la circonférence aux côtés de rang pair est égal au produit des distances du même point aux côtés de rang impair.
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Pour dcmonlrer ce théorème, il suffit d'observer que, s'il a lien .pour un polygone de 2n côtés, il aura lieu pour un polygone de a/j-Ha côtés, parce que celui-ci se décompose, au moyen d'une diagonale, en un polygone de zn côtés et un quadrilatère, et que les équations relatives à ces deux figures fournissent immédiatement l'équation relative au polygone de an 4- a côtés. On conclut de là que, le théorème étant vrai pour un quadrilatère, il l'est aussi pour un hexagone, pour un octogone, etc. Donc, etc.
664, Ud polygone inscrit dans un cercle peut être regardé comme ayant un côté infiniment petit, dirigé suivant la tangente au cercle, en l'un de ses sommets. Cette considération permet d'appliquer le théorème à des polygones quelconques. On en conclut, par exemple, que :
Quand un polygone est circonscrit à un corde, si l'on considère le polygone inscrit i/iU a pour sommets les points de contact des côtés du polygone circonscrit, le produit des distances d'un point de la circonférence aux côtés du premier polygone est égal au produit des dislances du même point aux côtés du second.
665. Soit un quadrilatère P;»P'/î inscrit au cercle {fig. i38). Une droite L rencontre les deux côtés Pm, Pn en a, b, les deux V'm, P'n en «', b' et la circonférence en deux points e, / ( réels ou imaginaires) ; ces deux points sont les points doubles de deux divisions homographiques dont a, a' et b, b' sont deux couples de points homologues (655). Par conséquent, les trois couples e, f^ a, b' el a', b sont en involution (213). Or «, b' appartiennent à deux côtés opposés du quatrilatère, et n', b aux deux autres côlé'^ opposés. Donc :
Quand un (luadrilatère est inscrit dans un cercle, une transversale que/conçue rencontre ses deux couples de calés opposés et la circonférence en trois couples de points i/ui sont en involution.
Cette proposition est celle que l'on appelle le théorème de Desargues sur V involution.
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autrement. Les droites menées des deux sommets P, V du quadrilatère PhîP'k aux quatre points m, «, c, /'de la circonférence forment. deux faisceaux qui ont le même rapport anharmonique (653). Conséquemment, les deux séries de quatre points dans lesquels ces droites rencontrent la transversale, savoir n, ft, e, J et «', i', e,f, ont le même rapport anharmonique, et l'on a
eir fb ' eb'- JV '™ c„'.,b fa'.jV
ce qui est une des équations d'invoKilion à Iniil segments.
Cette seconde démonstration exige, à la rigueur, que les deux points e, y soient réels, puisqu'on les considère isolément, tandis que dans la première ces points sont réels ou imaginaires, indifféremment.
666. L'équation précédente s'étend à un polygone d'un nombre pair de côtés, c'est-à-dire que :
Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit dans un cercle, si l'on mène une transversale qui rencontre les côtés de rang pair en des points a., ce', a.", .... les côtés de rang impair en des points 6, £', ê", ... et la circonférence en deux points e, f, on aura la relation
oè.^S'.et"... /g./â'./S"...'
La démonstration se fait par le même raisonnement que pour le lliéorcme (663).
667. Les droites menées de quatre points d'un cerele à deux autres points de la circonférence forment deux faisceaux de quatre droites qui ont letirs rapports enharmoniques égaux (653) ; on en conclut, en considérant les six points comme les sommets d'un hexagone (-426), le théorème de Pascal :
Quand un hexagone est insc/'it dans un cercle, les points de concours des côtés opposés sont en ligne droite.
- Du rapport anharmoniqne de quatre tangentes
668, Deux tangentes à un cercle étant fixes, si l'on mène plusieurs autres tangentes, leurs parties comprises entre les deuoc premières seront -vues, du centre du cercle, sous des angles égaux ou suppléments l'un de l'autre.
En effet, soient A et A! {fig. iSg) les points de contact des deux tangentes fixes, et m le point de contact d'une troisième tangente aa'; les deux droites Ca, C«', issues du centre du cercle, sont perpendiculaires aux deux mA, mA' et font entre elles un angle aCa' supplément de l'angle AniA', dont les deux côtés soustendent la corde fixe AÂ'. Or tous ces angles AmA' sont égaux ou suppléments l'un de l'autre. Donc, etc.
GonOLLAiRE, — Quand les deux tangentes fixes sont parallèles, l'angle aHa' est droit. Donc ; La portion d'une tangente au cercle comprise entre deux tangentes paralèlles est -vue du centre sous un angle droit.
{)69. On conclut du théorème précédent que :
Une tangente mobile, roulant sur un cercle, rencontre deux tangentes fixes en deux points qui Jonnent deux divisions liomographiques.
En effet, l'angle «Go' restant de même grandeur, les deux l'ayons C<i, Ga' forment deux faisceaux homograplûques, et, par conséquent, les deux points a, «'forment deux divisions liomographiques.
670. Les droites menées d'un point fixe aux deux séries de points a et a' formeront deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles seront évidemment les tangentes au cercle menées par ce point. Les rayons doubles peuvent être imaginaires ; les tangentes le seront aussi. On conçoit donc bien ce que l'on entendra
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par deux droites imaginaires tangentes à un cercle. Cette notion
nous sera irès-utile.
671. On conclut du théorème (669) que : Quatre tangentes à un cercle sont rencontrées par une cinquième en ifuatre points dont le l'apport ankarnioniijue reste constant (pielie que soit cette cinquième tangente.
Nous appellerons cette quantité constante le rapport anharnianiqiie des quati-e tangentes jixes.
672. Le rapport anhar moni que de quatre tangentes à un cercle est égal à celui des quatre points de contact.
En effet, le rapport anharmoniquc (les quatre points a, h, c, d (Jig- i4o) est celui des quatre droites menées de ces points à un autre point m de la circonférence (634) ; et le rapport anharmoniquc des quatre tangentes aux points a, b, c, d est celui des quatre points d'intersection de ces tangentes par une cinquième quelconque (671 ), et par conséquent par la tangente au point m. Soient «, S, y, 3 ces quatre points d'intersection; leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre rayons menés du centre du cercle à ces points, et, comme ces rayons sont perpendiculaires respectivement aux quatre droites qui vont du point m aux quati-e points a, b, c, d, leur rapport anharmonique est égal à celui de ces quatre droites. Mais celui-ci exprime le rapport anharmoniquc des quatre points a, b, c, d; donc ce rapport est égal à celui des quatre tangentes. c. y. f. n.
Polygones circonicriis an cercle
673. Soient un quadrilatère circonscrit ahb'a' {fig. i4') et une tangente mobile mm' qui rencontre ses côtés opposés ab, a' b' en m et m'; ces deux points forment deux divisions homographiques (669), et, par conséquent, on a
Le rapport — est égal au rapport des distances de la tangente
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mm' aux deux somnicls a, b du quadrilatère, el — rr, esl égal au
rapport des distances de la même langenl.e aux deux autres sommets rt', h'. Il s'ensuit que l'équation précédente exprime ce lliéorùmc :
Quand un quaârilath-e est circonscrit à un cercle, si une tangente roule sur le cercle, le produit de ses distances à deu^f sommets opposés du quadrilatère est au produit de ses distances aux deux autres sommets dans une raison ^ i/ui reste constante.
La conslaiite î. peut preodre une expression très-simple. On it, dans les triangles C^'h, Chm,
OrlesdcuY angles mCrt et m'C«' ont leurs sinus égaux (668),
iqu.
nCl>, m'Cb'.Boac
'~ Cb ' Ci' ■" C/y.Crt''
f,a raison X est égale au produit des distances du centre du cercle aux deux premiers sommets opposés du quadrilatère, divisé par le produit des distances du même centre aux deux autres sommets.
Le centre du cercle tient Heu, en quelque sorte, d'une tangente.
autrement. Voici une seconde démonstration de ce résultat singulier, qui montrera mieux la raison première de la propriété dont jouit ici le centre du cercle. Il suffit d'appliquer le théorème aux deux tangentes imaginaires issues de ce point, considérées simultanément (670),
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Ed effet, soient d'abord deux tangentes quelconques M, M', el soit O leur point de concours. Le produit des dislances des deux sommets a, h' du quadrilatère à ces deux tangentes, divisé par le produit des distances des deux autres sommets h, a' aux mêmes tangentes, est égal à une constante ^^, d'après la première partie du théorème ; il s'ensuit qu'on a la relation
^" b^^ sinrtOM.siii«OM'.sinè'01\[.siTi//OM' .,
Les deux tangentes issues du point O sont les rayons doubles de deux faisceaux homographiques dont les rayons passeraient les uns par les points a, b, c, ... et les autres par les points a', V , c, . . . que les tangentes au cercle déterminent sur deux tangentes fixes (670). Or, quand le point O eslle cenii'c du cercle, les angles des deux faisceaux sont égaux deux à deux; par exemple, l'angle aOb est égal à l'angle a'Ob' ou à son supplément (668), ce qui revient au même ; et alors on a, à l'égard des deux rayons doubles M, M',
L'équation précédente
67-i, Le théorème précédent s'étend à un polygone quelconque d'un nombre pair de côtés, c'est-à-dire que :
Un polygone d'un nombre pair de côtés étant circonscrit à un corde, si l'on mène une tangente tfuelconque, le produit de ses distances aux sommets de rang pair sera au produit de ses distances aux sommets de rang impair dans une raison constante, égale au produit des distances des sommets de rang pair au centre du cercle, divisé par le produit des distances des somuiels de rang impair au même centre.
siitAOM sin
OM
sinn'OM
sin./OM'
sln h' OM
sin;.'OM'
mte se rédu
It donc à
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La dômonslralion est loul à fait semblable à celle du ihéorcme (663).
Ç7b. On pont regarder le point de contact d'uno tangente à im cercle comme le somm.et d'un angle circonscri t dont les deux côtés seraient infiniment peu différents en direction, de sorte que le point de contact d'un côté d'un polygone cireonscrit peut être regardé comme un sommet d'un polygone qui aurait un sommet de plus. 11 résulte de ces considérations que les théorèmes précédents peuvent être appliqués à des polygones circonscrits d'un nombre quelconque de côtés. On a, entre autres, ce théorème :
Quand un poljgonc, est circonscrit à un cercle, le produit des distatices de ses sommets à une tangente est au produit des distances des points de contact de ses côtés à la Jiténie tangente dans une raison constante, </ueile r/ue soit cette tangente.
676. Les tangentes à un cercle rencontrant deux tangentes fixes L, L' en des points a, h, ... et a', h', ... qui forment deux divisions homographiqiies (669), les droites Pu, P&, ... el Pa', Pi', . . . menées d'un même point P à ces deux séries de points forment deux faisceaux homographiques, elles rayons doubles de ces deux faisceaux sont les tangentes an cercle menées par le point P (670). Or ces rayons doubles forment un faisceau en involulion avec les deux couples de droites Pa, Pb' et P^., P^' (213). On a donc, en considérant le quadrilatère ahh'a' circonscrit au cercle, ce théorème :
Quand un quadrilatère est circonscrit à an cercle, les deux couples de droites menées d'un point quelconr/ue à ses sommets opposés, et les deux tangentes menées du même point à la circonférence du cercle, forment un faisceau en involulion.
Il nous sera utile de remarquer ici que la démonstration im^ plique le cas où les deux tangentes sont imaginaires.
Appelons E et F ces deux tangentes (réelles ou imaginaires), œ, ai' les droites menées à deux sommets opposés du quadrilatère, et o, S' les droites menées aux deux autres sommets; nn atira,
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entre autres, l'cquation d'involution .m(E..)..infE,.-) ^
i(E,6') .m(F,6).m(F,ff)
677. Celle équation s'étend à un polygone circonscrit au cercle, d'un nombre pair de sommets ; c'est-à-dire que ;
Quand un polygone d'un nombre pair de sommets est circonscrit à un cercle, si d'un même point on mène les tangentes au cercle et des droites aboutissant aux sommets du polygone, on aura, en appelant E, F les deux tangentes, a, a! , œ", ... les droites menées aux sommets de rang pair, et 6, ë', ê", . . . les droites menées aux sommets de rang impair, la relation
sm(E...)..in[E,.').im(E,.")...^,m[F,.)..in(F,.,').«n(F..-)... .m(E, S)..in(E, e')..m(E, S'). . . sinlF, <S].,m{F. S-).sinlF,S-) . . .
La démonstration se fait comme celle que nous avons indiquée pour le théorème (674) ; et la remarque qui a donné lieu au théorème (675) s'applique également ici.
III. — Hexagone cîrcanscrit au cercle
678, Quatre tangentes à un cercle rencontrent deux autres tangentes en deuï séries de quatre points qui ont le même rapport anharmonique (671). Donc, en considérant les six tangentes comme formant un hexagone circonscrit au cercle, on a, d'après la proposition (423), le théorème suivant, dû à Brianchon.
Dans tout hexagone circonscrit à un cercle, les trois diagonales qui joignent les sommets opposés passent par un même point ( ' ) .
§ III. — Propriétés diverses.
679. Si sur le diamètre d'un cercle on prend deux points i/ui
{•) Nous avons dit (616) cora Pascal sur IheiagonB inscrit.
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divisent harmoniquement ce diamètre, les distance!: de chaque point de la circonférence à ces deux points Jixes ont leur rapport constant.
En effet, soient e, f les deux points qui divisent harmoniquement le diamètre A.k![Jig. i^i ) ; les droites naenées d'un point de la circonférence à ces deux points font des angles égaux avec la droite menée du même point à l'une des extrémités du diamètre(8S). Or on a, dans les deux triangles emK, fiuA,
cm si» A > _ siaA
^A sine,,,.A' fx smfmX'
Il s'ensuit, puisque les deux angles eitiA, fmk. sont égaux, que
cm ^ frn ,^c _^ Ae _
eX /A ' mj- A/"
Ce qui démontre le théorème.
G80. Si pur deux points e, f, c/ui divisent Itarinoniijuentont le dianùitre AA' d'un cercle [fig- i4^)i "/; élève deux perpendiculaires, toute tangente au cercle rencontre ces droites en deux points e', f, tels, tjue les droites menées du centre à ces deux points sont également inclinées sur la droite menée du centre au point oit la tangente rencontre la tangente jixe en l'une des extrémités du diamètre AA'.
En effet, les deux droites C</, C/^' forment avec les deux Ca, Cfl* un faisceau harmonique. Or celles-ci sont rectangulaires (668, Coroll.). Donc chacune d'elles fait des angles égaux avec les deux Ce', C/' (84). Donc, etc.
CoiiOLLAinE. — 11 suit de là que : Le rapport des deux droites C e', C f ' est constant et égal à —z ■
Car, la droite C« divisant l'angle e'C/"' en deux parties égales. ,na ^= "2^. Mais ^',- = ^- Donc, etc.
yGoosle
681. Si sur les cordes d'un cercle issues d'un même point p </« la eirconférence {{'g- i44) "" prend des segments pp', en raison inverse des cordes, le lieu de leurs ext/'éniités p' est une droite perpendiculaire au diamètre cjui passe par le point p.
En effet, on a, par hypolhèse, pp' = — > ^ étant une constante.
Soit pris sur le diamètre pO le segment pE =^ -j-: on aura
ce qui prouve que les deux triangles pEp' et fctO, qui ont l'angle en p commun, sont semblables, et, par conséquent, que le premier est rectangle en E, de même que le second l'est en a. Donc le lieu du point p' est la droite élevée par le point E perpendiculairement au diamètre pO. c. q. f. d.
682, Quand un triangle est inscrit dans un cercle, le produit de deux côtés est égal au produit de la perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur le troisième côlé, multipliée par le diniiiètre du cercle.
En effet, soient ABC {Jig- i^^) le triangle, A^ la perpendiculaire abaissée du sommet A sur le côté opposé, et AA' le diamètre dii cercle. Lés deux triangles rectangles BA/j et A'AC sont semblables, parce que leurs angles en B et A' sont égaux; de sorte qu'on a la proportion
AB.BC.CA = A/J.BC.AA
d'où l'on conclut que :
Le diamètre du cercle circonscrit à un triangle est égal au produit des trois côtés divisé par le double de l'aire du triangle.
Ainsi, a, h, c étant les trois côtés du triangle, S sa surface et r le rajon du cercle circonscrit, on a 4'''^ ^=^ abc.
CoKOiXAiRE ÏI, — En appliquant l'équalion
A;).AA'=-.AIi.AC,
relative à la corde BC, à tous les côtés consécutifs d'un poljgone, d'un nombre pair de côtés, itiscril au cercle, on en conclut immédiatement le théorème (663).
ÎII.
683. Un triangle ABC étant tracé dans le plan d'an cercle, si de ses sommets on mène les tangentes Aa, Aa'; Bb, Bb' et Ce, Ce' (^réelles ou imaginaires), on aura, entre les sitius des angles c/ue ces tangejites font avec les cotés du triangle, la relation
sin^AB.sina'AB sin AllC.sini'BC sincCA.sinc'CA
sin-ïAC.sinn'AC sinôBA.siuft'BA sincCB.sînc'CB
Supposons d'abord que les deux sommets B, C du triangle soient extérieurs au cercle, le sommet A pouvant cire intérieur ou extérieur, indifféremment.
Soit D le point d'intersection des deux tangentes Bi et Ce; les trois droites menées de ce point au sommet du triangle ABC donnent la relation
ii/jRC sincCA sinDAB _ nTËA siiicCB sinUAG "
On a pareillement, à l'égard du point d'intersection D' des dei tangentes Bi', Co',
siLii'BG siiif'CA sIqD'AB _ sini'BA siac'CB MiciD'AC ~^''
Multipliant ces deux équations membre à membre, il vient
sin61iC.sin6'BC sincCA.sine'CA sinDAB.sinD'AB _ siiiiBA.sinè'BA sincCB. siac'CB siiiDAG.sinD'AG ^ ''
B SUPÉRIEURE. — CHAl'lTBI! SXVIH.
Or, les quatre tangentes BJ, Bb', Ce, Ce' forment un quadrilatère circonscrit BDCIV. Les droites menées du point A aux sommets de ce quadrilatère, et les deux tang^enles An, Ac^ (réelles ou imaginaires) forment une involmion (676). On a doncTéquaiion
sinBAD sinBAD' sinBArr.sinBAft'
inCAD.sinCAD'
inCArt
inCA
ent précisément Is A, B
c qu ,1
térieurSi
d'après laquelle la précédente devi démontrer.
Passons au cas où deux somme seule extérieur.
Que sur le côté AB on prenne un point extérieur B'; on a deux triangles B'AC, B'BC, dont chacun n'a qu'un sommet intérieur et auxquels s'applique le théorème ; et, des deux équations relatives à ces triangles, résulte naturellement celle qui exprime le théorème à démontrer pour le triangle ABC dont les deux sommets A, B sont intérieurs au cercle.
Enfin, considérons le cas où le triangle a ses trois sommets A, B, C intérieurs au cercle. Alors on prend sur l'un des eôtés, AC par exemple, un point extérieur C, et l'on a deux triangles C'BA, C'BC, auxquels s'applique le théorème, puisqu'ils n'ont, chacun, que deux sommets intérieurs; et, des deux équations relatives à ces triangles, résulte celle qu'il s'agit de démontrer à l'égard du triangle ABC,
Ainsi, le théorème est démontré complètement, quelle que soit la position des trois sommets du triangle par rapport au cercle.
- Des p&Ies et polaires dans le cercle.
■ Pôle d'il.
68i. Si autour d'un point p {Jîg- i46)i dans le plan d'un cercle, on fait tourner une transvenale sur laquelle on prend le point p' conjugué harmonique de p, par rapport aux deux points où cette droite rencontre le cercle, le lieu de co point p' sera une droite.
En effet, soit a le milieu des deux points
du c
yGoosle
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pa.pa' = pp'.p^ (74).
Or le rectangle p a.pa' esl, constant et égal à pA. pA'. Donc le segment pp' est en raison inverse de peu. Mais le point « est sur un cercle qui passe par le point p (658). Donc le point p' est sur une droite (681). c. q. f. n.
On appelle cette droite la polaire du pointp; et réciproquement, ce point est dit le pôle de la droite.
Cette polaire est perpendiculaire au diamètre qui passe par le polo p; et le point e où elle rencontre ce diamètre peut se déter-
Ce.Cp^CA -R (73),
R étant le rayon du cercle.
Jiemarqiies. — Quand la droite menée par le point p ne rencontre pas le cercle, les deux points a, a' sont imaginaires; niais leur milieu a esl toujours réel (6S6) ; de sorte que le point p' se construit par la même formule
dans laquelle on peut remplacci- c.a par (R^ — aC ) (657) ; ce qui donne
Cette relation fait voir que les deux points p, p' sont du même côté de « , ou de côtés différents, selon que ( R^ — a C ) esl positif ou négatif; c'est-à-dire selon que la transversale rencontre le cercle en des points réels ou imaginaires.
Observons encore que ces diverses relations servent à construire la polaire d'un point, sans que le cercle soit décrit, parce que l'on n'y fait usage que du centre et du carré du rayon.
Ces remarques nous seront utiles plus tard.
SUPtRIEURE.
683. Les polaires des différents points d'une droite passent toutes par le pôle de la droite.
Car les deux points p, p', dont le second est sur la polaire du premier, étant conjugués harmoniques par rapport aux deux a, a', la polaire du point p' passe par le point p (GS-i).
686. Si l'on mène par un point p deux transversales paa', pbb' {fig- 1 47)1 l^ point d'intersection des deux droites ab, a'b' et le point d'intersection des deux aL', a'b seront sur la polaire du point p.
En effet, soient p', p" les points de la polaire, sur les deux Lransvcrsalcs; on a les deux équaûons
Ce qui prouve que les quatre points p, «, p', d ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre poînLs p, b, p", b'. Donc les trois droites ab, p'p", a'h' concourent en un même point (42); c'est-à-dire que les deux droites «£,«'&' se coupent sur la droite p'p".
Or, les deux points h et b' entrant de la même manière dans la seconde équation, on peut substituer l'un à l'autre, et il en résulte ■ que ce qui est démontré des deux droites ab, dV s'applique aux deux ah' m a'h. Donc, etc.
Autrement. Les équations
montrent que les deux arcs de la circonférence auxquels appartiennent, respectivement, les deux points a et d, ainsi que les deux b et V , forment deux courbes homologiques dont le point p est le centre d'hoinologie, et la polaire p'p" l'axe d'homologie (530). Par conséquent, les deux droites homologues ab, a'b' se rencontrent sur la polaire.
Et si l'on considère les deux points a, b' comme appartenant à
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un même arc, cL les deux (3/, b comme leurs liomologiies sur l'arc homologique, il s'ensuivra que les deux droites nb' el a'b se rencontrent aussi sur la polaire du point p. Donc, etc.
687. Si l'on conçoit que les deux transversales pab, pa'i' soient infiniment voisines, les cordes ab, a'V se croiseront toujours sur la polaire du point p et deviendront les tangentes en a el a' . Donc :
Quand une droite tourne autom- d'un point fixe, les tangentes menées par les deux points oii elle rencontre le cercle se croisent sur la polaire du point fixe.
En d'autres termes : La polaire d'un point est le lieu des sommets des angles circonscrits au cercle dont les cordes de contact passent par le point.
Et réciproquement: Le pôle d' une droite est un point par lequel passent toutes les cordes de contact des angles circonscrits au cercle qui ont leurs sommets sur la droite.
688. Si par le point de concours de deux tangentes à un cercle on mène deux droites conjuguées harmoniques par rapport à ces deux tangentes, le pôle de l'une sera situé sur l'autre.
Car les deux droites rencontrent la corde de contact des deux tangentes en deux points qui sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points de contact (83). Donc la polaire de l'un de ces points passe par l'autre (ôS-i). Maïs ces polaires passent par le pôle de la corde de contact (685), lequel est le point de rencontre des deux tangentes. Donc ce sont les deux droites qu'on a menées par ce point. Donc, etc.
Corollaire. — Il suit de là que : Etant donna wi cercle, si par chaque point d'une droite fixe on mène une seconde droite qui soit la conjuguée harmonique de la première par rapport aux deux tangentes au cercle issues de ce point, cette droite passera toujours peu- un même point qui sera le pôle de la droite fiixe.
II. — Autre manière de démontrer les pivpositions précédentes.
689. Des théorèmes précédents, les uns se rapportent à des points et les autres à des droites, de sorte qu'ils peuvent se con-es-
pondre mutuellement, comme cela a lieu pour !a plupart des propositions que renferme cet Ouvrage : par exemple, le dernier théorème, par lequel on construit le pâle d'une droite, correspond au premier (684}, par lequel on constniit la polaire d'un point. Cependant nous n'avons pas fait cette distinction, comme à l'ordinaire, ayant voulu traiter d'abord ce sujet de la manière la plus élémentaire, en ce qu'elle n'exige la connaissance d'aucune autre propriété notable du cercle.
Mais nous allons reprendre notre marche accoutumée et suivre les deux voies parallèles, qui sont si propres à marquer le caractère distinclif des diiTérentes propositions, à les classer dans un ordre naturel et à répandre toute la clarté désirable sur leur ensemble.
690. Deux transversales paa\ phi)', issues du point p et rencontrant le cercle, donnent lieu au quadrilatère aa'b'h [fig- i47)- Une troisième transversale quelconque, menée par le même point, rencontre les deux côtés opposés ah, a'b' en deux points c, c' et le cercle en deux autres points e, (f (réels ou imaginaires). Ces deux couples de points appartiennent à une involution dont le point p est un des points doubles (665). Or la droite RG, qui joint le point de concours des deux côtés opposés ab, a'b' à celui des deux diagonales ah\ a'b, et la droite Rp divisent harmoniquement l'angle des deux côtés ab, a'b' {35S) ; donc la transversale rencontre la droite RG en un point p'" qui est le conjugué harmonique de p par rapport aux deux c, c'. Donc ce point p'" est le second point double de l'involution (2'H). Donc les deux points p, p'" sont conjugues harmoniques par rapport aux deux points e et if de la courbe.
De là résulte tout à la fois la démonstration dos deux théorèmes (684 et 686}, relatifs à la polaire d'un point.
691. Considérons le quadrilatère circonscrit AERF {Jig. 148), dont les sommets opposés sont A, R et E, F. Si d'un point quelconque m de la droite EF on mène les droites nih., wR et les deux tangentes au cercle im, mcj (réelles ou imaginaires), ces deux couples de droites appartiendront à une involution dont la droite EF sera l'un des rayons doubles (676). Mais la droite AR est di-
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visée liarmoniquement en G el R par les deux dd' et EF (350). Donc ta droite mG et la droite mE sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux mA, niB. Donc la droite m G est le second rayon double de l'involiition. Donc cette droite et la ligne /wE sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux tangentes issues du point m. Or, d'une part, le point G, par lequel passe cette droite, est fixe, quel que soit le point m, puisque c'est l'intersection des diagonales du quadrilatère circonscrit A-dBd'. Et, d'autre part, si le point m est à l'infini, auquel cas les deux tangentes sont parallèles à la droite EF, on reconnaît que le point G et la droite EF divisent harmoniquement le diamètre du cercle perpendiculaire à celte droite-, ce qui montre que le point G est le point que l'on a appelé précédemment \e pôle de la droite EF (684).
On a donc ce premier tliéorènie :
Si de chat/ue point d'une droite Jixe on mène les deux tangentes à un cercle et la droite qui, avec la droite fixe, divise harmoniquement l'angle des deux tangentes {réelles ou imaginaires) , cette droite passe toujours par un mente point, ijui est le pâle de la droite fixe (' ).
Que l'on remarque maintenant que ce point fixe, se trouvant déterminé par les droites menées des différents points de la droite fixe, est indépendant de la position des deux points E, F que nous avons considérés sur cette droite. On en conclut ce second théorème :
Si de deux points d'une droite Jlxe on mène des tangentes à un corde, les diagonales du quadrilatère formé par ces deux couples de côtés opposés passent par un point fixe, quels que soient les deux points pris sur la droite; ce point fixe est le pôle de la droite.
CoROLLAiae. — Quand les deux points pris sur la droite sont infiniment voisins, les deux diagonales du quadrilatère deviennent
infiniment peu différentes et, à la limite, se confondent sui\'anl la corde de contact des deus tangentes uniques. D'où l'on conclut
Quand le sommet d'un angle circonscrit à un cercle glisse sur une droite, la corde de contact passe par un point Jixe, qui est le pôle de la droite.
III. — Proposai oni: relatives h ta llit'onc des pôles et polnircs.
692. Quand une corde d'un cercle tourne autour d'un point Jixe, la somme algébrique des valeurs inverses des distances de ses extrémités à la polaire de ce point reste constante.
Soient aa' [fig. 149) 1^ corde qui tourne autour du point fixe p, et p' le point où elle rencontre la polaire de ce point ; on a
Or les trois segments p'«, p'a', p'p sont proportionnels aux di tances ap, a' p' el pç des trois points a, a' elp k !a polaire. L'équ tion dcYient donc
Dans cette équation, les signes des perpendiculaires dépendent de leur direction à partir des points a, a'. Ainsi, dans la figure où le point p est pris au dehors du cercle, les deux perpendiculaires ap, a' p' ont des signes contraires. Elles auraient le même signe si le point p était intérieur au cercle.
693. Le théorème peut prendre cet énoncé plus général : Si autour d'un point fixe on fait tourner une corde d'un cercle, les distances de ses extrémités à un axe fixe quelconque, divisées respectivement par les distances des deux mêmes points à la polaire du point fixe, ont une somme constante. En effet, soient aP, a'V et pQ les perpendiculaires abaissées des trois points a, a' et p
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; fixe; on aura l'équation
ce qui dcmonlrc le thcorème.
694. Si de chatjiœ point d'une droite on mène deux tangentes à un cercle, la somme des distances do ces deux tangentes à un point fixe quelconque, divisées par leurs distances au pôle de la droite, est constante.
En effet, soient p le pôle de la droite, ni les points où la droite pin rencontre les doi polaire du point p; on a l'équation
le po!
■it fixe, etn, «', o' génies et la droite
Or les Irois rapports — > — r et —V sont égaux, respeclive-
ment, aux rapports des distances des deux tangentes et de la droite fixe aux deux points m et p; l'équation exprime donc l énoncé.
695. Si de chaque point d'une droite fixe on inèns deux tangentes à un cercle, le produit des sinus des angles quelles Jont avec cette droite est au carré du sinus de l'angle que le rayon mené du même point au centre du cercle fait avec cette même droite dans une raison constante.
En effet, on a [fig- 170)
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696. Nous appellerons points conjugués par rapport à un cercle deux points tels que la polaire de l'un passe par l'autre. Il est clair que, si la polaire d'un point passe par un autre point, réciproquement la polaire de celui-ci passera par le premier (685).
On peut dire aussi que deux points conjugués sont deux points conjugués harmoniques par rapport aux deux points d'intersection (réels ou imaginaires) du cercle par la droite sur laquelle sont pris ces deux points ((^84).
Pareillement, nous appellerons droites conjuguées par rapport à un cercle deux droites telles que le pôle de l'une se trouve sur l'autre.
On peut dire aussi que les deux droites sont conjuguées harmonii^ues par rapport aux deux tangentes au cercle (réelles ou imaginaires) menées par leur point de concours (688).
697. Puisque deux points conjrrgués pris sur une droite quelconque sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points d'intersection (réels ou imaginaires) du cercle par la droite, il s'ensuit que :
Trois couples de points conjugués pris sur une même droite forment une involution de six points, dont les points doubles sont les deux points d'intersection du cercle par la droite.
698. Pareillement : Trois couples de droites conjuguées menées par un même point forment un faisceau de six droites en i/ivo-
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tution, dont les deux rayons doubles sont les tangentes nu cercle menées par ce point.
699, Il résulte du théorème (697) qu'on peut déterminer les points d'intersection d'un cercle et d'une droite en prenant sur cette droite deux couples de points conjugués; les points doubles de rinvolution déterminée par ces deux couples de points, ou, en d'autres termes, les points conjugués harmoniques par rapport aux deux couples, sont les points d'intersection cherchés (réels ou imaginaires).
Pareillement, on peut déterminer les tangentes à un cercle issues d'un point donné en menant par ce point deux couples de droites conjuguées j îcs rayons doubles de l'involution déterminée par ces deux couples, ou, en d'autres termes, les droites conjuguées harmoniques par rapport aux deux couples, sont les tangentes cherchées (réelles ou imaginaires).
Observation. — On conçoit bien qu'il ne s'agit pas ici de solutions pratiques de ces deux problèmes, les plus simples que l'on puisse se proposer sur le cercle. Il s'agit de propriétés qui seront fort utiles dans plusieurs questions, d'autant plus qu'elles impliquent le cas des imaginaires.
700, Quatre points en ligne droite ont leur rapport anharmonique égal à celui de leurs polaires. En effet, quatre points a, b, C, d pris sur une même droite ont leur rapport anharmoniqiie égal à celui de leurs conj ligués a' , h' , c , â' , car ces points forment deux divisions homographiques (697), Or ces poinls conjugués sont sur les polaires des quatre points a, b, c, d (696), lesquelles passent par un même point (68S) ; par conséquent, leur rapport anharmonique est égal à celui des quatre droites, lequel est donc égal à celui des quatre points a, b, c, d. c. q. f. n.
Corollaire. — Il suit de là que ; Si l'on a deux dii'isions ho/nographit/ues sur deux droites, les polaires des points de division jorinent deux faisceaux tiomo graphiques.
IV. — Quadrilatère circonscrit au cercle
701, Soit un quadrilalèrcArfEc^ circonscritau cercle (/^. i^S);
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les droites n'b, ah' , qui joignent les points de contact des côtés opposés, se croisenl sur la diagonale AB, parce que les deux sommets A, B elle point d'intersection des deus droites ah', a'h sont trois points appartenant à la polaire du point de concours des deux droites aa', hh' (686 et 687). Par la même raison, le point d'intersection des deux droites aU ., a'h se trouve aussi sur la seconde diagonale dà' . Donc :
Quand un t/uadrilat.ére est circonscrit au cercle, ses deux diagonales et les droites qui joignent les points de contact des côtés opposés passent toutes quatre par le même point.
Remarque. — Quatre tangentes à un cercle donnent lieu à trois quadrilatères différents, parce que, l'une de ces tangentes étant regardée comme le premier cûté du quadrilatère, on peut prendre chacune des trois autres comme côté opposé.
Les trois quadrilatères sont A(/'B(/, AEBF et Erf'Frf. Si l'on considère la tangente en a' comme côté commun aux trois quadrilatères, le côté opposé sera la tangente en h dans le premier quadrilatère, la tangente en h' dans le second et la tangente en a dans le troisième.
Appliquant le théorème précédent aux trois quadrilatères, on en conclut que les quatre droites ab\ a'h, AB et dd' passent par un même point, comme nous l'avons dit; que les quatre ah, â.'b', AB, EF passent aussi par un même point R ; et les quatre aa', hh' , d'd, EF par un même point p.
702. Dans un quadrilatère circonscrit à un cercle, le point de rencontre des deux diagonales est le pôle de la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
Carie pôle de la droite qui joint les points de concours E, F des côtés opposés du quadrilatère circonscrit Arf'Bc? est le point de croisement des deux cordes de contact ab', a'h (687). Or ce point de croisement est le même que celui des deux diagonales AB, rf<i'(701). Donc, etc.
703. Quand un quadrilatère est circonscrit, à un cercle, les deux diagonales et la droite qui joint les points de concours des
côtés opposés forment un triangle dont chaque sommet a pour polaire le côté opposé.
Car, en appliquant le théorÈme précédent aux deux autres quadrilatères dont il a été question, on en conclut que le point R est !e pôle de la diagonale cid' et le point p celui de la diagonale AB ; de sorte que les trois droites AB, dd' et EF forment un triangle GRp dont chaque sommet est le pôle du côté opposé.
Remarque. — Il suit de là que les deux diagonales sont deux droites conjuguées par rapport au cercle.
704. Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, si l'on mène une transversale qui rencontre les deux diagonales en deux points, et qu'on prenne les deux autres points qui avec ceux-là, respectivement, divisent harmoniquement les deux diagonales, ces deux points et le pôle de la droite dans le cercle sont tous trois en ligne droite.
En eilet, soient L la transversale et L' la droite joignant les deux points qui, avec ceux oh L rencontre les deux diagonales, divisent harmoniquement ces diagonales. Si du point d'intersection des deux droites L et L' on mène les tangentes au cercle et des droites aux extrémités des deux diagonales, ces six droites seront en invo- Kition (676). Mais les deux droites L, L' sont les rayons doubles de l'involutîon, parce qu'elles divisent harmoniquement chacune des deux diagonales; donc elles sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux tangentes au cercle; donc le pôle de la droite L est sur la droite L' (688), Ce qu'il fallait protfver.
CoROLL
. — Si la droite L est à
nfin
il s
Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les milieux de ses deux diagonales et le centre du cercle sont sur une même droite.
Quand de concours dde concour droite
- Quadrilatère inscrit au cercle.
^uadrilatère est inscrit au cercle, les points
rs des tangentes en ses sommets opposés et les points Ts de ses côtés opposés sont quatre points en ligne
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Car, danslequadillatère aa'h'h {Jig- i48), les quatre points E, F, p, R sont en ligne droite, parce qu'ils apparliennent à la polaire du point de croisement des dens diagonales oi', rt'è, les deux. R et p en vertu du théorème (686) et les deux E, F en vertu du théorème (687).
706. Dans un ijitaârilatbrfr inscrit au cercle, le poini do concours des deux diagonales est le pôle de la droite f/ui joint les points de concQuTS des côtés opposés.
Car le point de croisement des deux diagonales ah' , a' h est le pôle de la droite pR (686).
707. Quand un quadrilatère est inscrit au cercle, le point de rencontre des deux diagonales et les points de concours des côtés opposés sont trois points dont chacun a pour polaire la droite qui joint les deux autres.
Car GR est la polaire du point p, et G p la polaire du point R, de môme que la droite pR est la polaire du point de croisement des deux diagonales ah', a'h.
Remarque. — Il suit de là que les points de concours des côlés opposés d'un quadrilatère inscrit an cercle sont deux points conjugués par rapport au cercle.
708. Quand un quadrilatère est inscrit dans un cercle, les polaires d'un point quelconque relatives au cercle et aux angles formés par les deux couples de côtés opposés passent par un
même point.
En effet, soit F le point d'intersection des polaires d'un point P relatives aux deux angles formés par les deux couples de côtés opposés du quadrilatère ; la droite PP' rencontre ces côtés en deux couples de points a, a' et b, h', el le cercle en deux points e, f. Ces six points sont en involution (66S). Or les deux points P, P divisent harmoniquement les deux segments nrt', hh'', donc ils divisent aussi harmoniquement le troisième segment e/'(2H ). Donc la polaire du point P relative au cercle passe par le point P'.
l'nopBiETES niii.iTiVES a vs ceiiclr. ,j5i
V!. — Tiopriétés relat'wes h tiois cordes passant pttr un même point.
709. Quand trois cordes d'an cercle concourent en un même point, les droites menées d'un point de la circonférence à leurs extrémités forment un faisceau en invohaion.
Soient aa', bb', ce' {fig- i5o) les trois cordes qui passent par un même point o. Je dis que les droites menées d'un point m de la circonférenec à leurs extrémités forment trois couples en jnvolution. Il suffît de prouver que les quatre droites ma, mh, me, me' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre nia', ml', Hic'et mc(J88).
Joignons le point m au point p, et soit m' le point où la droite Hjp rencontre la circonférence. Les quatre droites Jua, mh, me, me' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre m'a, jn'b, m'c et m'c' menées du point m' aux quatre mêmes points a, b, c, c'(65i). Mais celles-ci ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre droites ma' , mV , mi/ et me, parce que ces huit droites se rencontrent deux à deux en quatre points situés en ligne droite (080). Donc les deux faisceaux de quatre droites ma, mb, me, me' et ma', mb', mcf, me ont leurs rapports anliarmoniques égaux. Ce qu'il fallait démontrer.
II est évident que, réciproquement : Si l'on prend un point de la circonférence d'un cercle pour sommet commun de trois angles dont les côtés soient en involution, les cordes sous-tendues par les trois angles concourront en un même point.
CoROLLAiiiË. ■ — Quand la transversale paa' tourne autour du point p {fig- i5i), les deux droites ma, ma' forment deux faisceaux en involution, et les droites menées aux extrémités A, A' du diamètre surlequeleslle point p sont les deux rayons rectangulaires de l'involution. Par conséquent, on a
tangiïf'iA.taiign'mA.- craist. (259, 3"),
et par suite
tanJ^AOn.tyiig-2-AOa'r.;; const.
Donc :
Quand une corde d'un cercle tourne autour d'un point fixe.
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les rayons menés du centre à ses extrémités font, avec le rayon qui passe par ce point, deux angles tels que le produit des tangentes des demi-angles reste constant.
710. Puisque les droites menées d'un, point de la circonférence aux trois couples de points a, a'; b, h' et c, d sont en involution, il existe entre leurs angles et, par conséquent, entre les demi-arcs compris entre ces six points, toutes les relations d'involution relatives à un faisceau de six droites. Par exemple, on aura les équations
VJl. — Propriétés relatives h iivls angles circo/tscii/s qui ont leujs sommets en. ligne dmile.
711. Quand trois angles circonscrits à un cercle ont leurs sommets en ligne droite, les segments qu'ils interceptent sur une tangente au cercle sont en infoluiion.
Soient A, B, C {fg. iSa) les sommets des trois angles et aa', hU, cd les segments qu'ils interceptent sur une tangente M; il suffit de prouver que les quatre points a, b, c, d ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre a', h', d, c. Que par le point de rencontre de la droite ABC et de la tangente M on mène une seconde tangente M' qui rencontrera les côtés des trois angles en des points a, «'; Ê, Ê' et y, y'. Les quatre points a, b, c, c' ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre points et, 6, y,*/ (671). Mais celui-ci est égal à celui des quatre points a', l/, c', c, parce que les quatre droites aa', bê', c/, dy passent par un même point, qui est le pôle de la droite ABC (691 ). Donc le rapport anharmonique des quatre points a', b', d, c est égal à celui des quatre points a, b, c, d.
Corollaire. — Les deux tangentes ED, E'iy parallèles à la droite AK (_/ïg-. i53) rencontrentla tangente M en deux points D,D' qui sont deux points conjugués de l'involution. Ces points sont vus ducentresousun angle droit (668, Coroll.); par conséquent, le pro-
PROPRIÉTÉS BELITII'ES A UN CERCLE
duit des Langcntcs des angles D0«, DOa' est constant (2S9, 3°). Mais ces angles sont les moitiés des angles que les deux tangentes A«, Aa' font avec la tangente DE, lesquels sont égaux à KAiï, KAii'. Il en résulte donc ce théorème :
Si de chaque point d'une droite on mène deux tangentes à un cercle, le produit des tangentes trigonométrie ues des demi-angles (ju elles font avec la droite est constant (').
Vin. — Figiirr.s polaires rcciproque.f.
712, Etant donnée unejlgure quelconque, les polaires de ses points forment une Jîgure cor/'élative .
En effet, les deux figures ont enire elles les relations descriptives qui appartiennent aux figures corrélatives, puisque à des points dans l'une correspondent des droites dans l'autre; et, d'après le théorème (700), les deux figures ont aussi les relations métriques des figures corrélatives ; donc elles sont corrélatives.
713, S'il se trouve dans la première figure une courbe, il lui correspond dans la seconde figure une autre courbe qui est l'enveloppe des polaires des différents points de la première. Cette courbe jouit d'une autre propriété, savoir, d'être le lieu des pôles des tangentes à la première courbe.
En effet, un point de la seconde courbe est l'intersection de deux tangentes infiniment voisines, lesquelles sont les polaires de deux points de la première courbe infiniment voisins. Donc ce point de la deuxième courbe est le pôle de la droite qui joint les deux points de la première ; mais, ces points étant infiniment voisins, cette droite est la tangente à la première courbe.
Il suit de là que la première courbe pourrait être formée au mojen de la deuxième, de la même manière que celle-ci a été formée avec la première, c'est-à-dire qu'il suffit de prendre soll les polaires des points, soit les pôles des tangentes de la seconde courbe.
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A raison de ces propriétés réciproques, les deux courbes soiiL dites polaires réciproques. Le cercle par rapport auquel on prend les pôles et polaires s'appelle le cercle auxiliaire ou directeur.
Tl-i. La courbe polaire d'un cercle est mie section conii/ue, c'est-à-dire une courue provenant do l' intersection d'un cône à base circulaire par un plan.
En effet, la rourbe polaire d'un cercle est le lieu des pôles des tangentes à ce cercle (les pôles étant pris par rapport au cercle auxiliaire). Considérons deux tangentes fixes el une tangente mobile ; il leur correspond sur la courbe polaire deux points fixes et un point variable. Aux deux points de rencontre des deux tangentes fixes et de la tangente mobile, lesquels font deux divisions homographiques (669), correspondent dans la figure polaire les droites menées des deux points fixes au point variable, et ces droites forment deux faisceaux bomographiques (700, CorolL). Donc, en appliquant ici la seconde démonstration du tbéorème (558), on en conclut que la courbe lieu du point d'intersection des rajons homologues de ces deux faisceaux est une section conique- c. Q. r. ».
715. Toutes les propriétés métriques des figures corrélatives s'appliquant d'elles-mêmes aux figures polaires réciproques (712), il en résulte ce théorème :
Etant pris dans le plan d'un cercle doux points fixes a, b et leurs polaires A, B, si l'on prend un autre point quelconque m et sa polaire M, le rapport des dislances de'ce point aux deux droites A, B sera au rapport des distances de la droite M aux deu.x points a, b dans une raison constante (599).
Ainsi l'on aura
Im.k) _ {^\.a) , (m,B) ~" '(M, 6) > '■
Pour déterminer la constante, on peut supposer que la droite M
ATIVES ,1 UN CERCLE. [55
soil à l'infini; ses distances aux deux points a, b seront égales, et son pôle m sera le centre O du cercle. On aura donc
(O.A)_, (0,B)-- Ij'équation devient
Ufautremarcjuer fjiie le rapport |--^-^ est égal à la valeur inverse du rapport des distances des deux points «, b au centre O (684),
, , ,- .06 e est-à-dire a rr— ■
On peut déterminer la constante X dVme antre manière qui conduit à une expression différente. Supposons que le point m se confonde avec b, et par conséquent la droite M avec la droite B; 11 vient
(MJ - • liLl) -, - f Ai)
(m.A).fM.«)_(A.M (^«,B)-(M,É)-[B,«)'
Les deux expressions de X montrent que
(Iî,«] (0,1!)' c'est-à-dire que :
Si l'on prend dans un cercle les pôles de deux droites, Imdistances respectives de chacune de ces droites au pâle de l'autre sont entre elles comme les distances des deux droites nu centre du cercle.
717. Dans ce théorème, les deux droites A, B sont quelconques ; supposons que la première soit fixe et la seconde mobile, et représentons celle-ci par M et son pôle par m ; on a l'équation
[M,0) iO,A)"
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Si l'on considère la droite M comme appartenant à une première figure, son pôle m appartiendra à une figure corrélative (712), et cette équation pourra servir à passer des propriétés de l'une des deux figures à celles de l'autre.
Par exemple, on passe du théorème (663), concernant un poij'gone inscrit au cercle, au théorème (674), relatif à un polygone circonscrit, car on aura
!„,,.) = (M,„,.1M) „„ (,.,A! = ,M,„).iL.
718. Prenons ce théorème de Stewarl (') : «Si d'un point on abaisse sur les côtés d'un polygone régulier de m côtés, circonscrit à un cercle, des perpendiculaires, la somme de leurs puissances 7i(n étant <! m) ne dépendra que de la distance du point au centre du cercle, et non de la position du polygone. »
Concevons que la droite A soit un des côtés du polygone ; son point de contact a sera le sommet d'un polygone régulier inscrit au cercle, et l'on aura
Par conséquent, si la droite M change de position en conservant la même distance au point O, la somme des puissances n des dislances {M, a) restera constante; c'est-à-dire que :
Quand un polygone régulier de m côtés est inscrit à un cercle, lu somme des puissances n ( n étant plus petit que m ) des distances de ses sommets à une droite ne dépend que de la distance de cette droite au centre du cercle.
Observatioti. — On voit qu'il sera fort utile d'introduire les relations métriques générales des figures corrélatives dans la théorie des polaires réciproques, oià l'on a plus particulièrement considéré, jusqu'ici, les relations descriptives et les relations d'angles.
(■) Some gênerai ihearemi af ci^nsiderahle u,e U t!>« Mgher parts of MalUmatk-l .
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CHAPITRE XSIX
. DLUX CERCLKS.
S de simililude de deux cercles
719. Deux cercles peuvent être considérés comme deux figures homothéti(juos (semblables el scmblablemcnt placées), et cela de deux manières, parée qu'ils ont toujoiirs deux centres de similitude.
En effet, que l'on mène dans les deux cercles deux rayons On, O'e^ [Jig. i54) parallèles et de même direction ; la droite qui joini leurs extrémités rencontre la ligne des centres en un point S déterminé par ia proportion suivante, qui résulte de la similitude des deux triangles «OS, aaa':
ou, en appelant R et ries rayons des deux cercles, R.OO'
Cette expression de OS est constante et montre que le point S est fixe, quelle que soit la direction commune des deux rayons
Oa, O'af. Mais le rapport ^— ; est aussi constant, car il est é^al à — — ,. Les deux cercles sont donc dcu\ {igares ho mothéiti/ues dont
le cfintre de similitude est le point S.
Pareillement, si l'on mène le rayon O'ii" en sens opposé à la direction de Oa, la droite aa" rencontrera 00' en un point fixe S',
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dcLerminé par l'équaLion
tqui
l encore un centre de similitude.
Ainsi les deux cercles onl deux centres de similitude. I! résulte de la construction par laquelle ces points se déterminent que le premier est situé au delà de la ligne des centres des deux cercles et le second entre les deux centres, quelle que soit la position relative des deux cercles. Le premier est dit centie de similitude directe et le second centre de similitude inverse.
Quand les deux cercles se touchent, leur point de contact est un centre de similitude directe ou inverse, selon que les deux cercles se louchent intérieurement ou extérieurement.
Les centre
s de
similitude de deux i
zercles
sont deux
points conjugués h( usure.
irmoi.
liijues par rapport ma
[.' (fei(j
:■ centres de
Mais l'un des deux centres de similitude est situé au delà des deux centres O, O', et l'autre entre ces deux points ; donc l'un des SQ S'O
quent, les deux points S, S' divisent harmoniquement le segment 00' (60). C. Q. F. D.
721 . Les centres de similitude de deux cercles forment une involution avec les deux couples depointsdes deux circonférences situés sur la ligne des centres.
En effet, on a {/g'. i55)
SA. SB _S'A.S'B
Sa.S/'~ SVi.S'i '
Poiir que cette équation soit une des relalions d'involiitioii de six points, il faut que ]es deux membres soient de même signe. Or cela a lieu évidemment, parce que chacun des deux points S, S' est ou au dehors des deux courbes, ou dans l'intérieur des deux à la fois, de sorte que les deux produits SA, SB et Sa.Sb sont toujours de mènie signe; et pareillement des deux S'A.S'B et S'a.S'b.
722. Toute droite menée par le centre de similitude de deux cercles coupe leurs circonférences sous des angles égaux.
Cela est évident, car, d'une part, les deux angles en a' et «( dans le cercle O' {_fig- i54} sont égaux, et, d'autre part, les deux angles ea i/ et a sont aussi égaux, puisque les deux figures sont semblables et scmblablement placées, et que le point S est leur centre de similitude.
n. — Corde commune ii Jeux cercles ou. are radical.
723. Nous appelons corde commune à deux cercles une droite dont les points d'intersection (réels ou imaginaires) avec les deux cercles sont les mêmes.
Le cas où les deux cercles ne se coupent pas donne lieu à «■ théorème :
Deux cercles ont toujours une corde commune.
En effet, que l'on mène une droite quelconque qui rencontrera les deux cercles en deux couples de points «, b et a', V [réels ou imaginaires}; il existera toujours sur cette droite un point m tel.
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que les produits jun.Tïii et mn' . mb' seront égaux (214). Que de ce point on abaisse une perpendiculaire sur la droite qui joint les centres des deux cercles; cette droite sera la corde commune aux deux cercles, c'csi>à-dire qu'elle les rencontrera aux deux mêmes points (réels ou imaginaires). En effet, les deux points sur cliacun des cercles auront le même point milieu, qui sera sur la ligne des centres des deux cercles (656); et le rectangle de leurs distances au point m sera aussi le même, car il sera égal à ma.mb dans l'un des cercles et à ma'.mb' dans l'auti'e (657).
CoROLLAiTiE. — Il résulte de là que, quand une transversale rencontre deux cercles en deux couples de points a, b et a' , b' , et leur corde commune en ni, on a toujours l'égalité ma.mb ^= ma'.mb'; et que réciproquement, quand cette égalité a lieu, le point m appai'tient à la corde commune aux deux cercles.
724. Les tangentes menées à deux cercles d'un même point de leur corde commune sont de même longueur.
Car on a {^g. i55) mt =me.mf, en appelant e, J les deux points d'intersection (réels ou imaginaires) des deux cercles -,61 de même mt' = me.mj. Donc mi ^^mt'.
Réciproquement : Si les tangentes menées d'un même point à deux cercles sont égales, ce point appartient nécessairement à la corde commune aux deux cercles.
En effet, la tangente au second cercle mt' rencontre le premier eu deuxpointseettf (réels ou imaginaires), et l'on a HiE. m o^/7U (6S7).
Mais, par hypothèse, mi^^m/f; donc mt.mr^^mt'. Donc le point Hi appartient à la corde commune aux deux cercles (723, coroU.).
A raison de cette propriété, et parce que la longueur de la tangente menée d'un point à un cercle s'exprime par un radical, on a appelé la corde commune à deux cercles axe radical [ ' ).
( ') Cette expression a été proposée par M. Gaultier (de Tours}, dniis iiii [Hémoiri sur les contacta des cercles {Journal de l'École Polytechnique, XVl* oaliîei-, aniici
PROrBIBTÉS RELATIVES A DErX CERCLES. 4<'I
725. L'axe radical de deux cercles est à égale distance des deux polaires de chaque centre de similitude.
En effet, si l'on conçoit une tangente commune aux deux cercles, le point où elle rencontre l'axe radical est, d'après le théorème précédent, à égale distance des points de contact; mais ces points sont sur les polaires du centre de similitude par lequel passe la tangente, et ces polaires sont parallèles à i'axe radical. Donc, etc.
726. Si par un point de l'axe radical de deux cercles on mène deux droites quelconques, les quatre points [léels ou imaginaires) dans lesquels elles rencontrent l'une un cercle et l'autre l'autre cercle sont sur un même cercle.
Car, soient m le point de l'axe radical, a, h les points de rencontre du premier cercle par l'une des transversales, a', h' les points de rencontre du second cercle par l'autre transversale et e, J les points communs aux deux cercles sur l'axe radical ; les deux rectangles ma.mh, ma' .mb' sont égaux à me.7/i/etpar conséquent égaux entre eux ; ce qui prouve que les quatre poînls a, b, a', b' sont sur une même circonférence de cercle (657).
727. La corde commune à deux cercles jouit de la propriété' que les polaires de chacun de ses points par rapport aux deux cercles se croisent sur cette droite.
En effet, les polaires d'un point de la corde commune passent par le point qui est, sur cette droite, le conjugué harmonique du premier par rapport aux deux points d'intersection (réels ou imaginaires) des deux cercles ((>84).
Réciproquement : Quand une droite est telle que les polaires de chacun de ses points par rapport à deux cercles se rencontrent sur cette droite^ cette droite est une corde commune aux deux cercles.
Eu effet, si deux systèmes de points sur une même droite L sont conjugués par rapport à chacun des deux cercles, les points d'intersection de l'un et de l'autre cercle par cette droite sont les mêmes (699).
yGoosle
728, Un point situé à l'infini a pour polaires dans deux cercles deux diamètres parallèles, lesquels se rencontrent à l'infini, de sorte que la droile située à V infini peut être considérée comme une corde commune aux deux cercles.
Ainsi l'on peut dire que deux cercles ont quatre points d'intersection situés deux à deux sur deux cordes communes toujours réelles; que sur l'une de ces droites, située à distance finie et appelée axe radical, les deux points sont réels ou imaginaires, et que sur l'autre, située à l'infini, les deux points sont toujours ima-
Dans le cas particulier où les deux cercles sont concentriques, leur axe radical est lui-même à l'infini et leurs deux cordes communes se confondent; on peut dire alors que les deux cercles ont un double contact imaginaire à l'infini, parce que leurs quatre points d'intersection coïncident deux à deux sur la droite située àrinfini('}.
III. — Des cercles considéré.-, coinmejîgures homologiques
729. Deux cercles sont deux figures homologiques dans lesf/uelles l'axe d'homologie est la corde commune ou axe radical des deux cercles, et le centre d'homologie est, l'un ou l'aui/e, indifféremment, des deux centres de similitude.
En effet, soient M et m {fig. i5t>) deux points homologues par rapport au centre de similitude S, et MP, tnp les distances de ces points aux polaires du point S relatives aux deux cercles. On a. en leriiT de la similitude des deux figures.
Soient tn, le second point du cercle o sur la droile S i) dislance de ce point à la polaire du point S; on a
(') Catle liolioii J'rnie corde conimiine à deux cercles située & l'îiifiiii et de dpux cercles ayant itn double contact iinagitiaire a été émise par Puncelet dnns son Traité des proprUUs (.rojactiv.., .Un fguros {yoi, p. ^8),
yGoosle
PBOPItlÉTÉS RELATIVES A DEUX C
De ces deux cqualions résulte celle-ci :
Cette équation prouve (S30) que les deux points M et m, appartiennent à deux figures liomo logique s dans lesquelles les polaires du point S sont deux droites homologues.
Deux figures homologîques rencontrent leur axe d'homologie dans les mêmes points; donc l'axe d'homologie des deux cercles est leur axe radical.
Le théorème est donc démontré.
730. Deux cordes hoinologùjiics, telles (/ue^ïN, m, n,, comprises entre deux droites issues d'un centi-e d'homologie, se coupent sur l'axe radical.
Cela résulte des propriétés des figures homologîques.
731. Pareillement: Les tangentes en deux points honiologiques M, m, se rencontrent sur l'axe radical.
Réciproquement : Si d'un point de l'axe radical on mène une tangente à chacuti des deux cercles, les deux points de contact sont en ligne droite avec l'un ou l'autre des deux centres de similitude.
Cela est évident, d'après ce qui précède.
732. Puisque deux cordes homologiques se croisent sur l'axe d'homologie, on en conclut que :
Deux couples de points homologiques sur deux cercles sont quatre points situés sur une même circonférence de cercle (726}.
733. Le rectangle des distances de deux poi/its homologiques de deux cercles au centre d'homologie est constant, quels que soient ces deux points.
Car, les quatre points M, N, m,, n, étant sur une même circonférence (732), on a
SM.Smi=SN.S«,.
sJOii TRAITÉ DE GÉOUÉTRIE SUPERIEURE. -
734. AuTitE MANIÈRE lîE démobtueh les théorèmes PRÉcÉuEnaa. — Ces divers ihéorèmes, que nous avons conclus naturellement des propriétés le.s plus simples des figures bomologiques, sedémontrenl aussi d'une manière directe fort simple, mais en suivant une marche
Les deux points M, m étant homologues par rapport au centre de similitude S, on dit que les deux M, m, sont anti-homologues, et l'on démontre d'abord notre dernière proposition, savoir, que le rectangle S^.Sm, est constant quels que soient les deux points anti-homologues M, m,. En efFet, on a [Jig. i5<>)
1^ = ^ et ,S™.S.,=:-.^^.d'oft
De là résulte que deux couples de points anti-homologues }>\ , m, (?( N, n, sont sur une même circonférence de cercle.
Conséquemment, ï étant le point de concours des deux cordes MN, wî,«,,ona
.>M.vN:=v/ni.v«,.
Donc les tangentes aux deux cercles menées par ie point y sont égales; donc ce point est sur l'axe radical (724) ; donc deux cordes anti-homologues se coupent sur l'axe radical.
En supposant que les deux cordes deviennent infiniment petites, on en conclut que les tangentes en deux points anti-homologues se coupent sur l'axe radical.
Cela résulte encore de ce que ces tangentes, qui font des angles égaux avec la droite qui joint les deux points de contact (722), sont de même longueur.
Enfin, les cordes anti-liomologues, telles que MN, m,rti, se coupant sur l'axe radical, on en peut conclure que les deux cercles sont deux figures hoinologiques dont le centre et l'axe d'homologie sont le centre de similitude S et l'axe radical {b^).
Ce que nous disons du centre de similitude S s'entend évidemment du second centre de similitude S'.
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735. Le rapport d'hoinologie de deux cercles est égal, avec un signe contraire, à leur rapport de similitude.
Soit ^ le point où la droite S m, M [fig- iS^) rencontre i'axe radical ou axe d'homologie ; on a
La constante À est ce que nous avons appelé le coefficient o\\ rapport d'homologie des deux figures (530).
Soient E, eles points appartenant aux polaires du point S dans les deux cercles ; ces points sont homologues par rapport au centre de similitude S, et l'on a
SE R
Së~7'
Mais ils sont Iiomologiques par rapport au point S considéré comme centre d'homologie, de sorte qu'on a
parce quepE = — pe (723). Donc
ce qui démontre le théorème.
Remarque. — Les rapports d'homologie relatifs aux deux centres d'homologie sont égaux et de signes contraires, de même que les rapports de similitude (720).
736. Les pôles de l'axe radical de deux cercles sont conjugués harmonicpies par rapport aux deux centres de similitude.
En effet, les deux cercles sont homologiques par rapport au point S [fig. 107) et l'axe radical est l'axe d'homologie (729); par conséquent, ses pôles P, p sont deux points homologiques. On
SP . nP _
&p ' iip ■'
CiiASLES. - Cé.m. «y>. 3o
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1 étant le rapport d'homologic. Et de même, à l'égard du second centre d'Iiomologle S',
IV. — Propnéiés de deua: cercles relatives à l'axe radical
737. Eianl donnés deux cercles, si de chaque point de l'un on mène une tangente au second et une perpendiculaire à leur axe radical, le carré de la tangente sera à la perpendiculaire dans une raison constante.
En eiFet, une transversale rencontre les deux cercles (Jig- i58) en deux couples de points /n, m' al a, a', et l'axe radical en oi, qui est le point central de l'involulion déterminée par ces deux couples de points, puisque l'on a w/fi.wm'^ wn.wn' (723, corolL). ïl s'ensuit cette équation d'involution
ou, en appelant wiï, m't' les tangentes au second cercle r par les points m, m'.
Soient mp, m' p' les perpendiculaires abaissées des [joints / sur l'axe radical; on a
ce qui démontre le théorème.
PROPRIÉTÉS RELATIVES A DEUX CERCLES
738. Si, d'un point de l'axe radical de deux cercles, on mène deux transversales passant respectivement par les pôles de cet axe dans les deux cercles, les droites r/ui joindront les points de rencontre de ces transversales et des deux cercles, respectivement, concourront en deux points fixes qui seront les centres de similitude des deux cercles.
En effet, l'axe radical étant l'axe d'homologîe des deux cercles (729), ses pôles sont deux points homologiques; donc les deux droites menées d'un même point de l'axe radical à ces deux points sont deux cordes homologiques. Donc leurs extrémités sur les deux cercles sont des points homologiques ; donc ces points sont deux à deux sur des droites passant par les centres d'iiomologie.
Autrement. Le point/ (^g'. iSp) étant le pôle de l'axe radical,
el de même
car ea.ea' =^ eh. eh', puisque le point e est sur l'axe radical di deux cercles.
Soit S le point où la droite ah rencontre la ligne_^ ; on a, dai le triangle efg coupé par cette droite.
Donc le point S est fixe. Or il est clair que ce résultat s'a|ipliquc au second centre de similitude S', parce qu'on peut changer h en h' dans la fiaure. Ainsi le théorème est démontré.
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Corollaire
,. , 1. . S'ff Ti . ■ Sg- S'g-
s appliqiie a ce rapport, etJ autre a ^- 11 s ensuit que ^> = - — ^-Z:
ce qui prouve, ainsi qu'il a été démontré directement (736), que. dans deux cercles, les pôles de l'axe radical sont conjugués harmoniques par rapport aux deux centres de similitude.
On arrive encore à cette conséquence en considérant le quadrilatère aba'l/; car les deux centres de similitude S, S' sont les points de concours des côtés opposés et les deux pôles^, g sont les points où les deux diagonales ae^, bh' rencontrent la droite SS'. Donc les quatre points sont en rapport harmonique (350).
740. Observation. — Du théorème (738), démontré de la seconde manière, on peut conclure que les deux cercles sont deux figures homologiques. Ici, cette démonstration importe peu; mais elle a l'avantage de s'appliquer à deux sections coniques, c'est-àdire que l'on démontre ainsi directement que deux coniques quelconques sont deux figures homologiques ; proposition l'ort importante dont on n'a pas encore donné, je crois, de démonstration directe, et que l'on a coutume de conclure, par voie de perspective ou de transformation, de la similitude ou de l'homologie de deux
741 . iSi de chaque point de l'axe radical de deux cercles on leur mène deux tangentes, le rapport des tangentes ti'igonométriques des angles que ces deux droites font avec l'axe radical est constant.
En effet, on a, dans le cercle c {fig. i6o),
tang^mcS.tanglniicS^ const. (709, coroll.].
Or l'angle hicS^MCS, et 7n,cS est le supplément de in,cC; l'équation devient donc
tangl flics _ timt£j^flmt _
Viug^m,cC ce qui démontre le théorème.
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742, Si d'un point de l'axe radical de deux cercles on leur mène des tangentes, les quatre points de contact sont sur un cercle décrit du point de l'axe radical comme centre; et ce cercle rencontre la ligne des centres des deux cercles proposés en deux points fixes (réels ou imaginaires) qui sont conjugués par rappoi't aux deux cercles.
Les quatre points de contact sont sur un cercle [fig- i(>i) ; cela est évident, puisque les tangentes aux deux cercles issues d'un même point w de l'axe radical sont égales (724),
Soient d, d' les points où le cercle qui a sou centre en a* rencontre l'axe radical, et appelons e,yies deux points (réels ou imaginaires) où ce cercle rencontre la ligne des centres Ce. On a
Oe.O/="Ô^'=Orf.0ir = Ô^' — ^^d.
Soient S et ç les points d'intersection des deux cercles proposés;
Ainsi, Oe est constant quel que soit le point o) pris sur l'axe radical, c'est-à-dire que le cercle décrit de ce point comme centre rencontre toujours la ligne des centres Ce dans les mêmes points. Maintenant, observons que Os.O<fi ^r: — Oe ^Oa.Oa', et par conséquent
Ce qui prouve que les deux points e, y sont conjugués harmoniques par rapport aux deiix a, «' (73). Ainsi le théorème est démontré.
Corollaire, — Il résulte du théorème que tous les cercles précédents, décrits des points w de l'axe radical comme centi-es, ont pour axe radical commun la ligne des centres Ce des deux cercles proposés, pTiisqu'ils rencontrent cette droite dans les mêmes points e, y (réels ou imaginaires).
TRAITÉ DE GÉOUBTRIE SUPÉftlEVKE.
V. — Propriétés reiatii^s au quadrilatère circonscrit à deux cercles.
743. Les diagonales ih, gk du quadrilalère iglik circonscrit à deux cercles [fig- 162] renconU-ent la ligne des centres en deux points dont cliacun a la même polaire dans les deux cercles.
En effet, quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, les deux diagonales ih, gfc et la droite SS' qui joint les points de concours des côtés opposés forment un triangle dont chaque sommet a pour polaire le côté opposé (703). Donc le point e où la droite ih rencontre la droite SS' a pour polaire dans les deux cercles la droite gk ; et, pareillement, le point y a pour polaire la droite ih.
7àà. La circonférence décrite sur la droite qui joint les c de deux cercles, comme diamètre, passe par les quatre sommets du quadrilatère formé par les quatre tangentes communes aux deux cercles.
En effet, le rayon ch mené au point d'intersection des deux tangentes SA, SVi communes aux deux cercles divise en deux parties égales l'angle SA S' formé par ces tangentes, et le rayon Ch divise en deux parties égales le supplément de cet angle. Donc les deux rayons Ch et ch sont rectangulaires, et, par suite, le point/; est sur la circonférence décrite sur Ce comme diamètre. c. q. f. n.
745. Quand un quadrilatère est circonscrit h deux cercles, si d'un point on mène les tangentes aux deux cercles et des droites à deux sommets opposés du quadrilatère, ces trois couples de droites sont en involution.
En effet, les deux tangentes au premier cercle forment une involution avec les deux couples de droites menées aux deux couples de sommets opposés du quadrilatère (676), et de même les tangentes au second cercle. Donc trois quelconques de ces quatre couples de droites sont en involution (202).
Cette démonstration suppose que les quatre sommets du quadrilatère sont réels. En voici une seconde, qui s'applique au cas
où le quadrilatère n'aurait que deux sommets réels, savoir les deux centres de similitude.
autrement. Soient A, A' et B, ff les deux couples de tangentes (réelles ou imaginaires) menées d'un point P aux deux cercles; E, F les tangentes communes aux deux cercles menées par le centre de similitude S, et E', F' les deux tangentes communes issues du second centre de similitude S', tangentes réelles ou imaginaires.
On a, relativement aux tangentes au premier cercle issues des sommets du triangle PSS', l'équation (683)
smSPA.sinSPA' sinPS'E'.sitiPS' F' smS'SE.sinS'SF
inS'PA.sinS'PA'
et à l'égard du second cercle une équation semblable, dans laquelle les tangentes B, B' remplacent les tangentes A, A'. Les deux équations donnent évidemment celle-ci :
sinSPA . sinSPA' sin SPB . sin SPB'
sinS'PA.sinS'PA' sin S' PB. sin S' Pli' '
équation d'involntion (250).
Observation. ■ — Dans cette démonstration, les deux points S, S', que nous avons appelés les sommets opposés du quadrilatère circonscrit aux deux cercles, peuvent être définis par une autre propriété, qui est précisément celle sur laquelle est fondée la démonstration, savoir que chacun d'eux est le point de concours de deux tangentes, réelles ou imaginaires, communes aux deux cercles; ou , en d'autres termes encore, que, si par l'un des deux points on mène deux droites conjuguées par rapport à l'un des cercles, elles sont conjuguées par rapport à l'autre, d'où résulte que les tangentes aux cercles issues de ces points sont les mêmes.
746. Quand un quadrilatère est circonscrit à deux cercles, si l'on mène une tangente quelconque au premier et les deux tangentes parallèles au second, le produit des distances de la première tangente à ces deux-ci est au produit des distances de la même tangente à deux sommets opposés du quadrilatère dans une raison constante.
Supposons d'abord que les trois tangentes, au lieu d'être paraî-
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lèles, soient menées par un même point pris sur une droite fixe L; soient m, a et a' ces trois tangentes, et p., a, a.' les trois tangentes menées sembiablement d'un second point de la droite L. Soient h, U et 6, Ê' ies droites menées de ces deux points à deux sommets opposés du quadrilatère. Nous allons prouver que l'on a la relation
in(L,i).5.n(L,t') n[^.,gl.sin(f.,g') sin(L,«j.sm;L,«')-sm(L,6).sinlL,r)
En effet, considérons le triangle formé parla droite L et les deux tangentes ni et [j- au premier cercle ; de deux de ses sommets partent les quatre tangentes au second cercle «, fl' et a, a'; soient A, A' les tangentes menées par le troisième sommet, situé à l'intersection des deux tangentes m et fx ; on a dans ce triangle ( 683 )
(p.-') _Bin(»,A).,
sin(m,«).(
sin(L,«).sinlL,«')'sinlL,«).sinlL,«') sia(p, A).sin(f., A' )
Appelons B, B' les droites menées du point d'intersection des deux droites m et jj- aux deux sommets du quadrilatère. Trois couples de droites aboutissent à ces deux sommets, savoir b, b' \ ë, 6' et B, B', Ces droites partent des trois sommets du triangle formé par les deux tangentes m, [X et la droite L ; on a donc (683)
sin(^.f-),sm(m,6n . sin(p, ë) .sin(^, g') ^ sin(<».B] ■sin(m,B') sin(L,6).SLnlL,i')-sintL,6).sm(L,S') sm(f., Bj.sin (;., B'J '
Or le second membre de cette équation est égal à celui de l'équation précédente, parce que les droites m, fi, A, A' et B, B', issues d'un même point, sont en involution (745); les premiers membres des deux équations sont donc égaux ; ce qui donne l'équation que l'on veut démontrer.
Cela posé, on peut écrire l'équation de manière qu'elle ne contienne que des rapports anharmoniques, de sorte que, si l'on mène une transversale quelconque qui rencontre la droite L et les tangentes m, a, a' et b, V en des points désignés par les mêmes lettres, on aura
ma. ma' _ mh . mb' __
La. La' ' ÏXlÏ"' ^ <'""**-'
pnopiKETLS HEUTivES A m.vs. ciïncLEs. 4;
quel que soit le poinl do la droite L par lcf|iHd on a mené les tan gentcs.
Supposons maintenant que la droite L soit à l'intiiii ; les tan génies a, a' et les droites b, h' seront parallèles, et l'équation f réduit à
On peut prendre la transversale, qui est de direction arbitraire, perpendiculaire aux tangentes; alors l'équation exprime le théorème énoncé.
Ohservaiion. — L'observation relative au théorème précédent (745) s'applique ici ; c'est-à-dire que le théorème comprend le cas où le quadrilatère circonscrit aux deux cercles serait imaginaire et n'aurait de réels que deux sommets opposés.
VI. — Cas où un coxle se réduit à uii poinl
747. On peut avoir à considérer un point comme un cercle infiniment petit, et à la limite comme un cercle d'un rayon nul.
Les points d'intersection d'une droite et d'un cercle infiniment petit sont imaginaires; leur point milieu est, comme dans le cas général, le pied de la perpendiculaire ahaissée du centre sur la droite, et le carré de la demi-corde que les deux points imaginaires déterminent est égal au carré de la distance de la droite au centre du cercle pris avec le signe — . Cela résulte de l'expression générale (657), dans laquelle on suppose le rayon nul.
On peut dire plus généralement que le produit des distances d'un point de la droite aux deux points imaginaires est égal au carré de la distance de ce point au centre du cercle (657).
748. L'axe radical d'un cercle et d'un point jouit des mêmes propriétés que l'axe radical de deux cercles; c'est la droite qui rencontre le cercle et le point dans les deux mêmes points (imaginaires) ; en d'autres termes, c'est la droite sur laquelle se trouvent les deux points d'intersection du cercle et du point.
La tangente au cercle menée d'un point quelconque de l'axe radical est égale à la distance de ce point au point regardé comme cercle infiniment petit.
749. L'axe radical d'un point et d'un cercle est à égale distance du point et de sa polaire par rapport au cercle.
Car appelons t l'un des points (imaginaires) communs au cercle
G et au point e [Jig- i63), lesquels sont sur l'axe radical ftX; on aura, par rapport au point e, iis =; — Q.e (747),et,dansiecercle, ils := — Sîrt.îîrt', Donc lie =:€la.^a'. Donc, si l'on prend Qy^z: lie, les deux points e, y seront conjugués harmoniques par rapport aux deux a, a' (73), et, par conséquent, la polaire du point e relative au cercle G passe par le point y, à la même distance de l'axe radical que !e point e.
750. Le carré de la distance d'un point quelconque m du cercle au point est proportionnel à la dislance du même point m à l'axe radical (737).
11 en résulte cette propriété du cercle :
Etant pris un point fixe e dans le plan d'un cercle, il existe toujours une certaine droite fixe QX telle, que le carré de lu distance d'un point quelconque du cercle à ce point fixe est, à la simple distance du même point à la droite fixe, dans une raison constante.
Ainsi l'on a {fig. i63)
Cet axe iiX, qui correspond au point e, est à égaie distance de ce point et de son conjugue harmonique f par rapport aux deux points a, a' (7i9). On peut le déterminer par la proportion
751. La polaire d'un point par rapport à un cercle infiniment petit passe par le point qui représente ce cercle et est perpendiculaire à la droite menée du point à ce cercle.
Il s'ensuit que deux points conjugués par rapport à un point
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regardé comme cercle iiifiminent petit sont vus de ce point sous un angle droit.
ConOLiÂiuE. — Si les deux points conjugués sont pris sur l'axe radical d'un cercle et d'an point, ils seront aussi conjugués par rapport au cercle, de sorte qu'il en résulte ce théorème : Quand une droite ne rencontre pas un cercle, il existe, départ et d'autre de cette droite, un point d'où, l'on voit sous un angle droit le segment compris entre deux points conjugués quelconques par rapport au cercle, pris sur cette droite.
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CHAPITRE XXX
SYSTÈME DE TROIS OU PLUSlEOliS CERCLES AÏAM Lt BIÈME AXE RAI
752. Quand trois cercles ont deux à deux le même axe radical, toute transversale les rencontre en six points fonnanl une inuo- Itition dont le point central est sur l'axe radical.
En effet, soient a, a'; b, h' et c, c' les trois couples de points et o le point où la transversale rencontre l'axe radical ; on a
oa.oa'=ch.ob'^oc.oc' (723), ce qui prouve rinvoliitioii.
CobollAihe. — Quand la transversale est tangente à deux des trois cercles, les points de contact sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points d'intersection du troisième cercle
753. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un point (luelconaue m de V an on mène, dans une direction quelconque, une transversale qui rencontre les deux autres en deux couples de points a, a' et b, b', le rapport
a une valeur constante et toujours de même signe.
En effet, soient et, S et fi les points milieux des deux segments na', hb' et du troisième mm' intercepté sur la transversale par le troisième cercle ; on a
CERCLES AYANT LE MÊME AXE RADICAL
Or, les points x, $ et [^ étant les pieds des perpendiculaires abaissées des centres des trois cercles sur la Iransversalc, le rapport ^
est égal, numériquement et avec le même signe, au rapport des distances de l'un de ces centres aux deux autres. Donc, etc.
Remarijue. ■ — ■ Si l'on voulait démontrer seulement que la valeur
numérique du rapport —j^ — j-, est constante, il suffirait de remarquer que, les six points «, n',h, V , m, m' étant en involution (752), ou a l'égalité
l^^bT^b' ^ m'b.ni'b' '
On n'a à considérer, le plus souvent, que la valeur numérique du rapport; cependant ilpeutarriverqu'iijait lieu de tenir compte du signe, comme nous le verrons plus loin (761 ).
754. Quand trois cercles ont le même axe radical, les tangentes menées de cliaque point de l'un aux deux autres ont leurs longueurs dans une raison constante.
En effet, le rapport des carrés des tangentes menées d'un point m de l'un des cercles est égal au rapport
lequel est constant (753).
7S5. Quand trois cercles ont le même axe radical^ de chaque point de l'un on voit les deux autres sous des angles dont les moitiés ont leurs tangentes trigonométriques dans un rapport constant.
En effet, on ^[fig. i64)
tang fmC=:: — =^ — > tiing i m C = — 7 ■
langimC tangi'mC "
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Or îe rapporl des deus langenics ■ — ; est constant (754). Donc le
rapport des dewx tangentes trigo nom étriqué s est constant.
756. Si, sur la droite qui joint les centres de similitude de deux cercles, comme diamètre, on en décrit un troisième, ce cercle pa^se par les points d'intersection {réels ou imaginaires) des deux premiers, et de chacim de ses points on voit ceux-ci sous deux angles égaux.
Par les centres de similitude de deux cercles on peut en faire passer un troisième ayant le même axe radical avec ces deux-là, parce <jue les deux centres de similitude forment une involulion avec les points a, b et d, h' appartenant sur la même droite aux deux cercles (721).
Le rapport des carrés des tangentes aux deux cercles, menées
d'unpointde ce troisième, est constant (7S4) et égal à ;^-/'- ^^Ôïâ" Donc, d'après le théorème précédent, les deux angles soas lesquels on voit, d'un point quelconque du troisième cercle, les deux autres, sont égaux. c. q. f- d.
757. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un point on leur mène des tangentes, les trois cordes de contact concourent en un même point.
En d'autres termes, les polaires d'un même point relatives aux trois cercles concourent en un même point.
En effet, soient un point P, et P'ie poîntd'inlersectiondc ses polaires relatives à deux des cercles. La droite PP* rencontre les trois cercles en trois couples de points a, a' ; b, b' et c, c', qui sont en involution (752). Or les deux points P, P* sont conjugués harmoniques par rapport aux deux a, a et aux deux b, b' (684), et par conséquent sont les points doubles de l'involution. Donc ils divisent harmoniquement le troisième segment ccf ; donc la polaire du point P relative au troisième cercle passe par P'; ce qui démontre le théorème.
CERCLES AVANT LE MÊME AXE RADICAL
Remarque. — Les deux points P, P", qui sont conjugués par rapport à chacun des trois cercles, sont situés de part et d'autre et à égale distance de l'axe radical; car ils sont les points doubles d'une involmion dont le point central est sur l'axe radical (752).
768. Quand un triangle est inscrit clans un cercle, si par deux points de la circonférence irréels ou imaginaires) on mène six cercles tangents, deux: à deux, respectivement aux trois côtés du triangle, les six points de contact sont trois à trois, sur quatre droites.
On peut dire encore que les six points de contact formenl les quatre sommets et les deux points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère dont les diagonales et la droite qui joint ces deux points de concours sont, en direction, les trois côtés du triangle.
En effet, soient a, b, c [fig. i65) les points de rencontre des trois côtes du triangle ABC par la corde PP', et a, ê, y trois des points de contact sur les trois mêmes côtés respectivement.
On a, en représentant par (A, X), (B, X), (C, X) les distances des trois sommets A, B, C à la corde PP* qui est l'axe radical commun au cercle proposé et aux cercles tangents aux côtés du triangle ,
(li,X}'
Ba {It,X) ce
ci" (C.X)' XS'
(C,xl (A,X)
D'où résulte
By C« AS ~ ■
Ainsi trois quelconques des six points de contact, pris sur les trois côtés respectivement, donnent lieu à cette équation; ce qui prouve que les trois points sont en ligne droite, ou bien que les droites menées de ces points aux sommets du triangle se croisent en un même point. Or cela ne peut avoir lieu qu'autant que les sis points seront les quatre sommets et les deux points de concours des côtés opposés d'un même quadrilalèrc. Le théorème est donc démontré.
autrement. Le point a est le point central d'une invoîution
i CEOUËTRIIJ
dans laquelle les deux sommets B, C sont deux points conjugui et le point k un des points doubles (752). On a donc
t pareilleni
Multipliant membre à membre ces trois équations, on en obtient une dont le second membre est égal à l'unité, parce que les trois points a, b, c sont en ligne droite ; et cette équation se réduit à
comme ci-dessus.
759. Quand les côtes d'un angle [jtg. i66) rencontrent deux cercles C, C, chacun en quatre points, savoir, a, b, c, d sur l'un, et a', b', c', d' sur l'auire, deux cordes ad et bc, sous-tendues par cet angle dans le premier cercle, rencontrent deux cordes a'd', bV, sous-tendues dans le second cercle, en i/uatre points m, n, p, q qui sont situés sur un même cei-cle, et ce cercle a le mémo axe radical avec les deux C, C.
Prouvons d'abord que par deux points situés sur une même corde de l'un des ccrcres, par exemple, par les deux points m et n situés sur la corde ad du cercle C, on peut faire passer un cercle ayant le même axe radical avec les deux proposés C et C. En effet, le quadrilatère a'b'c'd' étant inscrit dans le cercle C, les deux couples de points «, d et m, n, et les deux points d'intersection du cercle C par la droite mn sont en involution (665), Donc, par les deux points m, n on peut faire passer un cercle ayant le même axe radical avec les deux C, C (752). Par la même raison, ce cercle, qui est déterminé parle seul point m, passera parle point </ situé, avec m, sur la corde a'd' du second cercle C; et passant par
CERCLES AVANT L
le point q, il passera parlepoinl^ situé, aveoiji, sur la corde bc du cercle G. Donc le même cercle passe par les quatre poinLs m, n,p,q.
CoROLLAiiiES. — Ce théorème est susceptible de divers corollaires auxquels donne lieu la diversité des positions que peuvent prendre les deux transversales qui forment îes côtés de l'angle que l'on y considère.
I. Si l'une de ces droites est tangente à l'un des cercles, les deux cordes dans ce cercle partent du point de contact; et si la seconde droite est aussi tangente au même cercle, les deux cordes se confondent en une seule. Cette corde unique détermine sur les deux cordes du second cercle deux points par lesquels passe un cercle tangent à ces deux cordes et ayant le même axe radical avec les deux cercles proposés.
On conclut de là que réciproquement :
Quand plusieurs cercles ont le même axe radical, si par un point de l'un on mène deux tangentes à chacun des autres, les cordes que ces deux droites interceptent dans le premier cercle enveloppent un autre cercle ayant le même axe radical avec les proposés.
II. Les deux côtés de l'angle peuvent se confondre; alors les cordes interceptées dans les deux cercles deviennent des tangentes , et l'on a ce théorème :
Si une transversale rencontre deux cercles en quatre points, et qu'on mène les tangentes en ces points, les deux tangentes au premier cercle rencontrent les tangentes ctu second en quatre points situés sur un même cercle, lequel a le même axe radical avec les deux cercles proposés.
III. Si l'un des côtés de l'angle est tangent à la fois aux deux cercles {Jig- i*>7)( le théorème prend cet énoncé :
Étant donnés deux cercles, et étant menée l'uiie de leurs tangentes communes, si l'on prend les deux points do contact pour sommets de deux angles qui interceptent dans les deux cercles, respectivement, deux cordes situées sur une même transversale, les côtés de ces deux angles se rencontreront en quatre points
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situés sur un même cercle qui passerapar les points d' intersection des deux proposés.
Ainsi les deux cordes c«, cb dn premier cercle rencontrent les deux c'a', (fb' du second, en quatre points ;w, », p^ (j situés sur un cercle qui passe par les points d'intersection (réels ou imaginaires) des deux premiers.
Autrement. On peut démontrer directement ce théorème et lui donner un énoncé plus complet, en ajoutant que : Si la, transversale sur laquelle sont, les cordes interceptées dans les deux cercles, tourne autour d'un point fixe de leur tangente commune, le troisième cercle reste toujours le même.
En effet, soit p le point où la transversale a^ rencontre la tangente commune te'; on a dans le triangle mc(^, coupé par la transversale ùaa',
<ic:z= D.sinc et a'f' — D'.sinc'', D et IV étant les diamètres des deux cercles ; d'où
L'équation devient donc
pc_ ma. me D^ _ mti.mc _ £ . pf
p"7 ma', me' D ~ ' "" ma' . me' ~ D' ' ol''
Donc, quand la transversale tourne autour du point p, le rapport ■■■■,' ■■■-, reste constant ; ce qui prouve (753) que le point m décrit un cercle ayant le même axe radical avec les deux premiers,
760. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un point quelconque de l'un on mène une tangente à chacun des deux autres et ^u'on unisse les points de contact par une droite, les
NT LE MËilE AXE RADICAL. ^Sli
cordes interceptées par les deux cercles sur cette droite sont entre elles dans un rapport constant.
C'est-à-dire qu'on a ( fig. i68)
al,=r aR.sinPut et «'6'= 2R'. s'inP^'i'
R, R' étant les rajons des cercles.
Donc
«i^ _ R sinPa6 _ R Pa JV ~^ R" siiiPn'fc' ~ R' P« '
Or,, le point P étant sur un cercle qui a le même axe radica! avec les deux proposes, le rapport — — est constant (754). Donc
—--- = const, c. y. F. I,.
Réciproquement : Si l'on mène une transversale sur laijaelle deux cercles interceptent deux cordes ab, a'b' qui soient dans un rapport constant, les tangentes aux deux points tels t/ue a et a' se rencontreront en un point dont le lieu géométrique, quand la transversale changera de position, sei-a un cercle passant par les points d'intersection des deux proposés.
Car, de la relation -7-- ^^consl. on conclul, comme on vient de
le voir, -^, = const. Ce qui démontre le théorème.
CoROLLAiME. — En ne considérant qu'une transversale et les quatre tangentes en a, b et a', h', on en conclut que les deux premières rencontrent les deux autres en quatre points situés sur un même cercle; ce qui est un des corollaires du lliéorème (759).
761. Quand trois cercles ont le même axe radical, si d'un point de l'un on iiièite une tangente à chacun des doux autres, et
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qu'on joigne les points de contact par une droite sur laquelle les deux cercles interceptent deux cordes ab, a'b'; que l'on place les lettres a, b, a', b' aux extrémités de ces cordes, de manière que
le rapport —^, soit toujours de même signe, puis, que l'on pj'enne
les deux points qui divisent harmoniquement chacun des deux segments aa', bb'; le lieu de ces points sera un quatrième cercle ayant le même axe radical avec les proposés.
En effet, soient e, y les deux points qni divisent harmoniquement les deux segments aa' et bb'; on a
Or le rapport -^ est constant, d'après le lliéorème (760), et de même signe, par hjpotlièse ; donc le rapport — ,—-r, est aussi constant et de même signe ; ce qui prouve que le point e est sur un cercle qui passe par les points d'intersection des deux cercles proposés {7S3).
762. Réciproquement : Etant donnés trois cercles ayant le même axe radical, si l'on mène une droite qui rencontre les deux premiers en deux couples de points a, b et a', b' tels, que les deux segments aa', bb' soient divisés harmoniquement par le troisième cercle, les tangentes au premier cercle en s. et h rencontreront les tangentes au deuxième cercle en a' et h' en quatre points situés sur un cercle qui passera par les points d'intersection des cercles proposés.
En efFet, soient e,f\es points où la transversale rencontre le
troisième cercle. Puisque le point e est sur ce cercle, — 7~ri ^^^
constant (753).
Mais, les deux points e,y"divisant harmoniquement les deux segments lia', bV , on a
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Ce qui prouve que les tangentes on a et a' se coupent sur un cercle (760). c. q. f. d.
763. Qua/id trois cercles ont le même axe radical, si chaque point de l'un est pris pour le sommet commun de doux angles circonscrits aux deux autres, le rapport des sinus de ces angles est dans une raison constante, d'une part, avec le rapport des carrés des cordes de contact qu'ils interceptent dans les deux cercles ; et, d'autre part, avec le rapport inverse des carrés des distances du point du premier cercle aux centres des deux autres.
En effet, le quadrilatère fl/niC {fig- 169) est inscripllble; par conséquent, on a
I! en résulte ces deux expressions de sin amli :
s'iaamb = — :
zR.am
et sinrtH6=-^^
On a de même, dans le second cercle,
— =Ji
mC
Donc
ninamb f^ a m ûna'mb' R am
: 7h' R am ^
Mais -r- = coiist. (754). Don,
C, etc.
7Gi. Quand trois cercles ont le même axe radical, si cha/fue point de l'un est pris pour le sommet commun de deux angles
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cù-cojiscrits aux deux autres, les segments que ces angles interceptent sur une transversale parallèle à la droite menée de leur sommet à un centre de similitude des deux cercle s sont entre euxdans un rapport constant.
En effet, on ^{/'g- 171)
•,S _ R.^w T/IA.IB I'A'.I'B'\ CP' \
Or les points I et I', qui sont les pôles de la dn ligne droite avee le centre de similitude S, et l'oi
lA.lB l'A'.I'B'
Si l'on mène une transversale parallèle à mS, les segments que les deux angles formeront sur celte droite auront leur rapport égal au premier membre de cette équation (f>28). Mais le second membre est constant (TSi), Donc, etc.
765. Lemme. — Quand deux cordes d'un cercle Jont entre elles un angle injiniment petit, le rapport des segments formés sur l'une d'elles par leur point d'intersection est égalau rapport des arcs de cercle compris entre les deux cordes.
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C'est-à-dire que l'on a {f'g- 172) tj ^^Jjl'
En effet, que du point i comme centre et avec les rayons ia et il/
on décrive les arcsrto:, lié, on aura— = -r-s* Mais les deux Lriangles ' ' ib lie ^
aaa', bêb', qu'on peut considérer comme rectilignes, puisque les
côlés aa', hb' sont infiniment peliLs, sont semblables, parce qu'ils
sont rectangles et que les angles en a' et h' sont égaux. On a donc
766. Étant donnés trois cercles ayant le même axe radical, si un angle dé grandew variable inscrit dans l'un, et dont les côtés sont tangents aux deux autres respectivement, se meut de manière que son sommet et ses deux côtés glissent sur les trois circonférences, la corde que cet angle intercepte dans le premier cercle roule sur un quatrième cercle ayant le même axe radical avec les trois premiers .
Considéronsl'angledansl'une de SCS positions; ^o\enla[fig. ijZ) son sommet sur le premier cercle, 6, y les points où ses côlés touchent les deux autres cercles, et bc la corde qu'il intercepte dans le premier. Soit b'a'd une seconde position de cet angle, infiniment voisine de la première; les côtés ac, a' (I se coupent au point de contact Ê et les côtés ah, a'V au point de contact f. Soit a le point d'intersection des deux cordes ic, 5' </; ce sera le point où la première hc touche sa eoiu-hc enveloppe. On a, d'après le
Désignons par («, X}, (è, X), (c, X) les distances des trois points a, b, c à l'axe radical des trois cercles; on a
suriîitiEUBE.
Ce qui prouve que le point a. est le point de contact d'un cercle tangent à la corde hc et ayant le même ase radical avec les proposés; ce cercle est donc tangent à la courbe enveloppe de la corde bc. Pour le point infininaent voisin sur cette courbe enveloppe, on aurait encore un cercle tangent. Ces deux cercles auraient donc un point commun, ce qui exige qu'ils se confondent, parce que les deux cercles, ayant déjà deux points communs sur leur axe radical, ue peuvent pas en avoir un troisième. Donc la courbe enveloppe de la corde bc est un cercle qui passe par les points d'intersection (réels ou imaginaires) des trois premiers. Le théorème est donc démontré.
Le théorème s'étend à un polygone quelconque
Quand plusieurs cercles ont le même axe radical, si dans l'un on inscrit un polygone dont tous les côtés, moins un, soient tangents aux autres cercles, puis i/ue l'on déforme ce polygone en Jaisant glisser ses sommets sur le premier cercle et ses côtés sur les autres cercles, le dernier côté enveloppera un cercle ayant le même axe radical avec les premiers.
En effet, il est facile de voir que, le théorème étant démontré pour un triangle, on en conclut qu'il a lieu pour le quadrilatère, puis pour le pentagone, etc.
ConoLLAiRE. — Il suit de là que ; Quand un polygone inscrit dans un cercle a ses côtés tangents à autant d'autres cercles ayant
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tous le même axe i-adical avec le premier, on peut inscrire dans ce cercle une infinité d'autres polygones du même nombre de côtés, dont tous les côtés soient tangents aux autres cercles, un. à un, respectivement ( ' ).
Ces beaux théorèmes sont dus à Ponceict. La démonstration précédente diffère de celle du Traité des propriétés projeciives des figures (p. SaS), excepté dans le raisonnement final relatif à la courbe enveloppe. Cette démonstration s'appliquera d'elle-même aux sections coniques.
( ■ ) Nous terrons, dans la Théorie des secllons coniques, qiio ces polygones joiii^ sent d'une propriété bien remarquable : c'esl qu'il n'est pus nécessaire de prendre les cercles toujours dans le mënie ordre pour délerminer la direction des cOtés consécutifs d'un polygone. Quels que soient les cercles qu'on attribuer» aux eûtes consécutifs, un à un, respectivement, le polygone se l'ermeta toujours, s'il se ferme une
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768. Quand deux cercles ne se coupent pas, il existe sur la ligne des centres deux points e,ydont chacun a la même polaire dans les deux cercles; la polaire de l'un passe par l'autre : ce sont les deux points qui divisent harmoniquement les deux diamètres situés sur la ligne des ceulres. Ces points sont imaginaires quand les deux cercles se rencontrent, parce qu'alors les deux diamètres empiètent l'un sur l'autre (216).
Le point situé à l 'infini dans une direction perpendiculaire à la ligne des centres jouit aussi de la propriété d'avoir la même polaire dans les deux cercles : cette droite est la ligne des centres. Mais nous ne considérerons ici que les deux premiers points e,J.
Si l'on regarde ces deux points comme des cercles d'un rayon infiniment petit, chacun d'eus aura le même axe radical avec les deux cercles proposés.
Car chacun de ces points a pour axe radical avec chacun des deux cercles un axe passant par leur milieu (745).
769, Si, ■^w >ine transversale menée arbitrairement, on prend les deux points conjugués à la fois par rapport à deux cercles, ces points sont vus de chacun des deux points e, f sous un angle droit.
En effet, la transversale rencontre les deux cercles et le point e, considéré comme un cercle infiniment petit Ç^^'^), en trois couples de points en involution (7S2); les deux pointa conjugués par rapport aux deux cercles son tics points doubles de l'involution (2H); par conséquent, ils sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points d'intersection du cercle e; donc ils sont vus du pointe sous un angle droit (7S1).
POINTS AVANT MËUE POLAIRE DANS DEUX CERCLES. ijgi
770, Quand deux cercles sont, coupés par une transversale, les cordes qu'ils interceptent sur celte droite sont vues, de l'un quelconque des deux points e, f, sous des angles qui ont la mâmc bissectrice ou dont les bissectrices sont rectangulaires.
En effet, soient e et 9 (Jig- '74) les deux points qm divisent harmonique ment les deux cordes aë, a'ë'; les deux droites es, etf sont rectangulaires (769); donc elles sont les bissectrices des angles aeS, a'eS' et de leurs suppléments (8i)- Donc, etc.
Corollaire I. — Si la transversale est tangente au cercle C (fig- 175)1 la droite menée du point e au point de contact et' est la bissectrice de l'angle aeS ou de son supplément.
ConOLLÂiKE II, — Si la transversale est tangente aux deux cercles {/ig- 1711)) les deux angles aeS, a'eê' deviennent infiniment petits, et les bissectrices sont les raj'ons ea, eoi' menés aux points de contact; le théorème peut donc s'énoncer ainsi :
Si l'on mène une tangente commune à deux cercles, les points de contact sont vus de chacun des points e, f sous un angle droit.
Autrement. Pour démontrer directement ce théorème, il suffit de remarquer que les points de contact de la tangente commune aux deux cercles sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points d'intersection du cercle e par cette tangente (752, coroll.)., d'où l'on conclut que ces deux points de contact sont vus du point e sous un angle droit (751 ).
771 , Etant donnés deux cercles C, C qui ne se rencontrent pas, si autour du point e, qui a la même polaire dans les deux cercles [fig- 177)1 on Jait tourner un angle droit dont les côtés rencontrent respectivement les deux cercles en a et a', la droite aa' détermine sur les deux cercles deux autres points b, b' :
i" L'angle beb' est droit;
2" Les tangentes aux deux cercles en leurs points a, a' ou h, h' ont leur point de concours sur un troisième cercle qui passe par les points d 'intersection des deux proposés;
3° Enfin, les deux cordes ab et a'b' sont entre elles dans un rapport constant.
49'^ THMTE DE GEOMETRIE SUPERIErBE. — CHAPITRE XXXI.
En effet, considérons le point e comme un cercle infiniment
petit, ayant le même ase radical avec Jes deux premiers (768), et appelons e et (p les points d'intersection (imaginaires) de ce cercle par la droite aa' ; les Irois couples de points a, b; a', h' et e, ç sont en involution (752). Or les deux a et a' sont conjugués par rapport au cercle infiniment petit (751), et, par conséquent, par rapport aux deux points £ et ip (696). Donc les deux b et h' sont aussi conjugués harmoniques par rapport aux deux e, cp (283) et sont, par conséquent, conjugués par rapport au cercle infiniment petit. Donc l'angle beV est droit.
Maintenant, puisque les deux points ï, 9 qui divisent harmonlquement les deux segments aa' et bU appartiennent au cercle e, qui a le même axe radical avec les deux cercles proposes, il en résulte, d'après le théorème (762), que les tangentes à ceux-ci menées par les points «, a' se coupent sur un cercle qui a le même axe radical avec les deux proposés; et, par suite, que les deux cordes ab. a'b' sont entre elles dans un rapport constant (760).
Le théorème est donc démontré.
772. Quand ti-ois cercles ont le même axe radical, si l'on mène une transversale quelconque qui rencontre le premier en deux points a, a' et les deux autres en deux points m, n respectivement, on a [fig. 178)
sin
mea.ûnmea'
■ = const. :
MA. MA
sin).
lea.sm mea'
Donc, etc.
CoBOLiAiRE. — Si la transversale est tangente au premier cercle
POIKTS AÏAKT MEME POLAIRE DANS DEUX CEBCLKS
en un point /, on aura
Jtemafqne. — ■ En désignant par a, f;i, v les centres des trois
, MA. MA' Me S^x . t'-e ,„..,,, , ,
cercles, on a — — rrrr • ::z^ ^ — • ■ — i'oô), rapport aiiharmo- ' NA.NA' ^^^ VK vc ^ '' '^i
nique des quatre points a, jU, u, e.
773- Quand deux cercles C, C {fig- 179) ne se rencontrent pas, si deux tangentes à l'un C rencontrent l'autre en quatre points a, b et a', b', les distances de ces points au point e, qui a la même polaire dans les deux cercles, sont proportionnelles aux distances des mêmes points à la corde de contact des deux tangentes au cercle G.
En eiFet, concevons qu'un troisième cercle, ayant le même axe radical avec les deux proposés, passe par le point d'intersection o des deux cordes ab, a'b' àii cercle C, qui sont tangentes en i et 1' au cercle C; on aura, d'après le théorème précédent,
Les deux triangles
Mais le rapport — est égal au rapport des perpendiculaires
abaissées des points a el o sur toute droite passant par le point i, et par conséquent sur !a droite ii' ; on a donc, en appelântdst, ow ces perpendiculaires,
On a de même, en appelant a'<x' la distance du point «' à ia droite ii'.
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Et, puisque les deux rapports de sinus sont égaux, il s'ensuit
Or ce qui est démontré pour le point a' s'applique au point b'\ et co qui est démontré du point a à l'égard des deux a' et i' doit s'entendre aussi du point b. Il en résulte donc que les quatre rapports— -, --- sont égaux (' ). f.. q. F. n.
774, Quand deux cercles C, C {Jig- 179) «e se rencontrent pas, si d'un point o on mène les tangealns à l'un d'eux, les^ i/uelles rencontrent le second en deux couples de points a, b et a', b', les droites menées du point e, ^ui a la même polaire dans les deux cercles, aux points a, b, a', 1/ et o donnent lieu à l'équation
t;ins^acf)_bmg|^V<, tang j beo tang ^- b'eo OU
selon que lecercle C, auquel sont menées les tangenLes, st-, trouva dans l'intérietD- ou à l'extérieur du cercle C.
Supposons que le cercle G' soit dans l'intérieur de C. Soient aa;, 66, «'«', b'B' les perpendiculaires abaissées des points a, A, a', b' sur la droite ii' qui joint les points de contact des deux tangentes au cercleC; les quatre rapports — 1 — . ■•• sont égaux, comme il vient d'être démontré. Toutefois, ils n'ont pas le même signe : si les deux ■ — ) -,-t souL regardés comme positifs, les
bê i'S'"
bS, i'S' n'ont pas la même direction que les deux ait, a'a^. D'après cela, si, sur les deux rayons ea, ea! et sur le prolongement des
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lIcuk eh, eV au delà du point e, on prend qualre segmenls respectifs eA, eA', eB, elî' proporlioniicls aux quatre rapports —■,
—t—.i -r-i -r-;) c'esl-à-dire eA = X — j ■■-. les quatre points A, B, n'a b^ bW aa, ^ '
A', B' seront sur une circonférence de cercle ayant son centre au
point e. Mais, d'après les relations
les deux quadrilatères abh'a' et ABB'A' sont liomologiques par rapport au point e, centre d'homologie (S39). Donc les deux côtés AB, A'B' du second se coupent en un point O situé sur la droite eo. Or on a, dans le cercle,
tangiAeO.tangjBeO = tang-^A'eO. taiig-| B'eO (709, comlL),
ou, en égard aux directions des lignes cB, el?,
taLig|«'o __ tangua' eo tang-beo tang^ b'co
Ce qu'il fallait démontrer.
Quand le cercle C est extérieur au cercle C, on démontre de la même manière que l'équation est
taTig^neo.tangl^'co := tiing-j(i'eo.tiingi^6'eo.
lAPITHE XXXII.
CHAPITRE XXXII
S CERCLES QUELCONQUES. — COKTACTS DES CliRCLËS.
I, — Propriétés relatives à trois cerclis.
775. Trois cercles, situés d'une matiière quelconque, donnent lieu, étant pris detix à deux, à six centres de similitude ; ces six points sont, trois à trois, sur quatre droites, de manière que sur l'une de ces droites se trouvent les trois centres de similitude directe, et, sur chacune des autres, deux centres de similitude inverse et un centre de similitude directe.
En effet, considérons, dans les U-ois cercles, dont les centres sont 0,0', O", trois rayons parallèles Oa, 0'a\0"a". La droite ac/ marque sur 00' un centre de similitude des deux cercles 0, O'; et ainsi des deux autres droites a'a", a"a. Or les deux triang-les OO'O" et aa'té' ayanl leurs sommets situés, deux à deux sur trois droites parallèles, les points de rencontre de leurs côtes, deux à deux respeclivement, sont en ligne droite (374) : c'est-à-dire que les centres de similitude, déterminés par les trois droites aa', a'a", (é'a, sont en ligne droite. Mais, si les trois rayons sont de même direction, chacune des trois droites passe par un centre de similitude directe (719); et si l'un des trois rayons est de direction contraire à celle des deux autres, celui-ci donne lieu à deux centres de similitude inverse, et les deux premiers à un centre de similitude directe. Le théorème est donc démonti'é.
776, Les axes radicaux auxquels donnent lieu trois cercles, pris deux à deux, concourent en un même point.
En effet, soit w le point d'intersection des axes radicaux du cercle O, avec les deux G' et O", et concevons qu'une droite
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menée par ce poinl rencontre les trois cercles en trois couples de points a, a' ; b, b' et c, </ ; on aura les deiix égalités
wrt.w'!' = «i. '■>&', .^a.^a =,àc.r„c' (723, coi-olL).
Ce qui prouve que le point w appartient à l'axe radical des deus cercles O' et 0".
777. Étant donnés trois cercles, si par un mâme point on en mène trois autres passant, respectivement, par les points d'intersection des trois premiers, pris deux à deux, ces trois ceixles se couperont en un même point.
Soient U, C et C les trois cercles donnés ; par un point P on en mène trois autres A, A' et £ tels, que le premier A passe par les points d'intersection ( réels ou imaginaires ) de U et C, le second A' [)ar les points d'intersection de U et C, le troisième S par les points d'intersection deC el Cil faut prouver que ces trois cercles se coupent en un même point.
Soit P' le point d'intersection des deux A et A' : le segment PF forme une involution, d'une part avec les segments faits par les cercles U et C sur la droite PP", et d'autre part avec les segments iaits par les cercles U et C (7^2). Donc le segment PP' et les segments faits par C et G'sont en involution. Donc parles deux points P et P' on peut mener un cercle passant par les points d'intersection de C et C Ce cercle sera £.
778. Le tliéorèmc peiit prendre l'énoncé suivant, d'après lequel les deux points P, P', communs aux trois cercles A, A' et 2, pourront être imaginaires :
Etant pris sur un cercle U deux couples de points, réels ou imaginaires ['), si par les deux premiers points on mène deux cercles t/uelcon^ues C, A, et par les deux autres deux cej-cles,
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aussi quelconques, G, A', ceux-ci rencontreront, respectivement, les deux C, A en quatre points situes sur un même cercle.
En effet, appelons P, P' les points d'intersection ( réels ou imaginaires) des deux cercles A, A'. Le segment PP" forme une involution, d'nne part avec les segments que les deux cercles U et Cfont sur la même droite (752), et d'autre part avec les segments faits par les deux cercles U, C. Donc le segment PP' et les deux que les cercles C, C font sur la même droite sont en involution. Donc par les deux points P, P' on peut mener un cercle qui passe par les points d'intersection de C et C; ce qui démontre le théorème.
II, — Contact des cercles. Cercle tangent à trois auti'cs.
779. Quand un cercle est tangent à deux autres, les points de contact sont en ligne droite awec l'un des centres de similitude de ceux-ci, et les tangentes en ces points se coupent sur l'axe radical de ces deux cercles.
La première partie de celle proposition résulte du théorème (775), puisque le point de contact de deux cercles est un de leurs centres de similitude (719); et la seconde partie, du tlicorèmc (776), parce que la tangente commune à deux cercles est leur axe radical.
780. Etant donnés deux cercles O, O' [fig- i8o) auxquels on mène deux cercles tangents C, C, le premier en M et m,, et lu second en N et n,, de manière que les deux di'oites Mm, et Nn, passent par un même centre de similitude des deux cercles O, O' :
i" L'axe radical des deux cercles C, C passera par ce point ;
2° Un centre de similitude de ces deux cercles se trouvera sur l'axe radical des deux O et O', à l'intersection des deux cordes MN, m,n,.
En effet, i°on a SM.Sm, = SN.S«, (733). Donc le point S appartient à l'axe radical des deux cercles C, C ( 723, coroll. ).
a" Les deux droites MN, m^n^ se coupent sur l'axe radical des deux cercles O, O' (730). Chacune d'elles passe par l'un des centres de similitude des deux cercles C, C (779) ; il faut prouver que c'est par le même. Supposons que S soit un centre de simili-
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lude directe, les deux poiiiLs M et m, seront nécessairement deux centres de similitude'de même nom ( directe ou inverse ) du cercle C avec les deux O, O' (775), Et de même des deux points N, n,. Donc les droites MN et 7)i|«i joignent, chacune, deux centres de similitude tels, que si les deux premiers sont de même nom ou de noms différents, il en est cîeméme des deux autres ; par conséquent, dans les deux cas, les deux droites passent par un même centre do similitude des deux cercles C, C (775).
Le raisonnement est le même si le point S est un centre de similitude inverse. Le théorème est donc démontré.
781. Le centre de similitude des deux cercles G, C est sur l'axe radical des deus O, O' à l'intersection de la corde MN (780). Par conséquent, ce point peut être pris arhitrairement, c'est-à-dire que;
Une droite L étant menée par l'un des centres de similitude de deux cercles O , O', et un point étant pris sur leur axe radical, on peut déterminer deux cercles C, C tangents aux deux O, O', qui aient pour axe radical la droite L, et pour centre de similitude le point donné.
Il suffît de mener par ce point une droite passant par le pôle de la droite L par rapport à l'un des cercles O, O'; cette droite marquera sur ce cercle les deux points de contact des deux cercles tangents qui satisfont aux deux conditions de la question,
Mener un cercle tangent à trois autres
Soient O, O', O" les trois cercles proposés,- et S, S', S" leurs trois centres de similitude directe.
On peut mener deux cercles tangents à l'un des trois O, O', O", qui aient pour axe radical la droite SS'S" et pour centre de similitude le point de concours des trois axes radicaux des cercles O, 0', O"; et, d'après le théorème précédent, ces deux cercles seront tangents à chacun des deux autres cercles.
Pour déterminer ces cercles, on cherchera les pôles de la droite SS'S" dans les cercles O, O', O" ; et l'on mènera par ces points des droites concourantes au point d'intersection des trois axes radi-
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eaux; ces droites rencontreront, respectivement, les trois cercles en des points qui seront les points de contact de deux cercles satisfaisant à la question.
Pour chacune des trois autres droites sur lesquelles se trouvent, trois à trois, les six centres de similitude des trois cercles proposés, on aura deux autres cercles tangents. De sorte qu'il existe, en général, huit cercles tangents à trois cercles donnés.
783. Cette solution d'un problème qui a été résolu, dans tous les temps, de bien des manières, est la plus simple ('); elle se prête à tous les cas particuliers qui résultent des bypolbèses que l'on peut faire à l'égard des trois cercles, en supposant qu'ils deviennent des points ou des droites.
Quand un cercle se réduit à un point, ce point est lui-même son centre de similitude avec un autre cercle; et nous avons vu que l'axe radical est à égale distance du point et de sa polaire par rapport au cercle (749).
Quand un cercle devient une ligne droite, parce que son rayon est devenu infiniment grand, son axe radical avec un autre cercle est cette droite elle-même. Les points que l'on considérera comme les centres de similitude de la droite et d'un cercle sont les extrémités du diamètre de ce cercle perpendiculaire à la droite. Car ce sont les points qui conservent une propriété caractéristique des centres de similitude, savoir que le rectangle des distances d'un centre de similitude à deux points homologiques ou anti-homologues est constant (734).
(') Cette aolulion est due à Gergonne (voir Âii:>ales de Mmhéminii/ui-s, t. IV, p. 3f{9, année iS]4)' M, Gaultier, de Tours, en avnit beaucoup approché, dans son Mémoire sur les moyens généraux de camiruire graphiquement un cercle déterminé par trois conditions et une sphire déterminée par quatre conditions (voir Journal de l'École Polytechnique, XVI" Cahier, iBi3); ear il démontre : i° que chaque droïlo telle que SS'S", qui contient trois des eii centras de similitude des trois cercles proposés O, 0', O', est l'axe radical de deux cercles C, C satisfaisant à la question; î" que la corde qui joint les deni points de contact de ces cercles avec l'un des trois O, 0', 0" passe par le point de concours des trois ases radicauï de ceux-ci; 3' que les tangentes en ces deui points de contact ont leur point de rencontre sur la droite SS'S". Pour conclure de là In conairuclion précédente, il suffisait de remarquer, comme conséquence de cette dernière proposition, que la corde qui joint les deux points de contact sur l'un des cercles proposés passe par le pâle de la droite SS'S" relatif il ce cercle, iiuisque le pû/c de cette corde est, lui-niÉmo sur cette droite.
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On a, en effet,
SM.Smi~coast. (681).
784. D'après cela, on applique sans aucune difficulté la solution générale aux cinq questions suivantes :
1° Mener par un point un cercle tangent à deux cercles.
La question admet quatre solutions, parce qn'il y a deux droites qu'on peut considérer comme contenant chacune trois centres de similitude.
a° Mener un cercle tangent à deux cercles et à une droite. Huit solutions, parce qu'il y a six centres de similitude placés, trois à trois, sur quatre droites dont chacune donne lieu à deux solu-
3" Faii-e passer par deux points un cercle tangent à un cercle donné.
Deux solutions seulement, parce qu'il n'y a qu'une droite qu'on puisse regarder comme contenant trois centres de similitude, savoir, la droite qui joint les deux points proposés.
4" Mener un cercle tangent à un cercle et à deux droites.
Huit solutions, répondant, deux à deux, aux quatre droites qui joignent les centres de simihtude relatifs au cercle et à l'une des droites proposées, aux centres de similitude relatifs à l'autre
5" Mener par un point un cercle tangent à un cercle et à une droite.
Quatre solutions répondant, deux à deux, aux deux droites menées du point proposé aux deux centres de similitude relatifs au cercle et à la droite.
i: GEOMliTRlE SUPERIEfRE. ■
I. — Ce qu'on entend par Vexprcssion cercle imaginaire
785. Quand les formules ou relations qui ont servi à déterminer des points ou des droites relatives à un cercle, et à démontrer quelque proposition, contiennent le rayon du cercle au carré et non à la première puissance, si l'on suppose ce carré négatif, les expressions subsistent, ainsi que les résultats qui s'y rapportent; c'est-à-dire qu'elles donnent lieu encore à des points et des droites, et à des propositions y relatives ; mais ces points et ces droites se trouvent différents des premiers, ou plutôt dans des positions différentes. On dit alors que le cercle que l'on considérait en premier lieu est devenu i/nag-i/iflirej et que les propositions résultantes des formules se rapportent à ce cercle imaginaire. C'est ainsi que l'on agit en Géométrie analytique.
Ce que nous disons des réstdtats dérivés de relations ou formules analytiques doit s'entendre de résultats fondés sur des constructions qui subsistent quand on suppose que le carré du rayon d'un cercle devient négatif, de même que des constructions peuvent subsister quand on suppose que deux points deviennent imaginaires, comme nous l'avons yu souvent, par exemple dans la théorie du rapport harmonique de quatre points, où deux points conjugués peuvent être imaginaires.
Nous ferons en Géométrie pure ce que l'on fait en Géométrie analytique : nous admettrons que, soit dans des formules, soit dans des constructions qui n'impliquent que le carré du rayon d'un cercle, ce carré devienne négatif; et nous dirons que le cercle est imaginaire.
Il n'y a point, bien entendu, de cercle imaginaire, et ce mot n'est qu'une fiction qui sert à rattacher les résultats obtenus à un
CEnCLE lUiVGINAlRE.
autre cas de la question générale, dans lequel la présence d'un cercle procure une image ■visible el une notion parfaitement claire des propriétés de la figure. Mais il faut observer que ces propriétés sont toujours susceptibles d'une expression différente et, à certains égards, plus générale, dans laquelle on fait abstraction du cercle, soit réel, soit imaginaire. Il faut regarder que le cercle n'a été qu'un être auxiliaire qui a servi de lien entre les parties de la figure et a donné lieu à une expression de leurs relations plus simple et surtout faisant image. Cette expression et l'image visible oar laquelle elle se produit disparaissent et n'ont plus de réalité quand on suppose le carré du rayon négatif et le cercle imaginaire, quoique les relations qu'elles ont servi à exprimer subsistent toujours,
786. Pour répandre tout le jour possible sur ces considérations, prenons, un exemple.
On appelle polaire d'un point relative à un cercle une droite que l'on détermine de plusieurs manières ;
1 " En menant par le point donné p deux tangentes au cercle ; la corde qui joint les points de contact est la polaire ;
2" En menant par le point p une transversale qui rencontre le cercle en deux points a, a'; les tangentes en ees points se coupent sur la polaire cherchée, dont on détermine un second point, soit au moyen d'une seconde transversale, soit en prenant sur la première le point conjugué harmonique du point ;;, par rapport aux deux a et a'',
3° En menant deux transversales paa', phb', puis les droites nV , ba! , lesquelles se coupent sur la polaire, ainsi que les deux ah,a'V\
4^ En prenant sur les deux cordes aa' , hh' les points conjugués harmoniques du point p, lesquels se trouvent sur la polaire ;
5" Enfin, en prenant sur la droite qui va du point p au centre C du cercle le point e déterminé par la relation Ce.Cp = R-, et en élevant par le point e une perpendiculaire à la droite p C.
Les trois premières manières de construire la polaire du point p exigent que le cercle soit tracé, de sorte que la polaire se rapporte exclusivement à la circonférence du cercle et ne présente aucun autre caractère. Il n'en est pas de même des deux autres modes de
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construction ; on n'y fait pas usage nécessairement de la circonférence du cercle, mais seulement de la position de son centre et du carré de son raj'on.
Il en résulte que les propriétés de cette droite, que nous appelons polaire, ou celles d'un système de droites déterminées de même, propriétés qu'on rapporte à un cercle, peuvent s'attribuer simplement à un point (centre du cercle) et au carré d'une ligne, et s'énoncer abstraction faite du cercle.
Par exemple , au lieu de dire que les polaires des différents points d'une droite, prises par rapport à un cercle, passent toutes parim même point, on pourra dire que, si des points p, p', p" , . . - d'une droite on mène à un point fixe C des rayons pC, p'C, . . . sur lesquels on prend des points e, e', ... déterminés par les relations Ce.Cp^ R*, Ce'.Cp'= R-, . . . , et que par ces points on mène les perpendiculaires aux droites Gp, Cp', . . . , toutes ces perpendiculaires passeront par un même point.
Cet exemple montre comment des propriétés, qui paraissent concerner nécessairement le cercle, peuvent néanmoins dériver de relations plus intimes qui permettent de faire abstraction du cercle dans leur énoncé.
787. Maintenant on voit que, le cercle se trouvant ainsi éliminé, rien n'empêche de supposer le carré R^ négatif, et qu'alors la constmction du point e, dépendante de l'équation Ce. Cp^ — R^, subsistera, et que la perpendiculaire menée par ce point donnera lieu aux mêmes propriétés que dans le premier cas. Mais cette droite n'est plus Xa. polaire A'MO.'^OvaXrelative à un cercle. Carie pointe, par lequ 1 n 1 1 j erpendiculairement au rayon Cp, n'est plus sur ce r y n 1 n m , comme dans le cas d'un cercle, mais bien sur son p 1 ng n n udelà du point C, puisque le produitCp. Ce est nég f 11 faud donc, à la rigueur, dans ec cas de R^ négatif, dén n m I d oite et exprimer ses propriétés d'une autre manière n fa ntervenir le cercle. Cependant on peut con-
server à d la dénomination de polaire, en disant polaire
relative n 1 naginaire et en convenant que ce mot ima-
ginaire signifie simplement que le carré R^, qui entre dans la formule qui sert à la construction de la droite, est négatif.
Cette idée d'un cej-cle imaginaire est donc une pure fiction, à
laquelle on a recours pour conserver aux propositions des énoncés simples et faisant image, qui, à la rigueur, ne s'appliquent qu'à un cas spécial, celui où, le carré R^ étant positif, on peut décrire un cercle dans la figure.
Ainsi, l'on conçoit bien comment des propositions qui, d'après leur énoncé, sembleront se rapporter exclusivement à un cercle imaginaire, et, par conséquent, n'avoir aucune signification réelle, exprimeront néanmoins des vérités mathématiques portant sur des choses toutes réelles et ayant une signification parfaitement définie et susceptible d'une autre expression, indépendante de l'idée du cercle.
788. D'après ces considérations , nous dirons d'une manière générale que toutes les relations ou constructions dans lesquelles n'entreront, soit directement, soit implicitement, que le centre et le carré du rayon d'un cercle s'appliqueront au cas où ce carré sera négatif; mais que, pour conserver le même langage, les mômes définitions et le même énoncé dans les théorèmes, nous poiurons dire que ces relations et constructions se rapportent à un cercle imaginaire.
Ce que nous ferons ainsi est ce que l'on fait en Analyse, et c'est pour bien fixer les idées et éviter le doute et les interprétations que l'on a parfois cherché à donner des imaginaires en Géométrie, que nous sommes entré ici dans des explications minutieuses que l'on néglige en Géométrie anal; tique.
789. Souvent il arrive que des propositions auxquelles on conserve, dans le cas d'imaglnarité de quelque quantité, telle que le rayon d'un cercle, leur énoncé primitif que l'on rapporte à un objet imaginaire, sont susceptibles d'un énoncé particulier très différent du premier, et néanmoins fort simple et faisant image aussi, mais d'une autre manière. Alors les résultats analytiques ou les constructions qui, dans le premier cas, se rapportaient à une figure, telle qu'un cercle, expriment, dans le second, des propositions qui peuvent être tout h fait étrangères au cercle et d'un genre très- différent des premières.
Cela provient de ce que, bien que l'hypothèse relative au carré du rayon d'un cercle, que l'on fait négatif, ne modifie pas le sens
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inlime de la proposition démontrée et, en général, les propriétés de la figure, néanmoins elle modifie soit les positions relatives des diverses parties de la figure, soit même sa configuration générale.
Or on conçoit que cette configuration de la figure puisse se rattacher ou donner lieu à quelque autre conception que celle d'un cercle. Nous allons trouver, dans la suite de ce Chapitre et dans le suivant, de nomhreus exemples d'une telle transformation de théorèmes en d'autres différents.
II. — Propriétés relatives à an cercle imaginaire
790. Les points d' Inter.se c lion d'une droite et d'un cercle imaginaire sont deux points imaginaires, que nous désignerons par s, tf, dont le milieu O est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre C du cercle sur la droite, et dont le carré de la distance à ce point milieu est, comme dans le cas d'un cercle réel (788),
Ô7^=ll'— CÔ' (637);
et, de même, le rectangle des distances des deux points imaginaires à un point p de la droite est égal à
Mais ici, où le cercle est imaginaire, R-, carre du rayon, est une quantité négative — R'-, et il vient
Ô^' = — (R'^-i-Co'), F-Pî' = (p<^ -l-R'^)-
Il faut bien remarquer que dans ces formules R" ne représente plus le carré du rayon comme R' dans les premières, mais ce carré affecté d'un signe contraire.
Ces formules donnent lieu à des expressions géométriques trèssimples du carré Os et du rectangle p£.p(p. Ce carré et ce rectangle, dans l'état actuel de la question, impliquent l'idée de points imaginaires, et, au contraire, leurs nouvelles expressions se rapporteront exclusivement à des objets réels.
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En effet, que par le centre C du cercle imaginaire on élève une perpendiculaire au plan de la figure, dont le carré CS soit égal à R'^, c'est-à-dire au carré du rayon du cercle imaginaire pris avec un signe contraire. On aura
O^c' = — (es' -H CÔ' ) = — SÔ' ,
Ainsi le rectangle ps.fç exprime simplement le carré de la distance du point p au point S situé au dehors du plan de la figure.
La formule
Cc.Cp = K.^
qui sert à la construction de la polaire d'un point jû, donne lieu de même à une interprétation géom éti'ique fondée sur la considéralion du point S, extrémité de la perpendiculaire CS ^= R'.
En effet, R* étant négatif, les deux points p et e sont de part et d'autre du point C, comme nous l'avons vu précédemment (787), et l'on a _
Ce.Cp = CS';
ce qui prouve que l'angle eSp est droit. On peut donc dire que :
Si, par le centre G d'un cercle imaginaire, on élève sur le plan de la figure une perpendiculaire CS égale à son rayon supposé réel, la droite menée du point S à un point p de la figure est perpendiculaire au plan mené par ce point S et la polaire du point p relative au cercle imaginaire.
792. Le point p et un point quelconque p' de sa polaire sont deux points conjugués par rapport au cercle (696). Les droites menées du point S à ces deux points sont rectangulaires, puisque l'une est dans un plan perpendiculaire à l'autre (791 ). Donc ;
Deux points conjugués par rapport au cercle imaginaire sont vus du point S sous un angle droit.
Réciproquement : Deux points vus du point S sous un angle droit sont deux points conjugués par rapport au cercle imaginaire.
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Cela est évÎLlent.
793. La polaire du point p' passe par le point p. Le plan mené par le point S et par cette droite est perpendiculaire à la droite S(5'(791); par conséquent, il est perpendiculaire à tout plan passant par cette droite, et, en particulier, au plan mené par ie point S cl la polaire du point p, puisque cette droite passe par le point p'. Donc les polaires des deux points p et p' sont dans deux plans rectangulaires menés par le point S. Or ces deux polaires sont deux droites conjuguées par rapport au cercle imaginaire. Donc :
Deux droites conjuguées, relatives au cercle imaginaire, étant vues du point S, paraissent rectangulaij'es.
Réciproquement ; Deux plans rectangulaires, menés par le point S, rencontrent le plan de la figure suii'ant deux droites conjuguées par rapport au cercle imaginaire.
Car le pôle de chacune de ces droites sera sur l'autre (791 ).
794'. Ces propriétés permettcnl de substituer le point S au cercle imaginaire dans la définition des points conjugués comme dans celle de lu polaire d'un point; de sorte que la notion de ce cercle disparaîtra dans les énoncés des théorèmes où il sera question des points et des droites qui s'y rapportent. Toutefois, ce cercle imaginaire aura servi, par ses relations générales avec d'autres parties de la figure, par exemple avec certains cercles réels, à procurer les théorèmes auxquels on donne une autre expression.
Nous ferons plus loin (Chap. XXXIV) diverses applications de ces considérations, qui seront extrêmement utiles.
793. L'axe radical d'un cercle réel et d'un cercle imaginaire est une droite perpendiculaire à la ligne des centres, menée par le point ii de cette ligne déterminé par l'équation
oc'— R^ = îiC'" — R''.
dans laquelle R", qui représente le carré du rayon du cercle imaginaire, sera une quantité négative.
De même, deux cercles imaginaires ont un axe radical perpen-
dicitlfiire à leur ligne des centres, mené par le point 0 de cette ligne déterminé par la relation
dans laquelle les deux expressions R- et R'-, qui représentent les carrés des rayons des deux cercles, seront deux quantités négatives.
796. Un cercle réal el, un cercle imaginaire aâmeUent tou~ jours deux cercles infiniment petits, ayant avec eux le même ax« radical.
En effet, il existe sur la ligne des centres deux points qui divisent harmonique ment les deux diamètres; et ces deux points sont toujours réels, puisque l'un des diamètres est imaginaire. Ces deux points sont les deux cercles infiniment petits en qucs-
ti„„ (768).
797. Un cercle réel et un cercle imaginaire ne peuvent pas avoir de quadrilatère circonscrit ; mais il existe deux points qui jouissent de la propriété caractéristique des sommets du quadrilatère circonscrit à deux cercles (745). Cette propriété, c'est que si par un sommet on mène deux droites conjuguées par rapport à un cercle, elles sont conjuguées par rapport à l'autre cercle.
Ces deux points existent toujours à l'égard de deux cercles, dont l'un est réel et l'autre imaginaire.
■ Pour démontrer cette proposition, observons d'abord que, pour qu'un point jouisse de la propriété en question, il suflit qu'elle ait lieu à l'égard de deux systèmes de droites conjuguées ; ce qu'on conclut de ce que trois systèmes de deux droites conjuguées forment une învolution (698).
Soient C et C [fig- iSi) les centres des deux cercles, le premier réel et le second imaginaire. Il existe sur la droite CC deux points «, /conjugués par rapport aux deux cercles, et ces deux points sont toujours réels (796).
Soient F, F' les points d'intersection du cercle décrit sur CC comme diamètre et de la perpendiculaire à cette droite, menée par le point e, celui des deux points conjugués e,/qui se trouve dans
l'intérieur du cercle C ; je dis que chacun de ces points F, F' jouit de la propriété demandée, savoir, que deux droites coEJuguéespar rapport à l'un des cercles, menées par l'un de ces points, sont conjuguées par rapport à l'autre cercle. Il suffit de prouver, comme nous l'avons dit, que cela a lieu à l'égard de deux couples do droites conjuguées.
D'abord, les deux droites Fe, F/' sont conjuguées par rapport aux deux cercles, car le pôle de la première, dans eiiaeun des cercles, se trouve en/'sur la seconde.
Ensuite, les deux droites FC, FC'sont aussi conjuguées par rapport aux deux cercles; car ces deux droites étant rectangulaires, d'une part le pôle de CF, dans le cercle G, est à l'infini sur la droite FC, et d'autre part le pôle de CF, dans le cercle C, est sur le rayon CF qui lui est perpendiculaire.
Donc le point F jouit de la propriété annoncée.
Observation. — Il suit de là cjue les propriétés relatives à deux cercles et à deux sommets opposés de leur quadrilatère circonscrit, telles que les théorèmes (745) et (746), s'appliqueront au système de deux cercles dont l'un réel et l'autre imaginaire.
Cette remarque nous sera utile.
798. Deux cercles imagùiaires admettent deux points dont chacun jouit de la propriété i/ue deux droites conjuguées par rapport à l'un des cci-cles, menées par ce point, sont conjuguées par rapport à l'autre cercle.
Ces deux points se déterminent comme les centres de similitude de deux cercles réels. Les carrés des rayons des deux cercles étant — R- et ^ — R'-, et leurs centres étant en C et C, on prend
-,—=—7 et irpu'-^ — ^T" Les deux points S, S' satisfont à la 3CB.bC. K-
question.
En effet, les pôles d'une droite menée par le point S seront sur
les perpendiculaires à cette droite, CP, CP', menées par les centres
des deux cercles, à des distances
CQ _ R- , GP
„ CP R , CQ R . . .
' C'F^R'' C'"<y~ii'' '^^ '^"' prouve que les points
Q, Q' sont en ligne droite avec le point S.
Considi-iatioiu prclimmaircs
700 Si sui !ed[\meUL AA' d'un cftrde C {Jîg. 182), on prend deiw poiuta e J qui dniicnt (.e diimèti'e harmonique ment et que, sui' le segment «y comme diimetie on decnve une circonférence de cercle S dans le plan [lerpendiculaiie luplan du cercle C, les points de ce cercle jouiront de propriété;, foit 1 emarquables, dont la plupart présentent une analogie parfaite ;tvec celles qui appartiennent aux deux points e,/(768-774). Ces propriétés se concluent de celles auxquelles donneraient lieu des cercles imaginaires qui auraient pour centres les projections u des points S du cercle 2 et dont les carrés des rayons seraient égaux aux rectangles négatifs tels que oe.tr/. En substituant à ces cercles imaginaires des points situés au dehors du plan de la figure, comme il a été dit précédemment (794), on donne aux diverses propositions des expressions nouvelles, qui constituent des théorèmes en iipparence très- différents.
Ces théorèmes eux-mêmes peuvent prendre des énoncés plus simples encore en présentant un caractère mieux déterminé; car on peut les rapporter directement aux cônes qui ont [Wur bases les cercles de k figure et pour sommet commun le point pris dans l'espace sur le cercle 2. De là dérivent donc natureliement des propriétés des cônes i base circulaire.
Ces propriétés ne sont au fond que la traduction, dans un langage diffél'ent, de celles qui appartiennent à un système de cercles situés dans un même plan. Au nombre de ces cercles s'en trouve un imaginaire; et c'est celui-ci, ou plutôt cette idée fictive d'un cercle imaginaire (783), qui permet de donner ans théorèmes l'expression qui en fait des propositions toutes nouvelles et relatives non plus à des cercles, mais à des cônes substitués aux cercles primitifs.
Cette théorie offre un exemple assez remarquable des transform
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auxquelles les imagmiiîres peuvent donner lieu en Géométrie ; de pareils exemples se reproduiront dans d'autres questions i m portantes, notamment dans la théorie des coniques.
800, Qne par le milieu du segment ef on élève la perpendiculaire iiX ; cette droite sera l'ase radical commun au cercle C et à chacun des deux points e, f considérés comme des cercles infiniment petits (796) ; et si un point a pris sur ce segment est regardé comme le centre d'uu cercle imaginaire dont le carré du rayon est égal à oe.af, ta droite ilX sera aussi t'axe radical commun à ce cercle et au cercle C ; car les deux points e,f, conjugués par rapport au cercle C, par hypothèse, le sont aussi par rapport au cercle <r, puisque le carré de son rayon est égal au produit ne. if: par conséquent, la perpendiculaire à la ligne des centres aC menée par le milieu de ces deux points e, f sera l'axe radical des deux cercles.
801. Le carié de la distance tV nn point fixe S pris sur le cercle 2, a un point quelconque m du cercle C, esta la distance de ce point m à la droite llX dans une raison constante.
En effet, considérons deux points m, m' du cercle C; la droite mm' rencontre le cercle imaginaire a, dont le carré du rayon est égal au rectangle ■je.af, en deux points imaginaires s et y; et l'axe radical de ce cercle g et du cercle C étant la droite nX, on a
mp et m'p' étant les distances des points m, m' à l'axe radical [737). Or
mi.m-^—m'à et m'i.in'^=m'S (790). Donc
inS mp m S m' S
802. Le rapport des distances de deux points fixes fi. S', pris s cercle 2, à un point quelconque du cercle C, esl constant.
Cela résulte immédiatement du théorème précédent.
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803. Si d'un point de la droite ftX on mène une tangente au cercle C, elle sera égale h la distance de ce point à un point quelconque du cercle 2.
En effet, soient at cette tangente et s, ç les points où elle rencontre le cercle imaginaire o-, dont le carré du rayon est (re.o-/; on aura (723, co-
Or f7e.a-/=-aS" (790). Dot
804'. Si, sur la dmite !1X, on prend deux points conjugué, par rapport au ccivle C, les droites menées d'un point S du ceri:!e 2 à ces deux points sont toujours rectangulaires.
Car, cette droite ilX e'tant l'axe radical commun au cercle C et au cei-cle imaginaire g (800), les deux points sont conjugués par rapport au cercle u et, par conséquent, ils sont yus dn |K)int S sous un angle droit (792).
On condnt de la que Un point S étant pus au-deisiis du plan d un cercle, il existe dans ce plan une dioite '' "K. telle, que deux point con jugues I ar rapport au cercle pris sur cette d/oite sont toujou s lus du po it S sous un angle dioit
Jtemarque — Il n'existe quune droite qui jouisse de celt jnopiief cil quind deux points Lonjugues pai lappoit au ceicle sont vuf s us un ingle dioit, ils sont tussi conjugués pat i ipport au ceicle iniJginure, qui I son centte au jiied de la perpendicuhiie ibiissee du point S sui le plan de la figuie (792) Consequemment, h dioite sui laquelL sent pris ces systèmes de deux points conjugues est 1 ixe ndical commun i ix deux ceicles (727) Donc il ne peut existei qu une telle dioite
805. Concevons le cône qui a son sommet en S et pour base le cercle C. Tout plan parallèle au plan déterminé par le point S et l'a.-re llX coupera le cône suivant un cercle. Car, si l'on fait tourner autour de deux points fixes P, P' du cercle C les côtés d'un angle dont le sommet décrive la circonférence, ces côtés intercepteront sur l'axe ilX un segment qui sera vu du point S sous un angle de grandeur constante (659). Maintenant; si l'on mène un plan coupant, parallèlement au plan qui passe par le point S et l'axe aX, on aura, dans ce plan, la courbe d'intersection du cône et un angle dont les côtés tourneront autour de deux points fixes de cette courbe, pen-
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liant que le sommet glissera sur cette même courbe ; et les côtés de cet angle seront parallèles aux droites menées du point S aux extrémités du segment intercepté sur ilX par les côtés de l'angle tournant dans le plan du cercle autour des deux points P, P'; donc cet angle, compris dans le plan coupant, sera de grandeur constante. Donc son sommet décrit un cercle. Donc le plan coupe le cône suivant un cercle.
806. On conclut de là qa'u/i cône à base ciivula ire peut être coupé suivant un cercle d'une seconde manière, c'est-à-dire par un plan non parallèle ;iu plan de sa base; et qu'ii n'existe pas un troisième plan donnant une section circulaire [ 804., Rem. )
Les plans menés par le sommet d'un cône parallèlement aux plans des sections circulaires s'appellent les plans ejcliqaes du cône.
Ainsi, l'un des plans cycliques du cône qui a son sommet en S sur le cercle 2 et pour base le cercle C est parallèle au plan Je ce cercle, et l'autre est le plan mené par le point S et l'axe iiX.
II. — Propriétés relatives aux plans cycliques d'un cône à base circulaire.
807. Dans un cône à hase circulaire, le produit des sinus des angles que chaque arête fait airec les deux plans cycliques est constant.
En effet, le sinus de l'angle que la droite Sw [fig. i8a) fait avec le plan du cercle C est égal à ^ ■
Le sinus de l'angle que la méine droite fait avec le second plan cyclique
(S, OX) est égala ^-^> mq étant la perpendiculaire abaissée du point w
sur ce plan. Cette perpendiculaire est proportionnelle à la distance mp du point m à la droite aX; ainsi, le sinus de l'angle que la droite Sm fait
avec le plan (S, iiXl est l.-^- Le produit des deux sinus est donc
\ '-1—E . Mais on a Sm =^.mp [801); ce produit devient donc - St;
Sm' ' i"
quantité constante. Donc, etc.
808. Tout plan tangent à un cône à base circulaire coupe les deux plans cycliques suivant deux droites qui sont également inclinées sur l'arête de
En effet, on a wï^wS (803). Donc le triangle (wS est isoscèle eî ses
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angles en ïet S sont égaux, c'est-à-dire (jue l'aréte de contact St du plan tangent au cône fait des angles e'gaux avec les deux droites «S, wï. Or le l>Ian SruX est l'un des plans cycliques du cône, dont l'autre est parallèle iiu plan de la figure (806]. Donc la droite «S est l'intersection du premier |)lan cyclitiue par le plan tangent au cône, et la droite ai est parallèle à l'intersection du second plan cyclique par le même plan tangent. Le théol'èine est donc démontré.
809. Toul plan tangent h un cône à base circulaire coupe ilcux plans cycliques suivant deux droites qui font, ai'ec la droits d'intersection de ces deux plans, des angles tels, que le rapport des tangentes trigonométriques des demi-angles est constant.
En effet, si de cliaque point w de l'axe OX on mène une tangente aii cercle C et la droite «e, on a
— 5J = const. 7il .
tang|eo)ii * '
Mais l'angle S&^O est égal à l'angle ewii. Doue
langj/<»n
— , - - = const. ;
taog^Swfl
équation qui démontre le théorème.
810. Les quatres droites, suivant lesquelles deux plans tangents à un cône à base circulaire coupent les deux plans cycliques, sont situées sur un cane de révolution dont l'axe est peijiendiculair-e au plan des deux arêtes de contact.
En effet, cbacun des plans tangents coupe les deux plans cycliques suivant deux droites qui sont également inclinées sur l'aréte de confcict (808) et, par conséquent, sur tout plan mené par celte arête, et en particuliei' sur le plan des deux, arêtes.
Considérons les deux droites suivant lesquelles les deux plans tiingents coupent le plan cyclique pai-allèle au plan du cercle C qui forme la base du cône; ces droites sont parallèles aux traces des deux pL-ins tangents sur la Iwse, lesquelles sont les deux tangentes au cercle C. Or ces deux tangentes font des angles égaux avec leur corde de contact, et, par consé<iuent, avec le )jlan des deux arêies de contact qui passe par cette corde. Donc les quatre droites d'intersection des deux plans cycliques par les deux plans tangents font des angles égaux avec le plan des deux arêtes de contact, et, par con-
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séquent, avec une perpendiculaire à ce plan. Donc elles sont quatre arêtes d'un cône de révolution autour de cette perpendiculaire, c. q, f, p.
811. Observation. — Ce théorème se peut déduire de celui tjui précède, et réciproquement, en vertu de cette proposition de Géométrie spliérique : On petit cercle étant tracé sur une sphère, si autour d'un point P de lu sphéi-e on fait tourner un arc de grand cercle qui te rencontre en deu.v points il, a', le produit tang^Pa.langiPa' reste constant.
Cela résulte immédiatement du théorème [709, coroll. ). Eu effet, d'apri'S ce théorème, si autour d'un point fixe p pris dans l'espace on fiiit tourner une transversale qui rencontre la sphère en deux points a, n', on a, en appelant 0 le centre de la sphère,
tarsJ,0«.lanslfOo- = coil!t.
Cai', soient deus transversales pa<i!', piS'; qu'on fasse tourner autour du diamètre pO le plan diamétral Opù, de manière que le cercle suivant lequel ce plan coupe la sphère se superpose sur le cercle contenu dans ie planOpd : les transversales se trouvant toutes deux dans le plan de ce cercle, l'équation a lieu (709, coroll.). Maintenant, que l'on observe que les deux cercles suivant lesquels les plans Opa, Opfi coupent hi sphèi'c se coupent en un point P situé sur le diamètre Op, et que les angles pOii, pOa' , . , , sont mesurés par les arcs Prt, P«', . . . , l'équation devient
Ungi P a . tang IP «' = tangiP b . tang ^ P b';
ce qui démontre le théorème.
On peut encore dii'e que : ii autour d'une droite fixe, menée par le sont' met d'un cène de révolution, on fait tourner un plan transversal qui coupe le cône suivant deuj: orales, le produit des tangentes des demi-angles que ces arêtes font avec la droite fî.re reste constante.
On suppose dans cet énoncé que le cône est formé d'une seule nappe répondant au petit cercle de la sphère, de sorte que les deux arêtes appartiennent à cette même nappe. Mais si, au lieu de l'une de ces arêtes, on prend son prolongement au delà du sommet du cône, le produit des tangentes des demi-angles se changera en un rapport.
812. La somme des angles que chaque plan tangent à un cane à hase circulaire fait avec les deux plans cycliques est constante.
Pour plus de facilité dans le raisonnement, considérons ce qui a lieu sur une sphère ayant son centre au sommet du cône. Une nappe du cône coupe
CHAPITRE XXXIV
la sphère suivant une courbe appelée ellipse ou conique spitériqae; les deux plans cycliques la coupent suivant deux grands cercles LAL', LBL' [fig. i83) <Iu'on appelle les arcs cycliques de la conique, et deux plans tangents au cône, suivant deux arcs de grands cercles ah, a'b\ tangents à la conique. Il fiut prouver que la somme des deux angles 'Lab, \.ba est égale à celle des deux angles ha'b', tb'a'.
Supposons les deux arcs ab, a'b' infiniment voisins; leur point d'intersection (' sera le point où l'un d'eux, a'b' par exemple, touche la conique, et par conséquent ce sera le point milieu de cet arc (808).
Cela posé, que l'on mène de a' en P, sur ab, un arc a'P égal â un quadrant, et que du point a' on abaisse l'arc a'a perpendiculaire sur ab. Le triangle infiniment petit aaa', rectangle en a, peut être considéré comme un triangle l'eciiligne ; par conséquent, son angle en a est le complément de l'angle en a' ou aa' a. Mais celui-ci est le complément de l'angle Lo'P, parce que l'angle Pa' a est droit. Donc l'angle en a est égal à l'angle La' P. Donc la différence des deux angles l.a'b' et Lai est l'angle ~Ea'i. Or on a dans le triangle Pa'i dont le côté n'P est égal à un quadrant,
tangPfi'i r= — Langrt'iP.coso'î,
ou, en remplaçant l'angle a' iV par son supplément a'ia,
[ang(L(7'è' — 'Lab] ^= tangaîa' .cosn'i.
Prenant de même l'arc b'P' égal à un quadrant, on aura
tangP'ft'; =: lang(L&(i — Lb'a'] = tangi^Ê'.cosi'/.
is seconds membres de ces deux
Mais nous avons dit que a'i ^ b'i\ donc li égalités sont égaux, et, par conséquent, on
[La'b'—Lab] ^ {Lbn — Lb'a'],
Lab^L Ija = La'h' -h Lb'f.
Autrement. Les quatic arêtes S«, Srt', Se, Si', suivant lesquelles les deux plans tangents au cône coupent les deux plans cycliques, sont sur un cône de révolution dont l'axe est perpendiculaire an plan des deux arêtes de contact (810)- Ces quatre arêtes rencontrent donc la sphère sur laquelle uous avons considéré l'ellipse sphérique en hnit points qui sont, qiiatre ii quatre, sur deux petits cercles parallèles à l'arc de grand cercle compris dans le plan des deux arêtes de contact.
Soient, sur la sphère [fig. i84)i ab et a'b' les deux arcs tangents à la conique, compris entre les deux arcs cycliques LA, LB; ce seront les deux
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points a et b' et les deux «' et 6 opposés diame'tralement aux deux a' et b, qui serout tous quatre sur un petit cercle.
Considérons le quadiilatère aëb'a' inscrit dans le petit cercle. La différence de ses deux angles La' b' et L*'«' adjacents au côté a'i' est égale à celle des deux angles T. S« et L«ê adjacents au côté opposé «g.
En effet, les deux angles ma' b' et mh' à sont égaux, et, par conséquent,
La'// — Li'K'= L«'m — Li'm, <;t pareillement
LffS — LÊa = Lan — LGn.
Mais
Lên -t- Lb'm = iSo" et Lan -+- L«'ra = 180".
Donc, en ajoutant les deux équations membre à membre, on a
h'jJb' — L&'K+LflS — LÊa = o ou La h' ^ -Lb' a.' =,Lf,a — Laè.
Ce qu'il fallait prouvei'.
Maintenant, remplaçons dans cette équation les angles en «' et S par les angles en a' et b, qui leur sont égaux, respectivement, et les angles en a et b' par leurs suppléments, il vient
La'b' — iHo" ^Lb'a' =Lba — iQo'-^Lab, Lab-\-Lbii = La'b' +Lb'a' .
Autrement. Par un point m de la surface du cône, menons les plans des deux sections circulaires, lesquels se coupent suivant une droite passant pai' ce point et i-encontraiit le cône en un second point m'. La droite mm' est la corde commune aux deux sections circulaires comprises dans les deux l>lans. Soit i le milieu de cette corde ; le plan P mené par ce point, perpendiculairement à la corde, passe par les centres des deux sections circulaires et coupe leurs plans suivant deux diamètres de ces cercles, ab et a'b' [fig. i85]. Les perpendiculaires aux deux plans, menées par les centres des deux cercles, sont dans le plan P et se coupent en un point 0 qui est le centre d'une sphère passant par les deux cercles. La trace de cette sphère sur le plan P est un cercle dont ab et a'b' sont des cordes. Le plan tangent au cône, mené par le point m, contient les tangentes aux deux cercles en ce point et par conséquent est tangent à la sphère. II s'ensuit que la droite Om, rayon de la sphère, est perpendiculaire à ce plan. Donc les angles que ce plan fait avec les plans des sections circulaires sont égaux aux angles
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tjue Sa droite O/n fait avec les deus droites On, 0«' perpendiculaires au: lieux cordes ab, a'b' . Ces angles soDt égaux aux deux èOn, a' On'. Mais
6 0 « = 1 arc bb'a et a' On' z_: |m-c a'ab'.
^arcWfl-!-^nrca'«&':^nngleia'S-l-angle«'&S=-i8o"- S (').
813. Remarque. — Puisque la somme des deux angles Lab, "Lia [fis- i83) que chaque arc tangent à l'ellipse sphe'rifjue fait avec les deux arcs cycliques est constante, l'aire du ti-iangle Loh esl a,
Et réciproquement : Si un arc de grand cercle mobile faii arcs fixes uri triangle constamment de même surface, cet arc en ellipse sphérique dont les deux arcs ^^es sont les aies cycliques.
III. — Propriétés de deux cônes homocjcliqucs
814. Considérons deux cercles C, C (/?^. i86) qui ne se coupent pas; et soient e, /les deus points dont chacun a la même polaire dans les deux cercles. Que sur le segment ef, comme diamètre, on décrive le cercle E dans le plan pei-pendiculaîre au plan de la figure, et que l'on prenne un |>oint S sur ce cercle ; les deux cônes qui auront pour bases les deux cercles C, C' et pour sommet commun le point S auront les mêmes plans cycliques (806). Nous les appellerons c^/je« komocf cliques .
815. Quand deux canes de même sommet ont les mêmes plans cycliques, si an pian transversal mené par leur sommet les coupe suii'ont quatre arêtes, les deux arêtes de l'un font, respectivement, avec les deux arêtes de l'autre, deux angles égaux.
C) Cetla démonBlration fort simple esl empruntée dea Notes que M. Graves, professeur à J'Universilé de Dublin, a jointes à la traduction de mes Mémoires sur les canes du second degré et les coniques sphérigues, qui font partie du tome VI des Mémoires de l'Académie royale de Bruxelles (année iSag). Outre de nombreuses et intéressantes Notes et Additions, le savant géomètre a joint encore à cette traduction un Appendice spécial qui contient une géométrie analjtique des coniques sphériques, où se trouvent, notamment, les cercles osculateurs et les formules de lectilienlion et de quadrature de ces conrbes. ( Tivo geomttrical Memoirs on ilie gênerai properlies of concs o/ the second degree and on the spkerical conics, hy M. Chasles. Transtaced Jrom tke french, ivith Notes and Additions, and an Appendix on tite application of aaalysi's lo splicrical Géométrie, by the rev. Charles Graves, A. M., M. B. I. A. of Trinity collège, Dublin. Dublin, iS.^, in-8°.)
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Eu d'autres termes, l'angle formé par les deux arêtes de l'un des cônes il la même bissectrice t]ue l'angle forme par les deux arètea de l'autre
En effet, soient C, C les cercles qui forment les bases des deux cônes sur un plan parallèle à l'un de leurs plans cycliques, et aa' , bb' les cordes interceptées par ces cercles sur la droite d'intersection de ce plan par le plan coupant. Cette droite rencontre le cercle imaginaire t (800) en deux l)oints c, c ( iraaginaii'es ) ; et les trois couples de points a, a' ; b, h' et c, c sont en involution, puisque les tiois cercles ont le même axe radical ( 800 ) - Les deux points doubles de l'involution s et y sont conjugués harmoniques par rapport aux deux c et c', et, par conséquent, sont vus du point S sous un angle droit (793). 11 s'ensuit que les deux droites Se, S 51, qui divbent liarmoniquenient les deux angles «Sri', 6 S 6', senties bissectrices de ces angles et de leurs snppléments [84]. Par conséquent, l'angle des deux arêtes Sa, SSest égal à celui des deuxarêtes S«', S&'. c. q. f. d.
CoBOLLiiHE. — Si le plan coupant est tangent à l'un des cônes, le théorème prend cet énoncé ;
Quand deux cônes de même sommet ont les mêmes plans cycliques, si un plan tangent à l'un coupe l'autre suùunt deux, arêtes, l'arête de contact du premier cône est la bissectrice de l'angle formé par ces deux arêtes, ou la bissectrice du supplément de cet angle.
816. Les points de contact d'une tangente commune aux deux cercles G, C sont conjugués par rapport au cercle t(752, corort. ), et, par conséquent, sont vus du point S sous un angle droit (793). Donc,
Quand un plan est tangent à deax cônes homocycliques, les deux arêtes de contact sont rectangulaires.
817 Supposons qu'i d |1 <1 P
ine tri
msversale b b
Lipo d.'ux cercles G, C' [Jig. 177) 1 q les deux a, a' soient vus
1 S ifei )
d ux points b et b' seront
le menées pai- les deux cercle constamment le
I dm
1 passera par les poinls
pour le théorème (771).
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Cette proposition exprime la propriété suivante de deux concs horaocycliques :
Quanti deux cônes de même sommet ont les mêmes plans rjcUques, si l'on prend sur leurs sur/aces deux arêtes rectangulaires,
1° Le plan de ces deux droites coupera les cânef. suivant deux autres arêtes qui seront aussi rectangulaires;
a" Les plans tangents au premier cône, menés par ses deux arêtes, rencantreront les plans tangents au second, menés par les deux arêtes de celuici, suivant quatre droites qui appartiertâivnt à un troisième cône homocyclique aux deux premiers, qui sera toujours le même, quelles que soient les deas. arêtes rectangulaires prises sur ces deux-là.
818. Considérons trois côaes homocycliques ayant pour bases les trois cercles C, C, C" [fig- 187), et un plan transvei-sal mené par leur sommet commun; soient Sa, Sn' les arêtes d'intersection du premier cône par ce pljiD, et Sni, Sn deux des arêtes d'intersection des deux autres cônes, respectivement ; 00 aui-ii l'cquation
sinmS«.sînmS«'
quelque soit le plan transversal.
En effet, concevons le cercle imaginaire a qui a pour centre la pjojection du point S, et pour carré de son rayon le rectangle -je.nf. Ce cercle a le même axe radical avec les trois C, C, C" (790) : par conséquent, «, u' étant ses points d'intersection par la droite aa' , on a
quelle que soit la transversale aa , le point '» apjiartenant toujours a cei-cleC (753).
ii'A (700).
mm%a.i\am%n
—r—, ^ const. <;. Q. r. t>,
Cette proposition peut s'énoncer ainsi ;,
Quand trais cônes sont homocjcUques, si l'on mène par leur .wmmet commun un pian transversal qui les coupe chacun suivant deux arêtes, le produit des sinus des angles que les arêtes du premier cène font avec une arête du second est au produit des sinus des ongles que les mêmes arêtes du premier eâne font avec une arête du troisième, dans une raison constante, quel que soit le plan coupant.
Observatios., — Ce théorème général donne lieu A plusieurs corollaires différents, à raison des diverses positions que peut prendre le plan transversal. On en conclut notamment l'expi-ession de la constante. Mais nous n'entrerons pas ici dans ces détails, et nous énoncerons seulement le corollaire suivant, dont nous aurons à faire immédiatement l'apiilicaiion :
CosoLLAiHE. — Si le plan coupant est tangent au premier cône, il s'ensuit que:
Quand trois cônes sont homocjcUques, si sur l'un on fuit rouler un plan tangent, le rapport îles sinus des deux angles que l'arête de contact fait, l'un avec l'une des arêtes d'intersection du deuxième cône, et l'autre avec l'une des atêies d'intersection du troisième cône, reste constant.
Remarque. — L'un des câaes peut être d'ouverture infiniment petite et se réduire, à la limite, à l'axe Se ou S/; de même qu'un des cercles, sur le plan, peut être infiniment petit, et devenir l'un des points e, f. Le théorème s'applique donc à un plan transversal tournant autour de l'axe Se ei l'encontrant deux cônes suivant deus arêtes. Le rapport des sinus des angles que ces deux arêtes font avec l'axe Se reste constant.
819. Quand deux cônes ont les mêmes plans cjcliques, deux plans tangents à l'un coupent Vautre suivant quatre arêtes situées sur un cône de révolution dont l'axe est perpendiculaire au plan des deux arêtes de contact sur leprem ier cône.
Soient ab, a'b' [fig. i88) les ti-aces des deus plans tangents, o le point d'intersection de ces doux droites, et c, c' leurs points de contact avec le cercle C. On a, d'après le corollaii-e qui précède,
sincSo _ sinc'So sinctjé "■ s\ac^ II' '
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Le rapjjort des sinus des angles que les deux droites So, Sb font avec
l'arête Se, savoir -. — —^ est égal au rapport des sinus des angles que les
deux mêmes droites font avec un plan quelconque P mené par cette arête.
Car celui-ci est égal au rapport des perpendiculaires abaissées des points o
, , ,. ■ - So , sincSn , ,
et b sur le plan, divise par ^; et le rapport -^ — ^ est égal au rapport
des perpendiculaires abaissées des p<)ints o, b sur la droite Se, divisé de
même par —.- ■ Mais le i-apport de ces deus perpendiculaires est égal an
rapport des deux premières. Donc, eic.
Le plan P mené par l'arête Se est quelconque : prenant pour ce plan celui
des deux arêtes Se, Se', nous dirons que -. ■■ - ■ ■ est égal au i-apport^des sinus
des angles que les deux droites So, Sb font avecle plan cSc'.
Pareillement, -; — ^-^7 est égal au rapport des sinus des angles que les
droitesSo, S 6' font avec le même plan cSc'. Donc les angles que les deux droites S6, Sb' font avec ce plan sont égaux. Mais ce qui est démontré pour le point b' s'entend du point a' ; et ce qui est démontré pour le point b a l'égard des deux a', b' s'entend du point a. Donc les quatre arêtes Sa, So', SA, St' font des angles égaux avec le plan cSc', et par conséquent aussi avec une perpendiculaire à ce plan. Donc ces droites sont les arêtes d'un côue de révolution autour de cette pei-pendiculaiie.
820. Quand deux ellipses sphériques, dont l'une enveloppe l'autre, ont les mêmes arcs cf cliques, le segment (juun aie de grand cei-cle tangent à la conique interne /orme dans la conique externe a toujours la même surface.
Il suffit de démontrer le théorème pour deux arcs tangents infiniment voisins. Soient ab, a'b' ces deux arcs [fig- 189}. Qu'on mène les arcs de grands cercles a'a, hb' qui se rencontrent en S. La somme des angles Sab, Sba est égale à celle des angles Sa'b', Sb'a' (812, 2* démonstration]. Par conséquent, les deux triangles Sah, Sa'b' ont même surface; et, par suite, les deux secteurs aia' et bib' ont aussi même surface. Donc, en ajoutant à ces deux secteurs la surface comprise entre l'arc de conique ab' et les deux arcs de grands cercles ia, ib', on en conclut que les deux segments soustendus dans l'ellipse externe par les deux arcs ab, a'b' ont la même surface.
Autrement. L'arc tib' rencontre l'arc ab au point i où celui-ci touche la conique enveloppe, et ce point est le milieu de l'arc ab (808) ; il s'ensuit
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que les deux triangles ««/, èSi, que l'on forme en décrivant du point /, comme centre sphéri que, les deux arc5o«, bS, sont égaus. Par conséquent, les deux secteurs infinimeat petits aia', bib' , qui ne diffèrent, respectiveluenE, des deux triangles que de quantités infiniment petites du second ordre, ne diffèrent aussi entre eux que d'une quantité infiniment petite de cet ordre. Donc les deux segments sous-tendus par les deux arcs «A, a'b' , dont la différence est égale à celle des deux secteurs, diffèrent tout au plus (l'une quantité infinimeot petite du second ordre, et, par conséquent, peuvent être considérés comme égaux.
IV. — Propriétés des lignes focales d'un câite
821. Nous avons vu qu'étant donnés un cercle réel C et un cercle imaginaire a [Jîg- 190). il existe deux points F, F' tels, que deux droites conjuguées par rapport au cercle réel, menées jiar l'un de ces points, sont conjuguées par rapport au cercle imaginaire (797). Ces deux droites seront donc vues du point S, correspondant au point a sotis un angle droit (793 ). On en conclut que ;
Dans un cône à base circulaire, il existe toujours deux droites, passant par le sommet du cane et comprises dans son intérieur, telles, que deux plans rectangulaires menés par l'une de ces diwies rencontrent le plan du cercle qui forme la base du cône, suivant deux droites conjuguées par rapport à ce cercle.
On appelle ces deux droites les lignes /o,rt/c,ï du cône.
L'une des deux droites conjuguées par rapport au cercle le rencontre en lieux points, et les tangentes en ces points se coupent sur la seconde droite ( 696 ) . Ces deux tangentes sont les traces de deux pkns tangents au cône. D'après cela, nous pouvons Jiie que ;
Les deux lignes focales d'an cône sont deux droites telles, que, si jjar l'une on mène deux plans rectangulaires quelconques, les plans tangents au cène suivant les deux arêtes situées dans l'un de ces plans se couperont sur l'autre plan.
822. Considérons deux tangentes fixes PA, PA et une tangente mobile art'. Les rayons menés du point F aux deux points a, a' forment deux divisions liomograpliiques dont les rayons doubles sont les tangentes au cercle, issues du point F (670). Deux droites conjuguées menées jiar le point F formeront aussi deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles
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seront les mêmes tangentes [699). Or ces deux di'oites conjuguces seront vues du point S sous un angle droit ( 793) . Donc, si l'on a deux autres faisceaux homographiques dont les rayons doubles soient les mêmes, l'angle de deux rayons homologues, vu du point S, jiaraîtra toujours de même grandeur [178). On a donc ce théorème :
Étant menés deux plans fixes tangents à un cône, si un troisième plan tangent roule sur le cône, ce plan coupe les dcu-t: plnns Jij^es suivant deux droites telles, que les plans menés par une ligne focale et ces deu-i: droile.i forment entre eu.i: un angle de grandeur constante.
823. /.es sinus des angles que les deux lignes focales d'un cane font
La trace d'un plan langent au cône est une tangente au cercle C [fig. 191 ) ; le produit des distances de cette tangente aus deux points F, F' est au produit de ses distances aus deux tangentes parallèles menées au cercle c dans une raison constante, quelle que soit la direction commune de ces tangentes [746). Ce produit est égal à ^r;?' + So-'— ;rS" [790).
Ainsi l'on a
Désignons [yxi-Fp, F'/'' les perpendiculaires abaissées des points F, F' sur le plan mené par le point S et la tangente, et soit i l'inclinaison de ce plan sur le plan de la ligure ; on a
l>=.l.-<..sin F/..Fy.
Dune, à cause de la relation précédente, le produit ¥p.¥' p' est constant.
SSi. Étant menés deu.v plans tangents à un cône, si parleur droite d'intersection on mène deux plans passant par les deux lignes focales, l'angle dièdre formé par ces deux plans et l'angle des deux plans tangents ont le même plan bissecirur.
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Kn d'autres termes, tes deux plans tangents font, vespectiv ornent, avec les deux plans menés par les lifjTies focales, des angles égaux.
En effet, si par un point P [fig. 190) on mène des tangentes au cercle C et au cerele imaginaire 0-, et deux droites aux poinisF, F' qui représentent les sommets opposés du quadrilatère circonscrit aux deux cercles, ces six droites sont en involution (745). Par conséquent, les plans menés par ces droites et le sommet du cône forment trois angles dièdres en involution. Il existe donc deux plans conjugués harmoniques, par rapport aux deux faces de chacun de ces trois angles dièdres [ 2S1 ) . Or, les traces de ces deux plans sur le plan de la figure étant deux droites conjuguées par rapport au cercle rs, ces plans sont rectangulaires (793). Donc ce sont les pl;ms bissecteurs des angles dièdres formés, l'un par les deux plans tangents au cône, et l'autre par les deux plans passant par les lignes focales, c. q. p. u.
Corollaire. — Si la droite par laquelle sont menés les phms tangents s'approche indéfiniment de la surface du cône, on en conclut que :
Les plans menés par une arête d'un cône et les ileux lignes focales îont également inclinés sur le plan tangent au cône mené par cette aréle,
825. Que par le point F [fig. 192 ) on mène deux cordes aa' , hb' , et à leurs exti-émités les tangentes au cercle, lesquelles forment le quadrilatère circonscrit cdc'â . Les deux diagonales £</, dd! passent par le point F, intersection des deux cordes aa' , hb' (701) et sont deux droites conjuguées par rapport au cercle C (703, Rem. ), et par conséquent par rapport au cercle imaginaire o- (821 ). Donc ces deux droites, vues du point S, paraissent rectangulaires ( 793 ) . Mais elles sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux coi'des Fa, Ffi; car les deux cordes ah' , a'b se croisent sur la diagonale ce', enunpointA qui est le pôle de l'autre diagonale t^rf' (C86), de sorte que ce point h et le point i, où la corde a'b rencontre la diagonale dd' , sont conjugués harmoniques par rapport aux deux «' et 6 ; et par conséquent les deiix droites FA, Yd' sont conjuguées harmoniques par rap- |>ort aux deux Fi, F«'.
On a donc ce théorème :
Si par une ligne focale d'un cône à base circulaire on mène deux plans passant par deux arêtes du cane et un troisième pian passant par la droite d'intersection des plans tangents au cône suivant les deux arêtes, celui-ci sera bîssectearde l'angle dièdre formé par les deux premiers.
826. Étant prises deux arêtes sur an cône, si par chacune d'elles on mène deux plans passant par les deux lignes focales, les quatre plans seront tan-
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g<:iits à un cône de lévolulioii dont l'axe sera la droite d'intersection des
plans tangents nu cône suivant les deux arêtes.
En effet, soient Fa, F'ietFA, F'ô [fig. rga) les traces des quatre plans sur In base du cône; «c, be les traces des deux plans tangents. Le jtlanSFcest bissecteur de l'angle des deux plans SF<ï, SFi(825); donc la droite Se est également inclinée sur ces deux plans. Par une raison semblable, elle est également inclinée sur les deux plans SF'a, SF'A. Mais cette droite, étant située dans le plan tangent S ac, est également inclinée sur les deux plans SFo, SF' a (824, co/oW.]; donc enfin elle est également inclinée sur les quatre plans SFo, S¥b, S¥'a, SS'b. Donc elle est l'axe d'un cône de révolution tangent à ces quatre plans.
827. La somme des angles que chaque arélc d'un cône à base circulaire fait avec les deux lignes focales est constante.
C'est-îi-dire que l'on a [fig. rgs)
FSa-HF'Sii = FSÈ + F'S6.
En effet, nous venons de voir que les quatre plaus SF«, SF b, SF'a, SF'i sont Uni gents à un cône do révolution. Soient S«, S fi, Sk', S S' les quatre arêtes de contact; on a
FS s = FS g ou FSfl + « S -^ = FS /.■ — È S fi,
Ajoutant II
on obtient l'égalité qu'il s'agit de démontrer.
autrement. Considérons une conique sphéritjue comme précédemment (820); soient F, F' [fig- 19^) sur la sphère les deux points déterminés par les deux lignes focales du cône, points que l'on appelle \e&fojeii: de la conique. Il s'agit de prouver que la somme des deux arcs Ya, F'a est constante. Pour cela, considérons le pointa' de la courbe infiniment voisin du point a; D suffit de prouver l'égalité à l'égard des deux points a et a' , c'est-à-dire que l'on a
F a -\- F' « = F a' -F Va' ou Fii' — F« = F' « — F'rt'.
Que du point a on abaisse les arcs an, a-/! perpendiculaires sur les arcs
F'Sa-«S«' = F'S6 + ;,SS'.
i membre ces deux équations et
observant qne
:S« = ûS«' et iSe^iSS'
Sao
Il faut donc prouver que a.ii' = a' a' . Or les deux triangles r a a a' infiniment petits peuvent être considérés comme des lignes, et l'on a
mgles recti-
(82fp, corolL], Donc ««'-= a'a .
V. — Celles suppléi
828. Si par le sommet d'un cône à base circulaire on mène des normales à ses plans tangents,
1° Ces droites forment un second cône à base circulaire, dont les plans tangents snnt perpendiculaires aux arêtes du premier;
Et 2" Les lignes focales et les plans cycliques de ce cône sont perpendiculaires, respectivement, aux plans cycliques et au^ (ignés focales du premier.
Les plans tangents a« second cône sont les pkns normaux aux arêtes du [iremier; cela est évident, car un plan tangent sera le plan de deux arêtes infiniment voisines. Or ces arêtes sont les normales à deux plans tangents au premier cône, infiniment voisins; donc leur plan est perpendiculaire k la droite d'intersection de ces deux plans tangents, laquelle est une arête du premier cône. Ce qu'il fallait démontrer.
Prouvons maintenant que le nouveau cône a un cercle pour base sur un plan perpendiculaire à l'une des lignes focales du premier.
Concevons deux plans fixes tangents au cône proposé ; un troisième plan langent les coupe suivant deux droites, et les plans menés par ces droites et une ligne focale font entre eux un angle de grandeur constante (822). ïl s'ensuit, on considérant dans le second cône les droites perpendiculaires à ces plans, que, si autour de deux arêtes fixes de ce cône on fait tourner deux [ilans qui se coupent suivant une troisième arête, les ti'aces de ces deuK plans sur un plan perpendiculaire à la ligne focale feront entre elles un angle de grandeur constante. Le point de concours de ces deux di'oitcs décrit donc un cercle. Or ce point décrit la courbe qui forme la base du cône sur le plan ; donc celte base est un cercle. Ce qu'il fallait prouver.
Enfin, les lignes focales du nouveau cône sont les perpendiculaires aux plans cycliques du premier. Cela résulte de ce qui vient d'être démontré, en
yGoosle
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vertu de la réciprocité de construction qui a lieu entre les deux cônes. Car, puisque le second est à base circulaire, le premier a ses plans cycliques per- |>endiculaires aux lignes focales du second. Ainsi !e théorème est démontré complètement.
829. Les deux cônes, dont chacun a ses arêtes perpendiculaii-es aux plans tangents A l'autre, sont dits cônes supplémentaires.
Toutes les propriéte's d'un cône relatives aux plans cycliques et aux lignes focales donnent lieu, dans le cône supplémentaire, à des proprie'tés relatives, respectivement, aux lignes focales et aux plans cj'cliques.
De sorte que toutes les propriétés des cônes à base circulaire sont doubles : à chaque propriété des plans cycliques correspond une propriété des lignes focales, et réciproquement.
Par exemple, le théorème (819 ) donne lieu au suivant :
Quand deux cènes ont les mêmes lignes focales, si par deux arêtes de l'un on mène des plans tangents à l'autre, ces quatre plans sont tangents n un cône de révolution dont l'axe est la droite d'intersection des plam tangents au premier cône menés par ses deux arêtes.
Et si l'on considère ce qui a lieu sur la sphère, on dira que :
Quand deux coniques sphériques sont homofocales, si lie deux points de ■ l'une on mène quatre arcs de grands cercles tangents à l'autre, ces quatre arcs sont tangents à un petit cercle dont le centre sphèriqne est à l'intersection des arcs tangents à la première conique en ses deux points ( ' ).
Oa conclut pareillement du théorème [8(8) celui-ci
Quand trois coniques sphériques sont homofocales, si d'un point quelconque de la sphère on mène deux aixs de grands cercles A, A' tangents h l'une et deu-r arcs M, K tangents aux deu.-c autres, un à une, respective
sin;N,A).sin[N,A'] "
Ce tliBorème nous sera ulile pour démontrer une belle propriété des coniques ucnlea, sayoip, que : La portion de pofygone spkérigtie de n datés, circonscrite irc de conique, qui est de périmètre minimum, a ses sommets sur une conique ocale.
). (Voir Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XVII, p. SSg;
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Si le point d'où partent les quatre arcs tangents A, A', H et M est pris sur la circonférence du grand cercle qui a pour centre sphévique le centre des coniques, et qu'on appelle 0 l'arc de grand cercle mené de ce point iï ce centre, lequel est bissecteur de l'angle (A, A'], l'équation jirend la
■[M,0) — si
[jcs quatre arcs A, A', M, N peuvent toucher les coniques en leurs soi mets situe's sur un même arc diamétral principal j aloi's on substituera a
:ingles(A, O), fM, O) et (N, 0) les demi-arcs principaux des coniques; i en appelant ces aies a, \i. et v, on aura cette expression de la constante,
de sorte que l'cquation qui exprime le théorème |
sin(M,A].sin(M,A') _ sinV sin(N,A].sin(N,A')-sin^.-
Cohollaihe, — Si les deux coniques auxquellet N se coupent et que ces arcs soient menés par l'u section, ils seront les arcs bissecteurs de l'angle ment (8'i4, CoroU. ), et l'équation deviendra
sinnM.Al sinV-sin
sont tangents les arcs M, 1 de leurs points d'inter- A, A') el de son supplé-
sinV-sin'jN.Aj +sin-v.aii
C'est-à-dire que : Si, par chaque point d'i genl à une conique sphérique («), on mèu [(t), (ï) et qu'on appelle i' el i les angles l'arc de grand cercle en ce point, on a er, diamètres principawi: fi, v des deux coniqu
{M, Al =si
: arc de grand cercle fixe tailles deux coniques homofocales deuj: coniques font avec
la relation constante
des séances de Vj4cadéir< 1. IX, p. loi).
r la sphère, à l'équation - a}, donnée par M. Lioui 'eHcBj, t. XIX, p. ii5î, et
des lignes géodésiqucs sur .itle. (Voir Comptes rendus Journal de Matheniaùquei.
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831. Nous ne nous étendrons pas davantage sur la théorie des cônes et des coniques Sjjhériques, dont il n'est ici question qu'incidemment et comme application immédiate des propriétés générales d'un système de cercles. Cette tiiéorie importante doit être traitée d'une manière spéciale, et elle trouvera sa place naturelle à la suite de la théorie des coniques planes et comme devant pre'céder celle des surfaces du second ordre.
PROPRIÉTÉS DE DEUX CERCLES, RELATIVES A LA THÉOBIE DES EIUPTIQUES
Théorè
832, Étant pris plusieurs points Jtxes i lence de cercle, si l'on mène une corde mm' à partir de ces points jusqu'aux extrémités leurs sinus la relation
général.
que tes ares comptés de la corde aient entre
a, g, 7, . . , 'J étant dei
de cercle dont le centre sera
auxquels on supposerait des
le rayon de cette circanféren
rayon du cercle proposé.
En effet, on a [Jlg. .94)
la corde enveloppera une circonférence tre de gravité des points A , B, C, . . . , égales aux constantes a.. S, ■/, ... ; el
Soit kp la perpendicujai
e du point A sur k ci iR.A/j (682).
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SLiaBm.MnlISm = — -,
I/éqimtion proposée devient
K.A/JH- e.Iîç-h . . . = v.sK.
Ei!e exprime que la somme des disiiinccs de la corde mtn' aux points A, B, . . , , multipliées respectivement par les constantes a, Ê, . . , est constante et égale à -j.aR. Donc la distance de la conle au centre de gravite' de tous
ces points est égale il ('1-66). Ce tiiii tléniontie le tliéo-
833. CoBOLiAiHE, — Étant pris deux points Jîxis k, k' sur une circonférence de cercle [fig- 1 gS ) , si l'on mène une corde mm' telle, que l'on ait la relation constante
itte corde enveloppera un cercle qui aura son centre sur la droite W < n point D, dont les distances aux points fixées A, A' seront
R étant celui du cercle proposé.
Car, le centre D du cercle sur lequel roule k corde mm' étant le ceutie de gravité des deux points A, A' auxquels on suppose des masses égales à l'unité et A 1 respectivement, ce point D sera situé sur la droite AA' et déterminé par l'équation
DA -r i.DA'^ o li63),
laquelle, avoc l'identité
AA'-!- A'D + DA
St'n I.KS FOSCIIONS EI.LIPTIQI'ES.
J.AV DA = — — — et DA' -
Ce qui démontre le théorème,
Les deux équations qui servent à déterminer les deux segments DA et DA impliquent la règle des signes, de sorte que les signes font connaître la posilion du point D sur la corde AA' ou sur son prolongement,
RÉCIPROQUEMENT, htaiit ilonnés iIcuj: cercles C et D, dont tes rayons .sont R et r, et étant menée dans le premier une corde fixe AA' passant par te centre D du second, si une tangente l'ouïe sur celui-ci et rencontre le pre iiiier cercle en deux points m, ra', on aura la relation constante
sm,-A™.sm^A/,i + -— .sm^Aw.sm^Am-^-^— ;,
(3) DA'.sin^Ani,sin4A/H'+ AD.siniA'm.sin^A'ui'= --..-■ AA';
car celte cqualion résulte des expressions ci-dessus de DA, DA' et r en foriction de i et j.
Les segments DA' et AD sont passibles de signes, comme nous l'avons dit; ils ont le même signe ou des signes contraires, selon que le point D est sur le segment AA' ou sur son prolongement.
On peut substituer aux coefficients de l'ëqiiation d'autres espiessions également simples.
Soient AM et A'N les tangentes au second cercle issues des points A, A'; (in a, en supposant nuls successivement les arcs A m et A'w',
nUBA' = --AA':
et l'e'quation devient
- CHAPITRE XIKl
II. — Représentation géométrique des équations relatives aux fonc 834. Quand la corde AA' est un dliimètre du premier cetde, <
[fis- '96)
et, de même.
sm|A'(»'^ cos-jAm'.
L'fiquation ( 3 ) devient
DA' . siii \km.ûn{km' + AD. cos^ A n.
Itcrivons
(5) cos-i-Am.cosiAm'-h — -■ 5iniAm.siniA/«'= cos^AJI.
On a donc ce théorème ;
Étant donnés dcua: cercles C, D, si. une tangente roule sur l'un D et rencontre l'autre C en cleur points m, m', les arcs Am = f ef Am'=: y', comptés à partir de l'un des points A, A' de la circonférence G situés sur la ligne des centi-es des deux cercles, oui entre eux une relation de la
cosj^ cos^f' 4- l.sinj^ sin-^ï':^ v,
1 et V étant deux coefficients constants, dont le prenûcr déptnd de la position du centre du cercle sur lequel roule ta corde mm', et le deu.riènte, de la position de ce centre et du rayon du même cercle,
D étant le centre de ce cercle et ;■ son rayon, on a ï. = — -- et v ^ — - \
ou bien, AM étant l'arc formé par la tangente menée par le point A, on a v^coSjAM.
835. L'arc AM étant donné, il suffit, pour déterminer la grandeur et la position du cercle D, de connaître son centre, cai' le rayon s'ensuit. Le centre
SUR LES F0XCT10^'S ELLIPTIQILS.
(lopmd du f oefiicLent 1 égal au rapport — -■- ■ On peut prendie avec l'ai''
une autre donnée, savoir l'axe radical des deux cercles. On donne ai l'équation la forme sous latiuelle on considère les équations de ce genre la théorie des fonctions elliptiques.
Si)it OS { ffi^. 19'; ) l'axe radical ; nous allons prouver que
V AU
Cette éi:|uation exprime que la corde mm', déterminée par les deux angles y, f' dans le cercle C, est tangente, dans toutes ses positions, à un second cercle dont l'axe radical avec le proposé est à la distance AO, et qui touche la corde AH sous-tendue par l'angle [t.
Obsebvatjo'. — DiUis rpcjuation [5), le rapport —— comporte un signe,
lequel est + ou ^, selon que le centre du cercle D se trouve dans l'intoi'ieur du cercle G ou au dehors; de sorte que l'équation se suffit à ellemême pour exprimer complètement la relation qui convient à une figure donnée. Mais il n'en est pas de même de l'équation (6); le radical par
lequel le rapport -t-jt- se trouve remplacé ne peut point indiquer le signe du
second terme de l'équation. 11 faut donc se rappeler que ce signe sera -twu — , selon que le centre du cercle D se trouvera sur le diamètre AA ou sur son prolongement.
83C. Quand on considère la corde mm' dans deux positions infinimcn!
„ . AA'
voisines, on a, en faisant ~- = c\
V'i — c^sin^iï \ji — c'-sin^y
le signe étant -\- ou — , selon que le centre D est sur le diamètre AA' ou sur
En efiet, soient mm\ nu' [fig. ig8) deux cordes infiniment voisines, langentes au cercle D, et / leur point d'intersection qui forme le point de
SLR I.liS FONCTIONS ELLIPTIQUES.
contact de la iiieniière avec ce cercle; on a
^1 — c* sin'iy df
Cû qu'il fiilloit démontrer.
Quant aux signes, il est facile de voir que, ([uanil le cercle D est dans l'intérieur du cercle C, les deux cordes infiniment voisines se coupent dans l'inlérieiir de ce cercle, et que les deux arcs km, Am' sont tous deux plus grands ou plus petits que les deux arcs déterminés par la corde infiniment voisine, c'est-à-dire qu'alors les deux arcs élémentaires t/o, df' ont le même signe. Quand, au contraire, le cercle D est extérieur au cercle C, les deux cordes se coupent au dehors de celui-ci, et alors ilw, d^' ont des signes dif-
837. Obsebvatioti. — On peut dire que les deux équations [6j et {7) sont la conséquence l'une de l'autre, puisqu'elles expriment une même hy- |>othèse, savoir, que la corde mm' du cercle C roule sur un autre cercle; et, en effet, on trouve, en Analyse, que la première équation est l'intégrale de la seconde; l'angle fi y représente la constante arbitraire. Ces formules sont fondamentales dans la théorie des fonctions elliptiques.
m. — Julie mode de représentation, dans le cercle, des équalio'is relatifes aux fonctions elliptiques.
838. Lemme. — Étant donnés deux cercles CiD [Jîg. \^), et étant pris sur la ligne des centres le point F qui a la même polaire dans les deu.K ceixles, si autour de ce point on fait tourner ta corde ii' dans le cercle D, el que par son extrémité i on mène la tangente à ce cercle, laquelle ren-
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contre le cercle Cen m, le rapport entre la corde \\! el le sinua de l'angle iF m
leste constant.
En effet, on a ^ — ^ const. (734!, et, iwr conseouent,
s'miFm
. .. . — = const.
smt un
Oi-, dans le cercle D,
r étant le rayon du cercle. Donc
siiiïf m ^ ■ — X consi. on — ..— - =- const.
Cette [U'opositioR se transforme en une relation entre les deux angles mFA, m' FA de même forme que celle qui a lieu entre les deux arcs yAm, jAm', ou ^f, ^f' (équat. G].
Nous conclurons d'abord de la proposition le théorème suivant :
839. L'angle que la corde Fi fait avec la ligne des centres des deux cercles étant représenté par ^, et l'angle iF m par 6, il existe enti-e ces deux angles la relation
dans laquelle e l'epiescnle le segment DF compris entre le point F et le centre du cercleU sitrleqiiel roule la tangente im.
Cette relation n'est autre que celle du lemme, dans laquelle on remplace la corde ii' par son expression en fonction de l'angle 'f. En effet, appelant De la perpendiculaire abaisse'e du centre du cercle D sur la corde ((', on a
7^^=/' — D3^ = /2 — DF".sin-J,
L'équation du lemme devient donc
SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Pour déterminer la constante, on peut mener lii tangente au cercle D, par le point A ; soient u le point de contact et -j l'angle «FA : poiir cette tangente, S et -^ deviennent égaux à cet angle u; on a ilonc
et, d'après cette expression de la constante, la relation générale devient
C'est celte équation qui se transforme en celle que nous voulons obteniientre les deux angles ml'A, m'FA.
840, Appelons \ 1' ces angles; les deux IViii, iV m' sont égaux (770, cor. 1) ; de sorte qu'on a
). = ij, + e et )/ = ■;. — e ;
sinX.sinV = sin^-f- — sin'S et cos"/.cosÀ'= 1 — sin--| — sin'S-
Or l'équation (8) se met sons la forme
On a donc
Ce qui exprime ce théorème r
Étant donnés deux cercles C, D, et étant pris le point F qui a la même polaire dans ces deux cercles, si une tangente roule sur l'un D et rencontre l'autre C en deux points m, m', les rayons -vecteurs menés du point F à ces deux points font avec la ligne des centres deux angles \, ').' entre lesquels a lieu une relation de la/brme
coslcosV + A.sin). sinV — B,
A c; B étant deux constantes.
Les expressions géométriques de ces constcintes se trouvent dans l'équation (9). Mais celle de A n'a pas la même forme que le coefficient de l'équa-
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tioii (6). La voleur qui coiTcspoudriiit à ce coefficient serait de ia forme ^i^ /,' sin- 2v. Celle-ci va se retrouver diins le théorème suivant ;
811. Les données restant les marnes que dans le théorème précéde/it, si la tangente au cercle D éprouve un déplacement infiniment petit, les variations des deux angles %, ).', représentées par d\ dV, ont entre elles la nia-
V C.Y V CA
baissant la perpendiculaire Cq s
— ^ V^il^ ~ Cq' = s/r^ - Cf' sln' i,
et pareilleinent
Il Caut donc prouver
que
^n. ,IV
On a
Mais
as -H i^^i'
et par conséquent
,„„_^MN Km -4- KM n,\\
Donc
d). _ wM Fm' m« "f/V ~^^r Fw( mW
Soit (■ le poiiil: d'intersection des deux cordes mm', un' ; on ii
Maïs / est le point de contact de la corde mm avec le cercle ; donc les deux angles iFm, i¥m' sont égaux (770, cir. 1), et l'on a
t l'e'quation précédente dev
Ce (ju'il fallait prouve)-.
842. Observation. — De ce qui a été dit précédemment .'837), au sujet des deux équations (6) et [']], on conclut que l'équation [lo) comporte
/ cf'
(il) cosX.cosï'+sinX.sm/' 4 / i— ■:;^ aîn^A = cos A.
y CA
De sorte que cette équation se trouve démontrée d'une seconde manière, et avec le coefficient de même forme que (îaus l'équation [61 (M.
; ') La bp.lle propriété du Eystème du deux cei-cles, eipi'imée par l'équation (G), est due à Jacobi (voir le Journal de Mathématiques de Crelle, t. III, p. 376, onnée tSiS, et le Journal de Maiheinallqiics de M. UouviJle, t. X, p. 433, année i%.\h). Le second tbéorème, exprimé par l'équation (11), se trouve avec diverses antres équatiens semblables, relatltes à des systèmes de sections coniques, dans mon Mémoire sur la construction des amplitudes des fonetîOKS elliptiques (voir Comptes rendus îles séances de l'académie des Sciences, t. XIX, p. laja, année ifi'j.'i).
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des fondions elliptiques.
813. I. RelniioH entre les angles élémentaires dy et ilX des formules précédentes. — Que dans l'expression de c/1 trouvée ci-dessus [8Y1; on remplace — par df,ai\ aura
. Relation
dy-
entre ^i
DISCOURS D'INAUGURATION
DejjuLs plus d'un siècle, renseignement de la Gé orné trie se réduit au\ |>reniiers principes qu'on appelle les Èlémenfs.
Ce nom A^Éiàmenls semble indiquer les premiers matériaux de l'édilicc, les jiremiei-s pas ou l'introduciion dans la Science, Cej>endant, si l'on considère que la Géométrie a pour objet la mesure et les propriétés île l'étendue, on sent aussitôt combien elle est vaste, et l'on n'aperçoit même pas de limites au champ qu'elle embrasse; car Y étendue Jî g urée varie de foiunes à l'infini, et les propriétés de chacune des figures que présente la nature ou que l'esprit peut imaginer sont elles-mêmes extrêmement nombreuses, on pourriiit même dii'e inépuisables. 11 semblerait donc que l'étude de la Géométrie dût occuper une grande place dans l'enseignement public, et cette opinion se fortifie quand on cunsidèi'e que cette science, indépendamment de son application à tous les arts de construction, est réputée le fondement des Sciences m ai hé manques, et que les meilleurs penseurs, dans tous les temps, l'ont regardée comme un excellent exercice de logique, éminemment propre à former de bons esprits (' ). Il en a été ainsi, en effet.
(') C'(! 9 1 pourquoi l'otuda des Mathéiiiatitiucs, liaas 1 partie, ou, du moins, était l'nccompagnameiil jugé iiéo Bophie qui couronnait de fortea humjinilo?. (Rollis, Traii nrt. 2.)
On sait cumbien Dcsoarles, Pascai el Laibnitï, cainme
chez les anciens et chezlos moJernesjnfqiie\ci I dernier; mais depuis, par l'effet de ces viussitudes luxqitellcs les bLiences elles-mêmes sont sujettes, cette parlie si importante de nos conmissances positives a été négligée et réduite à ses Elemenh
Cependant, quoique privés des secouis et des encouiagements que pio cure l'enseignement, plusieurs géom^ties depuis les premieies années de ce siècle, ont cultivé avec prédilection celte Ofomctne ibmdonnpp et lui ont fait fiire des progi'ès notiibles. On a même commenc, dans plusieuis Universités d'Allemagne et d'Angletene i h leinlrodune dans ks Cours publics et dans les Tbèses ayant poui but 1 obtention des gi ides umveisitEiires.
M. le Ministre de l'Instruction publique dms sa salluitudc poui toutes les parties de l'enseignement soumis à sa hiutc diiection a ju^c que le temps était venu de combler en France luasi une latune piejudiu ible luv
l'étude comme infiniment utile [four fuira naître el fortiiler lo véritable esprit ( miïthodc. Vaici, à ce sujet, un passage de Pascal, qui n'a clé public que dans c derniers temps :
s Cette science seule [.la Géométrie) sait les véritables règles Bins s'nrrëler ans. règles des syllogismes qui sont tellement naturelles q: les ignorer, s'arrête el se fonde sur In véritable méthode de conduire le r eu toutes choses, que presque tout le monde ignore, et qu^il est si avantageux de Bavoir, que nous voyons pnr expérience qu'entre esprits égaux et toutes choses pareilles, celui quia de la Géométrie l'emporte et acquiert une vigueur toute nouvelle.
B Je veux donc faire entendre ce qua c'est que démonstration, par l'exemple de celles de Géomécrie, gui est presque la siule des sciences humaines qui en produise d'infaillibles, parce qu'elle seule observe la véritable méthode, au lieu que toutes les autres sont, par une nécessité naturelle, dans quelque sorte de confusionque les seuls géomètres savent eitrêmement connaître, o (De l'esprit géométrique; voir p. i25 àui.\ Ans Pensées, Frogmeiittel LeUres de Pascal, édition de M. Faugèro; Paris, 184.^, avol.in-S».}
Si l'on consultait l'histoire, on trouverjit que parmi les hommes qui se sont fait, à divers titres, dans lous les temps, un uom célèbre, un grand nombre anaieiit de la
philosophes, dont il suffit de nommer Platon, qui avait fait des Mathématiques la base fondamonlala de son enseignement et dont on connaît la fameuse inscription du portique de san académie : Que nul n'entre ici s'il n'est géomhire. Ou distinguerait, dans le moyen âge, surtout saint Augustin, Marcianus Ciipilla, Boèce, Cassiodore, Proclus, Isidore de Séville, Bède, Aleuin, Avicenne, le pape Gerbert, Adolard, Albert le Grand, Roger Bacon ; chez les modernes, Léonard de Vinci, Albert Durer, Bamus, J.-J. Scaliger, H. Grotius, Hobbes, Gassendi, Acnauld, Malebranche, Huet, Clarfco, Foulenelle, Wolff, Réaumur, Voltaire, Buffon, Diderot, Beauîéa, Condillac, Haller, Dngald Stewact, Kant, Colobroolie.... L'histoire même des chefs d'empires montrerait que ceux qui ont encouragé la culture des Mathématiques, source commune de taules les sciences exactes, sont aussi ceux dont le règne a eu le plus d'éclat et dont la gloire est la plus dura',le.
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progrès des Sciences niathéiiiaiiqiies. La Faculté des Sciences, consultée, a partagé ces vues judieieiises et libérales, et émis le vœu que renseignement des Mathématiques supérieures reçût dans la Faculté le complément qui lui mauquair, et qu'une chaire de haute Géométrie y fùi immédiatement instituée. M. le Ministre m'a fait l'honneur de me confier cet enseignement.
Cetie tâche, qu'on me permette de le dire dès ce moment, en sollicitant l'indulgence des personnes qui me font l'honneur de in'écouter, n'est pas sans difficultés. Car ce ne sont plus les théories, ce n'est plus, pour ainsi dire, la science qu'enseignaient Oronce Finée, Ramus, Roberval, qu'il s'agit de reproduire; il ne peut suffire d'expliquer et de commenter les travaux d'Archîmède et d'Apollonius, de Fermât, de Caviilieri, de Pascal, d'Huygens, de Newton, de Maclaurin. Ces Ouvrages renferment d'admirables exemples des ressources que pi-ocure la Géométrie dans toutes les spéculations de la Philosophie naturelle; on y trouve le germe de plusieurs théories; mais ils ne forment pas un ensemble de méthodes qu'on puisse réunir dans un corps de doctrine, et qui suffisent pour initier les jeunes mathématiciens à la connaissance et h. la culcui'e de la hauie Géoméiiie. S'ils offrent de magnifiques applications de cette science, ils ne constituent pas un Cours de Géométrie supérieure. Et d'ailleurs la Science a marché; elle s'est enrichie de doctrines nouvelles, en hai'monie parfois avec celles de l'Analyse, et c'est sur des bases dont on n'aurait pas eu l'idée il y a un siècle qu'il faut aujourd'hui fonder ce Coure de Géométrie siipi'rieu/e. C'est dans quelques Ouvrages modernes, dans des Mémoires épars dans les Recueils scientifiques, qu'il faut chercher le germe et les éléments des théories et des méthodes propres Ji former le corps de doctrine que noua avons en vue. Ces théories et ces méthodes une fois déterminées, il faudra les coordonner entre elles et les soumettre îi l'enchaînement logique, qui est le caractère propre des Sciences mathématiques, et plus particulièrement de la Géométrie. C'est donc une œuvre toute nouvelle à accomplir.
Où trouverons- no us les éléments dispersés de cet enseignement nouveau? Dans l'étude attentive des travaux de nos devanciers. iN'ous devrons cimsulter les ouvrages des Grecs, qui se présentent les premiers dans la carrière, qu'ils ont parcourue avec un grand succès; puis suivre les déveIop|>ements de la Science chez les modernes, puis enfin aborder les doctiines du
Cette étude rétrospective est indispensable pour atteindre le but qui nous est proposé. Dès aujourd'hui nous jetterons un rapide coup d'œil sur les travaux, des géomètres anciens et modernes. Ce sera l'objet de cette première
I. ■ — De la Géométrie cliez les Grecs
La Géométrie a été la science de prédilection des Grecs. Ils la divisaient en trois parties distinctes : Li Géométrie élémentaire, qu'ils appelaient simplement les £'/cme»«; la Géométrie pratique ou Géodésie; et la Géométrie supérieure, qu'ils appelaient le Lieu résolu, et qui était un ensemble de question résolues d'avance el de théories où le géomètre trouvait les ressources nécessaires pour pi'océder à la démonstration des vérités et à la solution des
C'est cette partie, le Lieu résolu, que les modernes ont appelée YJnaljse géométrique des anciens.
Le peu de détails qui nous sont parvenus snr ce point extrêmement intéressant de l'histoire de la Science se trouvent diins les Cnltections mathéniiiliques de Pappus, géomètre qui vivait au iv* siècle (le noire ère. Ces Collections mathématiques étaient un ouvrage en huit Livres, dont six seulement nous ont été conservés. On y trouve, avec des détails qui nous font connaître sur plusieurs points l'étal des Mathématiques anciennes, une foule de propositions et de lemmes destinés à servir de commentiiires à divers ouvrages, dont la plupart ne sont pas ni'rivés jusqu'à nous. L'auteur était un géomètre éminent, que Descartes avait en grande estime. C'est dans Pappus et Diophante que ce grand philosophe remarquait des traces de cette lumière de raison qui, dans l'antiquité, était le caractère des Mathématiques vérUables [').
Kous trouvons, dans les CoUectiom de Pappus, la nomenclature des Traités qui, faisant suite aux Éléments, formaient le Lieu résolu ou, comme nous venons de le dire, la Géométrie supér-ieui-e. C'étaient ; un Livre des Données, d'Euclide; devxljivres delà Section de raison, d'Apollonius; deux Livres de la Section de l'espace; deux de la Section déterminée et deux des Attouchements [contacts des cercles), du même; trois Livres des Porismes, d'Euclide; encore d'Apollonius, deux Livres des Inclinaisons, deux des Lieux plans et huit des Sections coniques ; d'Aristée l'ancien, deux Livres des Lieu.v solides; d'Euclide encore, deux Livres des Lieux A la surface; enfin, d'Ératosthènes, deux Livres des Moyennes raisons.
Ces divers ouvrages formaient donc un corps de science, une Géométrie supérieure, que les anciens distinguaient essentiellement des Éléments,
Pappus ajoute que les géomètres, en appliquant les ressources que leur offraient ces ouvrages pour la démonstration des vérités géométriques et la
•I de resjiril {1,'Fès'e), t. XI Je
solution Jes (iroblèiiies, suivjiient deux méthodes ou plutôt deux iHaiiièica de procédei' |>iir le raisonnement, savoir la synthèse ou composition et Vanaljse ou résolution. Ces deus mots synthèse et analyse avaient alors, en Matliémaliqnes, un sens parfaitement défini. Maïs, comme aujourd'hui nous les employons communément dans une acception spéciale très différente, qui laisse ignorer ans jeunes géomètres ce qu'étaient les méthodes anciennes et surtout la méthode analytique, il ne paraîtra peut-être pas inutile de rappeler ici le sens précis que leur donne Pappus, le même qu'on trouve aussi dans Euclide (au treizième Livre des Éléments).
Par Ja synthèse, on part de vérités connues pour arriver, de consét|uence en conséquence, à la proposition que l'on veut démontrer ou à la solution du problème proposé.
Par Vanalyse, on regarde comme vraie la proposition que Ton veut démontrer ou comme résolu le problème proposé, et l'on marche de conséquence en conséquence jusqu'à ce qu'on arrive à quelque vérité connue, (jui autorise à conclure que la chose admise comme vraie l'est réellement, ou qui comporte la construction du problème ou son impossibilité ('),
(') Citons le texte tnûme de Pappiis, dans son sens ij Itéra) :
o Lo Lieu résolu est une mntière à l'usage de cgui qui, posséUatit les Elémeiiti, veulent acquérir en Géométrie l'art de résoudre les problèmes : c'est là son utilité. Cette partie des Mathématiques nous a été transmise par Euclide, l'auteur des ÉUmeiits, Apollonius et Ariatée l'ancien. On y procède par voie de résolution et de
• La résolution est nue méthode par laquelle, en partant de la chose que l'on cherche et que l'on suppose déjà connue, on arrive, par une suite de conséquences, à Hue conclusion sur laquelle on s'appuie pour remonter, par voie de composition, à la chose cherchée. En effet, dans la résolution, nous regardons comme fait ce que nous cherchons, et nous examinons ce qui découle de ce point de départ, et mûme ce qui peut en être l'antécëd n q a lo qu n pHr lo raisonnement à
quelque vérité déjà conn a sa ji mb dp p Cette marche conslitoe
le procédé qu'on appell A ^ mm q d n sens inverse.
a Au contraire, dans p u p ton d vérité à laquelle nous
dans le raisonnement n h n rs p 'esl-à-dîre en prenant
toujours pour antécéde q dan p m onséf(ueut, et récipro-
quement, nous parvenu h. h se h h C irche constitue le pro-
cédé qu'on nomme sjiilh
0 L'Analyse s'emploi d d d d h h i pour démonti'cr une vérité théorique, ou pour résoudre un problème proposé.
1 Dans le premier cas, admettant comme vraie la proposition qu'il faut démontrer, nous regardons aussi comme vraies les conséqnences qui en découlent, jusqu'à ce que nous arrivions à quelque conclusion connue. Si cette conclusion est une proposition
55s DISCOURS.
Ces deux manières de procéder en Mathematitjues ne répondent nullement à la signification actuelle des deux termes analyse et synthèse, dont ie premier caractérise l'emploi du calcul algébrique, et le second, la considération seule des propriétés des figures, au moyen du raisonnement
Les deux méthodes anciennes ne diifëraient au fond que dans le point de départ, les diverses opératicns de raisonnement étant les mêmes dans l'une et dans l'autre, mais dans un ordi'e inverse. On caractérisera brièvement ces deux roe'thodes en appelant, avec Kanl, la synthèse, méthotie progressive, fXV analyse, méthode régressive (').
n est essentiel de remarquer ici que l'usage de {'analyse, chez les anciens, suppose nécessairement une proposition déjà connue et dont on cherche la dc'monstratîon, ou un problème proposé; de sorte que, hors ces deux cas, il n'y a point lieu, d'après la définition précise de Pappus, d'employer la méthode analytique.
Il faut observer encore que, bien que l'esprit de la méthode soit le même dans les deux cas, néanmoins elle y a un caractère différent ; car, dans le premier, cù il s'agit de démontrer une proposition, l'analyse n'est point autre chose qu'une méthode expérimentale de vérification a posteriori, tandis que dans le second, où il s'agit de résoudre un problème, elle forme une méthode d'invention a priori, puisqu'on se propose de trouver la solution ou construction du problème ou de démontrer son impossibilité, ce qui constituera la découverte d'une vérité mathématique actuellement
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connu ce qu'il faut trouver, et nous en lirons quelque conclusion. Si cette conclusion •?st une construction possible ou rentrant dans re que les raatliéinaticiens appellent les données, le problème proposé sera aussi possible; et la démonstration répondra k V Analyse en sens contraire. Mais, si la conclusion il laquelle nous arrivons est une chose impossible, le problème le sera aussi.
B On appelle diorisme ïe!te partie du raisonnement où l'on délermine les conditions pour qu'un preblènie soit possible, elle nombre de ses solutions, n Toilà ce que nous avons à dire de la résolution et de la composition. • ( ■ ] Nous n'entendons pas faire allusion ici â la distinction fondamentale posée, par l'illuatre philosophe, entre les jugements synihétiques et ai/aljliques, bien, toutefois, que cette distinction dérive des acceptions anciennes de Vanalyse et de !a synthèse.
la méthode d'invention par laquelle on forme et Von accroît une science. Cette rcmnrque nous suffît dans ce moment, où nous n'avons pas à reclierclier quelles sont les méthodes d'invenlion en Matlie'matiqiies, maïs seulement h définir ce qu'ont été les deux méthodes appelées par les anciens analyse et synthèse, et à en marquer les usages et le caractère distinctif.
Dans les sciences en général, c'est par la méthode synthétique qu'on en expose les principes ou les éléments : c'est ainsi que sont écrits les Eléments d'EucIide. Toutefois, on trouve aussi dans cet Ouvrage des exemples de la méthode analytique, telle que la méthode ajipelée rédaction à Fabsurde, quoique dans ce mode de démonstration ce ne soit qu'indirectement, ou par esclusion, qu'on introduit dans le raisonnement la proposition que l'on veut démontrer. On part, comme on sait, de pro^Kisilions contraires à celle-là, et, en les combinant logiquement avec des propositions connues, on arrive, de conséquence en conséquence, à un rc'sultat faux ou absM-de, d'où l'on conclut que la première est bien la proposition vraie.
Archimède et Apollonius nous offrent de nombreux exemples de Varia- Ijse : c'est presque toujours par celte voie qu'ils résolvent les problèmes. Ainsi, quand Aichimède se propose, dans son Traité de la sphère et ila cylindre (prop. 8), de couper une sphère par un plan de façon que les deux segments soient entre eux dans un rapport donné, il raisonne sur la grandeur inconnue comme sur celles qni sont données, et il parvient à une proposition qui renferme l'expression de la grandeur cherchée,
Diophante, dans son ouvrage d'Algèbre qui porte le nom â'Aiithmétique, fait usage continuellement de la méthode analytique ; car il représente les inconnues de la question et ses puissances par des signes ou des mots, et il les introduit dans le raisonnement pour foi-mer, entre ces inconnues et les quantités connues, des égalités d'où il tire la valeur des in-
On conçoit que Vanalyse et la synthèse ont dû être employées concurremment, dans tous les temps, depuis l'origine des Sciences mathématiques: aussi, quand Proclus et Diogène Laërce font honneur à Platon de l'invention de la méthode analytique, il faut croire qu'ils voulaient par là désigner Platon comme ayant le premier distingué ces deux manières différentes de procéder dans la recherche et la démonstration des vérités mathématiques.
Nous venons de préciser ce qu'il faut entendre par la synihèse et Vanalyse dans la Géométrie des anciens; nous n'aurions que peu de mots à ajouter pour dire comment ces termes ont pris chez les modernes des acceptions tiès différentes; mais n'anticipons pas sur la marche de la science : l'crigine du nouveau sens des deux mois, en Mathématiques, se
rattache à lii giiinde conception de Viète, dont nous aurons bientôt à faite
mention.
De ces Ouvrages qui, d'après Pappus, formaient comme les éicmenis d'une Géométrie supérieure et oUraient les ressources nécessaires pour se livrer aux rechei-clies géométriques, trois seulement nous sont parvenus : ce sont les Données d'Euclide, les sept premiers Livres des Coniques d'Apollonius, et le Traité de la Section de raison, qui s'est retrouvé en langue arabe. La plupart des autres ont été rétablis par divers géomètres, dans le style de la Géométrie ancienne, d'après le peu de détails que nous en a laissés Pappus,
Cependant on n'est pas fixé sur le sujet du Livre des Lieux à la surface, d'Euclide. L'anteur y considérait des courbes tracées sur des surfaces courbes. Mais quelle était la nature de ces surfaces? Les courbes qu'on y traçait étaient-elles nécessairement planes? La bi'ièveté de Pappus nous laisse dans l'incertitude. Je dirai toutefois qtie quelques indices peuvent poi-ter à croire que, dans le Livre des Lieu.c à la surface, Euclide traitait des conoïdes, appelés aujourd'hui su/faces du second degré de lé'olution, et des sections faites par des plans dans ces surfaces, comme dans le cône.
Mais il est un autre ouvrage d'Euclitle bien plus digne de fixer noti'e attention et qui a présenté pendant longtemps une énigme indéchiffrable à laquelle se sont attachés, dans les deux derniers sièules, plusieurs des géomètres les plus célèbres : je veux parler du Traité des Porismes, A« dire de Pappus, cet Ouvrage, où brillait le génie pénétrant d'Euclide, était éminemment utile pour la résolution des problèmes les plus compliqués ; c'était, en quelque sorte, l'instrument indispensable des géomètres dans leurs recherches.
Jusque vers le milieu du siècle dernier, cette question des porismes n'a présenté qu'une obscurité profonde dans toutes ses parties. Alors seulement . R. Simson fît les pi emiet s pis vei a 1 1 dei,ou^ ei du sens c iche des idées de l'auteui tint en letiLliasant la défimtion du teime /JorjjiKe et surtout la forme pu ticuhere des énonces des piopositions imsi appelées quen donnant 1 explication de sis ou sept, sui une tientaine, des énonces de porismes que Pippus nous i transmis en tei mes laconiques et obscuis Cette dmnJtion \ fait beaucoup d honncui i R Simson Depuis plusieuis géomèties ont continue de tiaitet ce sujet st digne d intérêt
Cependmt un voile ep us couvre encoie cette doctiine de^î poiisnies eu indépendamment des vmgt-quatte énonces de Pappus, dont on na pas donné le sens, il faudrait connaîti'e en outre la Ciiuse de la forme inusitée de ces propositions, la pensée qui les a conçues, leur nature ou caractère mathématique, ta raison de leur éminenle utilité dans l'art du géomètre, la transformation que cette doctrine a probahlemenC subie pour pénétrer, à
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notre insa , dons nos méthodes modernes. Ces questions mériteront de trouver place dans un enseignement de haute Géométrie, d'autant plus que les théories snr lesquelles semblent rouler ces pi-o positions obscures se rattachent à celles de la Géométrie moderne. Peut-être alors pourrons -non s répandre quelque lumière sur celte grande énigme que nous a léguée l'anti<iutté,
A défaut des ouvrages originaux des Grecs, qui sont presque tous perdus, c'est dans les Collections mathématiques de Pappus, dans cette foule de propositions eparses et sans ordre, parce qu'elles se rattachent à des ouvrages différents auxquels elles doivent sei-vir de commentaires, que nous trouverons les premiers éléments d'une Géométrie su(>érieure.
On y dislingue notimment quelques-unes de ces propositions simples qui sont bien réellement le fondement de la science, car on les retrouve dans les Traités célèbres de Pascal et de Desargues sur les Coniques, et, plus tard, dans l'ingénieuse et féconde Théorie îles transversales de Carnot ; ouvrages qui se rapportent essentiellement à une partie des méthodes qui feront la base de notre enseignement.
Nous ne faisons pas ici l'analyse de toutes les ressources que peuvent offrir les Collections mathématiques de Pappus; disons cependant que nous aurons à y emprunter quelques beaux exemples de cette manière de démontrer de simples propositions de Géométrie plane par la contemplation des figures à trois dimensions, qui rentre dans certains pi-océdés dont les géomèti-es de nos jours ont fait un heureux usage. Par exemple, c'est en considérant une surface héliçoîde que Pappus décrit la spirale d'Archiinèdc et la (paadratrice de Dinostrate, comme projection de certaines courbes à double courbure tracées sur la surface.
Ce n'est pas sans surprise et admiration i|u'on rencontre dans le Livre de Pappus ces spéculations qu'on ci-oirait sorties de l'école de Monge; nous y trouverons même certaines questions qui prouvent que les Grecs avaient des procédés de Géométrie descriptive analogues et parfois identi<|ues à nos méthodes actuelles. Telle est cette question : « Connaissant les projections horizontales et les hauteurs verticales de Crois points, déterminer la trace et l'inclinaison du plan qui passe par ces points. »
Nous n'avons point eu it citer jusqu'ici les Traités d'Arehicnède, où se trouvent cependant des découvertes capitales qui toutes ont été utiles à la science. Eu voici la raison. Les ouvrages d'Archimède se peuvent distinguer en trois classes ;
1° Les Traités géoméu-îques, qui sont : la mesure ilii cercle, et les Livres (le la sphère et du cylindre, des canoîiles et des sphéroïdes, de la quadrature de la parabole, des hélices et des lernmcs;
2" Les Livres de l'équilibre des plans et des corps portes sur un Jliddc,
qui contiennent les principes tîe la Statique et df l'Hydrostatiriue, mais où
domine encoi-e le génie géoniétri<|ue;
3° Le Livre De numéro aiencB, où se trouvent des connaissances trèsdiverses d'Astronomie et d'Aritlimétique notamment, et qui suffirait seul pour attacher au nom d'Archimède le sceau de l'immortalité.
Les Traités géome'ti'iqnes contiennent des résultats admirables qui ont crée ou établi sur leurs bases véritables plusieurs parties des sciences; mats ces résultats, par leur nature, ne sont pas d'une application aussi fréquente, dans les spéculations géométriques, que diverses autres théories dont l'usage est, pour ainsi dire, journalier. C'est pourquoi Pappus ne les a pas compris dans sa nomenclature des Traités propres a guider dans les recherches géométriques.
Si, dans la marche suivie par Archimède pour arriver à ses belles découvertes, on peut voir le germe ou des applications d'une méthode spéciale susceptible d'extension, c'est surtout dans la méthode A'e.rkaustwn (c'est-àdire d'^/)Hije»!e/«), Par cette méUiode on considère une grandeur, une courbe par exemple, comme une limite de laquelle s'approchent de plus en plus des polygones inscrits et circonscrits, dont on multiplie le nombre des côtés, de mimière que la différence, qu'on épuise en quelque soile, devienne plus petite qu'une quantité donnée. Les propriétés des polygones, par exemple l'expression de leur périmètre ou de leur surface, indiquent, par la loi de continuité, les propriétés de la courbe, et l'on démontre ensuite celles-ci en toute rigueur par le raisonnement à l'absurde.
On peut voir ici le germe des méthodes infinitésimales, ou du moins l'idée fondamentale sur laquelle elles reposent, surtout dans les conceptions de Mevrton et d'Euler, Ces doctrines, soit celle des premières et dernières raisons, soit celle des limites, qui au fond est la même, ont établi sur un principe d'une rigueur incontestable les méthodes générales et élémentaires qui remplacent celles d'Archimède dans toutes les questions traitées par ce grand géomètre. On conçoit donc que, dans les principes de ta Géométrie supérieure que nous avons ici en vue, de même que dans un aptrçu sur l'origine et sur le développement des méthodes qui se rattachent à ces principes, les beaux théorèmes d'Archimède n'occupent pas la place que leur grande renommée semblerait au premier abord leur assigner.
Quelques développements vont faire comprendre plus complètement notre pensée sur cette partie de la Géométrie qui doit représenter l'Analyse géométrique des anciens et constituer les éléments de la Géométrie supé-
La Géométrie se déûnit la science qui a pour objet la mesure et les propriétés de l'éienilue figurée. Cette définition indique deux divisions principales de la science. Aussi les divers travaux des géomètres diffèrent jiar
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leur nature et doiiiienï lieu d'eux-mêmes à cette distiiietion. Les uns se rapportent à la mesure, c'est-à-dire à l'expression de la longueur des lignes, de l'étendue des surfaces, du volume des corps. La determinatioD des centres de gravité et beaucoup d'autres questions qui se présentent dans les sciences physico-niaihématiques sont du m^me genre. C'est ù de telles questions que se rapporte spécialement la Géométrie d'Archimède. Ce sont ces questions, comme nous venons de le dire, qu'on traite aujourd'hui par les méthodes infinitésimales, parce qu'en effet elles impliquent toujours, sous une forme ou sous une autre, l'idée de Viiifin't (' ).
Les autres recherches mathématiques ont pour objet les propriétés résultantes des formes et des positions relatives des figures, propriétés qui comprennent aussi des relations de grandeur, mais qui sont, en généi-al, simplement des relations de segments rectilignes ou d'angles et qui n'esigent pas l'emploi du calcul infinitésimal. C'est à cette partie de la Géoméirie que se rapportent les ouvrages d'Apollonius, tels que son grand Traité des coniques, et en général, les Traités sur le Lieu, résolu ou Analyse géométrique des anciens. Cette partie est vaste; c'est celle qui doit aujourd'hui constituer spécialement la Géométrie considérée dans l'ensemble des méthodes qui lui sont propres.
Quant à la première partie, qui a pour objet le calcul des g:randeurs curvilignes, ce sont les méthodes infinitésimales qui lui conviennent; ce serait rétrograder que de revenir à celles d'Archimède ou aus méthodes intermédiaires et de transition de Cavalieri, de Pascal, de Gregoire de Saint- Vincent, de Wailis, quelque puissantes qu'elles aient été entre les mains de ces gi'ands géomètres. Et, d'ailleurs, l'emploi des méthodes infinitésimales n'implique pas raband<in des méthodes géométriques pour le calcul algébrique des modernes; loin de lu, ce sont précisément les questions de Géométrie qui ont donné naissance à ces méthodes dans les travaux de Fermât, comme dans ceux de I^ibnitz et de Newton.
Hais il ne faut pas croire que, par la distinction que nous venons d'établir, nous scindions la Géométrie en deux partiesjpour n'en attribuer qu'une à la Géométrie moderne, et diminuer ainsi le domaine de la science que les Grecs nous ont transmise. Au contraire, celte Géométrie des propriétés des figures est d'une application nécessaire et constante dans la Géométrie des es. Celle-ci ne saurait procéder seule; il est aisé de le c
( ' ) Leibiiilï puise dans iIks considén de son analjsâ inrinitésituale dans ta dit: 0 Cette analyse est proprement sl
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y décomiiose les figures (lignes, surfaces ou volumes) dans leurs parlies élémentaires qu'on appelle infiniment petites, et ce sont ces éléments dont on considère les i)i-o|)rictès, soit jioiir les comparer entre eux, soit pour en faire la sommation. Or, de même (ju'en Analyse le succès, dans les questions de cette nature, dépend du choix des variables, il dépend ici de la forme et des projii'iélés des éléments, c'esl-à-dire de la manière dont on a décomposé la figure : c'est ce mode de décomposition qui constitue la question géométrique; et il exige essentiellement la connaissance des propriétés de la figure, et souvent des propriétés les plus intimes et les plus cacliées [' ). On l'etombe donc sur cette partie de la Géomctrie qui forme Y Analyse géométrique des anciens et qui doit dtre la base de noire Géométi'ie supé-
Ainsi, par exemple, dans le célèbre problème de l'attraction des ellipsoïdea snr des points extérieui's, que les métliodes fondées sur le calcul ont été pendant longtemps impuissantes à resoudte li difficulté ^eomttnque consistait seulement dans la découverte de quelques piopiteles qui fissent connaître le mode convenable de décomposition de 1 ellips ide en ses éléments ; ce sont ces propriétés que Hachuiin eut le bonheui di d co mir, du moins pour cei'tains cas de la quest on
On conçoit donc bien comment cette pu lie de h Geometue qui se t apporte plus spécialement aux propriétés des figuies est aussi celle qui doit conduire aux calculs de leurs mesui-es, et 1 on comprenl que bien qu il y ait lieu de dislingiier ces deux genres de questions elles a en lentient pas moins, les unes et les autres, dans le dom me d une science unique qui constitue la Géométrie générale.
Ces considérations montrent combien est incompkte et dénuée de justesse cette définition qu'on trouve dans quelques ouvrages, savoir que ta Géométrie est la science qui a pour objet la mesube de t 'étendue. On serait tenté de croire que cette définition nous vient de quelques arpenteurs romains, si ell<! ne i-emonte pas aux Égyptiens, qui, selon la tradition historique ou fabuleuse, auraient créé cette science irour retrouver l'étendue primitive de leurs terres après les inondations du Kil. Toutefois, l'origine (le la distinction que nous venons d'établir se peut apercevoir dans Aristotc, qui regarde les Mathématiques comme ayant pour objet adéquat Vonbeet la proportion. C'est aussi l'idée de Descartes, et l'on n'est pas smpris d'avoir à citer, à la suite de ces deux grands jibilosophes de l'anliquité et des temps
) C'est ce qui a fnit dii* à WalUs : " Cjcbidîa sic lu parlea su»5 resoliilioneui, adum ip^ius Anatomîam veratn, ostendj.... Sic ego diatribuo semï-cycloidcm, ut Laaiiis, sed nt AiialomisM, in scmi-circulum et figuram Brcuum; qaibus ^pa< a meas mathodos adliibeo. • ( Opéra miirhemacica, t III, p Q^l\ el Q',b).
modernes, le célèbre auteur de la doctrine des couples, que ses reclierclies sur la théorie des nombres ont conduit à celte définition d'un sens philosophique si profond.
Un des beaux monuments de ïa Géométrie des anciens, l'une de ses plus magnifiques .ipplica lions, est le grand Traité d'Astronomie de Ptolémée, ap|Jelé par l'auteur Syntaxe mathématique, expression forl juste, que les Arabes, dans leur admiration, ont remplacée par celle d'yimtrgcstE (le trèsgrand). On a souvent cité, dans cet Ouvrage, les principes et les applications de la Ti-igonoraétrie plane et sphérique; la construction des cordes des arcs de cercle ; quelques théorèmes qui chez les modernes ont fait la base de la théorie des transversales; la détermination du lieu des stations des planètes, l'une des plus belles questions de la Géométrie ancienne, que Ptolémée aSli'ibue k Apollonius; mais, considéré sous un point de vue plus générai, l'Almageste constitue dans son ensemble la solution d'un grand problème de Géométrie, à savoir de représenter jjar une combinaison de mouvements circulaires et de mouvements uniformes tous les phénomènes du mouvement des corps célestes. Ce fut Platon qui posa ce principe des mouvements célestes, adopté par Aristote et par tous les philosophes grecs, dont il flattait l'esprit de système et de généi-a Usât ion.
L'Astionomie orientJile, mère de l'Astronomie grecque, semble prouver, [jar les différences essentielles qu'elle présente avec celle-ci, que c'est ce grand problème qui marque le véritable but des efforts d'Hipparque et de Ptolémée et qui fait le caractère |)ropre de leur Astronomie.
Les Tables du mouvement d q 1 G du cevoir des
Chaldéens avec leurs observât d d n f 1 tifs, étaient
fondées, si je ne m'abuse, sur d j '"Il "' es aux for-
mules qui ont été longtemps h z 1 d n quand Pto-
lémée dit qu'Hipparque a re| »! n i y ' ^ vement du
Soleil et la première inégalité d 1 L m q se ff ont échoué
à l'égard de la seconde inégal ^ 1 d 1 j I 1 ne doit pas
signifier qu'il n'existait point 1 T bl du S 1 d H j p que et que
ce grand astronome n'a connu ni k loi numeiique de 1 cvection lunaire ni celle du mouvement des planètes. Non, ce ne peut être là ce qu'a voulu dire Ptolémée; cette interprétation fait naître trop de difficultés dans l'histoire de l'Astronomie. Mais il a voulu dire qu'Hipparque ù'avait fait que les premiers pas dans le grand problème posé par Platon, et que lui, Ptolémée, a surmonté les difficultés géométriques c[ui avaient arrêté ses devan-
Si le princi|ie ou ]>lLitût le preja^'é des Grecs sur les mouvements célestes, après avoir régné vingt siècles et imposé une loi inflexible a CoperDÎc lui-même, a été mis au néant par les immortels ti'avaux deKe|>ler, le grand Ouvrage de Ptolémée n'en conserve pas moins son intérêt au point de vue géométrique. Mais c'est un de ces ouvrages d'une lecture longue et pénible, dont il serait bien utile (|ii'o!i élit des analyses precises et philo sopliiques, qui iieut-être sont trop rares aujourd'hui. Les jeunes géomètres préfèrent naturellement les recherches de découvertes aux. recherches rétrospectives; cellea-là seules assurent les progrès et le développement de la Science. Cependant, que mes jeunes auditeurs de l'École Normale me permettent de leur dii-e, dès ce moment, que, parmi les ouvrages du passé, il peut en être dont l'apprécialion intelligente les conduirait à des travaux dignes de prendre rang dans les fastes de la Science.
J'ose espérer qu'on ne regardera pas comme une digression étrangère à mon sujet ces conàdérations sur l'Almageste de Ptolémée, si elles monti'cnt sous quel rapport cette belle composition nous présente une ceuvre de pure Géométrie, et surtout quand nous aurons vu bientôt l'analogie qu'elle nous offre, à cet égard, avec le grand Ouvrage de Newton, qui est aussi une œavre de pure Ge'omctrie.
p;irt, quelques emprunts fulls k l'Astronomie clialdéenne, que j'ai élé conduit à émettre l'opiuioD, contraire aui idée» reçues, que les Clialdéens ont en, outre leurs périodes bien cannuoa, des Tables astronomiques. (Voir Comptes rendus dei séances de l'Académie des Scie/icei, t. XXJII, p. 8.15-8JJ.) C est celle opinion que j'ai reproduite ici, en indiquant le caractère qui me paraissait distinguer l'Astronomie chaldéeune de celle des Grecs, savoir, que dans la ppemière la position dea planètes se déterminait au moyen de formules empiriques, c'est-à-dire par des lois eipmnéjs en nombres et impliquant les principales inégalités de leurs mouveaients, lundis que les Grecs aTOieut tout représeiité par des mouvements effectifs sur des cci-cles.
Ces conjectureB, auxquelles J'étais amené nalurellcmenl par leïaraan des Tables Kharismiennes, composées chez les Arabes au i^* siècle, dans le système astronomique des Indiens, ont été, depuis, pleinement justifiées, si je ne m'abuse, par la publication du Traité d'Astronomie de Théon de Smjrne. En effst, dans cet Ouvrage, édité dans son texte grec, avec une traduction latine, par M. Tb. H. Martin, doyen de la Faculté d38 Lettres de Rennes, se trouve un passage où Théon dit que les Babyloniens, les Cbaldéens et les Égyptiens avaient des Tables astronomiques, antérieure mont aux Grecs, et que les Cbaldéens construisaient leurs Tables par des calculs arithmétiques et les Égyptiens par des procédés graphiques. ( Theoais Smyraœi Platoaici Liber de Astronomia cum Sereai fragmeiuo. Texium primas edîdil, latine Tiertic, descriptionibus geomeiricis, dissertacioiie et notis Ulustraeit Th. S. Martin, Faeuliatis Lîtierarum in Academia Rhedonensi decanns. Parisiis, 1849; '""S"- '''"> P- =73-)
M. Siot a (ait mention de ce pas:^ge curieu: dans une i^nlics inlircssunte sur l'Ouïraje de Théon. (Voir Jsunialdcs Sananis, annâe i85o, p. 197.)
II. — De la Géométrie au moyen âge et chez les modernes
Dans l'état actuel de nos connaissances historiques, nous jjourrions passer rapidement de la Géométrie des Grecs aux temps modernes. Toutefois, nous devons payer un juste tribut de reconnaissance aux Arabes, qui, après le déclin de l'école d'Alexandrie et quand l'Occident était plongé pour longtemps encore dans la barbarie et l'ignorance, ont recueilli avec ardeur et inielligence les débris des sciences grecques et les connaissances orientales, qu'ils nous ont transmises vers le xii' siècle. Leurs ouvrages ont été le modèle de tous les ouvrages européens depuis cette époque et longtemps encore après le xv^ siècle, qui marque la renaissance des lettres et de la civilisation en Europe.
Mais ce n'est pas toujours dans leur état de pureté et d'abstraction que les Mathématiques grecques nous ont été transmises par les Arabes. Ceux-ci n'avaient point recueilli les seuls ouvrages grecs; ils avaient puisé à un autre foyer de lumières, a la source orientale ; leurs connaissances ont été un mélange des connaissances grecques et des connaissances hindoues, qui avaient leur caractère particulier. Les Grecs étaient surtout géomètres; ce n'est que très tard que l'on trouve chez eux le Traité d'Algèbre de Dioplianie. Leur Géométrie était pure, sans mélange de calcul, et leur goût pour cette partie fondamentale des sciences mathématiques se manifeste non-seulement dans les ouvrages d'Euclide, d'Archimède, d'Apollonius, mais encore, comme je l'ai dit ci-dessus, dans leurs ouvrages d'Astronomie; car tout y est géométrique, et les Tables des mouvements célestes ne sont elles-mêmes que l'expression numérique de constructions géométriques. Chez les Hindous, au contraire, et chez les Persans, l'Algèbre paraît être la science la plus cultivée; les théories algébriques s'y trouvent dans une perfection surprenante qui les distingue des méthodes de Diopbante; enfin le génie du calcul se trouve même dans leur Géométrie ('), et je crois pouvoir dire aussi dans leur Astronomie. Les Arabes ont recueilli avec le même soin et la même avidité toutes ces connaissances d'origine différente, et leurs Ouvrages ont porté l'empreinte de ces éléments divers, qui, en réagissant les uns sur les autres, enlevaient aux différentes parties de la Science leur pureté naturelle.
C'est dans cet état que les Arabes nous ont transmis leurs connaissances; aussi ne trouve-t-on pas dans nos ouvrages du svi° siècle la distinction que les Grecs avaient établie entre les différentes parties des Mathéma-
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tiques ; au contraire, toutes sont remues el confondues, pelé me!e pour ainsi dire, dans le même livre; l'Algèbre en est li piitie pimcipalc et y fait une sorte d'introduction à la Géométrie. Dans celle ci, la paitie pratique, que les Grecs appelaient la Géodésie, se tiouve melee aux Eléments et y tient la plus grande place. Enfin les propositions de Geometiie n'ont plus le caractère abstrait de la Géométrie grecque c est presque toujoiu-s sur des données numériques qu'elles sont demontiees
Que l'on ne croie pas que mes obseivations impliquent m la moindre critique : les Arabes ont fait ce que, dans leur bnll mie mais trop courte carrière scientifique, on pouvait ligitimement attendre deux, et nous n'avons qu'un regret à exprimer : cest que leuis ou\i ij^es ne nous soient encore connus que ti-ès imparfaitement Au xii" siècle ce sont les ouvrages élémentaires dans chaque partie que les [laducteuis nous ont transmis : plusieurs raisons expliquent ce choix ntturel Depuis, cet amour désintéressé des sciences qui avait conduit chez les Musulmans Adelard de Bath, aodolphe de Bruges, Gérard de Crémone Leonaid da Pise s'est éteint, et les modernes, confiants sans doute dans leui s propies foi ces et leurs grandes découvertes, ont négligé d'explorer les sources arabes, bien qu'on pût espérer d'y trouver tout à la fois d'utiles documents sur des ouvrages grecs qui ne nous sont point parvenus et sur les anciennes connaissances orientales, telles que l'Astronomie indienne et chaldéenne, dont l'histoire est encore si obscure. Il faut espérer que ces sources ai-abes, si riches et aujourd'hui faciles à explorer, même sans aller au loin, ne lai-deront pas ;i piquer vivement la curiosité et à esciter le zèîe des érudits et des orientalistes. Déjà ce sujet de recherches a fixé l'attention de M. le Ministre de l'Instruction publique; l'Europe savante lui saura gré de cette sollicitude éclairée.
A l'état de confusion qui caractérise les ouvrages du xvi' siècle, a bientôt succédé une rénovation générale des sciences mathématiques, qui leur a donné, avec le caractèie d'abstraction et de généralité qui leur convient, des ressources puissantes dont les Grecs n'avaient point eu l'idée, Viète, Descartes et Fermât sont les premiers et les principaux auteurs de cette grande révolution,
L'Algèbre, avons-nous dit, était fort cultivée à l'imitation des Arabes; plusieurs géomètres itahens, Scipiou Ferro, Cai-dan, Tartalea, Eervari y firent même des progrès notables en résolvant les équations du ti'oisième et du quatrième degré; mais la constitution de cet art le rendait peu susceptible de plus grands développements et d'applications bien importantes. En effet, les opérations alors ne s'y faisaient que sur des nombres; l'inconnue seule et ses puissances étaient représentées par des signes ( des mots ou des lettres), comme dans Diophante et chez les Arabes; on ne figurait point
d'op (.'ration s sur ces signes eux-iiiÈnies : le produit de (!eu\ (juini 1 s ex-pii raées par des lettres était i-epresenté par une ti-oisième lettie
On conçoit que cet état restreint et d'imperfection ne constituait p is la science algébrique de nos jours, dont la puissance réside dans res combi naisons des signes eux-mêmes, qui suppléent au raisonnement d intuition et conduisent par une voie mystérieuse aux résultats désii es
Ce fut Viète qui créa cette science des symboles ei appiit à les soumeltie à toutes les opérations que l'on était accoutumé d'exécutei sur des nombies C'est cette idée féconde qui a fait de l'Algèbre un instrament univeisel des Mathématiques. Viète avait appelé cette science, qu'il cieiit, logistique spécieuse ou calcul des sfinbolen [species], par opposition ■y U Iigistique numérique , et il la regardait comme l'introduction i 1 art iinah tique des anciens, c'est-à-dire i l'art de résoudre les problèmes niillun non problema soleere. En effet, elle facilitait merveilleusement la misi. en pri tique de la méthode analytique de Platon, puisqu'elle [leimettut de faire indistinctement, sur les quantités connues et inconnues, les mêmes optntions arithmétiques, et d'introduire toutes ces quantités lu mcme titre dans les équations et dans le raisonnement (').
Mais, par la raison que cette algèbre ou logistique spéi.ieuse di venait l'instrument propre à la marche analytique, les géomètres fnt fini pu lap peler elle-même analyse. Voilà comment ce terme analyse i clnnge de sens et signifie aujourd'hui l'emploi du calcul algébrique
Pli une conséquence natuielle et sins avon egird t h distinction des deux méthodes obseivees pai les Giecs, on i appelé exclusivement ij nthcse h GeometiiP cultivée à h maniète des anciens patce qu on y laisonne diiectement sui les piopiietes des lijuieo sins fane usage des notations ei dea ti insfjimitions il(,ebiiques
Cependint le teime analyse s emploie encoie en Mathématiques, dans un lutre sens qui tout en se rittichint, comme 1 analyse de Victe, à la signification primitive de ce mot, est piecisement I opposé de cette analyse moderne ou logistique spécieuse Je veux parlei de 1 acception C' sa\oir que 1 analyse est la resolution ou decomposil on d'une chose e parties elemcntaiies et u3nstitutives opeiaiion qui implique un exame tentif de la chose consideiee en elle-même et de toutes ses propriétés (■
( j ^ ir ( o / re e d des ei ces lei Aia l t / t. XIII, p. 487-54 ot eoi-626; anuée i84i.
(') o C'est dana l'atleiilion que l'on fait a ce qu'il y que l'on veut résoudrai que consiste piincipalemeiit Van de cet examen beaucoup de vérités qu i nous puissent ir que nous cherehons. » (Armiuld, tonique ds Port-Umnl
Prise Jans cette acception générale, Vanaljse, unie à la synthèse, forme la méthode de recherche et d'invention dans toutes les branches des connaissances humaines, en Mathématiques comme dans les sciences physiques et philosophiques.
Tel est le sens que M. Poinsot, dont les pensées sont toujours d'une justesse et d'une lucidité parfaites, attache au mol analyse en Mathématiques. Après avoir dit que c'est improprement qu'on appelle analyse la méthode du pur calcul, ce célèbre géomètre ajoute : a La vraie analyse est dans l'esamen attenlîf du problème à résoudre et dans ces premiers raisonnements qu'on fait pour le mettre en équations. Transformer ensuite ces équations, c'est-à-dire les combiner ensemble, ou en poser d'auli-es évidentes que l'on combine avec elles, n'est au fond que de la synthèse; à moins que l'idée de chaque transformation ne nous soit donne'e par quelque vue nouvelle de l'esprit ou quelque nouveau raisonnement, ce qui nous fait rentrer dans la véritable analyse. Hors de cette voie lumineuse il n'y a donc plus A'analyse, mais une obscure synthèse de formules algébriques, que l'on pose, pour ainsi dire, l'une sur l'autre et sans trop prévoir ce que pourra donner cette combinaison. Voilà les idées nettes qu'il faut attacher aux mots, et c'est an fond ce que tout le monde parait sentir, puisqu'on dit très-bien une heureuse transformation, et qu'on ne dit point un licuivu.r. raisonnement ni «ne heureuse analyse ( ' ) . "
Cette méthode analytique est celle que prescrit Descartes dans plusieurs passages de ses Œuvres, comme quand il dit : " Il faut ramener graduellement tes propositions embarrassées et obscures à fie plus simples, et ensuite partir de l'intuition de ces dernières pour arrifer, par les mêmes degi-és, à
(') Voir Théorie nowelU Je la Rotadoa des corps, pti^e l'i. On lit encore dans cet Ouvrage ai remnrquable ;
« ... Ce n'est donc point dnns le calcul que réside cet nrt qui nous fnil découvrii', mais dans cette considération attentive des choses, où l'esprit cherclie svant tout à s'en faire une idée, en essayant, par l'analyse proprement dite, de les décomposer en d'antres plus simples, afin de les revoir ensuite comme si elles étaient formées par la réunion do cas choses simples dont il a une pleine connaissance. Ce n'est pas que les choses soient composées de celte manière, mais c'est notre seule manière de les voir, do nous en faire une Idée, et partant de les connaître. Ainsi notre vraie méthode n'est que cet heureux mélange de l'analyse et de la sj-nikèse, où le calcul n'est employé que comme un instrument : instrument précieux et nécessaire sans douta, parce qu'il ussure et facilite notre marche, mais qui n'a par lui-même aucune vertu propre, qui ne dirige point l'esprit, mais que l'esprit doit diriger comme tout autre instrument. » (P. 78.)
(') Règles pour la direction de l'esprit. Règle cinquième.
Descartes ajoute à l'énoncé de Cette règle des développements qui en montrent la grande imporlanee.
■ C'est en ce seul point, dit-il, que consiste la pcrfectiin delà méthode, et celte
Dans les ouvrages des anciens, en {jéiiéral, les théorèmes sont pai'faîtement distincts et l'énoncé de chacun précède sa démonstration, de sorte qu'il reste peu de traces de la marche d'invention que l'autewr a suivie dans la recherche et la découverte de ses propositions; les fils qui primitivemenl ont uni ces différentes propositions dans leur ordre naturel de déduction sont l'ompus. C'est ainsi que sont composés les ouvrages d'Euclide, d'Archimède, d'Apollonius et, chez les modernes, le grand ouvrage des Principes de Newton. Pur cette raison, on a pensé parfois que ce mode d'exposition était plus conforme à l'esprit de la méthode synthêtique, qu'il la constituait même, et l'on en a conclu réciproquement qu'un ouvrage où les propositions sont exposées suivant l'ordre des déductions rationnelles qui y ont conduit l'auteur n'est ]iai synthétique, mais bien analytique [').
On peut dire que l'ouvrage est analytique, en donnant à ce mot sa significatbn commune; mais il est essentiellement synthétique aussi, puisque c'est par la combinaison de propositions déjà connues qu'on arrive successivement à des propositions nouvelles.
L'équivoque qui peut résulter de ces acceptions diverses des termes synthèse et analyse, en Mathématiques, cause souvent de l'embarras et de l'obscurité dans le langage. Il est à regretter que l'expression de logistique, employée si convenablement par Yiète et longtemps après lui, n'ait pas été
Il n'est nullement besoin de dire qu'il ne faut pas confondre VJnalyse géométrique âes anciens avec la Géométrie analytique des modernes; la première est pi-écisément ce que l'on appelle aujourd'hui synthèse, par opposition à la Géométrie analytique.
Cette Géométrie analytique, dont i! n'existe point de traces chez, les an-
rf-gle doit êtro gardée par celui qui veut entrer dans la Science, aussi fidèlement que le lîl de Thésée par calui qui voudrait pénétrer dans le labyrinthe. Biais ]jeaHCOU|i de gens au ne réiléchisscnt pas à ce qu'elle enseigne, ou l'ignoroitt cani platement, ou présumepl qu'ils u'eu ont pas besoin; Ht souvent ils ai p
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ciens, est la grande conception de Descartes; elle a bientôt changé lu face des Sciences mathématiques et peut être regardée encore aujourd'hui comme l'invention qui a !e plus contj-ibué à leurs progrès. C'est l'art de représenter les lignes et les surfaces courbes par des équations algeTjriques : application magnifique de l'instrument analytique que Viète venait de créer, et qui ne doit pas être confondue avec le simple usage de l'Algèbre dans quelques questions de Géométrie.
Descartes intitula simplement Lu Géométrie le Livre où il exposa cette grande idée, dont il montra succinctement et avec clarté les conséquences.
Dans le développement de cette méthode se trouvent plusieurs inventions algébiiques, telles que la méthode si féconde des coefficients indéterminés et cette célèbre règle des signes de Descartes, ainsi qu'on l'appelle. Dans les inventions géométriques, on distingue le problème de mener les tangentes à toutes les courbes géométriques. Les anciens n'avaient mené les Umgentes qu'à quelques courbes et, pour chacune, par des considérations ])articu Hères qui ne pouvaient foire naître l'idée d'une solution générale applicable à toutes les courbes. Descartes donna de deux manières celte solution générale, du moins pour les courbes qu'il considéi'ait dans sa Géométrie, celles qu'on appelle indistinctement courbes géoméc/iques ou algé-
IjCs langenles forment l'élément dont la connaissance est le plus indis- |>ensable dans la théorie des courbes et celui qui devait conduire au calcul infinitésimal. Aussi Descartes, inspiré par son sens ]>rofondément mathématique, dit, dans un passage de ses Lettres, que c'est le problème « qu'il a le plus désiré de connaître ".
On sait que la Géométrie, le Traité des météores et la Dioptrique parurent ensemble, en 163^, à la suite du Discours de la méthode, et comme simples essais des règles que le grand philosophe venait de donnei' pour la recherche de la vérité.
Dans le même temps. Fermât, l'un des plus puissants génies que nous présente l'histoire des productions de l'esprit humain, i-ésolut aussi le problème général des tangentes. Sa solution, dont le principe s'étend aux courbes mécaniques ou transcendantes comme aux courbes géométriques de Descartes, reposait sur des considérations originales qui impliquaient le calcul de l'infini, et que les géomètres les plus illustres, d'Alemberl, Lagrange, Laplace, Fourier ('), ont regardées comme la véritable origine des méthodes infinitésimales, qui, un demi-siècle plus Lird, dans les mains de Leibnitz et de Newton, ont complété la grande œuvre de Descartes (').
(') Voir Jperçii histoiique,yi. G3.
(') On peut dim que Leibnilz lut-uiËtne n'eiU point contredit fej(igemeut,eai' on lit,
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Fermât cultiva aussi Vanalyse géométrique et laissa, entre autres, un livre des Lieux plans, à l'instar d'Apollonius, un Traité du Contact des sphères, une courte Notice sur les Porismes, dont il promettait de rétablir la doctrine. Malheureusement, Fermât se bornait il communiquer à ses amis ses découvertes, sans vouloir les publier, et elles ne nous sont point toutes parvenues. Ce n'est pas ici le lieu de parler de ses admirables recherches sur la théorie des nombres, qui ont occupé depuis les plus grands géomètres,
Roherval, le rival de Descartes et l'émule de Fermât en plusieurs points, donna aussi une méthode générale des tangentes, fondée sur la composition des mouvements : principe excellent, mais dont l'application n'était point aussi commune que celle des méthodes de Descartes et de Fermât, parce que la manière dont on considère, en général, la génération des courbes ne s'y prétait pas. Rober val donna, sous le titre de Traité des Indivisibles, une méthode généi'ale pour le calcul des grandeurs curvilignes, la détermination des centres de gravité, etc., méthode qu'il dit avoir puisée dans une lecture attentive des œuvres d'Archimèdc et qui était un acheminement naturel vers les nouveaux calculs. Car, il faut le remarquer, la métaphysique de ces méthodes de transition était la même que dans les méthodes infinitésimales proprement dites; le grand avantage de celles-ci lut dans l'algorithme imaginé par Leibnitz, Roberval, ayant tardé h publier sa métlwde, dont il faisait usage en secret dans les luttes difficiles et passionnées oà il se trouvait engagé, se laissa devancer par Cavalieri, dont la Méthode des Indivisibles eut une grande célébrité et d'illustres sectateurs, Pascal, Torricelli, Schooten, etc.
On a de Cavalieri divers autres ouvrages, notamment ses E^ercitationes geomeCriccE, en six livres, dont le dernier contient de nombreuses ques-
dansune de sos Lettres it Wallis, ce passage où respire la sincérité qui eoayenuit k son t;rand esiirit, a sa noble intelligence: QuodCalcutum differentialem allinel, fateor multa eieue communia cura iis qiUEat Tibi etYEiwyiK) aliisqiie,imojamipsi Archlmedl erant
juœ antea etiam lummis Geoinetris clausavidebantiir, Hugenio ipso id tignoscente [*). — Wallis lui répond : Qitod tiius Cakuliis iUJerentiaUs multa kn-bel cuira aliorum semis commania, etiam ipsius Archimedis ; tu {pro candore tuo) libère profiteris ; non lameii est iode minus tescimandus, Nam multa siiiit, quorum prima fundamenta fuerint Yeieribas non. igiiota; ita tamcn intricata et diffieultatis pleita, ut siiit ea {nostra œtate) reddita mullo dilueidiora et usibus epiiora {'*).
lions sur cette autre partie de lu Géométrie que nous avons appelée ï'A/in-
lyse géométrique des anciens.
Pascal, dont le génie géométrique est proverbial, enrichît, dans sa tiiip courte carrière, toutes les parties des Mathématiques. La pénétration avec laquelle il appliqua la méthode des indivisibles aux questions les plus difficiles le fît toucher de près au Calcul intégral. Il sut découvrir de nombreuses propriétés de la cyclolde, cette courbe merveilleuse qui occupait alors tous les esprits.
Sa supériorité ne fut pas moindre dans cette autre partie qu'on pourrait appeler la Géométrie d'JpoUortius. La généralité de vues qu'il y apportait ne se ti-ouvait encore que dans les conceptions analytiques de Vièie et de Descartes, dont il n'eut pas besoin de se servir.
Malheureusement il ne nous reste que quelques indications bien restreintes sur cette partie de ses travaux.
Le plus important, celui qui du moins a eu le plus de retentissement, fut son Traité des Coniques, dans lequel il avait suivi une méthode nouvelle, d'une facilité et d'une fécondité alors inconnues, et telles, comme nous l'apprend le P. Mersenne, qu'un seul théorème se prétait à quatre cents corollaires.
Cet ouvrage et ceux de Desargues, qui l'ont précédé de très-peu de temps, donnaient a l'Analyse géométrique des anciens une marche plus rapide et plus hardie; ils marquent l'origine d'une partie de nos méthodes du XIX* siècle : je vais donc m'y arrêter quelques instants.
Les anciens avaient considéré les sections coniques dans le cône ou dans le solide, suivant leur expression, c'est-à-dire qu'ils avaient connu ces courbes en coupant par un plan un cône à base circulaire. Des propriétés du cercle qui forme celte base ils avaient conclu une propriété des sections coniques, savoir que l'ordonnée est moyenne proportionnelle entre l'abscisse comptée à partir d'un sommet de la courbe et l'ordonnée d'une certaine droite fixe menée par l'autre sommet. De cette relation, peu. différente de celle que nous appelons, en Géométrie analytique, Y équation de la courbe, ils déduisaient, par la seule force du raisonnement, les propriétés des sections coniques, sans se servir davantage du cône dans lequel ils avaient d'abord considéré ces courbes.
Desargues, géomètre actif et pénétrant, qui cultivait toutes les parties des Sciences et y apportait un esprit de généralisation rare, conçut l'idée d'appliquer aux coniques les propriétés mêmes du cercle qui servait de hase au cône, et de simplifier par là la recherche et la démonstration de ces propriétés, souvent pénibles dans l'ouvrage d'Apollonius. Il reconnut aussi que par ce moyen les démonstrations relatives à l'une des trois courbes s'appliquent d'elles-mêmes aux deux autres, malgré leurs différences de figures :
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idée profonde et heureuse, car les anciens distinguaient essentiellement les trois courbes et employaient des démonstrations différentes. Enfin il découvrit, entre autres, une Itelle et féconde propriété de ces courbes, celle qu'il appela Involation de sis: points, ]iroposiiion susceptible de prendre un grand développement dans certaines théories de la Géométrie moderne.
C'est la méthode de Desargues que Pascal a suivie dans plusieurs de ses recherches, notamment dans son Traité des Coniques^ Il ne nous est parvenu, de ce célèbre Traité, qu'une notice tvès-succincte de Leibnitz, qui nous fait connaître les titres des sis parties qui le composaient. Mais cet ouvrage avait été précédé d'un premier jet, sous le litre d'Essai pour les coniques, qui fait partie des deux volumes consacrés, dans l'édition de Bossut, aux recherches mathématiques de Pascal. C'est dans cet Essai que se trouve le fameux théorème sur l'hexagone inscrit, que Pascal appelait licxo gramme mystique. Ce théorème exprime une proiiricté simple et fort belle de six points quelconques pris sur une conique. Cinq points suffisent pour déterminer la courbe : on conçoit dès lors que cette propriété, relative à un sixième point, servait à décrire la courbe et la définissait complètement, qu'elle devait donc avoir des conséquences innombrables comme Vëquation dans le système de Descartes.
Dans cet opuscule, Pascal reconnaît ce qu'il doit à Desargues ; il dit, au sujet du théorème de l'involution de six points ; « Sous démontrerons la propriété suivante, dont le premier inventeur est M, Desargues, Lyonnais, un des grands esprits de ce temps et des plus versés aux Mathématiques, et entre autres aux coniques, dont les écrits sur cette matière, quoique en jielit nombre, en ont donné un ample témoignage à ceux qui auront voulu en recevoir l'intelligence. Je veux bien avouer que je dois le peu que j'ai trouvé sur cette matière à ses écrits et que j'ai tàclié d'imiter, autant qu'il m'a été possible, sa méthode sur ce sujet.,.. La propriété merveilleuse dont est question est telle.... »
Desargues ne se borna pas aux spéculations des Mathénntiquts puies, il traita de leurs applications aux arts. 11 écrivit sur la pei-spective, la gnomonique et la coupe des pierres; et, en apportant dans toutes ces parties la même supériorité de vues et les mêmes principes de généralisation, il les traita par des méthodes rigoureuses et mathématiques. C'était une innovation véritable, car une partie des règles ou des pratiques que l'on suivait dans ces arts étaient sans base réelle et souvent fautives. Aussi Desargues eut de nombreux détracteurs; la routine et l'ignorance disputèrent le terrain pied à pied, et il fut enjoint au célèbre graveur Bosse de cesser d'enseigner les pratiques de la perspective du sieur Desargues dans ses leçons à l'Académie de peinture. Pour la coupe des pierres, Desargues offrit de défendre la bonté de ses méthodes contre les attaques de l'architecte Cura-
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belle par un prari de looooo livres ; le défi fui accejité pour loo pistoles; mais il n'eut pas de suite, parce qu'on ne put s'entendre sur le clioix des juges du débat. « Desargues, nous apprend Curabelle, voulait s'en rapporter au dire d'excellents géomètres el autres personnes savantes et désintéressées, et, en tant qu'il serait de besoin aussi, des jurés-maçoos de Paris : ce qui fait voir évidemment, ajoute Curabelle, que ledit Desargues n'a aucune vérité h déduire qui soit soutenable, puisqu'il ne veut pas des vrais experts pour les matières en conteste; il ne demande que des gens de sa cabale, comme des purs géomètres, lesquels n'ont jamais eu aucune expérience des règles des pratiques en question, et notamment de la coupe des pierres en l'arclii lecture, qui est la plus grande partie des œuvres de question, et partant ils ne peuvent parler des subjections que les divers cas en-
J'ai cité ces détails, que j'extrais d'une brochure rare et peu connue, de Curabelle, [wrce que rien ne pourrait mieux faire apprécier quel était l'état des arts de construction il y a deux siècles, et qu'ils prouvent bien que ce fut Desargues qui eut le mérite d'introduire, notamment dans la coupe des pierres, les jirincipes rigoureux de la Géométrie à la place des pratiques empiriques qu'on y suivait alors.
DesargTjes, malgré divers passages des Lettres de Descartes et de Fermât, qui s'accordent à le montrer comme un géomètre d'un mérite rare ( ' ), a été fort négligé par les biographes et les historiens des Mathématiques. M. Poncelet, en signalant le premier l'esprit généralisateur qui domine dans toutes ses recherches et les services dont les méthodes de la Géométrie moderne et les arts de construction lui sont redevables, l'a appelé le Monge de son siccle ( ^ ) . Nous partageons pleinement l'opinion de ce juge si compétent ( M .
{ ') Voir aperçu historique, etc., p. 74-88 et 33i-33i,
(') Traité des propriétés projectiles des figures. Introduction, p. 'sxsviii.
(.') L'éci'it de Curabelle, dont noua avons élirait quelques détails ci-dessiis, est intitulé : faiblesse piiorable du S' G. Desargues employée contre VEramen fait de ses OEiii-res, par I. Curabelle. Imprimé à Paris, ce i6 juin 1644 ; 9 pages in-4".
Cet écrit faisait suite, comme le titre l'indique, a une publication du même Curabelle, intitulée Examen des OEuvres du S* Desargues, pur I. Curabelle ; à Paris, 1644, 81 pages in-4'>, lequel Examen se rapporte aux écrits de Desargues sur la coupe des pierres, la perspective et les quadrants. L'auteur, quoiqne juge peu compétent en fait de questions mathématiques, ne manquait pas cependant d'instruction à d'nutres égards.
Un examen critique du Livre des quadrants avait déjà paru en 164I' L'auteur, praticien, probablement, comme Curabelle, compare Desai^es h ces • demi-safants, profiiiciaux, contemplatifs, non praticiens et peu communicables 0.
Si l'on considère qu'au coiilraiie Deacarles, Fermât, Pascal s'accordoient it regarder
Je SUIS obljpP de pisset loi sous silence les tnviiix de dneis },eoiiieties (jiii tiennent une plice distinguée dans 1 histoire de la Science car ce xvii' siccle a etc peut-elre le plus fécond en m tliematiciens et, Lien que l'Analyse de Viete et h Géométrie de Descaites lient enleie de nombieux disciple aiit anciennes meth «les ce s ècle marque une époque des plus glorieuses poui cette pirtie même des Alathemitiques
Il me suffira de citer ke] 1er, Huygens et Mewtoii, d mt les ti ■* jq^ J rairables ( nt eleve le plus 1 el édifice dont t. honoie 1 espiit humain
Kej 1er donna une e\tension consideiable aux belles spécula I lo ns d Aitl mède en calculant les volumes d'un grand nombre de solides dont les sphéroïdes et les cnnoïdes du ge'omèti'e grec n'étaient que des cas particuliers. Sa méthode, fondée sur l'idée de l'infini, ouvrait un nouveau champ de recherches et conduisit bientôt à celle des indivisibles.
Avec les seules ressources mathématiques dont se servait Ptole'niée, et à force de méditations et de calculs longtemps infructueux, Kepler parvint à la connaissance des véritables lois du mouvement des corps célestes, découvertes sublimes qui inspirent pour le génie de l'auteur une admiration égale à l'étendue de leurs conséquences.
Huygens, quoiqu'il sût à fond la méthode de Descartes, resta fidèle à celle des anciens, où son génie sut triompher des plus grandes difficultés, et, parfois même, de celles que Leibnitz et Jacques Bernoulli avaient pu croire être réservées aux méthodes infinitésimales.
Aussi Newton, qui lui donnait le surnom de grand, ie proclamait « le plus excellent imitateur des anciens, admirables, suivant lui, par leur goût et j)ar la forme de leurs démonstrations >• . Le sentiment de Leibnilz, exprimé dans plusieurs passages de ses œuvres, n'est pas moins explicite. Qu'il nous suffise de citer ces simples paroles : Hugeniiis nulli mathematicorum noslri sceeuli secundus,...
Nous ne rappellerons pas ici tous les résultats importants qu'on doit à la sagacité d'Huygens; ils s'étendent sur toutes les parties des Mathématiques et sur les sciences naturelles qui en dépendent ; la Physique, l'Astronomie, la-Mécanique. Bornons-nous à rappeler que, dans le seul Traité De horologio oscillatoiio, composé par Huygens quand il résidait en France, se trouvent cette théorie des développées, l'une des plus belles découvertes de la Géométrie moderne, et les lois de la force centrifuge, deux choses dont la con-
Desarguoa oommo iin Béomètro d'un esprit oriisinni et d'un ïr-ii mer
d'hui In valeur des pratiques que lui indiquait ia iiaie théorie es)
comprendra juBqa'à quel point peuvent différer, dans leurs jugements sur les choses
qui tiennent n la Science, ceux qui l'ont étudiée au point de vue de ses applications
pratiques, atceuï qui la cultivent elen ont une connaissance appiofondie.
5;^ piscotns.
naissaQce était nécessaire à Newton pour e ni reprendre son grand Ouvrage
des Principes mathématiques de la philosophie naturelle.
C'est dans ce Livre impérissable que Newton a posé le principe de la gravitation universelle, qui comprend dans ses conséquences les lois de Kepler et toute la dynamique des corps célestes.
Toutefois, quelque éclat que cette grande découverte ait répandu dans le monde sur le nom de Newton, ce n'est pas cette découverte elle-même que les géomètres ont le plus admirée, et qui atteste le plus le génie mathématique de l'auteur. L'idée d'une attraction mutuelle des corps était alors dans tous les esprits; Kepler, Bacon, Fermât, Roberval, Hevelius, Hook l'avaient émise et en avaient entrevu les conséquences. La loi relative ans distances était inconnue, il est vrai, et fut la première de'couverte de Newton; mais elle ne pouvait rester longtemps cachée. Aussi, ce qu'il y a de plus digne d'admiration dans Newton et ce qni eût pu rester longtemps à faire dans d'autres mains, ce sont les développements m a thématiques qu'il a su donner à ce principe pour en tirer la connaissance des lois dynamiques et géométi'iques du monvemeni des corps célestes ; son plus beau titre de gloire, c'est d'avoir élevé ce beau monument de son génie par les méthodes et avec les seules ressources de la Géométrie des anciens,
Ptoléraée, avons-nous dit, avait fondé une théorie astronomique sur le principe unique de mouvements circulaires et uniformes, mais sans faire acception des causes de ces mouvements ou des forces qui les produisent.
L'Ouvrage de Newton était fondé aussi sur na principe unique, mais ce principe était vrai et fécond ; il comprenait tout. Les conséquences qu'il s'agissait d'en tirer embrassaient et les mouvements des corps célesles et les forces qui les animent.
Toutefois, le Livre de Newton et l'AliDageste ont quelque chose de commun : c'est la méthode, qui est la même dans les deux ouvrages, car Newton, malgré ses brillantes découvertes dans les nouveaux calculs, avait conservé une telle estime pour la Géométrie des anciens, qu'il la suivit dans tout le cours de sou grand ouvrage, opposant ainsi aux futurs incrédules des l>reuves incontestables des ressources que cette Géométrie pouvait ofiVir dans les spécubitions les plus relevées. On peut croire que Newton eût craint de rester au-dessous d'Huygens, dont il admirait tant le génie géométrique, s'il n'eût pas montré qu'il savait, comme lui, se servir de cette méthode naturelle et lumineuse des Mathématiques anciennes [ ' ),
Non-seulement le Livre des Principes atteste toute l'estime de Newton pour cette méthode, mais l'illustre auteur ne négligeait aucune occasion de
(M Cttte rcOexion o été faite par M. lu baron Maurice, dans une esccllente Notice
manifester h ce sujet ses sentiments. Pemberton, qui vécut dans son intimité, nous rapporte qu'il se reprochait de n'avoir point encore assez cultivé cette Géométrie de l'école grecque ; qu'il approuvait l'entreprise de Hugue de Omérique de rétablir l'ancienne analyse, et qu'on l'entendait souvent faire de grands éloges du Traité De sectione ralioiiis, qui, suivant lui, développait mieux la nature de cette analyse qu'aucun autre ouvrage de l'antiquite
On ne peut pailei du ^nût de ^ewton pcui h Geimetiie des iniiens vins nommer aussitôt Halley et Maciiurm, pifmoteui'^ eo ments de tes belles méthodes Hallev, qui joigmit 1 h science et a i haoïleté du {,rand istionome une érudition piofonde et li connaissance des Matheniitiquts anciennes contiibm puiawmment à en repindie le goût et a en montier lusigeparli leproduition dans de m isnifiqnes éditions giecqucs tt latines des ouvi iges anciens, et pii ses propres tiavaux
Il suffit, pour appieciei I enthousiasme que !ui inspii ait la beauté de ces méthodes et la foi qu'il avait dans leur puissance et leur utilité, de se souvenir que son désir ardent de connaître le Traité de la Section de raison, qu'il venait de découvrir dans les manuscrits de la bibliothèque Bodléienne, le porta aussitôt, malgré ses grandes occupations astronomiques, à étudier l'arabe pour traduire et commenter bientôt Je livre précieux qui lui a dû le jour chez les modernes. C'est aussi après une révision sur un texte hébreu qu'il donna une nouvelle édition des Sphériques de Ménélaus.
Les recherches origiaales du grand astronome; sa méthode pour calculer les éléments paraboliques des comètes, méthode dont l'heureux usage lui permit de prédire pour la première fois le retour d'un de ces astres errants, et de les rattacher comme les planètes à noire système solaire ; le procédé qu'il indiqua pour faire servir les passages de Vénus à une détermination de la parallaxe du Soleil, plus exacte et plus sûre que celles qu'on avait obtenues jusqu'alors; ces recherches, dis-je, oïfi'ent, ainsi que le grand ouvrage de Newton, la preuve manifeste des ressources que renferment les méthodes de la pure Géométrie. Elles démontrent l'erreur où l'on est tombé quand, l'imagination remplie des merveilleux résultats de l'Analyse dans ses premiers développements, on a pensé que ces méthodes avaient peu de portée et qu'elles n'avaient plus de valeur que comme aliment offert à la curiosité et à l'esprit inquiet de l'antiquaire et de l'érudit. Kos spéculations actuelles se raient- elles d'un ordre plus relevé que celles de Kepler, de Huygens, de Newton, de Halley? Personne ne le dira. Il faut donc croire que la Géométrie, considérée dans ses développements et ses applications, sera, dans tous les temps, un noble et utile exercice de l'esprit.
Ah! combien est juste cette réflexion d'un homme éminent dont les lalents ont su faire servir tout à la fois les armes et
iï la défense de la patrie : « Lorsqu'on pense que c'est cette Géométrie qui fut si féconde entre les mains des Archimùde, des Hipiiarque, des Apollonius; qne c'est la seule qui fut connue des Neper, des Viète, des Fermât, des Descartes, des Galilée, des Pascal, des Iluygens, des Roberviil; que les Wewton, les Halley, les Muclaurin la cultivèrent avec une sovte de prédilection, on peut croire que cette Géométrie a ses avantages ( ' ) - »
Maclaurin fut un digue continuateur de Newton el par la nature des questions de pliilosophie naturelle qu'il traita, et en l'estant fidèle à la Géométrie des anciens.
Dans la célèbre question de l'attraction des ellipsoïdes, qui avait pris niissince dans le Livre des Principe' mais dont ïïewton n'avait traité que le
le 1 1 s s pie M cl n pa v nt j les seules essou ces de ce te m. tl ode à des résulta s j e 1 Analyse elle eme a ion^ten [ 1 u- s C e t [ our le i e n de ce te jues on q e M claurm cous de le [ m er ces ell pso des homof c ux j d nné 1 eu i 1 ne des j lus n [ n antes
theo e de 1 G on e e moder e qu en br sse les I ^nes de co bu e comme 1 1 j,f es ^eodés que de ces su faces et ont olfe t a 1 An ly e uq l uissant p nci] e de tr nsforn a ions
lUaclaur n cuit va uss I tl eo e des co bes pi 1 me I ode de De c tes dons Geo n t e o ^a j e et \ laG omet e pu e d ns son T te de cou bes lu i o e e o / e ou il fit co tr i ou la p emicie fo s de fo l belles i ro^ tes de ces courbes Ce deus. eme ou ^e ou la facilité el la brièveté des démonstrations s'unissent à la beauté des i-esultats, se rattache essentiellement aus méthodes de la Géométrie moderne, et y forme la base d'une théorie qui a déjà fixé l'attention de quelques géomètres et qui doit prendre une grande extension,
Après Maclaurin, on trouve encore Mathieu Stewart, qui essaya de traiter par la seule Géométrie quelques-unes des grandes questions du système du monde, telles que la distance du Soleil à la Terre, le problème des trois corps, etc.; mais les succès rapides de l'Analyse dans Jesraains des Bemoulii, de Clairaut, d'Eulej-, de d'Alembert, ôtaient toute opportunité à ces recherches, qui ne parurent plus offrir de chances de succès. Mathieu Stewart s'adonna aussi à YAnalfse géométrique des anciens, dans le but spéci;d d'en accroître les ressources. Dans le siècle précédent, les géomètres s'étiiient occupés plus particulièrement de rétablir les Traités sur lesquels Pappus nous avait laissé quelques données. Mathieu Stewart entra dans une voie nouvelle et fit un pas de plus; i! composa deux ouvrages qui n'étaient point l'iraitiition d'ouvrages grecs. L'un, intitulé Quelques théoi-èmes gêné-
raiix d'un grand usage dans les hautes Mathématiijues, l'enferme Ji! beaux théorèmes, dont une partie n'a pas encore été démontrée.
Dans le même temps, Robert Simson composait son eélèbre Traité des porismcs et restituait les Lieux plans et les deux livres de la Section déterminée d'Apollonins. Ce géomètre avait prépare une édition des Collections mathématiques de Pappus; il est à regretter qu'il ne l'ait pas mise au jour (■).
DeiJuis, c'est surtout en s'occupant de la doctrine des Porismes que les géomètres anglais ont suivi la forte impulsion que Newton et Haclaurin avaient donnée à la culture des méthodes anciennes.
L'un des derniers ouvrages de ce genre est un Mémoire de haute Géométrie, qu'on trouve dans les Transactions p/iilosopliiqiies de la Société royale de Londres, de 1 598. Le nom de l'aiuteur ne se lit peut-être pas sans quelque étonnement : c'est celui d'un illustre contemporain (lord Brougham), que des travaux fort différents ont porté depuis aux plus hautes dignités de l'Étal et à la première magistrature du parlement- Mais pendant ce temps, en France et en Allemagne, on cultivait rAaalyse de Descartes et le Calcul de Leibnilz, et l'on appliquait les ressources merveilleuses de ces puissantes méthodes à une foule de problètues nouveaux, et principalement au développement des grandes (piestions qu'avait posées ou fait naître l'ouvrage de Newton.
Cependant la Géométrie, cultivée h. la manière de Descartes, suivit le cours de ses progrès naturels. Après que Clairaut, à l'âge de seize ans, avait appliqué l'analyse infinitésimale aux ligues à double courbure, Euler créa la belle et importante théorie de la courbure des surfaces, qui prit bientôt une grande extension dans les ouvrages de Monge et de l'un de ses plus illustres disciples.
Euler, dont l'esprit éminemment fécond s'appliqua à toutes les parties des Mathématiques, enrichit les Éléments de la Géométrie du théorème qui établit une relation entre les nombres des faces, des sommets et des arêtes d'un polyèdre.
Ce théorème d'Euler et la belle théorie des polyèdres d'un ordre supérieur, de M. Poinsot, avaient conduit un jeune géomètre à deux Mémoires remarquables (^), qu'on ne peut se rappeler sans éprouver le regret que,
(') On BBitqiioM. Peyrard,à qui nous devons la Leilo édition des £/c;ne«» d'Euclide et des Œuvres d'Archimède, mnit prépai'é de pareilles traductions de plasieura .autres ouvrages anciens, notamment du grand Traité des ssctioni coniques d'Apollonius, Dinis que la mort l'a surpris avant qu'il edt achevé l'impression de cet ouvrage.
(') Rechercltes sur les polyèdres. Mémoires présentés à la première Classe de l'iiiblitut en iSii at iSia par M. Cauïby. (Voir Journal de VÉcole Poix technique, XVI- Cahier, p. eS-gS.)
i/6 »i SCO uns.
depuis, l'illustre auteur ait cons.ici'é exclusivement à l'Annlyse les
de son génie mathématique.
Nous ne devons point omettre) avant de clore cet aperçu des travaux qui ont précédé le six* siècle, V Introduction à l'analjie des lignes courbes, tle Cramer, qui a souvent servi de guiJe dans les apjilications de l'Analyse à cette vaste théorie des lignes courbes.
I!I. — De la Géométrie au xix.' siècle.
t du siècle présent, ont eu une lieuleuse influence sur la marche et les proyi-ès de la Géométrie sont, ù des titi'es différenls, ceux de Monge et de Carnot : cle Monge, la Géométrie descriptive et le Traité de V application de l' Analyse h la Géométrie; de Caniot, la Géométrie de position et la Théorie des transversales.
Ces ouvrages, en agrandissant les idées, en inspirant aux jeunes mathématiciens le goût des recherches de honne Géométrie, leur offraient des mélhodea et des ressources nouvelles.
La Géométrie descriptive a pour objet de représenter sur un plan, surf.ice à deux dimensions, les corps qui en ont trois, ou, en d'autres termes, de réunir dans une ligure plane tous les éléments nécessaires pour faire connaître la forme et la position, dans l'espace, d'une figure à ti'ois dimen-
Due conséquence de cette lepiesentition, c est que Ion exécutera sur cette figure plane elie-mème les opérations gcometi iques tepondant à celles que l'on aurait à faire sur la lijjUie i tiois dimensions
Sous ce point de vue généi tl on eoncc it que 1 1 Geo eli e descriptive a dû exister dans tous les temps Et en eifei c est pai des dessuis sur une aire plane que les appareilleui s et les charpentiei-s ont, dans t >us les temps, déterminé et indiqué les formes des coips a tiois dimensions quUs avaient à construire.
On possédait même plusieuis Tnites et de bons de Philibett Deloime de Mathuiin Jousse, du P, Denn deDeliiue sui 1 ut du trait appliqui. i h coupe des pierres et à 1 clnipente Desugues iviit f it un pas de plus en niontranl l'analogie qui existait entre des procèdes diveis et en lattach<ml ceux-ci à des principes communs En deiniei heu Fuziei, officiel du génie, qui appréciait le mente des ccnceptitns de Desargues, avait donne suite b. ses idées de genei disation et dabstiaction mi thématique, dans sjn Traité de Stéréotom e, ouvii^e ou se trouvent w^c les apphcations d 11 coupe des pierres, plusieurs questions sous une loi me abslraite, telles que le développement des suifices conques et cylindriques; la
théorie de riutersection do ces surfaces entre elles et a.vec la sphère; la manière de représenter une ligne ii double courbure par ses projections sur des plans, etc.
Toutefois, on n'avait pas songé à rattacher toutes ces questions à un petit nombre d'opérations abstraites et élémentaires, et surtout à présenter cellesci dans un traité spécial et sous un titre particulier qui leur donniÀt un caractère de doctrine indépendant des pratiques d'où il avait suffi de les faire sortir. C'est là ce que Monge a conçn et ce qu'il a exécuté avec im
C'est par deux projections des corps sur deux plans rectangulaires, dont on abat l'un sur l'autre pour ne former qu'une aire plane, que Monge a représenté mathématiquement les formes de l'étendue à trois dimensions, et c'est ce procédé qu'il a appelé Géométrie descripiice.
Les principes en sont très-simples et n'exigent guère que la connaissance du livre des plins de la Géométrie ordinaire.
Un petit nombre d'opérations faciles suffisent pour les applications de cette méthode à tous les arts de construction, de même, en quelque sorle, que les quatre règles de l'Arithmétique suffisent pour tous les calculs auxquels dcmnenl lieu les sciences mathématiques dans leurs applications.
Et, en effet, un procédé graphique, destiné au simple ouvrier comme à l'ingénieur, devait se réduire à un petit nombre de préceptes d'une application immédiate et toujours facile.
Auparavant on employait di's procédés divers, et, si l'on se servait aussi de projections, ce n'ét;iit pas dune minière unifiime les plans de pio jection étaient différents, et le dessin ne se piêtait pis \ une lectuie iacile et sûre, comme les épures de Mongf,
La Géométrie descriptive simplifiait dtno les opeiations graphiques ne cessaires aux constructeurs, elle en ficilitait 1 étude quelle mettait h h portée de tous, tandis que les ouvrages savants de Dclarue, de Fréziei', etc., aujcquels manquait cette base première, n'étaient accessibles qu'aux géomèlres et aux ingénieurs.
Mais une cause plus efficace sans doute que ces avantages réels, pour assurer le prompt succès du livre de Monge, fut ce décret puissant de la Convention, qui, "en créant, sous le nom A'Écoles Noi-mules, le grand établissement où vinrent se réunir douze cents jeunes gens, les plus capables, choisis sur tous les points de la France, ordonna que la Géométrie descriptive y fût enseignée, et en confia renseignement à l'enthousiasme et au patriotisme actif de Monge,
Voilà comment Monge n'eut point à éprouver les difficultés et les procès en parlement que la routine, l'ignorance et les intérêts lésés avaient suscités à Desargues, un siècle et demi auparavant.
CuASLES.-fleom, Sip. ^1
La Gi'omt'iiie desi.nptivf, in tiumeiit crcc pimcipil lient pour le besoin des artistes et des ingénieurs, de^iit Être utile aus'ii lux géomètres : elle formait un com]ilémenl de leur Géométrie pritn^ue , elle pouvait faciliter leiii's recherches tliéoiiiines, en leur donnant le moyen de représenter par une figure plane les corps qu'ils avaient i consideiei enfin, en familiari- Simt avec les f()rmes de certaines familles de surfaces, elle habituait l'esprit à les concevoir intellectuellement et développait l'intelligence. Aussi est-ce avec raison que, depuis quelques années, l'élude des principes de la Géométrie descriptive fait partie des cours de Matliématiques dans l'instruction secondaire.
Quant aux applications sjjéciales et les plus fréquentes de cet art, ce sont la perspective, la construclion des reliefs, l<) détermination des ombres, la gnomonique, la coujie des pieri'cs et la cliarpento.
Une foule d'autres travaux, tels que le ])ercement des routes et des canaux dans des pays accidentés, les constructions navales, la direction des mines souterraines, le défilement dans la science des fortifications, etc., sont encore du domaine de la Géométrie descriptive ( ' ).
Mais il ne faut pas perdre de vue que, dans toutes ces questions, la Géométrie descriptive n'es! toujouis qu'un instrument dont l'ingénieur se sert pour traduire sa jiensée et exécuter sur le papier les opérations que la science, je veux dire la Gcométiie générale, lui indique. La Géométrie descriptive exécute, mais elle ne crée pas. Si elle montre aux yeux Li courbe d 'in tel-section de deux surfaces, elle n'en fait point connaître les propriétés; elle ne saurait même indiquer, mathématiquement parlant, si cette courbe est plane ou à double courbure. Elle n'a point de méthodes pour ces recherches, qui sont exclusiverae7U du domaine de In Géométrie rationnelle (')-
('] Toutefois il couviiiiit d'iijoulur qu'il existe d'autres inclliodcs géiiéi'ulus, on petit (lira d'outros procodés dn Géométrie deserîpl'wc, dans lesquels on se sert d'ima seule ]irojoction, oHliogonato (lu prrBpGOlivc, et de quelque outre dojinde qui Eupplùe il I» secoudc projsclian. Lesofliciors du Qiiule, par ctomple, ia servent le plus souvent de la méthode des plans cotés, qui leur permet d'osécuter les mêmes opérations que par celle de Aloncfe, et qui leur oDi'e quelques avantages particuliers, à raison de In na-
( ') Ce passage a Ole le sujet do réfleiions epitiqucs de la part d'un géomètre qui a beaucoup écrit sur la Géomélrie descri|jtiïe. Dans iin de ses ouvrages, où il résont la question de recoiinaître si la courbe d'incerseetion de deux sur/aces esc plane ou à double courbure, il ajonte ces paroles ! o Les savants qui s'occupent de Géométrie pure disent que l'niia/jie peut seule résoudre imo semblable question et que la Géométrie descriptive n'a pas de métliodes pour des questions de ce genre ; ce qui précède leur prouvera, j'espère, qu'ils sont dans l'erreur. »
Je fais celte réflexion parce qu'on trouve, dans le livre do Moiifje, quelques passages qui ne sont pas de la Gvométrie descripthe et qui pouiTaienl induire en erreur les jeunes géomètres sur la destination et le caractère scientifique de cette méthode graphique.
Ainsi, Monge démonti'e deux propositions de Géométrie pliine qui resultent naturellement de la coosidératioa de figures h trois dimensions, savoir la propriété andenne des coniques, sur laquelle repose la théorie des polaires [ '), puis ce beau the'orème de d'Akmbert, que les tangentes communes à trois cercles, pris deux à deux, ont leure points de concours situés, trois à trois, en ligne droite. Ces exemptes, on le conçoit, ne constituent point de Lt Géométrie descripthe; on n'y fait pas mcnic usage des projections : ils rentrent dans la Géométrie rationnelle.
Il en est de même des propriétés générales de l'étendue, relatives aux lignes à double courbure et aux lignes de courbure des surfaces cotirbes, que Monge a placées à la suite de sa Géométrie descriplii-e, en faveur « des professeurs, qui doivent être exercés à des considérations d'une généralité plus grande que celles qui forment l'objet ordinaire des études ». Ces ]>ropriétés fort belles des lignes et des surfaces courbes, placées dans un livre destiné à être très-répandu, ont contribué à développer le goût de ces spéculations d'un ordre supérieur, et, sous ce rapport, le livre de Monge a
pas rélléohE en écrivant dans son discours d'oiivertura la phposo suivante : La Géométrie descriptive... ne saurait indiquer, mathématiquement parlant, si cette coarbe (eoarbe intersection do deui aurfacos ) est plane ou à double courbure. Elle n'a point de méthodes pour ces rechere/ies, qui sont exclusivement du domaine de la Géométrie
Or, qu'on lise la solution de l'auteur, on i-econnatt aussitôt qu'ollo n'est pas aulre chose que la traduction, en Géomélrie descriptive, du procédé même qu'emploierait un ouvrier qui voudrait vérifier si TarètH tive qu'il vient de construii'o est plane ou a double courbure. Ca constructeur appliquerait tout simplement le plat de sa règle sur la courbe et verrait s'il y a partout coiticidence. Pour traduire ce procédé en Géométrie descriptive, on mène un plan par trois points de la courbei puis on projette cette courbe sur un plan perpendiculaire à celui-là, et l'on véi f pa l j la
projection coïncide avec la ligna de terre ou s'en écarte.
C'est précisément la le procédé que l'auteur indique dans son ou ^
Cet esampla d'une solution par la Géométrie descriptive mont e p l t ment que les usages de cette méthode graphique sont tels qua je l'ai dit, et j t fle a t 1 était besoin, toutes mes paroles.
(') Quand le sommet d'un angle circonscrit à une conique glUse ne d fixe,
la corde qui joint les deux points de contact des côtés de l' angle passe toujours par un même point fixe.
Ce Ihéorèma n'est pas dû à Monge, comme on l'écrit qualquefois. Il se trouve, avec d'autres propositions sur le même sujet, dans les ouvrages de la Hire, et postérieurement dans plusieurs autres Traités des Sections coniques. ( Voir Jjiercn historique, etc.,
encore atteint le but de l'illustre auteur. Mais elles n'ont rien de c avec les principes de la Géométrie descriptive, et elles rentrent exclusivement dans le domaine de la Géométrie générale.
Le grand Traité de \' Application de l'Analyse à la Géométrie a le même objet que la Géométrie de Descartes; il en est la continuation ; celle-ci roulait sur l'analyse des quantités finies, el le livre de Monge sur l'analyse des quanlite's infinitésimales. Euler avait déjà traité plusieurs de ces questions et donné son beau théorème sur les rayons de courbure des surfaces courbes. Monge les traita avec beaucoup plus d'extension et sous de nouveaux points de vue. Les rapports qu'O établit entre les équations aux différences partielles et certaines familles de surfaces offrent des exemples magnifiques des secours mutuels que peuvent et doivent se prêter la Géométrie et l'Analyse.
Les ouvrages de Carnot ont pour objet spécial l'extension de la Géométrie des anciens. lis font suite aux ouvrages de Robert Simson, Stewait, etc. ; mais ils sont empreints de cet espiit de facilite et de généralité que nous offrent les ouvrages de Pascal el de Desaigues, et ce caractère, qui leur est propre, a été dans l'intention de leur illustre auteur.
Dans le siècle dernier, R. Simson et Stevrart donnaient, à l'instar des anciens, autant de de'monstrations d'une pioposition que la figure i laquelle elle se rapportait présentait de formes différentes, à raison des positions relatives de ses diverses parties. Carnot s'attacha à prouver qu'une seule démonstration appliquée à un état assez général de la lîgure devait sufSre pour tous les autres cas, et il montra comment, par des changements de signes des termes dans les fomiutes démontrées par une figure, ces formules s'appliquaient à une autre figure ne différant de la première, comme nous l'avons dit, que par les positions relatives de certaines parties ( ' ) ! c'est ce qu'il appela le principe (le corrélation des figures.
Généralement on ne parvenait, en Géométrie pure, à la démonstration d'une proposition importante, qu'en s'élevant successivement des cas les plus simples à de plus composés. Les recherches de Vîète et de Fermai smles contacis des cercles et des sphères, le Traité des sections coniques de R. Simson et les ouvrages de Stevrart (') sont des exemples de cette marche lente et pénible. Dans le contact des sphères de Fermât, par
(') On voit qu'il ne s'agit pas ici du cas où certaines parties d'une figura qui ont servi pour la démonstration deTiennont imaginaires, auquel cas cette démonstration n'a plus lieu. Celle question des imaginaires est celle que M. Poncelet a rat' iBcliée au principe de conlinaiié, comme il a été dit dans la Pi'ofaec, p. xlï et sui-
{') Yoir j^perea historique, p. j
exemple, on ne parvient à déterminer une sphère tangente à quatre ;tutres qu'après avoir résolu qualorze questions préliiiiinaircs, dont la plnpurt sont des cas particuliers de la question principale. Carnot, au contraire, traite directement les questions dans leur sens le plus gen'éral, et la science gagne en facilité et en force, en même temps qu'en brièveté et en généralité.
Cette manière d'écrire la Géométrie fait le caractère de la Géométrie moderne, et ce sont les ouvrages de Caniot qui ont le plus contribué à la répandre {'),
Quant aux résultats qu'on y trouve, ils sont extrêmement nombreux. Une |Dartie roule sur diverses propriétés des sections coniques qu'on a reproduites souvent depuis, et que l'autcuv démonlre avec une facilité extrême.
On y distingue une belle propnété des courbes géométriques concernant les segments qu'une courbe de celle espèce fait sur les côtés d'un polygone quelconque, propriété qui est une extension d'un théorème de Newton et dont les géomètres ont fait depuis de nombreuses applications, notamment à la détermination générale des tangentes et des cercles oscillateurs de ces courbes géométriques.
Ces belles recherches se rapportent à une partie de l'ouvriige où Carnot propose divers systèmes de coordonnées, autres que celui de Descartes, pour représenter les courbes, et établit les relations qui ont lieu entre ces coordonnées, de manière à passer d'un système à un autre. On transforme ainsi les équations des courbes, et, comme l'équation dans chaque système exprime une propriété différente de la courbe, ces recherches facilitent et ont pour objet, au fond, l'étude des pi^opriétés des courbes. Elles nous paraissent rentrer essentiellement dans la doctrine des porismes d'Euclide.
On trouve dans la Géométrie de position des idées sur une science qui, selon Carnot, devrait tenir le milieu entre la Géométi'ie et la Mécanique, savoir celle des mouvements géométriques. Il appelle ainsi les déplacements que peuvent subir plusieurs corps sans se déformer par leur contact et en conservant entre eux des conditions prescrites, conditions géométriques et indépendantes des règles de la communicaiion des mouvements et de toutes considérations de forces et de Mécanique proprement dite. On voit que
( ' ) a La Géométrie de Posilion de Carnot n'aurait pna, sous le rapport de la métaphysique do la Science, le haut mérite que je lui ai attribué, qu'elle n'en serait pas moins l'arigino et la base des progrès que la Géométrie, cultivée à la manière des anciens, a faits depuis trente ans en France et en Allemagne. > (Arago, Biographie de Lazare-Nicoîas-MarguerUe Carsot, lue a Vlnsiitut en 1837. Paris, i85o, in-4=. Voir
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c'est celte science que M. Ampère a proposée aussi sous le nom de Cinéma tique dans son Es^ai sur la philosophie des sciences. Carnot avait déjà émis ces idées en 1783, dans son Essai sur les machines.
Le temps ne me permet pas de pousser plus loin œtte étude du livre de Carnot; je me bornerai à dire que son titre, Géométrie de position, serai>portait au principe de la con-élation des figures, fondé sur la doctrine des quantités positives et négatives en Géométrie ( ' ) , et non à quelque méthode spéciale, telle que la Géométrie des indivisibles, la Géométrie analytique, la Géométrie descriptive, etc., ni à une partie restreinte de la science, comme 1j Géométrie de la règle, la Géométrie du compas, etc. La Géométrie de position n'était point autre chose que de la Géométrie générale traitée par les procédés ordinaires, mais avec talent et par des considérations faciles et fécondes.
La Théorie des transversales est un ensemble de propositions qui ex- ])riment toutes des rap|M>rts entre les segments que fait, sur un système de lignes droites, une ligne droite on courbe qu'on appelle transversale. Ces l'apports, exprimés en général par des équations à deux termes, jouissent de cette propriété qu'ils se conservent dans les projections, perspectives ou orthogonales, de la figure. I^es mêmes relations ont lieu aussi entre les sinus des angles des droites projetantes. Ce sont ces propriétés importantes qui font le caractère des prO])ositions que Carnot a réunies sous le titre de Théorie des transversales. Ces propositions peuvent être d'un usage très fréquent pour la démonstration d'une foule de théorèmes, particulièrement dans la théorie des sections coniques. Elles n'ont pas été inconnues des anciens ; on en trouve des traces éparses dans Pappus et chez quelques auteurs modernes ['); mais c'est Carnot qui a reconnu qu'elles étaient propres à former une véritable méthode de démonstration, et cette théorie, en effet, a pris de l'extension et est devenue d'un grand usage dans la Géométrie moderne.
Je me suis étendu sur les ouvrages de Monge et de Carnot, parce que je les regai-de comme ayant ranimé en France l'esprit des méthodes géométriques et ins|)iré les jeunes mathématiciens qui bientôt sont entrés dans
A leur tête se présentent MM. Ch. Dupin et Poucelet, d^nt les remarquables travaux attestent cette heureuse impulsion.
M. le baron Dupin, dans ses Développements de Géométrie, qu'il considère romme faisant suite aus ouvrages de Monge, a traité, par les seules res-
(') Foir laPréraee, p. vin.
('} Voir Aperçu histori(^ue, elc, p. SS-Sg et SDC-ag'i.
sources de la Géométrie ; la courbure des surfaces, iju'à l'Analyse. C'est dai théorie de* indicatrices.
i bien que par l'Analyse, la tb^orie générale de ; l'on avait supposée jusque-là n'être accessible 2 bel Ouvrage qu'on trouve cette importante n'est pas moins féconde en Géométrie ration-
nelle qu'en Géométrie descriptive. Ce volume et celui des Applications de Géométrie et de Mécanique ont servi utilement la Science, et par les belles théories qui s'y irouvent, et comme ayant donné aux jeunes géomètres une juste confiance dans les ressources que peuvent offrir ces méthodes.
La théorie des transversales est le principal fondement du grand Traité des propriétés projectives de M. Poncelet, où l'on trouve, avec une foule de résultats du plus haut intérÈt, cette méthode merveilleuse de la théorie des polaires, et le mode de déformation des figures à trois dimensions, analogue aux proce'dés de la perspective pour les figures planes ; méthodes qui, en donnant le moyen de créer à volonté, d'une manière en quelque sorte mécanique, des théorèmes fort divers et pourtant dérivés d'un seul, forment les sonrces les plus fécondes de la Géométrie moderne.
Les transformations sont le propre de l'Algèbre; on conçoit donc combien des procédés analogues en Géométrie doivent apporter de facilité et
C'est dans le sein de l'Ecole Polytechnique surtout que les ouvrages de Monge et de Carnot ont porté leurs fruits. Le goût des sciences, implanté dans ce grand établissement par les hommes illustres qui l'ont fondé, s'y est conservé, grâce à son organisation judicieuse et puissante, et a contribué, comme les services miUiiùres et civils, à la gloire et à la grande renommée
succédé « présenaurons ï et les lue(').
sciences avaient reçue en Belgique, ait cessé de paraître. Hous aurons à consulter les onze Volumes de cette intéressoute collection et les divers Recueils périodiques qui offrent chaque jour aux géomètres les aïaulages d'une facile et prompte publication : \e Journal de Mathématiques de M. Crelle; celui de M. Lioutille; les Nouvelles Annales de M. Terquem; ie Journal mathématique de Cambridge et de Dublin, édité par M. Thomson ; les annales des Sciences mathématiques et physiques de M. Tortolini; les Archives de Mathématiques et de Physique de M. Gruneil.
584 DiscouBS.
Nous ne négligerons point non plus !es Mémoires importants publiés de nos jours en Allemiigne, en Angleterre, en Italie, où !a Géométrie est cultivée avec un grand succès et souvent avec éclat (').
Les théories et les méthodes dont l'usage doit se présenter le plus fréquemment formeront naturellement la base de ce Cours. Mais les queslions spéciales d'un ordre plus relevé qui seront propres soit à ouvrir de nouvelles voies, soit à offrir de belles applications de la Science, entreront aussi nécessairement dans le cadre que nous nous sommes tracé. Si nous n'avons pas à analyser des ouvrages de l'importance du livre des Principes de Newton, il en est cependant qui nous offriront des exemples non moins remarquables de la puissance d'invention que l'esprit ge'ométrîque développe, et de la richesse des résultats qu'il peut procurer dans les questions les plus difficiles. Rien de plus beau que ces considérations directes ei lucides, pittoresques, s'il est permis de s'exprimer ainsi, par lesquelles un grand géomètre, en transportant l'ingénieuse doctrine des couples dxms la Dynamique, nous a dévoilé toutes les circonstances géométriques et dynamiques du double mouvement d'un corps pesant qui a reçu une impulsion ( ^ ) . Cette importante et difficile question avait été résolue analytiquement par Euler et d'Alembert, à peu près dans le même temps, puis avec plus d'ordi'e et d'élégance par Lagrange. Mais dans ces solutions, dont le but final est la détermination de la position du corps à un instant donné par des formules de quadrature, on ne voit que des calculs qui, s ils donnent la solution numérique de la question, c'est-à-dire la position ictuelle du corps, ne font nullement connaître comment il y est arrive, comment se modifie à chaque instant l'effet de l'action permanente de l impulsion primitive P ir les seules ressources du raisonnement géométrique H Poinsot lend p\lpables et semble peindre aux yeux toutes les circonstances du mouvement du corps. A l'instar des forces accélératrices que les géomètres sont accoutumés à considérer, il considère dans le mouvement du cor]js un couple accélérateur qui, en se combinant avec la rotation, de même qu'une force accélératrice se combine a vec une force d'impulsion, change à chaque instant la grandeur de cette rotation et la direction de l'axe autour duquel elle s'effectue, et ce double effet se suit pour ainsi dire de l'œil, en même temps que l'esprit en voit les causes.
On reconnaît ici quels sont les avantages propres de l'Analyse et de la Géométtie. La première, par le mécanisme merveilleux de ses transformations, passe rapidement dn point de départ au but proposé, mais souvent
( ■ ) Voir, par eiemple, les Ouvrages di (■) Voir Théorie noui-elle de la rolal,
sans coniiiiitrû ni le chemin qu'elle u fait ni la signification des nombreuses formules qu'elle a employées.
La Géométrie, au contraire, qui ne puise ses inspirations que dans la considéra lion attentive des choses et dans l'cncliaînemenl des idées, est obligée de découvrir naturellement les propositions que l'Analyse a pu négliger et igno q ' f uent le lien le plus immédiat entre les deux
termes extrême» C I e peut paraître parfois difficile, mais elle est
au fond la plus pl P 1 'elle est la plus directe ; elle est aussi la plus 1 umineuse et L pi f nd
L'Analyse du U une vérité ; que la Géométrie en cherche la
démonstration p P p loyens : soyez sûi's que dans cette recherche
elle rencontrera et fera conntître diverses autres propiietes qui se i ittachent au sujet, l'éclairent et le complètent
L'Analyse et la Géometiie, au pomt de vue philosophique, sont deux, branches d'une science unique qui i poui objet 1j lei-herche des ventes naturelles; elles sont destinées \si,claiiei mutuellement, t se piètei un secours réciproque : toutes deui sont des mstiuments aiijouid hui mdis-
Cultivons donc simultanément 1 Amlyse et la Geometiie, et que 1 une et l'auli-e trouvent également leut place dan» l'enstignement.
C'est la pensée que le chef éminent qui préside à l'instruction publique a cherché à réaliser en fondant la chaire de Géométrie supérieure.
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