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DB
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
UN EXPOSÉ DES MÉTHODES LES PLUS liPORTANTES DE LA GÉOMÉTRIE
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Nous publions aujourd'hui la deuxième édition française du Traité de Géométrie analytique à deux dimensions de M. G. Salmon. Cet Ouvrage forme avec le Traité des courbes planes et le Traiié de Géométrie analytique à trois dimensions du même auteur un traité complet de Géométrie analytique. On y trouve non seulement le résumé des principales recherches auxquelles a donné lieu la théorie des courbes du deuxième degré^ mais encore Texposé à peu près complet àes principes fondamentaux de la Géométrie analytique, et toutes les données essentielles de Vemploi des coordonnées cartésiennes, trilinéaires et tangentielles.
Uexamen de la table des matières sudit amplement pour donner une idée de la richesse des matériaux qu'il renferme et de l'ordre méthodique suivant lequel ils sont distribués. Nous nous contenterons de citer ici : la théorie des notations abrégées et ses nombreuses applications; la théorie des systèmes de cercles; l'étude analytique et géométrique du principe de dualité; la théorie des polaires réciproques; l'exposé des propriétés harmoniques et anharmonique des coniques; les principales applications de la. méthode des projections et de la méthode des infiniment petits; et enfin la théorie des invariants et covariants des systèmes de coniques qui transporte, dans le domaine géométrique, toutes les ressources fécondes de la théorie des formes algcbriques.
II AVERTISSEMENT DE l'eDITEUR.
Mais ce que ne dit point la table des matières et ce que nous tenons à noter, ce sont les qualités qui font, de cet Ouvrage du savant professeur de Dublin, un livre éminemment classique : la sage progression avec laquelle sont exposées les théories, le choix gradué de nombreux Exercices, l'emploi systématique de problèmes numériques pour préciser les applications, et surtout la netteté des démonstrations et la hauteur vraiment philosophique des aperçus. généraux.
La deuxième édition française du Traité de Géométrie analytique à deux dimensions ne diffère de la première que par les développements, peu étendus du reste, donnés à la théorie des coniques confocales, à la théorie des systèmes de coniques, et à F exposé des recherches concernant l'hexagone de Pascal. Elle a été faite d'après la sixième édition anglaise, dont elle est la reproduction aussi exacte que possible, le traducteur ayant cherché avant tout à rendre fidèlement toute la pensée de l'auteur, et rien que la pensée de l'auteur.
Aussi espérons-nous que le public voudra bien continuer à cette deuxième édition le bienveillant accueil qu'il a fait à la première,
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
DU POINT
§ I. — Coordonnées rbctilignes.
1. La position d'un point sur un plan peut se déterminer de bien des manières différentes. La méthode suivante est la plus fréquemment employée : elle a été indiquée par Descartes, qui l'a exposée dans sa Géométrie en 1637.
Soient XX', YY' {fig^ i) deux droites fixes se coupant en
O, et P un point appartenant au plan de ces deux droites. Par ce point P, menons les parallèles PM et PN aux droites fixes YY' et XX'. Quand le point P est donné de position, S. — Géom. à deux dim, 1
les longueurs PM et PN de ces parallèles se trouvent complètement déterminées ; et réciproquement, quand ces longueurs sont connues, on a tous les éléments nécessaires pour fixer lu position du point P.
Étant donnés, par exemple, PN == a, PM ^^ 6, il suffit, pour trouver le point P, de prendre OM = a, ON = 6, et de mener les droites MP et NP parallèlement à OY et à OX; l'intersection de ces droites est le point cherché P.
On représente habituellement par la lettre jk la parallèle PM à OY, par la lettre x la parallèle PN à OX. On dit alors que le point P est déterminé par les deux équations x= a^y=:b,
2. Les parallèles PM et PN s'appellent les coordonnées du point P; PN, qui est égal au segment OM, déterminé sur OX par PM, porte plus particulièrement le nom à^abscisse, et MP celui i* ordonnée.
Les deux droites fixes XX' et YY' sont les axes de coor-" données : la première est Vaxe des Xj la deuxième Vaxe des y ; le point O , où les axes se coupent^ prend le nom A^ origine. Les axes sont rectangulaires om. obliques, suivant qu'ils se rencontrent sous un angle droit ou sous un angle difTérent d'un angle droit.
Il est facile de voir que les coordonnées du point M {flg* i) sont ic -- a, ^ = o ; celles du point N, ^a? = o, / = 6 ; et celles de l'origine, x ^= o^ y -- o.
3. Pour que les équations x = a^ y =^ b ne représentent qu'ww seul point, il faut faire intervenir dans la construction indiquée au numéro précédent non seulement la grandeur, mais encore le signe des coordonnées.
Lorsqu'on fait abstraction du signe des coordonnées, on peut prendre {fig* 2) OM--aet 0N = 6, aussi bien d'un côté de l'origine que de l'autre, et les coordonnées de l'un quelconque des quatre points P, P^ PjjPa, que l'on obtient ainsi, satisfont aux équations x ^= a^y =^b. Mais il est facile
d'établir ddc distinction algébrique entre les segments, tels que OM et OM', qui ont même longueur et qui doivent être mesurés suivant des directions opposées: il suffît pour cela
de donner à ces segments des signes contraires, ce qui revient, en règle générale, à considérer comme positifs tous les segments qui doivent être mesurés dans un même sens convenu, et comme négatifs, tous ceux qui doivent être mesurés en sens contraire. La direction suivant laquelle doivent êtrr portées les longueurs positives est complètement arbitraire ; toutefois l'usage a prévalu d'attribuer le signe -{- à toutes les longueurs OM et ON, mesurées en allant de gauche à droite sur l'axe des x, ou en montant de bas en haut sur l'axe des_^. Ces conventions présentent la plus grande analogie avec celles qui sont adoptées en Trigonométrie. En les apphquant aux coordonnées des poiitts P, P,, Pa, Pi, on trouve pour leurs valeurs respectives
ai=:-\-a, y=-irb; x^~a, y^^b; :c:=-ha, y^-^b; asr= — a, y^ — b;
ce qui permet de distinguer facilement ces quatre points l'un de l'autre.
Remarque. — On désigne souvent, pour abréger, par point (a, b), point {x'^y'), les points qui ont pour coordonnées :i: -= a, _j' = 6 ou X -=: x',y ^^y.
Il résulte de ce que nous avons dit plus haut que les points
( -f- a, + 6) et ( — a, — 6) se trouvent sur une même droite passant par l'origine, sont également distants de l'origine et sont situés dans des régions opposées par rapport à cette origine.
4. Trouver V expression de la distance 8 des deux points {^} y)} {^7 y)} i^s coordonnées étant rectangulaires.
Soient P et Q {fig* 3) ces deux points ; PM et QM' leurs
Fig. 3.
xr
M' Il 1
ordonnées. Le triangle PQS, formé en menant QS parallèlement à OX, donne, pour la distance PQ,
et comme
on a
PQ = PS 4- QS
PS r= PM - QM' m/- y', QS= OM — OM' = a?'— a?^
5« = pq'= (x'^ x'y H- (f—yy.
En faisant a/'= o, y = o dans l'équation précédente, on obtient la relation
qui donne la distance du point {x\y) à l'origine.
S. Les coordonnées rectangulaires sont celles qu'on emploie le plus fréquemment, en raison de la simplicité relative des formules qui s'y rapportent; il y a cependant un certain
DU POINT
nombre de cas où il est plus avantageux de se servir qc coordonnées obliques ; aussi donnerons-nous les principales formules de la Géométrie sous leur forme la plus générale.
Lorsque l'angle YOX {fig*i) est quelconque, on a, en désignant par co sa valeur,
PSQ=:l80<»— CD,
et par suite
PQ'ii=PsVsq'— aPS.SQcos^; d'où Ton déduit pour la distance des deux points (a:',^'),
La distance d'un point {xf^y') à l'origine s'obtient en faisant ^= o, ^'= o dans l'équation précédente; ce qui donne
8 * = a?'* -h j'* -+- a x'y' ces (0.
Dans les applications, il faut apporter la plus grande attention à donner aux coordonnées le signe qui leur convient. Ainsi, par exemple, quand le point Q se trouve dans l'angle XOY', il faut donner ky le signe — , puisque la ligne PS est alors la somme et non la différence de y et y. Pour éviter toute diflSculté, il sufBt du reste, après avoir écrit les coordonnées avec leurs signes, de bien prendre pour PS la différence algébrique des ordonnées, et pour QS la différence algébrique des abscisses.
i. Trouver les longueurs des côtés du triangle dont les som^ mets ont pour coordonnées
les axes étant rectangulaires.
Réponse, /68, /5o» /ÎÔ6.
2. Mêmes données, les axes faisant un angle de ôo». Réponse, /52| /47» /Ï57.
3. Exprimer que la distance du point {x,y) au point {lyZ) est égale à 4.
Réponse. (a: — 2)2 -+- (7 — 3)* = 16.
4. Exprimer que le point {x, y) est à égale distance des points
(a, 3) et (4,5).
Réponse.
(ar — a)«-+-(^— 3)2= (a? — 4)*-+- (^ — 5)* ou a? -+-;/' = 7.
Trouver le point {x,y) situé à égale distance des points
(2, 3), (4, 5) et (6, i).
En opérant comme dans l'Exemple précédent, on obtient, pour déterminer les inconnues x ety, les deux équations
la distance de ce point à chacun des trois autres est égale à — »—*
6. La distance de deux points étant exprimée par une racine carrée peut recevoir le double signe, et nous savons que si la longueur PQ, mesurée dans le sens PQ, reçoit le signes-, la longueur QP, mesurée dans le sens contraire QP, reçoit le signe — . Lorsqu'il s'agit simplement de la distance entre deux points , il n'y a pas lieu de se préoccuper du signe, puisque ce signe ne sert qu'à indiquer si cette distance doit s'ajouter à une autre distance, ou s'en retrancher; mais il n'en est pas de même lorsqu'il y a plusieurs distances à considérer. Quand, par exemple , on se donne trois points en ligne droite P, Q, R, et les deux distances PQ, QR, on a PR = PQ -[- QR; et, d'après ce qui a été dit plus haut, cette équation reste toujours vraie, que le point R soit ou non entre P et Q. Car s'il est en dehors de P et Q, PQ et QR se trouvent mesurées en sens contraire, et leur différence arithmétique est encore égale à leur somme algébrique.
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Le cas où les droites sont parallèles à l'un des axes est le seul pour lequel il ait été établi une convention sur la direction qui doit être regardée comme positive.
7. Trouver les coordonnées du point R qui divise dans le rapport ml n la c^oite joignant les deux points P et Q.
Menons les ordonnées QN, RS, PM {fig> 4 ) ? et soient x^y ;
x'^y\ a^ y y^ les coordonnées des points R, P et Q; nous aurons
m:/i::PR:RQ::MS:SN,
ou
m',n',\x' — x\x — x'y c'est-à-dire
mx — nx" HZ nx' — nx ;
d'où
ma/' -f- nx'
Nous trouverions de même
mx" ^ ny'
Quand le point R, au lieu d'être situé entre les points P et Q, se trouve en dehors de ces points, autrement dit, lorsque la droite PQ doit être divisée extérieurement dans le rapport
de m à n, on a
mm:: v ~a/ :x — a?',
et par suite
mûc" — n.7/ my" — ny'
Ces formules ne diffèrent des précédentes que par le siçne de n, ou, ce qui revient au même, parle signe du rapport m : n. Cette particularité s'explique aisément. Quand la droite PQ est divisée intérieurement , les segments PR et RQ sont mesurés suivant la même direction, et leur rapport (n^ 6) doit être considéré comme positif. Lorsqu'au contraire la droite PQ est divisée extérieurement, les segments PR et RQ se trouvent mesurés suivant des directions opposées, et leur rapport doit être considéré comme négatif.
Exercices.
i. Trouver les coordonnées du milieu de la droite joignant les points {x\y) et {x'^y").
n, a?' -h œ Y -f- y' Réponse. x — > y = ' '— •
2. Trouver les coordonnées des milieux des côtés du triangle ayant pour sommets les points ( 2, 3 ), (4, — 5 ), ( — 3,-6).
Réponse. -> ; > ; 3, — i.
^ JL ^ Xt
3. On divise en trois parties égales la droite joignant (a, 3), {^j — 5); trouver les coordonnées du point de division le plus 9r)(sin du premier point.
Réponse. 37= ^j ^=5'
4. Les coordonnées des sommets d'un triangle sont x\ y\ x\y'\ a?*!^*; une des médianes est divisée en trois parties égales;
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trouver les coordonnées du point de diçision le plus éloigné du sommet d'où part la médiane.
Réponse, x = 5— y y = ^ -^ -^
5. Trouver les coordonnées de l'intersection des médianes du triangle de l'Exemple 2.
Réponse. x=i, y — — r«
6. On joint au som.met d'un triangle \le point qui divise le côté opposé dans le rapport de m : n; trouver les coordonnées du point qui divise la droite de jonction dans le rapport de m,-h n: l. •
n, It'-\- m-r'-h nx' ly -^ my' -\- ny"
Réponse, x = ; , v — - — = — r '■^— •
§ II. — Transformation des coordonnées.
8. On appelle transformation des coordonnées Topération à laquelle on est conduit lorsque, connaissant les coordonnées X ely d'un point P par rapport à un système d'axes rectilignes Oa? et O^, on veut déterminer les coordonnées X et Y de ce même point P par rapport à un autre système d'axes O'X et O'Y.
Nous examinerons successivement trois cas.
i^ Les noui^eaux axes sont parallèles aux anciens. Seient (yî^. 5) O^, Oy les anciens axes; O'X, O'Y les
nouveaux; j:'-= 0'S,^= O'R les coordonnées de la nouvelle
lO
origine O' par rapport aux anciens axes; x = OM, j^ -— PM les anciennes coordonnées du point P; X = O'N et Y = PN les nouvelles ; on aura
c'est-à-dire
OM = ORh-RM, PM=:PN-hNM,
XTnix'-^H, yzrzy'-hY.
Ces formules sont évidemment indépendantes de Pangle que les axes font entre eux,
9. — 2° On change la direction des axe9 sans déplacer l'origine.
Soient {/ig' 6) Oa:, Oy les anciens axes ; OX, OY les nou-
Fig. 6.
veaux; OQ =za: et PQ :— ^ les coordonnées du point P par rapport aux anciens axes ; ON =zz X , PN = Y les nouvelles coordonnées. Désignons par a et g les angles que OX et OY font respectivement avec l'ancien axe des œ ; par a' et p' les angles que ces mêmes droites font avec l'ancien axe des y. Si (i) est l'angle ^0:r compris entre les anciens axes, nous aurons
évidemment a-f-a'=o), puisque jLOx-hjLOy = xOy; et de même p -f- p' r=r w.
Pour obtenir facilement les formules de transformation, il suffit d'exprimer, en fonction des anciennes et des nouvelles coordonnées, les longueurs des perpendiculaires abaissées
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du point P sur les axes primitifs. Pour cela, menons à O^ les perpendiculaires PM, NR et la parallèle NS. Nous avons
PMzzrPQsinfÎQM; ou
PM r=::/sin(i).
Riais
PM = NR -^ PS =: ON^in JVOÎi + PN sinPIS^ ;
donc
ysiuiû znXsina -h Ysinp.
Nous trouverions de même
a?sin(i) = Xsina'4- Ysinf, ou
â?siii(o = Xsin(oD — a) -h Ysin(a> — p).
Dans la /ig. 6, les angles a, ^ et (o sont tous mesurés du même c^té de Ox; et les angles a , p' et o) tous du même côté de Oj^ : si l'un de ces angles se trouvait mesuré de l'autre côté de O a: ou de O^, on devrait lui donner le signe — .Si, par exemple, OY se trouvait à gauche de O^, Pangle ^ serait plus grand que <û, 3'= (g) — p) serait négatif, et par suite le coefficient de Y dans l'expression dearsinu) le serait aussi; c'est ce qui arrive dans le cas suivant, qui se présente assez souvent, et auquel nous consacrerons une figure spéciale.
Passer d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre système de coordonnées rectangulaires, les axes du nouveau système faisant un angle 6 a\?ec les axes de l'ancien.
Nous avons, dans ce cas,
a = 6, p=i9o*-l-6, a'^rgo**— 0, p'=: — 6,
la
et les formules générales deviennent
^ r=r X sin ô -H Y cos6, a? = X cos 6 — Y sîn 0.
On peut démontrer directement ces formules : soient en effet (^fig^ 7) Oa:, O^les anciens axes, et OX, OY les nou-
Fig. 7.
veaux; menons PM et NR perpendiculairement à Oar, NS parallèlement au même axe, et PN perpendiculairement à OX; nous aurons
j^ = PM =1 PS -H NR, a:-^OMzrzOR-SN;
et ces formules se ramènent aux précédentes, puisque PSzrrPNcose, NR=:ONsinô; OR==rONcose, SN = PNsin6.
Le cas suivant se présente assez fréquemment dans la pratique :
Passer d'un système de coordonnées obliques à un système de coordonnées rectangulaires ayant le même a:ce des x.
On peut déduire les formules à employer des formules générales, en y faisant
a = o, p — 90®, a'=co, p'=:(D — 90^ Mais il est plus simple de les déterminer directement.
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Soient PQ et OQ les anciennes coordonnées (Jig* 8), PM
Fig. 8.
et OM les nouvelles ; nous aurons, puisque PQM = (d,
Y^rj^sino), Xi=: JJ -h/COSO).
et par suite, pour exprimer les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles,
^sino)=:Y, j; sin (I) = X sin (D — Yco8a>.
10. — 3** On change à la fois V origine et la direction des axes.
La confbinaison des formules obtenues dans les deux numéros précédents permet de trouver les coordonnées d^un point par rapport à un nouveau système d'axes occupant une position quelconque. On calculera d'abord (u®8) les coordonnées du point par rapport à un système d'axes parallèles aux anciens et passant par la nouvelle origine, puis ensuite (n® 9) les coordonnées de ce point par rapport au système donné.
Les formules générales de transformation s'obtiennent évidemment en ajoutant les coordonnées x' et y de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes aux valeurs de o; et de^ données au n® 9,
Exercices.
Les coordonnées d^ un point satisfont à la relation
xi-\-yt — 4a? — 6^ = i8;
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que devient cette relation quand on transporte l'origine au point (2, 3)?
Réponse. X* -+- Y* = 3i.
2. Les coordonnées d'un point, par rapport à des axes rectangulaires, satisfont à la relation y* — a?» = 6. Que devient cette relation lorsqu'on prend pour axes les bissectrices des angles formés par les anciens ?
Réponse. XY — 3.
3. L'équation 2 a?* — Sxy -^-iy^ = 4 *« rapporte à des axes faisant entre eux un angle de 6o«; la transformer, en prenant pour nouveaux axes les bissectrices des angles formés par les anciens.
Réponse. X* — 27 Y* -h 12 — o.
4. Transformer V équation de F Exemple précédent en prenant les nouveaux axes rectangulaires et en conservant le même axe des X.
Réponse. 3X«-+- ioY«— 7XY /3 r:= 6.
5. Il est évident qu'en passant d'un système rectangulaire à un autre ayant même origine, on a toujours ar'-h^* = X*-+- Y», puisque l'un et l'autre terme de cette équation représentent le carré de la distance d'un même point à l'origine. Vérifier cette proposition en élevant au carré et ajoutant les valeurs de X et Y données au n^ 9.
Vérifier de même qu'on a, en général
a?î _i_^ï _f- %xy cosa?0^ = X* -h Y* -+- aXY cosXOï.
Si Ton pose
Xsina-4- Ysinp = L, X cosa-h Ycosp — M,
les formules du n9 9 peuvent s'écrire
j^sinfli»=:L, ârsinw = M sin«i — Lcosu; d'où
sin*o« {x^ -^y^ -T- 2a?^coSft») = (L^-i- M*)sin*aj.
On a d'ailleurs
L»-hM«=X«-f-Y«4-2XYcosC« — P3 et a — p=5^.
DU POINT. l5
11 La transformation des coordonnées ne change pas le degré d'une équation existant entre les coordonnées d'un point.
La transformation ne peut augmenter le degré de l'équation, puisque les termes x'^j y"*^ ... du degré le plus élevé dans Téquation donnée se trouvent remplacés dans l'équation transformée par les termes
[o/sinai -h X sin(» — a) -♦-/sin(w — P)]'", (j'sinw -f- aîsinaH- jsinp)'",
qui ne contiennent pas x et y à un degré supérieur à m,
La transformation ne peut pas non plus diminuer le degré de l'équation, car il faudrait alors que la transformation inverse augmentât le degré de l'équation, ce qui est impossible, comme on vient de le voir.
§ III. — Coordonnées polaires.
12. On détermine quelquefois la position d'un point P {fie '9) P^ ^* distance p ^^ OP à un point fixe O, et par
l'angle 0 que fait la droite OP avec une droite fixe OB passant par le point O.
La droite OP porte le nom de rayon vecteur; le point fixe, celui de pôle. La distance p et l'angle 0 sont les coordonnées polaires du point P.
La relation qui existe entre les coordonnées rectilignes
X = OM , y
PM d'un point P {Jig* lo) et ses coordon
Fig. 10.
O MX
nées polaires p = OP et 6 = POM s'obtient assez facilement lorsque le pôle coïncide avec Torigine.
i" La droite fixe coïncide avec Vaxe des x. Le triangle POM donne la proportion
OP : PM : : sin PM^: sin^ON?; d'où l'on déduit, en observant que PMO= i8o® — cii.
PMznj On trouverait de même
p sin 6
smo)
p sin (w — e ) OM = a? = ; -*
sinco
Quand les coordonnées sont rectangulaires , ce qui est le cas le plus général, o) est égal à 90®, et Ton a simplement
. a7=:pcosô, j^=:psin6.
2* La droite fi^e OB {fig* 1 1) fait avec Vaxe des x un angle a.
Fig. II.
On a alors
POM = 6 — a,
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et il suffit de remplacer 6 par Ô — a dans les formules précédentes pour obtenir les relations cherchées. Dans le cas des coordonnées rectangulaires,
J7=: pC0s(6 ~ a), j=psin(0 — a).
Exercices.
1. Rapporter à des coordonnées polaires les équations suiçantes, relatives à des coordonnées rectangulaires :
x^-h^*= 5 mx, X* — jr* = a*.
Réponse. p = 5m cos d, p* cos 26 = a*.
2. Rapporter à des coordonnées rectangulaires les équations suivantes, relatives à des coordonnées polaires :
P^ cos -B — a*> p^ = a* cos - B.
Réponse.
xy — a«, (a7«-t-7«)« = a*(a:«— 7»),
13. Exprimer la distance 5 rfe deux points en fonction des coordonnées polaires de ces points.
Fig. 12.
Soient P et Q {fig> 12) les deux points, O le pôle et OB la droite fixe.
S. — Géom» à deux dim.
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Le triangle PQO donne
PQ'= OpV ÔQ— 2OP.OQ cos^O^; et si Ton fait
on trou/e pour la distance cherchée
a» rzz p'»-^ p'^î- a py cosCô"— e').
14. Deux équations quelconques en x et y représentent géométriquement un ou plusieurs points.
Lorsque ces équations sont toutes deux du premier degré, comme dans l'Exemple 5 du n® 5, elles représentent un seul point. En les résolvant par rapport kx ely^ on obtient en effet deux équations de la forme x =z a^y=^b^ et ces équations, ainsi que nous l'avons démontré dans le Chapitre précédent, ne déterminent qu'un seul point.
Quand les équations données sont d'un degré plus élevé, elles représentent plusieurs points. Soient, en effet, ai, «3, aa, • • • les racines de l'équation en x que l'on obtient en éliminant y entre les deux équations, et^D 03) ^s 7 • • • les valeurs que l'on trouve pour y en faisant successivement x == «j, j? = «a? • • • dans l'une ou l'autre de ces deux équations. Le système des valeurs x = (i%^y=^^\ satisfait aux équations primitives. Le point (ffi ) 0i) qu'il définit (n** 3 ) est donc l'un des points représentés par ces équations, et il en est de même des autres points
(^27 ^2)7 (<X3) 0s)i Les deux équations données représentent
donc autant de points que l'on peut trouver de systèmes de valeurs de x elàey satisfaisant à la fois à ces deux équations.
Exercices.
Quels sont les points représentés par les deux équations
x^-{-y* = 5, xy — - 2?
Éliminant^ entre ces équations, on obtient Téquation
x^ — 5a:*-4- 4 — Oi
qui a pour racines x* =1, x*= 4» et donne pour x les quatre valeurs
X=-hlf X = — I, ^ = -r- 2, X -- — 2.
Substituant successivement ces valeurs dans la deuxième équation de renoncé, on trouve, pour les valeurs correspondantes de^,
Les deux équations données représentent donc les quatre points
(-hl,-f-2), (—1,-2), (H-2, -f-l), ( — 2,-1).
Quels sont les points représentés par les équations
a?* — 5a?-4- j^-h 3 = o, a?*-f-^* — Sa; — 3^^-1-6— o? Réponse, (1,1), (2,3), (3,3), (4,i).
15. Vne seule équation entre les coordonnées représente un lieu géométrique.
Il est évident qu'une seule équation est insuffisante pour déterminer les deux inconnues x el y^ el qu'elle peut être vérifiée par un nombre indéfini de systèmes de valeurs de œ et de y^ sans que, cependant, elle le soit par un système de valeurs pris au hasard. L'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à l'équation donnée forme un lieu qui est considéré comme la représentation géométrique de cette équation.
Soit, par exemple, l'équation
Cette équation, ainsi que nous l'avons vu (n® S, £x. 3)^
exprime que la distance du point {x^y) au point (2,3) est égale à 4 > ®U^ est vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque du cercle qui a (2, 3) pour centre et 4 pour rayon , et elle n'est vérifiée que par les coordonnées de ces points. Ce cercle peut donc être considéré comme le lieu représenté par cette équation.
L'exemple suivant, plus simple encore, montre également qu'une seule équation entre les coordonnées d'un point représente un lieu géométrique. Rappelons-nous le procédé à l'aide duquel ( n® d ) nous avons déterminé la position d'nn point P {fig^ i3), en partant des deux équations x-^=a eX, y=^b.
Fig. i3.
Nous avons d'abord pris oM = a, puis mené MK parallèlement à OY; et c'est en portant sur cette parallèle une longueur MP r= é, à partir du point M, que nous avons obtenu le point cherché P. Avec les données x^=a^ y z=b'^ qui ne diflerent des précédentes que parla valeur de^, on obtiendrait encore, en procédant de la même manière, un point P' de la droite MK, mais ce point ne serait pas situé à la même distance de M que le point P. Lorsque les données se réduisent à une seule équation x = a, et que la valeur de y reste indéterminée, le point P appartient toujours à la droite MK; il est situé quelque part sur cette ligne, mais il est impossible de déterminer à quelle distance il se trouve du point M. La droite MK est donc le lieu de tous les points représentés par l'équation a; = <2, puisque, quel que soit le point que l'on
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prenne sur cette ligne MK, l'abscisse x de ce point est toujours égale à a.
16. En général, étant donnée une équation d'un degré quelconque entre les coordonnées x et^, on peut toujours en déduire, pour^, un certain nombre de valeurs ft, i«, 635 • • • > correspondantes à une valeur particulière a àe x\ il suflit, pour cela, de résoudre cette équation par rapport ky^ après y avoir fait a: = a. Chacun des points /?, 5^, r, . . . (Jig- i4),
Fig. 14.
ayant pour abscisse a et pour ordonnées 6, ft<, 65, • • • , vérifie cette équation. Il en est encore de même de chacun des points /?', y', /, . . . , />'', q" ^ r", . . . , que l'on trouve en donnant successivement à x les valeurs x = a', x=^ ci' ^ .... L'ensemble de tous les points obtenus, comme il vient d'être dit, en attribuant à x toutes les valeurs possibles, forme un lieu dont chaque point satisfait à l'équation donnée, et qui est par conséquent la représentation géométrique de cette équation.
En appliquant le procédé que nous venons d'indiquer à une équation quelconque, on peut déterminer autant de points qu'il est nécessaire pour figurer la forme du lieu qu'elle représente.
exercices.
1. Représenter graphiquement (*) une série de points satisfaisant à Véquationy = 2a? -+- 3.
Donnant à x les valeurs — 2, — i, o, i, 2, . . ., on trouve, pour y, — I, I, 3, 5, 7, . . ., et Ton voit alors que les points correspoudants sont en ligne droite.
Représenter le lieu correspondant à V équation
y = a?* — Zx — 2.
Aux valeurs de x : — i, — j o, -? r, ? 2, -, 3, -> 4> corres-
pondent les valeurs de y : 2, — ? — 2, 2" ' — 4, r» — 4>
^^ ? — 2, — / ' ^- C®8 points sont assez nombreux pour indiquer la
forme de la courbe ; on peut du reste les multiplier en donnant à x des valeurs positives ou négatives plus grandes.
Représenter la courbe y = 3 zt v/20 — x — a
A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y : aucune partie de la courbe ne se trouve à droite de la ligne x — i, ni à gauche de la ligne x — — 5, puisqu'en donnant à x des valeurs positives ou négatives plus grandes la valeur de y devient imaginaire.
17. Toute la Géométrie analeptique est fondée sur la corrélation qui, ainsi que nous venons de le montrer, existe entre une équation et un lieu géométrique. De là deux séries de problèmes à résoudre. Une courbe étant définie par une propriété géométrique, déduire de celte propriété l'équation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées des points de la courbe; c'est ainsi, par exemple, qu'après avoir défini le cercle : le
C^) Nous recommandons au lecteur de se servir pour cet objet de papier quadrillé.
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lieu des points (jr,^) dont la distance à un point fixe (a, b) est constante et égale à r, on trouve (n' 4) pour Véquation du cercle en coordonnées rectangulaires
Et inversement, étant donnée une équation, déterminer la forme de la courbe qu'elle représente, ainsi que les propriétés géométriques de cette courbe. Pour procéder avec ordre à cette détermination, nous classerons les équations d'après leur degré, et nous étudierons les lieux qu'elles représentent, en commençant par les équations du degré le moins élevé.
Le degré d'une équation se définit par la plus grande valeur de la somme des exposants de x et de^ prise dans chacun de SCS termes. Ainsi l'équation rrj' -t- 23; + 3^ = 4 est du second degré, puisqu'elle renferme le terme xy. Si ce terme n'existait pas, elle serait du premier degré. On dit qu'une courbe est du degré n lorsque t'équation qui la représente est elle-même du degré n.
Nous étudierons d'abord l'équation du premier degré : nous ferons voir qu'elle représente toujours «ne ligne droite, et que, réciproquement, l'équation d'une ligne droite est toujours du premier degré.
IS. Nous avons déjà examiné (n" f 5) un cas très simple de Fig. .5.
J'éi]iiation du premier degré, celui de l'équation a; ^ «. En
nppuyai
r les mêmes considérations, on voit facilement
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que l'équation^ = 6 représente une droite PN parallèle à l'axe OX {fig* 1 5 ) , et coupant l'axe OY à une distance de l'origine ON i= 6. Quand h devient nul, l'équation se réduit àj^r=o et représente l'axe OX; on verrait de même que l'équation x^=r-o représente l'axe OY.
Passons à un cas un peu moins simple, et cherchons la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'un point P ifig' i5\ pour que ce point soit sihié sur une droite OP passant par l'origine.
Les coordonnées PM et OM varient avec la position du point P, mais leur rapport
sin^Nlrsinl^Pb
est constant, puisqu'il ne dépend que de la direction de la droite OP. Les coordonnées de tous les points de cette droite satisfont donc à la relation
dnJPOM sml^PÔ
sm
qui peut dès lors être considérée comme l'équation de la droite OP.
Réciproquement, si nous cherchons quelle est la ligne représentée par l'équation
y — mx, nous voyons, en mettant cette équaA^ion sous la forme — r=n m ,
CD
que cela revient à « trouver le lieu d'un point P tel, que le rapport PM : PN des deux droites menées par ce point parallèlement à deux droites fixes soit constant » . Ce lieu est évidemment une droite OP passant par l'intersection O des droites fixes, et divisant l'angle qu'elles forment de telle sorte que
sin
^OM II- m sin ^OTÏ.
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Quandiesaxessontrectangulaires, ona sinrON = cosPOM,
et m = tangPOM . L'équation y = mx représente alors une droite passant par Torigine et faisant avec Taxe des x un angle dont la tangente est m,
19. Une équation de la forme ^'= -k-mx représente une droite OP située dans les angles YOX, Y'OX'; cette équation exprime en effet qu'à toute valeur positive de x correspond une valeur positive de jk> et qu'à toute valeur négative de x répond une valeur négative de y. Les points qu'elle représente ont donc leurs deux coordonnées à la fois positives ou à la fois négatives, et, par suite, ne peuvent se trouver (n^) que dans les angles YOX, Y'OX'.
Pour que l'équation^ ^^ — mx soit vérifiée, il faut, au conraire, que y soit négatif ou positif suivant que x est positii ou négatif. Cette condition ne peut être remplie que par des points dont les coordonnées sont de signes différents : la droite que représente cette équation se trouve donc (n® 3) dans les angles Y'OX, YOX'.
20 . Cherchons maintenant l'équation de la droite PQ (Jig> 1 6) située d'une manière quelconque par rapport aux axes.
Fig. i6.
Menons par l'origine une parallèle OR à QP, et soit R le point de rencontre de OR et de l'ordonnée PM. Il est évident (n* 18) que le rapport RM : OM est constant (on aura, par exemple.
RM = m. OM) ; et comme l'ordonnée PM diffère de RM de la quantité constante PR = OQ = 6, on peut écrire
PM = RM-t-PR ou PM := m. OM 4- PR,
c'est-à-dire
y = mx -h b»
Cette équation, étant vérifiée par tous les points de la droite QP, doit être considérée comme l'équation de cette droite.
Il résulte du numéro précédent que m sera positif ou, négatif suivant que la parallèle OR à QP se trouvera dans l'angle YOX ou dans l'angle Y'OX. D'autre part, h sera positif ou négatif suivant que le point Q, où la droite rencontre l'axe des j^, sera au-dessus ou au-dessous de l'origine.
Réciproquement , l'équation y = mx -h b représente toujours une ligne droite. En mettant, ce qui est possible, cette équation sous la forme
et menant QT parallèlement à OM, on aura
TM = b,
et, par suite,
La proposition ci-dessus revient donc à « trouver le lieu d'un point tel , qu'en menant par ce point P une parallèle PT à OY jusqu'à la rencontre de la droite fixe QT, on détermine un segment PT qui soit à QT dans un rapport constant » . Et ce lieu est évidemment une droite PQ passant par le point Q. L'équation la plus générale du premier degré
Aa?H-B/-hC=io
peut évidemment se ramener à la forme j^ ^^ mx + 6 ; îl suffit pour cela de la résoudre par rapport à^, ce qui donne
Elle représente donc toujours une ligne droite.
21. Nous pouvons maintenant préciser la signification géométrique des constantes qui se trouvent dans l'équation de la ligne droite. Quand la droite représentée par l'équation y -— mx 4- b fait un angle a avec l'axe des x et un angle p avec l'axe des x^ on a (n® 18)
sina sin^
et, si les axes sont rectangulaires,
m r= tanga.
D'ailleurs (n® 20), b est le segment déterminé par la droite sur l'axe desjK*
Lorsque l'équation est donnée sous la forme générale
A.X -r- By — : c -- o,
on peut la ramener, comme précédemment, à la forme r =: mx -r 6 ; et l'on trouve alors
A _ sina — B~ siôp*
ou, si les axes sont rectangulaires,
quant au rapport — p > îl représente le segment que la droite
détermine sur l'axe des^.
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Corollaire. — Quand m-.= m\ les droites y = mx -f- 6, y = mx -f- b' font toutes deux les mêmes angles avec les axes et sont parallèles. De même les droites Aa: -f- By -|- C r^ o, h!x -i- By + G' == o sont parallèles lorsque
Les formes Kx -l-B^ -i- G = o et^ = mx + 6 ne sont pas les seules sous lesquelles on puisse mettre l'équation d'une ligne droite ; il en est encore deux autres qui sont d'un usage assez fréquent, et que nous allons faire connaître.
22. Trousser l'équation d'une droite Mîi(Jig. 17) en fonction des segments OM = a, ON ^^ b qu'elle détermine sur les axes.
Fig. 17.
On peut déduire cette équation de Péquation générale du n<* 20
Ax -j-By -hC=:o ou -^x-^^y-i-i^iOy
en observant que les coordonnées de tous les points de la droite et, par suite, celles des points M et N, doivent satisfaire à cette équation. En substituant aux coordonnées courantes jp et ^ de l'équation générale les coordonnées a: = a, ^ = o (n** 2) du point M, on a
et, en leur substituant les coordonnées a? = o, ^ = 6 dû point N^
Portant ces valeurs dans Téquation générale, on trouve pour Téquation cherchée
Cette équation est indépendante de Tangle que font entre eux les axes de coordonnées.
La position de la droite varie évidemment avec les signes
des quantités a et b. Ainsi, à Féquation — u ■- = i , qui donne
des quantités positives pour les segments faits sur les axes,
correspond la droite MN, tandis qu'à Téquation '-^ = i , '
cpii donne un segment positif sur l'axe des x et un segment négatif sur l'axe desjK» correspond la droite MN'.
On verrait de même que l'équation [- •- = i repré-
sente la droite NM', et l'équation .- = i la droite M'N'.
Une équation du premier degré peut toujours se ramener à l'une des quatre formes précédentes; il suffît pour cela de diviser tous ses termes par le terme constant.
Exercices.
1. Examiner la position des droites suivantes, et trouver les segments qu'elles déterminent sur les axes
2^ — 37 == 7, 3 ar -h 4r -^ 9 = o» 3iF-f-aj^ = 6, ^y — 5a?=ao.
2. On prend deux des côtés d'un triangle pour axes; trouver l'équation de la droite qui Joint les extrémités des segments
obtenus en prenant sur chacun de ces deux côtés leur m'^"'' partie, et démontrer {u9 2i)que cette droite est parallèle au troisième côté,
— I- x= — a o Fn
Réponse.
Exprimer V équation d'une droite MN (Jig. iS) en
Fig. 18.
fonction de la longueur de la perpendiculaire abaissée de V origine sur cette droite, et des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes.
Soient OP = /? la longueur de cette perpendiculaire ; POM = a l'angle qu'elle fait avec l'axe des x ; PON = p celui qu'elle fait avec l'axe des y ; OM = a, ON = 6.
En multipliant par/? l'équation de la droite MN (n® 22)
on A
a^^iy=p^
et, en observant que - = cosa, ~ = cosg, on trouve pour
l'équation cherchée
Oî cos a -i- ^ cos p =: />.
Quand les coordonnées sont rectangulaires, ce qui est le cas le plus fréquent, g = 90^ — a, et l'équation de la droite devient
j?cosa + /sin9t=/?.
Lorsqu^on admet que a peut recevoir toutes les valeurs comprises entre zéro et 36o® , cette équation présente quatre cas paHiculiers correspondant à ceux de l'équation du n° 22. Quand la droite a la position NM' {fi g* 1 7), a se trouve compris entre 90" et 180®, et le coefficient de x est négatif; lorsqu'elle a la position M'N', a est compris entre 180** et 270®, les coefficients de ^ et de ;^ sont tous deux négatifs; enfin, quand elle a la position MN', a se trouve compris entre 270" et 36o", et le coefficient de^ est seul négatif. Dans les deux derniers cas, il est plus commode d'écrire l'équation sous la forme x cos a -h X sin a — - — /?, et de regarder a comme l'angle, compris entre zéro et 180®, que le prolongement de la perpendiculaire fait avec la direction positive de l'axe des X. Par suite, dans l'emploi de la formule
X costt H- y sina =:/?,
nous supposerons p susceptible de recevoir le double signe, et nous prendrons pour a l'angle, toujours inférieur à 180®, que la direction positive de l'axe des x fait avec la perpendiculaire ou avec son prolongement.
On peut facilement ramener à la forme x cos « + ^ sin ol~- p l'équation générale Ax -4- By -î- C = o ; en divisant en efiet
tous ses termes par y^A^-j- B-, on a
ABC
et l'on peut prendre
= cos a, - 1=: sma,
v/A*-hB> v/A»-i-B'
puisque la somme des carrés de ces quantités est égale à l'unité.
On voit donc que ^ _ -^-i^ et , — représentent res-
pectivement le sinus et le cosinus de Tangle que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite Kx -h B^ -u C = o
fait avec l'axe des x^ et que -^ est la longueur de cette
perpendiculaire .
* 24. Ramener l'équation Ax -î- By -[- C = o à la/orme X cosa -\-y cosp =^/?, lorsque les coordonnées sont obliques.
Supposons qu'en multipliant l'équation par un certain facteur R on la ramène à la forme demandée; on aura alors
RA = cosa, RB -: cosp , et, par suite,
R2 ( A« 4- B« — 2 AB cosw) = sin'd),
puisque, a et ^ étant deux angles dont la somme est égale à (i), on a
cos' « -h cos' p — a cos a cos p ces fa = sin* co.
L'équation ramenée à la forme demandée est donc
Asino) B siao)
v/ÂT-h B*— 2AB coso) v^A- -f- B^'— 2 AB cosw
Csino)
y/ A* -H B*— 2ABcos(o On voit ainsi que les expressions
A sînoi Bsino)
V/A* -h B* — 2 AB coso> v^A*H- B"^— 2AB cosw
représentent respectivement les cosinus des angles que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite
Aj:4-B/4-C = o
Fait avec l'axe des x et avec l'axe des j^, et que
Csinb)
y/À*-+- B' — aAB cosu S. — Géom, à deux dim.
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exprime la longueur de cette perpendiculaire. Celte longueur peut également s^obtenir en divisant le double «'ON.OM. sin(i> . de Taire du triangle NOM (fi g- i8 > par la longueur du côt<'- MN dont on connaît l'expression .
I^e radical qui se trouve au dénominateur doit recevoir le double signe, puisque Féquation peut se ramener à Tune ou à l'autre des formes
X ces ^-^ y ces fi — p=io, X coî- ' a — i8o*^ I H- y cosi f -r i8o^ ) -r p i=: o.
25. Trouver V angle compris entre deux droites données par leurs équations en coordonnées rectangulaires.
L'angle formé par les deux droites est évidemment égal à l'angle compris entre les perpendiculaires abaissées de Torigine sur ces droites; si donc ces perpendiculaires font avec Taxe des x les angles a et a', nous aurons in® 23), \.x -- By -i- C :^ o, A!x — Wy -^C -~ o étant les équation^ des deux droites.
fins g — - — 1 sma
cos o = ._ ,— y sm a
^A'^-^B"' v^A'^"-hB'»'
d'où
sin(a — «') =
cos(a — a') =1
BA'-AB'
v/A»-hB«.v/A'=^-hB'»
AA'+BB
v/Â*HKB«.v/A"-f-B'»
et, par suite,
BA'— AB'
tangf«-ot,=.^;^^-g^g,.
Corollaire L — L'angle formé par les deux droites devient
nul, et les deux droites sont parallèles, lorsque BA' — AB' = o
Corollaire IL — La tangente de l'angle compris entre les deux droites devient infinie quand AA' -h BB' = o ; les deux droites sont alors perpendiculaires.
Quand les équations des droites sont données sous la forme
y z= mx H- 6, y^=i m!x -H b' ,
les tangentes des angles qu'elles font avec l'axe des x sont m et w' (n® 21) ; et comme l'angle qu'elles comprennent est égal à la différence de ces angles, on a pour sa tangente
I -h fnm
Les droites sont parallèles quand m ■= m', et perpendiculaires lorsque i -\- mm! = o.
*26. Trouver V angle compris entre deux droites, les coordonnées étant obliques.
Partant des expressions du n® 24, et procédant comme cidessus, on trouve successivement, en désignant par o) l'angle que forment les axes,
Asinctf ces a =r
y/A' -I- B* — aAB cosw , A'sino)
COSa' = — — -rr^ ,
^pj^ -+_ B'* — 2 A'B' ces»
B — A ces (I)
sm a =
«ina'^i: —=
\JPi} + B' — 2 AB cos w B' — A'cosw
V/A'^H-B'«- 2AB'coso>'
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et, par suite,
sin(a — a';
(BA'— AB')sinw
B« 2 AB cosco . v/A'« 4- B'« 2 A'B'cosw
cds(a — a') —
BB'-+. AA'— (AB -h A'B) cos»
B*— 2AB cosw - v^A'* H- B'«~ 2A'B'cos«
tang(« a') —
um 1
(BA' — AB')sinw
A A / / A R/ j^ A /U \ «rxc ... '
Corollaire 1. — Les droites sont parallèles lorsque
BA':=AB'
Corollaire II. — Les droites sont perpendiculaires quand
AA' H- BB'=: ( AB' -r- BA') cos«.
27. On peut toujours trouver une droite satisjaisant à deux conditions.
Toutes les formes sous lesquelles nous avons donné T équation de la ligne droite renferment deux constantes. Ainsi les formes y = mx -'- ft , x cos ct.-\- y &\na = p renferment les constantes /n et 6, a et/>. La seule forme
Ax -h B j^ H- C == o
semble en renfermer un plus grand nombre; mais, dans ce cas, il n'y a pas lieu de se préoccuper de la valeur absolue des coefficients A, B et C, il suffit de connaître leurs rapports. Le lieu que représente une équation ne change pas en effet lorsqu'on multiplie ou qu'on divise tous les termes de cette équation par un même facteur ; on peut donc diviser par C tous les termes de l'équation Kx -|- B/ -|- C = o, et la ramener ainsi à n'avoir que deux constantes -t^ et p> L'équation de la ligne droite renfermant toujours deux constantes, il faut nécessairement deux conditionspour déterminer
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one ligne droite. Ces conditions étant données , il suffira de les introduire dans l'équation générale de la ligne droite, y = mx -f- h par exemple, pour en déduire la valeur des constantes, et obtenir par suite l'équation de la droite cherchée. L'examen des problèmes étudiés dans les n*** 28, 29, 32 et 33 indiquera plus en détail la marche à suivre en pareil cas.
28. Trousser l'équation d'une droite menée par un point {a/ j j^) parallèlement à une droite donnée y = mx.
Ia droite cherchée devant être parallèle à une droite donnée, la contante m de son équation^ = mx -\- b se trouve déterminée (n® 21, Cor.); cette droite étant, en outre, assujettie à passer par le point (^', J^'), son équation, qui doit être vérifiée par les coordonnées d'un quelconque de ses points, le sera par x\y;on aura donc pour déterminer b
y z=z mx' -h b
et l'équation cherchée sera
y=imx-hy — mx* ou y — y'=im{x — x').
Lorsque, dans cette dernière équation, on considère m comme indéterminée, on a l'équation générale des droites passant par un point donné.
Trouver l'équation de la droite passant par les deux
points {x', y )j (x\y).
L'équation générale (n**28) d'une droite passant par un point donné {x'^y') peut s'écrire
m étant une indéterminée. Pour qu'elle représente une droite passant par le point {x^,y)j il faut qu'elle se vérifie lorsqu^on
y remplace x eXy par a? ety\ On a ainsi
ce qui donne, pour l'équation cherchée,
X — x' x" — xf
Cette forme d'équation se grave facilement dans la mémoire. En chassant les dénominateurs, on obtient l'équation suivante, qui est d'un usage assez fréquent,
On peut mettre aussi cette équation sous la forme
qui représente une droite , puisque les termes en xy s'entredétruisent ; on voit du reste immédiatement qu'elle est vérifiée par l'une ou l'autre des hypothèses x =^ x\y =^y \x=^ ^r", yz^y-, et, en développant, on retombe sur le résultat précédent.
Corollaire. — L'équation de la droite joignant V origine au point \x\y) est
y x^=z xf y^
Exercices.
1. Écrire les équations des côtés du triangle ayant pour sommets les points (^i, i), (3, — ?.), ( — 4> — O-
Réponse, a? -f- 7^ -f- 1 1 = o, Zy — a? = i, 3ar -1-^—7.
2. Même problème, les sommets étant (2, 3). (4i -- 5), ( — 3, — 6). Réponse, x — 7^ = 39, 9a? — 5^ = 3, ^X'\-y~\\,
Trouver la condition pour que trois points {x^^y
(^ajj^aji (^sjJKs) soient en ligne droite.
Il suffît, pour résoudre cette question, d'exprimer que les coordonnées du troisième point satisfont à l'équation (n^29) de la droite joignant les deux premiers. On obtient ainsi la relation
qui peut se mettre sous la forme plus symétrique
31. Trouver les coordonnées du point d'intersection de deux droites données par leurs équations.
Chacune de ces équations exprimant une condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du point cherché,
( ' ) En employant cette formule, et d'autres semblables que nous rencontrerons plus loin, on doit avoir soin de prendre les coordonnées constamment
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on trouvera ces coordonnées en résolvant les deux équations par rapport kx ely.
Nous avons dit (n® 14) qu'un point était déterminé lorsqu'on avait deux équations entre ses coordonnées; nous voyons maintenant que chaque équation représente un lieu sur lequel le point doit se trouver, et par suite que ce point est l'intersection des deux lieux représentés par ces équations. Les équations les plus simples pour la détermination d'un point, X = a,y = 6, sont elles-mêmes les équations de deux parallèles aux axes de coordonnées, et le point qu'elles définissent est l'intersection de ces deux parallèles. Lorsque les équations sont toutes deux du premier degré, elles ne représentent qu'un seul point, puisque chaque équation est celle d'une droite, et que deux droites ne peuvent se couper qu'en un seul point. Dans le cas, plus général, où les équations sont d'un degré supérieur, les lieux correspondants, qui sont des courbes, se coupent en plusieurs points.
Exercices.
1. Trouver les sommets du triangle dont les côtés ont pour équations
a7-f-^ = 2, a? — 3^ — 4, 3a? H- 5^ H- 7 = o. Jtéponse. (^- 2-^, - l^y (^, -^), {l'-l}
dans le même ordre {voir la figure ci-après). Ainsi, par exemple, quand,
pour avoir le deuxième terme de la formule ci-dessus, on remplace dans le premier^, par y^^x^ parais et x^ para?!, il faut, pour obtenir le troisième, procéder dans le même ordre, et remplacer dans le deuxième terme ^3 par
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Trouver les coordonnées des intersections des droites
aa? -f- 3j^ = i3, 5x — y = 7i ^ — 4^-^-10 — 0. Réponse. — Ces droites se coupent au point (a, 3)
4. Trouver les coordonnées des sommets et les équations des diagonales du quadrilatère dont les côtés sont
'XX — 3^ = 10, aj' -f- a? = 6, lôa? — loy -- 33, 12 x -.- 14 T' -+- 29 = o.
Réponse.
6y — a? =6, Sx-hiy -\-i = o,
5. Trouver les intersections des côtés opposés du même quadrilatère et l'équation de la droite qui Joint ces points d'intersection.
Réponse, fs3, ^\ (- y> ^); i6a>^ - 199^ = 446a.
Trouver les diagonales du parallélogramme formé par
X = a^ X z=z a, y =z b, y z=.b' . Réponse»
(b — b')x — (a — a)y = ab — ab' , (6 — 6')a?-4-(a — a')y = ab — ab\
7. On prend pour axes la base d^un triangle et la m,édiane correspondante; trouver les équations des autres médianes et les coordonnées de leur point d^ intersection, les coordonnées du sommet opposé à la base étanê o, y'j celles des autres sommets x\ o et — a?', o.
Réponse, ^x'y — yx — a:'y=o, âa?'/-h-ya:— a:'y = o; ( *>> 3 )'
8. On prend pour axes les côtés opposés d'un quadrilatère, et les autres côtés ont pour équations
'la 26 aa %o
trouver les milieux des diagonales.
Réponse. (a^b'), {a,b),
9. Mêmes données; trouver les coordonnées du point milieu de la droite qui Joint les points d'intersection des côtés opposés.
a'b.a — ab'.a a'b.b — ab',h
Héponse. ■-. f-, — > — r,- r; — •
^ a 0 — ao a o — ao
La forme de ces expressions montre (n** 7) que ce point appartient à la droite passant par les milieux des diagonales et la divise extérieurement en deux segments qui sont dans le rapport ab : ab\
32. Trousser j en coordonnées rectangulaires y V équation de la perpendiculaire abaissée d^ un point donné i^x\ y^ sur la droite y z.- mx -f- b,
La condition pour que deux droites soient perpendiculaires impliquant la relation mm' -^ -- 1 (n®25), on a pour inéquation cherchée
On trouverait de même, pour la perpendiculaire abaissée du point {x\y' ) sur la droite Kx -\- B^ -f- C ^^ o , l'équation
qui peut se déduire de celle de la droite donnée en y permutant les coefficients de x et de y, et en y changeant le signe de l'un d'eux.
Exercices.
I . Trouver les équations des hauteurs du triangle ('à, 1 ), ( 3, — 2 ),
Les équations des côtés sont (29, Ex. 1)
a: -h 7 V -f- 1 1 — - o, Sy — x = i, Sx-i-j^r^;, et celles des hauteurs
'px—y = i3y 3a?-{-x==7» 3^ — a: — r. Le triangle est rectangle.
2. Trouçer les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du même triangle.
Les points milieux étant
les perpendiculaires ont pour équations
7^--^-f-a — o, 3a?-}-^-f-3 = o, Zy—x-v-^ = o,
.11 . f i Z\ et elles se coupent au point j ? J.
3 . Trouver les éq uations des hauteurs du triangle ( a, 3 ) , ( 4 , — 5 i , ( — 3, —6) (29, Ex. 2).
Réponse. 7ar-f-^--i7, 5ar 4- 9^ -t- 25 = o, x — 4^=21.
^ , . . /"Sg i3o\ Ces droites se coupent au point f -, .
4. Trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du même triangle,
Réponse. yx-\-y -^ :i = o, 5a?-f- 9;^ h- 16 = o, x — 4^=7»
Ces droites se coupent au point ( > )•
5. Trouver les équations des hauteurs du triangle ayant (*',y)i (^'»y). {x", y") pour sommets.
Réponse,
{af — x^)x-^{y -^y'')y^{x' x^-^yy") - {xx'^yy") rrr o, (a?*— ip')a?-+- {y' — y ) y -\- (x'x -^y y ) — ^^x' x'^ -^y'y'')-^o, {x' —a^)X'\- {y —y')y'^ ix'x' -^-y'y') — i^' x -^ y" y ) — o.
6. Trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du même triangle.
Réponse.
(a?'-^')ar+(y-7')7=i(a?'«-ar'2)-f-i(y«-/»).
7. On prend pour axes la hase d'un triangle et la hauteur correspondante ; trouver Véquation des deux autres hauteurs et les coordonnées de leur point d'intersection. Les coordonnées des extrémités de la base sont (a?*, o), ( — a?*, o), et celles du sommet opposé, (o,y).
Réponse,
x'i^x — x'^-\-yy = o^ x''{x -hx'')—y'y = Oy f o, — r- )•
8. Mêmes données; trouver les équations des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés, et les coordonnées de leur intersection.
Réponse.
^{x" x-^yy) =y'^ — x'^, 2(a?'a? — yy)=:x'^ — y^, aa? = a7' — x',
9. Trouver l'équation de la perpendiculaire abaissée du point {x,y') sur la droite xcosa-\-y siiia=pf et les coordonnées du pied de cette perpendiculaire.
Réponse. y — y -= tanga {x — a?'),
2f'-+- {p — ar'cosa — j'' sina)cosa, y -\- (p — ar'cosa — y'sina)siaa.
10. Trouver la longueur de cette perpendiculaire. Réponse. ^(P — ar'cosa — ^sina).
33. Trouver en coordonnées rectangulaires Véquation d'une droite passant par un point donné {x'^y')^ et faisant un angle ç avec la droite y = mx + 6.
Soit
y — y — m\X'-oc^)
Téqualion cherchée, nous aurons (n®25)
Ung<p z= -y-
mm'
d'où
m — tangy i -^ m tangïf
34. Trouver la distance d'un point {x^^y) à la droite X cosa -T-y cos p =/>.
Nous avons déjà résolu (n® 32, Ex. 9 et 10) cette question ; nous indiquerons ici comment on peut utiliser les considérations géométriques pour arriver au même résultat. Soient MN (Jig» 19) la droite donnée, OR la perpendiculaire abaissée
Fig, 19.
de l'origine sur cette droite, QK =^ l'ordonnée du point donné Q.
Menons à la droite donnée les parallèles QK et KT, et la perpendiculaire QS. Nous aurons
OKizia?', OT -ira/ cosa;
et, en observant que SQK ^= 0,
RTimQSr^/cosB,
ce qui donne, en définitive,
x' cosa -h y cosp — OR.
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Retranchant de chaque membre la distance OP ::= /> de l'origine à la droite, on a, pour la distance cherchée,
x' cosa -\- /' cosp —/>!=: PR =^ QV.
Si Ton avait pris dans la figure le point Q du même côté de la dooite que l'origine, OR eût été plus petit que OP, et l'on aurait trouvé p — a:' cosa — jk'cos^ pour la valeur de la distance cherchée; cette distance change donc de signe suivant que le point se trouve situé d'un côté ou de l'autre de la droite. Lorsqu'il ne s'agit que d'une seule distance, on peut ne considérer que sa valeur absolue , abstraction faite du signe ; mais quand on a à comparer les distances de deux points, tels que Q et S, il faut nécessairement (n® 6) tenir compte des signes de ces distances QV et SV, puisqu'elles se trouvent mesurées suivant des directions opposées. Le sens positif étant en soi arbitraire, on peut prendre, pour représenter la distance d'un point à une droite, l'expression (/> — a:'cosa — j^'cosp), soit avec le signe -|-,soit avec le signe — .En la prenant avec le signe H-, autrement dit en supposant le terme constant positif, on considère comme positives les distances des points situés du même côté de la droite que l'origine , et comme négatives les distances des points qui se trouvent de l'autre côté. Si l'on prenait l'expression avec le signe — , ce serait l'inverse qui arriverait.
Quand l'équation de la droite est donnée sous la forme
Aa; 4- B j H- G ~ o,
il suffit de la ramener (n® 24) à la forme
j? ces a -H / cos p — pz=.o
pour obtenir la distance cherchée. On trouve ainsi, pour la distance du point [x'^y') à la droite Kx H- B/ -j- G = o ,
A;r'4-B/4-G (Aa:'-+-Br'-f-G)sino)
— ou -^-r- — ' y
\/h} -h B* v^* -f- B* - 2 AB cosw
suivant que les axes sont rectangulaires, ou obliques sous Pangle o). En comparant les distances respectives de la droite au point {x'^y') et à l'origine, on voit que le point (x'^y) se trouve du même côté de la droite que l'origine lorsque \x-\- B^'4- C a le même signe que C, et inversement.
La condition nécessaire pour qu'un point {x'^y') se trouve sur une droite Ax -\- Bjk + C ::== o s'obtient évidemment en exprimant que ses coordonnées x' et /' satisfont à l'équation de cette droite, ce qui donne
Aa7'-hB/4-G=:o.
(jette condition, d'après ce qui précède, peut être considérée comme la traduction algébrique de ce fait : que la distance du point à la droite est nulle.
Exercices.
1. Trouçer la distance de l'origine à la droite ^x -r- iy -+- 20 — o, les aspes étant rectangulaires.
Réponse. 4-
' 2. Trouver la distance du point (1,3) à la droite 'ix -^-y — 4 ■ «•
Réponse, —p. Le point n'est pas situé du même côté que
Torigine.
3. Trouçer les hauteurs du triangle (2, i), ^3, — 9.), ( — 4, — i ). Réponse. 2/2, /îoj 2/10. L'origine est à l'intérieur du triangle.
4. Trouver la distance de (3,-4) à 4^-H 2^ -- 7, V angle des €uces étant de 6o<^.
Réponse. 7 • Le point est du même côté que Torigine.
Trouver la distance de l'origine à la droite
Réponse. /a* -h 6*.
3S. Trouver l'équation de la bissectrice de V angle compris entre les deux droites
d:cosa -H^sina — /? = o, X cos p H- j^ sin |5 — p' = o.
Le moyen le plus simple de trouver cette équation consiste à exprimer algébriquement la propriété connue : Les points de la bissectrice d'un angle sont à égale distance des côtés de cet angle. On obtient ainsi l'équation
.27 cos a -\- ysina — /?= ±:(a?cosp -h/sinp — />'),
où chacun des membres exprime la distance d'un des points du lieu à l'une des droites données (34).
Quand les équations des droites sont données sous la forme Aj: + B^-f- C --- o, A'a; -r B'^ + C'= o, on trouve pour Téquation de la bissectrice
A^-f-Br + G . A'^-hB'r + C
Le double signe montre qu'il y a deux bissectrices. Les points de la première sont à égale distance de l'une des droites, dans la région que nous considérons comme positive, et de l'autre droite dans sa région négative ; les points de la deuxième sont à égale distance des deux droites prises à la fois dans leurs régions positives ou dans leurs régions négatives.
En choisissant le signe de telle sorte que les deux termes constants soient de même signe, on a (n®34) la bissectrice de l'angle dans lequel se trouve l'origine ; en prenant, au contraire, le signe de manière que les deux termes constants aient des signes différents, on obtient la bissectrice de l'angle supplémentaire .
Exercices.
i. Ramener les équations des bissectrices des angles formés par les deux droites de V énoncé du n^ 35 à la forme
X cos a -t- j^ sin a = />.
xcosj ^(a-f-P)-i-90<» H-^sin ^ (a H- p; -h 900 1= LlZl. ;
arcos - (a-T- p;-i-7Sin-(a-f- p) =^ '^ '^
1 cos - ( a — p j
2. Trouver les équations des bissectrices des angles formés par les droites
'ix-\-^y- 9 = 0, iix-*r5y — 3 = o.
Réponse, 7a? — 9^ 4- 34 = o, ^x -r- 7 j -^ 12. 36. Trousser V aire du triangle formé par les trois points
(-^M^O' (^2jj2J. (^S,rj).
Le double de Taire de ce triangle peut s'obtenir, en multipliant la longueur de la droite joignant les deux points \^\fy\) ^^ i^iyj^i) p8ir Is^ distance de cette droite au troisième point {xz,yz)' Cette distance, lorsque les axes sont rectangulaires, est égale (n*' 29, 34) à
(Vi — .ri)'^»— {^\~ ^i)y3 -ha^iVi — XiYi
et comme le dénominateur de cette fraction exprime la longueur de la ligiie joignant (^i, jKi) à (jCa, j^a)? le numérateur, ou, ce qui revient au même (n® 30), la quantité
représente le double de l'aire du triangle formé par les trois
points.
Nous trouverions, en répétant le même raisonnement et en S. — Geom. à deux dim. 4
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employant les formules relatives aux axes obliques, que, dans le cas de deux axes faisant entre eux un angle co, il sufBt de multiplier l'expression précédente par sino) pour obtenir l'aire cherchée.
A la rigueur, nous devrions faire précéder cette expression du double signe, puisque nous l'obtenons en extrayant une racine carrée. Dans le cas où il n'y a qu'une seule aire à considérer, et où, par suite, il ne saurait être question que de grandeur absolue, c'est chose inutile. Mais il n'en est plus de même lorsqu'on a à comparer deux triangles dont les sommets {^3,^3), (^4,^4) ne se trouvent pas du même côté de la droite qui joint (xi^ j^O^ (^2? y 2) et sert de base commune aux deux triangles ; il faut alors donner des signes différents aux aires de ces triangles; la surface du quadrilatère formé par ces quatre points est la somme , et non la diflFérence , de ces deux triangles.
Corollaire I. — Le double de l'aire du triangle formé par les points (xt, y^). {x^^y^) et par l'origine s'obtient en faisant rcj = o, j^3 = o dans l'expression précédente ; elle a pour valeur y\X^ — y2^\'
Corollaire IL — Considérée au point de vue géométrique, la condition (n**30) pour que trois points soient en ligne droite exprime que l'aire du triangle formé par ces trois points est nulle.
37. Exprimer Vaire d^un polygone en fonction des coordonnées de ses sommets.
Joignons un point quelconque {x^y)^ pris dans l'intérieur du polygone à tous les sommets ( a: ,,^<), (^2)^2)7 (^sjJKa)?-- i la somme des aires des triangles ainsi formés sera évidemment égale à l'aire du polygone. En appliquant à ces triangles la formule du numéro précédent, on trouve successivement
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pour le double de Taire de chacun d'eux
^{yt—yi) —y{^i — ^i) ■-^- ^ty^ — ^zy^ ,
^{yn-l— yn) — y {^n-l — ^n) -^ ^n-iyn — :r„y„,i ,
^(yn — yi) — y(^i^ — ^i) -^ ^nyi — ^iyn •
Ajoutant toutes ces valeurs, et observant que dans la somme obtenue les coefficients de j; et de ^ sont identiquement nuls (ainsi que cela doit être, puisque Taire du polygone est indépendante de la manière dont elle a été divisée en triangles), on trouve pour le double de l'aire du polygone
expression qui peut s'écrire ou bien encore
Exercices.
i. Trouver l'aire du triangle (a, i), (3, —a). ( — 4, — 0- Réponse. lo.
2. Trouver l'aire du triangle (a, 3), (4, — 5), (— 3, —6). Réponse. 29.
3. Trouver l'aire du quadrilatère (i, i), (2, 3), (3, 3), (4, i). Réponse, 4*
38. Trouver la condition pour que les trois droites A j? 4- B j -h C = o, K'x 4- Wy -^ C = o,
concourent en un mime point.
Pour exprimer que ces droites se coupent en un même point, il suilQt d'écrire que les coordonnées de l'intersection de deux d'entre elles satisfont à l'équation de la troisième.
Les coordonnées de l'intersection des deux premières sont
AB— A'B' AB'— A'B
et, en les substituant dans la troisième équation, on trouve pour la condition cherchée
A-'(BC'-B'G)4-B''(CA'-C'A)-f-G^'(AB'-A'B)=ro;
cette condition peut encore s'écrire des deux manières suivantes :
A(B'C''— B''C')-4-B(C'A"-C'A')-hC(A'B"— A'BO---^o, A(B'C''-B''C')-i-A'(B''G--BC'') -r A''(BC— B'C) =0.
*39. Trouver l'aire du triangle formé par les trois droites
A^'a?-hB'>-hC''~o.
Les coordonnées des sommets du triangle s'obtiendront en éliminant successivement x ety entre ces équations prises deux à deux. En substituant leurs valeurs dans la formule du n° 36, on trouve pour le double de l'aire
A'B''— B'A''\B''A — A'B BA' —AB' B'^G-BG'' / AG' — GA' A' G"— G' A
'BV
A^'B-B'A \BA' — AB' B'A'— A' Si l'on réduit, dans chacune des parenthèses, les deux
fractions qu'elles comprennent au même dénominateur, on obtient une série de fractions ayant pour numérateurs la quantité
A'CBC - B'C) -f- ACB'C''- B'^C) -+- A'(B*^C - C'B),
multipliée respectivement par A", A et A', et il vient pour le double de l'aire
[AÇB^C^— B'^C) + A^(B^C — BC^) -h A.'(BC'—B'C)Y (AB'— BA)(AB'' — B'A'')(A"B — B*A)
Lorsque les trois droites sont concourantes, cette expression s'annule (n® 38) ; quand deux des droites sont parallèles, elle devient infinie (n® 23).
40. Trouver l'équation d'une droite passant par l'intersection de deux droites données.
On peut résoudre cette question en substituant k œf el y^ dans l'équation y — y=m(x — x') du n® 28, les coordonnées de l'intersection des deux droites, déterminées d'après le n" 31. Mais on arrive plus facilement au résultat en s'appuyant sur le principe suivant, qui est d'une grande importance.
Les équations S = o, S'= o étant celles de deux lieux quelconques, le lieu représenté par l'équation S + /rS'= c [dans laquelle k est une constante) ^ passe par les points communs aux lieux S et S'.
Il est évident, en efiet, que tout couple de coordonnées qui satisfait à la fois aux équations S = o, S'=o satisfait aussi à l'équation S -f- A:S'= o.
Ainsi, en particulier, l'équation
(kx -h Bj -f- C) -+- k{k'x -h B'/ 4- C) = o, qui est du premier degré, représente une droite passant pai
l^intersection des deux droites
Aa? -f- Bj -+- C nz o, PJx H- B'j -t- C = o.
Les coordonnées du point d'intersection de ces deux droites satisfont, en effet, à Péquation
puisqu'elles annulent séparément chacun des deux termes dont elle se compose.
t. Trouver l'équation de la droite joignant à l'origine l'intersection des droites
Aa7 — Bx -+- G = o, k'x -H B> -+- G' = o.
Multipliant la première équation par G', la seconde par G, et soustrayant, on obtient Téquation cherchée
(AC — A'G ) ar -H ( BG' — GB' )>' = o.
La droite qu'elle représente passe en effet par Torigine (n» 18) et par l'intersection des deux droites (n» 40).
2. Trouver l'équation de la droite menée par l'intersection de ces deux mêmes droites parallèlement à l'axe des x.
Réponse. ( B A' — AB' )y -+- G A' — AG = o.
3. Trouver l'équation de la droite passant par le point d' intersection de ces deux mêmes droites et par le point {x\ y).
En déterminant dans l'équation générale donnée ci-dessus la constante k, de manière que cette équation soit vérifiée par x\ y, on trouve pour l'équation cherchée
(Aar^-B^'-h G) (AV-+.By-hG') = (A'ir-hB>-}-G')(Aa?'-hBy-4-G),
4. Trouver l'équation de la droite joignant le point (a, 3) à l'intersection des deux droites aa?-H3^-M=o, Zx — 4^ = 5.
Réponse,
II (2a7-f- 3^-t- i) -h i4 (3a? — 4/ — 5) = o, ou 64a: — 23^ = 59.
Le principe établi au numéro précédent donne, pour
reconnaître si trois droites se coupent en un même point, un critérium souvent plus commode dans la pratique que celui du n** 38 :
Trois droites kx ~\- Bjk -u C = o, A'x ~r- B'j^- -h C = o, A'x -f- B^y -f- C= o pcLssent par un même point, lorsque la somme des produits obtenus, en multipliant l'équation de chacune d'elles par un facteur constant, est identiquement nulle ; autrement dit , quand la relation suivante , dans laquelle /, m, n représentent trois constantes, est vraie, quels que soient x et j^',
l{Kx + B r -i- C) 4- m {k' x -f- B' j -f- C)
dans ce cas, en effet, les valeurs de x et de j^, qui annulent séparément les deux premiers termes de cette dernière équation, annulent nécessairement le troisième.
Exercices.
1. Le$ trois médianes d'un triangle se coupent en un même point.
Les équations de ceë médianes sont (29, Ex. 4)
(y -^-y" — '^y)x — (ar'-f- x" — IX )y
-h (x' y — y'x' ) -h {x' y — y'"ap')^= Oy
{y'-T-y — ^y") ^ — (x" -h x — -ix' )y
H- {x'y' — y'x') -+- {xy' — y^'} = o, iy-^y' — a^*')a7 — (x'-h x" — 2x')y
L*a somme de ces équations est identiquement nulle; les droites <|u'elles représentent se coupent donc en un seul point, dont les coordonnées
s'obtiennent en éliminant x ^X y entre les équations de deux quelconques des médianes.
2. Démontrer le même théorème en prenant pour axes les deux côtés du triangle qui ont pour longueurs a et b.
3. Les hauteurs d'un triangle se coupent en un même point. Il en est de même des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés.
La somme des équations de l'Exemple 5 (n^ 32) est identiquement nulle; il en est de même de la somme des équations de l'Exemple 6.
4. Les bissectrices des angles d'un triangle se coupent en un même point.
Elles ont, en eiïet, pour équations
(arcosa-H^sina — p) — (jfcosP -i-^sinp — p') — o, (a?cosP-i-^sinp — p'} — (arcosY -i -^siny — p'^) —- o, (a? 008 Y -f-^ si n Y — p') — (arcosa-f-^sina — p) — o.
*42. Troiwer les coordonnées de V intersection de la droite Kx -^ Bjk -1- C = o avec la droite menée par les . points {ocf, y), {x\f).
On peut résoudre ce problème en partant des indications du n® 31 ; mais on arrive plus rapidement au résultat en prenant pour inconnue auxiliaire le rapport des segments que la droite Kx -^ ^y -}- C — - o détermine sur la droite joignant les points {x'^y)^ (^^^')- ^^^ coordonnées d'un point quelconque de cette dernière droite peuvent se mettre sous la forme (n^ 7)
mx'^ -h nx' my" -^ nV
rn -^ n ^ m -^ n
et, en écrivant qu'elles vérifient l'équation de la première droite, on obtient la relation
. mx^-^-nx' ^ mv" -\- nv' ^
qui donne, pour le rapport des segments,
n~~~ Ax"-^By^C
On en déduit successivement, pour les coordonnées cherchées,
_(Xx'-+- By H- C) a:" — ( A^^H- Bj^-h C) a:' ^~ (Aor'H-'B/'-i-G) -(Ao^^H-Bj^-h-G) '
__ {PLœ'->^By-\-C)y"— {kx"-\- By 4- Oy ^■" (A^' 4- By -^ G) — (A^' -h By -f-C)
Cette méthode permet évidemment de déterminer le point où un lieu quelconque rencontre la droite joignant deux points donnés ; nous aurons souvent occasion de l'employer dans la suite.
Dans le cas actuel, on peut obtenir géométriquement le
rapport — des segments, en observant que ce rapport est égal à celui des distances
Aa;'H-B/4-G A^^'-hBy-hC, .,, -^ — , ,. f n*» 34),
V/A2-hB« v^A*H-B2
des points {x'^ y')^ {x^' ^ y") k la droite donnée
kx-\- B j-:- G=:o.
Le signe — qui se trouve dans l'expression de — obtenue
plus haut tient à ce que, dans le cas où la droite joignant les deux points est divisée intérieurement, cas auquel correspond le signe -f- pour le rapport — (n® 7), les points [x\ y),
(af'^ y) ne se trouvent pas du même côté de la droite A:r -I- B/.-f- C=: o, et que, par suite, les distances de ces points à cette droite doivent être prises avec des signes contraires (n* 34).
Lorsqu'une droite rencontre les côtés BC, GA, AB d^un triangle ABC (Jig. 20) aux points L, M, N, on a, entre
Fig. ao.
les segments qu'elle détermine sur ces côtés, la relation
BL . CM . AN _ LC . MA . INB ~ '•
En désignant les coordonnées des sommets du triangle par
i^'^y)^ {^"t y)-» {^'""i yO' ^^ ^" représentant par
Kx -^By -{-G=io
la droite LM, on a en effet
BL A^^^-t-By-f-C
LC" Kx'"-^\^y"->rC'
CM_ Ax^^^H-B,y^-hC MA~ Aa;'-hBy-+-C
AN__ kx' -^By' -^C, NB~" Kx" -^ h y' -^ C}
ce qui démontre le théorème.
*43. Trouver le rapport — suii^ant lequel la droite
menée par les deux points {x^^ j^O» (^a> y^) ^*^ divisée par la droite joignant les deux autres points (xz, yii)y
L'équation de cette dernière ligne étant (n® 29)
on a, d'après le numéro précédent,
iyi — .Yk) ^i — i^z — ^4) .r, -+- a?, r*
•^* .ra
ifl—Jk)^2 — (^» — -^4) Jt -H -^«74 — ^4 JS
On peut remarquer (n® 36) que ce rapport est égal à celui des surfaces des deux triangles ayant respectivement pour sommets {x,,y^), (^3, yx), (^4, yk) et (xj, y^), {x^, y^), (^4> J'4)î ce qui, d'ailleurs, est géométriquement évident.
Les droites menées d'un même point O aux trois sommets Â,\B et C d'un triangle (fig* 20) rencontrent les côtés opposés à ces sommets, BG, CA, AB en trois points D, E, F, tels que l'on a la relation
BD.CE.AF_ DG.EA.FB
On a, en effet, en désignant par (j?4, JK4) le point donné, et
par (xi,^i), (^2j^a)î (•^»» J'») ^es sommets du triangle,
BD _ a?i (ji— r») -^ ^» (.r4 —ri) -^- ^^ (71 — .r«)
I>G J7i (7* — 7a) -H ^4 (7t —71) -*- ^8 (71 —/4) ' CE _ a?, ( j, — j^) -H a;a (74 — 7») -H ^4(7» — r») ^ EA d7, (7,~7*) -+- a:, (74 —71) -h ^4 (7i — 7^) ' AF_ a?, ( ^4— /,) H- ;r4 (7, — 7,) -h J?a (7, —74)
FB a?, ( j, — J4) -i- x^ (74—71) -*- ^* (7j —73)
44. Équation de la ligne droite en coordonnées polaires* Considérons d'abord le cas où l'axe fixe OP i^fig* 2x)est
Fig. ai.
perpendiculaire à la droite, et soit OR un rayon vecteur
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quelconque mené du pôle O à la droite donnée PR. Le triangle rectangle OPR fournit la relation*
OPimORcos^oi^, qui, en y faisant
OP-p, ORi^-p, ^0^=6,
donne pour Téquation de la droite
pcos6 =/>.
Quand Taxe fixe OA fait un angle a avec la perpendiculaire, on a
et l'équation de la ligne droite en coordonnées polaires devient
p cos(0 — a) =/>;
on peut aussi obtenir cetlQ équation en partant de l'équation
du n^ 23
^cosa -h/sina =/>,
et en y remplaçant x par pcosO, et jk par psinO (n® 12). On trouve ainsi
p (cosô cosa -f- sin6 sina) =/?,
ce qui revient à
pcos(8 — a) =/>•
L'équation
p(Acos6 -+-Bsin6) = 0,
à laquelle on arrive en effectuant les mêmes substitutions dans l'équation générale de la ligne droite (n** 20), se ramène facilement à la forme pcos(8 — a)=^/>; en la divisant par
y/AM-B^, on peut poser en effet (n® 23) :
cosa 1=1 , :? flmgm ;, p = -- —
v/A«-4-B* VA*H-B' v^A»-f-B*
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Exercices.
Trouver en coordonnées rectangulaires V équation du lieu
p = aaséc ( 6-T- ^ ]•
TiJ TîT
Réponse. x cos -r — y sm -^ ~ 2a.
2. Trouver les coordonnées polaires de l'intersection des deux droites
p cos f 6 j = aa, p cos f 0 — -^ j = a,
et r angle w qu'elles forment entre elles. Réponse. p = 2a, 9= —, <«)=-.
3. Trouver l'équation polaire de la droite passant par les deux points dont les coordonnées polaires sont (p', 6'), (p', 6').
Réponse, p'p' sin (6' — Ô') -f- p'p sin(e'— 6) 4- pp' 510(6 — 6') = o.
45. Dans le Chapitre précédent, nous avons exposé les prîn cipes qui permettent de définir algébriquement la position d'un point ou d'une droite quelconque; dans celui-ci, nous indiquerons, par des exemples, comment on peut appliquer ces principes à la solution des problèmes de Géométrie. Nous engageons le lecteur à étendre, de lui-même, le champ des applications jusqu'à ae qu'il se soit suflisamment familiarisé avec les procédés de la Géométrie analytique.
Les expressions algébriques, qui se rencontrent dans la solution des problèmes de géométrie, sont plus ou moins compliquées, suivant que les axes de coordonnées affectent telle ou telle position. En général, ces expressions se simplifient lorsqu'on pr^d pour axes deux des lignes les plus importantes de lavfigure; toutefois, il arrive assez souvent, qu'en donnant aux axes une position tout à fait indépendante de cette même figure, les formules gagnent en symétrie plus qu'elles ne perdent en simplicité. On peut comparer, à ce point de vue, les deux démonstrations que nous avons données (n** 41, Ex. l et 2) du même théorème. La première est la plus longue, mais elle présente cet avantage, que, l'équation de Tune des médianes du triangle étant déterminée, on peut écrire immédiatement, et sans faire de nouveaux calculs, les équations des autres médianes.
Il convient, en général, de faire usage de coordonnées rec-
tangulaires toutes les fois qu'il y a lieu de se préoccuper de la grandeur des angles; on évite ainsi les expressions compliquées qui résulteraient de remploi des coordonnées obliques.
46. Lieux géométriques, — La Géométrie analytique se prête avec une facilité toute particulière à la recherche des lieux géométriques. Tout se réduit en effet, dans cette recherche, à déterminer les conditions auxquelles les données de la question assujettissent les coordonnées du point donl on veut trouver le lieu : la traduction algébrique de ces conditions donne immédiatement Péquation du lieu cherché.
Exercices.
i. On donne la base AB, et la différence /n* des carrés des côtés AG et GB d'un triangle ABG; trouver le lieu décrit par le sommet G.
Prenons la base du triangle pour axe des x, et la pcrpendiculaîro i'ievée sur le milieu de cette base pour axe des y. Désignons par c ^fiS' ^^) Id moitié de la base, et par or, ^ les coordonnées du sommet.
Fig. 23.
Nous aurons alors
AG =j^«-f-(c -4- «)»(*), CB =^«-f-(c — a?)«,
ÂC'— BG*=4c:r,
(*) Cette expression se déduit de la formule générale du n« 4 en obser- Tant que c + ^ est la différence algébrique des abscisses des points A et C. Les commençants font souvent le raisonnement suivant : le segment AR se compose de deux parties, AM = — c et MR = a?, ce qui donne AR — — c->f-x, et non AR=:c + âp; on a donc ÂC' = ^* -h (a? — c)«. Ce raisonnement est
ce qui donne pour l'équation du lieu ^cx = m^. Cette équation
représente une perpendiculaire élevée à la base du triangle en un
point distant du milieu de cette base de la quantité a? = — • Il est
facile de voir que la différence des carrés des segments que ce point détermine sur la base est égale à la différence des carrés des côtés.
2. On donne la base AB et la quantité cotA -i- wcotB =/^ {Jiff. 22); trouver le lieu du sommet.
Il est évident, d'après la figure, que
AR c-hiF ^„ c — X
COtA = 7777 = y COtB = •
L'équation cherchée est donc
c-i-a7H-/n(c — X) =py»
Elle représente une ligne droite.
3. On donne la base AB et la somme m des deux autres côtés du triangle {fig, 22); on prolonge la hauteur RG au delà du sommet G, de telle sorte qu'elle devienne égale à un des côtés; trouver le lieu décrit par V extrémité de la hauteur ainsi prolongée.
Prenons les mêmes axes que dans l'Exemple 1, et cherchons la relation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du point dont on demande le lieu. L'abscisse de ce point est évidemment MR, et son ordonnée est, par hypothèse, égale à AG ; on aura donc
BG =zm—y\
introduisant cette valeur dans la relation
BG"=ÂbVÂG^— 2AB.AR,
inexact : le signe attribué au segment compris entre *deux points d'une droite indique le sens dans lequel on doit le mesurer, et nullement la posi« tion qu'il occupe par rapport à l'origine. Pour mesurer AR, autrement dit, pour aller de A à R, il faut, en suivant la direction considérée comme positive, prendre d abord AM = c, puis MR = x, ce qui donne AR = c + 27. Pour mesurer RB, il faut, au contraire, prendre d'abord dans le sens négatif RM = — 07, puis dans le sens positif MB = c ; on a donc RB =t c — â?.
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on obtient pour Téquation du lieu ou, en réduisant,
c'est Téquation d'une ligne droite.
4. Deux droites fixes OA, OB sont coupées par une parallèle AB à une troisième droite fixe OC; trouver le lieu des points P qui divisent les droites AB dans un rapport donné, c'est-à-dire tel que PA — nAB.
Prenons OA et OC pour axes {fig* 23), et soit/ = mx Téquation de OB.
Le point B se trouvant sur cette droite, on aura
AB:^^ /n.OA,
et par suite
AP = m./i.OA.
Mais AP est Tordonnée y du point P, OA en est l'abscisse x\ le lieu du point P est donc une ligne droite passant par l'origine et ayant pour équation
y = mnx*
5. La droite PA, parallèle à OC, comme ci-dessus, rencontre un certain nomhre de droites fixes aux points B, B', B', . . . ; on prend V K proportionnel à la somme des ordonnées BA, B'A, . . . ; trouver le lieu des points P.
Les équations des droites fixes étant
y — mxj y = m'x -h n', y ~ m>'x -\- n' . . .^
celle du lieu sera
ky = mx -r- {m'x 4- n') -h {m'x -t- /i') 4- . . . .
6. On donne la somme m* des aires d'un certain nombre de triangles ayant un sommet commun; on donne, en outre y dans chaque triangle, la longueur et la direction du côté opposé à ce som^met; trouver le lieu décrit par ce sommet.
Soient a, 6, c les longueurs des côtés, et
X co%fi -{- y sinoL — p = o, j?cosp ^-^sinp — />'= o, . . .
leurs équations. La quantité (n<» 34) a?cosa-4-^sîna — p représentant la distance du sommet {x^y) à la première droite, a (a?cosa-f-)^sina — p) exprimera le double de Taire du premier triangle, etc. L'équation du lieu sera donc
a(:rcosa4-^sina — p) -r- h (a?cosP -f-^sinp — p') -h . . . = ^m^\
et comme elle ne contient a? et ^ qu'au premier degré, elle représente une ligne droite.
On donne l'angle 0 d'un triangle {fig. a4 ) et la somme s
des côtés OL et OK qui le comprennent; trouver le lieu du point P, où le côté opposé à cet angle est partagé dans un rapport donné.
Prenons pour axes les côtés qui comprennent l'angle ; menons les
m Pï
coordonnées du point P, et soit — = -^^ le rapport donné. La similitude des triangles LOK, LNP et PMN fournit les relations :
Le lieu cherché est donc la droite ayant pour équation
^. lyun point P on abaisse des perpendiculaires PM^ PN sur deux droites fixes OM^ ON se coupant sous V angle u ifig.^)\
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trouver le lieu des points P, tels que
OM -+- ON = const.
£d prenant les droites fixes pour axes, on a évidemment OM = X -h y coso), ON =y-hx cosco ; ce qoî donne pour Téquation du lien
x-^y = const.
9- Trousser le lieu des points P dans le cas oà MN est parallèle et une droite fijce.
Béponse. y-hxcos(ù = m(x-^yco9tù),
10. Trouver le lieu des points P dans le cas où MN est divisé en deux parties égales {ou dans un rapport donné) par la droite y = mx-\- n.
Les coordonnées du point milieu de la droite MN, exprimées en fonction des coordonnées â? et^ du point P, sont
-{x-hycostù)j -(^-f- a? COSO)),
et puisqu'elles satisfont à l'équation de la droite y =: mx -4- n, les coordonnées du point P vérifient l'équation
y -^x Costa = m (x -^ y costa) -h a».
il. Le point P glisse le long d'une droite y = mx -+• n ; trouver le lieu du point milieu de MN.
Si a et p sont les coordonnées du point P, x t\.y celles du point milieu, on a
aa? = a-H p coso), aj^ = p-+- acosco;
d'où
a sin> (0 = 20? — iy cos co, p sin* a> = %y — ix cos co,
et comme a et ^ vérifient la relation
P = /not-f- n,
il vient pour Téquation du lieu
ly — 2â?cos(D = m{ix — a^cosco)-!- /»sin*(i>.
47. On représente habituellement par x el y les coordonnées du point mobile dont on cherche le lieu, et par les mêmes lettres accentuées les coordonnées des points fixes. Mais il arrive souvent que, pour obtenir l'équation du lieu, on est obligé d'écrire les équations de certaines lignes liées à cette recherche ; de là une confusion possible entre les coordonnées courantes x ely àe ces lignes et les coordonnées x et y du point mobile. Il convient alors, pour éviter toute ambiguïté, de représenter par d'autres lettres, telles que a et g, les coordonnées de ce dernier point, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la relation qu'elles doivent vérifier. Une fois l'équation du lieu trouvée, rien n'empêche d'y remplacer a et g par X et y^ de manière à la ramener à la forme habituelle, où ic el y représentent les coordonnées courantes.
Exercices.
1. On donne la base CD d^un triangle PCD {Jig» 26), et le rap^ port k des segments AM et NB que les prolongements des côtés PC, PD déterminent sur une droite ^fixe AB parallèle à la base; trouver le lieu du sommet P.
Prenons pour axes la droite AB et la perpendiculaire menée à AB par le point A ; tout se réduit à exprimer AM, NB, en fonction des coordonnées a, p du point P. Soient x'y', x', y' les coordonnées de
O et de D. (Ces points ont même ordonnée, puisqu'ils sont sur une
Fig. a6.
parallèle CD à ÂB. ) L*équation de la droite PC, qui jomt les points (ot, P), {af,y\ peut s'écrire (n* 29)
(P -y') x-(0L- x')y = Par' - ay'.
Cette équation étant vérifiée par les coordonnées de tous les points de PC le sera par celles du point M qui sont ^ = o, a? = AM ; eu y faisant^ = o, on aura
AM
On trouverait de même
Et si AB = c, la relation ÂM = k. BN devient
On a exprimé ainsi les conditions du problème en fonction des coordonnées du point P ; toute confusion étant devenue impossible, on peut remplacer a et p par x ely, et, en chassant les dénominateurs, on trouve, pour l'équation du lieu,
yx' — xy' = k[c{y —y') — (yx' — xy')],
2. Deux -sommets du triangle ABC {Jig- 27) glissent sur deux droites fixes LM et LN, tandis que les trois côtés passent par trois points fixes O, P, Q, situés en ligne droite; trouver le lieu <iécrit par le troisième sommet G.
Prenons pour axe des x la droite DP sur laquelle se trouvent les
trois points fixes, et pour axe des y la ligne OL joignant au point O
Fig. 27.
rintersection des deux droites fixes. Désignons par a, p les coordonnées du point C, et soient
OL = b, OM = a, ON = a\ OP = c, OQ = c'.
Les équations de LM et LN sont évidemment
L'équation de CP, qui passe par (a, p) et P ou ( o, c). peut s'écrire
(a — c)y — pa7-f- Pc = o,
et Ton a pour les coordonnées de l'intersection A de CP avec LM
__ab(oL — c)-f-acp __ b(a-~c)^
^*~ 6(^3t— c)-hap ' ^^ "" b{x — c)-haf
Les coordonnées du point B s'obtiendront en accentuant les lettres a et c dans les équations précédentes, ce qui donne
_ a'b(oi — c')-^a'c'^ _ b(a' — c')'^
et les deux points (a?i,^i), (^i, ^j) se trouveront sur une droite passant par l'origine si l'on a (n<> 30)
Xi Xt'
c'est-à-dire
b(a-~c)? _ b(a'-~c')^ aO{OL~ c)-¥- acjf ^ a'6(a — c') -+- a'c'p
Nous avons ainsi déduit des conditions du problème une relation qui doit être vérifiée par les coordonnées a, p du point G; en y remplaçant a, p par x, y, noos aurons l'équation du lieu sous la forme ordinaire. Chassant les dénominateurs, on trouve
(a— c)ra'^(fl? -— c') -H a'ify] = (a' — €')[ab(x — c) -4- acjr]^
ce qui revient à
( ac' — a'c)x V
ce'. {a — a') — aa'ic — c') b équation d'une droite passant par le point L.
3. Les points P «r Q du problème précédent sont sur une droite passant, non plus par le point 0, mais par le point L; trouver le lieu du sommet G.
Nous examinerons d'abord le cas où les points P et Q ont une position quelconque. Prenons les droites fixes LM^ LN pour axes, et désignons respectivement par x\y'\ ^'j^''; ^"^y"] *> P» les coordonnées des points P, Q, O, C. La condition que nous avons à exprimer est que la droite AB, menée par les points A et B où les droites CP et GQ rencontrent les axes, passe par le point O.
L'équation de GP est
O -y )ar - (a -^ 4r')r == P^' - «J^'>
et le segment LA que cette droite détermine sur Taxe des x a pour valeur
LA
On trouverait de même, pour le segment LB, que GQ détermine sur Taxe des y
On a ainsi, pour l'équation de la droite AB,
LÂ'^LB'^' ^" ^x' — ay'^ ax' — ^y^'
D'après les conditions du problème, cette équation doit être vérifiée par les coordonnées x", y' du point O; il faut donc que les coordonnées a et ^ du point G satisfassent à la relation
Pa?' — ay* ny" — par' ""
L'équation que Ton obtient en chassant les dénominateurs renferme en général les coordonnées a et p au deuxième degré. Mais si l'on suppose que les points {x',y'), (^', ^') se trouvent sur une même
droite, y = mx passant par l'origine, on pourra, en observant que l'on a ^ — mx' y = mx", mettre la relation précédente sous la forme
chassant les dénominateurs, remplaçant a, ^ par ss^ y, on touve pour le lieu cherché une droite ayant pour équation
x'af{y — y') — y' x\x — x") = x' af{mx — y),
48. Il est souvent plus commode d'écrire les conditions du problème, en prenant comme intermédiaires quelques-unes des lignes de la figure^ que de les exprimer directement en fonction des coordonnées du point dont on cherche le lieu. Pour trouver l'équation de ce lieu, il n'y a plus alors qu'à éliminer les indéterminées que l'on a introduites, ce qui oblige à obtenir au préalable un nombre suffisant d'équations entre ces indéterminées et les coordonnées du point. Les exemples suivants indiquent plus explicitement la marche à suivre en pareil cas.
Exercices.
1. Trouver le lieu des centres O des rectangles FSKL (Jig*^^) inscrits dans un triangle ABC.
^ig. a8
Prenons la base A6 et la hauteur GR pour axes, et soient
GR=/?, BR^5, AR = 5'; les équations de AC et de BG pourront s'écrire
MeDons une parallèfe FS à la base, à une distance FK = A: de cette base; on trouvera les abscisses des points F et S, où cette parallèle rencontre AG et BG, en faisant y = k dans les équations de Â.G et de BG. On tire ainsi de la première
P ^ \ PJ
et de la seconde
k X T>T /^ ^^ — 1 — = 1, a? = RL = * ( I •
P s \ Pj
Des abscisses de F et S, on déduit facilement (n° 7) celle du milieu
de FS, X = ( I )> qui est évidemment l'abscisse du centre
-^ \ Pj
du rectangle; d'ailleurs l'ordonnée de ce centre est^= -k. Pour
trouver la relation qui subsiste entre cette abscisse et cette ordonnée, quel que soit k, il suffit d'éliminer k entre leurs expressions. En portant la valeur k = 2^, tirée de la seconde, dans la première, on obtient pour l'équation du lieu cherché
OU ; ^- -^ = I
Cette équation représente la droite joignant le milieu de la hauteur au milieu de la base, ainsi qu'il est facile de le voir en examinant les segments qu'elle détermine sur les axes.
2. On mène une parallèle FS à la ba^e AB d'un triangle (fig' 28), et l'on joint par des droites FT et SV les points F et S, où cette parallèle rencontre les côtés GA et GB, à deux points fixes T, V de la base ; trouver le lieu de l'intersection de ces droites.
Prenons les mêmes axes et les mêmes notations que dans l'exemple précédent. Soient /n, o; n, o les coordonnées respectives des points fixes T et V de la base.
L'équation de FT sera
|yf I j-f-my-f-^â? — km = o,
et celle de SV
I si I )~~^ \y — kx-^kn=^o.
74 CHAPITRB III.
Le point dont on demande le lieu se trouvant sur les deux lignes FT et SV, chacune des équations précédentes exprime nne relation à laquelle doivent satisfaire ses coordonnées ; et comme ces équations renferment k^ elles ne sont vraies que pour le point particulier du lieu correspondant au cas où on a mené la parallèle FS à une distance k de la base. Si donc nous éliminons entrr ces équations Tindélerminée k, nous trouverons une relation ne renfermant que les coordonnées du point et des quantités connues, et qui, étant vérifiée, quelle que soit la position de la parallèle FS, sera l'équation du lieu.
Pour éliminer k, il suffît de diviser, membre à membre, les équations de FT et de SV, après les avoir mises sous la forme
($' ->t- m) y = k { - y — x-Jç-m )j
{^s — n)y = ki^-y -^ X — n\ On trouve ainsi, pour le lieu cherché, Féquation
qui représente une ligne droite, puisqu'elle ne contient x ely qu'au premier degré.
3. On mène une parallèle FS à la base AB d'un triangle {fig* 28), et Von joint par des transversales les points F et S, où cette parallèle coupe les côtés GA et GB, aux extrémités B e< A de la base; trouver le lieu du point d'intersection de ces transversales.
Ge problème n'est qu'un cas particulier du précédent; mais on
peut en trouver facilement une solution directe en prenant pour
xes les c6tés GA et GB du triangle. Soient a, b les longueurs de ces
côtés ; fia, [X 6 les segments proportionnels interceptés par la parallèle.
Les équations des transversales seront alors
a \Lb (ta b
Retranchant ces équations l'une de l'autre, et divisant le résultat
par II Jj on a, pour l'équation du lieu,
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Cette équation, ainsi que nous l'avons vu (no41, EIx. 2), représente la médiane de la base du triangle.
4. On donne deux points fixes A et B, l'un sur VcLxe OK, l'autre sur l'axe OB; on prend sur ces axes les points A' et B', de telle sorte que Oh! -4- OB' = OA -i- OB; trouver le lieu de l'intersection des droites AB' et A'B.
Soient OA = a, OB — 6, OA' ■= a-^ k\ d après les conditions mêmes du problème, on a
Sur la hase AB d'un triangle ABC {fig- 29), et à chacune
de ses extrémités, on prend des segments AT, BS, dont le rapport est constant et égal à m, ; par les points T, S, on m,ène des parallèles T£, SF à une droite fixe RG; trouver le lieu de l'intersection 0 des droites EB et FA.
Prenons AB et GR pour axes, et soient AT = A:, BR = 5, AR = «', GR =p; on aura ainsi
BS = mk, RS = * — mk^ HT = ** — *;
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ce qui donne, pour les équations des droites T£ et SF»
.X = — (s' — k)j x = s — mk^
et pour les coordonnées des intersections E et F de ces droites, avec les droites BG et AC,
, mpk
X = s — mk, y = - ^ »
Les équations des transversales E6, AF seront alors
, , , . mpk mpks'
(5 H- 5 — mk)y i— ■ X = o;
en les retranchant Tune de Tautre et en divisant par k le résultat obtenu, on trouve pour l'équation du lieu
Ce lieu est une ligne droite.
6. On mène aux deux côtés AB, AG d*un parallélogramme deux parallèles quelconques PP', QQ'* trouver le lieu de V intersection des droites PQ et P'Q'.
Prenons ces deux côtés pour axes, et soient a, b leurs longueurs {fig» 3o); soient en outre AQ' = m, AP = n. Les coordonnées des
points P, Q, P', Q' seront respectivement o, n;/n, 6; a, n;i7i, o; et Ton aura, pour les équations de PQ et de P'Q',
(6 — n) X — my-^m^n — o^ nx — (a — fn)y — mn = o.
Ges équations renferment deux indéterminées m et n, et Ton ne saurait a priori affirmer la possibilité de les éliminer. Toutefois, en
ajoutant ces deux équations, m et n disparaissent à la fois, et Ton trouve pour le lieu Téquation
bx — ay = o,
qui représente la diagonale du parallélogramme.
7. On donne un point et deux droites fixes; par le point, on mène deux droites quelconques, et Von joint transversalement les
points ovL elles coupent les droites fi^es ; trouver le lieu de l'intersection des transversales.
Prenons les droites fixes pour axes, et soient
les équations des droites menées par le point fixe {x^,y). Ces équations devant être vérifiées par les coordonnées du point fixe, on aura
et, par soustraction,
On aura de même, en partant des équations
qui représentent les transversales,
Éliminant ( ;)et( r) entre cette équation et celle
obtenue plus haut, il vient, pour l'équation du lieu,
xf y -^-y x^= o.
C'est celle d'une droite passant par Torigine.
8. Par un point de la base d'un triangle, on mène, parallèlement à une droite donnée, une droite de longueur fixe, de manière qu'elle soit divisée par la base dans un rapport
donné; trouver le lieu de V intersection deê transversales qui joignent ses extrémités à celles de la base,
49. Quelle que soit la condition géométrique à laquelle un point soit assujetti, cette condition peut toujours se traduire par une équation correspondante entre les coordonnées de ce point. C'est là l'idée fondamentale de la Géométrie analytique, et il importe de bien s'en pénétrer. Les commençants ne sauraient faire trop d'efforts pour arriver à écrire rapidement l'équation qui correspond à une condition géométrique déterminée. Aussi ajouterons-nous ici, comme exercices, quelques problèmes concernant les lieux géométriques, et conduisant à des équations d'un degré supérieur au premier. L'interprétation de ces équations fera l'objet d'autres Chapitres; mais la métbode à employer, la seule chose que nous ayons actuellement en vue, est exactement la même que celle dont on fait usage lorsque le lieu est une ligne droite. Au surplus, le degré de l'équation qui donne la solution d'un problème reste, en général, inconnu jusqu'au moment où l'on arrive à cette solution.
Les Exercices suivants ont été choisis de manière que l'on puisse en calquer la solution sur celle des problèmes qui viennent d'être exposés. Us sont disposés suivant le même ordre, et, dans tous ceux qui se correspondent, on a conservé les mêmes axes et les mêmes notations.
Exercices.
1. On donne la base d'un triangle et la somme des carrés des deux autres côtés; trouver le lieu du sommet.
Réponse. x*-hy* = - m^ — c'.
2. On donne la base, et m /ois le carré d'un côtézh n fois le carré de Vautre.
Réponse, {m zh n) (x^-i-y^) -h a (m q= n) ca: -f- (m ± /i) c* =/?«.
On donne la base et le rapport des côtés
4. On donne la base et le produit des tangentes des angles à la bcue. Pour la solution de ce problème et des quatre suivants, on exprimera les tangentes des angles à la base, comme il a été dit au ii« 46 (Ex. 2).
Réponse. y^ -h m^rr* = m^c'^.
5. On donne la base et V angle au sommet, ou, en d'autres termes, la somme des angles à la base.
Réponse. x^-\-y^ — %xy cot G = c- .
6. On donne la base et la différence D des angles à la base. Réponse, a?' — /' -+- ^^ cotD = c*.
7. On donne la base : un des angles à la base est double de Vautre.
Réponse. Sa?* — ^' H- aca? = c*.
8. On donne la base et tangC =: m tangB. Réponse. m(x^-^y^ — c^) — ^c(c — x).
9. La droite PA, parallèle à OC (no46, Ex. 4), rencontre deux
droites fixes en BetB'; onprendPA = PB. PB' ; trouver le lieu du point P.
Réponse. mx^m'x-h n') =y(mx-\' m'x-^ n).
10. Onprend pourFA la moyenne harmonique entre AB et AB'. Réponse, a mx ( m'x -+- n' ) =^y{ mx -f- m'x -j- /i' ).
il. On donne l'angle co au sommet d'un triangle; trouver le lieu du point F où la base est divisée dans un rapport donné m : n, lorsque l'aire du triangle est constante.
Réponse. xy = const.
12. Trouver le lieu du point P lorsque la base b est constante.
a?' y'^ aa^cosw _ '^*
P ' m> n* mn "~ (m-Hn/
8o CHAPITRE III.
13. Trouver le lieu du point P lorsque la base passe par un point fixe {a/, y).
Tft3^ nv'
Réponse, 1 — ^ = m -+- n.
14. Trouver le lieu du point P (n® 46, Ex. 8) lorsque MN est constant.
Réponse. a?* H-^* -h aay cosu) = const.
15. Trouver le lieu de ce même point P lorsque MN passe par un point fi^e {i',y).
af y' Réponse. 1 = = i .
16. Trouver le lieu de l'intersection des parallèles menées aua^ axes par les points M ef N lorsque MN passe par un point
fixe (a?',/).
Réponse. h — = i.
17. Trouver le lieu du point P (n^ 47, Ex. 1 ), dans le cas où CD n'est pas parallèle à AB.
18. On donne la base CD d'un triangle PCD, et le segment AB que ses côtés PC, PD déterminent sur une droite donnée; trouver le lieu du sommet P.
Réponse.
(a// —fx) (y —y) — {afy - -y'x) (y —f) -~c(y —f) (y —f)^
50. Problèmes oà il faut démontrer qu! une droite mobile passe par un point fixe .
Nous avons vu (n® 40) que la droite représentée par Féqualion
A^ -f- Bj -^ C + k{K'x -+- Wy h- C) — o,
dans laquelle k est une indéterminée, ou, ce qui revient au même, par la suivante :
{kx -+- kK*) X -^ (B ^ kW) y -\- C ^ kG = 0,
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passe par un point fixe, qui est Tintersection des droites kx-hBy hC = o, A'x -+- Wy -t- C = o.
Donc, toute droite, dont l'équation contient une indéterminée au premier degré, passe par un point fixe.
Exercices.
i. On donne, dans un triangle, un des angles et la somme
— des inverses des côtés qui le comprennent; prouver que le côté
opposé à Vangle donné passe par un point fixe.
Prenons pour axes les côtés qui comprennent Tangle ; l'équation du côté opposé sera, en désignant par a et 6 la longueur des autres côtés ,
a b et comme on a, par hypothèse,
III III
a O m orna
réquation ci-dessus se réduit à
ou bien encore à
Elle renferme Tindéterminée -; la droite qu*elle représente passe
donc toujours par un point fixe, qui est Tintersection des deux
droites
2. Les trois sommets d'un triangle ABC glissent sur trois droites fixes OA, OB, OG^ issues d'un même point O ; deux de ses côtés XG, CB passent par deux points fixes {x',y'), {x'^y") ; démontrer que le troisième côté AB passe aussi par un point fixe.
S. — Géom. à deux dim, 6
Si CHAPITRE III.
Prenons pour axes les droites OA et OB (./?^. 3i), sur lesquelles Pflîssent les sommets A et B ; Inéquation de OG sera
y — mx.
Soit a l'abscisse du sommet G dans une position quelconque, Tor-
donnée correspondante sera ma. L'équation de A G sera alors
(a/ — a)y — (y — ma)x-h a (y — /iw/) = o, celle de BG sera de même
(a^ — a) y — (y — ma)X'^ et (y — maf) = o.
Si Ton fait a; = o dans Téquation de AC, on trouve, pour la longueur de OA,
On obtient de même pour la longueur de OB, en faisant y ~ q dans Téquation de BG,
y — ma L'équation de AB est donc
r* — m,a af — a
y — mjof '^ y — m^d
Puisque a est une indéterminée et n'entre qu'au premier degré dans cette équation, la droite AB passe toujours par un point îni<t. En mettant l'équation sous la forme
y' x' [ mx y \
y — 77107* y — ma/ "^ \ ^ — m^ y — mjxi'
on voit que le point fixe se trouve à l'intersection des deux droites y af mx y
3. La droite sur laquelle glisse le sommet G de VExemple n* 2 ne passe plus par le point 0 ; à quelle condition doivent satisfaire les autres données du problème pour que le côté KB passe toujours par un point fixe.
Conservons les mêmes axes et les mêmes notations que cidessus : Téquation de la droite sur laquelle glisse le sommet G sera y = mx + /i, et les coordonnées du point G dans Tune quelconque de ses positions seront a, ma + n. L'équation de AG sera
{x^ — a) y — {y — ma — n)x-\- a{y — maf ) — na^ = o,
et celle de BG
{a^ — a)y — (^ — ma — n)x -^^ a{y — maf) — nxf =so;j
d'où
Qj^^ a{y^maf) — naf ^^ ^ a{y — mxr) — naf
x' — a ' y — ma — n
L'équation de AB est donc
y — ma — n x' — a
a{y — m^) — nx^ ^ a{y — ma') — nx' "^
En chassant les dénominateurs, on obtient une équation ài\^^ laquelle a entre au second degré : le côté AB ne passera donc pas, en général, par un point fixe. Mais si les points (a/, y'), {x^,y) sont sur une droite {y = kx) passant par le point 0, on peut remplacer, dans les dénominateurs, y par kx\ et y par kx^ ; l'équation devient alors
y' — ma — n cd — a , ,
et ne renferme plus l'indéterminée a qu'au premier degré : dans ce cas particulier, le côté AB passe donc par un point fixe.
4. Toute droite, déterminée par la condition que la somme de ses distances à un certain nombre de points fixes {x^,y) x*, ^), multipliées respectis?ement par les constantes m', m', . . . , soit nulle, passe par un point fixe*
Soit â?cosa+^sina — p =: o l'équation de la droite dans l'une de ses positions; la distance du point {xl^y) à cette droite aura pour valeur
af cos a -^y sin a — /?,
et l'équation suivante exprimera les conditions du problème :
m'(a?'cosa-+-y sina — p) -<- m'(a:' cosa-t-/^sina— /?) -H . . . = o.
En posant, pour abréger ( ^ ),
2 ( mx') = m'af -f- m'af + m*J7* -l- . . . , S ( ''*^) = ^y -+- '^'^ H- wi'a?" -4- . . . ,
on peut mettre cette équation sous la forme
S (/?w?')cosa-t- 2(mj^) sina — pZ(m) = o;
et si l'on porte la valeur de p^ qu'on en déduit, dans l'équation primitive de la droite mobile, on trouve
xl,(m) cosa-j-/2(/7i)sina — T,{ma/) cosa — S(m^')sina = o,
ou bien
xl^{m) — E(ma7')-4- [y2(/n) — 2(/ny)] tanga = o.
Cette équation renferme l'indéterminée tanga au premier degré; la droite qu'elle représente passe donc par un point fixe, qui est l'intersection des droites
xJ:{m) — l,{ma/) = o, yS(/n) — S(/n.y) = o, et qui, par suite, a pour coordonnées
m'af-\- m'af-^ m'x' -h . . . mV-f- m'y'-^' m'Y*-^ • - -
Ce point s'appelle quelquefois centre des distances proportionnelles.
Sl« La, droite représentée par l'équation (Aa/-i- B/-i- G)ar H- (AVh- B'/-^- G')7 -i- A'ip'-^ By-4- C^= o, ou, par toute autre équation analogue renfermant les coor-
(*) Les sommes indiquées par les abréviations It{m),'L[mx'), £(m^') sont des sommes algébriques; car plusieurs des quantités m', m",... peuvent être négatives.
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données d'un point {xl^y*) au premier degré, pivote autour d'un point fixe, lorsque le point {x!^y) glisse le long d'une . ligne droite. Quand cette dernière condition est remplie, les coordonnées de ce point satisfont en effet à une équation de la forme
La:' -H My 4- N = o,
et en éliminant x* entre celte équation et la précédente, on retombe sur une équation qui ne renferme plus qu'une indéterminée y ^ au premier degré, et qui par suite représente une droite passant par un point fixe (n® 50).
Plus généralement y lorsque les coefficients de V équation Ax 4- By + C = o vérifient la relation a A -f-6BH-cC = o, dans laquelle a, b et c sont des constantes, et A, B e^ C des variables^ la droite qu'elle représente passe par un point fixe,
La relation donnée nous permet, en effet, d'éliminer C el de mettre l'équation de la droite sous la forme
{ex — a)A-\- {cy — ô)B :=o, qui montre bien qu'elle représente une droite passant constamment par le point (x=z -y y=z -y
52. Coordonnées polaires. — On emploie généralement les coordonnées polaires toutes les fois qu'il s'agit de trouver le lieu des extrémités des droites menées par un point fixe suivant une loi déterminée.
Ezercicet.
i. A et B sont detuc points fixes; par le point B on mène une droite quelconque BP, sur laquelle on abaisse une perpendicuglaire AP du point A; on prolonge AP jusqu*en Q, de telle sorte' que le rectangle AP.AQ soit constant et égal à A:*; trouver le lieu du point Q
Prenons AB pour axe fixe {fig. 3a), et A pour pôle ; AQ
Fig. 3a.
=- psera
le rayon vecteur, et QAB = 0 l'angle que ce rayon vecteur fait avec Taxe fixe.
Le triangle rectangle APB donne, en désignant par c la distance constante A^B, AP = ccosO; et comme, d'après les conditions du problème, AP. AQ = A", on a, pour l'équation du lieu,
A:* pccos6 = A:» ou pcos6=— ;
cette équation représente une droite perpendiculaire à AB, passant
A:' à une distance — du point A (n® 44).
2. On donne les angles a, p, y d'un triangle ABC ; le sommet A est ^e, tandis que le som^met B glisse le long d'une droite BP ; trouver le lieu du troisième som^met G.
Prenons pour pôle le sommet fixe A (/ig. 33), et pour axe la per-
Fig. 33.
pendiculaire AP à la droite ûxe BP ; on a alors
AG = p, CAP = e et BAP = 6 — a.
Les angles du triangle étant donnés, le rapport m de AB à AG est constant; le triangle BAP donne
AP = AB cos^AP = m. AG cosBAP ;
ot si Ton fait AP = a, on a, pour l'équation du lieu,
mp cos(ô — a) = a; c*est une ligne droite (n<>44), faisant un angle a avec la droite
donnée, et passant à une distance — du point A.
l\ On donne la base AB = c d'un triangle ABC, et la somme AC -t- CB = m des deux autres côtés; à l'extrémité B de la base, on élève la perpendiculaire BP au côté adjacent BG ; trouver le lieu du point P oà cette perpendiculaire rencontre la bissectrice extérieure GP de Vangle AGB.
Prenons pour pôle le point B (^fig* 34), et pour axe le prolongc-
Fig. 34.
ment BD de la base ; on aura BP = p, PBD = 6. Désignons en outre par ajb,c les côtés du triangle opposés aux. angles A,B,G. L'angle
G PB est égal à - G, et Ton a, en observant que BG = a,
a = p tang~G.
Le triangle ABG fournit d'ailleurs le relation
6* = a* -f- c* — ^ac cos B,
qui, en raison des conditions du problème,
b = m — a, cosB = sinO, se réduit à
m* — 2am + a' = a* -i- c* — aac sin 0 ;
et donne
Nous avons ainsi deux expressions de a : Tune en fonction de Ô et des constantes du problème; l'autre en fonction de p et de tang-G ;
il suffit donc d'exprimer tang-G en fonction de 6 et des constantes
du problème pour éliminer a et trouver Téquation du lieu. On a
identiquement
I ^ 6 sin G
tang- G = -J-. T7T >
^2 6 ( I -f- cos G )
et comme
6sinG = csinB = ccosô, 6 cos G = a — ccosB = a — csinO,
il vient
I ^ c cos 8 tang- G ^. 7-K '
2 m — c SIDO
L'équation du lieu peut donc s'écrire :
777* — c* pc.cosft
2(^//i ' csin6) ~" m — csintJ ou
p cosO
Elle représente une droite perpendiculaire à la base du triangle et
passant à une distance — du point B.
On trouverait, en suivant la même marche, le lieu du point P, dans le cas oh GP serait la bissectrice intérieure, et où l'on donnerait la différence au lieu de la somme des côtés.
4. On donne n droites fixes et un point fixe O ; par ce point, on mène un rayon vecteur qui coupe les droites en ri, rj, rj,. . ., /•„, et Von prend sur ce rayon vecteur un point R, tel que
OR Ori ' Orj Or^'"^ Orn' trouver le lieu dupoint R.
Les équations des droites étant mises sous la forme
pcos(6 — a) =pu pcos(6 — P) =/?2,- -o on obtient immédiatement l'équation du lieu
fi _ cos(6 — a) cosf6— p) P Pi Pi
Getle équation représente une ligne droite (n» 44). Ce théorème n'ost
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qu'un cas particulier d'un théorème plus général que nous démontrerons par la suite.
Nous ajouterons ici, comme au n^* 49, un petit nombre de problèmes conduisant à des équations de degré plus élevé.
5. Soit BP une droite fixe {fig» 32) ayant pour équation pcosd = 77i; sur chaque rayon vecteur AQ, on prend une Ion-gueur constante PQ = d] trouver le lieu des points Q.
Par hypothèse, AP = ^' donc AQ = p = ^ -h d,
'^'^ COSD ^ cos8
Cette équation, rapportée à des cordonnées rectangulaires, devient
{x— my{x^-^y*) = d^x^^
6. Trouver le lieu des points Q, lorsque le point P décrit, non plus une droite BP, mais un lieu ayant pour équation en coordonnées polaires p = (p(6).
La longueur AP est égale au rayon vecteur p du lieu cherché, diminué de d; Téquation s'obtiendra donc en remplaçant, dans celle du lieu du point P, p par p — d; on trouve ainsi
7. Le point P décrit le lieu p = (p(6); on prolonge AP jusqu'en AQ , de manière que AQ = aAP ; trouver le lieu du point Q.
Il suffit de remplacer, dans Téquation du lieu de P, p par - p pour
avoir l'équation cherchée.
B. On mène la bissectrice AP' de l'angle PAB, et^ sur cette
bissectrice, on prend un point P', tel que AP' = m. AP; trouver le lieu du point P', lorsque P décrit la droite p cosO = m. L'angle PAB étant égal au double de la coordonnée angulaire 0
du lieu, on a AP = jr> et, par suite, pour l'équation du lieu,
COS26 ' '^ » r ^
p*cos2 6 = m*.
Nous arons vu (n" 40) que l'équation
.r cosa -\- ysinoL — p — k {xcosp -h /sinf — p') =o
représente une droite passant par l'intersection des deux
lignes
^cosa -T- j^sina — p^=o, a;cosp 4-/sinp — p' =zo.
En désignant, pour abréger, par a et 3 les quantités
a: cosa -h / sinot — /?, â?co8p H-^sinp — p\
on peut énoncer plus brièvement ce théorème, et dire : l'équation a — Â'P = o représente une droite passant par l'intersection des deux lignes définies parles équations a = o, P = o. Pour simplifier, nous appellerons a et g ces dernières lignes, et (a, P) leur point d'intersection.
On peut adopter des abréviations analogues pour les équations de la forme Ax + B^ -;- C = o ; mais il convient alors, pour éviter toute ambiguïté, de se servir de lettres romaines, et de réserver les lettres grecques pour le cas exclusif où les équations sont de la forme x cosa 4- / sîna — p = o.
MÉTHODE DBS NOTATIONS ABRÉGÉES. 9I
de l'équation a — A: p = o. La quantité a, ou ce qui revient au même, j:cosa4-^sina — p mesure (n** 34) la distance PA (yî^. 35) du point (a?,^) à la droite OA, que nous supposons
Fig. 35.
représentée par a ; de même ^ me^^ure la distance PB du point (a:, /) à la droite OB, ou p. L'équation
exprime donc que si, d'un point du lieu qu'elle représente, on abaisse des perpendiculaires PA, PB sur les droites OA, OB, le rapport de ces perpendiculaires PA : PB est constant et égal à k. Ce lieu est évidemment une ligne droite passant par le point O, et l'on a
PAsinPOA PB~sinPOB*
En se reportant aux conventions faites sur les signes (n® 34), on voit que a + A" g = o représente une droite divisant extérieurement l'angle AOB en deux parties telles^ que
. r>rvp =-'• ^- n est d'ailleurs bien entendu, dans ce que nous smPOB ' ^
venons de dire, que les perpendiculaires PA et PB sont celles
que nous sommes convenu de regarder comme positives ; celles
qui se trouvent dans les régions situées de l'autre côté de a
ou de p étant considérées comme négatives.
Exercices.
1. Démontrer, en employant ces notations, que les trois bissectriées des angles d'un triangle se coupent en un même point.
Les équations des trois bissectrices du triangle formé par les
droites a, p et y sont évidemment (n»» 35, 54)
a— p = o, p — Y = o, Y — a = o, et leur somme est identiquement nulle (n<»41).
2. Les bissectrices extérieures de deux des angles d*un triangle se rencontrent sur la bissectrice intérieure du troisième angle.
En se reportant à la convention relative aux signes, on voit que a-r-P = o, a-f-Y = o sont les équations des bissectrices extérieures ; si on les retranche l'une de l'autre, on trouve p — Y == ^> équation de la bissectrice intérieure du troisième angle.
3. Les trois hauteurs d*un triangle se coupent en un même point»
Désignons respectivement par A, B, G les angles opposés aux côtés a, p, Y- L& liauteur passant par le sommet G divise l'angle G en deux autres, qui sont respectivement complémentaires des angles B et A; son équation sera donc (n<>54)
a cos A — p cos B = o.
On trouverait de même pour les autres hauteurs :
PcosB — *^cosC = o, Y cos G — acosA = o.
Ges trois droites se coupent évidemment en un même point.
4. Les trois médianes d'un triangle se coupent en un mêm.e point.
Le rapport des distances du milieu du côté y aux deux autres côtés a et p est sin A : sinB. Les équations des médianes seront donc
asinA — psinB — o, psinB — YsinG = o, Y sin G — asinA = o.
Leur somme est identiquement nulle.
5. Les longueurs des côtés a, p, y» ^ d'un quadrilatère étant a, 6, c, d, former l'équation de la droite qui joint les milieux des diagonales,
Gclte équation est
aa — ôp-4-cY — <2?S = o;
en effet, la droite qu'elle représente passe par l'intersection des droites aa — 6petcY — d^, qui, d'après l'Exercice précédent, sont
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les médianes de la base commune aux deux triangles formés par une diagonale dans le quadrilatère; elle passe aussi par Tintersection des droites aa — d^etc^ — 6^, qui se coupent au milieu de l'autre diagonale.
6. Trouver l'équation de la perpendiculaire élevée sur la base p d'un triangle et à son extrémité G.
Réponse. * a -f- y ^<^^ ^ = ^-
7. Lorsque deux triangles sont tels, que les perpendiculaires abaissées des sommets du premier sur les côtés du second se coupent en un même point; réciproquement, les perpendiculaires abaissées des sommets du second sur les côtés du premier se coupent en un même point.
Soient a, p, y» «'» P'> ï' l^s côtés des triangles; désignons par (xp) l'angle compris entre a et P; nous aurons respectivement, pour les équations des perpendiculaires abaissées de («, P) sur yS de (P, Y) sur «', de (a, y) sur P',
acos(pY') — Pcos(aY') = o, P cos(Ya') — Y cos( pa') = o, Ycos(ap') — œcosCyP') = o.
Pour exprimer que ces trois droites se coupent en un même point, il suffît d'écrire que le résultat obtenu en éliminant p entre les deux premières équations est identique à la troisième. On a ainsi
cos ( ap' ) cos ( Py' ) cos ( Y«' ) = c^s ( o'P ) cos ( P'y ) cos ( y'œ).
La symétrie de cette équation montre qu'elle exprime également la condition pour que les perpendiculaires abaissées des sommets du second triangle sur les c6tés opposés du premier se rencontrent en un même point.
55. La droite a — k^ = o fait évidemment, avec la ligne a, le même angle que la droite ka — ^ = o avecjS; les deux droites a — X:P et ka! — P sont donc également inclinées sur la bissectrice a — P = o.
Exercice.
Par les sommets d'un triangle, on mène trois droites se coupant en un même point, et trois droites faisant, avec les bissectrices des
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angles du triangle, les mêmes angles que les premières; les trois dernières droites se coupent aussi en un même point.
Les côtés du triangle étant a, p, ^f ^^^ ^''^'^ premières droites ont pour équations
la — m^ =: Of mp — ny = o, ny — /a = o;
puisqu'elles se coupent en un même point ( n^ 4Q) et passent respectivement par les points (a, P), (P, f), (y» «)• D'après ce que nous avons dit plus haut, les trois autres droites auront pour équations
X.=o, il— -L=Of -1— y
ce qui (no40) démontre le théorème.
56. Lorsqu'un faisceau de quatre droites OA, OP, OP', OB, issues d'un même point O, est coupé par une transver-
AP P'B sale en quatre points A, P, P, B, le rapport xp7~T>R' ^"^
l'on appelle rapport anharmonique du faisceau, est constant ^ quelle que soit la position de la transversale.
En effet, soit p la distance du point O à la transversale {fi g* 36); on aura les égalités
p.AP =OA.OP sinAOP, /?.P'B — OB.OF.sinP'OB, p.AP'=:OA.OPsinAOP', jo.PB n: OB.OP .sinPOB,
Fig. 36.
puisque, dans chacune d'elles, les deux termes expriment le
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double de la même aire. On en dédait successivement
^.AP.P'Bi^OA.Or.OP'.OB. sinAOP.sinP'OB,
p«.AF.PB irrOA.OP'.OP.OB. sinAOP'.sinPOB,
AP . P^B _ sinAOP.sipP^OB AP' . PB — sin AOP' . sin POB *
Ce dernier rapport est constant et indépendant de la position de la transversale.
Lorsque deux droites sont définies par les équations
k a — A-p = o, a — Xr'P = o, le rapport p est égal au rapport
anharmonique du faisceau formé par les quatre droites a^^^oL — A"P, a — /r'P ; en représentant ces quatre droites par OA, OB, OP, OF, on a en effet, d'après le n« 54,
et, par suite,
_ sin AOP _ sinAOF
sinPOB' ""sinFOB*
*^_ sin AOP. sin FOB J'~ sinAOP'.sinPOB
k Quand le rapport p devient égal à — i , on dit que le
faisceau estun/awceaw harmonique; Fangle AOB est alors divisé, intérieurement et extérieurement, par les droites OP et OF, de telle sorte que les sinus des angles déterminés par l'une des droites OP soient dans le môme rapport que les sinus des angles formés par l'autre OV, De là ce théorème important :
Les deux droites ayant pour équations a — k^=io, a 4- A:p = o forment avec ck, et ^ un faisceau harmonique.
En général, le rapport anharmonique des quatre
droites a — Ap, a — /p, a — mp, a — /i^, ou OK, OL, OM et ON, est égal à
En effet, la parallèle KN à p (fig* Sj) rencontrant ces
Fig. 37.
droites aux points K, L, M et N, le rapport anharmonique du faisceau a pour valeur
NL.MK NM.LK'
Mais ces quatre points ont même ^, puisqu'ils se trouvent sur une parallèle à la droite ^ ; leurs distances à a (en raison des équations des droites OK, OL, . . . ) sont donc proportionnelles à A*, /, /n, n; et il en est évidemment de même des longueurs AK, AL, AM, AN. Par suite, les longueurs NL, MK, NM et LK sont proportionnelles k n — /, /n — k, n — m et l — k.
59. Les théorèmes que nous avons démontrés dans les deux numéros précédents subsistent encore lorsque les équations des droites sont données sous la forme P — /rP', P — /P', . . . , où P et P' représentent les expressions ajj H- 6/ -h c, a'x -j- Vy 4- d , Si l'on remarque, en effet, qu'il suffit de diviser P par une certaine quantité (n® 23 ) pour le ramener à la forme a, ou x cosa -f-^x sina — />, on voit immédiatement que les équations P — A P' = o, P — IV = o, . . , représentent les mêmes droites que les équations a — A:p^ = o ,
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a — /p3 =^ o, . . . , OÙ p désigne le rapport des quantités par lesquelles on doit diviser respectivement P et P pour les ramener aux formes a et g. Et comme la valeur du rapport anharmonique ne change pas lorsqu'on y remplace A:, /, m et n par Arp, /p, mp et /ip, il s'ensuit que le rapport anharmonique des quatre droites P — itF, P — /F, P — mP\ P — nF s'exprime à Paide des coefficients k, l, m et n de la même manière que celui des droites a — Arg, a — /p, . . . .
Lorsque deux systèmes de droites, partant chacun d'un point différent, sont définis par les équations
P — kP', P — /P', ..., Q-kQ', Q-/Q', ...,
on donne le nom de droites correspondantes aux droites telles que P — A^P', Q — /cQ', et, comme le rapport anharmonique de quatre droites ne dépend que des coefficients A-, /, m, n de leurs équations, on a le théorème suivant :
Le rapport anharmonique de quatre droites quelconques du premier système est égal à celui des quatre droites correspondantes du second.
Ces systèmes, que nous aurons souvent occasion de considérer par la suite, s'appellent systèmes homo graphiques.
60. Les trois droites a, p, -^formant un triangle (*), on peut toujours ramener l'équation d'une droite ax -\- by -{-0 = 0 à la forme
/a H- m p -H /l Y rz: o.
(») Nous disons : formant un triangle, car si les lignes a, p, y passent par un même point, /a-^-mp-h/iY représente une droite passant par ce même point, les valeurs des coordonnées qui annulent séparément a, p, y annulant aussi /a -+- mp -4- n y.
S. — Geom. à deux dim, 7
L^ëquation /«-- mp -|- 717=: o devieni , en y remplaçant a, P et Y par les expressions équivalentes en a: et ^
(/cosot -7- m cosp -!- neosy) x
-\- ( /sina-f- /nsinp 4- /isiny) j — {Ip -+- mp' h- np'') =:o\
pour qu'elle soit identique à l'équation donnée, il faut que Ton ait
/cosa -i- m cosp -1- /i 005^=1 a, / sin a -h m sin p h- /isiny 1= ô,
Ip -f- m/?' -i- n/?^' nr - c ;
et il est évidemment toujours possible de déterminer l, metn, de manière à satisfaire à ces conditions.
Les Exercices suivants ne sont qu'une application du principe que nous venons de démontrer.
Exercices.
1. Démontrer analytiquement les propriétés du quadrilatère complet.
Soient
a - o, p — o, Y ~ ^> '* — /np = o, wp — /lY = o
les équations des droites
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puisque cette dr ci te passe par ri ntersectionD des deux droites /a — ni^ et Y, et par rinters^ction G de m^ — /ly et a. De même la — n-y = o est réquation de OE, puisque OE passe par E ou (a» Y)' ^^ P^'' ^ ^^
i/a— mP, m^ -^ n^).
La droite EF joint le point E ( a, ^ ) au point F(/a — /np-h/iy, 7); son équation sera donc
/a-f- nY ='o.
Les quatre lignes EA, EO, EB, EF forment un faisceau barmr>-
nique (n^ 57), puisqu'elles ont pour équations
a = o, Y — r, ladz n-^ = o,
La droite FO joint le point F, (/a-î- ny^ p), au point O
{la — mp, m^ — '^ï)»
son équation est donc
loL — am^ -T- AY "- o.
Les quatre lignes FE, FG, FO et FA forment aussi un faisceau
harmonique (n^ 57), puisqu'elles sont représentées par
la — m^--n^ — Of P = o, la — m^ -h n-^ ±: m^ = o.
Les quatre droites OG, OE, OD, OF constituent aussi un faisceau harmonique, puisqu'elles ont pour équations
/a — mp = o, /np — 71^ = 0, la— m^i : ( m^ — /iY) = o.
2. Discuter les propriétés du système de droites formé en menant, par les sommets d'un triangle ABC, trois droites AD; BE, CF, qui se coupent en un même point O,
Soient a, p, f les côtés BC, AG et AB du triangle (Jig. 3^).
Fig. 39.
mp— n^j n^ — la, la — /np les droites AO, BO, GO {voir n« 55). Les équations des lignes EF, DF, DE qui joignent deux à deux les
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points eu les droites issues des sommets viennent rencontrer les côtés s'obtiennent facilement. Ainsi EF, qui passtf par les points £. ou (P, ny — /a), et F, ou (y,mp — /et), a pour équation
mp -h /l'y — /« = o.
On trouverait de même, pour l'équation de DF,
la — mp -h /ly = o, et pour celle de DE,
/a-h mp — ny = o.
Les points L, M, N, où les droites EF, DF, DE rencontrent les côtés GBy AG, AB du triangle qui leur sont respectivement opposés, sont sur une droite qui a pour équation
Za-h mpH- nf = o;
cette ligne passe, en effet, par les points N ou (/a-4- /np — '*Y' T*' M ou (/a — Tnp -i- fiy, p), L ou (mp -î- ny ~ ^a, «)•
L'équation /a-h /n p == o, qui représente une droite passant par le point (a, p) ou G, représente en même temps une droite passant par le point N, puisqu'on peut la mettre sous la forme
(la-h m^ — n^) -h Jif = o;
c'est donc l'équation de la droite GN.
Le côté BN du triangle est divisé harmoniquement par les droites GN, GA, GF, GB, puisqu'elles ont pour équations
a = o, P = o, la — mp = o, /a-T-/np = o.
On rencontre assez souvent des cas où l'on peut se servir des équations précédentes. Ainsi (n^ 54, Ex. 3), l'équation de la droite joignant les pieds de deux des hauteurs est a cosA ■+- p cosB — y cosC == o ; et la droite acosA -4- pcosB -f- ycosG = o passe par les points d'intersection des lignes joignant les pieds des hauteurs, avec les côtés opposés du triangle. De même (n^ 54, Ex. 4), la droite a sin A H- P sinB — y sinG est celle qui joint les milieux de deux des côtés du triangle, etc.
3. On dit que deux triangles sont homologiques lorsque leurs côtés correspondants se coupent deux à deux sur une même droite qui est l'axe d'homologie; prouver que les trois droites qui joignent les sommets correspondants de deux triangles homologiques se coupent en même point.
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Soient a, p, ^ ^^^ c6tés du premier triangle, /a + mp + ny Taxe d'homologie ; réquation au côté du deuxième triangle passant par riotersection de a avec cet axe sera de la forme ra-+-/np-4-/iY = o, et Ton aura de même, pour les deux autres côtés,
Les lîgaes qui joignent les sommets correspondants auront ainsi poar équations
et il est évident qu'elles passent par un même point. Ce point s'appelle le centre déontologie.
61. Trouver la condition pour que les deux droites /a -h mp -+- /lY , ^a -}- m'^ -h n^^ soient perpendiculaires entre elles.
En remplaçant, comme au n" 60, a, P et y par les expressions équivalentes en x et j^, et en ayant égard à la relation (A A' -H BB' = o), obtenue au n* 25, Corollaire II, on trouve, pour la condition cherchée,
W -If mm' -h nn' -+- {mn' -f- /n'/i)cos(p — y)
{ni' -h n'I) cos{y — a) -h {Im' -h'/'m) cos(a — p)=i:o;
d^ailleurs, P et y étant les angles que font, avec l'axe des a:, les perpendiculaires abaissées sur les droites ^ el y, ^ — y représente Fangle compris entre ces perpendiculaires, et par suite est égal à l'angle compris entre les deux droites ellesmêmes ou à son supplément. Lorsque l'origine se trouve à l'intérieur du triangle formé par les droites a, P, Yj et que A, B, C représentent les angles de ce triangle, l'angle ^ — y est le supplément de A, et la condition pour que les droites soient perpendiculaires peut s'écrire
W -h mm' -f- nn' — (mn' •+• m'n) cosA
— (/i/'4-/i7)cosB - (/m' -h /'m)cosCi=o.
Ainsi la droite /a-r m^ -|- ny est perpendiculaire à v, quand on a
rt-- wcosA -h /cosB.
En partant de la formule du n^ 34, on trouverait de même que la distance du point (x'^y^) à la droite Iol-\- m^^ n^ est donnée par l'expression
W -Jr m^' -f- ny'
y/ /* -i- m* -f- /i* — 2 mn ces A — 2 ni cosB — 2 Im cosG où l'on a fait, conformément au système d'abréviations adopté,
a zz:z ^'cosa -;-^sina — /?,....
Exercices.
1. Trouver l'équation de la perpendiculaire menée à ladroitcf par le point B, où elle rencontre la droite a.
Cette équation est de la forme Iol -, ny = o\\di condition de perpendicularité donne n =i IcosB, B étant l'angle des droites a et y- (Foi>no54, Ex. 6.)
2. Trouver l'équation de la perpendiculaire élevée sur le milieu de 7.
Le point milieu de y ^st l'intersection de y sivec a sinA — ,ô sinB, *> P> ïi A, B, G ayant la signification indiquée ci-dessus ; l'équation cherchée sera donc de la forme asinA — psinB-i-ny^^o, avec la condition
/i — sin(A — B).
3. Les trois perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés d'un triangle se coupent en un même point.
Les équations de deux de ces droites sont
a sin A — 3 sin B -h Y sin ( A. — B ) = o, psinB — YsinG"^- asin(B — G) — o.
En éliminant successivement a, p, y cintre ces deux équations, on trouve, pour les lignes qui joignent l'intersection de ces deux droites
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aux trois sommets, r = — '-r: " — ^. l la symétrie de ces équa-
' cosA cosB cosC^ "^ ^
tipns montre que les trois perpendiculaires se coupent en un même
point. On peut, du reste, observer qu'en ajoutant les équations des
trois perpendiculaires, après les avoir multipliées respectivement par
sin^G, sîn'A, sin^B, on obtient une somme identiquement nulle.
4. Trouver, d'après le n» 25, le sinus, le cosinus et la tangente de l'angle compris entre les deux droites /an- mp -f- ity,
5. Prouver queoL cos A -r- ^ cosB -f- y cosG est perpendiculaire à
a sin A cosA sin(B — G)
— P sinB cosB sin(G — A) -4- y sinG cosG sin(A - B;*
6. Trouver l'équation de la droite menée par le point {a!, p', -y') perpendiculairement à la droite y-
3t ( P' -f- y' cos A) — p (a' -i- y' cosB) -4- 7 ( p' cosB — %' cos A) = o.
62. Nous avons vu qu on peut toujours mettre l'équation d'une droite sous la forme
la -h mp -\- ny =2 Of
et résoudre un certain nombre de problèmes, par une série d'équations en a, ^, Y' ^^^^ faire aucune mention directe de ^ et de /. Mais on peut envisager à un autre point de vue le principe exposé au n** 60, et, au lieu de considérer a simplement comme abréviation de la quantité ic cos a -résina — p^ le regarder comme exprimant la distance d^un point à une droite a. Nous nous trouvons ainsi conduits à faire usage d'un système de coordonnées trilinéaires, dans lequel la position d'un point est définie par ses distances à trois droites fixes, que nous appellerons lignes de référence, et la position d'une droite par une équation homogène entre les distances de ses points aux lignes de
référence, équation de la forme
Dans les coordonnées cartésiennes, ou coordonnées ordinaires en X et y, la plus grande simplification à laquelle on puisse arriver consiste à choisir pour axes deux des lignes les plus remarquables de la figure; dans les coordonnées trilinéaires, et c'est là leur avantage, on peut espérer une simplification plus grande, puisqu'on peut prendre trois des lignes de la question pour lignes de référence a, P, y. Pour se convaincre de ce qui précède, il suffit de comparer les expressions données au n® 54 à celles qui leur correspondent dans le Chapitre II.
63. Les distances d'un point quelconque O aux droites de référence a, P, y sont assujetties à la relation
dans laquelle on a désigné 'par a, 6, c les longueurs des côtés, et par M le double de l'aire du triangle ABC de référence. Cette relation est évidente, puisque les produits aa^ b^^cy représentent respectivement le double de l'aire des triangles OBC, OCA, OAB, et il est facile de voir qu'elle subsiste toujours, que le point O soit ou non dans l'intérieur du triangle ABC. Rappelions-nous, en effet, que, lorsque le point O sort du triangle et passe de l'autre côté d'une des lignes de référence, de a par exemple, sa distance à cette ligne (n® 34) prend le signe — ; la quantité aoL-\' b^-*- cy devient alors le double de OCA + OAB — OBC, et par suite représente encore le double de l'aire du triangle de référence.
Les longueurs a, 6, c étant proportionnelles à sinA, smB, sinC, la quantité
a sin A -H p sin B 4- Y sin C
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est une constante. On peut, d'ailleurs, le démontrer directement en mettant cette quantité sous la forme
asin(^ — y) -f-psin(Y — a) -h Ysin(a — p),
et en y remplaçant a, p, y par les expressions équivalentes en œ etjKÎ on voit alors que les termes en x ely s* évanouissent. Le théorème que nous venons de démontrer permet de n'employer que des équations homogènes en a, pet y : ainsi, par exemple, Péquation a = 3 peut se mettre sous la forme homogène
64. Trouver en coordonnées trilinéaires Inéquation d'une parallèle à la droite la. -{- mg -h ny.
En coordonnées cartésiennes, deux droites, A^ ~h B/ -f- G, A,x -j- By 4- C sont parallèles lorsque leurs équations ne diffèrent que par une constante. L'équation
/a -h mp-i- ny-^ Â:((xsinA -\- psinB -h YsinC) r-.o
représente donc une parallèle à la droite la -r- m^ ~t- ny =: o^ puisqu'elle ne diffère de l'équation de cette droite que par une quantité qui est constante, ainsi que nous venons de le démontrer. t
On verrait de même que l'équation
A ^ -h Bj H" G -4- ( A X -f- B r 4- C' ) = o
représente une parallèle aux deux droites
Aa; -f- Bj 4- G — o, A,r 4- B > -i- G' ~ o,
située à é^ale distance de ces droites. Si donc deux équations P= o, P' = o sont telles que P ne diffère de P'que par une constante, l'équation P -}- P' =r o représente une parallèle à P et F, passant à égale distance de P et de F.
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Exercices.
1. Trouver V équation de la parallèle menée à la base y d'un triangle par le sommet G.
Réponse. a sinA -r- ^ sinB = o.
Cette droite passe en effet par (a, P), et son équation, qui peut s'écrire
Y sin G — (a sin A -i- p sin B -r- ^ sin G ) = o,
ne diffère de y = o que par une constante.
Nous voyons ainsi que cette parallèle asinA-i- ^sinB et la médiane de la base a sin A — ^sinB forment, avec a et ^, un faisceau harmonique (n® 57).
2. La droite joignant les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté. En effet, son équation est (n^GO, £x. 2)
asinA -h ^sinB — y sinG = o, ou
aY sinG = a sin A -h p sinB -+• y sinG.
3. La droite aot — 6p 4- cy — d^ (n® 54, Ex. 5) passe par le milieu de la ligne joignant (a, y)? (P) ^)- ^^ effet, la quantité
(aa-f-CY)-+-(ftp -+-fl?8)
est constante comme étant le double de Taire du quadrilatère : les droites aa-f- cy et b^-h d^ sont donc parallèles; il en est de même de (aa-f- cy) — (b^-^ d^) qui passe à égale distance des deux premières. Cette dernière droite divise donc en deux parties égales la droite qui joint* les points (a, y) et (p, 8) considérés comme appartenant Respectivement à la première et à la seconde droite.
65. Écrire sous la forme la ~\- m^ -\- n^ = o l'équation de la droite joignant les deux points (x^^y), {x'^,y").
Désignons toujours par a', ^^ • • . , les quantités
x' cosa ~\- y' sin a^ — />,
La condition pour que les coordonnées x\ y' satisfassent à Téquation
/ot-f- mp-h /*Y = o
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pourra s'écrire
/a' -H mp' -h /iy'=:o, et Ton aura de même
W -^- m^" -^- nf ^ o.
Tirant de ces deux équations les valeurs des rapports — > — >
et les portant dans l'équation primitive, on obtient pour Féquation de la droite qui joint les deux points
On doit observer que les équations en coordonnées trilinéaires étant homogènes, il n'y a pas lieu de considérer les distances absolues d'un point aux lignes de référence, mais seulement leurs rapports; ainsi l'équation précédente n'est pas altérée quand on y remplace a', P', y', par pa', p3', py'. Lorsqu'un point est donné comme intersection des droites
.=: — = -» on peut donc prendre l, m et n pour ses coordonnées trilinéaires ; si l'on désigne en effet par p la valeur de ces fractions, le^ distances du point aux lignes de rétérence seront /p, mp, /ip, p étant donné par l'équation
a/p -h ftmp -h c/i p =r M ;
et, ainsi qu'on vient de le voir, il n'y a pas lieu de déterminer p. En appliquant l'équation trouvée plus haut, on peut donc prendre pour les coordonnées de l'intersection des médianes du triangle ABC, sinBsinC, sinCsinA., sinAsinB; pour celles de l'intersection des hauteurs, cosBcosC, cosCcosA, cosAcosB; pour celles du centre du cercle inscrit, i, i, i; pour celles du centre du cercle circonscrit, cosA, cosB, cosG,
Exercices.
1. Trouver i' équation de la droite joignant V intersection des hauteurs à celle des médianes.
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Réponse»
ŒsinA cosA siii(B — C)-h p sinB cosBsin(G — A)
-i- Y sin G cos G sin ( A — B ) = o.
2. Trouver l'étjuaiîjn de la ligne joignant les centres des cercles inscrit et circonscrit.
Réponse,
ai(cosB — cosG)-i- ^(cosG — cosA) -4- y(cosA — cosB) = o.
66. On peut .démontrer, comme au n" 7, que lorsqu'une droite joignant deux points se trouve divisée par un troisième point dans le rapport / : m, la distance du point de division
à la ligne a a pour expression — , ol et ci' représentant
les distances des deux premiers points à cette même ligne. Les coordonnées trilinéaires du point qui 'divise, dans le rapport / : m, la droite joignant les points (a', P', Y )î {^"t P*^» */')» seront donc lail -^ mol' ^ l^ -^m^^^ /y' -4- m-/'. Il est du reste évident que le point dont nous venons de donner les coordonnées appartient à la droite joignant les points donnés, puisque si a', p', /) «^ P'S ï" satisfont à la .fois à Téquation Aa r B3 i- Cy = o , il en sera de même de lai -f- maP^ l^'-i-m^\ l^-^m/.
Les propositions suivantes se démontrent sans difficulté : Les quatre points loi — mol\. . ^^ la! -h mal ^ J et af forment une division harmonique. Le rapport anharmonique des points ol— kai!\ a — /a', a' — ma", ol — hx" a pour valeur
Les deux systèmes de points
a' — ^a^ a' — U", . . . , as — Ara^, as — /a^, . . . ,
situés sur deux droites différentes, sont homo graphiques^
MÉTHODE DES NOTATIONS ABRÉGÉES. I
puisque le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première droite est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants de la seconde.
Exercice.
Dans un triangle^ le point de concours des hauteurs, l'intersection des médianes et le centre du cercle circonscrit appartiennent à une même droite.
Les coordonnées de ces points sont en effet : cosBcosG,-.. ; sinBsinC).-- ; cosA, — Celles du dernier de ces points peuvent également s'écrire : sinB sinC — cosB cosC, • • • ; d'après ce qui précède, elles définissent un point de la droite menée par les deux autres. Le point dont les coordonnées sont : cos(B — G), cos(G — A), cos(A — B), appartient aussi à la même droite, et forme avec les trois autres points une division harmonique. Nous verrous plus loin que ce quatrième point est le centre du cercle passant par les milieux des côtés.
Quelle est la ligne représentée par l'équation
asinA-i- p sinB -h ysinC =: o?
Cette équation, par sa forme, rappelle celle de la ligne droite; mais, ainsi que nous l'avons vu (n® 63), la quantité
a sinA -+- p sinB -+- y sinC
est constante et n'est jamais nulle. En nous reportant à l'équation générale de la ligne droite Ax -h Bjk -h C = o , nous voyons que les segments interceptés par cette droite sur les
axes sont — ^y — ^; par conséquent, plus A et B sont petits,
plus ces segments sont grands, et, par suite, plus grande est la distance à laquelle cette droite se trouve de l'origine. Si donc A et B sont nuls à la fois, les segments deviennent infinis, et la droite est aune distance infinie de l'origine. L'équation revient alors à celle-ci : o .4? -h o .^ + G = o, et' l'on voit que si elle ne peut être vérifiée par des valeurs finies de x et dej^,
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elle peut l'être par des valeurs infinies, puisque le produit d'une quantité nulle par une quantité infinie est indéterminé et peut être fini. Donc V équation
tt sin A -r- 6 sin B -F y sin C ^::: o
représente une droite située tout entière à une distance infinie de V origine. En coordonnées cartésiennes, l'équation d'une pareille droite est o .x -\- o , y -\- Ça -.:= o \ nous la représenterons, pour abréger, par C =^ o.
68. Nous avons vu ( n° 64) que l'équation a -f- C ^:= o représentait une parallèle à a - - o ; ce que nous venons de dire montre que cette déduction n'est qu'une extension du principe exposé au n° 40. Une parallèle à a peut en effet être considérée comme rencontrant a à l'infini, et l'équation a-r C -- o représente (n** 40) une droite passant par l'intersection de a = o et de C -- o, autrement dit par l'intersection de a avec une droite à l'infini (n^ 67).
69. Les coordonnées cartésiennes ne sont qu'un cas particulier des coordonnées trilinéaires. Cependant il paraît exister au premier abord une diff'érence essentielle entre les deux svstèmes de coordonnées : les équations trilinéaires sont toutes homogènes, tandis que les équations cartésiennes, que nous avons rencontrées jusqu'ici, renferment un terme absolu, des termes du premier degré, du deuxième, etc. Mais un peu de réflexion montre que cette différence n'est qu'apparente, et que les équations cartésiennes sont homogènes en réalité, bien qu'elles ne le soient pas dans la forme. L'équation a: --^ 3, par exemple, signifie que la ligne x est égale à 3 mètres, 3 décimètres, ou à trois fois une unité linéaire quelconque ; l'équation xy ^^ 9 exprime que le rectangle xy est égal à 9 mètres carrés, 9 décimètres carrés, ou à neuf fois le carré fait sur une certaine unité linéaire, et ainsi des autres.
Pour que les équations deviennent homogènes dans la
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forme, comme elles le sont en réalité, il suffit de mettre en évidence l'unité linéaire. En représentant cette unité par z, l'équation de la droite peut s'écrire
et si on la compare avec l'équation
Aot-HBp-{-CY = o,
en observant f n® 67) que l'équation d'une ligne prend la forme j5 = o, lorsque cette ligne est à l'infini, on voit que les équations en coordonnées cartésiennes ne sont que la forme particulière prise par les équations en coordonnées trilinéaires, lorsque, deux des lignes de référence devenant axes de coordonnées, la troisième ligne de référence s'éloigne à V infini.
70. Nous terminerons ce Chapitre par quelques indications sur les systèmes de coordonnées tangentielles. Dans un pareil système, la position d'une droite est définie par des coordonnées, et celle d'un point par une équation ; toutefois, dans ce Traité, nous le considérerons moins comme un nouveau système de coordonnées que comme une nouvelle manière d'interpréter les équations. L'équation d'une droite, en coordonnées trilinéaires ou cartésiennes, étant
la position de cette droite sera déterminée lorsque l'on connaîtra les quantités X, pi, v : nous pouvons dès lors appeler ces trois quantités, ou plutôt leurs rapports qui sont seuls à considérer, les coordonnées tangentielles de la ligne droite. Lorsque cette droite passe par un point fixe (a?', y\ z'), on a la relation Xic' -h- jjlJ^' -f- v^ ^-= o; une équation de la forme aX-h èfx-f- cv == o, entre les coordonnées X, p. et v d'une droite, exprime donc que cette droite passe par le point fixe
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(a, 6, c) (n®51 )^ et peut s' Ap^elerV équation du point {a, 6, c).
Oa peut employer des abréviations pour les équations de points , et représenter par a, ^ les quantités ^'X 4-jkV 4- -s'v, x"\ -f-yV -f- ^''v ; alors la-h m^ = o est Téquation du point qui divise dans un rapport donné la droite joignant les points a, P; la=^ m^^ m^:= n^^ ny= la, sont les équations de trois points en ligne droite; a-j-A^p, a — A"P , représentent deux points qui forment avec a et p un système harmonique.
Nous reviendrons plus loin sur ces analogies, que nous ne faisons qu^indiquer ici ; nous aurons alors occasion de montrer que les théorèmes respectivement relatifs aux points et aux droites ont une corrélation telle, que, les uns étant donnés, on peut en déduire les autres, et que souvent on peut les démontrer les uns et les autres en interprétant diversement les mêmes équations. Les théorèmes auxquels nous venons de faire allusion portent le nom de théorèmes réciproques.
Exercice.
Interpréter en coordonnées tangentielles les éq uations employées au no 60 (Ex. 2).
Soient a, p, y les équations des points A, B, C ; m^ — /i y, n^ — /a, Id — mp celles des points L, M, N; on voit que mp-H/iy — ^a, n^-\- loL — /n p, /a -h mp — n^ représentent les sommets du triangle formé par LA, MB, NG; Iol-\- m^-\- n^ définit le point O où concourent les droites joignant les sommets de ce triangle aux sommets du triangle primitif; /np-f-ny, n^-\-la, /ot-h/np représentent D, E, F.
Il est dés lors facile de voir les points de la figure qui forment des divisions harmoniques.
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DBS ÉQUATIONS D'UN DEGRÉ SUPÉRIEUR AU PREMIER REPRÉSENTANT DES LIGNES DROITES.
71 . Avant de nous occuper des courbes représentées par des équations d'un degré supérieur au premier, nous allons examiner quelques-uns des cas où ces équations représentent des lignes droites.
Lorsqu'on fait le produit d'un nombre quelconque d'équatioqs L = o, M =: o, N m o, . . . , on obtient une équation composée LMN. . . — ^ o^ qui représente l'ensemble de toutes les lignes correspondantes à chacun de ses facteurs, puisqu'elle est vérifiée par les valeurs des coordonnées qui annulent séparément chacun d'eux. Réciproquement : Lorsqu'une équation d'un degré quelconque peut se décomposer en plusieurs équations de degré moindre^ elle représente V ensemble de tous les lieux définis par ces dernières équations.
Ainsi, lorsqu'une équation du n'*"® degré peut se décomposer en n facteurs du premier degré, elle représente n droites.
72. U équation homogène du n^^^^ degré en x et y représente n droites passant par l'origine.
Soit
a?* — px'^^^y -f- qx'^ -'y* — ... -f- ty'^ = o S. — Georn. à deux dim. 8
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cette équation; en la divisant parj^", il vient
/BX'* / x\^~^ /«z?^" ~'
OU, en désignant par a^ b^c. . . . les n valeurs qu'on en tire pour — ,
L'équation primitive peut donc se mettre sous la forme
{a; — ay){x — by){x — cy) . . . = o.
et Ton voit ainsi qu'elle représente n droites, x — ay = o, . • • , passant toutes par l'origine. En particulier, l'équation homogène
a?' — pxy -i- qy^ =z o
représente les deux droites x — ay = o, x — by = o, a etb étant les racines de l'équation du deuxième degré
-y-py-^^,^_o.
On prouverait de la même manière que l'équation
-f-^(;r — a)"-»(7 — ^»)--h... -\-l{y—bY = o ' représente n droites passant par le point (a, é).
Exercices.
\ . Que représente V équation xy = o?
Les deux axes ; puisqu'elle est vérifiée par Tune ou l'autre des suppositions a: = o, 7 — o.
Quelles sont les lignes représentées par
X* — 6x^y •+- 1 1 xy^ — 6y' = o?
73. Examinons plus en détail les trois cas qui peuvent se présenter dans la résolution de l'équation
a:^ — pxy -i- qy* -^ o, ou, ce qui revient au même, de
suivant que les racines a et 6 de cette dernière équation sont réelles et inégales, réelles et égales, ou imaginaires.
Le premier cas ne présente aucune difficulté : a et 6 sont les tangentes des angles que les droites font avec l'axe desj^, les axes étant supposés rectangulaires; p est la somme de ces tangentes, et q est leur produit.
Dans le deuxième cas, où a = 2», on dit habituellement que Téqnation ne représente qu'une seule droite : x — ay =rT o ; mais alors le fait géométrique ne correspond pas à l'expression algébrique, et il y a tout avantage à faire disparaître ce désaccord. Nous regarderons donc, dans ce cas, l'équation comme représentant deux droites qui coïncident, et non pas comme ne représentant qu'une seule droite; de même
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que nous disons que Téquation a deux racines égales, el non pas qu'elle n'a qu'une seule racine.
Dans le troisième cas, les racines sont tontes les deux imaginaires, et l'on ne peut satisfaire à l'équation par aucunes coordonnées réelles autres que celles de l'origine :r^o, jr = o] aussi dit-on habituellement que l'équation ne représente plus un système de lignes droites, mais bien l'origine. Cette manière de s'exprimer soulève plusieurs objections : elle suppose en efTet que , dans certains cas , une seule équation peut représenter un point; et cependant mous avons vu (n® 14) qu'il (^ul deux équations pour déterminer un point. Elle suppose, en outre, bien que nous ayons toujours considéré deux équations différentes comme ayant des significations géométriques différentes, qu'une quantité innombrable d'équations peuvent être regardées comme celles d'un même point, puisqu'il suffit, pour que les racines soient imaginaires, que p^ soit inférieur à 4?) quelles que soient, du reste, les valeurs particulières de /> et de q. Pour parler en Géométrie le même langage qu'en Algèbre, ce qui nous paraît de beaucoup préférable, nous dirons donc que l'équation représente deux droites imaginaires, et non pas qu'elle ne représente aucune droite ; de même que, dans le cas où p^ est inférieur à 4?) nous disons que l'écpiation a deux racines imaginaires, et non pas qu'elle n'a point de racines.
En résumé, l'équation x^ — pxy -f- qy^ = o pouvant, dans tous les cas, se mettre sous la forme {x — ay)(x — 6^) rr= o, représente toujours, quels que soient a et 6, deux droites passant par l'origine. Si a et 6 sont réels, les deux droites sont réelles; lorsque a est égal à 6, les deux droites coïncident; enfin quand a et 6 sont imaginaires, les deux droites sont imaginaires. Il peut paraîtra de prime abord, indifférent d'adopter telle ou telle manière de s'exprimer; mais nous verrons, par la suite, combien d'analogies importantes
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nous échapperaient si nous ne conformions pas notre langage aux principes que nous venons d'exposer. De semblables remarques s'appliquent à l'équation
puisqu'on peut la ramener à la forme x^ — pxy 4- qy^ = o, eu divisant tous ses termes par le coefficient de x-. Elle représente donc toujours deux droites passant par l'origine; ces droites sont réelles lorsque B* — 4 AC est positif, coïncident quand B^ — 4A.C est nul, et enfin deviennent imaginaires lorsque B^ — AC est négatif.
C'est encore d'après les mêmes principes que nous interpréterons géométriquement les racines égales ou imaginaires qui peuvent se rencontrer dans la résolution de l'équation homogène du /i**"" degré.
74. Trouver l'angle compris entre les droites représentées par l'équation x^ — pxy + qy^ = o.
Soit {x — ay) (x — by) :^ o la forme que prend cette équation lorsqu'on y met en évidence les droites qu'elle représente (n^ 72). L'angle 9, compris entre ces deux droites, est défini par la relation (n® 25)
a — b ^^ i -h ao qui se réduit à
en observant que, d'après la théorie des écpiations,
ab=:q, a — b=r.^p^ — 4^-
Si l'équation avait été donnée sous la forme
Ad?' -h Bxy -{-Cy^zzzo^
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on aurait trouvé,
i/B» — 4AC
Corollaire. — Les droites sont perpendiculaires lorsque tango devient infini, c'est-à-dire lorsque q ==^ — i , ou A -i- G ^^ o , suivant que l'on considère la première ou la deuxième forme d'équation.
Quand les axes sont obliques, l'angle des deux droites est défini par la relation
sina)i/B»--4AG tango -- J^ -r •
Exercice.
Trouver les angles compris entre les droites
x^ -f- œy - 6x* ~- o, x^ — ixy séc6 -i-^* = o. Réponse. «p — 45<», <p = 6.
75. Trouver V équation des bissectrices des angles formés par les deux droites que représente l'équation
Kx^ -+- ^xy -h C^* ^r o.
Soient X — ay^^o^x — fej- = o ces deux droites; x — ^y =^ o l'équalion d'une bissectrice. Pour déterminer ji., reniarquons (n*' 18) que [x est la tangente de l'angle compris entre la bissectrice et l'axe desj^, et que cet angle est égal à la demisomme des angles que les deux droites font avec cet axe; nous aurons ainsi
^i — ab'
et par suite
afjL _ B
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puisque, d'après la théorie des équations,
ah b :- — T' ^^~- r
On obtient de cette manière, pour déterminer [ji, l'équation du deuxième degré
U- — 2 Ti {/. — I r=r O.
L'une des racines représente la tangente de l'angle que la bissectrice intérieure des deux droites fait avec l'axe desj'; l'autre, la tangente de l'angle que la bissectrice extérieure fait avec ce même axe. En remplaçant dans cette équation {j.
par sa valeur — > on trouve, pour l'équation composée des
deux bissectrices,
x^ — i—^xy—y'^ — o (,'),
et il résulte de la forme de cette équation (n® 74) que ces bissectrices se coupent à angle droit.
On peut arriver au même résultat en posant (n® 35} les équations des bissectrices intérieure et extérieure de l'angle formé par les droites x — ay —- o^x — èj- = o, et en les multipliant l'une par l'autre. En chassant les dénominateurs dans -la relation ainsi obtenue
{x — ayY {x — byY
(') II y a lieu de remarquer que les racines de cette équation sont toujours réelles, même lorsque celles de l'équation primitive
Kx' -hBxy -{- Cy' -- o
sont imaginaires. De là cette proposition curieuse : « Les bissectrices des angles formés par un système de deux droites imaginaires sont réelles. » Cest dans l'existence de pareilles relations, entre des lignes réelles et des lignes imaginaires, que l'emploi des lignes imaginaires puise toute son utilité.
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et en y remplaçant a-h b et ab par leurs valeurs en fonclion des coefficients A, B et C, on retombe sur la même équation que ci-dessus.
76. Nous avons vu que l'équation du second degré peut représenter deux droites, autrement dit, se décomposer en deux facteurs du premier degré; pour qu'il en soit ainsi, il faut que ses coefficients satisfassent à une condition que nous allons déterminer.
L'équation générale du second degré
peut s'écrire
ax* ~\- 2(hy -h g) X -h by* -+- 2/y -i- c :=: o,
et, en la résolvant par rapport à a:, on trouve
ax — — {hy -^~ g) ±\/{h* — ab) y^ -h2{hg — a/) y -h {g' — ac).
Pour que cette expression puisse se ramener à la forme X :^= my -r n^ il faut que la quantité sous le radical soit un carré parfait, ce qui donne, pour la condition cherchée,
(' ) Il pourrait paraître plus naturel d'écrire cette équation :
Mais, pour conserver une notation uniforme dans tout le cours de cet Ouvrage, nous avons cru devoir adopter, dés le commencement, la forme donnée dans le texte, dont nous aurons lieu, plus tard, d'apprécier la commodité et la symétrie. Nous verrons, en effet, que cette équation est liée intimement avec l'équation homogène à trois variables, à laquelle on a donné la forme symétrique :
ax'*^ -+- hy^ -r C5 ' -+- "^fyz -h a gzx -f- a hxy = o,
et dont elle se déduit en y faisant z — \. Le coefficient i qui se trouve dans plusieurs termes rend plus simples, et plus faciles à retenir, un certain nombre de formules auxquelles conduit l'emploi de cette équation.
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OU, en développant et divisant par a,
Lorsque cette condition est remplie, les équations dos deux droites s'obtiennent en prenant le radical successivement avec le signe -f- et avec le signe — .
Exercices.
i. Vérifier que l'équation
représente deux droites, et trouver ces droites.
En résolvaDt celte équation par rapport à x, comme il vient d'être <îit, on trouve, pour les deux droites,
X — y — 1 = 0, X — 4/-Ha = o.
2. Vérifier que l'expression suivante représente deux droites
Déterminer h, de telle sorte que l'équation
x^ -h 2hxy -^-y^ — 5x — 7^-^6 = 0
représente deux droites.
Ed remplaçant les coefficients de l'équation générale par les valeurs qui leur correspondent dans Téquation donnée, on trouve.
( ' ) Lorsque les coefGcients des termes en xy, en x et en y de l'équation générale ne comportent pas de facteurs numériques, cette condition devient
4 abc -4- fgh — a/* — bg* -^ ch= o.
pour déterminer h, l'équation du second degré 12A2 — 35 A -4- aS — o,
5 5 dont les racines sont » et -•
*77. La méthode exposée au numéro précédent est très simple lorsqu'il s'agit d'une équation du second degré, mai? elle n'est pas applicable aux équations de degré supérieur: aussi donnerons-nous une autre solution du problème, en cherchant dans quelles conditions on peut identifier une équation du second degré avec le produit des équations de deux droites
(a^ -\-Py— I ) (a'o? -r- p'7 — i ) == o.
Pour cela, il suffit d'effectuer le produit indiqué et d'égaler le coefficient de chaque terme à celui du terme correspondant de l'équation générale du deuxième degré, après avoir préalablement divisé cette dernière par c, de manière à rendre le terme absolu égal à l'unité. On obtient ainsi cinq équations
quatre d'entre elles servent à déterminer les valeurs des inconnues a, a', p, ^' en fonction des coefficients de l'équation générale; la condition cherchée se trouve en exprimant que ces valeurs satisfont à la cinquième.
Les quatre premières équations donnent, pour déterminer a, û/, 0, ^', deux équations du deuxième degré qu'on peut aussi trouver en observant que les valeurs de a, a', P, P' sont les inverses des segments déterminés par les droites sur les axes. Ces segments sont donnés par les équations
aj7* -f- 2ga: -h c = o, by* -\- 2 fy -h c =z o.
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qui s'obtiennent en faisant alternativement ;r ^= o,j>^ == o dans réquation générale.
Pour compléter la solution, nous n'avons plus qu'à tirer, de ces deux dernières équations^ les valeurs de a, o/, P et ^' pour les porter dans la cinquième des équations données en premier lieu. Mais on peut opérer plus simplement, en remarquant que rien n'indique quelle est celle des racines a et a/ de la première équation du deuxième degré qui doit être combinée avec la racine ^ de la seconde, et par suite que le
rapport — peut avoir aussi bien la valeur x^ -- a'p, que la
valeur o^ -h ol^'. Il est facile, du reste, de se rendre compte géométriquement de cette particularvté.
Si le lieu rencontre les axes aux points L, U, M, M', et s'il se compose de lignes droites, son équation peut aussi bien représenter les deux droites LM, UM' que les deux droites LM', L'M ; elle doit par conséquent s'identifier avec l'une ou l'autre des équations
(aâ? -h pj — I ) {(jJx -\-p'y — \)-- -.0. {(tx-\- p'j— i) {9.'x-\- P/ — i) ---o.
Cela étant, on a, pour la somme des deux quantités a0 -r a'^',
ap -+- a'p' H- ap' -^ a'p i=i (a -h a') (p 4- P') =: ^y et pour leur produit
(xp -i- a'pO (a'p -h ap') =: ota' ( p*l H- p'* ) -t- pp' (a* -i-a'^)
a 4./^ — 26c h (\g^ — lac
ce*- c c*
Les valeurs de - sont donc données par l'équation du
deuxième degré
A' /g 2 h a/* 4- b^^ — abc
qui se ramène facilement à la. condition donnée précédemment.
Exercice.
Déterminer h, de manière quex^-+-^ hxy -r-y^ — 5a? — 7^ -4-6 = 0 représente deux droites (n« 76, Ex. 4).
Les segments déterminés sur les axes sont donnés par les équations
a?* — 5a? -i- 6 = 0, Y^ — 'jy ->r ^ ^ o^
dont les racines sont
£n formant les équations des droites qui joignent les points ainsi obtenus, on voit que, si l'équation donnée représente des droites, elle doit être de Tune ou de l'antre des formes
i^X'\-iy — i^^ix-r-y — 6) = o, (ar-f- 3^ — 3) (Sar-f-j — 6) =0.
Effectuant les multiplications, on trouve facilement les valeurs de h.
*78. Trouver le nombre des conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients de l'équation générale du jiième degré, pour qu'elle représente un système de n droites.
Nous procéderons, comme au numéro précédent, en comparant le produit des équations des n droites
(xJ7 + P/— i)(a'a?-+-p'7— I ) ( a'^J? -H ^'^7 — i)... 1=0.
avec l'équation générale, dans laquelle nous aurons rendu le terme absolu égal à l'unité.
Les termes absolus étant identiques, on trouve ainsi N — i équations, N représentant le nombre des termes de l'équation générale; et comme 2/1 d'entre elles suiBsent pour déterminer les 2n inconnues a, o/, a',. . , il faudra N — i — 2/1 conditions; qui s'obtiendront en éliminant a, a/, a". • , entre les N — I équations.
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£n écrivant l'équation générale sous la forme
-+- D j?* -+- Eofy H- F^* H- Gx* -+■ Ha?'7 -h Kxy^ + Ly* 4- = o,
on voit immédiatement que le nombre des termes de cette équation est égal à la somme des termes d'une progression arithmétique, et que
formule d'où l'on déduit successivement
N — I :— — ^ -, fj — I — 2 /i = ^.
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DU CERCLE
79. Nous croyons utile, avant de discuter l'équation générale du second degré, d'étudier d'abord le cercle, pour faire voir, parce cas assez simple, comment on peut, de l'équation d'une courbe déduire toutes les propriétés de cette courbe, sans en avoir fait une étude préalable par les procédés géométriques.
L'équation en coordonnées rectangulaires du cercle qui a pour centre le point (a, p) et pour rayon r est (n® 17)
Quand le centre est à l'origine des coordonnées, on a a =1^ o, 3 — ~ o, et l'équation se réduit à
Lorsqu'on prend pour axe des x un diamètre, et pour axe des y une perpendiculaire à l'extrémité de ce diamètre, on a a =^ r, p = o, et l'équation devient
a?* -h j' = 2 rx.
Ces deux derniers cas se rencontrent assez souvent dans les applications.
80. Dans l'équation du cercle en coordonnées rectangulaires, les coefficients de x^ et de y^ sont égaux, et le terme
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en xy manque . L'équation générale
ax^ -h 2 hxy -h 67' h- 'Àgx -h if y -\-cz=zo
ne peut donc représenter un cercle que si Ton a, à la fois, a^=b^ h= o. Quand ces conditions sont remplies, on peut la ramener à la forme
en suivant un procédé analogue à celui qui est usité dans la résolution de l'équation du deuxième degré. Il suffit, après avoir ramené les coefficients de x^ et dey^ à l'unité, de faire passer dans le second membre le terme absolu, et de compléter les carrés en ajoutant aux deux membres la somme des carrés de la moitié des coefficients de x et de y. £n appliquant ce procédé à l'équation
a {x* H-/*) -{- ^gX -4- 2/y -i- C rzr O,
on trouve
*'V , /'„ , fY_g* + r-ac
ce qui donne
pour les coordonnées du centre, et
pour le rayon . '
Quand g^ -\-/^ est plus petit que ac, le rayon du cercle est imaginaire, et l'équation du cercle, qui se ramène alors à une équation de la forme
ne peut être vérifiée par aucune valeur réelle de x et de y.
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Lorsque g^ -f-/* est égal à ac^ le rayon est nul, et l'équation du cercle, qu'on peut alors identifier avec réquation
n'est vérifiée que par les coordonnées du point (a, P). On désigne quelquefois cette équation sous le nom A équation du point (a, P) ; mais pour des raisons déjà énoncées ( n° 73), nous préférons la considérer comme Téquation d'w/i cercle infiniment petit. Nous avons vu aussi (n® 73 ; qu'on pouvait la regarder comme l'équation de deux droites imaginaires
passant par le point (a, p). De même l'équation x^ -f-^* = o peut être considérée comme celle d'un cercle infiniment petit ayant l'origine pour centre, ou bien comme celle des
deux droites imaginaires x ^y\J — i = o.
Exercice.
Ramener à la forme {x — olY -\- {y — P)' = r* les équations X' -\- y^ - IX -~ ^y =^ 7x>, 3a7* -!- 3/* — Sx -— '^y -hi = o. Réponse.
Les coordonnées du centre et le rayon sont, dans le premier cas, (i, a) et 5 ; et dans le second, ( ^ ' ? ] ^^ z v^62-
81. L'équation du cercle en coordonnées obliques est peu usitée; on l'obtient en exprimant (n®8) que la distance du centre à l'un quelconque des points du cercle est égale au rayon ; on trouve ainsi
(57 — a)^ -h ( X — P)* 4-2 (^ — a)( X— p)cosa)— r*.
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En comparant cette équation à l'équation générale du second degré, on voit que celle-ci ne peut représenter un cercle que si l'on a, à la fois, a= 6, A = acosù). Lorsque ces conditions sont remplies, on peut identifier les deux équations, et l'on a, pour déterminer les coordonnées du centre et le rayon, les relations
a ~t- 6 COS(i> =: — — > S 4- a COSW nz — •- ,
a' ■+- P* -H 2 aô coso) — r' = - •
Les deux premières suffisent pour déterminer a et p, et comme elles ne renferment pas c, il s'ensuit que deux cercles sont concentriques lorsque leurs équations ne diffèrent que par une constante.
Lorsque c = o, le cercle passe par l'origine, puisque son équation est vérifiée par les coordonnées x =i o^y = o de cette origine. Cette remarque est générale, et lorsqu'une équation n'a pas de terme absolu^ la courbe qu'elle représente pa^se par V origine,
82. Trouver les coordonnées des points où la droite X cosa -h y sina :=/? rencontre le cercle x^ -\~y^ =^ r^.
En égalant l'une à l'autre les valeurs de j^ tirées de chacune des équations, on trouve, pour déterminer x^
\Jr'^ — X'^
sma ou, en réduisant,
j?* - 2joa?cosaH-/?' — r'sin'a=:o; d'où
X r=ipcosa ±1 sinay/r^ — />•; S. — Géom» à deux dim.
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on trouverait de même
y:=ipsinaLZf. cosa y//- — /»*.
Il est d'ailleurs facile de voir, en portant ces valeurs dans les équations données, que le signe — dans la valeur de j>^ correspond au signe + dans la valeur de ^, et vice versa.
Nous avons trouvé, pour déterminer a:, une équation du deuxième degré, c'est-à-dire une équation ayant deux racines réelles ou imaginaires ; nous devons en conclure, pour faire correspondre le fait géométrique à l'expression algébrique, qu'une droite quelconque rencontre un cercle en deux points réels ou imaginaires.
Lorsque p est plus grand que r, c'est-à-dire lorsque la dislance de la droite au centre est plus grande que le rayon, la droite, considérée géométriquement, ne rencontre pas le cercle, et cependant l'analyse donne des valeurs imaginaires définies pour les coordonnées des points d'intersection. Aussi ne dirons-nous pas que la droite ne rencontre pas le cercle ; nous dirons qu'elle le rencontre en deux points imaginaires, et cela, parce que nous disons que l'équation du deuxième degré a deux racines imaginaires, et non point qu'elle n'a pas de racines. Par point imaginaire, nous n'entendons, du reste, pas autre chose qu'un point ayant une de ses coordonnées imaginaires^ ou toutes les deux. C'est là une conception purement analytique que nous ne chercherons pas à représenter géométriquement, pas plus que nous n'attachons de signification arithmétique aux valeurs des racines imaginaires d'une équation. La considération des points imaginaires est nécessaire pour conserver aux raisonnements toute leur généralité; il existe en effet, ainsi que nous le verrons bientôt, un grand nombre de propositions dans lesquelles la droite qui joint deux points imaginaires est réelle et jouit de toutes les propriétés géométriques de la droite qui lui correspond dans le cas où les points sont réels.
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83. Lorsque /? =:r, la droite, ainsi qu'on le démontre en Géométrie, est tangente au cercle. L'Analyse conduit à la même conclusion; elle indique en effet que, dans ce cas, les deux valeurs de x^ ainsi que celles de j^, sont égales entre elles, et, par suite, que les points correspondantà ces valeurs particulières de x elàey coïncident, au lieu d'être distincts, comme ils le sont généralement.. Nous ne dirons donc pas que la tangente ne rencontre le cercle qu'en un seul point; nous dirons qu'elle le rencontre en deux points qui coïncident, exactement comme nous disons que l'équation du deuxième degré, qui sert à déterminer ces points, a deux racines égales, et non pas qu'elle n'a qu'une seule racine. En résumé, la tangente au cercle, et plus généralement la tangente à une courbe quelconque doit être considérée comme une droite joignant deux points infiniment voisins de cette courbe.
On trouve de même une équation du deuxième degré, pour déterminer les points d'intersection de la droite A^ -h BjK -H C avec le cercle donné par l'équation générale ; et cette droite est tangente au cercle^ lorsque l'équation du deuxième degré a ses racines égales.
Exercices.
Trouver les coordonnées de V intersection du cercle
x^ -*-/• = 65 avec la droite 3a? -h ^ = 25.
Réponse. (7»4), (8, i).
2. Trouver l'intersection du cercle {x — c)' -4- (^ — ac)' = a5c* avec la droite 4 a: -h 3^ = 35 c.
La droite touche le cercle au point (5c, 5c).
3. Dans quel cas la droite y = mx -^ b est^elle tangente au cercle a?* -f- r* = r*?
Lorsque fc« — r* (i -4- m*).
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4. Dans quel cas la droite y = mx menée par V origine iouçhet^lle le cercle af^x^ -+- arr^ costo -+- j^') + ^gx h- ^fy h- c = o?
Les points d'intersection de cette droite et du cercle sont déterminés par réquation
a(i-h 2»icoso)-h /n')a?*-+- a(^H-//w)a?-+- c = o,
qui a ses racines égales lorsque
(g-^fmy = ad(n- îmcosto-h m') ;
ce qui donne une équation du deuxième degré pour déterminer m.
Trouver les tangentes menées par l^ origine au cercle
x^ _f-^2 _ 6a? _ aj' -h 8 = O.
Réponse, x —y = o, a: -f- 7^ = o.
84. Il est souvent plus commode, pour fixer la position d'un cercle donné par son équation, de calculer les segments que ce cercle détermine sur les axes, que de chercher son centre et son rayon. Pour tracer un cercle, il suffit d^en connaître trois points; mais il est évident qu'on aura une idée plus nette de sa position lorsqu'on pourra marquer les quatre points où il rencontre les axes. En faisant alternativement y = o, a? = o dans l'équation générale du cercle, on trouve, pour déterminer ces points, les deux équations du deuxième degré
ax^ -h 2^0? -4- c := o, aj* 4- '^fy -t- c == o.
Uaxe des x est tangent au cercle lorsque les racines de la première équation sont égales, c'est-à-dire lorsque ^^ = ac ; l'axe des jv' est tangent lorsque f^ = ac»
Réciproquement, pour trouver Téquation d'un cercle déterminant des segments X, X' sur Taxe des o?, il suffit de faire dans l'équation générale
2^1=— (X -h V), c — XV, après y avoir toutefois ramené à l'unité le coefficient a*
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On trouverait de même Péquation d'un cercle interceptant des segments (jl et ^' sur l'axe des j', e.i faisant
2/= — ({X 4- fi.'), c ■= îA{i.';
et, en comparant les valeurs obtenues pour c, dans les deux cas, on retoml e sur le théorème connu ijl{jii' = XX'.
EMroioos.
Trouver hs points oà les (zxes sont coupés par le cercle
Réponse, ,ar = 3, a? = 2 ; ^ = 6, 7" = i.
2. Quelle est l'équation du cercle tangent aux axes à une dis^ tance a de l'origine ?
Réponse. ar* -+- /* — '^ax — aqy -H a* = o.
3. Trouver l'équation d'un cercle en prenant pour axe des x une tangente, et pour axe des y une droite passant par le point de contact.
Dans ce cas, X, X' et (x sont nuls ; il est d'ailleurs facile de voir sur une figure que (jl' = arsincb.
L'équatîen cherchée est donc x* '\'ixy cosco -h^' — arr si nco = o.
85. Trouver Véquation de la tangente menée à un cercle donné par un point {x\y') pris sur ce cercle.
D'après la définition donnée au n? 83, la tangente à une courbe doit être considérée comme une droite joignant deux points infiniment voisins de cette courbe. L'équation de la tangente peut donc se déduire de l'équation de la corde passant par deux points quelconques (^', /"'), (^"j>^0 de la courbe, en y faisant x' = a?", y =^.
Supposons d'abord que le cercle ait son centre àl'origîn!;, son équation sera
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et l'on aura, pour l'équation de la droite passant par les deux points {x^y'), (af\y) (n^ 29),
Lorsqu'on fait a;' == â?", y' =y dans cette dernière équation, le second membre devient indéterminé ; cela tient à ce que nous n'avons paâ encore exprimé que les points {x'^y)^ {xf\ y) se trouvent sur le cercle; en introduisant cette condition, on fait disparaître Tindé termina tion, car on a
r« = x'^ -+- y^ =1x1'^-^ f^y ce qui donne
et par suite
yf — y* x' -\- af
L'équation de la corde prend alors la forme
et, en y faisant x^ = oi? ^y =^y\ on a pour l'équation de la tangente
qui devient, toutes réductions faites, et en observant que
xx' -\- yy' = /**.
On peut encore arriver à cette équation de la manière suivante (*) :
(') Cette méthode est due à M. Burnside.
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L'équation de la corde joignant deux points {x'^y)^ (a;", y') d'un cercle peut se mettre sous la forme
(œ — x'){x — oc") -\- {y — y) (7 — y)z=ix^ '\- y — r^\
en effet, cette équation représente une ligne droite, puisque les termes en x^ etj^'^ disparaissent après le développement; d'ailleurs, si l'on y fait x =^x\y =^y^ le premier membre devient identiquement nul, et il en est de même du second, attendu que (x'^y) est un point du cercle : cette droite passe donc par le point {x'^y') du cercle; on verrait de même qu'elle passe par Tautre point {x^^y"). En faisant x' ^=^ X''^y =^y' dans cette équation, on obtient pour celle de la tangente
qui se ramène, comme plus haut, à la forme
xx' -H yy 7=z r*.
Si l'on veut rapporter les équations ci-dessus à une autre origine, de telle sorte que a et ^ deviennent les coordonnées du centre du cercle, il suffit d'y remplacer (n**8) x^ x'^y^y' respectivement par x — a, ^' — <x^y — ^^y' — p ; on trouve ainsi, pour Féquation du cercle,
et pour celle de la tangente,
équation qu'il est facile de se rappeler en raison de son analogie avec celle du cercle.
Corollaire. — La tangente xx' -\-yy ^^r- est perpendiculaire au rayon x'y — y'x = o aboutissant au point de contact (n° 32).
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86. La méthode indiquée à la fin du numéro précédent peut s'appliquer à Péquation générale ( ' )
oo?" -h 2hxy -h by^ h- igx -h 'àfy 4- c z= o,
et Téquation
a{x-œ'){x — af)-^ih{x — x'){y'-y')-^b{y—y){y'-f) --^ ax'^ -r- 2 hxy h- by^ -h 2 gx -i- ify -\- c
représente la corde passant par les deux points {x'^y'). {xf^y") de la courbe. Cette équation est, en effet, du premier dei,a'é, et elle est vérifiée par les coordonnées x'^y'^^x^^y" des deux points. En y faisant ;r" = x', y =jk', on trouve pour l'équation de la tangente
a{x--x'y-^^h{x^x'){y^y')~^b{y-y'Y =rr ax'^ -H 2 hxy -h 6/* -H igx -\- if y -f- c,
ou, en développant,
*xax'x -h ih{x'y -+- y'x) + 2 b^y H- 2^0; -H 2/^ h- c = ao?'* -h 2 Â^ry H- ^j'*,
et. si Ton ajoute de part et d'autre 7,gx^ -^ ify' -^ c^ en observant que {x'^y') est un point de la courbe,
ax'x 4- h {x'y-\-yx) -\- by'y -h g{x -h x')
Cette équation de la tangente est facile à retenir; elle se déduit de celle de la courbe en y remplaçant respeclivement x^ et y^ par x^x, yy, nxy par x'y -r-yx; et enfin 2X^ 2y par x' ~\- x^y' -hjK»
(•) Lorsque cette équation représente un cercle, on a évidemment b -- a. A — acosu; mais la méthode étant indépendante des valeurs pariiculières de b ou de A, il y a tout avantage à obtenir dès à présent les for* mules dont nous aurons besoin plus tard dans la discussion de l'équalion générale du deuxième degré.
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Exercices.
1. Former les équations des tangentes aux courbes o?^ = c* et
Réponse, ad y -\- y x =■ id^ ^ 'kyy' — p {x -\- x \
Trouver la tangente au point (5,4) à.u cercle
Réponse, ^x-r- y = i^.
3. Quelle est l'équation de la corde menée par les points {x^,y ), (x^,y ) du cercle x^ -\-y^ = r^?
Réponse, (x' -hx^)X'{- (y' -hy')y =^ r* -h x^ac^ -^yy-
4. Trouver la condition pour que la droite Ax-h By -f- G = o .soif tangente au cercle (x — oiy -^ (y — P)* = '*'•
Réponse. — , — = r, puisque la distance de (a, B) à cette
ligne doit être égale au rayon.
87. Mener une tangente au cercle x^ -^-y'^ = r* par un poin t donné {x\y).
Soient af,y' les coordonnées du point de contact; par hypothèse, les coordonnées x'^y satisfont à Féquation de la tangente en {xf^^y") (n® 85); on a donc
et, comme {x"^y') se trouve sur le cercle, on a aussi
Ces deux équations suffisent pour déterminer {x"^y')^ et, en les résolvant, on trouve
_r^œ'± ry y/ x'^ -h / » — r» ^ _ r\y ^ rx^s/x'^-hy'-— r\
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Par un point quelconque, on peut donc mener deux tangentes à un cercle : ces tangentes sont réelles si x'^ -I- J^'^ > / -, c'est-à-dire quand le point est en dehors du cercle; elles sont imaginaires sia?'^ -^-y'^ < r'-^, c'est-à-dire lorsque le point est à Tintérieur du cercle ; et enfin elles coïncident lorsque ^^ -\-y^ = ^"5 autrement dit quand le point est sur le cercle.
88. Puisque les coordonnées des points de contact s'obtiennent en résolvant par rapport à^ et jk les deux équations
xx' -h y y = r*, X* -\-y*=i /•',
on peut dire que, géométriquement, ces points se trouvent à l'intersection du cercle x^ +JK^ = f^^j et de la droite xx^ -i-yy' ^= r^,Ceile droite passe donc par les points de contact des tangentes menées par [x'^y')^ comme on peut du reste le vérifier en formant l'équation de la droite qui joint les deux points dont nous avons trouvé les coordonnées au numéro précédent (*).
Quelle que soit la nature, réelle ou imaginaire, des tangentes menées par {x\y')^ la droite xx' -^yy' = r^ qui joint leurs points de contact est une droite réelle. On dit que cette
(*) Eu général, l'équation de la tangente à une courbe exprime une relation entre les coordonnées d'un point quelconque de la tangente et du point de contact. Pour trouver le point de contact de la tangente menée par un point donné, il suffit de considérer les coordonnées du point de contact comme coordonnées courantes dans l'équation de la tangente (en accentuant les coordonnées du point donné et en supprimant l'accent que portent les coordonnées du point de contact) ; on obtient ainsi une équation qui représente un lieu sur lequel se trouvent les points de contact^ et qui, par suite, rencontre la courbe au point de contact cherché. Ainsi, par exemple, quand l'équation xx'- -hyy'* = r* représente la tangente à une courbe en un point (j/,^'}» les points de contact des tangentes menées par un point quelconque {x', y') se trouvent sur la courbe scfx* -h y y* = f^- Ce n'est que dans le cas des courbes du deuxième degré que l'équation qui détermine les points de contact est de même forme que celle de la tangente.
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droite est la />o/a{r^ du point (^^y) par rapport au cercle,
et que le point (x^, y') est lepôle de la droite xx' + JKJ^' = ^^«
La polaire est évidemment perpendiculaire à la droite
x^y — yx = o qui joint le point {x!^y) au centre du cercle,
et elle passe à une distance — de ce centre (n** 23).
\ \Jx'^-^y^ ^ ^
De là un procédé pour construire la polaire d'un point P;
joindrece point au centre C, et prendre sur PC un point M
tel que CM.CP = r^ ; la perpendiculaire élevée à PC en M
est la polaire cherchée.
L'équation de la polaire est de même forme que celle de la
tangente; elle n'en diffère que parce que le point {x^,y)j
dont elle renferme les coordonnées, n'est pas nécessairement
sur le cercle ; dans le cas où ce point s'y trouverait, elle serait
alors identique à l'équation de la tangente ; la polaire d^un
point du cercle est donc la tangente menée au cercle en ce
point.
89. Trouver l'équation de la polaire du point (x^^y) par rapport à la courbe
aa^ -\- 2 hxy H- by^ -+- 2 gx -h 2jy -h c =i: o.
L'équation de la tangente (n^86)
ax^x -h h (xfy -H y x) -h by y -+- ^(a?' 4- x) -^f(y 4- .y) H- c = o
exprime une relation entre les coordonnées a:,jK d'un point de la tangente et les coordonnées x'^y du point de contact. En donnant un accent aux coordonnées du premier de ces points, nous indiquerons que ces coordonnées sont connues ; en supprimant en même temps l'accent qui se trouve sur les coordonnées du deuxième point, nous exprimerons que ce point est inconnu. Cette opération ne change rien à l'équation, puisque celle-ci est symétrique en x et a?', y et y'.
L'équation rappelée ci-dessus, qui est celle de la tangente
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en {x\y) lorsque le point (oc^^y) appartient à la courbe, représente donc, quand le point (x^^y) n'est plus sur la courbe, la droite menée parles points de contact des tangentes réelles ou imaginaires issues du point (x^y), ou, ce qui revient au même, la polaire de (x^^y).
Lorsqu'on remplace, dans l'équation de la polaire, ^,^par x'^y, on obtient le même résultat qu'en substituant j:',^ à Xyy dans l'équation de la courbe ; pour que le résultat de celte substitution soit nul, il faut donc que le point (o^, y') appartienne à la courbe. La polaire d'un point ne passe donc par ce point que lorsqu'il est situé sur la courbe ; et alors elle se confond avec la tangente.
Corollaire. — La polaire de Vorigine a pour équation
gx-^rfy-k-c = o.
Exercices.
Trouver le pôle de aa? -+- 3y = 6 par rapport au cercle
Réponse, ( — i ï > — 1 6 )•
90. Trouver la longueur de la tangente menée par un point quelconque au cercle {x — a)- + (r — ^ P)^ — r^ = o.
Le carré de la distance d'un point {x^y) au centre (a, 3) du cercle a pour valeur
et comme il est égal au carré de la longueur cherchée augmenté du carré du rayon, on trouvera le carré de la longueur de la tangente en substituant, dans le premier membre de Téquation du cercle
les coordonnées du point, par où elle est menée, aux coordonnées courantes.
En divisant par a l'équation générale
on peut (n? 80) la ramener à la forme
quand les coordonnées sont rectangulaires ; on obtiendra donc le carré de la tangente, menée par un point quelconque. au cercle dont l'équation est donnée sous la forme la plus générale, en divisant cette équation par le coefficient a de x^j et en y remplaçant les coordonnées courantes par les coordonnées du point donné.
Le carré de la tangente menée par l'origine s'obtient en faisant dans l'expression précédente x= o^y = o; il est donc égal au quotient du terme constant c par le coefficient a de x^.
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Le même raisonnement s'appliquerait au cas des coordonnées obliques.
*91. Trouver le rapport suivant lequel la droite qui joint les deux points (x',y)j {xf^y) est divisée par un cercle donné.
Nous suivrons la marche indiquée au n® 42* Les coordonnées d'un point quelconque de la droite peuvent (n** 7) se mettre sous la forme
Ix" -\-mx' ly" -+- m r'
l-h ni l-^ m
et, en substituant ces valeurs dans l'équation du cercle
on trouve, toutes réductions faites, pour déterminer le rapport — ; l'équation du deuxième degré
P {x'^ ~hy* — / «) -H 2 /m {x' x" -h/y — r*)
Les valeurs de / : m qu'on en tire font connaître immédiatement les coordonnées des points où la droite rencontre le cercle. La symétrie de cette équation rend souvent cette méthode plus commode que celle indiquée au n^ 82.
Lorsque le point (^'^jr") appartient à la polaire de {x^y')^ on a ( n« 88)
et l'équation en / et m se décompose en deux facteurs /+ [jL/n, / — [jL/n. La droite menée par(:zr', v') et {xf' ^y") se trouve alors divisée intérieurement et extérieurement dans
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le même rapport, d'où ce théorème connu : Toute droite menée par un point est divisée harmoniquement par le pointy le cercle et la polaire du point,
*92. Former V équation des tangentes menées par un point ( a?', y') à un cercle donné»
Nous avons déjà obtenu (n® 87) les coordonnées des points de contact; en portant successivement leurs valeurs dans Téquation xaf '\' y^ =■ r-^ on trouve pour les équations des deux tangentes
r {xa:' -h y-y — o!'^ — y*) 4- i^y' — y^') ^ a^'^ -h y'"^ — r^ = o y r i^xx^ — y y — a?'* — y^) — {xy — J^') y/^H-j^'* — r*=ro ;
et, en multipliant ces équations l'une par l'autre, on obtient l'équation des tangentes. Cette équation ne contient pas de radical, mais on peut la présenter sous une forme encore plus simple^ en s'appuyant sur les données du numéro précédent. L'équation qui détermine le rapport — a ses racines
égales lorsque la droite joignant les points (^',^), (^",J^') est tangente au cercle; pour que le point (^', ^') appartienne à l'une ou à l'autre des tangentes menées par (j;',^), il faut donc que ses coordonnées vérifient la relation
(a?" 4-7'*— r«) (^« -H j2_ ^j) _ (^xx*-^yy — r«)S
qui peut dès lors être considérée comme l'équation des tangentes issues du point (a;',^'). Il est du reste facile de voir que cette équation est identique à celle qu'on obtient en multipliant les équations des deux tangentes.
Les méthodes indiquées dans ce numéro et le précédent s'appliquent également à l'équation générale. On a alors.
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pour déterminer le rapport / : m, l'équation du deuxième degré
/' ( «a?''* H- ihx'y" 4- by"^ -4- 2gx" -h 2/7" -f- c) -f- a//n[(2;r'ic''-h A ix'y" -¥- x'y')
-\- m^{ax'^'^ ihx' y ^ by^-\- 2g3c^ -\- '^fy^-k- c) = o,
et de cette équation résulte, comme ci-dessus, que, si le point {^ tX') se trouve sur la polaire de (x' ^y), la droite joignant les points (^',^') {x" ^y' ) est divisée harmoniquement par la courbe, et que l'équation des tangentes menées par {oc' ^y) peut s'écrire
{ax'^ — ih x' y -- b y^ -^^ 1 g x' -\- if y 4- c )
X (aa:*-h ihxy-v- by^ -r- igx -\- 2fy-\- c)
= [ax'x-]-h{xy'^xy)-hbyy-^g(x-hx')-Y'/(y'i-y)-hc]\
93. Trouver l'équation du cercle passant par trois points donnés.
Il suffit de substituer successivement, dans F équation générale
j;t_|.^j ^ 2^a?H- ^fy-^ czzzoy
les coordonnées de chacun des trois points, pour trouver trois équations qui déterminent les inconnues ^,y, c. On peui aussi obtenir l'équation cherchée en déterminant les coordonnées du centre et le rayon, commme au n® 5 (Ex. 5).
i. Trouver l* équation du cercle passant par les points (a, 3),
Réponse, [x 5-I "^(^"^ôj = — •( voir n© 5, Ex. 5.
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2. Former l*éç nation du cercle passant par V origine et par ! et points (a, 3), (3^ 4)-
On a
d'où l'on tire
a^ = — 23, 2/= II.
3. Trouçer, en prenant les mêmes a^es qu'au n» 48 (Ex. 1). V équation du cercle passant par V origine et par les milieux des côtés CA, GB; montrer que ce cercle passe aussi par le milieu du côté.AB.
Réponse. 2/> (a:* -4- y') — ^{s — s)x-~ (/>» -+- ss^)y = o.
*94. Exprimer l'équation du cercle passant par les
trois points (^S^), (^Sy)) (^'Sy")» ^'^ fonction des coordonnées de ces points.
En substituant (n® 93), dans Péquation
les valeurs de g^ /, c tirées des relations
{x'^ -^y'^)-^igx' H- iff -f-c = o,
(O?^» 4- y« ) -+- 'Igx" -r 2/^^^ H- C m O,
(jc^* -f-y ) 4- a^or'^-^ iff-r-c — Q, on obtient pour l'équation cherchée ( * )
{x^ ^ y^)\x\f ^f^)-rx^'{r -y)^x^\y - f)\
( ' ) Les lecteurs, auxquels la notation des déterminants est familière, verront immédiatement comment on peut écrire l'équation de ce cercle sous forme de déterminant.
S. — Géom. à deux dim. lo
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Pour éliminer g^ y, c entre les quatre premières équations, il suffit d'ajouter ces équations, après les avoir multipliées respectivement par les coefficients qui, dans Féquatîon écrite en dernier lieu, affectent les termes en [x^ ~^JK"). {x^^ H- y^)' . . ; la somme des facteurs de g est identiquement nulle, et il en est de même de la somme des facteurs de /et de c.
La condition pour que quatre points appartiennent à un même cercle s'obtient en remplaçant, dans l'équation précédente, les coordonnées courantes x^ y par les coordonnées ^4, j^4 du quatrième point. Cette condition peut s'interpréter géométriquement de la manière suivante : Lorsque quatre points' A, B, C et D sont situés sur un même cercle, on a, en désignant par O un cinquième point quelconque pris dans le plan de ce cercle, et par ABC, ACD. . . les aires des triangles ABC, ACD .. .
Oâ'.BCD -hÔC'.ABD =:Ôb\aCD -hÔd'.ABG.
Équation polaire du cercle
On peut trouver l'équation polaire du cercle en remplaçant X el y par pcosO, psin6(n® 12), dans l'une ou l'autre des équations connues
rt (a?* -i- ^*) H- 2^a? -H 'ify -h c = o, (^ — a)* -h (7 — p)' = r' ;
mais on peut aussi l'obtenir directement en partant de la définition même du cercle.
Soient en eflFet O le pôle {fig* 4o), C le centre du cercle,
Fig. 4o.
OC l'axe fixe, r le rayon et d la distance OC. Menons un
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rayon vecleur OP et joignons PC; on a
PC* i=ÔP* -hÔC' - 2OP.OC cosPOC,
ou, en faisant OP = p, rOC = ô,
r*=: p' -hcP — Qp^cosO;
ce qui donne, pour Péquation polaire du cercle,
p* — 2p<icos6 -f- ûP — r* = o.
Lorsque le pôle est sur le cercle, on a r^ = ûP, et l'équation se réduit à la forme plus simple
p = 2 r ces 6.
On aurait pu arriver immédiatement à ce résultat, soit en observant que l'angle inscrit dans une demi-circonférence est droit, soit en remplaçante ^^y^ P^^ leurs valeurs en coordonnées polaires, dans l'équation (n® 79)
j?' -h ^* = 2 rx.
Lorsque l'axe fixe ne coïncide pas avec OC, mais fait avec celte droite un angle a, on trouve (n® 44) pour l'équation du cercle
p* — 2pûfcos(6 — a)-^û?* — r' =0.
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96. Dans le Chapitre précédent, nous avons fait voir comment on pouvait former les équations du cercle et celles des lignes les plus remarquables qui s'y rapportent; dans celuici, nous chercheions à faire ressortir par des exemples la signification de ces équations, en les appliquant à la démonstration de quelques-unes des propriétés les plus importantes du cercle.
Nous engageons le lecteur à reprendre auparavant F examen des lieux géométriques qui font l'objet des exercices du n*^ 49- Lorsque ces lieux seront des cercles, il en reconnaîtra la position soit en cherc liant leurs centres et leurs rajons {n? 80), soit en déterminant les points où ils rencontrent les axes (n"" 84).
Les Exercices suivants se rapportent au même genre de questions.
Ezercicei.
1. Dans un triangle A6G^ on donne la base AB et l'angle AGB qui lui est opposé ; trouver le lieu du sommet G.
Soient sf ^ y \ tiil' ^ y* les coordonnées des extrémités de la base, et G l'angle donné. L'équation du côté AG étant
y—y = m{x~a/), celle du côté BG, qui fait avec lui un angle G, sera (n» 83)
(i -MntangC)(^— y) = (iw— tangG) (ar-- ^0;
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et, en éliminant m, on trouve pour l'équation du lieu
langC [(jr-/) (jr -^) -^ (^ - ar') (^ - ^)]
-4- x(y —y) —y (ar' — a?*) -h x'y' —yx' = o.
Lorsque Tangle G «st droit, Téquation du c6té BG prend la forme
f^ (y —y) -H (a? — a;*) = o, el on a pour le lieu
iy-'y)(y --y'')-^{s: — x'){x — x') = o.
?. On donne la base d'un triangle et l'angle qui lui ^*l opposé; trouver le lieu des intersections des hauteurs dit
triangle.
Conservons les mêmes notations; )es équations des hauteurs sont
m (y —y) -^{x — sf) = Oy (m — tangG)(^ — y)-^ (* ^~ /ntangG)(a? — x) = o,
el, en éliminant m, on trouve pour Téquation du lieu
tSingC (y—y)(y—y)^{x — x')(sp-'a^)] = ^{y—y) —y{x^ — af)-h x'y' —y si!'.
Cette équation ne diffère de celle de TËxercice précédent que par le signe de tangG; c'est celle qu'on trouverait si Ton cherchait le lieu des sommets correspondant à un angle AGB supplémentaire du premier, la base ÀB restant la même.
3. On donne un certain nombre de points (a/,jr'), (a?',jr'), > . .^et l'on détermine un point (x,y) tel, qu'en ajoutant m' fois le carré de ta distance r' au point {scf^y^ m' fois le carré de sa distance ^ A (sf^y), . . ., on obtienne une somme constante; autrement dit, et en adoptant la notation du n^ 50 (Ex. 4), tel que ISmr* soit une constante c\ trouver le lieu des points (sp,y).
Le carré de la distance du point (x^y) au point (a/,^) a pour ▼aleur
Maltipliant ce carré par m'y et ajoutant ce produit aux produits correspondants obtenus pour la distance de {3P,y) aux autres points
l5o CHAPITRE YII.
(a:*, y), (x'^y"),. . ., on trouve pour l'équation du lieu
S(/n)a?»-f- 2(m)72— •22(miF')a? — aZ(my')y
Ce lieu est un cercle dont le centre a pour coordonnées
et se confond avec le point que nous avons appelé centre des distances proportionnelles (n^ 50, Ex. 4).
On a, du reste, pour déterminer la valeur du rayon R de ce cercle la relation
R«Z(/n) = £(mr>) — S(/np2),
dans laquelle p représente la distance d'un point quelconque du système au centre des distances proportionnelles, et, par suite, ^{mp^) la somme de m' fois le carré de la distance de ce centre au premier point, etc.
4. Par un point O on mène successivement, à chacun des côtés a, 6, c cPun triangle, des parallèles qui coupent les autres côtés enBf G; G', A'; A', B" ; trouver le lieu des points O tels que la somme des rectangles
BO.OG + G'O.OA' -+- A'O.OB
soit constante et égale à /n>.
Si l'on prend les deux côtés a et 6 du triangle pour axes, on a pour l'équation du lieu
oUy en désignant par G l'angle compris entre a et 6,
x'^ -^ y^ -jf % osy cos C — ax — 6^ -4- /n* = o.
Ge lieu est un cercle concentrique au cercle circonscrit : les coo données a et ^ du centre sont données par les équations
a(a-i- pcosG) = a, 2(P-i- acosG) = 6,
qui permettent de trouver le lieu des centres des cercles circonscrits,
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lorsque deux des côtés du triangle sont donnés de position, et que leurs longueurs sont assujetties à une relation délerminée.
5. La droite qui joint le point O à un point fixe A détermine, sur Veuve des x, un segment égal à^ celui que détermine sur Vaxc des y la perpendiculaire menée par le point O à la droite OA ; trouver le lieu des points O.
6. On joint un point 0 aux sommets A, B, G d^un triangle, puis on mène par les sommets A, B, G des perpendiculaires aux droites OA, OB, OG ; trouver le lieu des points 0, tel que ces perpendiculaires se coupent en un même point,
97. Les exercices suivants se rapportent au problème du II* 82 : trouver les coordonnées des points où une droite rencontre un cercle.
Exercices.
1. Trouver le lieu des milieux des cordes menées dans un cercle parallèlement à une droite donnée.
Soit xcoscL-^ysinoL — p == o Téquation d'une de ces cordes : aest donné par hypothèse, et/> est indéterminé. Les abscisses des points où cette droite rencontre le cercle sont les racines or' et ^ de l'équation (n»82)
x^ — "^px cosa-r-p' — r* sin* a — o,
ce qui donne pour l'abscisse du milieu de la corde - (x' -\- af)(n^l)y
ou, d'après la théorie des équations, pcosct. On trouverait de même /=/>sina pour Fordonnée du milieu de la corde. L'équation du lieu est donc^ = x tanga : c'est celle de la perpendiculaire abaissée du centre sur la direction donnée.
2. Former la condition pour que le segment déterminé par le cercle x*-hy^ = r' sur la droite x cosot -\- y sin cl — p = o soit vu du point i^^^y*) sous un angle droit.
Les droites qui joignent le point {x\y') aux points {(ff^y) et (x'^y") sont perpendiculaires, lorsque les coordonnées de ces points vérifient la relation (n» 96, Ex. 1 )
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Soient (a?^,y)(a?*,^*) les points où la droite donnée rencontre te cercle ; on a, d'après l'Exercice précédent,
a?" -h a?" — a/? cos a, x' x" ~ p^ — r* sin* a y -h^* = a/> sina, y^y'^p^ — r*cos*a,
et^ en portant ces valeurs dans Téquation ci-dessus, on trouve» pour la condition cherchée,
ar'j -f-^'* — a/> a?' cos a — ipy sin a -h a/>' — r* = o.
3. Trousser le lieu des milieux des cordes quisont vues sous un angle droit d'un point donné {a/, y).
En désignant par â? et ^ les coordonnées du milieu de j'une des cordes, on a (Ex. 1)
p cos a = a?, /? sin a = ^, jd« = a?» -+- y*,
et, en substituant ces valeurs dans la condition trouvée plus haut, il vient
4. On donne une droite MN et un cercle; trouver un point O tel, qu'en menant par ce point une corde AB, le produit des distances A M, BN des extrémités X, B de la corde à la droite MN soit constant.
Prenons MN pour axe des x et la perpendiculaire menée à MN par le centre du cercle pour axe des y\ soient en outre x' et y les coordonnées du point cherché O.
On aura pour l'équation du cercle
et pour réquation d'une corde quelconque
en éliminant x entre ces deux équations, on trouve, pour déterminer y, une équation du deuxième degré dont le produit des racines a pour valeur
pour que ce produit, qui est égal à AM.BN, soit constant, il faut
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qa'il soit indépendant de m ; ce qui ne peut arriver que si le numérateur est divisible par i h- m', et alors x' = o, y* = p* — r*.
5. Former la condition pour que le segment déterminé sur la droite x cosa -f-^ sina — /> = o par le cercle
soit vu de l'origine sous un angle droit.
L'équation des droites qui joignent l'origine aux extrémités de ce segment peut s'obtenir en multipliant les termes du deuxième ilegré de l'équation du cercle par/>*, ceux du premier degré par /?(3rcosa-h^sina), et le terme constant par (a? cosa -h ^sin a)*; en effet, l'équation à laquelle on arrive est homogène en a7et^(no 72), et elle est vérifiée par les points du cercle qui se trouvent sur la corde arcos«-+~^sina — p = o. Cette équation , développée et ordonnée, devient
(p* -^Oigp cosa -i- c cos' a) a?*
-f- 2(^/> sina-4-^cosa-+-csinacosa)a?^
(/?'-f- 2^sina-+-csin*a)^* = o,
et les deux droites sont perpendiculaires lorsque ( n» 74 )
a/?* ->r ^p (g cosa -4-/sina) + c = o.
6. Onetbaisse de l'origine des perpendiculaires sur les cordes qui sont vues de cette origine sous un angle droit; trouver le lieu des pieds de ces perpendiculaires.
L'équation en /? et a, à laquelle nous sommes arrivés dans l'Exemple précédent, représente le lieu cherché en coordonnées polaires; transformée en coordonnées rectangulaires, elle devient
a (a?» -^-y^) -f- 2 gx -i- ify _i- c = o,
et il est facile de voir qu'elle représente le même cercle que l'équation de l'Exemple 3.
7. Par un point fixe P, pris sur le diamètre AB d'un cercle, on trace une corde quelconque, et enjoint les extrémités M et ^ de cette corde à l'extrémité A du diamètre : les droites A M, AN déterminent f sur la tangente menée au cercle par Vautre extrémité B du diamètre, deux segments dont le rectangle est constant.
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Prenons le point A pour origine, le diamètre AB pour axe des r^ et soient x\o les coordonnées. du point P. On aura, pour l'équation du cercle, x*-r-y* — 2ra7 = o, et pour Téquation de MN, y = Tn{x — x'). En formant, comme il a été indiqué à l'Exemple 5, réquation des droites AM, AN, et en y faisant a? = 2 r, on obtiendra une équation du deuxième degré qui aura pour racines les segments déterminés sur la tangente en B par les droites AM, AN. Le produit
de ces racines, qui a pour valeur 4 r* — --, — jest indépendant de m.
98. On peut déduire des équations du n® 88 un certain nombre de propriétés des pôles et des polaires.
Lorsqu!un point A, (j;', y')^ est situé sur la polaire de B, le point B, \x"^ y'), se trousse sur la polaire de A.
Pour que {x'^y') appartienne à la polaire de (^",^"j, il faut, en effet, que Ton ait j/a:" -^y'y" ^= r''y et cette condition exprime aussi que le point {x'\ y") se trouve sur la polaire de (x'\y). Le même raisonnement s'applique à l'équation générale (n® 89), et il est facile de voir qu'en remplaçant, dans l'équation de la polaire de {x'j y), les coordonnées courantes par af et^^', on obtient le même résultat qu'en substituant x' et y aux coordonnées courantes dans l'équation de la polaire de {x'\y"). On énonce quelquefois ce théorème ainsi qu'il suit : Le lieu des points B, dont les polaires passent par un point fixe A, est la polaire du point fixe A.
Ce théorème et les suivants sont vrais pour toutes les courbes du deuxième degré.
99. Etant donnés un cercle et un triangle ABC, si l'on prend par rapport au cercle les polaires de A, B, C, on forme un nouveau triangle A'B'C, qui est le triangle polaire réciproque, ou plus simplement, le triangle polaire de ABC, et dans lequel A', B' et C sont respectivement les pôles de BC, CA et AB. Dans le cas particulier où les polaires d£ A, B, C sont respectivement BC, CA, AB, le second
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iriangle se confond avec le premier, auquel on donne alors le nom de triangle autopolaire (* ).
Les droites AA!^ BB', CC, qui joignent les sommets d'un triangle à ceux de son triangle polaire, se coupent en un même point.
Soient (^,y), (^',yO» (^'SyO les sommets A, B, C du premier triangle : Téquation de la droite AA' qui joint le point A à l'intersection de3 polaires de B et de C, autrement dit, qui joint le point (a?', y) à l'intersection de xaf -hx/' — r* = o, et de xx^^^ + //'' — r* = o, peut s'écrire (n» 40, Ex. 3)
(x'x" -\-yf — r'){xx'' -hyy" — r^)
— {x'x'' -\-yy — r*) {xx" -\-yy — r*) = o;
on a de même, pour les équations de BB' et CC,
{x'x'-i-yy — r*) {xx"' -\-yf — r»)
— {^af x'' ■^- y y — r«) {xx' -\-yy — /•*) = o, {x'x^ -^yy — r*) [xx' -hyy — r*)
— {x'x^ -^yy — r*) (xx" -^yy — /•«) =z o,
et il est facile de voir, en se reportant au n^ 41, que ces trois droites se coupent en un même point.
On peut également démontrer ce théorème en partant de Péquation générale. Représentons, pour abréger, par P| = o la polaire axx' -h h {xy' -\-yx') + . . . = o (n® 89) de (a;', y' )^ par Pa, Pj les polaires de {xf'^y)^ {^"'>y")\ représentons en outre par le symbole ( i . 2 ) le résultat
{ax^x^ -h h {x^y -\-yx') -I- .... ]
C) On appelle quelquefois ce triangle, triangle polaire ou triangle conjugué: c'est à la fois pour éviter une confusion et pour conserver l'heureuse symétrie de Texpression anglaise {conjugate, tel f -conjugale), que nous Tavons appelé triangle autopolaire.
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obtenu en remplaçant dans Téquation de la polaire de ( j/,/'), les coordonnées courantes par x^ et y , Les droites AA', BB', ce ont alors pour équation
(i.a)P,= (2.3)P„ (a.3)Pi=(i.3)P,;
et il est évident (n®41) qu'elles se coupent en un même point. Il s^ensuit (n®60, Ex. 3) que les intersections des côtés correspondants du triangle et de son triangle polaire se trouvent en ligne droite.
Le théorème suivant n'est qu'un cas particulier de celui que nous venons de démontrer :
Dans tout triangle circonscrit à un cercle, les droites qui joignent le point de contact de chaque côté açec le sommet opposé se coupent en un même point,
100. On Joint deux à deux, directement et transitersalement j les points oà deux droites fixes issues d'un point O rencontrent un cercle ; la droite PQ, menée par l'intersection P des droites directes, et par l'intersection Q des droites transverses, est la polaire du point O.
Prenons les deux droites fixes pour axes, et soient X, X^ }jb et ^ les segments que le cercle détermine sur ces droites. On a alors pour les équations des lignes directes
et pour celles des droites transverses
À UL Au,'
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Quant à l'équation de la ligne PQ, elle peut s'écrire
A a' (il J*,'
puisque {n? 40) la droite PQ passe par l'intersection des droites directes, et par l'intersection des droites transverses. Lorsque l'équation du cercle est donnée sous la forme
oj?" •+- a ha:j^ -+- by^ -h '^gx H-- ify h- c z= o,
X et a' sont les racines de ûwî* H- ^gx + c = o (n® 84), et l'on a
on a de même
et en portant ces valeurs dans l'équation de PQ, elle devient
gx->^fy^c—o\
la droite PQ est donc la polaire de l'origine O (n® 89). Lorsque, le point O restant fixe, on fait varier la position des deux droites, le lieu des points P et Q est la polaire du point O.
101. Étant donnés deux points quelconques A, et B, on prend leurs polaires par rapport à un cercle dont le centre est O, et on mesure les distances AP et BQ de chacun de ces points à la polaire de l'autre. Démontrer que l'on a la relation
Il est souvent plus commode, pour étudier certaines
questions relatives au cercle, de définir la position des points
du cercle au moyen d'une seule variable indépendante, que
de la fixer par deux coordonnées œ^ et y. Lorsqu'on désigne
par 0' l'angle que le rayon aboutissant au point (^', y) fait
avec Taxe des ^, on a, en prenant le centre du cercle pour
origine,
a?'i=: rcosô', y = r8in8',
et l'on peut simplifier un certain nombre de formules, en y
remplaçant x' et y par ces valeurs.
L'équation de la tangente en un point {x\y) prend ainsi
la forme
iccosô' -h^sinô' = r,
et celle de la corde joignant les points {x',y)^ (x"^ y), qui est (n« 86)
x{x^ 4-^") -f-/(y -^y)=^r* -{' x'x'^ -^yy,
devient
â? cos- ( 6' 4- 6'' ) -h 7 sin- ( 6' -h 6^) — r cos- ( 6' — 6'),
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fl et 0" étant les angles que font avec l'axe des x les rayons menés aux extrémités de la corde.
Cette équation aurait pu se déduire directement de F équation générale de la ligne droite (n* 23) x cosa -f-^ sina = />, en observant que l'angle compris entre l'axe des x et la perpendiculaire à la corde est égal à la demi-somme des angles formés avec le même axe par les rayons menés aux extrémités de la corde, et que la longueur de cette perpendiculaire est égale à
rcôsi(e' — ô*').
EzercicM.
1. Trouver les coordonnées de l'intersection des tangentes menées au cercle en deux points donnés 6' et^'.
Les tangentes étant définies par les équations
X cos6' -\-y sinO' = r, x cosô'-f-^ sin6' = r, on a pour les coordonnées de leur intersection
cosi(e'-+-eo sinice'-f-e")
cosi(6' — 6') sini(6' — 6')
2. Trouver le lieu décrit par V intersection des tangentes menées aux extrémités des cordes de longueur constante.
£q effectuant la substitution indiquée plus haut dans Téquation
on trouve
cos (6' — 6') = consl, ou 6' — 6' = const.
Lorsqu'on donne la longueur de la corde 2rsin$, on a 6' — 6' = 28, et les coordonnées trouvées à TExercice précédent satisfont à la relation
(a?* + y* ) cos* 8 = r*. .
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3. Quel est le lieu des points qui divisent d ms un rapport donné les cordes de longueur constante?
En écrivant ( n» 7 ) les valeurs des coordonnées de Tun de ces points, on voit qu'elles satisfont à la relation
a?2_}_yî = const.
103. Nous avons vu que la tangente au cercle x^ + j* = /* a pour équation
œ cos6 -h y sin 6 = r ; on verrait de même que celle de la tangente au cercle
peut s'écrire
(x — a) cosô -h ( j — p)skiÔ=:r.
Réciproquement, toute droite, dont Téquaticn renferme une indéterminée 0 sous la forme
{x — a) cosô -h ( J' — P) sin6 = r,
est tangente au cercle {x — a)- -\-{y — 3)- = r^»
Ezercioes,
!. Toutes les cordes de longueur constante appartenant à. un mente cercle sont tangentes à un autre cercle.
En effet, dans l'équation de Tune quelconque de ces cordes^
a?cosi (0' -+- 6') -+-^sini (6' -î- 6') = rcosi(e' — 6'), .
Tangle (6' — 6") = aS est connu, et Tangle (6' -h 0') est indéterminé : cette corde est donc tangente au cercle a?* -f-^* = r* cos'8.
2. On donne un certain nombre de points fixes (^,y){x'^y). . . et un même nombre de facteurs constants m', m", ... ; puis on détermine une droite par la condition que la somme des produits obtenus, en multipliant successivement chacune de ses distances aux points fixes par le facteur correspondant, soit égale à une
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quantité donnée. Démontrer que cette droite est tangente à un cercle fixe, /
Cet énoncé ne diffère de celui du n<» 50 (Ex. 4) qu'en ce que la somme est constante au lieu d'être nulle; en employant les mêmes notations, on trouve, pour Téquation de la droite,
[a?2( /») — S(ina?')] cosa-f- \yY,{jn) — 21(/ny)j sina = const. Cette droite est constamment tangente au cercle
qui a pour centre, le centre des distances proportionnelles du système des points donnés.
104. Nous terminerons ce Chapitre par quelques problèmes relatifs à l'emploi des coordonnées polaires.
Exerciceg.
1. Par un point fi^e 0, on mène une droite quelconque OPP' çui rencontre un cercle C enP etP'] démontrer que le rectangle OP.OP' est constant.
Prenons le point fixe 0 pour pôle, et soit
p' — 2prfcos6 -h t^ — r^ = o
réquation du cercle (n» 95); les racines de cette équation ne sont autre chose que les valeurs OP, OP' des rayons vecteurs correspondant à une valeur donnée de 0.
D'après la théorie des équations, on a OP.OP' = d^ ~ r^; et comme d^ — /•' est indépendant de 6, il s'ensuit que le rectangle OP.OP' est constant, quelle que soit la direction de la sécante. Quand le point O • est en dehors du cercle, le rectangle devient égal au carré de la tangente (<i* - r').
Le produit constant OP.OP' porte, d'après Steiner, le nom de puissance du point 0 par rapport au cercle G.
2. Par un point fixe O {fig, 41 ), on mène à un cercle une sécante OPP' sur laquelle on prend une longueur OQ égale à la moyenne arithmétique des segments OP. OP' ; trouver le lieu des points Q.
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L'équation du deuxième degré de l'exemple précédent donne OP -4 OP' = ?.<icos6; et comme, d'après l'énoncé,
OP -f- OF = a OQ = p,
on a, pour l'équation polaire du lieu^
p = rfcosô.
Cette équation représente un cercle décrit sur OG comme diamètre.
Le problème que nous venons de résoudre aurait pu s'énoncer ainsi : Trouver le lieu des milieux des cordes qui passent par un point fixe,
On prend pour 0Q(^^. 41) la moyenne harmonique
Fig. 4i.
des segments OP et OP' ; trouver le lieu des points Q.
On a alors, par hypothèse, OQ — ^^ — TÎV" ^^^ ^^ remplaçant
OP -H OP' et OP.OP' par leurs valeurs 2c?cosO, rf* — r*, il vient pour l'équation polaire du lieu
9'-^ j^^.a ûu pcosO:.. ■ ;
t/cosÔ
{*) Quand on a n points a, 6, c,. .. en ligne droite, si l'on prend sur la même ligne un point m, tel que la valeur inverse de sa distance O/n, à un point déterminé G de la droite, soit égale à la moyenne arithmétique entre les valeurs inverses jes distances O a, 06, Oc, ... des points a, 6, c,. . . au même point O, c'est-à-dire de manière que Ton ait, en grandeur et en signe,
Cm Oa Ob Oc
on dit, d'après Maclaurin, que la distance O/n est la moyenne harmonique des distances Oa, 06, Oc,. .., et, d'après Poncelet, que le point m est le centre des moyennes harmoniques des points a, b,Cf,. , . [ Voir Ghasles* Géométrie supérieure, a* édition, p. ^i.)
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cette équation représente une droite (n^ 44) perpendiculaire à OC, passant à une distance d — -j^u point O, et, par suite, à une dis-
tance — du centre C du cercle. Le lieu des points Q est donc (n» 88)
\^ polaire du point O.
On peut aussi résoudre cette question et d'autres semblables en partant de Féquation générale du cercle (n<*80)
a (a?» -4-^*) H- a ^a? -h 'àfy -4- c = o.
Transformée en coordonnées polaires, cette équation prend la forme
p* -f- 2 ( - cos6 + î^sinB ) p -f- - ^ \a a I ^ a
et, en opérant comme ci-dessus, on trouve, pour Téquation polaire du Heu des moyennes harmoniques.
~ ^cos6H-/sinô
En revenant aux coordonnées primitives, cette équation devient
c'est celle que nous avons obtenue précédemment (no89) pour la polaire de Torigine.
4. Étant donnés un point O et une droite PM, on prend sur le rayon vecteur OP de la droite une longueur OQ inverse de celle du rayon vecteur; trouver le lieu des points Q. Même problème en remplaçant la droite PM par un cercle.
5. Dans un triangle, on donne un sommet, Vangle Q à ce commet et le rectangle k* des côtés qui le comprennent ; le deuxième som,met glisse sur une droite ou sur un cercle; trouver le lieu du troisième sommet,
Prenons le sommet fixe pour pôle, et désignons par p et p' les côtés de l'angle donné , par 0 et 0' les angles que ces côtés font avec Taxe fixe, on a
pp' = k\ 0 - 6' = G.
En écrivant l'équation polaire du lieu que décrit le deuxième
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sommet, on obtiendra une relation entre p et 0 ; et, en y remplaçant
p et 6 par -7 et (6' -h G), on aura entre p' et 6' une relation qui sera
Téquation du lieu décrit par le troisième sommet.
On résoudrait le problème de la même manière, si on donnait le rapport des côtés au lieu de leur rectangle.
6. Par l'intersection de deux cercles, on mène une droite quelconque et on prend le milieu Q du segment que les cercles déterminent sur cette droite; trouver le lieu des points Q.
Les équations des cercles pouvant se mettre sous la forme
p = arcos(0 — a), p = ar'cos(6 — a'),
on a pour l'équation du lieu
p = r cos (6 — a) 4- r' cos (6 — a'), qui représente aussi un cercle.
7. Par un point O pris sur un cercle donné, on mène trots cordes quelconques, et sur chacune d'elles, comme diamètre, on décrit un cercle. Les trois cercles ainsi obtenus, qui passent évidemment en O, se coupent en trois autres points qui sont en ligne droite ( * ).
Prenons le point fixe pour pôle, et le diamètre mené par ce point fixe pour axe. Soit d le diamètre du cercle donné ; soient, en outre, a, p, Y les angles compris entre chacune des cordes et Taxe polaire. L'équation du cercle donné pourra s'écrire (n<>95)
p = dcos^.
Le diamètre du cercle construit sur la première corde sera </ cos a, et l'on aura pour Téquation du cercle correspondant
p = 6? cos a. cos (6 — a).
On aura de même, pour Téquation du cercle construit sur la deuxième corde,
p = ^cosp.cos(ô — P).
Les coordonnées polaires de l'intersection de ces deux cercles
( ' ) Cambridge Mathematical Journal, vol. I, p. 169.
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s'obtiendront en cherchant la valeur de 6 qui satisfait à la relation
cosacos(0 — a) = cosPcos(6 — P),
et qui est évidemment 6 = a + P ; la valeur correspondante de p sera
p = d cos a cos p.
On trouverait de même, pour les coordonnées polaires de l'intersection des cercles construits sur la première et sur la troisième corde,
B = a-4-Yî p = rfcosacosY.
L'équation polaire de la droite qui joint les deux points, dont on vient de trouver les coordonnées, s'obtiendra en substituant ces valeurs de p et de 0 dans Téquation générale p cos (A: — 0)=/' (no 44).On a ainsi, pour déterminer /> et k, les deux équations
p = éicosacosPcos[^ — (a-i- p)] = c;^ cos a cos ^ cos [A: — («-n'y)];
d'où
^ = a-+-P-l-Y, jD = rfcosacospcos*)f.
La symétrie de ces valeurs montre que cette droite passe aussi pai le point d'intersection des cercles construits sur la deuxième et sur la troisième corde.
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GRAND NOMBRE DB CERCLES
105. Trouver V équation de la corde d'intersection de deux cercles .• S = o, S' = o.
L'équation S + A:S' = o représente un Heu passant par les points d'intersection des deux cercles S et S' (n** 40) ; ce lieu est en général un cercle, comme on peut le voir en substituant aux abréviations S et S' les équations équivalentes
et en observant que S + A:S' ne renferme pas de terme en ^yi ^^ qu^ ses termes en x^ et y^ ont même coefficient.
Il y cependant un cas particulier où ce lieu est une ligne droite, c'est celui où /: = — i . Dans ce cas , les termes du deuxième degré disparaissent, et l'équation S4-^S'=o, qui devient
représente alors la droite menée par les points d'intersection des deux cercles.
On peut encore énoncer ces résultats de la manière suivante (n® 50) : Tout cercle dont l'équation contient une indé-
terminée k au premier degré, et peut, par suite, se mettre sous la forme S -:- ArS' r= o, passe par deux points fixes, qui sont les points d'intersection des deux cercles S et S'.
406. Les points communs aux deux cercles S et S' s'obtiennent en cherchant, comme il a été dit au n- 82, les points où la droite S — S' rencontre l'un ou l'autre des cercles donnés. Ces points peuvent être réels, coïncidents ou imaginaires, suivant la nature des racines de l'équation qui sert à les déterminer ; mais il y a lieu de remarquer que l'équation de la corde d'intersection, S — S' = o, représente toujours une droite réelle, et que les propriétés importantes dont rette droite jouit par rapport aux deux cercles ne cessent pas d'exister, alors môme que les deux points qui la définissent deviennent imaginaires (n"82).
On donne habituellement (*) à la droite S — S' le nom A'' axe radical des deux cercles ; cette dénomination est préférable à celle de corde dUntersectioriy qui peut paraître singulière lorsque, géométriquement, les cercles ne se rencontrent pas.
107. Le résultat que l'on obtient en remplaçant, dans l'équation d'un cercle S = o, les coordonnées courantes par les coordonnées ^ et^ d'un point quelconque, représente le carré de la tangente menée au cercle S par le point {oc^y ) (n° 90); l'équation S — S' =r o de l'axe radical des deux cercles S = o, S' =:^ o exprime donc que :
Les tangentes menées à deux cercles par un point de leur axe radical sont égales.
Cette propriété de l'axe radical S — S' est indépendante
(*) D'après Gaultier (de Tours), Journal de l'École Polytechniquey Cahier XVI, i8i3.
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de la nature des points d'intersection des deux cercles ; elle permet de le construire géométriquement lorsque ces points sont imaginaires : il est facile de voir en effet, en partant de cette propriété, que Taxe radical est perpendiculaire à la ligne des centres, et qu'il divise cette ligne en deux segments tels, que la différence de leurs carrés est égale à la différence des carrés des rayons des cercles.
Le lieu du point tel que les tangentes menées de ce point à deux cercles S =r= o, S' = o soient dans un rapport donné k a pour équation S — A:' S' = o ( n** 90 ) ; c'est un cercle ( n** 1 03 ) qui passe par les points d'intersection, réels ou imaginaires, de S et de S'. Quand les cercles S et S' ne se coupent pas réellement, on définit la situation de S — k^ S', par rapport à S et S', en disant que ces trois cercles ont même axe radical.
Exercice.
Trouver les coordonnées du centre et le rayon du cercle A:S-f-/S'.
Le centre a pour coordonnées — -, j- y — Ç f- , et par suite
divise, dans le rapport k: /, la droite joignant les centres de S et
de S'. Quant au rayon r', il est donné par récjuation
{k -^ 0' '•'* = ( A: -f- /) {kr^ -4- /r'«) — A:/D«,
où D représente la distance des centres de S et de S'.
108. Les axes radicaux de trois cercles S, S' e^ S", considérés deux à deux^ concourent en un même point qu'on appelle centre radical des trois cercles.
Ces axes radicaux ont respectivement pour équation
ils se coupent donc en im même point (n® 40). Ce théorème conduit au suivant :
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Les cordes d^ intersection d'un cercle fixe C, avec tous les cercles O, 0<, Oa,.-- qu'on peut mener par deux points donnés AB, passent par un point fixe.
Considérons, en particulier, les cercles O, 0| et C; les cercles O et Oj ayant AB pour axe radical, la corde d'intersection de O avec G et celle de 0| avec G doivent, d'après le théorème précédent, se rencontrer en un point de AB; les cordes d'intersection du cercle G avec les cercles 0, 0« , Oo, . . . passent donc toutes par un point fixe situé sur AB.
Exercices.
Trouver le centre radical des trois cercles
Réponse. (-_-L,_^j.
* 109. Le système formé par des cercles ayant le même axe radical, c'est-à-dire passant par deux points fixes, jouit de plusieurs propriétés remarquables qu'il est facile de démontrer en choisissant convenablement les axes coordonnés. En prenant pour axe des y l'axe radical commun et pour axe <les X la ligne des centres, l'équation de l'un quelconque des cercles du système pourra s'écrire
X* -hy^ — 2 kx ±: S' = o,
3^ étant constant pour tous les cercles du système, k variant avec chacun d'eux. En effet, le cercle représenté par cette équation a son centre sur l'axe des x (n* 80), à une distance variable k de l'origine, et coupe l'axe des y en deux points
fixes donnés par ]a relation jk^ ±: S* :^ o, qui est indépendante de k\ ces points sont réels ou imaginaires, suivant que §* a le signe — ou le signe -h .
* 110. Les polaires d'un point (^',/'), par rapport à un système de cercles ayant même axe radical^ passent par un point fixe,
La polaire de (j?',j^'), par rapport à l'un quelconque des cercles du système x^-\' y^ — 2A::c + B^ = o, est définie ( n* 89 ) par Téquation
xx' ~\- yy' — A: (^ -h a?' ) -h 8* = 0,
qui renferme l'indéterminée k au premier degré ; cette polaire passe donc par un point fixe, qui se trouve à l'intersection des droites xx' -^ryy' -I- 5^ = o et a: 4- x' = o.
* 111. On peut toujours trouver deux points dont les polaires, par rapport à un système de cercles ayant le même axe radical, soient des droites fixes.
Pour que la polaire d'un point {x'^y') soit fixe, il faut que son équation soit indépendante de A", ce qui ne peut arriver que si les équations xx' -^yy' -4- â^ = o et j; -j- ./;' = o représentent la même droite. La polaire est alors définie par l'une ou l'autre de ces équations, et les coordonnées x' ely' du pôle satisfont aux relations
y' — o, a?'* 1= 8« ou x' —.±1.
Les deux points cherchés sont donc situés sur la ligne des centres des cercles du système, de chaque côté et à égale distance de l'axe radical commun : ils sont réels quand les deux points communs à tous les cercles sont imaginaires, et imaginaires dans le cas contraire. Ces points jouissent de plusieurs propriétés importantes dans la théorie des systèmes
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de cercles ayant le même axe radical ; la polaire de l'un, prise par rapport à un quelconque des cercles, passe par Tautre^ et coupe la ligne des centres sous un angle droit. L'équation générale des cercles étant de la forme
ne peut représenter un cercle réel que dans le cas où k^ est supérieur à 5^ j lorsque k^ devient égal à 8^, le rayon du cercle est infiniment petit (i; 80), et son centre a pour coordonnées y = o, X—- ±8. Les points, qui ont pour polaires des droites fixes, peuvent donc être eux-mêmes considérés comme des cercles faisant partie du système ; c'est pour cette raison que Poncelçt ( * ) leur a donné le nom de points limites du système.
*H2. Les tangentes menées à tous les cercles ayant même axe radical^ par un point de cet axe, ont même longueur (n** 107) ; le lieu de leurs points de contact est donc un cercle qui coupe orthogonalement tous les cercles du système, puisque ses rayons leur sont tangents.
L'équation de ce cercle s'obtient facilement^ en observant que le carré de son rayon ou, ce qui revient au même, le carré de la tangente menée à l'un quelconque des cercles du système, a;^ 4- X^ — a Ara? -f- 5^ = o, par un point (o, h) de l'axe radical, est égal (n^ 90 ) à A^ 4_ 52,
On a ainsi, puisque le centre est au point (o, h)
ou
^' H- /' — 2 hy = 8*.
Quelle que soît, sur l'axe radical, la position du centre, autrement dit quelle que soit la valeur de A , ce cercle coupe tou-
(*) PoNGELET, Traité des Propriétés projectives, p. 4'-
jours la ligne des centres aux points fixes^ = o, a: = ib B, que nous avons trouvés précédemment. Donc, tout cercle, qui coupe orthogonalement un système de cercles ayant k même axe radical, passe par les points limites du système.
Exercices.
Trouver la condition pour que les deux cercles
x^ -+-/• -h igx -4- *^fy -h c = o, x^'\-y'^-\- ^g'x ■+■ ^fy'\- c' = o
se coupent à angle droit.
En exprimant que le carré de la distance des centres de ces cercles est égal à la somme des carrés des rayons, on trouve
on, en réduisant,
2. Construire le cercle coupant orthogonalement trois cercles donnés*
En s'appuyant sur le résultat obtenu dans l'Exercice précédent, on obtient trois équations du premier degré, qui permettent de déterminer les trois inconnues g, f et c, et, par suite, d'écrire l'équation du cercle cherché (n^ 94).
On peut aussi construire ce cercle en observant que son centre est le centre radical des trois cercles, et que son rayon est égal à la tangente menée de ce centre à l'un quelconque des cercles donnés.
3. Trouver le cercle coupant orthogonalement les trois cercles de VExercice 2 (n» 108).
Réponse, (^+ -L)=^ h. (y h- f|)' = Ig
4. Tout cercle S qui coupe orthogonalement les trois cercles S', S' et S*, rencontre à angle droit le cercle A:S' -h /S' -+- /n S' = o.
La condition pour que S coupe orthogonalement
kW -^ IS' -h m^'" = o,
peut s'écrire
= (A:-+- l -^ m) c '\~ kc' -^ l<f -h me" ;
et cette condition est remplie, puisque, d'après Thypothèse, les coefficients de A:, / et m sont tous séparément nuls.
On verrait de même que tout cercle qui coupe orthogonalement S' et S', rencontre à angle droit le cercle ^S' -+- ^S*'.
5. Tous les cercles qui coupent orthogonalement deux cercles S' et S' ont m.ême axe radical.
Ce théorème, déjà indiqué au n^ 112, peut encore se démontrer de la manière suivante. Les équations
2gg' -+- l/f = C-^C', ^gg' H- 2/r ^C^tf,
obtenues en écrivant (Ex. 1) que l'un quelconque de ces cercles rencontre S' et S' à angle droit, sont du premier degré en g^f et c. L'équation obtenue , en éliminant g e^t f entre ces équations et Téquation générale du cercle
x^ -4-^2 -+- 2^a? -\- if y 4- c = o,
ne renferme plus que l'indéterminée c, et comme elle est du premier degré en c, elle représente (no 105) une série de cercles ayant même axe radical.
6. La polaire de Vextrém,ité A du diam.ètre AB d'un cercle, prise par rapport à un cercle coupant orthogonalement le premier, pa^se par le point B.
7. Le carré de la tangente menée à un cercle, par un.pomt quelconque d'un autre cercle, est proportionnel à la distance qui sépare ce point de l'axe radical des deux cercles.
8. Trouver l'angle a sui\^ant lequel deux cercles se coupent.
Soient R et r les rayons des cercles, D la distance de leurs centres, on aura
D* = R2-j-r» — 2Rrcosa,
puisque Fangle suivant lequel les cercles se coupent est égal à l'angle formé par les rayons qui aboutissent au point d'intersection.
Quaod les deux cercles sont définis par l'équation générale, cette expression prend la forme
— aRrcosa = aG^-f- aF/ — G — c.
Lorsque S = o est Téquation du cercle .de rayon r, les coordonnées du centre du deuxième cercle vérifient la relation R* — aRr cosa = S, puisque (n^QO) D* — r' est égal au carré de la tangente menée à S par le centre de ce deuxième cercle.
9. Tout cercle mobile qui coupe deux cercles fixes sous des angles constants, coupe, sous des angles constants, tous les cercles ayant même axe radical que les deux, cercles fi^es.
Soient S = o, S' = o les équations des deux cercles fixes, r et r' leurs rayons, a et ^ les angles sous lesquels ils coupent le cercle mobile, R le rayon du cercle mobile; d'après l'Exercice précédent, les coordonnées du centre de ce cercle satisfont aux relations
R* — aRrcosa = S, R» — aRr' cos^ = S'.
On en déduit
Ârr cos a -4- /r' cos p A:S-+-/S'
ce qui est la condition pour que le cercle mobile coupe le cercle ArS + /S' sous l'angle constant y; y étant défini par l'expression
(A: -f- /) r' cos Y = ^/* cosa -H //•' cos p,
dans laquelle r* est le rayon du cercle A:S -i- /S'.
10. Tout cercle qui coupe deux cercles fixes sous des angles constants est tangent à deux cercles fixes.
k On peut, en effet, déterminer le rapport j de l'Exercice précédent,
de telle sorte que "y = o> autrement dit que cos^ = i ; et en portant dans l'équation finale de cet Exercice la valeur de r^ qu'on déduit de l'expression (n® 107, Ex.) :
(A- --h lyr'^ = {k-^l) (kr^ h- Ir^^) - klD\
k on trouve, pour déterminer le rapport j ) une équation du deuxième
degré.
Mener une tangente commune aux deux cercles ?> etS
Soient
les équations de ces deux cercles.
L'équation d'une tangente au premier cercle S est (n® 85)
ou bien
(a: — a) cosô 4- (y — p)sinô = /';
en posant, comme au n*^ 102,
= cosÔ, ^i:=smô:
on a de même, pour une tangente au deuxième cercle S',
(a?~a')cos6'-h (7— p')sin6' — r'.
L'équation de la tangente commune s'obtiendra en écrivant que les deux équations précédentes représentent une même droite. En égalant les coefficients de y^ après avoir, dans chacune de ces équations, ramené le coefficient de ^ à l'unité, il vient
tango = tango',
ce qui donne
e = e', ou Ô=i: i8o^-hô';
et, en exprimant que l'une ou l'autre de ces conditions est remplie dans l'équation fournie par la comparaison des termes constants, on a, pour la relation cherchée,
( a — a' ) cos 0 4- ( p — p' ) 9În 6 -h r — r' = o,
lorsque 6 = 6', et
(a — a') cosô -+-(p — P')sin6 -h r-i- r'nro
dans le cas où 0 = i8o® + ^.
Chacune de ces expressions conduit à une équation du deuxième degré pour déterminer 6. Les racines de la première de ces équations correspondent aux tangentes communes extérieures, ou directes, Ka^hld {Jig,^2.)] les racines de la
Fig. 4a.
seconde, aux tangentes communes intérieures, ou inverses,
Pour obtenir les coordonnées du point de contact du cercle S et de la tangente commune, il suffit de remplacer dans les expressions précédentes, cos6 etsinô par leurs valeurs
cosO
sinô =:
on trouve ainsi, suivant le cas,
(.^_oc')(^'-a) + (p-p')(/-p)-l-r(r--r') = o. (3, _ a')(^' - ûc) 4- ( S .- p')(/ - p) -H r (r 4- r') -: o.
En combinant la première de ces équations avec celle du cercle S, on obtient une équation du deuxième degré qui a pour racines les coordonnées des points de contact A et A' des tangentes communes extérieures avec le cei'cle S (n°88) ;
et Téqualion
représente la corde de contact AA' de ces tangentes. De même,
représente la corde de contact BB' des tangentes communes intérieures, considérées comme tangentes au cercle S.
Lorsque le centre du cercle S est pris pour origine, a et ^ s'annulent, et l'on a, pour les équations des cordes de contact dans le cercle S,
Trouver les tangentes communes aux cercles
Les cordes de coatact des tangentes communes considérées comme tangentes au premier cercle sont
La première rencontre le cercle aux points (î», 2). { -r» t j \ ce qui donne, pour les tangentes menées par ces points,
la seconde rencontre le cercle aux points (i, i), ( ^> ^ ) : et l'on a, pour les tangentes correspondantes,
x — ij 3a7-h47 = 5.
114. Les points O et O', où se rencontrent respectivement les tangentes communes extérieures et intérieures, sont les centres de similitude des deux cercles. On verra plus loin la raison de cette dénomination.
S. — Géom.. à deux dim. t^
Leurs coordonnées se trouvent facilement ; car O est, par rapport au cercle S, le pôle de la corde de contact AA', qui a pour équation
En comparant cette équation avec celle de la polaire du point (:r',y)
on trouve, pour les coordonnées ^'jJk' du point O,
ou bien
I _ ^'r — txr' , _ p'r — pr'
^=-:: — TT-^ y
On trouverait de même, pour les coordonnées de O',
La forme des expressions obtenues montre (n*7) que les centres de similitude sont les points où la droite qui joint les centres des cercles est divisée, extérieurement et intérieurement, dans le rapport des rayons.
Exercice.
Trouver les tangentes communes aux cercles
x^-r-y^ — 6a? — 87 = 0, x^-^y^ — ^x — 6^ = 3. L'équation des tangentes menées au cercle
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par le point (a:',^) est (n« 92)
Les coordonnées du centre extérieur de similitude étant — 2, — 1 , les tangentes qui passent par ce centre ont pour équation
25(ar* -4-^* — 6x — 8/) = (50? -\-'5y — io)«, c'est-à-dire
x)^-^x-{-iiy-^2 = Oj ou (rr-h 2)(^-f-i) = o.
Les cercles donnés se coupant en des points réels, les tangentes intérieures sont imaginaires; leur équation
40a?* "f- xy -4- 40/* — 199^ — ^7^y -i- 722 = o
se trouve de la même manière que celle des tangentes extérieures
en observant que le centre intérieur de similitude a pour coor-
1 , 22 3i données — et — •
415. Les droites menées par l'intersection des tangentes communes à deux cercles sont divisées en parties proportionnelles par ces cercles.
Quand on prend sur un rayon vecteur OP, issu du point O et aboutissant au point P, un point Q, tel que OP = m. OQ. on obtient les coordonnées du point Q en divisant par m celles du point P; si P décrit une courbe, Q en décrit une autre dont' T équation se trouve , en remplaçant x et y par m,x et my^ dans Véquation de la courbe décrite par P.
Prenons pour axes les tangentes communes, et représentons (Jig» 4^) Oa par a, OA par a'; les équations des deux cercles seront (n®84, Ex. 2)
x^ -^ y^ -\- ixy coso) — 2 ax — 2 a/ -h a' =: o, /pî _j_ j^i _l_ ^^y cosû) — 2 a'x — Q a' y n- a'* i^ o.
La seconde équation se déduit de la première en y rempin-
çant X et^ par —f'>~~\ elle représente donc le lieu que Ton
obtiendrait en prolongeant, dans le rapport de a à a', chacun des rayons vecteurs menés au premier cercle.
Corollaire. — Le rectangle Op.Op' {fig-^i) étant conslant (n*» 104, Ex. i ), ainsi que la rapport OR: Op, les rectangles OR.Op', OR'-.Opsont égaux et constants, quelle que soit la direction de la droite menée par le point O.
416. Siy par un centre de similitude O, on mène deiur droites coupant le premier cercle ifig. 43 ) aux points R, R',
S, S', et le second aux points p, p', a, J, les cordes RS et pj, R'S' et çlof sont parallèles^ et les cordes RS et p'c', K'S'et (w se coupent sur Vaxe radical PQ des deux cercles.
Prenons OR et OS pour axes, et soit
a(.r' -T- 2^jcosa) 4-/') H- ^gx -\- 2fy -{- c=io
l'équation du cercle par, pV.
Le point O étant un centre de similitude, on aura (n*li3j
OR ~ m. Dp, OS — m.Ors, ce qui donne pour Péq nation du cercle RSR'S'
a{x' -\- ixyco^iù -h/') -h 2m(gx -h/j) -f-/»*c = o,
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et pour Téquation de l'axe radical (n® 105)
Les équations de pc et de pV pouvant s'écrire
on a, pour les équations de RS et de R' S
ma * mb ' ma' mb'
et l'on voit immédiatement que RS est parallèle à pa, et R'S'àpV. Quant aux cordes RS et pV, elles se coupent sur la
droite
^l:;-^-3)-^-rlx-^X7) = I-^'»;
c'est-à-dire sur l'axe radical des deux cercles, puisque cette équation peut se mettre sous la forme (n® 100)
il en est de même pour les cordes R'S' et pj.
Comme cas particulier de ce théorème, on voit que les tangentes en R et p sont parallèles, ainsi que celles en R' et p', et que les tangentes en R et p', en R' et p se coupent sur 1 axe radical.
117. Étant donnés trois cercles S, S' etS^^ la droite qui joint un des centres de similitude de S et de S', à un centre de similitude de S et de S", paisse par un centre de similitude de S' et de S'.
Soient r, /, /' les rayons de ces trois cercles ; ( a, ^ ) , ( a , ^') • (/,P") leurs centres. Les deux premiers centres de similitude
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ont pour coordonnées (n** 114)
et la droite qui les joint a pour équation (n® 29, Ex. 6)
La symétrie de cette équation montre que la ligne qu'elle représente passe aussi par le troisième centre de similitude
cette droite s'appelle axe de similitude des trois cercles
Chaque couple de cercles ayant deux centres de similitude, il y a en tout six centres de similitude S, S', S*^. . . . pour les trois cercles, et ces centres sont distribués troà . par trois sur quatre axes de similitude, ainsi que le représente la figure suivante :
Fig. 44.
Les équations des trois autres axes s'obtiennent en changeant successivement les signes de r, r', r" dans l'équatioD donnéô plus haut.
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Corollaire. — Lorsqu'un cercle S est tangent aux deux cercles S et S', la droite qui joint les points de contact de S avec S et S' passe par l'un des centres de similitude de S et S'. En effet, lorsque deux cercles se touchent, un de leurs centres de similitude coïncide avec le point de contact.
Quand 2 est tangent intérieurement, ou extérieurement, aux deux cercles S et S' à la fois, la droite qui joint les points de contact passe par le centre extérieur de similitude de S et S' ; lorsque 2 est tangent intérieurement à Tun des cercles et extérieurement à l'autre, cette même droite passe par le centre intérieur de similitude.
*li8. Troui^er le lieu des centres des cercles S qui coupent trois cercles donnés S, S', S" sous le même angle.
Lorsqu'un cercle S, de rayon R, coupe sous l'angle a les trois cercles S, S' et S'', les coordonnées de son centre (n® 112, Ex. 8) satisfont aux relations
S -= R* — 2 R r cosa, S' r= R* — 2Kr' cosa, S'' = R* — aRr* cosa ;
et en éliminant R^ et Rcosa entre ces trois équations, on aura l'équation du lieu cherché. On obtient successivement
S — S' =: 2R{i^ — r) cosa, S — S'' ru: 2R{r' ~ r) cosa-,
d'où
Le lieu est donc une droite qui passe par le centre radical des trois cercles (n® 108). En remplaçant S, S' et S^' par leurs valeurs développées, on trouve pour les coefficients de x et de jKj
— 2[a(r' — r')-Ha'(r' — r)4-a''(r-r')],
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et en comparant ces coefficients aux coefficients de ^ et de r dans l'équation de l'axe de similitude (n® 117), on voit (n® 32) que le lieu est une perpendiculaire abaissée du centre radical sur un des axes de similitude.
Il est indifférent de prendre, pour angle des deux cercles, l'un ou l'autre des deux angles supplémentaires que forment les rayons aboutissant au point d'intersection. Les formules dont nous avons fait usage (n® 112) supposent que cet angle est celui sous lequel la distance des centres est vue du point d'intersection; dans cette hypothèse, le lieu dont on vient de trouver l'équation est une perpendiculaire à Taxe extérieur de similitude. Si l'on n'admet pas cette restriction, il faut substituer à la formule du n** 112 la suivante :
S riiR* =b aRrcosa;
ce qui revient à changer le signe de l'une ou l'autre des quantités r^r^^r^' dans les expressions précédentes. Le lieu cherché peut donc (n®117) être perpendiculaire à l'un quelconque des axes de similitude (').
Lorsque deux cercles sont tangents intérieurement, l'angle sous lequel ils se coupent est nul, puisque les rayons qui abou-
(*) Les cercles qui coupent, sous des angles égaux, trois cercles donnés S, S', S', de rayons r, r', r", ont pour axe radical commun un des axes de similitude. Considérons en particulier les trois cercles £, JS, £', de rayons n, R'y R% et soient a, ^, f les angles sous lesquels ils coupent respectivement les cercles donnés. Les coordonnées du centre de chacun des cercles S, S', S' satisfont aux conditions
£ = r* — 2rRcosa, 2:' = r« — arR'cosp, ï'^r' — arR'cosy: d'où
(Rcosa-R''cosy)(2: — 5:')=:(Rcosa— R'cosp)(L--S'').
Cette équation, qui parait être celle d'une droite, est vérifiée par les coordonnées des centres de S, de S' et de S", bien que nous n'ayons pas supposé ces trois points en ligne droite. Il faut donc qu'elle se réduise à une relation identique de la forme ï = ArE'-i-ZS'; autrement dit que les trois cercles £, V et £' aient le même axe radical.
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tissent au point de contact coïncident; mais s^ls se touchent extérieurement, cet angle, en vertu des conventions faites précédemment, est égal à 1 80**, puisqu'un des rayons est situé dans le prolongement de l'autre. La perpendiculaire abaissée sur l'axe de similitude extérieur contient donc les centres des rercles qui touchent intérieurement, ou extérieurement, les trois cercles donnés. En changeant le signe de r dans l'équation de cette perpendiculaire, on obtient l'équation du lieu des centres des cercles tangents extérieurement à S, et intérieurement à S' et S'', ou inversement, et ce lieu est une perpendiculaire à l'un des autres axes de similitude. On peut donc mener huit cercles tangents à trois cercles donnés ; les <-entres de ces huit cercles se trouvent, deux par deux, sur les ))erpendiculaires abaissées du centre radical sur les quatre axes de similitude.
*119. Décrire un cercle S tangent à trois cercles don-
Nous connaissons déjà (n® H8) un lieu sur lequel doit se trouver le centre du cercle cherché ; on peut en déterminer «n autre en éliminant le rayon R de ce cercle entre les deux équations
S=:^R*-4-2rR, S'=::R»-!-2r'R;
mais la courbe que l'on trouve ainsi n'est pas un cercle, et l'on obtient une solution plus élémentaire en cherchant, au lieu des coordonnées du centre du cercle tangent S, les coordonnées du point de contact de ce cercle avec un des cercles donnés. Ce point se trouvant sur un cercle, on a déjà une relation entre ses coordonnées ; il suffira donc d'en trouver ane autre pour qu'elles soient complètement déterminées ( * ).
(') Cette solution a été donnée par M. Gergonne [Annales de Mathématiquesj t. VII, p. 289 ).
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Plaçons, pour simplifier, l'origine des coordonnées au centre du cercle S, dont on veut déterminer le point de contact avec S ; et désignons par A et B les coordonnées du centre de ^ ; par ^ et^ les coordonnées du point de contact de S avec S.
Les coordonnées A et B vérifient les équations (n® 118)
S — S;zzi2R(r — r'), S — S"-ii:2R(r — r^);
et l'on a, entre ces coordonnées et celles du point de contact, les relations
Pour trouver le résultat de la substitution de mXy my à x et j^ dans l'équation d'une droite, on peut multiplier toute l'équation par m et en retrancher (m — i ) fois le terme constant.
Lorsqu'on suppose les équations de S, S' et S" mises sous la forme générale indiquée au n® 79, le terme constant de S -S'(nM05)estégal à
puisque, d'après le choix des axes, on a à la fois a ^^ o, ^ = o : le résultat de la substitution de A et B k x el y dans S — S' --- 2R (r — r') sera donc
ou
On aura de même
(R -h r) (S — S") irr R [( r — r^)« — «''^ __ p/^tj^
et en éliminant R entre ces deux équations , on voit que le
point de contact cherché se trouve à l'intersection du cercle S avec la droite
120. Pour compléter la solution géométrique du problème, il reste à montrer comment on peut construire la droite dont nous venons de trouver Téquation. Cette droite passe par le centre radical des cercles donnés ; il suffit donc d'en trouver un deuxième point. En remplaçant S — S', S — S" parleurs valeurs développées (n® i05), son équation devient
ft'.T -h2 p' y -h r" — r' — ex
'* _j_ fi'«
_ 9. ol'^.t -+- 2 P*' y + r^« — /•« _- a'î _ p
'fi _i_ A*« I w w^ \t >
-Hp'*— (^r— r^)
ou, en ajoutant l'unité à chacun des termes,
ce qui exprime qu'elle passe par l'intersection des droites
a'x-i-p'y-h {r' — r) r=-Oy a" a: -h p" y -h (r* — r)r~ o.
La première de ces droites est ( n® 1 1 3 ) , dans le cercle S , la corde de contact des tangentes communes aux cercles S et S' ; autrement dit (n® 114), c'est la polaire par rapport à S du centre de similitude de S et S' ; de même, la seconde droite est la polaire par rapport à S du centre de similitude de S et S'^. L'intersedtion de ces droites est donc le pôle de Taxe de similitude des trois cercles, par rapport au cercle S.
De là résulte la construction suivante :
Tracer {/ig* 45) un des quatre axes de similitude SS' des trois cercles C, C, C" ; déterminer le pôle de cet axe successivement par rapport aux trois cercles, et joindre les points
ainsi trouvés P, P' et P' au centre radical R. Les droites RP, RP'^RP" rencontrent les cercles aux points o^ b;a\ b'; (f, V\
Fig. 45.
h'Uz -^
le cercle conduit par les points <z, a', a" sera l'un des cercles tangents cherchés, et le cercle mené par les points è, 6', b" en sera un autre.
En appliquant la même construction aux trois autres axes de similitude, on déterminera les six autres cercles tangents.
121. Il n'est pas sans intérêt de montrer comment on peut arriver au même résultat sans avoir recours au calcul algébrique.
i" Les lignes aè, a'6', aV passent toutes par le centre de similitude des cercles a a' a", bb'b^ {n^ iil ^ Corollaire) \
2** Les droites a'a^, W se coupent en S centre de similitude de C et de C" (nM 17) ;
3** Par suite (n® il6), les lignes transversales a' 6', a" If se coupent sur l'axe radical de C et de C. De même, ci' b^ et ab se coupent sur Taxe radical de Cet de C. Le point R, centre de similitude des cercles ad d\ bVb^ est donc en même temps le centre radical des trois cercles C, G' et C;
4° Puisque olh\ a^b^ passent par le centre de similitude de add ^ bb'V^ les droites a'd'^ b'b" se rencontrent en S sur l'axe radical de ces deux cercles (n** ii6). Les points S' et S'' se trouvent ainsi sur ce même axe radical. Donc, Vaxe de similitude S S' S" des cercles C, C, C est en même temps l'axe radical des cercles aa! ci' ^ b V 6" ;
5® La droite a^' 6^' passant par le centre de similitude de aa!c! et de bb'b^^ les tangentes menées à ces cercles (n** 116), aux points où ils sont rencontrés par cfb^^ se coupent sur l'axe radical S S' S" en un point qui est évidemment le pôle de cfb^ par rapport au cercle C; le pôle de d' b" se trouvant sur S S' S", le pôle de S S' S" par rapport à C" sera (n« 98) sur cflF. On pourra donc construire a^6" en joignant le centre radical R au pôle P de S'S^ par rapport au cercle C" ;
6^ Le centre de similitude de deux cercles appartenant à la ligne des centres, et l'axe radical étant perpendiculaire à cette ligne, la droite qui joint les centres des cercles aa'a^^ bb'U' est perpendiculaire à S S' S"', et passe par le point R (n® 118).
121 (a). Lorsque quatre cercles sont tangents à un cinquième cercle, les longueurs de leurs tangentes communes satisfont à la relation
dans laquelle (12) représente la longueur de la tangente commune au premier et au deuxième cercle^ etc.
Ce théorème se démontre facilement à l'aide des propriétés du quadrilatère inscrit; il suffit d'exprimer la longueur de la tangente commune à deux cercles en fonction de la distance comprise entre les points où ces deux cercles touchent le cinquième cercle.
Soient R le rayon du cinquième cercle ; O son centre [fig, 46; ; r et r'ies rayons des cercles i et 2; A et B leurs
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centres ; aetb leurs points de contact avec le cinquième. Le
Fig. 46.
triangle aOb étant isoscèle donne, pour la distance de ces points de contact,
aô =z 2 R sio - aO 6 ;
on a d'ailleurs, dans le triangle AOB, qui a pour côtés R — r, R — /et D=AB,
sm' - a O 6 :r^ Tvô -—s ,- ;
et comme
il vient
ab
R.(ia)
Dans le quadrilatère inscrit formé par les quatre points de contact a, é, c et rf des quatre premiers cercles avec le cinquième, les côtés et les diagonales satisfont à la condition
ab, cd -+- ad, bc = ac. bd ;
remplaçant, dans cette équation, chacune des cordes ab.. . . par
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sa valeur, trouvée précédemment, en fonction de la longueur ( 12), ... de la tangente commune correspondante, et supprimant le facteur commun
on obtient la relation qu'il fallait démontrer.
121 (6). On peut déduire de ce théorème une solution du problème posé au n® 119. Lorsque le quatrième cercle se réduit à un point, ce point appartient au cercle tangent aux trois premiers, et les expressions (4i)î (4^) et (43) représentent les longueurs des tangentes menées par ce point à ces trois cercles. D'ailleurs, en désignant par S, S' et S" les valeurs particulières que prennent les équations des trois premiers cercles lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes par celles de ce point, on aura, d'après le n® 90,
Les coordonnées d'un point quelconque du cercle cherché satisfont donc à la relation
qui se transforme en une équation du quatrième degré lorsqu'on fait disparaître les radicaux. Dans le cas où (23), (3i ) et ( 12) sont les tangentes communes directes, elle se décompose en deux équations du second degré, qui représentent respectivement les cercles tangents intérieurement et extérieurement ( Jig. 45) aux trois cercles donnés.
Cette solution et le théorème d'où on la déduit sont dus à M. Casey.
121 (e). Ce théorème peut aussi se démontrer sans avoir recours aux propriétés du quadrilatère inscrit. En prenant, comme au n® 104 (Ex. 4)^ sur chaque rayon vecteur OP {fig. 4i )} mené par un point O à une courbe, une longueur
OQ Inversement proportionnelle à OP, on obtient une nouvelle courbe qu'on appelle inverse de la courbe donnée. La figure inverse du cercle
par rapport à l'origine O, est définie par Téquation
cyx^ h- 7') -h 'igx -h ayy -1- I - : o,
qui représente un cercle, excepté dans le cas où c--^o. Lorsque c est nul, le cercle passe par Porigine O, et son inverse est une ligne droite. Réciproquement, la figure inverse d'une ligne droite est une circonférence passant par l'origine.
A un couple de cercles correspond, comme figure inverse, un autre couple de cercles, et le rapport du carré de la tangente commune au produit des rayons est le même pour l'un et l'autre couple ( • ). En remplaçant, en effet, ^, / etr
par -)*- j - dans l'équation r^^=:g^-rf^ — c, qui donm^ c c c
(n® 80) le rayon r d'un cercle, on obtient - pour le rayon
du cercle inverse. En effectuant la même substitution dans l'expression c -!- c' — ^gg' — '^//^ qui représente la quantité D»— r^—z-'a (nMi2, Ex. i), on trouve
Ji
ce'
Le rapport de D^ — r'^ — a^^ , au produit rr' des rayons , et, par suite, le rapport de D^— r db r')* à n^ est donc le même pour chacun des couples.
(■) Cette proposition, qui a été indiquée par M, Casey, revient à dire (n* 112, Ex. 8), que l'angle sous lequel se coupent deux cercles quelconques est le même que celui sous lequel se coupent leurs inverses : théorème facile à établir géométriquement.
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Considérons maintenant quatre cercles tangents à une même droite en quatre points. Les segments compris entre ces quatre points, segments qui ne sont autre chose que les longueurs des tangentes communes, satisfont à la relation
comme il est facile de s'en assurer en partant de l'identité
dans laquelle a, 6, c, d représentent les distances de ces quatre points à un point quelconque de la droite pris pour origine.
L'inverse du système, par rapporta un point quelconque, se composera de quatre cercles tangents à un cinquième ; et la relation précédente subsistera encore, puisque le rapport (le chacun de ses termes à la racine carrée du produit des rayons des quatre premiers cercles ne change point quand on passe du premier système à son inverse .
La relation entre les tangentes communes étant ainsi établie directement, on peut en déduire, comme cas particulier, les propriétés relatives aux côtés et aux diagonales du quadrilatère inscrit. Il suffit, pour cela, de supposer que les quatre premiers cercles se réduisent à quatre points.
Cette démonstration fait voir, en outre, que par tangente commune à deux cercles il faut entendre, dans la relation donnée ci-dessus, la tangente commune directe lorsque les deux cercles touchent tous deux intérieurement, ou tous deux extérieurement le cinquième cercle, et la tangente commune inverse, quand les deux cercles sont situés, l'un à Finteneur, l'autre à l'extérieur de ce cinquième cercle. Ainsi l'équation des quatre couples de cercles tangents à trois cercles donnés
(23)v/S±(3i)^±(i2)v/S^ = o représente :
I® Les cercles tangents laissant du même côté, intérieur ou S. — Géom. à deux dim. i3
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extérieur, les trois cercles donnés lorsque (12), (aS) et (3i ) désignent les tangentes communes directes; 2* les cercles touchant intérieurement le premier cercle et extérieurement les deux autres (ou inversement), lorsque, (23) étant une tangente directe, (3i ) et (12) représentent des tangentes inverses; 3** ebfinles deux autres couples de cercles, quand on considère successivement Tune des tangentes ( 3 1 ) et (12) comme directe, et la troisième tangente comme inverse.
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APPLICATION DE LA MÉTHODE DES NOTATIONS ABRÉGÉES A L'ÉQUATION DU CERCLE.
122. Pour reconnaître si une équation du deuxième degré, exprimée à l'aide des notations abrégées exposées au Chapitre IV, représente un cercle, il suffît de la ramener à une équation en :c et j>^, en y remplaçant chacune des abréviations a par l'expression équivalente j?cosa-j-^sina — />, et de voir, dans cette équation transformée, si le terme en xy disparaît, et si les termes en x'^ et en y^ ont même coefficient in* 80). Les exemples suivants serviront d'éclaircissements.
Le produit des distances d'un point quelconque d^une courbe à deux côtés opposés d'un quadrilatère est dans un rapport constant k avec le produit des distances de ce même point aux deux autres côtés; trouver la condition pour que cette courbe soit un cercle.
Soient a, ^, y, 8 les quatre côtés du quadrilatère ; l'équation générale de la courbe est évidemment de la forme
et comme elle est vérifiée par l'une ou l'autre des quatre suppositions
a = o, p=io; ar-o, 8 = o,
przro, r = o; Y — o, 8 = o,
elle représente une courbe du second degré qui passe par les sommets du quadrilatère.
En substituant aux abréviations a, 3, y, 8 les expressions équivalentes en x et y^ on trouve pour l'équation transformée du lieu
(j?cosa -h/sina — /?)(j7C0sy -Hj'sinY — p")
1= A:(a?cosp -h/sinp — />')(a:co9 8 4- jsinB — />**);
et en écrivant que, dans cette équation, les coefBcients dex^ et de y^ sont égaux, et que le coefficient de xy est nul, on obtient les relations
cos ( a -h Y ) nz X: cos ( p 4- 8 ), sin(tt-HY)=:X: sin(p 4-8),
qui expriment que le lieu est un cercle.
Si l'on ajoute ces équations, après les avoir élevées au carré, il vient
quand cette condition est remplie, on a
a-hY = P-i-8, ou aH-Y = i8o*-hp4-8, et, par suite,
tt— p=:8 — Y, ou a— p^riSo*»-!- 8 — Y-
L'angle a — g étant (n** 61) le supplément de celui des deux angles formés par les droites a et g qui comprend l'origine, cette condition est remplie locsque le quadrilatère a,P,Yï5€s^ inscriptible. Quand l'origine est à l'intérieur du quadrilatère, il faut faire A: = — i , l'angle compris entre a et ^ est alors supplémentaire de l'angle formé par '^ elh\ lorsque l'origine est en dehors du quadrilatère, il faut faire, au contraire, /r= I, et dans ce cas les angles opposés sont égaux.
123. Le carré de la distance d'un point quelconque d'une courbe à la base d'un triangle est dans un rapport
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constant k avec le produit des distances de ce même point aux deux autres côtés ; trouver la condition pour que cette courbe soit un cercle.
Soient a, % y les côtés du triangle ; l'équation générale de la courbe peut évidemment s'écrire
Ed y faisant a = o, pour déterminer les points d'intersection Jalieu et de la droite a, on obtient l'équation y^ = o, dont le premier membre est un carré parfait ; la droite a rencontre donc le lieu en deux points qui coïncident, et par suite (n^83) se confond avec la tangente au point (a, y)- ^^ même, ^ est la tangente au point (^, y). La droite y est donc la corde dé contact des deux tangentes a et p.
En remplaçant, comme au numéro précédent, les abréviations par leurs valeurs développées, et en écrivant que les conditions indiquées au n^ 80 sont remplies, on trouve
cos(a -hf) = A:cos2Y, sin(a-i- p) = Arsinay,
et, par suite,
k = i, a — Y=zY — p.
Pour que le lieu soit un cercle, il faut donc que le triangle soit isoscèle, résultat qui peut s'énoncer ainsi :
Le produit des distances d'un point quelconque d'une circonférence à deux tangentes est égal au carré de la distance de ce point à la corde de contact des deux tangentes.
Exercice.
Trouver la condition pour qu'un cercle soit le Heu des points tels, que la somme c> des carrés de leurs distances au\ trois côtés d'un triaDgle oc^y ^^^^ constante.
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L'équation du lieu, qui est de la forme a* -i- p* -4- y* = c*, représente un cercle lorsqu'on a
cosaa-f- cos^p -i- cosaY = o, sinaa-j- sina^-f- sinay = o,
et, par suite,
cos2a= — 2cos(pH-Y)cos(p — y), sinaa= — 2sin(pH- y)cosO— ;;.
En ajoutant ces équations, après les avoir élevées au carré, il vient
i = 4cos*(P — y)» ^^ P — Y = ^"•
On verrait de même que chacun des autres angles doit être égal à 6o<>. Il faut donc que le triangle soit équilatéral.
124. Trouver Véquation du cercle circonscrit au triangle formé par les droites a = o, P = o, y = o-
Uéquation
/pY "^ 'WY^ "*" '^^P == ^
représente une courbe du second degré circonscrite à ce triangle, puisqu'elle est vérifiée par chacune des suppositions
ar=0, pirro; pzizO, Y = Oî Y^^^J*^^^'
En suivant la marche indiquée au n® 122, on trouve, pour exprimer que cette courbe devient un cercle, les condilions
/cos(p-H y) + /wcos(Y-Ha) 4- /icos(a -h p) r:=o, /sin(p4- y) H-''* sin(Y4-a) -h n sin(a 4- p) =o.
Mais lorsqu'on a deux équations de la forme
/a' -H mp' -f- nf' ■=! o, Za^'-h wp''-H/iY"=o,
les quantités /, meln sont respectivement proportionnelles
à (p'Z - pY)» (ï'a'' - /«)>(«'?" - «'P') (ï^" 65). Danslecas actuel, l^met n sont proportionnels à sin(fi — y), sin(Y — a),
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sin (a — 3), ou à sinA, sinB, sinC (n" 61), et Ton a, pour Téqualion du cercle circonscrit,
Py sin A 4- ya sin B -i- aS sin G 3= o.
123. L'interprétation géométrique de cette équation n'esl pas sans importance. Les perpendiculaires OQ, OP {fig. i'j )
abaissées d'un point O sur les deux côtés a et 3 du triangle ABC ont précisément pour longueur a et p (n** 34) ; d'ailleurs l'angle QOP qu'elles comprennent est le supplément du l'angle G du triangle : le produit aJsinG mesure donc le double de l'aire du triangle OPQ. De même va sin B, PysinA représentent respectivement le double de Taire des triangles OPR, OQR, OR étant perpendiculaire à v. La quantité
Py sin A H- ya sin B -h ap sin G
est donc le double de l'aire du triangle PQR, et l'équation du numéro précédent exprime que, si le point O appartient au cercle circonscrit au triangle, Taire PQR est nulle, c'est-à-diic (n®36, Corollaire II) que les trois points P, Q, R sont en ligne droite.
Le lieu du point O, déterminant par ses projections sur les trois côtés du triangle ABG, un triangle PQR dont l'aire est constante, a pour équation
Py sin A 4- Y* sin B -t- a^ sin G =::: const.
Gette équation ne difTère que par une constante de celle du
cercle circonscrit; elle représente donc (n® 81 ) un cercle concentrique au cercle circonscrit ( • ).
126. Reprenons l'équation l^y -\- m-^a -h na^ = o, et mettons la sous la forme
Y(/p-i-/na) -+- nap=:=o;
la droite y rencontre la courbe sur les droites a et 0 (n® 124), puisque l'équation ci-dessus se réduit à ag = o, lorsqu'on v fait Y = o. Pour la même raison, la droite l^-\- ma. rencontre la courbe en deux points situés sur les droites a et p ; mais ces deux points coïncident, puisque /p + ma passe par l'intersection de a et p : la droite l^~\- ma. rencontre donc la courbe c^n deux points qui coïncident, c'est-à-dire lui est tangente aupoint (a, P)(n^83).
Cette conséquence de l'équation l^y -i- mya 4- /lag == o, ainsi que quelques autres dont l'exposé va suivre, ne supposent point aux coefficients /, m, n les valeurs particulières
(') L'équation du cercle circonscrit à un quadrilatère, défini par ses côtés a, 9, Y, d et l'une de ses diagonales e, peut se mettre sous Tune ou l'autre des formes
sinA sinB sinE sinC sinD sinE
où A représente l'angle inscrit dans le segment sous-tendu par a, et où Ton a donné à e des signes différents pour indiquer que les triangles a^e et yoe ne se trouvaient pas du même côté de la diagonale e. Tous les points (lu cercle vérifient donc l'équation
sinA sinB sinC sinD a p Y °
qui est du troisième degré, comme il est facile de le voir en chassant les dénominateurs.
Celte équation représente à la fois le cercle circonscrit, et la droite menée par les points d'intersection de a avec Yi et de p avec $. M. Casey a, du reste^ démontré, en suivant la même marche, que tous les points du cercle circonscrit à un polygone d'un nombre quelconque de côtés devaient satisfaire à une relation analogue.
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sinA, sinB, sinC; elles s'appliquent donc non seulement à un cercle, mais à une courbe quelconque du deuxième degré circonscrite à un triangle.
Dans le cas du cercle, la tangente a pour équation
a sinB -h p sin A =^ o,
et , comme a sin A -f- ^ sinB --= o représente la parallèle , menée par le sommet (a, P) au côté y (n** 64), il en résulte que la tangente fait avec Tun des côtés a du triangle un angle égal à celui que la base y fait avec Tautre côté ^ (n** 53).
En mettant les équations des tangentes menées par les trois sommets du triangle, sous la forme
.- = 0, -^-Hy=0, y4--=0,
m n ni l m
on voit immédiatement que les trois points où ces tangentes
coupent respectivement les côtés opposés du triangle sont
situés sur la droite
yH h- = o;
En retranchant l'une de l'autre les équations des tangentes, on trouve, pour les droites qui joignent les sommets du triangle formé par les tangentes aux sommets correspondants du triangle primitif,
m n ni l m
ces droites se coupent donc en un même point (n® 40) ( * ).
127. La droite, menée par deux points quelconques, a', p', y'î ^t P"î ^ d'une courbe du deuxième degré circon-
(') Les théorèmes de ce numéro sont dus à Bobillier {Annales de Mathémaliquesj t. XVIII, p. 3ao). La première équation du n9 127 est de M. Hermès.
scrite au triangle a ^ y> ^ pour équation
/a m S /ly
^.-TTT/ -o;
<'elle équation se vérifie, en efifet, lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes a, 0, y P^^r «S P'? Y» Puisque a", P'^, y' satisfont à Péquatiôn de la courbe 'n^ 124) qui peut se mettre sous la forme
On verrait de même qu'elle est vérifiée par a', ^\ y* ^' on résulte que l'équation de la tangente en un point quelconque (a, p'î y) peut s'écrire
/tt /Tip «Y
et, réciproquement, que si Xa -}- |;«P + vy = o est l'équation d'une tangente, les coordonnées a', p', y' di* point de contact sont données par les relations
En portant les valeurs qu'on en tire pour a', P', y' ^^"-^ l'équation de la courbe, qui doit être vérifiée par les coordonnées du point de contact, on trouve
yZ/X -h v/wji. -h ^nyf ^= o.
C'est la condition pour que la droite Xa -|- jjig + vy ^^'^ tangente à la courbe /gy -\- ^^ol-\- na,^^ et on peut l'appeler (n® 10)V équation tangentielle de la courbe. On obtient auss cette équation tangentielle en éliminant y <^ntre l'équation de la droite et celle de la courbe, et en exprimant que l'équation
résultante en -- a ses racines égales .
DU CERCLE. NOTATIONS ABRÉGÉES. 2o3
128. Trousser la condition pour que V équation générale du deuxième degré en ol, g, y
représente un cercle ( * ).
Cette condition se déduit facilement des résultats obtenus au n^ 124. En coordonnées cartésiennes, les équations de deux cercles quelconques comportent les mêmes termes du deuxième degré, x^ -hy^j et ne diffèrent que par une quantité linéaire; on pourra donc toujours, S :^ o représentant un cercle, mettre l'équation d^un cercle quelconque sous la forme
S -T- /^ -h my H- n = G ;
il en sera évidemment de même en coordonnées trilinéaires, et pour trouver, dans ce système de coordonnées, l'équation d'un cercle quelconque, il suffira d'ajouter à l'équation d'un cercle connu la fonction linéaire /a+ /wp -;- /ly, après l'avoir toutefois multipliée par la constante
or sinA 4- p sinB -h Y sinG
pour conserver l'homogénéité.
En partant de l'équation trouvée au n^ 124, on obtient ainsi pour l'équation d'un cercle quelconque
(/a-i-mp-h /iY)(asinA -h psinB -+- ysinC)
pYsinA4- yasinB 4-apsinC) = o
et si l'on compare les termes en a^, P^, y^ de cette équation aux termes correspondants de l'équation générale, on voit que celle-ci ne représente un cercle que lorsqu'il est possible
^') Dublin, Exam, Papers, î^mYier iSS'j,
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de la ramener à la forme
p-h -w>y) (asinA-f-psinB-h ysinC)
sinA sinB
=:A:(PYsinA4-yasinB -HapsinC).
On déduit de là, pour les autres coefficients,
ay sinB sinC =: csin'B H- 6sin'C-h ArsinAsinB sînC, 2^sinC sinA = asin'C -h c sin'A -\- ArsinA sinB sînC, 2 h sinA sinB -r- ôsin'AH- asin'B -h A* sinA sinB sinC;
ot en éliminant Ar, on trouve, pour les conditions cherchées,
h sin*C 4- c sin*B — a/sinB sinC
=1 c sin*A -f- a sin'C — a^sinC^sinA 1= a sin* B -+- ^ sin^ A — a A sinA sinB.
Les deux cercles, qui ont pour équations
(/a -f- mp + /ly) (a sinA -h p sinB -Hy sinC)
-h A: ( Py sin A -h Y* sinB H- apsinC^ =o, (/'a-H/n'p-f- /i'Y)(xsinA-hpsinB-|- ysinC)
-f- k (PysinA -h y^^î^^^ "+" *P sinC) := o,
ont évidemment pour axe radical la droite
/a-H/np 4- /ly — (/'a -t-m'p -H /l'y) = o,
et l'équation /a -r- /wp -f- /ly = o représente l'axe radical du premier de ces cercles et du cercle circonscrit au triangle.
Exercices.
1 , Vérifier quea^ — y' représente un cercle lorsque A = B (n® 123). Cette équation peut en effet se mettre sous la forme
a^sinC -f- py sinA -+- yasinB — y (a sinA -f- p sinB H- y sinG) = o.
2. Dans quel cas l'équation aat* -f- 6p* -i- cy* = o représenirt-elle un cercle ?
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3. Les milieux des côtés d'un triangle et les pieds des hauteurs sont situés sur un même cercle.
L'équation
a^sînAcosÀH- P'sinBcosB-h Y*siiiGcosC
— (PYsinA-h'yasinBH- «psinC) = o
représente une courbe du deuxième degré passant par les points en question ; en y faisant ^ = o, on trouve en effet l'expression
a«sinAcosA-+- p*sinBcosB — aP(sinAcosB + sinBcosA) = o,
qui se décompose en deux facteurs
asinA — PsinB et otcosA — pcosB.
Cette courbe est un cercle, puisque son équation peut s'écrire
(acosA H- pcosB-f- YCosG)(asinA -*- psinB-+- y sinC)
— 2(Py sinA -4- Y«sinB-f- apsinC) = o.
L'axe radical de ce cercle et du cercle circonscrit a pour équation
a cos A H- p cosB -h y cosG = o,
qui est aussi celle de l'axe d'homologie du triangle donné et du triangle formé en joignant les pieds des hauteurs.
129. Trouver l'équation du cercle inscrit dans le triangle formé par les droites a = o, p = o, y == o.
L'équation générale d'une courbe du deuxième degré tangente aux trois côtés du triangle est de la forme
/*a' H- /n' p* -4- /i* Y* — 2 mn py — a nlyoL — 2 /m ap = o ( * ) ;
( * ) A la rigueur, les doubles rectangles ap, ^Y/ • * • pourraient ayoir le double signe sans que la démonstration cessât de s'appliquer. Si Ton donne le signe •+- & tous ces rectangles ou à l'un d'eux seulement [ les deux autres ayant le signe — ), l'équation ne représente plus une courbe du deuxième degré, mais bien le carré de l'une ou l'autre des lignes la:^m^ztny. La forme adoptée ici renferme le cas où un seul des rectangles est négatif, pourvu que l'on suppose que /, m et n emportent leurs signes avec eux.
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en y faisant y == o, pour déterminer les points où la droite f rencontre la courbe, on obtient, en effet, le carré parfait
/' a' -!- m' p' — 2 /m ap =: o,
qui exprime que ces points coïncident. Le côté y est donc tangent à la courbe, et il en est de même des autres côtés. Cette équation peut aussi se mettre sous la forme
^TÔl -î- ^mp •+- \/nY = o,
comme il est facile de s'en assurer en faisant disparaître les radicaux.
Avant de déterminer les valeurs de /, met n^ qui caractérisent un cercle, nous déduirons de ces équations quelques propriétés communes à toutes les courbes du second degré inscrites dans des triangles.
En écrivant la première équation sous la forme
ny{ny — a /a — 2mp) H- (/a — 7wp)*=o,
on voit que la droite (^a — 'wp)? qui passe par le point (a, g}, passe aussi par le point où y rencontre la courbe. Les trois lignes qui joignent les points de contact des côtés aux sommets opposés du triangle circonscrit ont donc pour équations
la — mp = Oy mp — 71^ = 0, ny — /a := o,
et, par suite, se coupent en un même point.
La droite ny — 2 /a — 2 m^=z o est tangente à la courbe, puisque, en combinant son équation avec celle de la courbe pour déterminer leurs points d'intersection, on trouvé le carré parfait (/a — /wp)- = o; ce qui montre à la fois que ces points coïncident, et que la droite la — m^ passe par le point de contact. Les tangentes menées à la courbe aux points où elle est rencontrée, pour la deuxième fois, par les droites qui joignent les sommets du triangle aux points de
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contact des côtés opposés, sont donc définies par les équations
2 /a 4- a mp — ny=o,
2mp -\-2 ny — /a. = o, 2 ny -\-2 l OL — mp=ro;
elles rencontrent d'ailleurs les côtés qui leur sont opposés en trois points situés sur la droite
/a H-mp -f- /iY = 0,
puisque cette droite passe par les intersections de la première tangente avec Yj de la deuxième avec a, et de la troisième
avec p.
130. L'équation de la corde menée par les deux points l^t'î P'j ï')^ (a"j 3"î /) de la courbe peut s'écrire (D' Hart)
en remplaçant en effet, dans cette équation, a, g, y par a', 3', y', le premier membre devient
-y/^W (v/^o?-Hv/^'4-v/^'),
et se réduit à zéro, puisque les deux points sont sur la courbe.
En égalant respectivement a'', g'', y"' à a', P', y' dans Téqualion de la corde, on obtient Féquation de la tangente, qui se ramène à la forme
lorsqu'on la divise par 2 s/d'p'y'.
Réciproquement, lorsque la droite Xa + [xg -H vy est tan-
gente à la courbe, les coordonnées a', P', y du point c^e contact satisfont aux relations
\i'='^' vf='*' V?"''
et, en portant les valeurs de od^^'^^j qu'on en tire, dans l'équation de la courbe, on trouve
A {JL V
pour exprimer la condition que la droite Xa -r- [jl^ + vy est tangente à la courbe : c'est Véquation tangentielle de la courbe.
Pour mieux faire ressortir la réciprocité qui existe entre l'équation ordinaire et l'équation tangentielle de la courbe, nous résoudrons le problème inverse : trouver l'équation de la courbe dont les tangentes satisfont à la condition
Reprenons la marcbe indiquée au n^ 127, et rappelonsnous (n** 70) que toute équation de la forme A X -h B|jL -r- Cv = 0, exprimant que la droite
Xa -r- [iP 4- vy =:: O
passe par un certain point, est l'équation tangentielle de ce point. Lorsque les coefficients X', ijl', v' ; X", [jl'', v" des équations de deux droites satisfont à la condition indiquée ci-dessus, les droites X'a -{- [jl'P -î- v' y i ^^"a + 1*''^ -h v"y sont tangentes à la courbe dont nous cherchons l'équation, et la relation
l\ ma /i V
qui est vérifiée par les coordonnées tangentieUes des deux
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droites, est l'équation tangentielle de leur point d'intersec-
tion.
En égalant respectivement X', jjl',v' à X",^JL",v'^ on obtient Féquation de l'intersection de deux tangentes consécutives, autrement dit l'équation du point de contact d'une tangente. Cette équation peut s'écrire
/X mu. nv
et Ton a pour les coordonnées trilinéaires du point de
contact
En portant les valeurs de X',|jl',v' qui leur correspondent dans la relation à laquelle ces valeurs doivent satisfaire par hypothèse, on obtient pour l'équation de la courbe cherchée
y/7â -f- ^mp -h ^7rf = o.
131. Pour que l'équation du n° 129 représente un cercle, il faut (n®128) que ses coefficients vérifient les relations
m* sin* C -r w' sin' B 4- a mn sin B sin G
z= /i* sin* A -h /* sin* G -h 2 ni sin G sin A •=2 P sin*B -f- m* sin* A -h 2lm sin A sinB,
ou, ce qui revient au même,
msinC -h 71 sin B = zli(/isinA -h ZsinG)
= ±: ( Z sin B -f- /?i sin A ) .
En changeant les signes, on peut écrire ces équations de quatre manières différentes; il existe donc quatre cercles tangents aux trois côtés d'un triangle. Lorsqu'on prend à la fois tous les membres avec le signe + , on a les équations
ZsinC — m sin G 4- /i(sinA — sinB) = o, ZsinB -hm(sinA — sinG) — /isinB=io, S. — Géom. à deux dim. i4
d'où l'on tire (n« 124)
/ = sin A ( sin B -H sin G — sînA), m ;= sin B ( sin G -h sin A — sin B ) , n r^ sin G ( sin A -h sin B — sin G).
Les angles d'un triangle étant assujettis à la relation
sinB -4- sinG — sinA =: 4cos|A sin|6 sinjG,
ces valeurs de /, m et n sont respectivement proportionnelles à cos^^A, cos^ jB, cos^^C; et on a pour Téquation du cercle correspondant, cercle qui est inscrit dans le triangle,
cosiAya -f-cos^B y^p -i-cos|Gy/Y=r'o ('), ou bien
a» cos^A 4- p* cos4B -h y* cos^C — 2ap cos'^A cos«|B
— 2Pycos*|Bcos*|G — ayacos'^Gcos'j A — 0.
( ' ) Le D*" Hart déduit, de la manière suivante, cette équation de celle du cercle circonscrit. Soient a', f^', y' les côtés du triangle formé en joi- ;;nant les points de contact ; A', B', C les angles de ce triangle. L'équation cherchée peut s'écrire (n* 124)
P'y' sin A' -+- y'a' sinB' -h a'p' smC = o;
et en observant que A' — go* — \ A, et que pour chaque point du cercle, on a (n* 123) a" = Py» P" — T»» T" ~ «P> ^^ retombe sur l'équation
cos \K ^oL-h cos| B /p -h cos J C y/y — o.
En opérant de la même manière sur l'équation du cercle circonscrit an quadrilatère (n* 125, Note), on trouve que tous les points du cercle inscrit dans le quadrilatère apyS satisfont à la relation
cos Je 13) cosifaS) cos -^(34) rosîf/^i^ v/âp \/pY V^YÔ VàoL
où (la) représente l'angle compris entre a et p. On obtiendrait une relation analogue pour le cercle inscrit dans un polygone d'un nombre quelconque de côtés.
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Il est, da reste, facile de s'assurer que cette équation représente un cercle, en la mettant sous la forme
/' cos^A .cos*^B cos*|C\, . . « . « . ^.
X . \ -h& . p -h Y— 7-^ (xsinA-i-ôsmB-f-YsmC
\ sinA ^ smB * smC /^ '^ • ^
4cos'|Acos'-;Bcos*{C ,_ . . . -. ,, . i-,v
— r . ' ^ ' n (PY SI"* a -h va smB -h aô smC) =: o.
sinAsmBsmC ^* ' r /
On trouverait de môme pour Téquation d'un des cercles exinscrits
ol'cos^A -4- Ô«sin*|B -{-Y'sin^C — apYsin^B sin^C
-h 2 Yasin'|Gcos*jA-t- 2xpsin*^Bcos'j A=r o, ou bien
cos^Ay/ — a -h sin|B^ -h sin|Cv/Y = o.
Le signe — de a tient à ce que ce cercle n'est pas du même côté de a que le cercle inscrit.
Exercice.
Trouver Taxe radical du cercle inscrit et du cercle passant par les milieux des côtés du triangle.
En employant la méthode du nol28, on trouve pour l'équation de
cet axe
acos*-Àcos*-B cos*-C(acosAH- pcosB-h ycosG)
cos*-A cos*-B cos*-G
sinA •^ smB • sinC
divisant par 2 cos- A cos- B cos- G, le coefficient de a devient
cos
ou
- A ( a cos'- A sin-Bsin-G — cos A cos- B cos- G ) :
cos-Asin-(A — B)sin- (A — G);
2ia CHAPITRE IX*
par suite, Téquation peut s'écrire
ctcos-A ficos-B vcos-C
sini(B — C) sin-(C — A) sini(A — B)
La droite qu'elle représente est tangente (n^i 30) au cercle inscrit, et les coordonnées du point de contact sont sin> - ( B — G ), sin* - ( G — A )
etsin'-(A — B). Il résulte de ces valeurs (n<^ 66), que le point de
contact se trouve sur la ligne joignant les deux centres qui ont pour coordonnées : i, i,i et cos(B — G), cos(G — A), cos(A — B).
On démontrerait de la même manière que le cercle passant par les milieux des côtés est tangent à tous les cercles qui touchent les c6tés. Ge théorème a été indiqué par Feuerbach ( ^ ).
132. Lorsque l'équation d'un cercle en coordonnées trilinéaires correspond à une équation en coordonnées rectangulaires dans laquelle m est le coefficient de x^ -\-y^^ '^
(*) M. Gasey a donné, du théorème de Feuerbach, une démonstration qui peut s'appliquer au théorème beaucoup plus général du D** Hart : Ltf cercles tangents à trois cercles donnes sont quatre par quatre tangents à un cinquième cercle. Désignons par i, 2 et 3 les cercles exinscrits, par 4 le cercle inscrit, par (la) et (12)' les longueurs respectives des tangentes directes et inverses communes aux cercles z et a, et soient a, b, c les cdtés du triangle rangés par ordre de grandeur. La droite a laissant d'un côté le cercle i, et de l'autre les cercles a, 3 et 4; on aura (n* 121 c)
(.3)'(a4) = (ia)'(34)-+-(i4)'(a3); et de même
(ia)'{34)-h(24)'('3) = (a3)'(i4), (a3)'(i4) = (i3)'(a4)-h(34y(xa);
ajoutant membre à membre, il vient
(a4)'(i3) = (i4y(a3)-f-(34)'(ia).
Le cercle inscrit et les trois cercles exinscrits à un triangle quelconque sont donc tangents à un cinquième cercle qui laisse le cercle inscrit <fun côte et les trois cercles exinscrits de l'autre côte.
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1 ésultat obtenu, en y remplaçant les coordonnées courantes par les coordonnées d^un point, représente m fois le carré de la tangente menée au cercle par ce point. Pour déterminer cette constante m, il suffit donc de connaître la longueur de la tangente menée au cercle par un point convenablement choisi, ce à quoi on arrive généralement par de simples considérations géométriques. Cette constante étant une fois déterminée, on pourra s^en servir pour calculer la longueur de la tangente menée au cercle par un point quelconque.
L'équation obtenue^ en formant la différence des équations de deux cercles, préalablement divisées par leurs constantes respectives m et m', représente l'axe radical des deux cercles ; cette équation est donc toujours divisible par
a sin A -h p sinB -h y sinC.
Exercices.
A. Trouver la valeur de la constante m du cercle
a'sinAcosA-h p* sin B cos B -h y' sinCcosC
— Py sin a — Y* si°^ — ap sinC = o
qui passe par les milieux des côtés du triangle de référence
(no 128, Ex. 3).
Ce cercle coupe le côté y ^^ deux points dont les distances au sommet A sont -celb cos A; le carré de la tangente issue du point A
est donc égal à ~ 6c cos A. En remplaçant, dans Téquation du cercle les coordonnées courantes par les coordonnées du point A
0L = b sine = c sinB, p = o, Y = o,
on trouve d'autre part pour le carré de cette même tangente
&c sin A sin B sin G cos A, ce qui donne
m = asin A sinB sînG.
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Déterminer la constante m pour le cercle circonscrit
PY sin a -+- ya sinB -f- a^ sinC = o.
Lorsqu'on retranche de Téquation de l'Exemple précédent les termes linéaires
(acosA-f- pcosB-f- y cosG)(asinA-f- p sinB -i- y sinC),
le coefficient de x^ -^y* ne change pas. La constante cherchée esL
donc
m = — sin A sinB sinC.
Il en résulte que la constante d'un cercle, dont Téquatioa est donnée sous la forme indiquée à la fin du n» 128, est égale à
— k sin A sinB sin G.
3. Trouver la distance D du centre du cercle inscrit au centre du cercle circonscrit.
Soient r et R les rayons de ces cercles : le carré de la tangente menée par le centre du cercle inscrit au cercle circonscrit est égal à D' — R' ; et comme il s'obtient également en substituant les coordonnées a = p = Y = /' du centre du cercle inscrit dans l'équation (Ex. 2) du cercle circonscrit, on a
p. _ R. = _ r«(sin A + SinB + sinC ) ^ _ ^r
Sin A sinB sm C et, par suite,
D« = R« — îiRr.
4. Trouver la distance D du centre du cercle inscrit au centre du cercle passant par les milieux des côtés.
Soit p le rayon de ce dernier cercle ; en employant la formule
sin A cosA -h sinBcosB+ sinG cosG = asinAsiaBsinC, on a
D* — p« = r* — Rr;
et comme R = 2p, on en déduit D = r — p ; autrement dit, les cercles sont tangents.
Trouver la constante m pour le cercle inscrit (n»13i
Réponse, m = 4 cos'- A cos'-B cos*-C.
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6. Former V équation tangentielle du cercle ayant {a! ^^' ,^' ) pour centre et r pour rayon.
En procédant comme au n» 86 ( Ex.. 4 ), et en se reportant à la for-> mule du n» 61, on trouve pour Téquation cherchée
— r*(X*-T- jjL* -+- V* — 2|jLv cosA — avX cosB — iiX(jicosC). L'équation correspondante en a, p, y ^^^ ^^ suivante : r*(asinA -h P sinB-f- y sinC)-
— 2( ya' — y'°^.'^ *P' — *' P ) cos A
— 2tap' --a'p)(pY' — P't)cosB -2(Pf-P'ï)(ïa'-Y'«)cosC,
comme on peut s*en assurer en employant la méthode indiquée au no 285.
Cette équation donne aussi une expression pour la distance de deux points.
7. Les projections sur les côtés du triangle de référence des points {ol' y P', T')^' ( Z/'ftî' ~7 ) (tï^hb) sont sur un même cercle.
En se reportant au n^61 (Ex. 6), on voit que ce cercle a pour équation
(pysinA -i- YasînB-f- ap sinG)(of'sinA-i- p' sin B -h y' sin C ) X ( P'y' sin a -4- y' a' sinB -+- a'p' sinC) = sinAsinBsinG(ocsinA+ psinB-f- YsinC)
afl[7p'-4-Y'cosA)(Y'-^-P'cosA) PP'Cy'-^ «' cosB)iV-^ fcosB)
sin A sin B
Yf («' -^ y cosC)(y -H a' cosC) siu G
8. Lorsque Téquation d'un cercle est donnée sous la forme (n^ 128 (/an- /npn- n'>(){(ismA -f- ... )-t- A:(PYsinA-î- ...)
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on a, pour les coordonnées du centre,
-r(A:'cosA-f- / -mcosG — ncosB), t-(A:cosB — /cosG-+-m — ncosA)
T7(A:cosG — /cosB — mcosX •+• /i),
et pour le rayon p
/:«p« ~ Ri[X:2-f- ^k{lcosX-h /ncosB-4- ncosG)
-r- /2 -4- /n* -H n^ — amncosA — 2/1/cosB — a/mcosG],
R représentant le rayon du cercle circonscrit.
L'angle 0, sous lequel se coupent les deux cercles du n» 128| est donné par la relation
pp' cos6 / cos A ~h m ros B -4- n cos C t cos A h- m' cos B -h /i' cosC
Il ~ I -4- — — h .
ir -t- m.m' -+- nn' — [mn' -+- m' n) cos A — (n/' -f- n' l) cos B — ilm! -\-t nC) cos C
Ges expressions ont été indiquées par M. Gathcart, qui les a obtenues en s'appuyant sur les principes suivants: le centre d'un cercle est le pôle de la droite à l'infini atsinA-h PsinB h- y sinC; lorsque les termes en a?' et en^' de l'équation d'un cercle ont l'unité pour coeffîcient, le carré du rayon s'obtient en changeant le signe du résultat auquel on arrive en substituant, dans cette équation, les coordonnées du centre aux coordonnées courantes.
132 {(i), La notation des déterminants (') est actuellement d'un usage assez fréquent, pour que nous puissions y avoir recours sans inconvénient dans les Chapitres les moins élémentaires de ce Traité.
Le double de Taire du triangle formé par les trois points (^oXO' (^îî^^a)? (^SîJKs) (n**36) est donné par le déter-
(*) La théorie des déterminants a été exposée par M. Salmon dans ses Leçons d'Algèbre supérieure.
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ai7
minant
L^équation (n®29) de la droite joignant les deux, points {x\y) (x'^^y), et la condition (n*38) pour que trois droites se coupent en un même point peuvent se mettre sous la forme
af y»
Exerc:
A'' Ices.
1. Trouver l'aire du triangle formé par les droites /«-+- mp -f- ny, ^«-f- m'P -h n'y, /'a-h m'p h- n y.
En représentant par a, b, c les côtés et par A l'aire du triangle de référence, l'aire cherchée a pour expression.
^.abc
2. Former V équation de la perpendiculaire abaissée du point {%', ?',/) ^^'^ ^^ droite la-\- m^-h n^ :
Réponse.
» a' l — m ces G — n cos B P P' m— ncosA — l cosC f y' '^ — ^ cos B — m cos A
132 (6). Les équations du cercle passant par trois points (n® 94), et du cercle en coupant orthogonalement trois autres
2l8 CHAPITRE IX.
( Q® 112, Êx. 2), sont respectivement
^yt
On peut aussi obtenir l'équation de ce dernier cercle en se basant sur le théorème du n** 116 (Ex. 6), et en le considérant comme le lieu du point dont les polaires, par rapport aux trois cercles donnés, passent par un même point; on trouve ainsi
nous discuterons plus loin l'équation à laquelle on arrive dans le cas de trois courbes du second degré.
132 (c). Lorsque le rayon d'un cercle devient nul, son équation prend la forme
(a?-a)« + (/-p)» = o, et la polaire
d'un point quelconque {x^^y') passe évidemment par le point (a, P). n est d'ailleurs facile de voir que cette polaire est perpendiculaire à la droite qui joint (^', J^)? («i P)- Quand le cercle
X^ -f- j' -T- 3^0? -\- if y -+- c z=: o
se réduit à un point, les coordonnées de ce point, qui sont données par les mêmes équations, ^ + ^ = o, j^ 4-/=0t que les coordonnées du centre, satisfont en outre à l'équation de la polaire de l'origine
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Pour que /S' H- m S'' +/iS''' représente un point, S', S'' et S'^'^ étant trois cercles donnés, il faut donc que Ton puisse trouver un point dont les coordonnées satisfassent aux relations
l(x-i- g') -hm{a: -\- g")-h n{x-\- g^) zz:o i{y-^f)-^rn{y-^f)--n{y^f) = o
^(^^ -J-/7 -H c') -\-m{g'x -h fy -h c' )
-H n {g^x -h fy -h c") =r o,
ou, ce qui revient au même, à l'équation obtenue en éliminant Ij m et n entre ces relations. Cette dernière équation est identique à la troisième équation du numéro précédent; le cercle qui coupe orthogonalement trois cercles donnés est donc le lieu de tous les points qui peuvent être représentés par l'équation /S' -r /wS" 4- nS''' = o. En se reportant à l'expression donnée au n** 112 (Ex. 8)
2 rr' cosô = 2gg^ -+- 2/f' — c — c'
pour Tangle 6 sous lequel se coupent deux cercles, et en calculant, comme il a été dit au n® 80, le rayon du cercle /S' -h m S" H- nS"\ on obtient l'équation
2mnrV^cos6'-i-2n/r*r'cos6''-h2/mr'r*cosô"',
où 6', ^ et ô'^' sont les angles sous lesquels se coupent respectivement les cercles S", S"' et S'.
Les coordonnées du centre du cercle ZS'-H /nS^'-h /iS"', qui sont
Ig' 4- mg^ -h ng^ If -h mf -f- nf'
représentent donc un point du cercle coupant orthogonalement les trois cercles donnés, toutes les fois que /, m et n vérifient la relation
/»r'*-t-/w*r'^*-hn«r*'*-h ... =0;
aao
et cette relation se réduit à ses trois premiers termes, lorsque les cercles donnés se coupent respectivement à angle droit ( ' ).
132 (d), La condition, pour que quatre cercles puissent être coupés orthogonalement par un cinquième cercle, s'obtient en éliminant G, F, G entre les quatre équations
al
G^ + aFy-C-
Grff'-i-iFf—C — c'—O
ce qui donne
Cette condition peut s'interpréter géométriquement, en observant que, dans l'équation du premier cercle, c représente le carré de la tangente issue de l'origine, et que cette origine est en définitive un point quelconque. On voit ainsi (n** 94) que les tangentes, menées par un point quelconque, à quatre cercles ayant même cercle orthogonal, satisfont à la relation
OA .BCD + OG .ABDi=OB .ACD-i-OD .ABC (»). 132 (e). Lorsqu'un cercle
rencontre trois cercles donnés sous le même angle 6, on a trois équations de la forme
c' + aRr' cosô — 2G^' — 2F/' + C = o,
(*) Gasst, Phil. Trans,; 1871, p. 586.
( ' ; Ce théorème, indiqué par M. R.-J. Harvey, a été publié par M. Casey {Trans. Royal îrish Acad.^ XXIV^ 458).
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et en éliminant G^ F et C entre ces équations et la précédente, on obtient la relation
c' H- aRr' cosô
c' H-aRr'cosÔ
c'-haRr'cose
qai devient, en faisant 2R côsO X,
L'équation obtenue, en égalant à zéro le premier déterminant, est, ainsi qu'on Fa vu au n® 432 (6), l'équation du cercle orthogonal ; celle qui est obtenue, en égalant à zéro le deuxième déterminant, représente l'axe de similitude des trois cercles donnés (n® 1 17 ) . De là résulte le théorème suivant, déjà indiqué dans la note du n® H8 : Tous les cercles, qui coupent sous un même angle trois cercles donnés, ont pour axe radical commun Vaxe de similitude de ces trois cercles. En changeant, dans le dernier déterminant, le signe de l'une ou l'autre des quantités /, r" ou r" ^ on obtient les équations des trois autres axes de similitude.
Nous avons vu au n® H 8 que l'on peut prendre pour angle de deux cercles l'un ou l'autre des angles supplémentaires que forment ces deux cercles; nous voyons maintenant qu'en remplaçant, dans l'une des lignes quelconques du premier
(*) Cette équation ne diffère de celle du cercle orthogonal que par la substitution de c' + Xr'... à c'. ..; on peut donc, ainsi que le fait remarquer M. Cathcart, l'obtenir immédiatement sous une autre forme, en effectuant la même substitution dans le déterminant par lequel se termine le n* 132(0).
déterminant, l'angle 0 par son supplément, on obtient le même résultat qu'en changeant le signe du rayon r qui figure dans cette ligne. Les cercles, qui coupent sous un même angle trois cercles donnés, peuvent donc se répartir en quatre groupes, ayant chacun pour axe radical, l'un des axes de similitude des trois cercles.
En calculant, d'après les formules ordinaires, le rayon R du cercle dont nous avons donné plus haut l'équation, on arrive à une relation entre R et X, qui se transforme facilement en une relation entre X et 9, puisqu'on a 2 R cos 6 = X ; cette dernière relation est du deuxième degré en X.
Exercices.
i. Former la condition pour que les équations
ax-h by-\- c — cC X -h Vy -f- c' = a'ar -4- h' y -h c' = a'x 4- h" y -h c*
soient compatibles.
Soit X la valeur commune de chacune de ces quantités. En éliminant X, y et X entre les quatre équations ax -h 6y-h c = X,..., on trouve, pour la condition cherchée,
ou bien
A, B, G| D désignant les quatre déterminants mineurs obtenus en supprimant la première ligne, et successivement chacune des colonnes dans le déterminant qui précède.
La condition pour que quatre droites forment un quadrilatère circonscrit peut s'obtenir en exprimant que les équations a = p = y = 5 sont compatibles. Dans ce cas, les déterminants mineurs A, B, G, D représentent respectivement le produit d'un côté du quadrilatère par les «inus des deux angles adjacents.
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2. L'expression, donnée au n» 132 (Ex. Gj), pour la [distance de deux points peut se mettre sous la forme.
/•-(xsinA-f-psinB-f-YsinC)* =
o o ae' p' Y
a Cl! I — cos C - - cos B
p p' — cosG I — cosA
Y y — cosB — cos A 1 I
et le déterminant qu'elle renferme est égal au produit des deux déterminants
»JC
g— IC
dans lesquels on a fait, suivant Timage, i = y^^i .
3. Trouver une relation entre les distances deux à deux de quatre points pris sur un cercle.
En effectuant, d'après la règle connue, le produit des deux déterminants
IX
^yt
^î-^rî
qui expriment tous deux la condition indiquée au n^ 94, on trouve l^our la relation cherchée
dans laquelle (12)* représente le carré de la distance des deux points I et 2. Le développement du déterminant conduit à l'équation
(12)(34) ±: (i3)(42) ± (i4)(ii3) = o.
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4. Trouver une relation entre les distances deux à deux de quatre points sur un plan.
Ajoutons une unité et des zéros aux deux déterminants dont nous avons fait le produit dans rExercice précédent, il vient
Nous avons maintenant cinq lignes horizontales et quatre colonnes seulement; le produit doit donc être nul. Mais ce produit n'est autre que le déterminant
qui donne te développement
04)Hïi3)»[(i4)2 (23)»(34)« (42)2
En remplaçant dans cette équation (23), (3i), (12) par a, b, c\ (i4)? (24), (34) par R-f- r, R-h r', R -+- r*, on obtient une équation du second degré en R, dont les racines représentent les rayons des cercles touchant à la fois extérieurement, ou intérieurement, les •trois cercles'ayant r, r', /^ pour rayons, et dont les centres forment un triangle ayant a, 6 et c pour côtés.
Les solutions des Exercices 2 et 3 sont dues à M. Gayley. ( Voir les Leçons d'Algèbre supérieure^ traduction française, p. 27.)
5. On peut obtenir une relation entre les longueurs des tangentes communes à cinq cercles, en suivant la même marche que dans l'Exercice précédent.
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Écrivons les deux séries d'éléments
aaS
- îsa;' — ^y — ar' r
contenant chacune cinq lignes horizontales et six colonnes; leur produit doit être nul. On a donc, en suivant les règles indiquées pour la multiplication des déterminants, la relation
0 (la)- (i3)' (i4)'
(iiy 0 (33)2 (a4)2
my- (a4)' (34)' o
Ci5)» (25)^ (35 j« (45)2 o
dans laquelle (12) représente la longueur de la tangente commune aux deux premiers cercles. Si le cinquième cercle est tangent aux quatre premiers, les quantités (i5), (25), (35), (45) s'annulent, et l'on retrouve ainsi, comme cas particulier de la relation précédente, le théorème de M. Casey (n» 121 ) qu'on peut alors exprimer sous la forme suivante :
6. Relation entre les angles sous lesquels quatre cercles se coupent. Soient r, r', 1^ et r" les rayons de ces cercles. Les centres i, 2, 3 et 4 de ces quatre cercles vérifient évidemment la relation de l'Exercice 4, et comme on a
(12)2 — r' -^ r'* — 2r/-' cos(i2), b. — Geom, à deux dini. i5
il vient pour la relation cherchée
I o r'^-hr* —ir'r cos(ai) r'^-hr* —^r^r cos(3i) r''*'\-r* — 2r*rcos{4i^
I r*-i' r^* —2rr' co8( 12) o r'^-hr'* —2 r" r^ cos(32) r"*-hr'* — 2rVcos( Ja)
I /•*-!- r'^—arr'cos (i3) r'*-f-r"'—2r'r'cos (28) o r^'-i-r'*— 2rVcos(4:i)
i r»-rr*-— 2rr*cos(i4) r'*-Hr**—2r'r* 005(24) r'*-hr'*— 2rV"'co8(34) o
En retranchant des quatre dernières colonnes la première colonne multipliée successivement par r*, r'*, t'*, r'*, et des quatre dernières lignes la première ligne multipliée successivement par les mêmes facteurs, ce déterminant prend la forme
cos('ia)
cos(i3) cos(23)
cos(2i) cos(3i) cos(4i)
I cos(32) cos(42^
I cos(43) cos(i4) cos(24) cos(34) I
oii, pour éviter les fractions, on a remplacé -par p, —, par p'. ...
En y faisant cos(2i) — cos(3i) = cos(4i) = cosô, on obtient Té-
quation du deuxième degré en X, dont nous avons parlé à la fin du
nM32(e).
CLASSIFIGATION ET PROPRIÉTÉS œMMUNES DES œURBES
REPRÉSENTÉES PAR L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU DEUXIÈME DEGRÉ
133. L'équation générale du deuxième degré entre deux variables x ely est de la forme
ax^ 4- a hxy -f- by* -+- 'Xgx -h 2/j -1-0 = 0;
elle renferme six constantes a^b^c^f^g^h] mais il suffit do cinq relations entre ces constantes pour déterminer une courbe du deuxième degré ( ' ).
La nature d'une courbe ne dépend pas, en effet, de la grandeur absolue des coefficients de son équation; elle dépend uniquement de leurs rapports mutuels, puisque, en multipliant ou en divisant tous les termes d'une équation par une quantité constante, on ne change pas la courbe qu'elle représente. On peut donc diviser par c tous les termes de Téquation du deuxième degré, de manière à ramener à l'unité le terme absolu ; il ne reste plus alors que cinq constantes à déterminer.
( ' ) Nous démontrerons plus loin que la section faite par un plan dans un cône à base circulaire est une courbe du deuxième degré, et que, réciproquement, toute courbe du deuxième degré peut être placée sur un pareil c6ne, et par suite être considérée comme une section conique. C'est du reste à ce point de Yue que les courbes du deuxième degré furent étudiées d'abord par les géomètres. Aussi dirons-nous fréquemment, pour abréger : section conique et même conique j au lieu de courbe du deuxième degré.
Ainsi une conique est déterminée par cinq points, puî«qu'en substituant aux coordonnées courantes, dans Téquation générale, les coordonnées x\ j^', . . . des points par où doit passer la courbe, on obtient entre les coefficients cinq équations qui suffisent pour déterminer les cinq quantihs
434. Nous aurons souvent à employer dans le cours de ce Chapitre la transformation des coordonnées , il convient donc de chercher ce que devient Féquation générale du second degré lorsqu'on transporte les axes parallèlement à euxmêmes à une nouvelle origine, (a;', ^').
En remplaçant , dans cette équation ^ x et y par x -\-3^ ct^ H-jk' (n® 8), on obtient l'équation transformée
-+- ig{x -{- x') -{- 2/(7-1-7') -l-c = o,
et il est facile de voir, en développant et en ordonnant cette expression, que les coefficients a, 2 A et b de x^^ xy elyn'ont pas changé, et que les coefficients ^,/, c ont pris les valeurs g^, y, d indiquées ci-après :
g' — aa^-^hy^-^g, b'=.hx^-r-by'-^f, c' =a j?"" -h 2 hx'y -h 67'* -I- '^gx' -^ 2/7' -f- c.
Donc, si Von rapporte à de nouveaux axes l'équation d'une courbe de deuxième degré, et si ces axes sont parallèles aux anciens j les coefficients des termes du degré le plus élevé ne changent pas, et le nouveau terme absolu est égal au résultat de la substitution, dans V équation primitive.
des coordonnées de la nouvelle origine aux coordonnées
courantes {^).
135. Une droite quelconque rencontre toujours une courbe du deuxième degré en deux points réels, coïncidents ou imaginaires.
Ce théorème résulte (n"82) de ce que, pour déterminer les points d'intersection d'une droite j^ = mx -f- n avec une conique, on obtient toujours une équation du deuxième degré. C'est ainsi que les points où la conique rencontre les axes sont donnés par les équations (n® 84) du deuxième degré
ax^ ->r 'i gx -h c = o, 6/* -.- ^Jy -h c =1 o.
L'équation qui donne les points d'intersection s'abaisse au premier degré, lorsque l'équation de laconique ne contient pas de terme en x^ ou enjK^- C'est ce qui arrive, par exemple, • quand on cherche l'intersection de la courbe
xy -i- 2 j^* -\- X -h ^y -f- 3 = G
avecl'axe des j:; ce cas semble faire exception au cas général, mais l'exception n'est qu'apparente, comme on va le voir. Considérons, en effet, l'équation du deuxième degré
A^' -r- 2Bx -h C-- o;
quand le coefficient C s'annule, on ne dit pas que cette équation se réduit au premier degré, on la regarde comme une équation du deuxième degré, avant pour racines x' = o,
2B ^*= ^» En mettant l'équation du deuxième degré sous
(') Ce théorème est également vrai, et se démontre de la même manière pour les équations d'un degré quelconque.
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la forme
K^y^^Ki)-^-^^^'
et en répétant le même raisonnement, on volt que si A devient nul, cette équation doit encore être considérée comme
une équation du deuxième degré ayant pour racines -7 °'
— j. = 7T-J on X =^(Xi .x" ^= ïT • On arrive d'ailleurs à
la même conclusion en partant de la valeur générale de x, qui
s'exprime par Tune ou l'autre des fractions
— B±:v/B* — AG ^_ ^
Xz=i \ ? ^
— B =i= v/1^2 — AG
suivant qu'on la déduit de l'équation en x ou de celle en -•
La valeur du radical tend vers zh B à mesure que A diminue; et l'examen de la dernière fraction montre qu'il y a une des valeurs de x qui devient d'autant plus grande que A est plus petit ; on doit donc considérer une des racines comme infinie lorsque A est égal à zéro.
Si donc on trouve, pour déterminer les points où une droite rencontre la courbe, une équation du premier degré, on peut regarder cette équation comme le cas limite
a7*-|-2Bd7-}-G3=rO
auquel correspond une racine infinie, et dire qu'un des points d'intersection de la courbe avec la droite est situé à l'infini.
Ainsi, l'équation citée plus haut pour exemple, pouvant s'écrire
représente deux droites : l'une coupe l'axe des x à une dis-
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tance finie de l'origine; l'autre rencontre cet axe à Pinfini, puisqu'elle lui est parallèle.
Si, dans l'équation Ax^ -f- aB^ -f- G = o, B et G s'évanouissent à la fois, les deux racines, sont égales à o ; si B et A s'évanouissent, les deux racines deviennent infinies.
On voit donc qu'en tenant compte des points situés à Finfini, ainsi que des points imaginaires, on peut dire qu'une droite rencontre toujours en deux points une courbe du deuxième degré.
136. L'équation générale du deuxième degré, transformée en coordonnées polaires, est de la forme (')
(acos'O -h 2Acos6sin6 -r- 6sin*6)p'
2(^cosô -h/sinO) p -hC=:0,
et ses racines expriment les longueurs des rayons vecteurs qui correspondent à une valeur déterminée de l'angle 6. La condition pour qu'un de ces rayons vecteurs soit infini, c'està-dire pour qu'il rencontre la courbe à l'infini, s'obtiendra en écrivant que le coefficient de p^ devient nul. On a ainsi, pour déterminer les valeurs de 0 qui correspondent à ces rayons vecteurs, l'équation du deuxième degré
a -h 2AtangO -h 6tang*6 = o.
On peut donc toujours mener par l'origine deux droites réelles^ coïncidentes ou imaginaires, qui rencontrent la courbe à V infini.
(') Nous avons supposé l'équation générale rapportée à des cordonnées rectangulaires; mais on procéderait encore de la même manière si les coordonnées étaient obliques ; tout se réduirait à rem1>lacer xety par
sinO sin((i)— 0) .^%
sino) ^ smw
ce qui modifierait les expressions sans rien changer aux résultats énoncés.
Si, après avoir multiplié par p^ Téquatioa
acos*Ô 4- aAcosO sinO -i- 6sin'ô r=zo,
on y remplace pcosO, p sinO par leurs valeurs x et^, on a, pour l'équation de ces deux droites,
ax- -\-2 hxy -j- hy^ -~ o,
et Ton voit que chacune d'elles rencontre la courbe en un deuxième point, situé à une distance finie et donnée par r équation
2 (^ cos ô-r-/sin6)p-i-c = o.
L'origine étant arbitraire, il s'ensuit que, par un point quelconque, on peut toujours mener deux droites rencontrant la courbe à l'infini. Dans les équations qu'on obtient en prenant successivement différents points pour origine, le^ constantes a, è, h ne changent pas (n® 134) : les directions des droites qui rencontrent la courbe à l'infini sont donc toujours données par la même équation
acos*ô -H aAcosOsinO -h 6sin*ô i=o.
Donc, si deux droites réelles issues d'un même point rencontrent la courbe à V infini, les parallèles menées a ces droites par un point quelconque rencontrent aussi la courbe à l' infini { ' ).
137 Une des questions les plus importantes qu'on puisse se poser relativement à la forme d'une courbe représentée par une équation est celle de savoir si cette courbe est limitée dans tous les sens, ou si elle s'éteud à l'infini dans une certaine direction. Nous avons déjà vu qu'une équation du
(') Ce théorème est évident géométriquemeDt, puisque deux parallèles peuvent être considérées comme passant par un même point situé à Tinfîni.
deuxième degré peut représenter une courbe limitée en tous sens, comme le cercle, ou bien un lieu s'étendant à Finfini, comme dans le cas où elle représente deux droites. II est donc nécessaire de trouver un critérium qui permette de distinguer facilement à laquelle de ces classes appartient le lieu représenté par une équation donnée du deuxième degré. Ce critérium peut se déduire facilement de ce que nous r.vons dit au numéro précédent; quand la courbe est limitée dans tous les sens, on ne peut, en effet, mener par Toriginc aucun rayon vecteur réel ayant une valeur infinie ; autrement dit on ne peut satisfaire à l'équation
a-\-2h tangO -H b tang' 6 :^ o
par aucune valeur réelle de G.
i" Quand on suppose h- — ab <i o, les racines de cette équation sont imaginaires, et il n'existe aucune droite réelle rencontrant la courbe à l'infini. La courbe, qui est alors limitée dans tous les sens, a reçu le nom d'ellipse; on verra, dans le Chapitre suivant, que sa forme est celle qui est indiquée par la ^g, 48.
Fig. 43.
2* Lorsque h^ — aè >> o, les racines de l'équation
a-haAtangO -h 6tang*6 =:z o
sont réelles ; par conséquent il y a deux valeurs de 0 pour lesquelles le rayon vecteur mené de l'origine à la courbe
devient infini. On peut donc, dans ce cas, mener par l'origine les deux droites réelles
ax^ -f- a hxy -+- by^ = o,
rencontrant la courbe à Tinfini. Une pareille courbe s'appelle hyperbole, et sa forme, ainsi qu'on le montrera plus loin, esl celle que reproduit la fig, 49»
3® Enfin, quand h^ — aé = o, les racines de l'équation
a 4- 2/1 tango -\- 6 tang*ô =0
sont égales, et les deux directions, suivant lesquelles on peut mener des droites rencontrant la courbe à l'infini, coïncident. La courbe, qui porte alors le nom de parabole, a la forme indiquée par la fig, 5o ; les trois premiers termes de
son équation forment un carré parfait, et cette propriété peut servir à la définir.
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138. Bien qu'il soit plus commode de n'étudier complètement la forme de la courbe représentée par une équation du deuxième degré qu'après avoir simplifié cette équation, nous montrerons cependant ici comment, en partant du procédé exposé au n" 16, on peut vérifier les indications du numéro précédent.
En résolvant par rapport à y l'équation générale, on a
et la quantité située sous le radical peut s'écrire
puisque, d'après la théorie des équations du deuxième degré, toute expression de la forme x^ -^ px H- q peut toujours se remplacer par le produit {^x — a)(-P — ?) de deux facteurs réels ou imaginaires.
Quand h^ — ah est négatif, cette quantité est négative, et par suite ^ est imaginaire, tant que les facteurs x — a,^ — fi sont à la fois positifs ou à la fois négatifs. On ne peut trouver des valeurs réelles pour y qu'en donnant à ^ des valeurs comprises entre a et P; la courbe est donc située tout entière dans l'espace limité par les droites a: = a , ^ = p (n'»16,Ex.3).
Lorsque A- — ah est positif, c'est l'inverse qui a lieu. On ne peut trouver des valeurs réelles pour y qu'en prenant pour X des valeurs telles, que les facteurs x — ol^x — p soient à la fois positifs ou à la fois négatifs. La courbe se compose alors de deux branches qui s'étendent à l'infini, l'une dans là région positive, l'autre dans la région négative, et qui sont séparées par l'intervalle compris entre les droites a: = a, ;r = g, intervalle dans lequel ne se trouve aucun point de la courbe.
Si h^ — ab est nul, la quantité située sous le radical est de
l'une ou l'autre des formes x — a, a — x\ dans le premier cas, la valeur de jk est réelle quand x est plus grand que a; dans le deuxième, lorsque x est plus petit que a. La courbe se compose donc d'une seule branche s'é tendant à Tinfini à droite ou à gauche de la ligne :î; = a, suivant la forme de la quantité qui se trouve sous le radical.
Lorsque les racines aet^ deviennent imaginaires, la quantité sous le radical peut se mettre sous la forme
et elle est constamment positive ou négative, suivant que h'^ — ab est positif ou négatif. Quand A^ — ab est positif, toutes les parallèles à l'axe des y rencontrent la courbe, comme dans l'hyperbole de \2ifig. 49 î mais un certain nombre de parallèles à l'axe des x ne la rencontrent pas. Lorsque h^ — ab est négatif, l'équation ne représente aucune ligne réelle.
Exercices.
1. Construire, d'après le rV* 16, les courbes suivantes et en déterminer V espèce :
3a:* -f- ^xy -^.y^ — ^x — iy -t- ii = o; 5a7* -\- ^xy -h y* — 5x — ^y — 19 = o ; 4a:* -r- ^xy -hy^ — 5x — ^y — 10 = o.
Réponse, Hyperbole, ellipse, parabole.
2. Le cercle est un cas particulier de l'ellipse. L'équation générale représente un cercle lorsque a — h, h = a cos a)(n»81 ); mais alors
A* — ab = — a* sin* tu ; donc
3. Quelle est la courbe représentée par l'équation générale lorsque h =0?
Une ellipse lorsque a et b sont de môme signe, et une hyperbole lorsqu'ils sont de signes contraires.
4. Quelle est la courbe représentée par l'équation générale quand a = o, ow quand b = 0?
Une parabole lorsqu'on a en même temps A — o, une hyperbole dans les autres cas. La courbe rencontre à l'infini l'axe des x lorsque a = o, et Taxe des^ lorsque b == o.
Lorsque, dans une équation du deuxième degré
A j?' 4- 2 Bo? H- C --= G,
le coefficient B s'annule, les racines deviennent égales et de signes contraires. L^équation
(a ces' 6 -H 2 Acosô sinô -t- ôsin*6)o*
-7- 2(^cosO H-/sinô)p -i- czzzo
aura donc ses racines égales lorsque les rayons vecteurs seront menés suivant la direction définie par la relation
g cos 6 -f-/sin 6 =z o.
Les points de la courbe qui correspondent à ces rayons de même longueur et de signes contraires sont situés à égale distance de l'origine et se trouvent dans des régions opposées par rapport à cette origine; la corde représentée par l'équation
est donc divisée par l'origine en deux parties égales.
Par suite, on peut, en général, mener par un point donné une corde qui soit divisée en ce point en deux parties
égales.
Il y a cependant un cas où il est possible de mener par
un point plus d'une corde ayant ce point pour milieu. Si, dans l'équation générale, on a à la fois ^=;: o, /— o, la quantité ^cos6 -f-/sin6 est nulle, quelle que soit la valeur de 6, et toutes les cordes menées par l'origine ont pour milieu cette origine, qui porte alors le nom de centre de la courbe.
On peut, en général, rendre nuls les coefficients g ei h par une transformation de coordonnées. En égalant àr zéro les valeurs de g et h (n^lSi) relatives à la nouvelle origine (x'^y)^ on trouve, pour les conditions auxquelles doivent alors satisfaire les coordonnées de cette origine,
ax' -H hy -h ^ 1= o, hx' H- hy -f-/= o.
Ces deux équations suffisent pour déterminer les valeurs de x' et de ^', et, comme elles sont linéaires, elles ne peuvent être satisfaites que par une seule valeur de x et de^.
Donc, les sections coniques ont en général un centre^ et n'enontqu^un.
Les coordonnées du centre, déduites de ces équations, ont pour expression
, b^ — hf , at — hs^
Dans l'ellipse et l'hyperbole, A* — ab a. une valeur finie (n** 137), tandis que, dans la parabole, A^ — ab = o, ce qui rend infinies les coordonnées du centre. Aussi l'ellipse et l'hyperbole sont-elles souvent désignées sous le nom de courbes à centre, tandis que la parabole est dite dépourvue de centre. A la rigueur, on doit considérer toutes les courbes du second degré comme ayant un centre ; dans le cas de la parabole, ce centre est à l'infini.
141. Trouver le lieu des milieux des cordes menées dans une courbe du deuxième degré parallèlement à une droite donnée.
Nous avons vu (n®139) qu'une corde est divisée en deux parties égales par Torigine lorsqu'on a
^cosô H-/sin6 1= G.
Transportons l'origine en un point quelconque {x'^y'). Pour qu'une corde, parallèle à la précédente, soit divisée en deux parties égales par la nouvelle origine , il faut que l'on
ait
^ cos6 -hy sinô = o,
ou, en se reportant au n® 134,
{aœ' ->r hf -+-^)cosO-|- {hœ' -h by' -H/)sin6 = o.
Cette relation exprime la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées de la nouvelle origine pour que cette origine coïncide avec le milieu de la corde faisant un angle 6 avec l'axe des x. Les milieux des cordes parallèles sont donc situés sur la droite
{ax -f- Aj^-T-^)cos6 4- (Aj?-f- by -+-/)sinônio
qui est, par suite, le lieu cherché.
La droite qui passe par les milieux d'un système de cordes parallèles s'appelle le diamètre de ces cordes; les cordes sont les ordonnées de ce diamètre.
La forme de l'équation du diamètre montre (n®40) que tous les diamètres passent par l'intersection des deux droites
ax-k-hy-\- g=^Oy Aj?-+- 6j -h/z^o,
et comme ces droites sont celles dont l'intersection détermine le centre de la courbe (n® 140), tous les diamètres passent par le centre de la courbe.
En faisant alternativement 6 = o et 6 = 90® dans l'équation du diamètre, on trouve
ax '\- hy -^ g=:o
24o CHAPITRE X.
pour l'équation du diamètre des cordes parallèles à Taxe
des x^ et
hx-\- by-\-f-=zo
pour l'équation du diamètre des cordes parallèles à Taxe
des^r ('),
Dans la parabole, on a
h^ = ab. ou ~ =: - ;
par suite, les droites ax + hy -\- g = o et hx -{- by -f-/= o sont parallèles ; donc tous les diamètres d'une parabole sont parallèles. Cela est du reste évident, puisque tous les diamètres d'une section conique passent par le centre ; dans la parabole, ce centre est à l'infini, et des parallèles peuvent ctre considérées comme se rencontrant à l'infini.
Ce qui précède permet, étant donné un arc de section conique, de déterminer son centre et son espèce. En menant, en effet, deux cordes parallèles et en joignant leurs milieux, on obtient un diamètre MM'(yî^. 5i, 62 et 53); on en
Fig. 5i.
Fig. 5a.
détermine de même un second NN'. Si ces diamètres sont
(*) L'équation du n* 138, qu'on peut écrire by = — {kx -h f) dz R, se construit facilement en traçant d'abord la droite kx -h by -^ ffCt en prenant ensuite, de part et d'autre de cette ligne, et sur chacune de ses ordonnées MP, des longueurs PQ, PQ' égales à R. On voit ainsi que chaque ordonnée est divisée en deux parties égales par la droite hx-\- by -\- f.
parallèles (y?^. 5 1), la courbe est une parabole; s'ils se coupent, leur point d'intersection est le centre de la courbe. Lorsque ce centre est du côté concave de l'arc ijig> 52), la courbe est une ellipse ;
quand il est dans la partie convexe {Jig' 53), c^est une hyperbole.
Les propositions étudiées dans la théorie du cercle (Chap. VI) suiBsent pour donner une première idée sur la nature des diamètres dans les courbes du deuxième degré ; mais il faut bien observer qu'en général les diamètres ne sont pas perpendiculaires à leurs ordonnées. Ainsi, dans la parabole, où la direction du diamètre est constante^ et où celle des ordonnées est variable, l'angle compris entre un diamètre et ses ordonnées peut prendre toutes les valeurs possibles,
142. La direction des diamètres d'une parabole est la même que celle de la droite passant par l^ origine et rencontrant la courbe à V infini.
Les droites menées par l'origine et rencontrant à l'infini la courbe du deuxième degré ont pour équation (n** 136)
a J7* -\- 2 hxy -4- 6/' = o ;
dans le cas de la parabole, cette équation devient, en y rem- S. — Géom, à deux dim. x6
24a CHAPITRE X,
plaçant h par sa valeur yjab ,
mais les diamètres (n° 14i ) sont parallèles à la droite
ax -I- hy^=Of dont Péquation se réduit à
lorsqu'on y fait h = ^/ab. Les diamètres sont donc parallèles à la droite qui coupe la courbe à l'infini, et, par suite, ne peuvent rencontrer la parabole qu'en un seul point situé à une distance finie.
143. Etant donnés deux diamètres d'une section conique y si l^un d^eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre, réciproquement cet autre divise en deux parties égales les cordes parallèles au premier.
Le diamètre des cordes, qui font un angle 6 avec l'axe des a:, a pour équation (n® 141 )
{ax -r hy -+- g) -h {hx-\- by -\-f) tangômo^
et, par suite (n**21), fait avec ce même axe un angle 0', tel que
tang ô' =: - , . ^ ,
^ A -h 6 tango
ce qui donne
b tango tango' -h A(tang6 -f- tango') -i- a=: o;
la symétrie de cette équation montre que le diamètre des cordes, qui font un angle ô' avec l'axe des x^ fait un angle 0 avec ce même axe.
Les diamètres, qui sont tels que l'un d'eux divise en deux
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parties égales les cordes parallèles à l'autre, s^appellent diamètres conjugués ( ' ).
Quand le coefficient h de Téquation générale est égal à zéro, les axes sont parallèles à un système de diamètres conjugués. Dans ce cas, en effet, l'équation du diamètre des cordes parallèles à l'axe des x se réduit à ax -^ g = Oj et celle du diamètre des cordes parallèles aux y à by-{-f=o- ces diamètres sont donc respectivement parallèles à l'axe des ^ et à l'axe des x,
144. Lorsque, dans l'équation générale, c = o, Poriginc est un point de la courbe (n'^Sl), et l'une des racines de l'équation du second degré
(acos*ô -+- aAcosO sinô -h 6sin*ô)p' -f- 2(^cos6 4-/sinô)p = o
est égale à zéro. Lorsqu'on a en même temps
^cos6 -f-/sinôzno,
la deuxième racine devient nulle, et le rayon vecteur rencontre la courbe en deux points qui coïncident. La tangente à l'origine a donc pour équation
L'équation de la tangente en un autre point quelconque de la courbe peut s'en déduire par une simple transformation de coordonnées ; il suffit, après avoir rapporté la courbe à ce point pris pour origine, d'écrire l'équation de la tangente
V) l\ est évident que, seules, les courbes à centre ont des diamètres conjugués, puisque dans la parabole tous les diamètres ont même direction.
(*) On prouverait de la même manière que, lorsqu'une équation de degré quelconque ne renferme pas- de terme constant, l'origine est un point de U courbe qu'elle définit, et que les termes du premier degré représentent la tangente à l'origine.
comme il vient d'être dit, et de la transformer pour revenir aux axes primitifs.
En appliquant cette méthode à l'équation générale, on obtient pour la tangente au point (a?',jK')
équation que nous avons déjà trouvée par une autre méthode (n«86).
Exercice.
Le point (i, i) étant sur la courbe
3a7* — ixy -\- 2 y* -h 7a:— 5 y — 3 = o,
trouver, par une transformation de coordonnées, la tangente en ce point.
L'équation de cette tangente, par rapport aux nouveaux axes, est
^x — Sy = o,
et, par rapport aux axes primitifs,
14S. Les points de contact des tangentes menées à une courbe du deuxième degré, par un point {x'^y) pris en dehors de la courbe, se trouvent sur une droite dont l'équation a même forme que l'équation de la tangente (n** 89). Celte droite s'appelle Ib. polaire du point (x'jJk'), et comme une droite rencontre toujours une conique en deux points, il s'ensuit que, par un point (^,^''), on peut toujours mener, à une courbe du deuxième degré, deux tangentes réelles^ coïncidentes ou imaginaires ( * ).
( ' ) Une courbe est dite de la ni*m« classe lorsqu'on peut lui mener par ud point n tangentes. Une section conique est donc à la fois du deuxième degré et de ta deuxième classe; mais, en général, dans les courbes de degré pins élevé, les indices du degré et de la classe ne sont pas les mêmes. .
La polaire de l'orîgino (n® 89 )
gx -^fy -f^ c = o
est évidemment parallèle à la corde gx -f-yj- = o, dont le milieu se trouve à l'origine (n® 139); et, comme cette corde est une ordonnée du diamètre qui passe par Torigine, il en résulte que la polaire d'un point quelconque est parallèle aux ordonnées du diamètre qui passe par ce point. Ce théorème renferme, comme cas particulier, le suivant : Les tangentes menées aux extrémités d'un diamètre sont parallèles aux ordonnées de ce diamètre, théorème qui, dans le cas des courbes à centre, où les ordonnées d^un diamètre sont parallèles au diamètre conjugué, devient : la polaire d'un point, par rapport à une conique à centre, est parallèle au diamètre conjugué de celui qui pa^se par ce point.
146. Les principales propriétés des pôles des polaires ont déjà été démontrées dans les Chapitres précédents. Le théorème du n** 98 : lorsqu'un point A se trouve sur la polaire dp point B, réciproquement le point B se trouve sur la polaire du point A, peut encore s'énoncer de la manière suivante :
Lorsqu'un point (A) glisse le long d'une droite fixe (la polaire du point B), sa polaire pivote autour d'un point fixe (B); et, inversement, lorsqu'une droite (la polaire du ^omi K) pivote autour d'un point fixe (B), son pôle (A) décrit une droite fixe (la polaire de B).
Ou, en observant que les polaires de deux points quelconques, pris sur la polaire de A, se coupent en A :
L'intersection de deux droites est le pôle de la ligne qui joint les pôles de ces droites; et, inversement : La droite qui
joint deux points est la polaire de V intersection des polaires de ces points.
Nous avons vu (n®100) que les droites gui joignent deux à deux les points où deux sécantes issues d'un point O rencontrent une conique, se coupent sur la polaire du point O. Dans le cas particulier où les deux sécantes coïncident, deux des droites de jonction deviennent tangenles à la courbe, et on a le théorème suivant : Les tangentes PR', PR'' (^g, 54) menées à une conique, aux points H' et
Fig. 54.
R" où elle est rencontrée par une sécante OR issue d'un point O, se coupent sur la polaire PR du point O.
Ce théorème peut, du reste, se démontrer directement à l'aide du principe rappelé au commencement de ce numéro, en observant que la polaire R' R*^ du point P passe par le point 0, et par suite que le point P se trouve sur la polaire du point O.
Nous avons vu aussi (n*103, Ex. 3) que si l'on prenait sur un rayon vecteur OR, mené par l'origine, la moyenne harmonique OR entre OR' et OR", le lieu des points R était la polaire de l'origine ; donc, toute droite menée par un point est dii^isée harmonique ment par le point, la courbe et la polaire de ce point. Ce théorème a été aussi démontré aun^'Ol.
Il en résulte que si l'on mène par le point O une droite quelconque OR, et si Ton joint le pôle P de cette droite au point O, les lignes OP, OR forment un faisceau harmonique avec les tangentes OT, OT' issues du point O ; en effet, OR étant la polaire de P, PTRT' est divisé harmoniquement, et les droites OP, OT, OR, OT' forment un faisceau harmonique.
Exercices.
i. Lorsqu'un quadrilatère A6GD {fig^ 55) est inscrit dans une
Fig. 55.
conique, un quelconque des points E, F, O est le pôle de la droite qui joint les deux, autres.
Les lignes CD et AB, qui joignent les points d'intersection des droites EG et BD avec la conique, se coupent sur la polaire du point Ë, puisque EG et BD passent par le point E ; il en est de même de AD et GB ; donc la droite OF est la polaire du point E. On démontrerait de même que EO et EF sont respectivement les polaires des points F et O.
2. Par un point E pris en dehors d'une conique, lui mener une tangente au moyen de la règle seulement.
Mener par le point E deux droites quelconques EA, EB i^fig. 55), compléter le quadrilatère comme sur la figure ; la droite OF coupera la conique en deux points, qui seront les pointç de contact cherchés.
3. Dans tout quadrilatère ABGD {fig* 55) circonscrit à une conique, une diagonale est la polaire de l'intersection des deux autres.
Ge théorème peut se d 'montrer, comme celui de l'Exercice i, au moyen des propriétés harmoniques du quadrilatère. On sait
(no 60, Ex. 1) que les droites EA, EO, EB, EF forment un faisceau harmonique; mais EA, EB étant, par hypothèse, tangentes à la conique, et EF passant par leur point d'intersection, EO (n»146) passe par le pôle de EF ; on verrait de même que FO passe par le pôle de EF : ce pôle est donc le point O.
147. L'équation des tangentes menées à une conique par un point (x^y') peut s'écrire (n® 92)
{ax^^ -f- 2 hx' y --H by^ -r- '^gx* -î- 2//' 4- c) X {ax"*- -4- 'ihxy -h by'^ -4- 'igx -\- ijy -^c)
■=.\a x' X -\- h{x^ y -\- y x^ -h by y
et il suffit d'y faire x' =^y'.=^o pour en déduire l'équation des tangentes menées par l'origine; mais on peut auss obtenir cette équation en suivant la marche indiquée au n^ 83 (Ex. 4). Pour qu'un rayon vecteur mené par l'origine soit tangent à la conique, il faut que les deux valeurs de p données par l'équation
( a ces* 0 -h 2 // cos 6 sin 6 -f- 6 sin* 6 ) p*
-;- 2(^cosô -i-/sinô)p4- c^=iO
soient égales, ce qui implique la condition
(acos*ô 4- 2^0056 sin6 -f- b sin'6)c := (^cos6 -4-/sinO)*.
Multipliant par p^, il vient, pour l'équation des tangentes menées par l'origine,
{ac — g^)x^ -i-2(ch — gf)xy -h {bc —f^)y^ ~ o.
Les tangentes coïncident lorsque les racines de cette équation sont égales, c'est-à-dire lorsqu'on a
^ac-g^){bc^P)^{ch-gjy, ou
c{abc -H 2/gk — ap — bg'^ — ch?- ) = o.
Cette dernière condition est remplie lorsque c = o, c'està-dire lorsque Torigine est un point de la courbe ; donc, tout point de la courbe peut être considéré comme V intersection de deux tangentes qui coïncident, de même que toute tangente peut être regardée comme une droite joignant deux points qui coïncident.
Cette condition est également remplie lorsque la relation
abc -h '^Jgh — ap — bg- —- ch^ =z o,
qui exprime ( n' 76) que l'équation du second degré représente deux droites, est vérifiée. Pour expliquer comment il se fait que Ton retombe ici sur cette relation, il suflit de remarquer que, par tangente, on entend eu général une droite rencontrant la courbe en deux points qui coïncident. Lorsque la courbe se réduit à deux droites, la seule ligne qu'on puisse mener (le manière à la rencontrer en deux points qui coïncident est celle qui passe par leur point d'intersection, et puisqu'on peut toujours mener deux tangentes à une courbe du deuxième degré, les deux tangentes doivent dans ce cas coïncider avec la droite passant par (x'^y) et par ce point d'inlersection.
148. Si par un point O on mène deux cordes rencontrant une conique aux points R', R", S', S", le rapport des rectangles OR'.ÔR" et OS'.OS'^ est constant, quelle que soit la position du point O, pourvu que les directions des cordes OR, OS soient constantes.
De l'équation donnée pour déterminer les valeurs de p (a" 136) on déduit facilement
OR'.OR' =z ^- r ^^ . ^ ' ■ ,^>
a cos*ô -r- in cos6 sinO -h 6sin*6
6 étant l'angle que la corde OR' forme avec l'axe des x ; on
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a de même, en désignant par 0' l'angle sous lequel la corde OS' rencontre cet axe,
a ces* ô' 4- 2 A CCS 6' sin Ô -h 6 sm* Ô' et par suite
OW . OR"^ _ a cos^e^ -h 2 A ces 6^ sin B' -^ b sin- 6^ US'.OS"~ acos*0 -h 2Acose sine 4-fesin*Ô *
Ce rapport est constant^ puisque a, 6 et A ne changent pas lorsqu'on déplace Torigine (n** 134), et que les angles 0 et 6', qui définissent la direction des cordes, sont constants par hypothèse.
On peut encore présenter ce théorème sous la forme suivante :
Si, par deux points fixes O et O', on mène deux cordes parallèles OK^ O'^ coupant respectii^ement la conique awr points R', R'', p', p", le rapport des rectangles OR'. OR'' et O'p'.O'p" est constant, et indépendant de la direction des cordes.
En représentant par d la valeur que prend le terme absolu de Téquation de la courbe lorsqu'on transporte l'origine au point O', ces rectangles ont en effet pour expressions :
a ces* 6 -h 2 AcosO sin 6 -y- ôsin*ô'
a ces* 0 -h 2 A ces j sin ô -h ^ sin* 0
et leur rapport, qui est égal à -; ) est indépendant de 0.
149. Le théorème du numéro précédent comporte quelques cas particuliers qu'il est utile d'énoncer.
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I* Si le point O' est le centre de la courbe, on a O'p' = O'p'', et le rectangle O'p'.O'p"^ n'est autre chose que le carré du demi-diamètre parallèle à OR'. Donc, les rectangles construits sur les segments de deux cordes qui se coupent sont entre eux dans le même rapport que les carrés des diamètres parallèles à ces cordes,
2* Lorsque OR est tangent à la courbe, on a OR' = OR"; le rectangle OR' . OR"' se transforme en un. carré qui a pour côté la longueur de la tangente, et, comme on peut mener par le point O deux tahgenles à la conique, il en résulte que les longueurs des tangentes issues d'un même point sont proportionnelles aux diamètres parallèles à ces tangentes.
3® Supposons enfin que la ligne 00' soit un diamètre et que les cordes OR, O'p soient parallèles aux ordonnées de ce diamètre; on a alors OR' = OR', O'p' = O'p", et, en désignant par A et B les points où le diamètre OO' rencontre la courbe,
AU . OB ~ AC . O'B
Donc, les carrés des ordonnées d' un diamètre sont proportionnels aux rectangles des segments que ces ordonnées déterminent sur le diamètre.
ISO. Il y a un cas dans lequel le théorème du n® 148 n'est
plus applicable, c'est lorsque la ligne OS est parallèle à l'une
des droites qui rencontrent la courbe à l'infini ; le segment
OS" devient alors infini, et la corde OS ne rencontre plus la
conique, à une distance finie, qu'en un seul point. Cher-
OS' • chons à quelle condition le rapport r^t>/ r^^,/ peut être
constant.
Prenons, pour simplifier, OS et OR pour axes des x et des y, l'axe des x étant parallèle à Tune des lignes qui ren-
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contrent la courbe & Finfini, le coefficient a devient nul (n'^lSS, Ex. 4), et réquation de la courbe prend la forme
3 hxY -h hy* -f- igx -h if y -h c =r o.
En y faisant successivement j^ = o, ^r = o, on trouve, pour
le segment déterminé sur l'axe des x^ OS' -.=. > et pour
le rectangle des segments faits sur Taxe des^, OR'. OR" = y
ce qui donne «
OS^ _ h
OR'.OR^ ~ ig
Si Ton déplace les axes parallèlement à eux-mêmes, en prenant pour origine un point quelconque ( x'^y'), b ne change pas, g prend la valeur hy' -\- g (n** 134), et Ton trouve pour l'expression générale du rapport précédent
'^Khy' ^g)
Quand la courbe est une parabole, on a A = o, et ce rapport est constant; il en résulte que, dans une parabole, le produit des segments formés par un diamètre quelconque (n®142) sur une corde de direction donnée est dans un rapport constant avec le segment que cette corde détermine sur le diamètre.
Lorsque la courbe est une hyperbole, le rapport ne peut être constant qu'à la condition que y soit constant ; donc, dans une hyperbole, les segments déterminés par deux cordes parallèles, sur une droite rencontrant la courbe à V infini, sont proportionnels aux rectangles construits sur les segments des cordes.
*151. Trouver la condition pour que la droite
soit tangente à la conique représentée par V équation énérale.
En portant, dans l'équation générale, la valeur de ^ tirée de \x 4- jjLjK -f- V = G, on a, pour déterminer les abscisses des points d'intersection de la droite avec la courbe,
(«[X- — 2AX[A-+- b\')x^ H-2(^jx* — /t[xv— /jaXh- h\s)x
-h {C\t} — 2/{XV -h 6v*) nr G,
et la droite sera tangente à la conique lorsque les racines de cette dernière équation seront égales, c'est-à-dire lorsqu'on aura
(ajx- — aAXjjL -|-6X=)(C(JL* — 2/fxv-4-6 v-)=:(^|jl'— AfiLv — /(/.X -h ^Xv)*,
ou, en développant et divisant par jjl^,
(6c— /^)X» -h (ca — ^•)}jL» H- (a6 — A*)v« -+- a(^^ — a/)|xv
-+- 2 ( /^/ — 6^ ) VX H- 2 (/^ — C A ) X |X = o .
Nous indiquerons plus loin d'autres méthodes pour obtenir celte relation, qu'on peut appeler Y équation tangentielle de la courbe, et à laquelle on donne souvent la forme
AX' -h B(iL« H- Cv« 4- 2Fp.v -h 2GvX -+- aHXii. — o,
en posant, pour abréger, A=z bc — y^, B = ca — g^,. . . . Les coeillicients A, B, G, 2 F, 2 G, 2 H ne sont autre chose que les dérivées de la fonction
abc -h ^Jgh — «y — bg^ — ch},
prises en y considérant successivement a, è, c,/, g^ A comme variables. Gette fonction, qui devient nulle lorsque la conique se transforme en deux droites, s'appelle le discriminant de l'équation générale du deuxième degré; on la désigne ordinairement par la caractéristique A.
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Exercices.
i. Former l'équation de la conique qui détermine des segments X, X', jA, \k sur les axes.
L'équation de cette coniqpie doit se réduire à l'une ou l'autre des équations
X^ — {\-h X'j^-f- XX' = O, ^* — (fX^- \L')jr-h [K[tf = O,
suivant qu'on y fait^ = o ou a: = o; elle est donc de la forme
jji,fjL'a7*-+-2Aa7'-4-XX'^*— [x[x'(X-4-X')a?— XX'(jx-h jx')^-f-XX'|xfx' = o,
et le coefficient h reste indéterminé, tant qu'on ne se donne une nouvelle condition. Quand la conique est une parabole
A = =h \/XX'|xjjl'; on peut donc mener deux paraboles par les quatre points donnés.
2. Les polaires d'un point fixe, par rapport à un système de coniques passant par quatre points donnés, passent par un point fixe.
. Prenons pour axes deux côtés opposés du quadrilatère formé par les quatre points; l'équation de l'Exercice 1 représentera Tune des coniques du système, et l'équation de la polaire du point {sf^y) par rapport à cette conique .renfermera l'indéterminée h au premier degré (nol45); cette polaire passe donc par un point fixe.
3. Trouver le lieu des centres des coniques passant par quatre points fixes.
Le centre de la conique de l'Exercice 1 est donné par les équations
a|xfjL'a7H- ihy — fJLfJL'(X -hX') = o, aXX'j-t-aAa? — XX'(jn- ji') = o, et en éliminant h on trouve, pour l'équation du lieu,
2(jL{x'j:* — aXXV — ia|a'(X H-X')ar-f-XX'([jL-4- [x')jk = o.
C'est une conique sur laquelle se trouvent les intersections des trois couples de droites passant par les quatre points donnés et par les milieux de ces droites.
Le lieu est une hyperbole lorsque X, X', ainsi que [x et p.', sont à la
fois de même signe, ou à la fois de signes différents; dans le cas contraire, c'est une ellipse. Ainsi le lieu est une ellipse lorsque, les lieux points situés sur un axe se trouvant d'un même côté de l'origine, les deux autres points qui appartiennent au deuxième a^e sont l'un d'un côté, l'autre de l'autre côté de l'origine; autrement dit lorsque le quadrilatère formé par les quatre points a un angle rentrant. Ceci est du reste évident géométriquement : à un pareil quadrilatère, on ne peut pas circonscrire une conique de la forme d'une ellipse ou d'une parabole; on ne peut circonscrire qu'une hyperbole, et comme le centre d'une hyperbole n'est jamais à l'infini, le lieu de ce centre doit être une ellipse. Dans l'autre cas, il y a deux positions du centre à l'infini : ce sont celles qui correspondent aux deux paraboles que l'on peut faire passer par les quatre points donnés.
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i52. Les équations qui servent de point de départ à Pétudc des propriétés de l'ellipse et de l'hyperbole se simplifient notablement lorsqu'on prend le centre de la courbe pour origine des coordonnées. Dans cette hypothèse, les termes en X et en y disparaissent (n® 140) de l'équation générale du deuxième degré (n® 133), qui se réduit alors à
ax* H- 2 hxf -+- 6j* H- c' m G.
Pour exprimer c' en fonction des coefficients de l'équation primitive, il suffît de remplacer dans l'expression générale de c' donnée au n® 132
c' =1 ax'* 4- 2kx'y H- by* -+- 2gx' -h 2fy -+- c, ou dans l'expression équivalente
&^ {ax' -^ hy -h g)x' -i- {hx' -h by -\-/)y -^ gx' -h/y -\-c,
les coordonnées x' et y par les coordonnées du centre. Lorsqu'on effectue cette substitution, les "deux premiers termes de la dernière expression s'annulent (n®140) et la
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valeur de c' se réduit à
abc -h 2fgh — af' — bg^ — ch
ab — /r
i53. Quand le numérateur de cette dernière fraction devient nul, Inéquation transformée prend la forme
ax^ -h 2 Hxy -{- by^ = o,
et représente (n®73) deux droites qui sont réelles ou imaginaires, suivant que ab — A^ est négatif ou positif. On retrouve ainsi la condition du n^ 76
abc 4- '^fgh — ap — bg^ — c/i' i= o,
pour que l'équation du deuxième degré représente deux droites; cette condition doit, en effet, être remplie pour qu'en transportant l'origine au point d'intersection des droites le terme absolu devienne égal à zéro.
(* ) Lorsque felg s'annulent, le discri minant ( n* 151 ) se réduit à c{ab — A*), et il est facile de voir, d'après ce qui vient d'être dit, que la valeur dn discriminant ne change pas lorsqu'on déplace les axes parallèlement à euxmêmes. Ce théorème n'est, du reste, qu'un cas particulier d'un théorème beaucoup plus général dont il sera question plus loin (n*371).
On peut voir de même que le résultat obtenu en substituant les coordonnées du centre {oc', y') aux coordonnées courantes dans l'équation de la polaire d'un point [x'^y^ résultat qui a pour expression
[ax' -^ hy' -h g) a;^ -^ {haf -\-by' k-f) y' -\- gaf -\-fy ^ c
est identique à celui auquel on arriverait en faisant x •= afy y — y dans l'équation de la courbe; les deux premiers termes s'annulent en effet dans les deux cas.
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Exercices.
1 . Rapporter la conique 3a?* -+- ^xy H-^* — 5a? — ^y — 3 = ofl son centre ( - > — 4 ) •
Béponse. 12a?* -h i^xy -f- 4 J'* -+- i — o,
2. Rapporter la courbe a?* -j- 2a?j^ — /» -h 8 a? h- 4^ — 8 =1 0 à son centre ( — 3, — i).
Réponse. a?' ■+■ ^xy — y* = 2a.
154. Nous avons vu (n® 136) que, lorsque 6 satisfait à la relation
a ces* 6 -f- 2 A CCS 0 sin 6 -f- 6 sin* 6 =: o,
le rayon vecteur correspondant rencontre la courbe à l'inflni, et en un point situé à la distance finie de Torigine
^cosô -t-/sinô
Cette distance devient à son tour infinie, quand l'origine est au centre de la courbe, puisqu'on a alors ^ = 0,/= o. On peut donc mener par le centre deux droites qui rencontrent la courbe en deux points coïncidents situés à l'infini , et qui, par suite, peuvent être considérées comme des tangentes ayant leurs points de contact à l'infini. Ces droites sont les asymptotes de la courbe : elles sont imaginaires dans l'ellipse et réelles dans l'hyperbole. On verra plus loin que les asymptotes, tout en ne rencontrant la courbe qu'à l'infini, vont en se rapprochant de la courbe à mesure qu'on s'éloigne de l'origine.
Les points de contact des tangentes réelles ou imaginaires menées par le centre étant situés à l'infini, la droite qui les joint est aussi tout entière à l'infini; donc, d'après la défi-
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nîtion du pôle et de la polaire {n? 89), le centre peut être considéré comme le pôle d'une droite située à l'infini. On arrive à la même conclusion en remarquant que l'équation de la polaire de l'origine gx -\-fy -h c == o se réduit à c = o lorsque le centre est pris pour origine, et représente alors (a** 67) une droite située à l'infini.
155. Lorsqu'on prend le centre pour origine, les coefficients g et /de l'équation générale s'évanouissent. Si, de plus, les axes forment un système de diamètres conjugués, le coefficient h s'annule également (n® 143)} et l'équation prend la forme plus simple
ax^ -h by^ -f- c = o,
qui montre que toute corde parallèle à l'un des axes est divisée, par l'autre, en deux parties égales, puisqu'à une valeur quelconque de a: ou de ^ correspondent pour y^ ou pour x^ deux valeurs égales et de signes contraires.
L'angle compris entre deux diamètres conjugués n'est généralement pas un angle droit, mais il existe toujours un s)'stème de diamètres conjugués rectangulaires. Pour le démontrer, rappelons-nous (n® 143) que les angles 6 et 6', que font avec l'axe des x deux diamètres conjugués, sont assujettis à la relation
6 tango tango' -HA(tang6 -h tango') -ha = o; quand les diamètres sont perpendiculaires, tangO' = — r
(n**2S), et l'on a, pour déterminer l'angle 8, l'équation du deuxième degré
Atang'O -H (a — 6) tangO — A — o.
En multipliant par p^ et en remplaçant pcosQ, psinO par X et /, on obtient l'équation
hx'^ — (a — b) xy — A j* 1= o,
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qui représente deux droites réelles perpendiculaires l'une sur l'autre (n®74). Les courbes à centre ont donc deux diamètres conjugués à angle droit, et n'en ont que deux : ces diamètres s'appellent les axes de la courbe, et on donne le nom de sommets aux points où ils rencontrent la courbe.
Les axes, ainsi que le montre (n®75) leur équation, sont dirigés suivant les bissectrices, intérieure et extérieure, de l'angle compris entre les droites réelles ou imaginaires
ax^ -H- 2 hxy -h by^ = o,
autrement dit suivant les bissectrices des angles formés par les asymptotes ; et ils sont toujours réels (n® 75, Note), que les asymptotes soient réelles ou imaginaires, c'est-à-dire que la courbe soit une hyperbole ou une ellipse.
156. On peut arriver au théorème du numéro précédent par une transformation de coordonnées, en montrant qu'il est toujours possible de trouver un système d'axes rectangulaires tel, que l'équation de la courbe par rapport à ce système d'axes n'ait pas de terme en xy. Supposons les axes primitifs rectangulaires, et faisons-les tourner d'un angle 8 autour de l'origine ; en remplaçant, dans l'équation primitive, x ely par :z;cosÔ — j'sinô, eta;sinô -h/cos6(n® 9), on obtient, l'équation transformée
a(â?cosô — ^sinô)^-l- 3A(^cosô — j^sinô)(j?sin6 4-^cos6)
-H 6(d?sin6 -f- rcosÔ)--hc = o,
dans laquelle les coefficients a\ b\ hf des termes en x^, en j* et en xy ont pour valeur
a' = acos'ô-h 2AcosO sinô -h ôsin'ô,
h' ^= 6sin6cosô H- h{ cos*ô — sin*6) — asinôcosO,
b' ^=z asin'Ô — 2Acosô sinô -h 6cos*ô.
Et si l'on fait h' = o pour déterminer l'angle ô que les axes
DE l'eLLIPSB et DE L^HTPERBOLB. a6l
de la courbe forment avec les axes de coordonnées, on retombe sur l'équation du n® 155, qui donne
taDg26=: r-
157. Le théorème suivant permet de simplifier les calculs numériques à exécuter pour ramener une équation du deuxième degré à la forme
ax^ -H by^ 4- c := o. "^
LorsqvHon transforme une équation du deuxième degré^ pour passer d^un système d^cuices rectangulaires à un autre système d'axes rectangulaires, les quantités a-\- b et ab — h^ ne changent pas.
En ajoutant les valeurs de a' et V obtenues au n^ 156, on trouve immédiatement
a' -f- 6' r= a 4- ft,
ce qui démontre la première partie du théorème.
Pour démontrer la seconde, observons qu'on peut écrire
2a'r"a4- b -+- 2 Asin2d -\-{a — ^)cos2G, 26'^r=a4-6 — 2/isin2 9 — (a — ô)cos2 6;
ce qui donne
^a' b' ■=! {a -\- b)- — [2 Asîn26 -h (a — 6)cos26]'; et comme on a, d'autre part,
4A'* = [2/iCOS26 — {a — b) sin20]*,
11 en résulte que
l\{a'b' — A'*) = (a-h by — 4/i* — (a — b)^— ^ab — /i«).
Dans le cas particulier où il s'agit d'écrire l'équation rap-
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portée aux axes de la courbe, on a à la fois
A' = o, a'-^-b' = a-^b, a'b'^ab — h*;
ces relations font connaître la somme et le produit des coefficients inconnus a! et 6', et fournissent, par suite, toutes les données nécessaires pour le calcul de ces coefficients.
Exereioei.
1. Trouver les cuces de V ellipse i\x^ — ^xy — i ly- = 6o, et rapporter la courbe à ces axes.
L'équation des axes est(n<>155)
ix* -+- 6xy — 4y« = o,
ou
(237 — ^)(a?-+- ay) =s o.
On a d'ailleurs i)*où
l'équation transformée est donc
aa?*-4-3^*t= 12.
2. Rapporter V hyperbole iix'^'^%^xy — 24^* = i56 ^ ses cuces. On a
ce qui donne pour l'équation transformée
3. Rapporter la courbe ax'^'\- ihxy -v- by^ ~ cà ses axes. Réponse.
*1S8. Lorsqu'on passe d^un système d'axes rectangulaires à an autre système d'axes rectangulaires, les quantités a~ fr.
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ab — h^ ne changent pas. Cherchons ce qu^elles deviennent lorsque le second système d'axes est oblique. Conservons le même axe des x^ et désignons par co l'angle compris entre cet axe et le nouvel axe des^ ; l'équation transformée s'obtient en remplaçant dans l'équation primiitive (n® 9) x ^l y par ^ +y cosw et^ sino), ce qui donne
a'^=:a, A' = acos(i) -h Asino),
b' ^=za cos'o) -I- 2 A cosûD sino) -i- b sin'o),
et, par suite,
a'-f-^>' — aA'cosM ^ a'b'—h'^ ^ ,,
r-r = a -h 6, r-- = aO — /l*.
sin-ot) sm^b)
Donc, 51 ToTi transforme une équation du deuxième degré, pour passer d'un système d'axes à un autre, les quantités
a-\-b — 2Acosu> ab — h* sin^Q> siu-o)
ne changent pa^.
Ce dernier théorème permet de rapporter facilement à ses axes une conique dont l'équation est donnée en coordonnées obliques, puisqu'il fait connaître la somme et le produit des nouveaux coefficients a et 6 en fonction des anciens.
Biaroices.
i. Rapporter à $e$ axes la courbe loa?» -h 6xy -+- 5^' = lo, en supposant coso) = â*
On a successivement
et, par suite,
i6x*'^iiy* = 3a.
2. Rapporter à ses axes la conique a?* — 3 a?^ -h /* -M = o, «n supposant to = eo*».
Réponse. a?* -- i5x' = 3.
Rapporter à ses axes la conique ax^ -^ ihxy -\- by^ — c
Réponse.
a-hb— 2ACOSC0 — R)x^ -4-(a-T- 6 - - aAcosto -f- R)x' ~ 2csin*(o, R' — [îA— (a -f- 6)cos(i)]2 _}-(«— 6)2 sin^w.
*159. Les théorèmes des deux derniers numéros ont été démontrés, comme îl suit, par M. Boole ( ' ).
Supposons que nous ayons à passer d'un système d'axes faisant entre eux un angle (o à un autre système faisant un angle Q, et qu'en effectuant les substitutions indiquées au n® 9, la quantité ax^ ~]~ ^hxy 4- by^ devienne
. a'X«H-2A'XY-rô'Y«,
x ely étant les anciennes coordonnées, X et Y les nouvelles. En effectuant la même substitution dans cc^ -^ ixy cosco -1-/^, il viendra
X«-f-2XYcosû-4-Y«,
puisque Tune et l'autre de ces deux dernières expressions représentent le carré de la distance d'un même point à rorigine. Nous aurons donc, X étant une quantité quelconque,
ax^ H- 3 hxy -h by^ -+• X ( j?' 4- 2 xy cosoi -}- y- )
=za'X* -h a A'XY -h ^'Y^ + X(X« -f aXYcoso) -\- Y=),
et si nous déterminons X par la condition que le premier membre de cette équation soit un carré parfait, le second membre devra être aussi un carré parfait. Pour que le premier membre soit un carré parfait, il faut que l'on ait
(a-HX)ift-}-X)=: {h -i-Xcos(i))-;
i* ) Cambridge Math. Journ.j III, p. 106; et nouvelle série, VI, p. 87.
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autrement dit, il faut que X soit une des racines de l'équation du second degré
X' sin'o) -\- i a-7- b — 9. h coso) )X -^ ab — h- =z p.
• On trouverait une équation de même forme pour déterminer la valeur de X qui rend le second membre un carré parfait, et, puisque les deux membres deviennent des carrés parfaits pour la même valeur de X, cette dernière équation doit être identique à la première. En égalant les coefficients des termes correspondants de ces deux équations, on retombe sur les conditions obtenues précédemment :
a -T- 6 — 2 A coscD a' ~h b' — a h' cosû ab — h- _ a' b' — h'sin'(o sin^û sio^co sin-û
Exercices.
i. La somme des carrés des inverses des demi-diamètres qui se coupent à angle droit est constante.
Soient a et ^ les longueurs de ces demi-diamètres ; en faisant alternativement a? = o, ^ — o dans l'équation de la courbe, on a «a* =: c, ôp* = c; on voit ainsi que le théorème qui vient d'être énoncé n'est que l'interprétation géométrique de la constance de la somme a -+- 6.
2. Vaire du triangle formé enjoignant les extrémités de deux demi-diamètres conjugués est constante.
L'équation de la courbe rapportée à deux diamètres conjugués est
2' et P' étant les longueurs de ces demi-diamètres, et puisque . ^ — est constant, a! ^' sinct) est constant.
3. La somme des carrés de deux demi-diamètres conjugués est constante.
r. . a -h b — îAcosw ., 1*1
Puisque :— ; est constant, il en est de même de
^ siQ'^a)
sin«a)Va'* P'V a* p'» sin^co' d'ailleurs, a'p''5in(i> est constant; donc a'< + p'> est constant.
160. Nous avons vu que l'équation d'une conique rapportée à ses axes est de la forme
A^* 4- By- ~ C,
B étant positif dans le cas de l'ellipse et négatif dans le cas de
l'hyperbole (n* 138, Ex. 3). Nous écrivons ici les coefBcients
avec des lettres majuscules, parce que nous allons avoir à
employer les petites lettres a et 6 avec une signification
nouvelle.
L'équation de l'ellipse peut s'écrire sous une forme plus
commode, en mettant en évidence les segments que la courbe
détermine sur ses axes. Soient x ^^a ely = b ces segments;
en faisant^ =^ o dans l'équation de l'ellipse, il vient Aa- — C,
d'où A= — : on trouve de même, en y faisant a? — o, a- ' ^
B= vj- L'équation de l'ellipse peut donc se mettre sous la
forme
on peut prendre l'un quelconque des axes de la courbe pour axe des x] toutefois nous supposerons que ce dernier axe a été choisi de telle sorte que a soit plus grand que 6.
L'équation de l'hyperbole, qui, ainsi que nous le savons, ne diffère de celle de l'ellipse que par le signe du coefficient de y^^ peut se mettre sous la forme correspondante
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Le segment que l'hyperbole détermine sur Taxe des x est évidemment x = zb a; celui qu'elle détermine sur l'axe des j* étant donné par l'équation j^^ = — b^ est imaginaire; l'axe des^ ne rencontre donc pas la courbe en des points réels.
Nous n'avons pas à nous occuper ici de la grandeur relative de a par rapport à 6, puisque nous avons pris pour axe des X celui des axes qui rencontre la courbe en des points réels.
161. Trouver V équation polaire de V ellipse^ en prenant le cen tre pour pôle.
Il suiBt, pour cela, de remplacer dans l'équation précédente X par pcosO, ely par psin8; on trouve ainsi l'équation
I cos'ô sin*6
qui'peut s'écrire sous l'une ou l'autre des iormes équivalentes ^ ~ a-sin«Ô4-6«cos*0
b- -h (a« — 6-) sin«e a* — (a* — 6* j cos«6 En posant, pour abréger,
d^i=ia^ — b^, e*= — :
et en divisant par à^ les deux termes de la fraction trouvée en dernier lieu pour la valeur de p^, on obtient l'équation polaire de l'ellipse sous sa forme la plus usitée
^ 1 — e*cos*6 La quantité e s'appelle V excentricité de l'ellipse.
Déterminer la forme de V ellipse
La plus petite valeur que puisse avoir le dénominateur b' -f- (a^ — b') sin^ô de l'expression de p* est celle qui correspond à 6 =^ o ; la plus grande valeur de p est donc égale au segment a que l'ellipse détermine sur l'axe des x. Le maximum de b^ -r- {a^ — b^) sin^6 correspond à sinO = i ou à 6 = 90^ ; le minimum de p est donc égal au segment b que la courbe détermine sur l'axe des y.
Il résulte de ce qui précède que le plus grand rayon vecteur qu'on puisse mener du centre à la courbe est dirigé suivant l'axe des Xy et le plus petit suivant l'axe des y. En raison de cette propriété, on a donné à ces valeurs particulières du rayon vecteur les noms de grand axe et àe petit axe de la courbe.
Il est d'ailleurs évident que p est d'autant plus grand que 6 est plus petit, et, par suite, un diamètre est d* autant plus grand que sa direction est plus voisine de celle du grand axe. La forme de l'ellipse est donc celle qui est représentée sur la ^^. 56.
Fig. 56.
Les valeurs de p qui correspondent aux angles 6 == a et 0 =^ — a sont égales ; donc deux diamètres, qui font des angles égaux avec le même axe, sont égaux. Ce théorème, dont il est facile de démontrer la réciproque, permet de déterminer géométriquement les axes d'une ellipse dont le centre est donné. En coupant la conique par un cercle concentrique, on obtient les extrémités de deux diamètres égaux,
DE L'bLLIPSB et DE L'HYPERBOLE.
et il ne reste plus qu'à tracer ces diamètres, et à mener les bissectrices des angles qu'ils forment pour obtenir les axes cherchés.
163. On peut se faire une idée plus nette encore de la forme de l'ellipse en résolvant son équation par rapport à y et en comparant le résultat obtenu
avec l'équation
qui représente un cercle, de rayon a, concentrique à l'ellipse. On voit ainsi que, pour passer du cercle à l'ellipse, il suffit de diminuer toutes les ordonnées du cercle dans le rapport de 6 à a, ce qui donne la construction suivante : Pour décrire une ellipse ayant a = CA ef 6 = CB pour axes {fi S' ^'j)> ^^^<^^^ "^ cercle sur le grand axe AA' comme
Fig. 67.
diamètre j et prendre sur chaque ordonnéehQ un point P telj que le rapport de LP à LQ soit constant et égal à b : a; le lieu des points P est l'ellipse demandée»
Il résulte de ce mode de construction que le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre est situé tout entier en dehors de la courbe. On pourrait de même construire
Fellipse en décrivant nn cercle sur le petit axe comme diamètre; et en dilatant chaque abscisse dans le rapport de a à 6; le cercle décrit sur le petit axe est donc situé tout entier à l'intérieur de l'ellipse.
L'équation du cercle n'est, du reste, que la forme particulière à laquelle se réduit Féquation de l'ellipse lorsqu'on y fait b = a.
164. Trouver l'équation polaire de V hyperbole, en prenant le centre pour pôle.
En opérant comme au n^ 161, on trouve
6*cos*ô — a*sin-ô
b' — ^a* -+- b^) sin^e (a* -h **; cos«6 — a*
Ces expressions ne diflFèrent de celles qui leur correspondent dans le cas de l'ellipse que par le signe de b^ ; on peut donc employer pour l'hyperbole les abréviations
c^=ia^-ir 6*, e* — — ,
et considérer e comme V excentricité de l'hyperbole.
En divisant alors par a^ les deux termes de l'expression trouvée en dernier lieu pour p^, on obtient, pour l'équation polaire de l'hyperbole,
^ e'cos'ô— I
et cette équation ne diffère de celle de l'ellipse que par le signe de b^.
Déterminer la forme de V hyperbole
Les dénominations de grand axe et de petit axe n'étant
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pas applicables à l'hyperbole (a® 160), nous donnerons à Taxe des x le nom ai axe transverse, et à l'axe des y le nom à^OrXe conjugué ou d'are non transverse.
La plus petite valeur de p correspond à 8 = o, puisque le dénominateur de p*, b^ — (a* - 1- b^) sin*9, atteint son maximum pour ô == o; Vaxe transverse est donc la ligne la plus courte qu* on puisse mener du centre à V hyperbole. L'angle 6 augmentant, p croît jusqu'à ce que l'on ait
Sin6 ^i:::
sja'
T ou tang6 = -:
pour cette valeur particulière de 6, le dénominateur de p* de- \ient nul et p est infini. L'angle 0 continuant à croître, p^ devient négatif et les diamètres cessent de rencontrer la courbe en des points réels jusqu'à ce que 6 ait atteint la valeur 6i, définie par la relation
sinOi z=
\Ja'
ou tangOi zz: >
et pour laquelle p redevient infini ; l'angle 8 continuant à augmenter, p diminue et repasse par sa valeur minimum a pour
e=i8o\ La forme de l'hyperbole est donc celle qui est représentée
par un trait plein sur la fig. 58.
Fig. 58.
166. L'axe des y ne rencontre pas l'hyperbole en des points réels (n**l60), puisque ces points sont donnés par
réqualion
on peut cependant prendre sur cet axe des segments CB : - CB' r^ 6 , et donner à cette longueur 6 , qui joue un certain rôle dans Tétude des propriétés de Thyperbole, le nom à''axe de la courbe. On peut, de même, représenter le diamètre défini par Féquation p- = — R^ , diamètre qui ne rencontre pas l'hyperbole en des. points réels, en prenant sur la direction correspondante et à partir du centre une longueur zL R, et donner à cette longueur R le nom de diamètre de V hyperbole.
Le lieu des extrémités de ces diamètres fictifs, qui ne rencontrent pas la courbe, s'obtient en changeant le signe de pdans l'équation de l'hyperbole, qui devient ainsi
I sin'6 008*6
ou
et représente une hyperbole rencontrant Taxe des y en des points réels, et l'axe des x en des points imaginaires. Cette courbe, tracée en pointillé sur la fig. 58, s'appelle hyperbole conjuguée de l'hyperbole donnée.
167. Les diamètres qui correspondent à l'angle 0, tel que tangO = liz -> rencontrent la courbe à l'infini { n** 165), et
coïncident par suite avec les droites que nous avons appelées (n**154) asymptotes de la courbe; ils sont représentés, sur la figure, par les lignes CK, CL, qui servent, évidemment, de lignes de démarcation entre les diamètres qui rencontrent la courbe en des points réels, et ceux qui la rencontrent en des
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points imaginaires. Il en résulte nécessairement que deux hyperboles conjuguées ont les mêmes asymptotes.
L'expression tangO = ± - permet de tracer les asymptotes
lorsqu'on connaît les axes en grandeur et en position : elle montre, en eflFet, que les asymptotes sont dirigées suivant les diagonales CK, CL (Jig* 58) du rectangle formé en menant des parallèles aux axes par les extrémités A,Â', B et B' de ces axes.
Les deux asymptotes étant également inclinées sur l'axe des x^ l'angle qu'elles comprennent est égal à 26, autrement dit, au double de l'angle qui a pour sécante l'excentricité,
puisque ô est défini par la relation tangG=-qui donne
cosô -—
il résulte de ce qui précède que donner l'excentricité d'une hyperbole res^ient à donner V angle formé par ses asymptotes.
Exercice.
Trouver l'excentricité d'une conique définie par h' équation générale.
On peut (iio74) chercher la tangente de Tangle compris entre les droites représentées par réquation ax^ -h %ha;y H- by^ = o, et en déduire la sécante de l'angle moitié ; on peut aussi calculer e à Taide de la formule donnée à la fin du numéro 167 et en s' appuyant sur les résultats obtenus au numéro 157 (Ex. 3). En posant
R« = 4 A* -f- (a — 6)2 = 4 A» — kab -h (a -h *)«, on a
et, par suite,
à deux dim.
R I a-hô-i-R p* ac
a» p* aR
un
§ IL — Tangentes et diahâtres conjugué».
168. Les équations de l'ellipse et de Fhyperbole ne diflé rant que par le signe de b^ (n®l60), ces courbes ont certain nombre de propriétés communes qui peuvent se démontrer à la fois en considérant le signe de b^ comme indéterminé. Dans les numéros suivants, nous attribuerons, en général, à b^ le signe qui se rapporte à l'ellipse; on trouvera facilement les formules qui se rapportent à l'hyperbole, en changeant le signe de b^ dans les résultats obtenus.
Trouver l'équation de la tangente menée à la courbe
a?* yl
a*^ b* en un point {x\y')^
On peut déduire cette équation de l'équation générale de la tangente (n®86), ou l'obtenir directement, en parlant de l'équation réduite de la courbe et en suivant la méthode indiquée au numéro 86.
L'équation de la corde, qui joint les deux points (x',/'), {x^^y) de la courbe, peut s'écrire
ou bien
x' af y' y"
et, en y faisant x --^ x'\y' ^^y"-, on trouve pour l'équation de la tangente
xx' yy'
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L'emploi de celle méthode ne suppose aucune valeur particulière pour l'angle que fonl entre eux les axes de coordonnées. Lorsqu'on prend pour axes un système de diamètres conjugués, l'équation de la courbe, qui ne contient plus alors ni terme en xy (n®143), ni terme en a: ou en j' (n* 140), peut se mettre sous la forme (n® 160)
en représentant par a' et 6' les segments que la courbe détermine sur les axes, et l'on a encore pour l'équation de la tangente
xx'
yy
169. L'équation de la polaire du point [x'^y)^ c'est-à-dire (le la droite qui joint les points de contact des tangentes menées par {oc\y)^ est de même forme que celle de la tangente (n°* 88, 89); elle peut donc s'écrire
xx' yy' ^^ yy*
suivant qu'on prend pour axes de coordonnées les axes de la courbe ou un système de diamètres conjugués. En particulier, l'équation de la polaire d'un point (a/, o) de
Xû^
l'axe des x est —^ = i . Pour construire la polaire d'un point
quelconque P, étant donné le centre C de la courbe, on peut donc procéder comme il suit : prendre sur le diamètre CP, qui passe par le point P, un point P' tel que le produit CP.CP soit égal au carré a'^ du demi-diamètre dirigé suivant CP, et mener par P' une parallèle au diamètre conjugué de CP. Le principe de cette construction fournit une démonstration nouvelle du théorème du numéro 143 : La tangente
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menée à l'extrémité d'un diamètre est parallèle à son conjugué.
i. Trouver la condition pour que la droite Xx -^ [i.y = i soit tangente à la courbe —^-^ t\= ï*
En comparant les équations Xa? -h \Ky = i et — ^ -h "^ = i, on trouve
d'où la condition cherchée
Former l'équation des tangentes menées à la courbe par
(ar',/)(no92).
Béponse
Va* ^^2 J\a^^b* ) \ a» ^ 6* /
3. Trouver l'angle cp compris entre les tangentes menées à la courbe par le point {ic',y).
Lorsqu'une équation du deuxième degré représente deux droites, l'équation obtenue en égalant à zéro ses trois termes du deuxième degré est celle de deux droites menées par l'origine, parallèlement au deux premières : l'angle cp ne dépend donc que des trois termes du deuxième degré de l'équation des tangentes. En développant à ce point de vue l'équation de l'Exercice 2, on obtient (n» 74)
2ab tang(p =
^ /^^ yï
Quand la conique est rapportée à des axes rectangulaires quelconques, on peut calculer l'angle cp à l'aide de la relation
a/ — S'A tang«p=^ = y
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dans laquelle on a représenté par A le discriminant de Téquation de la courbe (n« 151); par S', ce que devient cette équation lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes par â/, j^, et enfin par F la même expression qu'au numéro 383. Quand les coordonnées sont trilinéaires, il faut multiplier le radical par la constante M du numéro 63. Cette expression de tang(p a été indiquée par M. Burnside.
4. Trouver le lieu de l'intersection des tangentes qui se coupent à angle droit.
En égalant à zéro le dénominateur de la valeur de tangçp, on trouve
équation d'un cercle ayant même centre que l'ellipse.
Le lieu de l'intersection des tangentes qui se coupent sous un angle donné est en général une courbe du quatrième degré.
170. Trottiner Véquation, par rapport aux a^es, du diamètre conjugué de celui qui passe par le point {x\y) de la courbe.
Ce diamètre conjugué est parallèle (n® 169) à la tangente menée par le point {x\ y')^ et passe par l'origine; son équation est donc
xa:^ yy' a* ^ b^ ^^'
En désignant par 6 et ô' les angles que font avec l'axe des x le diamètre primitif et son conjugué, on a (n** 21), d'après les équations de ces diamètres,
et, par suite,
tango -'^^ tango' = -^,
b* tango tang0' = —^
Cette relation aurait pu se déduire de celle du numéro 143«
Dans le cas de l'hyperbole, elle devient (n® 168)
tango tango' = -;•
171. Dans Tellipse tangO tangO' est négatif; autrement dit, tangO et tangO' sont toujours de signes contraires; quand l'un des angles 6, 0' est aigu, F autre est nécessaîremenl obtus, et comme le petit axe correspond à 6 = 90®, il en résulte que, dans V ellipse, un diamètre et son conjugue ne peuvent jamais être situés d'un même côté du petit axe.
Dans l'hyperbole, au contraire, tangô tang 0' est positif, et les angles 6 et 6' sont tous deux aigus ou tous deux obtus. Donc, dans l'hyperbole, un diamètre se trouve toujours du même côté de Vaxe non transverse que son conjugué.
Quand tangO est plus petit que -9 tangO' est plus grand; el
comme (n^ I67)le diamètre correspondant à l'angle dont la tangente est — se confond avec l'asymptote, qui (n® 167) est la
ligne de démarcation entre les diamètres qui rencontrent la courbe, et ceux qui ne la rencontrent pas, il s'ensuit que, dans l'hyperbole, lorsqu'un diamètre rencontre la courb en des points réels, son conjugué ne la rencontre pas. On reconnaît en même temps que chaque asymptote peut être considérée comme étant à elle-même son diamètre conjugué.
172. Trouver les coordonnées a^^y de l'extrémité du diamètre conjugué de celui qui passe par le point (^,y) de la courbe.
Il suffit pour cela de résoudre , par rapport k x et jk> l^s équations de la courbe et du diamètre conjugué
d?' y^ xx' y y'
a^ O' rt" O"
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en substituant successivement dans la première les valeurs de a: et dejK tirées de la seconde, on trouve sans difficulté
173. Exprimer la longueur du diamètre a' et celle de son conjugué V en fonction de C abscisse x' de l'extrémité du premier.
i^Ona
et comme
a il vient
2® On trouverait de même
et, par suite,
b'*z=za^ — e*'x'*'.
En ajoutant les valeurs trouvées pour a'^ et 6'*, on a
donc, dans une ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante (n** 159, Ex. 3).
174. Dans l'hyperbole, il faut changer les signes de b^ et de V^j ce qui donne
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donc, dans une hyperbole, la différence des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante. Lorsque a -- 6, Féquation de l'hyperbole devient
et Thyperbole est dite équilatère.
Le théorème précédent montre que, dans une hyperbole équilatère, tout diamètre est égal à son conjugué.
Les asymptotes de V hyperbole équilatère forment un angle droit, puisqu'elles sont données par Féquation
Aussi appelle-t-on souvent l'hyperbole équilatère : hyperbole rectangulaire.
La condition pour que l'équation générale du deuxième degré représente une hyperbole équilatère est a = — b\ elle exprime en effet (n® 74) que les asymptotes
ax* 4- 2hxy -h by* ^^ o
se coupent à angle droit; et il est facile de voir que, si l'hyperbole est rectangulaire, elle est, par cela même, équilatère. La tangente de la moitié de l'angle compris entre les asymptotes (n® 167) est en effet égal à - j et, dans le cas particulier
de l'hyperbole rectangulaire, la moitié de cet angle est de 45®, ce qui donne
17S. Trouver la distance p du centre à la tangente en
La distance de l'origine à la droite
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a pour expression (n®23)
I ab
4 /^^. yi ./^Ii.^nyi^
mais nous savons (n° 473) que
donc
ab
i76. Trouver l'angle ç compris entre deux diamètres conjugués.
L'angle ^ , compris entre deux diamètres GP, CF (Jig' Sg),
Fig, 59.
est égal à l'angle CPT compris entre Fun de ces diamètres CP et la tangente PT parallèle à Tautre CP'. Mais, GT étant la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente, on a
sm
et, par suite (n® 175),
8ino
CP
ab
L'équation a'6'sinf = a6 montre que dans une ellipse, ou dans une hyperbole^ l'aire du triangle formé, en foi-
gnant les extrémités de deux diamètres conjugués quelconques^ est constante (n® 189, Ex. 2).
177. Le sinus de l'angle 9, compris entre deux diamètres conjugués d^une ellipse, est minimum quand le produit de ces diamètres est maximum, ce qui a lieu quand ces diamètres sont égaux, puisque la somme des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante; l'angle aigu, compris entre les deux diamètres conjugués égaux, est donc le plus petit, et, par suite, l'angle obtus, le plus grand des angles que peuvent former deux diamètres conjugués.
La longueur des diamètres conjugués égaux s'obtient en faisant a' ^= V dans la relation d^ -f- V^ = a* -}- b^^ ce qui donne
et, par suite.
Quant à l'angle, que l'un ou l'autre de ces diamètres fait avec l'axe des a:, il se déduit de l'équation
taoge tango' — —^,
en y faisant tangO = — tangO', puisque ces diamètres sont également inclinés sur l'axe des a? (n® 162). On trouve ainsi
h tangO =: -• a
Il en résulte que (n® 167), lorsqu'une ellipse et une hyperbole ont mêmes axes. en grandeur et en position, les asymptotes de l'hyperbole coïncident avec les diamètres conjugués égaux de l'ellipse.
L'équation générale de l'ellipse, rapportée à deux diamètres conjugués (n® 168), devient a:^ -h^^ = ci^ lorsqu'on y fait
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a! = b'^ autrement dit lorsqu'on la rapporte aux diamètres conjugués égaux. Elle prend alors la même forme que Téqualion du cercle a:^ -{- y* = r^ ; mais les axes de coordonnées sont obliques.
178. Exprimer la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente en fonction des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes.
Soient {x'^y') le point de contact de la tangente, p la longueur de la perpendiculaire, et a l'angle que cette perpendiculaire fait avec l'axe des x. Pour mettre l'équation
sous la forme x cosa + r sina = /> (n® 23), il suffit d y faire
X? cosa y sinot^
et si l'on substitue, dans l'équation de la courbe, les valeurs de x! et dej^' qu'on déduit de ces expressions, on trouve
/?* =:a*cos*a4- 6' sin'a (').
L'équation de la tangente prend alors la forme
x cosa -h / sina — \/a* ces" a -h b' sin*a = o,
et la distance du point {x!^y') à la tangente a pour valeur
\Ja^ ces* a -h 6* sin*a — x' cosa — /' sina, pourvu, toutefois, que l'on considère cette distance comme
( * ) On trouverait de même p- = a'* cos'a -h b'^ co5*p, a et p étant les angles que la perpendiculaire fait avec les deux diamètres conjugués a* et b\
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positive lorsque le point (^, J'') se trouve du même côté de la tangente que Forigine.
Exercice.
Trouver le lieu de V interjection des tangentes qui se coupent à angle droit.
On obtient facilement Téquation de ce lieu en observant que le carré de la distance d'un point à Tintersection de deux droites qui se coupent à angle droit est égal à la somme des carrés des distances de ce point aux droites elles-mêmes.
Soient /?,/>' les distances des tangentes au centre de la conique; on a
y?2 -s (1% cQjjî a 4- ftï sin' a, p'^ = a* sin' «4-6* cos* a,
et, par suite,
La distance du centre au point d'intersection des tangentes est constante, et le lieu cherché est un cercle (n^ 169, Ex. 4).
179. On donne le nom de cordes supplémentaires aux cordes qui, partant d'un point quelconque de la conique, aboutissent aux extrémités d'un même diamètre.
Les diamètres parallèles à un système de cordes su/h plémentaires sont conjugués. ,
Considérons, en effet, le triangle ABD formé par les cordes AD, BD et le diamètre AB ; la droite menée par lès milieux de deux côtés étant parallèle au troisième, le diamètre de la corde AD est parallèle à BD, et celui de la corde BD est parallèle à AD. On peut démontrer analjtiquement ce théorème en formant les équations des cordes AD et BD, et en montrant que le produit des tangentes des angles que font ces
cordes avec l'axe des a: est égal à ^ •
Nous pouvons maintenant construire géométriquement deux diamètres conjugués faisant entre eux un angle donné.
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En décrivant, en effet, sur un diamètre quelconque un segment capable de Fangle donné, et en joignant aux extrémités de ce diamètre les points où le cercle rencontre la conique, on aura deux cordes supplémentaires qui seront parallèles aux diamètres cherchés.
Exercices.
i. Les tangentes menées aux extrémités d'un diamètre sont parallèles.
Ces tangentes ont, en effet, pour équations
Ce théorème peut aussi se déduire du numéro 146, en remarquant que le centre est le pôle de la droite située à Tinlini ( n^ 154 ).*
2. Le produit des segments qu'une tangente quelconque, menée à une section conique à centre, détermine sur deux tangentes fixes et parallèles, à partir de leurs points de contact, est constant et égal au carré du de m,i-diamètre parallèle aux deux tangentes fixes.
Prenons pour axes le diamètre b' parallèle aux tangentes fixes et son conjugué a'; les équations de la courbe et de la tangente variable sont
iF* r' xx^ yV
L_ t = I L. «Lî!— —2 I •
et, en faisant alternativement x = a',x = — a' dans la deuxième équation, on trouve pour les segments y déterminés sur les tangentes
Le produit de ces segments
se réduit à b'^ lorsqu'on exprime que le point {afyy') est sur la conique.
3. Le rectangle det segments de la tangente variable de VExercice 2 est égal au carré du demUdiamètre qui lui est parallèle.
Le rapport entre le segment déterminé sur une des tangentes parallèles et le segment adjacent de la tangente variable est le mcme que celui des diamètres parallèles à ces tangentes (n^ 149); le rapport du rectangle des segments des tangentes fixes au rectangle des segments de la tangente variable est donc égal à celui des carrés des diamètres respectivement parallèles à ces diverses tangentes : et comme le premier rectangle est égal au carré du demi-diamètre parallèle aux tangentes fixes, il s'ensuit que le second est égal au carre du demi-diamètre parallèle à la tangente variable.
4. Le produit des segments déterminés sur une tangente par deux diam,èires conjugués est égal au carré du demirdiamètre parallèle à la tangente.
Prenons pour axes le diamètre parallèle à la tangente et son conjugué : en faisant r — a' dans les équations (n» 170) de deux diamètres conjugués quelconques,
y xx' yy
on obtient, pour les segments qu'ils déterminent sur la tangente,
et le rectangle de ces segments est évidemment égal à b'^.
On pourrait, en suivant la même marche, donner une démonstration purement analytique du théorème de TExercice 3.
Il résulte de ce qui précède que les diamètres passant par les points d'intersection d'une tangente avec deux tangentes parallèles sont conjugués.
5. Étant donnés, de grandeur et de position, deux diamètres conjugués Oa, Ob d'une conique à centre, déterminer les axes.
La construction suivante est fondée sur le théorème de l'Exercice 4. Par l'extrémité a {fig. 6o) d'un des diamètres, menons une parallèle AB à l'autre diamètre; cette parallèle est tangente à la conique. Sur Oa prenons un point P (dans le sens G a pour l'ellipse,
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dans le sens aO pour Thyperbole) tel, que Oa.aP = 06*, et décrivoDS un cercle passant par OP, et ayant son centre G sur la droite
A6; les droites OA et 06 sont les axes de la courbe. La relation
Aa.aB = Oa.aP = Ob^
montre, en effet, que les droites OA et OB sont des diamètres conjugués, et comme AB est un diamètre du cercle, l'angle AOB qu'elles comprennent est un angle droit.
6. On donne deux diamètres ; des extrémités de chacun d'eux on abaisse une ordonnée sur l'autre; démontrer que les deux triangles ainsi formés sont équivalents.
7. On donne deux diamètres ; par les extrémités de chacun d'eux on mène une tangente jusqu'à l'autre; prouver que l'on forme ainsi deux triangles équivalents.
^ i III. — Normale.
180. On appelle normale à une courbe la perpendiculaire menée à la tangente par le point de contact.
Pour trouver l'équation de la normale à Tellipse au point (^jJK')? îl suffit donc de former, d'après le numéro 32, l'équation de la perpendiculaire menée par {x%y) à la tangente
xx' y y' a* b-
On trouve ainsi
'^î(7-/) = xi(^-^'),
ou bien
arx b'V
c^ représentant, suivant Tusage (n® 161 ), la quantité (a^ — è*). Le segment GN (Jîg»Gi ), déterminé par la normale PN sur
Fig. 6i.
l'axe des x, s'obtient en faisant / = o dans Téquation précédente, ce qui donne
On peut dès lors mener une normale à l'ellipse par un point N pris sur l'axe, puisque la valeur de CN suffit pour déterminer l'abscisse x^ du point de la courbe par lequel passe cette normale.
Le cercle peut être considéré comme une ellipse dont l'excentricité est nulle, puisque c- ^^ a^ — '6^, et que, dans ce cas, a^ ^^h^\ le segment CN est alors constamment nul : donc toutes les normales menées à un cercle passent par le centre.
181. Le segment MN, déterminé sur l'axe des x par la normale PN et l'ordonnée PM, porte le nom de sous-normale. D'après le numéro 180, cette sous-normale a pour expression
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la normale divise donc l'abscisse en deux segments dont le rapport est constant.
Le segment MT, que l'ordonnée PM et la tangente PT au point P déterminent sur l'axe des x esjt la sous- tangente y et cette sous-tangente a pour valeur
Ml =: — — x' z=i ,
puisqu'on a, d'après le numéro 169,
La longueur PN représente la longueur de la normale; elle est donnée par la relation
PN-= PMV MN = y + ^ a;'« = ^ ( ?j/« + ^ ^'« ) ,
qui se réduit à
en désignant par V le demi-diamètre conjugué de CP, et en observant que la quantité comprise entre parenthèses est égale à6'2(nM73).
On trouve de même, pour la longueur PN obtenue en prolongeant la normale jusqu'à sa rencontre N' avec le petit axe.
PN'==— • h '
par suite, le rectangle des segments PN, PN', que les axes déterminent sur la normale en un point P, est égal au carré du demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit au point P.
Nous avons vu (n® 175) que la distance p du centre à la
tangente est donnée par la relation/? = -^7] donc, le produit
S. — Géom. à deux dim. iq
de la normale par la distance du centre à la tangente est constant et égal au carré du demi-petit axe.
On peut encore exprimer la longueur de la normale en fonction de l'angle a que cette normale fait avec l'axe des x\ on trouve ainsi
P \J a* cos*a -f- 6* sin*a \J i — c' sin* a
Ezercices.
i. Mener, par un point donné {x',y), une normale à l'ellipse ou à rhyperbole.
Soit (x, p) le point de la courbe par où passe la normale; l'équation de la normale sera alors
et, puisqu'elle passe par(a/,^'), on aura
Les points de la courbe dont les normales passent par (^1^) sont donc lc£ points d'intersection de la courbe avec Thyperbole
à^a/y — b^y'x = c^xy.
2. Par un point donné d'une conique, on mène deux cordes rectangulaires quelconques; la droite qui joint leurs extrémités passe par un point fixe de la normale au point donné.
Prenons pour axes la tangente et la normale au point donné. L'équation de la conique sera alors
ax* -+- 2hxy H- by^ -r- 2/y = o,
car c doit être nul, puisque l'origine est un point de la courbe, et g est nul (n» 144 ), parce que l'axe des a?, dont l'équation est^ = o, est tangent à la courbe. Soit
x^ ■+- 2pxy -h qy^ — o
l'équation de deux droites menées par l'origine; multipliant cette
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éqaation par a, et la retranchant de celle de la courbe, il vient
2{h — ap)xy -r-(6 — aq)y* -h 2/y = o.
Cette équation, qui est celle (n<>40) d'un lieu passant par les points (l'intersection des deux cordes et de la conique, se décompose en deux :
jK = o, 'i{h — ap)x-^{b — aq)y-h!if=o;
la première représente Taxe des x qui est tangent à la courbe, et la seconde la droite qui joint les extrémités des deux cordes.
Le point où cette droite rencontre la normale, c'est-à-dire Taxe des/, est défini par la relation
a/ ^- aq — b'
mais si les droites menées par Torigine se coupent à angle droit, on a y = — I (n® 74), et la longueur du segment/' déterminé sur la normale est constante, puisqu'on a alors
Quand la courbe est une hyperbole équilatère, on a a h- 6 = o, et la droite en question est constamment parallèle à la normale. Donc, si par un point d'une hyperbole équilatère on mène deux cordes formant un angle droit, la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite qui joint les extrémités des cordes est tangente à la courbe.
3. Trouver les coordonnées de l'intersection des tangentes aux
points {x^,y'\ {ocf, y ).
Les coordonnées 2? et/ de l'intersection des droites
[ ' ) Ce théorème est encore vrai si les droites sont menées de telle sorte que le produit des tangentes des angles qu'elles font avec la normale soit
constant; car alors q est constant, et, par suite, le segment — ^-^--r est
constant.
sont
I _ff
4. Trouver les coordonnées x et y de V intersection des normales menées aux points {x\y\ {x!'y).
Réponse,
X et Y étant les coordonnées trouvées à TExercice précédent pour l'intersection des tangentes.
Les valeurs de X et Y peuvent d'ailleurs se mettre sous des formes très diverses ; en combinant les équations
a»"^ A«~'' a* "^ 6« "'' on trouve
x'^yi —ytaf^ = b^{x'* — a?'») = — a'^iy* —y^); on a ainsi
_ x^y-^yx^ x'y-h/x'
On peut encore écrire
ir'a?' y' y' ip'a?' v'y*
181 a. Étant donnés, dans une ellipse, deux diamètres conjugués , CP = a' et CQ = f (fig* 6i *w) , si l'on prend , sur la normale en P, PD = PD' = CQ, et si l'on mène les droites CD, CD', on a
CDzzza—b, CD'=:a4-*.
Le triangle PCD' donne, en effet, R étant le point où la normale rencontre le diamètre CQ,
CD' z=CP -^PD' -haPD'.PR,
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et comme on a, à la fois, d'après les numéros 173 et 175,
CP*-f- PD'' = a* + b\ aPD'.PR r= aaé,
il vient
CD' =(a4-6)*.
Fi g. 6i ^{5.
On trouverait de même
CD' = {a — by.
Le grand axe CA est dirigé suivant la bissectrice de Fangle DCD'; on a en eflFet
D'N = D'P -f- PN =: 6' H- — 1= - (a 4- 6),
et de même
Le point N divise donc la base du triangle DCD' en deux segments qui sont entre eux dans le même rapport que les côtés adjacents, et, par suite, appartient à la bissectrice intérieure de l'angle au sommet. On verrait de même que GN' est la bissectrice extérieure du même angle.
Les théorèmes précédents permettent de tracer les axes d'une ellipse, étant donnés deux diamètres conjugués.
CP et CQ, en grandeur et en direction. En menant par le point P une perpendiculaire PR à CQ, et en prenant sur cette perpendiculaire PD = PD' = CQ, on pourra former l'angle D'CD, qui a pour bissectrices les axes de la courbe; quant à la longueur des axes, elle s'obtiendra facilement en observant que leur somme est égale à CD', et leur différence à CD.
§ rv. — Foyers et directrices.
182. Dans Tellipse, on donne le nom de foyers aux deux points Fy F' ( A^* 62), que Ton obtient en prenant sur le grand
Fig. 63.
axe, de part et d'autre du centre C, des longueurs CF, CF'
égales à c, ou, ce qui revient au même, à sja^ — b^.
Dans l'hyperbole, les foyers sont les deux points de l'axe iransverse situés à la distance c du centre, c étant égal
Exprimer la distance iTun point de V ellipse au foyer.
Le carré de la distance FP d'un point {x'^y') au foyer F, dont les coordonnées sont a?=-i-c, y = o,a pour expression
On a d'ailleurs (nM73)
DE l'ellipse et DE l'HTPERBOLE. 2C}5
ce qui donne
ol, comme c = ae, il vient en définitive
Nous ne prenons la racine carrée de FP qu'avec le signe 4-; la valeur {ex^ — a), obtenue en donnant à cette racine le signe — , est constamment négative, puisque xf est toujours plus petit que a, et e plus petit que i ; elle ne saurait donc convenir dans le cas actuel, où nous avons à considérer la grandeur absolue du rayon vecteur FP, et non sa direction.
Pour trouver la distance F'P du point {x'^y') à l'autre foyer, il suffit de changer le signe de c dans les formules précédentes, ce qui donne
WP = a~r-ex'.
En ajoutant les valeurs de FPetF'P, on trouve
FP-hF'Pr:z2a,
d'où ce théorème : Dans une ellipse y la somme des distances d^un point quelconque aux foyers est constante et égale au grand axe.
Lorsqu'on applique la méthode précédente à l'hyper
bole, on obtient la même valeur pour FP , mais il faut attribuer le signe — à la racine carrée; dans l'hyperbole, en effet, x! est toujours plus grand que a, e plus grand que i, et, par suite, a — ex' constamment négatif. On aura donc, dans le cas de l'hyperbole,
YP — ex^ — a, F'P -^ ex' -t- a,
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et par conséquent
pp_FP = !xa.
Dans une hyperbole^ la différence des distances d'un point quelconque aux foyers est donc constante et égale à Vaxe transverse.
Dans les deux courbes, le produit =r (a* — e^x^^ des distances d'un point quelconque aux foyers est égal au carré 6'du denii-*diamètre conjugué de celui qui passe par ce point
(nM73).
184. On peut démontrer la réciproque des théorèmes précédents en cherchant le lieu décrit par le sommet d'un triangle, étant données la base ic et la somme, ou la différence, 2 a des deux autres côtés.
En prenant le milieu • de la base pour origine , la base pour axe des x, et une perpendiculaire pour axe des y^ on obtient pour Téquation du lieu
^ y- -^ (c-H^)* ±: y/^* -H (c — x)* =i aa, ou, en réduisant,
Quand on donne la somme des côtés, a est plus grand que c, puisque la somme des côtés est plus grande que la base , le coefficient de y^ est positif et le lieu est une ellipse.
Si Ton donne la différence, a est plus petit que c, le coefficient de y^ est négatif et le lieu est une hyperbole,
185. Les théorèmes précédents permettent de décrire d'un mouvement continu une ellipse ou une hyperbole.
En arrêtant les extrémités d'un fil à deux points fixes F et F', et en faisant mouvoir une pointe le long de ce fil, de
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manière qu'il soit constamment tendu, on obtient évidemment une ellipse dont les foyers sont F et F', et dont le grand axe est égal à la longueur du fil.
Pour décrire une hyperbole, fixons une règle en un point F, de manière qu'elle puisse tourner autour de ce point, et attachons un fil d'une part en F', de l'autre à un point R de la règle, en le faisant passer dans un anneau P (/î^. 63); le
Fig. 63.
point P décrit ime hyperbole lorsqu'on fait tourner la règle et glisser Panneau en tendant le fil. En effet, F'P + PR étant constant; il en est de même de FP — F' P. Les points F et F' sont les foyers de l'hyperbole dont l'axe transverse est égal à la différence entre les longueurs du fil et de la règle.
186. La polaire d'im foyer prend le nom de directrice de la section conique. La directrice est donc (n® 189) per-
ar pendiculaîre au grand axe et située à une distance dz — du
centre.
Pour obtenir la distance d'un point quelconque (x', y') de
la courbe à une directrice, il suffit donc de retrancher de —
Tabscisse x' de ce point, ce qui donne
a? =:: — ( a — ex ) = - ( a — ex ) ;
et, si l'on observe que la distance de ce même point au foyer correspondant est égale à a — ex' ^ on voit que le rapport des distances d'un point quelconque de la courbe au
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foyer et à la directrice correspondante, est constant et égal à e.
Réciproquement, on peut considérer une section conique comme le lieu des points tels, que leurs distances à un point fixe ( foyer) soient dans un rapport constant {fig* 64 ) avec leurs
Fig. 64.
distances à une droite fixe (directrice). C'est même sur cette définition que plusieurs géomètres ont basé la théorie des sections coniques.
Prenons la droite fixe pour axe des a:, et soient x'.^y' les coordonnées du point fixe, e le rapport constant; l'équation du lieu sera
(^-^')' + (^-/)' = eVS
et représentera une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que e sera inférieur^ supérieur ou égal à l'unité.
Exercice.
Lorsque la distance p d* un point quelconque {x,y) d'un lieu géométrique à un point fixe peut s'exprimer par une fonction rationnelle et linéaire des coordonnées x et y, le lieu est une section conique ayant le point fixe pour foyer ( *).
Par hypothèse, la fonction de x et de j^ qui représente la distaace p peut se mettre sous la forme
p = Aa7-f- B^-t- C,
('} O'Bribn, Coordinate Geometry, p. 85.
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et, comme Arr+B^ + G est proportionnel à la distance da point (ar, y) à la droite ( Ax -h "By 4- G = o), il en résulte que cette fonction exprime que la distance d'un point {x,y) de la courbe au point fixe est dans un rapport constant avec sa distance à une droite Gxe.
187. Trouver la distance FT du foyer F à une tangente PT {fig* 62).
La distance du foyer ( -f- c, o) à la tangente PT , dont l'équation est — — + ^^-~- = i , a pour expression (n** 34 )
et, comme (n® 175)
ex'
V a'^ b''~ ab
il vient
FT=;^(a-e*') = ^FP.
On trouverait de même
F'T'=|;(a-^ex') = |,F'P,
ce qui donne
FT.F'T'=:6S
puisque
Le produit des distances des foyers à une tangente est donc constant et égal au carré du demi-petit axe.
Cette propriété est commune à l'ellipse et à l'hyperbole.
188. Là tangente TT' fait des angles égaux avec les rayons vecteurs PF, PF', qui vont du point de contact P aux deux foyers F et F' {fig* 62, 65).
Le triangle rectangle FTP donne pour le sinus de l'angle que le rayon vecteur FP fait avec la tangente TT'
ET
et par suite (n®487)
sinFPT= è-
On trouverait de même, pour l'angle F'PT' que l'autre rayon vecteur F'P fait avec la tangente PT',
sinF'PT'=:^:
les deux angles FPT et F'PT' sont donc égaux.
Cette propriété est vraie pour l'ellipse et l'hyperbole; mais, en examinant les fig, 62 et 65, on voit que la tangente à
Fig. 65.
l'ellipse est la bissectrice extérieure de l'angle formé par les rayons vecteurs allant du point de contact aux foyers, tandis que la langente à l'hyperbole en est la bissecrrice intérieure. Il en résulte que, quand' une ellipse et une hyperbole ont les mêmes foyers, autrement dit, sont confocales, elles se coupent à angle droit; en l'un quelconque de leurs points
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d'intersection, la tangente à Fellipse est, en efiet, perpendiculaire à la tangente à l'hyperbole.
1. Démontrer analytiquement qu'une ellipse et une hyperbole confocales, c'est-à-dire ayant les mêmes foyers, se coupent à angle droit.
Les coordonnées x\ y de l'intersection des coniques
ar* y* x^ y*
satisfont à la relation
obtenue en retranchant la deuxième équation de la première. Quand les coniques sont confocales, on a a* — a'* = 6* — 6'*, et cette relation devient
elle exprime (n<* 32) que les deux tangentes
xaf y/ xx' jr/
sont perpendiculaires.
2. Trouver la longueur de la droite menée du centre à la tangente parallèlement à l'un des rayons vecteurs allant du point de contact aux foyers.
Cette longueur s'obtient en divisant la distance -jr du centre à la
tangente par le sinus j-f de Tangle compris entre le rayon vecteur et la tangente ; elle est donc égale à a.
3. Vérifier que la normale, qui est la bissectrice de V angle compris entre les rayons vecteurs focaux, divise la distance des
foyers en deux segments proportionnels aux rayons vecteurs adjacents.
La distance de rextrémité de la normale au centre est e'â/ (nol80); les distances de ce même point aux foyers sont donc c -h «* a/, c — e* x\ ou, ce qui revient au même, e{a-^ ^^')t «(« — ex').
Mener une normale à V ellipse par un point du petit axe
Le cercle passant par le point donné et par les deux foyers coupe l'ellipse en des points qui appartiennent aux normales cherchées.
189. On peut encore démontrer, comme corollaire des théorèmes du n** 187, que les tangentes PT, Vt {fig. 66)
Fig. 66.
menées à une conique à centre par un point P sont également inclinées sur les droites PF, PF' qui joignent ce point aux foyers F et F'. En observant que le produit des distances FT, F'T' des foyers à une tangente PT est constant (n® 187), on a en effet
FT.F'T'znFf.F'r', ou
FT_ we
Fi~F'T''
et, comme les membres de cette dernière équation représentent, Vun le rapport des sinus des angles partiels TPF, FP^ déterminés par la droite PF dans l'angle total TPi, l'autre le rapport des sinus des angles partiels ^PF', F'PT' déter-
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rainés par la droite PF' dans ce même angle TPr, il en résulte (|ueles angles TPF, ^'PF' sont égaux.
La tangente menée en P, à une section conique passant par ce point Pet ayant F et F' pour foyers, fait des angles égaux avec les rayons vecteurs FP, F'P(n'*lJ88); d'après ce que nous venons de démontrer, cette tangente fait aussi des angles égaux avec les droites PT,P^ : donc les tangentes W^ Pt menées à une conique, par un point P d^une conique confocale, sont également inclinées sur la tangente menée enV à cette deuxième conique.
190. Trouver le lieu des projections d'un foyer sur les tangentes.
La longueur de la perpendiculaire, abaissée du foyer sur la tangente, peut s'exprimer en fonction des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes , en faisant ^c' = c, ^' = o dans la formule du numéro 178
p -=. y/a* cos* a 4- 6* sin* a — a?' cosa — j' sin a ; on trouve ainsi, pour l'équation polaire du lieu,
p ^=. sja- cos* a -+• 6* sin* a — c cosa, ou
p* 4- acp cosa -f- c* cos'a = a* cos*a -i- 6* sin*a,
et par suite
p*-+- 2cpcosa=: 6*.
C'est l'équation polaire d'un cercle (n® 95) ayant son centre sur l'axe des x à une distance — c du foyer; ce cercle est donc concentrique à la conique ; il est d'ailleurs facile de voir (n® 95) que son rayon est égal à a,
La projection d'un foyer sur une tangente à V ellipse ou à l'hyperbole se trouve donc sur le cercle ayant pour
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diamètre le grand axe de V ellipse, ou Vaxe transverse de l'hyperbole.
Réciproquement, si par un point F (/ig- 62) on mène un rayon vecteur FT à un cercle, et une perpendiculaire TP à ce rayon vecteur FT, cette perpendiculaire TP est tangente à une section conique ayant F pour foyer, et qui est une ellipse ou une hyperbole^ suivant que le point F se trouve à Vintérieur ou à V extérieur du cercle.
En se reportant au numéro 488 (Ex. 2), on voit que la ligne CT, dont la longueur est a, est parallèle au rayon vecteur F' P aboutissant au foyer.
191. Trouver V angle sous lequel est vue du foyer la tangente menée à une section conique à centre par le point (x,y).
Soient {x\y') le point de contact; p et p' les rayons vecteurs menés par le foyer aux points (jc, y), (^, y) ; 6 et 6' les angles que ces rayons vecteurs font avec Taxe; on aura, en prenant le centre pour origine,
. x-^-c . . y ^, ic'-^c ... y'
COSÔ= y Sm6=:~) COSÔ'=: ; y SinO'=:*-;>
et par suite
cos(ô — 6 ) = ^^ — ; ' — ^^^^•
pp
En substituant, dans cette expression, la valeur de yy tirée de l'équation de la tangente
xx' yy'
^^ ^ il vient
pp'cos(6 — 6') =n xx' -H c^ -H cj?'4- c' j xx' -+- 6*
= é^xx'-^ ex -H cx'-\- a»r=: (a 4- ex){a -h ea^)^
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et, comme p' = a + ecd ^ on a en définitive ( • )
cos(ô — 0')=^
Cette valeur ne dépend que des coordonnées du point (x^y) et ne renferme pas Iqs coordonnées du point de contact; les deux tangentes menées par le point {x^y ) sont donc vues du foyer sous des angles égaux. Par suite, V angle sous-tendu au foyer, par une corde quelconque, a pour bissectrice la droite menée du foyer au pôle de la corde.
192. La droite qui joint le foyer au pôle d'une corde focale quelconque est perpendiculaire à cette corde.
Ce tliéorème peut se déduire du précédent en observant que cette corde, qui passe par le foyer, est vue du foyer sous un angle de i8o®; on peut aussi le démontrer directement comme il suit :
La perpendiculaire abaissée d'un point [x'^y') sur la polaire de ce point,
œx' yy'
1_ iij — — I
a pour équation (n®180)
Mais, quand {x\y') se trouve sur la directrice, on a ^' = — >
et Téquation de la polaire, ainsi que celle de la perpendiculaire, sont vérifiées par les coordonnées du foyer j: = c^y = o. Lorsqu'une courbe est exprimée en coordonnées polaires, on donne le nom de sous-tangente polaire au segment que
(') O'Bbien, Coordinate Geometry, p. i56.
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la tangente et le pôle déterminent sur la perpendiculaire menée par le pôle au rayon vecteur; le théorème que nous venons de démontrer peut alors s'énoncer de la manière suivante :
Quand on prend le foyer d'une conique pour pôle, la directrice est le lieu des extrémités des sous- tangentes polaires.
Nous verrons plus loin (Chap. XII) que les théorèmes énoncés dans ce numéro et le précédent sont encore vrais dans le cas de la parabole.
Exercices.
1. L'angle sous lequel est vu du foyer le segment intercepté par deux tangentes fixes, sur une tangente mobile, est constant.
Cet angle est, en effet (n® 19! ), la moitié de Fangle sous-tendu au foyer par la corde de contact des deux tangentes fixes.
2. Si une corde PP' coupe la directrice en D {fig> 67), la droite FD est la bissectrice extérieure de l'angle PFP'.
Fig. 67.
En effet, T étant le pôle de PP', FT est la bissectrice intérieure de l'angle PFP' (n® 191); mais D est le pôle de FT, puisqu'il se trouvée l'intersection de la polaire PP' de T, et de la directrice qui est la polaire de F; par suite, DF est perpendiculaire à FT : donc DF est la bissectrice extérieure de l'angle PFP'.
3. Par un point quelconque pris sur une ordonnée fixe de U(txe, on mène une perpendiculaire à la polaire de ce point;
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démontrer que cette perpendiculaire passe par un point fixe de
Vcuce.
Le segment déterminé sur l'axe par cette perpendiculaire a pour valeur é^x' (n* 180); il est constant lorsque x' est lui-même constant.
Ce théorème et les suivants sont fondés sur l'analogie qui existe entre les équations de la tangente et de la polaire; ils m'ont étc communiqués par le Rév. W.-D. Sadleir.
4. Trouver les distances de la polaire du point (a?', y) au centre nt aux foyers,
5. Sur une corde TT' (Jig. 68) on abaisse des foyers F et F, du
Fig.68.
centre G de la conique et du pôle P de la corde, les perpendiculaires FG, F' G', CM, PN ; prouver que CM.PN' = 6«. Ce théorème est analogue au suivant : Le produit de la normale par la distance du centre à la tangente est constant (n** 181 ).
6. Prouver que PN'.NN'= — (a* -c*a/*), â/ étant Tabscisse du point P. Lorsque le point P est sur la courbe, cette expression donne
hh"
pour la noranale la valeur connue — (n»181).
7. Prouver que FG.F'G' = CM.NiY. Lorsque le point P est sur la courbe, cette expression devient FG.F'G' = 6'.
193. Trouver V équation polaire de V ellipse ou de t* hyperbole en prenant le foyer pour pôle,
La longueur du rayon vecteur mené du foyer à un point {a/, y') de la courbe est (n® 182) a — ex'; d'aiUeurs, 6 étant l'angle que ce rayon vecteur forme avec Taxe, on a
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l'équation cherchée est donc
p = a — ep cosô — ec,
ou
^ I -f-ecosô a I -hecosd'
On donne le nom àe paramètre au double de l'ordonnée du foyer; sa valeur, qu'on représente par/?, se déduit de l'équalion précédente en y faisant 6 = 90**, ce qui donne
et, en la mettant en évidence dans l'équation de la courbe, cette équation prend la forme
0 = ^ _JL__.
' 2 I H- tf CQSÔ
Exercices.
4. La moyenne harmonique des segments que le foyer détermine sur une corde focale est constante et égale au dem.i-paramètre.
Les segments FP, FP' déterminés par le foyer F sur la corde focale FF' ne sont autre chose que les rayons vecteurs correspondant à 0 et à 0 + i8o<* ; on aura donc
FP = ^-— ! -., FP' = 5 î— j,
a i-hccosa a i — « cosô
et, par suite,
FF ^ FF
2. Le produit des segments déterminés par le foyer sur une corde focale est dans un rapport constant avec la corde entière.
Ce théorème n'est qu'une autre manière d'énoncer le précédent; mais on peut l'établir directement en calculant le produit FP.F'P^ et
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la somine FP -f- FP'. On a ainsi
FP.FP
FP-+-FF a a 4
3. Toute corde focale est troisième proportionnelle à Vcuse twcirFisvcrse et au diamètre parallèle à la corde,
La longueur R du demi-diamétre qui fait avec Taxe transverse un ang^le 0 est donnée par l'équation (n^ 161)
"" I — c' cos* 6
et, en tenant compte de cette relation, l'expression donnée à l'Exercice précédent pour la longueur de la corde FP -h FP' se réduit à •
4. La som.m,e de deux cordes focales, menées parallèlement à dcua: driam,ètres conjugués, est constante.
Gela résulte à la fois du théorème précédent et de ce que la somme des carrés de deux diamètres conjugués est constante (n<» 173).
5. JLa somme des inverses de deux cordes focales se coupant à arxgle droit est constante.
L^ellipse rapportée à son sommet a pour équation
ix — a\' Y*
ou
, 2ft« ft* . b* .
dans l'ellipse , le carré de l'ordonnée est donc plus petit que le produit du paramètre par l'abscisse.
On trouverait de même, pour l'hyperbole rapportée à son
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sommet,
dans l'hyperbole, le carré de l'ordonnée est donc plus grand (|ue le rectangle construit sur le paramètre et sur l'abscisse.
Nous verrons plus loin que, dans la parabole, ces quantités sont égales.
C'est en raison de ces propriétés que les noms de parabole, d^hyperbole et àt ellipse ont été donnés autrefois aux courbes qui nous occupent ( ').
*§ V. — Coniques confocales.
194 (a). La distance 2C des foyers d^une conique étant complètement déterminée par la différence a- — b- des carrés des axes (n° 182), deux coniques qui ont le même centre, et dont les axes sont dirigés suivant les mêmes droites, ont les mêmes foyers lorsque la différence des carrés des axes a la même valeur pour l'une et l'autre conique. L'équatioD générale des coniques confocales de l'ellipse, qui a pour demi-axes a et 6, peut donc se mettre sous la forme
ô^ il? "^ W±\^ "" ' '
quand X* est précédé du signe -f-, elle représente une ellipse; lorsque, au contraire, X^ est précédé du signe — . elle représente une ellipse, une hyperbole ou une courbe imaginaire, suivant que y? est inférieur à é^, compris entre i^eta^, ou supérieur à a*.
Pour X^=6*, cette équation se réduit àjK^ = o; l'axe des X est donc la limite commune vers laquelle tendent les
(•) Voir PAifOi, Math, Coll., liv. VII.
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ellipses et les hyperboles confocales. Pour caractériser la manière dont les foyers se rattachent à cette limite, observons que par un point quelconque (x\ y)on peut toujours mener deux coniques confocales avec une conique donnée, puisque la condition
-H -nr r:;= I
a^ — X» 6« — X* fournit, pour déterminer X^, une équation
X* — X* (a» -{-b^ — x'^ — y^) -h a'6»— 6=^'^— ay» = o,
qui est du deuxième degré en X^. Lorsque ^' = o, cette équation se réduit à (X^ — b^)(k^ — a^ -\-x'^) = o; une de ses racines est égale à 6^, et il en est de même de l'autre si l'on a en même temps x^^ = a^ — b^. Les foyers peuvent donc être considérés comme les points correspondant à la valeur particulière de X^, X*= 6-.
En faisant successivement X^ = a*, X^ = b^ dans l'expression en X^ donnée ci-dessus, on obtient deux résultats de signes contraires, l'un positif (a^ — b^)x'^j l'autre négatif (6^ — a*)/'2; les quantités a* et b^ comprennent donc une des racines de l'équation; quant à l'autre racine, elle est nécessairement inférieure à f , puisqu'on trouve un résultai, positif en substituant à X^ l'infini négatif. Il s'ensuit que les deux coniques confocales qui passent en (:r',^') sont de genres différents : l'une est une ellipse, l'autre une hyperbole. On arrive d'ailleurs à la même conclusion en observant que par un point P on peut toujours mener deux coniques ayant les points F et F' pour foyers, à savoir une ellipse qui a pour grand axe la somme des distances focales FP, F'P, et une hyperbole qui a pour axe trans verse la différence des mêmes distances. Lorsqu'on représente par 2 a' le grand axe de l'ellipse, et par 2aTaxe transverse de l'hyperbole, les distances focales FP et F'P ont pour valeurs respectives a! -r a" et a' - a\
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494 (6). Les considérations qu'on vient d'exposer ont conduit quelques géomètres à faire usage d'un nouveau genre de coordonnées, et à définir la position d'un point P par les axes des coniques confocales avec une conique donnée, qui se coupent en ce point. Le procédé le plus simple pour exprimer les coordonnées ordinaires du point P en fonction de ces axes consiste à reprendre la solution du problème énoncé au numéro précédent, à mener par le point P une conique ayant pour foyers deux points donnés, et à choisir pour inconnues les axes de cette conique. La quantité c* étant connue, on peut remplacer 6* par a^ — c^ dans l'équation de la conique, et, en exprimant que cette conique passe par (^SjkOî ^'^ obtient la condition
qui donne, pour déterminer a,
On trouverait de même, pour déterminer fe,
Le produit des racines de l'équation en a* est égal à d^3^^\ il en résulte qu'on a, entre l'abscisse du point Pet les axes transverses d et a", des coniques qui se coupent en P.
on trouverait de même pour l'ordonnée du point P
et, comme le dernier produit est négatif, il s'ensuit que les quantités V^ et V^^ doivent être de signes contraires; autrement dit, que l'une des coniques est une ellipse, tandis que- Tau tre est une hyperbole. En considérant 6"^ comme renfer-
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mant implicitement le signe — , on peut donc mettre les valeurs des coordonnées du point P sous la forme symétrique
194 (c). En écrivant que le coefficient du second terme de Tune ou Tautre des équations du numéro précédent est égal à la somme des racines de l'équation, on obtient pour le carré du rayon vecteur mené au point P par le centre C des coniques
on arriverait, du reste, à la même expression en partant des valeurs trouvées pour a?'^ et y'^^ et en observant que l'on a simultanément
dans l'ellipse, le carré du demi-diamètre conjugué de CP est donné (n®173) par l'équation
pi = a'*--hb'^ — {a'*-^b''),
et, par suite, est égal à
oaà
En désignant par // la distance du centre C à la tangente menée à l'ellipse par le point P, on a ^p' = a't'(n**17S), et par suite
on a de même, en représentant pdirp^ la distance du centre C
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à la tangente menée à l'hyperbole par le point P,
Il n'est pas sans intérêt de remarquer la symétrie qui existe entre les valeurs de/?'^, p"^ et les valeurs obtenues précédemment pour x'^ et oF-, Quand on prend pour axes de coordonnées les deux tangentes en Pj/?' et/?" représentent les coordonnées du centre C, et l'analogie entre les valeurs de />',/>" et celles de x'^y peut s'énoncer comme il suit : Par le point C on peut faire passer deux coniques confocales, ayant pour axes les tangentes en P et pour centre le point P; les demi-axes des coniques de ce nouveau système ont respectivement pour valeurs a' et a", V et 6"; et les tangentes menées en C à ces nouvelles coniques sont dirigées suivant les axes des coniques de l'ancien système.
194 (rf). Revenons maintenant à l'équation en \^ du n® 194 (a), et soient X'^, X'^^ les racines de cette équation, on aura X'^X"^ = a^è^ _ b^^'^ _ a^ya. Quand le point (x',/'t
est situé en dehors de l'ellipse — ^ h- — :z= i , on a, en outre»
X'2 = a'a — a^, X"2 = d'- — «=, et, si I'oq observe que X"'^ esl essentiellement négatif, puisque l'axe transverse de l'une quelconque des hyperboles du système est plus petit que le grand axe de l'une quelconque des ellipses, il vient
L'angle ç compris entre les tangentes menées à l'ellipse primitive par le point extérieur P est alors défini par la relation (nM69,Ex. 3)
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cpiî devient
en remarquant que, toutes les fois qu'on a tangç = ,-^j — j— ^ ,
on peut écrire immédiatement tang|ç= !r«
Nous avons vu (n®189) que les. tangentes PT,Pf menées à une ellipse par un point P d'une ellipse confocale sont également inclinées sur la tangente en P; ou, en d'autres termes, que cette tangente en P est la bissectrice de l'angle TP^. Si donc tp désigne Fangle compris entre cette dernière tangente et PT, on a t|> =: 90* — ï <?? cl par suite
Corollaire 7. — On a constamment
a!' cos''| -f- a"* sin*ij; ^=- ar.
Corollaire II. — La distance des points obtenus en prenant sur les tangentes PT, P^, et à partir du point P, des longueurs égales aux distances focales PF, PF', est égale à 2a; eh calculant en effet, d'après la formule connue
l'angle opposé au côté a a dans le triangle qui a pour côtés a' -h a", a' — aF [n** 194 (a)] et 2a, on trouve que cet angle est précisément égal à l'angle ç, compris entre les tangentes PTetP^
Corollaire III, — Par un point P, pris sur une ellipse donnée, on mène des tangentes à deux ellipses fixes et confocales avec la précédente ; le rapport des sinus des angles (|; et d/, que ces tangentes font avec la tangente en P, est constant
3l6 CHAPITRE XI.
quelle que soil la position du point P sur Pellipse donnée. En désignant par a et A les demi-axes des ellipses intérieures, on a en effet pour ce rapport
(inip la!- — a*
sin sin
et cette expression, qui est indépendante de cf ^ conserve la même valeur tant que le point P reste sur l'ellipse qui a d pour demi-grand axe.
§ VI. — Asymptotes.
195. Les propriétés que nous avons étudiées jusqu'ici sont communes à l'ellipse et à l'hyperbole; il n'en est pas de même des suivantes, qui ne se rapportent qu'à l'hyperbole, parce qu'elles dépendent des asymptotes, qui, dans l'ellipse, sont imaginaires.
Quand on prend le centre pour origine, l'équation des asymptotes s'obtient (n® 136) en égalant à zéro l'ensemble des termes du deuxième degré de l'équation de la courbe. L'équation de l'hyperbole rapportée à deux diamètres conjugués étant
celle des asymptotes sera
ou
Il en résulte que les asymptotes sont parallèles aux diagonales du parallélogramme CATB {fig* 69) construit sur deux demi-diamètres conjugués quelconques, d et V. La diago-
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nale CT, qui a pour équation '— =: -7, coïncide, en effet, avec
*jc cl
une asymptote, tandis que l'autre diagonale AB, dont l'équation est -7 -h ^ = I , est parallèle à l'autre asymptote (n® 167).
Fig. 69.
On peut donc tracer les asymptotes d'une hyperbole, étant donnés deux diamètres conjugués en grandeur et en position. On peut aussi, lorsqu'on connaît les asymptotes, déterminer le diamètre conjugué d'un diamètre donné CA; en menant par le point A une parallèle AOB à l'asymptote CT', et en prolongeant cette parallèle au delà de l'asymptote CT, de telle sorte que l'on ait BO = OA, on obtient le point B, qui est l'extrémité du diamètre CB conjugué de CA
196. Les portions AT, AT' {/ig- 69) d'une tangente, comprises entre l'hyperbole et ses asymptotes, sont égales et ont même longueur que le demi-diamètre parallèle à la tangente.
Ce théorème n'est qu'un corollaire du précédent, puisque AT = 6' == AT' ; mais on peut le démontrer directement en prenant pour axes le diamètre qui passe par le point de contact et son conjugué; l'équation des asymptotes est alors
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et donne pour x=-d
mais, la tangente en A étant parallèle au diamètre conjugué, cette valeur V de l'ordonnée n'est autre chose que le segment déterminé par l'asymptote sur la tangente.
197. Les portions DE et FG {fig» 70) rf'i/ne sécante DG, comprises entre l'hyperbole et ses asymptotes^ sont égales.
Prenons pour axes le diamètre CB, parallèle à DG, et son conjugué CA : d'après le numéro précédent, le segment DG
Fig. 70.
est divisé en deux parties égales par le diamètre CA, et, comme il en est de même de la corde EF, il en résulte que DE = FG.
On obtient facilement les longueurs de ces différentes lignes en partant de l'équation des asymptotes
qui donne
jK( = DM = MG)=:r±^a:,
et de l'équation de la courbe
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d'où l'on tire
7( = EM--.--FM)--zr-6'Y/^-i;
on trouve ainsi
DE(-.FG, = 6'(|-y/^
et
DF(^EG) = 6'(54-y/|:
198. Il résulte de ces équations que le rectangle DE.DF est constant et égal à 6'^, et, par suite^ que DF est d'autant plus grand que DE est plus petit. Mais, à mesure que la droite DF s'éloigne du centre, sa longueur augmente, et en prenant X suffisamment grand, on peut rendre DF plus grand que toute quantité donnée. Donc :
Plus une sécante est éloignée du centre, plus la portion de cette sécante comprise entre l'asymptote et la courbe est petite ; et, en augmentant la distance de la sécante au centre, on peut rendre cette portion plus petite que toute quantité donnée,
199. Si l'on prend les asymptotes pour axes, les coefficients ^ et A de l'équation générale, ainsi que les coefficients a et b disparaissent : les premiers, parce que le centre de la courbe est pris pour origine; les seconds, parce que les axes rencontrent la courbe à l'infini (n® 138, Ex. 4). L'équation de l'hjperbole est donc alors de la forme
et elle exprime que l'aire du parallélogramme construit sur les coordonnées d'un point quelconque de la courbe est constante.
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L'éqnatîon de la corde passant par {xf^y)^ (x^t)^) peut alors s'écrire (n® 86)
ou
x'y -hyx = k^-^- X* y" ^
et, en y faisant ocf = x^^y' =^1 on a pour Péquation de la tangente en {x'j y)
qui devient, lorsqu'on remplace k^ par x^y'^
Les segments qu'une tangente détermine sur les asymptotes ont ainsi pour \aleur 2a:', 2^'; leur rectangle est égal à 4^"» Donc :
L'aire du triangle formé par une tangente et les asymptotes est constante et égale au double de Vaire du parallélogramme construit sur les coordonnées du point de contact,
Exercicee.
i. Les droites qui joignent un point quelconque {af" , y") d! une hyperbole à deux points fixes {x% y'), (x", y) pris sur cette hyperbole déterminent sur une asymptote un segment de longueur constante.
L'équation de la corde passant par {x',y'){x'"jy) peut s'écrire
en y faisant y = o, on trouve, pour le segment qu'elle détermine sur Taxe des x à partir de l'origine, x"' -\- x'; on trouverait, de même, pour le segment déterminé par la deuxième droite, a:* h- a?'. La différence x' — x^ entre ces deux quantités est le segment cherché.
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Sa valeur est indépendaate de ^', c'est-à-dire de la position du point mobile.
2. Trouver les coordonnées x et y de V intersection des tangentes menées aux points (ar',^), {af,y').
En résolvant par rapport k x el ky les équations des tangentes
x'y -^y X — 2 A:', x'y -r-y^x — aX*,
on trouve
et, en observant que
on a
X -TT X
On trouverait de même
200. Exprimer la quantité k^ en fonction des axes de la courbe.
L^axe transverse étant dirigé suivant la bissectrice de fangle formé par les asymptotes, on obtient les coordonnées du sommet en faisant x =^y dans Féqùation xy =i ^-, ce qui donne
on a d'ailleurs, en désignant par 6 l'angle compris entre l'axe et l'asymptote, et en observant que a est la base d'un triangle isoscèle qui a k pour autre côté et 0 pour angle à la base.
a = aArcosO,
el comme on a, d'autre part (n° 163),
C0SÔ=: j
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on trouve en défînilîve
L'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes peut dès lors se mettre sous la forme
201. La distaitce du foyer à une asymptote est égale au demi^axe conjugué b.
Cette distance est égale à c sinO, et, comme on a
C " s/a^ -i- ^*, sin 6 = _ y
il en résulte que
csinô =: b.
Cette proposition n'est du reste qu'un cas particulier du théorème (n® 187) : Le produit des distances des foyers à une tangente est constant et égala — é^. L'asymptote peut, en eflet, être considérée comme une tangente dont le point de contact est à l'infini (n® 154), et cette tangente passe évidemment à égale distance des deux foyers, puisqu'elle passe par le centre de la courbe.
202. La distance d^ un point de la courbe au foyer est égale à la distance de ce même point à la directrice, estimée parallèlement à une asymptote.
En effet, la distance d'un point au foyer est égale à e fois la distance de ce point à la directrice (n® 186), et cette dernière distance est à la distance estimée parallèlement à
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Tasymptote dans le rapport de cosô, c'est-à-dire de - (n® 167)
On peut déduire de là un procédé pour décrire l'hyperbole d'un mouvement continu. Une règle ABR, coudée en B, glisse le long de la droite fixe DD' {fig* 71) en entraînant un fil
Fig. 71.
(le longueur RB, dont les extrémités sont fixées en R et en F; un anneau P maintient le fil tendu en l'appliquant le long du côté BR de la règle. Dans ces conditions, le point P décrit une hyperbole ayant F pour foyer, DD' pour directrice, et dont l'asymptote est parallèle à BR, puisqu'on a toujours
L — RÉDUCTION DE L*ÉQUATION GÉNÉRALE
203. L'équation du deuxième degré représente une parabole (n® 137), lorsque ses trois premiers termes forment un carré parfait, c'est-à-dire lorsqu'elle est de la forme
On ne peut alors la transformer (n® 140) de manière à faire disparaître à la fois les termes en x et en y^ mais la forme même de l'équation indique le procédé à suivre pour la simplifier. Les quantités olx -4- P^, igy -i- ^fy ^- c étant respectivement proportionnelles aux distances du point (^,/) aux droites
aa? H- Pj^— -o, a^a?H- *ify -\' c = o,
l'équation de la parabole exprime que le carré de la distance d'un point de la courbe à la première de ces droites est dans un rapport constant avec la distance de ce point à la deuxième droite. On pourra donc, en prenant ces droites pour axes de coordonnées, réduire l'équation de la courbe à la forme y^ =ipx^ puisque les distances d'un point à deux axes quelconques sont proportionnelles aux coordonnées de ce poiul par rapport à ces axes.
La nouvelle origine est un point de la courbe, et, comme à
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chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signes contraires, le nouvel axe des x est un diamètre dont les ordonnées sont parallèles au nouvel axe des y. Mais l'ordonnée menée à l'extrémité d'un diamètre est tangente à la courbe ( n** 145) ; donc le nouvel axe des y est la tangente à l'origine. Il est dès lors facile de voir, en se reportant à l'équation primitive, que ctx -- ^^ est le diamètre passant par l'origine, et que '^gx H- if y -î- c représente la tangente menée au point où ce diamètre rencontre la courbe.
L'équation d'une parabole rapportée à un diamètre et à la tangente menée par l'extrémité de ce diamètre est donc de la forme ^^ =/>j:.
204. Les nouveaux axes auxquels nous avons été conduit dans le numéro précédent ne sont pas, en général, rectangulaires; mais il est toujours possible de ramener l'équation de la parabole à la forme y^ = px^el d'avoir en même temps des axes rectangulaires. Pour le démontrer, introduisons dans l'équation générale de cette courbe une constante arbitraire A*, et mettons-la sous la forme
(a^-hpa? -f- ky -h 2(^ — aA-)j? -^ 2(/-- pA:)/ -f- c-— A:- rz: o.
De même qu'au numéro précédent,
OLX -4- p/ -i- A: r= o
représente un diamètre, et
2{g — 7.k)x -^ 2{f— pA:)/-hc — A:* =o,
la tangente à l'extrémité de ce diamètre. En prenant ces droites pour axes, l'équation de la parabole devient ^^ =ipxj et l'on peut déterminer k par la condition que ces deux droites soient perpendiculaires. On a ainsi (n** 25)
a(^"aA:)-f-p(/-pA:)^o,
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ce qui donne
L'équation, qui fournit la valeur de A:, étant du premier degré en A:, il s'ensuit qu'il n'existe qu'un seul diamètre formant avec ses ordonnées un angle droit : ce diamètre a reçu le nom A^axe de la courbe.
205. On peut aussi ramener l'équation de la parabole à la forme j^* =/?j7 par une transformation de coordonnées. Lorsqu'il s'es^agi (Ghap. XI) de réduire l'équation générale du deuxième degré, nous avons déplacé les axes parallèlement à eux-mêmes, puis nous les avons fait tourner autour de la nouvelle origine, de manière à faire disparaître le terme en xy. Pour la parabole, nous effectuerons ces transformations dans l'ordre inverse, comme nous aurions, du reste, pu le faire pour l'ellipse et l'hyperbole ; cette marche semble d'ailleurs d'autant plus convenable, qu'il est impossible, dans le cas actuel, de faire disparaître à la fois le terme en x elle terme en y^ en déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes.
Prenons pour nouveaux axes la droite ax -i-^y^ sa perpendiculaire p^ — ay, etsoient X et Y les nouvelles coordonnées. Ces coordonnées représentant les distances d'un point de la parabole aux Nouveaux axes, on a (n® 34)
et si l'on fait, pour abréger, a* -4- ^^ = y^j I^s formules de transformation se réduisent à
d'où
Y^ = aY-t-pX, yy — pY — dX.
En effectuant les substitutions, l'équation de la courbe ilevient
Y»Y» -I- 2(^p — A)X -r- 2(^a -h/p)Y -f- YC r= o
et prend ainsi la forme
h' y- -r-ig'x-r- if y -r- d ~ o,
qui met en évidence la simplification obtenue, en faisant tourner les axes autour de l'origine. Si l'on transporte ensuite les axes paiJlJèlement à eux-mêmes, en prenant un point quelconque {^^y') pour origine, cette équation devient
^'j-H- a^r'^ + 2(6'/ -i-f)y -H by- 4- 2g' a/ + 2/7' -h d --o.
Le coeflicient de x n'ayant pas changé, on ne peut chercher à le rendre nul; mais on peut déterminer x' et y de telle sorte que le coeflEicient de^ s'annule ainsi que le terme absolu, ce qui ramènera l'équation à la iorme y^ -- px. On trouve ainsi
et, par suite,
Lorsque l'équation de la parabole est mise sous la forme y'^^i^px^ le coefficient/? représente \q paramètre du diamètre qui est pris pour axe des x ; quand les axes sont rectangulaires, p est le paramètre principal ( n** 194)
Exercices.
i. Trouver le paramètre principal de la parabole ' 9a:* -h 24^7 -t- r6j^* -f- 22a: -f- \^y -H 9 = o. En suivant le procédé du numéro 204, on trouve )t — 5, ce qui
donne pour Téquation de la parabole
(3ar -4- 47 -^ 5)2 = 2(4a7 - 3y -t- 8);
et en désignant par X et Y les distances d'un point de la courbe au\ droites
3a?-h47-}-5 et 4a: — 37 -h 8, on a
5Y = 3ar-T-47-+-5, 5X = 4a?— 3^-^ 8;
et, par suite,
On peut aussi procéder comme au numéro 205. En prenant pour axes de coordonnées les droites 3 a? — 4^, 4^ — ^y> on obtieni l'équation
25 Y» -^ 5o Y — loX -4- 9 = o, qui peut se ramener à
25(Y-i-i)2 = ioXh- 16,
et en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au poiai ( — ë' — ^ ) ' ^^ retombe sur Féquation
« 2. Trouver le paramètre de la parabole
.r' 2a:r ^ y^ 'xx iy
a* ab ' b* a b ' ~ '
Réponse. p — j»
On peut aussi déduire cette valeur de/? des théorèmes suivants, que nous démontrerons plus loin :
Le foyer d* une parabole est la projection de V intersection de deux tangentes^ qui se coupent à angle droit sur leur corde de contact.
Le paramètre d'une conique s'obtient en divisant quatre fois
le produit des segments d'une corde focale par la longueur de cette corde (n» 193, Ex. i ).
3. On mène à une parabole, dont le paramètre est égal à 4 /w, deux tangentes qui se coupent à angle droit; aet b représentent les longueurs de ces tangentes; démontrer que l'on a
206. Lorsqu'on a, dans Péquatîon primitive de la courbe, j^^=/a, le coefficient de x s'annule dans l'équation transformée du numéro 205 qui prend alors la forme
b'y^ -T- 2/7 -h </ =: o, ou, en désignant par X et (jl ses racines,
et représente, par suite, deux droites réelles, coïncidentes ou imaginaires, et parallèles au nouvel axe des x.
Il est d'ailleurs facile de vérifier que la condition générale (n** 76), pour que l'équation représente deux droites, se trouve alors remplie. Cette condition se traduit en effet par la relation
c{ab — h^)--=^ af - 2h/g -h bg' ;
et, si l'on y remplace a. A, b respectivement par a*, a^, g^, le premier membre s'annule et le second se réduit à (/a — ^h)** En mettant la relation
sous l'une ou l'autre des formes
on voit que l'équation générale du deuxième degré représente deux droites parallèles, lorsque ses coefficients satisfont à la
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fois à la relation ab — h'--.^ o, et à l'une ou l'autre des conditions af=^ hg^ fh = bg.
*207. Quand les axes primitifs sont obliques, on peut encore réduire l'équation de la parabole, comme au n° 205, en prenant pour nouveaux axes la droite a^ -f- ^y et sa perpendiculaire, dont l'équation est alors (n** 26;
(p — acosa)):c — (a — p cos(o)/=::o.
En posant, pour abréger,
Y* ^rr a' -^ p- — 2ap COSO),
les formules de transformation deviennent (n° 34)
vYrz:(aa: -h pj')sina), YXr=(p — acosa))^? — (x — PcoS(d)v;
d'où
Ya?sina>=(a — p cos(o)Y4- ^Xsino),
Y/sino) =:(p — acos(ji>)Y — aX sinw,
et si l'on effectue les substitutions, l'équation de la parabole [)rend la forme
Y»Y- f-2sin«(o(^p— /a)X
-h 2 sin(o[^(a — ^ cosw) H-/(p — acoso3)}Y-{- Ycsin'w -_ o.
En déplaçant ensuite les axes parallèlement à eux-mêmes comme au numéro 205, on trouve, pour la valeur du paramètre principal /?,
'i^ 2 (/a — /r6)sin*(i)
{a^ -^ p* — 2apcos(ù)-
Ezercice.
Trouver le paramètre principal de la parabole
X^ 7. TV V* 9..T iy
a* ab b^ a b
Réponse. p —
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208. L'équation ^2 =zpx permet de trouver facilement la (orme de la parabole. Celte courbe est symétrique par rapport à Taxe des x^ puisque à chaque valeur de x correspondent deux valeurs égales et de signes contraires pour j^ ; elle n'a d'aillieurs aucun point situé du côté des x négatifs, puisque, en donnant à a: le signe — ^y devient imaginaire; et comme les valeurs de y croissent en même temps que les valeurs positives de x^ elle a la forme indiquée par la fig, 72.
Fig. 72.
La parabole ressemble à l'hyperbole, en ce sens qu'elle a des branches infinies ; toutefois il y a une grande différence entre la nature des branches infinies de ces deux courbes : celles de l'hyperbole tendent, à la limite, à coïncider avec deux droites divergentes; mais il n'en est pas de même de celles de la parabole. En cherchant, en efiet, les deux points où la droite
X =-. ky 4- /
rencontre la parabole ^^ =/?j:, on obtient l'équation du second degré
y^—pky—pl — Q,
dont les racines ne peuvent devenir infinies tant que k et / restent finis.
Il n'y a donc aucune droite, située à une distance finie, qui puisse rencontrer la parabole en deux points coïncidents et situés à l'infini. Le diamètre^ y z^ m^ qui rencontre la courbe à Finfini (n®142), la rencontre aussi en un point
( — ) o I dont Tabscisse croît en même temps que /n, mais ne
peut devenir infini tant que m reste fini.
209. Le théorème suivant permet de se faire une idée, peut-être encore plus nette, de la forme de la parabole. Quand on fait croître indéfiniment le grand a^e d^une ellipse, dont un sommet V et le foyer voisin F ifig» 73;
Fig. 73.
restent fixes, V ellipse tend à se transformer en parabole.
Désignons par /n la distance constante VF du sommet au foyer. On a (nM82)
m-^a — v^a* — 6*, ce qui donne
b^^m'xam — m',
et si l'on porté cette valeur de b^ dans l'équation de l'eUipse rapportée à son sommet (n"194)
cet le équation prend la forme
, /, im'\ f^.m m*\ .
c(uaiid a devient infini, tous les termes du deuxième membre disparaissent à Fexoeption du premier, et l'équation se réduit à
La parabole peut donc être considérée comme la limite d'une ellipse ; on verrait de même qu'elle peut être considérée comme la limite d'une hyperbole.
On peut aussi considérer la parabole comme une ellipse dont l'excentricité e est égale à l'unité; on a, en effet,
et, en remplaçant b^ par la valeur donnée ci-dessus, on voit que le deuxième membre de cette égalité se réduit à l'unité lorsque a devient infini, pourvu, toutefois, que la distance d'un sommet au foyer voisin reste finie.
§ II. — Tangente et normale.
210. L'équation de la corde, menée par les points {x^y)^ {^af^y') de la parabole y^^izpx^ peut se mettre sous la forme (n* 86;
ou sous la suivante
{y-^f)y—px+yy'\
en y faisant y ==jk'j et en observant que /'^ est égal k px\ on obtient pour l'équation de la tangente en [x'^y)^
^yy—p{x-^x').
Pourj^ = o, cette équation donne x =^ — .a/; la sous-tangente ÏM ijig' 74) est donc divisée en deux parties égales par le sommet V; autrement dit, la sous-tangente est le double de l'abscisse du point de contact.
Cette propriété de la sous-tangente subsiste encore quand on prend, pour axes de coordonnée?, un diamètre quelconque et la tangente à l'extrémité de ce diamètre. Ce changement de coordonnées n'apporte, en effet, aucune modification, ni à la forme de l'équation de la parabole (n'*203), ni à la forme des équations de la corde et de la tangente (n<»86).
Il résulte de ce qui précède que, pour mener une tangente en un point P de la parabole ijig^ 74)? il suffit de prendre sur
l'axe une longueur VT égale à VM, PM étant l'ordonnée du point P, et de joindre le point T ainsi obtenu au point P. Il en résulte encore que, pour trouver l'ordonnée PM' du point P par rapport à un diamètre quelconque T'M', il suffit, après avoir tracé la tangente en P, de prendre VM' r=: V'T', et de joindre PM'.
211. L'équation de la polaire d'un point quelconque (x\y)^ étant de même forme que celle de la tangente (n'^SO), peut s'écrire
En y faisan tjv' = o, pour avoir le segment que cette polaire détermine sur l'axe des x, on trouve ^ = — j/. Donc le segment {x' — x"), que les polaires de deux points quel
conques interceptent sur l'axe^ est égal au segment que déterminent sur ce même axe les perpendiculaires abaissées de ces points.
MN
Donc, dans la parabole, la sous-normale est constante et égale au demi-paramètre, La longueur de la normale PN a pour expression
PN zzz ypM4- MN'r=-. ^y^+\P'—\Jp (^ -t- {-/?) { ^Jpp'.
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§ III. — Diamètres.
213. Nous avons démontré (n® 203) que l'équation de la parabole était toujours de la forme y^ =^p'x quand on prenait, pour axes de coordonnées, un diamètre et la tangente à l'extrémité de ce diamètre. Nous reviendrons ici sur cette démonstration, pour faire voir comment on peut obtenir, à l'aide d'une transformation de coordonnées et en parlant de l'équation de la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet^ l'expression du paramètre p^ en fonction du paramètre principal/? (n** 20o j.
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en un
point {x' ^y) de la courbe; puis, ce déplacement effectué, et
sans rien changer à la position de l'axe des x^ faisons tourner
l'axe des JK jusqu'à ce qu'il fasse un angle 6 avec l'axe des x.
Pour opérer la première transformation, nous n'avons qu'à
remplacer, dans j^-^ ^=pXy xety par x ~r x' eiy -h /', ce qui
donne
y^-h2yyz-px;
pour effectuer la seconde, il suffit de remplacer dans la dernière équation x et y par x -}-/cos8 etj^sin6(n**9). On a ainsi, pour la nouvelle équation de la parabole,
y- sin-ô H- 2y^sinô ^=ipx -r- pycos^,
et cette équation ne peut se réduire à iRtormey- -^px que si l'on a
2/ sinô =pcos6, ou tanff6=-^«
L'angle 6, qui satisfait à cette condition, est précisément, comme on peut le voir en se reportant à l'équation (n®210)
l'angle que la tangente en {x^,y') fait avec l'axe des x.
L'équation de la parabole rapportée à un diamètre et à la tangente à l'extrémité de ce diamètre, peut donc s'écrire
sin*e
et l'on a, pour le paramètre />' correspondant au diamètre qui passe par (^j^'),
sin*0
ÎA'
il en résulte que le paramètre correspondant à un diamètre quelconque est inversement proportionnel au carré du sinus de V angle que les ordonnées de ce diamètre font avec Vaxe.
On peut, en partant de l'équation tangO = -^ > exprimer le
paramètre d'un diamètre en fonction des coordonnées de l'extrémité de ce diamètre, car on a
sinô- '' -^ ^ ^
et, par suite,
p' zzz p -^ (^œ! ,
IV. — FOTER ET DIRECTRICE
214. Dans la parabole, on donne le nom àe foyer au point situé sur l'axe de la courbe à une distance du sommet égale au quart du paramètre principal. Nous devons nous attendre, d'après le numéro 209, à trouver une certaine analogie entre les propriétés de ce point et celles des foyers d'une ellipse; nous allons voir maintenant que cette analogie est complète, et qu'une parabole peut être considérée, à tous les points de vue, comme une ellipse ayant l'un de ses foyers à une distance finie, et l'autre à l'infini. Pour éviter les expressions frac-
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tionnaires, nous représenterons, dans les numéros suivants, \p par m.
Trouver la distance d'un point de la courbe au foyer.
Le carré de la distance du foyer (m, o) au point {x\y) de la parabole a pour expression
[x' — m)' -\- y^ ^=^ x'- — 2mx' -hm*-\- ^mx' :={x' ^ mY;
la distance de ce point au foyer est donc égale k x' -\-m.
On peut, dès lors, exprimer plus simplement le résultat obtenu au numéro 21 3 en disant : le paramètre correspondant à un diamètre quelconque est égal à quatre fois la distance de l'extrémité de ce diamètre au foyer.
215, Dans la parabole, comme dans l'ellipse et Fhyperbole, on donne à la polaire du foyer le nom de directrice.
La directrice (n° 211) est perpendiculaire à l'axe, qu'elle rencontre en un point symétrique du foyer par rapport au sommet, et comme la distance du foyer au sommet est égale à m, il en résulte que la distance d'un point quelconque (x'^y) de la courbe à la directrice est égale à x' -i- m] et, par suite (n*'214), que les points de la parabole' sont à égale distance du foyer et de la directrice.
Dans l'ellipse et l'hyperbole (n** 186), la distance d'un point au foyer et la distance de ce même point à la directrice sont dans le rapport constant de e à i ; il en est de même pour la parabole; mais alors e= i (n®209).
Le procédé indiqué au numiéro 202 pour décrire l'hyperbole d'un mouvement continu peut s'appUquer à la parabole; il suffit de prendre l'angle ABR égal à 90^.
216. Le point de contact {xf^y) d'une tangente et le point où cette tangente rencontre l'axe sont à égale distance du foyer.
La distance du sommet au point où la tangente rencontre Taxe est, en effet, égale à a:' (n" 210), ce qui donne x' -^ m pour la distance de ce dernier point au foyer.
217. La tangente est également inclinée sur l'axe et sur le rayon vecteur mené du foyer au point de contact.
Ce théorème est évident, puisque^ d'après le numéro précédent, la tangente, Taxe et le rayon vecteur forment un triangle isoscèle.
On peut aussi regarder ce théorème comme une simple extension de la propriété de l'ellipse (n® 188) relative à l'égalité des angles TPF, T'PF {fig. 78, p. 332) ; quand l'un des foyers F' s'éloigne à l'infini, la droite P F' devient parallèle à l'axe, et les angles PTF et TPF sont égaux.
La tangente menée à l'extrémité de l'ordonnée passant par le foyer fait avec l'axe un angle de 45®.
Trouver a distance du foyer aune tangente
La longueur de la perpendiculaire abaissée du point (m, o) sur la tangente
a pour valeur
2m(a:'-4-m) 2m(a/-hm) , — ; — ;
■ -- == — - — vm(VH-/w);
^ys-f-^/yi» \J l\ma:f -\- [\m^
la distance FR ijig- 76, p. 335) du foyer F à la tangente TP est donc moyenne proportionnelle entre FV et FP.
Il résulte aussi de cette expression et du numéro 21 2 que FR est la moitié de la normale, comme on aurait pu le voir géométriquement en partant de l'égalité TF = FN.
219. Exprimer la distance FR du foyer à une tangente en fonction de V angle a que fait avec Vojce la perpendiculaire, suivant laquelle est mesurée cette distance.
En se reportant au numéro 212, on a
I ~ cosa = sinFTR = i / --; ,
et, par suite (n® 218),
FR = v^m(j;'-+-m)=:
cosa
On peut donc, en prenant le foyer pour origine, mettre l'équation de la tangente sous la forme
a?cosa-l- ysma H = o,
•^ cosa
et, par suite, exprimer la distance d'un point quelconque à une tangente en fonction de l'angle que fait avec Taxe b perpendiculaire suivant laquelle est mesurée cette distance.
220. Le lieu des projections du foyer sur les tangentes est la tangente au sommet.
En prenant le foyer pour pôle, on a en effet, pour Téquationdu lieu,
p= ) pcosa = m,
^ cosa ^
et cette équation représente la tangente au sommet.
Réciproquement, si par un point F (fig, ^5, p. 335) on mène un rayon vecteur FR à une droite VR, et une perpendiculaire RP au rayon vecteur, la ligne RP sera constamment tangente à la parabole ayant F pour foyer et V pour sommet.
Nous verrons plus loin comment on peut résoudre d'une manière générale les questions de ce genre, questions dans lesquelles on omet une des conditions nécessaires pour déterminer une ligne, et où l'on demande de trouver son em^e-
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loppCy c'est-à-dire la courbe à laquelle cette ligne reste constamment tangente.
221. Trouver le lieu de V intersection des tangentes qui se coupent à angle droit.
L'équation d'une tangente quelconque peut s'écrire (n® 219)
X cos*a -H y sina cosa -4- m = o,
et il suffit d'y remplacer a par 90* + a pour former l'équation de la tangente qui lui est perpendiculaire. On a ainsi
X sin* a — y sin a ces a H- m :=:3 o,
et en éliminant a entre cetter équation et la précédente, et qui se fait par une simple addition, on obtient l'équation
qui représente le lieu cherché ; cette équation est celle de la directrice^ puisque la distance du foyer à la directrice est égale à 2m.
222. L 'angle compris entre deux tangentes est la moitié de l'angle sous lequel on voit du foyer leur corde de contact.
Le triangle PFT {fig. 76, p. 335 ) étant isoscèle, l'angle PTF que la tangente fait avec l'axe des x est la moitié de l'angle PFN que le rayon vecteur allant du foyer au point de contact fait avec ce même axe. D'ailleurs l'angle compris entre les deux tangentes est égal à la différence des angles que ces tangentes font avec l'axe des x] et l'angle sous lequel est vue la corde de contact est égal à la différence des angles que font avec l'axe les rayons vecteurs menés du foyer aux points de contact.
Le théorème du numéro 221 peut être considéré comme
un corollaire du précédent; en effet, quand deux tangentes se coupent à angle droit, leur corde de contact est vue du foyer sous un angle de i8o®, et, d'après la définition même de la directrice, les deux tangentes doivent alors se couper sur la directrice.
223. La droite FT qui joint le foyer F à Pintersection T de deux tangentes divise en deux parties égales l'angle PFP sous lequel on voit du foyer la corde des contacts PP'.
Les équations de deux tangentes quelconques peuvent (n^ 219) se mettre sous la forme
j?cos'a -h/sinacosx-hm = o, a:cos'p -hj'sinpcosp -i- m=io;
et, en les retranchant l'une de l'autre, on trouve, pour l'équation de la droite FT qui joint le foyer à leur intersection,
^sin(x-H p) — /CCS (oc 4- p) = o;
cette droite fait donc un angle a -h ^ avec l'axe des x^ et il est facile de voir qu'elle est la bissectrice de l'angle PFP', en observant que a et ^ représentent les angles que les perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes font avec l'axe des x^ et, par suite, que les angles formés par les rayons vecteurs FPet FP' avec ce même axe sont respectivement égaux à 2a et 20.
Ce théorème peut aussi se démontrer en calculant, comme au numéro 191, l'angle 6 — 0', sous lequel est vue du foyer la tangente menée à la parabole par un point {x^y). La relation, à laquelle on arrive pour déterminer cet angle ^
COS(ô — 6') = y
est indépendante des coordonnées du point de contact, et par
conséquent se rapporte à l'une et à l'autre des tangentes qu'on peut mener à la parabole par le point \X,y) ( ^ ).
Corollaire I. — Dans le cas particulier où l'angle PFP' est égal à i8o®, la corde de contact PP' passe par le foyer, les tangentes ÏP, TP' se coupent sur la directrice, et l'angle TFP est droit (n®192). Ce corollaire peut se démontrer directement en formant les équ tions de la polaire d'un point ( — m, y') de la directrice, et dé la droite qui joint ce point au foyer.
Ces équations peuvent s'écrire
et les droites qu'elles représentent sont perpendiculaires entre elles.
Corollaire IL — Quand une corde PP' coupe la directrice en D {fi g. 76), la droite FD est la bissectrice extérieure du
Fig. 76.
l'angle PFP. Pour la démonstration de ce corollaire, voir n'» 192, Ex. 2.
Corollaire III. — Le segment PQ(yî^. 77), déterminé sur une tangente variable par deux tangentes fixes R/?, Ry, est vu du foyer sous un angle QFP égal au supplément de l'angle PQR
(*) O. Bribn, Coordinate Geometry, p. i56.
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formé par les tangentes fixes ; on a, en effet, en remarquant que l'angle QRTestla moitié de l'angle p¥q (n'*222), et que
Fig- 77-
Tangle PFQ est de même la moitié depFq (n** 223),
^ = QRT' rzz i8oo - JPR^.
Corollaire IV. — Le cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes à la parabole passe par le foyer.
Le cercle passant par P, Q, R {fig. 77) passe aussi par F, puisque l'angle PFQ est supplémentaire de l'angle PRQ.
224. Equation polaire de la parabole, le foyer étant pris pour pôle.
Soient p le rayon vecteur FP {fig, 78) mené du foyer au
Fig. 78.
point P, et 6 l'angle que ce rayon vecteur fait avec l'axe ; on a, d'après le numéro 214,
et, par suite,
p:r^ VM -h m =:FM 4- 2m=zpcos6 -f- 2m; ce qui donne, pour l'équation cherchée,
I — cosô
Cette équation peut, du reste, se déduire de celle du numéro 193, en y faisant e= i(n®209); les propriétés étudiées dans les Exercices du numéro 193 subsistent donc pour la parabole.
L'équation précédente suppose que 9 est mesuré par rapport à la direction FM; lorsqu'on mesure cet angle par rapport à la direction opposée FV, elle devient
-+- cos« ou bien
ou encore
p'cOSiô irr m',
et rentre ainsi dans l'équation générale
p'*cos/i6 = 0", dont nous étudierons ailleurs quelques propriétés.
§ I. — Problèhes divers.
223. La marche à suivre pour résoudre analjtiquement les problèmes qui se rapportent aux sections coniques ne diffère pas de celle que nous avons indiquée e traitant du cercle et de la ligne droite ; elle ne saurait par suite présecter aucune difficulté au lecteur qui aura étudié avec soin les solutions développées dans les Chapitres III et VII. Nou> nous bornerons donc à Texamen de quelques-uns des nombreux problèmes qui conduisent à des équations du second degré, et nous consacrerons la fin de ce Chapitre à l'exposé de certaines propriétés des sections coniques qui n'ont pu trouver place dans les Chapitres précédents-
1. Par un point fixe F (fig* 24, p. 66), situé dans un anftk donné LOK^ on mène une droite quelconque LK sur laquelle on prend un point Q tel que PL = QK; trouver le lieu des points Q.
2. Deux règles de même longueur, AB et BC {fig* 79), ^^^^ reliées par un pivot en B : l'une des extrémités A est fixe, tandis que l'autre G glisse sur la droite AC; trouver le lieu décrit par un point quelconque 1^ pris sur BG.
3. Dans un triangle, on donne la hase et le produit des tangentes des moitiés des angles à la base; trouver le lieu du sommet,
Fig- 79-
Gela revient à se donner la somme des côtés, ainsi qu'on peut s'en assurer en écrivant la valeur du produit des tangentes en fonction des côtés; le lieu est donc une ellipse ayant pour foyers les extrémités de la base.
4. Dans un triangle^ on donne la base et la somme des côtés; trousser le lieu du centre du cercle inscrit.
Ce lieu s'obtient facilement, en partant de l'Exercice précédent et de l'Exercice 4 du numéro 49 ; c'est une ellipse qui a pour sommets
. les extrémités de la base donnée.
5. On donne la base et la somme des côtés; trouçer le lieu de l'intersection des médianes,
6. Trouver le lieu des centres des cercles qui déterminent des segm,ents de longueurs données sur deux droites fixes,
7. Trouver le lieu des centres des cercles tangents à deux cercles, ou tangents à une droite et à un cercle,
8. Trouver le lieu des centres des cercles qui passent par un point fixe et déterminent un segment de longueur donnée sur une droite fixe,
9. Trouver le lieu. des centres des cercles qui passent par un point donné P et déterminent sur une droite fixe un segment vu du point P sous un angle donné,
10. Deux des sommets d'un triangle de forme invariable glissent sur deux droites fixes; trouver le lieu décrit par le troisième sommet,
Un triangle ABC {le forme variable est circonscrit à un
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cercle donné; l'angle G est donné et le sommet B glisse sur une droite fixe; trouver le lieu décrit par le sommet A.
Prenons pour pôle le centre O du cercle, et pour axe polaire U perpendiculaire abaissée sur la droite fixe. Soient p,6, p',0' les coordonnées de A et de B ; j[7 la distance du point O à la droite fixe; r le rayon du cercle ; a l'angle AOB.
Le triangle AOB, qui a pour hauteur r et pour angle au sommel a r= 90° 4- ^ G, donne
pp* sin oc r — ^^
/p* -+- p'* — a pp' cos a '
et comme on a à la fois
p'cosd'=/?, 6-4- 6'= a,
il vient pour Téquation polaire du Heu
jp*p*sin'a
rï =
p*cos*(a — ô)-h/>* — 2/>pcosacos(a — 6)^ cette équation représente une conique.
12. Trouver le lieu des pôles, par rapport à une conique A, des tangentes à une autre conique B.
Soient (a, p) un point du lieu, Xa? -f- }3.y -4- v sa polaire par rapport i la conique A. Les coefficients X, (xetv sont (no89) des fonctions di. premier degré en aetp, et comme (n'>i51) la condition pour que Xar-h jx^-h V touche la conique B est du second degré en X, jiL,v, l en résulte que le lieu cherché est une conique.
13. Dans une conique à centre, trouver le lieu de V intersection de la perpendiculaire abaissée du foyer sur une tangente, avec le rayon vecteur allant du centre au point de contact,
La directrice correspondante.
14. Trouver le lieu de V intersection de la perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente, avec le rayon vecteur mené du foyer au point de contact.
Un cercle.
15. Trouver le lieu de l'intersection des tangentes menées aux eacirémités de deux diamètres conjugués,
X^ yS
Réponse. -^ -H tï = a-
Cette équation s'obtient facilement en ajoutant les équations des deux tangentes après les avoir élevées au carré, et en tenant compte des résultats obtenus au numéro 172.
16. Partager un arc de cercle en trois parties égales. Les points de division sont sur une hyperbole (no49, £x. 7).
17. Trouver le lieu de V intersection des diagonales des trapèzes construits sur une base fixe, et dans lesquels la longueur de l'autre base est donnée ainsi que la somme des deux côtés non parallèles.
18. Un parallélogramme est circonscrit à une ellipse; l'un de ses sommets glisse sur une directrice; prouver que le sommet opposé décrit l'autre directrice, et que les deux autres sommets restent sur un cercle ayant le grand axe de V ellipse pour dior^ mètre.
226. Les problèmes suivants se rapportent aux propriétés focales des sections coniques.
Exercices.
{.Dans une conique, la distance d^un point au foyer est égale au segment intercepté sur l'ordonnée de ce point par le grand axe et par la tangente menée au point dont l'ordonnée passe par le foyer.
2. Par un foyer on mène une droite faisant un angle donné avec une tangente quelconque; trouver le lieu de l'intersection de cette droite avec la tangente.
3. Trouver le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à une série de coniques confocales.
Les coordonnées rr et ^ du pôle de la droite
X y .nt A
X^ yl
par rapport à la conique — -+- -^ = i, sont définies par les équations
35o CHAPITRE XIII.
mx = a'^, ny=^b^ (nolgQ). Quand les foyers de la conique sont donnés , a* — 6< = c> est connu : le lieu cherché a donc pour équation
mx — ny = c* ;
c'est une droite perpendiculaire à la droite donnée.
Lorsque la droite donnée touche une des coniques, son pôle, par rapport à cette conique, n'est autre chose que le point de contact; on a alors le théorème suivant : Les tangentes menées à une conique S par les points A et B, où elle rencontre la tangente AOB menée à une conique confocale S' par un point quelconque Oj se coupent sur la normale correspondante à la tangente AB.
4. Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées à un système d'ellipses confocales par un point du grand axe.
Un cercle.
5. Les droites, qui joignent chacun des foyers à la projection de Vautre foyer sur une tangente, passent par le milieu de la norm,ale correspondante,
6. Onprend le foyer pour pôle ; démontrerque la corde, passant par les points dont les coordonnées angulaires sont a h- p, a — p, a pour équation polaire
-^ = ecosB-f- sécBcos(6 — a).
Cette équation a été indiquée par M. Frost (i); elle se déduit facilement de Texpression donnée au numéro 44 (Ëx. 3).
7. La tangente au point, dont la coordonnée angulaire esta, a pour équation
^ = e cos6 -\- cos(6 — a), ap
Cette relation a été indiquée par M. Davies (').
(*) Cambridge and Dublin Math, Journal, t. I, p. 68; — Walton, ExampleSf p. 875.
(') Philosophical Magazine, 184a, p. 19a; — Walton, Examples, p. 368.
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8. Par un point fixe O, on mène à une conique de foyer F une corde PF; démontrer que le produit
tangjPFO.tangiP'FO
est constant, quelle que soit la direction de la corde.
Ce théorème a été, croyons-nous, indiqué par M. Mac Gullagh; on peut le démontrer en partant de l'équation de TExercice 6 ( * ) ; mais on peut aussi le démontrer, ainsi que Ta fait M. Mac Gullagh, en s'appuyant sur de simples considérations géométriques.
Supposons que le point O soit pris sur PP' {fiff. 76), et soit e' le rapport de FO à la distance du point O à la directrice. Les distances de P et de O à la directrice étant proportionnelles à PD et OD, on a
FP . FO _ e PD * OD ~ e
ce qui donne
sinPDF . sinODF sinPFD • sinOFD ~ e
ou, en se reportant au numéro 192,
cosOFT_ £, cosPFT ~ e'*
cl comme (n® 191) les angles PFT et OFT sont respectivement é^aux
à la demi-somme et à la demi-différence de PFO et de P'FO, il \'ient
tangjPFO.tangiPFO = î^,*
Il est d'ailleurs évident que le produit de ces tangentes reste encore constant lorsque le point 0, au lieu d'être fixe, se déplace sur une conique ayant même foyer et même directrice que la conique donnée.
9. Former la condition pour que la corde, qui joint les deux points {a^,y)et{x%y) de la courbe, passe par un foyer.
On peut exprimer cette condition de bien des manières différentes; les expressions les plus usitées sont celles qu'on obtient en
(•) Waltok, Examples, p. 877.
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écrivant que les droites, menées du foyer aux points ( a/, ^), (s^,/ font avec Taxe des angles 6' et 6' tels que ô' = ô'-h iSo*. On trouve ainsi, en exprimant que sinô' = — sinô",
a — ex a — eor j j f j j ^
et, en observant quecosô'= — cosO", a/ — c af — c
a — ex' a — ex
7, = o, leadaf -{a^ ce){(xf -\-af)^iac = Q.
10. Par les extrémités d*une corde focale on mène des normales à une conique, et par V intersection de ces normales on mène une parallèle au grand axe; démontrer que cette parallèle divise la corde en deux parties égales ( ' ).
La normale étant la bissectrice de l'angle formé par les rayoos vecteurs qui partent des foyers, le point d'intersection des normales menées aux extrémités d'une corde focale coïncide avec le centre du cercle inscrit dans le triangle qui a pour côtés cette corde focale et les droites qui en joignent les extrémités au deuxième foyer, autrement dit, dans le triangle qui a pour sommets (a?', j'), (x^'^y), { — c,o), et dont les côtés ont pour longueur
{a-\-ex'')y {a-i-ea/), (%a -ea/ — ea^).
Il est d'ailleurs facile de voir, en se reportant au numéro 7 ( Ex. 6 ), que dans le triangle qui a pour sommets (a/, y), (af^y), {x*,y'\ et dont les côtés ont pour longueur a, 6, c, les coordonnées x et/ du centre du cercle inscrit sont
aa/->r hc^ -^ ca^ ay -\- hy -f- cy
On aura donc, pour l'ordonnée de l'intersection des normales,
(a-+- ex')y' -\- (a-î- ex^)-/
(*) La démonstration que nous indiquons ici est due à M. Larrose (Nouvelles Annales de Mathématiques de Tbrqukm et Gbrono, i" Série, t. XIX, p. 85).
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eiipression qui, en tenant compte de la première équation de l'Exercice précédent, se réduit à
ce qui démontre le théorème.
On trouverait de même pour Tabscisse
(a -4- eaf)a/'^(a-¥- ea/)a:^ — (aa — ea/ — eaf)c
valeur qui se réduit à
__ (a -^ ec){af -^ af) — lac
eu égard à la deuxième équation de TExercice précédent.
On obtiendrait des expressions analogues pour les coordonnées de l'intersection des tangentes menées par les extrémités de la corde focale, puisque cette intersection est le centre de l'un des cercles exinscrits au triangle considéré plus haut : la droite, qui joint Tintersection des normales à l'intersection des tangentes, étant la bissectrice de Fangle du triangle opposé à la corde focale, passe évidemment par l'autre foyer.
H. Trouver le lieu des intersections {x, y) des normales menées aux extrémités dHune corde focale.
Soient oe et p les coordonnées du milieu de cette corde; on a, d'après l'Exercice précédent,
et il suffit de substituer ces valeurs aux coordonnées courantes dans l'équation du lieu décrit par le point (a, p) pour obtenir le lieu des points {x^y).
Le lieu des milieux des cordes focales a pour équation polaire (no 193)
_ 1 / I r\ __ — ^' ^ COSÔ
et, par suite, pour équation en coordonnées rectangulaires ayant le centre pour origine
S. — Geom. à deux dim, 93
on a donc, pour Téquation du lieu cherche, 12. Par un point P (^^. 80), on mène à une ellipse les tan-
gentes VT, P<; démontrer que Von a [n»!94 (c?)], en désignant par 6 V angle compris entre les tangentes, et par p, p' /w distances du point P aux foyers ¥et¥',
cos 0 = ^ !- — ; •
2pp
On a, en effet (n» 189),
sinÏPF.siniPL = pp pp. = -.;
et comme
cos
m^' — cosfp^ = 2sinfpF.sin«PF, il vient
2 pp' cos fïTF^ = p2 H- p'2 — 4 c«.
13. Par un point quelconque O on mène deux droites qui passent par les foyers d'une ellipse donnée, ou qui touchent une conique confocale avec cette ellipse : ces droites coupent l'ellipse aux points R, R', S, S' ; démontrer que l'on a (n»231, Ex. lô)
En se reportant à l'équation du Second degré qui détermine (n^ 136) les rayons vecteurs menés par un point quelconque à une courbe du second degré, on reconnaît que la différence des réciproques de*"
racines est la même pour les deux directions 6 qui correspondent à une même valeur de Texpression
(oc — ^2)cos*0 -i- 2(c/i — ^/)cos6 sine -h(6c — /^)sin«6. Cette quantité, qu'on peut écrire
A cos*0 -+- 2H cos6 sinO -h B sin^ô,
ne change pas si Ton prend pour 6 l'une ou l'autre des valeurs qui correspondent aux directions des droites faisant le même angle avec les deux droites représentées par l'équation
Ax- -h aHarj -h B7» = o ;
ces deux droites sont les tangentes menées à la courbe par le point O (no 147), et Ton sait qu'elles sont également inclinées sur les droites qui joignent le point 0 aux foyers, ainsi que sur les tangentes menées par le point O à une conique confocale (no 189).
Gomme conséquence de ce qui précède, on peut encore ajouter que les cordes d'une conique, qui sont tangentes à une conique confocale, sont proportionnelles aux carrés des diamètres qui leur sont parallèles (no 231, Ex. 15).
227. Les problèmes suivants sont relatifs à la parabole; îl est facile de distinguer ceux qui, dans le numéro précédent, peuvent aussi se rapporter à cette courbe.
1. Trouver les coordonnées x et y de l'intersection des tangentes menées en (a/,/), (afyy)à la parabole y- =px.
Réponse. y^-L—^, """"p"
•l. Trouver le lieude V intersection de laperpendiculaire abaissée dufover sur une tangente avec le rayon vecteur mené du sommet au point de contact.
3. Les hauteurs du triangle formé par trois tangentes se cou^ pent sur la directrice ( * ).
(») Steocer, Annales de Gergonne, t. XIX, p. 69; - Walton, p. 119.
L'équatioQ d'une de 'ces hauteurs peut s'écrire (no32)
yy"-yy ( ^ yy"\ ^f-y t., y-^y^
ou, en divisant par^' — y^
p\ y y y' , py p^y-^y^y) __ ^
pi i
La symétrie de cette équation montre que les trois hauteurs se coupent sur la directrice à une distance de l'axe des x :
^_ '^yyy , y-^y-^y
4. Uaire du triangle formé par trois tangentes est la moitié de l'aire du triangle qui a pour sommets les points de contact ( ' ).
En substituant les coordonnées des sommets de ces deux triangles dans l'expression du numéro 36, on trouve, pour Faire du deuxième triangle,
et la moitié seulement de cette quantité pour l'aire du premier.
5. Trouver une expression du rayon du cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une parabole.
Le rayon R du cercle circonscrit au triangle ayant d, c,/ pour
def côtés et S pour aire, a pour valeur -jy ; d'ailleurs si d est la longueur de la corde qui joint les points ix',y), (af,y), et 6' l'angle que cette corde fait avec l'axe, on a évidemment rfsin6'=^— /*. On aura donc, en partant de l'expression de £ donnée dans l'Exercice précédent,
asine'sinO'sinO"''
On peut aussi exprimer ce rayon en fonction des cordes focales c'j (fy c" menées parallèlement aux côtés du triangle, puisque la lon-
(') Grbgohy, Cambridge Journal, t. If, p. i6; — Walton, p. iS?. Koir aussi Salmon, Leçons d'Algèbre supérieure, traduction française, n* 21, Ex. Xil-
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gueur de la corde focale c, faisant un angle 0 avec Taxe, est égale è
-r^ (n« i93, Ex. 2). On a ainsi sin*6 ^
Rî =
et il résulte du numéro 212 que </, d'y c^sont les paramètres des diamètres correspondant aux cordes qui forment le triangle.
6. Trouver lavaleur du rayon R du cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes à une parabole, en fonction des angles 6', 0*, 6" que ces tangentes font avec l'axe.
Réponse. R =
SsinÔ'sine'sinO'" On a aussi
p'iP'fP'^ étant les paramètres des diamètres qui passent par les points de contact (n»2i2).
7. Trouver l'angle çp compris entre les deux tangentes menées par le point {af,y)à la parabole ^* = 4 'war.
En procédant comme au numéro 92, on trouve, pour Téquation des tangentes menées par {af,y\
(y^ — imx')(jr* — imx) r= [jry ^ ^m{x -h x')]*f
et, par suite, pour l'équation des parallèles menées à ces tangentes par l'origine,
x'y^ — yxy -h mx^ = o,
ce qui donne (n<> 74), pour l'angle <p,
tango =
8. Trouver le lieu des sommets des angles 9 dont les côtés sont tangents à la parabole.
Réponse. y^ — ^mx'=(x-\-m,)'^X.9Xï^^. En mettant cette équation sous la forme
y* H- (ar — m)* = (a? -4- m)* séc«<p,
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on voit que l'hyperbole qu'elle représente (n*» 186) a même loyer et même directrice que la parabole^ et que son excentricité est égale à sécf.
9. Trouver le lieu des projections du foyer sur les normales.
La longueur de la perpendiculaire abaissée du foyer (m, o) sur la normale ^m{y — y)+y(a? — a/) = o a pour valeur
et si Ton désigne par d l'angle que cette perpendiculaire fait avec l'axe (no 212), on a
ine = 4/-^, cose = 4/^^;
on trouve ainsi^ pour l'équation polaire du lieu,
__ m cos6 ^^ sin«Ô '
et pour l'équation en coordonnées rectangulaires y^ = mx.
10. Trouver les coordonnées x et y de V intersection des normales menées aux points (a/,y ), {af^y") de la courbe.
Réponse.
On a aussi, en désignant par aet ^ l'intersection des tangentes correspondantes (Ex. 1),
11. Trouver les points de la courbe dont les normales passent par un point donné (a/, y).
En éliminant â? entre l'équation de la normale et celle de la courbe, on trouve, pour déterminer les ordonnées de ces points, l'équation
ajK' H- (/>* — 'ipa/)y =P^y, dont les trois racines vérifient la relation
il en résulte que la corde déteruiinée par deux de ces points fait, avec Taxe de la parabole, le même angle que la droite qui joint le troisième au sommet.
i2. Trouver le lieu de V intersection des normales menées aux ea:trémités des cordes guipassent par un point fixe {x^y y)-
Soient oc, ^ les coordonnées du pôle de Tune de ces cordes ; on a 3j^= 'im{x^'^ a), et en éliminant successivement a et p entre cette équation et celle de l'Exercice 10, on trouve, pour le lieu cherché, réquation
2[im(y—y)-hy{x — x^)]* = (4 ma/ — y*)(yy-4- aa/a: — \ma/ — aa/*),
qui représente une parabole dont l'axe est perpendiculaire à la polaire du point donné. Quand les cordes, au lieb'de passer par un point fîxe, sont parallèles à une droite fixe, le lieu se réduit aune ligne droite comme cela est, du reste, évident d'après l'Exercice il.
13. Trouver le lieu des intersections des normales qui se coupent ù. angle droit.
On a^ dans ce cas, % = — m, a? = 3w-f-— > y—?i y^ = m{x — 3 m).
14. Trouver le param,ètre p d'une parabole connaissant les longueurs a et b de deux tangentes, et l'angle a> qu'elles font entre elles.
Menons le diamètre correspondant à la corde de contact; le para-
mètre p' de ce diamètre est />' = ' — > et le paramètre principal est
r*sin*ô m'y*
car étant la distance de l'intersection des tangentes àla corde de contact. On a d'ailleurs
asy^ = a6sin(i) et i6jr* = a*-K6*-H2a6 cosco,
ct| par suite,
^"•^•^'"*" j (no 207).
(a* -h 6* H- 2a6 cosfi))*
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15. Démontrer, en partant de l'équation du cercle circonscrit au triangle formé par trois tangentes, que ce cercle passe par le
foyer.
Le cercle circonscrit à un triangle a pour équation (no 124)
Py sin A H- Y» sin B -h a^ sin C = o,
et le terme absolu, qu'on obtient en remplaçant les abréviations a. ... par leurs valeurs développées ajcosa -f-j^sina — /?,•■•, a pour expression
/)'/?" sin (p — Y)"^/^Vs'"(ï — a) -+-/>/?' sin (a — P).
Lorsque a représente une tangente à une parabole, et que le foyer esl
m, pris pour origine, on a (n® 219) j? = > et le terme absolu, qui
peut alors se mettre sous la forme
ô rsin(S — Y)cosa-hsin(Y — a)cosS-hsin(a — B)cosy],
cosacospcosY ^^ »/ \» / r \ r/ iJ
est identiquement nul.
16. Trouver le lieu de l'intersection des tangentes menées à la parabole, étant donné : i® le produit des sinus; 2® le produit des tangentes; S® la somme^ ou 4** Ict^ différence des cotangentes des angles que ces tangentes font avec l'axe.
i<^ Un' cercle; a<» une droite; 3^ une droite; 4^ une parabole.
228. Indiquons encore quelques problèmes pour terminer ce paragraphe.
Exercices.
1. L'hyperbole équilatère circonscrite à un triangle passe par l'intersection des hauteurs de ce triangle (*).
Prenons pour axes un côté du triangle et la hauteur correspondante. L'équation d'une conique, rencontrant les axes en quatre points déterminés, peut s'écrire (n^ 151, Ex. 1):
fxjx'a:' -\- ihxy -h XX'^» — |xp.'(X -h X')a7 — XX'( fx -h ^)y -+- XX' (ijx' = o,
(*) Briangron et Poncblbt; — Gergonnb, Annales, t. XI, p. 2o5: — Waltox, p. 283.
THÉORÈMES ET PROBLÈMES SUR LES SECTIONS CONIOVES. 36l
et elle représente une hyperbole équilatére lorsque, les axes étant
rectangulaires, on a X)/= — [i[jL'(no 174). Dans le cas actuel, les
trois segments X, X' et [a sont connus, et la condition XX' = — |x|i.'
permet de déterminer le quatrième segment fx'; l'hyperbole rencontre
XX' donc la hauteur au point fixe ^ = > qui est Tintersection des
trois hauteurs du triangle (n^ 32, Ex. 7).
2. Quel est le lieu des centres des hyperboles équilatères circonscrites à un triangle ?
Le cercle passant par les milieux des côtés (n<> 151, Ex. 3).
3. Trouver la condition pour que, par rapport à une conique donnée par l'équation générale, le pôle de l'axe des x soit sur l'axe des y, et réciproquement.
Réponse. hc =/g'
4. Trouver la condition pour que, dans une conique définie par l'équation générale (n» 133), l'une des asymptotes passe par l'origine.
Réponse. a/* — ^/gà -4- bg^ = o.
5. Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire, par rapport à une hyperbole équilatére (n® 99), passe par le centre de l'hyperbole (*).
Quand la condition de TExercice 3 est remplie, Féquation du cercle, passant par l'origine et par le pôle de chacun des axes, peut s'écrire
h{x^ ■+• 'jLxy cosfi) -'ry^)-\-fx -h gy = o.
ou bien
x{hx-^ by -h f) -^ y (ax -^^ hy -\- g) — («4-6 — a^cosco)^^ = o,
et cette équation est évidemment vérifiée par les coordonnées du rentre de la courbe si l'on a
a-H 6 = aAcosu),
(*) Briarcbon et Poncilet; — Gracoimi, Annales, t. XI. p. a lo; — Walton,
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c'est-à-dire quand la courbe directrice est une hyperbole équilatère (nM74,'l74).
Cette proposition n'est qu'un cas particulier du théorème suivant : Quand deux triangles sont autopolaires par rapport à une même conique, leurs six sommets sont situés, sur une même conique (no 375, Ex. 1).
6. Tout cercle passant par le centre d'une hyperbole équilatère et par deux points quelconques pa^se aussi par l'intersection des parallèles menées par chacun de ces deux points à la polaire de l'autre.
7. Trouver le lieu des intersections des tangentes qui interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante.
Prenons cette droite pour axe des x. Les racines de l'équation du second degré, obtenue en faisant ^ = o dans l'équation des tangentes menées par {x^,y) à une conique quelconque (n<» 92), représentent les segments comptés à partir de l'origine, que déterminent ces tangentes sur l'axe des x. En exprimant que la différence de ces racines est constante, on trouve l'équation du lieu, qui est en général du quatrième degré.
Quand la droite fixe est tangente à la conique, on a^> = oc; l'équation du lieu devient divisible par y^f et se réduit au deuxième degré.
On trouverait de même le lieu des intersections des tangentes, qui déterminent sur une droite ûxe et à partir d'un point donné, des segments dont la somme, le produit, etc., sont constants.
8. Trouver le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère.
Prenons des axes quelconques, et soit a?cosct-f-^sina— /) = o l'équation d'un des côtés du quadrilatère; soient, en outre, :r et ^ les coordonnées du centre de l'une des coniques, et 0 l'angle sous lequel l'axe des x rencontre le grand axe de cette conique. Dans ces conditions, l'angle compris entre ce grand axe et la perpendiculaire au côté du quadrilatère a pour valeur a — 6, et l'on a, d'après le numéro 178,
(j7Cosa-+-j'sina— /j)*= a' cos*(a — 0)h- 6*sin*(a — ô),
ou, en développant et remplaçant, pour abréger (n^SS),
a?cosa4-j^sina — p
par oe,
a* = ( rî^ CCS* 6-4-6* sin* 6 ) ces* a
2(a* — 6*) cosô sinô cosa sina H-(a' sin'ô -4- 6' cos*6) sin'a.
On obtient ainsi quatre équations, entre lesquelles on peut éliminer a', b*, 6, ou plutôt les trois quantités
a» cos« 6-4-6» sin» 6, ( a« — 6» ) cos 6 sin 6, a* sin» 64-6* cos* 6.
Le lieu est donc donné par Téquation
a* cos*a cosa sin a sin* a P* cos*p cos^sinp sin*p
Y* cos*Y cosY sin Y sin*Y §* cos*S cosS sin 8 sin*8
c'est-à-dire par
Aa«-!- Bp«-*- GY*-i- D8« = o,
Â, B, G et D étant des constantes. Cette équation, qui est en apparence du deuxième degré, est en réalité du premier. En effet, si, avant de développer le déterminant, on y remplace les quantités ^} P> ï) ^ P^r leurs expressions en x et y, on voit que les termes en X*, qui appartiennent aux éléments de la première colonne, ont respectivement cos»ot, cos*p, cos*y» cos'S, c'est-à-dire les éléments d'une autre colonne pour coefficients; et, par suite, que le terme en a?^ disparait dans le développement. Il en est de même* des termes en y* et en xy. Le lieu cherché est donc une ligne droite, et on peut le construire géométriquement, en observant que la polaire d'un point quelconque, par rapport à une des coniques, a pour équation
Attoc'-i- Bpp'-^ Gyy'-+- D88' = o,
et^ par conséquent, que la polaire de (a, p) passe par (y^ $)• D'ailleurs, quand une conique se réduit à une droite, par suite de l'évanouissement des termes du deuxième degré de son équation, la polaire d'un point quelconque est parallèle à cette droite, qui divise alors en deux parties égales la distance du point à sa polaire. Ge lieu cherché partage donc en deux parties égales les droites menées par les points (a, p) et (7, 8), (a, y) et (P, 8), (a, 8) et (p, y), c'est-à-dire les diagonales du quadrilatère 3Py8.
Réciproquement, si Ton se donne, sous une forme quelconque, les équations a = o, ... de quatre droites, l'équation de la droite qui passe par les milieux des diagonales du quadrilatère qu'elles forment peut s'obtenir en déterminant les constantes de la relation
Aaî-h Bp*-t- Gy«-+- D8« = o,
de telle sorte que cette équation représente une ligne droite.
La solution que nous venons de donner a été indiquée par M. P. Serret (1).
9. Trouver le lieu des centres des coniques inscrites dans un triangle, et dont les axes aetb vérifient la relation à^ -\-b^ = A:'.
Cette relation peut se mettre sous la forme
A-» = (a« cos«0 -h 6« sin«e)-+-(a« sin«e -h 6« cos'O)
et comme la première condition du problème fournit trois équations analogues à celles de l'Exercice précédent, on a, pour l'équation du lieu,
a* cos'a cosasina sin^a P' cos*p cos^sinp sin*p
Y* cos'y cosYsiuY sin*Y A:' I. o I
Cette équation, qu'on peut mettre sous la forme
Aa2 -h B pî -4- C Y^ -H D = o,
représente un cercle, comme il est facile de le voir, en suivant la même marche que dans l'Exercice précédent, et en observant que, dans le développement du déterminant, le terme en xy disparaît et que les termes en ar* et y^ ont même coefficient. Mais quand un cercle a pour équation Aa^H- Bp2_|_ Qy' = o, son centre est le point de concours des hauteurs du triangle a^Y» l^ lieu cherché, dont l'équation ne diffère de la précédente que par une constante, est donc (n^ 81) un cercle ayant pour centre le point de concours des hauteurs du triangle circonscrit aux coniques.
Quand les coniques sont des hyperboles équilatères, Ar' est nul, et on voit que l'on peut inscrire deux hyperboles de cette espèce dans un quadrilatère donné. Les centres de ces hyperboles se trouvent
(*) Nouçelles Annales de Mathématiques, 2" Série, t. IV, p. i45.
à rintersection de la droite joignant les milieux des diagonales, et de Tun quelconque des quatre cercles qui ont pour centres les points de concours des hauteurs de chacun des quatre triangles que Ton peut former avec les côtés du quadrilatère. Il en résulte que ces quatre cercles passent par deux points fixes, et, par suite (n^ 109), que les quatre points de concours des hauteurs appartiennent à une même droite, perpendiculaire à la ligne qui joint les milieux des diagonales (n» 268, Ex. 2).
10. Trouver le lieu de l'un ou de Vautre des foyers des coniques circonscrites à un quadrilatère.
La distance p d'un des sommets (^x\y) du quadrilatère à l'un des foyers a pour expression (n» 186)
p = Aar'-hBy-hC,
et, en éliminant A, B et G entre cette équation et les trois équations analogues fournies par les autres sommets, on obtient l'équation
qui peut se mettre sous la forme
Ip -h /?ip'+ np'-^pp' = o,
en développant le déterminant du premier membre. Il est d'ailleurs facile de voir, en examinant (n<^ 36) la signification géométrique des coefficients /, m, n et /?, que cette équation n'est que l'expression du théorème de Môbius
OA.BGD H- OG.ABD = OB.AGD + OD.ABG,
sur les distances OA, OB,..., du foyer O d'une conique aux sommets A, B, G, D d'un quadrilatère inscrit, et sur les aires BGD,... des triangles que l'on peut former avec ces sommets (n® 94). Il en résulte que
et que l'équation du lieu, que l'on obtient en substituant à p, p', .••)
leurs valeurs ^(x — a?')» h- (y —y)*, • • • , et en faisant disparaître les radicaux, est en réalité du sixième degré et non du huitième, comme
on pourrait le croire. Pour faire disparaître les radicaux, en donnant à chaque radical le double signe, il suffit, en effet, de faire le produit des huit facteurs l p dz mp' dz np' ±: p p' ; le terme contenant x et > à la plus haute puissance s'obtiendra en multipliant (jr>+jS)^par le produit des huit facteurs Idzmdzn dzp, et il s'annulera, puisque ce produit sera lui-même nui en raison de la relation
Lorsque les sommets du quadrilatère sont sur un cercle, le iien se décompose en deux autres, qui sont respectivement du troisième degré, ainsi que Tont fait voir MM. Sylvester et Burnside.
On a en effet, d'après le théorème de Feuerbach (n<» 9i),
/pî -î- mp'- -^ np'- -hjDp'^ = o;
ou, en observant que /-t-m-h/i-h/^ =o,
(/4-m)(/p2-f-mp'*) = (/n-y?)(/ip'*-f./>p''2),
et, si l'on retranche cette expression de la relation obtenue ci-dessus et mise sous la forme
(/p-+-/np')« = (np'-+-^p')«,
on obtient l'équation
qui se décompose évidemment en deux facteurs. En combinant chacun de ces facteurs avec la relation Ip -h mp' -^ np' -^pp' = o, on arrive à un résultat de la forme Xp -h [xp' -f- vp' = o, où X -f- jx -i- V = o, et qui représente une courbe du troisième degré.
§ II. — De l'angle excentrique (*).
229. L'emploi d'une seule variable au lieu de deux coordonnées x^ et y, pour définir la position d'un point sur une courbe, est toujours avantageux lorsqu'il est possible; aussi, dans la discussion de certaines propriétés de l'ellipse, substi-
(*) L'emploi de cet angle a été indiqué par M. O'Brien {Cambridge, MathematiccU Journal^ t. IV, p. 99 ).
tuerons-nous aux coordonnées courantes x' et y' les expres-
sions
ar'nzacosç, y^ôsinç,
analogues à celles dont nous avons fait usage dans le cas du cercle (n® 102). Ces substitutions sont évidemment compatibles avec l'équation
La signification géométrique de l'angle 9 se rattache au mode de construction du numéro 163, qui consiste à tracer l'ellipse, en contractant, dans le rapport de a à 6, toutes les ordonnées QL {Jig' 81) du cercle décrit sur le grand axe AA' comme diamètre. L'angle 9, correspondant au point P de Feilipse ayant même abscisse x^ = CL que le point Q du
cercle, est précisément égal à l'angle QCL formé en joignant le centre C au point Q. On a, en effet,
CL = CQ cos QCL = a cos QCL, QL = a sin QCL,
et, par suite,
a:'r=acosQCL, /=-QL — 6cosQCL.
Si l'on mène par le point P une parallèle PN au
rayon CQ, on a
PM:GQ::PL:QL::6:a,
ce qui donne PM = 6, puisque CQ = a, PM = 6 ; et comme PN = a, il en résulte que, si Von mène par le point P d'une ellipse une droite PN, de telle sorte que la longueur de cette droite, limitée au petit axe, soit égale à a, la portion de cette droite comprise entre le point V et le grand axe sera égale à b.
En prolongeant l'ordonnée PQ jusqu'en Q', où elle rencontre le cercle une deuxième fois, on démontrerait de même que la parallèle PN' menée au rayon CQ' par le point P est divisée en ce point en deux segments de longueur <^onstante a et b. Donc, si les extrémités M et N d'une droite MN de longueur constante glissent sur les côtés d'un angle droit, un point quelconque P de cette droite décrit une ellipse ayant pour axes MP et NP (n*» 49, Ex. 12).
On a construit sur ce principe un compas elliptique qui permet de décrire une ellipse d^un mouvement continua. Cet instrument se compose de deux règles CAetCD, disposées à angle droit, et d'une règle mobile de longueur constante MN, dont les extrémités peuvent glisser le long des règles fixes : un crayon est adapté à la règle mobile. Quand on fait mouvoir cette règle, le crayon décrit une ellipse, à moins qu'il ne se trouve au milieu de MN, auquel cas, il décrit un cercle (').
231. L'emploi de l'angle 9 fournit un moyen très simple de construire géométriquement le diamètre conjugué d'un diamètre donné.
Si l'on observe qu'on a en général
tango =*^ = -«^aï»g?> (*) O'Bribn, Coordinate Geometry, p. 11 a.
la relation (n** 170)
devient
et donne
tango tangO' =
lang<ptang9'i= — i,
Pour construire le diamètre conjugué P'C du diamètre CP {Jig- 82), on peut donc procéder comme il suit : prolonger
Fig. 82.
l'ordonnée PM du point P jusqu'à sa rencontre Q avec le cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse comme diamètre; joindre QC, et mener le rayon CQ' perpendiculaire à CQ ; l'ordonnée Q'M' coupera Tellipse au point P', extrémité du diamètre cherché.
En partant de cette construction, on retrouve facilement les expressions données au numéro 172 pour les coordonnées x^ et y de P'. On a. en effet,
cos'i' = sin<p, sino'^r — cos«p,
par suite,
et il résulte de ces valeurs que les triangles PCM, P'CM'sont équivalents.
S. — Géom. à deux dim. , a4
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Exercices.
1. Exprimer les longueurs de deux diamètres conjugués en fonction de V angle cp.
Réponse, a'* = a* cos'cp -f- 6* sin*^ , 6'* = a* sin^îp -i- 6' cos'o.
2. Trouver l'équation d'une corde en fonction des coordonnées ^ et f^' de ses extrémités (n® 102).
|cos|(ç-4-9')-h|sini(©.ho') = cos|(o-?').
3. Trouver l'équation de la tangente en fonction de la coordonnée 9 du point de contact.
Réponse. -coso^-*^sinïp = i.
4. Exprimer la longueur D de la corde qui joint les points s et ^. On a successivement
D* = a*(cosa — cosP)*-f- 6'(sina — sin^}»,
D =2sin|(x— p)[a«sin4(a-^?)-«-6'cos«i(a-^3)J2f
ou, en représentant par b' la longueur du demi-diamétre parallèle à la corde,
D=:a6'sini(a— ?);
cette dernière expression ^'obtient en observant que la quantité qui se trouve entre parenthèses dans l'expression précédente représente le demi - diamètre conjugué de celui qui passe par
le point|-(aH- p)(Ex. 1); et que la tangente menéeaupoint|(a-}- ,3) est parallèle à la corde passant par les points a et ^ (Ex. 2 et 3).
5. Trouver l'aire S du triangle formé par les trois points (t, p, ^f. On a, d'après le numéro 36,
aS = a6[sin(a — - P)-i- 8in(P — Y)-^ sin(Y — a)]
= aé»[!isini(a~-!3)cos{(a-?)— 2sin^{a-~P)cosi(aH-?-2Y)î = 4a6sin{(a^.3)sin|(P^7)sinl(Y-a),
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et enfin
S = lab sin-^( 2 — ?) sin{( ? — 7) sin|(Y — a).
6. Vaire de tout triangle inscrit, dont les médianes ont pour point de concours le centre de la courbe, est constante.
7. Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle formé par les trois points a, pet y.
Soient d, e,f les côtés et £ Tair de ce triangle, on a
defb'b'b' 42 "" ab '
b\ b'j b' étant les demi-diamètres parallèles aux côtés du triangle : si Ton désigne par c', c'y c"" les cordes menées par le foyer parallèlement à ces côtés, on a aussi (n^ 227, Ex. 5)
8. Trouver l'équation du cercle circonscrit à ce triangle. Réponse.
x^+y^ ^^ cos|(a-h p)cos|(PH- y)cos^(YH- a)
^(^'~^')7sin.l(a-h3)sin|(p-f-Y)sinl(Y-f-«) = }(a«-l-6«) — -J(a«--6«)[cos(a-i-?)H-cos(P-hY)-i-cos(Y4-a)l.
Laire du triangle formé par trois tangentes est (n
a6tang|(a— ?)tangi(P — Y)tangi y - -•)•
10. Vaire du triangle form,é par trois normales a pour expression
^ tang| ( « - P) tang (p - y) tangi(Y - a) X [sin(p-4- Y)H-sin(YH-a)H-sin(3H- p)]2.
(*) Mac CtJLLAGH, Dublin Exam. Papers, i836, p. 2a.
Les trois normales se coupent donc en un même point lorscpi'on a
sin(p-4- y)-4- sinCy-H a)-4- sin(a-H P) = o. (M. Bdrkside. )
11. On prolonge l'ordonnée MP d'un point quelconque P d'une ellipse jusqu'à sa rencontre Q at^ec le cercle décrit sur le grand axe comme diam,ètre<, puis on joint le point Q au centre G du cercle, et le point P au foyer F de l'ellipse; trouver le lieu de l'intersection 0 du rayon vecteur FP avec le rayon GQ.
Prenons le centre G du cercle pour origine, et soient a/, y le« coordonnées du point P (Jig. 83), a? et y celles du point O, ç Tanglr
QCM. Les triangles semblables FON, FPM donnent
y y b sin cp
a7-+-c rp'-hc a(e-Hcoso)
et en remplaçant, dans cette relation, a? et^ par p cos«p et p sintp, on obtient pour l'équation polaire du lieu
c-hpcos<p a(e-t-cos<p)
ou
bc
^ "" c-\-{a — 6)cos<p
Le lieu cherché est donc une ellipse (n© 193) ayant G et F pour
foyers.
12. Trouver le heu de l'intersection du rayon GQ apec la nor^ maie en P.
La normale a pour équation (n® 180)
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OU, en observant que a/= a cosç et que^' = b sin<p,
ax _h^_.,
coscp sincp
et il suffit de remplacer dans cette dernière expression â? ety pa p cos(p et p sincp pour obtenir Téquation du lieu,
(a — 6)p = c* ou p = a-f-6;
c'est réquation d*un cercle concentrique à l'ellipse et de rayon a + 6.
Démontrer que
tanglPFG = l/f=^ tangicp.
14. Par le sommet d'une ellipse, on mène un rayon vecteur à un point {s/, y) de la courbe, et par le centre une parallèle à ce rayon vecteur ; trouver le lieu de l'intersection de cette parallèle avec la tangente en (se', y),
La tangente de Tangle que le rayon vecteur fait avec l'axe étant
égale à -— — j la parallèle menée par le centre a pour équation
y y 6sincp _ b i — cos<p
a;"* a:'-+-a~" a(i-h coscp) ~~ a sin<p
ou bien
"y OP ûP
•^^sinçH — cosç = -• b ^ a ^ a
Le lieu de l'intersection de cette droite avec la tangente
V sino -\ — C0S9 ^ i b ^ a ^
est évidemment - = i, c'est-à-dire la tangente menée par le somme
opposé à celui d'où part le rayon vecteur.
On trouverait de la même manière le lieu de cette intersection lorsque le rayon vecteur est mené non plus par le sommet, mais par un point quelconque de la courbe; il suffit pour cela de remplacer, dans ce qui précède, a et 6 par a' et b\ Le lieu est alors la tangeote menée par le point diamétralement opposé à celui par lequel passent les rayons vecteurs.
15. Trouver la longueur de la corde d'une ellipse, menée tan-
gentiellement à V ellipse confocale, ayant /a* — A*, /ô* — h^pour demi-axes.
La condition pour que la corde joignant les points a et ^ de la première ellipse soit tangente à l'ellipse confocale peut s'écrire (no 169, Ex. 1)
^!^cos4(flc-f-P)+^^^sin«i(a-i-P) = cos4(a«P), ou
sin4(a-P) = ^[6*cos4(a-i-P) + a«sin|(a-4-p)],
et devient, en représentant par b' le demi-diamètre parallèle à la
corde (Ex. 4),
sin|(a-P)=^*'.
On en déduit, pour la longueur cherchée,
26'sin^(a— p) = — j--' (M. BiTAKsmE.)
Ce résultat permet d'étendre aux cordes tangentes à des coniqaes confocalcs plusieurs théorèmes relatifs aux cordes menées par le foyer. Il fournit également une démonstration immédiate du théorème énoncé au numéro 226 (Ex. 13), en indiquant que les cordes OR — OR', OS — OS' sont entre elles dans le même rapport que les carrés des diamètres qui leur sont parallèles, et, par suite (n«149), dans le même rapport que les rectangles OR. OR' et OS. OS'.
232. La méthode que nous avons exposée dans les numéros précédents ne s'applique pas à l'hyperbole ; cependant on peut poser, lorsqu'il s'agit de cette dernière courbe,
a;' =ia séc«p, y ^=b tangcp, puisque
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L'angle 9 est l'angle QCM(/î^. 84), sous lequel on voit
Fig. 84.
du centre C la tangente MQ menée par le pied M de l'ordonnée du point P, ou {x\y)^ au cercle décrit sur l'axe iransverse comme diamètre ; on a, en effet,
CMz=a:'==CQsécQCM;
on a également QM = a tangç, et comme PM =y = b tangç^ il en résulte que la tangente menée, par le pied de l'ordonnée d'un point de l'hyperbole, au cercle décrit sur l'axe transverse comme diamètre, est dans un rapport constant avec cette ordonnée.
Pour représenter un point {acf^y) de l'hyperbole conjuguée
on peut faire de même
j"^: ftséccp', d?" = a tangç'.
La relation à laquelle doivent satisfaire les angles 9 et 9', pour que les points (^',^'), (a?',/") soient les extrémités (n° 16G) de deux diamètres conjugués, s'obtient en exprimant, à l'aide de 9 et de 9', les angles 8 et ô' que les diamètres aboutissant en {00! ^y') et (^',^''") font avec l'axe des a?. On a successivement
tango m -^ =: - smç,
Ung6' =^ — - -. — .; " ocr a sm9^'
et, en portant ces valeurs dans la relation du n^ 170,
tangO tango' = — ,> elle devient
ou plus simplement
sincp = sln^\
(M. TtlRKUl.]
§ III. — De LA SIMILITUDE DANS LES SECTIONS CONIQUES.
233. Deux figures sont semblables et semblablement placées^ ou homothétiques (Jig. 85), lorsque les rayons vec-
teurs OP, OQ, menés dans la première par un point O, sont dans un rapport constant avec les rayons vecteurs parallèles opj oq menés dans la seconde par un point o. Quand il existe deux points O et o jouissant de cette propriété, il y en a une infinité. Prenons, en efiet, dans la première figure un point quelconque C, et joignons OC; dans la seconde figure, menons oc parallèle à OC, de telle sorte que le rapport oc : OC soit égal au rapport constant op : OP; les triangles POC, poc sont semblables; par suite, cp est parallèle à CP, et le rapport de cp à CP est égal au rapport constant op : OP. On prouverait de même que tout autre rayon vecteur passant par c est proportionnel au rayon vecteur parallèle mené par C.
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Lorsque deux coniques à centre sont homotkétiques, tous les diamètres de Tune sont proportionnels aux diamètres de l'autre, puisque les rectangles OP.OQ et op.oq sont pro- . portionnels aux carrés des diamètres parallèles aux cordes PQet/>5r(nM49).
234. Trouver la condition pour que deux coniques représentées par des équations générales soient homothétiques.
Le carré d'un demi-diamètre quelconque de Tune des coniques s'obtient, ainsi qu'on peut le voir par une transformation de coordonnées (n® 152), en divisant une constante par la quantité
acos'Ô4- 2Acosôsinô -h ôsin'ô,
où 6 représente l'angle compris entre ce diamètre et l'axe des x] le carré du demi-diamètre qui lui est parallèle dans l'autre conique s'obtient de même, en divisant une constante par la quantité
a'cos'ô-i- 2Acos6sinô-i- ô'sin'Ô.
Le rapport de ces^diamètres ne peut donc être constant, ou indépendant de 0, que si l'on a
Il en résulte que deux coniques sont homothétiques lorsque les coefficients des termes du deuxième degré de leurs équations sont égaux ou proportionnels.
235. Les axes de deux coniques homothétiques sont parallèles, puisque le plus grand et le plus petit diamètre de l'une doivent être respectivement parallèles au plus grand et au plus petit diamètre de l'autre.
Quand un diamètre de i^une de ces coniques devient infini, il en est de même du diamètre parallèle de Tautre ; ainsi les asymptotes de deux hyperboles homothéliques sont parallèles. Cela résulte aussi du théorème démontré au numéro précédent, puisque (n® i ) les directions des asymptotes sont déterminées par l'ensemble des termes du deuxième degré de Péquation de la courbe.
Les coniques semblables ont même excentricité, puisqu'on a évidemment
on peut donc considérer les coniques semblables et semblablement placées comme des coniques de même excentricité, ayant leurs axes parallèles.
Lorsque deux hyperboles ont leurs asymptotes parallèles, elles sont homothétiques. Elles ont, en effet, leurs axes parallèles, puisque les axes d'une hyperbole sont dirigés suivant les bissectrices des angles formés par les asymptotes (n® 155); et, tie plus, elles ont même excentricité, puisque l'excentricilé d'une hyperbole ne dépend que de l'angle compris entre ses asymptotes (n®i67).
236. Toutes les paraboles ayant même excentricité (e = i)< il suilGt, pour que deux paraboles soient homothétiques, qu'elles aient leurs axes parallèles. On arrive, du reste, a la même conclusion en observant que l'équation d'une parabole rapportée à son sommet y'=px peut se mettre sous la forme
/?cos6
P~ sin-O '
et, par suite, que les rayons vecteurs petp', correspondant à un même angle 0, et se rapportant à deux paraboles dont les
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axes sont parallèles, sont entre eux dans le rapport constant de p kp.
Exercices.
1. Par un point fixe O on mène des rayons vecteurs à une conique, et sur chaque rayon vecteur OP on prend une longueur OQ proportionnelle à OP; trouver le lieu des points Q.
Il suffit de remplacer p par /np dans l'équatioD de la conique pour obtenir l'équation du lieu, qui est une conique homothétique à la première.
Le point O s'appelle le centre de similitude des deux coniques : c'est évidemment (noll5) le point d'intersection des tangentes communes aux deux coniques, puisque, les deux rayons vecteurs infiniment voisins OP, OP menés à la première devenant égaux, il doit en être de même des deux rayons vecteurs correspondants OQ, OQ' menés à la seconde.
2. Par le centre de similitude de deux coniques homothétiques^ on mène deux rayons vecteurs; démontrer que les cordes qui joignent les extrémités de ces rayons vecteurs sont parallèles ou se rencontrent sur la corde d'intersection des deux coniques.
Ce théorème se démontre comme celui du numéro 116.
3. Les six centres de similitude de trois coniques homothétiques sont situés trois par trois sur une même droite
4. Les segments que deux coniques homothétiques et concentriques interceptent sur une sécante quelconque sont égaux.
Toute corde menée dans la conique extérieure, tangentiellement à la conique intérieure, est divisée au point de contact en deux parties égales.
Ces théorèmes peuventse démontrer comme ceux des numéros 196 et 197, qui n'en sont qu'un cas particulier. Les asymptotes d'une hyperbole peuvent, en effet, être considérées comme une conique semblable à l'hyperbole, puisqu'elles ont pour équation l'ensemble des termes du deuxième degré de l'équation de l'hyperbole.
5. On donne deux ellipses homothétiques et concentriques ; par un point quelconque P de r ellipse intérieure, on mène à cette ellipse une tangente qui rencontre F ellipse extérieure en T etT',
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démontrer que toute corde menée dans l'ellipse intérieure par le point P est égale à la demi-somme des cordes de l'ellipse exté' rieure qui lui sont parallèles et qui passent par les points T et T.
237. Deux figures sont semblables, mais non semblablement placées, lorsque les rayons vecteurs proportionnels, au lieu d'être parallèles, font entre eux. un angle constant 0, de telle sorte que, en faisant tourner l'une des deux figures de l'angle 0, on obtienne deux figures homothétiques.
Trouver la condition pour que deux coniques représentées par des équations générales du second degré soient semblables, quoique non semblablement placées.
Pour trouver cette condition, il suffit de rapporter la première conique à un nouveau système d'axes faisant un angleO avec le premier, et de voir si l'on peut trouver une valeur de 6 qui rende les nouveaux coefGcients a. A, b de cette équation proportionnels aux coefficients a', A', 6' de la seconde, c'est-à-dire égaux à ma\ mh'^ niV ,
Lorsque les axes primitifs sont rectangulaires et qu'on transforme les coordonnées, les quantités a -h 6, ab — A* ne changent pas (n® 157); on a alors
a -h b=:m{a' -h 6'), ab-'/r = m^a'b'-'h'^);
ce qui donne, pour la condition cherchée,
ab — A« _a'b'— h'^ (a4-&)*~ {a'-\-b'Y'
En se basant sur le théorème du numéro 158, on trouverait de même, dans le cas des axes obliques,
ab — A« a' b' — h'-
(a-i- 6 — iAcosd))* (a' -\- b' — 2A'cosa))- Cette condition exprime (n"* 74, 154) que l'angle compris
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entre les asymptotes, réelles ou imaginaires, de chacune de ces coniques est le même pour l'une et l'autre conique.
§ IV. — Du CONTACT DES SECTIONS CONIQUES.
238. Deux courbes de degré m et n se coupent en mn points, puisque l'équation à une seule variable que l'on obtient en éliminant x ony entre les équations de ces courbes est en général de degré mn. Cette équation est quelquefois d'un degré moindre, lorsque, dans l'élimination, un ou plusieurs des termes renfermant l'inconnue à ses plus hautes puissances viennent à disparaître ; mais alors un ou plusieurs points d'intersection se trouvent à l'infini (n® 13S), et, en tenant compte de ces points, ainsi que des points imaginaires, on peut toujours considérer les courbes comme se rencontrant en mn points. Il en résulte que deux coniques se coupent toujours en quatre points , et, comme on peut joindre quatre points i , 2, 3, 4 par six droites 1 2, 34 ; 1 3, 24 ; i4, 23, il s'ensuit que deux coniques ont toujours trois couples de cordes d'intersection.
Nous examinerons d'abord le cas où plusieurs points d'intersection des deux coniques viennent à coïncider, et nous renverrons au Chapitre suivant l'étude des particularités que présentent les coniques qui ont des points d'intersection à l'infini.
239. Lorsque deux des points d'intersection coïncident, les coniques se touchent en ayant pour tangente commune la droite menée par ces deux points, et se rencontrent en deux autres points L, M [Jig^ 86 (a)], réels ou imaginaires, mais distincts du point de contact T. Les coniques ont alors un contact du premier ordre. Lorsque trois des points d'intersection coïncident en T, les coniques ont un contact du second ordre et sont dites osculatrices ; elles ne peuvent
alors se couper qu en un seul autre point L \^fig' 86 (6)]. Enfin, si leurs quatre points d'intersection coïncident en T, elles ont un contact du troisième ordre [yÏ5'-86(c)]; t,
Fig. 86.
comme elles ne peuvent se couper qu'en quatre points, c'est là l'ordre de contact le plus élevé qu'elles puissent avoir. Considérons, par exemple, les deux coniques
ax -I- ihxy -f- by^ -t- 2gx •^- o, dx -h 2 Kxy-\- Vy^ -i- i^x =^ o;
ces coniques passent par l'origine, sont tangentes (n**144) à l'axe des y^ et l'équation
x[{ab' — a' b)x -h 2{hb' — h' b)y -h 2{gb' -- g" b)]-o
représente (n* 181, Ex. 2) la figure passant par leurs quatre points d'intersection. Le premier facteur correspond à la langenle commune, autrement dit à la droite déterminée par les deux points d'intersection qui coïncident; le second, à la droite LM menée par les deux autres points.
Lorsque gb' = g^b^ la droite LM passe par l'origine, et les coniques ont un contact du second ordre. Quand on a, en outre, hb' := h'bj la droite LM, dont l'équation se réduit à X = o, coïncide avec la tangente, et les coniques ont un contact du troisième ordre. Dans ce dernier cas, les équations des coniques peuvent se mettre sous la forme
ax'-\~2hxy-{- 6j* H- 2^0:^0, d x- -i- 2 kxy -hby^ -^ 2^a:— 0,
et ne diffèrent que par le coefficient de x^.
240. Deax coniques ont an double contact lorsque leurs quatre points d'intersection coïncident deux à deux. La condition pour que les deux coniques du numéro précédent, qui passent par l'origine et sont tangentes à Taxe des y^ se touchent en un deuxième point, s'obtiendra en exprimant que la droite LM leur est tangente, ou, plus simplement, que les droites joignant l'origine aux deux autres points d'intersection coïncident. En retranchant l'une de l'autre les équations des coniques, après les avoir multipliées respectivement par g et ^, il vient, pour Péquation de ces deux droites,
{ag — a' g)x^ -^ 2{hg' — h' g)xy ^ {bg^ — b* g)y^^ o. et ces deux droites coïncident lorsqu'on a
{ag' --a! g){bg' -^ b' g) .-^{hg' ^ h' gy-,
241. Nous avons vu (n® 133) qu'une conique peut être assujettie à cinq conditions ; on peut donc toujours tracer une conique tangente à une conique donnée et satisfaisant de plas à trois autres conditions ; toutefois ces trois conditions se réduisent à deux quand le contact est du deuxième ordre, et à une seule s'il est du troisième. Ainsi, en particulier, on peut toujours construire une parabole ayant, à l'origine, un contact du troisième ordre, avec la conique
puisqu'il suffit, pour obtenir l'équation de celte parabole (n** 239), de remplacer dans cette dernière équation a para', a! étant déterminé par la relation db=^h^»
Pour que l'équation du second degré représente un cercle, il faut qu'elle remplisse deux conditions; il n'est donc pas possible, en général, de construire un cercle ayant un contact du troisième ordre avec une conique donnée, autrement dit, on ne peut assujettir à passer par quatre points un cercle
qui est complètement déterminé par trois points ; mais il est facile de trouver Téquation du cercle passant par trois points consécutifs d'une conique, c'est-à-dire ayant avec elle un contact du deuxième ordre. En exprimant, en effet, qiu l'équation de la conique (n*> 239)
ax^ -h 'ihxy -h by- -h2gx — o,
et que Téquation du cercle (n*84, Ex. 3)
X' 4- 2a?7 cosoj 4- 7* — 2 ra: sinw =r o,
qui lui est tangent à l'origine, satisfont à la condition gl/ z= g'b, trouvéau numéro 239, on obtient, pour déterminer le cercle ayant un contact de deuxième ordre avec la conique,
g = — résina), et, par suite,
6sin(o
On a donné à ce cercle le nom de cercle osculateur ou de cercle de courbure; son rayon r est le rayon de courbure de la conique au point T.
242. Trouver le rayon de courbure en un point P d'une conique à centre.
(') Dans les problèmes suivants, nous déterminerons la grandeur du rayon de courbure r, sans nous préoccuper de son signe, qui indique, d'après l'usage adopté, la direction suivant laquelle ce rayon doit être mesure, et celle des équations
a?'-haa?^cosci) -h^'qi2ra?sin«i) = o,
qu'il convient d'altribuer au cercle osculateur. On doit prendre le signe supérieur quand le centre est dans la direction positive de Taxe des â? cl !c signe inférieur dans le cas contraire. La formule du texte donne pourr une valeur positive ou négative, suivant que la conique est concave on ronvcxe Ters leè x positifs.
Soit
l'équation de la conique rapportée au diamètre du point P et à son conjugué ; pour appliquer les formules du numéro précédent, qui supposent la courbe tangente à l'axe des y^ il faut transporter les axes parallèlement à eux-mêmes au point P, ce qui revient à remplacer x par a: -\- a^ dans l'équation précédente. L'équation de la conique est alors
"ZT* ' Â7* "•" "irr — ^> a - O' a
et on a pour le rayon cherché
a sin 0)
OU, en observant que le dénominateur a'sino) représente la distance p du centre à la tangente,
r=^y et r = ^ (nol75).
p ab ^
Si l'on représente par N {fig* 87) la longueur PN de
Fig. 87.
la normale en P, par ^ l'angle FPN compris entre la normale et le rayon vecteur FP issu du foyer, on a
Nrz:— (nol81), 005^1.=: 1^ (nM88), s. — Geom, à deux dim. 26
et, par suite,
COS*i)/
On peut donc trouver le centre C et le rayon PC de courbure en élevant sur la normale PN, au point N où elle rencontre le grand axe, une perpendiculaire NQ qui coupe en Q le rayon vecteur FP issu du foyer; le centre de courbure C se trouve sur la perpendiculaire QG élevée en Q au rayon vecteur FP, et PC représente le rayon de courbure.
244. On peut encore construire le centre de courbure en s'appuyant sur la proposition suivante : Les cordes d'intersection d'un cercle et d'une conique sont également inclinées 5wr fe^ranrfûwcerfe /a co/iilgrwe. Cette proposition n'estdureste qu'une extension du théorème : Dans un cercle, les rectangles construits sur les segments de deux cordes qui se coupent sont égaux ; il résulte, en effet, de cette égalité, que les diamètres de la conique, menés parallèlement aux cordes d^intersection, sont égaux (n® 149), et, par suite, que ces diamètres sont également inclinés sur le grand axe de la conique ( n^l62). Dans le cas du cercle de courbure, la tangente en T (,//^.866) est une des cordes d'intersection, et la ligne TL est Tautre; il sufBt donc, pour déterminer le point L, de mener par T une droite TL faisant avec l'axe le même angle que la tangente. Le cercle de courbure est ainsi déterminé pair I^^ points L et T et par la tangente en T.
Cette construction fait voir, en outre, que le cercle oscula-
teur mené à l'un des sommets a un contact de troisième ordre
avec la conique.
Exercices.
1. Former, en se serçant de la notation de V angle excentrique, la condition pour que les quatre points a, p, y? ^ d'une conique appartiennent à un même cercle (*).
C) JoACHiiisTAL, C relie, t. XXXVI, p. 96.
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Les cordes ap et f^ ont pour équations
-cos{(a-f-?)-f-'^sinl(a-HP) = cos|(a~-3),
îco8i(Y-+-3) + -J»ini(Y + 8)=cosA(Y-8),
et comme elles sont également inclinées sur l'axe de la conique, on a
tang|(a-H 3) H- tang{(Y-f- o) = o,
d'où
«-4-^-^-^ + 0 = 0, ou a-h 3h- Y-+- 3 = 2/nTB.
2. Trouver les coordonnées 8, X e^ Y dupoint où le cercle osculateur en{x\y) rencontre de nouveau la conique.
On a dans ce cas et, par suite,
3. Quand les trois normales menées par les points a, p, y concourent en un même point, la quatrième normale, menée à la courbe par ce dernier point, rencontre la courbe en un point 8,
tel que
aH-P-t-'Y-*-5 = (2/n-h i)tïj.
4. Trouver V équation de la corde de courbure TL {fig. 866). Réponse. — cosa — "^sina = cosaa.
5. Sur toute conique il existe trois points dont les cercles osculateurs passent par un point donné de la courbe; ces points appartiennent à un cercle qui passe par le point donné, et forment un triangle dont les médianes se coupent au centre de la conique {^),
Soit 8 le point donné. Pour déterminer le point de contact a du cercle osculateur qui rencontre la conique en 8, on aura, d'après
(') SrimBR, C relie f t. XXXII, p. 3oo; ~ Joachiiibtal, C relie, t. XXVI, p. 95.
l'Exercice 2|a = — ^; et comme le sinus elle cosinus d'un angle 3
ne changent pas lorsque cet angle augmente de 36o<*y on pourra aussi
bien prendre a = — ^ h- 120°, a = — ^ -h 240» que œ = — -; ces
trois points et le point 8 sont d'ailleurs (Ex. 1) sur un même cercle.
Les équations du troisième degré, qui servent (Ex. 2) à déterminer les coordonnées af eiy des points de contact en fonction des coordonnées X et Y du point h, n'ont pas de second terme ; il en résulte que la somme des trois valeurs de af est nulle, ainsi que celle des trois valeurs de^', et par suite (n<>7| Ex. 4), que l'origine se confond avec le point de concours des médianes du triangle formé par les trois points. Il est d'ailleurs facile de voir que, lorsque le point de concours des médianes d'un triangle inscrit dans une conique coïncide avec le centre de cette conique, les normales menées par les sommets du triangle sont les hauteurs du triangle^ et par suite se coupent en un même point.
Trouver le rayon de courbure de la parabole
L'équation de la parabole, rapportée à une tangente et au diamètre qui lui correspond, étant y'=p^Xy on a (n'241) pour le rayon de courbure
2 smO
6 représentant l'angle formé par les axes. L'expression trouvée
plus haut — j— pour les coniques à centre s'applique également à la parabole, ainsi que la construction qui s'en déduit, puisqu'on a
Ni=J-/?'sinô (n~ 212,213), et 4^ = 90» — 6 (n»217).
Exercices.
1. Dans toutes les sections coniques, le rayon de courbure est égal au cube de la normale, divisé par le carré du demirparamètre.
2. Exprimer le rayon de courbure d^une ellipse en fonction de V angle que la normale fait avec Vaxe.
3. Trous?er la longueur des cordes du cercle osculateur qui passent: 1^ par le centre ; 2P par le foyer d'une conique à centre.
Réponse. !<» — j-\ 79 •
4. La corde focale de courbure (*) d'une conique est égale à la corde de la conique menée par le foyer parallèlement à la tangente au point d'osculation.
5. Dans la parabole, la corde focale de courbure est égale au paramètre du diamètre passant par le point d'osculation.
246. Tromper les coordonnées x et y du centre de courbure d*une conique à centre.
L'ordonnée s'obtient évidemment en retranchant de l'ordonnée du point d'osculation [od^y) la projection du rayon de courbure sur l'axe desj^, ou, ce qui revient au même, le
6" r' produit du rayon de courbure — par "^ > puisque le rapport
de ce rayon à sa projection sur l'axe des y est le même que celui de la normale N à l'ordonnée^'. On a ainsi
et cette expression se réduit à
en observant que — '-^ = / et que b'^ = 6^ _t- j-^y'^' On trouverait de même
(•) C'est-à-dire la corde du cercle osculateur passant par le foyer et par le point d'osculation.
Sgo CHAPITRE XIII.
Nous serions arrivés au même résultat en partant de Féquation de TExercice 8 du numéro 231, et en y faisant
On peut encore trouver ces coordonnées en observant que le centre du cercle circonscrit à un triangle est le point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés. Le cercle osculateur est circonscrit au triangle formé par trois points consécutifs de la courbe ; deux des côtés de ce triangle sont les tangentes consécutives, les perpendiculaires élevées en leurs milieux sont les normales correspondantes ; il en résulte que le centre de courbure d'une courbe est l'intersection de deux normales consécutis^es à cette courbe; et en faisant, dans les équations du numéro 181 (Ex, 4), j?' = x" = X,^' =y = Y, on retombe sur les valeurs données ci-dessus.
247. Trouver les coordonnées x et y du centre de courbure de la parabole.
La projection /^ ■ du rayon de courbure sur l'axe des y s'obtient, comme précédemment, en multipliant le rayon de courbure . ^ par —y et, en retranchant cette projection dejK', on trouve pour l'ordonnée du centre de courbure
^- tangue ~ p^ en /!.;, on a de même pour l'abscisse
Xz=zœ -^ r— rr z=.X -\- =: ix -h \p,
2 sm* 0 2 *^
Ces coordonnées peuvent aussi se déduire des expressions données au numéro 227 (Ex. 10).
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248. La développée d'une courbe est le Heu des centres de courbure de ses différents points. Pour trouver l'équation de cette développée, il suffit donc d'éliminer x* eiy entre l'expression des coordonnées du centre de courbure et l'équation de la courbe. On a ainsi, pour les coniques à centre.
et pour la parabole,
Cette dernière courbe porte le nom de parabole semicubique.
APPUGAHON DE LA MÉTHODE DES NOTATIONS ABRÉGÉES
AUX SECTIONS œNIQUES.
249. L'équation S= kS' (n®40) représente une conique passant par les quatre points d'intersection, réels ou imaginaires, des deux coniques S = o, S'= o, et, comme on peut déterminer k de manière qu'elle soit vérifiée par les coordonnées d'un cinquième point, il s'ensuit qu'elle représente une conique passant par cinq points (' ).
Il en est évidemment encore de même lorsque l'une ou l'autre des expressions S et S', ou toutes les deux, se décomposent en facteurs. Ainsi l'équation S = /raf, étant vérifiée par les coordonnées des quatre points où les droites a, p rencontrent S, représente une conique passant par ces quatre points, ou, en d'autres termes, une conique ayant a et p pour cordes d'intersection avec S. Quand a, ou p, ne rencontre
( ' ) L'équation la plus générale d'une conique assujettie à quatre conditions doit évidemment renfermer une indéterminée, puisqu'il faut cinq conditions pour déterminer une conique, et la valeur de cette indéterminée ne pourra être fixée que si Ton donne ^une cinquième condition. Pour la même raison, l'équation la plus générale d'une conique assujettie à trois conditions renfermera deux indéterminées. Revoir, à ce sujet, les équations d'une conique passant par trois points ou tangente à trois droites (n"** 124 et 129).
Lorsque les quatre conditions auxquelles on assujettit une conique se traduisent par des équations où les coefficients de l'équation de la conique ne figurent qu'au premier degré, cette conique passe par quatre points fixes, puisqu'en éliminant tous ces coefficients, sauf un, on peut ramener son équation à la forme S = A:S'.
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pas S en des points réels, on doit encore considérer a comme une corde d'intersection; l'intersection est imaginaire, mais la corde n^en possède pas moins, ainsi que nous avons pu le constater dans le cas du cercle, (n^ 106), un certain nombre de propriétés importantes par rapport aux deux coniques. On verrait de même que oy = ^ 3^ représente une conique circonscrite au quadrilatère «Py^ {^^ 122) (* ).
Ces diverses conclusions ne supposent pas nécessairement que a représente, comme au numéro 53, une droite dont l'équation a été mise sous la forme jrcosa +^sina=/?; elles s'étendent évidemment au cas où l'on représente par a l'équation du premier degré dans sa forme la plus générale.
250. La condition pour que S — A:S' = o représente deux droites s'obtient en remplaçant a, è,. . . par a -\- ka^ b -\- kb dans la relation
ahc 4- 3/^A — ap- — bg- — ch* = o,
ce qui donne une équation du troisième degré pour déterminer A". 11 y a donc trois valeurs de k pour lesquelles S — A:S'=o représente deux droites; et si l'on désigne ces valeurs par //, A^', //'', on a, pour représenter les trois couples de cordes qui joignent les quatre points d'interseclion de S et S' (n** 238), les trois équations
S — Ar'S'irzo, S — //S' = o, S-A-^S' = o.
Exercices.
i. Former l'équation d'une conique passant par les points où la conique S rencontre les axes de coordonnées.
(*) Quand deux des trois couples de cordes qui joignent quatre points d'une conique S sont représentés, l'un par «p, l'autre par yd, il est indifférent de mettre l'équation générale des coniques passant par les quatre points sous l'une ou l'autre des formes S — Ara^, S — A-yS, ap — A'y8, où k est indéterminé; puisque, en vertu du principe général, l'équation de S est elle-même de la forme 90 — AryS.
Ce sont les axes x =zo, y =^o qui sont ici les cordes d'intersection; l'équation cherchée sera donc S = kxy, k étant une indéterminée (nol51, Ex. 1).
2. Trouver Inéquation de la conique passant par les cinq points
En formant les équations des côtés du quadrilatère qui a pour sommets les quatre premiers points, on voit qu'on peut mettre l'équation de la conique sous la forme
(Sa:* — 2/-t- i)(5a7 — 2 j -H i3) = k(x — iy -+■ i'y){3x — iy -\- 5),
et en écrivant que cette équation est vérifiée par les coordonnées du
cinquième point ( — 4? 3), on trouve k = > ce qui donne, toutes
réductions faites,
79372 — S2oxy -h Soiy- ■+- iioi x — i665y -+- i586 = o.
251. Lorsqu'une des droites a,^ est tangente à S , ou lorsque ces droites se coupent en un point de S, les deux, coniques S et S — XraP sont tangentes, puisque deux de leurs points d'intersection coïncident. Ainsi, T = o étant l'équation de la tangente à S au point (^',j^'')>
S — T(/j; -f- my H- n)
sera l'équation la plus générale des coniques qui touchent S en {x\y) et si, à cette condition de contact, on ajoute trois autres conditions, on aura toutes les données nécessaires pour calculer /, m, /i, et par suite, pour déterminer la conique.
Quand la droite Ix -h my -f- n passe par {x%y')^ trois des points d'intersection des coniques coïncident; l'équation la plus générale d'une conique osculatrice à S en (x^y') est donc S = T{lx -\- my — Ix' — my'). Pour en déduire l'équation du cercle osculateur, il suffit d'exprimer que le terme en xy s'évanouit et que les coefficients de x^ et de y^ sont égaux : on a ainsi deux conditions pour déterminer / et /n.
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Lorsque la droite Ix -\- my -1- n coïncide avec T, l'équation de la seconde conique prend la forme S = ArT^ et les deux coniques ont quatre points consécutifs communs. L'équation S = XrT* représente donc une conique ayant avec S un contact de troisième ordre (n®239).
Exercices.
1. La axes de S sont parallèles à ceux de S — A: S', lorsqu'ils le sont à ceux de S'.
Quand on prend pour axes coordonnés des parallèles aux axes de S, les équations S = o et S' r-= o n'ont pas de terme en xy^ et il en est évidemment de même de S — AS' = o. Lorsque S' est un cercle, les axes de S — X:S' sont parallèles aux axes de S. Dans le cas où S — kS' représente deux droites, les axes de S — X:S' ne sont autre chose que les bissectrices intérieure et extérieure de l'angle formé par ces droites^ et on retombe sur le théorème du numéro 244.
2. Quand les axes de coordonnées sont parallèles aux axes de S et de S — koL^, les équations de a et ^ sont de la forme
Ix -+- my -h n = o, Ix — my -f- n' = o.
3. Former l'équation du cercle osculateur à une conique à centre.
Cette équation doit être de la forme qui se réduit à
lorsqu'on exprime que le terme en xy s'évanouit. Pour que les coef-
ficients de x^ et de^' soient égaux, il faut que l'on ait X = rj 1>
ce qui donne, pour le cercle osculateur cherché,
X^ -h- y- — ; TT hût" — 2t>' = 0.
H^ CHAPITRE XIT.
4. Trouver l'équation du cercle osculateur à une parabole. Réponse,
ip^-^ipa/){y^—px) = [2^y— /?(a?-H^)](2^/-t-/7îr — 3j[>aî').
252. Nous avons vu que l'équation S — kot!^ = o représente une conique passant par les quatre points P, Q,/>, g (Jig' 88), où a et p rencontrent S; il est d'ailleurs évident,
Fig. 88.
que les points P et/?, Q et y sont d'autant plus voisins, que les droites a et p sont elles-mêmes plus voisines l'une de l'autre. Quand ces droites se confondent, les points P et />, Q et gr coïncident, et la seconde conique touche la première en P et en Q. L'équation S — A'a2 = o représente donc une conique ayant avec S un double contact suii^ant la droite a. Lorsque a ne rencontre pas S, a est imaginaire, mais représente toujours la corde de contact de S et de S — ka^. On verrait de même que oy = ^P^ représente une conique qui touche les droites a et y, aux points ou ces droites rencontrent p (n® 123).
L'équation d'une conique, ayant avec S un double contact aux points (x'^y), (^",^"), peut encore se mettre sous la forme S = ATT', en désignant par T et T' les équations des tangentes en ces points.
253. Lorsque la droite a est parallèle à une asymptote de S, elle est aussi parallèle à une asymptote de S — A*aP, et l'équa-
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tion s = Ara^ représente un système de coniques passant par quatre points donnés, dont un à Pinfini. Quand ^ est en outre parallèle à l'autre asymptote de S, l'équation S = Arag représente un système de coniques passant par deux des points à l'infini de la courbe S. On peut, du reste, reconnaître facilement les équations qui représentent des coniques ayant des points d'intersection à l'infini; il suffit, pour cela, de se rappeler que l'équation d'une droite à l'infini se réduit à une constante (n*^67), c'est-à-dire ào.:r 4- o,/ -h C = o, et par suite, qu'on peut rendre à une équation l'homogénéité qui lui manque (n® 69), en y remplaçant un ou plusieurs facteurs constants par o.x ■+■ o,y -\-G, Ainsi l'équation xy = Xr^, qui est celle d'une conique rapportée à ses asymptotes (n° 199), n'est qu'un cas particulier de l'équation oy = ^^ qui représente une conique rapportée à deux tangentes et à leur corde de contact (n®* 123, 252); en la mettant sous la forme xy = {o ,a: -i- o ,y ■+■ ky^ on voit, en effet, que les droites ^ et ^ sont des tangentes qui ont leur corde de contact à l'infini (n« 154).
254. L'équation de la parabole y^=px n'est elle-même qu'un cas particulier de l'équation générale ay = p^ ; on peut, en effet, la mettre sous la forme x(o,x -^ o.y -{-p)=y^, qui montre que la courbe est tangente non seulement à la droite x au point où cette droite rencontre y, mais encore à la droite à l'infini /?, au point où cette droite à l'infini rencontre y. On arriverait à la même conclusion en partant de l'équation générale de la parabole, qu'on peut écrire
{oLX -\-^y)--\- {2gx ~h 2/y-^c) {o.x -ho,y-h i) =o,
et qui montre que la droite 2gx -}- 2/y -|- c et la droite à l'infini sont des tangentes ayant le diamètre ax -f- ^y pour corde de contact. Il en résulte que toute parabole a une tangente située tout entière à IHnJini, Il y a lieu de remar-
quer, du reste^ que les deux points de la parabole situés à l'infini coïncident, puisque l'équation qui les détermine est un carré parfait (n®137), et par suite que la droite h l'infini peut être considérée comme une tangente (n** 83).
Exercice.
L'équation générale
ax^-\- %hxy -^^ by^-^-igX'^ '^fy-^ c = o
peut être regardée comme un cas particulier de V équation
«Y^-^pS (noi22).
Les trois premiers termes représentent, en effet, deux droites a et Y qui passent par l'origine, et les trois derniers, la droite ^ située à Tinfini , et la droite S ou 'xgx -f- if y -h c. Les lignes «2 et y rencontrent donc la courbe à Tinfini^ et 8 représente la droite passant par les points où a et ^ rencontrent la courbe à une distance finie.
255. En se reportant encore au numéro 253, on peut voir que S = A:^ représente un système de coniques passant par les deux points situés à une distance finie où 0 rencontre S, et par les deux points à l'infini où S est rencontrée par o.x-^-o.y -\-k\ et comme il est évident que les coefficients de x^^ de y^ et de xy sont les mêmes dans S = o et dans S — A:p=o, il s'ensuit que ces équations sont celles de deux coniques semblables et semblablement placées (n° 234). Donc^ deux coniques homothétiques se coupent toujours en deux points à P infini, et ne peuvent, par suite, se rencontrer qu^en deux points situés à une distance finie.
On peut arriver géométriquement au même résultat en considérant successivement les trois genres de coniques :
I® Hyperboles. — Les asymptotes de deux hyperboles homothétiques sont parallèles (n°285), ou, en d'autres termes, se coupent à l'infini; et comme chaque asymptote rencontre sa courbe à l'infini, il s'ensuit que le point à l'infini, où se rencontrent deux asymptotes parallèles, est un
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point commun aux deux hyperboles. Les points à l'infini, où se rencontrent les droites OY et oy^ OX et ox {fig» 89),
sont donc communs aux deux courbes ; on voit en outre, sur \difig. 89, un des points d'intersection situé à une dislance finie ; l'autre se trouve sur les deuxièmes branches des hyperboles.
2® Ellipses. — Les ellipses ne difi<èrent des hyperboles qu'en ce que les asymptotes sont imaginaires au lieu d'être réelles. Les directions des points à l'infini de deux ellipses semblables sont d'ailleurs déterminées par la même équation
ax^-^^hxy-^by^ — o (n*»» 136,234),
€t, bien que les racines de cette équation soient imaginaires, il n'en est pas moins vrai de dire que ces racines ont la même valeur pour l'une et l'autre ellipse, et, par suite, que ces ellipses peuvent être considérées comme se coupant en deux points imaginaires situés à l'infini. Cette manière de voir n'est, du reste, qu'une extension de ce que nous avons dit au numéro 249 sur les cordes imaginaires d'intersection des courbes S et S — Aro^, au cas où l'une des droites a, ^ passe à l'infini.
3° Paraboles. — Toutes les paraboles ont une tangente à l'infini (n®2S4); la direction du point de contact, ne dépendant que des trois premiers termes de l'équation, est
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la même pour deux paraboles semblablement placées. Donc, deux paraboles homo thé tiques se touchent à V infini,
11 résulte de ce qui précède que les deux points à Pinfini, communs à deux coniques homothétiques , sont réels, imaginaires, ou coïncident, suivant que ces coniques sont des hyperboles, des ellipses ou des paraboles.
L'équation S = /r, c'est-à-dire
est un cas particulier de S := Xr a^ ; elle représente par suite (n''2o2) une conique ayant avec S un double contact suivant une droite à l'infini ; et, comme S — /r ne diffère de S que par un terme constant , les coniques S = oetS — A'=:o sont non seulement homothétiques, puisque les trois premiers termes de leurs équations sont identiques, mais encore concentriques, puisque les coordonnées du centre d'une conique sont indépendantes de la constante o (n® 140). Donc, deux coniques homothétiques et concentriques peuvent être considérées comme se touchant en deux points situés à l'infini. Il y a lieu de remarquer, d'ailleurs, que les asymptotes de ces deux coniques non seulement sont parallèles, mais encore coïncident; et, par suite, que ces courbes passent par les deux mêmes points à l'infini et ont mêmes tangentes en ces points.
Lorsque les courbes S, S — k^ sont des paraboles, elles ont même tangente à l'infini, et, par suite, ont un contact du troisième ordre à l'infini (n^ 251); mais deux paraboles dont les équations ne diffèrent que par une constante sont égales^ puisque les paraboles^- ^=px^y' =p(^x 4- /î), quisont évidemment égales, pestent encore égales quand on déplace les axes de coordonnées. D'ailleurs (n®205), l'expression du paramètre est indépendante du terme constant. Les paraboles S, S — k^ sont donc égales, et l'on voit que deux paraboles
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égales, et placées de manière que leurs axes coïncident^ peuvent être considérées comme ayant un contact du troisième ordre à V infini,
257. Tous les cercles sont des courbes semblables, puisque; leurs équations ne diffèrent que par les termes du premier degré; il en résulte que tous les cercles passent par les deux mêmes points imaginaires situés à Cinfini{ ''^ et, par suite, que deux cercles ne peuvent se couper en plus de deux points situés à une distance finie ; il en résulte, en outre, que tous les cercles concentriques se touchent en deux points imaginaires à Pinfini, et, par conséquent, que deux cercles concentriques ne peuvent se rencontrer en aucun point situé à une distance finie. Nous verrons par la suite que les théorèmes relatifs aux cercles ne sont, le plus souvent, qu'un cas particulier des théorèmes qui se rapportent aux coniques passant par deux points fixes.
258. Considérons encore Téquation /-a^ -f- m^gSrztr /^^y-, qui représente une section conique ayant le triangle aj^y pour Iriangle autopolaire (n°99) ; elle peut se mettre sous Tune ou Tautre des formes
La première montre que les droites /ly -f- m^^ /ly — /«ji, qui se coupent en (3, y), sont tangentes à la conique et ont a pour corde de contact; le point (3, y) est donc le pôle de a. La deuxième fait voir de même que (y, a) est le pôle de 3? et par suite que (a, 3) est le pôle de y. Mais cette dernière conclusion peut aussi se tirer de la troisième forme, (jui
(') On donne quelquefois à ces deux points le nom de points cycliques du pian. Voir Hougué et db Comberoussb, Traité de Géométrie, Tome II. 5* édition, page 869.
S. — Géom, à deux dim, a6
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exprime que les deux droites imaginaires la± mf^^ — i sont tangentes à la conique et ont y pour corde de contact : ces droites se coupent, en effet, en un point réel (a, P) qui est le pôle de Yî et qui est à l'intérieur de la conique, puisque les tangentes issues de ce point sont imaginaires.
On verrait, en suivant le même procédé, que l'équation
représente une conique par rapport à laquelle (a, g) est le pôle de Yî puisque son premier membre peut se décomposer en deux facteurs qui correspondent à des droites se coupant en (a, g).
Corollaire. — Quand /^a» 4- m^^^ _- ^^2.^2 représente un cercle, le centre de ce cercle se trouve au point de concours des hauteurs du triangle a^y; on sait, en effet, que dans le cercle la perpendiculaire, abaissée d'un point quelconque sur sa polaire, passe par le centre.
259. Notons ici quelques théorèmes, qui ne sont que la traduction des équations précédentes, faite au moyen du principe énoncé au numéro 34.
L'équation (xr( = k^^ fait voir que (n® 123) : Le produit des distances d'un point quelconque d^une conique à deux tangentes fixes est dans un rapport constant açec le carré de la distance de ce même point à la corde de contact*
L'équation ay^Ar^B peut s'énoncer ainsi (n® 122) : Le produit des distances d'un point quelconque d'une conique aux deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit est dans un rapport constant avec le produit des distances de ce même point aux deux autres côtés.
De là résulte le théorème suivant : Le rapport anharmonique du faisceau obtenu en joignant un point O quelconque d^une conique à quatre points fixes A, B, C, D de
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cette conique est constant, quelle que soit la position du point O sur la conique.
On a, en effet, pour les distances du point O {fig* 90 aux côtés du quadrilatère ABCD,
_ OA . OB sinAOB _ OC.ODsinCOD
""- ÂB ' ^- CD ' •••'
en portant ces valeurs dans l'équation «y = Arg^? elle devient, toutes réductions faites,
sinAOB sinCOD AB.GD
sinBOGsinAOD ~ BC.AD'
et reproduit l'énoncé même du théorème, puisque le premier
Fig. 90.
membre représente le rapport anharmonique du faisceau OA, OB, OC, OD, et que le second est constant.
Les conséquences de ce théorème sont si nombreuses et si importantes que nous consacrerons un Chapitre spécial à leur développement.
260. Lorsque S = o est l'équation d'un cercle, S repré sente (n^90) le carré de la tangente menée au cercle par le poinl {Xy y), et l'équation S — koL^ = o, qui est celle d'une conique ayant a et p pour cordes d'intersection avec le cercle, exprime que : Si le carré de la tangente, menée par un point à un cercle fixe, est dans un rapport constant avec le produit des distances du même point à deux droites fixes,
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ce point décrit une conique qui passe par les quatre points cV intersection des droites avec le cercle.
Ce dernier théorème subsiste, quelles que soient la grandeur du cercle et la nature, réelle ou imaginaire, des points d'intersection des droites avec le cercle. Dans le cas où le cercle est infiniment petit, il peut s'énoncer de la manière suivante : Le lieu décrit par un point tel que le carré de sa distance à un point fixe soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances à deux droites fixes, est une section conique. Les droites fixes doivent être alors considérées comme les cordes d'intersection imaginaire de la conique avec un cercle infiniment petit ayant le point fixe pour centre.
261. On peut tirer des déductions analogues de 1 équation S — koL^ = o, lorsque S représente un cercle. Ainsi donc : Le lieu des points, dont les distances à une droite fixe sont dans un rapport constant avec les tangentes menées par ces mêmes points à un cercle fixe, est une conique qui touche le cercle aux deux points où il est rencontré par la droite ; et réciproquement : Quand un cercle a un double contact avec une conique, la tangente menée au cercle par un point de la conique est dans un rapport constant avec la distance de ce point à la corde de contact.
Dans le cas particulier où le cercle est infiniment petit, on retombe sur la propriété fondamentale du foyer et de la directrice ; par suite : Le foyer d'une conique peut être considéré comme un cercle infiniment petit touchant la conique en deux points imaginaires situés sur la directrice.
262. En général : Le résultat obtenu, en remplaçant dans Véquation d^une conique les coordonnées courantes par les coordonnées d'un point quelconque, est propor-
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tionnel au produit des segments de la corde menée par ce point, parallèlement à une direction donnée (*).
En désignant par c (n® 134) le résultat de la substitution indiquée, ce produit a, en eCet, pour expression (n® 148)
acos*0 -H 2/icosô sinô -h 6sin-ô et il est proportionnel à c', tant que 0 reste constant.
1. Lorsque deux coniques ont un double contact, le carré de la perpendiculaire abaissée d*un point de la première sur la corde des contacts est dans un rapport constant avec le produit des segments déterminés par la seconde sur cette perpendiculaire,
2. Étant données deux coniques, on mène une droite quelconque qui rencontre les coniques aux points P, Q, jt?, q ; puis on prend sur cette droite un point 0, tel que les produits OP.OQ et Op,Oq soient dans un rapport donné; trouver le lieu du point O quand la droite se déplace parallèlement à elle-même.
Une conique passant par les points d'intersection des coniques données.
Le diamètre du cercle circonscrit au triangle, formé par
deux tangentes à une conique à centre et par leur corde de
b'b' contact, est égal à , b' et b' désignant les demi-diamètres
parallèles aux tangentes, et p la distance du centre à la corde de contact, (M. Burnside.)
Nous supposerons, pour simplifier, qu'on ait multiplié Féquation de la conique par une constante telle, que le résultat de la substitution des coordonnées du centre soit égal à l'unité.
Soient ^, f les longueurs des tangentes, S' le résultat de la substi-
(*) Ce théorème s'applique aux courbes de degré quelconque.
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tution des coordonnées de leur point d'intersection dans Téquation de la conique, et m la distance du sommet du triangle à la corde de contact; on a, d'après le théorème énoncé ci-dessus,
et, d'après la remarque du numéro 152,
il en résulte que
ff b'b'
et Ton sait, par la Géométrie élémentaire, que le premier membre de cette équation représente le diamètre du cercle circonscrit au triangle.
4. La valeur (no 242) du rayon de courbure peut se déduire de l'expression précédente, en observant que le diamètre du cercle circonscrit devient égal au rayon de courbure quand les deux tangentes coïncident; mais on peut aussi la déduire du théorème ci-après, qui a été indiqué par M. Roberts.
Si Von représente par n et n' les longueurs de deux normales qui se coupent, par p et p' les distances du centre de la conique aux tangentes correspondantes, et par V le demi-diamètre parallèle à leur corde de contact, on a la relation
np-h n'p' =■ 26'*.
Soient S' le résultat de la substitution des coordonnées du milieu de la corde de contact dans l'équation de ia conique ; m, w^ les distances de ce point aux tangentes, et 2 ^ la longueur de la corde; eo suivant la même marche que dans l'Exercice précédent, on trouve
pî = 6'«S', T3=pS', rn'=^p'S'; et comme on a en même temps
il en résulte que np -h n'p' = 26'».
263. Lorsque deux coniques ont un double contact avec une troisième^ leurs cordes de contact avec cette troisième
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conique et deux de leurs cordes d'intersection concourent en un même point et forment un faisceau harmonique.
Soit S = o Téquation de la troisième conique; les équations des deux autres coniques seront
S + L« = o, S-hM« = o;
en les retranchant membre à membre, on trouve
pour l'équation de deux cordes d'intersection; ces cordes L + M = o, L — M = o passent par l'intersection des cordes de contact L et M et forment avec elles un faisceau harmonique (n*» 57).
Exercices.
1. Les cordes de contact de deux coniques avec leurs tangentes communes passent par l* intersection de deux de leurs cordes communes.
Ce théorème n'est qu'un cas particulier du précédent, dont il se déduit en supposant que la conique S se transforme en deux droites.
2. Les diagonales de tout quadrilatère inscrit passent par le même point que les diagonales du quadrilatère circonscrit correspondant, et forment avec elles un faisceau harmonique.
Ce théorème peut se déduire du précédent en y considérant S comme une conique, S + L*, S -t- M* comme des couples de droites ; on peut aussi le démontrer de la manière suivante. Soient ti, t^, t^, ti^ les deux couples de tangentes, Ci et Cj les cordes de contact, c'està-dire les diagonales du quadrilatère inscrit correspondant. L'équation de S peut se mettre sous Tune ou l'autre des formes
qui ne peuvent différer que par un facteur constant X. Les expressions cj — XcJ, ^1^2 — X ^8^4 sont donc identiques. La première Cj — X c J =0 représente deux droites qui passent par l'intersection de Cl, Os, en formant avec elles un faisceau harmonique ; la deuxième
•loS CHAPITRE XIV.
/i^2— >f3«4 = o est celle d'un lieu passant par les points (^ii^a), ( ^2> h )y (h, h )i et (ti, ts) et montre par suite que ces droites joignent respectivement les sommets du quadrilatère circonscrit(<|, ^3)7(^1} ^4);
3. Trouver les équations des diagonales du quadrilatère formé en menant des tangentes à une conique à centre par quatre points qui ont pour angles excentriques 2 a, 2 p, a y» 38.
On a dans ce cas
tx r- - cos2a-f-7-sin2a — i, ^j = -cosaS -n'usina S — i, a 0 a o
Cl = -cos(a-f- p)-f-^sin(a-4- p) — cos(a — p), et, par suite,
En appliquant la méthode de l'Exercice précédent, on trouve, pour les équations des diagonales,
sin(^a — P) sin(Y — 0)
264. Lorsque trois coniques ont un double contact avec une quatrième, six de leurs cordes d^ intersection passent trois à trois par le même point et forment ainsi les côtés et les diagonales d'un quadrilatère complet.
Les équations des coniques étant alors
S-hL^ — o, SH-M-=ro, Sh-Nî = o,
celles de leurs cordes d'intersection seront, d'après le numéro
précédent :
L-M--:ro, M-t-Nino, N-4-L — o
ces cordes passent donc trois à trois par un même point.
On peut déduire de là, comme au numéro précédent, plusieurs théorèmes particuliers en supposant qu'une ou plusieurs des coniques se transforment en couples de droites.
Ainsi, par exemple, quand la conique S se transforme en un couple de droites, S représente deux tangentes communes à S -f- M* et à S -h N^ ; et si, en même temps, L représente une droite quelconque menée par l'intersection de ces tangentes, S -r- L^ se transforme en un couple de droites, et représente deux droites passant par cette même intersection. Donc : Si, par l'intersection des tangentes communes à deux coniques, on mène un couple de droites, les cordes que ces droites déterminent sur l'une et Vautre conique se coupent sur l'une des cordes communes aux deux coniques. C'est l'extension du théorème donné au n® 116. De même : Les tangentes menées aux points où ces droites rencontrent une conique se coupent sur l'une des cordes communes aux deux coniques.
265. Lorsque les coniques S + L^, S-i-M^, S-l-N^ se transforment toutes en couples de droites, elles forment un hexagone, qui est circonscrit à S, et qui a pour diagonales leurs cordes d'intersection ; le théorème du n® 264 devient alors le théorème de Brian chon : Dans tout hexagone circonscrit à une conique, les trois diagonales qui unissent les sommets opposés se coupent en un même point. Quand les côtés de l'hexagone sont numérotés dans l'ordre où ils se succèdent, ces- diagonales sont celles qui joignent (i,â) ù (4,0), (2,3) à (5,6) et (3,4) à (6,1). En changeant de toutes les manières possibles l'ordre des côtés, on peut former avec les six mêmes droites soixante hexagones différents : le théorème que l'on vient d'énoncer s'applique à tous ces hexagones.
On peut aussi démontrer le théorème de Brianchon en suivant la méthode indiquée au n° 263, Ex. 2, et en obser-
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vant que Péquation de S peut se mettre sous Tune ou l'autre des formes
^1^ — cJ = o, titt — c\=zo, ^,^e — cJ = o,
et que les équations C| = Ca = Ct représentent trois diagonales concourantes (*).
266. Lorsque trois coniques ont une corde commune^ leurs trois autres cordes d'intersection se coupent en un même point.
Soient L = o la corde commune, S = o Péquation de l'une quelconque des coniques ; les équations des deux autres coniques peuvent se mettre sous la forme
S + LM = o, S H- LN z= o,
et l'on a, pour leurs cordes d'intersection,
ce qui démontre le théorème, puisque la droite M — N passe par l'intersection des droites M et N.
Ce théorème n'est du reste (ii®257) qu'une extension du théorème démontré au n® 108 : Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux se coupent en un même point. Les trois cercles ont, en effet, une corde commune, qui est la droite à l'infini, et les axes radicaux sont leurs trois autres cordes d'intersection.
(') M. Todhanter a fait observer, avec raison, qu'en l'absence de règle précise pour déterminer quelle est celle des diagonales de titit^t^ définie par C| = + C2y la démonstration qui vient d'être donnée ne prouve qu'une chose, à savoir : que les droites joignant (i,a} à (4» 5)» et (3,3) à(5,6)se coupent, soit sur la droite ( 3, 4)> (6, i ), soit sur la droite ( i, 3], (4, 6). Mais, dans ce dernier cas, les triangles ia3, 4^^ ^^'^^ homologiques (n* 60, Ex. 3). et les points i4, a5, 36 sont en ligne droite; en supposant alors que cinq des côtés de l'hexagone soient fixes et tangents à une conique, le sixième côté, an lieu d'élre tangent à la conique, passe par un point fixe.
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On peut aussi regarder le théorème du n? 264 comme une extension du même théorème, et considérer trois coniques, qui ont un double contact avec une quatrième, comme trois coniques ayant quatre centres radicaux par chacun desquels passent trois de leurs cordes d'intersection.
Enfin on peut encore énoncer comme il suit le théorème démontré ci-dessus : Les cordes suivant lesquelles toutes les coniques passant par quatre points donnés rencontrent une conique fixe, menée par deux de ces points, passent par un point fixe.
Exercices.
1. Par les points d'intersection k et li de deux coniques (fis* 9' )' ^^ mène les droites AP, BQ qui rencontrent les coniques
Fig. 91.
en P, /?, Q, ^ ; les cordes PQ^ pq se coupent sur la corde CD commune aux deux coniques,
' Les droites OA, OB peuvent en effet être considérées comme une troisième conique.
2. Par le point de contact de deux coniques qui se touchent, on mène deux droites qui rencontrent les coniques en P, Jt?, Q, ^r; les cordes PQ, pq se coupent sur la corde d'intersection des deux coniques.
Ce théorème, qui est une conséquence du précédent, peut aussi être considéré comme un cas particulier du deuxième théorème du no 264, puisque le point de contact de deux coniques qui se touchent peut être considéré comme le point d'intersection de deux tangentes communes.
267. L'équation des coniques circonscrites à un quadrilntère permet de démontrer facilement le théorème de Pascal : Dans tout hexagone inscrit à une conique, les points de concours des trois couples de côtés opposés sont en ligne droite.
Soient a, 6, c, rf, e, /les sommets de l'hexagone eX, ab^=io l'équation de la droite joignant les points a et 6. L'équation de la conique circonscrite à l'hexagone peut se mettre sous l'une ou l'autre des formes
ab.cd — bc,ad^=io^ de, fa — ef,ad=^Oy
puisque cette conique est circonscrite à la fois au quadrilatère abcd^ et au quadrilatère defa\ et comme ces expressions sont nécessairement identiques, on a
ab.cd — de./a^={bc — ef) ad.
Le premier membre de cette équation qui, en raison de sa forme, représente une figure circonscrite au quadrilatère formé par les droites ab, rfe, crf, a/, peut donc se décomposer en deux facteurs, et représente, par suite, les diagonales de ce quadrilatère. D'ailleurs, la droite ad étant évidemment la diagonale qui joint les sommets a et rf, bc — ef ne peut être que la diagonale menée par les points (a6, de), (cd^ a/), et comme cette droite, d'après son équation même, passe par le point (6c, e/), il en résulte que les trois points (aè, rfe), (crf, af) et (6c, ef) sont en ligne droite.
268. On peut obtenir un certain nombre de théorèmes relatifs à six points d'une conique, en combinant ces six points de différentes manières. Ainsi, en considérant la conique comme circonscrite au quadrilatère bce/j on peut mettre son équation sous la forme
be.cf — bc.e/=^o\
et, en identifiant cette équation avec l'équation de la conique
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considérée comme circonscrite au quadrilatère abcd(n^ 267), on obtient la relation
ab.cd— be.c/^=z{ ad — ef) bc,
qui montre que les trois points {ab^ cf), (cd, be) et (nd^ ef) sont situés sur une même droite ad — e/= o.
On verrait de même, en identifiant cette équation avec celle de la conique considérée comme circonscrite au quadrilatère de/a, que les trois points (de, c/)> (fa, be), (ad, bc) appartiennent à une même droite bc — ad=^o. Quant aux trois droites
bc — ef^^o, ef — «û?=o, ad — 6c = o,
elles se coupent évidemment en un même point (n® 41). De là le théorème de Steiner : Les trois lignes de Pascal, obtenues en prenant successivement les sommets de P hexagone dans l'ordre abcdef, adcfeb, afcbed, passent par un même point (').
Exercices.
1. Si l'on prend trois points a, h, c sur une droite, et trois points a'f b'j c' sur une autre, les intersections {bc', b'c). {coi, c'a), {ab'j a' b) sont en ligne droite.
Ce théorème n'est qu'un cas particulier du théorème de Pascal ; il subsiste encore lorsque, la droite a' b'c étant à l'infini, les lignes ba et ca', cb' et ab', ad et bd sont respectivement parallèles à trois droites données.
2. Quatre droites déterminent quatre triangles qu'on obtient en ne considérant successivement que trois d'entre elles; les points de concours des hauteurs de ces quatre triangles sont en ligne droite.
En désignant par a, b, c, d les quatre droites données et par a' y 6', c', d quatre droites perpendiculaires, on peut, en effet, appliquer
( ' ) Pour de plus amples développements sur ce sujet, voir la Note I, placée à la lin de ce Volume.
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le théorème précédent aux trois points d'intersection de a, bj c avec J, et aux trois points situés à l'infini sur a', b' et c' (' ).
3. Le théorème de Steiner : « Dans tout triangle circonscrit à une parabole, le point de rencontre des hauteurs se trouve sur la directrice, » est un cas particulier du théorème de Brianchon.
Désignons, en effeti par a, b, c les trois tangentes, par a\ b', c' les tangentes perpendiculaires, et par oo la ligne à l'infini, qui est aussi une tangente (n<> 254). Les six droites a, 6, c, c',oo, a' étant des tangentes, les droites (aè, c'en ), {bc, a'oo ), {ce', aa') concourent en un même point. Or les deux premières sont des hauteurs du triangle, et la dernière est la directrice sur laquelle se coupent les couples de tangentes perpendiculaires (n<> 221). Cette démonstration est due à M. John C. Moore.
4. On donne cinq tangentes à une conique: trouver le point de contact de Vune déciles.
Soit A6GDE le pentagone formé par les tangentes; les diagonales AG et BE se coupant en 0, la droite DO passe par le point de contact de AB. Cette solution se déduit du théorème de Brianchon, en supposant que deux des côtés de l'hexagone deviennent infiniment voisins et en observant que le point de contact d'une tangente n'est autre chose que le point où elle est rencontrée par la tangente infiniment voisine (n* 147).
269. Le théorème de Pascal permet de déterminer autant de points qu'on le veut d'une conique dont on connaît cinq points A, B, C, D, E {fig, 92): il suffît pour cela de remar-
( * ) Cette démonstration m'a été communiquée à la fois par M. de Morgan et par M. Burnside. Le théorème lui-même peut se déduire du théorème de Steiner (n*227, Ex. 3), puisque les quatre points de concours des hauteurs se trouvent sur la directrice de la parabole tangente aux quatre droites données. On en conclurait, en se basant sur le Corollaire IV du n* 123, que les cercles circonscrits aux quatre triangles passent par un même point, qui est le foyer de cette même parabole. Dans le cas de cinq droites, les foyers des cinq paraboles tangentes à quatre d'entre elles se trouvent sur un cercle (Auguste Miquel). Voir Catalan, Théorèmes et Problèmes de Géométrie élémentaire, p. 93. Voir aussi le Traité de M. Salmor, Higher Plane Curçes, n« 146.
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quer que, F étant un sixième point de la courbe, les points d'intersection (AB, DE)ou O, (BC, EF) ou Q, (CD, AF)ou P sont en ligne droite. Dans le cas particulier où il s'agit de
Fig. 92.
trouver le point F, où une droite quelconque AP, menée par un des points donnés, rencontre de nouveau la courbe, les points O et P sont connus, et il ne reste plus qu'à déterminer le point Q, ce qui se fait en prolongeant PO jusqu'à sa rencontre avec BC; quant au point F, il se trouve à l'intersection de QE avec AP. En d'autres termes, F est le sommet du triangle FPQ dont les côtés passent par les points fixes A, E, O, et dont les deux autres sommets P e^ Q glissent le long de deux droites fixes CD et CB (n® 47, Ex. 3). Ce corollaire du théorème de Pascal a été indiqué par Mac Laurin.
Exercices.
1. Trouver le centre d'une conique dont on connatt cinq points.
Menons à BG la parallèle AP (Jig- 9a), et déterminons, comme ci-dessus, le point F où AP rencontre la conique. La corde AF ainsi obtenue est parallèle à la corde BG, et la droite, qui joint les milieux de ces cordes, est un diamètre. Pour compléter la solution, il suffit évidemment de trouver un deuxième diamètre, ce qui se fait en déterminant la corde parallèle à l'un des autres côtés du pentagone ABCDE.
2. Étant donnés cinq points d'une conique, mener la tangente en Vun de ces points.
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Dans cette hypothèse, le point F coïncide avec le point A, et QF prend la position qA;pA est donc la tangente cherchée.
3. Étudier en coordonnées trilinéaires (n® 62), le mode de 'génération des sections coniques indiqué par Mac Laurin, Autrement dit : trouver le lieu décrit par le sommet d*un triangle dont les trois côtés pivotent autour de trois points fixes, tandis que les deux autres sommets glissent sur deux droites fixes»
Soient a, p, 7 les côtés du triangle formé par les points fixes,
/a-t- m^ -h ny — o, /'a-:- /n'p -{- /i'y = o
les équations des droites fixes, et a =: fxp celle de la base. L'équation de la droite joignant (^^ y) ^ Tintersection de la base avec la première droite fixe peut s'écrire
(/fx-H m)P -f- /lY = o;
on a de même pour la droite qui joint (a, y) ^ l'intersection de la base avec la deuxième droite fixe
( /' jx -H /n' ) a -4- /i' [lY = ^>
et, en éliminant {jl entre ces deux équations, on trouve, pour le lieu cherché,
Im'a.^ --' ym^-h- n^){l!(3L-\- n'^).
C'est une conique passant par les points
(P,Y)» (ï.«)» (a, ^ot-h/np+nY), (3, /'«+ m'P -f- n'Y).
§ IL — Des équations rapportées a deux tangentes
ET A LEUR CORDE DE CONTACT
270. Lorsqu'une conique est rapportée à deux tangentes |j, M et à leur corde de contact R, son équation prend la l'orme LM zi^ R^ (n® 2S2), et Ton peut définir la position de Pun quelconque de ses points à Taide d'une seule variable (n** 229). Soit, en effet, jjlL = R l'équation de la droite joi- ^mant le point LR à un point quelconque de la courbe, que nous appellerons le point [l. En éliminant successivement L et R entre cette équation et l'équation de la conique, on
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obtient les équations M = ;xR, [x*L = M qui représentent les droites joignant le point (ji, àMR et à LM ; on a ainsi trois équations en (A, et il sufBt évidemment de deux quelconques de ces équations pour déterminer un point de la conique. L'équation
(xjx'L — (a-|-;j.')RH- M = o,
qui est évidemment vérifiée parTune ou Tautre des hypothèses
(|JlL=:R, îjlR = M), ({x'L=:R, {x'RmM),
représente la corde joignant les deux points \l et [l de la courbe. En écrivant que \x et (jl' coïncident, on obtient Téquation
fX*L— 2{JlR-l- M =:0,
qui renferme l'indéterminée jjl au second degré, et qui représente la tangente en (ji,. Réciproquement, toute droite dont l'équation jjl^L — 2 |i.R + M = o renferme une indéterminée \t, au second degré enveloppe la conique LM = R^.
271. Trouver l'équation de la polaire d'un point quelconque (L'j M', R').
En substituant les coordonnées L', M', R' dans l'équation de l'une ou l'autre des tangentes menées par ce point, on obtient la relation
|X«L'-2|xR'H-M'=0,
qui devient
ML' — 3 RR' -f- LM' =: o,
en observant que l'on a au point de contact (n* 270)
et cette relation n'est autre chose que l'équation de la polaire
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cherchée, puisqu'elle est vérifiée par les coordonnées du point de contact.
On démontrerait de même que, quand un point est défini par l'intersection de deux droites aL = R, 6R = M, sa polaire a pour équation
abh — 2aR -h M = 0.
272. Les diverses équations, auxquelles nous venons d'arriver, donnent lieu à plusieurs remarques qu'il n'est pas sans intérêt de signaler. En éliminant R entre les équations de deux tangentes
uM. — 2 jjlR -4- M — G, [jl'«L - 2{x'R 1- M — o,
on obtient l'équation jjljjl'L -= M, qui représente la droite menée du point LM à l'intersection de ces deux tangentes. Il en résulte que les tangentes en [jl et jjl' se coupent sur la droite fixe aL=^M, toutes les fois que le produit \l\>! est égal à une constante a. Il est d'ailleurs facile de voir, en se reportant à l'équation de la corde(n® 270 K que, si cette même condition est remplie, la corde joignant les points |ji., jjl' passe par le point fixe ( a L -~ M, R ) .
On peut remarquer en outre que les points -f- jjl et — [jl appartiennent à une même droite passant par le point LM, puisque la droite joignant un point quelconque jjl au point LM a pour équation jjl^L -= M.
Enfin, lorsque deux coniques LM -- R=*, LM == R'^ ont L et M pour tangentes communes, la droite qui joint le point -r- [f* de la première de ces coniques à l'un des points li: \), de la seconde, passe par l'intersection^LM des tangentes communes, puisque l'équation {x^L— M est indépendante de R et de R'. On dit alors que le point 4- \j. de l'une dos coniques correspond directement au point — {/,, et inversement au point - ja de l'autre; on dit, de même, que la corde joignant deux points quelconques de l'une des coniques
correspond à la corde menée par les points correspondants de l'autre conique.
Exercices.
1. Les cordes correspondantes de deux coniques se coupent sur l'une des cordes d'intersection des deux coniques.
Les coniques LM — R*, LM -- R'» ont R' — R'* pour cordes communes, et les cordes correspondantes
[xjx'L — ( |jL 4- jjl') R -f- M = o, {X|x'L — ( jx -h fx') R' -+- M ^ o,
se rencontrent évidemment sur R — R', ou sur R -h R', suivant que (j. et \i! sont de mêmes signes, ou de signes différents, dans les deu\ équations.
2. Un triangle est circonscrit à une conique; deux de ses sommets glissent sur des droites fixes : trouver le lieu du troisième sommet.
Prenons pour lignes de référence les deux tangentes menées à la conique par l'intersection des droites fixes et la corde de contact de ces tangentes ; soient, en outre,
ah — M = o, bL — M~o
les équations des droites fixes, et
LM — R« = o
réquation de la conique.
Nous avons vu (n© 272) que, lorsque deux tangentes se coupent sur aL — M, le produit des (x des points de contact est égal à a; il en
résulte que, si fx est le point de contact d'un des côtés du triangle, — et
— sont les points de contact des autres côtés, et par suite que ces côtés ont pour équations
-rL — 2—R-}-lVf = o, —L — a— R-4-M = o.
{XÎ p. fX* jx
En éliminant p. entre ces deux équations, on trouve, pour le lieu cherché,
c'est une conique^ ayant avec la conique donnée un double contact suivant la corde R(*)*
3. Un triangle est inscrit dans une conique, deux de ses côtés passent par deux points fixes : trouver l'enveloppe du troisième côté.
Prenons pour R la droite menée par les points fixes, et soient LM = R^ réquation de la conique, aL — M = o, bh — M = o les équations des droites qui joignent les points fixes à LM .
On sait (n^^ 272) que le produit des p. des extrémités d'une corde passant par (aL — <M)R) est égal à a. Le sommet opposé au troisième côté du triangle étant pris pour (jl, on aura pour les autres
_ JL
sommets -? - > et par suite, pour Téquation du troisième côté,
a6L — (rt-i-^)(xR-+-|x2M = o; ce côté est donc constamment tangent (no270) à la conique
LM= T— r^RS
qui a un double contact avec la conique donnée, suivant la droite déterminée par les points fixes.
4. Inscrire, dans une section conique, un triangle dont les côtés passent par trois points donnés.
Prenons, comme dans l'Exercice précédent, pour R la droite joignant deux des points fixes, et pour \l le sommet du triangle qui se trouve à l'intersection des côtés passant par ces deux points. L'équation du côté opposé à fi peut s'écrire
aô L — (a -H ô ) [A R -h [X» M = o,
('} Le même raisonnement s'applique également au cas où, le point LM étant à l'intérieur de la conique, les tangentes L et M sont imaginaires. On peut aussi démontrer, par des procédés qui seront indiqués au paragraphe suivant, que, lorsque l'équation de la conique est donnée sous la forme L*+M*=R-, le lieu est représenté par une équation de même forme.
et, en exprimant que ce côté passe par le troisième point fixe cJj — R = o, dR — M = o, on obtient Téquation
ab — (a-f- 6){jLC-h [L^cd = o,
qui suffît pour déterminer p.. Quant aux coordonnées de (x, elles satisfont évidemment à la relation
abL — (a-{-b)cl\-hcdM—Oj
puisqu'on a, à la fois,
[jlL = R, [x«L = M.
La question admet donc deux solutions, qu'on obtient eji prenant successivement pour le sommet (jl du triangle les deux points où cette dernière droite rencontre la conique. Nous indiquerons plus loin (n<> 297, Ex. 7) comment on peut construire géométriquement cette droite.
5. La base d'un triangle touche une conique donnée; ses extrémités glissent sur deux tangentes fixes, et les deux autres côtés passent par deux points fixes : trouver le lieu du sommet.
Soient L et M les deux tangentes fixes, LM = R' l'équation de la conique. Les coordonnées L, R, M du point d'intersection de la droite L avec une tangente ({x*L — 2{jlR -h M) sont respectivement proportionnelles à o, i, 2{i; et l'équation de la droite qui joint ce point à un point fixe (L', R', M') peut s'écrire (n^ G5)
LM'— L'M = 2|x(LR'— L'U).
On aura de même, pour l'équation de la droite joignant le point fixe (L', R", M') à l'intersection (2,fx,o) de M avec la même tangente
2(RM'— R'M) = jjL(LI\r — L'M);
et en éliminant {jl, on trouve, pour le lieu du sommet, l'équation
(LIVr-L'M)(L>r — L'M)= 4(LR'-L'R)(RM*'— R'M),
qui représente une conique passant par les deux points donnés.
273. Lorsque l'angle 9 est constant, la corde joignant les points (ji, tangf , ^ cotç enveloppe une conique ayant un double
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contact avec la conique donnée. L'équation de cette corde (n«270)
{jL-L — (i.R( tangcp -+- cotç) h- M = o
représente, en effet, la tangente en pi à la conique
LMsin«2<prz:R«, puisque Ton a
tangç -h cotç =: 2 coséc2 9.
On prouverait de même que le lieu de l'intersection des tangentes enpitangf, (xcot^ est la conique LM =^ R^sin^2 9.
Exercice.
Dans V Exercice 5 du n« 272^ on remplace les deux tangentes fixes par une conique ayant un double contact avec la conique donnée et passant par les deux points fi^es : trouver le lieu du sommet.
Soient
LM — R« = o, LM sin«2<p ~ R« = o
les équations des deux coniques, [x' et (x' les points fixes. Toute droite qui touche la deuxième conique au point \k rencontre la première aux points p. tangcp, [xcotcp; on a donc pour les équations des deux côtés
(XfjL'L tangcp — (|x'h- {xtangcp)R-h M = o,
fjLfx'Lcotcp — ([l'-hfjL cot<p)R-4- M = o,
et^ en éliminant (x, on trouve pour l'équation du lieu
(M — [x'R)(|jl'L — R)= tang»<p(M — ix'R)(hl'L-R).
274. Le rapport anharmonique du faisceau obtenu en joignant un point quelconque ^ d'une conique à quatre points fixes jx', {x", |x'", |x'^ de cette conique est constant
Les droites qui joignent les quatre points fixes (x', pi.'', ... de la conique au point variable (x ont pour équations
jil'(jAL~R)4-(M — {JlR)=:0, jx''({xL — R)-h(M — aR)--:-:0,
ja^'CulL — R)-h(]M — |jlR)=o, fxïv(jj,L — R)-i-(M — îjlR) izio, et le rapport anharmonique
du faisceau qu'elles forment (n® 58) est indépendant de la position du point pi.
Nous appellerons, pour abréger, rapport anharmonique de quatre points d^une coniquele rapport anharmonique du faisceau obtenu en joignant ces quatre points à un point quelconque de la courbe.
275. Le rapport anharmonique des points suivant lesquels une tangente mobile est coupée par quatre tangentes fixes est constant.
Supposons que les tangentes fixes soient celles des points {jt.', jx', jjl"', [i.'^, et que la tangente mobile soit celle du point pi.. Le rapport anharmonique des quatre points de la tangente mobile est le même que celui du faisceau obtenu en joignant ces quatre points au point LM. Mais les droites de ce faisceau , ayant pour équations (n®272)
jà'plL — M=o, ,fji.'(xL — M = o, [x'^jaL— M=iio, pLi^L — M — o,
forment un système homo graphique (n®59) avec celui du numéro précédent, et ont, par conséquent, même rapport anharmonique. Le rapport anharmonique des quatre points de la tangente mobile, ou plus simplement, le rapport anharmonique des quatre tangentes est donc égal au rapport anharmonique des quatre points de contact.
276. L'expression du rapport anharmonique de quatre points d'une conique jx', [jl^, •/", [i.'^' (n**27i) ne change pas lorsque tous ces points changent de signe; donc (n®272) le rapport anharmonique de quatre des points (jjl', ^, \)i'\ jjl^^ ) déterminés sur une conique par quatre droites issues du point LM est égal au rapport anharmonique des quatre autres points ( — p/, — ^!\ — ^'\ — |ji*^) déterminés par ces mêmes droites sur la conique.
Pour la même raison, le rapport anharmonique de quatre points d^une conique est égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants dune autre conique. Enfin, si l'on observe que la valeur du rapport anharmonique (n** 274) ne change pas quand on y remplace jx par ;jLlang<p, ou [jLCOt^, on obtient le théorème suivant qui a été indiqué par M. Townsend : Lorsque deux coniques S et S' ont un double contact, le rapport anharmonique de quatre des points déterminés sur S par quatre tangentes quelconques à S' est égal au rapport anharmonique des quatre autres points déterminés par ces tangentes sur la même courbe S, ainsi qu^à celui des quatre points de contact sur S'.
277. Réciproquement, étant données une conique et trois de ses cordes aa'y bb', cc\ V enveloppe d'une quatrième corde dd^^ telle que le rapport anharmonique de abcdsoit égal au rapport anharmonique de a! V d d', est une conique ayant un double contact avec la conique donnée.
Soient, en effet, a, 6, c, a', b\ cf les valeurs de jjl pour les six points fixeS; (jl et ^ les valeurs de ^ aux extrémités de la corde mobile; l'équation
qui exprime l'égalité des rapports anharmoniques, peut se mettre sous la forme
A[jl;/ ■+- B|jl h- Ca' 4- D = g,
A, B, C et D étant des constantes, et en éliminant [t! entre cette équation et celle de la corde
(jljjl'L — ({jl-|-|jl')Rh-M =0,
il yient successivement
fjL(By. 4-D)L4-R[jx(A|i.-+-C) — (Ba-hD)]— M(A;j.4-C)=:0,
fx'(BL + AR) -h îJi[DL 4- (C — B)R — AM] —(DR -h CiM) = o.
La corde mobile (n®270) est donc constamment tangente à la conique
[DL -h (C — B)R — AM]- 4- 4(BL 4- AR)(Dn 4- CM) = o,
et cette conicjue a un double contact avec la conique donnée LM — R- = o, puisque son équation peut se mettre sous la forme
4(BC - AD) (LM — R2) 4- [DL + (B 4- G) R 4- AM]« = o.
Dans le cas particulier où B = G, la relation entre jjl et \i! devient
AijLj/ 4- B({JL 4- fx') 4- D = o ;
elle exprime (n® 51) que la corde [ji.[jl'L — (;a -|- jji.')R 4- M passe par un point fixe.
§ m. — Des équations rapportées aux côtés d'un triangle
AUTOPOLAIRË.
278. Quand une conique est rapportée aux côtés d'un triangle autopolaire, son équation prend la forme (n**258)
et on peut représenter un point de la courbe à l'aide d'une
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seule variable <p. En posant la = n^ cosç, m^ = ny sinç, et en suivant la marche indiquée aux Numéros 102, 231, on a, pour la corde joignant les deux points 9 et 9',
U cos|((p -h <p') H- mp sin|(9 -h ?') — ny cos|((p — 9'), et pour la tangente en 9,
/a C0S9 -i- m^sin^ •=. ny.
Quand on représente, pour plus de symétrie, la conique par Téquation
aa* 4- 6p*-hCY*=:o,
on a pour la tangente en (a', P', y')
aaa' -h £>pp' -h cy^ = o,
et Téquation de la polaire d'un point quelconque (a', P', y') est nécessairement de la même forme (n°89). En comparant l'équation de la polaire avec l'équation de la droite
Xa -7- {Ji.p -f- vy = o,
on voit que le pôle de cette dernière ligne a pour coordonnées -5 T? -; et, puisque le pôle d'une tangente est situé sur
la courbe, la condition pour que la droite Xa -4- p.p H- vy soit tangente à la conique peut s'écrire
Lorsque cette condition est remplie, la conique est évidemment tangente aux quatre droites Xa rt |x3 =ii vy, et les lignes de référence sont les diagonales du quadrilatère formé par ces droites (n®146, Ex. 3). On verrait de môme que la condition aa ^-r 6p'* -r cy'^^^ o exprime que la conique passe par les quatre points {ol^'àz p', =t y').
Exercices.
1. Trouver le lieu du pôle d'une droite donnée Xan- jx^ -4- vy par rapport aux coniques passant par quatre points fixes
Xa'* (a3'» vy'»
Réponse, \- H — I — — = o.
2. Trouver le lieu du pôle dune droite donnée Xa -i- jip -f- vy = o par rapport aux coniques tangentes aux quatre droites fi^es
„. /«a m»? /i«Y Réponse. -x — i ^ H *- = o.
Le lieu des centres des coniques est donné par les mêmes formules, puisque le centre est le pôle de la droite à l'infini
a sin A -4- 3 sin B 4- Y sin C = o.
3. Former l'équation du cercle ayant le triangle de référence pour triangle autopolaire.
Réponse, a' sinaA— 3* sinaB -f- Y'sinaC = o (128, Ex. 2).
Il est facile de voir que le centre de ce cercle se trouve au point de concours des hauteurs du triangle, puisque le carré du rayon est égal au rectangle construit sur les segments que ce cercle détermine sur une quelconque des hauteurs, rectangle qui a le signe + lorsque le triangle a un angle obtus, et le signe — dans le cas contraire. Dans ce dernier cas, le cercle est imaginaire.
279. La détermination des propriétés des foyers est une des applications les plus remarquables de Téquation qui fait l'objet de ce paragraphe. L'équation d'une conique quelconque peut, en effet (n"186), se mettre sous la forme
en prenant pour lignes de référence une directrice y et deux
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droites rectangulaires quelconques, a: = o, y = o, se coupant au foyer qui correspond à y.
Cette forme montre que le foyer (x^y) est le pôle de la directrice y, et que la polaire d'un point quelconque de cette directrice est perpendiculaire à la droite qui joint ce point au foyer (n® 192). Elle fait voir, en outre, que les deux droites imaginaires X' -h y- = o sont des tangentes menées par le foyer, et puisque ces droites sont les mêmes, quel que soit y, il en résulte que : Toutes les coniques qui ont un même foyer ont deux tangentes imaginaires communes passant par ce foyer. Donc : Toutes les coniques confocales ont quatre tangentes imaginaires communes et peuvent être considérées comme inscrites dans le même quadrilatère. Les tangentes imaginaires (a;-4-j^-i=o) menées par le foyer se confondent avec les droites qui joignent ce foyer aux points cycliques, c'està-dire aux deux points imaginaires , et, à l'infini, communs à tous les cercles d'un même plan (n** 257). De là une conception générale des foyers : Les tangentes menées à une conique par chacun des points cycliques forment un quadrilatère ayant deux sommets réels, qui sont les foyers de la conique, et deux sommets imaginaires, qui peuvent être considérés comme les foyers imaginaires de cette même conique.
Exercice.
Déterminer les foyers de la conique représentée par V équation générale.
Il suffit, pour cette détermination, d'exprimer que la droite
est tangente à la courbe. En remplaçant, dans la formule du no 151,
X, p. et V respectivement par i, ^ — i, — {sZ-^y ^ — 1), et en égalant séparément à zéro Tensemble des termes réels et Tensemble
des termes imaginaires, on voit que les foyers se trouvent à l'intersection des deux hyperboles équilatères
C(arï— ^«)-+- aFj^ — 2Ga?-+-A — B = o, Ga?j^— Fa; — G7-4- 11 = 0,
qui sont concentriques à la conique donnée. En mettant ces équations sous la forme
{Cx — G)« — (Cy — F)« = G« — AG — F* -f- BC = A(a — 6), (Car — G)(C7 — F) = FG — CH = A A,
on trouve, pour les coordonnées x,y du foyer,
{Cx — Gy =:\1{R'¥' a — b), (C7 — F«) = ;a(R-»-6 — a),
R et A ayant la signification indiquée précédemment (n** 15i, n** 157, Ex. 3).
Lorsque la conique est une parabole, on a G = o, les équations cidessus se réduisent au premier degré et il vient
(F2-HG»)ir = FH4-i(A — B)G, (F*-f-G*)7 = GHh- j(B- A)F.
280. Les tangentes menées par le point (y? ^) à la courbe x^ -^y^ = ^'*^Y* ont évidemment pour équations
ev-HJ7 = o, ey c=o;
dans le cas de la parabole, où e = i , elles sont dirigées suivant les bissectrices intérieure et extérieure de l'angle (^, y). Donc : Les tangentes menées à la parabole par un point quelconque de la directrice se coupent à angle droit.
Dans le cas général, on peut poser x = ry cos ç, y = ey sin 9, ce qui donne
^mlangtp;
autrement dit,(p est l'angle que le rayon vecteur issu du foyer fait avec l'axe des x. Cette remarque permet de trouver l'enveloppe d'une corde vue du foyer sous un angle constant; la
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corde passant par les deux points ç et ç' a, en effet, pour équation
X cosl((p "+- ç') +7 sin 1(9 -h 9') = ey cosl((p — 9'),
et comme 9 — 9' est constant, elle est constamment tangente à la conique
x* -h 7' = c'y" cos*i(9 — 9'), qui a même foyer et même directrice que la conique donnée.
' 281. L'équation de la droite qui joint le foyer à l'intersection de deux tangentes s'obtient en retranchant l'une de l'autre les équations
a:cos9 -f^sin9 — eY = o, a?cos9'-i- j'sin9' — «y = 0,
ce qui donne
a?sin-l(9 -H9')-- jcos|(9H-9')=r o;
cette droite, faisant un angle 1 (9 -I- <p') avec l'axe des x^ est par conséquent la bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs allant du foyer aux points de contact 9 et ©'.
La droite qui joint au foyer le point où la corde de contact rencontre la directrice a pour équation
• X cosi(9 -h 9O 4-/ sinl(9 + 9') =: o;
elle est perpendiculaire à la précédente.
Trouver le lieu de V intersection des tangentes dont la corde de contact est vue du foyer sous un angle donné 2 S.
En éliminant 9 et 9' entre les équations des tangentes et la relation 28 = 9 — 9' (n® 102, Ex. 2), on trouve, pour l'équation du lieu.
( j;- -h /-) cos' 8 = e* y* ;
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c'est i'équatîon d^une conique dont l'excentricité est égale
à — ^> et qui a même loyer et même directrice que la
conique donnée.
Lorsque la courbe est une parabole, l'angle formé par les tangentes se trouve donné ; cet angle est, en effet, la moitié de l'angle o — 9' compris entre les droites j^cosçH-^ sînç et X COS9' -\-y sinç', puisque la tangente x cosç +jk sin© — y est la bissectrice de l'angle compris entre les droites
ojcoscp -h^ sincp et y.
Uangle compris entre deux tangentes à une parabole est donc la moitié de V angle sous-tendu au foyer par leur corde de contact. Par suite : Le lieu du sommet d^ un angle de grandeur donnée, circonscrit à la parabole, est une hyperbole ayant même foyer et même directrice que la parabole et dont V excentricité est égale à la sécante de Vanglç donné, ou, ce qui revient au même, dont les asymptotes se coupent sous un angle égal au double de l^ angle donné (n** 167).
282. Deux coniques quelconques admettent toujours un triangle autopolaire commun.
Soient, en effet (n**146, Ex. 1), A, B, C, D les points d'intersection des deux coniques ; E, F, O les points de concours des cordes opposées. Le triangle EFO est autopolaire par rapport à l'une et à l'autre des coniques, et si on désigne par a, g, Y les côtés de ce triangle, les équations des coniques peuvent se mettre sous la forme
('} Nous indiquerons plus loin les procédés analytiques à employer pour ramener à cette forme les équations des coniques.
Les droites a, ^, Y' V^^ ^^^^ évidemment réelles quand les coniques se rencontrent en des points réels, sont encore réelles lorsque les coniques se coupent en quatre points imaginaires. On sait, en effet, que toute équation à coefficients réels, qui est vérifiée par les coordonnées du
point {x' -h x"^ — 1 , y -4- /"v^ — i), est également vérifiée
par les coordonnées du point [x' — x''\/ — i, y — ^'"y/ — i) : on sait, en outre, que la droite qui joint ces points est réelle. Les quatre points imaginaires communs aux deux coniques forment donc deux couples de points [x^ ±x"\/ — i,
y ±y y/— I, et (^"' ±z x^"" \/~^ I , y"±y^ y/— i], auxquels correspondent deux cordes communes réelles et quatre cordes imaginaires. Il est d'ailleurs facile de voir que les équations
de ces dernières cordes sont de la forme L ± ?.I y/ — i ,
L' lii M'y/ — I , et par suite que ces cordes se coupent en deux points réels LM, L'M'. Les points E, F, O sont donc tous réels.
Lorsque les coniques ont deux points communs réels et deux points communs imaginaires, la corde qui joint les deux points réels et celle qui joint les deux points imaginaires sont toutes deux réelles ; les quatre autres cordes communes, qui passent chacune par un des points réels, ne peuvent avoir un deuxième point réel, et sont par suite imaginaires. Il en résulte que le triangle autopolaire EFO, commun aux deux coniques, n'a de réels qu'un sommet et le côté opposé à ce sommet.
Ezercices.
i. Vn triangle est circonscrit à une conique S; deux de ses sommets glissent sur une autre conique S' : trouver le lieu décrit par le troisième sommet.
Soient x^ H- 7* — -5' = o, ax- -H by^ — cz^ = o, les équations de S et de S'. Les coordonnées de l'intersection des tangentes à S, en a et y?
sont (n° 102, Ex. 1) cos|(a-+-Y), sin^Ca-^Y)» cos|(a — y)> ^^> <^ii exprimant que ces tangentes se coupent sur S', on a
acos*^(a-+- Y)-h bsin^^{a-^-() = ccos3|(a — y), ou
(a-4- 6 — c)-+-(a — & — c) cosa cosyh- {b — c — a)sinasinY = o.
On a de même
{a -\- b — c) -î' {a — b — c)cos3 cosy -i- (6 — c — a) sinp siny — o;
et, par suite,
(a-h b — c)cos|(a-i- j3 ) — (6 -f- c — a) cosi(a — P)cosy, (cf-h6 — c)sin|(a-+- 3) = (a-h c — 6)cosj(a— 3)sinY;
ce qui donne, pour l'équation du lieu,
(^-i-c — a)^ (c-T-a — b)' {a-^b — c)^ puisque le troisième sommet a pour coordonnées
cosi(a-+-;5), sin}(a-h?), cosi(a-3).
Cette solution est due à M. Burnside.
2. Un triangle est inscrit dans une conique X'-\-y^ = z*; deux de ses côtés sont tangents à la conique ax^ -\- by^ = es* : trouver Venveloppe du troisième côté.
Réponse, {ca -hab — bc)^ X' -{- (ab -h bc — ca^y^ = (6c-+- ca — ab^z'^*
§ rv. — Des courbes enveloppes.
283. Lorsque Téquation d'une droite renferme une indéicrminée [jt. àun degré quelconque, elle représente, en réalité, un système de droites qui correspondent chacune à une valeur particulière de jj., et qui sont toutes tangentes à une certaine courbe, qu'on appelle co^rèe enveloppe ou, plus simplement,
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enveloppe du système. Nous nous bornerons àmon trer ici comment on peut obtenir l'enveloppe des droites [ji^ L — 2 jxR - 1- M (n** 270); cet exemple suffira pour indiquer la marche à suivre dans le cas le plus général.
Les deux droites de ce système, qui correspondent aux deux valeurs de [i., p. et jjl -f- A:, ont pour équations
a*L — 2(jLR-i-M — Oy (u -h X:)*L — 2((A-i-X:)RH-M = 0,
et leur point d'intersection se trouve déterminé par l'équation de la première droite et par Péquation
obtenue en divisant par k la différence entre les équations des deux droites.
La deuxième droite est d'autant plus voisine de la première que k est plus petit; lorsque k s'annule, les deux droites deviennent consécutives et leur point de rencontre est alors défini par les équations
(x*L — 2{xR -f- Mz=:o, |xL — Rt=3 0,
ou, ce qui revient au même, par les suivantes :
|aL — R=:o, jjlR — M = o;
ce point appartient à l'enveloppe, puisque ces deux droites sont tangentes à l'enveloppe, et que tout point d'une courbe peut être considéré comme l'intersection de deux tangentes consécutives à cette courbe (n® 147); il coïncide d'ailleurs avec le point où la droite [jl^L — 2jjLR-hM touche l'enveloppe. Il suffit donc, pour obtenir l'équation de l'enveloppe, d'éliminer jx entre les deux équations précédentes, ce qui donne LM — R2.
On peut encore procéder de Ja même manière quand L, M et R cessent de représenter des droites; dans ce cas, JI.2L — i^K -h M représente un système de courbes, et il
est facile de voir que toutes ces courbes sont -constamment tangentes à la courbe LM =^ R^.
L'enveloppe de la droite Lcosç -j-Msin© — R, où 9 est indéterminé, peut s'obtenir directement comme celle de la droite ja^L — 2(i,R + M; mais on peut aussi la déduire de l'enveloppe de cette dernière droite en posant
tanglç = [x, car on a alors
LL* . 2 IX
C0S9=:- --, Smcpnz: '—^9
et l'équation proposée se ramène à la forme
jx2(L — R) -H 2[i.M H- (L — R) — o,
où [A entre au second degré.
284. On peut encore procéder comme il suit : toute droite du système
est évidemment tangente à une courbe de la seconde classe (n® 145); on ne peut, en effet, mener par un point donné que deux droites du système; ce sont celles qui correspondent aux valeurs de [a tirées de l'équation
où U, R' et M' représentent les résultats obtenus en remplaçant dans L, R et M les coordonnées courantes par les coordonnées du point donné. Pour que ce point se trouve à l'intersection de deux tangentes consécutives, il faut donc que ses coordonnées vérifient la relation LM := R^ qui exprime que les deux valeurs de jx sont égales. Plus généralement, lorsqu'une indéterminée \t, entre algébriquement au degré n
dans l'équation d'une droite, cette droite enveloppe une courbe de la n'^'"*^ classe dont l'équation s'obtient en exprimant que l'équation en [x a des racines égales.
Exercices.
1. Les sommets d*un triangle glissent sur trois droites fixes z, p, Y« t<^n,dis que deux de ses côtés passent par deux points fixes (flf'>P'îï')»(a'> P%ï*) • trouver V enveloppe du troisième côté.
Soit a + (1^ = o l'équation de la droite joignant (a, P) au sommet qui glisse sur y ; l^s équations des côtés passant par les points fixes sont alors
et on a, pour le troisième côté,
puisque ce côté passe par l'intersection du premier avec a et du second avec p. Développant et ordonnant, suivant les puissances de p., on trouve, pour l'équation de l'enveloppe,
(a?'Y'+Pï'=''-Y«'?'-Y«'P')*=4a'P'(«ï'-»'Y)(PY'-p'-r).
On peut aussi résoudre ce problème, en ordonnant par rapport à a l'équation trouvée au n© 50, Ex. 3.
2. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que le produit de ses distances à deux points fixes soit constant et égal à 6*.
Prenons pour axes, la droite qui joint les points fixes et la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite; soient, en outre, ;k = o, j- = dz c, les coordonnée^ de ces points, et j^ — ma? -h /i = o, la droite mobile; on aura, pour exprimer les conditions du' problème,
(/i-h mc){n — me) = 6*(i -h /n*) ou
n^ = b^-\- b^m^ -h c*/7i*; et comme
n- = y^ — 2 mxcy -4- /n'a?' :
il vient
m*(a7* — 6* — c*) — imocy -\- y^ — fe* = o;
ce qui donne, pour Féquation de Fenveloppe,
OU bien
èl-f-c^ 6*
3. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que la somme b* des carrés de ses distances à deux points fixes (o, + c) soit constante.
4. Trouver l'enveloppe d'une droite telle que la différjence des carrés de ses distances à deux points fixes soit constante.
Une parabole.
5. Par un point fixe O, on mène une droite OP qui rencontre en P une droite fixe AP : trouver L'enveloppe de la droite PQ faisant avec PO un angle OPQ constant (= go* — P).
Soient OA et OQ les perpendiculaires abaissées du point O sur les droites AP et PQ, 6 et p les angles AOP et POQ fai par OP avec OA et OQ, on aura, en faisant OA =p,
0P=/?séc6, OQ =/?séc6cosP,
et, si l'on prend OA pour axe des x, O pour origine, il vient, pour l'équation de PQ,
aîcos(6-f- p)-f-jsin(8-f- P) =/> séc6 cos^, ou
a:cos(26-f- p)-4-^sin(a6-i- P) = 2/7Cosp — a?cosp — ^sinp. Cette équation étant de la forme
L coscp H- M sincp = R, on obtient, pour l'enveloppe cherchée, l'équation
a7î_l_^t — : (a:cosP-f-^sinP — 2/?cosp)',
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qui représente une parabole ayant le point O pour foyer.
Trouver V enveloppe de la ligne — ! — 7 — 1, quand les
indéterminées (x et ji' sont assujetties à la relation (jl h- ji' == G.
En remplaçant |x' par G — (Ji, et chassant les dénominateurs, on trouve, pour Tenveloppe, l'équation
A« H- B«-^ G» — aAB — 2AG — 2BG = o, qui peut se mettre sous la forme
di /Â =ii /B ± /G = o.
Exemples : i» On donne, dans un triangle, un angle et la somme c des côtés qui le comprennent : trouver l'enveloppe du troisième côté.
Ge côté a pour équation
et,' comme a-h b = Cj on a pour Tenveloppe
jpi^jri — 'ixy — 1CX — icy -\- c^ = o ;
c'est une parabole tangente aux côtés ;r et^ du triangle.
2* On donne de position deux diamètres conjugués d'une ellipse, et la somme c' de leurs carrés : trouver V enveloppe de l'ellipse.
Si, dans l'équation
on introduit la condition a'* -+- b'^ = c*, on trouve pour l'enveloppe
xzhyzh c = o.
L'ellipse est donc tangente à quatre droites fixes.
288. Lorsque les coefficients de V équation d^une droite Xa -r [A^ + vY sont liés par une équation du second degré en X, [JL et v,
AX- 4- B(JL- -f- Cv- -f- aFfxv -H 2GvX + 2 HX(jl = o, cette droite a pour em^eloppe une conique.
En éliminant v, entre cette dernière équation et l'équation de la droite, on trouve en effet
( Ay* — 2GYa 4- Ca«) X* -H 2 (Hf — Fya — Gy p -f- Cap) XjjL
-H(By»— 2FYp+Cp*)u.-rz:0,
ce qui donne pour l'enveloppe
(Ay*— 2GYa 4- Ca«) (By» — 2FyP 4- Cp^) — (Hy* — FyoL — GyP -+- Gap)^ ou, en développant et divisant par y*?
(BC — F*)a» + (CA — G*) p«-f- (AB — H») y*
-f-2(GH — AF)Py4-2(HF — BG)Ya4-2(FG — CH)ap = o.
On peut encore énoncer ce théorème de la manière suivante : Toute équation tangentielle du second degré^ en X, pL et V, représente une conique dont Véquation en coordonnées trilinéaires se déduit de Véquation tangentielle, de la même manière que celle-ci se déduit de Véquation en coordonnées trilinéaires.
Nous avons vu, en effet (n® 151), que la condition pour que Xa -h \}.^ H- vy soit tang^ente à
aa'-l- ôp'-hCY* 4- 2/pY-h 2^yo^~+" 2AaP = o est exprimée par l'équation
( bc —f)\^ H- {ca — g^) ]j}-\-{ah~- A«)v*
i{gh — af)]vt -h2{h/— bg)^\ -h 2{/g — c/i)Xjx = o,
qui n'est autre que l'équation tangentielle de la conique. Réciproquement, la conique aa^+...=o est l'enve-
loppe de la droite dont les coefficients X, (x, v satisfont à la condition AX^-f- ... = o, puisqu'on remplaçant A, B, ... par bc — /^, ca — g^^ . . . , dans l'équation
(BC — F*)(x'-h ...=o
donnée plus haut, elle devient
( abc -h '^fgh — ap — bg^ — cA')
X (aa* -hZ/p*4-CY*-+- 2/Py H- 2^y*"^ 2Aap):rro.
Exercices.
1. Démontrer, comme cas particulier de ce qui précède, que les lignes qui satisfont aux conditions
T- H 1 = O, /F X -h JQ iJL -h /ïîv = o
ont respectivement pour enveloppes (n®» 127, 130)
2. Trouver la condition pour que la droite Xan- jxp H- vy rencontre la conique représentée par Inéquation générale en deux points réels.
Cette droite rencontre la conique en des points réels ou imaginaires, suivant que la quantité {bc — /*)X'-h ... est négative ou positive. Lorsque cette quantité s'annule, la droite est tangente à la conique.
3. A quelle condition les tangentes menées par le point (*'> P'> t') sont-elles réelles?
Ces tangentes sont réelles quand la quantité (BG — F») a'* -i- . . . est négative; autrement dit, lorsque
abc ■+- ^/gh -h . . . et aa'* -+- 6 P'* -H . . .
sont de signes contraires. Les tangentes sont imaginaires, ou, ce qui revient au même, le point (a', p', y') est à Tintérieur de la conique lorsque ces quantités sont de même signe.
DES SECTIONS CONIQUES. NOTATIONS ABRÉGÉES. Hl
On démontrerait, comme au n** 76, que la condition
ABC -h 2FGH — AF* - BG» — GH« = o
exprime que l'équation
AX"-+-B[i*-h Cv^-i-2F[Av-+- 3GvA4- 2HAjjt. = o
peut se décomposer en deux facteurs et se mettre sous la forme
(a'X 4- ,^'(1 -+- y'v) (a'X -H p'^L 4- y'v) = o. Cette condition exprime donc (n^ SI) que la droite
Xa -h ap -f- vy
passe par Fun ou Tautre des deux points fixes, dont on obtient les équations (n®70), en ég^alant séparément à zéro les deux facteurs suivant lesquels se décompose Téquation AX^-f- . . . = o.
En remplaçant, comme au Numéro précédent, A, B, ... par bc — /^j ca — g^^ . . . , on voit facilement que la quantité
ABC-haFGH-h ...
n'est autre chose que le carré de abc + ^/gà -+-....
Exercice.
Lorsqu'une conique passant par deux points donnés a un double contact avec une conique fixe, la corde de contact des deux coniques passe par un point fixe.
Soient S = o Téquation de la conique fixe, S =(Xa-+- [x^ -+- vy)* celle de l'autre conique ; en remplaçant, dans cette dernière équation, les coordonnées courantes par les coordonnées des points donnés
(a',P',Y'), (et', p', y'), on a
S' = (Xa'H-|jL3'+vY')' S' = (Xa'-f-{xP'+vY')«. d'où
(Xa'H-|j.p'4.vY') v/S* = ±:aa'-f.îxp'-4-vY') /S^;
la corde de contact Xoe + [jl^ + vy passe donc par l'un ou Tautre des deux points fixes définis par cette équation, puisque S' et S' sont des constantes.
287. Trouçer l'équation générale des coniques ayant un double contact avec deux coniques données S et S'.
En désignant par E et F les deux cordes de l'un des couples de cordes communes à S et S', on a
S — S' = EF, et Téquation
|i« E« — 2îx(S 4- S') + F= = o
représente un système de coniques doublement tangentes à S et S', puisqu'elle peut se mettre sous l'une ou l'autre des formes
(|xE -h F)« = 4jaS, (|xE - F)* = 4|xS'.
Les cordes de contact [xE -f- F, jxE — F, des coniques de ce système passent toutes, d'ailleurs, par le point de rencontre des cordes E et F, et forment avec ces cordes une série de faisceaux harmoniques ( n® 57 ) .
Les coniques S et S', admettant en général trois couples de cordes d'intersection, il existe trois systèmes distincts de coniques ayant un double contact avec deux coniques données. Toutefois, lorsque S' se transforme en un couple de droites, il n'y a plus que deux couples de cordes distinctes, et, par suite, deux systèmes de coniques; quand S et S' se transforment toutes deux en couples droites, il n'y a plus qu'un seul système.
Remarquons, en outre, que l'équation de l'un quelconque de ces systèmes est du deuxième degré en jx, et par conséquent, que l'on peut toujours faire passer par un point quelconque deux coniques de chacun de ces systèmes.
Exercice.
Trouver V équation générale des coniques tangentes à quatre droites données.
Soient A, 6, G, D les quatre côtés et E, F les diagonales du quadrilatère formé par les droites données ; on a alors AG — BD = EF ; ce qui donne pour l'équation cherchée
jji«E« — 2H^(AG -T- BD)-h F2 = o.
Quand on représente par L, M et N les diagonales^ les côtés ont pour équation L ± M ib N = o, et Féquation des coniques prend la forme symétrique
IJL«L« — pL(L« -f- M» — N*)H- M« = o, qui montre que ces courbes sont tangentes à
On peut aussi mettre cette dernière équation sous la forme
Nî=-V-4--^ (no 278).
cos'îp sin-«p
288. L'équation générale des coniques ayant un double contact avec deux cercles G et C peut s'écrire
JJL-- — 2 ja(G -1- G') -h (G — G')- == o,
et on en déduit pour les cordes de contact
G — G'-f-[i = o, G — G' — [x=ro;
ces cordes sont parallèles à l'axe radical des deux, cercles, et situées à égale distance de cet axe.
En mettant l'équation des coniques sous la forme
on voit que : Le lieu des points tels que la somme, ou la différence, des tangentes menées de ces points à deux
cercles fixes, soit constante^ est une conique ayant un double contact avec les deux cercles.
En supposant les deux cercles infiniment petits-, on retombe sur la propriété fondamentale des foyers (n®" 182-183).
Quand ja est égal au carré du segment déterminé par les cercles sur une de leurs tangentes communes, Téquation représente un couple de tangentes communes.
Exercices.
1. Trouver, d'après ce qui précède, les tangentes communes aux cercles proposés dans les Exercices des /i** 113 et 114.
2. On donne trois cercles G, G' et C '.h et L' sont les tangentes communes à G', G'; M et M' d G', G; N et N' à G, G'; si L, M c^ N passent par un même point, L', M' et N' passent aussi par un même point (*).
Soient
v/c-+-/G* = ^ ^^-4-/0 = /^, i/c-hi/a = t%
(') Ce théorème fournit, ainsi que l'a montré Steiner, une solution du problème de Malfatti : Inscrire dans un triangle trois cercles tels que chacun d*eux soit tangent aux deux autres et à deux des côtés du triangle. En inscrivant un cercle, dans chacun des triangles formés par un des côtés du triangle donn^ et par les bissectrices des angles adjacents à ce côté, on obtient trois cercles, qui ont trois de leurs tangentes communes concourantes, et qui admettent, par suite, trois autres tangentes concourantes, ces trois dernières tangentes sont en même temps des tangentes communes aux cercles cherchés. M. Hart a donné une démonstration géométrique de cette solution dans le Quarterly Journal of Mathematics, T. I, p. 219. On peut d'ailleurs donner plus d'extension au problème de Malfatti, en substituant aux trois cercles de l'énoncé, trois coniques ayant chacune un double contact avec une conique donnée; ce nouveau problème se résout en s'appuyant sur le théorème de l'Exercice 3, ou sur son réciproque, et non plus sur la proposition de l'Exercice 2.
les équations des couples de tangentes communes. La condition pour que L, M et N passent par un même point est t'dzt = t'; et il est évident que, lorsque cette condition est remplie, L', M' et N' passent aussi par un même point.
3. Lorsque trois coniques ont un double contact avec une quatrième, les six points déterminés, sur ces trois coniquts,par trois de leurs cordes communes, ne passant pas par un même point, appartiennent à une même conique. Dans le cas particulier où trois de ces points sont en ligne droite, il en est de même des trois autres.
Soient S — L* = o, S — M- = o, S — K^ = o, les trois coniques, et L -+- M = o, M -H N = o, N -4- L = o, trois de leurs cordes communes, ne passant pas par un même point; l'équation
S -H MN -^ NL -+- LM =(S — L2)-^(L-HiM)(L-i-N)
démontre le théorème.
§ V. — Équation générale du second degré.
289. Uéquation d'une conique quelconque peut toujours se mettre sous la forme
Cette équation est en effet du deuxième degré, et, comme elle renferme cinq paramètres arbitraires, il est toujours possible de déterminer ces paramètres de manière que la courbe qu'elle, représente passe par cinq points donnés, et coïncide, par suite, avec une conique donnée. Pour passer de cette équation, qui suppose les coordonnées trilinéaires, à l'équation en coordonnées cartésiennes, il suHit d'y remplacer a, 3 par x^ y^ et d'y faire 7 = 1, ce qui revient à supposer la droite Y à l'infini (n«» 69-76 ).
En général, toute courbe de degré n peut se représenter par une fonction homogène du même degré en a, ^ et y; il est facile de voir, en effet, que l'équation complète de degré n entre deux variables, et l'équation homogène de même degré
entre trois variables ont le même nombre de termes, et, par suite, peuvent être assujetties au même nombre de conditions.
290. Nous avons vu (n®66) que les coordonnées d'un point quelconque de la droite passant par les deux points
(^'j S'j y)î ^ -i ^ -> t") peuvent s'exprimer par
/a'-^ma^ /p'-hm^^ li-^m^\
on obtiendra donc les coordonnées des points où cette droite rencontre une courbe, en substituant, dans l'équation de la courbe, les valeurs ci-dessus aux coordonnées courantes
a,P et Yj et en déterminant le rapport au moyen de la relation déduite de cette substitution (•). Ainsi (n®92), les points où cette droite rencontre une conique sont donnés par l'équation du second degré
H- 2 /m [aa'a^-h ^p'p'^-h cy'y''
-r- m* ( a a''- -h 6 p'- 4- c y"* -i- a/P'' y" -H 2 ^ y" *" h^"^") — o, que l'on peut écrire, pour abréger.
Lorsque le point (a', g', y') est sur la courbe, S' s'annule, et l'équation se réduit au premier degré. En la résolvant par rapport à /l /n, on trouve
S''a'-2Pa^ S'p'-2Pp^ S'y'-2Py'
pour les coordonnées du point où la droite, joignant un point quelconque (a', g', y) de la courbe à (/,P'',y")î rencontre de nouveau la conique. Quand P.-jzo, elles se réduisent
(*) Cette méthode est due à Joachimsthal.
à o/, P', y'* Ï^ ^^ résulte que, si a", ^'^ et y" satisfont à la relation
la droite joignant (/, p", y") à (a', P', y) rencontre la courbe en deux points qui coïncident en (a', P', */); autrement dit que (a", p", Y) ®^^ situé sur la tangente en (a!, p', y')- L'équation P = o représente donc la tangente en (a', g', y )«
291. La symétrie de cette équation en a, P, y» «'?&'? y' montre (n® 89) que, dans le cas où («', p', yO ne se trouve pas sur la courbe, elle représente la polaire de ce point. On peut d'ailleurs observer (n** 91) que l'équation P = o exprime que la droite joignant (a', g', y) à (a'', P", y") est divisée harmoniquement par la courbe.
L'équation de la polaire peut se mettre sous la forme
a'(aa + A p -h ^Y) -+" P' (^« -^ *P "+-/y) -+- / (o a ->-/P -*- ^r ) -- <>
qui se ramène à
en observant que les coefficients de a', P', y' sont respectivement proportionnels aux dérivées de l'équation de la conique, prises successivement par rapport à a, p, Yj ^^ ^^ posant pour abréger
^ dS ^ dS ç dS
^'-Tol' ^'-Tp' ^'-Ty'
Lorsque p' et ^ sont nuls, l'équation de la polaire se réduit à S| = o. L'équation de la polaire de V intersection de deux des lignes de référence s'obtient donc en prenant la dérivée de l'équation de la conique, par rapport à la troisième.
L'équation de la polaire étant symétrique en a, P, y et a', P', y peut encore se mettre sous la forme
aS',-i-pS',-hYS'i=o,
en désignant, suivant l'usage, par Sj, ce que devient S| lorsqu'on y remplace a, 3, y P^^ a'? P'» */•
292. Lorsqu'une conique se transforme en un couple de droites OP, OP', la polaire d'un point quelconque A passe par l'intersection O de ces droites.
La Géométrie nous apprend, en effet, que si l'on prend sur chacune des sécantes APF issues du point A la moyenne harmonique AQ des segments AP, AP' déterminés par les droites OP, OF, le lieu des points Q est une droite qui passe par le point O, et qui est, par rapport à OP et OP', la conjuguée harmonique de la droite unissant le point A au point O. Les formules du Numéro précédent conduisent du reste au même résultat; d'après ces formules, la polaire de (o/, f) par rapport aux droites a^ = o a pour équation P'a -1- û/p := o, et on sait que cette équation représente (n®57) la conjuguée harmonique, par rapport à a et p, de P'a — a P, c'est-à-dire de la droite qui joint (a, p) au point donné (a', ^').
Il résulte de ce qui précède, queues polaires des sommets (P, y)) (Yj a) (a, P) du triangle agy se coupent en un même point quand la conique se réduit à deux droites. Pour exprimer que l'équation générale représente un couple de droites, il suffit donc d'écrire que les équations de ces polaires,
représentent trois droites concourantes, ou, ce qui revient au même (n® 38), d'éliminer a, p, y? entre ces trois équations. On retrouve ainsi la condition bien connue (n'**76, 147, 151,
abc -H 2/gh — a/* — bg- — ch- = o, et on voit en outre que cette condition peut se mettre sous
forme de déterminant, et s'écrire *
Le premier membre de cette équation s'appelle le discriminant ( ' ) de l'équation de la conique. Nous le désignerons dorénavant par la lettre A.
293. Trouver les coordonnées a!, p', y du pâle d'une droite as: -h jjlP + vy pcif rapport à une conique représentée par l'équation générale.
On a, d'après le n« 291 ,
et, en résolvant ces équations par rapport à a', P', y'> il vient
Af' = X(/^ — c/0-hK-(ca — ^s)4-v(^/i— a/),
les coordonnées du pôle sont donc respectivement proportionnelles à
AX-hHfji-i-Gv, HX-hBfx-hFv, GX 4-Fjx-hGv (-). En exprimant que ces coordonnées vérifient l'équation
Xo -{- jjlP -H vy zn: O,
on obtient la condition pour que la droite Xa -\- [l^ ~r vy touche la conique, puisque le pôle d'une tangente quelconque
(* ) Voir les Leçons d'Algèbre supérieure, par G. Salmon; huitième leçon de la traduction française. (Paris, Gauthier-Villars.)
(-) Les coefficients A, B, C, . . . sont employés ici avec la même signification qu'au n* 151 ; on peut aussi les considérer comme les déterminants mineurs obtenus en supprimant successivement, dans le déterminant (a,bjC) du numéro précédent, les lignes et les colonnes qui contiennent a, 6, c
S. — Géom. à deux dim, aq
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est situé sur cette tangente ; on retombe ainsi sur Féquation du n» 285
Quand on représente par 2 le premier membre de cette équation, les coordonnées du pôle, qui sont les dérivées parlielles de S par rapport à X, |Ji, v, se trouvent représentées par Si, 23a, Ss; la condition pour que la droite Xa + jx^-f-rf passe par le pôle de X'a -I- ;V3 -4- v'y, ou, en d'autres termes, l'équation tangcntielle du pôle de X'a -h fi'P -h v'f, prend alors la forme
xs; + as;-f-vs;=o,
qui présente une analogie remarquable (n*29l) avec la forme de l'équation de la polaire de (a', p', y)
Dans ce système de notations, la condition pour que les deux droites Xa -f ;j.? -h vy, X'a + /P H- /y soient conjuguées par rapport à la conique, autrement dit soient telles que le pôle de Tune soit situé sur l'autre, peut évidemment se mettre sous l'une ou l'autre des formes équivalentes
x'Si-i-|x's,-}-v'Sj-:o, xs;-+-fi.s;-f-vs;=:o.
Observons enfin que, d'après la manière même dont on a formé l'expression de 2, 1] est le résultat de l'élimination de fl/, p', y et p entre les équations
acf.' hAp' + ^r'-i-p^— o, Aa'-i-^p'H-/y'-+-p{jL=:o, ^a' -h /P' -+- c^' -{- cv — o, Xa' -+- {xp' -4- v/ = o,
et, par suite, peut être représenté par le déterminant
On démontrerait de la même manière que la condition pour que les droites Xa-f-pL^-f-vY, X'a + jjl'P + v'y se coupent sur la conique s'obtient en égalant à zéro le détermi nant
fJl' v'
Ezercices.
1 . Trouçer les coordonnées du pôle cfc Xa -f- jx^ -4- ^^par rapport à la conique ^Tol ^- //n3 -f- /'^Y'
L'équation tacgentielle de cette conique, qui est tangente aux trois droites a, p, y> peut s'écrire (n® 130)
/[xv -H /nvX -h /iXjx = o, et l'on a, pour les coordonnées du pôle,
a'= mv -f- n[x, p'=/iXH-/v, '^' = l^
2. Trouver le lieu du pôle de Xa -f- (ip -f- vy par rapport à un système de coniques tangentes aux trois droites a, p, y ^l satisfaisant, en outre, à une autre condition ( ' ).
£n résolvant par rapport k l, m, n les trois dernières équations de l'Exercice précédent, on voit facilement que /, m, n sont proportionnels à
X({xp'-+-vY'-Xa'), jx(vY'-f-Xa'~jjL?'), v(À!x'-i- pi?' — vy'),
quand le pôle est pris par rapport à une conique inscrite dans le triangle a^Yî pour obtenir l'équation du lieu, il suffit donc de porter ces valeurs dans la relation en /, m, n que l'on forme en exprimant que cette conique satisfait à la quatrième condition.
(*) La solution que nous donnons ici a été indiquée par M. Hbarn, Researches on Conic Sections,
Dans le cas particulier où X, p. et v représentent les côtés a, 6 et c du triangle de référence, on obtient ainsi le lieu du pôle de la droite située à l'infini aa-h b^ -{- c^, c'est-à-dire le lien du centre de la conique.
Quand les coniques doivent, comme quatrième condition, être tangentes à la droite Aa-nBp-hGY, ona (n* 130)
et le lieu du pôle de Xa + (a^ -h vy est la droite
X(fAp-+-vY — Xa) |x(vY4-Xa— (xP) v (Xa -4- p.? — vy) Â -^ B -^ G = ^-
Lorsque les coniques sont assujetties, comme quatrième condition, à passer par le point (a', ^', y'), /, m, n doivent satisfaire à la relation
v/7ô?-t- /mp' -H v'^nY = o,
et Ton a, pour le lieu du pôle de la droite Xa + (jl^ -H vy par rapport aux coniques tangentes à a, p, y ^^ passant par (ot', P', y').
v/Xa'(jxp-i-vY — Xa)-f- /{Ap'(vY -r- Xa— (x^)
-4- /vy'(^« -^- H^P — vY ) = o ; c'est une conique tangente aux droites
jip -H VY — Xa, vY -h Xa — [xp, Xa -i- jxp — vy.
Dans le cas particulier où Ton cherche le lieu du centre, ces trois droites sont celles qui joignent les milieux des côtés du triangle formé par les droites a, P, y-
3. Trouver les coordonnées du pôle de Xa -i- p.p -h >t^par rapport à la conique /pY H- m^<i -+- nap, circonscrite au triangle «Py»
L'équation tangentielle de la conique est alors (nol27)
/*X5-h /n*fJL*-f- /i*v* — 2/nnfJLv — 2ra/vX — 2/mXp. = o,
et l'on a pour les coordonnées du pôle
a'=/(/X — /njJL — /iv), P'=/n(/n|jL — nv — /X), y' = n(/iv — /X — wtfx).
ce qui donDe
en opérant comme ci-dessus, on trouve que les valeurs de /, m et n sont respectivement proportionnelles à
flt'(lJip'-i-vY'--Xa'), p'(n'-+-Xfle'-|xp'), -f'C Xa' -r- ji?' - v^ ).
La condition pour qu'une conique circonscrite à a^Y P^^se par un quatrième point (ot', P', y') étant donnée par
le lieu du p61e de Xot-f- [jip + vY, par rapport aux coniques passant par quatre points, a pour équation
quand la droite est à Tinfini, ce lieu est une conique qui passe par les milieux des côtés des triangles que Ton peut former avec les quatre points.
La condition pour qu'une conique soit tangente à la droite A ce -f- B p -f- Gy étant exprimée par
le lieu du pôle de Xa + {ip + vy par rapport aux coniques passant par trois points et tangentes à cette droite est donné par l'équation
i^Aa(|x|iH-vY — Xa)-+-v^Bp(vY-hX«— (xp)-h/GY(XaH-jAp — vy)"0, qui représente en général une courbe du quatrième degré.
294. LorsquW point (/^^^y^) appartient à la tangente menée à une courbe par le point fixe (a/, P', y^)» '^ droite joignant (a', p', y')? (a^ P^ y") rencontre la courbe en deux points qui coïncident, et Péquation en /: m (n® 290), qui détermine
les points d'intersection de cette droite avec la courbe, a ses racines égales.
Pour obtenir Péquation de toutes les tangentes qu'on peut mener à une courbe par (a', P', y'), il suffit donc de substituer, dans l'équation de la courbe, /a -h mo/, /f + mg', /y + ^t'j à a, |3, Y et d'écrire la condition pour que l'équation en llm^ qui résulte de cette substitution, ait ses racines égales. On trouve ainsi (n®92) pour l'équation des tangentes menées à une conique par le point (o/, P', y),
ou, en employant les notations du u? 290,
SS' — P
On peut encore mettre cette équation sous une autre forme en observant que la droite qui joint à (o/, P', 7') un point quelconque (a'', p", y') de l'une ou l'autre des tangentes menées par (a', P', y) est nécessairement tangente à la courbe. Pour obtenir l'équation du couple de tangentes, il suffit donc de former la condition pour que la droite
qui passe par ces deux points (n® 65), soit tangente à la courbe, et d'y considérer a*", p*^, ^ comme coordonnées courantes; en d'autres termes, il suffit de remplacer X, (jl et v par Py' — P'y> Y^'— y»? ^& — a'&j daiis l'équation du n^ 285,
L'équation obtenue de cette manière ne diffère pas, au fond, de celle qui a été donnée plus haut; en se reportant aux valeurs de A, B, C, ... (n®285), il est facile de voir, en
effet, qu'on a
(aa*-i-6p'-i- ...)(aa'--i- 6^'* -h ...) — (aaa'-i- ...)* = A(P/-P'y)«+....
Exercice.
Trouver le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une conique définie par l'équation générale (n» 160, Ex. 4).
L'équation du couple des tangentes menées par un point quelconque (n« 147) peut se mettre sous la forme
A(y — y )« -+- B(x — a/)« -H C{xy —ysf)'^ — aF (a? — a/) (a-/ — r^) 4- aG^x — /) («ir' — r^') — aH (a; — a:') {y -^y') = o,
et représente deux droites perpendiculaires lorsque la somme des coefficients de a?* et de j^' est nulle. Le lieu cherché,* qui a pour équation
G(a7«-hj'2)_aGa7 — îiFj-h A -4- B = o,
est le cercle directeur de la conique. Lorsque cette conique est une parabole, on a G s o, et le lieu se réduit à la droite
qui est la directrice de cette parabole.
29S. Il résulte de ce qui précède que les couples de tangentes menés par (p, y), (y, a), (a, P) ont respectivement pour équations
By« -i- Cp' — aFfv = o, Ca» -i- Av^ — aG^a = o,
Ap«-}-Ba*— aHap=o(»),
(') On peut arriver directement à ce résultat, en mettant successivement Téquation de la courbe sous la forme
et sous les deux autres formes analogues.
et, par suite, que le produit kl^ des coefficients Ar et Âr' qui caractérisent les équations p — Ay = o, g — A/y = o des tangentes d'un même couple, est égal à j^> à ^ ou à jr> suivant
que ces tangentes sont issues de (p, y), de (y, a) ou de (a, g). Et comme le produit de ces trois dernières quantités est égal à l'unité, il s'ensuit, étant donnée la signification du coefficient X: (n^ S4), que, dans tout hexagone circonscrit à une conique, on a la relation
sin EAB . sin FAB . sin FBC . sîn DBC . sîn DCA . sin EGA _ sin EAG . sin FAC . sm FBA . sin DBA . sin DGB . sin EGB ~ ' '
où A, F, B, D, G, E représentent les sommets de l'hexagone, suivant l'ordre dans lequel ils se succèdent.
Lorsque les équations de trois couples de droites peuvent se mettre sous la forme
M* + N* 4- 2y'MN = 0, N* 4- L« 4- 2^'NL = o, L«4-M«4-aA'LM = o,
les six droites qu'elles représentent sont tangentes à une même conique, puisque les équation3 trouvées plus haut pour les trois couples de tangentes se ramènent à cette forme
quand on y remplace a par Ly/Â, p par My/B,
296. Lorsqu'on veut former les équations des droites qui joignent un point (a', P', y') ^ ^^"^ ^^® points d'intersection de deux courbes, il suffit de remplacer, dans les équations de ces courbes, les coordonnées courantes a, ^y Y P^^ /a + /no/, /p-f-'wp', /y -4- m-/ et d'éliminer l\m entre les équations ainsi obtenues. Un point quelconque de ces droites jouit en eflFet de cette propriété que la ligne qui le joint à (a', P'?*/) rencontre les deux courbes en un même point; il en résulte que les équations en l\m^ qui déterminent les points où
Tune de ces droites rencontre l'une et l'autre courbe, ont une racine commune; et, par suite, que la relation obtenue en éliminant / : m entre ces équations est vérifiée par les coordonnées de ces points. '
Ainsi les deux droites qui joignent (a', p', y') aux points où la droite L rencontre la conique S ont pour équation
L'*S — 2LL'P-i-L«S'=ro,
U et S' étant ce que deviennent L et S quand on y remplace a, p, Y ps^r «'> 3'j y > et cette équation se réduit à
L'S — aLPrno, lorsque le point (a', P', y) est sur la courbe.
Exercice.
Dans toute conique, les cordes qui sont vues sous un angle droit d'un point donné de la courbe passent par un point fixe (no 481, Ex. 2).
Prenons des coordonnées rectangulaires et formons, comme cidessus, Téquation des droites qui joignent le point donné (^,>^) aux intersections de la conique aâ?'+6^< H- ... avecladroiteXa7-+-[j.y-f-v. Pour que ces droites soient perpendiculaires, il faut que la somme des carrés des coefficients de x^ et de y^ soit nulle, ce qui donne
{\a/^ H"-/-*- v)(a-H b) = a(aXar'-i- ^jx/);
et comme X, fx, v n'entrent dans cette équation qu'au premier degré,
la corde passe par un point fixe ( j- a/, i.?^)'
Quand le point donné se déplace sur la courbe, le point fixe décrit une conique. Lorsque Tangle sous lequel on voit la corde n'est pas droit, ou s'il est droit et que le point d'où l'on voit la corde ne soit pas sur la courbe, on trouve^ pour le lieu, une expression qui
renferme X, (x et v au second degré; la corde enveloppe alors nne conique.
297. L'équation de la polaire d'un point ne renferme les coefficients de Féquation de la courbe qu'au premier degré; par cela même, toute indéterminée qui entre au premier degré dans l'équation d'une conique entre également au premier degré dans l'équation de la polaire d'un point. Ainsi, P et P représentant les polaires d'un point donné par rapport aux deux coniques S et S', P + ArP' représente la polaire du même point par rapport à S + ArS', puisqu'on a identiquement
{a -4- ka') clol' -h ••' = uolcl' -h . . . -+- k{a!wi' -H . . .)•
Par suite : Les polaires d' un point fixe quelconque, prises par rapport aux coniques circonscrites à un même quadrilatère, passent par un point fixe (n" 151, Ex. 2).
De même, Q et Q' étant les polaires d'un autre point par rapport à S et S', Q -h A* Q' sera la polaire de ce second point par rapport à S + A:S'. Les polaires de deux points fi^es quelconques, prises par rapport à un système de coniques circonscrites à un même quadrilatère, forment donc deux faisceaux homo graphiques (n®59).
Le lieu des intersections des rayons correspondants P -4- A-P', Q 4- A*Q' rfe deux faisceaux homo graphiques est une conique qui passe par les centres des faisceaux. En éliminant k entre P -|- ArP et Q + A:Q', on trouve, en effet, PQ':= P'Q. Dans le cas particulier qui nous occupe, l'intersection des deux rayons correspondants est le pôle par rapport à S+ArS' de la droite qui joint les deux points donnés. Donc : Le lieu des pôles d'une droite donnée quelconque, pris par rapport aux coniques passant par quatre points fixes, est une conique (n® 278, Ex. 2).
Lorsqu'une indéterminée entre au second degré dans Péquation d'une conique, elle entre également au second degré dans l'équation de la polaire d'un point donné, et cette polaire enveloppe une conique. Ainsi la polaire d'un point fixe, par rapport à un système de coniques ayant un double contact avec deux coniques fixes, enveloppe une conique, puisque l'équation de chacun des systèmes de coniques indiquées au n® 287 renferme l'indéterminée \k au second degré.
Exercices.
1. Un point glisse sur une droite fixe : trouver le lieu de Vin» tersection de ses polaires par rapport à deux coniques fi^es.
Soient («', P', y')> («'j P^ y") deux points quelconques de la droite fixe ; P' et P', Q' et Q' leurs polaires prises successivement par rapport à Tune et à l'autre conique. Les coordonnées d'un troisième point quelconque de la droite seront Xa'-4- jjia', Xp'-h (jl^', X^'-h fi-Y*» et les polaires de ce point, XP'-4- jxP', XQ'h- jjlQ', se coupent évidemment sur la conique P'Q'= P'Q'.
2. Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est égal au rapport anharmonique de leurs quatre polaires.
Le rapport anharmonique des quatre points
/a -h ma', VoL-^-m'o^, l'a! -^ m'a.', f at' -{- m" a^ est, en effet, le même que celui des quatre droites
/P'-f-mP', /'P'H-m'P', rP'-hm'P', TPH-m-'P'.
3. Former l'équation des tangentes menées à la conique S aux points où elle est coupée par la droite y.
La polaire d'un point quelconque (oc', p') de y a. pour équation
a'S,-+-P'Ss = o,
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et, si Ton fait y = o dans Féquation générale, on a, pour déterminer les points où y rencontre la courbe,
«ea'«-4-aAa'P'-f-6P'* = o.
Éliminant a' et p' entre ces deux équations, il vient, pour l'équation des deux tangentes,
aS\ — aASiSt-f- ÔSJ = o.
Quand la droite y s'éloigne à Tinfini, cette équation prend la forme
a T— V— aA — — ù /— V = o \(fyj dx dy \dx) *
et représente les asymptotes en coordonnées cartésiennes.
4. Une conique est circonscrite à un triangle donné; l'une de ses asymptotes passe par un point fixe; démontrer que Vautre asymptote enveloppe une conique inscrite dans le même triangle.
Prenons le triangle donné pour triangle de référence. Soient ^i, tf les asymptotes et aa+ 6^ + cy la ligne à l'infini; la conique aura pour équation
^1 r» = (aa H- 6 p H- c y)';
et, comme elle passe par les points (p, y), (y, oe), (a, P), cette équation ne devra contenir aucun terme en a', p*, y*» si donc tt est
représentée par Aa-f- [a^ h- vy, t^ le sera par -^«h ^-h — Yl^t
si tt passe par (a', P', y')i ^i sera tangente (n* 285, Ex. 1) à la conique
a /ôôP-f- h /PP' -h c v/y7 ~ ® inscrite dans le triangle. On prouverait de la même manière que, si Tune des cordes d'intersection d'une conique circonscrite à un triangle avec une autre conique définie par l'équation générale est représentée par Xa -t- [jlP -h vy = o, la corde opposée a pour équation
• -ï-aH Ph- -y = o.
5. Une conique a pour triangle autopolaire un triangle donné; l'une de ses cordes d'intersection avec une conique fixe
définie par l'équation générale passe par un point fi^e; démontrer que Vautre corde enveloppe une conique, (M. Burnside.)
termes
Ct I2I COa U^ «A lAAIrCiXa^UblVU #\IA ~T~ i^H ~I~ VT — VF UC V^CI
conique fixe a nécessairement pour corde opposée
6. Étant donnés deux coniques \} et\ et deux points A et k' situés sur ces coniques, on mène les cordes AB, A'B'; trouver le lieu de l'intersection C! de ces cordes, quand leurs extrémités B et B' se déplacent de manière que la droite BB' pivote autour d'un point fixe O. (M. Williamson. )
Soient ce, p, y les coordonnées du point G ; «i, ^o Yi ' ^s» P<) ïs celles de A et A' ; soient en outre P la polaire de A par rapport à U, Q la polaire de A' par rapport à V. Les coordonnées du point B, où AG rencontre une deuxième fois la conique (n^ 290), seront
Uai— aPa, Up, — aPp, Uyi— aPy;
les coordonnées du point B' seront de même Vaj — 2Q0C , ... ; et, en exprimant que la droite BB' passe par le point O, point que nous supposerons à Tintersection de oc et p, il yienti pour Téquation du lieu,
Uaj — 1P0L ^ Vas — ^Qa^
Up, — aPp"" Vp, — 2QP'
le lieu du point G est donc, en général, une courbe du quatrième ordre.
Lorsque les points A, A' et O sont en ligne droite, on peut prendre cette droite pour a, ce qui revient à faire ai = «2 = o ; l'équation devient divisible par a, et le lieu est la courbe du troisième ordre
PVp, = QUPi.
Enfin, quand les points A, A' et O sont situés sur une tangente commune à U et V, P et Q représentent la même droite, Téquation
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précédente se réduit à
Cl le lieu est une conique passant par Tintersection des coniques U et V.
7. Inscrire dans une conique, donnée par l'équation générale, un triangle dont les côtés passent respectivement par les trois points (^y^), (y, a), (a, P).
La droite qui joint un point quelconque (a, p, y) ^^ ^^ courbe à un autre point (oc', P', y') rencontre la courbe en un deuxième point (n«290) dont les coordonnées sont S' a — 2 F a', S'p — aP'P', S'y — 2P'y'- Lorsque (a', P', y') se trouve à l'intersection des droites P et Y> on peut prendre a' = i , p' = o, y' = o, ce qui donne S' = x, P'«= Si, et le point où la droite qui joint (a, P, y)> (P» ï) rencontre la conique a poQr coordonnées
aa — 2S1, ap, a^;
on trouverait de même, pour les coordonnées du point où la droite unissant (a, P» y) ^ (ï> ^) l'eQContre la courbe,
ba, èp — 2S1, ^Y-
Pour que la droite joignant les deux points dont on vient de trouver les coordonnées passe par (a, p), il faut que Ton ait
aa — 2S1 boL
aji ~6p — 2S,'
ou, en réduisant,
2SiSj= aaSj-h ôpSi,
et cette condition, qui doit être vérifiée par le sommet du triangle opposé à (a, P), suffît pour déterminer le triangle. En adoptant les notations du n9 291, et en remplaçant, dans cette équation, a a par Si — /^p — ^Y> et ^ p par S, — ^a — /y, elle devient
À(aSi-i-pSOH-Y(/SiH-^S,) = o,
et, comme («j P) y) appartient à la courbe aSi + pSf + YS3 = o, on a en définitive
Y(/Si + 5'S,-AS3) = o.
Le facteur y P^ut être supprimé comme n'ayant pas de signification géométrique; l'un quelconque des points où la droite y rencontre la courbe satisfait, il est vrai, aux conditions analytiques exprimées plus haut, c'est-à-dire qu'en le joignant à (p, y) ^^ (ïj >) on détermine sur la courbe deux points en ligne droite avec (a, ^), mais les droites qu'on obtient ainsi coïncident avec ^ et ne sauraient former de triangle avec y* Le sommet du triangle cherché se trouvera par conséquent à l'un des deux points d'intersection de la courbe avec la droite /Si-h gS^ — hS^. Il est d'ailleurs facile de voir que l'expression
/St=^St = ASa
représente les droites qui joignent les sommets correspondants des
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triangles aPY, SiS|S8;la droite/Sj-h ^'S, — AS, = o (n* 60, Ex. 2) peut donc se construire de la manière suivante :
Former le triangle DEF (Jlff. 98) ayant pour côtés les polaires des points fixes A, B et G; les droites qui joignent les sommets correspondants des deux triangles DEF, ABC rencontrent le triangle polaire DEF en trois points L, M, N qui déterminent trois droites LM, MN et LN passant par les sommets du triangle cherché.
On peut arriver à cette solution par de simples considérations géométriques. Supposons, en effet, que nous ayons tracé les deux triangles laS, 4^6 inscrits dans la conique et passant par les points donnés A, B et G. En appliquant le théorème de Pascal à l'hexagone 123456, on voit que la droite BG passe par l'intersection de 16 et 34, et que ce dernier point est le pôle de AL (n» 146, Ex. 1). De même AL passe par le pôle de BG, et le point L est sur la polaire de A.
Lorsque les trois points fixes forment un triangle autopolaire, le problème est indéterminé et admet une infinité de solutions.
8. Lorsque deux coniques ont un double contact, toute corde de Vune qui est tangente à Vautre est divisée harmoniquement par le point de contact et par le point où elle rencontre la corde de contact des deux coniques.
Soient S et S -4- R* les deux coniques; («', P', y'), («', ?', y') ^^^ extrémités de la corde que nous supposerons menée dans S. Les points où cette corde rencontre S + R* sont donnés par l'équation en / : m
(IK-^mR'y — 2/mP = o,
obtenue en remplaçant, dans S + R', o(}p)Y P^'* /a'+ ma', ...,et en observant que a', P', y' ; «', P', y' vérifient la relation S = o.
Pour que cette corde soit tangente à S + R*, il faut que le premier membre de cette équation soit un carré parfait, et par suite que Ton aitP = 2R'R'. Quand cette condition est remplie, Téquation se réduit à
(/R'-mR')' = o,
ce qui démontre le théorème.
Former l'équation de la conique tangente aux cinq droites
a, p. Y, Aa-hBp-f-CY, A'a-h B'P-H C'y-
Réponse. ^loi-\- ^mp -+- ^ny = o,
l, m et n étant déterminés par les conditions
10. Trouver l'équation de la conique tangente aux cinq droites
a, P» ï» a-t-p + Y» aa-+-p — Y-
Dans ce cas,
l'équation cherchée est donc
11. Trouver V équation de la conique touchant les droites a, p, Y ^'^ leurs milieux.
Réponse. \fcïi. -h /6 p H- \fc^ = o.
12. Former la condition pour que ^Icl-\- y/m ^ -i- /«y =^ ^ représente une parabole.
Il suffit d'exprimer que la courbe est tangente à la droite située à l'infini (no254); on a ainsi
abc
13. Trouver le lieu des foyers des paraboles inscrites dans le triangle apy-
Soient en général al, P', y' les coordonnées de Tun des foyers d'une conique inscrite dans le triangle a^y; les droites qui joignent ce foyer aux sommets du triangle ont pour équations
les droites qui joignent l'autre foyer aux mêmes sommets, faisant avec les côtés du triangle les mêmes angles que les précédentes (no 189), sont représentées (n<» 55) par
et on a, pour les coordonnées a', P', y' du deuxième foyer,
> TTii
On peut donc écrire immédiatement l'équation du lieu décrit par un foyer, quand on connaît l'équation du lieu décrit par l'autre. Lorsque le second foyer est à l'infini, ses coordonnées vérifient la relation
d' sin A H- 3" sin B •+■ -(' sin C = o,
et le premier foyer se trouve sur le cercle
sin A sinB <;inC
Les coordonnées du foyer de la parabole situé à l'infini sont
sîn*A" sm«B' sîn>G'
S. — Géom. à deux dim, 3u
puisque (Ex. 12) elles doivent satisfaire à la fois aux deux équations
asinA -7- fJsinB -f- YsinC = o, /Ta -h /i»p-l- /»y = o; •n a donc, pour les coordonnées de l'autre foyer,
sin'A sin*B sin'C — - — , , .
Former V équation de la directrice de cette parabole
En appliquant le procédé indiqué au n? 291, on trouve, pour Téquation de la polaire du point dont on vient de donner les coordonnées,
/a(sin«B-+-sin«G — sin«A)-i-/np(sin«G-4-sin«A — sin«B)
7iY(sin*A -H sin'B — sin'C) = o.
ou
/asinB sinCcosA + /n^sin G sinA cosB -i- n^sin A sinBcosG = o, et, en se reportant à la relation en l, m et n de TExercice 12, /sinBsinG(acosA — ^ cos G ) -h m sin G sinA(PcosB — -f cosC) = o.
La directrice passe donc par le point de concours des hauteurs du triangle (n^ 54, Ex. 3).
15. Trouver le lieu des foyers des coniques tangentes à quatre droites données a, p, y, S.
L'équation d'une droite quelconque pouvant toujours s'exprimer en fonction des équations de trois autres droites (n** 60), oc, p, y» ^ satisfont nécessairement à une relation identique
aa H- è (j -4- cy -h rfS = o,
et cette relation doit être vérifiée, non seulement par les coordonnées a', P', y'î S' de l'un des foyers, mais encore par celles dî
1 autre, j, ^, ^, g-,.
Le lieu cherché est donc la courbe du troisième degré
DU PRINaPB DE DUAUTË, ET DE LA MÉTHODE DES POLAIRES
RÉaPROQUES.
298. La méthode des notations abrégées, exposée au Chapitre précédent, s'applique aux équations en coordonnées tangentielles, comme aux équations en coordonnées trilinéaires. Qusu^d les constantes X, [x et v vérifient la relation
(aX -h 6p. -H cv) (a'X -h b'\L -h c'v) = {a'X -h b'[j. -h c%) (a'^'X -h 6'V "+- ^^)>
la droite qu'elles définissent enveloppe une section conique (n® 285) : il en résulte que la droite (n** 70) qui joint les deux points
aX-h6|x-HCv~ o, a'A -h 6*ji. 4- c'v = o
est tangente à cette conique, puisque ses coordonnées X, [jl et v satisfont à l'équation précédente.
Si donc a, ^j y et i sont des équations de points , c'està-dire des fonctions du premier degré en X, [jl et v, l'équation (xr^ = k^^ représente, en coordonnées tangentielles, une conique tangente aux quatre droites ag, Py, yS et 5a. Plus généralement, quand S = o et S' ::= o sont les équations tangentielles de deux courbes quelconques, S — A-S' ~= o représente, en coordonnées tangentielles, une courbe qui a pour tangentes toutes les tangentes communes à S et S', puisque toutes les valeurs de X, ja et v qui annulent à la fois S et S'
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annulent nécessairement S — A' S'. Lorsque S est une conique, S — /caP = o représente une conique qui a pour tangentes communes avec S les tangentes menées à S par les points a
et p.
L'équation ar^ = k^^ représente une conique passant par les points a et y» et par rapport à laquelle ^ est le pôle de la droite ary; il est facile de voir, en effet, que les couples de tangentes menées à cette conique par les points a et y coïncident respectivement avec les droites a^, yP* On verrait de même que S et S — a^ représentent deux coniques ayant un double contact, et que a est le pôle de la corde des contacts, puisque les tangentes menées par les extrémités de la corde commune à ces deux coniques se rencontrent en a.
Remarquons enfin qu'on peut opérer sur l'équation aY = A'^fi^ de la même manière que sur Téquation LM = R* du n® 270, et représenter un point quelconque de la courbe par l'équation
puisque la tangente en ce point passe par les deux points
|xa-h/tP = o, [xA:p-|-Y = o (»).
( • ) En d'autres termes, si, dans un système quelconque, a?',y ', z' et a?*,y', z' sont les coordonnées de deux points d'une conique, x^^y'^ s* celles du pôle de la droite qui les joint, les coordonnées d'un point quelconque de la courbe peuvent se mettre sous la forme
[L*x' -^2[i.kx'' -^x", (l'y H- 2(1 Ar^" 4-^', |i'^-H aiiArz^-hV,
puisque la tangente en ce point détermine, sur les deux tangentes fixes, des segments qui sont dans les rapports |x : Ar, (lAr : i. Lorsque A: = i, la courbe est une parabole. L'espace nous manque pour développer ce principe, qui est d'un usage fréquent ; le lecteur pourra en déduire la solution du problème suivant : Trouver le lieu du point oit une tangente, rencontreuit deux tangentes fixes, est divisée dans un rapport donné.
Exercices.
1. Trouver le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère.
Soient £ = o, £' r=s o les équations tangentielles de deux de ces coniques; l'équation tangentielle d'une autre conique quelconque du système sera 2 h- A:2' = o (n© 298), et on aura pour les coordonnées du centre de cette conique (n«»» 140, 151)
C-^kQ'' G4-A:G* La forme de ces expressions (n» 7) montre que ce centre est situé sur la droite qui joint les centres \7^^c]^\'c'^'n'') ^^^ deux premières coniques, et divise celte droite dans le rapport de G à kQ\
2. Trouver le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère.
En remplaçant, dans les équations (n» 279, Ex.) qui déterminent les foyers, A par A + AA' . . ., et en éliminant A:, on obtient, pour le lieu, l'équation
[C(a7î —y^)^ i¥y — aG-r-t- A — B] (G'tj — Y'x — G'y -h H')
= [G'(a:2— j^2)-h2F> — 2G':c"-f-A'— B'](Ga:7 — Fa^ — Gj-hll),
qui représente une courbe du troisième degré (n^ 297, Ex. 15), puisque les termes du quatrième degré se détruisent réciproquement. Quand Z et I.' sont des paraboles, S + A:S' représente un système de paraboles inscrites dans un même triangle; on a alors G — o, C' = o, et le lieu des foyers se réduit à un cercle. Lorsque les coniques sont concentriques, et que le centre est pris pour origine, les coefficients F, F', G, G' s'annulent tous à la fois; l'équation Z-\- k^ù' représente un système de coniques inscrites dans un parallélogramme, et le lieu des foyers est une hyperbole équilatère (').
( * ) On démontrerait de la même manière que le lieu des foyers des coniques circonscrites à un quadrilatère, lieu qui est en général du sixième degré, se réduit au quatrième degré lorsque le quadrilatère est un parallélogramme*
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3. Les cercles directeurs des coniques tangentes à quatre droites fixes ont même axe radical.
L'équation du cercle directeur (n» 294, Ex.) ne contient, en effet, les coefficients A, B, . . . qu'au premier degré, et, par suite, prend la forme S -+- X:S' = o lorsqu'on y remplace A par A -f- A- A'
Le théorème suivant n'est qu'un cas particulier de celui qui précède : Les cercles décrits sur les trois diagonales d^un quadrilortère complet comme diamètres ont même axe radical.
299. Nous voyons ainsi que chacune des équations du Chapitre précédent peut recevoir une double interprétation, suivant qu'on la considère comme une équation en coordonnées trilinéaires, ou comme une équation en coordonnées tangentielles (n® 70); et qu'en considérant celles de ces équations qui ont servi à établir un théorème comme des équations en coordonnées tangentielles, on obtient un nouveau théorème que l'on peut appeler le réciproque du premier. Comme exemple, reprenons le théorème du n" 266. Lorsque trois coniques S, S -f- LM, S -f- LN passent par deux points fixes (S, L), les cordes (M, N, M — N) qui joignent les autres points communs à ces coniques se coupent en un même point. Si nous considérons ces équations comme des équations en coordonnées tangentielles, L représente le point d'intersection des deux tangentes communes aux trois coniques, et les points M , N, M — N sont les points de concours des tangentes communes à ces coniques prises deux à deux. On a donc le théorème réciproque : Lorsque trois coniques sont tangentes à deux droites fixes, les points de concours des tangentes communes aux coniques considérées deux à deux sont en ligne droite (* ).
(*) On peut simplifier renoncé de ce théorème et des théorèmes analognes, en donnant, comme l'a indiqué Chasles ( Sections coniques, n* 345 }, le nom ^ombilic ou de point ombilical au point d'intersection de deux tangentes communes à deux coniques.
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A chaque théorème de position, c'est-à-dire ne se rapportant ni à la grandeur des lignes, ni à la grandeur des angles, correspond ainsi un théorème réciproque, dont l'énoncé s'obtient en changeant, dans l'énoncé du premier, les mots points et lignes en lignes et points; et ces deux théorèmes se démontrent en interprétant de deux manières différentes les mêmes équations.
Nous donnerons, dans ce Chapitre, un aperçu des théories géométriques qui ont attiré l'attention des mathématiciens sur ce principe de dualité ( ' ).
300. Une courbe quelconque S étant donnée, si l'on prend les pôles de ses tangentes par rapport à une conique également donnée U, on obtient une nouvelle courbe 5, à laquelle on a donné le nom de courbe polaire de S par rapport à U. La conique U, par rapport à laquelle on prend les pôles, est dite conique auxiliaire»
Nous avons déjà eu occasion d'examiner un problème relatif aux courbes polaires (n® 225, Ex. 12), et nous pouvons énoncer le théorème trouvé alors, en disant que la courbe polaire d'une conique, par rapport à une autre conique, est toujours une courbe du second degré.
Nous dirons, pour abréger, qu'un point correspond à une droite, lorsqu'il est le pôle de cette droite par rapport à U; et puisque, d'après la définition même de 5, chaque point de 5 est le pôle, par rapport à U, d'une tangente à S, nous pourrons dire que chaque point de s correspond à une tangente à S.
( * ) La méthode des polaires réciproques est dae à Poncelet, qui l'a exposée dans le IV* volume du Journal de C relie. PlUcker a présenté {System der analytischen Géométrie^ i835 }le principe de dualité en se plaçant à un point de Tue purement analytique, comme nous Tavons fait au commencement de ce Chapitre. Mais c'est Mobius qui a introduit {Der Barycentrische Calcul^ x3a7) Tusage des coordonnées tangenti elles.
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301 . Le point dHntersection de deux tangentes à S correspond à la droite qui joint les points de s correspondant à ces tangentes.
Ce théorème résulte de ce que, par rapport à la conique U (n° 14G), le point d^ntersection de deux droites quelconques est le pôle de la ligne qui joint les pôles de ces droites.
Quand les deux tangentes à S sont infiniment voisines, les deux points correspondants de s sont infiniment voisins et la droite qui les joint est tangente à 5; et comme toute tangente à une courbe S rencontre la tangente consécutive au point de contact, il s'ensuit que : si une tangente à S correspond à un point a de Sj le point de contact de cette tangente correspond à la tangente menée à s par le point a.
On voit ainsi que la relation entre les courbes S et s. est réciproque^ autrement dit que S peut se déduire de s de la même manière que s a été déduit de S ; de là le nom de polaires réciproques ou, plus simplement, de réciproques donné à ces courbes.
302. Nous pouvons maintenant, étant donné un théorème de position quelconque, concernant une courbe S, en déduire un autre théorème de position relatif à la courbe 5. Ainsi^ par exemple, si nous savons qu'un certain nombre de points liés a la figure S sont en ligne droite, nous pouvons en conclure que les droites correspondantes liées à la figure 5 se rencontrent en un même point (n® 146) et inversement. Quand un certain nombre de points liés à la figure S sont sur une conique, les droites correspondantes de la figure s sont tangentes à la courbe réciproque de cette conique par rapport à U; plus généralement, lorsque le lieu d'un point quelconque lié à S est une courbe S', Venveloppe des droites correspondantes à ce point et liées à s est la courbe 5^, polaire réciproque de S'.
303. Le degré de la polaire réciproque s d'une courbe S est égal à la classe (n? 145) de cette courbe.
Le degré de s est égal, en effet, au nombre de points suivant lesquels une droite quelconque peut couper 5, et, par suite, au nombre de tangentes qu'on peut mener à S par un point quelconque, puisque, à un nombre donné de points de s appartenant à une même droite, correspond un même nombre de tangentes à S passant par le point correspondant à cette droite. Lorsque S est une conique, on peut lui mener, par un point quelconque, deux tangentes, réelles ou imaginaires, et on ne peut lui en mener que deux (n^ 145); il en résulte que toute droite rencontre s en deux points, réels ou imaginaires, et ne peut rencontrer s qu'en deux points : la polaire réciproque d'une conique est donc une courbe du second degré.
304. Nous aurons recours à des exemples pour montrer comment on peut, à l'aide de la méthode que nous venons d'indiquer, déduire un théorème d'un autre, dans le cas où S et s sont des coniques. On sait (n** 267) que, si, dans la conique S, on inscrit un hexagone ayant A, B, C, D, E, F pour côtés^ les points de rencontre Â.D, BE, CF des côtés opposés sont en ligne droite. Il en résulte que, si, à la conique 5, on circonscrit un hexagone dont les sommets sont a, 6, c, rf, e,/, les droites ad, 6e, c/", qui unissent les sommets opposés, concourent en un même point (n® 265). Le théorème de Pascal et le théorème de Brianchon sont donc réciproques ; c'est, du reste, comme réciproque du premier que le second a été présenté tout d'abord.
On trouvera, dans ce numéro et dans les suivants, un certain nombre de théorèmes avec leurs réciproques en regard. En s'astreignant à écrire ces derniers avant d'en lire l'énoncé, le lecteur arrivera rapidement à se rendre maître de la méthode.
qui se réduit en définitive à un échange de mots : point et ligne; inscrit et circonscrit; lieu et enveloppe, etc.
Les trois côtés d*un triangle de forme variable picotent autour de trois points fixes, tandis que deux de ses sommets glissent sur deux droites données; le troisième sommet décrit une conique (no269).
Si les points par lesquels passent les côtés sont en ligne droite, le troisième sommet décrit une droite ( n*» 47, Ex. 2).
Dans quel autre cas le troisième sommet décrit -il une droite (no AI y Ej.. 3)?
Les sommets d'un triangle de forme variable glissent sur trois droites fixes, tandis que deux de ses côtés passent par deux points fixes; le troisième côté ençeloppe une conique.
Si les droites sur lesquelles glissent les sommets sont concourantes, le troisième côté passe par un point fixe.
Dans quel autre cas le troisième côté du triangle passet'il par un point fixe (n« 50, Ex. 3)?
Lorsque deux coniques se touchent^ leurs réciproques se touchent. Au point commun, et à la tangente commune aux deux coniques, correspondent, en effet, dans les réciproques, une tangente commune et un point commun, et ce dernier point n'est autre que le point de contact de la tangente commune, puisqu'il correspond à la tangente menée aux deux coniques par le point où elles se touchent. On verrait de même que : Quand deux coniques ont un double contact, leurs réciproques ont un double contact.
Quand deux des sommets d'un triangle circonscrit à une conique glissent sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une conique ayant un double contact avec la conique donnée (n© 272, Ex. 2).
Quand deux des côtés d'un triangle inscrit dans une conique passent par deux points fixes, le troisième côté enveloppe une conique ayant un double contact avec la conique donnée (no 212, Ex. 3).
305. Nous avons démontré (n®301) que, si deux points, P et P', de S {^fig* 94> p. 478) correspondent aux tangentes
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pt, p'i à 5, les tangentes en P et P' correspondent aux points de contact/? et />', et, par suite, que l'intersection Q de ces tangentes correspond à la corde de contact /y>'. Il en résulte que : A un point quelconque Q et à sa polaire PP' par rapport à S, correspondent une droite pp' et son pôle q par rapport à s.
Lorsqu'une conique tangente à deux droites fixes passe par deux points donnés, l'intersection des tangentes menées par ces points se trouve sur l'une des droites d'un couple fixe.
Lorsqu'une conique paissant par deux points fixes est tangente à deux droites données, la ligne qui joint les points de contact de la conique avec les deux droites passe par l'un des points d'un couple fi,xe
(no 286, Ex.).
Les polaires d'un point fi^e, par rapport à un système de coniques passant par quatre points donnés, concourent en un m,èm,e point (n® 151, Ex. 2).
Le lieu des pôles d*une droite fi^e,par rapport à un système de coniques passant par quatre points donnés, est une section conique (n® 278, Ex. i).
Les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux som,mets opposés de son triangle polaire, pris par rapport à une conique, concourent en un même point (n^ 99).
Inscrire dans une conique un triangle dont les côtés passent par trois points donnés ( qo 297, Ex. 7).
306. Étant données deux coniques S et S' et leurs réciproques s et s'j aux quatre points A, B, C, D communs à S et S' correspondent les quatre tangentes a, 6, c, d communes
Les pôles d'une droite fixe, par rapport à un système de coniques inscrites dans un même quadrilatère, sont situés en ligne droite (n» 278, Ex. 3 ).
L'enveloppe des polaires d'un point fixe, par rapport à un système de coniques inscrites dans un quadrilatère, est une section conique.
Les points de rencontre des côtés d'un triangle avec les côtés opposés de son triangle polaire sont en ligne droite.
Circonscrire à une conique un triangle dont les sommets soient situés sur trois droites données.
à 5 et 5' ; et aux six cordes d'intersection de S avec S' : AB, CD; AG, BD; AD, BG, correspondent les six points d'intersection des tangentes communes k s et ^ : aè, cd; ac^ bd;
ad, bc { *).
Lorsque trois coniques ont chacune un double contact avec une quatrième, ou sont tangentes à deux droites fixes, leurs six cordes d* intersection passent trois à trois par quatre points (no 264 ).
En d'autres ternies, trois coniques inscrites dans une quatrième, ou tangentes à deux droites, peuvent être considérées comme ayant quatre centres radicaux.
Siy par le point de contact de deux coniques qui se touchent, on mène une corde, les tangentes aux extrémités de cette corde se rencontrent sur la corde com,mune aux deux coniques.
, Si, par l'un des points om,bilicaux de deux coniques, on mène deux cordes quelconques, les droites qui joignent les extrémités de ces cordes se cou-
Lorsque trois coniques ont chacune un double contact avec une quatrième, ou passent par deux points fi^es, leurs six ombilics sont, trois à trois, sur quatre droites.
Ou bien : trois coniques inscrites dans une quatrième peuvent être considérées comme ayant quatre cuves de similitude. ( Voir le théorème du n* 117, dont celui-ci n'est qu*une extension.)
Si^par un point quelconque, pris sur la tangente menée au point de contact de deux coniques qui se touchent, on mène une tangente à chacune de ces coniques, la droite qui joint leurs points de contact passe par r intersection des tangentes communes aux deux coniques.
Si, par deux points quelconques d'une corde commune à deux coniques, on mène des tangentes à ces coniques, on obtient un quadrilatère dont
( * ] On donne habituellement le nom de quadrangle à la figure formée par quatre points et les six droites qui joignent ces points deux à deux, de même qu'on appelle quadrilatère la figure formée par quatre droites et par les six points suivant lesquels ces droites se coupent deux à deux. Ces deux figures sont réciproques.
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pent sur l'une ou Vautre des cordes communes aux deux coniques {W*^l%^x. 1).
Si Ket^ sont deux coniques inscrites dans la conique S, les cordes de contact de A et de B avec S et les cordes d'intersection de A et de B concourent en un même point et forment un faisceau harmonique (n<> 263).
Si A, B et C sont trois coniques inscrites dans S, et si, en même temps, A et B sont tangentes à G, les tangentes menées par les points de contact se coupent sur l'une des cordes communes à A etB.
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les diagonales passent par l'un ou l'autre des ombilics des deux coniques.
Si Aet B sont deux coniques inscrites dans la conique S, les points de concours des tangentes menées à leurs points de contact avec S et les ombilics de A et B sont situés sur une même droite quHls divisent harmoniquement.
Si A, B et C sont trois coniques inscrites dans S, et si A et B sont tangentes à G, la droite qui joint les points de contact passe par l'un des ombilics de A et B.
307. Nous avons supposé, jusqu'ici, que la conique auxiliaire U était quelconque : dans ce qui va suivre, nous prendrons, pour nous conformer à un usage assez répandu, un cercle pour conique auxiliaire, et, à moins d'indication spéciale, nous entendrons par courbes polaires les courbes polaires prises par rapport à un cercle.
On sait (n°88) que la polaire d'un point par rapport à un cercle est perpendiculaire à la droite qui joint ce point au centre du cercle, et que le produit des distances du centre au pôle et à la polaire est égal au carré du rayon. On peut donc définir comme il suit la courbe polaire d'une courbe donnée par rapport à un cercle :
Si d'un point O donné {Jig* 94) on abaisse une perpendiculaire OT sur une tangente PT à la courbe S, et si on prolonge cette perpendiculaire jusqu'en p^ de telle sorte que leproduitOT . Op soit constant et égal àk^^la courbe s, lieu des points p, est la polaire réciproque de S. Cela revient, évidemment, à dire que le point p est le pôle de PT
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par rapport à un cercle ayant O pour centre et k pour rayon :
il en résulte (n? 301) que la tangente /?f correspond au point
de contact P, c'est-à-dire que OP est perpendiculaire à pt et que 0P.0^ = A^2.
La forme de s, qui est en général la seule chose à considérer, ne dépend pas de la valeur particulière attribuée à A ; sa grandeur est seule affectée par les variations de ce coefficient. A ce point de vue, on peut faire complètement abstrac-
Fig- 94-
tion du cercle, et dire simplement que s est la réciproque de S par rapport au point O. Nous donnerons à ce point le nom A^origine :
De ce qui précède, on déduit sans peine les deux principes suivants :
La distance d'un point quelconque^ à V origine est V inverse de la distance de cette même origine à la droite pt correspondant au point P.
L'angle TQT' compris entre deux droites TQ, T'Q est égala V angle pC^p' sous-tendu à l'origine par les points p et p' correspondant à ces droites. Les droites Op et Op' sont, en effet, respectivement perpendiculaires à TQ et T'Q.
Ces deux principes permettent de transformer non seulement des théorèmes de position, mais encore des théorèmes
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concernant la grandeur des lignes, ou la grandeur des angles ; les applications que nous en ferons un peu plus loin montreront tous les avantages que Ton peut retirer de l'emploi du cercle comme conique auxiliaire.
308. Trouver la polaire réciproque d'un cercle C par rapport à un autre cercle O.
Ce problème revient à trouver le lieu du pôle /?, par rapport au cercle O, d'une tangente PT au cercle C {fig^ 90). Si MN
est la polaire de C par rapport à O, et PT la polaire de p^ on
a (nMOl)
OCOp CP""/?N'
et le premier rapport est constant, puisque ses deux termes sont constants ; les distances de p au point O et à la droite MN sont donc dans un rapport constant OC : CP ; il en résulte que le lieu du point p est une conique ayant O pour foyer, MN pour directrice correspondante et OC : CP pour excentricité. L'excentricité de cette conique est, par suite, supérieure, inférieure ou égale à l'unité, suivant que le point O est en dehors, en dedans du cercle ou sur le cercle. Donc : La polaire réciproque d'un cercle est une section conique, qui a pour foyer V origine, et pour directrice la droite
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correspondante au centre du cercle; cette conique est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que V origine est intérieure, extérieure au cercle ou située sur la circonférence de ce cercle,
309. Les exemples suivants montrent comment on peut transformer un certain nombre de relations entre les angles à Taide du dernier principe énoncé au n® 307.
Dans un cercle, les tangentes menées aux extrémités d'une corde sont également inclinées sur cette corde.
'La droite qui joint le foyer d'une conique à l'intersection de deux tangentes diyise en deux parties égales l'angle sous lequel on voit du foyer la corde des contacts ( n® 191 ).
En effet, l'angle compris entre une tangente PQ (Jig- 94) et la corde de contact PP' est égal à l'angle sous lequel on voit du foyer la droite qui joint les points correspondants /> etgr : de même l'angle QFP est égal à l'angle sous-tendu au même foyer
par la droite /^'y, etcommeQPF^ QP'P, on^pOq=^pOq.
Dans le cercle, la tangente est perpendiculaire au rayon qui passe par le point de contact.
L'angle sous-tendu au foyer d'une conique par un point quelconque de la conique y et par l'intersection de la directrice açec la tangente en ce point, est un angle droit.
Ce théorème se démontre comme le précédent, en se rappelant que la directrice de la conique correspond au centre du cercle.
La ligne qui joint le pôle d'une droite au centre d'un cercle est perpendiculaire à cette droite.
L'angle sous-tendu au foyer d'une conique par un point quelconque de cette conique, et par l'intersection de la directrice avec la polaire de ce point, est un angle droit.
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Les tangentes menées à un cercle par un point quelconque sont également inclinées sur la droite qui joint ce point au centre du cercle.
Le lieu du sommet des angles de grandeur constante circonscrits à un cercle est un cercle concentrique au premier.
Lorsque deux tangentes à un cercle se coupent sous un angle donné, leur corde de contact enveloppe un cercle concentrique.
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La droite qui joint au foyer d'une conique V intersection dune corde quelconque avec la directrice est la bissectrice de l* angle formé par les rayons vecteurs menés du foyer aux extrémités de la corde,
V enveloppe des cordes d^une conique, qui sous-tendent au foyer un angle constant, est une autre conique ayant avec la première une directrice et un foyer communs.
Le lieu de V intersection des tangentes dont la corde de contact est vue du foyer sous un angle donné est une conique ayant avec la première une directrice et un foyer communs.
Par les points où une droite "fixe rencontre une série de coniques, ayant une directrice et un foyer communs, on mène des tangentes à ces coniques; l'enveloppe de ces tangentes est une conique tangente à la droite fixe ainsi qu'à la directrice commune, et ayant avec les coniques proposées un foyer commun.
Si Ton suppose, dans ce dernier énoncé, que la droite fixe est à l'infini, on a ce théorème : U enveloppe des asymptotes d'une série d'hyperboles ayant une directrice et un foyer communs est une parabole tangente à la directrice commune, et qui a pour foyer le foyer commun.
Lorsque^ par un point fixe, on mène des tangentes à une série de cercles concentriques, le lieu des points de contact est un cercle qui passe par le point fixe et par le centre des cercles.
Par un point quelconque
Le lieu des som,mets des an-
d'une circonférence, on mène gles droits circonscrits à une S. — Geom, à deux dim, 3i
deux cordes perpendiculaires; \ parabole est la directrice, la droite qui joint leurs extré- i mités passe par le centre, ,
Nous (lisons une parabole, puisque le point par lequel on mène les cordes étant pris pour origine, la polaire du cercle est une parabole (n® 308).
Uenveloppe des cordes d^un cercle qui sont vues sous un angle constant d^un point fixe de la circonférence est un cercle concentrique.
Le lieu des sommets des triangles ayant même base et même angle opposé à cette base est un cercle qui passe par les extrémités de la base.
Le heu des sommets des angles droits circonscrits à une ellipse ou à une hyperbole est un cercle.
Le lieu des sommets des angles de grandeur constante circonscrits à la parabole est une conique ayant même foyer et même directrice.
Etant donnés la position de deux côtés d*un triangle, et V angle sous lequel le troisième côté est vu d*un point fixe, ce troisième côté enveloppe une conique qui a pour foyer le point fixe et qui est tangente aux deux côtés donnés,
L* enveloppe des cordes d*une conique, qui sont vues sous un angle droit, d*un point fixe quelconque, est une conique qui a ce point fixe pour foyer.
Les projections d'un point d'une circonférence de cercle sur les côtés d'un triangle inscrit quelconque sont en ligne droite (n^ 125).
Si l'on prend le point de la circonférence pour origine, au triangle inscrit dans le cercle correspond un triangle circonscrit à une parabole; d'ailleurs, à un point donné sur une droite quelconque, correspond une droite qui passe par le point correspondant à la première, et qui est perpendiculaire au rayon vecteur joignant Torigine au point donné. Donc : Les perpendiculaires menées, par les sommets d'un triangle circonscrit à une parabole, aux droites qui foi-
gnent ces sommets au foyer, passent par un même point, 11 en résulte que le cercle, qui a pour diamètre le rayon vecteur joignant ce point au foyer, passe par les sommets du triangle circonscrit. Par suite : Le lieu des foyers des paraboles inscrites dans un triangle est le cercle circonscrit à ce triangle (n« 223, Cor. IV).
Le lieu des pieds des perpen- ! L'enveloppe des perpendicudiculaires abaissées d'un foyer laires menées, par tous les sur les tangentes d'une ellipse points d'un cercle, aux rayons ou d'une hyperbole est un cer- ^ vecteurs qui joignent ces points de. Il en est de même du lieu à un point fixe, est une conique des pieds des obliques égale- ' ayant ce point fixe pour foyer, ment inclinées sur les tan- ' // en est de même de l'envegentes, loppe des obliques également
I inclinées sur les rayons vecteurs,
310. Les théorèmes qui se rapportent à la grandeur des lignes passant par V origine se transforment facilement, à Taide du premier principe énoncé au n® 307. Comme exemple, transformons le théorème suivant : Lorsqu^ un point fixe est situé à V intérieur d^un cercle, la somme de ses distances à deux tangentes parallèles quelconques est constante et égale au diamètre du cercle. Le point fixe étant pris pour origine, à deux parallèles correspondent deux points situés sur une droite passant par l'origine; donc : La somme des inverses des segments que le foyerd'une ellipse détermine sur les cordes focales est constante.
Cette somme, ainsi que nous l'avons vu (n® 193, Ex. 1), est égale à quatre fois l'inverse du paramètre, et, comme elle ne dépend que du rayon du cercle réciproque et non de sa position, il en résulte que : Les coniques réciproques de cercles égaux ont toutes le même paramètre, quelle que soit la position de ces cercles par rapport à l^ origine.
Le produit des segments déterminés par le cercle, sur les cordes menées par l* origine, est corstan'.
Le produit des distances d'un foyer d'une conique à deusc tangentes parallèles quelconques est constant.
Donc : La tangente menée par l'origine à un cercle quelconque est égale au demi-axe conjugué de Vhyperbole réciproque.
Le théorème : La somme des distances d^ un point quelconque de P ellipse aux foyers est constante y^evXs^ énoncer de la manière suivante :
Dans toute conique, la somme \ Dans un cercle, la somme des distances d'un foyer aux , des inverses des distances d'un points de contact de deux tan- ' point intérieur quelconque, gentes parallèles quelconques , aux deux tangentes dont la
est constante.
corde de contact passe par ce point, est constante.
3H. Quand on a une équation homogène entre les distances PA, PB,. . . d'un point variable P à des droites fixes^ il est toujours possible de la transformer de manière à en déduire une relation entre les distances a/?, è/?', . . . des points fixes a, 6,... à une droite variable, ces points et cette droite correspondant respectivement aux droites fixes et au point variable P. Il suffît, pour cela, de diviser cette équation par une puissance convenablement choisie de la distance OP de Torigine O au point P, et de remplacer (n® 101), dans
PA
le résultat obtenu, les rapports j=rp> ••• par les rapports
égaux rT-^ '"• ° Oa
Ainsi, par exemple, quand PA, PB, PC, PD représentent
les distances d'un point quelconque P d'une conique aux
côtés d'un quadrilatère inscrit, on a la relation (n" 259)
AP.PC = A:.PB.PD
divisant chacun des facteurs PA, . . . par OP, et effectuant la substitution indiquée ci-dessus, il vient
Oa^ Oc"" 06^ Od'
expression dans laquelle les facteurs Oa, 06, ... sont constants. Donc : Dans tout quadrilatère circonscrit à une coniquCy le produit des distances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est dans un rapport constant avec le produit des distances des deux autres sommets à la même tangenJLe.
Le produit des distances dun point quelconque d une conique à deux tangentes fixes est dans un rapport constant avec le carré de sa distance à leur corde de contact (n» 259).
Le produit des distances de deux points fixes d'une conique à une tangente variable est dans un rapport constant avec le carré de la distance de cette tangente à V intersection des tangentes menées par les deux points fiaes.
Quand on prend pour origine un point de la corde de contact, le théorème réciproque est le suivant : Le produit des segments, qu!une tangente variable détermine sur deux tangentes fixes et parallèles j est constant.
Dans une conique, le produit des distances de deux points fixes {les foyers) à une tangente quelconque est constant.
Le carré de la distance d'un point fixe à un point quelconque d'une conique est dans un rapport constant avec le produit des distances de ce der^ nier point à deux droites fixes.
Une équation en coordonnées trilinéaires n'est autre chose qu'uAe relation homogène entre les distances a, ^, y ^^ ^'^^ des points d^un lieu quelconque à trois droites fixes ; on peut donc lui appliquer le mode de transformation indiqué ci-»
dessus, et en déduire une relation entre les distances X, (jl, v de trois points fixes à Tune quelconque des tangentes de la courbe réciproque du lieu donné, relation qui peut être considérée comme une espèce d'équation tangentielle de celte réciproque (*).
En parlant de Téquation générale d'une conique en coordonnées trilinéaires, et en désignant par p, p', p'^ les distances de Torigine (n° 308) aux sommets du nouveau triangle de référence, on obtient ainsi la relation
X* -a' V* , ULV vX - Xi/.
qui définit la réciproque de cette conique. Et inversement, à la conique représentée par Téquation homogène du deuxième degré, entre les distances X, (a et v,
AX--hB|x-4- ... n=o,
correspond une conique réciproque, qui a pour équation en coordonnées trilinéaires
a', P', / représentant les coordonnées trilinéaires de rorigiie.
1. Quand un triangle est circonscrit à une conique, les distances pj p'y p' de ses sommets à une tangente quelconque et les angles 0, 0', 0' sous lesquels ses côtés sont vus du foyer, vérifient la relation
Psine-H t' sine' -h Ç^sine' = o.
(* ) Voir à la fin de ce Tolunie la Noie relatiye aux équations tangentielles.
Cette relation s'obtient en formant la réciproque de Téquation trilinéaire du cercle circonscrit au triangle. Lorsque le foyer coïncide avec le centre du cercle inscrit, on a
e = 9oo-t-| A, . p sin|A = r, ce qui donne
[jiv cot-jA -i- vXcot~B -h X[xcot-|C = o
pour l'équation tangentielle du cercle inscrit, dans le système particulier de coordonnées indiqué ci-dessus.
En y remplaçant successivement deux des cotangentes par des tangentes, on obtient les équations des cercles exinscrits.
2. Quand un triangle est inscrit dans une conique, les distances pf p'y p' de ses sommets à une tangente quelconque et les angles 6, V, 6', sous lesquels ses côtés sont vus du foyer, satisfont à la relation
L'équation tangentielle du cercle circonscrit prend alors la forme
sin A v/X 4- sinB ^^ + sinC \/v = o.
3. Former l'équation trilinéaire dune conique, étant donnés l'un de ses foyers et trois tangentes.
Cette équation, qui peut s'écrire
sine^J + smO' 4/1 + sine» ^I =-- o,
s'obtient en formant la réciproque de l'équation trouvée plus haut pour le cercle circonscrit.
4. Former, en partant de r Exercice 1, l'équation trilinéaire d*une conique, étant donnés l'un de ses foyers et trois points.
a' ft' v'
Réponse. — tangj0 4- ^tang^^-f- ltangj6' = o.
312. Les propositions relatives à la grandeur des lignes, qui peuvent se ramener à des théorèmes concernant des droites divisées harmonique ment ou anharmoniquement, se transforment aisément à l'aide du principe suivant : A quatre points en ligne droite correspondent quatre droites concourantes, et le rapport anharmonique du faisceau formé par ces quatre droites est égal au rapport anharmonique des quatre points.
Ce principe est évident, puisque les rayons du faisceau formé en joignant Forigine aux points donnés sont respectivement perpendiculaires aux droites qui correspondent à ces points. Comme application, nous indiquerons comment on peut déduire, des propriétés anharmoniques du cercle, les propriétés anharmoniques des coniques en général.
Le rapport anharmonique du faisceau formé en joignant un point quelconque dune conique à quatre points fixes de cette conique est constant (no 274).
Le rapport anharmonique des quatre points suivant lesquels toute tangente à une conique est coupée par quatre tangentes fixes est constant (no 275).
Le premier de ces théorèmes est vrai pour le cercle, puisque, en raison de la propriété des angles inscrits, les angles du faisceau restent constants; donc le second est vrai pour toutes les coniques. Le second théorème est vrai pour le cercle, puisque l'angle sous lequel on voit du centre la portion d'une tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est constant; donc le premier est vrai pour toutes les coniques. En recherchant les angles qui, dans la figure réciproque, correspondent aux angles reconnus constants dans le cas du cercle, on constate facilement que les angles sous lesquels on voit du foyer les segments de la tangente variable sont constants, et qu'il en est de même des angles sous-
tendas au foyer par les segmeots que le faisceau inscrit détermine sur la directrice.
313. Le rapport anharmonîque de quatre points en ligne droite n'est pas la seule relation, concernant la grandeur des lignes, que Ton puisse transformer par la méthode des polaires réciproques. Toute relation de segments qui, par une substitution analogue à celle du n^ S6, se réduit à une relation entre les sinus des angles que ces segments sous-tendent à un point fixe, subsiste, en effet, pour toutes les transversales suivant lesquelles on peut couper les droites qui joignent le point fixe aux extrémités des segments, et peut, en conséquence, donner lieu à un théorème réciproque, théorème que Ton obtient en prenant le point fixe pour origine.
Comme relation de cette espèce, on peut citer le théorème de Carnot (') : Lorsqu*une conique quelconque rencontre les côtés consécutifs AB, BC, CA d'un triangle ABC, en trois couples de points (c, c'), (a, a), (6, i'), les segments que ces points déterminent sur les côtés du triangle satisfont à la relation
Ac.Ag^Ba.Ba^C6.C^?^_ A^.A6'.Bc.Bc'.Ca.Ca'""'*
En substituant à chacun des segments Ac la quantité égale
'- y cette relation se réduit, en effet, à une rela-
tion où ne figurent que les sinus des angles sous lesquels ces segments sont vus du point fixe O. Le théorème réciproque a été donné au n"* 295.
314. Ajoutons encore ici quelques considérations générales sur les coniques réciproques, ep étendant à toutes
(*) Ce théorème est une conséquence du théorème du n* 148.
-îgo CHAPITRE XV.
les coniques ]e théorème du n^ 308 : La courbe réciproque d'un cercle est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que Torigine est située à Tintérieur, à Textérieur du cercle ou sur la circonférence du cercle. Le point ou la droite qui correspondent à une droite et à un point donnés sont d'autant plus rapprochés de Torigine que cette droite ou ce point en sont eux-mêmes plus éloignés; à toute droite passant par Porigine, correspond un point à Pinfini, et la droite correspondant à l'origine est elle-même tout entière à l'infini. Il en résulte qu'aux deux tangentes menées, par l'origine, à la courbe primitive, correspondent deux points à l'infini de la courbe réciproque; quand ces deux tangentes sont réelles, la réciproque a deux points réels à Finfini, c'est une hyperbole; lorsqu'elles sont imaginaires, la réciproque, qui a deux points imaginaires à l'infini, est une ellipse; enfin, quand l'origine est sur la courbe, ces deux tangentes coïncident; il en est de même des points à l'infini de la réciproque et cette réciproque est une parabole. Il est d'ailleurs évident que la droite à l'infini est tangente à la courbe réciproque, toutes les fois que l'origine est sur la courbe primitive, puisque la droite à l'infini correspond à l'origine ; nous retrouvons ainsi le théorème du n® 254 : Toute parabole a une tangente à l' infini,
315. Aux points de contact des deux tangentes issues de l'origine correspondent les tangentes menées à la réciproque par les points situés à l'infini, autrement dit les asymptotes de la courbe réciproque; et comme l'excentricité d'une hyperbole ne dépend que de l'angle compris entre ses asymptotes, il s'ensuit que l'excentricité de l'hyperbole, réciproque d'une conique, dépend uniquement de l'angle compris entre les tangentes menées par l'origine à la courbe primitive.
L'intersection des asymptotes de la conique réciproque, ou, ce qui est la même chose, le centre de la réciproque, cor-
respond à la corde de contact des tangentes menées par IWigine à la courbe primitive. Ce théorème comprend, comme cas particulier, la proposition établie au n^ 308 : La directrice de la conique réciproque d'un cercle correspond au centre de ce cercle, puisque la conique réciproque a pour foyer l'origine et que la directrice est la polaire de l'origine.
Exercices.
i. La réciproque d*une parabole par rapport à un point quel" conque de la directrice est une hyperbole équilatère (n<* 211).
Prouver que les théorèmes suivants sont réciproques
Les hauteurs de tout triangle circonscrit à une parabole se coupent sur la directrice.
Les hauteurs de tout triangle inscrit dans une hyperbole équilatère se coupent sur Vhyperbole.
3. Déduire le théorème précédent du théorème de Pascal (no 268, Ex. 3).
4. Les axes de la conique réciproque d'une conique donnée sont respectivement parallèles à la tangente et à la normale menées par l'origine, à la conique qui passe par cette origine, et a mêmes foyers que la conique primitive.
C'est une conséquence (n^ 189) de ce que les axes de la réciproque sont parallèles aux bissectrices extérieure et intérieure de Tangle que forment les tangentes menées par l'origine à la courbe primitive.
316. Étant donnés deux cercles, on peut toujours placer l'origine de telle sorte que les réciproques de ces deux cercles soient des coniques confocales. Les réciproques de ces cercles ont, en effet, un foyer commun qui est l'origine; pour qu'elles en aient un autre, il suffit qu'elles aient le même centre, c'està-dire que la polaire de l'origine soit la même par rapport aux deux cercles ; il faut donc que cette origine coïncide avec un des points déterminés au n^ 111. Donc : Quand on prend
un des points limites pour origine y à un système de cercles ayant même axe radical (n® 109) correspond comme réciproque un système de coniques confocales.
On verrait de même que les réciproques de deux coniques sont concentriques lorsque l'origine est un des trois points E, F, O (n° 282) qui ont chacun la même polaire par rapport aux deux courbes primitives.
Deux coniques confocales se coupent à angle droit (n® 188).
Les couples de tangentes me^ nés par un point quelconque à deux coniques confocales ont même bissectrice (n® 189).
Le heu du pôle d'une droite fixe, par rapport à un système de coniques confocales, est une droite perpendiculaire à la droite fixe (n» 226, Ex. 3).
La tangente commune à deux cercles est vue sous un angle droit de chacun des points limites.
Les segments interceptés par deux cercles sur une sécante quelconque sont vus sous des angles égaux de chacun des points limites,
La polaire d*un point fixe, par rapport à un système de cercles ayant même axe radical, passe par un point fixe, et ces deux points fixes soustendent un angle droit à chacun des points limites.
317. La méthode des polaires réciproques fournit une solution assez simple du problème : Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés. Le lieu du centre d'un cercle tangent à deux cercles donnés, (i) et (a), est évidemment une hyperbole, qui a pour foyers les centres des cercles fixes, puisque la différence des distances de ces deux derniers points au premier est une quantité constante. Il en résulte que la polaire de ce centre, par rapport à Fun des cercles donnés (i), enveloppe un cercle (o) qu'il est d'ailleurs facile de construire (n®308); les polaires, par rapport à (i), des centres des cercles tangents à (i) et (3), enveloppent de même
un cercle (o'). Il suffit donc de déterminer le pôle, par rapport à (i), de la tangente commune à (o) et (o'), pour avoir le centre du cercle tangent aux trois cercles donnés.
318. Troui^er l'équation de la réciproque d'une conique par rapport au centre de cette conique.
La longueur p de la perpendiculaire abaissée du centre sur une tangente est donnée par l'expression (n® 478)
p* =z a* ces' 6+6" sin* 6,
où 0 représente F angle que cette perpendiculaire fait avec l'axe a. On en déduit, pour l'équation polaire de la réciproque,
-—z=ia'Cos*b-h 6'sin'ô,
et, par suite, pour l'équalion de cette même réciproque en coordoi^nées rectangulaires,
La réciproque est donc une conique qui a même centre que la conique primitive, et dont les axes sont les inverses des axes a et 6 de celte dernière conique.
319. Trouver V équation de la réciproque d'une conique par rapport à un point quelconque {x'^y),
La distance p du point {x'^y') à une tangente étant
(iiM78)
p=^ — = v^a* cos* 6 + 6' sin* ô — œ^ cosÔ — /' sinô,
on a pour l'équation de la courbe réciproque
(xx' -\-yy 4- /:»)- = a^x- -f 6'jk*.
320. Étant donnée la réciproque d'une courbe par rapport à Vorigme^ trouver l'équation de la réciproque de cette même courbe par rapport à un point quelconque {x\y').
Soit P la distance de l'origine à Tune des tangentes de la courbe primitive; la distance du point {x\y) à cette même tangente sera (n** 34)
P — ^'cosô — /'sin6,
et, si l'on désigne par R le rayon vecteur du point correspondant de la réciproque donnée, on aura pour l'équation polaire de la réciproque, par rapport k{x\y')^
— =: TT — ^' cosô — y' sinO.
On en déduit successivement
k- xx' -h yy' -+- k* R ces 9 _ p cos6
il suffit donc, pour former l'équation cherchée, de remplacer x et y par
xx' -h y y -f- k* xx' -\- yy' -h k'
lï'
dans l'équation donnée. Pour effectuer plus facilement la substitution, on peut mettre cette dernière équation sous la forme
en désignant par Uny Un^t-, ••• l'ensemble des termes de degré /i, de degré n — i, ... ; il vient alors, pour l'équation de la réciproque, par rapport à (^',^').
xx' -+- y/ ^- /r* / xx' -+- y y' -4- A-'X ^
Un -h Wrt-i p_ h Un-t ( '-j7i ) -f- • • • = O;
celle réciproque esl donc une courbe de même degré que la réciproque donnée.
321 . Trouver, par rapport au cercle x^ H- jv'^ — k^ = o, la réciproque de la conique définie par l'équation générale,
La polaire, par rapporl à l'auxiliaire, d'un poinl de la courbe réciproque esl langenle à la courbe primitive; on obtiendra donc l'équation de la réciproque en écrivant que la polaire XJI^ -^yy — k^i ^e [x'^y')^ est tangente à la conique donnée, ou, ce qui revient au même, en remplaçant, dans l'équation tangentielle (n** ISl) de cette conique, X, (x et v par x'^y^ — k^. On trouve ainsi pour la réciproque
kx^ -h 2H.r7 4- By- — iGk-x — aFA:»^ 4- C/t» = o
et on peut déduire de cette équation les diverses propriétés démontrées antérieurement. Ainsi, par exemple, quand la conique donnée est une parabole, on a afr — h^ = o^ 0 s'annule, et la réciproque passe par l'origine.
Lorsqu'on fait, pour plus de symétrie, Ar^-— __.^2^ ^^ qyj revient à prendre la réciproque par rapport à la courbe x^ + r^ -u 5- =^ o, l'équation de la polaire prend la forme TX^ -hyy -+- zz' = o, et l'équation de la réciproque s'obtient en remplaçant, dans l'équation tangentielle, X, [jl, v par^, î', z. La condition pour que la droite "kx -\- \xy -hvz soit tangente à une courbe peut donc être considérée comme l'équation de la réciproque de cette courbe par rapport k x^ -^ y^ -^ z'^ =^ o.
L'équation tangentielle du /i'^'™® degré représente toujours une courbe de la /i^ème dasse. Quand la droite Xx + [xy -{-uz passe par un point donné {x\ y' ^ z')^ on a, en effet, \x^ -1- ;x v' 4- v^' ^- f>, et, si l'on élimine v entre cette équation et l'équation tangentielle donnée, on obtient une équation
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de degré n pour déterminer le rapport X ! [x ; on peut donc mener n tangentes à la courbe par le point donné.
322. Nous terminerons ce Chapitre par quelques indications sur une classe de théorèmes qu^on peut transformer en prenant, comme auxiliaire, une parabole au lieu d*un cercle, et en s^appuyant sur le principe suivant (n® 211 ) : Le segment déterminé, sur l'axe d' une parabole, par deux droites quelconques, est égal au segment qu'interceptent les perpendiculaires menées à cet a^e par les pôles de ces droites (*).
Les théorèmes auxquels on peut appliquer ce mode de transformation sont ceux dans lesquels on a à considérer des segments situés sur des droites parallèles. On en trouvera quelques exemples ci-après, mais, avant de s'y reporter, il y a lieu d'observer que, si Ton prend une parabole pour auxiliaire, les deux points à l'infini de la réciproque correspondent aux deux tangentes menées à la conique primitive parallèlement à l'axe de la parabole, et par suite que la réciproque est une hyperbole ou une ellipse, suivant que ces tangentes sont réelles ou imaginaires. Il est d'ailleurs évident que la réciproque est une parabole, lorsque l'axe de l'auxiliaire passe par un point à Tin fini de la courbe primitive.
Comme exemple, transformons le théorème du n* 179 (Ex. 2) : Dans une conique, le produit des segments qu'une tangente quelconque détermine sur deux tangentes fixes et parallèles est constant. Aux points de contact des tangentes parallèles correspondent les asymptotes de l'hyperbole réciproque; aux intersections de ces tangentes avec la tangente variable correspondent dçs parallèles menées par un point
{*) Cette méthode de transformation a été indiquée par Chasles, Correspondance mathématique de Quetelet (T. V et VI, 1829). Voir aussi Géométrie supérieure, p. 407»
quelconque aux asymptotes. On a donc les deux théorèmes suivants :
Le produit des segments^ que déterminent sur une droite fixe les asymptotes et les parallèles menées à ces asymptotes par un point quelconque de la courbe, est constant;
Le rectangle construit sur les parallèles menées aux asymptotes par un point quelconque de la courbe est constant.
Les cordes qui joignent deux points fixes de l'hyperbole à un point quelconque de cette courbe déterminent sur Vasymptote un segment de longueur constante ( qo 199, Ex. 1 ).
Dans une parabole, les perpendiculaires menées à la tangente au som,met, par les intersections de deux tangentes fixes avec une tangente quelconque, déterminent, sur cette même tangente au sommet, un segment de longueur constante.
Les applications auxquelles se prête cette méthode de transformation sont assez limitées.
S. — Geom. à deux dîm.
PROPRIÉTÉS HARMONIQUES ET ANHARMONIQUES DES SECTIONS CONIQUES
323. Les propriétés harmoniques et an harmoniques des sections coniques comportent de si fréquentes applications dans la théorie de ces courbes, que nous ne saurions considérer comme inutile de faire ressortir par des exemples le grand nombre de théorèmes particuliers qui sont, implicitement renfermés dans l'énoncé général de ces propriétés, ou qu'on peut en déduire sans trop de difficulté.
Un des cas qui se présentent le plus souvent est celui où Tundes quatre points en ligne droite, dont on évalue le rapport anharmonique, s'éloigne à l'infini. Le rapport anhar-
(*} La propriété fondamentale des faisceaux anharmoniqaes (n» 56] a été indiquée par Pappus {Math, Coll., VU, 129)) mais la dénomination derapport anharmonique est due à Chasics (Aperçu historique sur forigine et le développement des Méthodes en Géométrie, 2* éd. ; 1875). Môbius {Der barycentrische Calcul, 1837) avait appliqué à cette même relation le nom de Doppelschnittsverhaltniss, auquel il substitua plus tard celui de Doppelverhaltniss {Double rapport) ;cttie dernière dénomination, adoptée par Steiner (Systematische Entwickelung, i832}, est encore assez fréquemment employée par les géomètres allemands.
Les principaux éléments du présent Chapitre ont été empruntés aux Notes de V Aperçu historique de Chasles; le lecteur pourra se reporter, pour de plus amples détails, au Traité de Géométrie supérieure et au Traité des Sections coniques du même auteur.
BC'DC
AB se réduit au simple rapport — ^^y lorsque le point D passe
à l'infini, parce qu'alors AD devient égal à — DC. Quand la droite est divisée harmoniquement, le rapport anharmonique est égal à — i , et si le point D s'éloigne à l'infini, AB devient égal à BC, autrement dit le point B divise la distance AG en deux parties égales.
324. Comme application de ce qui précède, nous examinerons d'abord le théorème du n® 146 : Lorsqu'une sécante OR, issue d'un point fixe O, rencontre une conique en R', R^ et la polaire du point fixe O en R, les points O, R', R, ^forment une dii>ision harmonique.
I. Supposons le point R" à l'infini. La droite OR est alors divisée, par le point R', en deux parties égales. Donc : Quand une droite est menée par un point fixe parallèlement à l'une des asymptotes d'une hyperbole, ou au diamètre d'une parabole, la portion de cette droite comprise entre le point fixe et la polaire de ce point est divisée par la courbe en deux parties égales (n** 2! i ).
II. Lorsque R s'éloigne à l'infini, R'R" est divisé au point O en deux parties égales; donc : La corde menée par un point quelconque, parallèlement à la polaire de ce points est divisée par ce point en deux parties égales.
Quand la polaire du point O est à l'infini, elle rencontre à l'infini toutes les cordes qu'on peut mener par le point O. 11 en résulte que toutes ces cordes sont divisées en O en deux parties égales, et, par suite, que le point O est le centre de la
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courbe : Le centre d^une conique peut donc être considéré comme un point dont la polaire est à V infini (n'* 154),
III. Enfin, lorsque le point fixe est à Pinfini, toutes les droites qui passent par ce point sont parallèles et se trouvent divisées en deux parties égales par la polaire du point fixe. Donc : Tout diamètre d'une conique peut être considéré comme la polaire du point à V infini où les ordonnées de ce diamètre sont supposées concourir.
On peut d'ailleurs arriver au même résultat en partant de l'équation de la polaire (n® 145)
(ax -{- hy -^ g) ^ {hx -^ by -^ f) 'j-, -^ ^ ^^ = o
et en observant que cette équation se réduit à
m{ax -{- hy -h g) -f- n{hx-{- by -h/) = o
et représente le diamètre conjugué du diamètre my = nx (n® 141), lorsque le point (x\y) s'éloigne à l'infini sur la droite my = nxi autrement dit, quand on a à la fois
— , — — ) X' z=icO .
X ni
32S. Nous avons également démontré, au n® 146, que : Si fon mène par un point fixe O une sécante quelconqueORj et si l'on joint le pôle P de cette sécante au point O, les droites OP, OR forment un faisceau harmonique avec les tangentes OT, OT' issues du point O.
Lorsqu'une des droites OP, OR coïncide avec un diamètre, l'autre est parallèle à son conjugué, et puisque la polaire de l'un quelconque des points d'un diamètre est parallèle à son conjugué, il en résulte que le diamètre, passant par Tinter-
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section de deux tangentes, divise en deux, parties égales le segment déterminé par ces tangentes sur toute droite menée parallèlement à la polaire de leur intersection.
Quand le point fixe coïncide avec le centre de la courbe, les tangentes se confondent avec les asymptotes. Il en résulte ([ue : Le faisceau formé par les asymptotes et deux diamètres conjugués quelconques est un faisceau harmonique; et que la portion de tangente comprise entre les asymptotes est divisée en deux parties égales par le point de contact (n** 196).
326. La propriété anharmonique des points d'une conique (n®2S9) donne lieu à un très grand nombre de théorèmes particuliers. La position des quatre premiers points A, B, C; D étant arbitraire, un ou deux d'entre eux peuvent, en effet, se trouver à Finfini ; le cinquième point O, qui est le centre du faisceau, peut être à riiifini; il peut aussi coïncider avec un des quatre premiers, comme dans le cas où l'un des rayons du faisceau est tangent à la courbe. Remarquons, d'ailleurs, que le rapport anharmonique d'un faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre points suivant lesquels ce faisceau rencontre une transversale quelconque y et, par suite, qu'on peut réduire son expression au simple rapport de deux segments, en prenant une transversale parallèle à l'un des rayons du faisceau.
Les exemples suivants ont été disposés de manière à laisser au lecteur le soin de tirer lui-même les conséquences des principes que nous venons de rappeler. Nous nous sommes borné» le plus souvent à donner sommairement les conclusions, après avoir indiqué les points qui déterminaient les faisceaux à considérer, et la transversale suivant laquelle il convenait d'estimer le rapport anharmonique.
Dans ce qui va suivre, nous désignerons, pour abréger, par (O, ABCD) le rapport anharmonique du faisceau OA, OB,
OC, OD; et par (abcd) le rapport anharmonique des quatre points a, 6, c et d.
Exercices.
(A, ABGD) = (B, ABCD).
Prenons pour transversale la droite CD (^ff. 96), et soient T, T et K les points où CD rencontre les tangentes en A et B et leur
corde de contact AB. En considérant les segments déterminés sur GD par les faisceaux indiqués dans Ténoncé, on a
TK.DG KT.DG, TD.KG" KD.T'G
autrement dit^ quand une corde GD rencontre deux tangentes en T, T et leur corde de contact en K, on a la relation
KG.KT'.TD ^ KD.TK.T'G.
Il faut avoir soin de prendre les rayons des faisceaux en suivant le même ordre pour chacun des faisceaux ; ainsi nous avons attribué à K le second rang dans le premier membre de l'équation, parce qu'il correspond au rayon OB du faisceau (OA, OB, OG, OD) pris comme
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type, taDdis que, dans le deuxième membre, nous lui avons assigné le premier rang, parce qu'il correspond alors au rayon OA.
KG.TD = -KD.TG
Donc : Toute corde menée par Tintersection de deux tangentes est divisée harmoniquement par la corde de contact.
3. QuandT' est à V infini, la sécante CD est parallèle à PT', et Végalité des rapports se réduit à
TK*=TG.TD.
4. Lorsqu'un des points A, B, G, D est à l'infini, le rapport anharmonique (0, ABGoo) est constant, et se réduit à Ga: G6, a ef b étant les points où la transversale G oo rencontre les rayons OA et OB.
Donc : Lorsqu'un point 0 décrit une hyperbole, les droites OA, OB, qui joignent ce point à deux points flxes A et B de Thyperbole, déterminent, sur la parallèle menée à une asymptote par un troisième point fixe G, deux segments Ca ^l Cb dont le rapport est constant. Même théorème pour la parabole, en considérant les segments déterminés par OA et OB sur le diamètre du point G.
5. Le rapport constant ( 0, ABG ») se réduit àaciab en prenant pour transversale une droite quelconque abc parallèle d Goo.
Il s'ensuit que : Dans l'hyperbole, les droites OA, OB, OG, qui joignent un point variable O à trois points fixes A, B, G, déterminent sur toute parallèle à une asymptote des segments ab, ac dont le rapport est constant. Même théorème pour la parabole en considérant les segments déterminés sur un diamètre quelconque par OA, OB et OG.
6. Quand les droites O'A, O'B joignant A et B à un point quelconque 0' rencontrent Cco en a^ et b\ on a (Ex. 1)
ab _ aC àb'^ ^'
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et, si le point C est à V infini, auquel cas Goo est une asymptote, le rapport ah : a'b* est égal à l'unité.
Donc : Lorsqu'un point décrit une hyperbole, les droites qui joignent ce point à deux points fixes interceptent, sur Tune ou Tautre asymptote, un segment de longueur constante (n<» 199, Ex. 1).
A, ABGoo) = (B, ABC oo
Estimons les rapports suivant Goo, et soient a, 6 et K {fig- 97) les points où cette transversale rencontre les tangentes en A et B et
3tf
leur corde de contact; on aura, en se reportant à Tobservation finale de l'Exercice \ ,
CaCK
CK"" Cb*
Il en résulte que : Dans l'hyperbole, le segment déterminé, sur toute parallèle à une asymptote, par la courbe et la corde de contact de deux tangentes est une moyenne proportionnelle entre les segments interceptés, sur cette même parallèle, par la courbe et les deux tangentes. Dans la parabole, il en est de même pour les segments déterminés sur un diamètre quelconque.
Réciproquement : Lorsqu'une droite ab (fig. 97), menée parallèlement à une droite donnée, rencontre les côtés d'un triangle en a, 6, K,
et que Ton prend sur cette droite un point G tel que GK = Ga. G6, le lieu des points G est une parabole, si la droite donnée est la médiane correspondante à la base AB du triangle (n^ 21 1 ) et, dans tous les ajtres cas. une hyperbole ayant une asymptote parallèle à ab,
8* Quand deux des points fixes sont à ^infini,
(00 .ABOOQC'J=-(00'.ABOOOO'),
et les rayons aooo, oc '00' coïncident avec les asymptotes, tandis
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que la droite oo oo ' est tout entière à l'infini. Prenons pour transversale un diamètre quelconque OA, et soient a et a! {fig, 98) les points où ce diamètre rencontre les parallèles Boo , Boo' menées aux asymptotes par le point B; on aura alors, en écrivant l'égalité des rapports anharmoniques,
PAO d
Oa~"OA*
Donc : Si, par un point d'une hyperbole, on mène des parallèles aux
Fig. 9a
asymptotes, le produit des segments que ces parallèles déterminent sur un demi-diamètre quelconque, à partir du centre de la courbe, est égal au carré de ce demi-diamètre.
Réciproquement : Si, par un point fixe 0, on mène une droite OA qui rencontre en a, cù deux droites fixes Ba, Ba', et si l'on prend
sur cette droite un point A tel queOA" ^ 0 a. 0 a', le lieu du point A sera une hyperbole ayant pour centre le point fixeO, et po.ur asymptotes des parallèles aux droites fixes Ba, Ba.
AB 00 00'):^ (00', AB
En considérant les segments déterminés par ces faisceaux sur l'une et l'autre asymptote, et en tenant compte des observations de l'Exercice 1, on a
Oa _ Ob'
Ob~ Oa''
0 étant le centre de la courbe. Donc : Le rectangle construit sur les parallèles menées aux asymptotes, par un point quelconque de la courbe, est constant.
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327. Les exercices suivants se rapportent à la propriété anharmonique des tangentes d'une conique (n°275).
Exercices.
1. Cette propriété se présente sous une forme très simple lorsque la conique est une parabole, puisque la parabole a toujours une de ses tangentes à Tinfini (n<*254). Il en résulte que : Dans toute para-
Fig- 99-
bole, le rapport AB : AG des segments déterminés par trois tangentes fixes sur une tangente variable est constant.
Si l'on fait coïncider successivement la tangente variable avec chacune des tangentes fixes TP, QP, QR {fig* 99), on obtient L relation
/>Q _ ÇP Qr QK" Py ^ rP*
2. Considérons le cas où deux des quatre tangentes fixes, à une
Fig. 100.
ellipse ou à une hyperbole, sont parallèles. En faisant coïncider la tangente variable successivement avec Tune et Tautre des tangentes
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parallèles, on obtient, pour la valeur du rapport anharmonique des quatre tangentes {Jlff. 'oo), les deux expressions Ab:\c et Dc'iDb'. Le rectangle Ab.Db' est donc constant (n® 179, Ex. 2).
On peut voir de même, en partant de la propriété anharmonique des points d'une conique, que les droites OA, ÂD, qui joignent un point quelconque O de la courbe aux deux points A et D, déterminent sur les tangentes parallèles deux points b et b\ tels que le rectangle Ab.Db' est constant.
328. Les propriétés anharmoniques des coniques permettent de résoudre assez facilement un certain nombre de problèmes.
Exercices.
i. Trouver le lieu du sommet V d'un triangle dont les côtés pivotent autour de trois points fixes A, B, G, tandis que les deux autres sommets glissent sur deux droites fixes Oa, Ob.
Supposons qu'on ait tracé (fig- lOî) quatre triangles satisfaisant à ces conditions, et soient aafafa'", bUb'b' les diverses positions des
sommets qui glissent sur les droites fixes. Les deux, faisceaux (G, aoCc^à!")^ (G, bb'b'b*) étant identiques, on a
(aa'a''a'')^{bb'b'b'"), et, par suite,
(A, aa'a'a") = (B, bb'b'b").
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OU, ce qui. revient au même,
(A, VV'V'V") = (B, VrV'V");
les points A, B, V, V, V, V appartiennent donc à une même conique. Ce théorème (n» 269, Ex. 3) peut encore se démontrer de la manière suivante. Les faisceaux qui ont pour centres les points A et B, étant respectivement bomographiques du faisceau issu du point C, sont bomographiques entre eux; le lieu des intersections de leurs rayons correspondants est donc une conique passant par A et B (n^ 297). Les Exercices suivants peuvent, de même, être considérés comme des applications du principe énoncé au n» 297.
2. Le lieu du sommet V est encore une conique lorsque le côté abf au lieu de passer par un point fixe G, enveloppe une conique tangente à Oa et Ob, (Ghasles.)
Dans cette hypothèse, les points déterminés sur les droites Oa et Ob satisfont) en effet, à la relation (no275)
{aa'a''a'") = {bb'b'b'").
3. Deux angles de grandeur constante, a et p, tournent autour de leurs sommets P, Q {fig. 102), de manière que l'intersection A
de leurs côtés PA, QA glisse sur une droite fixe A A' : la courbe, lieu de l'intersection V de leurs deux autres côtés PV, QV, est une conique passant par les points fixes P ef Q (*).
( ' ) Ce théorème a été indiqué par Newton (Enumeratio linearum. tertii ordinis) sous le titre de I^escription organique des coniques.
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Figurons, comme ci-dessus, les deux angles dans quatre positions différentes. On a alors, d'après les données mêmes de la question,
P, AA'A'A"') ^ (Q, A A'A'A
5. Le lieu est encore une conique quand les angles a et p, au lieu d'être constants, interceptent des segments de longueur constante sur deux droites fixes.
L'égalité
résulte alors de ce que les faisceaux déterminent des segm^its de même longueur sur une droite fixe.
Ainsi la courbe décrite par le sommet d'un triangle dont la base reste fixe est une conique lorsque les autres côtés interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante.
6. Le lieu du sommet V de V Exercice 1 est encore une conique, quand les extrémités de la droite ah glissent sur une conique passant par les points A, B.
En prenant quatre positions du triangle, on a, en effet, d'après .'e premier théorème du n» 276,
{aa!c^^')=^{bb'h'b'"),
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et, par suite,
{k,aa'a''a'") = {h,bb'b'b'").
7. La base ab d*un triangle passe par V intersection G des tan-gentes communes à deux sections coniques, et ses extrémités a,b glissent sur l'une et l'autre des coniques pendant que les deux autres côtés du triangle pivotent autour de deux points fixes A et B pris sur l'une et l'autre des coniques : le lieu du sommet est une conique passant par A et B.
Ce théorème se démontre de ]a même manière que les théorèmes précédents, en s'appuyant sur la deuxième proposition du n<* 276. Voici, du reste, une démonstration géométrique assez simple de cette proposition. Soient 0, A, B, G, D les points de la deuxième conique qui correspondent aux points o, a, 6, c, dàt la première; les droites OA et oa se coupent en r sur Tune des cordes communes aux deux coniques (n» 272, Ex. 1); les droites OB et ob se coupent également sur celte même corde en r, ... ; les faisceaux (0, ABGD), (o, abcd) ont donc même section rectilignç {rr^r^r^) et, par suite, même rapport anharmonique.
8. Même énoncé que pour l'Exercice 7, en supposant que la base, au lieu de passer par un point fixe, enveloppe une conique ayant un double contact avec les coniques données (n^ 27G).
9. Les n sommets (a, b, c, ...) d'un polygone glissent sur une conique, tandis que tous ses côtés moins un pivotent autour de (n — i) points fixes : démontrer que le côté restant enveloppe une conique ayant un double contact avec la conique donnée.
£n considérant le polygone dans quatre positions abc- y a'b'c',..^ a'b'c'..., a'"b'"c'"..., on a la série d'égalités
{a a' a" a'") = (bb'b'b") = {cccTc"'),
ce qui ramène le problème à celui qui est indiqué au n'* 277 : Étant donnés trois couples de points aa'a'y ddd'^ trouver l'enveloppe de a'^d", de telle sorte que
{aa'a''a^)-^{ddd'd'').
10. Inscrire dans une conique un polygone dont les côtés passent respectivement par des points fixes.
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Prenons arbitrairement un point a de la conique et construisons, en partant de ce point, un polygone dont les côtés passent respectivement par les points donnés : le point ^, où le dernier côté de ce polygone rencontrera la conique, ne coïncidera pas en général avec le point a. Construisons de même trois autres polygones, en partant des points a', a', a"', et soient z', z'y z" les points où leurs derniers côtés rencontrent la conique; on aura, en se reportant à TExercice précédent,
et, si le dernier polygone essayé satisfait à la question, a* coïncidera avec 3^: La question proposée se réduit donc à celle-ci : Étant donnés trois couples de points, aa'a'y zj^z', trouver un point K tel que
(KaaV) =-. {Kzj^z").
Si nous considérons a, V', a', z, a", z' comme les sommets d'un hexagone inscrit, et si nous supposons que ces sommets se succèdent
Fig. io3.
dans l'ordre que nous venons d'indiquer, de manière que a, a', a" soient les sommets opposés à^, -j*, ^, le point K sera l'un des points où la droite passant par les intersections des côtés opposés rencontre la conique. Soient, en effet, A, G, E et D, F, B {Jig. io3) les points a, tf', a' et z, z\ z'\ en prenant les sommets dans Tordre ABGDEF, les côtés opposés se coupent respectivement en L, M, N et les faisceaux (D, KAGE),(A, KDFB) ont même section rectiligne (KPNIO
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On a donc
(KACE) = (KDFB),
ce qui justifie la construction (*).
Il est d'ailleurs facile de voir (Ex. 9) que K est Tun des points de contact d'une conique tangente aux droites aZy a'z\ a'js'y et doublement tangente à la conique donnée. La solution précédente peut donc s'appliquer au problème : Décrire une conique ayant un double contact avec une conique donnée et tangente à trois droites données.
41 Démontrer le théorème de Pascal {n^ 267) en s* appuyant sur la propriété anharmonique des points d'une conique.
On a, en raison de cette propriété {fig, io3),
fE, CDFB) = (A, CDFB),
et, si Ton compare les segments que ces faisceaux déterminent respectivement sur BG et sur DC,
(CRMB) = (CDNS).
Il en résulte que les faisceaux formés en joignant le point L à chacun des points de BC et de DC ont trois rayons communs CL. DE, AB, et, par suite, que les quatrièmes rayons NL, LM de ces faisceaux ne forment qu'une seule ligne droite. On démontrerait de même le théorème de Brianchon, en s'appuyant sur la propriélr anharmonique des tangentes.
12. Trouver V enveloppe des cordes CE déterminées, dans les coniques circonscrites à un quadrilatère ADFB, par deux droites fixes DC, D¥, passant par Vun des sommets D de ce quadrilatère.
( ' ) Cette construction du polygone inscrit à une conique a été indiquée par Poncelet {Traité des Propriétés projectiles, n* 559). La démonstration donnée dans le texte est due à M. Townsend; elle permet de voir que la construction de Poncelet s'applique également à la solution du problème suivant : Inscrire dans une conique un polygone dont chaque côté soit tangent à une conique ayant un double contact avec la conique donnée. Toutes les coniques touchées par les côtés du polygone peuvent être différentes.
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Les sommets du triangle GEM {fig» io3) glissent sur les droites fixes DG, DE, NL, et deux de ses côtés passent par des points fixes B, F; le troisième côté GE enveloppe donc une conique tangente aux droites fixes DG, DE. Gette description d'une conique est réciproque de la description indiquée par Mac Laurin. (Ex. 1).
13. Les cordes GF déterminées, dans les coniques circonscrites à un quadrilatère ABDE, par deux droites fixes AF, DG passant respectivement par deux des sommets A, D du quadrilatère, passent par un point fixe.
Deux des côtés du triangle GFM {fig. io3) passent par les points fixes B'et E, les sommets glissent sur les droites fixes AF, GD, NL, qui concourent en un même point : donc GF passe par un point fixe (no30i).
On trouvera dans le Ghapitre suivant l'énoncé des propositions bien connues (n^ 355, Ex. 3 et 4), qui ont conduit à ces deux derniers théorèmes.
14. Dans une conique, le rapport anharmonique de quatre diamètres quelconques est égal au rapport anharmonique de leurs conjugués.
Ge théorème est un cas particulier du théorème du n» 297, Ex. 2 : Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est égal au rapport anharmonique de leurs polaires. Mais on peut le démontrer directement, en observant que le rapport anharmonique de quatre cordes issues d'un même point de la courbe est égal au rapport anharmonique des cordes supplémentaires (n* 179).
15. Trouver le lieu des centres des coniques circonscrites à un quadrilatère donné (n^ 151, Ex. 3).
Menons, dans l'une quelconque des coniques du système, les diamètres qui ont pour cordes les côtés du quadrilatère : le rapport anharmonique de ces diamètres est connu, puisqu'il est égal à celui de leurs conjugués, c'est-à-dire au rapport anharmonique du faisceau dont les rayons sont parallèles aux côtés du quadrilatère. Donc le lieu est une conique passant par le milieu des côtés du quadrilatère. Dans le cas où la conique se réduit à deux droites, les intersections des diagonales, ainsi que les points de concours des côtés opposés»
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sont des points du lieu : ces points appartiennent donc à une conique qui passe par les milieux des côtés et des diagonales.
329. Nous laisserons au lecteur le soin de former et de démontrer directement, au moyen de la propriété anharmonique des tangentes à une conique, les théorèmes réciproques des théorèmes que nous venons d'énoncer; ils sont presque tous renfermés dans la proposition suivante :
Les droites qui joignent les points correspondants j ou homologues, de deux dis^isions homo graphiques a, bj Cj dj . . >, a' y b'j c', cP^ . . . de bases ( ' ) différentes enveloppent une conique. Il résulte, en effet, de la propriété anharmonique des tangentes, que la conique, tangente aux deux bases et aux trois droites aa'^ bb\ ce', est également tangente à la droite dd {^).
Ce théorème est le réciproque du théorème énoncé au n® 297 ; on peut d'ailleurs le démontrer directement en considérant les équations du n^ 297 comme des équations tangentielles. Quand P, P; Q, Q' représentent, en coordonnées
(') On appelle base d'une division la ligne droite sur laquelle sont situés les points qui forment une division.
(*) II résulte, en outre, du n* précédent (Ex. 1) que le Heu des intersections des droites Pdf P'cf , qui joignent les points de ces deux dirisions à deux points fixes P et P', est une conique passant par ces points fixes. Quand deux systèmes de points a, b, Cfd, . . ., a', 6', c'y d\ . . ., situés sur une même conique sont homographiques, c'est-à-dire tels qu'on ait toujours {abcd) = {a'b'c'd')y l'enveloppe de dd' est une conique ayant un double contact avec la conique donnée ( n* 277 ) ; de même le lieu des intersections des droites Fd, P'd'f menées à ces deux systèmes par deux points fixes P et P' de la conique, est une conique passant par P et P'. Lorsque deux coniques S et S' ont un double contact arec une troisième S', les tangentes à S' déterminent dans S et dans S' des systèmes homographiques abcd. . . et a'b'c'd' ..., tels que (abcd) = {a'b'c'd') (n* 276); mais on ne peut pas dire que, réciproquement, les droites qui joignent les points homologues de deux systèmes homographiques appartenant à deux coniques différentes enveloppent nécessairement une conique.
PROPRIETES HARMONIQUES ET ANH ARUONIQUES. 5l5
langenlielles, deux couples de points homologues, P-f-XP, Q -i- aQ' représentent un troisième couple de points homologues, et la droite qui joint ces deux derniers points est évidemment tangente à la courbe définie par l'équation tangentielle du second ordre PQ' = P'Q.
Exercice.
Par un point fixe P, on mène une transversale FA' qui rencontre en A, A' deux droites fixes 0 A, 0 A' ; on prend sur ces droites, à partir de A et de A', des segments A a, k'a' de longueur donnée : trouver l'enveloppe de aa\
En donnant à la transversale les quatre positions PA, PB, PC, PD, on a évidemment
(ABGD) = (A'B'G'D'j, (ABGD) = {ahcd), (A'B'G'D') = {a'b'c'd');
la droite aa' enveloppe donc une conique tangente à OA et OA'.
330. Lorsqu^on a reconnu, en suivant la méthode exposée ci-dessus, qu'une droite mobile enveloppe une section conique, il convient d'examiner si, dans Pune de ses positions, cette droite ne se trouve pas tout entière à l'infini, puisque, s'il en est ainsi, l'enveloppe est une parabole (a® 234). Dans l'Exercice précédent, en particulier, la droite aa! ne peut être à l'infini que si la transversale AA' peut elle-même être à l'infini, autrement dit, que si le point P est à l'infini; pour que l'enveloppe soit une parabole, il faut donc que les transversales, au lieu de passer par un point fixe, soient menées parallèlement à une droite donnée.
On peut, de même, reconnaître assez souvent la nature du lieu décrit par un point mobile, en étudiant quelques positions particulières de ce point (n® 328, Ex. 15).
331. Étant donnée une division sur une droite^ on peut toujours former, sur une autre droite^ une disfision homographique telle qu'à trois points a, 6, c de la première
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correspondent^ dans la seconde^ trois points a', 6', c', pris arbitrairement.
Pour que l'on puisse trouver, sur la deuxième droite, un point x' correspondant à un quatrième point x^ choisi arbitrairement sur la première, il faut que l'on ait (n** 66)
{abcx)-=z{a'b'dx'), •
ou, en désignant, d'une manière générale, par a^b^c, ... les distances des points a, 6, c, . . . d'une division, à un point quelconque de la base de cette division^ pris pour origine,
Cette condition, qui peut s'écrire (n®277)
Axx'-^-Bx-hCx' -hl> — o (0,
est du premier degré, par rapport à chacune des distances x et a?'; elle fournit donc toujours une valeur pour x' et elle n'en fournît qu'une seule.
(*) On peut encore démontrer ce théorème en partant de Téquation à trois termes à l'aide de laquelle Chasles exprime l'égalité du rapport anharmonique des deux divisions abcx, a'b'c'x'; les points a, b, c, a', b',c' étant considérés comme fixes, les rapports des segments ax : bx, c'x' : b'x' vérifient l'équation linéaire
ax c'x'
et si Ton représente, comme ci-dessus, par a, 6, . . ., les distances des points a, 6, . . . , à l'origine, cette équation devient
et se réduit à une expression de la forme
Kxx' -h Ba? 4- Cx' H- D = 0.
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Lorsque cette condition est remplie, la droite qui joint les points x^ x^ enveloppe une conique qui est tangente aux bases des deux divisions : Quand* A =: o, x^ devient infini en même temps que j; . et la conique est une parabole.
Réciproquement : Deux divisions sont homo graphiques si à un point x de Vune correspond toujours un point a?' de Vautre, et s'il ne lui en correspond qu'un seul.
L'équation
kxx' -^Bx-\- C^'-hD =zo,
qui est du premier degré en x, ou en j;', est en effet l'expression la plus générale de la loi de correspondance indiquée dans l'énoncé. Lorsqu'elle est vérifiée, le rapport anharmonique de quatre points quelconques de la première division est égal au rapport anharmonique des quatre points homologues de la seconde, puisque le rapport -, ZJ±1 1 ne
change pas lorsqu'on y remplace x^y, . . . , par — -r ^>
Aj-hD'
332. Trouver la condition pour que les deux couples de points (A, B), (A', B'), situés sur une même droite, et dont les distances (a, p), (a', g') à une origine commune vérifient respectivement les équations
ax^ -\- 2 hx 4-^ = 0, a'j7* 4- a h'x -h 6' = o, forment une division harmonique.
En exprimant la condition (n®323)
AA' AB'
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en fonction des distances a, g; a', g', on a
ou, en développant,
(g -h p) (g' 4- p') = 2gp -+- 2g'p',
et comme on a d'ailleurs
il vient pour la condition cherchée
ab' ^a'b — ^hh'=zo{').
On démontrerait de même que les deux couples de droites
ag'-haAgp -h 6p* =o, a' a' -f- 2 A' gf 4- 6'f'=:o
forment un faisceau harmonique, lorsque les coefficients a, 6, A; a', 6', A' vérifient la relation
aV H- a'6 — 2 AA' = o.
333. Tout couple de points a^^ -h 2A^ -{-6 = o, formant une division harmonique avec l'un et l'autre des couples a'a;2 + 2A'a: + è' = o, ci' x^ -{- ^h" x -^ b'' = o, forme une division harmonique avec tous les couples de points compris dans l'équation
(') On démontre de ia môme manière que le rapport anharmonique de ces quatre points est déterminé lorsque le rapport
{ab' -ha'b-'àhh'Y
ab — h'){a'b—h") est donné.
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En effet, la condition
a{b' ■^Xb')-hb{a' -hXoL') — 2h(h'-i-Xk')—o est remplie lorsqu'on a séparément
ab' H- ba' — 2 hh' = o, ab' -+- ba" — 2 hh' == o.
334. Trouver le lieu d^un point tel que les couples de tangentes menées de ce point à deux coniques données forment un faisceau harmonique,
La solution suivante est basée sur la propriété évidente des rayons d'un faisceau harmonique, de déterminer, sur l'une quelconque des lignes de référence, une division harmonique. Supposons les coniques définies par l'équation générale en coordonnées trilinéaires, et mettons sous la deuxième forme indiquée au n^ 294 l'équation du couple de tangentes menées à chacune des coniques par le point (a', p', y). En faisant y = o dans l'équation du premier couple, on a, pour déterminer les points où les tangentes de ce couple rencontrent la droite y?
(Cp^-hB/»— aFpY)*' — 2(Ga'p' - FqlY - GpY "^ H/»)ap
(G a'* 4- Ay'« — 2GaY) p* — o.
On trouverait une relation analogue pour déterminer les points où cette même droite y rencontre le couple de tangentes, menées à la deuxième conique par (a', P', y); et, si l'on exprime (n® 332) que les deux couples de points forment une division harmonique, on obtient pour la condition à laquelle doit satisfaire le point (a', g', y)
(Cp* 4- By* — 2Fpy) (G' a* 4- A'y' — 2G'aY)
-+- (Ga« -H Ay* — 2GaY) (G'p» 4- B'y» — 2Fpy) = 2(Gap — Fay - Gpy -H Hy») (G'ap - F'ay - G'? r y H' y*).
Développant et divisant par y*, il vient pour Téquation da lieu
(BO -h B'C — aFF) a» -h {CM -h C'A - aGG') p«
(AB' H- A'B - 2HH')y*-H2 (GH 4-&H - AF - A'F) py 2(HF H- HT — BG' — B'G) ya
-+- 2 (FG' -+- F'G - CH' - C'H) ap = o;
c'est l'équation d'une conique qui jouit, ainsi que nous le verrons plus loin (n® 378), de propriétés importantes par rapport aux deux coniques données.
Quand les couples de tangentes doivent former un faisceau de rapport anharmonique donné, le lieu est une courbe du quatrième degré qui a pour équation
S, S' et F représentant respectivement les deux coniques données et la conique dont nous venons de trouver l'équation.
Former la condition pour que la droite
Xa -h p.6 -h vy = o
soit divisée harmoniquement par deux coniques données.
Supposons les coniques définies, comme au n^ 334; en éliminant y entre l'équation de la droite et l'équation de l'une des coniques, il vient, pour déterminer leurs points d'intersection,
(av* -i-cX' — a^Xv)a» — a (cXfA — /Xv — ^fjiv -H Av*)ap
-h (ôv= 4- c\k' — a/(i.v) p- = o ;
et si l'on exprime (n® 332) que ces points forment une division harmonique avec les points correspondants de l'autre conique,
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on trouve
{bc' 4- b'c — 2/f) X« H- (ca' 4- c'a — 2gg') jx»
-^(ab'-ha'b'-2hh')y* -^^{gh'-\-g'h--af'--a'f)^^-^2{hf'-\-h'f-bg'-b'g)>,\
'^i{fg ~^fg-ck' - c'A)Xjx = o.
Il faut donc que la droite enveloppe une conique (').
336. Deux divisions a, b, c^ . . ; a', b', (/, ... de même base sont homographiques (n® 331) lorsque les distances x^ ai de deux points correspondants, à une même origine prise arbitrairement, satisfont à une relation de la forme
Cette équation n^étant pas symétrique en x et x', un point n'aura pas, en général, pour correspondant le même point, suivant qu'on le considérera comme appartenant à l'une ou à l'autre division. Ainsi, au point situé à la distance x de l'origine, correspondent respectivement les points situés aux
j. B^4-D C^-hD . , .,,
distances — -r ^ > — -. rr j suivant au on considère
ce point x comme appartenant à )a première ou à la seconde division.
(*) Il est facile de voir, en opérant comme ci-dessus, qae, si
représentent les résultats obtenus en remplaçant, dans l'équation de deux coniques U et V, a par X* + |i,a', • • • , UV' + U'V — aPQ représente les deux droites qu'on peut mener par (a', ^Sï')» de manière qu'elles soient divisées harmoniquement par les coniques. On peut voir, en outre (no 296), que le système des quatre droites, joignant ( a', p', y') aux intersections des coniques, a pour équation
(UV 4- U'V - aPQ)' = 4 (UU' - ?•) (W - Q'),
UU' — F', W — Q' représentant les couples de tangentes menées aux coniques par (a', p', y')-
Deux divisions homographiques de même base forment une involution lorsqu'on peut trouver sur cette base un point qui, considéré successivement comme appartenant à Tune ou à l'autre division, ait toujours pour homologue le même point. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit évidemment que l'équation précédente ne change pas lorsqu'on y permute x el x'\ autrement dit, il faut que B = C. La relation entre les dislances de l'origine à deux points homologues peut alors se mettre sous la forme
et, si l'équation
ax* H-2Aa?-4-6 = o
représente un couple de points correspondants, on a nécessairement
AôH-Ba — aHA = o.
337. Il résulte de ce que nous venons de dire qu'^/iô inçolution se compose d'un certain nombre de couples de points a, a!] 6, 6', ... , en ligne droite, tels que le rapport anharmonique de quatre quelconques de ces points soit égal au rapport anharmonique des quatre points correspondants. En exprimant l'égalité de ces rapports, on peut arriver à diverses relations entre les distances mutuelles de ces points. Ainsi^ de
. on tu*e
ce qui donne
{abca!) — {a'b'c'a)
ab . ca! a* V . da aa' .bc a'a.b'd*
ab.ca' ,b'c' ■=. — a' b' ,c'a.bc*
Le développement de semblables relations ne présente aucune difficulté.
PROPRIÉTÉS HARMONIQUBS BT ANH ARMONIQUES. 5^3
L'équation
Aa:a?'+H(a:M-^)-f-B = o,
entre les distances x et a/ de Torigine à deux points correspondantS; peut se simplifier par un choix convenable de Torigine. En reportant, en effet, l'origine au point a? = a, cette équation devient
A(a? + a)(a?' + a) H-H(a? + a?'4-2a) -hB = o, ou
Axx' -\- {U ~{- A.ol) {x -h a/) + Aa* -h 2Ha 4- B = 0,
et se réduit à
Le point qui correspond à un point quelconque x
Hx H- B étant situé en général à la distance — -r ^ de l'origine,
A. X "~r~ il
passe à l'infini, lorsque A:r -H H = o; donc : Le point central est le point dont le correspondant est à V infini. On arrive à la môme conclusion en partant de la relation
{abcd) — {db'dc), c'est-à-dire de
acbc' a'c'.b'c
ad .bc~' a' c.b' c'^
lorsque le point d est à l'infini on a bd = ad ^ a'd = b'dj et cette relation se réduit à
ac.afc^=bc,b' c,
exprimant ainsi que le produit des distances d'un point c à deux points homologues est constant lorsque ce point c correspond à Finfini.
La relation entre les distances du point central à deux points correspondants peut évidemment se présenter sous l'une ou Tautre des formes
ca.ca' = -+■ k*, ca,ca' = — A:* ;
dans le premier cas, le point central reste constamment en dehors des points qui se correspondent; dans le second, il reste toujours compris entre ces points.
340. Dans une involution, on donne le nom de point double ( ' ) à tout point qui coïncide avec son correspondant. Toute involution a évidemment deux points doubles,/ et/', qui sont situés à égale distance c/, et de part et d'autre du point central c. On a, en effet, en prenant ce dernier point pour origine,
c/=z±kK
Lorsque k^ a le signe +, c'est-à-dire lorsque le point central reste constamment en dehors des points qui se correspondent, les points doubles sont réels ; dans le cas contraire ils sont imaginaires.
En faisant :r ^:= ^' dans Téquation générale (n® 336), qui relie les distances des points correspondants à une origine quelconque, on trouve, pour déterminer les distances des points doubles à cette origine,
A^* -f- 2 Ha? -h B = o.
( ' ) Nous ayons adopté la dénomination proposée par Chasles [Gconiétrie supérieure, n* 198} et usitée en France. M. Salmon donne à ces points le nom de foyers.
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Lorsqu'un couple de points correspondants est défini
par l'équation
ax^ M-2Aa?H-6=:o,
on a nécessairement (n® 336)
Aô-hBa — aHA = o.
Donc (n® 332) : Tout couple de points correspondants forme a^ec les points doubles une division harmonique. Ce théorème peut aussi se déduire de l'égalité
ia/fa!) = {a!/fa), qui donne
a/.a'f_a'far
ad.Jf-^ aJa.Jf' ou
af~ a!f
Les points a, ci divisent donc, intérieurement et extérieurement, la distance ff* des points doubles en deux parties qui sont respectivement dans le même rapport.
Corollaire, — Lorsqu'un des points doubles / est à l'infini, l'autre point double /' est le milieu de tous les segments aol , 66', . . . compris entre deux points homologues, et la distance ah de deux points quelconques est égale à la distance dV des points correspondants.
342. Deux couples de points homologues suffisent pour déterminer une involution. En prenant arbitrairement deux couples de points
ax^-^ a A^ H- 6 = 0, a'x*~h 2h'x-^ b' = (y,
on peut, en effet, toujours déterminer A, B, H à l'aide des équations (n® 336)
A6-+-Ba — 2HA = o, A6' + Ba'— sHA'^o.
Il est d'ailleurs facile de voir (n^ 3â3) que tout couple de points, formant une involution avec les deux couples cîdessuSy peut être représenté par une équation de la forme
{ax^ -^ihx-^b) -hX {a! X* 4- 2 h! x -h b')=zo,
puisque les valeurs de A, B, H, qui vérifient les deux équations précédentes, satisfont évidemment à la relation
A(Ô4-X6')-HB(a-f-Xa')-.2H(A-hXA')=o (»).
Dans le cas actuel, A, B, H sont proportionnels à
2{ah' — a'h), i{hb'—h'b), {ab^ — a!b)\
les points doubles de l'involution déterminée par les deux couples de points ax^ -i- . . ., afx^ -{-••• sont donc représentés par Téquation
{ah' — a' h) x*-\-{ab' — a' b)x -h{hb' - h' b) = o.
On peut mettre cette équation sous une autre forme. En introduisant une nouvelle variable y dans les équations des couples de points, pour les rendre homogènes, et en posant
V ^=ax'-\- ihxy-\- by^y V=r a'a?*4- ^h' xy -\- b'y-y
il vient, en effet, pour déterminer les points doubles,
dx dy dy dx Les points doubles de l'involution déterminée par les deux
t (') La condition pour que trois couples de points ax* + ^hx + 6 = 0, c'a:' -+- ih! X -+- 6' = o, a' a?' -h ih' x 4- ô' = 0 forment une involution, s'obiient évidemment en égalant à zéro le déterminant
a h h a' K b' oT h" b"
PROPRIÉTÉS HARMONIQUES ET ANHARM0NIQUE
couples de points a, d\ b, V peuvent aussi se déduire de l'égalité
qui donne
d'où
af.ba' _ a'f.b'a a'f. ba ~" af, b'a' '
af \a'f \\abMb'\a!b.a^V\
le point / est alors déterminé par la condition de diviser intérieurement, ou extérieurement, la distance aol dans un rapport donné.
343. Les relations segmentaires auxquelles peuvent donner lieu six points en involution rentrent dans la catégorie des relations étudiées au n" 313; il est d'ailleurs évident que les sinus des angles formés en joignant six points en involution à un point fixe ont entre eux les mêmes relations que les segments déterminés par ces six points. Donc :
Le faisceau formé en joignant à un point fixe six points en involution détermine sur une transversale quelconque six points en involution,
La figure réciproque de six points en involution est un faisceau en involution.
La plupart des équations obtenues précédemment peuvent s'appliquer aux droites issues d'un même point. Ainsi : un couple de droites a — [jl^, a — p-'P appartient à un faisceau en involution lorsqu'on a
A{jl{jl' -h H (fx M- [a') M- B = o;
et les deux couples de droites
U = aa* 4- 2 A a^ -h 6 PS V = a' a* -4- a A' ap + 6' p* déterminent un faisceau en involution qui a pour rayons
doubles les droites
{ah' — a'h)7} 4- {ab' — a'ô)ap 4-(/i6' — h' b)^^ = o,
ou
d[} d\_ dVdW d% dp dp doL
344. Les coniques qui passent par quatre points fixes déterminent sur une transi^ersale quelconque une série de points en insfolution.
Prenons la transversale pour axe des x, et soient S et S' deux des coniques considérées ; en faisant ^ = o dans les
fig. 104.
équations de ces coniques, on a, pour déterminer les points où elles coupent la transversale,
ax^ -\- 2ga: -]-c^^Oy a'j7*-i- 2^j? 4- c' = o,
et ces points forment une involution (n*^ 342) avec les points
ax* -+- 2^0? + c-h X(a'j?' + 2g'x-\- c')=iO
suivant lesquels une troisième conique quelconque S 4- X S' du système rencontre la même transversale. On peut aussi démontrer ce théorème par de simples considérations géométriques. La propriété anharmonique des points d'une conique donne, en effet, en désignant par a, 6, c, rf les quatre points fixes {/ig> io4) et par A, A^ les points où la
PROPRIÉTÉS HARMONIQUES ET ANH ARUONIQUES. 629
transversale AA' rencontre une des coniques,
{a, kdhk!) — {c, KdbM)',
et en se reportant aux sections faites dans les faisceaux par AA', il vient
(ACBA') = (AB'C'A')zz=(A'C'B'A).
Les points A, A' appartiennent donc à Pinvolution déterminée par les points B, B', C, C, où la transversale rencontre les côtés du quadrilatère formé par les points fixes.
Le théorème réciproque peut s'énoncer comme il suit :
Les tangentes menées (Vun même point aux coniques tangentes à quatre droites fixes forment un faisceau en in^olution.
345. Les diagonales ac, 6d/ peuvent être considérées comme une conique passant parles quatre points fixes. Le théorème : toute transversale, menée dans le plan d^un quadrilatère, rencontre ses côtés et ses diagonales en six points B, B'; C, C; D, D' qui sont en involution^ n'est donc qu'un cas particulier du précédent. Ce théorème permet de construire facilement le point C correspondant à un point C quelconque dans l'involution déterminée par lès points BB', DD'. Il suffit pour cela, après avoir pris un point quelconque a, de construire un triangle bcd de telle sorte que ses sommets soient sur les droites aB, aD, aC, et que deux de ses côtés passent par B' et D'; son troisième côté passera par C. En prenant le point a à l'infini, les droites ^B, aD, a G sont parallèles, ce qui simplifie la construction.
Pour obtenir le point central de l'involution, il n'y a qu'à supposer le point C à l'infini, ce qui donne la construction suivante : Mener par B, D, et suivant une direction quelconque, deux parallèles B6, De; mener de même par B',
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D' deux autres parallèles D'è, B'c; la droite bc, qui joint les intersections de ces deux couples de parallèles, passe par le point cherché.
Exercices.
1. Lorsque trois coniques sont circonscrites à un même quadrilatère, toute tangente commune à deux d*entre elles est divisée harmoniquem,ent par la troisième.
Les points de contact de cette tangente sont, en effet, les points doubles de l'involution.
2. Par V intersection des cordes communes à deux coniques on mène une tangente à l'une de ces coniques; démontrer que cette tangente est divisée harmoniquement par Vautre conique.
Le point D {Jig, io4) coïncide alors avec le point D' et devient un point double.
3. Lorsque deux coniques ont un double contact, ou un contact du troisième ordre, toute corde de Vune, qui est tangente à Vautre, est divisée harmoniquement par le point de contact et par le point où elle rencontre la corde de contact des deux coniques.
Dans ce cas^ en effet, les cordes communes coïncident^ et le point où la transversale rencontre la corde de contact est un point double.
4. Décrire une conique passant par quatre points a, b, c, df et tangente à une droite donnée CC
Le point de contact, qui est un des points doubles de i'involution BB', ce, . . . , peut se déterminer d'après les indications du n* 342. Le problème admet donc deux solutions.
5. Lorsqu'une parallèle à une asymptote rencontre en G la conique circonscrite à un quadrilatère, et en a, by c, d les côtés de ce quadrilatère, on a la relation
Ca,Cc = Cb.Cd,
Le point G est, en effet, le point central de Tinvolution.
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6. Résoudre les problèmes du n» 326, en se basant sur la théorie de Vinvolution.
Dans TExercice 1, K est un point double; dans rExercice % T est également un point double; dans TExercice 3, T est le point central ;
7. Les portions d'une sécante comprises entre Vhyperbole et ses cuiymptotes sont égales.
Dans ce cas un des points doubles est à l'infini (no 341, Cor.).
346. Les coniques qui admettent un triangle autopolaire commun a^y déterminent, sur toute transversale menée par un des sommets «^ de ce triangle, un système de points en immolation.
Les points où la transversale a = A'p rencontre la conique rta* + 63^ + cy^ = o, sont, en effet, donnés par
{ak- -h 6) S* 4- cy» == o,
et forment, par suite (n® 57), une division harmonique avec les points où cette même transversale rencontre p et y. Dans le cas particulier où les coniques sont inscrites dans un même quadrilatère, elles déterminent une involution sur toute transversale menée par Tune des intersections des diagonales de ce quadrilatère (n^ 146, Ex. 3); les points où la transversale rencontre les diagonales sont les points doubles de rinvolution, et ceux où elle rencontre les côtés opposés du quadrilatère sont des points correspondants.
Exercices.
1. Deux coniques U et W touchent leurs tangentes communes A, B, G, D aux points a, ft, c, d^ a', b\ c', d; par a, b, c, on mène une conique S qui touche D en d\ démontrer que la corde d'intersection de S avec Y, opposée à Dépasse par les intersections de A, B e^ G, avec bc, ca et ab.
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Soient a, p les points où V rencontre ab ; il résulte de ce qui précède que a, b et ol,^ appartiennent à Tinvolution dans laquelle les points où ab rencontre G et D sont des points correspondants, puisque ab passe par l'intersection des diagonales de ABGD (n« 263, Ex. 2). D'ailleurs (n» 345), les cordes communes à S et à V coupent ab en des points qui font partie de cette même involution considérée comme définie par les points a, 6 et a, ^ où S et Y rencontrent ab. Si donc D est une des cordes communes à S et à V, l'autre corde passe par l'intersection de G avec ab,
2. Dans un triangle, on inscrit une ellipse qui touche les côtés A, B, G en leurs milieux a, by c, et un cercle qui touche ces mêmes côtés en a\ b\ d ; démontrer que, si la quatrième tangente commune D au cercle et à Vellipse touche le cercle en d, d est le point de contact du cercle inscrit avec le cercle mené par les milieux a, b, c des côtés.
D'après l'Exercice i, une conique menée par a, 6, c touche le cercle inscrit en d lorsqu'elle passe par les points de rencontre de ce cercle avec la droite qui joint les intersections respectives de A, B et G avec bCf ca et ab. Dans le cas actuel, cette droite est à l'infini : la conique menée par a, 6, c tangentiellement au cercle inscrit est donc un cercle. Gette démonstration du théorème de Feuerbach (n^ 131, Ex.) considéré comme un cas particulier du précédent est due à M. W.-R. Hamilton.
On peut construire le point d et la droite D sans tracer l'ellipse, en observant que les droites ab, cd, a'b', c'd et celles qui joignent AD, BG; AG, BD passent par un même point, puisque les diagonales d'un quadrilatère inscrit et celles du quadrilatère circonscrit correspondant se coupent en un même point; et par suite que les droites a'oL, b'^, c'y se coupent en d; a, p, y étant les sommets du triangle déterminé par les intersections de bc et b'd, ca et c'a', ab et a'b'.
En d'autres termes, les triangles a^Y et abc, apY et a'b'c', sont homologiques et ont respectivement les points d et d pour centres d'homologie; quant aux triangles a^Y et ABG, ils sont homologiques et ont la droite D pour axe d'homologie.
§ I. — Projection conique.
347. La méthode des projeclions, dont nous allons donner un exposé succinct, permet de déduire d'un théorème donné et restreint le théorème général auquel il se rattache et dont il n'est qu'un cas particulier. Sa supériorité comme instrument de recherche ne saurait échapper au lecteur, qui a pu j voir déjà tout le parti qu'on pouvait tirer de l'étude des théorèmes particuliers renfermés dans un énoncé général.
On appelle projection conique ou centrale d'une figure la section faite par un plan quelconque, dans le cône obtenu en joignant tous les points A, . . . de la figure à un point fixe O, pris arbitrairement dans l'espace et considéré comme centre de projection. Le point O a reçu le nom de sommet; le plan de la section, celui de plan de projection ; les droites OA, . . . sont les lignes projetantes.
(*) La méthode des projections a été imaginée par Poncelet, qui Ta exposée dans son Traité des propriétés projectives des figures^ publié en 1822 et réédité en i865 (a vol. in-4; Paris, Gauthier-Villars). Cet ouvrage peut être considéré comme le point de départ de la Géométrie moderne; on y trouve développés les principes suivants : Les théorèmes relatifs à des points à TinQni peuvent s'étendre à des points situés à une distance finie sur une droite; les théorèmes se rapportant à des systèmes de cercles s'appliquent à des coniques ayant deux points communs; enfin, les théorèmes relatifs à des points et à des droites imaginaires peuvent s'étendre à des droites et à des points réels.
Tout point se projette suwant un point.
Le point a où la droite qui joint un point quelconque A au sommet O rencontre le plan de projection est, en effet, la projection du point A.
Toute droite se projette suivant une droite.
En joignant, en effet, tous les points d'une droite au sommet, on forme un plan qui rencontre le plan de projection suivajit une droite.
Lors donc qu'un certain nombre de points d'une figure se trouvent en ligne droite, les points qui leur correspondent dans la projection sont aussi en ligne droite; et lorsque plusieurs droites passent par un même point, leurs projections passent aussi par un même point.
y 348. Toute courbe plane se projette suivant une courbe
de même degré.
Lorsqu'une courbe donnée rencontre une droite en un certain nombre de points A, B, C, D, . . . , sa projection coupe la projection de la droite suivant le même nombre de points a, 6, c, d^ . . . : la courbe et sa projection sont donc de même degré, puisque, géométriquement, le degré d'une courbe se détermine par le nombre de points suivant lesquels elle peut être rencontrée par une droite. Quand AB coupe la courbe en des points réels et imaginaires, ab rencontre la projection suivant le même nombre de points réels et le même nombre de point imaginaires.
De même, lorsque deux courbes planes quelconques se coupent, leurs projections se coupent suivant le même nombre de points ; et tout point, réel ou imaginaire, commun à ces deux dernières courbes peut être considéré comme la projection de l'un des points d'intersection des deux premières, ou inversement.
La projection de la tangente à une courbe est tangente à la projection de cette courbe.
Toute corde AB d'une courbe se projette, en effet, suivant la droite ab qui joint les points a, b correspondants à A et B dans la projection; quand A et B coïncident, a et & se confondent et ab devient tangente.
Plus généralement, lorsque deux courbes se touchent en un certain nombre de points, leurs projections se touchent suivant le même nombre de points.
349. Lorsque le plan mené par le sommet du cône parallèlement au plan de projection rencontre suivant la droite AB le plan de la figure primitive, tout faisceau de droites ayant son sommet sur AB se projette suivant un système de droites parallèles. L'intersection de deux droites quelconques, se croisant sur AB, se projette, en effet, à l'infini, puisque toutes les droites menées par le sommet aux divers points de AB rencontrent le plan de projection à l'infini.
Réciproquement : Tout système de droites parallèles se projette suivant un faisceau de droites ayant son sommet sur la droite DF, suivant laquelle le plan de projection rencontre le plan mené par le sommet, parallèlement au plan de la figure primitive.
Les droites parallèles peuvent donc être considérées comme passant par un même point à l'infini, puisque leurs projections sur un plan passent par un même point qui est, en général, situé à une distance finie. De plus, tous les points à Vinfini d^un plan quelconque peuvent être considérés comme appartenant à une même droite, puiaque la projection du point d'mtersection des droites parallèles doit se trouver quelque part, sur la droite DF du plan de projection.
350. Nous voyons ainsi que toutes les propriétés descriptives d'une figure, c'est-à-dire se rapportant exclusivement à la position relative des points ou des lignes, et ne concernant ni la grandeur des lignes, ni la grandeur des angles, subsistent pour toutes les figures suivant lesquelles on peut la projeter. Comme exemple de ce genre de propriétés, on peut citer le théorème suivant : les tangentes menées à un cercle par les extrémités des cordes issues d'un point fixe se coupent sur une droite fixe. Nous pourrons donc, par la méthode des projections, étendre à toutes les sections coniques les propriétés des pôles et polaires dans le cercle, lorsque nous aurons démontré qu'un cercle est la projection d'une conique. Le théorème de Pascal et celui de Brianchon sont aussi relatifs à des propriétés du môme genre ; en les démontrant dans le cas du cercle, on prouvera, par cela même, qu'ils s'appliquent à toutes les courbes du deuxième degré.
351 . Les propriétés d'une figure qui subsistent pour toutes les projections de cette figure portent le nom de propriétés projectiles. En dehors des propriétés descriptives dont nous avons parlé au numéro précédent, il y a un certain nombre de propriétés métriques, c'est-à-dire relatives à la grandeur des lignes, qui sont projectlves. Ainsi, par exemple, le rapport anharmonique (ABCD) de quatre points en ligne droite est le même que le rapport anharmonique {abcd) des quatre points suivant lesquels ils se projettent, puisque ces rapports ont l'un et l'autre pour mesure le rapport anharmonique du . faisceau (O, ABCD) formé par les lignes projetantes.
En général, toute équation
AB.CD.EF-i-Âr.AC.BE.DF. + /.AD.CE.BF 4- ... =0
entre les distances mutuelles d'un certain nombre de points en lie;ne droite A, B, C, D, . . . exprime une propriété projecti\e lorsque chacun de ses termes renferme le même
nombre de points, quel que soit d^ailleurs l'ordre dans lequel ils y figurent.
En remplaçant (n® 3H), en effet, AB^ . . . par
OA.OB.sîriAOB
OP
on obtient une équation dont tous les termes ont pour fac-
OA.OB.OC.OD.OE.OF ^ teur commun ^ > et qui, par suite,
OP se réduit à\ine relation entre les sinus des angles sous-tendus au point O par les segments AB, CD, .... Il n'est pas même nécessaire que les points A, B, C, D, E, F soient en ligne droite, autrement dit, que la distance OP soit la même pour les divers segments AB, CD, . . . , pour que l'équation cidessus exprime une propriété projective; il suffit qu'ils soient disposés de telle sorte, qu'après la substitution indiquée, chacun des termes de l'équation contienne au dénominateur le même produit OP . OF . OF, ....
Comme exemple de cette classe de propriétés, on peut citer le théorème suivant : Les droites menées d'un même point O aux sommets d'un triangle ABC rencontrent les côtés opposés en des points a, 6, c qui satisfont à la relation A6.Bc.Ca = Ac.Ba. Ce. Il suffit dès lors de le démontrer pour une projection quelconque du triangle. Si l'on suppose que le point C se projette à l'infini, AC, BC, Ce deviennent parallèles, et la relation précédente se réduit à l'équation
A6.Bc=: Ac.Ba, qu'il est facile de vérifier en construisant la figure.
352. Il résulte de ce qui précède que, pour démontrer une propriété projective, il suffit de prouver qu'elle a lieu pour la figure la plus simple, suivant laquelle on peut projeter la figure donnée.
Supposons, par exemple, qu'il s^agisse de trouver les propriétés harmoniques du quadrilatère complet ABCD. Les côtés opposés se coupant en E, F, les diagonales en G, joignons tous les points de la figure à un point O de l'espace et prenons pour plan de projection un plan parallèle à OEF. La ligne EF se projettera à Tinfini, et nous aurons un nouveau quadrilatère dont les côtés ab et crf, ad et bc seront respectivement parallèles, puisqu'ils se rencontrent en des points e et /situés à l'infini. On voit donc que tout quadrilatère peut être projeté suivant un parallélogramme ; et comme les diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuellement en deux parties égales, la diagonale ac est divisée harmoniquement en a, ^, c et au point où elle rencontre la ligne à l'infini ef. Donc la diagonale ÂB est divisée harmoniquement en A, G, G et au point où elle rencontre EF.
Exercice.
Quand les points d'intersection des côtés AB et A'B', BC et B'C, GA et C'A' de deux triangles ABC, A'B'C sont en ligne droite, les droites A A', BB', QG passent par un même point.
En choisissant le plan de projection de telle sorte que la droite suivant laquelle se coupent les côtés des deux triangles passe à Tinfini, on obtient deux triangles abc, a'b'd dont les côtés sont respectivement parallèles, et le théorème devient évident, puisque aà et hb* divisent ce' dans le même rapport.
353. Afin de ne pas interrompre l'exposé des applications de la méthode des projections, nous renverrons à un autre paragraphe la démonstration des principes suivants :
Toute conique peut être considérée comme la projection d'un cercle.
On peut toujours, en choisissant convenablement le sommet et le plan de projection, projeter une conique de
telle sorte que cette conique se projette suivant un cercle, et quhine droite donnée de son plan passe à V infini.
Ces principes étant admis, on en déduit les propositions suivantes :
On peut projeter une conique suivant un cercle de telle sorte qu^un point donné de son plan se projette au centre du cercle, II suffit, en effet, de faire la projection de telle manière que la polaire du point donné se projette à l'infini (nO*154).
Quand deux coniques sont situées dans un même plan ^ on peut les projeter suivant deux cercles. Il suffit de projeter l'une d'elles suivant un cercle, de telle façon qu'une des cordes d'intersection des deux coniques se projette à l'infini ; la projection de la seconde conique, passant alors (n^ 257) par les points cycliques du plan de projection, est nécessairement un cercle.
Lorsque deux coniques ont un double contact, on peut les projeter suivant deux cercles concentriques. Il suffit de projeter une des coniques suivant un cercle de telle sorte que la corde de contact des deux coniques se projette à l'infini (nO 257).
354. Les exercices suivants montrent comment on peut déduire les propriétés des sections coniques, soit des propriétés du cercle, soit de certaines propriétés plus simples des coniques elles-mêmes.
Exercices.
1. Toute sécante menée à une conique par un point jixe est divisée harmoniquement par la conique et par la polaire de ce point.
Ce théorème et son réciproque sont relatifs à des propriétés pro-
jectives (n<> 351); ils sont vrais pour le cercle, ils sont donc vrais pour les coniques. Par suite, toutes les propriétés du cercle qui découlent des propriétés des pôles et polaires subsistent pour les sections coniques.
2. Les propriétés anharmoniques des points et des tangentes à une conique sont des propriétés projectives, qui, ayant été démontrées dans le cas du cercle (n^ 312), sont, par cela même, démontrées pour toutes les coniques. Il en résiilte que toute propriété du cercle, qui peut être considérée comme une conséquence des propriétés anharmoniques de ses points, ou de ses tangentes, s'étend immédiatement à toutes les sections coniques.
3. Le théorème de Garnot (n<>3i3): lorsqu'une conique rencontre les côtés d'un triangle ABC en o, c', b, 6', a, a', on a la relation
A^».A6^Bc.Bc'.Ga.Ca'r^ Ac.Ac'.Ba.Ba'.Gô.Gô',
est une propriété projective qu'il suffit de prouver dans le cas du cercle. Mais alors elle est évidente, puisque A6.A6'= Ac. Ac', — Il résulte de cette démonstration même que le théorème est vrai pour un polygone quelconque.
4. Déduire du théorème de Carnot les différent théorèmes du no 148.
Il suffit, pour cela, de supposer le point G à TinGni ; car on a alors
kb.Xb'
Ac.Ac'
Ba.Ba' Bc.Bc'
les lignes A 6 et Ba étant parallèles.
5. Toute corde d'un cercle, tangente à un cercle concentrique, a pour milieu le point de contact.
Quand deux coniques ont un double contact, toute tangente à Vune est divisée harmonique ment par l'autre et par la corde de contact {n^ 345, Ex. 3).
La corde de contact des deux coniques n'est autre chose que la projection de la droite à l'infini suivant laquelle se touchent les deux cercles. Le théorème donné au n^ 236, Ex. 4, est un cas particulier du précédent.
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6. Étant donnés trois cercles concentriques, toute tangente à Vun est divisée par les deux autres en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Étant données trois coniques ayant un double contact suivant la même droite, toute tangente à Vune est divisée par les deux autres en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Le premier théorème est évident, puisque les segments déterminés sur la tangente sont constants; le second peut être considéré comme une extension de la propriété anharmonique des tangentes à une conique (n<> 275). Le théorème du no 276, relatif aux rapports anharmoniques dans les coniques ayant un double contact, peut aussi s'obtenir immédiatement en projetant les coniques suivant des cercles concentriques.
7. Nous avons déjà dit qu'il suffisait de démontrer le théorème de Pascal pour le cas du cercle; mais on peut simplifier encore la figure, en s'appuyant sur le n^ 353, et en supposant que la droite qui joint l'intersection de (AB, DE) àcelic de (BG, EF) se projette à l'infini. Il suffit alors de démontrer que, si les côtés AB et DE, BG et EF, d'un hexagone inscrit dans un cercle sont respectivement parallèles, il en est de même des autres côtés GD et AF, démonstration qui ne demande que des considérations très élémentaires.
B. Un triangle est inscrit dans une conique, deux de ses côtés passent par deux points fixes : trouver V enveloppe du troisième (no 272, Ex. 3).
En projetant la conique suivant un cercle, de manière que la droite qui joint les deux points fixes s'éloigne tout entière à l'infini, on ramène ce problème au suivant : un triangle est inscrit dans un cercle, deux de ses côtés sont parallèles à deux droites fixes : trouver l'enveloppe du troisième côté. Gette enveloppe est un cercle concentrique, puisque l'angle du triangle, opposé à ce troisième côté, reste constant : donc, dans le cas général, l'enveloppe est une conique ayant, avec la conique donnée, un double contact suivant la droite qui joint les points fixes.
9. Rechercher les propriétés projectives du quadrilatère inscrit dans une conique.
Projetons la conique suivant un cercle et le quadrilatère suivant un parallélogramme (no352). On sait que les diagonales de tout parallélogramme inscrit dans un cercle se croisent au centre du cercle : donc, dans tout quadrilatère, inscrit dans une conique, Tintersection des diagonales est le pôle de la droite qui joint les intersections des côtés opposés. On sait, en outre, que les diagonales du quadrilatère obtenu en menant des tangentes au cercle par les sommets du parallélogramme inscrit, passent aussi par le centre, et divisent en deux parties égales les angles formés par les diagonales du parallélogramme inscrit : donc les diagonales de tout quadrilatère inscrit dans une conique concourent au même point que les diagonales du quadrilatère circonscrit correspondant, et forment avec elles un faisceau harmonique.
10. Le lieu des centres des coniques circonscrites à un quadrilatère est une conique passant par les milieux des côtés de ce quadrilatère {n^^^S, Ex. 15).
H. Le lieu des points qui divisent, dans un rapport donné, les cordes menées dans un cercle parallèlement à une droite fixe est une ellipse ayant un double contact avec le cercle (no 163).
Le lieu des pôles d'une droite fixe, par rapport aux coniques circonscrites à un quadrilatère donné., est une conique qui rencontre chacun des côtes du quadrilatère en un point formant une division harmonique avec les extrémités de ce côté, et avec le point où il est coupé par la droite fi^e.
Si, par un point fixe O, on mène une sécante rencontrant une connue en A et B, et qu'on prenne sur cette sécante un point P tel que (OABP) soit constant, le lieu du point P est une conique ayant un double contact avec la conique donnée.
355. On peut transformer par projection plusieurs propriétés des foyers, en s'appuyant sur la définition du n** 279, définition que nous rappelons ici : Lorsque le point F est le foyer d'une conique, les droites FA,FB, qui le joignent aux points cycliques A et B, sont tangentes à la conique.
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Exercices.
i. Le lieu des centres des cercles qui touchent deux cercles donnés est une hyperbole qui a pour foyers les centres de ces deux cercles.
Étant données deux coniques S et S' passant par les points A et B, le- lieu des pôles de AB par rapport aux coniques tangentes à ^ et S', et passant par A et B, est une conique tangente aux quatre droites GA,CB,C'A, Ch.QetC étant les pôles de AB par rapport à S'et S'.
Le deuxième théorème se déduit du premier en remplaçant dans l'énoncé cercle par conique passant par deux points fixes A, B (n«257), et centre ^^v pôle de la droite AB(no 154).
2. Le lieu des pôles dune droite fi^e*, par rapport aux coniques ayant un foyer commun et passant par deux points donnés sur cette droite, est une ligne droite (n<> 191 ).
3. Le lieu du deuxième foyer des coniques^ ayant deux tangentes communes et un foyer commun, est une ligne droite (no 189).
4. Le cercle circonscrit à tout triangle formé par trois tangentes à la parabole passe par le foyer ( n«> 223, Cor. IV).
Le lieu des pôles dune droite fixe, par rapport aux coniques tangentes à deux droites données et passant par deux points déterminés de la droite fixe, est une ligne droite
Le lieu de V intersection des tangentes menées aux coniques inscrites dans un quadrilatère, par deux points pris sur deux des côtés de ce quadrilatère, est une ligne droite.
Quand deux triangles sont circonscrits à une conique, leurs six sommets sont situés sur une même conique (i).
(') Voici une démonstration directe et assez simple de ce théorème. Soient a, b, c;a'f b', c' les cOtés de ces deux triangles. Les tangentes b, c; b') c' déterminent sur les cOtés a, a' deux divisions homographique
Le triangle FAB formé en joignant le foyer F aux points cycliques A et B est, en effet, un second triangle circonscrit à la parabole.
5. Le lieu des centres des cercles passant par un point fixe et tangents à une droite donnée est une parabole qui a le point fixe pour foyer.
ô. Le lieu des centres des coniques inscrites dans un même quadrilatère est une droite passant par les milieux des diagonales.
Le lieu des points de concours des tangentes menées, par deux des sommets d'un triangle donnée à toutes les coniques circonscrites à ce triangle et touchant une droite fixe, est une conique inscrite dans ce triangle.
Le lieu des pôles dune droite fi>xe,par rapport aux coniques inscrites dans un même quadrilatère, est une droite qui rencontre chacune des diagonales en un point qui est le conjugué harmonique du point où la droite fixe rencontre cette même diagonale.
Il résulte de la définition même des foyers que, si deux coniques ont un foyer commun, ce foyer, qui est Tintersection de deux tangentes communes, jouit des propriétés énoncées à la fin du n^ 264. De plus, deux coniques ayant même foyer et même directrice peuvent être considérées comme ayant un double contact, et peuvent être projetées suivant deux cercles concentriques.
356. Les angles de même ouverture ne se projetant pas, en général, suivant des angles égaux, il y a lieu de rechercher à quelles propriétés correspondent, en projection, les relations angulaires d'une figure donnée (*). C'est ce que
(n^ 275); il en résulte que les faisceaux obtenus en joignant les sommets bc, b'c' aux deux divisions sont homographiques, et par suite (n* 274) que le sommet bc appartient à la même conique que les cinq autres sommets des deux triangles.
(*) La solution générale du problème de la transformation des relations angulaires est due à M. Laguerre. {Nouvelles Annales, i853.) V.
nous allons faire, en examinant d'abord le cas où les relations qu'il s'a^t de transformer se rapportent à des angles droits.
Soient a? = o,^ = o les équations de deux droites se coupant à angle droit; la direction des points cycliques se trouve alors déflnie par Téquation a:^H-^^= o, ou, ce qui revient au même, par la suivante,
et les quatre droites x,yy x -^-ysj — i, x — y\J — i forment un faisceau harmonique (n**S7). 11 en résulte que : Tout couple de droites passant par les points C etl) se projette suivant deux droites rectangulaires, lorsque ces points C c/ D forment une division harmonique avec les points réels ou imaginaires A et B, et que cette division peut être transformée j par projection réelle ou imaginaire, de telle sorte que les points correspondant à A et IB se confondent avec les points cycliques. Et réciproquement : A tout angle droit d'une figure correspond, en projection, un angle dont les côtés forment un faisceau harmonique avec les droites qui joignent la projection du sommet aux projections des points cycliques.
Exercices.
1. Dans le cercle, la tan- ' Dans toute conique, une corde gente est perpendiculaire au | quelconque est divisée harmo^ rayon du point de contact. '• niquement par une tangente
quelconque, et par la droite qui joint le point de contact de cette tangente au pôle de la corde ( n» 146 ).
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En considérant la corde de la conique comme la projection de la droite à Tinfini située dans le plan du cercle, les points où la corde rencontre la conique sont les projections des points cycliques, et le pôle de la corde est la projection du centre du cercle.
2. La droite qui joint le foyer d'une conique au pôle d'une corde focale quelconque est perpendiculaire à cette corde (n« 192).
Dans une conique, toute transversale issue d'un point fixe forme as?ec les tangentes issues du même point, et avec la droite joignant ce point au pôle de la transversale, un faisceau harmonique (n^ 146).
La première de ces propriétés n'est évidemment qu'un cas particulier de la seconde, puisque les tangentes menées par le foyer sont les droites qui joignent ce foyer aux points cycliques.
3. Déterminer, en partant de l'Exercice 6 du numéro précédent, le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à un système de coniques confocales.
Ces coniques, ayant mêmes foyers, sont inscrites dans un même quadrilatère (n^ 270) qui a pour sommets les deux foyers et les deux points cycliques. Il en résulte que le points qui forme une division harmonique avec les foyers, et avec le point où la droite fixe rencontre la ligne des foyers (no 355, Ex. 6), est un point du lieu; et que le lieu, qui est une droite, est perpendiculaire à la droite fixe (no356), puisqu'il doit déterminer, concurremment avec cette droite fixe, une division harmonique sur la droite menée par les deux points cycliques.
Deux coniques confocales se coupent à angle droit
Lorsque deux coniques sont inscrites dans le même quadrilatère, les tangentes en un de leurs points d'intersection divisent harmoniquement chacune des diagonales de ce quadrilatère.
Ce théorème est un cas particulier du théorème réciproque de l'Exercice 1 du n*» 345.
5. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une conique à centre est un cercle.
Le lieu des sommets des angles circonscrits à une conique fixe^ et dont les côtés divisent karm,oniquement une droite de longueur donnée AB, est une conique passant par les points A e£ B.
Ce dernier théorème peut encore (n^ 146) s'énoncer de la manière suivante : Le lieu d'un point 0, tel que la droite menée de ce point au pôle de 0\ passe par le point B, est une conique passant par les points A et B. On peut du reste le démontrer directement en donnant à OA quatre positions successives, et observant (n^297, E%, 2) que le rapport anharmonique des quatre droites AO est égal au rapport anharmonique des quatre droites correspondantes BO.
6. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une parabole est la directrice.
7. Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire par rapporta une hyperbole équilatère passe par le centre de V hyperbole {n^ll'^.Eii A).
Si, dans r Exercice précédent, la droite AB est tangente à la conique fixe, le lieu des points 0 est une droite qui passe par les points de contact des tangentes issues des points A et B.
Les six sommets de deux triangles autopolaires, par rapport à une conique donnée, sont situés sur une m,ème conique.
Les asymptotes d'une hyperbole équilatère étant perpendiculaires, la droite à l'infini rencontre la courbe en deux points qui forment une division harmonique avec les points cycliques A et B. Et comme le centre G est le pôle de AB, le triangle GAB est autopolaire par rapport à l'hyperbole équilatère. D'où le théorème réciproque : Les six côtés de deux triangles autopolaires, par rapport à une conique donnée, touchent une même conique.
Par un point quelconque d'une conique, on mène deux
Un faisceau harmonique a son sommet sur une conique.
cordes se coupant à angle droit; la droite qui joint leurs extrémités passe par un point fixe
(no 181, Ex. 2).
deux de ses rayons sont fi^es :
la droite qui joint les points où les autres rayons rencontrent la conique passe par un poids fixe.
Autrement dit : Étant donnés une conique et deux de ses points a, c, si Von prend sur cette même conique deux autres points b, d, tels que le rapport (abcd) soit un rapport harmonique, la corde bd passe par un point fixe, et ce point se trouve à l* intersection des tangentes en a et c.
Ce théorème peut se démontrer directement. Soit, en effet, K l'intersection de ac avec bd; la tangente en a rencontre bd en un point qui forme avec bf d elK une division harmonique, puisque (a, abcd) est un faisceau harmonique; il en est de même delà tangente en c : donc bd passe par l'intersection des tangentes en a et en c. Gomme cas particulier, on a le théorème suivant : Par un point fixe d'une conique, on mène deux cordes également inclinées sur une droite fixe; la droite qui joint les extrémités de ces cordes passe par un point fixe.
357. Les couples de droites menées par un point fixe^ de telle sorte que les deux droites de chaque couple soient également inclinées sur une droite fixe, déterminent, sur la droite à l'infini, une irn^o lut ion dans laquelle les points cycliques sont des points homologues.
Ces couples de droites, ayant tous même bissectrice intérieure et partant même bissectrice extérieure, forment un faisceau en involution qui a pour rayons doubles ces bissectrices, et qui admet comme rayons homologues les droites joignant le point fixe aux points cycliques, puisque ces droites forment un faisceau harmonique avec les côtés de tout angle droit ayant son sommet au point fixe (n® 356) et que les rayons doubles se coupent à angle droit.
9* Les tangentes menées par un point quelconque à un sys^
Les tangentes menées,par un point quelconque, à un système
tème de coniques con/ocales sont également inclinées sur deux droites fixes (n® 18-)).
de coniques inscrites dans le même quadrilatère déterminent, sur chacune des diagonales de ce quadrilatère, une involution à laquelle les extrémités de cette diagonale appar^ tiennent comme points homo^ /o^Mtf5 (no 344).
358. Deux droites issues d'un point fixe, et comprenant un angle constant, forment avec les droites qui joignent ce point aux points cycliques, un faisceau dont le rapport anharmonique est constant.
Soient x^=^o^y --=^0 les équations de deux droites se coupant sous Tangle 0 ; les droites, qui joignent le point fixe aux point cycliques, sont alors données par
X' -^ y- -\'i xy cos 0 =z o,
et il est facile de voir (n'^ST), en décomposant cette équation en deux facteurs (n®73), que le rapport anharmonique des quatre droites issues de l'origine est constant lorsque 0 est constant.
Exercices.
1. Démontrer V égalité des angles inscrits dans un même segment de circonférence comme conséquence de la propriété anharmonique de quatre points d'un cercle.
Il suffit, d'après ce qui précède, de supposer que deux de ces points sont à rinfini.
2. Les cordes d'une conique qui sont vues du foyer sous un angle de grandeur constante, enveloppent une conique ayant
Par un point quelconque 0, on mène à une conique deux tangentes en T et T'; puis on prend sur la conique deux
même foyer efmême directrice que la conique donnée.
3. Le lieu des sommets des angles constants circonscrits à la parabole est une hyperbole ayant même foyer et même directrice.
points ketB tels que (O, ATET'i soit constant : Vens^eloppe de BA est une conique qui touche en T et T' la conique donnée.
Le lieu des som.mets des angles circonscrits à une conique, et dont les côtés divisent, suivant un rapport anharmonique donné j une tangente AB à cette conique, est une conique qui touche la conique donnée aux points où elle est touchée par les tangentes passant en A et B.
On mène à une conique une tangente quelconque, qui rencontre en T, T' deua: tangentes fixes, et en M une droite fixe; puis on prend sur cette tangente un point P, tel que (PTMT) soit constant; le lieu des points P est une conique qui passe par les points d'intersection des tangentes fixes avec la droite Jixe.
Le théorème qui suit n'est qu'un cas particulier du précédent : Le lieu du point oit le segment déterminé sur une tangente variable par deux tangentes Jixes est divisé dans un rapport constant est une hyperbole dont les asymptotes sont parallèles aux tangentes fixes.
4. Par le foyer d'une conique, on mène à chacune des tangentes une oblique qui la rencontre sous un angle donné; le lieu des intersections des obliques et des tangentes est un cercle.
5. Le sommet P d'un angle de grandeur constante TPO glisse sur un cercle, tandis que l'un de ses côtés OP passe par unpoint fixe O, le deuxième
On donne le rapport anharmonique d'un faisceau] trois de ses rayons pivotent autour de trois points fixes A, B,C, tandis que son sommet glisse
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côté TP enveloppe une conique ! sur une conique passant par 'qui a le point 0 pour foyer. ! A et B\ l'enveloppe du qua-
\ trième rayon est une conique I tangente aux droites CA, GB«
Et comme cas particulier : Par un point quelconque P d'une conique on mène, à deux de ses points fixes A et B, deua; cordes qui déterminent sur une droite fixe un segment variable; Vençeloppe de la droite PM^ divisant ce segment dans un rapport donné, est une conique tangente aux parallèles menées par A et B à la droite fixe.
Le sommet P d'un angle ' On donne le rapport anhar
de grandeur constante TPO glisse sur une droite fixe, tandis que Vun de ses côtés passe par un point fixe 0; Vautre côté enveloppe une parabole ayant le point 0 pour foyer.
monique d'un faisceau, trois de ses rayons passent par trois points fixes, tandis que son sommet glisse sur une droite fixe; le quatrième rayon enveloppe une conique, qui est inscrite dans le triangle formé par les points fixes.
359. Dans les numéros qui précèdent, nous avons exposé la méthode de transformation géométrique qui permet de déduire les propriétés d'une figure des propriétés d'une autre figure correspondant à la première, non plus, comme au Chapitre XV, de telle sorte que les points de l'une répondent aux tangentes de l'autre, mais bien de telle manière que les points et les tangentes de l'une correspondent respectivement aux points et aux tangentes de l'autre . On peut arriver au même résuftat'par des procédés purement analytiques. Une même équation en coordonnées trilinéaires représente, en efiet, des courbes différentes, mais de même degré, suivant qu'on la considère comme se rapportant à tel ou tel triangle de référence ( * ), au triangle qui a pour côtés a, b, c, par exemple,*
( * ) Il est facile de voir que, pour rapporter au premier triangle la courbe
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ou bien au triangle qui a pour côtés a', b', (/; on pourra donc établir les propriétés correspondantes de deux courbes, en soumettant les mêmes équations à deux interprétations difTérentes.
Dans ce dernier mode de transformation, une droite correspond toujours à une droite, sauf dans le cas où il s'agit de Téquation aa -[- 6p + cy = o qui représente une droite située à l'infini par rapport au premier triangle et une droite située à une distance finie par rapport au second ; ou bien de l'équation a' a -h 6'P + c'X ^ o qui représente une droite à l'infini relativement au second triangle et une droite située à une distance finie relativement au premier. Mais Tétude même des coordonnées trilinéaires montre facilement comment il est possible de généraliser les théorèmes où il est question de droites à l'infini (n"^ 278, Ex. 2). Rappelons ici que, pour obtenir le lieu des centres des coniques inscrites ou circonscrites à un quadrilatère, il nous a suffi de chercher le lieu du pôle de la droite à l'infini aa + 6p -f- c^, et que le même procédé peut servir à trouver le lieu du pôle d'une droite quelconque Xa 4- ixg -{- vypar rapport à des coniques assujetties aux mêmes conditions que les précédentes.
Nous avons vu (n°59) que le rapport anharmonique d'un faisceau P — ArP', P — /F, ... ne dépend que des constantes kf If", et, par suite, reste constant alors même que les droites représentées par Pet P' viennent à changer. Il en résulte
obtenue; en interprétant Téquation par rapport aa second triangle, il suffit de remplacer dans l'équation donnée a, ^ et y par
/a + mp-4-/iY, /'a H- m' p 4-/1' Y» /"a -H m'p -h n'-y;
/a-+-mp -+-/IY, . .« représentant les droites correspondant à a, — On • trouvera de plus amples renseignements au sujet de cette méthode de transformation dans la deuxième Partie de la Géométrie analytique de M. Salmon [Courbes planes, Chap. VIII de l'édition française pabliée par M. Chemin. Paris, Gauthier-Villars, i884}.
que, dans le mode de transformation indiqué en dernier lieu, à tout faisceau de quatre droites correspond un autre faisceau de quatre droites qui a même rapport anharmonique; et que, à toute division de quatre points correspond iine autre division de quatre points qui a méine rapport anharmonique.
Une équation S =: o, qui représente un cercle dans le premier système, ne représente pas, en général, un cercle dans le second. Mais, puisque l'équation d'un cercle quelconque du premier peut se mettre sous la forme
S 4- (aa-h bp -\- cv)(XaH- jxp -h vv) r=o,
toutes les courbes du second système correspondant à des cercles du premier passent par les deux points communs à S et à aa-\- ôp-j-cv.
360. Nous sommes ainsi conduit, par une voie purement analytique, à un principe de la plus haute importance, le principe de continuité, dont Poncelei a donné de si remarquables applications dans son Traité des propriétés projectivcs. Ce principe, en vertu duquel les propriétés relatives à une figure dont les lignes et les points sont réels subsistent lorsqu'une partie de ces points ou de ces lignes devient imaginaire, se démontre, du reste, plus facilement par l'analyse que par la Géométrie. Les procédés analytiques ne tienneut, en effet, aucun compte de la distinction si importante, en Géométrie, du réel et de l'imaginaire; ainsi, en particulier, dans les démonstrations que nous avons données, au Chapitre XIV, de certaines propriétés du système de coniques représentées par des équations de la forme S = /:aP,S=:^a-, nous n'avons pas eu à nous préoccuper de savoir si les points d'intersection de a et ^ avec S étaient réels ou imaginaires. De toute propriété d'un système de cercles on peut bien déduire, par une projection réelle, une propriété d'un
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syslème de coniques passant par deux points imaginaires; mais il est évidemment impossible, en partant de l'équation générale y de démontrer cette dernière propriété sans la démontrer en même temps pour les coniques passant par deux points réels.
La méthode de transformation analytique, indiquée au numéro précédent, ne cesse pas de s'appliquer, lorsqu'à des points réels d'une figure on fait correspondre des points imaginaires de Fautre. Ainsi, par exemple, a^ H- P^ = y* représente une courbe qui coupe la ligne y en des points imaginaires; maiS; si l'on remplace a,P par P ± Qy/ — i, et y par I^(P|QîI^ désignant des droites), on obtient une nouvelle courbe qui est coupée en des points réels par la droite R correspondant à y.
Remarquons enfin que les applications de la méthode des projections se présentent d'une manière bien différente suivant que l'on considère cette méthode comme une méthode géométrique ou comme une méthode analytique. Dans le premier cas, on ne démontre un théorème général que par induction, en quelque sorte, et après avoir établi le théorème particulier auquel il se rattache, et qui concerne soit le cercle, soit certain agencement simple de la figure. Dans le second, au contraire, on démontre immédiatement le théorème général, et on en déduit ensuite les théorèmes particuliers, parce qu'à l'aide de l'analyse il est aussi facile de démontrer un théorème général qu'un théorème particulier.
§ II. — Des sections planes du cône.
361. Les sections faites dans un cône par des plans parallèles sont semblables.
Considérons en particulier deux de ces sections, et soit a le point où la droite joignant le sommet O du cône à un
point fixe quelconque A, pris dans le plan de la première section, rencontre le plan de la seconde; soient en outre byC^..., les points delà deuxième section correspondant aux points B, C, . . . de la première. Les rayons vecteurs AB et ab, AG et ac, . . . sont respectivement parallèles, et comme on a, eu égard à la similitude des triangles OAB et Oaby OAG et Oac, . . . ,
OA:Oa::AB:a^::AC:ac:: ...,
ces rayons vecteurs sont proportionnels. Les sections BG . . . , bc . . . sont donc semblables (n^ 231 ).
Corollaire. — La section faite dans un cône à base circulaire par un plan quelconque, parallèle à la base, est un cercle. Ge corollaire qui est la conséquence évidente du théorème ci-dessus, peut se démontrer directement en prenant pour point fixe A le centre de la base.
362. La section d'un cône à base circulaire est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
Un cône à base circulaire est droit ou oblique suivant que la droite menée du sommet au centre de la base, est ou n'est pas, perpendiculaire à cette base. Quand le cône est droit, cette droite est Vaxe du cône.
Nous examinerons d'abord la nature des sections faites dans un cône droit.
Prenons pour plan de la figure le plan OAB conduit par l'axe OG du cône {fig* io5) perpendiculairement au plan de la section MS5N. Ge plan coupe le cône suivant les droites OA et OB, le plan sécant suivant MN, et la base ASB du cône suivant AB ; il est d'ailleurs perpendiculaire à la base ASB et, par suite, à l'intersection RS de cette base avec le plan de la section.
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1^ Considérons d^abord le cas où la droite MN rencontre les génératrices OA et OB, comme il est indiqué dans la fig. io5, c'est-à-dire d'un même côté du sommet O.
On a alors, en observant que RS est, dans le cercle de base, l'ordonnée du diamètre AB,
RS'^AR.RB; on a, de même, dans le plan asb^ mené parallèlement à la
base par un point quelconque s de la section MS^N,
rs zz^ar.rb,
et, comme on a, eu égard à la similitude des triangles ABJVl et arM,BRNet6rN,
AR.RB : MR.RN :: ar.rb : Mr./ N,
il vient en définitive
RS*:75'::MR.RN:Mr.rN.
Les carrés des ordonnées rs de la section sont donc proportionnels aux rectangles des segments que ces ordonnées
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déterminent sur MN. Il en résulte que cette section est une ellipse (n"149), qui a pour grand axe MN, et dont le petit axe 2 b est donné par la proportion
46«:MN ::RS :MR.rn.
a'* La droite MN rencontre les deux droites OA,OB de part et d'autre du sommet {fig- io6). En suivant la même
Fig. io6.
marche que dans le cas précédent, on trouve que les carrés des ordonnées rs sont proportionnels aux rectangles Mr.rN des segments que ces ordonnées déterminent sur le prolongement de la droite MN. Il est dès lors iacile de voir que la section est upe hyperbole qui se compose des deux branches opposées N5S,M5'S'.
3° La droite MN est parallèle à la génératrice OA ( fig. 1 07 ) .
Dans ce cas :
AR = ar, RB \rb:: RN : rN,
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et comme
7s*z=zar.rby RS'=AR.RB,
OQ a
rs^lrN ::RS':RN;
Autrement dît : les carrés des ordonnées sont proportionnels aux abscisses; la section est donc une parabole (*).
Les projections des tangentes au cercle en À et B
(*) Les premiers géomètres qui s'occupèrent des sections coniques limitèrent leurs recherches aux sections obtenues en coupant un cône droit par un plan perpendiculaire à l'une de ses génératrices, c'est-à-dire aux cas où la droite MN était perpendiculaire à OB. Ils furent ainsi conduits à classer les sections coniques en sections d'un cône rectangle, sections d'un cône acutangle ou sections d'un cône obtusangle, et, d'après Eutochius(*), le commentateur d'Apollonius, ils leur donnèrent les noms de parabole, d'ellipse ou d'hyperbole, suivant que l'angle du cône était égal, inférieur ou supérieur à un angle droit. Ce fut Apollonius qui montra, le premier, que les trois sections pouvaient être obtenues dans un seul cône, et qui, suivant Pappus, leur donna le nom de parabole, à' ellipse et & hyperbole j en se basant sur les raisons indiquées au n* 19t. L'autorité d'Eutochius, qui vivait plus de cent ans après Pappus, n'est pas très grande; cependant le nom de parabole était déjà employé par Archimède, qui écrivait avant Apollonius.
[^) Le passage d'£utochius est rapporté en entier par IL Walton i Sxamptei, p. 4S8.
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sont évidemment tangentes en M et N à la section conique (n^348). Dans le cas de la parabole, le point M et sa tangente s'éloignent à l'infini : La parabole a donc une tangente située tout entière à Vinfini (n®* 284, 314).
364. Supposons maintenant que le cône soit oblique. Prenons pour plan de la figure le plan mené^ perpendiculairement à la base AQSB {Jig> 108), par la droite joignant le
Fig. 108
centre de cette base au sommet O; et soient QS l'interseclion de la base AQSB avec le plan de la section QMSN, LK le diamètre du cercle correspondant à la corde QS, et enfin MN la droite suivant laquelle le plan LOK, conduit par ce diamètre LK et par le sommet O du cône, coupe le plan sécant. On a, dans le cercle AQSB,
ÏÏS' — LR.RK;
on a de même, dans le cercle aqsb mené, parallèlement à la base, par un point quelconque s de la section (*),
rs ^=^lr,rky
('} Ce cercle o'a pas été représenté, afin de ne pas compliquer la Hgure,
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el la similitude des triangles KRM, ArM, LRN, /rN situés dans le plan LOK prouve, comme dans le cas où le cône est
droit, que le rapport RS : rs des carrés des ordonnées de la section est le même que celui dés rectangles des segments que ces ordonnées déterminent sur la droite MN. La sectioD faite dans un cône oblique à base circulaire est donc une conique, dans laquelle MN est le diamètre correspondant à QS; et cette conique est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que MN rencontre les génératrices OLel OK d'un même côté du sommet, de part et d'autre du sommet, ou se trouve parallèle à l'une de ces génératrices.
Dans ce qui précède, nous avons supposé que QS rencontrait le cercle en des points réels; quand cette dernière condition n'est pas remplie, il suffit évidemment, pour démontrer le théorème, de substituer au cercle AB un autre cercle A'B' qui lui soit parallèle et qui rencontre la section en des points réels.
363. I* Lorsqu^un plan sécant rencontre la base d^un cône circulaire suivant une droite QS, les diamètres conjugués à QS, dans le cercle et dans la section, se coupent
surQS{').
Quand la droite qs rencontre le cercle en deux points rc'els, le théorème est évident, puisque les deux diamètres considérés passent alors par le milieu r de qs {^fig* 109). Reste à examiner le cas où les intersections de qs et du cercle cessent d'être réelles. Le diamètre df ^ qui divise en deux parties égales les cordes menées parallèlement à QS dans le cercle dqf^ se projette suivant un diamètre DF divisant en
( ' ) D'après le principe de continuité, ce théorème et le suivant sont évidents; nous en donnons néanmoins une démonstration formelle en raison de leur importance.
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deux parties égales les cordes menées parallèlement à as dans toute section parallèle au plan du cercle dqf (n® 361 ). Le Heu des milieux des cordes du cône, parallèles à qs^ est donc un plan Odf, Il en résulte que le diamètre conjuguo de QS, dans une section quelconque, est l'intersection du plan Odf avec le plan de cette section, et par suite, que ce
Fig. 109.
diamètre passe par le point R, trace de la droite QS sur le plan Odf,
2® Les rectanglesKg ,^k et RD.RF des segments R^, RA", RD, RF {fig. 109), déterminés par QS sur les diamètres conjugués à QS dans le cercle et dans la section j sont entre eux dans le même rapport que les carrés des diamètres menés dans la section, parallèlement à QS et suivant la direction conjuguée de QS.
Lorsque qs rencontre le cercle en des points réels, le théorème est évident, puisque rs ^=^dr,rf. Pour le démontrer, dans le cas où QS ne rencontre pas le cercle, remarquons que les droites gk^ df^ DP sont situées dans un même plari passant par le sommet du cône, et, par suite, que les points D, rf, g^ appartiennent à une même génératrice. Il en résulte S, — Géom, à deux dim. 36
que les triangles gdr^ ê'DR; r/A", RFA: sont respectivement semblables, ce qui donne (n® 364)
ûfr.r/: DR. RF::^r.rA:^R.RA;
et que (n® 149) les rectangles DR.RF et ^R.RA: sont entre eux dans le rapport énoncé ci-dessus', puisqu'ils sont entre eux dans le même rapport que les rectangles dr.rf^ g^f'^' et que le rectangle dr.rf est égal à sr.rq.
Ce théorème permet, étant données la section gsA'q et la droite QS, de trouver DR.RF, c'est-à-dire le carré de la tangente menée du point R au cercle dont le plan passe par QS.
366. On peut toujours projeter une conique gskq suivant un cercle, de telle sorte qu'une droite TL, située dans son plan et ne la coupant pas, se projette à V infini.
Il suffit, pour démontrer ce théorème, de faire voir qu'on peut toujours trouver le sommet O d'un cône, a^'ant pour base la conique donnée et dont les sections parallèles an plan OTL {fig> 109) soient des cercles; car alors ces sections satisfont à la question. D'après le théorème précédent, la dislance OL du sommet cherché O à l'intersection L de TL avec le diamètre conjugué gk est connue puisque, le plan OTL rencontrant le cône suivant un cercle infiniment petit,
le rapport OL :L^.LA: est le même que celui des carrés des diamètres menés dans la section suivant LA: et parallèlement à ÏL. La droite OL est d'ailleurs située dans un plan perpendiculaire à TL, puisqu'elle est parallèle au diamètre du cercle perpendiculaire à TL. Le point O n'est, par suite, assujetti à aucune autre condition que celle de se trouver sur une certaine circonférence, située dans un plan mené par le point L perpendiculairement à TL.
367. Lorsqu'une sphère AFBD inscrite dans un cône droit AOB est tangente au plan d^une section MPN, le point de contact F est un foyer de cette section, et l'intersection du plan de la section avec le plan de contact ADB de la sphère et du cône est la directrice correspondante.
Inscrivons, entre le plan de la section et le sommet O du cône, une deuxième sphère adbV {Jig* i lo) qui a pour plan
Fig. iio.
de contact avec le cAne, le plan adb^ et pour point de contact avec la section, le point F'. Joignons un point quelconque P de la section au sommet O, et soient D, d les points où la droite PO rencontre les plans de contact; les tangentes menées à la sphère par un point quelconque étant égales,
on a
PDr=PF, P^=PF,
et, par suite,
PF 4- PF' — PD 4- Pcf := De? rrr coDStantc.
Les points F et F' sont donc les foyers de la section MPN,
Le point R, où FF' reacontre le prolongement de AB, appartient à la directrice, c'est-à-dire à la polaire de F, puisque, d'après une propriété du cercle, les points N, F, M, R forment une division harmonique.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que le paramètre de la section MPN est constant, lorsque la distance de son plan au sommet est constante.
Corollaire. — Le lieu des sommets de tous les cône> droits sur lesquels on peut placer une ellipse donnée est une hyperbole passant par les foyers de l'ellipse. La diflcrence MO — NO est, en effet, constante, puisqu'elle est égale à la difl^érence MF' — NF' ( ' ) .
§ III. — PaOlECTIONS ORTHOGONALES.
368. On appelle projection orthogonale d'un point sur un plan le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan. La projection d'une figure quelconque est le lieu
(■) M. Mulcahy a montré comment on pouvait, en partant de ce principe, déduire les propriétés des angles sous-tendus des propriétés des petits cercles de la sphère. Comme exemple de la marche à suivre, traasformons le théorème suivant : Si, par un point P de la sphère, on iucdo un grand cercle coupant un petit cercle en deux points A et B, le proJu't tang^AP. tangjBP est constant. En coupant par un plan quelconque le
cône qui a ce petit cercle pour base et le centre de la sphère pour sommet, on voit que: Si, par un point p pris dans le plan d'une conique quelconque, on mène une sécante qui rencontre la conique en a et b. V' produit des tangentes des moitiés des angles sous lesquels ap et bp soni vus du sommet du cône est constant. Cette propriété du sommet d'oD cône droit, étant indépendante de la position du plan sécant, subsiste nécessairement lorsque ce sommet vient à coïncider (n* 367) avec le foyer de la cunique; on retombe ainsi sur la relation connue
tang-5-a//9.tang~6^ = const. (n»225, Ex. 8).
des projections de ses divers poiots; et il est facile de voir que la projection d'une droite est une droite, que des droites parallèles se projettent suivant des droites parallèles, etc.
La projection orthogonale d'une figure n'est autre cKose, du reste, que la section droite du cylindre dijami cette figure pour directrice.
La projection orthogonale MM' d'une droite PQ est égale au produit de la longueur de cette droite VQpar le cosinus de P angle compris entre cette droite et sa projection (*).
On a, en effet {/Ig- 3),
MM'irrPQ.cosî^.
Corollaire, — Toute droite parallèle au plan de projection se projette en vraie grandeur.
Vaire de la projection orthogonale d^ une figure plane quelconque est égale à l'aire de cette figure multipliée par le cosinus de l'angle compris entre le plan de la figure et le plan de projection.
Prenons pour ordonnées de la figure, et pour ordonnées de la projection, des perpendiculaires à l'intersection du plan de la figure avec le plan de projection ; et soit 6 l'angle compris entre ces deux plans. Chaque ordonnée de la projection est à l'ordonnée correspondante de la figure dans le rapport de cos6 à I , et on sait (n® 394) que les aires de deux figures, dont les ordonnées sont proportionnelles, sont précisément entre elles dans le même rapport que ces ordonnées.
(') Ou, ce qui revient au môme, de l'angle que cette droite forme avec le plan de projection.
Le cercle peut être considéré comme la projection orthogonale d'une ellipse.
Prenons pour plan de projection le plan conduit suivant une parallèle au petit axe de Tellipse et faisant avec le plan
de Pellipse un angle dont le cosinus est égal à -; les droites
parallèles au petit axe se projettent en vraie grandeur, celles parallèles au grand axe sont diminuées dans le rapport de b à a; la projection de l'ellipse est donc (n^ 163) un cercle de rayon b,
369. Appliquons les principes précédents à la solution du problème du n® 231 (Ex. 7) : Trouver le rayon R du cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une conique.
Soient oLy 0, y '^^ côtés du triangle inscrit, et A son aire; on a, diaprés un théorème connu de Géométrie élémentaire,
On a de même, en désignant par b le rayon du cercle suivant lequel se projette l'ellipse, et par o/, P', y'. A' les projections des côtés et de Taire du triangle inscrit,
On a aussi, en observant que les projections de deux droites parallèles sont proportionnelles aux longueurs de ces droites, et en représentant par b\ 6^, V les diamètres conjugués parallèles à a, p, y,
u.'ioLiibib', p' : p :: 6 : 6', fi^y.b: b']
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et comme les aires A et A' sont liées par la proportion ( n^ 368 )
il vient en définitive
ce qui donne
L—L • — s-1 • • ab^ ' y b' b'
ab ^ '
( ' ; Cette démonstratioa du théorème de Mac-GuIIagh est due au D' Graves*
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INVARIANTS ET œVARlANTS DES SYSTÈMES DE œNIQUES.
370. Nous avons démontré (n** 250) que lorsque S et S' représentent deux coniques, il y a trois valeurs de k pour lesquelles A-S -f- S' représente un couple de droites. Ces valeurs de k sont les racines d'une équation du troisième degré, que Ton obtient en formant le discriminant de /rS -4- S', et qui peut se mettre sous la forme
A A» -h 0 A^* 4- 0'it -h A' = o,
A, A' étant les discriminants de S et S', et ©, 6' deux fonctions particulières dont nous allons donner le développement. Soient
S z= ax*^ -f- by^ -\- cz^ -f- 2/jz -h 2gzx h- ihxy, S' ~ a'x' -h b'y- -i- c'z^ -f- ify^ H- 2 ^'^^ -+- 2 h'xy ;
on a alors (n®292)
A =: ûfèc 4- 'ifgh — a/* — bg^ — cA«, tJ = a'b'd-\- 2fg'h' — a'f*' - b'g'- — c'h'^.
Pour former le discriminant deAS + S', nous n'avons qu à remplacer, dans A = o, a, 6, . . . par ka 4- a\kb 4- 6', . • • i effectuant les calculs on trouve pour 0
% = ioc —/•)«' -h (ca — g^) y H- {ab — h^)c'
-f-a gh--a/)f-\-2{h/^bg)g'^2{/g-ck)h\
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OU, en employant la notation du n° ISl,
e = Aa' -f B6' 4- Ce' + 2F/' -h aG^' h- 2HA',
ou enfin, d'après le théorème de Taylor,
. ,d^ .,dùi ,dt^ .,d^ ,flfA .,d\ 0 --a' -7-4- 6' -7T -Hc'.-j-4-/' -T7-H^' -7--I- /i' -77-e/a c^ô de '^ df ^ dg dit
Quant à la valeur de 0', il suffit évidemment pour l'obtenir de permuter les accents dans l'expression de 0, ce qui donne*
0' z=z Ma 4- B'6 -H Oc -4- 2 F'/ -H i(yg 4- 2H'A.
En éliminant k entre l'équation du troisième degré et Â'S -f- S'= o, on obtient l'équation
AS'» — 0S'*S 4-0'S'S* — A'S*=i:o,
qui est évidemment du sixième degré, et qui représente les trois couples de droites déterminés par les quatre points d'intersection des deux coniques (n® 238).
Exercice.
Trouver le lieu de V intersection des normales menées à une conique par les extrémités d'une corde qui pivote autour d'un point fixe (a, P).
Soit S— ~t'^T% — 1=0 l'équation de la conique; les points dont
les normales se coupent en un point donné (a/, y') sont les points d'intersection de S avec Thyperbole S'= 2(c'a7y4- b^y'x — a'^x'y)^=o (n'* 181, E\. 1). Pour obtenir Téquation du lieu, il suffit donc de former l'équation des six cordes joignant les pieds des normales menées par (a/, y), et d'exprimer que cette équation est vérifiée par a, p.
Dans le cas actuel on a,
A= 1-, e = o, 6' = — ia«a:'«-f-6y« — c*),
et en portant ces valeurs dans Téquation AS'* ... =0, il vient pour l'équation du lieu
-^2a^^>«c^ar7|^ — -1-^,-1 j =0.
Cette équation représente une courbe du troisième degré. Lorsque le point donné est sur l'un des axes, ce qu*on expriùie en faisant x = o dans l'équation précédente, cette courbe se réduit au deuxième degré et l'axe fait partie du lieu, comme on peut du reste le voir géométriquement. Celte courbe est encore une conique, lorsque le point fixe est à Tinfini, c'est-à-dire lorsqu'on demande le lieu de Tintersection des normales menées aux extrémités des cordes parallèles à une droite donnée.
371. Lorsque par suite d'une transformation de coordonnées, S et S' deviennent S et S', ArS -f- S' devient évidemment A" S -h S', et le coeflicient k reste invariable. Il en résulte que les valeurs de k pour lesquelles ArS -|- S' représente un couple de droites restent les mêmes quels que soient les axes de coordonnées auxquels S et S' sont rapportés ; et, par suite, que le rapport entre deux quelconques des cofficients de l'équation du troisième degré en- A" (n® 370) reste constant, quelle que soit la transformation que Ton ait fait subir aux coordonnées (').
( ' ) Il est facile de voir, en effectuant les calculs de transformation, que si dans S et S' on remplace â?, y^ z par
Ix -ir my -^ nZf l'x -^ m'y-h n' Zf l'x -^ m'y-^ n'zy
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Les quantités A, 0, 8', A' s'appellent, pour cette raison, les invariants du système des deux coniques S et S'. Si donc, après avoir ramené à leurs formes les plus simples les équations de deux coniques S et S', on arrive à une relation homogène entre A, 6, ©', A', on peut affirmer que la même relation subsiste, quelle que soit la position des axes de coordonnées. 11 est dès lors possible d'exprimer, en fonction de ces quatre quantités, la condition nécessaire pour que les deux coniques soient assujetties à une relation indépendante du choix des axes.
Les exercices suivants se rapportent au calcul des invariants A,> 6, 6', A' pour les formes les plus usitées de S et de S'.
Exercices.
1. Former les invariants de deux coniques rapportées à leur triangle autopolaire commun.
On a, dans ce cas,
S = ax^ -+- by^ h- c^«, S' = a'x^ -h 6>» h- c' jf«,
et, si Ton remplace a?, y, z par x\fd^ yyfU^ ^/? pour ramener S' à la forme x^-\-y^-\' >«*, il vient
A = ahc^ © = 6c -h ca -f- ah^ S' = a -h b -^ c^ A' = i .
L*ëquation S + /cS' = o représente donc deux droites pour les valeurs de k données par
k^-\- k^(a'\- b-i-c)-h k(bc-i-ca-h ab)-\- abc = o,
c'est-à-dire lorsque ^ est égal à Tune des trois quantités — a, — 6, — c.
les quantités A, 6, 6', A', relatives aux nouveaux axes, se déduisent des quantités correspondantes relatives aux anciens, en les multipliant respectivement par le carré du déterminant
2. Former les invariants de la conique S' ~ x^ -f\^* -t- -«* de V Exercice précédent, et de la conique S définie par V équation générale.
Réponse.
e = (6c -/«) -+- (ca — ^«) -4- (aô — A«) = A -f- B -+- G;
Même calcul pour les deux cercles S = ar* -H j' — r
Réponse. A = — r^, 6 = a« -h 3> — 2 r» — r'^, e' = a* + p — r« — tir'*, A' = - r'». L'équation du troisième degré en A: (n^ 370) peut alors s*écrire
rî -+- (ar* -4- /« — D«)^ + (r« -+- 2 r'* — D«) A*» -f- r'» A-3 = o,
D représentant la distance des centres des cercles; et, comme S — S' représente deux droites, l'une à distance finie, l'autre à l'infini, il s'ensuit que — i est une des racines de l'équation, et, par suite, que le premier membre de cette équation est divisible par k-\-i. Effectuant la division, il vient pour déterminer les deux autres valeurs de ky
rî -^ (r« + r'» — D«) A: H- /^«A:* = o.
4. Former les invariants de la conique S = -^ -^ y-^ — i et du
cercle S' — (.r — a)' M- ( j — P )' — r*.
Réponse.
5. Former les invariants de la parabole S =^'* — ^mx^ et du cercle S' de l'Exercice 4.
A=- — 4m«, e=:--4m(a-4-m), 6*= p» — 4ma — r«, A' = — r«.
372. Trouver La condition pour que deux coniques S et S' se touchent.
Soient, en général, A, B, C, D les quatre points déniersection de deux coniques ; lorsque les points A. elB coïncident, il en est de même des deux couples de cordes AG, BD ; AD, BC, et l'équation du troisième degré
AÂ2 -h 0A:« -{- %'k -h A' =^ 0
admet deux racines égales ; on a donc, pour exprimer que les deux coniques se touchent^ la relation
(00' — 9AA')- — 4(02 — 3 A0') (0'2 — 3 A'e),
OU, ce qui revient au même,
0*0'« -H i800'AA' — 27 A» A'- — 4A0" — 4A'0» = o.
On démontre, dans la théorie générale des équations, que le premier membre de cette dernière équation est proportionnel au produit des carrés des différences des racines de Téquation en Xr; l'équation en Xr a donc toutes ses racines réelles quand il est positif; elle n'en a qu'une seule s'il est négatif. Dans ce dernier cas (n® 282), S et S' se coupent en deux points réels et en deux points imaginaires; tandis que dans le premier, S et S' se coupent en quatre points réels, ou en quatre points imaginaires (' ).
;') Pour distinguer le cas où les quatre points d'intersection sont réels de celui où ces quatre points sont imaginaires, on peut avoir recours au critérium ci-après, indiqué par M. Kemmer {Giessen 187S].
Les lettres D, L, M, N représentant les fonctions suivantes, où <^ a la signification indiquée au n* 377,
D = e'e* -f- 18 AA'ee' - 27 ii"- — 410 » — 4 a'ô'
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Quand les trois points A, B, C coïncident, les trois couples de cordes d'intersection se confondent et le premier membre de Téquation en k devient un cube parfait. La condition pour que les deux coniques S et S' soient osculalrices peut donc
,^ . 3A 0 0' s écrire — - =z --7= —--.
Nous indiquerons plus loin (n^ 378 a) comment on peut former la condition pour que S et S' aient un double contact.
Exercices.
1. Former, d'après ce qui précède, la condition pour que deux cercles se touchent,
La condition pour que Téquation réduite
rî -!- (r» -f- r'2 — D«)A: -h r'^k^ = o
(n® 371, Ex. 3) ait ses racines égales est /-* -h r'* — D* = ± arr'; on retrouve ainsi la solution bien connue D = r ± r'.
^. Quand les équations des coniques sont des équations à trois termes, on obtient assez rapidement la condition pour que deux coniques se touchent, en identifiant les équations des tangentes menées en un point quelconque à chacune de ces coniques (n^^ 127^ 130, 278).
Dans le cas particulier des deux coniques
fyz -H gxz 4- hxy = o, }/lx h- ^my -r- yjnz = o, on trouve ainsi la condition
\fJl-\-\rgm'^yhn = Q\
M = i[L'-(*' — 4IÏ')D]
N ^D[A"2:» — A'e'*s"-H-(e'*-2A'f>)rs'
-h A'es*' -h (6' — 2 Ae') M" — AA'*'
-h Ae'4>'-2:' — Ae*s'« -+- A»£'* - (ee' - 3 a a) sr*],
les quatre points sont réels si l'on a à la fois D >0y M >0; L <o, N <o.
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on trouve de même pour les coniques
yjlx + yjmy 4- ^nz = o, ax^ + hy'^ -+- c^' = o :
V^Vt'*\/?=»'
et de même encore pour les coniques
ax^ -4- hy'*^ -t- cz"^ = o, fyz -h gxz -f- Aarj' = o : VW^ -h }/bg^-^ V^êÂ* = o.
3. Trouver le lieu décrit par le centre d'un cercle de rayon constant qui roule sur une conique donnée.
Il suffit de remplacer, dans Téquation 0*6'^ + ... = o du présent numéro, A, 6, 6', A' par les valeurs trouvées au n^ 371, Ex. 4 et 5, et de considérer 2 et ^ comme les coordonnées courantes. Le lieu, qui est en général du huitième degré, se réduit au sixième dans le cas de la parabole. Il est du reste le même que celui qu'on obtiendrait en prenant sur toutes les normales à I9 conique et à partir de la conique une longueur égale au rayon r du cercle. On l'appelle quelquefois courbe parallèle à la conique, et il a même développée que cette conique.
x^ v^ La courbe parallèle à Tellipse -j + r^ = ï a pour équation
eir» — iic^r'-[c^{a^ -+- 6*) -4- (a*— 262)57* -h(aa« — **)/'] H- r*[cH«* -^ 4«'ô* -H 6*; — 2c2(a^ — a«6« 4- 36*)a?«
2 cH3 a^ — a» 62 -H 6^ )72 4- (a* — 6a« 6« -I- 6 6* )a7* (6a* — 6a* 6« -+- b'*)y^ -+- (6a^ — ioa«62 -+- 66^)^^*/»] -h rî[— 2a»6»cna* -+- 6-) -H 20*6*37* (3a^ — a*6* -+- 6*)
— 2c*a*72(a'* — a*6*-+-36'0 — 6*a^H6«* — ioa*62 4-664)
— a*y^(6a^ — ioa*62-f- 66») -f-a?«7*(4a'5 — 6a*6* — 6a*6^-+-46«)-h26*(a* — 26*)ar<^
et la courbe parallèle à la parabole ^'^ = imx est donnée par
/.6 __(3^j ^_ a:2 4_ 87wa? — 8m2)r^
— (y- ~ imxy[y^ -i-{x — my] = 0.
On peut aussi considérer ces équations comme servant à déter* miner la distance d'un point quelconque à une conique donnée, cette distance étant mesurée suivant la normale. Ainsi, le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs distances à une conique donnée soit constante est une conique.
La condition pour que Téquation en r* ait des racines égales s'obtient en égalant à zéro le produit des carrés des axes par le cube de l'équation de la développée.
En faisant r = o, on voit que les foyers peuvent être considérés comme des points dont la distance normale à la conique est nulle; ce qu'on peut expliquer, en se rappelant que la distance de l'origine à un point quelconque de l'une ou de l'autre des droites x- -hj^- — o est nulle.
Former l'équation de la développée de l'ellipse
Les deux normales, qu'on peut mener à la conique par un point quelconque de la développée étant infiniment voisines, nous trouverons l'équation du lieu en exprimant que les deux coniques S et S' de l'Exercice du n« 370 se touchent. L'équation en ^, A A:^ -+- 6'/* -\- A' = o, n'ayant pas alors de deuxième terme, la coudition pour r i'elle ait deux racines égales se réduit à a7AA'*-+- 4©'* = o, ce qu' onne pour l'équation de la développée (n® 248)
Trouver l'équation de la développée de la parabole
On a, dans le cas de la parabole,
S =j'- — 4mx, S' = 2xy-^2{2m — x')y — ^my \ -- — 4'^**» 0 — 0, & = — im(2m -x), ^' =: imy;
l'équation de la développée peut donc s'écrire
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Il y a lieu d'observer que les intersections de S et S' comprennent non seulement les pieds des trois normales qu'on peut mener à la parabole par un point quelconque^ mais encore un point situé à l'infini sur l'axe des y. Les six cordes d'intersection de S et S' se composent donc des trois cordes qui joignent les pieds des normales, et des trois droites menées parallèlement à l'axe par les pieds de ces mêmes normales. La méthode indiquée au n» 370, pour trouver le lieu de l'intersection des normales, n'est donc pas la plus simple pour résoudre le problème dans le cas de la parabole; l'équation qu'elle fournit n'est autre que celle donnée au no 227, £x. 12, multipliée par le facteur
S^m{imy -k-yx — 2my) — y^.
373. Lorsque S' représente deux droites, on a A'=o. Pour savoir ce que signifient alors 0 et ©', on peut supposer que ces droites sont x = o et j^ = o, puisque, en vertu du principe énoncé plus haut, les propriétés des invariants sont indépendantes de la position des lignes de référence. Le discriminant de S -{- 2kxyj qui s^obtient en remplaçant h par h -{- k dans A, est égal à A -f- 2k(fg — ch) — ck- ; le coefficient de Xr* s'évanouit pour c = o, c'est-à-dire lorsque le point (x^y) se trouve sur la conique S; le coefficient de k s'annule lorsque /g = chy autrement dit (n® 228, Ex. 3) lorsque les lignes x et y sont conjuguées par rapport à S. Donc : Lorsque S' représente deux droites, ou, ce qui revient au même, lorsque A' est nul, la condition 6' = o exprime que V intersection des deux droites se trome sur S, et la condition 0 == o, que les deux droites sont conjuguées {zi!^ 2^^) par rapport à S.
L'équation
qui est vérifiée lorsque A -{- 0/r 4- & k^ est un carré parfait, exprime (n® 372) qu'une des droites représentées par S' est tangente à S. On peut, du reste, le voir facilement sur l'exemple précédent, où l'on a
0« — 4A0'i=-(^^c — /»)(ca — ^«).
S. — Géom. à deux dim. 3;
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Exercices.
1. Étant données cinq coniques Si, Sj, ..., il est toujours passible d'une infinité de manières de déterminer les constantes II, /,, ... de telle sorte que l'expression
'iSi -4- 'jSj -4- 'aSj •+■ **S^ -4- ijSs
soit ou un carré parfait L*, ou un produit MN de deux facteurs linéaires M ei N; démontrer que les droites L enveloppent une conique fixe V, et que les droites M e^ N sont conjuguées par rapport à V.
On peut déterminer V de telle sorte que les invariants 0 correspondant à V et à chacune des cinq coniques données soient nuls, puisque pour exprimer ces conditions on obtient cinq équations de la forme
AûiH- B^i-H Gc,-+- iF/, -+- aG^i-h 2HAi = o,
qui suffisent évidemment pour faire connaître les rapports mutuels des coefficients A, B, ... de l'équation tangentielle de V. On a ain^i
Aai-f-...=o, Aa2-t-...=o, ..., Aaj-4-... = o,
et, par suite,
A ( liai -h /^aj + l^a^ -+- /^a; -h l^a^ )-+-...:= o,
autrement dit, l'invariant 0 de V et de chacune des coniques du système
llSi -h /jSj -h /3S3 -\- l^Sj^ -+- /5S5 = o
est nul; ce qui démontre le théorème. Lorsque la droite M est donnée, N passe par un point fixe qui est le pôle de M par rapport à V.
2. Lorsque six droites x, y, Zy v, w, w sont tangentes à une conique, les carrés a?*, y^, . .. vérifient la relation linéaire
Ixx^ 4- hy^ 4- hz^ H- /4M* + hv^ -h /cw' = o-
Ce théorème est un cas particulier du théorème de l'Exercice précédent, mais on peut le démontrer directement comme il suit. La condition pour que les six droite* > «• H- |jlj^ -H v -s, X'a: -4- {x^ -H v'^, . .
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soient tangentes à une même conique, s'obtient en éliminant les coeffîcients A, B, G, ... des équations A X' 4- . . . = g, A X'* -+- . . . = o, . . • (nol51), autrement dit, en égalant à zéro le dé^ ^minant
ce qui exprime aussi que les carrés (Xa?-!- [jl^-+- v<«)*, ... vérifient une relation linéaire.
Vj
V,Xi
XiJXi
t^lvî
VtX,
vJ
VsX,
vJ
H-kV*
Xvfx*
vJ
vsX,
XsfAs
vJ
Xôl^e
3. Lorsqu'on se donne seulement quatre coniques Si, Sj, S3, S^y et que l'on cherche à déterminer une conique V, comme dans l'Exercice 1, de telle sorte que les invariants 9 soient nuls, on n'obtient que quatre conditions, et un des coeffîcients A, B, ... de réquation tangentielle de V reste indéterminé; mais il est facile de voir, en exprimant les autres coefficients en fonctions de ce dernier, que l'équation tangentielle de V peut se mettre sous la forme 2-h A:S' = o, et par suite que V est une conique tangente à quatre droites fixes. Nous démontrerons directement, plus tard, qu'on peut trouver quatre systèmes de constantes telles que l'expression /1S1-+- /jSj-h /3S3-4- /^S^ soit un carré parfait.
On peut voir, en outre, en prenant pour M la droite de l'infini, que lorsque M est une droite donnée, le problème de déterminer les constantes /i, /{, .•. de telle sorte que l'expression /]Si+ ... soit de la forme MN, admet une solution et n'en admet qu'une seule : le théorème de l'Exercice 1 montre alors que N est le lieu du pôle de M par rapport à V. Comparer à ce résultat celui de l'Exercice 8 du n» 228.
374. Trouver l'équation du couple des tangentes menées à S aux points où cette conique est coupée par la droite \x -h ^y + V s. — L'équation d'une conique quelconque, doublement tangente à S aux points où S rencontre Xx-^- ^y + v 5, peut se mettre sous la forme /rS + (X^ + [i.^ + v-s)^ = o; toiU se réduit donc à déterminer k de telle sorte que cette
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équation représente deux droites. Dans le cas actuel, on a à lois A' = o, 0' = o ; deux des racines de Péquation en k sont nulles, et si Ton pose
L =1 AX= -h Bfx* -f- Cv' 4- 2Fîxv -f- 2GvX H- aHXuL,
il vient, pour déterminer la troisième, A* A -f- S = o. L'équation du couple de tangentes est donc
Quand la droite \x H- p-j^ + v^ est tangente à S, le couple de tangentes se confond nécessairement avec cette droite, et il ne peut en être ainsi que si Ton a 2 = o : cette dernière équation exprime donc, ainsi que nous Tavons déjà démontré (n® 131), que la droite \x -{-^y + ^z est constamment tangente à la conique S.
La détermination de Téquation des asymptotes d'une conique, définie par l'équation générale en coordonnées trilinéaires, peut être considérée comme un cas particulier du problème précédent.
375. Examinons maintenant quelle peut être, en général, l'interprétation géométrique de l'équation © = o. Si l'on prend pour triangle de référence un triangle autopolaire quelconque par rapport à S, l'équation de S prend la forme ax^-^-by'-^cz^ (n*» 258), et l'on a à lafois/=o, ^ = o, A = o. Quant à la valeur de 0 (n**370), elle se réduit à bca^ + cab' -\- abd et devient nulle si l'on a a' = o, 6' = o, 0^ = 0, c'est-à-dire si l'équation S' rapportée au même triangle est de la forme /'^>3 + ^ zx + h' xy. Donc : L* invariant Q devient nul toutes les fois qu!un triangle quelconque inscrit dans S' est autopolaire par rapport à S.
En prenant pour triangle de référence un triangle autopolaire quelconque par rapport à S', on a /' = o, ^ = o, A' = o,
et la valeur de 0, qui est alors
ne peut devenir nulle que si l'on 2ibc =i f^ ^ ca =2 g^ y ab =z h- , Mais la relation bc =/^ exprime que la droite x est tangente à S; donc : U invariant 0 s^ annule encore quand tout triangle circonscrit à S est autopolaire par rapport à S'.
On démontrerait de la même manière que : La condition 0' = o exprime quHl est possible, soit d^ inscrire dans S un triangle autopolaire par rapport à S', soit de circonscrire à S' un triangle autopolaire par rapport à S. Quand l'une de ces constructions est possible, l'autre l'est également.
Deux coniques liées entre elles par la condition 0 = o possèdent encore d'autres propriétés. Appelons pôle d'un triangle, par rapport à une conique, le point de concours des droites qui joignent les sommets de ce triangle aux sommets correspondants de son triangle polaire (n® 99) par rapport à cette conique; et axe du triangle la droite qui passe par les intersections des côtés correspondants des mêmes triangles.
Lorsque 0 = o, le pôle, par rapport à?>^ de tout triangle inscrit dans S' se trouve sur S'; et l'axe, par rapport à S', de tout triangle circonscrit à S est tangent d S. En effet, en éliminant successivement jt, y, z entre les équations
ax 4- hy -i- gz=:Oy hx -h by 4-/5=0, gx-^-fy-^cz^zo,
on trouve
{gh - af)x = {hf^ bg)y = {fg - ch)3
pour les équations des droites qui joignent les sommets du triangle xyz aux sommets correspondants de son triangle polaire par rapport à S. Ces équations peuvent se mettre sous
la forme Fx = Gj^ = H-s, ce qui donne p* tt > o» pour les
coordonnées du pôle du triangle; en substituant ces valeurs dans S', et en observant que les coefficients a', b\ d de S' sont nuls, on obtient l'équation
2F/' + 2G^'-h2HA' = o,
c'est-à-dire 0 = o.
On démontrerait de la même manière la seconde partie du théorème.
Exercices.
1. Lorsque deux triangles sont autopolaires par rapport à une conique S', leurs six sommets sont sur une conique, et leurs six côtés sont tangents à une autre conique (n* 356, Ex. 7).
Faisons passer une conique par les trois sommets du premier triangle, et par deux des sommets du second que nous prendrons pour triangle de référence, xyz. Cette conique étant circonscrite au premier triangle, on a 6' = o, c'est-à-dire a-4-^-t-c = o (n* 371, Ex. 2); et comme elle passe par deux des sommets de ocyz^ on a a = o, 6 = o, et par suite c = o; elle passe donc par le troisième sommet du deuxième triangle. La deuxième partie du théorème se démontre de la même manière.
2. Le carré de la tangente menée du centre dune conique au cercle circonscrit à un triangle autopolaire quelconque est constant et égal à a* -h b^, (M. Faure.)
Ce théorème n'est que l'interprétation géométrique de la condition 0 = 0, appliquée à la valeur a* -+- p* — r' — a* — b^ trouvée pour 6 au n® 371, Ex. 4. Il peut encore s'énoncer de la manière suivante : Tout cercle circonscrit à un triangle autopolaire coupe orthogonalement le cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique. En effet, le carré du rayon de ce dernier cercle est égal èia^-hb^.
3. Le centre du cercle inscrit dans un triangle autopolaire, par rapport à une hyperbole équilatère, est situé sur l* hyperbole.
Il suffit pour le démontrer de faire b^ = — a* dans la condition 6' = o, e' ayant la valeur donnée au n** 371, Ex. 4.
4. Le lieu du point de concours des hauteurs des triangles circonscrits à une conique et tels que le rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs soit constant et égal à M, est le cercle a;» -i-^* = a' -i- 6* -f- M.
La condition pour qu'un triangle autopolaire par rapport à un cercle soit circonscrit à S s'obtient en égalant à zéro la valeur de 6 trouvée au n® 371, Ex. 4. D'ailleurs, lorsqu'un triangle est auU)polaire par rapport à un cercle, le centre du cercle est le point de concours des hauteurs du triangle (n*» 278, Ex. 3) et le carré du rayon est égal au rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs, pris avec le signe -f- si le triangle est obtusangle, et avec le signe — s'il est acutangle. En faisant dans l'équation précédente M = o, on retombe sur le lieu décrit par le sommet des angles droits circonscrits.
5. Le lieu de l'intersection des hauteurs des triangles inscrits dans une conique S, et tels que le rectangle construit sur les segments d'une des hauteurs soit constant et égal à M, est une
conique S =M(— r-4- jjj semblable et concentrique àS.{D''lîjiKT.)
Ce théorème se démontre comme le précédent, en partant de la relation 8' = o.
6. Trouver le lieu de l'intersection des hauteurs d'un triangle inscrit dans une conique et circonscrit à une autre. (M.Burnside.)
Prenons pour origine le centre de la dernière conique et égalons les valeurs de M trouvées aux Exercices 4 et 5; si a' et b' sont les axes de la conique S circonscrite au triangle, on a pour l'équation du lieu
c'est l'équation d'une conique dont les axes sont parallèles à ceux de S ; lorsque S est un cercle, le lieu est un cercle.
7. Le centre du cercle circonscrit à tout triangle autopolaire par rapport à une parabole se trouve sur la directrice.
Ce théorème et le suivant se démontrent en égalant à zéro la valeur trouvée pour 0 au n*371, Ex. 5.
8. Le point de concours des hauteurs de tout triangle circonscrit à une parabole se trouve sur la directrice,
9. Le lieu des centres des cercles inscrits dans un triangle autopolaire par rapport à une parabole, et dont le rayon es^ donné, est une parabole de même paramètre,
376. Lorsque deux coniques sont prises arbitrairement, il n'est généralement pas possible d'inscrire dans Tune d'elles un triangle qui soit en même temps circonscrit à l'autre; niais on peut en trouver une infinité dès que les coefficients des équations de ces coniques satisfont à une certaine relation que nous allons déterminer. Supposons qu'un pareil triangle soit tracé, et prenons-le pour triangle de référence; les équations des coniques peuvent alors se ramener aux formes suivantes :
S z= X- -{- y^ -k- Z' — lyz — 2XZ — 2 xy =: o, S' == 'xfyz 4- 2 gzx 4- 2 hxy =: o,
et en calculant les invariants, il vient
A = -4,0 = 4(/+^4-A),0' = _(/-h^-hAr,A' = 2/^^, ce qui donne pour la condition cherchée
0*rz:4A0'(*).
(*) Cette condition a été indiquée pour la première fois par M. Cayley
( Philosophical Magazine, T. VI, p. 99), qui l'a déduite de la théorie des
fonctions elliptiques. M. Cayley a démontré aussi, par le même procédé,
que, si la racine carrée de A:'A-h A:'0 -4- A:0'-hA', développée suivant les
puissances de Ar, était de la forme A + BA:+CAr* + ..., les conditions pour
Celte relation est (n** 371) complètement indépendante du choix des axes de coordonnées; il en résulte que les équations de deux coniques ne peuvent être ramenées au type indiqué ci-dessus que si elle, est vérifiée par les coefficients de ces équations, quelle que soit d^ailleurs la forme sous laquelle celles-ci se présentent. Réciproquement, etainsi qu'on peut le voir en procédant comne au n** 375, Ex. 1, quand deux des sommets d*un triangle circonscrit à S se trouvent sur S', il en est de même du troisième, si l'on a 0^ = 4 A0'.
Exercices.
1. Trouver la condition à laquelle doivent satisfaire deux cercles, pour qu*on puisse tracer un triangle qui soit inscrit dans Vun et circonscrit à Vautre,
Si Ton pose D* — r* — r'* = G, on a pour la condition cherchée (n*»371, Ex. 3)
(G — r«)î-l-4r«(G — r'«) = o ou (G 4- r«)« = 4r«r'»;
et, par suite, D* = r'^iharr' : c'est la formule donnée par Euler pour exprimer la distance du- centre du cercle circonscrit à un triangle au centre de l'un des cercles inscrits.
2. Trouver le lieu des centres des cercles passant par les sont^ mets dun triangle circonscrit à une conique, ou tangents aux
qu'on puisse tracer un polygone de n c6tés inscrit dans U et circonscrit à V étaient respectivement dans le cas de w = 3, 5, 7,. . .,
et dans le cas de n = 4» ^t 8, . . . ,
côtés cTun triangle inscrit dans une conique, et dont le rayon est donné.
Ces lieux sont en général du quatrième degré. Lorsque la conique est une parabole, le lieu du centre du cercle circonscrit se réduit à un cercle ayant le foyer pour centre.
3. Trouver la condition pour qu* on puisse inscrire dans S' «/i triangle dont les côtés soient respectivement tangents à S H- /S'^ S-+-mS',SH-nS'.
Si Ton pose
S =a7«+^«-f-^'— 2(1+ lf)yz — i{i'¥mg)zx — i{i -h nh)Ty. S' = '^fyz -\-igzx -+- 2 hxy,
les coniques S -i- /S', S -h m S', S -h /i S' sont respectivement tangentes aux droites a?, y, z, et on a
A= — (2-i-//*-f- mg H- nh )* — Imn/gh,
e = 2(/-f-^-hA)(a-h lf-^mg-\-nh)^ifgh(mn-\- ni -h Im),
Q' = -(/-hg-^h)^-2{l-i~m-{-n)/gh, M=2/gh;
d'où l'on tire, pour la condition cherchée,
[e — A'(m/i -h n/ 4- lni)Y = 4(A -+- Imn^') [S' 4- A'(/ -+- m -+- /i)'.
377. Former la condition pour que ladroite\x-\-\ky-^'iZ' passe par un des quatre points d^ intersection de S et S'.
Ce problème revient, en d'autres termes, à trouver l'équation tangentielle du système des quatre points communs à S et S', ou bien encore, Téquation tangentielle de l'enveloppe des coniques du système S -j- A" S', puisque ces coniques passent par les quatre points communs à S et S'.
L'équation tangentielle de Tune quelconque des coniques du système S + AS' s'obtient évidemment en remplaçant dans l'équation tangentielle de S
S — {bc — /')X»-i- {ca — ^»){jL«4-(a6 — /i*)v*
-+-2(^A — a/){jLv 4-(2/i/— ^^)vX 4-2(/^ — cA)X{x=o,
Oj bj , , . par a + A"a', b -4- kb'^ . . ,, ce qui donne
S' représentant Téquation tangentielle de S',et$ la fonction,
^ — {bc' + b'c — iff')\^-^{ca' 4- da — iggYi}
-\-{ab'-\'a'b — ihh')^'-\'2{gh'-^g'h — af' — a'f)\^^
-+-2( V-t- h'f^bg'^b'g)>ik-\-2iJg' ^fg-ch' - c'h)\^x
On en déduit (n**' 283, 298) pour Téquation tangentielle de Tenveloppe des coniques S -f- A"S',
et celle équation n'est autre chose que la condition cherchée.
On arriverait au même résultat en observant que, par quatre points donnés, on peut, en général, faire passer deux coniques tangentes à une droite donnée(n° 345, Ex. 4); et que, dans le cas où cette droite passe par Tun des quatre points donnés, les deux coniques se confondent en une seule qui touche la droite donnée en ce point. La relation $^ = 4SS' exprime, en effet, que les deux coniques du système S-hA"S', qu'on peut mener tangentiellement à Xx -^'^y H- vz, coïncident, et par suite que X^ + [ij' + v^ passe par Tun des quatre points communs à S et S'.
Il y a lieu de remarquer que l'équation $ = o n'est atilre chose que la condition obtenue au n® 335, pour exprimer que la droite \x + \j,y -4- v^ est divisée harmoniquement par les deux coniques.
378. Former V équation des quatre tangentes communes aux deux coniques S et S'.
Ce problème est le réciproque du problème du numéro précédent et on peut le résoudre de la même manière. L'équation tangentielle d'une conique quelconque inscrite
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dans le quadrilatère formé par ces quatre tangentes, peut en effet (n*» 298) se mettre sous la forme 2 + A^S', S et S' étant les équations tangentielles des deux coniques, et tout se réduit à trouver l'équation de l'enveloppe des coniques du système S + A'S'.
L'équation trilinéaire, qui correspond à S + ArS' est, d'après le n*» 28S,
AS4-A:F4-A:«A'S' = o,
F représentant la fonction
F =z(BC' -h B'C -2FF)^* -+-(CA'-+- C'A — 2GG')7«
4-{AB'H-A'B— 2HH')5«-f-2(GH'4-G'H — AF — AT)/;: -h 2 (IIP -i- HT - BG' - B'G)za^ 2 ( FG' -h F'G — Cir — C'H ) a:y,
où les lettres A,B, . . . ont la signification indiquée au n® 131.
On a donc (n**283) pour l'enveloppe des coniques du
système S + A-S',
F*=4AA'SS
et cette équation n'est autre que l'équation cherchée.
D'après sa forme (n** 233), l'équation F2 = 4 AA'SS' représente un lieu tangent à S et S', la courbe F passant par les points de contact. Par suite : Les huit points de contact de deux coniques avec leurs tangentes communes sont sur une autre conique F. Réciproquement : Les huit tangentes menées aux points d^ intersection de deux coniques enveloppent une autre conique $.
L'équation F = o est celle que nous avons obtenue au n** 334, pour le lieu des points tels que les tangentes menées par un de ces points aux deux coniques forment un faisceau harmonique (*).
(') M. Salmoa est le premier qui ait fait remarquer Timporlance de celte conique dans la théorie du système de deux courbes du deuxième degré.
Lorsque S' se réduit à deux droites, F représente les deux tangentes menées à S par l'intersection de ces droites.
Exercice.
Trouver Véquation des quatre tangentes communes aux deux coniques
ax^ -\- by^ -\- cz^ = o, a'x^ -f- b'y^ -f- c'-s* = o
On a ici
A = bc, B = ca, G = ab, et, par suite,
F = aa\bc' + b'c)x^ -\- bb\ca' -^ c'a)y^-^ cc\ab' -f- a'b)z^,
ce qui donne pour l'équation cherchée
[aa\bc' -h b'c)x^ 4- bb\ca' -h ca)y^ -h cc'(a6'-h a'b)z^Y = 4 abc àb'c'{ax^ -+- by^ H- cz^ )( a'x^ -f- b'y^ -h c'^*).
Cette équation se ramène facilement au produit des quatre facteurs X s/âôUfid) ±y }/bb\ca') ±l z ^cc\ab') = o.
378 a. Quand S et S' se touchent en un point/?, F est tangent à S et à S' en ce même point/?, puisque F passe par les points de contact de S et S' avec leurs tangentes communes. Il en résulte que si S et S' se touchent en deux points distincts, /> et ^r, F a un double contact avec S et S' suivant pq, et par suite (n® 252) que F est de la forme /S + m S' toutes les fois que S et S' ont un double contact ( * ).
On obtiendra donc les conditions nécessaires pour que deux coniques aient un double contact, en égalant à zéro
( ' ) Ces propositions résultent aussi de ce qu'en formant la fonction F des deux coniques cz^ -+- a hxy^ c'x* -h a h'xy, on obtient une expression 7cc'hh'z* -k- 2hh'{ch' -\-c'h) qui est de la même forme que les équations des coniques.
chacun des déterminants compris dans l'expression
OÙ Ton a désigné par a, b, c, . . . les coefficients de la fonction F (n®334) supposée ramenée à la forme
On peut encore démontrer, comme 11 suit, que les fonctions F, S et S' sont assujetties à une relation linéaire toutes les fois que S et S' ont un double contact. Quand S et S' se touchent en deux points distincts, il y a une valeur de k pour laquelle A*S + S' représente deux droites qui coïncident, et cette valeur de k est une racine double de l'équation
ou, ce qui revient au même, une racine commune à cette équation et à Téqualion
obtenue en égalant à zéro sa dérivée. D'ailleurs, la courbe réciproque de deux droites qui coïncident se réduisant à un point, on a
Â:*S-4-Â:$-hS'=:o,
et, si l'on élimine k entre cette équation et les précédentes, on obtient la relation identique
qui doit être vérifiée par S,$ etS'^ et qui implique nécessai-
rement, entre S, F et S', la relation
puisque les réciproques de deux coniques qui ont un double contact ont elles-mêmes un double contact (n® 304).
379. Nous avons sufBsamment indiqué, au commencement de ce Chapitre, ce qu'il fallait entendre par invariants; les deux derniers numéros vont nous permettre de préciser la signification du mot co{>ariant, Lorsqu'en partant des équations d'une courbe ou d*un système de courbes, on a formé celle d'un lieu U = o, dont la relation avec les courbes données est indépendante des axes auxquels elles sont rapportées, on dit que U est un covariant du système donné. Pour écrire l'équation de ce lieu par rapport à dé nouveaux axes, on peut suivre deux méthodes : i® transformer directement l'équation U = o ; 2? transformer d'abord les équations des courbes du système et déduire de ces équations transformées l'équation du lieu en suivant la même règle que pour déduire U = o des équations primitives. Ces deux méthodes conduisent évidemment au même résultat. Ainsi, en substituant
Ix 4- my -H 715, l'x 4- m'y 4- /i'<s, l''x 4- m'y -h n'z
à x^y^ z dans les équations des deux coniques S et S', pour les rapporter à un nouveau triangle de référence, et en partant des coefficients de ces équations transformées pour former l'équation F2 = 4 AA'SS' (n*^ 378), on obtient, à un facteur constant près, le même résultat qu'en transformant directement et suivant la même substitution l'équation F2 = 4^^'SS', établie d'après les équations primitives de S et de S' puisque cette équation représente dans l'un et l'autre cas les quatre tangentes communes à S et S'.
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C^est cette propriété qui sert de base à la définition analytique des covariants, définition que nous reproduisons ici : Une fonction F, déduite d'une ou de plusieurs fonction données S, d'après une règle quelconque, est un covarianl, lorsqu'en transformant les variables de toutes les fonctions suivant une même substitution linéaire, la fonction F transformée ne diffère que par un facteur constant de la fonction F que l'on obtiendrait en appliquant la même règle aux fonctions S transformées.
Les invariants et les covariants d'un système de courbes ont cela de commun que leur signification géométrique est indépendante des axes auxquels sont rapportées ces courbes ; mais ils diffèrent en ce que les invariants ne sont fonctions que des coefficients, tandis que les covariants sont fonctions des coefficients et des variables.
380. Il est encore un autre cas dans lequel on peut prévoir le résultat d'une transformation par substitution linéaire. Supposons que nous ayons à former la condition pour que la droite \x + ^y -h v.3 soit tangente à une courbe, ou, plus généralement, pour qu'elle soit liée à une courbe ou à un système de courbes par une relation indépendante des axes auxquels ces courbes sont rapportées; il est évident que, si nous transformons les équations des courbes pour les rapporter à de nouveaux axes de coordonnées, la condition se formera au moyen des équations transformées, en suivant la même règle que pour la déduire des équations primitives. Mais l'expression de cette condition, par rapport aux nouveaux axes, peut aussi s'obtenir par une transformation directe de son expression primitive.
Soit
3l(^4-m/-Hn-5)-|- jx(/'a;-H m'y -^^ n! z) -{- ^i^^x -^ m'y -^^ n'z) = Vx ■+- \>.'y 4- v'5
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ce que devient Xo; -1- iJL^-|-v5 dans la transformation des courbes, on aura
X'== /X -h /'«x -h /"v, jx' = mX 4- m'jx -h m%,
par suite
X = LX' ■+■ LV + L%', jx = M X' 4- My h- M%'
cl en introduisant ces valeurs dans la condition obtenue primitivement en fonction de X,[i.etv, on trouvera en fonction de X', \t!, v' une expression de cette condition qui ne pourra différer que par un facteur constant de celle qu'on obtiendrait en partant • des équations transformées des courbes. Les fonctions que nous venons de considérer s'appellent des contrevariants. Les contrevariants ont cela de commun avec les covariants, qu'un contrevariant quelconque, comme, par exemple, l'équation tangentielle d'une conique (bc — /^) X^ 4- . . . = o,peut être, comme un covariant, transformé, par une substitution' linéaire, en une équation de même forme (èV — /'2)X'^-|- . . . = o, composée avec les coefficients de l'équation trilinéaire transformée de la conique. Mais ils diffèrent en ce que X, pi. et v ne doivent pas être transformés en suivant la même règle que pour^,j^, z, c'est-à-dire rem plaçant X par IX + /n|A + /iv, mais bien d'après la règle indiquée ci-dessus.
La condition $ = o trouvée au n® 377 est évidemment un contrevariant du système des coniques S et S'.
381. Il est facile de voir que l'équation trilinéaire d'une conique covariante de S et S' peut s'exprimer en fonction de S, S' et F, tandis que son équation tangentielle peut s'exprimer en fonction de S, S', $.
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Eiercicei.
1. Exprimer, en fonction de S, S' et F, l'équation de la conique réciproque de S par rapport à S'.
Les invariants et les covariants étant, d'après leur nature même, indépendants du choix des lignes de référencei nous pouvons supposer les deux coniques S et S' rapportées à leur triangle aulopolaire commun. On a alors
S = ax^ -h by^ -♦- c>5*, S' = a?* -t-/' -f- ^*,
ce qui aonne
et si l'on observe que la relation é>cX*H-cajjL'-+-a6v' = o exprime que la droite Xa?+ ff/ + v.8 est tangente à S, il vient, pour le lieu du pôle de cette droite par rapport à S',
bcx^ -4- cay^ -h abz * = o, ou bien
( 6c -t- ca H- a6 ) (a?« -i-^* H- ^* ) = f , c'est-à-dire (n» 371, Ex. 1)
es' = F.
On trouverait de même, pour l'équation de la polaire réciproque de S' par rapport à S,
2. Exprimer, en fonction de S, S' et F, la conique enveloppée par les droites que divisent harmonique ment S et S'.
Cette conique 4> = o a pour équation tangentielle
(6 H-c)X*H-(c-f-a)fjL«-H(a-f-6)v« = o,
et, par suite, pour équation trilinéaire
(c -h a)(a 4- 6)2r«-f-(a -f- 6)(6 -h c)7*-t-(c-f- a)(6 -hc).5« = o ou (6c -i- ca -H a6)(ar* •+-y* -4- .«*) 4- (a -H 6 H- c)(ax* 4- 6/« -f- c^*) = F,
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c'est-à-dire
eS'-t-e'S — F = o.
3. Former la condition pour que F représente deux droites. En égalant à zcro le discriminant de F, il vient
abc{b H- c){c H- a){^a 4- 6) = o, ou
abc'^{a -+-64- c){bc -h ca -{- ab) — abc] = o,
ce qui donne pour la condition cherchée
AA'(ee'— Ay) = o.
La relation 86'= AA' exprime aussi que 4> peut se ramener à un produit de deux facteurs. On peut voir, en outre, que cette relation se vérifie lorsque S et S' représentent deux cercles se coupant à angle droit; dans ce cas, en effet, toute droite menée par Tun des centres est divisée harmoniquement par les deux cercles, et le lieu des points d*où l'on peut mener aux deux courbes des tangentes formant un faisceau harmonique se réduit à deux droites. Il en est encore de même lorsqu'on a, entre la dislance D des centres et les rayons r et r', la relation D*= 2(r*-t- r'*).
Réduire les équations de deux coniques à la forme
/pt _|_ ji _|_ ^2 ~ o, ax^ H- by^ 4- cz^ = o.
Les paramètres a, b, c sont les racines de l'équation (n^ 371, Ex. i )
AA:5 — OA:* -i- e'A: — A' = o,
et en portant leurs valeurs dans les équations
ipt ^yt ^_ ^j — S, aa7* -h by^ H- cz« = S', a(6 H- c)iF*-H b{c->ra)y^ 4-c(a4-6)z* = F,
on a toutes les données nécessaires pour exprimer x^^y^ et^* au moyen des fonctions connues S, S' et F.
A la rigueur, il faudrait au préalable diviser les deux équations données par la racine cubique de A, puisqu'on veut raosener ces équations à une forme dans laquelle le discriminant de S est égal à Tunité, mais il est facile de voir qu'on arrive au même résultat, en
ne modifiant pas S et S', et an divisant F par A, après avoir calculé ce covariant d'après les coefficients des équations données.
5. Réduire à la forme indiquée ci-dessus Sa?' — 6ar^-f-9/» — 2a? + 4x = o» 5iF* — 14^7^ 4- 8^* — 6ar — a ^o. Les coefficients A, B, G, ... des équations tangentîelles sont alors (— 4, — I, 18, — 3, 3, — 2); (— 16, — 19, — 9, 21, aï, — i4), et l'on a
ce qui donne
a = I, 6 = a, c == 3; et, par suite,
F = — 9 (23a:* — 5oay -1-44^* — i8.f-|-I2^ — 4)»
On aura donc, en désignant les coordonnées nouvelles par de grandes lettres,
X« -f- Y» -h Z* = 3a:« — ^xy -f- 97» — ix-¥- 4^, X» H- 2 Y» -4- 3 Z» = 5a7* — 14^7 H- 8r* — 6ar — a, 5X« + 8 Y» -+- 9Z« = a3ic« — Soxy h- 44/« — i8;r + 12^ — 4,
et, si Ton effectue les combinaisons
6S-4-S'-F, F-3S-aS', aS-i-3S' — F,
il vient successivement
X» = (3^ -+- 1)*, Y* = {IX — ^")«, Z» =-.(0? H
6. Former l'équation des tangentes menées à S par les points où cette courbe rencontre S'.
Réponse. (eS — AS')î= 4 AS(e'S — F).
7. Un triangle est circonscrit à une conique U, deux de ses sommets glissent sur deux droites fixes \x ■+■ ^y -+- v^, Vx-\-\}.'y -h v'-s ;
trouver le lieu du troisième sommet.
Lorsque la conique et les droites (n<> 272, Ex. 2) sont définies
respeclivement par les équations
z* — xy = o, ax — y = o, bx — y = o, le lieu est représenté par
Pour passer du cas particulier du n^ 272 au cas le plus général, il suffit de remarquer que le deuxième membre de cette équation est égal au carré de la polaire P de l'intersection des deux droites par rapport à la conique donnée et que la relation a + 6 = o, qui exprime que les droites sont conjuguées par rapport à la même conique, a pour expression générale (n* 373) 6 = o.
On aura donc pour l'équation générale du lieu
e»U-l-AP« = o, et, dans les conditions de l'énoncé, il faudra faire
P =(aa7-4- A^-+-^^)({jLv'— [l' ^) -\- (hx -\- by -h fz) (wV — v'X)
e = AXX'-hB(jL[jL'4-Cvv'
F([xv' 4- [x'v) -+- G(vX' + v'X)-+- H(X[x' + X» = o.
8. Un triangle est inscrit dans une conique S, deux de ses côtés sont tangents à S'; trouver Venveloppe du troisième côté.
Prenons pour lignes de référence les côtés du triangle considéré comme fixe, dans l'une de ses positions, et soient
S = 2(/r^ + gzx -f- hxy) = o,
S' = x^ -^y^ -hz^ — 2yz — ^'zx — ^xy — ihkxy = o,
les équations des deux coniques, a? et^ étant les côtés tangents à S'. La conique X:S-hS' est évidemment tangente au côté z; de plus, elle estjlxe. En effet, les invariants
e' = 2(/+ g -H A)(2 H- hk\ A' = —(2 -h AA-)* vérifient la relation
e'ï — 4eA = 4AyA-,
et l'équation ^S -4- S' ^ o prend la forme
(e'» — 4eA)S-+-4AA'S' = o,
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qui représente une conique fixe tangente au troisième côté du triangle. Lorsque 8'' = 4 ©A, le troisième côté enveloppe la conique S'.
• 9. Les trois côtés d'un triangle sont tangents à une conique U,
deux de ses sommets glissent sur une conique V; trouver le lieu
du troisième sommet.
La solution de ce problème peut se ramener aux trois opérations suivantes : former l'équation du couple des tangentes menées à U par le troisième sommet {^xf ^ y\ z^)\ trouver l'équation des droites qui joignent les points où ces tangentes rencontrent V; enfin, exprimer que l'une de ces droites, qui doit être le côté du triangle opposé au troisième sommet, est tangente à V. (Nous avons légèrement modifié la notation habituelle, afin de pouvoir représenter par U' et V les résultats de la substitution de a/, y\ z' à x, y, z, dans U et V.)
L'équation des tangentes peut se mettre sous la forme
UU'-P» = o,
P représentant la polaire de {af^y\ z') par rapport à U.
L'équation des cordes d'intersection de ces tangentes avec V s'obtient en exprimant que UU' — P* -f- X V se réduit à deux droite?, autrement dit, en égalant à zéro le discriminant de cette équation; on trouve ainsi, pour déterminer X,
XîA'-t-XF-+-AU'V' = o.
Pour exprimer qu'une de ces cordes d'intersection est tangente à U, il suffit de former (n» 372) le discriminant de jxU -4-(UU'— P* -4-XV), et d'écrire que l'équation en [x
ix2 A 4- |x(2U'A -h xe)+ u'« A -4- X(eu' -4- aV) -+- x«e' = o,
obtenue en égalant ce discriminant à zéro, a ses racines égales, ce qui
donne
X(4Ae' — e»)-H4A*V = o.
Éliminant X enire cette équation et l'équation obtenue plus haut, il vient pour le lieu cherché
i6A3A'V — 4A{4Ae'— e«)F-i-U(4Ae' — e«)« = o,
équation qui se réduit à V = o, lorsqu'on a 4 A6' = 0* (*).
( ' ) M. Cayley a publié dans le Quarterly Journal of Mathematics, T. I, p. 34^1, une étude sur le lieu décrit parle sommet d'un triangle circonscric
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10. La base d'un triangle enveloppe la conique aU-H6V, tandis que ses extrémités glissent sur V, et que ses deux autres côtés roulent sur U ; trouver le lieu décrit par le troisième sommet.
En suivant la même marche que dans Texemple précédent, on voit que le lieu cherché est Tune ou Tautre des coniques inscrites dans le quadrilatère formé par les quatre tangentes communes à U et à V, et définies par Téquation
AA'X» V -f- X(jlP -^ jjl» U = o, dont les constantes X et (x vérifient la relation
a(a6 — Pa)X» -h a(4Aa-^ 2e6)XfJL— 6*[jl« = o, où Ton a fait
a = 4AA', p = e» — 4Ae'.
1 1. Les n côtés d'un polygone roulent sur U, tandis que n — i de ses sommets glissent sur V; trouver le lieu du sommet libre, •
Ce problème se ramène au précédent, car la droite qui passe par les deux sommets adjacents au sommet libre est tangente à une conique du système a U -h 6V. Soient X', ji'; X', jx'; X", |x"' les valeurs de X et fjL correspondant aux polygones de n — i, de n, et de n -I- 1 côtés; on a
X'"= [aV«, [x"'= A'VX'(atp.'— A'pX'),
et ces relations suffisent pour calculer de proche en proche les valeurs de X et (x relatives à un polygone d'un nombre quelconque de côtés, étant donné que l'on a respectivement X'= a, [jl' =s A'p, et X'= p^, jx'= a(4Aa-^ 2^0), pour le triangle et pour le quadrilatère ( 1 ).
1*2. Les polaires des milieux des côtés d'un triangle, prises par rapport à une conique inscrite, forment un triangle dont l'aire est constante (iM. Faure).
à une conique S, et dont les deux autres sommets glissent sur des courbes données. Lorsque ces courbes sont toutes deux des coniques, le lieu est du huitième degré, et touche S aux points où il est rencontré par les polaires , prises par rapport à S, des intersections des deux coniques. (•) Voir PMlosophical Magazine, T. XIII, p. 337.
On peut démontrer ce théorème en s'appuyant sur les théorèmes suivants, dus à M. Walter.
L'aire du triangle qui a pour côtés les polaires de trois points quelconques P, Q, R, prises par rapport à une ellipse est égale à
(QOR) représentant Taire du triangle qui a pour sommets les points Q, R, et le centre O de Tellipse.
Quand P, Q, R sont les milieux des côtés d'un triangle circonscril, on a, en désignant par a, p, y ^^^ angles excentriques correspondant
aux points de contact,(QOR) = - ab tang- ( p — y)-
i3. On joint par des droites chacun des sommets du triangle de référence aux points où le côté opposé rencontre une conique; trouver la condition pour que ces droites passent trois à trois par un même point,
Réponse, abc — "^fgh — af^ — bg^ — cA* = o.
382. La théorie des invariants et des covariants permet de trouver assez facilement les formules qui correspondent, en coordonnées trilinéaires, aux formules que Ton rencontre le plus habituellement en coordonnées cartésiennes.
La condition pour qu'une droite quelconque \x H- \x.y 4-v passe par un des points cycliques, ou, ce qui revient au
même, soit parallèle à l'une des droites x±y\J — i, peut évidemment se mettre sous la forme X* + jx^ = o, et celte équation doit être considérée comme Téquation tangentielle des points cycliques. On peut donc former le discriminant de S + A' (X- -h {;.'), S représentant Téqualion tangentielle d'une conique; et, si l'on compare ce discriminant, qui se réduit à
A« -^k\{a-^b)-^ k^ab — A'),
au discriminant de S H- A" S', qui a pour expression générale
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on reconnaît sans peine que, dans un système quelconque de coordonnées, une conique est une hyperbole équilatère ou une parabole, suivant que Ton a 0' = o ou 0 = o, 0 et 0' étant les invariants du système formé par cette conique et par les points cycliques. Pour que la conique passe par un des points cycliques, il faut que l'on ait
(a4-6)*=4(a6 — A*) ou (a— 6)'-h 4/i» = 0
et cette condition ne peut être remplie par des valeurs réelles que si la conique passe à la fois par ces deux points, car alors a = 6, A = o.
La relation X^ + pt^ = o (*) exprime (n° 34) que la dislance d'un point quelconque à une droite quelconque passant par un des points cycliques est toujours infinie. La relation équivalente, en coordonnées trilinéaires, s'obtiendra donc en égalant à zéro le dénominateur de la fraction qui représente la distance d'un point à une droite (n® 61 ); ce qui donne pour l'équation tangentielle des points cycliques, dans sa forme la plus générale,
X' + {JL* -h v' — 2u.vcosA — 2vXcosB — 2X;xcosC = 0.
Pour obtenir les conditions qui correspondent, en coordonnées trilinéaires, aux conditions a -+- 6 == o, . . . , il suffit donc de reprendre le calcul des invariants 0, 0' en substituant à S' l'équation que nous venons de trouver. On a ainsi pour la relation 0' = o, qui exprime que la conique estunehyper-
(') Celte condition exprime aussi (n* 25) que toute droite passant par un des points cycliques est perpendiculaire à elle-même. On peut, en partant de là, expliquer la présence, dans les équations de certains lieux, de facteurs en apparence étrangers; comme, par exemple, celle du facteur {X — a)'-h(^ — p)* dans l'équation du lieu des projections d'un foyer (a, p) sur les tangentes. La perpendiculaire abaissée du foyer sur l'une ou l'autre des tangentes issues du foyer coïncidant avec cette tangente, la tangente doit nécessairement faire partie du deu.
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Ijole éqiiilatère,
et pour la condition 0 = o, qui exprime que la conique est une parabole,
A sin« A -+- B sin«B -h C sin»C
2F sînB sinC •+- 2G sinC sinA M- 2II sîn A sinB =:o.
Quant à Téquation 0'^ = 40, qui exprime que la conique passe par un des points c^^cliques, on peut la ramener de diverses manières à une somme de carrés.
383. Quand le système de deux coniques pour lequel on forme le covariant F se réduit à une conique et à un couple de points, F représente le Heu des centres des faisceaux harmoniques qui ont pour rayons les tangentes à la conique et les droites aboutissant aux points du couple ; lorsque ces points se confondent avec les points cycliques, F représente le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la conique. Il sufBra donc, pour obtenir Téquation de ce lieu en coordonnées cartésiennes, de former le covariant F, en supposant S' = X^ + \k^, ou, ce qui revient au même, défaire A' =B'= i et C = D' = F' = G' = H' = o dans l'expression générale de F (n® 378). On retrouve ainsi l'équation du n® 294 (Ex.)
C(^* -+-/*)— 2Gjr — 2F/-i- A-h B = o.
Quand la conique est une parabole, on a G = o, et le lieu se réduit à la directrice, dont l'équation prend la forme
2(G^H-F^) — A-hB.
On trouve de même pour l'équation trilinéaire correspondante
(B -hG + 2FcosA)a:*
(Gh-A4-2GcosB)x*
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-H(A + B-+-2HcosC)^*
G cosG — H — F cosB — G cos A) xy = o
et l'oQ peut voir, comme au n® 128, que cette équation représente un cercle, en la mettant sous la forme
( r sio A -h j sinB -h z sinG)
B4-C-f-2FcosA G-4-A-h2GcosB A-t-B-haHcosG
\ sinA smB "^ smC
= ~^ — a — ' I» ' ,, (v^sinA +>s.rsinB -i-37VsinG). (*) sinAsinBsjnG ^^ / / n /
Si Ton y fait 0 = o, ce qui exprime que la conique (n® 382 ) est une parabole, on obtient Téquation de la directrice.
384. L'équation S -f- A" S' == o représente en général une conique inscrite dans le quadrilatère formé par les quatre tangentes communes à S et S'; lorsque, par suite d'une valeur particulière de A*, S -{- A:S' se réduit à un couple de points, ces points coïncident avec deux des sommets opposés du quadrilatère. Dans le cas oii S' représente les points cycliques, et S -j- A:S', un couple de points, ces derniers points sont les foyers de S (n® 279). Pour trouver les foyers d'une conique définie par une équation numérique en coordonnées cartésiennes, il suffit donc de déterminer les valeurs de k qui satisfont à l'équation du second degré
(') On peut encore, ainsi que M. Cathcart l'a indiqué, mettre cette équation sous la forme
es — (L«-i-M«H-N^ — aMNcosA — 2NLcosB--aLMcosC),
en posant
h^ax-\rhy-\-gz^ M = hx-hby-\-/z, N = gx + /y -\- cz.
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exprimant que le Heu représente deux points ; en portant l'une ou Tautre de ces valeurs dans l'expression S -{-Xr(X^ -H |x^), elle se décompose en deux facteurs
qui donnent pour les coordonnées des foyers ~> /> ~#' *-»*
JZ JS s JZ
L'une des valeurs de k correspond aux foyers réels, l'autre aux foyers imaginaires. Le procédé que nous venons d'employer est évidemment applicable aux coordonnées trilinéaires.
On peut aussi procéder comme il suit.
L'équation 2-hA-(X^-j-iJi.^)=o représente généralement en coordonnées tangentielles une conique confocale de la conique S; en formant (n® 283) l'équation correspondante en coordonnées cartésiennes, on trouve, pour l'équation générale des coniques confocales à S,
AS -+- A-[C(^* 4-7«) — 2Ga? — 2Fj -h A 4- B] 4- A- =r o,
et, par suite, pour les tangentes communes à ces coniques,
[G(a?» 4-7») — aGo? — 2F7 4- A 4- B]« =r 4 AS;
il suffira donc de décomposer cette équation en deux facteurs
pour obtenir les coordonnées a, ^; a', P' des foyers de S*
Exercices.
Trouver les foyers de la conique
2X^ — 2ary 4- 27» — 2 x — 87 4- 11 =0. L'équation dd second degré en k est alors 3A*4- 4^^ -^ ^' = o» d'où Ton lire )f = — A, A-' = --|a; d'ailleurs A = — 9. En partant
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de la valeur Ar' = 3, on trouve
6X*H-2ifx*-^ 3v*-f- iSfjLv-hiavX -h 3oX|H-a(X«-f- jx«) = 3(X-h2fxH-v)(3X-^4|xH-v),
ce qui donne (i, 2), (3, 1) pour les foyers. La valeur A:' = 9 correspond aux foyers imaginaires (2 ± / — i, 3 zf. ^ — i).
2. Trouver les coordonnées du foyer d'une parabole définie par une équation en coordonnées cartésiennes.
L'équation du second degré en k se réduit au premier, et l'expression
(a -f- 6) [ AX» -+- B (A* -+• 2F jxv -f- aGvX -f- aHXfx] — A(X« -h [x')
peut se décomposer en deux facteurs, qui sont
Le premier donne le foyer situé à TinOni et montre que l'axe de la courbe est parallèle à Fx — Gy. L'autre foyer a pour coordonnées les coefficients de X et {jl dans le second facteur.
3. Trouver les coordonnées du foyer d'une parabole définie par une équation en coordonnées trilinéaires.
Ces foyers sont représentés par l'équation
e'2 = A{X*-+- JJL*-i-V«— 2[XV cosA — - 2vX cosB — 2X(jlcosG).
Les coordonnées du foyer situé à l'infini sont connues (n<> 293), puisque ce foyer est le pôle de la droite à l'infini; on a donc, pour les coordonnées de l'autre foyer,
A sin A H- H sin B -h G sin G ' H sin A -4- B sin B -h F sin G '
G sin A -h F sin B 4- G sin G '
385. La condition (n° 61) pour que deux droites soient perpendiculaires entre elles
XX' -h [xix' 4- vv' — (;xv' 4- ja'v) cosA — (vX' 4- v'X) cosB
~ (X|jl'4- X'jjl) cosC = o
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exprime en même temps (n® 293) que ces droites sont conjuguées par rapport à la conique
A* -i- [A* -h v' — 2 UV COS A — 2 vX COSB — 2 Xjl COsC =z o.
La relation qui existe entre deux perpendiculaires n'est donc qu'un cas particulier de la relation que vérifient deux droites conjuguées par rapport à une conique fixe. Ainsi le théorème : Les Crois hauteurs d'un triangle se coupent en un même point y n'est qu'un cas particulier du suivant : Les droites qui joignent les sommets correspondants de deux triangles polaires par rapport à une conique se coupent en un ménie point.
En Géométrie sphérique (*), les points cycliques sont remplacés par une conique imaginaire fixe ; tous les cercles tracés sur la sphère peuvent être considérés comme des coniques ayant un double contact avec une conique fixe, le centre du cercle étant le pôle de la corde de contact; deux lignes sont perpendiculaires lorsque chacune d'elles passe par le pôle de l'autre par rapport à cette conique ; ... Il en résulte que les théorèmes, que la méthode des projections nous a permis de généraliser en faisant correspondre les points cycliques à deux points quelconques, peuvent recevoir une extension plus grande encore, en substituant une conique aux points cycliques. Toutefois il ne faut pas perdre de vue que les théorèmes auxquels on arrive de cette manière ne sont, en quelque sorte, que des théorèmes entrevus, et ne sauraient être considérés comme des théorèmes démontrés. C'est par une induction de cette nature, et en partant du théorème : Le point de concours des hauteurs d'un triangle inscrit dans une hyperbole équilatère appartient à Vhyperbole, que nous avons été conduit aux propriétés des coniques
(*) Voir la Géométrie à trois dimensions de M. G. Salmonj Chap. I\
assujetties à la relation 6=0; aussi avons-nous cru devoir démontrer directement ces propriétés à la fin du n" 373.
Nous avons démontré précédemment (n® 306) qu'il y avait un certain nombre de théorèmes sur les systèmes de cercles, auxquels on pouvait faire correspondre des théorèmes concernant les systèmes de coniques ayant un double contact avec une conique fixe. Nous allons faire connaître maintenant les principales recherches analytiques auxquelles ont donné lieu ces systèmes de coniques.
386. Former la condition pour que la droite'^KX -i- jjl/ 4- v5 soit tangente à la conique S + {Vx + ^'y + v'^)^.
Pour former cette condition, il suffît de remplacer, dans S, les constantes a^bjC, ... par a + X'*, b -\- p.'-, . . . , ce qui donne
S-h[a([Av' — p.'v)' -+- ...] = o;
la quantité entre parenthèses indiquant le résultat de la substitution de [xv' — [JL V, vX' — v'X, X'/ — XV k x, y^ z dans S. Cette équation peut se mettre sous une autre forme : nous avons, en effet (n® 294), démontré l'identité
(ax--h bf* 4- ...) (flj:'* -h ^y -h ...) — {axa/ -h byf -h ...)"
et, en effectuant dans S une substitution analogue à celle que nous avons faite dans 2, on obtient la relation
( A.X» -h BjA» -h . . .)(AV* + B{x'* -h . . .) — (AXX' -+-...)' = A[a(|jLV-— [x'v)*H ],
dans laquelle (AXX' -+-•..) est le premisr membre de l'équation
AXX' + BjjLîx'-i-Cvv' -t- F(W -+- ix' v) -f- G(vV -¥- v'X) + II(X|x' + XV) =z o,
qui exprime que les droites \x + [xj^ -H v>s, X'^ -t- |jl'^ + y/z
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sont conjuguées. En posant alors
S' = AX'= M- B{jl'« m- . . ., U— AXV -h B{X{i.' + . . .,
et remplaçant, dans l'expression S + [«(jav' — |jl'v)^ -4- . . . ] = o, (âTfjLv' — iJL'v^-+- -.-) par la valeur que nous venons de trouver, il vient pour la condition cherchée
(A-hS')S — n*=rO.
Cette équation, où l'on peut (n" 321) considérera, jjl etv comme les coordonnées d'un point de la conique réciproque de S -h {yjx -\- ^y -4- v'^z)^, fournit une démonstration analytique du théorème du n® 304 : Le système réciproque de deux coniques ayant un double contact se compose de deux coniques ayant également un double contact.
On peut enfin mettre cette condition sous une forme plus commode pour quelques applications, en définissant les droites X^ -f-|xj^ -j- v-3, . . . non plus par les coefficients >w, (jL, V, . . . mais bien par les coordonnées de leurs pôles par rapport à S, et en écrivant que la droite P' est tangente à la conique S-f-P"*, P' et P" représentant respectivement les polaires de {x'^y'^ z) et de (x", y, z^) par rapport à S.
Lorsque le point {x\y^ z') est situé sur la conique S, la polaire de {x^^y'^z') est évidemment tangente à S, et le résultat obtenu, en substituant les coefficients S|, S2, S3 des termes en x, y^ z de l'équation de la polaire (n® 291) aux coefficients de X, jx, v dans S, est égal à AS' (n® 285); d'ailleurs, quand deux points sont conjugués, leurs polaires par rapport à S sont conjuguées, et le résultat obtenu en substituant comme ci-dessus S^^ S2, S3 à X, [jl, v dans la fonction II, est égal à A R, R désignant le résultat de la substitution des coordonnées de l'un des points (x^^y'^ z), (x^^y^j^) dans l'équation de la polaire de l'autre. La condition pour que P' soit une tangente de S 4- P''^ peut donc s'écrire
(l-i-S'')S'=rR«.
Former la condition pour que les deux coniques
soient tangentes l'une à l'autre.
Ces coniques se touchent lorsqu'une de leurs cordes communes
(Vx + jjl'7 ■+■ v'^) dz (X'^x -h jx'/ + v'^iî)
est tangente à l'une des coniques; on obtiendra donc la condition cherchée en remplaçant, dans la condition trouvée précédemment, X par "h! ±y^ ] il vient ainsi
(A H- S')(S' ±: 2n -h S*^) = (S' dt n)-,
qui peut se mettre sous la forme plus symétrique
On trouverait de même que les deux coniques S -f- P'-, S -h P''*^ se touchent quand on a la relation
(n-S')(i+S'')rr=(i±R)».
Exercices.
1. Décrire une conique S -t- P* qui ait un double contact avec S, et qui soit tangente à trois coniques données S -\- P'*, S -f- P'*, S -h P"'*, ayant elles-mêmes un double contact avec S.
Soient X, jKj ^ ïes coordonnées du pôle de la corde de contact de S avec ]a conique cherchée S -h P*; on aura les équations
(1 + S)(I + S') = (I+P'A (i-hS)(l+S') = (l-t-P';î,
dans lesquelles S', S% S'* sont des constantes connues, tandis que
S, P', ... renferment les coordonnées ar, y^ z du point cherché. Si
l'on pose
il vient
kk!^i-\-r, ^^=n-P', ^^"' = n-P",
S. — Céom, à deux dim, 33
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et en observant que P', P^ P*', k^ k^, kT comportent le double signe, on voit que le problème, eu égard à la combinaison de ces signes, admet trente-deux solutions. Les équations précédentes donnent
et, eii éliminant A*, on obtient l'équation '
P'(;t'— A^)-hP'(A:"'-^')-^-P"'(^-^"')=o,
qui est celle d'une droite sur laquelle doit se trouver le pôle par rapport à S de la corde de contact de la conique cherchée. Elle est évidemment vérifiée par le point P' = P' = P*" qui est un des centres radicaux (n«» 306) des coniques S -+- P'«, S -f- P*», S -t- P"».
Celte équation est aussi vérifiée par le point 77 = p" = Xw dont
nous allons chercher la signification géométrique. D'après le n« 38^s les équations tangenliclles des coniques S + P'*, S -h P** sont respectivement
(n-S')S = A(Xa:'-h[xyH-vy)«, (n-S')2=A(Xa7'4-|iy-f-vV)«,
et réquation
l_i£ -^ Lj =3 o
représente les points d'intersection des tangentes communes à S + P'* et à S -h P'*; ces points, dont les coordonnées sont p 4- tj' ' ' •» ont
pour polaires, par rapport à S, p ±: x»- Donc xr = tj = tsf représente le pôle par rapport à S de l'un des axes de similitude (noSOG) des trois coniques données.
Par conséquent le pôle de la corde de contact cherchée se trouve sur l'une des droites qui joignent un des quatre centres radicaux au pôle, par rapport à S, d*un des quatre axes de similitude. Ce théorème n'est du reste qu'une extension du théorème énoncé à la fin du n^ 118.
Pour compléter la solution, nous chercherons les coordonnées du
point de contact de S -h P* avec S -h P'*. Soient t — 75» •••» '^* coordonnées de ce point, qui est un centre de similitude des deux
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coniques; en remplaçant a? par x-^- p^'i <ïans ArA:' = 1-4- P', ... et^
désignant par R et K ce que devient Féqualion de la polaire de {a/,yyjs') lorsqu'on substitue a?', y*, js'; sp^^y"', z^ aux coordonnées courantes, on a
U-' = i-+-F-H^,S', A:r=H-P'-*-|>R, A-r = i-HP'^H- ~R';
par suite
yt(^'-A'"')=P'-P"'-^^,(S'~R'), d'où, en éliminant k^
Cette équation représente une droite sur laquelle doit se trouver le point de contact cherché. Cette droite joint évidemment un des centres radicaux au point défini par les équations que l'on obtient en exprimant que P', P', P'" sont respectivement proportionnels
à k--j^, ^""jf' '^'"""F' ^" ^^^^ ^ ^' ^A^-R, Ar'r— R'. Et comme les polaires par rapport à S H- P'* des trois centres de similitude des coniques S -h P'*, S 4- P'*, S + P'"* ont pour équations
(^fif — R)P'=P', (A-'A:'"-R')P'=P'", ...,
la droite cherchée s'obtiendra en joignant l'un des quatre centres radicaux au pôle, par rapport à S + P'*, d'un des quatre axes de similitude. Cette construction pourrait aussi, d'après le procédé indiqué au n<* 121, se déduire géométriquement des théorèmes du no 306. Les seize droites qu'on peut mener de cette manière rencontrent S -f- P'* en trente-deux points, qui sont les points de contact des coniques satisfaisant aux conditions du problème (*).
(') La solution que nous venons de donner ne difTère pas au fond de celle qui a été indiquée par M. Cayley {Crelle^ t. XXXIX}. M. Casey {Proceedings 0/ the Royal Irish Academy^ 1866) a présenté
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2. Les quatre coniques qu'on peut mener par trois points fixes de telle sorte qu'elles aient un double contact avec une conique donnée S, sont tangentes à quatre coniques qui ont aussi un double contact avec S (^).
Soit
S = 37* -+-/* -4- -«' — 'i.yz cos A — 1XX cosB — ixy cosG ;
les quatre coniques passant par les trois points fixes ont pour équation
S — {xàzyàzzy =o
et sont tangentes à la conique
S — [a: cos(B — C) H-j'cos(G — A) 4- ^cos(A — B)]« = o
ainsi qu'aux trois coniques obtenues en changeant successivement clans cette équation les signes de A, B et C.
3. Les quatre coniques qu'on peut mener tangentiellement à trois droites fixes x^ y, Zj de telle sorte qu'elles aient un double
une autre solution en se basant sur des considérations de Géométrie sphérique, et en montrant parla méthode indiquée au n* 121 (a) que les sinus des moitiés des tangentes communes à quatre cercles tracés sur la sphère, et tangents à un cinquième cercle, vérifient la même relation que les tangentes communes à quatre cercles tracés sur un plan et tangents à un cinquième. Il en résulte que, si les équations
représentent trois cercles tracés sur une sphère (G. Salmon, Geometry of three dimensions, Chap. IX], les cercles qui leur sont tangents doivent vérifier la relation
et cette relation fournit évidemment une solution du problème posé à l'exercice I.
M. Salmon a donné de cette relation une démonstration directe que Ton trouvera à la fin du volume.
(') Cette extension du théorème de Feuerbach (131, Ex.) peut recevoir une extension plus grande encore. Voir Quarterly Journal of Mathematics, t. VI, p. 67.
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contact avec S, sont tangentes à quatre coniques qui ont aussi un double contact avec S.
Si l'on pose M = - ( A -h B -H C), les quatre premières coniques
sont données par l'équation
S — [x sin(M — A) -4-7 sin(M — B) -+- ^ sin(M — G)]» = o
et par les équations qu'on en tire en y changeant successivement les signes de A, B et G. Les quatre autres coniques sont représentées par Téquation
^ r sinlBsin|G sinjGsiniA siniAsinJBl»
L sinlA -^ sin^B sin^G J
et par les équations qu'on en déduit en y changeant le signe de â?et augmentant de 1800 les angles B et G, ....
4. Former la condition pour que les trois coniques U, V, W aient un double contact avec la même conique.
Gette coifdition s'obtient eh éliminant \ p. et v entre l'équation
A X' — eX« jA -h e'X[i« — A'jjL» = o
et les deux équations correspondantes qui expriment que les coniques jaV — vW, vW — XU se réduisent à deux droites.
388. Nous terminerons ce Chapitre par quelques indications sur la théorie des invariants et des covariants des systèmes de trois coniques, théorie dont l'étude complète nécessite la connaissance des propriétés des courbes du troisième degré.
Le lieu du point dont les polaires, par rapport à trois coniques données U, V et W, concourent en un même point, est une courbe du troisième degré, qu^on appelle le Jacobien des trois coniques.
En éliminant x^ y^ z entre les équations des trois polaires
M^x -h U,7 -h Us^ — o, V, or -h V,7 -+- V| ^ = o, W,^H-W,7-hW,^ = o,
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on oblient, en effet, pour Téquation du lieu, U| ( V,W, - V,W,) 4- U, ( V,W, - V,W,) + U,( VtW, - V,W,) =0.
Il est d'ailleurs évident que si les polaires d'un point quelconque, prises par rapport à U, V, W, se coupent en un mêmp point, il en est de même des polaires prises par rapport à toutes les coniques du système /U -4- m V H- n W.
Lorsque les polaires, par rapport à toutes ces coniques, d\in point A du Jacobien passent par le point B, la droite AB est divisée harmoniquement par toutes les coniques, et, par suite, la polaire de B passe par le point A. Le point B appartient donc au Jacobien, et on dit qu'il correspond au point A.
La droite AB est évidemment coupée en involution par toutes les coniques, et les points A et B sont les points doubles de cette involution; il résulte de là que, si une conique du système est tangente à AB, ce ne peut être qu'en un des poinh A et B ; et que, si une conique se réduit à un couple de droites se coupant sur AB, l'intersection de ces droites ne peut se trouver qu'en A ou B, à moins que la droite AB ne fasse ellemême partie du couple.
On peut, du reste, démontrer directement que, lorsque /U -|- mV-|- /iW représente deux droites, ces droites se coupent sur le Jacobien. Leur intersection (n® 292) vérifie, en effet, les trois équations
/U, -h m V, -+- n W, - 0, /U, + m V, -h /iW, = o,
/U, -+- m Vj -f- /iWj = o,
et en éliminant /, m et /i, on retombe sur l'équation même du Jacobien.
La droite AB, qui joint deux points correspondants du Jacooien, rencontre cette courbe en un troisième point, et il résulte de ce que nous venons de dire que la droite AB appartient au couple de droites issues de ce point, et compris dans le système /U -}- /nV -h /i W.
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L'équation générale du Jacobien, qu'on désigne habituellement par la lettre J, peut s'écrire de la manière suivante :
-[{caf)-^-{cgh)]z^x-[^bcg)-^-{chf)]z^y
— [{abc)-^'i{fgh)]xyz — o,
en représentant, pour abréger, par {abc) le déterminant des neuf coefficients a, è, c, a', 6', c', a", 6", c".
Le Jacobien est un covariant qui est du même degré par rapport aux coefficients et par rapport aux variables.
Exercices.
1 . Faire passer par quatre points une conique qui soit tangente à une conique donnée W.
Supposons les quatre points définis par l'intersection des deux, coniques U et V. Le problème admet six solutions, puisqu'en remplaçant a, ... para + A:a', ... dans la condition (n<^372) qui exprime que U et W se touchent, on obtient une équation du sixième degré en k. Le Jacobien de U, V et W coupe d'ailleurs W aux six points de contact cherchés, puisque la polaire du point de contact, par rapport à V, étant aussi sa polaire par rapport à une conique du système XU-I-(aV, passe nécessairement par Tintersection de ses polaires prises par rapport à U et à Y.
2. Lorsque trois coniques ont un triangle autopolaire commun, leur Jacobien se réduit à trois droites.
Il est facile de vérifier, en effet, que les trois coniques ax*-{-by^-\-cz^ = o, a'x* -i- 6y» H- c'z' = o, a'a:* -f- 6'/* -h c'^» = o, ont pour Jacobien xyz = o.
3. Lorsque trois coniques ont deux points communs, leur Jacobien se réduit à une droite et à une conique passant par ces deux points.
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Il est géométriquement évident qu'un point quelconque de la droite menée par les deux points satisfait aux conditions du problème ; le théorème peut d'ailleurs se vérifier facilement par l'analyse. Dans le cas où les coniques sont des cercles, le Jacobien n'est autre chose que le cercle qui les coupe orthogonalement.
4. Le Jacobien se réduit encore à une droite et à une conique lorsqu'une des fonctions S est un carré parfait L*.
En effet, L est un facteur du lieu : On peut donc mener quatre coniques qui soient à la fois tangentes à une conique donnée S' aux deux points C S', L), et tangentes à S', l'intersection du lieu avec S' déterminant les points de contact.
Lorsque les trois coniques sont : une conique, un cercle et le carré de la droite à l'infini, le Jacobien passe par les pieds des normales qu'on peut mener à la conique par le centre du cercle.
Le Jacobien cfe H (no 386), 2 c/ (n
ti = X* -t- jA* -h v' — a jAv cosA — 2vX cos B — aXfxcosC
est une parabole qui touche, à la fois, la droite Vx -i- ^y -\- v'^, les normales menées à la conique aux points où elle est coupée par cette droite, et les axes de la conique.
388 (a). La notion du Jacobien va nous permettre de compléter la théorie de deux coniques. Nous avons vu qu^un système de deux coniques S et S' a quatre invariants A, 0, 0', A' et un covariant F, mais ce système admet en outre un covariant cubique ou covariant du troisième degré. Le triangle autopolaire commun à S et S' est, en effet, aulopolaire par rapport à F (n® 381, Ex. i); et il résulte de là que le Jacobien de S, S' et F, qui est un covariant cubique, représente les trois côtés de ce triangle aulopolaire (n® 388, Ex. 2); il résulte, en outre, du n® 378 (a) que J est identiquement nul lorsque S et S' ont un double contact.
Pour trouver l'équation des côtés du triangle autopolaîre commun à deux coniques S et S', nous n'avons donc qu'à former le Jacobien J de S, S' et F; cette méthode diffère
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assez notablement de la méthode indiquée au n" 381 (Ex. 4) ; en comparant les résultats fournis par les deux méthodes on obtient Tidentité suivante (*) :
jî ^ F» — F= (0S' -h 0'S) -h F( A'0S« 4- A0'S'«)
T{e& — 3AA')SS' — A'^AS» — AA'«S" A' (2 A0' — 0»)S«S' H- A (2 A'0 — 0'*)SS'«.
Nous voyons ainsi qu'un système de deux coniques admet, indépendamment des quatre invariants, quatre covariants S, S', F, J, et que toutes ces fonctions sont reliées entre elles par l'équation que nous venons d'écrire. On verrait de même que ce système admet quatre contreva riants S, S', $, F, et que le dernier de ces contrevariants, qui représente en coordonnées tangentielles les trois sommets du triangle autopolaire commun, est lié à S, S', $ et aux invariants par une relation analogue à celle qui relie J à S, S', F et à ces mêmes invariants.
Exercices.
1. Écrire les douze /ormes relatives aux coniques x^ -\-y^ -h z' = o, ax^ -^Py^ -+■ ^-2* = o.
A = x, e = aH-ÔH-c, 6' = bc -h ca-^aby M = abc,
S =x^ -h^» H- z^j S' = ax^ -h by^ H- cz^, F = a{b -\-c)x^ -\- b{c ■+- a)y^ -+- c{a H- b)z^,
J ={b — c)(c — a){a-- b)3ryZy
2 = X» -4- jx* H- V*, 2' = bc\^ -+- capi» H- aôv»,
* = (6h-c)X* -hXc-i-a)[jLï-h(aH- 6)v*,
(*) M. Cathcart a fait remarquer que celte identité n'est qu'un cas particulier de la relation
4 A AA^U VW -h r,r,,F3 - AUF, - A' VF, - A'WFg = P
à laquelle sont assujettis les invariants des trois coniques, et où I — o représente (n* 388 c) le lieu des points tels que les tangentes menées par l'un d*euic aux trois coniques forment un faisceau en involution.
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2. Trouver une expression de l'aire du triangle autopolaire commun à deux coniques.
Le carré de celte aire est donné par (n» 372) M* sin*A sin'B sin^G p^ >
ou M représente Taire du triangle de référence, et V*, le résultat de la substitution, dans F, des coordonnées sin A, sinB, sin G de la droite à l'infini aux coordonnées courantes X, p., v. Il est d*aiileur5 évident que cette expression doit contenir au numérateur la condition de contact (n^ 372), et au dénominateur la quantité T, puisque l'aire cherchée devient nulle quand les coniques se touchent, et infînie lorsque l'un quelconque des sommets du triangle passe à rinfîni.
388 (6). Nous avons déjà indiqué ce qu'il fallait entendre par co variants et par contrevariants. Les co variants sont des fonctions en x^y^ z qui s'annulent lorsqu'on y substitue les coordonnées des points d'un lieu ayant quelque relation permanente avec la courbe ou les courbes primitives; les contrevariants sont des fonctions qui, étant égalées à zéro, expriment les relations auxquelles doivent satisfaire les coordonnées tangentielles X, |x, v d'une droite, pour que cette droite jouisse, par rapport à la courbe, ou aux courbes primitives, de propriétés indépendantes du triangle de référence. A ces deux espèces de fonctions, il convient d'ajouter les fonctions qui contiennent les deux séries de variables x^ y\ z\ X, jji., v; et auxquelles on a donné le nom de covariantsmixtes.
Les covariants mixtes du système de deux coniques S et S' peuvent aussi être considérés comme les covariants du système formé par les deux coniques et la droite \x -{- ^y 4- vz. En formant le Jacobien de ce système, ce qui revient à déterminer le lieu des points dont les polaires par rapport à S et S' se coupent sur \x -H [ji/ -h v-s, on obtient, en effet, un covariant
m!\le N qui a pour expression générale
Sj s. S,
et se réduit à
X{b — c)yz -+- [J!.(c — a)zx -h>^{a — b)jpy
quand S et S' sont données sous la forme canonique (^).
A la fonction N correspond évidemment une fonction réciproque N', que Ton obtient en opérant de la même manière sur 2 et S', et dont l'expression, pour la forme canonique, se réduit à
ajAv(^ — c)a:H- 6vX(c — a) y -h cXjjL(a— b)z;
en égalant cette fonction à zt^TO, on obtient l'équation de la droite joignant les pôles de X:r-+- [jl/-|- v^ par rapport à S et à S'.
Étant donnée une droite quelconque X^ -j- [;.j>' + v5, on peut prendre son pôle par rapport à S, puis déterminer la polaire de ce pôle, par rapport à S'; on obtient ainsi une tigne associée K qui est définie par
a\x -h b[Ly -+- CV5
dans le cas de la forme canonique. On obtient de même une autre ligne associée K', ou
bcXa^ + caiLV -h ab^z,
en prenant le pôle de Xx 4- [i.^ -+- v2 par rapport à S', puis la polaire de ce pôle par rapport à S.
(') La forme canonique est la forme la plus simple à laquelle une fonction puisse être ramenée sans perdre de sa généralité. Dans le cas particulier des fonctions ternaires du deuxième degré, la forme canonique est aa?' -h fr^' -h c^', ou plus simplement a:' -h^' -+- J*. Voir VAlgèbi'e êupérieure de Salvon; Édition française, X(I* leçon.
Gordan a démontré (*) qu'un système de deux coniques admet, en tout, huit covariants mixtes, et que tous les autres concomitants {^) du système pouvaient s'exprimer en fonction de ces covariants et des formes énumérées précédemment (n*»388 a, Ex. i).
Aux quatre covariants mixtes indiqués ci-dessus on peut ajouter le Jacobien de K, S et "kx -f- [jl/ 4- vs dont rexjiression, pour la forme canonique, se réduit à
ainsi que le Jacobien de K', S' et Xx + [ly + v^
fLva*(6 — c)j: -H vX^-(c — ci)y -+- Xjxc*(a — b)z\
et, en y joignant les deux formes réciproques
X ayz {b — c) -+- fjL bzx ( c — a ) -H v cxy {a — b), ^bc{b — c)yz •+- ixca{c — a)zx -\- wab{a — b)xy ,
on a tous les éléments nécessaires pour caractériser le système de deux coniques.
Revenons maintenant à la théorie du système de trois coniques.
388 (c). Trouver la condition pour que la droite Xx -{'\x,y -\-^z soit divisée en involution par trois coniques.
En se reportant au n" 335 et à la Note du n® 342, on voit que la condition cherchée s'obtient en égalant à zéro le déter-
(') Voir Clebsch, Leçons sur la Géométrie^ recueillies et complétées par DB Linoemann; t. I, p. 36i de rÉdition française publiée par A. Benoist, iS-^gi883 ; Paris, Gaulhier-Villars.
(*) On désigne, sous le nom générique de concomitants Tensemble de toutes les fonctions dont les relations avec la fonction, ou les fonctions primitives S, S', ne sont.pas altérées par une transformation de coordonnées.
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minant
cX* — 2^vX
av' Cul' — syiuLV -H^v* cXa — /vX — ^vja a'v^ C"' {X* — 2/'{jL V H- ^'v' c' XjA — y 'vX — g'w }X
C^2 — 2 ^%X -+- a%« C'^JX* — 2/" |XV -h 6%* C'^JA — /'vX — ^vjjL
aé^'vA
ce qui donne
X' ( 6c/) -+- jx» ( ca^) H- V» ( a^^/i ) -f- XV [ ( c V) - ( ^c^) ] >^'v[2(V^)-(6cA)] + ^«X[2(c^/i)-(ca/)]
jx«v[2(a/^)-(ca/0] + v*X[2(^^^A)-(a6/)]
vV[2(aV)-(a6^)]-i-XîiLv[(a^.c)-4(/^/0] = o.
On peut aussi mettre cette condition sous la forme
ih
ih'
'Xh'
et, sous cette nouvelle forme, on voit immédiatement que toute droite divisée en involution par les trois coniques U, V et W, est divisée en involution par trois coniques quelconques du système /U + mV -H nW. L'équation du lieu des points tels que les tangentes menées par l'un d'eux aux trois coniques forment un faisceau en involution, se déduit de l'équation qui précède en y remplaçant X, |jl, v par a:,^, ^ et tz, 6, c, . . . par les coefficients A, B, C, ... de l'équation tangentielle.
389. Lorsqu'on forme le discriminant de /U + mV + AtW, on obtient une fonction en /, m, /i, qui peut s'écrire
/'A -h /*/n0n,H- /*/i0na-+- //w/i0,,j
et dont les coefficients 6||2) • • • sont les invariants du système de coniques. Tous ces invariants appartiennent à la catégorie de ceux que nous avons étudiés précédemment, sauf un, qui
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est dans ce développement le coefficient de //w/i, et qui se déduit du discriminant A d*une conique U en y remplaçant chaque terme abc^ . . . par six nouveaux termes tels que
ab'c' -H ab"c' -h alb^c H- a'bc" -\-a''bd + aJ'Uc,
Ce système de trois coniques admet encore un autre invariant T, qu'on obtient aisément à l'aide du principe suivant (*) : Étant donnés un covariant et un contrevariant de même degré, on peut, en substituant dans l'un des symboles différentiels et opérant ensuite sur Vautre, obtenir un invariant. On a ainsi, en partant du Jacobien et du contrevariant trouvé au numéro précédent,
T ={abcY + lK{abf){acf)+ t^{bcg){bag)-^ [^{cah){cbh) -^Ha/^){b/g)-^S{a/h){c/h)^S{cgh){bgh) -S{agh){bc/)^S{bh/){cag)^S{cJg){abh) ^{abc){/gh)-S{/ghy.
Cet invariant a été indiqué par M. Sylvester, qui Ta obtenu d'ailleurs par un procédé diflFérent de celui que nous venons d'employer.
389 (a). On peut simplifier l'étude de certaines propriétés des systèmes de trois coniques, en rapportant chacune de ces courbes à quatre droites x, y, z, w et en mettant leurs équations sous la forme
\5=:ax^ + by 4- cz^ -f. dw^, V — a'x^ -h b'y- -+- c'z» -+- d\v\
W = a'x* + by- 4- c'z^ -+- ^^^^
à laquelle il est toujours possible de les ramener d'une infinité de manières. Chacune de ces équations renferme, en effet, trois constantes indépendantes^ et chaque droite est définie
(') Voir la traduction fran^nifie de V Algèbre supérieure de Salmoji, p. io8
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par deux constantes; la forme ci-dessus contient donc dixsept constantes, tandis que la forme employée habituellement pour U, V, W n'en renferme que trois fois cinq, ou quinze. D'ailleurs, les équations de. quatre droites vérifient toujours une relation de la forme wp = Xx + [xj^ H- v>5, que, pour plus de symétrie, on peut écrire de la manière suivante :
x-hy-hz-hw=zOy
en supposant les constantes X, |xet v contenues implicitement dans Xy y et z.
Comme application, nous résoudrons le problème suivant :
Former la condition pour que les trois coniques U, V, W passent par un même point.
Si l'on résout, par rapport à x^^ y^^ z^j pp^, les équations
et si l'on représente par A, B, C, D les quatre déterminants (bcd)j (dca)j (dab)^ (bac), on voit que x^^y^, z^^ w^ sont respectivement proportionnels à A, B, C et D, et, en substituant dans l'équation ^-j-^-j-^-f-fV = o, il vient, pour la condition cherchée,
v/Âh-v/Bh-v/Gh-v/D=:o,
ou, en faisant disparaître les radicaux,
(A«H- B* 4- C«-|- D»— 2 AB — 2 BC — 2CA — 2 AD — 2 BD — 2 CD)« = 64ABCD.
Le premier membre de cette équation est le carré de l'invariant T obtenu précédemment; le second membre ABCD est un invariant, que nous désignerons par la lettre M, et qui se réduit à zéro dès que l'on peut trouver des valeurs de /, m, n telles que /U + /7iV + /iW se réduise à un carré parfait. Ce dernier invanant peut d'ailleurs s'obtenir directement en
observant que, si Téqualion d^une conique est un carré parfait, sa réciproque est identiquement nulle. La réciproque de IS -\- mS' -\- nS* peut évidemment s'écrire (n® 377)
/-Si h- /n-S' -+■ /l'S" -+■ mn^^^ H- /i/*,, -h /m4»,j,
et, si Ton égale séparément à zéro chacun de ses coeflicienls, en vue d'éliminer les six quantités /*, /n*-^, ... considérées comme des inconnues indépendantes, il vient
où A|2, ... représentent les coefficients du développement de $12» • • • (il* 377). Ce déterminant est du quatrième degré par rapport aux coefBcients a, 6, . . . de chaque conique : les coefficients de la première conique figurent, en effet, au second degré dans la première ligne, au premier degré dans la cinquième et dans la sixième; ceux de la deuxième conique Il en résulte qu'on peut rendre S 4- 'U -{- ''i V + /iW
un carré parfait de quatre manières (n** 373, Ex. 3), puisqu'on égalant à zéro l'invariant M relatif à S -h /U, V, W, on obtient une équation du quatrième degré pour déterminer /.
389 (6). Lorsqu'on forme le discriminant du système réciproque ZS -h /n^' de deux coniques, on n'obtient pas de nouvel invariant puisque ce discriminant a pour expression
mais, quand on forme le discriminant du système réciproque /S -H /n S' -h n S'' de trois coniques, on trouve un invariant
qui est le coefficient de Imn dans le développement du discriminant et correspond ainsi au coefficient 0|28 du n® 389. Cet invariant est du deuxième degré par rapport aux coefficients de chaque conique; on ne peut pas l'exprimer en fonction des invariants A, @i23, . . . , mais on peut, ainsi que Fa montré M. Burnside, le rattacher à ces invariants par Pintermédiaire de Tin variant T du n*' 389.
Supposons que les équations de deux des coniques aient été ramenées à la forme canonique, et soient
a:- -H j' -h z* = o, Ir- -h my- -h nz- = o, ax' -\- by^ H- cz- -+- 2/yz -+- igzx H- 2 hxy = o,
les équations des trois coniques. Le résultant de ces équations exprime la condition nécessaire pour que les trois coniques passent par un même point ; pour le former, on peut résoudre les deux premières, ce qui donne
j7'=:/n — 71 = a, y^-r^z n — /=P, z^ ^=z l — m=zy,
et substituer les valeurs ainsi trouvées dans la troisième : on a ainsi, après avoir fait disparaître les radicaux,
[a*a* + 6'p*-+-cY — 2 6cpY — 2caYa — labtx^ — 4(Aj3Y-HBYa 4- Caj^)]-
=z 64aPY(F^Aa 4- G A/P + H/^ï)-
Le premier membre de cette équation est égal au carré de l'invariant que nous avons désigné par la lettre T (n** 389 j, et si l'on y remplacea, P, y par leurs valeurs m — n, n — /, / — m, il vient :
— !\{a-\-b-hc){amn-\-bnl-{'Clrn) ^4(A/* + B/n*-i-Cw*)
— 4(A 4- B -hC)(m« -h nl-^ Im)
ou, en remarquant que tous les termes de celte expression
sont des invariants fondamentaux du système, à l'exceplion du terme A/*-f- Bm^ -h C/i* qui est égal à ©2ii©23s — ©j
T = e;„-4(ei„0„3-h0„i0„3-+-©,iie,„) + iîiB.
On peut considérer le discriminant de /S-f- /?iS'4- /îS' comme une forme cubique ternaire en /, m, n, et former ses invariants S et T en s*aidant de la théorie des courbes du troisième degré. Diaprés les calculs de M. Burnside, la forme S a pour expression T^ — 48M, et la forme T, 8T(72M — T*), ce qui permet d'exprimer T^ — 48M et T(72M — T*) en fonction des dix invariants fondamentaux que l'on rencontre dans le discriminant de /S H- /n S' -|- /iS". En résumé, et bien qu'il ne soit pas possible d'établir des relations linéaires entre M, T, 0 et ces dix invariants, on peut toujours former deux équations reliant implicitement M etT à ces invariants; il est d'ailleurs évident qu'il suffit d'éliminer M ou T entre CCS deux équations pour exprimer T ou M en fonction des dix invariants fondamentaux.
389 (c). En général, trois coniques quelconques peuvent être considérées comme les polaires (*) de trois points relativement à une même courbe du troisième degré, ou cubique; autrement dit, leurs équations peuvent se ramènera la forme
Si l'on emploie pour les équations des coniques la forme indiquée au numéro précédent, l'équation de la cubique dont elles se déduisent pourra s'écrire
^1 yS -s j^S
(') La pojaire d*un point quelconque (a?', y't z'), par rapport à une courbe V n'est autre chose que le lieu a?'V, -h^'Vj -+-^'¥3 qui passe par les points de contacl des tangentes menées à V par {x', y', z'). Quand Y est une courbe de degré /i, la polaire est de degré (n-^i).
et Ton voit que si l'invariant M s'annule, ce qui ne peut arriver que lorsqu'une des expressions A, B, C, D est nulle, il y a exception, et que les coniques ne peuvent être considérées comme déduites de la même cubique. Dans le cas général, on peut obtenir l'équation de la cubique en fçrmant le Hessien (') du Jacobien des trois coniques, et en retranchant du résultat le produit du Jacobien par le double de l'invariant T.
En opérant sur le contrevariant du troisième degré successivement avec chacune des coniques, ou sur le Jacobien avec leurs réciproques, on obtient les contre variants et les covariants linéaires qui représentent géométriquement, soit les points dontles coniques données sont les coniques polaires, soit les polaires de ces mêmes points par rapport à la cubique.
(') Voir la traduction française de l'Algèbre supérieure de M. Salhon,
390. Les problèmes qui se ratlachent au tracé des tangentes, ainsi qu^à la quadrature et à la rectification des courbes peuvent se résoudre par deux méthodes différentes : par l'analyse ou par la Géométrie. Nous renverrons le lecteur aux ouvrages spéciaux pour l'emploi de l'analyse et nous consacrerons ce Chapitre à l'exposé de la méthode géométrique, afin de donner une idée des procédés employés par les géomètres avant la découverte de l'analyse. Ces procédés, en dehors de l'intérêt historique qui s'y rattache, peuvent du reste, dans certains cas, conduire au résultat plus sim- ])lement et plus rapidement que l'analyse : c'est ainsi, par exemple, qu'ils ont conduit au beau théorème du n** 400, théorème qui n'avait pas même été entrevu par ceux qui ont appliqué le calcul intégral à la rectification des sections coniques.
Lorsqu'un polygone est inscrit dans une courbe quelconque et qu'on fait croître le nombre de ses côtés, l'aire ainsi que le périmètre du polygone vont évidemment en se rapprochant de l'aire et du périmètre de la courbe, tandis que chacun de ses côtés tend vers la tangente menée à la courbe par l'un des points où il la rencontre. A la limite, quand le nombre des côtés devient infini, le polygone se confond avec la courbe, et la tangente en un point quelconque de
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la courbe coïncide avec la droite qui joint ce point à un deuxième point infiniment voisin. De même, lorsqu'un polygone est circonscrit à une courbe, et qu'on fait croître le nombre de ses côtés, l'aire ainsi que le périmètre du polygone se rapprochent de l'aire et du périmètre de la courbe, tandis que le point d'intersection de deux de ses côtés consécutifs tend à se confondre avec le point de contact de l'un de ces côtés.
Il résulte de là que, pour déterminer l'aire ou le périmètre d'une courbe quelconque, on peut substituer à cette courbe un polygone inscrit ou circonscrit d'un nombre infini de côtés; il en résulte également qu'on peut considérer toute tangente à une courbe comme une droite passant par deux points infiniment voisins de la courbe, et tout point d'une courbe comme l'intersection de deux tangentes infiniment voisines.
391. I. Déterminer la direction de la tangente en un point quelconque A du cercle.
Dans le triangle isoscèle AOB {fig- m), formé en joi-
gnant les extrémités de deux rayons quelconques OA et OB, l'angle à la base BAO a pour complément la moitié de l'angle au sommet BOA; et comme ce dernier angle diminue à
mesure que les points A et B se rapprochent, il s'ensuit que la différence entre BAO et un angle droit peut devenir plus petite que toute grandeur donnée. L'angle BAO que la tangente fait avec le rayon est donc égal à un angle droit.
Le principe que nous venons de démontrer est d'un emploi fréquent; on l'énonce ordinairement comme il suit : Deux droites infiniment voisines, de même longueur, et issues du même point, sont perpendiculaires à la droite qui joint leurs extrémités,
IL Le rapport de deux circonférences quelconques est égal au rapport de leurs rayons.
Inscrivons dans la première circonférence un polygone régulier quelconque ABGD . . . {fig» 1 1 1), et dans la seconde, un polygone régulier abcd . . . d'un même nombre de côtés. Les périmètres de ces deux polygones sont entre eux dans le même rapport que les côtés AB, a6, et par suite dans le même rapport que les rayons OA, Oa; et, comme cette propriété subsiste quelque grand que soit le nombre des côtés, il en résulte que les circonférences sont entre elles dans le même rapport que leurs rayons.
III. Uaire dUin cercle quelconque a pour mesure le produit de la circonférence par la moitié du rayon.
L'aire d'un triangle quelconque OAB {fig^ 1 1 1 ) ayant pour mesure le produit de sa base AB par la moitié de la distance de cette base au centre O, l'aire de tout polygone régulier inscrit est égale au produit de la somme de ses côtés par la moitié de la distance de l'un quelconque de ces côtés au centre; mais, à mesure que le nombre des côtés du polygone augmente, son périmètre tend à devenir égal à la circonférence, et la distance de ses côtés au centre tend à devenir égale au rayon, puisque la différence entre ce périmètre et la
circonférence peut devenir plus petite que toute quantité donnée, et qu'il en est de même de la différence entre la distance des côtés au centre et le rayon ; le cercle a donc pour mesure le produit de la circonférence par la moitié du rayon.
392. I. Déterminer la direction de la tangente en un point quelconque de Vellipse, Prenons sur l'ellipse de^ix
points P, P' infiniment voisins {fig* 112) et joignons ces points aux foyers F et F'; on a, par définition^
PR - PR
Les deux triangles PRP', PR'P', qui sont rectangles en R et R' (n® 391, I) et qui ont même hypothénuse PP', sont donc ' égaux comme ayant un côté de l'angle droit égal.
Il en résulte que les angles PP'F, P'PF' sont égaux, et par suite que l'on a à la limite
TPF^rPTF,
puisque la différence PFP' entre les deux angles TPF, PPT peut devenir plus petite que toute quantité donnée. Ijà. tangente fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs menés du foyer au point de contact.
II. Déterminer la direction de la tangente en un point quelconque de l'hyperbole.
En répétant sur Fhjperbole une construction analogue à celle que nous venons de faire pour l'ellipse, on a (Jig» 1 13)
FF — FT = FF — FP, FR = FR', ce qui entraîne Fégalité des angles PP'F et PFF'. La Un-
Fig. ii3.
gente à l'hyperbole est donc la bissectrice intérieure de l'angle FPF' formé par les rayons vecteurs joignant les foyers au point de contact.
III. Déterminer la direction de la tangente en un point quelconque de la parabole.
Soient P, P' (Jig* ïi4) deux points infiniment voisins; jpignons ces points au foyer F; abaissons de ces mêmes points des perpendiculaires PN, PW sur la directrice DN, et portons sur NT', FP' des longueurs N'S, FR respectivement égaies à NP, FP. On aura
T'P = PFF
La tangente est donc la bissectrice de l'angle FPN.
393. I. Trouver Vaire du segment parabolique FVP compris entre la courbe, son axe VF, et un rayon vecteur quelconque FP.
Le triangle FPR(yî^.i i4)estIamoitié du rectangle PSNN', puisque PS = PR (n«392, III), et que PN = FP. La somme
Fig. ii4.
des triangles PFR, . . . que Ton obtient en prenant sur Tare PV une série de points P', F', . . . est donc égale à la moitié de la somme des rectangles PN' correspondants, et, comme la somme de ces triangles et la somme de ces rectangles tendent respectivement vers les aires FPV et NPDV à mesure que les points P, P', P", ... se rapprochent, il en résulte que le segment parabolique FVP est la moitié de Taire NPDV, et par suite le tiers du quadrilatère NPFD.
II. Trouver Vaire du segment déterminé dans une parabole par une corde quelconque.
Soit VM {Jig» 1 1 5 ) le diamètre correspondant à celte corde PM; soit, en outre, T le point où la tangente en P rencontre ce diamètre. Par les points T, V, M, M', menons des parallèles à la corde, et par les points P, P', des parallèles au diamètre. Les parallélogrammes PR', PM' sont équivalents puisque TP' divise en deux parties égales les parallélogrammes MR, M'R'; d'ailleurs, V étant le milieu de TM (n' 210), le parallélogramme PN' est la moitié du parallélogramme PR'.
Fig. II 5.
Il résulte de là que la somme des parallélogrammes PM' que Ton peut former en prenant sur l'arc PV une série de points P', P", P"', ... est égale au double de la somme des parallélogrammes PN' correspondants, et par suite, que l'aire V'PM est double de l'aire VPN. L'aire du segment parabolique PMV est donc les deux tiers de l'aire du parallélogramme PMV'N.
394. L L'aire de V ellipse est égale à l'aire du cercle qui a pour rayon une moyenne proportionnelle entre les demi-axes de V ellipse.
Sur le grand axe AA' de l'ellipse comme diamètre {Jig- ï iS)» décrivons un cercle ADA', et menons une série de parallèles rffem, dJVm'^ ... au petit axe BC.
Les aires des quadrilatères mbb'm\ mdd'm' sont entre
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elles dans le rapport de b èi a^ puisqu'on a (n* 165)
mb : md : : m'b' : m'd! \\b\a\
et comme on peut répéter, le même raisonnement sur tous les quadrilatères analogues qui se correspondent dans rellipsp et dans le cercle, le polygone A'Bfcè'A inscrit dans Fellipse est au polygone A'Drfrf'A. inscrit dans le cercle, dans le même rapport de 6 à a. Celte propriété subsistant quel que
Fig. ii6.
soit le nombre des côtés de ces polygones, l'aire de l'ellipse est à celle du cercle dans le rapport de 6 à a: et comme l'aire du cercle est égale à ct«^, celle de l'ellipse a pour valeur xsab.
Corollaire. — On démontrerait de la même manière que, si deux figures sont telles que les ordonnées de l'une soient dans un rapport constant avec les ordonnées de l'autre, les aires de ces figures sont entre elles dans le même rapport.
II. Tout diamètre d'une conique divise Vaire de la conique en deux parties équivalentes.
Tout diamètre, divisant ses ordonnées en deux parties égales, divise, par cela même, en deux parties équivalentes l'aire du trapèze formé en joignant les extrémités de deux
ordonnées quelconques; il divise donc Taire de la courbe en deux parties équivalentes, puisque la différence entre celte aire et la somme des trapèzes que déterminent une suite d'ordonnées peut devenir plus petite que toute quantité <jonnée.
393. I. Dans l'hyperbole, l'aire du secteur PCQ, déterminé par les droites qui joignent deux points quelconques V et Çl de la courbe au centre G, est équivalente à l'aire du segment PQKL obtenu en menant par ces points des parallèles PK, QL à une asymptote.
Ce théorème résulte de ce que, d'après la génération même de la courbe, les triangles PKC, QLG {Jig* 1 17) sont équivalents.
Fig. 117.
II. Deux segments quelconques PQLK, RSNM sont équivalents lorsqu'on a la proportion PK : QL : : RM : SN.
Cette proportion exprime que les deux droites QR et PS sont parallèles; on a, en effet (n® 199),
PK:QL::CL:CK,
et, en observant (n<» 197) que CL = MP, et que CK = NT,
RM : SN : : MT' : NT
Il est dès lors facile de voir que les secteurs PCQ, RCS sont
équivalents, puisque le diamètre des cordes PS et QR divise en deux parties équivalentes Taire hyperbolique PQRS, ainsi que les triangles PCS et QCR.
Lorsque les points Q et R coïncident, l'aire PKNS est divisée en deux parties équivalentes par Tordonnée QL qui est alors moyenne géométrique entre les ordonnées PK, SN des extrémités de l'arc PQS.
Il résulte en outre de ce qui précède que, dans toute suite d'ordonnées formant une progression géométrique, l'aire comprise entre deux ordonnées consécutives est constante.
396. Lorsque deux coniques sont semblables, semblablement placées et concentriques, toute tangente à la conique intérieure détermine dans la conique extérieure un segment dont Vaire est constante.
Soient AB, A'B' (^fig* ii8) deux tangentes quelconques,
Fig. ii8.
P, P' leurs points de contact. Ces deux tangentes se coupant en Q, l'angle AQA' est égal à l'angle BQB', et les côtés AQ, A'Q diffèrent d'autant moins des côtés BQ, B'Q que le point Q est plus voisin du point P, puisque (n® 236, Ex. 4) toute tangente AB à la courbe intérieure est divisée en deux parties égales par son point de contact P. Il en résulte que, dans le cas particulier où les tangentes sont infiniment voisines, ce triangle AQA' est égal au triangle BQB', et le segment AVB au segment A'VB'. L'aire du segment AVB, ne variant pas
lorsqu'on passe d'une tangente quelconque à la tangente consécutive, est donc constante.
Corollaire, — On prouverait de la même manière que, lorsque la tangente à une courbe détermine sur une autre courbe un segment dont Taire est constante, elle est divisée en deux parties égales au point de contact, etréciproquemenl que, si elle est divisée en deux parties égales au point de contact, elle détermine un segment d'aire constante.
On peut, en s'appuyant sur ce qui précède, mener par un point donné une corde qui détermine dans une conique fixe un segment d'aire minimum* Pour déterminer un segment d'aire donnée^ il suffit en effet de mener par le point donné une tangente à une conique qui soit homothétique et concentrique à la conique fixe, et dont la distance à cette dernière conique soit d'autant plus grande que l'aire donnée est ellemême plus grande. Pour que l'aire soit minimum, il faut donc que la conique auxiliaire passe parle point donné, et, comme ce point coïncide alors avec le milieu de la tangente, il s'ensuit que la corde menée par un point quelconque détermine dans une conique un segment d'aire minimum lorsqu'elle est divisée en ce point en deux parties égales.
On démontrerait de même que la corde menée par un point donné de manière à déterminer dans une courbe quelconque un segment d'aire maximum ou minimum est divisée en ce point en deux parties égales. On démontrerait de même encore les deux théorèmes suivants, dus à feu le professeur Mac-Cullagh.
I. Lorsqu'une tangente AB à une courbe détermine sur une deuxième courbe un arc constant, elle est divisée au point de contact P de telle sorte que le rapport KV : PB<?5/ l'ins^erse du rapport AO : OB des tangentes menées en A et B à la deuxième courbe.
II. Si la tangente AB est de longueur constante, et si la perpendiculaire f abaissée sur AB*de l^ intersection des tangentes en A et B, rencontre AB en M, on a AP = MB.
397. Trouver le rayon de courbure en un point quelconque de l'ellipse.
Le centre du cercle circonscrit à un triangle quelconque coïncidant avec le point de concours des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle, le centre de courbure, ou, ce qui revient au même, le centre du cercle passant par trois points consécutifs de la courbe, se trouve à Tintersection de deux normales consécutives.
Lorsque deux triangles quelconques FPF', FPT' (Jig^ 112) ont une base commune et qu'on mène les bissectrices PN, P'M des angles opposés à cette base, on a la relation
2PNP'=rPFPH-PFF.
Dans le cas particulier où ces bissectrices sont deux normales consécutives, on peut, en considérant PP comme un arc de
PP' cercle ayant son centre en N, prendre le rapport jj^ pour
mesure de Tangle PNP', puisque la longueur d'un arc de cercle est proportionnelle à la fois à l'angle au centre correspondant et au rayon (n® 391). On peut de même, en portant sur FP', F'P des • longueurs FR, F'R' respectivement égales à
PR P'R' FP, F'P', prendre les rapports r^p > pôïT pour mesure des
angles PFP', PFF.
La relation précédente devient alors
PP _ PR FR PN ~ FP "^ 1 P
et se réduit à
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en observant que
PRiÈiFR' = PPsinPPF,
et en représentant par 6 l'angle PP'F, et par R, p et p' les longueurs PN, FP, FP.
On voit ainsi que : La corde focale de courbure (n® 243, Ex. 4) est égale au double de la moyenne harmonique des rayons vecteurs qui joignent les foyers au point de contact. Et, en remplaçant respectivement sinô, p4- p' et pp'
par 77) 2 a et 6'^, on retombe sur l'expression connue
ab
Le rayon de courbure de Thyperbole ou de la parabole peut se déterminer de la même manière ; dans le cas de la parabole, p' devient infini, et la formule précédente se réduit à
Rsinô "" p'
On peut encore déterminer la corde focale de courbure comme Ta indiqué M. Townsend.
Par le point P, et par les points Q, R, où une parallèle
quelconque QR {fi g* 119) à la tangente en P rencontre la conique, faisons passeï un cercle PQR. Soit C Je point où
ce cercle rencontre la corde focale menée dans la conique par le point P; soit, en outre», MN la corde focale menée parallèlement à la tangente en P. On a, dans le cercle,
PC:PL::MN:PL
La corde focale de courbure est donc égale à la corde focale menée dans laconique parallèlement à la tangente (n»245, Ex. 4).
398. Dans le cas particulier d'une conique à centre C on peut encore trouver le rayon de courbure comme il suit.
Fi g. lao.
Prenons sur la conique un point Q {Jig* 120) infiniment voisin du point P; menons une parallèle QR àla tangente TP, Soient S, R les points où cette parallèle rencontre la normale PS et le diamètre PF. Dans le cercle passant par P et tangent à TP en P, PQ est égal au produit de PS par le diamètre, S. ^ Géom, à deux dim. ii
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puisque QS est perpendiculaire à ce diamètre ; on aura donc
PO pour le rayon de courbure R = — ^ > et à la limite on pourra
substituer QR à PQ puisque QR reste constamment parallèle à la tangente et que PQ tend à coïncider avec cette tangente. Gela posé, on a (n® 148) en représentant par a', 6' le diamètre CP et son conjugué
6'«:a'»::QR*:PR.RP',
ou, si l'on observe que PR tend vers 2 a',
a 2 b'^ PR
a on en déduit
et comme, en raison de la similitude des triangles RPS, PCT où CT est parallèle à la normale,
PR
CP
PS
CT
vient,
en
définitive.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le théorème suivant : Lorsque deux coniques confocales S et S' se coupent ^/i A, le centre de courbure de S au point A est le pâle, par rapport àS'^de la tangente menée à la conique S par le point A .
398 (a). Le diamètre du cercle circonscrit au triangle formé par deux tangentes à une courbe, et par leur corde de contact, se confond évidemment avec la droite qui joint le point d'intersection des tangentes au point de rencontre des
normales correspondantes. On en conclut, en passant à la limite; que le diamètre du cercle circonscrit au triangle formé par deux tangentes consécutives et par leur corde de contact est égal au rayon de courbure, oii, ce qui revient au même, que le rayon de ce cercle est la moitié du rayon de courbure (n«262, Ex. 4).
399. Quand on mène deux tangentes TP, TQ à une ellipse par un point T d'une ellipse con/ocale, l'excès de la somme de ces tangentes sur l'arc qu'elles interceptent est constant ( * ).
Si l'on prend un point T' {fig* 121) infiniment voisin du
premier, et que l'on mène les tangentes T'P', T'Q' ainsi que les perpendiculaires TR et T'S à PT' et TQ (n» 348) on a, en considérant P'R comme le prolongement de PP',
TS = T'R
(') Ce beau théorème a été découyert par le D' Graves, qui Ta énoncé dans sa traduction des Mémoires de Chasles sur les c6nes et les coniques sphériques.
et, par suite,
PT 4- TQ' = PT' -f- PQ', ce qui donne
(PT 4- TQ) - (Pr -h TQ) = PF — QQ' = PQ — P'Q'.
Corollaire. — Ce théorème est encore vrai pour deux courbes quelconques, lorsque ces courbes sont telles que les tangentes TP, TQ menées à la courbe intérieure par un point quelconque T de la courbe extérieure sont également inclinées sur la tangente TT' menée en T à la courbe extérieure.
400. Quand on mène deux tangentes TP,TQ à une ellipse par un point T d'une hyperbole con/ocale, la différence des arcs PK et QK est égale à la différence TP — TQ des longueurs des tangentes (*).
En prenant un point T' (Jig. 122) infiniment voisin du point T et répétant la construction du numéro précédent, on arrive aux relations
(T'F — P K) — (TP — PK) = T'R, (T'Q' — Q'K) — (TQ — QK) = T'S.
Mais T'R = T'S, puisque (n*» 189) TT' est la bissectrice de Tangle RT'S. Donc la différence entre l'excès de TP sur PK et Texcès de TQ sur QK est constante, et comme, dans le cas particulier où T coïncide avec K, ces deux excès, et par suite leur différence, s'évanouissent, il s'ensuit qu'on a, dans tous les cas,
TP-PK = TQ-QK.
(<) Cette extension du théorème précédent a été donnée par Hac-Callagh {Dublin, Exam, Papers, i84i, p. ^i\ 1842, p. 68 et p. 83). Chasles 7 est arrivé de son c6té {Comptes rendus des séances de l'Aazdémie des Sciences, octobre 1843, t. XVII, p. 838).
Corollaire. — On peut diviser un quadrant elliptique en deux arcs tels que la différence entre ces arcs soit égale à la différence des demi-axes. Il suffit, en effet, de couper le quadrant par une hyperbole confocale à l'ellipse donnée,
Fig. 123.
et passant par l'inlersection des tangentes menées à l'ellipse parallèlement aux axes. Les coordonnées des points d'intersection ont, du reste, pour coordonnées
Ce corollaire est connu sous le nom de Théorème de Fagnano.
401. Si tous les sommets, moins un, d^un polygone circonscrit à une conique glissent sur des coniques confocales^ le sommet libre décrit une conique confocale.
Lorsque le sommet T d'un angle PTQ {Jig> 121) circonscrit à une conique se meut sur une conique confocale, et qu'on représente par a et p les angles TPT', TQ'T' compris entre les deux positions consécutives de chacun des côtés, on a, en désignant par a et 6 les diamètres parallèles à TP et TQ, aa = èp. Cette relation résulte, en effet, des égalités (n° 399)
TR = T'S, TR = TP.a, T'S^T'Q'.p,
et de ce que (n* 149) TP et TQ sont proportionnels aux diamètres qui leur sont parallèles.
Réciproquement, quand on a aa = 60, le point T se meut sur une conique confocale. En reprenant en sens inverse les équations qui précèdent, on arrive, en effet, à régalilé TR = T'S qui montre que TT' fait des angles égaux avec TP, TQ, et, par suite, coïncide avec la tangente menée à la conique confocale qui passe par le point T. Le point T se trouve donc sur cette conique.
Cela posé, si l'on désigne par é7, 6, c, . . ., n les diamètres de la conique inscrite, parallèles aux côtés du polygone, et par a, p. Y? • • • 7 ^ '^s angles compris entre les deux positions consécutives de chacun des côtés, les relations
expriment que tous les sommets, moins un, glissent sur des coniques confocales, et Féquation qui en résulte
montre que le dernier sommet glisse aussi sur une conique confocale (*).
(') Cette démonstration a été donnée par le D*" Hart {Cambridge and Dublin Math, Journ., t. IV^ p. igS).
SUR LE THÉORÈME DE PASCAL
(Page 4ia, n» 267.)
Ce fut Steiner qui appela (i) l'attention des géomètres sur les propriétés de la figure obtenue en joignant de toutes les manières possibles six points d'une conique; Plucker (*) rectifia et développa les propositions de Steiner, mais la théorie complète de la figure ne fut reprise que plusieurs années après par M. Cayley ('), et surtout par M. Kirkman (^) qui l'enrichit de nombreux théorèmes. Depuis^ elle a fait l'objet des recherches d'un grand nombre de géomètres parmi lesquels il convient de citer MM. Salmon, Cayley, Hesse, Grossmann, V. Staiidt, Baur, Veronese et Cremona.
Dans la présente Note, nous essaierons de résumer les résultats obtenus, en commençant par les théorèmes de M. Kirkman. La plupart de ces théorèmes se déduisent des principes les plus élémentaires de la théorie des combinaisons, et des propositions suivantes ainsi que de leurs réciproques :
Quand deux triangles ont leurs sommets situés deux à deux sur trois droites concourantes en un même point, ou centre d'homologie, leurs côtés se rencontrent deux à deux, en trois points situés sur une ligne droite, qui est Vaxe d*homologie (n* 60, Ex. 3).
Lorsque, dans un système de trois triangles, les côtés de deu\ triangles quelconques se rencontrent deux à deux en trois points
(•) Annales de Gergonne, t. XVIII, 1827-28, p. SSg.
(') Journal de Crelle, t. V, i83o, p. 274.
(•) Journal de Crelle, t. XXXI, 1846, p. 216, et t. XXXÏV, 18^7, p. 27J.
(*) Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. V, i85o, p. j85.
situés en ligne droite, les centres d'homologie du premier et da second triangle, du second et du troisième, du troisième et du premier appartiennent à une même ligne droite.
Soient six points a, b, c, d, e, / d'une conique, que nous appellerons les points P. On peut joindre ces six points deux à deux par quinze droites ab, ac, ad, ..., que nous nommerons les droites C; chacune de ces droites, ab par exemple, rencontre les quatorze autres; quatre au point a, quatre au point b, par conséquent six en des points (ab, cd), ... distincts des points P et que nous appellerons les points />. Il y a quarante-cinq points p, puisque chaque ligne G en contient six, et qu'il passe deux lignes G par chacun d'eux.
Si l'on prend les côtés de l'hexagone formé par les six points, dans l'ordre abcdef, le théorème de Pascal exprime que les trois points p: (ab, de), {cd, /a), {bc, e/) sont situés sur une même droite, à laquelle nous donnerons le nom de droite de Pascal, ou plus simplement de Pascal abcde/, et que nous désignerons en général par la notation
ab,cd,e de,J'a,bc
pour indiquer les points par lesquels elle passe»
Par chaque point 77, on peut mener quatre Pascals. Ainsi le point (ab, de) appartient aux quatre Pascals abcde/, abfdec, abcedf, abfedc. On trouvera, par conséquent, le nombre des Pascals, en multipliant par 4 le nombre des points p, et en divisant le produit par 3, puisqu'il y a trois points p sur chaque Pascal. Il y a donc soixante Pascals. On aurait pu obtenir ce résultat plus directement, en calculant le nombre des permutations circulaires possibles des six lettres a, b, c, d, e, f.
Gonsidérons maintenant les triangles (i), (a), (3) qui ont pour côtés
(i) ab.cd.ef,
(2) de.fa.bc,
(3) cf.be. ad.
Les intersections des côtés correspondants de (i) et (2) sont situées sur le même Pascal; les droites qui joignent les sommets homologues concourent donc en un même point. Ges droites ne sont autres que
les trois Pascals
ab.de.cf ) l cd.fa,be ) l ef,bc.ad cdja.he \ \ ef.bc.ad ) \ ab.dccf
et nous avons ainsi le théorème de Steiner énoncé au n<^ 268. Le point de concours de ces trois Pascals, que nous appellerons le point gy ou point de Steiner^ se trouve d'ailleurs défini par la notation
ab.de.cf
cd.fa.be
ef.bc.ad
qui montre que, sur chaque Pascal, il n'y a qu'un seul point gy puisqu'étant donné le Pascal
( ab.de.cf ) \ cd.fa.be \
on obtient un point g, en ajoutant à chacune des colonnes verticales, un troisième terme formé avec les deux lettres qui n'entrent point dans les deux premiers. Et, comme il passe trois Pascals par chaque point ^, il y a en tout vingt points g.
Les droites qui joignent les sommets correspondants des triangles (2) e( (3) se confondent avec celles qui joignent les sommets correspondants des triangles (i)et(a), et concourent en un même point; on en conclut, en se reportant au théorème réciproque de la deuxième proposition rappelée plus haut, que les axes d*homologie de ces trois triangles considérés deux à deux se coupent en un même point
ab.cd.ef de .fa . bc cf. be . ad
qui est un point g. Steiner a d'ailleurs fait voir que ce point g, et celui dont nous avons donné l'expression plus haut, sont conjugués harmoniques par rapport à la conique, de telle sorte que les vingt points g se groupent en dix couples de points (*). Quant aux Pascals qui passent par ces deux points g, ils correspondent respectivement aux hexagones abcfed, afcdebj adcbef\ abcdef^ afcbed, adcfeb^
(') Pour la démonstration de ce théorème, voir Staudt, Journal de Crelle, t. LXII, 186 ^, p. 142.
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dans lesquels les sommets de rang impair consenent la même position relative.
Passons maintenant à l'examen des trois triangles
( I ) ab cd ef
\ ab.ce.df ) ( cd.bf,ae ) ( e/.bd.ac \ de. bf. ac y { af, ce,bd \ \ bc.ae.df
- K ab.ce.df ) l cd,bf,ae ) { ef.bd.ac
^ I cf.bd.ae \^ \ be.acdf \ \ ad.ce.bf
Les côtés de (i) et (4) se coupent, deux à deux, en trois points qui appartiennent au même Pascal; il en résulte que les droites qui joignent les sommets correspondants, et qui sont les trois Pascals
ab,ce,df ] \ cd.bf.ae \ ( ef.acbd ] cd.b/.ae \ \ ef,ac,bd y \ ad,df,ce Y
concourent en un même point
ab.ce.df cd.bf.ae ef.acbd
que nous appellerons un point h.
La notation d'un point h diffère de celle d'un point g en ce qu'elle ne renferme qu'une seule colonne verticale comprenant les six lettres sans omission ni répétition. Sur chaque Pascal
ab.cd.ef de.af.bc
se trouvent les trois points h
/ ab.cd.ef \ l ab.cd.ef \ / ab.cd.ef \
j de . af. bc\i \ de. af. bc \^ \ de. af. bc \ » ( cf.bd.ae ] \ ac.be. df ) \ bf.ce.ad )
dans la notation desquels on a fait ressortir par le signe — les colonnes renfermant les six lettres.
On a ainsi le théorème de Steiner, étendu par M. Kirkman : Les Pascals se coupent trois à trois, non seulement aux ving-t points g de Steiner, mais encore en soixante autres points h. On peut d'ailleurs remarquer que la démonstration du n® 268 s applique
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aussi bien au théorème de M. Kirkman qu'au théorème de Steiner. Les droites qui joignent les sommets correspondants des triangles (i) et (5) se confondent avec celles qui joignent les sommets correspondants des triangles (i) et (4); les côtés homologues de (i) et (5) se rencontrent donc sur une même droite, et cette droite est évidemment un Pascal. Les côtés de (4) et (5) se coupent de même aux trois points h
! ab.ce.df \ l ae,cd.bf \ / ac.bd.ef \
! de.bf.ac [i j bd,af.ce >> ! df.ae.bc !» ( cf.ae.bd \ \ ac,be,df] \ ccbf.ad )
qui sont en ligne droite. De plus les axes d^homologie de (4) et (5),
de (i) et (4)i de (i) et (5) concourent en un même point, qui est le
point g
ab.cd.ef \
de . af. bc ! »
c/.be.ad }
et dont l'expression s'obtient en combinant les colonnes verticales complètes des trois points h.
On a ainsi le théorème i II y a vingt lignes G, qui contiennent chacune un point g et trois points A (*).
On peut démontrer de la même manière que les vingt lignes G passent, quatre à quatre, par quinze points i. Les quatre droites G, correspondant aux quatre points gj qui dans le système de notation adopté ont une colonne verticale commune, passent, en effet, par le même point.
En partant des trois Pascals
ab.ce.df ) J de.b/.ac ) ( c/.ae.bd } de .b/.ac )^ ( cf. ae.bd y \ ab. df. ce \ '
qui passent par un même point A, et en prenant sur chacun d'eux un point p, on peut former un triangle (6) qui a pour sommets les points {d/.ac)j {af.ae)y (bd.ce), et par suite pour côtés, les droites
l ac,b/,de I [ bf.ce.ad } [ bd.ac.e/ l ^ ^ \ d/.ae.cb \' ( ae,bd.c/ j' ( ce.d/.ab )
(') L'existence des lignes G a été signalée à la fois par M. Cayleyetpar M. Salmon. La démonstration donnée dans le texte est celle de M. Cayley.
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On peut, de même, en prenant sur chacun de ces Pascals un deuxième point h, ce qui revient à ajouter à l'expression de chaque Pascal la ligne a/*, cd, be, former un triangle (7) qui a pour côtés
l ac.hf.de j ( cf.ae.bd ) ( df,ab.ce ^'^ ( be.cd.af \ \ be.cd.af \^ \ be.cd.af
Les côtés homologues de ces triangles se coupent, deux à deux, en trois points qui s'alignent nécessairement sur une même droite, et qui sont les trois points g
be.cd.af \ i be.cd.af \ t be.cd.af ac.bf.de |» ! c/.a«.W |» ! df.ab.ce df.ae.bc ) \ ad.bf.ce ) ( ac.ef.bd
à CCS points, il convient, comme Ta indiqué M. Salmon, d'en ajouter un quatrième, le point g
be.cd.af \ cf.ab.de Jt ad.ef.bc )
qui, en raison de la symétrie des notations, appartient évidemment à la droite déterminée par les trois autres. Ces quatre points g sont du reste les seuls dans l'expression desquels on puisse faire figurer la ligne be.cd.af. Et comme on peut former quinze produits de la forme be.cd.af, il en résulte que : Les vingt points g sont situés quatre à quatre sur quinze droites I.
Les théorèmes que nous venons de démontrer sont assujettis, ainsi que Ta fait remarquer Hesse {^),èi une certaine loi de réciprocité. Ainsi il y a soixante points h de Kirkman auxquels correspondent soixante droites H de Pascal. Par chacun des vingt points g de Steiner passent trois Pascals H et une ligne G; à chacune des vingt droites G appartiennent trois points h de Kirkman et un point g de Steiner. Les vingt lignes G passent, quatre à quatre, par quinze points i, et les vingt points g sont situés, quatre à quatre, sur quinze droites L
(») Journal de CreUe, t. LXVIII, 1868, p. 293.
Les considérations suivantes permettent, à la fois, de démontrer quelques uns des théorèmes précédents, et de reconnaître le point k qui correspond au Pascal obtenu en prenant les sommets dans un ordre déterminé abcdef. Les côtés des deux triangles inscrits ace, bd/ sont tangents à une même conique (n» 335, Ex. 4), et le théo* rème de Brianchon s'applique à Fkexagone qui a pour côtés ce, d/, ae, b/, aCf bd. Si Ton prend les côtés dans ce dernier ordre, les diagonales de l'hexagone sont les trois Pascals concourant au point h
ce . bf. ad
df. ac . be ae.bd.cf
et, puisqu'on peut effectuer une permutation circulaire sur les côtés d/, b/f bd, sans modifier l'ordre des autres côtés, il résulte du théorème réciproque de Steiner, que les trois points de Brianchon qui correspondent aux hexagones déterminés par cette permutation appartiennent à une même droite : par suite, qu'il y a trois points h sur une ligne G. En partant du même hexagone circonscrit ce, df, ae, ..., on voit, en outre, que les droites qui joignent respectivement les points a et (bc.df), d et (ace/) se coupent sur le Pascal abcdef, et que chaque Pascal contient six intersections analogues.
On peut encore, comme l'a indiqué M. Gayley (*), démontrer les principales propriétés de la figure de Steiner, en la considérant comme la projection des intersections de six plans.
Dans les recherches dont il a publié récemment les résultats, M. Veronese (*) a pris pour point de départ les principes suivants :
L Étant données trois droites se coupant en un même point, et trois points sur chaque droite, ces derniers points forment 27 triangles qui peuvent se diviser en 36 séries de trois triangles homologiques deux à deux, et dont les axes d'homologie passent trois à trois par 36 points situés quatre à quatre sur 27 droites.
II. Lorsque quatre triangles a\bxCi, a^ib^c^t ••• sont homologiques, ou en perspective, le premier avec le second, le second avec
(*) Quarterly Journal, t. IX, p. 348.
(*) Nuovi Teoremi sulVHexagrammum mysticum dans les Memorie délia Beale Academia dei Lincei, 1877.
le troisième, le troisième avec le quatrième, le quatrième avec le premier, et que les quatre centres d'homologie sont situés en ligne droite, les quatre axes d^homologie concourent en un même point.
III. Si quatre quadrangles aibiCtdif aibfCidtf ... sont homologiques deux à deux comme ci-dessus, et de telle sorte que les sommets désignés par la même lettre soient les sommets homologues, les quatre centres d homologie correspondant aux triangles bcd, cda, dabf abc sont en ligne droite. Dans le cas particulier où les quatre quadrangles ont même centre d'homologie, on a le théorème suivant: Lorsqu'on dispose trois quadrangles en perspective ai^fCi^j, aibiCfdiy a^biCidif sur quatre droites se coupant en un même point, on obtient quatre séries de trois triangles homologiques ai^iCi, ... et les quatre axes d'homologie correspondant à chacune de ces séries passent par un même point, tandis que les quatre centres d'homologie s'alignent sur une même droite.
IV. Lorsque deux triangles aibiCt, a^biCf sont homologiques, et que l'on prend les intersections de bic^jb^ci; Citi^jCfat; afbi, aibf; on forme un nouveau triangle qui est en perspective avec chacun des deux autres, et les trois centres d'homologie de ces triangles considérés deux à deux sont situés sur une même droite.
Il serait trop long d'énoncer ici tous les théorèmes que M. Veronese a déduits de ces principes : nous nous contenterons de dire que l'un des résultats les plus importants de ses recherches a été de montrer que les 60 Pascals peuvent se diviser en 6 groupes, et que les 10 points Kirkman, correspondant à chacun de ces groupes, s'alignent trois à trois sur les Pascals du groupe qui passent eux-mêmes, trois à trois, par les points Kirkman. Ajoutons cependant que le point Kirkman qui correspond au Pascal déterminé par 6 lignes G n'est autre que le point de concours des Pascals se rapportant aux trois hexagones que l'on peut construire avec les 9 autres lignes G
Enfin, tout dernièrement, M. Gremona (*)a donné, des théorèmes de M. Veronese, une démonstration fort élégante, en se plaçant à un point de vue tout à fait différent, et en rattachant la théorie de la figure de Steiner à la théorie des surfaces du troisième degré. On sait, en effet (*), que, lorsqu'une pareille surface a un point nodal,
(') Teoremi stereometrici, dans les Atti délia Reale Academîa dei Lincei, Roma, '877.
(•) G. Salmon, Geometry 0/ three dimeMions, n» 536.
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on peut y tracer : i^ six droites qui passent par le point nodal, et qui sont en même temps sur un c6ne du deuxième degré ; 20 quinze autres droites qui sont disposées, une à une, dans chacun des plans déterminés par deux des droites précédentes. En projetant cette figure, on obtient toutes les propriétés de l'hexagone complet.
Nous indiquerons, pour terminer, un certain nombre de formules qui trouvent leur application dans la discussion analytique des propriétés de Thexagone inscrit dans la conique LM — R>. Désignons par a, b, c, d, e, / les valeurs du paramètre ja (n® 270) correspondant aux six sommets de Thexagone, et par (ab)y la fonction aôL — (a-H ô)R + M qui, égalée à zéro, représente la corde joignant les deux sommets a et b. La quantité {ab)(cd)^(ad){bc) est alors égale au produit de LM — R* par le facteur (a — c)(b — rf), et si l'on compare, comme au n® 267, les fonctions {ab)(cd) —{ad){bc)f (of){de) — {ad){ef\ on obtient pour l'équation du Pascal abcdef
(a _ c){b - d){ef) = (a - «)(/- d){bc).
Il est d'ailleurs facile de voir qu'on peut mettre cette équation sous l'une ou l'autre des formes équivalentes :
(a - e)(6 -f){cd) = (c - e){b - d){a/), (c - a){b -f){de) = (c - e){d -f){ab).
Quant aux trois autres Pascals, abcdfe^ acbdef^ acbdfe, qui passent par le point {bc){ef), ils ont pour équations :
(a - c)(6 - d){e/) = (a.-/)(e - d)(bc), (a - 6)(c - d){ef) = (a - e)(/- d){bc), (a _ b)ic - d)(e/) = {a- f){e - d){bc).
Les trois Pascals,
(a - c){b - d){ef) = (a - 0(/- d){bc) = {b ^f){c - e){ad)
se coupent évidemment en un même point, qui est un point g de Steiner, tandis que les trois suivants
(a - c)(6 - d){ef) = (a - e)(/- d){^bc) = (6 - «)(c - /)(a^)
se rencontrent en un point h de Kirkman.
M. Gathcart a obtenu, de son côté, l'équation des droites de Pascal sous forme de déterminant. La relation à laquelle sont assujettis les points correspondants de deux systèmes homographiques peut, en effet (no 331), se mettre sous la forme
Aaa'-h B|a + Ga' -h D = o, et, si on élimine A, B, G, D, ou obtient Téquation
ax a a I
qui relie les quatre points a, p, y? ^ du premier système aux quatre points correspondants a', P', y', 5' du second, et qu'il suffit de résoudre, après y avoir fait 8 = 8', pour obtenir les points doubles. On sait d'ailleurs (no 328, Ex. iO), que le Pascal LMN passe par les points doubles K, K' des deux systèmes homograpbiques déterminés sur la conique par les sommets alternés AGE, DFB de l'hexagone; et comme M, R, L sont respectivement proportionnels à $>, 8, i lorsque $ est le paramètre du point K, l'équation du Pascal abcdef peut se mettre sous la forme
cul
be
DES SYSTÈMES DE COORDONNÉES TANGENTIELLES
(Page 486, n« 311.)
Dans le cours de cet Ouvrage, nous avons habituellement considéré comme coordonnées tangentielles d*une droite /a + mp + n^f les constantes /, m et /i de l'équation de cette droite (n^ 70), et comme équation tangentielle d'une courbe, la relation à laquelle doivent satisfaire ces constantes pour que la droite soit tangente à cette
(') Voir, au sujet de ce déterminant, Catut, Phil. Trans. i858, p. 436.
courbe. Ce système de coordonnées tangentielles, auquel on peut du reste ramener tous les autres, nous a paru lié d'une façon plus intime aux théories qui font Tobjet de ce Traité. Nous donnerons dans cette Note quelques indications complémentaires sur ce système, et nous exposerons sommairement les principes de quelques autres systèmes de coordonnées tangentielles.
L'équation tangentielle d'un cercle de rayon r et dont le centre est en (a', P', y') peut s'écrire (n» 132, Ex. 6)
(/a'-hmP'-f-TiY')'
= r*(/* + 771» -+-/1* — 2m/icosÂ. — [an/cosB — a/mcosC),
et il est facile de voir qu'en égalant à zéro son deuxième membre, on obtient une équation qui peut se décomposer en deux facteurs, et qui, par suite, représente deux points. On sait d'ailleurs (n» 61) que le polynôme (/• -i- /n* 4- ...) a été formé en faisant la somme des carrés des coefficients /cosa + /ncos^ + /icosYi / sin a -h /n sin p -h 71 cos y, de a? et ^ dans l'équation cw; -4- ôj^ -H c = o qui correspond, en coordonnées cartésiennes, à l'équation trilinéaire /a4- /np -H /iy; on sait, en outre, que la relation a* h- 6* = o exprime que la droite ax -^ hy -\- c ^%\. parallèle à l'une ou à l'autre
des droites x -\-y >j — i =* o. Ces deux points sont donc les points cycliques (n<> 257).
Ce résultat peut du reste se déduire directement de l'équation tangentielle du cercle. En représentant en effet par co et o)' les deux facteurs dont le produit est égal à (/* -4-/7i' + ...), et par a le centre du cercle, cette équation prend la forme a' = r'a)u>', qui montre que (o et co' sont les points de contact des tangentes menées au cercle par ot.
On verrait, de même, que l'équation tangentielle d'une conique dont les foyers sont donnés, équation que l'on obtient en exprimant que le produit des distances d'une tangente quelconque aux foyers est constante, peut se mettre sous la forme
qui montre que la conique est tangente aux droites joignant les points 0), 0)' aux foyers (n® 279).
Le résultat obtenu en substituant les coordonnées tangentielles d'une droite dans l'équation d'un point est proportionnel à la distance de la droite à ce point (n<> 61); et en interprétant, d'après
S. —» Géom. à deux dim, 4^
ce principe, les équations tangeniielles a^ = k^^, ^ = k^*, on retombe sur les théorèmes démontrés comme réciproques au n« 311. De môme, le résultat obtenu en substituant aux coordonnées courantes de l'équation du cercle les coordonnées tangentielles d'une droite, est proportionnel au carré du segment que le cercle intercepte sur la droite; si donc £ et L' représentent deux cercles, l'équation £ = A:>£' exprime que Tenveloppe d'une droite, sur laquelle deux cercles donnés déterminent des segments qui sont dans un rapport constant, est une conique qui a pour tangentes les tangentes communes aux deux cercles.
Remarquons enfin qu'un système de deux points ne peut pas être représenté par une équation irilinéaire, pas plus qu'un couple de droites ne peut être représenté par une équation tangentielle. Lorsqu'on se donne une équation tangentielle représentant deux points, et que l'on forme, comme au n® 285, l'équation trilinéaire correspondante, on obtient peur résultat le carré de l'équation de la droite qui joint ces deux points, mais toute trace des points euxmêmes a disparu. De même, quand on se donne l'équation trilinéaire d'un couple de droites passant par le point (a', P', Y)> ^^ ^^^ ^'on forme l'équation tangentielle correspondante, on obtient l'expression (/a' -f- mp'-t- 71^')' = o qui représente deux points coïncidants; en réalité, toute droite rencontrant une courbe en deux points qui coïncident, peut être considérée analytiquement comme une tangente, et dans le cas particulier où une conique dégénère en un couple de droites, toute droite qui passe par le sommet du couple peut être considérée comme tangente au système.
On peut présenter la méthode des coordonnées tangentielles sous une forme qui ne suppose aucune connaissance préalable des systèmes de coordonnées cartésiennes ou trilinéaires. On peut, en effet, définir la position d'une droite par les distances de cette droite à trois points fixes (n<> 311), exactement comme on définit, en coordonnées trilinéaires, la 'position d'un point par les distances de ce point à trois droites fixes. Cela posé, il est facile de voir, en suivant la même marche qu'au n» 7, que si l'on désigne par X et {jl les distances d'une droite à deux points fixes A et B, la distance de celte même droite au point F qui divise AB dans le rapport de /n à / a
pour expression —= î- ; et par suite, que la relation / A 4- m |x = o,
qui exprime que la droite passe en F, peut être considérée comme
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réquatioD de ce point. Ainsi, en particulier, X + fx &s o représente le milieu de AB, et X — (i = o, le point situé à Finfîni sur AB.
On démontrerait de même que l'équation /X + m(x + /iv = o(no7, Ex. 6) représente le point 0 i^fig» Sg, p. 99) obtenu soit en divisant dans le rapport m + n : / la droite AD qui coupe BG dans le rapport n : m, soit en divisant dans le rapport n-\-l\n la droite BE qui partage AG dans le rapport n : /, soit enfin en divisant dans le rapport / + m : /t la droite GF qui coupe BA dans le rapport / : m. Et comme le rapport des aires des triangles AOB et AOG est le même que celui de BD à DG, l'équation du point 0 peut se mettre sous la forme
BOG.X 4- G0A.{x-4- AOB.v = o,
qui devient en remplaçant Taire de chaque triangle BOG par sa valeur p'p' sini (n« 311),
XsinO usin6' vsinO'
Les coordonnées X, {&, v de la droite de TinOni sont égales puisque tous les points situés à distance finie peuvent être considérés comme également distants de cette droite; il en résulte que le point /X-h/n(i + nv passe à Tinfini, quand on a / -h /n + n = o : et, plus généralement, qu'une courbe a pour tangente la droite de Tinfîni toutes les fois que la somme des coefficients de son équation est égale à zéro. On verrait, de même, que les intersections des médianes, des bissectrices et des hauteurs du triangle de référence ont respectivement pour équations
X-H|JL-hv = o, XsinA -4- fxsinB -H V sinG = o, X tangA + |JL tangB + v tangG = o.
Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce genre de coordonnées, parce qu'en définitive, ces coordonnées ne différent que par un facteur constant de celles dont nous avons fait précédemment usage. On sait, en effet, que la distance d'un point quelconque (a', P', y') & la droite /«-h mPj-4-nY a pour valeur (n« 61)
/a'-+-mP'-+-nY' //* -+-m« -H/»* — am/icosA — 2«/cosB — a//ncosG
et, comme le dénominateur de cette expression est indépendant de la position du point («', §', y')i les distances X, (i. et v des sommets
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du triangle de référence à cette droite sont respectivement proportionnelles à Ip^ ntp\ np'\ py p\ p' représentant les distances de ces mêmes sommets aux côtes opposés du triangle. On peut donc facilement transformer les équations tangentielles que nous avons employées jusqu'ici, et qui sont homogènes en /, m, n, en de nouvelles équations où ne figurent plus, comme variables, que les distances X, (JL et V. Il est d'ailleurs évident, d'après ce que nous venons de dire, que les valeurs de X, {jl et v vérifient la relation
— ;-+- ~H — n — a-Î7-;C0sA— 2 -^7- cos B — a -î-, cosG = I. pt p't p'i pp' p^p pp'
Quant à la marche à suivre pour déduire de l'équation trilinéaire d'une courbe quelconque l'équation en coordonnées tangentielles de la courbe réciproque, nous l'avons indiquée précédemment (n> 3il).
Au système de coordonnées tangentielles, défini par trois points de référence, se rattachent deux autres systèmes de coordonnées, qui en paraissent indépendants de prime abord : ce sont ceux qu'on obtient en supposant qu'un ou deux des points de référence s'éloignent à l'infini.
Supposons qu'un des points de référence G {fig* laS) s'éloigne à l'infini; v et p' deviennent à la fois infinis; mais leur rapport reste
fini et égal à sinGOE, DOE étant une droite quelconque menée par le point 0. L'équation du point prend alors la forme
sinô X sin6' u, , ^^
p sinGOË p' sinGOE
Lorsque le point 0 est donné, cette équation ne contient que les deux variables X: sinGOE, (x: sinGOE, qui, en raison de l'égalité
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smGOE = smODA, peuvent être remplacées par AD et BE. Eq d'autres termes, si l'on prend pour coordonnées les segments AD et BE déterminés par une droite variable DE sur deux parallèles fixes AD et BE, toute équation, linéaire en X et (i, aX + 6fA + c = o représente un point, et peut être considérée comme la forme prise par l'équation homogène aX-H6fi. + cv=:o, lorsque le point v = o s'éloigne à l'infini.
Voici un exemple de l'emploi de ce genre de coordonnées. On sait, d'après la théorie des sections coniques, que l'équation générale du second degré peut se ramener à une équation de la forme a^ = k^^ dans laquelle a et ^ représentent certaines fonctions linéaires des coordonnées : et ce résultat analytique est complètement indépendant de l'interprétation géométrique que l'on peut donner des équations. On en conclut que, dans le système de coordonnées dont nous venons de parler, l'équation générale des courbes de la seconde classe peut se ramener à la même forme a^ = A:>; et, comme cette dernière équation représente alors une courbe, à laquelle appartiennent les points a et p, et qui a pour tangentes, en ces points, les parallèles joignant ot et p au point k situé à l'infini, on retombe ainsi
sur le théorème bien connu : Dans une conique, toute tangente variable détermine sur deux tangentes fixes et parallèles des segments dont le produit eit constant.
Considérons enfin le cas où deux des points de référence s'éloignent à l'infini. L'équation du point devient alors (fig. 124)
i^-i-sinO'sinBOD + sinO'sinCOE = o,
ou, comme il est facile de le voir,
sinO I . û, i • ftT p AD AK
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Lorsque le point O est donné, cette éqattion ne renferme comme variables que les segments AD et AB. Si donc on prend, poor coordonnées d'une droite, les inverses des segments qu'elle détermine sur les axes, toute équation linéaire entre ces coordonnées représente un point, et toute équation du degré n, une courbe de la ni^a« classe.
11 est d'ailleurs évident que l'équation tangentielle obtenue de cette manière est de la même forme que celle que nous avons employée jusqu'ici, et qui a pour coordonnées soit les coefficients /, m de l'équation en coordonnées cartésiennes te + m^= i, soit les rapports mutuels des coefficients de l'équation analogue Ix H- my -h n = o.
EXPRESSION DES COORDONNÉES D'UN POINT DUNE œNIQUK
A L'AIDE D'UN SEUL PARAMÈTRE
Nous avons vu (n« 270) que les coordonnées d'un point d'une conique peuvent se présenter comme des fonctions du deuxième degré d'une troisième variable, ou paramètre. Nous allons montrei que réciproquement tout point dont les coordonnées sont reliées à un paramètre par des fonctions de cette espèce appartient à une conique. En mettant, en effet, ces fonctions sous leur forme la plus générale, on a
^ = a'X» -h 2 A'Xjx -f- ^V,
et, si l'on résout ces équations par rapport à X*, 2Xp,, {jl*, il vient
AX« = Ax -H A> -h k'z, aAXjjL = Ha: -h \Vy -{- \Vz,
A [JL» = Bx -f- B>.H- h'z,
où A, A, H, B, ... représentent respectivement le déterminant (aA'6') et les mineurs de ce déterminant. Le point {x^y, z) appartient donc à la conique
( Hx -h Hy -+- Wzy = 4 ( Aar H- My -4- A'z)(Bx -+- B> -f- B'^).
Pour déterminer les paramétres X : (x correspondant aux points où une droite quelconque olx -\-^y -^^z rencontre cette conique, il suffit évidemment de remplacer, dans l'équation de la droite, les
coordonnées x^y^ z par leurs expressions en X et {jl; on obtient ainsi l'équation
(aa -+- a'P -+- a'Y)X« -+- 2( Aa -H K^ -4- A'y)X|jl
èût + ^'P-4-6'Y){x« = o
qui est du deuxième degré en X : {jl.
La condition pour que la droite a^? + ^j^ + ^z soit tangente à la conique s'obtient d'ailleurs en écrivant que le premier membre de cette dernière équation est un carré parfait, ce qui donne
(aa -f- a'p -f- a'-^ih^ 4- b^ 4- h'^) = (/la 4- A'? H- A'y)*,
et cette condition peut être considérée comme l'équation de la conique réciproque (n»» 151, 321). Quand elle est remplie, on peut poser
aa -t- a'p 4- a"^ = /*, hn -H K^ -t- A'y = /m, ô « -♦- 6' ^ -f- 6'y = z^*, et on a, par suite,
Aa = A/« -H H /m 4- B/n«, Ap = A7» -i- H7/n -i- B7n«, Ay = A'/« H- H7m -4- B'm«.
Les coordonnées d'un point de la conique réciproque peuvent donc, ainsi que les coordonnées d'un point de la courbe primitive, être considérées comme des fonctions du second degré d'un certain paramètre, et les constantes des fonctions relatives à la réciproque ne sont autres que les mineurs du déterminant formé avec les constantes qui se rapportent à la courbe primitive.
On peut encore trouver l'équation de la conique, à laquelle appartient le point (a;, y^ ^), en considérant cette conique comme l'enveloppe d'une droite variable. L'équation de la droite joignant deux points (a?', y, if'), (ar*, j/^, y) de la conique s'obtient, en effet, en remplaçant dans l'équation (a?y^) = o du n® 132 (a), les coordonnées de chacun des points (a?', j^, V), (ar*, y, z') par leurs expressions en fonction du paramètre de ce point; et, si l'on exprime que les deux points sont infinin^ent voisins, il vient pour l'équation de la tangente en un point quelconque X : ]x
aX-hAfi a'X-f-A'fji a'X-4-A'|x = o, AX-i-6|x K\-\-h'^ ;/XH-è> I
ou en développant
( Aa? -+- A> 4- k'z) a« -+-(Har -f- H> 4- H'^) Xjjl
H- ( B a: 4- B> -h B'>5 ) |JL« = o .
Cette équation, linéaire en rr, y, z, contient le paramètre Xtjjl au second degré, et en lui appliquant la méthode indiquée au n** 283 pour la détermination des courbes enveloppes, on retombe sur la même équation que ci-dessus.
Lorsqu'on développe l'équation de la droite joignant deux points de la courbe, on trouve une expression de la forme
X XV -h Y( X|x' -t- X» -h Z HL|ji' = o,
mais on peut mettre en évidence la forme de cette équation sans avoir recours aux pénibles calculs d'un développement. Les coordonnées de l'un et l'autre point vérifient, en effet, les équations
a7r= aX*4- 2AX[H- 6fi.', ...
et comme on a, en raison de l'équation du second degré en X : jx,
ijl'jx'x» — (Xy-i- xy)Xjx-f. X'Xv = <>
il vient, en éliminant X*, X^x et {i',
o {xy —(xy-hXy) X'X'
X a xh b
z a" ih' b"
Lorsque les paramèti*es X : p. de n points d'une conique, n étant quelconque^ vérifient une équation algébrique homogène de degré /t. on peut, ainsi que l'a fait voir M. Burnside (*), interpréter géométriquement les invariants et les covariants de la forme binaire de /lième ordre qui constitue le premier membre de cette équation. Considérons d'abord la forme quadratique qui représente géométriquement un système de deux points sur la conique : elle n'admet pas d'aulre invariant que son discriminant, et lorsque ce discriminant se réduit à zéro, les deux points coïncident; il n'y a, du reste, pas d'autre question à se poser sur la situation relative de ces deux
(') Higher Algebra, n* 190.
points. Dans le cas de deux formes quadratiques, définissant deux couples de points, la réduction à zéro de rinvariant exprime que les droites passant par Tun et l'autre couple de points sont conjuguées, et le Jaco^ien représente les points où la polaire de l'intersection de ces deux droites rencontre la conique.
Passons maintenant à l'équation homogène du troisième degré : soient a, 6, c les trois points qu'elle représente, et ABC le triangle formé par les tangentes en ces trois points. Les deux triangles abc, ABC sont homologiques, et, en égalant à zéro le Hessien de la forme cubique, on obtient une équation qui a pour racines les paramètres des points où Taxe d'homologie de ces deux triangles coupe la conique; quant au covariant cubique, il représente les points où les droites Aa, Bb, Ce rencontrent la conique pour la deuxième fois. Enfin, quand les paramètres de quatre points, a, b, o, d^ vérifient une équation du quatrième degré, le covariant du sixième degré de la forme biquadratiquc fait connaître les points où la conique est rencontrée par les côtés du triangle qui a pour sommets {ab, cd), (acj bd) et {adj bc).
A TROIS AUTRES CONIQUES
(Page 612.)
On peut obtenir cette équation en suivant une marche analogue à celle indiquée au n» 132 {e), Ex. 4. Soient S la conique
x^ -^y^ -f- ^« = o, et L, M les droites
Ix -H my -f- nz = o, l'x ■+• m'y + n'z = o.
La condition pour que les deux coniques S — L', S — M* se touchent peut s'écrire (n® 387)
(,_S')(i-S') = (i-R)', en posant
Si Ton effectue, d'après les règles connues, le produit des deux expressions
rn}''
/TTs"' i
et si l'on désigne, pour abréger, par (la) la quantité
v'^i-a')(i-S')-(i - R), on obtient le déterminant
qui doit être nul, puisque les facteurs contiennent six lignes horizontales et seulement cinq colonnes. L'équation qu'on obtient ainsi est vérifiée par les invariants des cinq coniques qui ont un double contact avec S. Lorsque la conique (5) est tangente aux quatre autres, les expressions (i5), (25), ..• s'annulent, et les invariants des quatre coniques qui, ayant avec S un double contact, sont tangentes à une cinquième conique, satisfont à la relation
qui devient, après développement,
v/(i2)(34) ± •(i3)(24) ± /(i4)(îi3)
On peut déduire de cette relation, l'équation de la conique tangente
à trois autres coniques, en opérant comme il suit. Lorsque le discriminant d*une conique s'annule, S devient égal à i, et la condition pour que cette conique soit tangente à l'une quelconque des autres coniques se réduit à R = i ; il en résulte que, si un point (a, p, y) appartient à la conique S — L*, ce qui revient à dire que ses coordonnées a, p, Y vérifient la relation x* -hy^ -h .5* — ( /a? H- my 4- n-»)* = o, l'équation
représente une conique, dont le discriminant est nul, et qui touche S — L*. Par suite, étant données les trois coniques S — L', S — M*, S — N*, si l'on prend an point quelconque (a, p, y) sur la conique qui leur est tangente, et que l'on considère comme quatrième conique celle dont nous venons d'écrire l'équation, les quantités (i4X (^4)»
(34) ont respectivement pour valeurs I r=> i —y i —9
et les coordonnées d'un point quelconque de la conique tangente aux trois autres satisfont à la relation
V(23)(v/S — L) dz V(3i)(/S — M) dt v^(ia)(/S — N) = o.
SUR LE TRACÉ D'UNE œNIQUE ASSUJETTIE A CINQ CONDITIONS.
Nous avons vu (n^ 133) que cinq conditions suffisent pour déterminer une courbe du second degré; on peut donc, en général, tracer une conique lorsqu'on en connaît m points et n tangentes, m-\- n étant égal à 5. Nous ne pensons pas qu'il y ait grande utilité à traiter séparément les cas où parmi ces données s'en trouvent quelques-unes à rinfini, d'autant plus qu'il suffît presque toujours, pour construire la conique, de modifier légèrement la construction indiquée pour le cas général. Ainsi, par exemple, pour tracer une conique, étant donnés quatre points et une parallèle à une asymptote, ou, ce qui est la même chose, étant donnés quatre points à distance finie et un point situé à l'infini sur une droite donnée, il suffit évidemment de supposer, dans la construction indiquée au n^ 269, que le point E est à l'infini, et que les droites DE, QE sont parallèles à la droite
donnée ; ce qui n'entraîne pas une modification bien grande dans le tracé primitif.
On a souvent à déterminer une conique par des conditions autres que celles de passer par des points ou de toucher certaines droites. Une parallèle à une asymptote équivaut à une condition, puisque la recherche d'une conique assujettie à remplir cette condition et à passer en outre par quatre points donnés est un problème déterminé. Une asymptote vaut deux conditions, puisque c'est se donner une tangente et son point de contact, point qui est à Tinfîni sur Tasymp^ tote. Dire que la conique est une parabole équivaut à une condition, puisque cela revient à donner une tangente qui est la droite à l'infini. Savoir que la courbe est un cercle représente deux conditions, puisque tous les cercles passent par les deux mêmes points imaginaires situés à l'infini (n* 257). Un foyer vaut deux conditions puisque les droites qui joignent ce foyer aux points cycliques sont tangentes à la conique (n** 279); la méthode des polaires réciproques permet de voir d'ailleurs qu'un foyer et trois autres conditions suffisent pour déterminer une conique : en prenant le foyer pour origine, et formant la figure réciproque des trois autres données (n® 307), on ramène, en effet, la construction de la conique au tracé d'un cercle assujetti à trois conditions, problème qu'il est facile de résoudre par la Géométrie élémentaire; rien n'empêche, du reste, une fois le tracé effectué, de revenir à la conique par la transformation inverse. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer, par ce procédé, les directrices des quatre coniques définies par un foyer et trois points.
Une droite et son pôle par rapport à la conique valent deux conditions. Soient, en effet, P le pôle de R'R' (yî^. 54, p. ^46) et T un point de la courbe; on aura un nouveau point T'de la courbe en construisant le conjugué harmonique T' de T par rapport à O, R; on sait d'ailleurs que si OT est une tangente, OT' en est une autre. Si donc on se donne, outre une droite et son pôle, trois points ou trois tangentes, on peut trouver immédiatement trois autres points, ou trois autres tangentes, et tracer la courbe.
Le centre équivaut à deux conditions, puisque le centre est le pôle de la droite à l'infini. Connaître un point du plan et un point de sa polaire ne représente qu'une seule condition. Savoir que la courbe est une hyperbole équilatère équivaut à deux conditions, car cela revient à dire que chacun des points cycliques se trouve sur la polaire de l'autre par rapport à la conique. Donner un triangle autopolaire équivaut à trois conditions.
lo Construire une conique connaissant cinq points. Nous avons montré (no 269) comment on peut, sans autre instrument que la règle, déterminer autant de points de la courbe qu'on le désire : on peut également trouver la polaire d'un point quelconque par rapport à la courbe (n^ 146), ou le pôle d'une droite donnée, et par suite le centre.
a© Cinq tangentes. On peut transformer, par voie réciproque, la construction du n^ 269, ou ramener ce problème au précédent d'après les indications de l'Exercice 4 du n» 268.
3* Quatre points et une tangente. Nous avons indiqué précédemment (no 345, Ex. 4) comment on peut résoudre ce problème, qui admet deux solutions, et qui, par suite, exige plus que l'emploi de la règle. On peut encore le résoudre comme il suit :
Soient AB, a, a', b, b' la tangente et les quatre points donnés; on a, d'après le théorème de Garnot (no 313)
Ac.Xc'.Ba.Ba'.Cb.Cb' — Ab.Ab'.Bc.B&.Ca.Ca',
et comme les points c et c' coïncident, cette relation suffît pour
déterminer le rapport Ac :Bc . On peut aussi ramener ce problème
à l'un des problèmes suivants, en observant qu'à l'aide des quatre points donnés (n^ 282) on peut immédiatement trouver les polaires de trois points, et qu'une fois ces polaires tracées, on peut en partant de la tangente donnée obtenir trois nouvelles tangentes; de telle sorte qu'on connait en réalité quatre points et quatre tangentes.
40 Quatre tangentes et un point. Ce problème peut se ramener au précédent, en formant la figure réciproque des données ; mais on peut aussi le résoudre directement en remarquant que les quatre tangentes permettent de tracer immédiatement les polaires de trois points du plan de la conique (n» 146, Ex. 3).
50 Trois points et deux tangentes. Le théorème suivant est un cas particulier de celui du n^ 344 : Les deux points où une droite rencontre une conique et ceux oii elle coupe deux de ses tangentes appar« tiennent à une involution qui a pour point double l'intersection de cette droite avec la corde de contact. Si donc la ligne qui joint deux des points données a et b est coupée par les deux tangentes en A et B, la corde de contact de ces tangentes passe par l'un ou l'autre des points fixes F et F', qui sont les points doubles du système (a.b.A.B) (no 286, Ex.). De même la corde de contact passe par i'un ou l'autre des points fixes G, G' situés sur la droite qui joint les
points donnés a et c. La corde de contact coïncide donc avec Tune ou Tautre des droites FG, FG', F'G, F' G', et le problème admet quatre solutions.
60 Deux points et trois tangentes. Le triangle formé par les trois cordes de contact a ses sommets situés chacun sur une des tangentes, et comme, d'après le théorème énoncé plus haut, chacun de ses côtés passe par un point fixe de la droite qui joint les deux points fixes, on peut cobstruire le triangle.
La construction d'une conique, étant donnés deux de ses points, ou deux de ses tangentes, n'est qu'un cas particulier de la construction d'une conique assujettie à avoir un double contact avec une conique donnée. Le tracé d'une conique doublement tangente à une conique donnée et tangente à trois droites, ou passant par trois points, a été indiqué aux n^* 328 et 387. Nous avons résolu au n* 286 le problème de trouver une conique ayant un double contact avec deux coniques données et passant par un point, ou tangente à une droite; et au u9 387 celui de tracer une conique ayant un double contact avec une conique donnée, et qui touche, en même temps trois autres coniques ayant, elles aussi, un double contact avec la première.
DES SYSTÈMES DE œNIQUES ASSUJETTIES A QUATRE
CONDITIONS
Les propriétés des systèmes de courbes assujetties à un nombre de conditions inférieur d'une unité à celui qui est nécessaire pour les déterminer, ont été étudiées par MM. de Jonquières, Chasles, Zeuthen et Cayley (*); nous nous bornerons dans cette Note à présenter quelques-unes des applications de la théorie des caractéristiques de Ghasles aux systèmes de coniques.
Lorsque dans un système de coniques satisfaisant à quatre conditions, il y a {JL coniques qui passent par un point donné, et v qui touchent une droite donnée, on dit que (jl et v sont les caractérisa tiques du système. Ainsi les caractéristiques d'un système de coniques passant par quatre points sont {x = i et v = a, parce qu'en ajoutant
(<) Pour rindication détaillée des sources originales voir Catlit, Philosophical Transactions, 1867, p. 75 ); voir aussi Padivui, Bulletin des Sciences mathématiques, t. III, p. i55.
aux conditions primitives un cinquième point on ne peut construire qu'une seule conique, tandis qu'en y ajoutant une tangente on peut en construire deux. De même, les caractéristiques des systèmes définis par trois points et une tangente, deux points et deux tangentes, un point et trois tai^gentes, quatre tangentes, sont respectivement (ji = 2, V = 4), (4, 4), (4, 2), (2, i).
On peut déterminer à priori Tordre et la classe d'un certain nombre de lieux associés à ces systèmes en se basant uniquement sur les définitions que nous avons données de Tordre et de la classe : une courbe est du /i^^me ordre lorsqu'elle rencontre une droite quelconque en n points, réels ou imaginaires ; une courbe est de la nS^va^ classe lorsque par un point arbitraire on peut lui mener n tangentes, réelles ou imaginaires. Ainsi le lieu du pôle d'une droite donnée par rapport à un système dont les caractéristiques sont p. et v est une courbe de Tordre v. Si Ton examine, en effet, en combien de points ce lieu peut couper la droite donnée, on voit qu'il ne peut la rencontrer qu'autant que cette droite contient son pôle, c'est-à-dire qu'autant que cette droite est tangente à Tune des coniques du système : et comme, par hypothèse, ce contact ne peut se produire que dans v cas, le lieu est du degré v. Ce résultat est en parfaite concordance avec les résultats que nous avons obtenus dans quelques cas particuliers, comme la recherche du lieu des centres des coniques passant par quatre points, ou tangentes a quatre droites, etc.
Examinons maintenant comment on peut déterminer Tordre du lieu des foyers des coniques du système ({i, v). En généralisant la question conformément à la conception des foyers exposée au n^ 374, on voit que ce problème n'est qu'un cas particulier du suivant : Etant donnés deux points A et B, trouver le degré du lieu décrit par l'intersection des tangentes menées à chacune des coniques du système par A et B. Ce lieu ne peut rencontrer la droite AB, autrement dit ne peut avoir un de ses points T sur AB, qu'autant que AB touche en T une conique du système ; il est d'ailleurs facile de voir que, si cette condition est remplie, la tangente AT rencontre en T la tangente BT, et en B la deuxième tangente menée par B ; de même la tangente BT rencontre en A la deuxième tangente menée par le point A. II résulte de là que, à toutes les coniques qui touchent AB, correspondent sur AB trois points du lieu, et, par suite, que ce lieu est de Tordre 3v, et passe parA et B qui sont des points multiples de Tordre V. Le lieu des foyers des coniques tangentes à quatre
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droites est donc une cubique, qui passe par les points cycliques. Lorsque la condition que la droite A6 soit tangente aux coniques est une des conditions du système, toute transversale menée par \ rencontre le lieu en v points distincts de A, et, comme A lui-même est un point multiple de Tordre v, le lieu se réduit alors à l'ordre av. C'est le degré du lieu des foyers des paraboles assujetties à trois Conditions.
Dans la théorie des caractéristiques, on a fréquemment recours au principe suivant ; Lorsque deux points A et A', situés sur une même droite, se correspondent de telle sorte qu'à une position quelconque de A correspondent m positions de A', et qu'à une position quelconque de A' correspondent n positions de A, il y a m-{- n cas dans lesquels A et A' coïncident. Ce théorème se démontre, comme ceux des n»» 336 et 340 : Si l'on prend, en effet, pour axe des x la droite sur laquelle A et A' tracent une division, les abscisses x et x' de A et A' sont assujetties à une certaine relation qui est par hypothèse du ml*™® degré en x, et du ni^mo en a/, et qui devient, par suite, du degré m-\- n lorsqu'on y fait a? = j/.
Gomme application de ce principe, cherchons l'ordre du lieu des points tels que chacun d'eux ait la même polaire, par rapport à une conique fixe, et par rapport à l'une des coniques du système. Pour savoir le nombre des points du lieu qui peuvent se trouver sur une droite donnée il suffît de prendre sur cette droite deux points A et .A' tels, que la polaire de A par rapport à la conique fixe coïncide avec la polaire de A' par rapport à Tune des coniques du système, et de voir dans combien de cas A et A' coïncident. Lorsque A est fixe, sa polaire par rapport à la conique fixe est donnée et le lieu des pôles de cette polaire par rapport aux coniques du système est, d'après le premier théorème énoncé dans la présente Note, de l'ordre v; on peut donc assigner, sur la droite donnée, v positions au point A'. Examinons maintenant à combien de positions de A correspond une position déterminée de A'. D'après le théorème réciproque du théorème que nous venons de rappeler, les polaires de A', par rapport aux coniques du système, enveloppent une courbe de la classe \l, courbe à laquelle on peut, en conséquence, mener \l tangentes par le pôle de la droite AA' dans la conique fixe. Il en résulte que, à toute position de A' correspondent |x positions de A, et par suite, qu'il y a (x + v cas dans lesquels A et A' coïncident. Le lieu cherché est donc de Tordre [x -h v.
Ce qui précède permet de déterminer immédiatement quel est, dans un système donné, le nombre des coniques qui touchent une conique fixe, puisque chaque point de contact a la même polaire par rapport à la conique fixe, et par rapport à l'une des coniques du système. Ce point de contact se trouve donc à Tintersection de la conique fixe avec le lieu trouvé précédemment, lieu qui la rencontre évidemment en !2(^ + v) points. On obtient ainsi le nombre de coniques qui, touchant une conique fixe, sont assujetties à quatre conditions : quatre points, trois points et une tangente, deux points et deux tangentes, etc. Ces nombres, qui sont respectivement 6, 12, 16, 12, 6, permettent de calculer les caractéristiques des systèmes de coniques qui touchent une conique et satisfont à trois autres conditions : trois points, deux points et une tangente, etc. : ces caractéristiques ont pour valeurs respectives (6, 12), (12, 16), (16, 12),
De même, les coniques de ces différents systèmes qui touchent une deuxième conique fixe sont au nombre de 36, 56, 56, 36, ce qui donne (36, 56), (56, 56), (56, 36), pour les caractéristiques respectives des systèmes dont les courbes touchent deux coniques fixes et satisfont en outre à deux conditions : deux points, un point et une tangente, deux tangentes.
Les coniques de ces différents systèmes qui touchent une troisième conique fixe sont au nombre de 184, 224, i84 : on a ainsi (184, 224), (224, 184) pour les caractéristiques des systèmes définis par trois coniques et un point, trois coniques et une tangente.
Enfin, le nombre des coniques de ces derniers systèmes, qui touchent une quatrième conique est pour chacun d'eux de 816; il résulte de là qu'on peut mener 3264 coniques touchant à la fois cinq coniques données.
Nous renverrons pour de plus amples détails aux Mémoires déjà cités, et nous nous contenterons d'ajouter ici que 2v — (x coniques du système se réduisent à un couple* de droites et 2[l — v à un couple de points.
FIN
S. — Geom. à deux dim. • ^3
Aires. — Aire d'un polygone en fonction des coordonnées de ses sommets, p. 5o, 217.
Aire d'un triangle étant données les équations de ses côtés, p. 5a, 217.
Aire d'un triangle inscrit, circonscrit, à une conique, p. 356, 371.
Aire d'un triangle formé par trois normales, p. 372.
L'aire du triangle formé en joignant les extrémités de deux diamètres conjugués quelconques est constante, p. 265, 281.
L'aire comprise entre une tangente quelconque et les asymptotes est constante, p. 32o.
L'aire du triangle formé par les polaires des milieux des côtés d'un triangle fixe par rapport à une conique inscrite est constante, p. 599.
Étant donnés deux diamètres, si de l'extrémité de l'un on abaisse une ordonnée sur l'autre on forme deux triangles équivalents, p. 287.
Détermination des aires par la méthode des infiniment petits, p. 633.
Aire constante déterminée dans une conique par la tangente à une conique homothétique, p. 637.
Les cordes qui interceptent une aire constante dans une courbe sont divisées en deux parties égales par leur enveloppe, p. 638.
Aire du triangle autopolaire commun à deux coniques, p. 618.
Angles. — Angle compris entre deux droites définies en coordonnées cartésiennes, p. 34, 35.
Angle de deux droites en coordonnées trilinéaires, p. io3.
Angle de deux droites représentées par une seule équation, p. 117.
Angle de deux tangentes à une conique, p. 276, 3i5, 35^, 357, 453
Angle de deux diamètres conjugués, p. 281.
Angle des asymptotes p. 273.
Angle compris entre une tangente et un rayon vecteur focal, p. 3oo.
Angle sous lequel la tangente menée par un point est vue du foyer, p. 3o4, 3^2.
Angles sous>teadns aux points limites d'un système de cercles, p. 492.
Théorèmes sur les angles qui ont leurs sommets au foyer. Démonstration basée sur la méthode des polaires réciproques, p. 4B0. Démonstration par la géométrie sphérique, p. 564. Théorèmes sur la projection des angles, p. 544» ^i9-
Angle excentrique. — Théorie de l'angle excentrique, p. 366.
Expression de l'angle excentrique en fonction de l'angle focal correspondant, p. 373.
Relation entre les angles excentriques de quatre points situés sur une circonférence, p. 386.
Apollonius, p. 558.
Arcs. — Rapport suivant lequel les cordes qui interceptent des arcs de longueur constante sont divisées par leur enveloppe, p. 638. Théorèmes sur les arcs des coniques, p. 643.
Asymptotes. — Les asymptotes sont des tangentes menées par le centre et dont le point de contact est à l'infini, p. 358.
Une asymptote est à elle-même son diamètre conjugué, p. 378.
Les asymptotes sont les diagonales du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, p. 3i6.
Equation générale des asymptotes, p. 460.
Les asymptotes et deux diamètres conjugués quelconques forment un fais^ ccau harmonique, p. 5oi.
La portion de tangente limitée aux asymptotes a pour milieu le point de contact, p. 317.
Les segments déterminés sur une corde par la courbe et les asymptotes sont égaux, p. 3i8, 53i.
La longueur du segment déterminé sur l'asymptote par la corde qui joint un point quelconque de la courbe à deux pomts fixes est constant, p. 330, 497, 5o4.
Rapport des segments déterminés sur une corde par une parallèle à une asymptote, p. 5o4.
Segments déterminés par une parallèle à une asymptote sur deux tangentes et leur corde de contact, p. 5o4.
La distance d'un point à sa polaire, estimée parallèlement à une asymptote, est divisée par la courbe en deux parties égales, p. 499*
L'aire du parallélogramme formé en menant des parallèles aux asymptotes par un point quelconque de la courbe est constante, p. 319, 496, 5o5.
Segments déterminés sur un diamèlre par une parallèle à une asymptote, p. 5o5.
Axes. — Axes d'une conique; leur équation, p. 260. Longueurs de ces axes; leur détermination, p. 362. Construction géométrique des axes d'une conique, p. a68.
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Tracé des axes, lorsqu'on connaît deux diamètres conjuguéSi p. 286, 393.
Axes d'une courbe réciproque, p. 491-
Axe de la parabole, p. 336.
Axes de similitude, p. 183, 378, ^-jS.
Axe radical, p. 1G7, su.
Axe d'homologie, p. loi.
Bissectrices. — Équation des bissectrices des angles formés par deux droites, p. 118.
Bobilller. — Équations des coniques inscrite et circonscrite à un triangle, p. 301.
Boole (M.). — Invariants des coefficients de l'équation d'une conique^ p. 364.
Brianchon. — Théorème sur l'hexagone circonscrit, p. ^og, 47^7 ^^^*
Bnrnside (M.). — Théorèmes et démonstrations qui lui sont dus, p. i3^, 372, 374, 4^5, 4i4» 433, 461, 583.
Garnot. — Théorèmes sur les transversales, p. 489, 5jo, 669.
Gasey (M.). — Ses théorèmes, p. 189, 313, 325, 611.
Cathcart. — Propositions diverses, p. 316,331.
Gayley (M.). — Théorèmes qui lui sont dus, p. 333, 584, 59S, 6ri, 647, 65 1, 670.
Gentres. — Centre des distances proportionnelles, p. 84. Centre d'homologie, p. 100. Centre radical, p. i63, 476.
Centre de similitude, p. 177, 378, 4i8.
Les cordes qui joignent les extrémités des rayons vecteurs menés par le centre de similitude se coupent sur l'axe radical, p. 180, 378, 419* Centre d'une conique ; ses coordonnées, p. 338. Le centre est le pôle de la droite à l'infini, p. 359, 5oo Sa détermination, lorsqu'on a cinq points de la conique, p. 4i5. Centre de courbure, p. 389, 643.
Gercle. — Équation du cercle, p. 33, 136, i46.
Équation tangentielle du cercle, p. 3oi, 308, 3i5, 486, 657.
Équation trilinéaire, p. 3o3.
Tous les cercles passent par les deux mêmes points imaginaires situés à l'infini, p. 4oi, 553.
Équation et centre du cercle circonscrit à un triangle, p. 6, i4i, 198, ai8, 486.
Équalion du cercle inscrit dans un triangle, p. 3o5, 486.
Équation du cercle ayant pour triangle autopolaire le triangle de référence, p. 427.
Équation du cercle passant par les milieux des côtés d'un triangle {voir Feuerbach), p. i45, 2o5.
Tout cercle qui coupe deux cercles fixes sous des angles constants est tangent à deux cercles fixes, p. 174.
Cercle tangent à trois cercles donnés, p. i85, igi, 492*
Cercle coupant orthogonaleoient trois cercles donnés, p. 173, 318, 616.
Cercle rencontrant trois cercles fixes sous un angle donné, p. 220.
Les cercles qui rencontrent trois cercles donnés sous le même angle ont même axe radical, p. i83, 221.
Le cercle circonscrit à un triangle formé par trois tangentes à la parabole passe par le foyer, p. 34^, 36o, 465, 483, 543.
Cercle circonscrit au triangle formé par deux tangentes à une conique et par leur corde de contact, p. 4o5, 6^2.
Cercle circonscrit à un triangle inscrit dans une conique, p. 371, 566.
Cercle inscrit ou circonscrit à un triangle autopolaire, p. 582.
Les cercles circonscrits aux triangles formés par quatre droites passent par un même point, p. 4i3.
Étant données cinq droites, les foyers des paraboles tangentes à quatre 'entre elles sont situés sur un même cercle, p. 4i4'
Détermination des tangentes, de l'aire et de la circonférence du cercle par les infiniment petits, p. 629.
Cercle direotenr, p. 455, 602.
Les cercles directeurs des coniques inscrites dans un même quadrilatère ont même axe radical, p. 470.
Cercle oscnlateur, p. 38 j, 395.
Il existe sur une conique trois points dont les cercles osculaleurs passent par un même point de la courbe, p. 387.
Chasles, p. 496, 49^) 5o9, 5i6, 6^4) 670.
Classe d'nne courbe, p. 244.
Concomitants, p. 620.
Conditions : — Pour que trois points soient en ligne droite, p. 3^
Pour que trois droites soient concourantes, p. 5i, 55.
Pour que quatre droites concourantes forment un faisceau harmonique,
Pour que deux droites soient perpendiculaires, p. 35, xoi, 6o5.
Pour qu'une droite passe par un point fixe, p. 85.
Pour que l'équation du second degré représente : i" deux droites, p. 120, 249, 253, 257, 449» — 2* ^^ cercle, p. 127, 2o3, 602; — Z* une parabole, p. a34, 465, 602; — 4* uï^e hyperbole équilatère, p. 280, 602.
Pour qu'une équation d'un degré quelconque représente des droites p. 124.
Pour que deux cercles soient concentriques, p. 129.
Pour que quatre points appartiennent à une même circonférence, p. 1^6, aa3.
Pour que le segment déterminé par un cercle sur une droite soit vu sous un angle droit d'un point donné, p. i5i.
Pour que deux cercles se coupent à angle droit, p. 172, ôgS.
Pour que quatre cercles aient même cercle orthogonal, p. 220.
Pour qu'une droite touche une conique, p. i36, 262, 4^0, 58o.
Pour que deux coniques soient semblables et semblablcment placées, p. 376.
Pour que deux coniques soient semblables, p. 379.
Pour que deux coniques se touchent, p. 673, 609.
Pour qu'un point soit situé en dehors d'une conique, p. 41o.
Pour que deux droites soient conjuguées par rapport à une conique,
Pour que deux couples de points soient conjugués harmoniques, p. 5 18.
Pour que quatre points d'une conique appartiennent à un cercle, p. 387.
Pour qu'une droite soit divisée harmoniquement par deux coniques,
Pour qu'une droite soit coupée en involution par trois coniques, p. 620.
Pour que trois couples de droites touchent la même conique, p. ^56,
Pour que trois couples de points forment une involution, p. 526.
Pour qu'un triangle puisse être inscrit dans une conique et circonscrit à une autre conique, p. 58^.
Pour que deux droites se coupent sur une conique, p. 391.
Pour qu'un triangle autopolaire par rapport à une conique puisse être inscrit ou circonscrit à une* autre conique, p. 58o.
Pour que trois coniques soient doublement tangentes à une même conique, p. 6i3.
Pour que trois coniques passent par un même point, p. 623.
Pour que les droites qui joignent les sommets d'un triangle aux points où une conique rencontre les côtés forment deux systèmes de droites concourantes, p. 600.
Cône (Sections du), p. 554*
Gonic[aes. — i* Coniques confocales. Elles se coupent a angle droit, jp. 3oi, 49^; ^4^'
Elles peuvent être considérées comme inscrites dans un même quadri* latére, p. 428.
Équation la plus générale des coniques confocales, p. 604.
Les tangentes menées à une conique (2) par un point d'une conique (i) confocale sont également inclinées sur la tangente à (i), p. 3o3.
Le pôle, par rapport à une conique (a) de la tangente à une conîqne confocale (i), est sur la normale à (i), p. 349.
Emploi des coniques con focales pour trouver les axes des courbes réciproques, p. 491*
Emploi de ces coniques pour trouver- le centre de courbure, p. 6'|2.
Longueur de l'arc intercepté sur une conique par deux tangentes se couant sur une conique confocale, p. 644 •
Propriétés des coniques confocales démontrées par la méthode des polaires réciproques, p. 49î*
a* Coniques semblables et semblablement placées, p. 376.
Conditions pour que deux coniques soient semblables, p. 379.
Les coniques homolhétiques ont deux points communs situés à Tinfini, p. 398.
Toute tangente à une conique détermine une aire constante dans une conique homothétique et concentrique, p. 637.
Contact des sections coniques, p. 38o.
Continuité (Principe de), p. 553.
Contrevariants p. SqB.
Coordonnées. — Coordonnées cartésiennes, p. i, no Coordonnées trilinéaires, p. io3.
Coordonnées tangentielles, p. m, 657.
Coordonnées polaires, p. i5.
Cordes. — Dans une conique la droite qui joint le foyer au pôle d'une corde focale est perpendiculaire à cette corde, p. 3o5, 5^5.
Les cordes, qui sont tangentes à une conique confocale, sont proportionnelles aux carrés des diamètres qui leur sont parallèles, p. 355, 374.
Cordes d'intersection de deux coniques; leur équation, p. 569.
Cordes supplémentaires, p. 284.
Courbes parallèles, p. 575.
Courbure. — Hayon de courbure, sa longueur et sa construction, p. 385, Équation du cercle de courbure, p. 395. Centre de courbure : ses coordonnées, p. 3^0.
CoTariants, p. 591.
Covariants mixtes, p. 618.
Critériums. — Pour reconnaître si trois droites sont concourantes, p. 55. Pour voir si un point est à l'intérieur ou à l'extérieur d'une conique, p. 44^*
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Pour reconnaître lorsque deux coniques se coupent en deux points rccis et en deux points imaginaires, p. 673.
Deeoartes, p. i.
Déterminants, p. 216.
DéTeloppées des conlqnes^ p. Sgi, 676.
Diagonales d*an quadrilatère. — Leurs milieux sont en ligne droite, p. 43, 106, 36^.
Les cercles décrits sur ces diagonales comme diamètres ont même axe radical, p. 470.
Diamètres conjngnés^ p. 2^3.
Relation entre les longueurs de deux diamètres conjugués, p. 265, 279.
L'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante, 265, 281.
Deux diamètres conjugués forment avec les asymptotes un faisceau harmonique, p. 5oi.
Tout diamètre est la polaire du point à Tinfini où concourent ses ordonnées, p. 5oo.
Construire deux diamètres conjugués qui se coupent sous un angle donné, p. 284.
Tracer le diamètre conjugué d'un diamètre donné, p. 368.
Dlreotrloe, p. 297, 338.
Équation de la directrice de la parabole, p. 455, 602.
La directrice est le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la parabole, p. 34 1, 4^^» ^o^*
La directrice passe par le point de concours des hauteurs de. tout triangle circonscrit à la parabole, p. 355, 4i4> 4^6} 49 1) ^8'|.
Discriminants, p. 449*
Leur formation, p. 120, 249» 253, 257.
Distance de denx points, p. 4» 177 323.
Les distances de deux points au centre d'un cercle sont proportionnelles aux distances de ces points à leurs polaires, p. 157.
Dans quel cas la distance de deux points est une fonction rationnelle des coordonnées, p. 298.
Relation entre les distances mutuelles de quatre points : 1* pris sur un plan, p. 224 ; 2* pris sur un cercle, p. 223.
Distance d*an point à nne droite, p. 43, 102.
Distance du centre et des foyers à une tangente, p. 280, 299, 339.
DlTlsion harmonique, p. 95, 5 14.
68a TABLE ANALYTIQUE.
Ce qu'elle devient lorsqu'un des points s'éloigne à Tiofini, p. 499-
Propriétés harmoniques du quadrilatère, p. 98, 54 1.
Propriétés des pôles et polaires, p. i^Sj 246, 499> ^02, SSg.
Faisceau harmonique formé :*!• par deux tangentes et deux droites conjuguées, p. 247, 5oo.
2* Par les asymptotes et deux diamètres conjugués, p. Soi.
3* Par les diagonales des quadrilatères inscrit et circonscrit, p. 407-
4* Par les cordes de contact et les cordes communes de deux coniques ayant un double contact avec une troisième, p. 4o6.
Propriétés harmoniques déduites par projection de théorèmes sur les angles droits, p. S'p.
Condition analytique pour que quatre droites forment un faisceau harmonique, p. 5i8.
Condition pour qu'une droite soit divisée harmoniquement par deux coniques, p. 620.
Lieu des points tels, que les tangentes menées par l'un d'eux à deux coniques forment un faisceau harmonique, p. 5ig.
Double contact, p. 382, 396, 590.
Équation d'une conique ayant un double contact avec deux autres, p. H^-
Lorsque deux coniques ont un double contact, toute tangente à l'une est divisée harmoniquement par l'autre et par la corde de contact, p. 53o,
Propriétés de deux coniques ayant un double contact avec une troisième, p. 406» 477*
Propriétés de trois coniques ayant un double contact avec une quatrième, p. 408, 4^4» 476.
Équation tangentielle d'une conique ayant un double contact avec une conique donnée, p. 607.
Condition pour que deux coniques ayant un double contact avec une troisième se touchent, p. 609.
Décrire une conique tangente à trois coniques, la conique cherchée et les coniques données ayant toutes un double contact avec une conique fixe, p. 609, 612, 665.
Droites conjagaées, p. 45o.
Dualité (Principe de), p. 4^7>
Ellipse. — Origine de cette dénomination, p. 3io, 558. Tracé mécanique de la courbe, p. 296, 368. Aire de l'ellipse, p. 634-
Enveloppes. — D'une droite : 1° dont l'équation renferme une indéterminée au deuxième degré, p. 43^.
2* Telle que la somme de ses distances à plusieurs points fixes soit constante, p. 160
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3*" Telle que le produit, la somme ou la difTéreuce des carrés de ses distances à deux points fixes soit constanto, p. 4^6» 4^7*
Du troisième côté d'un triangle : i" étant donné^ l'angle opposé et la 8ommc des autres côtés, p. 4^8. »
a" Dont les sommets glissent sur trois droites, et dont les deux autres côtés passent par des points fixes, p. 4^6.
3" lascrit dans une conique, et dont les deux autres côtés tournent autour de deux points fixes, p. 420, 474» ^lo-
4"* Ce troisième côté étant vu sous un angle constant d'un point fixe et les autres côtés étant donnés de position, p. 4^2.
De la polaire d'un point fixe par rapport à une conique assujettie à quatre conditions, p. 4^8, 47^.
De la -polaire des centres des cercles tangents à deux cercles donnés, p. 492.
Des cordes d'une coniques vues d'un point donné sous un angle constant, p. 429.
Des perpendiculaires élevées aux extrémités des rayons vecteurs menés par un point fixe quelconque à une droite donnée, p. 34o.
De Tune des asymptotes des hyperboles : i* ayant une directrice et un foyer communs, p. 481 î — 2* définies par trois points et l'autre asymptote, p. 460.
De la droite qui joint les points correspondants de deux divisions homographiques : i* prises sur deux droites diiîérentes, p. 5i4; — 2* prises sur une conique, p. 426, 5i4.
Du côté libre d'un polygone inscrit dans une conique, et dont les autres côtés passent par des points fixes, p. 420, 5io.
Du troisième côté d'un triangle inscrit dans une conique, et dont les deux autres côtés enveloppent une conique, p. 697.
Du rayon d'un faisceau anharmonique donné, dans différentes conditions, p. 55i.
D'une ellipse pour laquelle on donne la position de deux diamètres conjugués et la somme de leurs carrés, p. 438.
Équations. — Les équations en coordonnées cartésiennes ne sont qu'un cas particulier des équations trilinéaires, p. m.
Ce que représente une éqpation lorsqu'on y remplace les coordonnées courantes par les coordonnées d'un point; cas de la ligne droite, du cercle, des coniques, p. 47> i4i; ^^^t 4^4' ' Problème analogue pour les équations tangentielles, p. 667.
Équations cartésiennes ou trilinéaires.
Des bissectrices des angles que forment deux droites, p. 118. De l'axe radical de deux cercles, p. 166, 2i3. Des tangentes communes à deux cercles, p. 176, 178, 44^4* Du cercle : !• passant par trois points, p. i45, 217; — a* coupant orthogonalement trois cercle donnés, p. 17a, a 18; — 3'* tangent à trois cercles,
p. 191, 666; — 4* inscris ou circonscrit à un triangle, p. 198, 310, 487; — 5* ayant le triangle de référence pour triangle autopolaire, p. 437.
De la tangente à un cercle ou à une conique, p. i35, a^i4i 447*
De la polaire par rapport à un cercle ou à une conique, p. iSg, a4^f Ml-
Du couple de tangentes menées à une conique : i* par un point, p. i43, a^S, 4^^; — ^^ pski* les points où elle rencontre une droite, p. 4^9*
Des asymptotes d'une conique, p. 460, 58o.
Des cordes d'intersection de deux coniques, p. 569.
Du cercle osculateur d'une conique, p. SgS.
D'une conique : 1° passant par cinq points, p. 39); — a* tangente à cinq droites, p. 46^; — 3" ayant un double contact avec deux coniques données, p. Y\2f — 4* ayant un double contact avec une conique donnée et en touchant trois autres, p. 609.
D'une conique passant par trois points, ou tangente à trois droites : I* dont le centre est donné, p. 4^1 » — 3* dont l'un des foyers est donné, p. 486.
De la conique réciproque d'une conique donnée, p. 493) 59'], 608.
De la directrice et du cercle directeur, p. 4^5» 602.
Des droites qui joignent à un point les points d'intersection de deux courbes, p. 4^6, Sai.
Des quatre tangentes menées à une conique par les points où elle est coupée par une autre conique, p. 696.
De la courbe parallèle à une conique, p. 576.
De la développée d'une conique, p. Sgi, 676.
Du Jacobien de trois coniques, p. 6i3.
Équations tangentielles.
Des cercles inscrit et circonscrit, p. aoa, 208, 487.
D'une conique en général, p. a53, 439.
Du cercle en général, p. ai 5.
Des points imaginaires et à l'infini du cercle, p. 601.
Des coniques confocales, p. 604^ 667.
Des points communs à deux coniques, p. 587.
Équations en coordonnées polaires, p. 69, 146, 161, 367, 370, 307, 34|. Équations homogènes à deux variables; leur signification, p. ii3.
Ealer. — Expression de la distance du centre du cercle inscrit au centre du cercle circonscrit, p. 585.
Excentricité. — Excentricité d'une conique définie par l'équation gcné raie, p. 373.
Elle ne dépend que de l'angle compris entre les asymptotes, p. 373.
Fagnano. — Théorèmes sur les arcs de coniques, p. 645. Faisceaux liarmoniqaes {voir division harmonique).
Fanre (Théorèmes de M.)i p> SSa, 699.
Feuerbaoh. — Relation entre quatre points pris sur un cercle, p. 14C, Théorèmes sur les cercles tangents à quatre droites, p. 211, 532, 612.
Foyers, de 204 à 3 16; de 349 à 355.
Le foyer est un cercle infiniment petit ayant un double contact avec la conique, p. 4o4>
Les foyers se trouvent à Tintersection des tangentes menées par deux points fixes et imaginaires situés à l'infini, p. 4^8.
Un foyer équivaut à deux conditions, p. 668.
Coordonnées du foyer : i** étant données trois tangentes, 4^^^ — 3* lorsque la conique est définie par l'équation générale, p. 4^8,
Foyer et directrice, p. 297, 4o4.
Théorèmes relatifs aux angles qui ont leur sommet au foyer, p. 480, 564.
Démonstration, par projection, des propriétés des foyers, p. 542.
Relation entre les inverses des segments des deux cordes qui joignent un point quelconque aux foyers, p. 354*
La droite qui joint l'intersection des normales à l'intersection des tangentes menées aux extrémités d'une corde focale passe par l'autre foyer,
Lieu du foyer des paraboles inscrites dans un triangle, p. 344> 36o, 465, 483, 543.
Lieu du foyer des coniques : i* inscrites dans un quadrilatère, 466, 469; — 2" circonscrites a un quadrilatère, p. 365, 487; — 3° étant donnes un point et trois tangentes, p. 487 {Ex. 3).
Détermination des foyers de la section d'un cône droit, p. 563.
Gaultier de Tours, p. 167.
Gergonne. — Tracé d'un cercle tangent à trois cercles donnés, p. i85.
Gordan. — Sur le nombre des concomitants de deux fonctions ternaires du deuxième degré, p. 620.
Graves (Théorèmes du D'), p. 566, 643.
Hamilton. — Démonstration du théorème de Feuerbach, p. 532
Hart (Théorèmes et démonstrations du D'), p. 207, 210, 212, 4^1» 646.
Harrey. — Théorème relatif à quatre cercles, p. 220.
Heam (M.). — Déterminer le lieu des centres des coniques assujetties k quatre conditions, p. l^Si,
Hermès (M.). — Équation d'une conique circonscrite à un triangle, p. 201.
Hesse, p. 653.
Hexagone {voir Brianchon et Pascal). — Relation entre les angles d*aa hexagone circonscrit, p. 4^6, 4^9-
Homographie. — Systèmes homographiques, p. 97, 108.
Divisions homographiques, p. 5i5.
Critérium pour les reconnaître, et méthode pour les former, p. 5i6.
Lieu de l'intersection des droites correspondantes, p. 4^8.
Enveloppe de la droite qui joint des points correspondants, p. 5i4, S16.
Faisceaux homographiques, p. 5 18.
Homoloffie, p. 100, 647.
Homothétle, p. 375.
Hyperbole. — Origine de cette dénomination, p. 3 10, 558.
Aire de la courbe, p. 636.
Hyperboles conjuguées, p. 272.
Hyperbole équilatère; condition générale pour qu'une hyperbole soit équilatère, p. 280, 60a.
L'hyperbole équilatère circonscrite à un triangle passe par le point de concours des hauteurs, p. 36o, 491 •
Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire passe par le centre de la courbe, p. 36i, 5'i7.
Imaflfinalres. — Droites et points imaginaires, p. 116, i3o. Équation tangentielle des points imaginaires et ^ Tinfini du cercle, p. 601. Les droites menées par ces jjoints sont à elles-mêmes leurs perpendiculaires, p. 601.
Infini (Droite de 1'); son équation, p. ko.
La parabole a pour tangente la droite de l'infini, p. 397, 490, 559.
Le centre d'une conique est le pôle de la droite à l'infini, p. 359, 5oo.
Invariants, p. 263, 570.
Inversion des courbes, p. 192.
Involntlon, p. 52 1.
Jacoblen de trois conlqaes, p.6i3 à 627.
Joachlmsthal. — Relation entre les angles excentriques de quatre points situés sur un cercle, p. 386.
Méthode pour trouver les points d'intersection d'une droite et d'une courbe, p. 4|6.
Jonqnlères (M. de), p. 670.
Kemmer, p. 673.
(M.)' — Théorèmes sur l'hexagone^ p. 647.
Lieux ^géométriques. — Du sommet d'un triangle, étant donné le c6té opposé et : I* une relation entre les longueurs des autres c6tés, p. 63, 78, 79» 296; — 2^ une relation entre les angles, p. 6^, 791 i48, 3^7; — 3^ les segments. déterminés par les autres côtés sur une droite fixe, p. 509; «- 4* le rapport des segments que ces côtés déterminent sur une parallèle à la base, p. 68.
Du troisième sommet d'un triangle donné, dont les autres sommets glissent sur deux droites fixes, p. 347.
Du troisième sommet d'un triangle dont les angles sont donnés et dans lequel le premier sommet est fixe, tandis que le second glisse sur un lieu donné, p. 86.
Du troisième sommet d'un triangle dont les côtés pivotent autour de points fixes, tandis que les deux autres sommets glissent sur des droites fixes, p. 69, 71, 4 16, 474, 507.
Généralisation de cet énoncé, p. 5o8.
Du troisième sommet d'un triangle dont les côtés enveloppent une conique, tandis que les deux autres sommets glissent sur des droites fixes, p- 419» ^4i» 596.
Généralisation, p. 698.
Du sommet commun à un certain nombre de triangles, étant données la somme des aires de ces triangles^ ainsi que la longueur et la direction de la base de chacun d'eux, p. 66.
Du sommet d'un cône droit ayant pour section une conique donnée, p. 544*
Du point qui divise dans un rapport donné : i** les cordes menées dans un cercle parallèlement à une direction donnée, p. 269; — 2* une droite mobile sous certaines conditions et limitée à deux droites fixes, p. 65, 67, 79; — 3* la portion de tangente variable comprise entre deux tangentes fixes à une conique, p. 4%» 55o.
Du point tel, que les tangentes menées de ce point à deux cercles soient dans un rapport donné, ou bien aient une somme donnée, p. 168, 4{3.
Du point pris suivant une loi déterminée sur des rayons vecteurs issus d'un point fixe, p. 88.
Du point tel, que la somme des carrés de ses distances à des points donnés soit constante, p. 149.
D'un point tel, que le carré de la tangente menée à un cercle par ce point soit dans un rapport constant avec le produit de ses distances à deux droites fixes, p. 4o3.
Des points déterminant une division anharmonique donnée sur les cordes menées par un point fixe à une conique, p. 543.
Du point pris sur la hauteur d'un triangle à une distance de la base ('^a\e à cette base, étant données cette base et la somme des deux autres côtés, p. 64.
D'un point tel, que la surface du triangle formé par ses projections sur les trois côtés d'un triangle donné soit constante, p. 199. Du point o d'une transversale, de direction donnée, rencontrant an
triangle, de telle sorte qu'on ait oc = oa.ob, p. 5o^.
Des points par où passent les cordes qui sont vues sous un angle droit des divers points d'une conique, p. 4^7*
D'un point tel, que les tangentes menées de ce point à deux coniques forment un faisceau harmonique, p. 619.
Du point dont les polaires par rapport à trois coniques fixes sont concourantes, p. 6i3.
Des centres des rectangles inscrits dans un triangle, p. 7a.
Des milieux des cordes : i* menées dans une conique parallèlement à une direction donnée, p. a38; — 2' menées dans un cercle par un point fixe, p. 163.
De l'intersection P de la bissectrice PC de l'angle C d'un triangle, avec la perpendiculaire BP élevée au côté GB, lorsqu'on connaît le côté BC et là somme des autres côtés, p. 87.
De l'intersection de la perpendiculaire abaissée du centre, ou du foyer, sur la tangente, avec le rayon vecteur mené par le centre, ou par le foyer, p. 34^.
De l'intersection du rayon vecteur issu du foyer avec la droite menée par le centre et rencontrant l'axe sous un angle égal à l'angle excentrique, p. 372.
De l'intersection des perpendiculaires menées aux côtés d'un triangle par les extrémités de la base, étant donnés l'angle au sommet et une autre condition, p. 67.
Du point de concours des hauteurs d'un triangle : 1* étant donnés un côté et l'angle opposé, p. 148; — 2* inscrit dans une conique et circonscrit à une autre, p. 583.
De l'intersection de la normale en un point, avec le diamètre coupant l'axe sous un angle égal à l'angle excentrique, p. 373.
De l'intersection des droites correspondantes de deux faisceaux homographiques, p. 4^S.
De l'intersection des polaires par rapport à deux coniques d'un point qui glisse sur une droite, p. 4^9*
De l'intersection des tangentes à une parabole qui se coupent sous un angle donné, p. 367, l\Zij 482.
De l'intersection des tangentes aune conique : i** qui se coupent à angle droit, 277, 284, 4^5» 602; — 2" menées aux extrémité de deux diamètres conjugués, p. 349; — 3* dont la corde de contact est vue du foyer sous un angle constant, p. 481 ; — 4* qui déterminent sur la droite joignant deux points fixes une division harmonique, p. 547.
De l'intersection des tangentes interceptant sur une tangente fixe un segment de longueur constante, p. 362.
De l'intersection des tangentes menées par deux points fixes : i* aux coniques passant par ces points et assujetties à deux autres conditions.
p. 543 ; — a* aux coniques inscriles dans un quadrilatère dont deux côlés passent par ces points fixes, p. 543.
De rintersection des normales menées aux extrémités : i* d une corde focale, p. 353 ; — 2* des cordes passant par un point fixe, p. 359, 569.
Des projections du foyer : 1* sur ]es tangentes, p. 3o3, 3^0, 601; — 3* sur les normales à la parabole, p. 358.
Des projections du centre d'un cercle sur les cordes de ce cercle, qui sont vues du centre sous un angle droit, p. i53.
Des extrémités des sous-tangentes polaires d'une parabole, le foyer étant pris pour origine, p. 3o6.
Des centres des cercles : i* qui déterminent des segments de longueur donnée sur deux droites fixes, p. 347; — 3* inscrits dans un triangle, étant donnés un côté et la somme des deux autres, p. 347; — 3* qui coupent trois cercles sous des angles égaux, p. i83; — 4'' circonscrits à un triangle, deux des côtés du triangle étant donnés de position et leurs longueurs vérifiant une relation donnée, p. i5i ; — 5* qui touchent deux cercles donnés, p. 493, 543.
Des centres (pôles de la droite à l'infini) des coniques : 1* circonscrites à un quadrilatère, p. 354, 4^7) 4^3, 458, 475} 5i3, 54a; — a* inscrites dans un quadrilatère, p. 36a, 437, 45i, 469, 475| 544; 579; — 3* définies par trois tangentes et la somme des carrés des axes, p. 364; — 4* assujetties à quatre conditions, p. 45 1, 671.
Des pôles d'une droite fixe par rapport à un système de coniques confocales, p. 349, 356.
Des pôles, par rapport à une conique, des tangentes à une autre conique, p. 348, 471*
Des foyers des paraboles inscrites dans un triangle, p. 344 » 36o, 465, 483.
Des foyers des coniques : i* inscrites dans un quadrilatère, p. 466, 469; — a* circonscrites à un quadrilatère, p. 365, 671 ; — 3* étant donnés un point et trois tangentes, p. 487; — 4* assujetties à quatre conditions, p. 670.
Des sommets du triangle autopolaire commun à une conique fixe et à chacune des coniques d'un système défini par quatre conditions, p. 67a.
Laguerre (M.). — Transformation des relations angulaires, p. 544*
Mao Cullafl^h (Démonstration et théorèmes de), p. 35i, 871, 566, 638, 6J4.
Mao Lanrln (Génération des coniques d'après), p. 4^5, 4 16, 419» 507.
Malfattl (Problème de), p. 444-
Médianes. — Les médianes d'un triangles se coupent en un même point, p. 55, 92.
BClquel (M.). — Sur les cinq paraboles inscrites dans les quadrilatères formés par cinq droites, p. 4i4'
S. — Geom. à deux dim, 44
Mœblas, p. 365, 47 '^ 49^-
Moore (M.). — DémonstratioQ d'un théorème de Stciner à Tatde da théorème de Brianchon, p. 4i4'
Moyenne harmonlqae, p. 162.
Maloahy (M.)* — Sur les angles qui ont leur sommet au foyer, p. S6{.
Ne'wton. — Description organique des coniques, p. ^oS.
Normale, p. ^(87, 336, 569.
Sous-normale, p. 288.
La sous-normale dans la parabole est constante, p. 336.
Nombre : — De termes dans l'équation générale de degré /i, p. 134. De conditions pour déterminer une conique, p. 226. De points d'intersection de deux courbes, p. 38o.
De solutions du problème : Tracer une conique tangente à cinq coniques données, p. 673.
De concomitants de deux fonctions ternaires du deuxième degré, p. 620.
0*Brien, p. 366.
Ombilics, p. 47')-
Pappns, p. 3 10, 498, 558.
Parabole. — Origine de celte dénomination, p. 3 10, 558. La parabole a une tangente située tout entière à l'infini, p. 397, 4o'*> Coordonnées du foyer, p. 4^9, 465, 6o5. Equation de la directrice, p. '455, 602. Parabole tangente à quatre droites, p. 465.
Paramètre. — Expression des coordonnées d'un point d'une conique à l'aide d'un seul paramétre, p. 366, 417} i^^j 662.
Paramètre d'une conique, p. 3o8, 327, 337.
Le paramètre est double de l'ordonnée du foyer, p. 3o8.
Les coniques réciproques de cercles égaux ont même paramètre, p. 483.
Pascal (Hexagone de), p. !|i2, 473, 5i2, 5^i, 647.
Perpendiculaires. — Équation et longueur de la perpendiculaire abaissée d'un point sur une droite, p. 4^} 102. Condition pour que deux droites soient perpendiculaires, p. loi. Extension donnée à cette condition, p. 5'|5, 6o5.
Plucker, p. ^71, 6^7.
Point fixe (Les lignes suivantes passent par un). — La droite représentée par une équation dont les coefficients vérifient une relation linéaire, p. 84.
Le côté d'un triangle, étant donnés l'angle opposé et la somme des inverses des autres côtés, p. Si.
Le troisième côté d'un triangle dont les deux autres côtés passent par des points fixes, tandis que les sommets glissent sur trois droites concou> rantes, p. 81.
Toute droite telle que la somme de ses distances à plusieurs points fixes soit nulle, p. 83.
La polaire d'un point fixe, par rapport aux cercles ayant môme &xe radical, p. 170.
La polaire d'un point fixe, par rapport aux coniques passant par quatre points, p. 254, ^S8f 47^*
Les cordes d'intetsection d'un cercle fixe avec des cercles passant par deux points donnés, p. 169.
Les cordes déterminées dans les coniques circonscrites à un quadrilatère par deux droites fixes passant par deux des sommets du quadrilatère, p. 5i3.
La corde de contact de deux coniques doublement tangentes lorsque, la première étant fixe, la seconde passe par deux points fixes, p. 44 1-
Les cordes qui sous-tendent un angle droit à un point fixe de la conique, p. 290, 457.
La droite qui joint les extrémités de deux cordes aboutissant à un point donné de la conique : i* lorsque ces cordes font, avec la normale en ce point, deux angles tels, que le produit de leurs tangentes soit constant, p. 291; — 2* lorsque ces cordes sont également inclinées sur une droite fixe, p. 5^8.
La perpendiculaire abaissée d'un point sur sa polaire lorsque ce point glisse sur une perpendiculaire à l'axe^ p. 3o6.
Point central d'une involution, p. 523.
Points cycliques, p. 40 1.
Points doubles d'une involution, p. 624.
Points limites d*an système de cercles, p. 171, 492.
Pôles et Polaires. — Leurs propriétés, p. i54, 245.
Équation de la polaire, p. i38, 245, 447*
Coordonnées du pôle d'une droite donnée, p. 4^9*
Un point et sa polaire équivalent à deux conditions, p. 668.
Polaires réciproques, p. 47^- Poncelet, p. 171, 471» ^i^, 533
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Projections, p. 533, S64.
Quadrilatère. — Les milieux des diagonales sont en ligne droite, p. 43, 106, 864.
Les cercles décrits sur les diagonales comme diamètre ont même a\e radical, p. 470.
Propriétés harmoniques, p. 98, 538.
Quadrilatère inscrit dans une conique, p. 2^7, 54i.
Les côtés et les diagonales d'un quadrilatère inscrit dans une conique déterminent sur une transversale quelconque six points en involutioo, p. 5?9.
Les diagonales des quadrilatères inscrit et circonscrit correspuadanls forment un faisceau harmonique, p. 407-
Rapport anharmoniqae. — Démonstration du théorème tondamentdi,
P- 94- Ce que devient le rapport anharmonique lorsqu'un point s'éloigne à
rinfini, p. 49^*
Rapport anharmonique de quatre droites dont les équations sont donnée:», p. 95, 517.
Rapport anharmonique : i* de quatre points d'une conique, p. 4o^, 43<5, ^^SS, 540; — 2* de quatre tangentes, p. 4^3, 4^8; — 3* de trois tangentes» a une parabole, p. 5o6.
Développements sur les propriétés correspondantes, p. 5o2.
Leur démonstration par la projection des angles, p. 545, 549.
Dans quels cas le rapport anharmonique de quatre points d'une conique est égal au rapport anharmonique de quatre autres points : 1* de la même conique, p. 424; — a* d'une deuxième conique, p. 4^4» 5'4'
Le rapport anharmonique : 1* de quatre points est égal au rapport anharmonique de leurs polaires, p. 469; — 2* de quatre diamètres est é^al au rapport anharmonique de leurs conjugués, p. 5i3.
Le rapport anharmonique des segments déterminés par deux coniques sur la tangente à une troisième conique est constant, lorsque les trois coniques ont un double contact suivant la même droite, p. 54i.
Rapport harmonlqne, p. 95.
Rayon de courbure, p. 384, ^39.
Rayon du cercle circonscrit au triangle inscrit dans une conique, p. 356, 371, 567.
Sadleir (Théorèmes de M.), p. 3oG.
Seg^ments. — Les portions d'une sécante comprises entre l'hyperbole cl SCS asymptotes sont égales, p. 3 18, 53 1. Le segment que déterminent les asymptotes sur les droites qui joignent
deux points fixes de la courbe à ua quelconque de ses points est constant, p. 320, 497.
Deux droites quelconques déterminent sur l'axe d'une parabole un segment de même grandeur que les perpendiculaires menées à cet axe par les pôles de ces droites, p. 334, 49^*
Relation entre les segments' déterminés par une tangente variable sur deux tangentes fixes et parallèles, p. -285, 4^5, 5o6, 661.
Serret (M. P.). — Lieu du centre des coniques inscrites dans un quadrilatère, p. 362.
Similitude, p. 375.
Centre de similitude, p. 177, 376, 476.
Axes de similitude, p. 182, 378, ^-jQ.
Steiner. — Théorème sur le triangle circonscrit à la parabole, p. 355, 4i 1,466, 49^584.
Des points dont le cercle osculatcur passe par un point donné, p. 387. Théorèmes sur l'hexagone de Pascal, p. 41^7 647. Solution du problème de iMalfatti, p. 444*
Systèmes de cercles ayant m6me axe radical, p. 169. De cercles coupant à angle droit une série de cercles, p. 173,. 220, 595,
Tangentes. — Définition générale, p. i3i.
Équation de la tangente, p. i35, 24 i, 367.
Tangente au cercle; sa longueur, p. i^i.
Construction géométrique de la tangente à une conique, p. 2'i7.
Détermination des points de contact d'une conique avec les cinq tangentes qui la définissent, p. 4i4'
Relation entre les segments que détermine une tangente variable : i* sur deux tangentes fixes et parallèles, p. 285, 4^5; — 2* sur deux diamètres conjugués, p. 286.
Division déterminée sur une tangente variable par trois tangentes fixes a la parabole, p. 5o6.
Tangentes communes : i* à deux cercles, 175, 178, 44iî — 2* à deux coniques, p. 587.
Leurs huit points de contact appartiennent à une même conique, p. 588.
Sous-tangente, p. 289.
Dans la parabole, la sous-tangente est double de l'abscisse, p. 333.
Sous-tangente polaire, p. 3o5.
Théorèmes réciproques, p. 112, 467, 496» 608.
Townsend (Théorèmes et démonstration de M.), p. 4^4, 5i2, G^o.
Tracer une conique d'un mouvement continu, p. 296, 324, 338, 3G8.
Transformation des coordonnées, p. 9, 16, 361, 5-0.
Transversales. — Relation eatre les segments que détermine ane transversale sur les côtés d'un triangle, p. 58.
Théorème de Carnet, p. 4B9, 5jo, 669.
Involution déterminée sur une transversale par un système de coniques, p. 5i8.
Triangle antopolaire. — Définition, p. i55.
Équation du cercle ayant le triangle de référence pour triangle autopolaire, p. 427.
Equation d'une conique rapportée à un triangle autopolaire, p. 4oii j?^-
Le cercle circonscrit à un triangle autopolaire, par rapport à une hyperbole équilatère, passe par le centre de l'hyperbole, p. 36i.
Les sommets de deux triangles jiutopolaires appartiennent à une même conique, p. 5^7, 582.
Leurs six côtés sont tangents à une autre conique, p. 547.
Deux coniques admettent toujours un triangle autopolaire commun, p. 43i.
Détermination de ce triangle, p. 596, 616.
Triangle polaire; définition et propriétés, p. i54, i55. Triangles constmits sur quatre droites. Propriétés, p. 365, 4i3. Triangles homologlqnes, p. 100.
Triangles inscrits on circonscrits. — Les six sommets de driix triangles circonscrits à une conique sont situés sur une conique, p. 54'>-
Triangle inscrit dans une conique et dont les côtés passent par tn>is points donnés, p. 462.
Le point de concours des hauteurs d'un triangle circonscrit à une parabole se trouve sur la directrice, p. 584.
Triangle inscrit dans une conique et circonscrit à une autre, p. 584.
Veronese, p. 653.
"Walker, p. 600.
Zsnthen, p. 670.
6664 B. - Paru, Imp. Gaulhier-ViUar» et ûl; 55, quoi des Gr.-ADgn»lins.
OUVRAGES DE G. SALMON
Traité d'Algèbre supérieure, o^ édition française, publiée d'après la 4" édition anglaise, par O. Chemin, ln-8 ; 1890 10 fr.
Traité de Géométrie analytique à deux dimensions (Sections coniques ) ; traduit de l'anglais par H. Resal et Vaucherbt. 3' édition française conforme à la 2^, publiée d'après la 6* édition anglaise, par Vaucheret. ancien élève de l'École Polytechnique, Lieutenant-Colonel d'Artillerie, Professeur à l'École supérieure de Guerre. In-8, avec 124 figures; 1 897 \i fr.
Traité de Géométrie analytique {Courbes planes), destiné à faire suite au Traité des Sections coniques. Traduit de l'anglais sur la 3* édition, par 0. Cheuix, Ingénieur des Ponts et Chaussées, et augmenté d'une Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes ; par C, Halphen, In-8, avec figures ; 1 884 i i fr.
Traité de Géométrie anal3rtique à trois dimensions. Traduit de l'anglais sur la 4' édition, par 0. Chemin, Ingénieur des Ponts et Chaussées.
i"^* Partie : Lignes et surfaces du premier et du second ordre, ln-8, avec figures ; 1 882 7 fr.
II* Partie : Théorie des surfaces. Courbes gauches et surfaces développables. Famille de surfaces, In-8, avec figures; 1 891 ... . 6 fr.
m* Partie : Surfaces dérivées des quadriques. Surfaces du troisième et du quatrième degré. Théorie générale des surfaces, avec figures ; 1 892 4 fr. 5o c.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/traitdegomtriqu00resagoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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